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SUR L'ANNEAU DES ENTIERS DE CERTAINES EXTENSIONS CYCLIQUES 

D'UN CORPS LOCAL 

par 

Marie-Josée FERTON 

A étant un anneau de Dedekind et k son corps des quotients, soit K une 

extension galoisienne de k de groupe de Galois G . La clôture intégrale, B , de 

A dans K est un A[G] -module. 

L'étude de*la structure de B conduit à introduire le sous-anneau © de 

k[G] , défini comme suit : 

© = {X£k[G] , \ . B • c B } . 

© est, en fait, un ordre de A dans k[G] et on l'appelle l'ordre associé à B 

dans k[G] . 

On étudiera dans la suite B en tant que ©-module. Le problème que l'on 

se pose est le suivant : pour quelle extensions K/k , B est-il un ©-module libre 

ou projectif ? 

On sait que si k = <Q , corps des rationnels et si G abélien ou G groupe 
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diédral d'ordre 2p , alors B est libre sur ©. (Résultats respectifs de Leopoldt 

[5] et A. M. Berge [l]). 

Si le corps k est local, et si G est abélien, B est un 0-module libre 

si et seulement si c'est un ©-module projectif. Dans ce cas, on sait (E. Noether 

[6]) que si l'extension K/k est modérément ramifiée B est libre sur © = A[G] . 

Toujours dans le cas d'un corps local k , et si l'extension K/k est cy­

clique de degré premier p , on a des conditions nécessaires et suffisantes, por­

tant sur le nombre de ramification de l'extension, pour que B soit libre sur O 

[2] , [ 3 ] . 

La méthode utilisée pour les extensions cycliques de degré premier p 

d'un corps local s'applique difficilement au cas d'extensions cycliques de degré 

p11 pour n> 1 . Elle donne néanmoins des résultats partiels résumés dans le 

théorème 2 . 

D'autre part, on peut trouver des conditions nécessaires pour que B soit 

libre sur © , dans une extension K/k quelconque, en se ramenant à des extensions 

intermédiaires. 

I. - EXTENSIONS GALOISIENNES INTERMÉDIAIRES. - Soit G un sous-groupe —~~——-——-—~-~——————————————————— 

invariant de G et L le corps laissé fixe par GT . Soit H le groupe de Galois 
L 

de l'extension L/k , H est isomorphe au quotient G/G . On note g l'image 
L 

canonique dans H d'un élément g de G . Soit cp l'homomorphisme d'algèbre de 

k[G] dans k[H] défini par cp(g) = g pour gç G . 

On note cp(V) = \ pour \çk[G] . Si & est un ordre de A dans k[G] on 

peut vérifier aisément que cp(&) est un ordre de A dans k[H] . On note '^^i/'L 
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la trace de K / L , T , = 2 s ; T / (B) est un k[H] -module, on note ©__ 
K / L s ç G L

 K / L H 

son ordre associé dans k[H] , soit ° R = {M € k[ H] , |J. T

K / L ( B ) C T K / L ^ ^ ' 

PROPOSITION 1. - L'image par cp de l'ordre associé à B dans k[G] est conte­ 

nue dans l'ordre associé à T , (B) dans k[H] . 
• K/L 

En effet, soit Xç <P(©) ï montrons que : X. T__ (b) ç T__ / t (B) pour tout 

K/L K/L 

b dans B ; on a X. T

K / L ( B ) = • T K / L ^ = T K / L ^ * B ^ ° A R ° L E S T U N S O U S -

groupe invariant de G . 

Remarque : il existe des cas où cp(0) est différent de © . Par exemple, si k 
H 

est un corps local d'indice de ramification e = 7 et K/k une extension cyclique 

de degré 4 , avec t̂  = 7 et t̂  = 21 pour nombres inférieurs de ramification, 

alors cp(0) / © . 

PROPOSITION 2. - Si. B est libre sur son ordre associé © dans k[G] , 

T / (B) est libre sur son ordre associé dans k[ H] , qui coïncide alors avec 

En effet, soit B = ©. a pour a ÇB . Montrons que 

T K / L ( B ) = < P ( 0 ) . T K / L ( o ) . 

Soit b dans B, alors b = X. a avec Xç© et 

T K / L ^ = TK/lSX'C^ = X" T K / L ^ ; T K / L ^ G S t U b r e S U r 1 , o r d r e <lui e s t 

donc son ordre associé : cp(©) = © .. 

H 

La proposition 2 donne donc une condition nécessaire pour que B soit 

un ©-module libre. Nous allons écrire cette condition nécessaire dans le cas d'une 
2 

extension cyclique de degré p d'un corps local de caractéristique résiduelle p . 
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Si K est une extension cyclique de degré p de k , corps local et L l'extension 

intermédiaire de degré p sur k , T / (B) est un idéal de l'anneau des entiers 
K./L 

de L . On est donc naturellement amené à étudier la structure des idéaux de L 

sur leurs ordres associés. 

II. - ÉTUDE DES IDEAUX D'UNE EXTENSION CYCLIQUE DE DEGRÉ 

PREMIER p , L , D'UN CORPS LOCAL k . - H désigne le groupe de Galois de 

L/k . On note I = (xç L ; vT (x~)>h } ou v est la valuation normalisée dans L h L L 

et h un entier rationnel et on note ©_ = {Xçk(H) , X. L c ï } l'ordre associé à 

I dans k(H") . h 

La question que l'on se pose est la suivante : pour une extension donnée 

L/k , quels sont les idéaux 1̂  qui sont des ©^-modules libres. 

L'étude de ce problème fait l'objet d'une note aux comptes rendus de 

l'Académie des Sciences [4] . On peut facilement remarquer qu'il suffit de faire 

l'étude pour des entiers h compris entre 0 et p-1 , en effet, pour h = h' 

(modulo p), L et I, . sont des ©n = ©, , modules isomorphes. En se limitant r / h h' h h' 

donc a des entiers h , O^h^ p-1 , on peut énoncer le résultat sous la forme : 

THÉORÈME 1. - = [a , a,,... , a 1 , a > 1 , désignant le développement 

en fraction continue de — où t, est le nombre de ramification d'une extension 
P — 1 

cyclique de degré p d'un corps local k d'indice de ramification absolue e , 

on a : 

a) si_ t̂  = 0 (modulo p) , 1̂  est un ©^-module libre quel que soit h ; 

b") sj^ tj ^ 0 (modulo p) , 
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1 °") si O^h ̂  a et si t, < r _ - 1 , I, est un ©, -module libre si et 
— l p_l h h 

seulement si 

tj = 1 (modulo p) 

ou tj ^ 1 (modulo p) avec pour n pair h = a ou 

h = a -a^ ; pour n impair a - (~) a

n ~ h~ a • 

pe 
2°*) si a< h S p-1 et t, < r . - 2 , I, n'est libre sur O, que si 

— sr — 2 p-1 h h ^ 
t = 1 (modulo p) et_ h > . 

Remarque : si h = 0 , le théorème précédent permet de retrouver le résultat de 

[ 2 ] à savoir si t < - 1 , I • est libre sur © si et seulement si a = 0 ou 

a divise p-1 . 

COROLLAIRE. - L/k étant une«extension cyclique de degré premier p d'un corps  

local, si tj est le nombre de ramification de L/k alors tout idéal I où h est  

un entier rationnel congru à t̂  modulo p , est libre sur son ordre associé dans  

l'algèbre k[H] du groupe H = Gal(L/k) sur le corps k . 

III. - EXTENSIONS CYCLIQUES DE DEGRÉ p 2 . - Appliquons le résultat prece-

dent à une extension K/k cyclique de degré p d'un corps local k d'indice e 

L désigne l'extension de degré p intermédiaire. On note t̂  et les deux nom-

bres inférieurs de ramification de K/k . On a t, ^ et t„ ^ • ^ et on note a , 
1 p-1 2 p-1 

le plus petit entier positif congru à t̂  et t modulo p , soit : 

t = a (mod p) 

= a + cp (mod p ) 

avec OS a ^ p-1 et 0 ^ c S p - l . 
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On calcule alors T

K / L ( B ' ) et on obtient T

K / L ( B ) = 1 ( t +l)( p 1)-) o î l 

f— ~ 1 
r ( t 2 + l ) (p - l ) | P J 

[x] est la partie entière de x . Comme J = a-c + p (modulo p) il 

faut appliquer le théorème 1 à l'entier 

I a-c si 0< c ̂  a 
h i 

j a-c+p si a < c ^ p - l . 

On obtient alors les conditions nécessaires suivantes : 

PROPOSITION 5. - On suppose a / 0 , pour que B soit un O-module libre, il  

est alors nécessaire que : 

1°) si OSc^ a et t, < - 1 
— 1 p-1 
- soit a = 1 

- soit a / 1 avec pour n pair c = 0 ou c = 

a 
pour n impair O^cS—— , 

2°) si a < c ^ p-1 et t. < -^T - 2 , a = 1 et c < ^ ~ . 
— — 1 p-1 — 2 

Ces conditions ne sont pas suffisantes ; par des méthodes semblables à 

celles employées pour l'étude des idéaux d'une extension cyclique de degré p on 

peut démontrer : 

THÉORÈME 2. - J3i t̂  et̂  t̂  sont les deux nombres inférieurs de ramification 

2 
d'une extension cyclique de degré p d'un corps local k d'indice e et si 

2 

t̂  ^ t̂  (modulo p ) alors : 

a) B non libre sur O si_ : 

a / 0 e t i ^ < t 1 < ^ i - ( P + l ) - ^ f . 

26 



EXTENSIONS CYCLIQUES 

b") B libre sur O si_ : 

a = 0 ou a divise p-1 avec - 1 ̂  t. S 
— * p-1 1 p-1 

2 

L'étude du cas cyclique de degré p n'est que partiellement résolu par 

ce théorème, cependant dans le cas p = 2 les mêmes méthodes donnent pour des 

extensions cycliques de degré 4 où t̂  ^ t̂  (mod 4) le résultat complet : 

B n'est pas libre sur © sauf dans les cas particuliers suivants : 

1) a = 0 

2) a / 0 et 2e-3 ̂ t } < 2e 

3) a / 0 , t < e avec ^ = 3 , t = 9 ou ^ = 2 , t > 6 . 

2 
On peut donc penser que pour des extensions cycliques de degré p d'un 

2 

corps local, avec t̂  ^ t̂  (mod p ) , la structure de B comme O-module ne dé­

pend ni de k ni de l'extension K/k autrement que par e , t̂  et ; cf. [1 bis]. 
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