
Astérisque

NICOLE MOSER
Unités et nombre de classes d’une extension diédrale deQ

Astérisque, tome 24-25 (1975), p. 29-35
<http://www.numdam.org/item?id=AST_1975__24-25__29_0>

© Société mathématique de France, 1975, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la collection « Astérisque » (http://smf4.emath.fr/
Publications/Asterisque/) implique l’accord avec les conditions générales d’uti-
lisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AST_1975__24-25__29_0
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Société Mathématique de France 
Astérisque 24-25 (1975) 

UNITÉS ET NOMBRE DE CLASSES D'UNE EXTENSION DIEDRALE DE <Q 

par 

Nicole MOSER 

Nous nous proposons d'étudier la structure du groupe des unités d'une 

extension dièdrale de Q , en tant que module sur l'algèbre du groupe de Galois, 

et d'en tirer quelques conséquences sur le nombre de classes. 

Soit K/Q une extension galoisienne finie, dont on note U^ le groupe des 

unités, et V le sous-groupe des unités de torsion. Posons E = U /V , et 

G = Gal(K/<Q) . 

DÉFINITION. - Une unité e de K est dite unité de Minkowski si de l'ensemble 

{ g S } g ^ ^ , on peut extraire un système d'unités fondamentales. 

Il est clair que lorsque K est une extension galoisienne totalement réelle 

de © , il y a équivalence entre les deux propositions suivantes : 
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a) il existe dans K une unité de Minkowski ; 

|3) est X [G]-monogène. 

Supposons maintenant que K soit une extension galoisienne totalement 

réelle de Q , de degré n . Le théorème de Dirichlet sur les unités montre que 

E est un ^-module libre de rang n-1 . Posons T = 2 s ; c'est un élément 
K s£G 

de l'annulateur de E dans 2£[G] . On vérifie aisément que pour que E soit 

2£ [G] -monogène, il faut et il suffit qu'il soit % [G J-isomorphe au module 

R = Z [ G ] / T Z [ G ] . 

PROPOSITION 1. - Pour tout sous-groupe Y de G , posons T = £ s , et_ 
Y s ç Y 

Y • notons R l'ensemble des éléments de R invariants par Y • Alors 

R Y = T R . 
Y 

COROLLAIRE. - Soit K une extension galoisienne totalement réelle de Q , ad­ 

mettant une unité de Minkowski. Quelle que soit la sous extension K' cle K , 

N K / K - E K = E K ' ' 

Si de plus K' est galoisienne sur <Q , elle admet une unité de Minkowskij 

qui est norme sur K' de l'unité de Minkowski de K . 
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EXTENSIONS DIÊDRALES DE Ç 

ÉTUDE DU CAS DIE DR A L TOTALEMENT RÉEL  

Notations : 

^ ^ / A Le groupe de Galois G est engendré par deux géné-

*J \ rateurs, a et T , liés par les relations = = 1 et 

\ / k 1 
p \ 2 a T = T a La lettre L désigne le sous -corps fixe par T , 

et k est le sous corps fixe par a . De plus, nous noterons : 

<Q^ = <Q(0 le p i e m e corps cyclotomique, 

A l'anneau des entiers de Q , 

A l'anneau des enti-ers du sous-corps réel maximal de . o 

On munit A d'une structure de 'K [G] -module en définissant l'action de 

a comme la multiplication par Q , et celle de T comme la conjugaison complexe. 

M. P. Lee utilise cette structure pour donner dans [7] la classification des re­

présentations intégrales du groupe dièdral. Ses résultats montrent que E est 

isomorphe à une, et à une seule, des sommes directes suivantes : 

a) a A e %2A e s 

3 ) ( i - 0 Î ^ A e M2A © s 

Y) ( I - O ^ A © ( i - O si2A e s 

6) 8̂ A 0(3I 2A, S) 

c) ( 1 - 0 ÎIjA © ( « 2 A , S) , 

où les sont des idéaux de , où S e«t le Z[G]-module S , sur lequel a 

agit trivialement, et T agit comme la multiplication par -1 , et où (S^-^- » S) 

est une extension non triviale de S par 31 A . 
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THÉORÈME 2. - Les cinq cas ci-dessus sont caractérisés par les valeurs des 

iSâiSSÏ. a = (E K : E L E L a E k ) et. b = (E f c : E f c) 

a") a = 1 b = p 

P) a = p b = p 

Y) a = p b = p 

6) a = p b = 1 

e) a = p 2 b = 1 . 

Remarque 1 : Dans tous les cas, E = N , E . 
K/i-< K. 

Remarque 2 : On vérifie que le 7L[G] -module R est du type ô ) . 

COROLLAIRE. - Pour qu'une extension dièdrale totalement réelle admette une  

unité de Minkowski, il faut que a = p et_ b = 1 . Si de plus A^ est principal,  

cette condition est suffisante. 

Etude du nombre de classes 

Dans [ 8 ] , J. Martinet étudie la décomposition d'un nombre premier p 

dans une extension dièdrale, ce qui permet de comparer les fonctions "zêta" des 

corps K , L , k et Q . Grâce à la formule analytique du nombre de classes, on 

obtient la relation entre nombres de classes h et régulateurs R : 

h K = h L \ x 5 ~ ~ • 
K. 

Un calcul direct sur les régulateurs permet d'énoncer alors : 
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PROPOSITION 3. - h = a = , où a est l'indice (E__ : E E T C T E J . 
P 

Exemples, dans le cas p = 3 

D'après la proposition 3, pour que a = 9 , il suffit que et soient 

premiers à 3 . 

1) Prenons pour L le corps cubique de discriminant 107 6 ; alors 

k = <D(V2 69) > et les tables de [2] donnent h = h = 1 . Dans K/k , il existe 
J—i K 

un seul idéal ramifié. D'après un résultat de Kuroda, [6] , si K est une exten­

sion cyclique de degré premier impair d'un corps de nombres k , ramifiée en 

une place finie au plus, U. = NT^ /. U__ . Donc b = 1 , et cet exemple illustre le 
k K/k K 

cas e) . 

2) Si L est le corps cubique de discriminant. 756, k = Q(j2l') , et on 

vérifie encore que L et k sont principaux. Donc a = 9 , et h = 1 . Comme il 

existe deux idéaux ramifiés dans K/k , la formule des classes ambiges [3] permet 

de conclure que b = 3 . C'est le cas y) • 

3) Considérons enfin le corps L de discriminant 229 ; h = 1 , 

k = Q(^/229) , = 3 II n'existe pas d'idéaux ramifiés dans K/k Kisilevsky 

énonce dans [5] le résultat suivant : si -k est un corps de nombres, dont le p-

groupe des classes est cyclique d'ordre p , la p-tour de classes de k est de 

longueur 1 . Donc la proposition 3 donne a = 3 , b vaut 1 d'après [6] , et K 

est de type 6) . 
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CAS DIEDRAL IMAGINAIRE 

PROPOSITION 4. - Soit K/<D une extension dièdrale imaginaire. Il y a deux  

structures de Z [ G ] -modules possibles pour E^ , caractérisées par 

a") a = 1 g) a = 3 . 

PROPOSITION 5. - Si A est principal, K admet une unité de Minkowski. 
— o 

Remarque : Dans les deux cas, -^JÇ/L -̂ JÇ ~ ̂ L ' 

2 
h L \ PROPOSITION 6. - h__ = a . K p 

Cette dernière formule se trouve pour p = 3 dans les articles de 

Barrucand et Cohn [ l ] , et de Ishida [4 ] . Dans [ l ] , des exemples sont donnés 

où a = 1 et a = 3 . 
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