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LES RESIDUS DE PUISSANCES ET LES CONGRUENCES EXPONENTIELLES 

par 

André SCHINZEL 

Mon rapport d'aujourd'hui est la suite de ma conférence à Bordeaux en 1974 [3]• 

Je commence par rappeler le dernier résultat mentionné dans cette conférence sous une 

forme un peu simplifiée. 

/ v * 
THEOREME A. Soient K un corps algébrique, a >.««>a1»p des éléments de K . 

1 k 
résolubilité des congruences x11 = a. (mod f) entraîne la résolubilité de la con-

presque 
gruence x = (3 (mod V) pourVtous les idéaux premiers V du corps algébrique K 

si et seulement si l'une au moins des quatre conditions suivantes est satisfaite : 

pour des éléments r , ô jàe K et des entiers 1. , q. convenables 
(i) 

k q. « „ i n 

P n a± = Y ; 
i=1 

(ii) n ^ 0 mod 2 T 
k l . 
n a.1 = -ô 
i=1 1 

k q. 
„ TT 1 n 
P n a± =-Y ; 
i=1 (iii) n = 2% mod 2 T + 1 Il a. = -ô i 

i=1 

•K. q. n/d 
p n a.1 = -(ç +C +2) y"1 ! 
i=1 2 T 2 T 

(iv) n = 0 mod 2 T + 1 
k q- V 2 

p n a.1 = (Ç + ç"1 +2) y"1 

i=1 1 2 T 2 T 

Ici Ç est une racine primitive de lfunité de degré q et % est le plus grand 

entier tel que C + Ç € K . 
2 T 2 T 
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A. SCHINZEL 

Une extension naturelle de ce résultat serait une condition nécessaire et 

suffisante pour que la résolubilité des congruences x*1 = a. mod p entraîne la 
n presque 

résolubilité d'une au moins des congruences x = p. mod p 0 < j < 1 ) pourVtous 

les idéaux premiers de K • Je ne connais pas de pareille condition et je doute que 

dans le cas général elle puisse être formulée algébriquement en termes du seul corps 

K . Cependant si ^ [ K alors une condition nécessaire et suffisante peut être 

obtenue moyennant le résultat suivant qui est conséquence simple du théorème de 

Tschebotareff* 

THEOREME B. Si Ç n , y^...,yT € K et 
X X^ X 

1 2 r n 
Y1 Y2 • , # Yr = Y ' Y G K 

entraîne 

= 5«»»= x

r = 0
 m 0 (^ n alors pour tout système de nombres entiers ĉ  il  

existe une infinité d'idéaux premiers p de, K tels que 

Y - c. 
( T } n = C 

0 « i < k) 

Si nous avons maintenant les nombres a >...>a, ,|3 ,...,(3 arbitraires nous 
1 -fc 1 L 

pouvons appliquer le théorème de Skolem [6] d1après lequel chaque corps algébrique 

possède une base multiplicative c*est-à-dire une suite d'éléments % ,%̂ ,... telle 

que tout a £ K , a ̂  0 , est représentable d'une manière unique comme 
r n 

Ç H / 
S=1 

où les n sont des entiers et r est une racine de l'unité. 
s (1 

s 

Comme, par le théorème B, les valeurs de (yr)n pèsent être choisies d'une 

façon arbitraire, la connection entre la résolubilité des congruences x11 = mod p 

et x31 = ¡3.. mod p peut être exprimée en termes des exposants qui figurent dans les 

représentations canoniques des et (3̂. . On voit que la chose essentielle est de 

généraliser le théorème B aux corps ne contenant pas . Le cas K = Q a été 
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CONGRUENCES EXPONENTIELLES 

traité par Mills [2a], La meilleure généralisation que j'ai trouvée est la suivante. 

THÉORÈME 1„ Soit w (respectivement ) le nombre des racines de l'unité de degré  

quelconque (respectivement de degré n) contenues dans K , 

a = (w , p.p.c.m [K(Ç ) : K]) 
q n 1 
q premier ou q = 4 • 

X2 X2 Xr n 

Si Y 2 • ° * Y R = Y , y t K entraîne o*x̂  =, 0,= a x = 0 mod n , alors pour 

tout système de nombres entiers c_̂  0 ^ i < r) il existe une infinité d'idéaux 

premiers p de K (ç ) tels que 

If . и ̂  . (1 < i < r) 

De plus , si ou bien 

C U n) 6 K e t n = 0 m 0 d w
n-P-P- c- m W O : K] 

qln q-
q premier 

ou bien 

Ç / . _\ / K et n = 0 mod 2 T w p.p.c.m [K(Ç ) : K ] 
^ 4 , n ; nq|n * 

q premier 

et en outre 

x x x 
0 1 r n , * , n 

C Y ..«Y = Y entraîne x. = 0 mod -r 1 'r 1 i r 
(1 < i < r) 

alors pour tout système de nombres entiers c_̂  (o < i < r) il existe une infinité  

d'idéaux premiers de K ( Ç ) tels que 

Ç c Y- Û"C. 

P n w — P n n (1 < i < r) . 

On voit que la différence entre le cas kummérien (ç £ K) et le cas général est 
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mesurée par le paramètre a qui ne dépasse jamais w . 

Avant de présenter les conséquences du théorème 1 j'indiquerai la méthode de 

démonstration,, 

On commence par déterminer tous les binômes normaux dont le degré est une puis­

sance d'un nombre premier. On sait déterminer d'après Darbi [ l] tous les binômes 

normaux sur le corps rationnel. Dans le cas général j'ai réussi seulement à déterminer 

tous les binômes normaux de degré pV , p premier. Voici le résultat : 

PROPOSITION 1 • Soit p différent de la caractéristique de K et. u) le plus grand 
v 

entier tel que Ç £ K . Le binôme x"̂  - « est le produit des facteurs normaux  

sur K si et seulement si une des conditions suivantes est satisfaite pour un  

élément v de_ K et un entier \ convenable 
(i) 

min̂ u), vj min^ 

(ii) p = 2,o) = 1 , v < : T , a = - Y ; 

(iii) p = 2 , a) = 1 , v = T+1 , a = -y p = 2 ,co = 1 , 

(iv) p = 2 ,co = 1 , v = T+1 , a = - -1 2^+1 

C2-U + C2T ^ Y 5 1 < X 4 T " 2 

1 ? 2 V " 1 

(v) p = 2 , a) = 1 , v > T+2 , a = + y 

On observe ensuite que si le binôme satisfait à une des conditions (ii) - (v) 

mais non à (i) alors son groupe de Galois n'est pas abélien. On tire de là : 

PROPOSITION 2.. Soit n un entier positif non divisible par la caractéristique de 

K . Le groupe de Galois d'un binôme xn-a sur K est abélien si et seulement si 

0) 
n n 

a = y 

pour un élément y de_ K convenable. 
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CONGRUENCES EXPONENTIELLES 

Ceci établi, on peut passer aux groupes des radicands. Ces groupes ont été 

introduits par Hasse [2] en 1950 comme les sous-groupes de K composés de tous 

les éléments de K représentables comme , V £ ̂ "̂ n " ^ a s s e lu;i-""même a déter­

miné ces groupes pour les entiers n égaux à une puissance d'un nombre premier. 

De la proposition 2 on tire : 

PROPOSITION 3. Soit n un entier positif non divisible par la caractéristique de 

K » Si 

a = fn , # i K ( Ç ) 

n 

alors 

a = y , y t K . 

De plus, si n satisfait aux conditions (*), alors 

a = уП/а , у € К , 

Le théorème 1 résulte de la proposition 3 et du théorème de Tschebotareff. 

Passons maintenant aux applications de notre théorème aux congruences exponen­

tielles. J'entends par congruence exponentielle une congruence de la forme 

g k x. CJL n a, J. = 0 mod m h . hi h=1 J=L J 

où et a ̂  sont des éléments d'un corps K et -nt un idéal de K • La conjec­

ture fondamentale formulée par Skolem [5] en 1937 dit qu'un système de congruences 

exponentielles résolubles pour tous les modules -flt , traité comme un système 

d'équations, est résoluble en entiers. Skolem lui-même a esquissé la démonstration 

de sa conjecture pour les systèmes dont toutes les congruences ne contiennent que 

deux termes. Le théorème 1 entraîne le théorème suivant : 
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THÉORÈME 2. Si le système de congruences 

A ( A < - ' » > 
0 mod m (1 < i < 1) 

est résoluble pour tous les modules iïl , alors le système correspondant d'équations  

est résoluble en entiers. 

On sait que pour les congruences algébriques il suffit de considérer seulement 

les modules qui sont des puissances de nombres premiers. Pour les congruences expo­

nentielles la situation est différente. Par exemple la congruence 

(2X+lX4X-2) s 0 mod m 

est résoluble pour tous m = p n , où p > 2 mais non pour m = 91 . 

Pour les modules premiers j'ai le résultat suivant : 

/ \ 
THEOREME 3. Soit f un polynôme à coefficients de K , de degré d et_ a ,...,av 

1 J£ 
des éléments de K • Si la congruence 

x x k 

f(a •••a

k ) = 0 mod jp 

est résoluble pour presque tous les idéaux premiers de K , alors 1'équation 

x x 
f(a^...a*) = 0 

est résoluble en nombres rationnels dont le plus petit dénominateur commun ne  

dépasse pas max (1, d-1). 

L'exemple donné plus haut montre que l'estimation pour le dénominateur est 

exacte. Je mentionne encore deux corollaires dont le premier est immédiat. 

COROLLAIRE 1. Si la congruence 
xi r

k 

0̂  • • • P mod p est résoluble pour presque 

tous les idéaux premiers p de_ K alors l'équation correspondante est résoluble  

en entiers. 
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COROLLAIRE 2 a Soit {u } la suite de Fibonacci. Si la congruence u^ = c mod p 

est résoluble pour presque tous les nombres premiers p , alors c = u m pour un 

m entier. 

Les démonstrations de tous les résultats cités paraîtront dans mon travail [4] 

aux Acta Arithmetica vol. 32. La démonstration du théorème A a déjà paru dans [3a]. 
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