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Société Mathématique de France 
Astérisque 41-42 (1977) p.111-126 

MAJORATIONS DE SOMMES EXPONENTIELLES 

par 

Jean-Pierre SERRE 

Les "sommes exponentielles" considérées ici sont celles qui sont liées à la géo

métrie algébrique sur un corps fini (cf. [15]> sections L 05 et T 25). Les résul

tats récents de Deligne sur la conjecture de Weil ([6], [7]) permettent d'en donner 

de bonnes majorations, au moins dans certains cas : c'est ce que Deligne lui-même 

montre dans [8]. Dans ce qui suit, j'expose, sans démonstrations, quelques uns des 

résultats les plus frappants de [8]. 

1. Sommes exponentielles  

Notations 

Si x€C , et si m est un entier è 1 , on pose 

0.1) em(x) = exp(27iix/m) 

La lettre p désigne un nombre premier. Si x€Z , ep( x) appartient au grou

pe des racines p-ièmes de l'unité, et l'application X M ep( x) définit par 

passage au quotient un isomorphisme 

(1.2) e p : Z/pZ jip . 
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J.-P. SERRE 

On note k un corps fini à q = p a éléments. Si x€k , on pose 

(1.3) 
et— I 

Trk(x) = T r ^ (x) = x + + ... + x3? 

et 

0 .4) *k(x) = ep(Trk(x)) ; 

cela a un sens, puisque Tr, (x) appartient à F = Z/pZ . Lfapplication 
K p 

x M \(fk(cx) , 

est un caractère du groupe additif de k , et tout caractère de ce groupe est de la 

forme 

x M \(fk(cx) , 

avec c € k . 

On choisit une clôture algébrique k de k . Si n ̂  1 , on note k^ la sous-

extension de k qui est de degré n sur k . On a : 

0 .5) *k ( x ) = *k ( T rk / k ( x ) ) = *k(x + x
q + ... + x q ) 

n n' 

pour tout x 6 k^ . 

Définition des sommes S et S — n 

Soit X une variété algébrique sur k , et f une "fonction régulière" sur X , 

autrement dit une section du faisceau structural 0 V • On pose : 

(1.6) S = S(X,f) = I *k(f(x)) ; 

x€X(k) 

la sommation porte sur tous les points x de X à valeurs dans k ; si x est 

un tel point, on a f(x)€k , ce qui donne un sens à l'expression \|fk(f(x)) . 

(Exemple : si X est l'espace affine de dimension r , on a X(k) = k r , et f 

s'identifie à un polynôme en r variables x^,...,xr ; la somme exponentielle S 

est simplement : 

(1.7) S = )_ tk(f(xr...,xr)) . 

x. €k 
T. 

Nous reviendrons au n° 6 sur cet exemple.) 

A côté de la somme S , qui est relative à k , il est commode d'introduire les 
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SOMMES EXPONENTIELLES 

sommes 

(1.8) S n = Sn(X,f) : Z t k (f(x)) , n S 1 . 

x6X(k n)
 n 

On a S1 = S . 

Fonction L attachée à (X,f) 

Soit t une indéterminée. On pose : 

(1.9) L(t) = L(X,f;t) = exp( f S tn/n) . 

n=1 

C'est une série formelle à coefficients dans le corps cyclotomique Q(^p) • On 

peut l'interpréter (cf. par exemple [1]) comme la fonction L d'Artin L(X'/X; e^) 

associée au revêtement X' -» X de groupe de Galois Z/pZ défini par l'équation 

(1.10) T9 - y = f to , 

et au caractère e^ de son groupe de Galois. On a : 

(1 .11) L(t) = T 7 0 - x(p) t d e ^ p ) ) - 1 , 
P 

où P parcourt l'ensemble des points fermés du schéma X , et X(P) est donné par 

(1.12) X ( P ) = *k(P) ( f ( P )) 

où k(P) désigne le corps résiduel de l'anneau local Op ; on a 

(1.13) deg(P) = [k(P):k] 

La formule ( 1 • 11 ) montre en particulier que les coefficients de L(t) sont des 

entiers du corps Q(^p) • 

Generali sation 

Les sommes exponentielles considérées ci-dessus sont de type additif : elles ne 

font intervenir que des caractères du groupe additif du corps fini k (ou k n) . 

Il y a lieu d'introduire également des sommes mixtes, du type 

(1.14) S = S(X,f,g) = £ * k(fto) x(sto) , 
x€X(k) 

où g est une fonction régulière inversible sur X , et X un caractère du groupe 
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multiplicatif k .Les S sont alors définis par : 

(1.15) S = n £ t k (f(x)) x ( \ /k(g(x))) . 

x€X(k n)
 n 

Tous les résultats des n 0 S 2 et 3 restent valables. 

2. Résultats généraux 

On a tout d'abord : 

THEOREME 2.1 - La série L(t) est une fonction rationnelle de t . 

Cela peut se démontrer, soit par la méthode p-adique de Dwork ([9]>[1])> soit 

par la méthode 4-adique (& 4- p) cL© Grothendieck [10] ; nous reviendrons là-dessus 

au n° 3. 

On peut reformuler (2.1) en disant qu'il existe des nombres complexes ct^ et 

P . , en nombre fini, tels que 
0 

(2.2) L(t) = n o - pjt)/rT(i - v ) ' 

ou, ce qui revient au même, 

(2.3) * n = 1 K ) n - I ( ? / pour tout n ̂  1 • 

Bien entendu, on peut supposer que la famille •} est réduite » c'est-à-dire 

qu'aucun a. n'est égal à un p . • Supposons que ce soit le cas. On montre faci-

lement que les cv̂  et les p.. sont alors des entiers algébriques ; ces entiers 

jouissent de la propriété suivante : 

THEOREME 2.4 - Si ou est l'un des a.,p . , il existe un entier r = r(u>; , appelé  

le poids de u) , tel que tous les conjugués de ou soient de valeur absolue (com

plexe) égale à q r ^ . 

Ce résultat est conséquence d'un théorème de Deligne [7] sur les valeurs propres 

des endomorphismes de Erobenius ; voir [8], § 1 ainsi que (3*4) ci-après. D'après 

(2.3), on en déduit : 
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COROLLAIRE 2 . 5 - Soit r le plus grand des poids des or. et des p . On a 

(2.6) I B J = O U » ' 2 ) quand n -* » , 

et l s

n l n'est 0(q m) pour aucun a < r/2 • 

Remarque 2.6. Le corollaire (2.5) a la curieuse conséquence suivante : si 

IBJ = OU»'2) pour un nombre réel a , 

on a ipso facto |Sn| = O^q^^) , où r est la partie entière de 2a . Ainsi, 

par exemple, dans le cas des sommes de KLoosterman à deux variables, Carlitz [3] 

a montré que |Sn( = 0(q
1^n^8) ; comme la partie entière de 11/4 est 2 , on en 

déduit, d'après ce qui précède, que |Sn| = 0(q
n) . (On a même |Sn| s 3q n , cf. 

(5.6) .) 

3. ïïn critère cohomologique 

Si l'on veut majorer explicitement les S n par la méthode indiquée au n° 2 

ci-dessus, il est nécessaire de connaître le nombre des » ainsi que leurs 

poids. C'est là un problème non trivial, qui n'est résolu que dans des cas parti

culiers (cf. n o s 4>5>6). L'interprétation cohomologique de L(t) due à Grothen-

dieck [10] permet de dégager un cas favorable, celui où (X,f) est purement de  

poids r au sens de la définition (3«6) ci-dessous. Avant de donner cette défini

tion, il est nécessaire de rappeler quelques uns des résultats de [10] et de [8] : 

On fixe un nombre premier X ̂  p , ainsi qu'un plongement de Q(l-ip) dans une 

extension finie du corps 4-adique . Par "torsion" au moyen du revêtement 

X' -» X , on définit un certain faisceau 4-adique 3^ , qui est localement libre de 

rang 1 sur . Si X désigne la k-variété déduite de X par extension du 

corps de base, on peut parler des groupes de cohomologie H^X;^) , ainsi que des 

groupes de cohomologie à supports propres H^(X;^) . Ce sont des K^-espaces vec

toriels de dimension finie ; ils sont nuls pour i < 0 et i > dim(x) . Le mor-

phisme de Irobenius P de X opère de façon naturelle sur ces espaces ; notons 

PlH 1 et P|H^ les K-endomorphismes ainsi définis. Le lien entre ces endomorphis-
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mes et les sommes exponentielles du n° 1 est fourni par la formule des traces 

( 3 . 1 ) S n= £ H ) 1 T r ^ H * ) cf. [10] , 

où est interprété comme un élément de , via le plongement choisi de Q(j-i^) 

dans ; si l'on note u)„ les valeurs propres de F|ÏÏ^ (dans une extension 

convenable de K^) , la formule (3«1) peut se récrire : 

( 3 . 2 ) Sn= £ H)1 Tr^H*) 

Elle équivaut aussi à : 

( 3 . 3 ) L(t) = TTaet(i - t F | H J ) ( - 1 ) 1 + 1 

i 

Dans [ 7 ] , Deligne montre que chacune des valeurs propres UK^ est un entier al 

gébrique possédant un poids entier r(i,j) au sens de (2.4)> autrement dit tel 

que : 

(3.4) tous les conjugués de u>. . sont de valeur absolue qr(-*-> j)/^ # 

On a de plus 

(3-5) 0 *s r(i,j) * i . 

(3«6) Soit r un entier è 0 . Nous dirons que (X,f) est purement de  

poids r si : 

(3.6.1) X est non singulière et toutes ses composantes irréductibles sont 

de dimension r ; 

(3.6.2) H^(X;yA) = 0 pour tout i ̂  r ; 

(3.6.3) l'homomorphisme canonique E£(X;3^) -» E ^ X ; ^ ) est injectij 

L'intérêt de ces conditions provient du résultat suivant, qui se déduit de (3*5) 

en utilisant la dualité de Poincaré (cf. [ 8 ] , § 1) : 

THEOREME 3.7 - j3i (3.6.1) et (3.6.3) sont vérifiées, toutes les valeurs propres 

de FIE 1 7 sont de poids r . — 1 c 

Posons 

(3.8) B = dim. E£(X;3^) r-ième nombre de Betti de ^ • 
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Soient OJ^,...,^ les valeurs propres de . Si l!on suppose ( 3 . 6 . 2 ) vérifié, 

on a, dfaprès ( 3 . 2 ) : 

( 3 . 9 ) S 
n 

- 1 
r 

i=B 

i=1 

n 

et par suite 

( 3 . 1 0 ) L(t) = 
| | (1 - u^t) si r est impair 

1/1 [ 0 ~ Wjt) si r est pair. 

Vu ( 3 . 7 ) , on en déduit (Deligne [8], § 1) 

THEOREME 3«11 - jSi (X,f) est purement de dimension r , et de nombre de Betti  

égal à B , on a 

|Sn| ^ Bq^^ pour tout n 

De plus, le cor. 2 . 5 montre que, si B / 0 , l'exposant r/2 est "le meilleur 

possible" : on n'a l s

n l = 2^^^ pour aucun a < r/2 . 

Remarque - La majoration de |Sn| fournie par ( 3 * 1 1) est de l'ordre de grandeur 

de la racine carrée de la majoration triviale |Sn| ̂  Card.X(kn) ; d'un point de 

vue probabiliste, c'est ce que l'on pouvait espérer de mieux. 

4 . Exemple : sommes à une variable 

On suppose que X est une courbe affine non singulière, absolument irréductible 

(par exemple la droite affine privée d'un nombre fini de points). On note X la 

courbe projective correspondante, et X^ l'ensemble des points du schéma X qui 

n'appartiennent pas à X ("points à l'infini"). Si P€X , on note la valua-

00 X 

tion correspondante du corps des fonctions rationnelles sur X . Le revêtement 

étale X' X défini par ( 1 . 1 0 ) se prolonge en un revêtement (en général ramifié) 

X' de X . On note ï son conducteur. On a 

( 4 . 1 ) î= I Ир* 
P€X 

00 
où l'entier iip est défini de la manière suivante : 

( 4 . 2 . 1 ) si X' -> X est non ramifié en P , i.e. s'il existe une fonction 
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rationnelle cp sur X telle que Vp(f - cp̂  + cp) ̂  0 , on pose rip = 0 ; 

( 4 . 2 . 2 ) sinon, on pose iip = 1 - Sup. Vp(f - cp*5 + cp) ; on a np ̂  2 . 
CD 

THEOREME 4*3 - (i) Pour que (X,f) soit purement de poids 1 au sens de ( 3 * 6 ) , 

il faut et il suffit que le revêtement X ! X soit ramifié en tous les points P 

de X^ , i.e. que rip > 0 pour tout P € X^ . 

(ii) SI (i) est vérifié, le nombre de Betti B correspondant. cf. (3«8), est  

donné par : 

( 4 . 4 ) B = 2G - 2 + deg(ï) , 

où g est le genre de la courbe X , _et deg(ï) = J_ rip deg(P) • 

Au langage près, ce résultat est dû à Weil [18] (voir aussi [ 1 ] » [ 2 0 ] et [8], § 3 ) 

Vu ( 3 . 1 1 ) , il entraîne (Weil, loc.cit.) : 

COROLLAIRE 4 . 5 - Si (i) est vérifié, il existe des entiers algébriques ,... ,0)^ 

de poids 1 tels que : 

( 4 . 6 ) s n = - i K ) n 

i=1 

i=B 

L(t) = TT (1 - v ) • 
i=1 

On a 

( 4 . 7 ) IS | s B q33^' pour tout n • 

Indiquons deux cas particuliers (on en trouvera d'autres dans [ 2 0 ] ) : 

Sommes de Kloosterman (cf. [ 4 ] , [ 1 2 ] , [ 1 3 ] , [18], [ 2 0 ] ) 

On prend pour X la droite affine privée de {0} , et pour f la fonction 

x + c/x , avec c € k* . Les sommes S s'écrivent ' n 

(4.8) s 
n 

= 
xEk 

n 
kn 
X + c/x = £ 9 k (x + y) . 

n 
xy=c 
x,y€k n 

On a X = {O,oo} , et nn = n = 2 . D'après (4«3)> (x»f) es"b purement de poids 1 , 
00 U oo 

et B = 0 - 2 + 4 = 2 . Q n a donc 

( 4 . 9 ) S n = - (X
n + f) , avec | \ | = M = <l/2 , 

d'où l'inégalité (due à Weil [18]) : 

( 4 . 1 0 ) |S | S 2 Q

ß / 2 
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On peut montrer ([4], [8]) Que 

(4.11) X[i = q , i.e. ji = \ . 

Il en résulte que les S n sont déterminés par = S . Signalons à ce sujet le 

problème suivant : 

(4.12) Prenons c = 1 , q = p , de sorte que S = ]T e^(x + 1/x) est 

un nombre réel compris entre - 2v/p et 2v/p • Quelle est la distribution de S/Vp 

dans le segment [-2,2] lorsque p varie ? 

Sommes polynomiales (cf. [18], [20]) 

On prend pour X la droite affine, et pour f un polynôme de degré d non divi

sible par p . Les sommes S n s'écrivent : 

(4.13) s n = £ * k (*(*)) • 
x 6 k n * 

On a X = {eo} , et n = 1 + d . D'après (4*3)> (X,f) est purement de poids 1 , 00 00 

et B = 0- 2 + 1 + d = d - 1 . On a donc 

i=d-1 

(4.14) S n = - £ (cp.)n , avec |cp.| = q l / 2 , 

i = 1 

et 

(4.15) |SJ s (d-1) q11/2 , cf. [18] . 

Noter le cas particulier d = 1 , où S n = 0 (relations d'orthogonalité des carac

tères l) ainsi que le cas d = 2 , où S^ est une somme de Gauss quadratique. 

(Je renvoie à [5], [8], [18], [19], [20] pour les propriétés des sommes de Gauss 

générales et des sommes de Jacobi ; ce sont des sommes de type "mixte", cf. (1.14) 

et (1.15).) 

5. Exemple : sommes de Kloosterman généralisées 

Soient r un entier «È 1 et c un élément de k . On prend pour X l'hyper-

surface de l'espace affine de dimension r + 1 définie par l'équation 

(5.1) xo #' - xr = 0 9 

et l'on prend pour f la fonction X q + ... + . Les sommes S n correspondantes 
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s1 écrivent 

( 5 . 2 ) S = 
n 

I 
X .,.x^ = 
o r 
x. €k 
I N 

\k. (x + ... + x ) • yk v o ry 

n 

Ce sont des sommes de Kloosterman généralisées (cf. [ 3 ] , [8], [ 14 ]> [16], [ 1 7 ] ) 5 

pour r = 1 , on retrouve les sommes de Kloosterman usuelles (4*8). 

THEORME 5 .3 - Le couple (X,f) ci-dessus est purement de poids r , avec pour  

nombre de Betti B = r + 1 . 

Ce résultat est dû à Deligne ([8], § 7 ) . Vu ( 3 . 1 1 ) » il entraîne : 

COROLLAIRE 5 . 4 - Il existe des entiers algébriques U)Q, .. «,0)^ de poids r tels 

que 

( 5 . 5 ) s n = ( - i ) r Z К ) " ' 
i=0 

On a 
( 5 . 6 ) |Sn| ^ (r+ljq 1 0^ pour tout n . 

L'existence d'entiers algébriques U)Q,...,u)r tels que l'on ait la formule ( 5 - 5 ) 

a également été établie par Sperber [ 1 7 ] > en utilisant une méthode p-adique. 

Sperber démontre en outre (si p> r + 3 ) : 

( 5 . 7 ) ^o*"*^ = q r ^ r + ^ ^ (voir aussi Deligne, loc.cit.) . 

(5.8) Si || désigne une valeur absolue p-adique sur Q(u>0. • • • >u>r) , on 

peut ordonner les de telle sorte que = q^u , avec l^lp = 1 pour 

i = 0,•••,r • 

6 . Exemple : sommes polvnomiales à plusieurs variables 

On prend pour X l'espace affine de dimension r (rè 1 ) , et pour f un poly

nôme de degré d en r variables, à coefficients dans k . Les sommes S n cor

respondantes s'écrivent : 

( 6 . 1 ) 
Sn = £ i|tk (f(x15...,xr)) , cf. ( 1 . 7 ) . 

x. €k n 

1 n 
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THEOREME 6.2 - Supposons que le degré d de f ne soit pas divisible par p , et  

que la composante homogène f̂  de f de degré d soit non singulière. Le couple 

(X,f) est alors purement de poids r , avec pour nombre de Betti B = (d-l) r . 

(On dit que f̂  est non singulière si son discriminant est ^ 0, i.e. si l'hy-

persurface de l'espace projectif ^ définie par f̂  est lisse.) 

Le th. (6.2) est dû à Deligne ([6], 8.4 à 8 .13). Il entraîne : 

COROLLAIRE 6.3 - Sous les hypothèses de (6.2), on a 

(6.4) |SJ * (d-l) rq^/ 2 . 

On sait peu de choses en dehors du cas (6.2). Bans [8], Deligne déduit des majo

rations de Weil le résultat suivant : 

THEOREME 6.5 - Si f n'est pas de la forme cpP - cp + c , avec c6k et 

cp€k[X ,...,X ] , 

on a 
|SJ * (d-l)rq^/2 . 

(Noter que l'on ne gagne qu'un exposant 1/2 par rapport à la majoration tri

viale | s j s q332* .) 

Même lorsque r = 2 , on ignore dans quel cas le couple (X,f) est purement de 

poids r • Dans [2], Bombieri et Davenport démontrent : 

THEOREME 6.6 - On suppose que k = , r = 2 , d = 3 et que le polynôme f 

ne se ramène pas à un polynôme en une variable par un changement linéaire de coor 

données. On a alors 

s n = I i ( » ± ) n , 
i=1 

avec B ^ 1 4 > e t |^.|^p pour tout i . En particulier : 

(6.7) IS | - g 14 p n pour tout n . 

(Dans une note de bas de page, les auteurs disent que la majoration B s 14 peut 

être remplacée par B g 4 » i.e. par la majoration de (6.2).) 

Il serait intéressant de traiter des cas plus généraux. L'une des difficultés 

est que l'on a peu de renseignements sur les groupes de cohomologie H^(X;^) 
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attachés au polynôme f • On ignore même si dim. H^(X;^) a une borne ne dépen 

dant que de d et de r (mais pas de k , ni de f )• Dans cette direction, le 

seul résultat général connu semble être le suivant (démontré par voie p-adique 

par Bombieri [ 1 ] ) : si l'on pose 

(6.8) X c = T И ) 1 dim- BJ ( Ï|* A) = v t = œ(L(t)) , 
i 

on a 

(6.9) 0 S И ) 1 X C Ш d r -

Malheureusement, cette majoration ne permet pas de borner chacun des termes 
dim. H^(X;^). 

Appendice - Sommes exponentielles incomplètes 
Soit m un entier è 1 , et soit cp une fonction de x = (x^,...,xr) , avec 

x^ € Z ; on suppose cp périodique de période m , i.e. telle que 

(A .1) cp(x) = cp(y) si x^ = y^ (mod m) pour tout i • 

Soient a = (a^,...,ar) et b = (b^,...,br) deux familles d'entiers telles 

que a i < b i pour tout i . Posons 

(A.2) S ç̂p = Y. cp(xr...,xr) . 

a.gx.<b. i i i 

Une telle somme est dite "incomplète" (par opposition aux sommes "complètes", où 

la sommation porte sur un système de représentants des x^ (mod m) , par exemple 

0 ^ x^ < m) • Il existe une méthode standard (cf. [ 1 1 ] , n° 1 4 ) qui permet de ra

mener la majoration des sommes incomplètes à celle des sommes complètes. Rappelons 

comment on procède : 

Si \ = (\, • • est un élément de Z/mZ x ••• * Z/mZ , posons 

(A.3) t xto = e m ( I V i ) 

et 

( A . 4 ) sxcp = L Yx(x)cp(x) . 

x (mod m) 

Les sommes S.cp sont des sommes "complètes" au sens ci-dessus. 
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THEOREME A.5 - Soit M = Sup.|s cp| , et supposons que b. - a. s m pour tout i • 
\ X 1 1 

On a alors 
(A.6) |Sa>bcp| * M(1 + log m f . 

(Lorsqu'on ne suppose pas que b ± - a^ s m pour tout i , l'inégalité (A.6) 

reste vraie à condition de remplacer 1 + log m par log m + Sup.(b^ - â )/m .) 
Démonstration de (A.6) 

Puisque çp est périodique de période m , on peut l'écrire comme combinaison 
linéaire des \|f̂  : 

(A.7) ф = I \ \ 

avec 
(A.8) c x = m"r £ t (-x)cp(x) = m"r S_ ̂cp 

x (mod m) 

On a donc cl < m pour tout X , et l'on en déduit : 

(A.9) 

i=r 
T. lSa,b*\l s T7 (bi " ai + m loS m) •b*\l s T7 (bi 
X ' i=1 

On est donc ramené à montrer que 

(A.10) 
i=r 

T. l S a,b* \ l s T 7 (bi " ai + m l o S m ) • 
X ' i=1 

Comme S^ est le produit des sommes à une variable 

Z em ( Xi xi> » 
a.-sx.<b. i- i i 

on voit que (A. 10) équivaut à : 

LEMME A.11 -
m-1 
^ | em(Xx) | s t - a + m log m . 
X=0 â x<b 

Le terme X = 0 donne b - a . Il reste donc à prouver que 

(A.12) 
m-1 

X=1 â x<b 

em(Xx) | ̂  m log m . 

Posons = em(X) = exp(2TciX/m) , 1 ̂  X s m-1 • On a 
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(A.13) I em(Xx) 

â x<b 

a a+1 b-1 
z + z + ... + z 

A X X 

b*\l s T7 (bi b*\l s T7 (bi 

Conme |l - z | = 2 sin(7ix/m) , on en déduit : 
X 

X=1 â x<b 

m-1 
i Y_ Vsin(7iX/m) . 

Tenant compte de l'inégalité sin(TDc) è 2x (valable pour 0 ̂  x ̂  1/2) , on 

obtient : 

(A.14) 
m=1 

I I £ em(Xx)| 

X^1 â x<b 

m( £ 1/X + em) , 

où e m = 0 si m est impair, et = 1/m si m est pair. L'inégalité cherchée 

résulte alors de la majoration élémentaire : 

(A.15) ^ 1/X + e < log m . 
-i a m 

Application 

On prend maintenant m = p . 

THEOREME A.16 - Soit f(x) = f(x1,...,xr) un polynôme de degré 2 , en r varia

bles, à coefficients dans Z/pZ • On suppose que d n'est pas divisible par p , 

et que la composante homogène de degré d de f est non singulière, cf. (6.2). 

Si aj_ = ]? pour tout p , on a 

| £ ep(f(x1,...,xr))| 

a.<x.<b. 
i- i i 

(d-l) r (1 + l o g p )
r p r / 2 . 

Posons cp(x) = ep(f(x)) . On a, pour tout X€ (Z/pZ)r , 

x (mod p) 

ep(f(x) + X 1x 1 + ... + X rx r) . 

et le terme de degré d du polynôme f(x) + X-jX-j + ... + ^x^ est le même que 

celui de f(x) , On peut donc appliquer (6.4) à ce polynôme, ce qui donne 

|ŝ cp| ̂  (d-l) r p r^ 2 pour tout X , 

et (A.16) résulte de (A.6) , puisque M ̂  (d-l) r p r /^ 2 . 
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SOMMES EXPONENTIELLES 

Remarque - On notera que, pour d fixé, on obtient une majoration en 0(pr/^2 + e) , 

pour tout e > 0 , majoration qui est presque aussi bonne que celle de la somme 

"complète". 
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