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QUELQUES PROGRÈS RÉCENTS DANS LA THÉORIE ANALYTIQUE 

DES NOMBRES PREMIERS 

par 

Jean-Marc DESHOUILLERS 

Bien que le problème de Goldbach (tout entier naturel pair supérieur à 2 est-

il somme de deux nombres premiers ? ) ne soit pas encore complètement résolu, 

des résultats partiels ont été obtenus récemment : 

1. Tout entier pair assez grand est somme d'un nombre premier et d'un nom

bre admettant au plus deux facteurs premiers, comptés avec leur multiplicité. 

Chen Jing Run [1966] . 

2. Tout entier pair est somme d'au plus 26 nombres premiers. 

R. C. Vaughan [1975]. 

3. Si l'on note E(X) le cardinal de l'ensemble des entiers pairs inférieurs ou 

égaux au nombre réel X qui ne sont pas somme de deux nombres premiers, 

H. L. Montgomery et R. C. Vaughan [ 1975] ont démontré l'existence de deux cons

tantes strictement positives C et 6 telles que E(X) ne dépasse pas CX* ^ ; 

on notera en outre que les constantes introduites sont effectivement calculables. 

Le résultat de Chen J. R. a été présenté avec beaucoup de clarete par 

H. Halberstam [1974] dans le cadre des Journées Arithmétiques et il n'y a pas 

lieu d'y revenir ; en ce qui concerne le résultat de R. C. Vaughan, nous nous con

tenterons d'indiquer ici que la démonstration est basée, d'une part sur la méthode 
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développée par H. N. Shapiro et J. Warga [1950] pour démontrer (élémentaire -

ment) que tout entier assez grand est somme d'au plus 20 nombres premiers et 

d'autre part sur des majorations obtenues à l'aide du (grand) crible par 

H. L. Montgomery et R. C. Vaughan [1974] . La démonstration du troisième énon

cé sera esquissée à la fin de ce texte (§. 5) ; auparavant, nous allons présenter 

quelques résultats concernant la répartition des nombres premiers ; compte tenu 

de l'intérêt intrinsèque du sujet, nous déborderons nettement du cadre de ce qui 

sera utilisé par la suite, sans pour autant chercher à être exhaustif. 

§. 1. - Théorème des nombres premiers pour les progressions arithmétiques 

(évaluations du reste en moyenne) 

Soit k un nombre entier supérieur ou égal à 1 , et a un entier premier à k ; 

l'une des formes du théorème des nombres premiers pour les progressions arith

métiques est l'équivalence asymptotique des quantités 

^ ) log p et çp(k) lorsque x tend vers l'infini ; 

p = a (mod. k) 

soit E(x;k,a) la valeur absolue de la différence entre ces deux expressions ; 

de nombreux travaux récents portent sur l'évaluation de E(x ; k, a) en moyenne 

(à défaut d'estimations individuelles) : 

* La majoration (ineffective), valable pour tout nombre réel positif A : 

V -A 
/ Max Max E(y ; k, a) = 0(x(Log x) ) i <r è/T X-4A-40 (a,k)=l y<x kSx 2 (Logx) 7 

due à E. Bombieri [1965] est particulièrement utile dans l'évaluation de fonctions 

arithmétiques liées aux nombres premiers (voir par exemple P. D. T. A. Elliot et 

H. Halberstam [1966] ). 

* M. B. Barban [1963] et indépendamment H. Davenport et H. Halberstam 

[1966] ont majoré E(x;k,a) en moyenne quadratique 

2_ V " E 2 (x ;k ,a )=0(x 2 (Logx)" A ) 

kSx 2 (Log x) 

où l'astérisque signifie que la somme (en la variable a) est étendue à un système 

réduit de résidus modulo k . 
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Des évaluations de A. Lavrik [I960] concernant la représentation d'un en

tier pair comme différence de deux nombres premiers, H. L. Montgomery [1971] 

a déduit l'équivalence asymptotique, valide pour Q<x : 
# 

^ ) ^ E 2 (x;k,a) = QxLog Q + R(Q,x) , 

k < Q 
? -A 

avec R(Q,x) = 0(Qx + x^ (Logx) ) (pour tout A ) . 

Dans une série d'articles récents, C. Hooley a étendu et précisé ces résultats ; 

en particulier dans les deux premiers articles [1975, a] et [1975, b ] , il a obtenu 

l'évaluation : -\ /A ^ I± -> A 

R(Q , x) = C Q x + 0(x 5 / Q ' + x^Log x) ) , 

et, en admettant la validité de l'hypothèse de Riemann généralisée (cf. ci-dessous): 

R(Q,x) = CQx + 0 ( x 3 / 4 Q 5 / 4

+ x 3 / 2 + e ) . 
-A 

Notons enfin l'équivalence, pour x(Logx) <Q<x : 
y Max y E (y ; k , a)^ Qx Log Q 

due à C. Hooley [1975, c] et la majoration 

\ ) Max E 2(y ; k , a) = 0(Q x Log 3

X ) , 
Z-— v^x 
k<Q y 

due à S. Uchiyama (citée par C. Hooley). 

§. 2. - Méthode d'attaque 

Le point de départ de toute étude de la répartition des nombres premiers dans 

les progressions arithmétiques a été introduit par G. Lejeune Dirichlet [1837] 

dans son célèbre mémoire : soit X un caractère du groupe (Z /kX) ; on définit 

le caractère de Dirichlet X associé à \ par 

X (classe de n modulo k) si (n, k) = 1 
X(n) = 

0 sinon. 

Le mérite de ces "caractères" est double : 

(i) Ce sont des fonctions totalement multiplicatives (c'est-à-dire que l'on a 

X(nn') = x(n). x(n') pour tout couple d'entiers n et n' ) ; cela implique la relation 
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(valable au moins dans le demi-plan Re s > 1 ) : 

00 

y ^ = T7 O - - * * - ) " 1 d e= f Hs,x) . 
n = l 

(ii) Les caractères modulo k engendrent le C espace vectoriel des applica
tions de 2£ dans C périodiques de période k et nulles sur les entiers non pre-
miers à k ; en effet, on a pour tout entier a premier à k : 

Z Cp(k) si n=a (mod k) 
X(a) x(n) = • 

, , 0 sinon. 
X mod k v _ 

Il résulte de (ii) qu'il suffit d'étudier les expressions ) x(p) Log p pour 

connaître la quantité Z p<x Log p , et de (i) proviennent les relations : 

P-x , p =a(k) 

L(s,x) / 0 pour Res > 1 , et par differentiation logarithmique : 
L'(s,y) \ ~ V ~ y(pm)Logp def V ~ y(n) A(n) 
L(s.X) Z _ Z— p

m s Z— n

s 

m>l P n 

Par la majoration (triviale) : 

I x(p) Log p x(n) A(n)| = 0(x* Logx) 
pSx n^ x 

on ramène le problème initial à l'étude de la fonction sommatoire des coefficients 
d'une série de Dirichlet ; on dispose alors de moyens classiques (intégration com
plexe) permettant de relier cette fonction sommatoire au comportement de la série 
de Dirichlet elle-même ; dans le cas qui nous intéresse, après avoir prolongé la 
fonction L(s, x) en une fonction méromorphe pour Re s>0 , on obtiendra, pour 
k<T< x^ 

(1 ) X(n) A(n) = ôxx - ^ T" + °(* > 
n<x 0<g<l 

où ô vaut 1 ou 0 selon que le caractère x est le caractère principal (on le 
X 

note XQ) ou non, et où p = |3 +i Y décrit les zéros de la fonction L(s,x). 

La formule (1) met en évidence le lien entre la répartition des nombres pre
miers dans les progressions arithmétiques et la répartition des zéros des fonc
tions L . 
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Avant d'énoncer les résultats récents concernant ces zéros, nous allons rap

peler le résultat classique dû à E. Landau et A. Page (cf. Davenport [1967], 

chap. 14) 

THEOREME. - Il existe une constante strictement positive ĉ  telle que pour tout 

nombre réel T > 2 , pour tout caractère primitif x de module T et tout nom-
c, 

bre complexe s = a+it avec g > 1 - 1 , | t |^T , L(s,x) ne s'annule pas, 
Log 1 

avec au plus une exception L( p , x) = 0 ; dans ce cas, le caractère exceptionnel 
~2 ~ X est quadratique (x = XQ) » et le zéro exceptionnel est réel (on le notera g ) , 

simple, et il existe une constante strictement positive c9 telle que l'on ait 
S 

1 - 3 > —j—- ; en outre les constantes c. et c_ sont effectivement calculables. 

Log T 

Mentionnons enfin que l'on conjecture parfois (hypothèse de Riemann généra

lisée) que tous les zéros de partie réelle positive de toutes les fonctions L ont 

une partie réelle égale à -| ; la répartition "verticale" des zéros des fonctions L 

n'offrant pas de difficulté majeure (cf. H. Davenport [1967], ch. 16), on déduit 
1 4. e 

aisément de lfH. R. G. et de la formule (1 ) la majoration E(x ; k , a) = 0(x 2 ) pour 

tout e> 0 . 

§. 3. - Le zéro exceptionnel 

Le terme (éventuel) de (1) correspondant au zéro exceptionnel croissant avec 

g , on a cherché à améliorer la majoration fournie par le théorème de Landau-

Page. Ecrivons x(n) = ( ~ ) où (-) est le symbole de Kronecker et où |d| = k 

(conducteur du caractère x ) ; les meilleures majorations de g* sont actuelle

ment les suivantes : 

* l -g>(—-e ) -~ r pour d < 0 et k>c 1(e) 
V k 

1 -g > (-—· -e) ~ pour d>0 et k>c 2(e) , 
n Vk 

où les constantes c^(e) et c î'fi) sont effectivement calculables ; ce résultat, qui 

améliore ceux de H. Davenport [1966], et J. Pintz [197?], est dû à 

D. M. Goldfeld et A. Schinzel [1975]. 

* Si l'on ne s'attache pas à l'effectivité des constantes, on dispose du résultat 

beaucoup plus puissant dû à C. Siegel [1935] : 
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l-(3>c(e) ~— , pour tout e positif ; 

on notera que l'ineffectivité dans la constante dans le théorème de Siegel est la 

cause (unique) de l'ineffectivité de la constante impliquée dans le théorème de 

Bombie ri. 

§. 4. - Théorèmes de densité 

On a déjà remarqué (cf. formule (1)) que les zéros des fonctions L inter-
0 8 venaient par des termes x , dont le module est x ; à défaut de pouvoir majorer 

directement g (régions sans zéros), il est parfois intéressant (par exemple, dans 

l'étude de la répartition des nombres premiers dans de petits intervalles) de sa

voir simplement que peu de zéros ont une abscisse supérieure à une valeur donnée, 

plus précisément on cherche à majorer N(a , T ; x) , le nombre de zéros de 

L(s, x) dans le domaine a ^ a— 1 , | t |^T . Nous renvoyons le lecteur à M. Jutila 

[1975] pour un exposé complet des résultats récents concernant les théorèmes de 

densité des zéros des fonctions L et ne mentionnerons ici que quelques résultats 

typiques : 

* Il existe une constante c telle que : 

y~ N(o , T ; X ) = 0 ( ( k T ) c ( 1 - a ) ) 

X mod k 

Linnik [1944] avait déduit d'une forme légèrement plus faible de ce résultat (dû à 

E. Fogels [1965]) l'existence d'une constante T telle que le plus petit nombre 

premier congru à a (modulo k) est 0(k ) . 

* H. L. Montgomery [1970] a majoré la somme ^ N ( a , T ; x ) par 

( k T ) 3( l -a ) / (2 -a ) ( T )9 p o u r I S a < | e ï p 7 r

d k  

( k T ) 2 ( l - a ) / a ( L o g k T ) 1 4 ? o u r i S a S 1 . 

la présence du facteur LogkT rend ce résultat inutilisable pour l'obtention du 

théorème de Linnik ; Montgomery (ibid. chap. 16) en a déduit la majoration : 

(2) y A(n) e(an) <C X Y " 1 ^ Log 1 ? X , 

n<X 

Y < q < X Y _ 1 , Î S Y ^ X 1 / 4 , (a,q) = l , | ( X - - | < q ~ 2 . 
Pi 
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* M. N. Huxley [1972] a obtenu la majoration : 

N ( a , T ; x o ) = O e ( T 1 2 ( 1 - a ) / 5 + e ) 

d'où l'on déduit -7/10. 
( 7/L¿+e x 

p . T - p = ° ( P ' ) > 

n+1 n £ n 

où désigne le n* e m e nombre premier. 
* P. X. Gallagher [1970] a trouvé la majoration 

Y ~ N ( a , T ; X ) = 0 ( T c ( 1 " a ) ) 

kST x 

(comme précédemment, l'aspect nouveau et important de ce résultat est l'absence 
e A 

de terme T ou (Log T) dans la majoration) ; enfin, dans le cas où il y a un 

zéro exceptionnel, E. Bombieri [1973] a réduit la majoration d'un facteur 

(l-p)LogT ; l'hypothèse qu'il existe un zéro exceptionnel assure donc une con

centration plus grande des zéros vers la droite g = l/2 que ne le laisse prévoir 

le résultat général, phénomène comparable à celui découvert par M. Deuring 

[1933] et H. A. Heilbronn [1934] au sujet des régions dépourvues de zéros. 

§. 5. - Majoration du cardinal de l'ensemble exceptionnel dans le problème de  

Goldbach 

Définissons provisoirement la somme S(a) par S(a) = ̂  e(ccp) , où 

, x 2iTTu ,,. . , f»* _2, x , v, „ P ~ X e(u) = e ; l'intégrale I S (a) e(-an)da est égale au nombre de representa -
0 

tions de l'entier n en somme de deux nombres premiers si nSX ; pour majorer 

E(X), il suffit donc de majorer le nombre d'entiers pairs inférieurs à X pour les

quels l'intégrale est nulle ; techniquement, on utilise la somme 

S(a)= ^ ) Logpe(ap a )= \> A(n) e(q n) ; 

X Y < p a < X XY<n<X 

le nombre réel y sera choisi ultérieurement dans ] 0, 1 [ . 

Soit la réunion de tous les intervales (disjoints) 

3K(q,a)=[-- 1 , ~+ 1 ] pour l S a < q < X Y , (a, q) = 1 , 
4 qX " Y q qX Y 

et soit m le complémentaire de 9DR dans [ X Y 1+XY ; écrivons 
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R^n) = J S (a) e(-an) da 

6 t 2 
R (n) = J S (a) e(-an)da ; 

m 

nous devons démontrer que R^(n) (qui est réel) est supérieur à JR^n)!» à peu 

d'exceptions près. 

Dans un premier temps, cela est classique, on démontre que | R (n) j est 

rarement grand ; d'après l'égalité de Parseval, on a en effet : 

Y " " R 2 ( n ) < V ~ R 2 (n)=J |S(a)|4da<(max |S(a)|) 2J |S(a)|2da 
- Z m m m 

n<X n 
appliquons de nouveau Parseval : 

J |S(a) | 2 da < J*1 |S(a) |2da = ) Log2p = 0(X Log X) , 
m 0 f 

XY<p< X 
et la relation (2) nous fournit alors une majoration de max jS(a)| ; on obtient 

l / 3 m 

ainsi la majoration |R^(n)| ^ X ; pour tout nç[X/2 , X] avec au plus 

0(X* Log^^ X) exceptions. 

Soit maintenant a un élément de 1' "arc majeur" 9Dft(q, a) ; en écrivant 
a 

a =~+ r\ , on a : 
q 

S(a) = cp_1(q) x ( a ) T(X) S( X , r)) , où 

X mod q 
q 

\ h 1 

T(x) = y X(h) e(—) a pour module q^ et où 
h = 1 

S(X.T))= ^> x(n) A(n) e(nn) ; 

X Y <n<X 

puisque r\ est petit (par définition de 9Jl(q,a)) , la fonction e(n r\ ) varie lentement 

avec n , et pour avoir une idée de l'importance de S(x, r\ ) , nous allons "sommer 

par paquets" ; soit ] Z , Z+L ] un tel paquet. 

(i) si x est le caractère principal x , la somme 

^ X(n) A(n) e(n r)) diffère peu de ^ A(n) 

Z<n<Z + L Z<n<Z + L 

et d'après la formule (1) on ne commettra pas une grande erreur en la remplaçant 
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par e(Zr)).L ou encore ^ e(nr)) ; on définit donc : 
Z<n<Z+L 

S ( X ,T]) = ) e(nn)+W(x , n) . 
0 f 0 

XY<n<X 
(ii) S'il existe un caractère exceptionnel x relativement à la valeur T = X 

et si x = x x^ est associé au caractère primitif x , on pourra espérer remplacer 
la somme r ~ ~ _ 

Z (Z+Lr Z° X(n) A(n) e(nr]) par e(Z T}) <— 

Z<n<Z + L p p 

c'est-à-dire par 
g'_l V g'_l 

e(Zr|). L. Z p , ou encore par y np e(nr|) ; 
Z<n^Z+L 

on va donc poser : 

S (xX o , r i )= >̂ n P _ 1 e(nn) +W(xyQ,r]) . 

XY<n<X 

(iii) Dans tous les autres cas, on pose : 

S ( X , T ) ) = w ( x , n ) . 

Notons que dans tous les cas, on a regroupé dans le terme W(x , r\) la contri
bution du dernier terme de la formule (1) et surtout des zéros non exceptionnels 
de la fonction L associée à x . 

Introduisons encore quelques définitions : 

Si le caractère x (mod. q) est induit par un caractère primitif modulo r , 
on pose : # 

(J1 , v i |W (x , r ] ) | 2 dn)* , et W O ) W(x) ; 
" |n | < r - 1 x Y - 1 ^ — Y Z— 

1 1 1 q ^X X mod q 
soit enfin 

6(n)=7T d— l~T) n d + T T T ) 
p|n (p-1) p|n 

on notera que pour tout eniter pair, S(n);» n/cp(n) . 

Nous sommes en mesure de terminer la démonstration en distinguant deux cas : 

(i) S'il n'existe pas de caractère exceptionnel on parvient sans trop de peine à : 
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(4) R (n) - 6(n). n + 0{Xl " 5 Y / / 6 ) + 0(n cp"1 (n) (W X* + W 2 )) . 

La majoration (3) de Gallagher conduit alors (ce n'est pas trivial) à la majo
ration de W par 0(X2 exp(-c^ y * )) ; il s'ensuit que pour tout entier n pair : 

Rx(n) = 6(n). n + 0(n cp"1 (n) X exp( - y"1 ) ) » n Cp"1 (n) X » X 
dès que y est assez petit. 

(ii) Si, au contraire, il existe un caractère exceptionnel, un second terme 
principal intervient dans le second membre de (4) ; à l'exception d'au plus 

1 /2 
0(X ) entiers pairs compris entre X/2 et X , on démontre que ce terme 
principal est minoré (à constante près) par n cp 1(n)(l-g) X Log X , et la majora
tion précédente du terme resté ne permet pas de conclure à la positivité de R^(n)... 
Fort heureusement, nous pouvons utiliser alors le phénomène de Deuring-Heilbronn 
qui permet de gagner un facteur (1 -p) Log X sur la majoration de W , et la dé
monstration s'achève comme précédemment. 
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