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FONCTIONS MODULAIRES ET
INDEPENDANCE ALGEBRIQUE (II).

par

Daniel BERTRAND

Soit, pour k=1,2 et 3, E2k la série d'Eisenstein normalisée

de poids 2k

©
2k-
n

.
Ey (@) = 1+ (-1 (ak/B) % Y (1-a")

n=1

ou Bk désigne le k-ieme nombre de Bernoulli . Les récents travaux de

G. V. Choodnovsky sur les constantes de la théorie des fonctions ellipti-
ques de Weierstrass fournissent des résultats d'indépendance algébrique
concernant les valeurs de ces séries. Nous en établissons ici des versions
p-adiques (théoremes 1 et 3). Nous généralisons et précisons ainsi les
résultats de [31.

De meme que dans [2] et [3], c'est aux fonctions elliptiques
de Tate (cf.[8]) que 1'on fait jouer le rdle habituel des fonctions de
Weierstrass. Mais ces fonctions admettent deux singularités essentielles,
et les majorations analytiques de la théorie des nombres transcendants
doivent etre adaptées a cette nouvelle situation. Nous ferons ainsi appel
au lemme de Schwarz sur les couronnes établi dans [2] et au lemme sur les
zéros de "polynomes elliptiques" de LS]. Nous poursuivons ce programme en
donnant des estimations analytiques des coefficients de ces polynomes
(lemmes 1 et 2), dont le principe remonte aux travaux de Fel'dman et Masser
(cf.[G]) . On peut alors calquer les démonstrations sur les méthodes de

Choodnovsky.
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D. BERTRAND

§ 1. INDEPENDANCE ALGEBRIQUE

Soit QO un corps ultramétrique complet de caractéristique
nulle, et de caractéristique résiduelle non nulle. L'idéal maximal M de
son anneau d'entiers est le domaine d'analyticité des séries E2k .

Théoreme 1 : Soit q un élément non nul de 7. Le degré de transcendance

du corps Q(E_(q), E,(q), E.(q)) sur @ est = 2.
—_— 2 4 6 —_— _—

Esquisse de la démonstration : Précisons tout d'abord quelques notations

et définitions :

- on désigne par [ | la valeur absolue (ultramétrique) de Q ,

- par taille d'un polynome a coefficients entiers rationnels, on entend
le maximum de ses degrés partiels et des logarithmes des valeurs absolues
archimédiennes de ses coefficients.

- pour tout entier nz= 0, on note cn la couronne {z€Q, quns 2] < Iq[—n}
Si f est une fonction analytique sur Gh, on pose : Han = sup [£(2)].

zEGn

- on note (:)la fonction théta fondamentale définie dans [8], formule
(6), { sa dérivée logarithmique pour 1l'opérateur de dérivation D= z(d/dz),
et P la dérivée de -(, de sorte que, si K désigne le corps Q(Ez(q), E4(q),
Eﬁ(q)), 1'algebre K[(, P,DP] est stable par D.

- les lettres Cq1 Corene désignent des nombres réels > 0 effectivement

calculables en fonction de q.

Supposons que, contrairement a la conclusion du théoreme
1, le corps K soit une extension algébrique d'une extension transcendante (cf.
[2]) @(w), et soit N un entier > cy- Le principe des tiroirs de Dirichlet
permet de construire un polyname non nul Q(X,Y), de degrés partiels
<L = [czN}, dont les coefficients sont des éléments de Z[w], de degrés
< CSN’ de tailles < c4NIDgN, tel que la fonction F= Q(Q,P) admette les points
[—qn; n=0,...,N} pour zéros d'ordre 2 c,N. En vertu du lemme de Schwarz

({2], 1emme 2), on a alors : H(:) 3LFHC NS exp(-cGNs).
5

Pans ces conditions, une majoration ([3], lemme) du nombre

de zéros de F sur la couronne Gc N assure l'existence d'un élément non nul
5

Qy de Z[X] , de degré < c.N, de taille < c,?N LogN, tel que IQN(w)I <

6
exp(-ceNs).

L'existence d'une telle suite de polynomes {QN;N 2 01}

contredit le lemme 10 de [1] (analogue p-adique de critere de transcendance
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FONCTIONS MODULAIRES

de Gel'fond). »

Soient J(q) la fonction modulaire 1728(1 - (Eg(q)/EZ(q))-i,

et 6 l'opérateur de Ramanujan q(d/dq). Des formules classiques permettent

d'énoncer le théoreme 1 sous la forme équivalente suivante : pour tout
élément q# 0 de M, le degré de transcendance du corps Q(J(q), 68J(q), 92J(q))

sur @ est = 2. En particulier (cf.[3], théoreme 1), si J(q) est algébrique ,
les nombres 6J(q) et 92J(q) sont algébriquement indépendants. C'est cet
énoncé que nous précisons au paragraphe 3. Nous ytiliserons a cet effet une

mesure de transcendance de §J(q)-

§ 2. UNE MESURE DE TRANSCENDANCE

L'énoncé suivant est 1'analogue p-adique d'un résultat
d'E. Reyssat ([7], théoreme 1 (12)) sur le quotient par n des périodes
des fonctions elliptiques de Weierstrass. Il améliore le théoreme 2 de [3],
dont la démonstration était fondée sur 1'étude des points de torsion des

courbes elliptiques. La nouvelle démonstration s'inspire de la démarche de

(7).

Théoreme 2 : Soit q un élément non nul de 7, tel que J(q) soit algébrique.

I1 existe un nombre réel C1 > 0, effectivement calculable en fonction de

qs tel que, pour tout élément non nul P de Z[X], de taille <t , on ait :

[P(ed()) ]| > exp(-Cltz(Logt)4).

Esquisse de la démonstration : on reprend les notations du paragraphe 1.

De plus :
- 1'hypothese faite sur J(q) amene a normaliser les fonctions de Tate
1
/2 et 9 = 2P+ (By(q)/12)).

Alors 1'équation différentielle algébrique satisfaite par ¥, relativement a

de la fagon suivante : on pose y = (E4(q)/E6(q))

l'opérateur A=yD, est définie sur le corps de nombres @(J(q)).
- pour tout entier nz 0, on note Gn 1'ensemble des translatés du disque
-1+7M par les éléments { qv, V¥ =-ny...,0} du groupe multiplicatif Qx. Si
f est une fonction analytique sur 6n’ on pose @ M(f,&n) = sup |£(2)].
z€¢&
n
Supposons, ce qui revient a contredire la conclusion du
théoreme 2, qu'il existe un nombre algébrique a, dont le polynome minimal

sur Z a une taille t2c,, tel que Iy =af < exp(-tz(Logt)4), et posons :
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D. BERTRAND

L1 = [t], L2 = [chogt]. Le principe des tiroirs permet de construire un
polyname non nul Q(X,Y), de degrés partiels SLl,L2
coefficients sont des éléments de Z{a] s de degrés majorés par le degré d
de a, de tailles < eyt (Logt)((t/d) + Logt), tel que la fonction F(z) =

Q(z,9(2z)) vérifie :

respectivement, dont les

2L
HED zFﬂ[t] < exp(—c4t2(Logt)3).

Cette inégalité permet de majorer M(F’attl)' Or on a :

Lemme 1 : Soit Q un élément de Q[X,Y!, de degrés partiels s L, L,

respectivement. Les coefficients de Q sont, en valeur absolue, majorés par

M(Q(z,@(z)XEL )exp(c(L§+ Lz))7
1

ou c= c(q) désigne un nombre réel > O.

La majoration déduite du lemme 1 est incompatible avec la

majoration de la taille des coefficients de Q. ]

§ 3. UNE MESURE D' INDEPENDANCE ALGEBRIQUE

Dans la démonstration ci-dessous, la construction des poly-
nomes RN suit la méthode de Gel'fond et Fel'dman ([5], p-498), telle qu'elle
a été adaptée au cas elliptique par Choodnovsky. Nous renvoyons a [1]

pour les analogues p-adiques des lemmes sur les résultants utilisés dans

[s].

Théoreme 3 : Soit q un élément non nul de N tel que J(q) soit algébrique.

I1 existe un nombre réel 02 > 0, effectivement calculable en fonction de q,

tel que, pour tout élément non nul P de ZEX,Y],de taille <t, on ait :

| P(ea(q), 623(a)) | > exp(-C, t8(Logt)).

Esquisse de la démonstration : On reprend les notations des paragraphes
1 et 2. De plus :
- on pose & = v(C+ 1/2).
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FONCTIONS MODULAIRES

Soit N un entier 2 cy- On commence par construire un polynome
non nul Q(X,Y), de degrés partiels < L = [czN],dont les coefficients sont
des éléments de ZLGJ(q),ezJ(q)}, de degrés partiels < czN, de tailles
sNLogN , tel que la fonction F=Q(§,?) admette les points
n . 3L
{-q sn=0,...,N} pour zéros d'ordre = c4N. On a alors : H@ F“csN <

< c

exp(-ceNs) . Par ailleurs

Lemme 2 : Soit Q un élément de Q[X,Y:‘, de degrés partiels < Lys L2. Les

coefficients de Q sont, en valeur absolue, majorés par :

M(Q(g;‘P)y&L ) exp(c! (LlLong + L2)),
1

ou c¢'=c'(q) désigne un nombre réel > O.

Soit alors P un élément non nul de Z[X,Y] (que 1'on peut,
sans perte de généralité, supposer irréductible), de taille < t, et tel
que lP(eJ(q),ezJ(q))l < exp(-tG(Logt)24). Le lemme 2, joint a la majoration
du nombre de zéros de F utilisée au paragraphe 1, permet, lorsque l'entier
N est < cy t2(Logt)8 , de lui associer un élément non nul RN de Z[X,Y], de
degrés partiels < CBN’ de taille < cgN LogN, premier a P, et tel que :

[Ry(63(q),8%3(a)) [ < exp(-c (N°).

Considérons alors le résultant, par rapport a Y, des polyno-

mes R et P. C'est un élément non nul S de Z[X], de degré

8

[c7t2(Logt) ]
3 8 .

< c11t (Logt)”, de taille Scyy ts(Log 1;)9 s et tel que

[s(ed(q)) | < exp(--c13 tG(Log £)24).

D'apres le théoreme 2, la taille t de P est donc bornée. m

Signalons pour conclure que Choodnovsky a récemment amélioré
1'analogue complexe du théoreme 3 (cf. [4], théoreme 5.7) : il peut ainsi

y remplacer 1'exposant 6 par 4,2, et méme, annonce-t-il, par 3.
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