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CONSTRUCTION DE GROUPES p -DIVISIBLES 

Le cas de dimension 1 . 

par 

Guy LAFFAILLE 

0. - INTRODUCTION. 

Soit A l'anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans un corps 

algébriquement clos k de caractéristique p^ 0 . Soit K le corps des 

fractions de A . Soient K' une extension finie de K de degré e et 

A' l'anneau des entiers de K' . 

Soient G un groupe p-divisible sur A' et M le module de 

Dieudonné de sa fibre spéciale. Grothendieck [5] , [6] et Messing [9] 

associent à G un couple où % = K® M et où £ est le K'-

espace vectoriel des logarithmes, avec une injection K'-linéaire de £ 

dans K' 0 % . Ils obtiennent ainsi un foncteur LM_-, contravariant, 

additif et pleinement fidèle de la catégorie des groupes p-divisibles, à 

isogénie près, sur A' dans une catégorie de couples (voir aussi [3] , 

p . 221). 

Grothendieck a posé la question de savoir quelle est l'image essen
tielle de LM et Fontaine a conjecturé que celle-ci est la catégorie 

des K'-couples faiblement admissibles définis au n°1.3 ci-après (voir 

aussi [4 ] ). 
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G. LAFF'AILLE 

Nous démontrons cette conjecture en dimension 1 : les K'-couples 

faiblement admissibles U,7/() tels que dim £ = 1 proviennent de 
K 

groupes p-divisibles de dimension 1. La démonstration utilise d'une part 

un procédé de réduction au cas simple (th. 1.8 et cor. 1.12) et d'autre 

part les formules explicites de Hazewinkel ([7] , §15.2) . 

Nous obtenons le résultat suivant (cf. prop. 2.4 et 2.7) : soit h 

un entier ^ 1 . Posons Zu0Q = Xi X /p et soit v la valuation 
h n=0 

de K' normalisée par v(p) = 1 . Alors quels que soient les éléments 

bj_ de K' , avec 1 <, i ^ h-1 , tels que v(b^) ;> - i /h , la série formelle 
h- i i 

£(X) = £. (X) + TJ b.£, (Xp ) est le logarithme d'un groupe p-divisible n . „ i n i=l 
de hauteur h défini sur A' . En outre, tout groupe p-divisible connexe 

de dimension 1 et de hauteur h défini sur A' est isogène à un (mais 

pas un seul) groupe dont le logarithme a la forme ci-dessus. 

Remarques . 

1. Des calculs assez longs permettent de montrer que tout K*-

couple faiblement admissible {$,,7$ tel dim̂ TT? £ 4 est l'image 

d'un groupe p-divisible défini sur A' . 

2. Lorsque e <> p-1 , on connaît déjà une autre description de 

l'image essentielle de LM (Messing [91 et Fontaine [3]) ; nous 

montrerons ailleurs que cette description entraîne que la conjecture de 

Fontaine est vraie dans ce cas . 

1. - LA CATÉGORIE DES K'-COUPLES FAIBLEMENT ADMISSIBLES. 

1.1. On note TT une uniformisante de A' et o le Frobenius absolu 

sur k et K . 

Un F-iso-cristal est un espace vectoriel de dimension finie sur K 
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GROUPES p-DlVISIBLES 

muni d'un automorphisme a-semi-linéaire F . 

On appelle K'-couple la donnée d'un couple (£,%) formé : 

• d'une part,d'un F-iso-cristal % contenant un réseau M de % 

( i .e . un sous-A-module libre de % tel que K M s'identifie à Tri) 

tel que pM c_ FM c_ M ; 

• d'autre part, d'un sous-K'-espace vectoriel £ de 7/^t = K' % . 

Un morphisme de K'-couples est une application K-linéaire 

u : ffK 7ï( qui commute à l'action de F telle que, si u = id & u , 
K K. 

on ait u (£) c. x' . 
K. 

Soit K TF] (resp. A [F]) l'anneau non commutatif engendré par K 
° o 

(resp. A) et une indéterminée F avec les relations FX = o(>jF pour 

tout X G K (resp. X £ A) . Si \ est un F-iso-cristal, '/A est muni 

d'une structure de ^a[F] -module à gauche, et si M est un réseau de 

7h stable par F , alors M est muni d'une structure de A [Fl -module 
o 

à gauche. 

On sait depuis Dieudonné [2] et Manin ([8] II §4.1) que la caté

gorie des F-iso-cristaux est semi-simple. Si T/( est un F-iso-cristal, 

on a une décomposition en composantes isotypiques 7/i = 0 T/{ , où 
ot£Q a 

% est le sous-K-espace vectoriel de ?/{ engendré par les x tels que 
a 

Fsx = prx si a = r /s , avec r et s entiers premiers entre eux et 

s 2> 1 . Les a tels que w ^ 0 sont les pentes de 7î( . Un objet 

simple de pente a = r /s est isomorphe à K [F] /(FS-pr) , sa dimension 
a 

sur K est donc égale à s (cf. aussi [1]) . 

Manin montre aussi (loc. cit.) qu'un F-iso-cristal % contient un 

réseau M tel que p M c F M c M si et seulement si les pentes de 7J\ 

sont telles que 0 <. a <- 1 . 

Si 7i{ est un F-iso-cristal, on pose d_ = L a dim..(/7( ) . Si 
% aGQ K a 

0 — T/<! — % — TTC — 0 est une suite exacte de F-iso-cristaux, il est 

105 



G. LAFI'AILLE 

clair que d = d , +d ,, . 

1.2. PROPOSITION. - Soit % un F-iso-cristal dont les pentes sont 

^ 0 et soit M un réseau de 77- stable par F . La longueur du 

A-mod ule M/FM est égale à d ; en particulier elle ne dépend  

pas du choix de M . 

Démonstration : Montrons d'abord que la longueur de M/FM ne 

dépend pas du choix de M . Soit N un autre réseau de % stable 

par F . Quitte à remplacer N par p°N , pour un entier n conve

nable, on peut supposer que N c_ M . On a alors 

lg(M/FN) = lg(M/N) + lg(N/FN) = lg(M/FM) + lg(FM/FN) . 

L'application F induit par passage aux quotients une bijection a-semi-

linéaire de M/N sur FM/FN , donc ces deux modules ont même lon

gueur et par conséquent lg(M/FM) = lg(N/FN) . 

Il suffit donc pour terminer la démonstration de calculer lg(M/FM) 

pour un M particulier. Comme la catégorie des F-iso-cristaux est semi-

simple, on peut supposer % simple de pente a = r /s . Soit x^O 

dans % tel que Fsx = prx et soit M le A [Fl-module engendré par 
s — 1 

x ; alors (x,Fx,...,F x) forme une base de M et 
lg(M/FM) - r = s (r/s) = a d inn^ . 

K a 

1.3. PROPOSITION. - Soit (x,^() un K'-couple. Les propriétés suivan

tes sont équivalentes : 

(i) on a dim X = d et pour tout sous-F-iso-cristal 7/C de % 
K /7( 

on a dim (&f)ïïL.) <> d , ; 
K K % 

(ii) on a diiru.X = d et pour tout F-iso-cristal quotient 77" de 
K 7/[ 

7T( , la dimension sur K' de l'image de X dans est 

supérieure ou égale à d „ . 
Démonstration . Soit 7r" un F-iso-cristal quotient de % et soit 
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GROUPES p-DIVISIBLES 

/?(' le noyau de la projection de % sur ft" . Soit X" la projection 

de X sur 7ii^t , on a dim^.x = dirn^, (X fi vl^ ) +dimK.,X" et 

d = d . + d , d'où la proposition. 
77( W( ÏÏ" 

On dit qu'un K'-couple est faiblement admissible s'il vérifie les 

conditions équivalentes de la proposition précédente. 

La catégorie des K'-couples faiblement admissibles forme une sous-

catégorie pleine de la catégorie des K'-couples ; c'est une catégorie 

abélienne [4] . Les objets simples sont caractérisés par le fait que les 

inégalités de la proposition 1.3 sont strictes pour tout sous-F-iso-

cristal propre (ou pour tout quotient propre). 

1.4. PROPOSITION. - Soit U,7ì) un K'-couple qui est dans l'image 

essentielle du foncteur LM . Alors (X est faiblement admis-
K. 

sible. 

Avant de démontrer la proposition, rappelons quelques résultats de 

[31 . Fontaine y construit un foncteur M M^, de la catégorie des 

A [F] -modules M , tels que pM c FM c M , dans la catégorie des 
a 

A'-modules. Il définit un sous-A'-module M^, [11 de M^, tel que 

M^./M^, [11 soit fonctoriellement isomorphe à M/FM en tant que 

k-espace vectoriel (IV, §2). 

Si G est un groupe p-divisible sur A' , Fontaine associe à G 

un A'-module libre L^,(G) avec une application A'-linéaire 

p : L^, (G) — M^, où M est le module de Dieudonné de la fibre 

spéciale de G . L'application p induit un isomorphisme de 

LA,(G)/TTLA,(G) sur M / M [1] - M/FM (IV, prop.4.2). 

Si (X,?7() = LMK,(G) , on a ^ , = K' ^ M = K' ® M et X 

est l'image dans % de K' <g> L (G) . 
K A A 

1.5. Démonstration de la proposition. On reprend les notations de [3 ] 
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G. LAFFAILLE 

rappelées c i -dessus . 

Soit G un groupe p-divisible sur A' tel que =~ LM (G) . 
K 

Soit M le module de Dieudonné de la fibre spéciale de G . 

Des isomorphismes : L (G)/TTL (G) - M /M [1] M/FM , on 

déduit dim„,£ = d^ et M = L (G) + M J l ] . 
K 77( A A A 

Soit 71" un quotient de % et M" la projection de M sur 7f" . 

Soit \|i : M —* M^, la flèche déduite par fonctorialité de la projec

tion de M sur M" . D'après la proposition 2.4 du chapitre IV de [3 ] , 

l'application \j[ est surjective et on a i|f(MA,[l]) c M^,[ll . On en 

déduit que M^, = \|j(L (G)) +M^,[1] , d'où une surjection de \jj(LA,(G)) 

sur M"/FM" . Donc le rang de \|/(LA,(G)) sur A1 est supérieur ou 

égal à d „ ; comme ce rang est égal à la dimension de la projection 
Tu 

de X sur 7/jïl, , la proposition est démontrée. 
K 

et 
1.6. Soit (X,/7() un K'-couple faiblement admissible, on pose 71^=71^ 
et %C = (B % . On dit que le K'-couple (£,%) est connexe si 

o^O ce 
?7(et = 0 , étale si 7/^ = 0. 

et 
Comme = 0 , on a X H 77̂ , = 0 , donc la projection de X sur 

c O c c c c 77̂ , est injective, soit X son image. On pose (X,%) = (X ,7/( ) et 
(£,77()et = (0,^(et). On a donc une suite exacte de K'-couples faiblement 

admissibles : 

o - (x,^)et - - (x^{)c - 0 . 

1.7. PROPOSITION. Si (l ,7n) est un K'-couple étale, alors (X,7?() 

est dans l'image essentielle de LM^, . 

Démo_n_s_trat_ion . On a X = 0 et % = K <̂  M où M est le 

module de Dieudonné d'un groupe p-divisible étale sur k . Ce groupe 

se relève en un groupe étale G sur A et LM^, (A' <^G) s'identifie 

à <£,%) . 
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GROUPES p-DIVISIBLES 

1 . 8 . THEOREME . - Soit 0 — (£' ,7/(') — (£,?Z() — U",7/(") — 0 une suite  

exacte de K'-couples faiblement admissibles. Alors les assertions  

suivantes sont équivalentes : 

(i) («£,#() est dans l'image essentielle du foncteur LM . 
K 

(ii) («£',?7(') et, U" ,71") sont dans l'image essentielle de LM . 

Avant de démontrer le théorème, rappelons quelques résultats de 

Fontaine . 

Dans [3 1 , p . 1 0 0 , Fontaine associe à certains A'-anneaux R 

un anneau R^N de fonctions analytiques qui est le complété de K' R 

pour une topologie convenable. Si R est la bigèbre d'un groupe p-

divisible, connexe, de dimension d , sur A' , l'anneau R^N est iso-
K 

morphe à un sous-anneau de K'[ [X^,...,X^] ] 

Soit G un groupe p-divisible sur A' . Soit B la bigèbre for

melle de G et A le coproduit de B . Le coproduit à se prolonge 

à B^N et si x G B^N on pose ôx = x ê l + l ê x - âx . On peut alors 

identifier #L,,(G) au quotient, par K' & B , du sous-K'-espace vecto-i\ A 
riel de formé des x tels que ôx € K ' ( B ^ , B) et £(G) s ' i 

dentifie à l'image dans % {G) des x 6 B^N tels que ôx = 0 . 
K K 

Soit a = (. . . ,a , . . . , a ) un covecteur de Witt à coefficients — - n o 
dans B ^ , k . Pour tout entier n , soit a un relèvement de a_n 

dans B ; la série £ aP /pn converge dans êf.n : c'est un releye
ndo "n K 

ment de a dans B^N ([31 , II, § 5 . 5 et IV, § 3 . 2 ) . Comme le module 

de Dieudonné M de la fibre spéciale de G , s'identifie à un sous-A-

module de CW^ÍB® k) , on définit ainsi des relèvements des éléments 

de M dans B^N . Ces relèvements dépendent du choix des a , K. -n 
Fontaine montre que deux relèvements distincts diffèrent d'un élément 

de P'(B) qui est le sous-A'-module fermé de B^N engendré par les 
6 ^ / p n OÙ Ê_N e HB . 
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G. LAFFAILLE 

1.9. Démonstration du théorème. Posons d = d # d' = d , et d" = d „ 
ÏÏi 7T( TTC 

(ii) => (i) . Supposons d'abord que est connexe. Soit G" 

un groupe p-divisible connexe de dimension d" défini sur A' tel que 

LM (G") (£",#(") . Si on choisit des coordonnées X ,...,X sur G" 
K l a 

la bigèbre formelle B" de G" s'identifie à A ' H ^ , . . . ^ , , ] ] , avec 

un coproduit A" . 

Soit, d'autre part, un groupe p-divisible G' de dimension d' 

défini sur A' tel que LM (G1) (£',%') . Notons B' la bigèbre de 

G' et A' le coproduit de B' . 

On va munir B = B' ® B" = B'[[X1 ,... ,XdJl d'un coproduit A 

tel que A(b) = A'(b) si b£B' et tel que le groupe formel associé à 

B ait une image par LM isomorphe à . 
K 

Identifions le module de Dieudonné de la fibre spéciale de G' à 

un réseau M' de W( . Soit mj,...,m une base de M' sur A . 

Soit m. un relèvement de m. dans B'an . D'après Fontaine ([3] , 

IV prop. 4 .1) , les éléments ôm, = 1 è m. + m, ê 1 - Û1 m, sont à dénomi

nateurs bornés. Soit s un entier tel que, pour tout j , les ôm. 

appartiennent à p~s + 1 (B1 B' ) . 

Soit x^,...,x^n une base de X" ; on peut choisir les coordonnées 
X^,...,Xdll de G" de sorte que x^ se relève dans l'anneau des fonc
tions analytiques B an sur G" (cf. [3] p. 100) en une série x, 

K 1 

telle que x = X. modulo degré 2 . La série x̂^ appartient à 

K'[[X^ , . . . , X ^ „ n et ses dérivées partielles sont à coefficients dans A' 

(cf. [31 p . 104). 

D'après la semi-simplicité de la catégorie des F-iso-cristaux, 

est isomorphe (de manière non canonique) à un F-iso-cristal supplémen

taire de 7T( dans % , ceci nous permet d'identifier % à TTi' ®77i" • 

Relevons ,. . . ,x ,„ dans X en y. , . . . ,y ,„ . On a donc 1 d l a 

110 



GROUPES p-DIVISIBLES 

y. = x. + z. , avec z. £ K1 » 7T(' . 1 1 1 1 Js. 

h 
Les z. s'écrivent z = £ a..m. avec a,, fK' . Si on remplace 

M' par p M' , pour un certain entier r , on a z. = S (pa,,)(p m.). 
i j = i ij J 

Choisissons r de sorte que les z. appartiennent tous à psM' , où 
1 h' 

s est l'entier choisi plus haut. On relève z. en z. = T, a..m. / 
i i i=l i] J 

h' . - . -
donc ôz. = S a..ôm. £ p(B'&, B') . On relève enfin y. en y. = x.+z. . 

i j = l ^ î i i i 

Soit e(x) = , c'est un vecteur à d" composantes dont 

chacune est une série à d" indéterminées, à coefficients dans K' . 

La jacobienne de £(X) est à coefficients dans A' ainsi que son in

verse . 

Pour définir le coproduit A de B dans 

BêA,B = (B'êA1B,)[[iSxi,. . . /xlêi, . . .]] 

il reste à définir les A(Xj . 

Soit ôz = 

'ôz. N i 
et posons A(X) = 

A(Xj 

VA(XdJ 

= e 1(i{xèi)+i{iêx)+bz) . 

Comme les ôz, appartiennent à pB' <g> B' , en appliquant la formule de 

Taylor à on voit que la définition de A(X) a un sens et que A(X) 

a ses composantes dans B & B . On vérifie facilement que A est un 

coproduit. 

La formule qui définit A(X) entraîne immédiatement que : 

A(£(x)+Z) = «(xêi) + e( ièx) + z ê i + i « z 

ce qui veut dire que A(y.) = Y.<S>1 + l&y. . Il est alors clair que le 

groupe p-divisible associé à B a une image par LM qui s'identifie 
K. 

à , ce qui achève la démonstration de (ii) => (i) lorsque 
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est connexe. 

1.10. Si ( £ " / V ) n'est pas connexe, on a le diagramme commutatif à 

lignes et colonnes exactes : 

0 0 0 

0 (£' ,171 ) qqd (x" X) о 

0 wwc (x,%) (X" , V ) 0 

0 (X' ,^')c • (£,Г/()С ( x " , v ) c 0 

0 0 0 

Comme (x' ,7)'C) est dans l'image essentielle de LM , , il existe 
un groupe p-divisible G tel que LM (G) ^ ; alors (X',V)C 
s'identifie à LM (G ) où G est la composante neutre de G . De 

même (x",V')C est dans l'image essentielle de LM . Donc, d'après 

la première partie de la démonstration {$,,%) est dans l'image essen
tielle de LM , ; en appliquant encore la première partie et en utilisant 

Js. 

la proposition 1.4, on en déduit que (X,/?() est dans l'image essentielle 

de LM^, . 

1.11. Démonstration de (i) => (ii) du théorème. On a le même diagramme 

commutatif exact que ci-dessus ; pour terminer la démonstration il suffit 

donc d'établir (i) => (ii) dans le cas où (X,%) est connexe. 

Soit G un groupe p-divisible connexe de dimension d défini 

sur A' tel que LM (G) (£ Identifions le module de Dieudonné 

de la fibre spéciale de G à un réseau M de % . 

Soit M' = 7I( RM et soit M" la projection de M sur 7/(" . 

On a FM' = FMП M' et la suite 0 —• M'/FM' — M / F M —• M"/FM"—•O 
est exacte. 
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Reprenons les notations du chapitre IV de [31 . 

D'après le corollaire 1 de la proposition 2.4 du chapitre IV de [3 

on a le diagramme commutatif et exact : 

0 0 0 

1 ! I 

o —- M^.m — MA,m — M ^ . m — o 

\ 1 I 

o — m;, — ma, — m;, — 0 

i I 1 
0 —- M'/FM' M/FM —• M"/FM" — 0 

i i i 
0 0 0 

Posons L = L ,̂ (G) . On sait (loc. cit.) que L s'identifie à un sous-

A'-module de M , et que L/nL M/FM . 

Soient L" la projection de L sur M^, et L' = M^, П L . On 
sait (loc. cit.) que l'on peut faire les identifications : 

% ' = K A " M A - К' = K A ' M Â " К' = К Л ' М А ' 
X = К' <g>A, L £' = K' L' £" = К' <& L" . 

On a le diagramme commutatif et exact : 

L —• L" — 0 

I I 
M/FM —• M"/FM" — 0 

I 
0 

d'où une surjection cp : L" —• M"/FM" . Comme ср(ттЬ") = 0 , on a en
core une surjection L"/TTL" —• M"/FM,! . 

Puisque (x",%") est faiblement admissible, les deux k-espaces 
vectoriels L"/nL" et M"/FM" sont de même dimension, donc 
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G. LAFFAILLE 

L"/TTL" —• M"/FM" est un isomorphisme. On en déduit le diagramme 

commutatif et exact : 

0 TTL —• L M/FM —• 0 

i i i 
0 — TTL" — L " —- M"/FM" —*- 0 

t i i 
0 0 0 

D'après le lemme du serpent, la suite des noyaux des flèches verticales 

est exacte, donc la suite 0 —• TTL' —• L' —• M'/FM' —• 0 est exacte. 

Choisissons des coordonnées X1;...,X„ , Yw...,YlM de G de 
l d l d 

sorte que les induisent une base de M'/FM' et les une base 

de M"/FM" . Le A-module M' s'identifie donc à un sous-module de 
cwk(k[[xl/.../xdl]] ). 

Posons B' = A'[[Xl ,...,X Jl et B" = A'[[ ,...,YdJ] . La bigèbre 

de G s'identifie donc à B = B ' ^ . B " . 

Soit x , , . . . ^ , , une base de L' . Il existe donc un relèvement 
1 d' 

x. de x. dans B qui appartient à B' . Comme L' c:L , chaque 
J J K K 

x. admet un relèvement x'. dans B tel que ôx'. = 0 . 
J j K j 

La différence g, = x' .-x. appartient alors à ce que Fontaine note 
J J J 

P'(B) (cf. [3] , IV § 4 . 1 , § 4.2 et prop. 5.1). On a donc 

ôg. = ôx'.-ôx. = -ôx. G P'(B'ê B') . 
J J J J A 

i d " 
Si on écrit g = TJ F.Y- avec i_ = id„) 6 IN , 

F. G K'[[X2 Xd,H e t" Y— = Y^ ...Y^," , on a : 

ôg. = ÔF + ô( E F. Y-) . 

Donc ô( S F. Y~) = 0 . Comme g. appartient à P'(B) , on a 

F ç P'(B') , donc Z F. Y~ £ P'(B) . Comme G est p-divisible, on 
° 1^0 ^ 
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a £ F. Y- = 0 . Donc g. eP'(B') et x'. € K'[[X X ,J1 . 
_i^0 i- J j 1 d 

On peut donc restreindre le coproduit de B induit par G à B' , 

ce qui définit un groupe p-divisible G1 , dont l'image par LM s ' i ls. 
dentifie à (£',77i') • Le noyau de la flèche de G dans G' est un 

groupe p-divisible G" dont l'image par LM s'identifie à (x",%M) . 
K. 

Le théorème est donc démontré. 

1.12. COROLLAIRE. - Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(i) le foncteur LM induit une anti-équivalence entre la catégo-

rie des groupes p-divisibles, à isogénies près, sur A' et 

la catégorie des K'-couples faiblement admissibles. 

(ii) Tout K'-couple faiblement admissible, connexe et simple, ap

partient à l'image essentielle de LM , . 
IS. 

Pî icLns-£-L^Pi1 • H suffit de remarquer que tout K'-couple faiblement 

admissible admet une suite de composition telle que le premier terme 

soit étale e t que les quotients successifs soient connexes et simples. 

On montre alors la proposition en raisonnant par récurrence sur le nombre 

de termes de la suite de composition et en appliquant le théorème. 

2. - LE CAS DE DIMENSION UN . 

2 . 1 . L'objet de ce paragraphe est de démontrer le résultat suivant : 

THEOREME. - Le foncteur LM induit une anti-équivalence 
K. 

entre la catégorie des groupes p-divisibles de dimension un, à. 

isogénies près, sur A' et la catégorie des K'-couples faiblement  

admissibles [ l t e l s que dim £ = 1 . 
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Remarque. Un K'-couple ( i j j tel que dim X = 1 est faible-
K 

ment admissible si et seulement si d =1 et X K' <g> 7?( 
% K 

péĵ no_ns_trat_ion_ d u _^oj_è_me . Il suffit de montrer que si (X,/7() 

est un K'-couple faiblement admissible tel que d^ = 1 alors (£J() 
m 

appartient à l'image essentielle de LM . 
K 

D'après le théorème 1.8 et la proposition 1.4, on peut supposer 
que (X,%) est connexe. Comme d = 1 , le F-iso-cristal % est 

% 
alors simple de pente 1/h où h = dim .̂% . 

Si h = 1 , il est clair que (X,/7t) est l'image par LM du 
K 

groupe multiplicatif. On peut donc supposer que dim % > 2 . 
K 

2 .2 . PROPOSITION. - Soit (£,#() un K'-couple faiblement admissible 

connexe vérifiant dim X = 1 et. dim % = h > 2 . Il existe alors K. K 
un élément eQ de_ % et un élément l de_ x tels que : 

(i) on a Fhe = pe et (e ,Fe , . . . ,F^ *e ) est une base de % o o — o o o 
sur K ; 

h-1 i 
(ii) si 6 = Z b.F e , avec b. £ K' , on a b = 1 et 

i=0 1 ° 1 ° 
v(bp > - i /h pour 1 £ i £ h-1 (où v désigne la valuation 
de K' normalisée par v(p) = 1). 

P i l l ^ i 5 ^ ! 2 D • Comme k est algébriquement clos , il existe un 

élément non nul e' de % tel que Fhe' = pe' . Alors (e' ,...,F^ 1e') 
o o o o o 

est une base de % sur K . Si V est un élément non nul de X , 
h~l i n il s'écrit L b'F e' avec b! € K' . Quitte à remplacer e' par F e' 
i=0 1 ° o o 

pour un entier n convenable, et à multiplier V par une constante, 

on peut supposer que = 1 . 

Soit i tel que v(bp + <. v(bj) + ^ pour tout j vérifiant 

1 £ j £ h-1 . Si v(bp +7[ > 0 , il suffit de poser eQ = e^ et Z = V . 
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Sinon l'élément b'. est non nul. Posons e = F ^ ' ; alors 
1 o o 

1 h"1 i 
Z = — £' s'écrit YJ b.F e avec b = 1 et : bi j=1 j o o 

b' ./b'. si i+j < h 
b = i 1+J 1 

J 'b'. , . . /pb'. si i+j ^ h . i+j-h i 

Si i+j < h , on a : 

v(b.) = v(b' ) - v(b'.) = (v(b' ) + ^ ) - (V(b'.)+F-)-^ > - Î - . j i+j i i+j n i n n n 

Si i+j > h , on a : 

v(b.) = v(b' . ,)-l-v(b'.) = (v(b' . )+ i^) - (v (b ' . )+ f ) - l+^ - j > -4- . j î+j-h i î+j-h h i n h n 

La proposition est donc démontrée. 

oo nh 
2 . 3 . Soit £U(X) la série formelle L XP /pD , c'est le logarithme 

h n=0 
d'un groupe p-divisible de hauteur h et de dimension un défini 

sur 2? . L'image x de dans le module de Dieudonné de la 
h 

fibre spéciale de GQ vérifie F x = px ([3 ] , V § 2) . On peut donc 
relever l'élément e de la proposition 2 . 2 en %. (X) dans l'anneau 

° an . n ^ 
des fonctions analytiques (A ' [ [XH)^ et Fen en Z, (XP ) . La base 

h-1 i 
de £ de la prop. 2 . 2 peut donc se relever en 2(X) = TJ b.£ (XP ) . 

i=0 1 h 

Pour achever la démonstration du théorème 2 . 1 , il suffit alors de 

montrer la proposition suivante : 

oo nh 
2 . 4 . PROPOSITION. - Soit e, (X) = Z XP /pn et soit pour 

n n=0 
i = l , . . . ,h - l un élément b. de K' vérifiant v(b.) > - i /h . Soit 

h-1 i 
b = 1 . Alors la série £(X) = L b - £ ( X P ) est le logarithme 

° i=0 n 
d'une loi de groupe formel définie sur A' . 

Œ n 
P^UPJl^-L Ë [}£>I1 : 1& série £(X) s'écrit £ a XP . S i n = rh+j 

n=0 n 
avec 0 ^ j < h -1 , on a a , , . = b ./pr . 

rh+j j 
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D'après Hazewinkel ( [ 7 1 , §15.2) , la série £(X) est le logarith

me d'une loi de groupe formel définie sur A' si et seulement si les 

T , définis par les formules suivantes 
n 

Tl = Pal 

n-1 n-i 
T = pa - Z a .T.p n n . i n-i 1 1=1 

sont entiers. 

a) Si 1 <. n <. h-1 , on va montrer par récurrence sur n que 

V(T ) ;> ^ . On a = pa, = pb, , donc v(T ) > l - ^ = ^f^ . n h 1 1 1 1 n n 

Supposons que, pour 1 <. i <. n-1 , on ait v(T) > . On a 

alors : 

v(a .Tpn_1) = v(b .T.13""1) a "T^+P"-1 V = kpn-Hh-i)-n+i] n-i i n-i i h h n 

1 r n-i/, .x /, lVI h-i ron-i -, h-n 
^ - [ p (h-i)-(h-i)! ^ ~ L 2 -11 ^ • 

Comme v(pa ) = v(pb ) ^ 1 - = / on a bien v(T ) > ^-r~ n n h h n h 

h - i h-j 
b) On a l = 1 - L a, , 1 . . D'après a), on a : h h-j j 

1 mPh K h-i h-i h-j h-i . h-j p-1 
V(ah-jf ) 2 P h = h ( p • 

Donc T, = 1+c avec v(c) ;> ^- i - . n n 

c) Nous allons montrer par récurrence sur n que v(Tn) ^ l /n 

pour n>h . Si v(T) :> 1/h / alors v(anTfn' ^ 1/n • En effet ' Posons 

n = rh+j avec 0 £ j £h - l , alors 

v(anT^) = pnv(T.) + v(b /pr) ^ 
rh+j 

D h 

2rh+j 

h 
rh+j 

h 

= h(2 -n) * h . 

Donc, d'après a) et en raisonnant par récurrence, dans l'écriture 
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de , pour n > h , tous les termes sont de valuation supérieure ou 

égale à l/h , sauf peut-être le premier et celui qui contient T . Il 
Dn-h h 

faut donc étudier pa - a . . Posons n = rh+j avec O^j^h-1 , 
n n-h n 

alors d'après b), on a : 

n-h b. (r-l)h+j 
pa - a , TP = — ^ [ 1 -(l+c)P ] , n n-h h r-1 

P p(r-Dh+J , j 
et il suffit de vérifier que v(l-(l+c) )-(r-l)--pj- ^ ^ . 

2 .5 . LE MM E. - Soit x G A' tel que v(x) > , alors : 

2 „m 1 
a) s_i h ^ (p-1) , on a v(l-(l+x)p ) > p + m pour tout entier 

h 
m >. 0 ; 

2 

b) si h > (p-1) , soit s le plus grand entier tel que 

ps(p-l)^ <. h ; on a alors 

v(l-(l+x)pm) > Pm£j^- M m £ s 

et 

v(l-(l+x)P ) ^ pS^h~" + m - s M m ^ s . 

p^£TKD_ns_tr2on. Soit y £ A' et supposons que v(y) ^ u > 0 . 

On a : 

v(l-(l+y)P) ^ inf(v(py)/v(yP)) > inf(l+u,pu) . 

On a inf(l+u , pu) = 1 +u si u ^ l / (p-l) . 

Supposons que h <, (p-1)^ , ce qui veut dire 1 +~-J* ^ p . 
h h 

D'après la remarque précédente, on a v(l-(l+x)p) ^ 1 + ̂ zl m Supposons 
v->m p — 1 

que v(l-(l+x)p ) > m + . Ecrivons (l+x)P = 1+z avec 
p-1 pm+1 

v(z) ;> m+-^— . On a alors v(l-( l+xr ) > inf(v(pz),v(zp)) . Comme : 

p [ m + ^ ] - [m + l + £ ^ ] = + p ( m - l ) - l > 0 , 

le a) est démontré. 
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Si h > (p-1)^ , on a v(l-(l+x)P) ^ P r̂— . Supposons que : 
n 

v(l-(l+x)pm) ;> pm . Posons encore (l+x)pm = 1+z . On a 

v(l-(l+z)P) ;> inf(l+v(z)#pv(z)) * inf(l+pm5-L, pm+1 ^ - ) . 
h n 

^ -, m p-1 m+1 p-1 t m (p-1) . T_ . ...r Or 1 + p i— - P ,— = 1-p -£—; et ce nombre est positif si h h h 
et seulement si pm(p-l)^ <, h , donc si m^s . Donc, pour m ^s , 

on a v(l-(l+x)P ) ^ pm 7̂-̂ - . D'après la remarque du début, on a 
h 

ns+1 s P-1 

v(l-(l+x)p ) ^ 1 + p . On achève la démonstration du lemme par 

récurrence. 

2 .6 . Revenons à la démonstration de la proposition. On applique le 

lemme avec x = c et m = (r-l)h + j . 

Dans le cas a), on a : 

v(pa - a uTpU h) * ^ +(r- l )h+j-(r- l )4- = ^ f 1 + ~ ± + (r-l)h+j-r . 
n n-h h h n h h 

Or (r-l)h+j-r ^ 2(r-l)+j-r = r+j-2 . S i r ^ 2 , la proposition est démon

trée, si r = 1 , on a n = h+j > h , donc j ^ 1 et on a bien r+j ;> 2 . 

s 2 

Dans le cas b), remarquons que l'inégalité h > p (p-1) implique 

que h > s . 

Si m < s , donc (r-l)h+j <> s , on a r = 1 et comme n > h , 

on a j / 0 . On a : 

v(pan-an-hThn_h) - - ï ï + p J J i r = £ [ p V i h i 4 ( 2 j - j ) * i . 

Si m > s , ce qui équivaut à n > s+h , on a : 

v(pa - a uT^n h) a -J - - r+l+pS^1+(r- l )h+j-s = pS ^ + n ( l - è - h - s + l 
n n-h h h h h n 

* pS £ ^ i + (s+h+1)(1"ïï)-(s+h+1)+2 

1 s+h+1 . r 1 s+1 1 . 
^ — - —r— + 2 = 7 " - ~T~ + 1 ^ 7 " car s < h . h h h h h 
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La proposition 2.4 et le théorème 2.1 sont donc démontrés. 

2 .7 . De ce qui précède résulte la proposition suivante : 

PROPOSITION. - Toute loi de groupe formel à un paramètre définie  

sur A' de hauteur h ^ 1 est isoqène à une loi de groupe formel 

à un paramètre dont le logarithme est de la forme 
h-1 OO nh+i n 

e(X) = Z b ( Z Xp /p ) avec b. G K' , b = 1 et 
i=0 1 n=0 1 ° 

v(b.) ^ - i /h , pour 1 < i <, h -1 . 

2 .8 . Soit h un entier > 1 . Soit Q ^ le sous-corps de K de degré 

h sur (p . Soit 7/( un F-iso-cristal simple de pente l/h ; l'ensemble 
P h des x de 7J\ tels que F x = px forme un sous-Q -espace vectoriel 

Ph 
de % de dimension h . Un automorphisme u de 7l{ est déterminé 

par l'image d'un élément non nul tel que F^x = px . Prenons pour base 

i h~l i 
de % sur K les F x avec 0 <> i < h-1 . Si u(x) = Z u F x , les 

i=0 1 
u. appartiennent à Q , et si $ = (cp..) est la matrice de u sur la i pii IJ 

base x , Fx,... ,Fh *x de T/( , on vérifie facilement que : 

cp.. -

si i > j 

u(x) = Z u F QSPQ QD 

si i > j 
avec 0 <, i <. h-1 et 0 £j ^h-1 . 

Si u = 
u 
o 

%uh-i 

est un vecteur non nul dont les coordonnées sont dans 

Q , , on note $(u) la matrice carrée d'ordre h dont le terme général 
P 

est donné par les formules ci-dessus. L'ensemble des matrices $(u) 

quand les u. parcourent Q s'identifie au corps (non commutatif si 
1 Pn 

h ^2) des endomorphismes du F-iso-cristal simple % . 
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Etant donné un entier h ^ 1 et ç = 
o 

ch-l' 

avec c. 6 K' , c =1 i o 

et v(c.) ^ - i /h , on sait d'après la proposition 2.4 construire une loi 

de groupe formel à un paramètre G(h,ç.) . 

2 .9 . PROPOSITION. - Les lois de groupe formel G(h,ç) et G(h,c') 

sont isoqènes si et seulement s'il existe un vecteur non nul 

u 6 (Q j)*1 et un élément t de_ Kf tels que ç_' = t$(u)ç>" . 

Soient (x ,77c) = LM„,(G(h,ç)) et ( £ ' = LM (G(h ,ç.' )) . Soit 
IS. is. 

h h"1 i e G % tel que F e = pe et que £ ait pour base £ c.F e . De 
h-1 l~° 

même, soit e' £ 77/ tel que £' ait pour base Z c'.F e' . On peut 
0 i=0 1 0 

identifier 7I( et 77(' par l'isomorphisme qui envoie eQ sur e^ . Sup

posons qu'il existe u. et t vérifiant les conditions de la proposition 

tels que çj = t$(u)ç> . L'automorphisme de % associé à la matrice 
$(u) sur la base (F1e )rt . , , envoie c sur un vecteur parallèle — o O^i^h-1 — 
à c.' , donc £ = £' , ce qui entraîne que les deux groupes sont iso

gènes . 

Réciproquement, si G et G' sont isogènes, les K'-couples 

U,#î) et (£',?7() sont isomorphes. A un automorphisme près de % , 

on peut choisir le même eQ pour les deux groupes. On a donc un auto

morphisme de % qui après extension des scalaires envoie £ sur £' , 

donc ç. sur un vecteur parallèle à _c' , ce qui veut dire qu'il existe 

u et t tels que _ç' = t$(u)c. . 
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