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EXPOSÉ 1 3 

CONSTRUCTION D E DIFFÉOMORPHISMES PSEUDO-ANOSO V 

par F . LAUDENBAC H 

§ I. -  Difféomorphism e pseudo-Anoso v généralisé . 

§ II . -  Constructio n pa r revêtemen t ramifié . 

§ III . -  Constructio n pa r twist s d e Dehn . 

§ I . -  DIFFEOMORPHISME PSEUDQ-ANOSQ V GENERALIS E 

Un feuilletage mesur é ave c épine s es t u n feuilletag e mesur é pou r leque l o n 
admet, e n plu s de s singularité s usuelle s (expos é 5 ) ,  celle s d e l a figur e 1  ;  l a 
figure représent e deu x feuilletage s mesuré s ave c épine , mutuellemen t transverses . 

Figure 1 

Un difféomorphisme pseudo-Anoso v généralis é es t u n hornéomorphism e < p pou r 
lequel i l exist e deu x feuilletage s mesuré s ave c épine s (5s,jxS ) ,  (3U,fiU ) ,  mutuelle -
ment transverses , e t u n scalair e X  >  1  ,  te l qu e <p(3s,^s ) =  (3s,A JJ,S ) e t 

u u  ,  u  x  wx 

Le disqu e adme t u n feuilletag e mesur é ave c épines , transversa l a u bor d 
(figure 2) . I l s e peu t auss i que , pou r a  €  fa  ,  o n ai t l(3s,pi s ;  a)  -  0  ,  bie n qu e 3 S 
ne contienn e aucu n cycl e d e feuille s (comm e < p contract e le s /i U - longueurs , 

( + ) 
On construi t u n te l exempl e su r T  pa r l a constructio n d u §  III fait e su r (a ,£ ) ,  o ù 

a es t u n "générateur " d u tor e e t o ù fi  ,  isotop e a  a  ,  découp e T  -  a  e n cellules . 
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EXPOSÉ 13 

Figure 2 

3 n ' a pa s d e liaiso n entr e singularités) . U n pseudo-Anosov généralis é peu t 
laisser fix e u n élémen t d e Â  ;  i l n e vérifi e pa s l e lemme de croissanc e de s classe s 
d'isotopie de courbe s (propositio n 1 9 de l'exposé 9)(voi r not e e n ba s d e page précéden -
te). D'ailleurs , i l peu t êtr e isotop e à  l'identité (voi r l'exempl e su r S  e n 3.6 , exp . 11) . 

Néanmoins, so n qualificati f n'es t pa s usurp é à  caus e d e l a remarqu e suivante . 
Si o n troue l a surfac e à  l a point e de s épines , o n obtient u n difféomorphisme pseudo -
Anosov d e l a surfac e à  bord . E n particulier , l e théorèm e d e récurrence d e Poincaré 
reste vra i e t o n peu t construir e un e partition d e Markov. Don c u n pseudo-Anoso v 
généralisé es t encor e u n processus d e Bernoulli. 

§ H. -  CONSTRUCTION PA R REVETEMEN T RAMIFI E 

II. 1 .  Soi t p  :  N  -> M u n revêtement ramifi é d e surface s compacte s ;  soi t E  c  M 
le lie u d e ramification . O n suppose qu e le revêtemen t es t iialoisie n d e group e G  au -
dessus d e M  -  E  .  Soi t < p u n pseudo-Anosov généralis é d e M  ; pa r isotopi e d e p  , 
on peut place r E  dan s 1 ! ensemble infin i de s point s périodique s d e c p .  Alors , quitt e 
à remplace r ( p pa r un e de se s puissances , o n peut suppose r qu e < p I  £ =  Id .  L e 
revêtement régulie r d e p  au-dessu s d e M  -  £  es t classifi é pa r u n élément  d e 
H ( M - £  ;  G ) ,  group e fin i su r leque l opèr e c p .  Quitt e d e nouveau à  prendre un e 
puissance d e ( p ,  o n peut suppose r qu e c p ( p :  N -+ M) ^ ( p :  N -* M) ;  autremen t dit , 
<p se relèv e e n u n difféomorphisme ^  .  Le s propriété s locale s d e < p son t le s même s 
que celle s d e v  ;  don c < ^ es t u n pseudo-Anosov généralisé , ave c l e mêm e facteu r 
de dilatation . 

II .2. Tout e surfac e orientabl e fermé e N  ,  d e genre g > 1  ,  es t l 'espac e tota l 
d'un revêtemen t ramifi é à  2  feuillets su r T  ave c u n lieu d e ramificatio n E  vérifian t : 

card E  -  2  g - 2  . 

Pour l e voir , o n perce T  e n n  = card E  point s ;  cett e variét é ouvert e s e 
rétracte su r u n bouque t d e n + 1 cercle s e  , . . . , € ;  dison s qu e le s e  ,  . . . , s 
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entourent chacu n u n trou e t qu e e  e t e  son t "générateurs " d u tore . L e dernie r 
trou, not é 0 0 ,  es t entour é hornologiquernen t pa r [e ^ ] +  . . . +  ~en_^ -  •  ° n construi t 
le revêtemen t associ é à  l'homomorphisme 7 7 (R - W)Z ZÉ  qu i envoi e . . . . . e 
sur 1  qu i prend n'import e quell e valeu r su r e t •  Comm e n  es t pair , l e 
revêtement es t no n trivia l a u voisinag e d e ° ° .  Ains i l a cornpactificatio n donn e un 
revêtement qu i es t effectivemen t ramifi é e n chaqu e poin t d e 2  . 

Soit c p u n Anosov (linéaire ) d e T  ,  qu i es t 1  ' identité su r L  e t qu i s e 
relève e n ^  dan s N  .  L e feuilletage stabl e d e ^  es t transversalemen t orientable e t 
ses singularité s on t 4  branches. Don c ^  es t pseudo-Anoso v (no n généralisé ) e t l e 
feuilletage stabl e es t défin i comm e feuilletage mesur é pa r un e 1-form e fermé e cu S ; 
on a  : 

</ LO S X  U)' S ( X €  1 R ,  À  >  1 ) . 

De même, o n a  ooU  ~-  X  ^  OJU , o ù ooU  définit l e feuilletag e instable . Note r 
que le s deu x égalité s simultanée s interdisen t à  ^  d 'êtr e dérivabl e au x singularités , 
mais o n peut approche r ^  pa r u n difféomorphisme ±  ' qu i satisfai t l'un e de s égalités . 

L'inconvénient d e cett e constructio n es t d'êtr e asse z pe u maniabl e a u nivea u 
du calcul , pa r exempl e pour trouve r 1'effet d e ^  su r l'hornologie . 

§ III. -  CONSTRUCTION PA R TWIST S D E DEH N 

On suppose qu e la surfac e M  es t orientabl e e t fermée . Dan s l e ca s o ù i l y 
aurait u n bord, o n commencerai t pa r bouche r le s trou s et , à  l a fi n d e l a constructio n 
décrite ci-dessous , o n éclaterai t l e nombr e correspondan t d e singularités . 

III. 1  .  Structure plat e su r M  . 
Soient oc  et fi  deu x courbe s simples d e M  , à  intersections transversales , 

vérifiant l a conditio n suivant e : 

(-*) Chaqu e composant e d e M  -  ( a L j3 ) es t un e cellul e (ouverte ) . 

La décompositio n cellulair e induit e su r M  pa r a  L  fi  adme t un e décompositio n 
cellulaire duale :  le s co-sommet s son t le s centre s de s cellule s d e M  -  (aUjS ) ;  chaqu e 
arc d e (aUj3 ) -  (aP/3 ) es t travers é pa r un e co-arêt e ;  chaqu e poin t x  d e a  r  fi 
est l e centr e d'un e co-cellule , qu i es t u n carré puisqu e a  e t fi  n e passent chacu n 
qu' une foi s e n x  . 

En "élargissant " a  ,  a u sen s d e l'exposé 5  ,  o n construi t u n feuilletag e 
mesuré 3  ,  transversal e fi  e t au x co-arête s qu i rencontren t a  ;  o n s'arrang e 
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EXPOSÉ 13 

aussi pou r qu e le s co-arête s qu i n e rencontren t pa s a.  soien t dan s de s feuille s d e 
3 ^ .  Similairement , o n construi t 3 ^ e n élargissan t convenablemen t / 3 ;  d 'ai l leurs , 
par de s isotopie s dan s l ' intérieu r de s co-cellules , o n peu t prendr e 3 ^ transversa l à 
3 .  Ce s feuilletage s on t leur s singularité s au x co-sommet s ;  dan s l e complémentaire , 
ils définissen t un e structur e plate . O n comprend bie n ce s feuilletage s dan s le s figure s 
"déroulées" ci-dessous . 

Si o n déroul e le s co-cellule s l e lon g d e a  ,  o n obtien t un e band e d e 
n =  card(a P  / 3 )  car rés , qu e l'o n plac e dan s JR  d e sort e qu e d y e t d x induisen t 
respectivement le s feuilletage s mesuré s 5  e t 5  . 

a - atla s 

De même , o n construi t l e / 3 -atlas pa r déroulemen t l e lon g d e / 3 (e n respectan t 
1 ' orientation). 

- atlas 

Les changement s d e carte s son t de s isométrie s d e ]R 2 ave c dérivé e ±  1 ,  selo n 
le sign e d u poin t d'intersectio n o ù es t centré e l a co-cellule . L  Noter qu e l e changemen t 
de carte s conservan t l'orientatio n n e peu t avoi r pou r dérivé e l a matric e diagonal e 
diag(l ,-1 ) .  j Pa r conséquent , relativemen t à  ce s atlas , l a notio n d e feuilletag e mesur é 
linéaire es t intrinsèqu e ;  d 'ai l leurs , l a pente d u feuilletag e es t invariant e pa r change -
ment d e car tes . Un e foi s qu e l'o n revien t su r M  , l e feuilletag e es t liss e sau f au x 
co-sommets (chaqu e poin t d u complémentair e es t intérieu r à  a u moin s un e carte) . Le s 
co-sommets apparaissen t comm e singularité s (inexistante s s i l a cellul e correspondant e 
est u n car ré) . L e nombr e d e séparatrice s d u feuilletag e a u somme t es t l a moiti é d u 
nombre d e côté s d e l a cellul e correspondante . 
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Figure 3 

Remarque. S i tous le s point s d'intersectio n d e a  e t / 3 sont d e mêm e signe , alor s 
les changement s d e carte s on t +  I pou r dérivé e ;  donc , l'orientatio n de s feuilletage s 
est invariant e pa r changemen t d e cartes . Autremen t di t dan s c e cas , tous le s feuille -
tages linéaire s son t orientables . D'ailleurs , le s atla s définissen t un e applicatio n 

M - * T qu i es t u n revêtemen t a  n  feuillet s ramifi e e n u n point ;  mai s le revêtemen t 
n'est pa s régulie r e t o n ne contrôl e pa s l a fibr e singulière . 

III. 2 . Hornéomorphlsmes affines . 
Un homéomorphisme ç  ser a di t affine s ' i l laiss e invarian t l'ensembl e de s co -

sommets e t s i l'imag e d'un e droit e d e la structur e plat e es t un e droite . Soi t A(M ) 
le group e de s homéomorphisrne s affines . 

La dérivé e d e c p ,  modul o ± I ,  es t indépendant e d e l 'atla s utilis é e t d u poin t 
où o n la calcule . O n a  donc u n homornorphisme d e dérivatio n 

D :  A  (M) — • GL(2,JR)/± I . 

Par exemple , l e twis t d e Dehn positi f l e lon g d e a  (resp . fi)  adme t u n repré -
sentant affin e qui , dan s l e a-atla s (resp . / 3 - atlas ) ,  es t indui t pa r l a transformatio n 
linéaire d e matric e 

/ 1  n  s T  / 1 0  v - , 
( 0 , ) [ r e s p ( _ n 1 ) J . 
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Les dérivée s d e ce s twist s son t donnée s pa r le s classe s d e ce s matrice s dan s 
PSL(2,Z) . 

Remarque. C'es t à  c e poin t qu'o n utilis e qu'i l n' y a  qu e deu x courbes . E n effet , dan s 
ce cas , l e a-atla s couvr e tou t M  e t 1 ' hornéomorphisme es t bie n défin i pa r s a descrip -
tion dan s l e a-a t las . D'ailleurs , s ' i l y  a  plus d e deu x courbes , l e twis t l e lon g d e a 
ne peu t pa s e n généra i êtr e représent é pa r u n hornéomorphism e affine . 

Lemme. U n hornéomorphism e affin e < p d e M  es t u n pseudo-Anosov généralis é s i e t 
seulement s i D< p a  de s valeur s propre s réelle s ( À ,  ^  )  ave c A  /- 1  . 

À 

Preuve. L a conditio n su r Dç>  signifie qu e < p respect e deu x feuilletage s linéaire s 
transverses e n contractan t le s distance s su r le s feuille s d e l'u n e t e n le s dilatan t su r 
celles d e l 'autr e ,  pa r u n facteu r constant . G 

III. 3 . Théorème. Soi t G(a,^6 ) l e sous-group e d e A(M ) engendr é pa r le s twist s 
de Deh n affine s l e lon g de s courbe s a  e t / 3 qu i vérifien t l a conditio n (#- ) .  L a 
dérivation indui t u n hornornorphism e D  :  G{c¿,j3) ~* PSL(2,Z. ) .  Alors , c p 6  G(a.,fi) 
est u n pseudo-Anosov généralis é s i e t seulemen t s i D< p a  des valeur s propre s réelle s 
distinctes d e ±  1  .  S i e n plus , card( a "  fi)  -  i(a,fi)  (intersectio n minimale) , alor s 
<p es t pseudo-Anosov . 

Remarques. 1 ) Dan s so n annonce , Thursto n di t qu'i l exist e u n hornornorphism e 
G(a,¡3) *+ SL(2,3£) ;  étan t donn é s a valeu r su r le s deu x twists , c 'es t u n relèvemen t 
de D  . 

2) Un e matric e d e SL(2,^ ) ,  don t l a trac e a  u n modul e >  2  ,  es t 
d'Anosov. Donc , s i c p es t obten u e n combinan t de s twist s positif s l e lon g d e a  e t 
négatifs l e lon g d e fi  ,  ave c a u moin s u n de chaque , alor s c p es t u n pseudo-Anoso v 
généralisé. 

Démonstration d u théorème . Aprè s l e lemme , i l n e rest e à  prouver qu e la second e 
assertion. O r u n feuilletag e linéair e a  un e épin e s i e t seulemen t s i l e co-somme t cor -
respondant es t l e centr e d'un e cellul e à  deux côté s ;  l'hypothès e d'intersectio n mini -
male interdi t cett e configuration . G 

III. 4  . Exemples . 
Dans l e premie r exemple , o n prend a  à  complémentair e connex e dan s 
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M =  surface fermé e d e genr e 2  .  Soien t M ' l a surfac e obtenu e e n coupan t M  l e lon g 
de a  ;  a  e t son t le s deu x copie s d e a  qu i borden t M ' .  I l fau t 4  arcs joignan t 

à a: ^ pou r coupe r M ' e n 2  cellule s octogonales . Mai s i l n  ' y a  aucun e faço n d e 
recoller à  pou r qu e ce s arc s fassen t un e courb e connex e ;  e n revanche , 
cela devien t possibl e s i chaqu e ar c es t dédoubl é (foi r figur e 4 ) .  Dan s ce t exemple , 
tous le s point s d'intersectio n son t d u mêm e signe , don c le s feuilletage s linéaire s son t 
orientables ;  il s on t don c deu x singularité s à  4 branches ;  il s son t don c défini s pa r 
des 1-forme s fermée s ave c pou r singularit é de s selle s d e Morse . 

Figure 4 

D'autres exemple s résulten t d u lernrne suivant . 

Lemrne. Soi t oc  une courbe simpl e non homotope à  zér o su r l a surfac e fermé e M  . 
Alors, i l exist e un e courb e simpl e fi  tell e qu e M  -  ( a U  fi)  soi t un e unio n d e cellu -
les . D e plus, s i a  es t homologu e à  zéro , fi  peu t êtr e choisi e homologu e à  zéro . 

Démonstration. O n trouve un e décomposition d e M  e n pantalons pa r de s courbe s 
telles que , pou r tou t j  ,  i{K^,a)  £  0  (s i o n pens e à  a  comm e à  u n feuilletage mesur é 
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on appliqu e l e lemm e 1  d e V.4 , expos é 6 ) .  Soi t fi  l a courb e obtenu e e n twistan t oc 
d'un tou r positi f l e lon g d e chaqu e .  Prouvon s d'abor d que , pou r tou t y  G  , 
i ( a , y ) j=  0  o u i(fi  ,y)  ^  0  .  Supposon s i ( a , y ) =  0 ;  alors , pou r u n j  ,  i  (y ,  k^) f-  0 
sinon y  serai t isotop e à  l 'un de s K „ e t couperai t a.  . Appliquon s maintenan t l ' inéga -
lité d e l'appendice , expos é 4  : 

\i(fi,y) - S i ( a , k ) i( y , k ) ! <  L(a,y ) =  0  . 
J 

Donc, i  (fi ,y) es t strictemen t positif . 
Ceci prouv e qu e tout e courb e simpl e y  dan s M  -  ( a L  /3 ) es t hornotop e à  zér o 

et don c bord e u n disqu e D  dan s M  . O n voi t qu e D  es t conten u dan s M  -  (a  U  fi) ; 
en effet , dan s l e ca s contraire , in t D  contiendrai t u n morcea u d e fi  (o u d e a)  ;  comm e 
fi n e coup e pa s l e bor d d e D  ,  fi  serai t entièremen t conten u dan s D  ,  c e qu i es t 
absurde. A  partir d e là , i l es t facil e d e voi r qu e le s composante s d e M  -  ( a L  fi)  son t 
des disque s ouvert s .  G 

Lorsque a  e t fi  son t homologue s à  zéro , le s homéomorphisme s affine s in -
duisent l 'identit é e n homologie . Pourtan t certain s d'entr e eu x n e sont , à  isotopi e 
près , n i périodique s n i réductible s ;  cec i contredi t un e conjectur e d e Nielse n [  1  j , 
disant qu e ,  s i le s valeur s propre s d e 1  ' automorphisme indui t e n homologi e son t su r l e 
cercle-unité, alor s l e difféomorphism e serai t décomposabl e e n morceau x périodiques . 

Remarque. Toute s le s construction s précédente s conduisen t à  de s pseudo-Anoso v 
dont l e facteu r d e dilatatio n es t u n entie r quadratique . Le s "membre s d u séminaire " 
ne saven t pa s construir e d'exempl e o ù i l soi t d e degr é plu s élevé . 
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