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EXPOSÉ 15 

PRÉSENTATION DU GROUPE DE DIFFÉOTQPIES  

D'UNE SURFACE COMPACTE ORIENTABLE 

(Une démonstration d'un théorème de A. Hatcher et W. Thurston) 

par F.LAUDENBACH * 

(exposé oral de A. MARIN) 

§ 1. - Introduction 

§ 2. - Méthode pour présenter G 

§ 3. - Le complexe cellulaire des fonctions marquées 

§ 4. - Le complexe des marquages 

§ L - INTRODUCTION 

Soient M une surface compacte fermée de genre n et G le groupe 

de difféctopies de M (les éléments de G sont les classes d'isotopie de difféomor-

phismes de M conservant l'orientation). Soit C une courbe simple de M à n 

composantes ; on dira que C est un marquage de M, si M - C est connexe ; puisque 

n est le genre de M, la variété compacte à bord obtenue en coupant M le long de C 

est le disque A à (2n - 1) trous. Le groupe G agit transitivement à droite sur 

l'ensemble des classes d'isotopie de marquages par : 

C » ç~\c) , 

où <p est un difféomorphisme de M. Choisissons un marquage de base Cq et dési

gnons par H le sous-groupe de G stabilisateur de Cq . Le groupe H est de présen

tation finie : celle-ci se calcule en termes du groupe des tresses pures à (2n- 1) brins, 

Je remercie A. Marin pour son exposé oral et pour les éclaircissements qu ' il m'a 
apportés sur le travail de Hatcher et Thurston. 

Le cas à bord peut se traiter de façon analogue. 
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du groupe des permutations des composantes de l . des "twists'1 de Dehn le long de 

chacune de ces courbes. 

A. Hatcher et №. Thurston 2 ont donné une présentation de G module H ; 

précisément, ils ont construit un élément a de G et des mots u ,11 dont les 

lettres appartiennent à (CT ; k ^ i £ } . H avant les propriétés suivantes : 

1° M et cr engendrent G ; 

2° pour i 1, . . . ,q, l'élément m. de G, représenté pur pt. , appartient a 

H ; 

3° les mots LL. m. ^ engendrent les relations de G, c 'est-à-dire engendrent i i 

comme sous-groupe invariant le noyau du rnorphisrne naturel H - ï£ -» G associé à a . 

En fait, même si on connaît une présentation de M, ceci dit seulement qu'il 

existe une présentation de G, mais n'en donne une que si l'on sait calculer les m. . Il 

est vrai que les mots ^ sont donnés par des constructions géométriques simples et 

qu'un difféornorphisme de A est entièrement déterminé a isotopie près si l'on dit ce 

qu'il fait sur quelques arcs . On pourra donc toujours, avec du courage. rendre expli

cites les "relations implicites" de Hatcher-Thurston . 

Bien que l'exposé oral de A. Marin rapportât fidèlement sur ce travail, il 

semble inopportun de mimer un article à paraître. On tente ici de rendre un peu plus 

conceptuels les arguments de Hatcher-Thurston ; on verra par exemple dans la preuve 

du lemme I, ^ t, un fait géométrique particulier a la dimension 2 qui contribue de façon 

essentielle à la finitude. Pour simplifier, nous avons choisi de n'expliciter aucune pré

sentation de G, sauf le cas du tore. 

i 2. - UNE MÉTHODE FOUR PRESENTER G 

2.1 . Soit X un complexe polyédral 1-connexe de dimension 2 (pouvant être 

non localement fini), dans lequel chaque arête ou face est déterminée par ses sommets. 

Soient x un sommet de base, A (resp.F) 1 ' ensemble des arêtes (resp.faces) passant 
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par x . On suppose que le groupe G agit cellulairement à droite sur X, que G 

agit transitivement sur le O-squelette XL J et que H est le stabilisateur de XQ ; 

alors H agit à droite sur A et F . On suppose A/H et F/H finis et on note 

a ̂ , . . . , a , f ̂ , . . ., f des représentants de chaque orbite. 

GÉNÉRATEURS 

On choisit a„, . . . .a € G tels que les extrémités de a. soient (x ,x o\). 
1 ' ' p M î o' o 1 

Alors les extrémités de toute arête s'écrivent (x g, x a. h g), g £ G, h 6 H. Donc 
O O 1 

un mot a. h, . . . er. h. décrit un chemin d'arêtes partant de x et passant successi-ik k 1, 1 o 

vement par x = x o. h . , x_ = x cr. h„ o\ h . , e t c . . (voir Figure 1). ^ 1 o i1 1 ' 2 o i2 2 i<j 1 ' 

x = x a. h, 1 o î 1 

a2 

X2 

x a. h0 o i2 2 

(x et x sont joints par a • a. h ) 

Figure 1 

Tout chemin d'arêtes a une telle description. De la connexité de X découle 

alors que cr̂ , . . . , et H engendrent G. Noter qu'un mot représente un lacet si et 

seulement si le produit des lettres appartient à H. 

RELATIONS 

l) Aller-retour : en exprimant que (xQ,xQa ,Xq) est un lacet, on obtient une 

relation ; ou encore, il existe un entier j € [ l , p ] et h £ H tels que : 

cr-ha. € H . J î 
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2) Différentes écritures de la même arête : il faut calculer le stabilisateur T\ 

de l ' a rê te (XO,XQO\) et, pour chaque t £ T\, exprimer 

(x , x a.) t := (x , x o\) o o 1 o o 1 

c 'es t -à -d i re a. ta"1 G H . 
î î 

3) Le bord de chaque face L , i = 1, . . . ,q , indique une relation. 

Pour voir qu'on obtient ainsi une présentation de G module» H au sens du 

§ 1, il suffit de se rappeler que toute hotnotopie à zéro d'un lacet d 'arêtes de X est 

formée des opérations élémentaires suivantes : insertion ou suppression du bord 

d'une face ou d'un al ler-retour. On a donc démontré : 

PROPOSITION. Si H est de présentation finie et si les stabilisateurs des arêtes sont  

de type fini, alors G est de présentation finie. 

2 . 2 . L'objectif maintenant est de trouver un X sur lequel agisse ie groupe de 

difféotopies. Le premier auquel on pense est le nerf N de l 'espace des fonctions G 

numériques (de codimension < 2), muni de sa stratification naturelle [ 1 j ; N est 

1-connexe, mais G n'agit pas transitivement sur N - ^ . On peut penser à ne garder 

des strates de codimension 1 que celles qui correspondent à des croisements essentiels 

(voir § 3.1) ; on trouve alors un nerf 1-connexe sur les sommets duquel G agit tran

sitivement, mais le stabilisateur d'un sommet est plus gros que H et semble difficile 

à étudier. Nous allons néanmoins utiliser ces idées pour faire apparaître l'ensemble 

des classes d'isotopie de marquages comme O-squelette d'un complexe qui t irera sa 1-

connexité de celle de N. A cet égard, le le m me ci-dessous est utile. 

2 . 3 . Si Y et Z sont deux complexes connexes, on dira que ÏÏ : Y •+ Z est 

cellulaire dans le cas suivant : 

2 7 0 
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1) pour chaque cellule a de Y, 77(a) est une cellule de Z ; 

2) 77 | int a est une fibration sur son image (int a désigne la cellule ouverte). 

Par exemple, si a est une 2-cellule, ou bien 77(a) est un point ; ou bien 

77(a) est une arête et bo est réunion de quatre lignes brisées , T^, T^, T^, avec 

TT(T^) = 1 point, 77(T^) = 1 point, 77(T2) = 77(a) = 77(r^) ; ou bien 77(a) est une 2-

cellule et 77 | ôa est de degré 1 sur son image. On obtient alors très facilement : 

LEMME. Soit 77 : Y •+ Z une application cellulaire au sens ci-dessus. On suppose que 

1) pour tout x £ ZL - Z J, 77 (x) est non vide ; 

2) pour tout x G Z L - J - Z L J , 77 (x) est connexe ; 

3) pour tout x£ Z^0^, 77 (̂x) est 1 -connexe. 

Alors 77 (̂Z) = 0 entraîne 77 (Y) = 0. 

La réciproque est vraie dès que 77 \x) est connexe pour tout x€ Z ^ ^ et que 

77 est surjectif sur le 1-squelette. 

§ 3. - LE COMPLEXE CELLULAIRE DES FONCTIONS  

MARQUÉES 

3 . 1 . On considère l1 espace 5 des fonctions C sur M, de codirnension < 2 

pour l'action Diff M x Diff ]R, et le nerf N de 5 stratifié par les orbites. G agit 

à droite par la formule : f »—• f o(p , où f 6 3 , <p t Diff M. 

Deux fonctions sont dites isotopes si elles sont dans la même orbite de la composante 

neutre de ce groupe. 

A toute fonction f 6 3 , on peut associer son graphe (des niveaux) r(f) : la 

projection M -+ r(f) identifie deux points chaque fois qu'ils appartiennent à la même 

composante d'un niveau de f; r(f) est un complexe de dimension 1. Si f est 
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générique, le nombre de Betti /3 (r(f)) est égal au genre n de M. Si f est de 

codimension 1 et si /3^(r(f)) -= n - 1, on dit que [ appartient a une strate de croise

ment essentiel, La figure 2 présente le niveau critique du croisement ainsi que les 

deux niveaux voisins ; la figure 3 présente les graphes des fonctions d'un chemin de 

traversée de la strate. 

Figure 2 Figure 3 

Une arête de N, duale d'une strate de croisement essentiel, est dite de 1ère 

espèce. Les autres arêtes sont de 2e espèce. Une face de X est dite principale 

si elle est duale d'une strate d'égalité de 3 valeurs critiques adhérente à 3 strates 

de croisement essentiel ; une telle face est un hexagone avec en alternance 3 arêtes 

de 1ère espèce et 3 arêtes de 2e espèce. Les figure 4, 5 et 6 présentent respective

ment les niveaux (immergés) d'une fonction de codimension 2 "principale", la stratifi

cation du déploiement et le graphe de l'une quelconque des fonctions génériques voisines. 



GROUPE DE DIEEÉOTOPIES 

Figure 4 

Figure 6 

croisement essentiel 
croisement de 2e espèce 

Figure 5 

3 . 2 . On dit que (f,C) est une fonction marquée, si G est un marquage de M 

dont chaque composante est dans un niveau de f. Chaque composante du marquage dési

gne une arête de r(f) et le complémentaire de ces arêtes (ouvertes) est un sous-arbre 

maximal. Toute fonction générique admet un marquage, mais une fonction de codimen-

sion 1 ou 2 adhérente à une strate de croisement essentiel n'admet qu'un marquage  

incomplet (n - 1 composantes). 

Par exemple, si f appartient à une strate de croisement essentiel, on peut 

marquer f par des courbes simples a , . . . j^n_-| >' si on marque des fonctions généri

ques voisines P et f" , de part et d' autre de la strate, par (c^ , . . . , , a ' ) et 

(c^, . . . , &n_^ >a" ) respectivement, alors l'intersection minimale de oP et a" est 

un point. 

On met sur les fonctions marquées la relation d'isotopie suivante : (f,C) est 

isotope à ( f ' , C ) si f est isotope à P et C isotope à C ' . L Cette relation est 
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moins fine que la relation d'isotopie de pa i res] . Le complexe cellulaire Y des 

fonctions marquées est construit avec l'ensemble des classes d'isotopie de fonctions 

marquées pour O-squelette. On a une projection : 

77 : Y^°] , N ' - ° -

par oubli du marquage. La fibre au-dessus de Lf _ t NL w est formée de tous les 

marquages, à isotopie p rès , de f . 

r0"l - 1 -
LEMME. Il existe une borne indépendante de f pour la cardinalité de YL 77 (Lf]). 

Preuve : Le graphe F(f) "coilapse" sur un sous-graphe réduit (incoliapsible) 

Frecj(f) • Le nombre de marquages,à isotopie près de f, coincide avec le nombre de 

marquages de ^ ^ ( f ) ; en effet, si deux marquages et de f marquent r(f) 

de part et d 'autre du pied d'un arbre collapsible (voir Figure 7), alors C et 

sont isotopes. 

Figure 7 

Le lemme résulte alors du fait que, le nombre de Betti étant fixé, à isomorphisme 

PL près , il n 'y a qu'un nombre fini de graphes réduits. L_ 

Remarquons que ce lemme n 'es t pas vrai si on munit les fonctions marquées de 

la relation d'isotopie fine. 

Le groupe C agit à droite sur Y1- " par (f,C) -+ (f tp , o (C)). Cette action 

n' est pas transitive. La projection 77 est équivariante. 

2. 7 4 
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3. 3. Le 1-squelette. 

Arête de 1ère espèce : Soient yQ et deux sommets de Y représentés par 

(f ,C ) et (IL,CL), où C et CL ont (n-1) composantes communes. A toute arête o o 1 1 o 1 ^ 

de 1ère espèce de N joignant [fQ] à [f̂  ] , (unique si elle existe) on associe une 

arête dite de 1ère espèce de yQ à . 

Observer que si une telle arête existe, nécessairement le marquage incomplet 

commun à et marque la fonction de codirnension 1 du croisement essentiel ; 

les composantes distinctes se coupent en un point. 

Arête de 2e espèce : Soient (iQ>C) et(f^,C) deux sommets ayant le même marquage. 

Soit f , t € [0,1 ] , un chemin représentant une arête r de deuxième espèce dans N . 

Si, à isotopie près, C est un marquage de f pour tout t , on relève r en une arête, 

dite de 2e espèce, de (f ,C) à (L,C) . 
o 1 

Arête de 3e espèce : On joint par une arête, dite de 3e espèce, chaque paire de som-

mets distincts de TT" ([f]) . 

La projection ÏÏ et l'action de G s'étendent naturellement à ^ . 

3 . 4. Le 2-squelette. 

Face du type I : Par examen des modèles géométriques associés à chaque strate de 

codirnension 2 de l'espace des fonctions (voir ; 1 j ) , on vérifie que, pour chaque face a ' 

de N , il existe un lacet y de Y ' - tel que n\y soit un isoinorphisme de y sur JQ1 . 

S'il y avait deux arêtes de 1ère espèce de f^j à f̂  ] , on aurait pour f deux 

marquages C^ et C, tels que i{C^,C^fO, ce qui est absurde (ici i ( . , . ) est l ' in

tersection au sens de Thurston ; voir exposé 4) . Pour voir cela, on utilise la classi

fication des croisements de valeurs critiques, due à J . Cerf 1 ] . 

275 



EXPOSÉ 15 

Cette remarque étant faite, on choisit une face a 1 dans chaque classe modulo G ; 

on choisit un relèvement y de à o ' vérifiant la condition précédente ; on 

attache à y une 2-cellule a et on sature par l'action de G. 

Noter que la condition 1) du lemme 2.3 est assurée. 

Face du type II : Soit r et T' deux arêtes de Y relevant la même arête de 1ère 

ou 2e espèce de N. En joignant leurs extrémités dans les fibres de ÏÏ , on forme un 

carré ou un triangle, sur lequel on attache une face a . On étend ÏÏ à a , à valeurs 

dans TT (T) = TT(T ' ) , de sorte que ÏÏ soit cellulaire. 

La condition 2) du lemme est maintenant assurée. 

Face du type III : A tout triangle d'une fibre de ÏÏ , on attache une face ; façon 

— 1 " ( ) brutale de rendre 1-connexes les fibres ÏÏ ([f]) pour tout "fj G X 

Finalement, on a construit Y, qui est 1-connexe d 'après le lemme 2 .3 , et 

sur lequel G agit cellulairement. 

Remarque. On aurait pu économiser des arêtes de 3e espèce et, par conséquent, des 

faces des types II et III ; dans ce langage, Hatcher et Thurston n'auraient mis une 

arête entre (f>CQ) et (f,C^) que si Cq et C^ ont (n-1) composantes communes. 

L'avantage de leur système restreint est d'obtenir des relations dans G qui sont  

toutes portées par une surface de genre, 2 trouée,. 

§ 4. - LE COMPLEXE DES MARQUAGES 

4 . 1 . Construction. Le O-squelette XL J est formé des classes d'isotopie de 

marquages de M. On a une projection équivariante 

P : Y ^ _ ^ x [ 0 ! 
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par oubli de la fonction. Rappelons que le groupe G agit transitivement sur X- -

avec H pour stabilisateur. 

Deux marquages distincts et C.j sont joints par une arête des qu'iJ existe des 

fonctions marquées (f^jC^) et (f^,C^) jointes par une arête de Y ' ~ . L'action de C. 

s'étend à XL " et la projection F se prolonge équivariante à Y- - . Far exemple, 

si (fQ>C) et (f^,C) sont liées par une arête (nécessairement de 2e espèce), sa 

projection est réduite à un point. 

On attache une 2-cellule a a un lacet y de X- -1 s 'il existe un lacet y de 

Y tel que : 

1) y = ÔO , à € YL , 

2) P est de degré 1 de y sur y . 

Il est alors facile de prolonger P en un hornéomorphisme int ô ~> int a . D'autre 

part, G agit sur X. 

En examinant les types des faces, on voit tout de suite que, pour chaque face cr 

de Y, ou bien P(ôa) est un arête ou un point, ou bien P(ôcr) est une boucle dans 

XL ^ et P | ô a est de degré 1 sur son image (c'est par exemple le cas pour les 

relèvements dans Y des faces principales de X). Il est alors immédiat de prolonger 

P à Y. 

La projection ÏÏ identifie injectivement P \^C]) au nerf d'un ouvert convexe 

de l 'espace des fonctions, à savoir l'ouvert des fonctions qui admettent C pour 

marquage. Par conséquent P ( [ C ] ) est sûrement connexe (même 1-connexe). Ainsi 

X est 1-connexe (Lemme 2.3). 

4. 2. Finitude. 

Soit Cq un marquage de base. 

LEMME 1 Soit f une fonction marquée par Cq . Les cellules de Y passant par 

(f,C ) se projettent sur un ensemble fini modulo H de cellules de X. 
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Preuve : Soit G£ le stabilisateur de Tr(f,C ) = [f] . On démontre en fait un lemrne f v ' o L ^ 

plus fort, où on considère toutes les cellules rencontrant TÎ 1([f ]) et où on remplace 

H par le sous-groupe Ĝ  P H. 

D'après le lemme 3.2, il n'y a qu'un nombre uni, uniformément borné, de 

cellules de Y au-dessus d'une cellule de N ; d 'ai l leurs, appliqué aux O-cellules, 

cela dit que Gf H H est d'indice fini dans Gf. Le lemme est donc réduit à l 'affir

mation que, dans IN, il n 'y a qu'un nombre fini de cellules passant par f modulo Gf. 

Ce fait ne correspond pas à une propriété générale de la stratification de l 'espace 

des fonctions sur une variété. En dimension 2, il suffit de le prouver pour les arêtes 

de croisement (valeurs critiques doubles) et les faces de valeurs critiques triples ; car 

les cellules passant par ; f ] , qui sont duales de singularités "à la source", sont, elles, 

en nombre fini. Le fait, qui lui est général, c 'est qu'une cellule duale d'une strate 

d'égalité de deux ou trois valeurs critiques est déterminée par un système de nappes 

adaptées à f (voir 1 j ) . Mais justement, pour les surfaces, les "twists" de Dehn le 

long de courbes de niveau de f représentent des éléments de Gf et agissent sur les 

systèmes de nappes adaptées à f , transitivement à un ensemble fini près . • 

Définitions. J 'appelle "petite boucle" un lacet de r(f) non homotope à zéro et ne pas

sant que par deux points de branchement. 

Si m est un maximum (resp. un minimum) de f , je note d(rn) le nombre mini

mal d 'arêtes que l'on parcourt pour descendre (resp. monter) du sommet de r(f) , 

correspondant à m , jusqu'à une "petite boucle" ; si celle-ci n1 existe pas, d(m) 

n' est pas défini. 

Une fonction est dite minimale si elle ne possède qu'un maximum et un minimum. 

Une fonction de Morse f , à valeurs critiques distinctes, est dite presque-

minimale dans l'un des cas suivants : 

a) si r(f) ne possède pas de "petite boucle" , alors f est minimale ; 

b) si r(f) possède au moins une "petite boucle", alors, pour tout extremum non absolu 
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m , on a d(m) < 2 . 

Remarquons que les graphes des fonctions presque-minimales forment un ensem

ble fini. Les fonctions presque-minimales sont importantes parce que, en général, par 

une fonction minimale il ne passe pas de face principale de N . 

LEMME 2. il n! existe qu'un nombre fini de classes d'isotopie de fonctions presque-

minimales marquées par CQ . 

Preuve. A partir d'une fonction minimale, on ne peut faire naître qu'un nombre fini de 

paires de points critiques si l'on veut rester dans l'espace des fonctions presque-

minimales ; à isotopie près, il n'y a qu'un nombre fini de choix possibles pour chaque 

naissance. Comme toute fonction presque-minimale est obtenue par ce procédé à partir 

d'une fonction minimale, il suffit de prouver le lemme pour les fonctions minimales. En 

fait, on va prouver que si, en plus du marquage, on se donne le graphe,muni de sa fonc

tion hauteur, et la position du marquage sur ce graphe, alors la fonction est déterminée 

à isotopie près. 

Pour cela, il s'agit de placer les courbes en huit de niveau critique dans le 

disque A , qii est obtenu en coupant M le long du marquage. Or le graphe marqué 

indique quels sont les trous de A entourés par chaque boucle du huit. Donc, en partant 

du niveau le plus bas, les courbes de niveau critique se placent les unes après les au

tres, de façon unique à isotopie près. A partir de là, le lemme est clair. C 

Si f , marquée par Cq , n'est pas presque-minimale, r(f) contient une arête 

a avec une extrémité libre m telle que d(m) soit ou bien non défini ou bien > 2 . 

Collapser a revient à faire l'élimination d'une paire de points critiques de f . Soit f 

l'extrémité de ce chemin. 

LEMME 3. Pour toute cellule a de Y passant par (f>CQ) , il existe une cellule a' 

passant par (f ,C ) telle que P (O)=P(CT ' ) . 
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Comme corollaire immédiat de ces trois lernmes, on obtient que par C^ ne pas

sent qu'un nombre fini de cellules de X modulo fi . 

Preuve du lernme 3. Puisque l 'arête qui est collapsée, lorsqu'on passe de f à P , 

se trouve loin des "petites boucles", l'élimination est indépendante de tous les croise

ments essentiels ou changements de marquage que l'on peut faire à partir de (^(-Q) • 

A partir de là, Je lemme est clair. Noter que si a fait jouer la .selle correspondant 

au point de branchement de a, alors dirn P(CT) < dirn a et on prend a1 avec 

dirn a' = dirn P(a). • 

THEOREME. Le groupe G de difféotopies d'une surface est de présentation finie. 

Preuve : Pour appliquer la proposition 2 . 1 , il reste à prouver que les stabili

sateurs des arêtes sont de type fini. 

Soient Cq et deux marquages de M que l'on choisit dans leurs classes 

d'isotopie avec un nombre minimal de points d'intersection. Soient Hq et H^ les 

stabilisateurs de [ C Q ] et [C^ J dans X. Si les deux sommets sont joints par une 

arête, HQ P e s t le stabilisateur de l ' a rê te . D'après prop. 12 (exp. 3 ) , ce groupe 

s'identifie aux composantes connexes du groupe des difféomorphismes de M laissant 

Cq et C^ invariants. A des permutations près , il s'agit du groupe des difféomor

phismes d'un certain disque troué, qui est donc de type fini. • 

4 . 3 . Le cas du tore T . 

On a ici la simplification qu'une fonction n'admet qu'un seul marquage à isotopie 

près . Donc : 

Y = N . 

D' après les lernmes de 4 . 2 , on obtient les classes de cellules passant par [ C ] 

dans X de la façon suivante : on considère une fonction marquée (IO,Cq), presque 

minimale, c 'est-à-dire dont le graphe T(f ) a l 'allure de la figure 8 ; on considère 

280 



GROUPE DE D1EEÉ0T0PIES 

un croisement essentiel issu de f (unique modulo Gf ) que l'on détermine en choisis-

sant une courbe coupant en un point ; on considère une face principale 

passant par cette arête que l'on détermine en choisissant une courbe telle que 

H = 1 pt et H = 1 pt. Dans le cas particulier du tore, il se trouve que, 

Cq et étant fixés, il y a exactement deux possibilités pour a isotopie près 

(Figure 9), notée respectivement et . Donc modulo H, X possède en ^QJ 

une arête (CQ,C^) et deux triangles ( C ^ C ^ C ^ ) , ( C ^ C ^ C ^ ) . 

Figure 8 

v C2 

C 
o 

q < 2 

C 
o 

Figure 9 

On note a la rotation de 90° dans les axes du tore ou C et C, coincident 

avec chacun des axes : C„ = C a , 
1 o 

(1) a2 e H . 

Soit p le twist parallele a Cq , tel que : = p . 

Alors, on a : = p . Enfin, la géométrie du tore donne que 1'arête ( C ^ C ^ ) 

est transformée par a de ( C ^ C ^ ) . Donc le chemin ( C ^ C ^ C ^ ) est décrit par le 

mot a p a , alors que l 'arête (C0,C^ ) est décrite par op. D'où la relation : 

(2) a p"1 a p~1a e H . 

On voit immédiatement que l 'autre cellule donne : 

(3) o p a p a 6 H . 

Mais (3) résulte de (2) et (1). Enfin le stabilisateur d'une arête est trivial ; donc 
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on a écrit un système complet de relations modulo H. Pour déterminer complètement 

la relation (2), on calcule l'effet de l'élément écrit sur ; il transporte sur 

; donc ( a p " V stabilise l 'arê te (C^,C^). D'où : 

( a p " V = 1 . 
2 2 Enfin, H est engendré par p et a , avec la relation de commutation [a , p ] = 1 . 

G 

Remarque finale. Dans _3 j , McCool a donne une preuve purement algébrique du 

théorème. Dans \ _ , Joan Birman, qui a été la première à donner une présentation 

explicite dans le cas d'une surface de genre 2, signale qu'il paraft difficile d'exhiber 

une présentation à partir de la démonstration de McCool. 

D'autre part, il y a une approche par la géométrie algébrique (voir i~5 j ) . 
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