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EXPOSÉ 1 

PRÉSENTATION D'ENSEMBLE  

DES THÉORÈME S D E THURSTO N SU R LE S SURFACE S 

par V . POÉNAR U 

§ I. -  Introductio n 

§ I I. - L 'espac e des courbe s 

§ I I I . -  Feuilletage s mesurés . 

§ I V. - Espac e d e Teichmüller 

§ V . -  Difféomorphisme s pseudo-Anosov 

§ V I . -  L e cas d u tore T 2 

§ I . -  INTRODUCTION 

La théori e d e Thursto n ( [ 1 ] , voi r auss i [2] ,  [ 3] )  s'occup e de s troi s 

questions suivante s : 

I . Décrir e "toutes " le s courbe s fermée s san s poin t doubl e (no n nécessairemen t 
connexes) su r un e surface , à  isotopie près . 

I I . Décrir e "tous " le s difféomorphisme s d'une surface , à  isotopie près . 

I I I . Mettr e un bord nature l (pou r l'action de s difféomorphismes ) à  l 'espace d e 

Teichmuller. 

Pour un e surfac e fermée , i l exist e toujours un e métriqu e riemannienn e à  cour -

bure constant e [  4  ]  .  L e tableau ci-dessou s résum e l a situatio n e n mettan t e n 

parallèle de s propriété s géométrique s et de s propriété s topologiques. 
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EXPOSÉ 1 

Surface K (courbure ) X (caractéristiqu e 
d' Euler) 

Remarques 

2 2 
S ,JRP 

K = + 1 

géométrie elliptiqu e X > o 
ïï^ fini 
U2 # 0 

T 2 , K 2 (Klein ) K =  0 

géométrie euclidienn e 
X - o ce son t de s 

K(ÎT ,1 ) e t l e revê -

tement universe l es t 

IR 2 genre >  1 K =  - 1 

géométrie hyperboliqu e 
X < 0 

ce son t de s 

K(ÎT ,1 ) e t l e revê -

tement universe l es t 

IR 2 

Bien qu e le s théorème s d e Thursto n s'énoncen t pou r toute s le s surface s com -

pactes, nou s nous limiterons dan s l a suit e au x surface s orientable s (fermée s ou à 

bord no n v ide) . 

§ I I . -  L ' E S P A C E A 

Soit M  un e surfac e orientabl e compact e connexe . O n note À (M ) =  / 5 

l'ensemble de s classe s d'isotopi e d e courbe s simples , fermées , connexe s d e M  qu i n e 

sont n i homotope s à  zéro , n i homotope s à  un e composant e d u bord . 

Remarques. 1 ) Le s élément s d e S  n e son t pas orientés . 

2) Comm e deux courbe s simple s fermée s homotope s son t auss i isotope s 

[ 5  ]  ,  o n peut remplacer , dan s cett e définition , "class e dUsotopie " pa r "class e 

d'homotopie" . 

On considèr e l'applicatio n symétriqu e : 

i :  A x / § >  J & + = { 0 , 1 , 2 , . . . } 

définie d e l a faço n suivant e :  i{a,f$) es t l e nombr e minimum de points d'intersectio n 

d'un représentan t d e a ave c u n représentan t d e fi .  I l s'agi t d' intersection géomé - 

trique e t no n algébrique . 

2 
Exemple. Su r l e tor e T  ,  o n choisi t deu x "générateurs " oriente s x  e t y  ;  ains i 
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THÉORÈMES DE THURSTON 

tout élémen t d e S  peu t êtr e représent é pa r y (a ,b) =  ax + by ,  o ù a , b  6  Z , e t 

(a,b) =  1  ;  dan s S ,  o n a  y  (a,b) =  y ( - a , - b) .  L a formul e suivant e es t facil e à 

vérifier : 

i ( y ( a , b ) , y ( c , d ) ) =  | d e t ( * J )| . 

Lemme. 1° S i a  €  % , i l exist e 0  €  ^ te l qu e i(a,fi) ¿0 . 

2° S i ^ 1 / a S ,  i l exist e fi €  S  te l qu e i  (c^ , 0 ) = 0 ^ i  (<*2,fi) . 

La preuv e es t donné e dans l 'exposé 3  . 

L 'espace fonctionne l .  O n va considére r l'ensembl e JR^ des application s 

quelconques d e J) dan s les réel s positif s ou nuls . O n le muni t d e la topologie faible. 

La multiplicatio n naturell e pa r le s réel s positif s défini t de s rayon s dan s JR ̂  ;  1  ' es-
A + 

pace projectif, ensembl e de s rayons , not é P ( ] R ~ ) ,  es t mun i d e la topologie quotient. 

On a  des application s naturelle s : 

h ï * - ^ JRJ-0 L _ > P ( I ^ ) , 

où i  es t défin i par i^(a)(fi )  =  i (a ,B ) .  L e 1 ° d u lemme dit qu e i ^ ( / $ ) n e contien t 

pas 0  e t l e 2 ° assur e l 'injectivit e de 7 7 î  . 

On considèr e l e complété de S ,  not é / 5 , Qui e s t l 'adhérenc e d e 77i ^(/5) 

dans P ( I R ^ ) .  Le s éléments d e %  son t représenté s pa r de s suite s { ( t ,  a ) } , 

t n >  0  ,  qn €  yi ,  telle s que , pou r tou t fi 6  J> ,  l a suit e numériqu e t  i ( a ^ , £ ) 

converge. 

Ainsi, e n tant qu e parti e d e P ( ] R ^ ) ,  l'ensembl e ^  es t mun i d'un e topologie 

non-triviale. E n termes heuristiques , o n donne u n sen s à  la notio n "deu x courbe s 

y e t y '  son t proche s l'un e d e l 'autre" .  Cett e "proximité " n' a rie n à  voi r ave c 

les classe s d'homotopi e respective , mai s ave c le fai t qu' à u n multipl e près, dan s 

chaque régio n de la surface , y e t y '  son t formée s à  peu prè s d u mêm e nombre d 'arcs , 

allant à  peu prè s dan s les même s directions. Tou t cec i ser a précis é dan s l 'exposé 4 . 

Pour le s besoin s d e la cause , o n introduit auss i l 'espac e fox form é des classe s 

d'isotopie de courbe s simple s fermée s d e M  , no n nécessairemen t connexes , don t 

chaque composant e "appartient " à  J) ;  mais , deu x composante s distincte s d e la mêm e 

courbe on t l e droi t d 'êtr e isotope s entr e el les , c e qu i perme t d e considére r un e multi -

plication scalair e :  pou r n  entie r >  0  e t y  €  ^ 1 ,  n  y es t représent é pa r n  cour -

bes parallèles . Comm e avant, o n défini t i  :  / § ' x  S  - > Z,+  e t o n a  u n diagramm e : 
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EXPOSÉ 1 

S' i*-,> Rs+ - o ii77 P(RS+) . 

Evidemment i  respect e l a multiplicatio n pa r le s scalaire s ;  don c fli^  n'inject e pa s 

y§ ' .  Mai s on prouv e facilemen t qu e 77i^(/5') adme t ,  Â comm e adhérenc e (voi r exp . 4). 

Dans l a suite , o n noter a auss i J R x S l e côn e su r i  {A) dan s JRS ' . 

Théorème 1 . S i M  es t un e surfac e fermé e orientabl e d e genr e g  > 1  ,  alor s S 

est homéomorph e à  S6g-7 7 (  ceci ser a prouv é dan s l 'exposé 4  )  . 

Notons M 2 = S #  ( S 1 x  S 1 ) -  ( U D2 ) ;  s i x ( M 2 J <  0  ,  alor s S ^ ( M 2 J  es t 
g,b g b  g ' b g ' b 

homéomorphe à  s 6 g + 2 b " 7 (voi r 1  ' exposé 11 ) .  Enfin , / 5 ( T2 ) ~ S 1 ,  ^ ( D 2 ) - i ( S ^ ) = 

= ^ ( S 1 X [ O , 1 ] ) = 0 . 

§ HI . -  FEUILLETAGES MESURE S 

Pour simplifie r M  ser a fermée . U n feuilletag e mesur é su r M  es t u n feuille -

tage 3  ave c de s singularité s (d u typ e q u ' a un e différentiell e quadratiqu e holomorph e 
2 d z 2 ,  p = 3 , .  . •) ,  mun i d'une mesure transvers e invariant e pa r 1 1 holonomie. 

2 
Au voisinag e d'u n poin t no n singulier , o n a  un e cart e local e c p :  U  -* ]R tell e qu e 

-1 
<p ( y = const.) soien t le s feuille s d e 3  U  .  S i U . H U. es t no n vide , o n a  de s 

i J 

fonctions d e transitio n <p.. d e l a form e <p . . (x ,y) =  (h. ( x , y ) , c. . ±  y) ,  o ù c . .  es t 

constant. Dan s le s cartes , l a mesur e transverse es t |  dy | . 

Remarque. Le s feuilletage s qu i admetten t de s fonction s d e transitio n d e l a form e 

( f ( x , y ) , c  + y) son t ceu x qu i son t défini s pa r un e 1-form e fermé e c o ;  e n dehor s de s 

singularités, y  es t un e primitiv e local e d e c o . 
Les singularité s d e 5  son t de s p-sel les , p  ^  3 ,  comm e dans la figur e 1  . 

Figure 1 

P = 3 P = 4 

Si y est un e courb e simple fermé e de M , o n note Sy F 3 la variation totale 

8 



THÉORÈMES DE THURSTON 

de l a coordonné e y  d e p  €  y quan d p  parcour t y .  Pou r a £ j ,  o n défini t 

1 ( 5 , a ) -  in f [ 3  . 
y € a y 

On dira qu e 3  e t 3   ̂son t équivalents a u sen s d e Whitehead s i 1 1 on peu t 

passer d e l'un à  l 'autre pa r de s isotopie s e t de s déformation s élémentaire s d u typ e 

suggéré pa r l a figur e 2  . 

Figure 2 

[ Observe r qu e ce s déformation s permetten t l e transpor t d e la mesur e transvers e ]  . 

On note !îi 3 l'ensembl e de s classe s d 1 équivalence. O n défini t 

I :  m 3 — F ' S 
* + 

par 1^( 3 ) ( a) =  l ( 3 , a ) . 

On di t qu e 3  ^ e t 3  ^ son t m- équivalents (o u équivalents a u sen s d e Schwartz) 
si 1 ( 3 )  =  1 (3 )  .  L'équivalenc e à l a Schwartz est un e conséquenc e immédiat e d e 
l'équivalence à  l a Whitehead. 

Théorème 2 . L'applicatio n I  inject e Fn 3 dan s IRA ; I  (№3 ) U 0 =  JR x À e t , 

si g  > 1  ,  ce t ensembl e es t homéomorph e à  ] R ^ 

En particulier , l 'équivalenc e à  la Schwartz est l a mêm e chose qu e l'équivalence 

à l a Whitehead. 

La démonstratio n d u théorèm e occup e le s exposé s 5  e t 6  .  D'autr e part , 

puisque I^(iîi3 ) évit e 0  ,  l e théorèm e di t que , dan s P(]R ^ )  ,  o n a  S =  771^(^3) . 

Ceci donn e un e représentatio n géométriqu e agréable de s fonctionnelle s qu i son t dan s 
R+ x S. 

§ I V. - ESPACE D E TEICHMULLE R 

On va considére r un e surfac e M  , ave c x (M) < 0  •  Considéron s 1  ' espace U 

des métrique s su r M  d e courbur e constant e K  = - 1  ,  telle s qu e chaqu e composant e 
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EXPOSÉ 1 

du bor d soi t un e géodésique . Soi t Dif f (M ) l e group e de s difféomorphisme s isotope s 
oc 

a l ' identité , mun i d e l a topologi e C  ;  comm e on l e verr a plu s tard , i l agi t librement 

continûment su r U .  L 'espac e de s orbite s d e cett e action , équip é d e l a topologi e 

quotient ser a pou r nou s l 'espac e d e Teichmiille r 3"(M ) =  J .  S i M  es t orientée , i l 

y a  d'autres définition s utilisan t le s structure s complexe s de M  , l 'équivalenc e de s 

définitions repos e su r l e théorèm e d ' uniformisation [ ô ]  . 

Remarques. Considéron s u n exemplair e fix e d e M  ains i qu'u n autr e exemplair e 

X =  Xp  mun i d'un e métriqu e hyperboliqu e p  .  S i < p : M  •+ X es t u n difféornorphisrne , 

le coupl e (X,cp ) es t appel é un e "surfac e d e Teichmiiller " . 

Deux surface s d e Teichmiille r ( X , o ) , (X ' ,cp') son t dite s équivalente s s ' i l 

existe un e isométri e X  -J-^ X  ' tell e qu e <p e t f  o <p '  soien t isotopes . 

Il es t facil e d'identifie r le s point s d e 3 " ave c le s classe s d'équivalenc e de s 

surfaces d e Teichmiiller. 

On remarquer a auss i qu e deu x difféomorphisme s d e M  son t hornotope s s i e t 

seulement s i il s son t isotope s L 5 j . 

Si M  es t fermée , d e genr e >  1  ,  u n théorèm e classiqu e d e l a théori e d e 

Teichmiiller affirm e : 

J M =  ] R 6 g - 6 . 

Ce résultat , d û à  Frick e e t Klein , ser a redémontr é dan s l 'expos é 7 . 

On a  auss i : 

J(M2 g,b) = inf (6(y)) ,g,b 

Pour tou t 9  6  ï  e t û 6  i  ? o n défini t : 

e ( 9 , a ) =  in f (6(y)) , 
y £ a 

où S (y) désign e l a longueu r d e y calculé e ave c l a métriqu e prescrit e à  isotopi e prè s 

sur M  . L a métriqu e étan t fixée , l e in f es t d'ailleur s attein t pa r un e uniqu e géodési -

que. D e la formul e précédente , o n dédui t un e applicatio n : 

l* : J -> Rs+ ; 

on voi t facilemen t qu e so n imag e évite I  (iTo ;) U 0 .  L e groupe ÏÏ (Dif f M ) agi t su r 

l 'espace d e Teichmiille r ainsi qu e su r J) , don c su r 1R ^ ;  l'applicatio n l*  es t 

clairement équivariante . 
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THÉORÈMES DE THURSTON 

Dans l 'expos é 7  ,  o n prouvera l e théorème suivant . 

Théorème 3 . L'applicatio n 2 ^ es t u n homéomorphism e sur so n image. 

On peut ains i mettr e un e topologi e naturell e su r ?  U >5 ;  grâc e à  c e qu i précè -

de, o n considèr e l 'espac e topologiqu e ^ ( t f ) U l^i^Z) ,  o n identifie à  u n poin t chaqu e 

rayon d e I  (rn 3? )  e t o n prend l a topologi e quotient . 

Dans l 'expos é 8 (pou r l e ca s san s bord ) ,  o n prouvera l e théorème suivant . 

Théorème 4 . 1 ) L  ' espace topologiqu e C T U >5 es t homéomorph e à D ^ ^  ,  s i M 

est fermé e de genre >  1  ;  i l es t homéomorph e à D ^ 6+2 b s i M ,  d e caractéristiqu e 

d'Euler < 0 , possèd e b  composante s d e bord . 

2) L'applicatio n canonique 3 " U h dan s P ( I R ^ ) es t u n plongeaient . 

L '  espace 3 ' U  Â q u ' on notera 3 " es t l a compactification de Thurston d e 

l 'espace d e Teichmiiller . I l résulte tou t d e suit e d e la définitio n qu e pour chaqu e 

difféomorphisme cp d e M  , 1  ' action naturell e d e cp su r 3 " es t continue. 

Si cp es t u n dif f éomorphisme de M , [cp] désigner a 1  ' homéomorphisme induit 

sur 3 " ; d'aprè s Brouwer , [  cp J a  u n poin t f ixe . 

(i) S i [cp ] a  u n poin t fix e dan s 3 " , cp es t isotop e à  un e isométri e < p ' d'un e 

métrique hyperboliqu e ;  e n particulier , cp ' es t périodique . 

(i i ) S i [  <p ] laiss e fix e u n poin t d e À , il exist e u n feuilletag e 3  te l qu e 

<p(3) soi t Whitehead-équivalen t a \3 ,  X €  ]R + , o ù y3  possèd e l e mêm e feuilletage 

sous-jacent qu e 3  ,  ave c pour métriqu e transvers e l e produi t d e cell e d e 3  pa r X . 

Cette petit e analys e peu t êtr e précisé e comm e suit. 

§ V . -  DIFFEOMQRPHISMES PSEUDQ-ANOSO V 

2 
Je commenc e par u n exempl e très élémentaire . Soi t cp € Diff+ ( T  )  .  A  i so-

topie près, cp es t dan s S L ^ ( ^ ) .  I l y a  trois chose s possible s e n c e qui concern e le s 

valeurs propre s X ^ e t X ^ d e cp . 

a) o u bien , X1 e t X 2 son t complexe s (X-]=^2'X'\^X2' y2 || y1|-J '  =  l x 2 ' "  1  ^  ' 
Dans c e cas , cp es t d 'ordr e fini . 

1 1 



EXPOSÉ 1 

b) o u bie n X ̂  = X^ = 1 (resp . X - X^ - 1 ) . A  un changemen t d e coordonnée s près , 

<p -  (  q ^  )  ,  qu i es t "u n twis t d e Dehn " :  resp. ( p (  ^ 1 _ ^ )  ]  ;  dan s le s deu x cas , 

<p laiss e un e courb e simpl e invariante . 

c) o u bie n A  e t X ^ son t irrationnelle s distinctes . Alor s ( p es t u n difféornorphi s me 

d'Anosov [ 7 ] ,  [ 8 ] . 

Cette analys e es t généralisé e pa r Thursto n a u ca s de s surface s compacte s 

quelconques. 

Théorème 5 . Tou t difféornorphi s me c p d e M  es t isotop e à  c p ' qu i satisfai t à  1 ' une 

des troi s condition s suivante s : 

(i) ( p ' fix e u n élémen t d e £  e t es t d 'ordr e fin i ; 

(i i) c p 1 es t "réductible " dan s l e sen s qu'i l préserv e un e courb e simpl e 

(représentant u n élémen t d e h ' ) ;  dan s c e cas , o n poursui t l 'analys e d e ( p ' e n cou -

pant M  l e lon g de cett e courb e ; 

(i i i) I l exist e X > 1 e t deu x feuilletage s mesuré s transverse s 3 S e t 3 u tel s 

que : 
, /~ Sx 1 ^ S ,/,.U v N _ u 

A 

ces égalité s indiquen t l 'égali t é de s feuilletage s sous- jaco1 Us. 

A par t de s chose s évidentes , dir e qu e o- 5 e t £ u son t transverses , c 'es t dir e 

que leur s singularité s son t le s même s e t qu'a u voisinag e des singularité s l a configura -

tion es t analogu e à  cell e d e l a figur e 3 . U n difféomorphisme satisfaisan t à  (i i i ) es t 

appelé pseudo-Anosov. 

Figure 3 
u 

d 
„ S 

L e théorèm e 5 es t prouv é dan s 1'exposé 9 . Pou r qu e c e théorèm e nou s per -

mette un e inductio n efficace , o n aur a besoi n d'étendr e l a théori e a u ca s à  bord . Cec i 

est réalis é dan s l 'expos é 1 1 . 
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THÉORÈMES DE THURSTON 

u s 
Dans l 'expos é 12 , o n montrer a que , pour'u n pseudo-Anoso v < p ,  3  e t 3 

représentent le s seul s point s fixe s d e [  <p 1 dan s 3  e t qu e deux pseudo-Anosov 

homotopes son t conjugué s pa r u n difféomorphisrn e isotope à l ' identité . 

La cl é de ces théorème s es t l a propriét é suivant e d e "mixing" que possède u n pseudo -

Anosov <p :  pou r tou t a, ¡3 € /6 : 
li m 
N+OO 

i ( c p V / 3 ) 

X n 
= l ( 3 s , a ) l ( 3 u , / 3 ) . 

Propriété spectral e de s difféomorphisme s pseudo-Anosov . 

Pour 6  €  3 " e t a € ¿ 5 , o n a  défin i a u §  I V, l e nombre positif e( 6 , a ) . 

Les difféomorphisme s ont de s valeur s propre s dan s le sen s suivant . 

2 
Théorème 6  .  Soi t <p €  Dif f M  .  I l existe une famill e fini e d'entier s algébrique s 
X ,  . .. ,X. ^  1  ,  tel s que , pou r tou t a €  ^ ,  i l exist e À  . vérifian t :  pou r tou t 

n 1/ n J 

6 £  3  , li m £( 6 ,cp a) =  X . .  D e plus, <p es t pseudo-Anoso v si e t seulemen t s i 
n=co J 

k = 1  e t X ^ > 1  ;  dan s c e ca s X ^ ~ X .  (Voi r exposé s 9  et 1 1 ) . 

Entropie. Pou r u n espace métriqu e compac t X  e t un e transformatio n continu e 

f :  X  •* X ,  o n peut défini r l 'entropi e topologiqu e h(f ) (voi r expos é 10) . S i <p est u n 

difféomorphisrne pseudo-Anosov , o n prouve que h (<p) =  log X .  D e plus, <p possèd e un e 

mesure invariant e évident e et h (cp) es t so n entropi e métriqu e [ 9 ] . 

Théorème 7 . U n difféomorphisrne pseudo-Anosov minimise l 'entropie topologiqu e 

dans s a class e d'isotopie. 

La list e de s résultat s d e Thursto n es t beaucou p plu s longue , mai s on arrêt e 

ici cett e présentatio n d'ensembl e pou r entre r dan s l e vi f du sujet . 

§ V I . - LE CA S D U TOR E T 2 

Ce ca s es t particulièremen t simpl e et s e trait e à  part . 
2 2 Dans l e tore T  ,  j e considèr e les troi s élément s e^ , e^ , e ^ G  h ( T )  d e l a 

figure 4 ,  provisoiremen t orientés. 

Disons qu e x ^ e t x2  son t le s générateur s canonique s e ^ e t e ^ muni s de s 

orientations ci-dessous . 

1 3 



EXPOSÉ 1 

Figure 4 

L e tore T 

e3 e 
2 

е 1 

Si y es t un e courb e simpl e orientée , y =  rnx +  nx^ ,  o n trouv e : 

\(^vy)=\x\\ ,  i ( e 2 , y ) = | m ,  i ( e 3 , y ) =  | n -  m  1 . 

Ces troi s nombre s déterminen t y dan s J> , mai s le s deu x premier s n e suffisen t pas . 

Ils formen t u n "triangl e dégénéré " dan s l e sen s qu e l'u n d'entr e eu x es t éga l à  l a 

somme des deu x autres . 

Je vai s considére r maintenan t l e simplex e standard mun i d e coordonnée s bary -

centriques ,  ,  X ^ (X ^ ^ 0  ,  £  X ^ =  1 ) .  I l s e décompos e dans le s quatr e 

régions indiquée s su r l a figur e 5  . 

X 1 

inégalités d u triangle , X 1 >  X . +  x 0 1 2  3 

х 2 * х 1 + х 3 

x 3 *  X 1 + x 2 

X 2 X3 

Figure 5 

On v a note r ( < v) l e domain e où le s inégalité s (larges ) d u triangl e son t vérifiée s ; 

le bor d ô (< v) correspon d au x triangle s dégénérés . L e simplex e standard étan t 

regardé dan s 1R + ,  pa r cône(l( — v)) ,  o n entendr a l e côn e e n demi-droite s d e centr e 

0 s'appuyan t su r ô ( < v ) . i ( e , y) 

A chaqu e y €  / 5 ,  o n associ e le s nombre s X . = jrY(e~~y~) '  j  =  1,2, 3 ;  u n 
j ^ 

c a l c u l simpl e montr e qu e l ' on peu t identifie r pa r l à S à  l'ensemble de s point s ration -

nels d e è ( < v) . 

Lemme A . Soi t ¡3 €  ^ . 1 1 exist e un e fonctio n 

3> :  côn e (d (< v)) —• JR , 

14 



THÉORÈMES DE THURSTON 

continue, homogèn e de degr é 1  (pou r l a multiplicatio n pa r le s scalaire s positifs ) tell e 

que, pou r tou t a  €  S ,  o n ai t : 

i ( a ,j 3 ) =  Фр {i(a,ej, i{a , e ^ , i { a , e j ) ° . 

Preuve. O n peut donne r un e constructio n explicit e comme suit. Dison s qu e fi es t 

représenté pa r mx ^ +  nx^ ,  m , n  €  IL ,  (m,n ) = 1  .  (Cett e représentation comport e l a 

seule ambiguit é qu e -mx ^ -  nx ^ correspon d auss i à j S . ) Su r l a surfac e d u côn e 

X q =  X +  X ,  o n posera : 
X - X 

Ф (X X  X  )  =  |  de t ( 2 1  ; 
p 1  2 3 1  m  n 

Sur le s deu x autre s faces , o n posera : 
X X 

Ф (X X  X  )  = I de t (  2 1 ) I . 
P •  ^  J I  m  n  1 

A l'intersectio n de s faces , ce s formule s s e recollen t et ФQ a  les propriété s 
P 

voulues. • 

Remarque. <ï> ^ es t linéair e pa r morceaux , propriét é qu'o n retrouver a pou r le s 

autres "formule s explicites " d e l a théorie . 

Considérons maintenan t un e suit e (X ,  a )  ave c X €  ] R ,  a €  h tell e 
n n  n  +  n 

que, pou r tou t £  €  ^  ,  l a suit e À n i ( a n , / 3 ) converge . Noton s lir n ( x

n > a

n ) l a fonc -

tionnelle 
lirn (X , a ) ( £ ) =  lim X i ( a ,/3 ) . v n ' n ' ^ 7 n  v 

Puisque Ф^ est homogène , o n a  : 

l i m ( A n , a n ) ( i 3 ) =  ^  ( l i m ( X n , a n ) ( e 1 ) , lim(A . n , a ^ ) , U m ( X n > a n ) ( e 3 ) ) . 

Ceci impliqu e qu e l a bijectio n d e JR+ x  / ) ,  regardé e dan s JR^ ,  su r le s rayon s 

rationnels d e côn e ô ( < v) s e prolong e en u n homéomorphism e homogèn e : 

1R x  ^  =  c ô n e ô ( < v ) ^  ]R 2 . 

Ainsi, dan s P ( I R ^ ) ,  o n obtien t %  =  S 1 . 

2 
Considérons maintenan t u n feuilletag e mesur é 5  d e T  . O n peu t prouve r qu e 

3 n' a pa s d e singularité s e t qu'i l es t transversalemen t orientabl e (cec i résulter a 

d'une formul e simpl e du typ e Euler-Poincaré ) ;  comm e feuilletage mesuré , i l s 'iden -

tifie alor s à  un e 1-form e fermé e no n singulière . Celle-c i es t isotop e à  un e uniqu e 

forme linéair e ( = 1-form e à  coefficient s constant s dans les coordonnée s canonique s 

1 5 
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de TZ) l'\0] . Si ce est linéaire , chaque courbe y : m.\ ̂  -r n.\ ( est ou bien transver

sale à lc , ou bien contenue dans une ('ouille : donc. u, - l(ce .y) ;  a > est dé-
- . y 

terminé au signe près pur L(co,e ) , I ( ce , e ^) . I ( oc . e , ) . I .e lemme H est alors dui r . 

Lemme B. Soit 3 un feuilletage mesuré de T2. Alors : 

1° 1 (3 ,e^), 1(3 ,e^), 1 (3 ,e3) forment un triangle dégénéré. 

2 ° Si jS € i , on a : 

1 ( 3 , 0 ) =  $ ( 1 ( 3 ^ ^ , I ( 3 , e 2 ) ? I ( 3 , e 3 ) ) 

où <È>̂  est la fonction du lemme A . 

Le premier point se lit sur les figures suivantes 

1(3, e 3 ) ---

1(3,e^ -.-1 (3 , e 2 ) 

1(3, e 2 ) 

l Ù .o , ) - 1 13 .o ) 

M3 

1(5 , e 2 ) -r 1(3 , e 3 ) 

Figure 6 

Par conséquent dans P(lR /J) , ona : Tri (:r3) ^ /J 

Au paragraphe I V , on a défini l'espace de Teichmùller dans le contexte x < 0 

2 

Pour T , on peut donner une définition analogue en considérant les métriques plates 

(K = 0) telles que Aire T = 1  . [ Cette condition de normalisation est inutile dans le 

cas hyperbolique, où la forme d'un objet détermine déjà son volume, j 

Remarque 1 . Au lieu de cette normalisation, on pourrait travailler avec des métriques 

plates à un scalaire > 0 près. 
2 A 

D'autre part, si T est muni d'une structure complexe, son revêtement uni-
~ 2 

versel T est isomorphe à C  et le groupe des automorphisrnes de C  .  z »—• az + /3 , 
2 

£ C  ,  coïncide avec le groupe des transformations directes de 1 R préservant la 

16 
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métrique euclidienn e à  u n scalair e près . A  partir d e là , o n dédui t facilemen t l ' équi -

valence d e notr e définitio n d e 3 " ave c la définitio n traditionnelle :  Ml ' ensemble de s 
2 

structures complexe s marquées su r T  ,  à  isotopie près" . 

2 
Remarque 2 . Un e structure plat e su r T  possèd e un e structure affin e sous-jacente . 

2 
Si l 'o n fix e deu x générateur s d e ïï^(T )  ,  e^ , e ^ ,  l a structur e affin e sous-jacent e à 

la métriqu e p  es t déterminé e d e l a manièr e suivant e :  l a donné e d e toute s le s géodé -

siques d e la class e e ^ ,  qu i son t de s courbe s fermée s parallèles , ains i qu e de s nom -

bres dis t ( A , A ' ) / d i s t (A' ,A") £  ] R correspondan t à  troi s géodésique s du systèm e 
+ 2 e^ .  I l est facil e d e voi r qu e toute s ce s structure s affine s d e T  son t isotope s entr e 

e l les . Ainsi , o n pourra toujour s représente r u n élémen t d e 3 " pa r un e métriqu e plat e 

p don t l a structur e affin e sous-jacent e es t l a structur e canoniqu e (c e choix sera tou -

jours fai t dan s l a suite ) ;  autremen t dit , le s droite s usuelle s son t le s géodésique s de 

P * P ( e J 
A p  6  3 " ,  o n peu t associe r ( X ^ X ^ X ^ ) ,  X. . =  £ p ( e )  9  ° " p^ej' * es t l a 

k k 
longueur d e la géodésiqu e ej  dan s la métriqu e p  . 

Lernme C . L'applicatio n ci-dessus es t u n hornéomorphism e 3  — • in t ( < v) . 

Preuve. I l es t clai r qu e (X^9X^9X3 ) vérifien t les inégalité s d u triangle . Soi t A u n 

triangle dan s ]R 2 ;  chaqu e foi s qufo n assign e à  se s côté s troi s longueur s vérifian t 
2 

les inégalité s du triangle , o n détermin e su r JR un e uniqu e métriqu e plat e compatibl e 

avec l a structur e affin e ;  ell e es t invariant e pa r l e group e des translations , don c 

induit un e métriqu e su r T  .  Cec i prouv e la surjectivit é ;  pou r l ' injectivité , o n remar -

que qu e deu x métrique s plates , d e structure s affine s standard , ayan t le s même s lon^ 

gueurs de s côté s d e A son t identiques . L a topologi e es t laissé e a u soi n d u lecteur . • 

Autrement dit , l a composé e : 

a: L * > IR>5 Pr°J- v K(e i>e2>e3 ) 
+ + 

est u n hornéomorphism e de 3 * su r so n image . Pou r voi r qu e 8  es t u n hornéomorphism e 

sur so n image , i l fau t remarque r qu e la longueu r d'u n segmen t linéair e donn é dépen d 

continûment de s longueur s assignée s à  e^ , e^9 e ^ (trigonométri e classique ! ) . 

On a  : 
e * ( * ) n i ^ ( t n 3 ) = 0 . 

En effet , s i c o es t un e form e différentielle , i l exist e un e suit e y d e courbe s simple s 

fermées telle s qu e \  c o 0  ;  s i a désign e l a class e d e y dan s fa ,  o n a 
J 7 n n  n 

1 7 
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I (co)( a )  - * 0  ,  alor s qu e pour un e métriqu e donné e le s longueur s de s géodésique s 
"rr n 

fermées n'approchen t pa s d e 0  . 

2 
Pour démontre r 1 1 analogue d u théorème 4  pou r l e tore T  ,  i l ne rest e qu' à 

prouver l e lemme suivant . 

Lemme D . Soient p^ un e suit e d e métriques plate s normalisée s (de la structure 

affine canonique), X un e suit e d e réels positif s et c o un e form e linéaire. O n 

suppose que, pou r j = 1,2,3 , 

X p  (e . ) — • | [ co |  . n n  y J e 

j 
A lo r s , pou r tout e géodésiqu e fermée a  , 

X p  ( a ) 
n * n v ' 

\ [ 0) I . 

Preuve. O n note p  l a métriqu e X p  .  Traiton s l e ca s o ù c o es t su r l a fac e n n  n 
X3 =  X1  +  X3  d u côn e à  (< v) (figur e 7 ) e t Sei\ g c e ^  0  pou r i  =  1 , 2  . 

Figure 7 

Orientons e_ j ,  j  =  1,2, 3 ,  d e sort e qu e ^  t o ^  0  .  Soi t alor s 6 ^ l a mesur e d e 

l 'angle ( e ^ , e ^ ) dan s la métriqu e p ' n •  ^ 

On a  : 

K ( e 3 ^ 2 = W 3 2 + C P ; ( e 2 ) 3 2

 + 2 P ; ( e 1 ) ^ ( e 2 ) c o s e n . 

L'hypothèse impliqu e donc qu e co s 0^ ten d ver s 1  .  S i a es t u n segmen t linéaire , 

a = a^e1 +  a 2 e 2 ,  a ^ , a 2 €  ] R ,  o n a  : 

Donc : 

[ P > ] 2 =  3 2 [ p i ; ( e 1 ) ] 2

 +  a 2 [ p ; ( e 2 ) ] 2

 +  2 a 1 a 2 p i ; ( e l ) p ; ( e 2 ) c o s e n . 

[ p > ( x ) ] 2 - > [a1Se1 a+a2 SE2 W 2 ] = [ S X \ w ] 2 \ • 

1 8 
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THÉORÈMES DE THURSTON 

Pour T2 ,  l 'analys e d u théorèm e 5  es t tr iviale . Quan t a u théorèm e 6  dans 

le ca s d u tore , i l s e rédui t à  l a propriét é spectral e bie n connu e de s application s 

linéaires. 
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