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Formule de Chernoff pour des chalnes de Markov

(d'aprés Donsker et Varadhan)

Marie DUFLO.

A - PRELIMINAIRES

Notations

(E , E) espace mesurable .
GD ensemble des probabilités sur (E , (E ).

Gb ensemble des v.a. bornées sur (E , &) .

Pour u e 0> , on note [|u]]| = sup |u(x)]| -
X€E
Pour oce@ , on note [la]] = sup Ifuda[ .
ue
[u] |51

U est l'ensemble des v.a. positives u sur E , telles que u et

1
u
soient bornées.

Dans presque tout l'exposé E sera supposé polonais ; (métrique, complet,

séparable) 3 alors g sera sa tribu borélienne , GD sera muni de la topologie

de la convergence étroite et (> sera sa tribu borélienne pour cette topologie.

La distance de E sera notée d . Enfin on notera é 1'ensemble des fonctions

continues bornées de E dans R et U 1l'ensemble w N (‘_‘_;,’
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EXPOSE 6

I - INFORMATION DE KULLBACK

1 - Définition
(E , af ) @étant un espace mesurable quelconque, et o et B deux proba-
bilités sur (E ,25 ), l'information de Kullback de o par rapport a R

est

IB(a) = sup [I Log u do - Log I u dB]
ueu

On retrouve la définition classique de 1'information par le

Théoréme
IB(u) est finke si et seulement si o est absolument continue par rapport

a B (a < < B) et Log %% est oa-intégrable

Alors IB(a) = [ (Log %%)du .

Démonstration : voir Chapitre III).
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CHAINES DE MARKOV

2 - Proposition
Si E est polonais ,
IB(a) = sup [f Log u da - Log f u dﬁ] .
ue U

Démonstration

Soit I € R et
Jb ={u, ueq, J Log u do - Log f u dB < I}

On suppose que H contient U ; montrons qu'elle contient Q. Si une suite

(fn) contenue dans d% croit, ou décroit vers une fonction f de QU , alors

f est dans rﬂ .

Si (Gn)n_l Ny ©st un recouvrement ouvert de E, & tout p > 1 , on peut
associer
P = p[d(x GC) n li sn=1...N. Soit (a_ ) une suite de nombres
n >“n pd n’n=1,. N
N
strictement positifs. La suite T a_ fP croft si p tend vers <« vers
n=1
N
% a, lG :
n=1 n
N
Donc % a_ 1 est dans Jb
n G
n=1 n
Soit (An)n= 1...N un recouvrement mesurable de E

Pour tout entier p on peut trouver un ouvert Gg contenant An tel que

Py _ 1 -
B(G) - B <5 (n=1...N
o2, a1 sos
Log|( Z E - Log I a_ R(A)

n=1 o An% n=1 © " N
P
N N §]an B(G))

< f Log( I a_ 1 Qq?-Log T a_ B(GY) + Log o

n=1 " G n=1 B D N
n Za B(a)

=]

< I+ Log {1 + ——TT—L——————}
pnélan B(An)
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EXPOSE 6

N
Ceci est vrai pour tout p € IN , donc z a lA est dans .ﬁ . Toute
n=1 n

P -
fonction de W est limite croissante de telles fonctions donc W = JE [ ]

Corollaire
Les fonctions o +—= IB((x) et B +— IB(OL) sont semi continues inférieu-

rement (s.c.i.) de @ dans I:O,OO] .

En effet pour tout u € u , les fonctions

o b—> J Log u da - Log J udB et B — J Log u da - Log IudB

sont continues W

3 - Il existe une fonction ¢ & valeurs dans [0,2) telle que lim () = O
20

et telle que :

|la - B]] < d)[IB(OL)]
(D'otu le résultat classique : IB(a) =0 , si et seulement si o = B) .

Démonstration
Soit u = (b+1)lA+ lAc , pour AE%

a(A) Log(b+1) - Log(l + b B(A)) < 18(0‘) = 1
a(A) Log(b+l) - b B(A) & I
blaca) - B(A)] < T + a)[b - Log(b+1)]

a(a) - B(A) < inf = 26(1)

b>o

I + (b-Log(b+1))
b

[la - B]] = 2 sup(a(a) - B(A)) < $(D) = 2{6(1) A 2}
A
$(0) =0 .

Soit W (b) =1 + 1 - 0BQTD
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I

>

0
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CHAINES DE MARKOV

I Log(b+1) 1
v =L -
b2 b2 b(b+1)
le minimum est atteint pour la valeur
Log(b + 1) = 1 + 72—
b+1
Y@d) =1 - = b
b+1 b+1

I1 est facile de voir que si I tend vers

O =

103
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EXPOSE 6

B - MAJORATION DE CHERNOFF

POUR DES CHAINES DE MARKOV CONTROLEEES

On reproduit ici des résultats de N. MAIGRET [4].

On considére une chaine de Markov contrdlée. Les espaces des états et des
actions sont des espaces polonais munis de leurs tribus boréliennes (E , 2:',) et
 ,IE) respectivement. On donne une probabilité de transition T de
(E x A, (E 6} J%) dans (E , é) . L'espace des trajectoires est
Exa, EO@HMY : si w=-(x, a)

a
n’ “n
a . Soit (Bn = 0(X s +ees X 5 Ay cees An—l) . Une stratégie & est

€,

nelN > ©°n note Xn(w) = x et

A (w)
. - e - n
une suite (5n)n€ Ny > °u (Sn est une probabilité de transition de (E , é )
dans (A , J%) : Gn(xo, ey xn—l;') est la loi de probabilité de la n'™€ action
choisie, si les observations antérieures sont (xo, ey xn—l) . On peut alors

< P P . coe o $§
pour tout état initial x et toute stratégie § construire une probabilité PX

sur (2 , Q) telle que :
8 - -
PO(X = x) = 1
et pour tout B ¢ é et C z-:Jz/
pO[x . B, A ec|®] = | m(X_,a,dy)1 (y)1.(a)s_(X X ;da)
x“n+1 > “n n n’>"’ B C n o’ ?Tn-1" :

On notera é s w , GD les ensembles des v.a. continues bornées, des v.a. con-—
tinues bornées ainsi que leurs inverses, des probabilités sur (EXAXE,£®ﬁ®(§);
G> est muni de la topologie de la convergence &troite. Les mémes ensembles avec

les indices 1 ou 2 sont définis sur E et EXA respectivement. On note enfin
mf(x,a) = J m(x,a,dy) f(y) pour f e 81

= J m(x,a,dy) f(x,a,y) pour fe & .

On suppose T fellérienne, c'est—a-dire que ‘n’&’ est continue dans & .
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CHAINES DE MARKOV

Soit a € G>l et s une transition de (E ,&) dans (A ,,j%)

Soient o ®s et o®s®mT les probabilités définies pour B & & @A

et ce & ® S & par
a® s(B) = '(cx(dx) s(x,da) lB(x,a)
o ®s®m) = Ja(dx) s(x,da) m(x,a,dy) 1.(x,a,y)

Si (Xn’ An) a la loi oa® s , alors (Xn, A, Xn+]) alaloi o®@s®

Pour décrire la chaine controlée, il s'agit de décrire 7 ; c'est pourquoi
on considére les fonctions de répartition empiriques Ln définies en posant
pour w € 9 et Beé@cﬁ@é

n-1

Lw,B) = & T 1K, AL X, ) (@)
k=0

La fonction Ln est mesurable de ( , @) dans & muni de sa tribu borélienne.

Pour toute probabilité A € & , on note Ki sa i€ marginale
(i=1, 2, 3). Il existe une transition s de (E , é) dans (A , J%) telle
que )\l ® s soit la marginale de X sur (E X A , a' ®J2') . Intuitivement, si
L7 est proche de A , elle a tendance & &tre proche de A] ®s®m , qui est
1''Ecoulement naturel de marginale Al @ s" . L'information apportée par A sur T
est d'autant plus grande que A différe de >‘l ®s®m , donc que I)\]®s®ﬂ(>\) .

noté I()) , est grand

Etude de I(A) = Ikl®s®'n'(>\)

a) I(\) = sup ['[ Logudk-LogJud)\]®s®ﬂ]
ue

= sup [f Log %(i—z%{—; dx (x,a,y)l
ue ’
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EXPOSE 6

Démonstration

La premiére expression est la définition de I(X) .

La seconde notée J majore I(A) d'aprés 1'inégalité de Jensen . Soit
. . - u(x,a,y)
{v ; v(x,a,y) Log ot ) pour ue W)

Pour v € \)’ la premiére expression vaut
Log v d\ = Log ulx,a,y) dA(x,a,y) .
T u(x,a) 2=
Comme U~ est inclus dans W , J majore I(N)

b) La fonction I(.) , borne supérieure de fonctions continues sur 63 est
semi continue inférieurement.

Si I est un borélien de , on posera

I(r) = inf I(A) .
Ael

(S1i ' est vide , on pose I(T) = 4o ) .

Si K est un compact de GD , il existe un A € K telle que I(A) = I(K).

c) Pour toute v e ¥ , tout x € E et toute stratégie &

n-1

Ef[exp (KZ V(Kes Ags )ﬁ(ﬂ))] = Ef[exp(n f v aL™]
=0
[
5 072 (K, A Xy Ex[u(xn_l,An_],xn)IQn_lj
=g { I TaC S }
=o Xe> Ak TulX__ ., A )
n-1 n-1
n-2 u(X,,A,, )
=Ef[H e s <TE KXK+1] = ...o= 1
K=o T u(XK, AK)
Soit I’ wun borélien de G’ . Par 1'inégalité de Tchebichev, on obtient :

Pf[Ln € Ij N exp[—n sup inf J v dA]
vel Ael
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CHAINES DE MARKOV

Reste 3 obtenir une propriété de minimax pour trouver une majoration du type
exp[—n I(l"):] . C'est possible si I est un compact K de & . soit i < I(K).

La famille d'ouverts {X; I v dx > i}vgv, recouvre K ; il existe une partie

finie {vl, Vs vees vN} de ¥ telle que

N
k= U k. , ou K.=Kl’){>\;jv.d>\>i}
j= ] j

Pf(Ln eK) SN sup P (L"eK)gNe
b
Tim L 1 PPt e p) ¢ -1
im - og sup x € < - .
n->o x,8
d) Etude des marginales de Lt s Lr]1 et Lg
Soit || || 1la norme uniforme sur ¢
. 2
Soit A = {x; A= Al et A ={); 1|x]-x3||\< =}
La fonction  Ab—— [])\l—k3|| de ° dans IR est s.c.i. 3 donc A
~ @ §,.n P N
et A sont fermés dans . Pour tout (x,8) , Px(L € An) est égale a 1 .
Soit K wun compact de (P . Si KNA = N (K ﬂAn) est vide , il existe
n
un 0 tel que K N An soit wvide, donc Px (L ¢ K) = 0 , dés que n est sSupé-—

rieur a n - Sinon I(KNA) = 1lim + I(K U An) . En effet pour chaque n , il
n

existe )\n e K ﬂAn telle que I(Xn) = I(K N An) . Soit A € KN A une valeur

d'adhérence de ()\n) . La fonction I &tant s.c.i.

I(KNA & IA) £ lim I()\n) = lim + I(K N An)

n->co n->oo

et I(KN A) > 1lim + I(K N An) est évident

n->o
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De plus, pour tout m € IN

lim 1 Log sup Pd(Ln € K) = lim l—Log sup P (Ln € KNA ) & -I(KN A)
n x n X m m
n->o X,(S N> X,(S

Théoréme

Si E et A sont polonais et m fellerienne, pour tout compact

Tim % Log sup PE(Ln € K) < ~I(K N A)
n>o x,8
Cette majoration exponentielle n'a bien slr d'intérét que lorsque

I (KN A) n'est pas nul. Il est facile de voir ([4]) que I (KN A) est nul
si et seulement si il existe une stratégie markovienne stationnaire s et une
probabilité | telles que L ® s @0 soit dans K. On trouvera également dans
[4] wune application au probléme du contrdle des chalnes de Markov sous contrain-
te, ainsi que 1'extension aux fermés de (F dans le cas d'expériences indépendan-

tes contrdlées.
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CHAINES DE MARKOV

C - MAJORATIONS DE CHERNOFF POUR

DES CHAINES DE MARKOV NON CONTROLEES

On supprime désormais actions, et stratégies (A est réduit a un point).

Les notations restent les mémes, mais 8 , W et @ sont définis sur

2 .
E2® g® ; a4 A€ @ , on associera ses deux marginales >\l et >\2 B

IN - -
«.a) = (E, (E) H {Q,a,(Px)er , (Xn)nslN} est une chaine de Markov a valeurs

dans (E,é) , de transition .

Puisque E est polonais, on peut le compactifier ; soit E son compactifié

et 81 1l'ensemble des v.a. continues sur E qui ont un prolongement continu a

E. Si E est localement compact 3 base dénombrable on le compactifie en ajoutant

o
un point a 1'infini ; si 5 est 1'ensemble des fonctions continues sur E qui

’ 1
tendent vers O a 1'infini, une fonction de @1 est somme d'une fonction de

-~

o ~
81 et d'une constante. On suppose désormais ‘IT&] inclus dans é_?] . Alors T
peut 8tre prolongée a E ar continuité pour la topologie étroitey 7 est alors

g P y
fellérienne. L'information I()A) = I>\ ®Tr(>\) d'une probabilité A e @ , ne change
1

pas si elle est considérée comme une probabilité A de Ez concentrée sur EZ .

Le théoréme obtenu en B est donc encore valable.

Projection de l'information sur E

Soit o wune probabilité sur (E ,g). On note @2 1'ensemble des probabili-

tés sur (Ez,éez) dont les deux marginales valent o et
I(@ = inf{1() 5 X e ) .

Si I est un borélien de @] , on note II(D = inf{Il(a) ; o€ @]}

Théoréme

Si E est polonais et si TTG] est inclus dans 61 (en particulier si E
o o
est l,c.d. et si @] est inclu dans 81) , alors pour toute o € (?]

- o
I](O,) = sup J Log e da
ue Uy
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Ce résultat est 1'un des plus délicats établit dans [1] .
Démonstration
a) Soit J 1le terme de droite. Pour u e U

1 3

Il(a) > f Log u(y) da(y) - [ Log mu(x) da(x) > J .

b) Il suffit de montrer le résultat lorsque E est compact.

En effet on obtiendra alors le résultat sur le compactifié E et

Il(a) = sup R { Log #% dao < J
uezllﬁ &

c) Supposons E métrique compact.

. 2
Soit A= {)X ;I 9 (\) < J} . Supposons Il(a) > J . Alors A et QR}

sont des compacts convexes disjoints de e . D'aprés le théoréme de séparation ,

il existe une Vv € é: telle que :

Jvdk\<0 si Ae @
I v dx > 1 A e A

Montrons que pour tout € > O , il existe deux fonctions f et g de é?

telles que :

v(x,y) < f(x) - gly) + ¢

I f do = f g da

Soit en effet H 1la fonction de @ x é] x g] dans R définie par

H()A,f,g) = f v dA - (f f dkl— f f da) + (J g dkz - f g da)

Pour A e Q2 , HOLE,8) $0 .
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Sinon, par exemple >\1 # a et il existe une f € & telle que

Ifdkl—ffda > 0 .

inf H(XA,f,g) & J v dA - sup[(f £ dx - f £ da)n] = —
f,g n

Donc sup inf H(A,f,g) < O
Ae® f,g
Pour (f,g) fixé H est affine en A et pour A fixé H est affine en

(f,g). Donc d'aprés le théoréme du minimax de Sion ([7] ,[5])

inf sup HD\,f,g] = sup inf H(A,f,g) < O .
f,g A A f,g

sup H(),£,g) = sup [v(x,y) — £(x) + g(y) + f f do - J g doj .
A X,y

Pour € > 0 , il existe (f,8) ¢ G? tel que

sup [v(x,y) - £G0) + a(n] < f g do - j Fda+e .

x’y
ffdoc=fgdoc

v(x,y) < £(x) - g(y) + €.

1]

0 ) Fh)

Soit f _JEdO“”Iéda :

0Q
il

Prenons € <1 ;3 soit X € Gi tel que f[f(x) - g(y)]k(dx,dy) soit nulle.

Al ' > .
ors A n'est pas dans A et Ioa@ﬂo\) J

Soit w(x,y) = f(x) - g(y). La transformée de Cramer de la probabilité w(a®m)

est @
)\gxﬂ(a) = - inf Log j (D) ga @
u
= inf Ia@ﬂ(k)

{A;fwd)\=a}
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a®m

Donc A (0) = - inf Log J e—u[f(x)—g(y):] a(dx)m(x,dy) > J .

u

Pour tout n > 0 , il existe un u tel que

feu[f(x)—g(y)J a(dx) mw(x,dy) < e—J+n

Posons W(y) = e—ug(y) et V(x) = e—uf(x)
™ —J+n
{ v do < e
(Logﬂ—y—dot=JLogTrWd0L—[Longa< LogJ¥\< -J +n

Mais JLongoc=—fufdu=—fugdoc=fLongoc

Il(a) < J Log W da - f Log W da £ =J +n
et I I (o

Projection de la majoration sur E

Théoréme

Si E est polonais et si Tr@l c 'zjl , pour tout compact K de @]

— 1 n
— < -
lim — Log sup Px[:L] e K] N II(K)
n->co x
Démonstration
Posons (DT = {Log _1:—11 s u e U} . Grice au théoréme précédent, on &tablit comme
2

1
- pour v € Z?‘] R EX[exp(n I v d Ln)]
- pour T borélien de & , P [Ln € F] < exp(-n  sup inf [ v dA)
1 x*="1
velr Xel

~ . - 2
La démonstration s'achéve comme sur E
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Remarque
L'ensemble @i est un compact & : il est fermé et c'est une partie
tendue de @ . En effet, pour tout € > O , il existe K compact de E tel que
ak®) < e 3 pour A e 2, AKxK) ¢ MK x ) + A(E x K9 ¢ 2¢ . Done il
. 2
existe une A € @a telle que I](}\) = I(A)
D'autre part, o — Il(ot) est s.c.1. et pour tout compact K de @ R

il existe o € K et X € @é tels que II(K) = I](a) = I(\).

Application au cas o E est un espace métrique compact

Dans ce cas, soit f € G . La fonction A —> J £ d\ est continue de &

dans IR . Soit F un fermé de IR

1
£(X > X, ) € F] € -H(P)

o~
o]

1 1 "
lim a Log sup PX EH
X k

ol Hf(F) = inf I(A)
{X;/ £ dX € F, )\l‘—)\z}

De méme si f est s.c.i. de E dans IR , A+ jfdk est s.c.i. de @

dans IR et pour a € IR

lim %Log s:p P [% E f(X'k’Xk+l) < a] < _Hf((*’ooaj)

De méme, soit g € El , et F un fermé de R

n-1
— 1 1
1im o Log sup P [H z g(Xk) € F] < —hg(F)
X k=0
oi h (F) = inf Il(ot)
& {o; fFda € T}
La fonction g peut étre prise s.c.i. , si F = (—w,a] . ]
Extensions : Pour obtenir une majoration du type précédent pour les ensembles

fermés de O , Donsker et Varadhan font une hypothése qui revient 3 peu prés a
{1T(x,~)}X€E est une famille tendue ... ce qui en dehors du cas indépendant, et

du cas oG E est compact semble peu fréquent.
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Conditions pour que les bornes supérieures obtenues soient strictement négatives

Proposition

I(\) = 0 si et seulement si A = )\1 D

]
Q

Il(A) = 0 si et seulement si o kil (o est une probabilité invariante

de la chaine)

Démonstration :

Pour a € G>] , aT est la probabilité qui a A € & associe
oam (A) = j a(dx) m(x,A) .

La seconde marginale de a®m est QoT .

I(X) = I>‘1®1T(>\) est nulle si et seulement si A = X|®ﬂ .
Il existe une X € (?; telle que II(A) = IZ(A) .

Donc si II(A) est nulle , XA = a®m ; mais la seconde marginale de A est o ,

et am = o . ™
Conséquence
Soit K un compact de & 5 si K ne contient aucune probabilité

1

invariante , II(K) est strictement positif et pour tout € > O , il

existe ng tel que pour n > n, et pour tout X € E

-n[1 (K)-€]
€ Kl < e ! .

Cas des chaines de markov irréductibles

Soit la n© itérée de w : P (X_ € ) =1 _(x,°).
n X 'n n

Pour =z € ]O,l[ , on considére la transition :

ﬂz(x,°) = (1-z) I zn-l Wn(x,') .

n>l

La chaine est dite irréductible si il existe une mesure ¢ telle que
¢ << Wz(x,-) pour tout x € E . Pour une telle chaine ou bien il n'existe pas de

probabilité invariante (cas transient ou récurrent nul) ou bien il existe une pro-
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nsem s . . P 2
babilité invariante | wunique telle que pour toute v.a. f positive sur E et

tout x € E on ait :

n-1

lim % Z
n->-oo k=

£(X, X, ) = f fdu@®@m P p.s.

[e]

Si E est compact, le seul cas possible est le cas récurrent positif [8]
Donc pour f s.c.i. de E dans IR et pour a < Ifd L® 7 , il existe un

b >0 et un oo, tels que n >,r1O implique :

n-1
sup PX [% z f(Xk, Xk+1) < a] < e .
X

k=0
Un théoréme analogue a été établi par N. Maigret (exposé suivant) sans
hypothése topologique pour les chalnes récurrentes au sens de Doeblin. Mais la
chaine précédente est récurrente au sens de Doeblin dés que sa mesure invariante
a un support non vide ([2]) .

On est donc dans un cadre trés voisin de celui de N. Maigret.
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D - MINORATIONS DE CHERNOFF POUR

UNE CHAINE DE MARKOV TIRREDUCTIBLE

I - TRANSFORMATION DE LA CHAINE DE MARKOV

Soit a € 6)1 telle que Il(ot) soit finie. On a vu qu'il existe une
A€ @2 telle que I (a) =1 (A) . Puisque A, = o et E est polonais, il
o 1 a®m 1 >
existe une transition T de E dans E telle que X = a®@m (et oa®@T<<a®m)
En outre o7 = a : « est invariante pour T . On cherche i montrer qu'on peut
choisir 7 telle que la chaine associée a4 T soit récurrente Harris positive.

La transformation ainsi obtenue permettra d' obtenir des minorations comme la

transformation des lois dans le cas indépendant. On suppose toujours E polonais

et ﬂglcgl

a) Considérons tout d'abord une suite (un)nelNC WU telle que

u
I(A) = I, (a) = lim J = 2 da
n->xo n
u ()

Soit A (dx,dy) = aldn) Ty

m(x,dy)

La probabilité a ® T est absolument continue par rapport 4 o®m donc a A

n
et
_ dx
I>\ ) = JLog Wd)\
n n
dx do®
= Log dx + I Log —— = dA
[ d a®m dAn
u (y) u,
= I](OL) - J Logm-dk(x,y)—ll(a)—JLogn u da
n n
lim I>\ (A) =0 .
n>e  n
u (v) 1
D'aprés A.3, 1lim [[A_ - Al]|=0 et T o converge dans L (a®m) vers
n>o o “n
dx
W(x,y)
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Suivant [Hﬂ , considérons :

A=163 0¢L'(@®m), 0(x,y)0(x",y") = 6(x,y")Ox",y)
pour (o @‘n’)2 presque tout (x’ ylx; vy}

A est fermé dans Ll(aégﬂ) ; s1 O est une version de 6 £ A non nulle , il
6¢x'y) B(xyh _ a(x)
B(x'y") b

existe (x' y') ou 6(x' v #0 : B(x,y) =

Donc agéga(x,y) a une version égale a §E§§ ol a est v.a. finie et b une

v.a. strictement positive.

. un(y) a(x)
La suite [ ?_E_Y§7'W(x’dY) =1 converge vers J 5 (y) m(x,dy) = 1
n

pour tout x , sauf sur un ensemble N négligeable pour « , donc pour tout x

en modifiant a sur 1'ensemble N.

a(x) .
b(y) m(x, )

T(x,) =

Posons

h(x,y) = By

Alors T est une probabilité de transition et o est invariante pour T

— Supposons qu'il existe une B € > telle que pour tout x € E , m(x,*)

et B soient équivalentes

On pose 1T (x,dy) =1 (Xx,y) 3 (dy). Alors la chaine associée a ™ est
a irréductible.

= . d
En effet a =a T << g . Soit p = Q% . Pour 2 presque tout y
]

P (y) = ‘b‘l(W Ja @ a @ n (x,y)
donc a (p>0) =a (b< @) =1

Soit A € E tel que a (A) > O.

T a)=am [ 53 1, 08 @ >0
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La chaine de Markov associée a T est donc récurrente positive de probabi-

lité invariante o .

2 - MINORATION DE CHERNOFF LORSQUE LES PROBABILITES (ﬂ(x,'))er SONT TOUTES

EQUIVALENTES
Soit a e © tel que Il(u) < © , On lui associe d'aprés ce qui précéde
une transition T , d'une chaine de Markov récurrente positive de probabilité

invariante « , et une v.a. h sur EXE telle que pour tout x ,

d m(x,*)

FEICTO N h(x,*) .

I](a) = Iaéaw(aéaF) = I Log h d a®m .

Pour tout x , i1l existe un ensemble N , T(x,*) négligeable tel que pour tout

A € ti :

T(x,A) = f NE) Hﬁ T(x,dy) + T(x, A AN
1 —
> f lA(y) "Gy m(x,dy)

Considérons sur l'espace canonique (2 , QL) , la famille de probabilités

(PX)XEE telles que :

P (X =x) =1

PIX, eal®]=7E, 8

X

Soit B € O(X] cen Xn) . On peut lui associer T € Zén tel que

B = {(X] R Xn) e I'}
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dxn)

Px(B) = f lr(xl,...,xn)ﬂ(x,dxl)n(x],dxz) e W(xn_],

‘l p— — —
>,[ lF(x]""’xn) h(x,x])..k(u ") ﬂ(x,dx])w(x],dxz)...ﬂ(xn_l,dxn)
wnei D

1

7 EX[IB R(X_X (X X)) h(Xn_]Xn):'

Soit V un voisinage de o . Prenons B = {Lg e V}

La chatne (& , &, P_, (X))

x ) @&tant récurrente :

ne N

a) ﬁ% p.s. (Lg) converge en loi vers a donc lim ?%[Lg € V] =1
n>o©

n-1

b) ?x p-s. I]1_ kZ Log h(xk,ka) tend vers Il(oc) = J Log h da@m
=0
_ 1 n-1
lim P[5 I Log h(X, X)) SN £] =0
n>o k=0

n-1
P_(B) % (I g L FX(L;‘ e VS - Fx[kzo Log h(X,X ) LI (@ + e}

. 1 n
lim a Log PX(L2 e V) > — I](a)

n->o

Supposons V ouvert , soit W un voisinage de « fermé inclus dans V . Il

existe un n tel que {8 ;5 sup |[B-v|] < %} soit inclus dans V .
YEW
Alors  {Ly e W} € {L] e V} et

. 1 n
lim Y Log Px(Ll e V) > —Il(a)

n->co
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Théoréme
Supposons E polonais et w8 <t .
Si les transitions {1T(x,')}er sont toutes équivalentes, alors pour tout

ouvert G de @ et pour tout x :

. 1 n
lim — Log P (L] € & > -I,(6)
n--oo
En effet la relation que 1l'on vient d'obtenir est &vidente, si Il(on) = o

(ce qui est en particulier le cas lorsque o n'est pas absolument continue par

rapport a R).

3 - EXTENSION

Soit z € ]O,I[ . Considérons la transition 7~ = (1-z) % zn_] TTn . On
n>l
peut construire une chaine de Markov associée a n? de la maniére suivante . Soit
sur (Q',aA&', P') une suite (Tn)n>l de v.a. indépendantes telles que :
7
' . i-1 .
P(Tn=1)=(l—z)z (i > 1) .
T =20
o
Soit
Tn='rl+...‘rn s1 nz=zI1.
Alors {0 x Q' ,a ®a' , PX® P', (Yn)nelN} est une chaine de markov

Py = z .
associee a T S1 on pose :

Y (w,0") = XTn(“") (w)
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Montrons que le théoréme précédent est encore valable si les probabilités
{ﬂz(x,')}er sont équivalentes a4 une mesure f . Ce sera en particulier le cas
si la chaine est une chafne récurrente (positive ou nulle) de mesure invariante
U et si pour tout x , TwW(x,*) << u (car, sous les hypoyhéses de récurrence,
nz(x,-) >> ).

Soit o e @ , telle que o << B . Considérons V un voisinage ouvert de
o et W un autre voisinage de o , tel que pour € > O ,

{v ; sup Ily-v[] < 2} CV
YEW

Soit A € 3 . Posons :

n-1

_]:?(m,w',A) =Ly 0 ] weh)
n K=o A"k
Tn—] - (n-1)
Supposons T — < € . Pour tout A
—-n Tn-l n €
LI(A) < Ly a) < L](A) + 5 .
Tn—l
Mais parmi les Tn—l termes qui figurent dans L1 (A) au plus ne ne
figurent pas dans L; , donc :
Tn—] —n
Ll a) < Ll(A) + e .
Donc l'L? —.fTII < 2e
n ~n Tn-l-(n—l) €
- - -
P(LyeV) »P (I] e W) - P — > 2}
z Tn €
> - - P'(— > >
>- @ - PR 1+ D)
ol IT est l'information calculée a partir de .
On cherche a passer 3 la limite si =z tend vers O
9Ty R O T O e T
E'(e Y = (l1-z) % z e = _—_E—EE si z e <1
i=1 -z e
_ aT _ __yh no
PU(T_zn(l+e)) 5 e NI ) ¢ Tn(Ie) Uzz) e

(1-2z eO)n
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% Log P' (Tn > n(l+e)) £ - €0 + Log(l-z)-Log(l-z ec)

lim + Log P'(T_ 3 n(l + €)) = 0
n n
z7>0
et cette limite est atteinte uniformément en n .
D'autre part lim I?(a) = Il(a) . En effet :

z7>0

z _ u u
I](e) = sup J Log —E—-da < sup f Log TT=2)yma dou
ue m u ue
<= 1 (w
= 1=z 71
Tin I7(e) < I, (o)
z+>0
I () = su Log — da < 1i Log ——d
1 sup & g 4O < ip, o °e —, ¢
uelﬁ 1 z»>0 T u
. u . z
< lim  sup f Log - du & 1lim I](a) .
z>0 UEQLI T u 20
Donc lim P (L] € V) 3 -I,(0) .
n»oo x

Théoréme
Supposons E polonais , &I<: %} et la chaine associée a T récurrente
Harris positive de mesure invariante u. Si 7m(x,*) est absolument continue
par rapport 4 W pour tout x de E , alors pour tout ouvert G de Q>

et tout x € E ,

1lim P (L? €6 3z - 1,6 .
n—»oox
Remarque : Le théoréme reste vrai si les probabilités (ﬂz(x,-))XEE sont toutes

équivalentes, sans hypoth&se de récurrence .

Corollaire 1

Sous les mémes hypothéses que le théoréme, soit f continue de E dans IR

et O ouvert de IR . Pour tout x
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-1
| 1 " .
lim — Log P_|[— % f(X.l) € O] > — inf I(a)
n an k=0 {a3/ dae 0}

Si f est s.c.i. et O une demi droite ]—00, a[ le théoréme reste vrai.

Corollaire 2
Pour une chaine de larkov fellerienne, définie sur un espace compact métri-
que et récurrente de probabilité invariante u telle que Tm(x,*) soit
absolument continue par rapport & WU pour tout x , on a pour toute f

continue de E dans IR

n-1
lim ;ll-Log Ex[exp z f(Xi>] = sup (J f da - Il(ot)) .
n>o i=o ae V7

Cela résulte des majorations et minorations obtenues dans ce cas par une
démonstration de Varadhan EQ] . Inversement Gartner établit dans [3:] des théorémes
de grandes déviations en supposant que pour toute v.a. bornée la limite de la

n-1

suite %Log Ex[exp( iEO f(Xi))j existe et est finie.
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