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Formule de Chernoff pour des chaînes de Markov 

(d'après Donsker et Varadhan) 

Marie DUFLO. 

A - PRÉLIMINAIRES 

Notât ions 

(E , E ) espace mesurable . 

C? ensemble des probabilités sur (E , E ). 

ensemble des v.a. bornées sur (E , ) . 

Pour u e Gh , on note ||u|| = sup |u(x)| • 
xeE 

Pour a e , on note ||a|| = sup | u da| . 
ue<£> J 

llulkl 

<7Xest lTensemble des v.a. positives u sur E , telles que u et ^ 

soient bornées. 

Dans presque tout l'exposé E sera supposé polonais ; (métrique, complet, 

separable) • alors ¿s> sera sa tribu borélienne , (? sera muni de la topologie 

de la convergence étroite et CP* sera sa tribu borélienne pour cette topologie. 

La distance de E sera notée d . Enfin on notera (§* l'ensemble des fonctions 

continues bornées de E dans IR et iJL, l'ensemble IJL C\ . 
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EXPOSÉ 6 

I - INFORMATION DE KULLBACK 

1 - Définition 

(E , <Ç) étant un espace mesurable quelconque, et a et 3 deux proba­

bilités sur (E , ) , l'information de Kullback de a par rapport à 

est : 

IR(a) = S U D [| Log u da - Log | u 

On retrouve la définition classique de l'information par le 

Théorème 

I^(a) est finîe si et seulement si a est absolument continue par rapport 

do, 

à 8 (a < < B) et Log -j-g- est a-intégrable . 

Alors Ift(a) = | (Log ̂ )da . 

Démonstration : voir Chapitre III). 
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CHAÎNES DE MARKOV 

2 — Proposition 

Si E est polonais , 

I (a) = s 
6 ue 

up M L°g u da - Log u dfëj 
e U J j 

Demonstration 

Soit I e 1R et 

= {u , u €. II, I Log u dot - Log J u d(3 ̂  i} 

On suppose que db contient r\L ; montrons qu'elle contient IL. Si une suite 

(f ) contenue dans <jè croît, ou décroît vers une fonction f de %JU , alors n 

f est dans d¿ . 

Si (G ) , AT est un recouvrement ouvert de E, à tout p ^ 1 , on peut n n«1. . .N 

associer 
fP = prd(x,G°) A —I , s n = l . . . N . Soit (a ) , une suite de nombres 
n v L n PJ n n=l . ..N 

N 
strictement positifs. La suite Z a fP croît si p tend vers 00 vers , n n n= 1 
N 

. n G 
" N 

Donc Z a 1^ est dans ut . n G n= 1 n 

Soit (A ) un recouvrement mesurable de E . 
n n= 1...N 

Pour tout entier p on peut trouver un ouvert contenant A tel que K K n n H 

3(GP) - 3 ( A N ) 4 ^ (n = 1 ... N) . 

Log( ? an I VÇ- Log Z an 3 ( A ) 
n= I n n=1 

x< I Log( Z an . VP-Log Z an ßiG*) + Log 
n=1 Gn n=1 Z a ß ( A ) 

, Il n 11= 1 

<: I + Log { 1 + — } 

*nh*n *<An> 
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EXPOSE 6 

N -A-
Ceci est vrai pour tout p £ IN , donc S 1^ est dans £/Ç * Toute 

n= 1 n 
s* à 

fonction de X-C est limite croissante de telles fonctions donc XX. = ¿7^ • 

Corollaire 

Les fonctions al IQ(a) et 3» I0(o0 sont semi continues inférieu-
p P 

rement (s.ci.) de C? dans [0»°°] * 

En effet pour tout u e 1>C > les fonctions 

a , r+ | L0g u da - Log J u d3 et 3 j Log u da - Log j u df3 

sont continues • 

3 - Il existe une fonction $ à valeurs dans [0,2] telle que lim $(£) = 0 

et telle que : 

| I et — 3 | | <: (|>[l3(a)] 

(D'où le résultat classique : IQ(a) = 0 , si et seulement si a = 3) -
P 

Démonstration 

Soit u = (b+l)lA + lAc , pour A e ? 

a(A) Log(b+l) - Log(l + b 3(A)) < I^Ca) = I 

a(A) Log(b+l) - b 3(A) < I 

b[a(A) - 3(A)] <: I + a(A) [b - Log(b+l)] 

a(A) - 3(A) inf I + (b-Log(b+l ) ) = 2$(I ) 
b>o b 

I [06 - 3|| = 2 sup(a(A) - 3(A)) ̂  (f)(1) = 2{cj>(I) A 2} 
A 

4>(o) = o . 

Soit y (b) = I + 1 - LQg(b+1) 
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CHAINES DE MARKOV 

Chi = - J- + LogO>+') _ '  ^ - b2 b2 b(b+l) • 

Si I > 0 , le minimum est atteint pour la valeur b > 0 telle que : 

Log(b + 1) = I + 
b+1 

et Y (b) = 1 " = J L • 
b+1 b+1 

II est facile de voir que si I tend vers 0 , b tend vers 0 done (f)(1) 
tend vers 0 • 
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EXPOSÉ 6 

B - MAJORATION DE CHERNOFF 

POUR DES CHAÎNES DE MARKOV CONTROLEES 

On reprodui t i c i des r é s u l t a t s de N. MAIGRET [4]. 

On cons idère une chaîne de Markov c o n t r ô l é e . Les espaces des é t a t s e t des 

a c t i o n s sont des espaces po lona i s munis de l e u r s t r i b u s boré l i ennes (E , § ) e t 

(A , d% ) r espec t ivement . On donne une p r o b a b i l i t é de t r a n s i t i o n TT de 

(E x A , ^ © tft ) dans (E , S ) . L ' e s p a c e des t r a j e c t o i r e s e s t 

(̂ ,Cl) = (E x A , £ ®Jk)m : s i oo = (x , a ) 1vr , on note X (co) = x e t 
n n n e l N n n 

A (oo) = a . S o i t Q\ = a(X , . . . , X , A , . . . , A , ) . Une s t r a t é g i e ô e s t nv n ^ n o ' ' n ' o ' ' n - 1 6 

une s u i t e (6 ) 1XT , où ô e s t une p r o b a b i l i t é de t r a n s i t i o n de (E , )n 
n ne IN n v ^ 

dans (A , cfê ) • ̂ n(x0> • • • > Xn-1''^ eSt P r ° b à b i l i t é ^e l a nieme ac t i on 

c h o i s i e , s i l e s obse rva t ions a n t é r i e u r e s sont (x , x ,) . On peut a l o r s 
o n-1 r 

pour tout é t a t i n i t i a l x e t toute s t r a t é g i e 6 cons t ru i r e une p r o b a b i l i t é P^ 

sur (0, , (X) t e l l e que : 

P6(X = x) = 1 x o 

e t pour tout B E 5 e t C E Jfe 

PK&n+ieB- A n e C l « J - | ^Xn,a,dy)lB(y)lc(a)ôn(Xo,...,Xn_i;da) . 

On note ra , \JU , l e s ensembles des v . a . continues bornées , des v . a . con­

t inues bornées a i n s i que l e u r s i n v e r s e s , des p r o b a b i l i t é s sur (EXAXE,5<2> AOE); 

P e s t muni de l a topo log ie de l a convergence é t r o i t e . Les mêmes ensembles avec 

l e s i n d i c e s 1 ou 2 sont d é f i n i s sur E e t E x A respec t ivement . On note enf in 

Trf(x,a) = I Tr(x,a,dy) f(y) pour f E &j 

Tr(x,a,dy) f(x,a,y) pour f E E. 

On suppose TT fellérienne, c'est-à-dire que TT ̂  est continue dans % 

= 
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CHAINES DE MARKOV 

Soit a £ Çy* ] e t s u n e transition de (E , 5 ) dans (A , ) . 

Soient et © s et a © s © TT les probabilités définies pour B £ S © 4 

et C £ S" © c/è 0 2? par : 

aC2s(B) = I a(dx) s (x ,da) 1 (x,a) 

a <S) s © TT(C) = J a(dx) s(x,da) Tr(x,a,dy) lc(x,a,y) 

Si ( X , A ) a l a l o i a 0 s , alors (X , A , X .) a l a l o i a O s 0 TT n n n' n' n+1 

Pour décrire la chaîne contrôlée, il s'agit de décrire TT ; c'est pourquoi 

on considère les fonctions de répartition empiriques L,n définies en posant 

pour a) e et B e © c # ® g 

L N(03,B) = 1 
n 

n-1 
E 
k=o 

s(x,da) Tr(x,a,dy)lsop 

La fonction L R est mesurable de (Œ , 01) dans muni de sa tribu borélienne. 

Pour toute probabilité X e , on note X^ sa i e marginale 

(i = 1, 2, 3). Il existe une transition s de (E , ¿ ) dans (A , ¿ñ ) telle 

que Xj © s soit la marginale de X sur (E x A , § © c72" ) . Intuitivement, si 

est proche de X , elle a tendance à être proche de X © s © TT , qui est 

l'écoulement naturel de marginale Xj © s" . L'information apportée par X sur TT 

est d ' autant plus grande que X diffère de X j © s © TT , donc que 1^ Q s 0 i f ^ ' 

noté I(X) , est grand . 

Etude de I(X) = I, _ - (X) 
X, © S©TT 

a) I(X) = sup 
u e U 

[ Log u dX - Log u dÀj 0 s © ïï] 

= sup ' L o g "U,a,y d X (x,a,y)l 
& TT u(x,a) s 
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EXPOSÉ 6 

Démonstration 

La première expression est la définition de I(X) . 

La seconde notée J majore I(A) d'après 1*inégalité de Jensen . Soit 

V = {v ; v(x,a,y) = Log u(x?a>y) pour u £ \L } . 
TT u v. x f a ) 

Pour v £ V la première expression vaut : 

[ Log v dA = { Log UJll*ll] dX(x,a,y) 

Comme V e s t inclus dans f}jU , J majore I(X) . 

b) La fonction I(.) , borne supérieure 

semi continue inférieurement. 

Si T est un borélien de CF* , on posera 

de fonctions continues sur est 

1(0 = inf I(X) . 

XeT 

(Si T est vide , on pose I(T) = + < » ) . 

Si K est un compact de (? , il existe un X £ K telle que 1(A) = I(K) . 

c) Pour toute v £ y > tout x e E et toute stratégie 6 

n-1 
r[exP ( Z v(XR, A K , X ^ ) ) ] = E^[exp(n V dLn)] 

K=o 

* " : 2 " ( X K , A K > X K + 1 ExLn(\_rAn_rxn)\(òn_,-]x 

E \ IL „ /VR ;—^— 1 s 
K=o * U(XK' V - u(Xn_lf An_,) 

- E6 
X 

Soit T un borélien de . P Par l'inégalité de Tchebichev, on obtient 

P [Ln e r] ^ exp[-n sup inf v dX] 
* V£tr X£r j 
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CHAINES DE MARKOV 

Reste à obtenir une propriété de minimax pour trouver une majoration du type 

exp [-il I(r)] • C'est possible si T est un compact K de C? . Soit i < I(K). 

La famille d'ouverts {X; ( v dX > i } ^ ^ recouvre K ; il existe une partie 

finie {vj, v2, , , vN) de У telle que 

К = Û К. , 
j = l J 

où = К О (A ; J Vj dA > i} 

P^(Ln £ К.) ^ e"ni 

Pô(Ln e K) <: N sup PM(Ln e К.) <c N e ni 

lim - log sup P^ (Ln £ К) ^ -I(K) 

d) Etude des marginales de L , Lj et L^ 

Soit I I I I la norme uniforme sur P̂* 

Soit A = {X ; X. = X_} et A = {X ; X,-XQ s< -} . 
I J n 1 1 l J ' 1 x n 

La fonction Xi *>• IIX-X^II de (P dans 1R est s. c i . ; donc A 
1 1 1 3 1 1 n 

et A sont fermes dans P Pour tout (x,ô) , P (L £ A ) est égale à 1 . 

Soit K un compact de P. Si K O A = 0 ( K D A ) est vide , il existe 
n n 

un nQ tel que K H A^ soit vide, donc P^ (Ln e K) = 0 , dès que n est supé­

rieur a n . Sinon I(K H A) = lim t I(K (J A^) . En effet pour chaque n , il 

existe X e K H A telle que I(X ) = I(K O A ) . Soit X £ K H A une valeur n n n n 

d'adhérence de (X ) . La fonction I étant s.c.i. 

I(K Л A) <: 1(A) < lim Ш ) = lim t I(K Л A ) 

I(K Г) A) >, lim t I(K Л Д ) 
n 

est évident et 
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EXPOSÉ 6 

De plus, pour tout m e IN 

lim — Log sup P6(Ln e K) = lim — Log sup P (Ln e K O A ) ^ - I ( K O A ) n & ^ x n ° r x m m n~>°° x, o n-+°° x, ò 

Théorème 

Si E et A sont polonais et TT fellerienne, pour tout compact 

K de (? : 

lim - Log sup P6(Ln e K) <: -I(K H A) 
n-*» x, 6 

Cette majoration exponentielle n'a bien sûr d'intérêt que lorsque 

I (K 0 A) n'est pas nul. Il est facile de voir ([4]) que I (K H A) est nul 

si et seulement si il existe une stratégie markovienne stationnaire s et une 

probabilité \± telles que \i (g) s <g> TT soit dans K. On trouvera également dans 

[4] une application au problème du contrôle des chaînes de Markov sou s contrain­

te, ainsi que l'extension aux fermés de (J* dans le cas d'expériences indépendan­

tes contrôlées. 
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CHAINES DE MARKOV 

C - MAJORATIONS DE CHERNOFF POUR 

DES CHAINES DE MARKOV NON CONTROLEES 

On supprime désormais actions, et stratégies (A est réduit à un point). 

Les notations restent les mêmes, mais E )S , 7>6 et P (p* sont définis sur 

E 2 © < < f ® ; à A £ P, on associera ses deux marginales A, et \^ ; 

(fi,II) = (E, 5 )1N ; ^>a>(px)x£E , (xn)nelN> est une chaîne de Markov à valeurs 

dans (E, £ ) , de transition TT . 

Puisque E est polonais, on peut le compactifier ; soit E son compactifié 

et §j l'ensemble des v.a. continues sur E qui ont un prolongement continu à 

E. Si E est localement compact à base dénombrable on le compactifié en ajoutant 

un point à l'infini ; si C1 est l'ensemble des fonctions continues sur E qui 

tendent vers 0 à l'infini, une fonction de C1 est somme d'une fonction de 

C1 et d'une constante. On suppose désormais T T i n c l u s dans Ç . Alors TT 

peut être prolongée à E par continuité pour la topologie étroite^ TT est alors 

fellérienne. L'information I(A) = 1^ 0 ^ ^ ) d'une probabilité A £ (P* , ne change 
^ ~2 2 pas si elle est considérée comme une probabilité A de E concentrée sur E 

Le théorème obtenu en B est donc encore valable. 

Projection de l'information sur E 

2 

Soit a une probabilité sur (E , ^ ) . On note (p l'ensemble des probabili-

2 v*<9 2 

tés sur (E , cB ) dont les deux marginales valent a et 

l,(a) = inf{l(A) ; A £ Q^} . 

Si T est un borélien de (P̂  , on note IjCO = inf£lj(a) ; a £ (? } 
Théorème 

Si E est polonais et si TT S , est inclus dans £j (en particulier si E 
o o 

est l,c d, et si TT 6, est inclu dans ¿3 j ) > alors pour toute a e P1 

1,(00 = sup j Log ^ da 
U £ ¿¿1 J 
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EXPOSÉ 6 

Ce résultat est l'un des plus délicats établit dans £l] 

Démonstration 

a) Soit J le terme de droite. Pour u e U1, 

Ij(oO > J Log u(y) da(y) - Log TUI(X) da(x) >y J 

b) Il suffit de montrer le résultat lorsque E est compact. 

En effet on obtiendra alors le résultat sur le compactifië E et 

I (a) = sup Log — da < J 
1 ue I i , n g 

c) Supposons E métrique compact. 

2 

Soit A = {X ; T-tf^O^) < J} • Supposons Ij(cx) > J . Alors A et 

sont des compacts convexes disjoints de (? . D'après le théorème de séparation , 

il existe une v e telle que : 

r ' v dX << 0 si X P eX 

j v dX > X e A 

Montrons que pour tout e > 0 , il existe deux fonctions f et g de é*j 

telles que : 

v(x,y) < f(x) - g(y) + e 

f da - g da 

Soit en effet H la fonction de (? x 5j x dans R définie par : 

H(X,f,g) = | v dX - ( j f dXj- | f da) + ( j g dX2 - | g da) 

Pour X e P2x , H(X,f,g) < 0 
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CHAÎNES DE MARKOV 

Sinon, par exemple X̂  ^ a et il existe une f e C telle que 

f dXj - j f dot > 0 . 

inf H(X,f,g) < v dÀ - sup[( f dX - f da)n] = -~ . 
f,g J n J J 

Donc sup inf H(X,f,g) >< 0 . 
Xe<? f,g 

Pour (f,g) fixé H est affine en X et pour X fixé H est affine en 

(f,g). Donc d'après le théorème du minimax de Sion ( [_7~} , [5J ) 

inf sup H[X,f,g] = sup inf H(X,f,g) <: 0 
f,g X X f,g 

sup H(X,f,g) = sup [y(x,y) - f(x) + g (y) + J f da - J g da] 
X x,y 

Pour e > 0 , il existe (f,g) e fë^ tel que : 

sup [v(x,y) - f(x) + g (y)] < g da - f da + E W 

J f da = J 

x,y 

C ~ ( ~ . ( f da = g da 

soit ; f = f - j f da +; g ^ -.y J 
L g = g Lv(x,y) ^ f(x) - g(y) + e. 

Prenons £ < 1 ; soit X e 0 ^ tel que | [ f(x) - g (y)]] X̂ clx, dy) soit nulle. 

Alors X n'est pas dans A et I (X) > J . 

a vif TT 

Soit w(x,y) = f(x) - g(y) • La transformée de Cramer de la probabilité w(a®îr) 

est : 
AaXW(a) = - inf Log ( eu(w-a) da®7r 
w I 11 J 

= inf I _ (X) 

{X ; w dX = a} 
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EXPOSÉ 6 

Donc ^(0) = - inf Log I e j e-u[f(x)-g(y)J a(dx)7r(X)dy) > j 

Pour tout ri > 0 , il existe un u tel que : 

j eu[f(x)-g(y)] a(dx) ^ a y ) « e-J+n 

Posons W(y) = e"Ug(y) et V(x) = e"uf(x) 

TTW , ^ -J+n 
-y da < e 

I Log ~- da = J Log irW da - J Log V da < Log | ̂  <: -J +n 

Mais I Log V da = - J u f da = -|u g da = | Log W da 

- IjCa) < I Log TTW da - I Log W da < -J +n 

et I < Ij(a) 

Projection de la majoration sur E  

Théorème 

Si E est polonais et si TT £ ^ C fcf j , pour tout compact K de j 

lim -̂ Log sup Px[Ln £ K] ^ - Ij(K) 
n-x» x 

Démonstration : 

Posons 1̂5̂  = (Log —— ; u e U } . Grâce au théorème précédent, on établit comme 
1 7TU 

2 
sur E que : 

- pour v G X)\ » ExCexP^n | v d *Jn)l = 1 

- pour r borélien de (Pj , px L"1̂  e rl ^ exp(-n sup inf f v dX) 
veV XeT 

t 2 
La démonstration s achève comme sur E 
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CHAINES DE MARKOV 

Remarque 

L'ensemble C? ̂  est un compact C? : il est fermé et c'est une partie 

t endue de P . En effet, pour tout e > 0 , il existe K compact de E tel que 

a(K°) < £ ; pour X e (P^ , X((KXK)c) ̂  X(K° x E) + X(E x K ° ) <: 2e . Donc il 

existe une X £ P2x telle que Ij(X) = I(X) . 

D'autre part, a •+ Ij(a) est s.ci. et pour tout compact K de P 

il existe a £ K et X e P2 tels que Ij(K) = Ij(a) = I(X). 

Application au cas où E est un espace métrique compact 

Dans ce cas, soit f £ <o • La fonction X ——> j f dX est continue de ^ 

dans 1R . Soit F un fermé de 1R 

, 1 n-1 
lim - Log sup Px [- E f(XK, XK+1) fCX^, £ F] n< -Hf(F) 

x k=o 

où H (F) = inf I(X) 
{X;/ f dX £ F, Xj-X2} 

De même si f est s.ci. de E dans 1R , X » — | f dX est s.ci. de CP 

dans 1R et pour a £ 1R 

n-1 
lim - Log sup Px [- E fCX^X^j) < a] < -Hf((-ooa]) . 
x x k=o 

De même, soit g £ , et F un fermé de 1R 

, n-1 

lim - Log sup Px [- Z g(X^) £ F] £ -h (F) 
x k=o ë 

où h (F) = inf I (a) 
g {a ; / Fda £ D 

La fonction g peut être prise s. c i . , si F = (-°°,a3 • • 

Extensions : Pour obtenir une majoration du type précédent pour les ensembles 

fermés de V̂* 9 Donsker et Varadhan font une hypothèse qui revient à peu près à 

{TT(X,#)}xcE est une famille tendue ... ce qui en dehors du cas indépendant, et 

du cas où E est compact semble peu fréquent. 
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EXPOSÉ 6 

Conditions pour que les bornes supérieures obtenues soient strictement négatives 

Proposit ion 

I ( X ) = 0 si et seulement si X = X © TT 

I j ( X ) = O si et seulement si a = a TT (a est une probabilité invariante 
de la chaîne) 

Démonstration : 

Pour a £ (Pj , a TT est la probabilité qui à A £ associe 

06 TT ( A ) = a(dx) T T ( X , A ) . 

La seconde marginale de a © TT est a TT . 

I(X) = I, ^ (X) est nulle si et seulement si X = X, <2> TT . X j ©TT 1 

Il existe une X e (? telle que I (A) = I2(X) . 

Donc si Ij(X) est nulle , X = et © TT ; mais la seconde marginale de X est a , 

et a TT = a . ^ 

Conséquence 

Soit K un compact de ; si K ne contient aucune probabilité 

invariante , I (K) est strictement positif et pour tout e > 0 , il 

existe n tel que pour n ^ n et pour tout x e E 

-n[l.(K)-e] 
P [L? £ K] < e 1 xL 1 a 

Cas des chaînes de markov irréductibles 

Soit TT la ne itérée de TT : P (X e • ) = TT ( X , - ) . n x n n 

Pour z e ] o,l[ , on considère la transition : 

T T Z ( X , - ) = (1-z) Z zn 1 TT (x,«) 
n>l n 

La chaîne est dite irréductible si il existe une mesure (J) telle que 

4) < < TTZ(X,-) pour tout x e E . Pour une telle chaîne ou bien il n'existe pas de 

probabilité invariante (cas transient ou récurrent nul) ou bien il existe une pro-
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. . . . . . 2 

habilité invariante JJ unique telle que pour toute v.a. f positive sur E2 et 
tout x e E on ait : 

n-1 r 
lim - Z fCX^ X ^ ) = f d u© 7 T Px p.s. 
n-M» k=o J 

Si E est compact, le seul cas possible est le cas récurrent positif Jj8j 

Donc pour f s. c i . de E ^ dans IR et pour a < J fd ]i © ir , il existe un 

b > 0 et un , tels que n > implique : 

sup Px [I V f(Xk, X ^ , ) « a] « e-nb . 
x k=o 

Un théorème analogue a été établi par N. Maigret (exposé suivant) sans 

hypothèse topologique pour les chaînes récurrentes au sens de Doeblin. Mais la 

chaîne précédente est récurrente au sens de Doeblin dès que sa mesure invariante 

a un support non vide ( £2] ) . 

On est donc dans un cadre très voisin de celui de N. Maigret. 
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D - MINORATIONS DE CHERNOFF POUR 

UNE CHAÎNE DE MARKOV IRREDUCTIBLE 

I - TRANSFORMATION DE LA CHAINE DE MARKOV 

Soit cl e (Pj telle que Ij(a) soit finie. On a vu qu'il existe une 

X e (P^ telle que I,(a) = I ^ (X) . Puisque X, = a et E est polonais, il 

existe une transition TT de E dans E telle que X = aOiT (et a0TT<<a©TT) . 

En outre a TT = a : a est invariante pour TT . On cherche à montrer qu'on peut 

choisir TT telle que la chaîne associée à TT soit récurrente Harris positive. 

La transformation ainsi obtenue permettra d' obtenir des minorations comme la 

transformation des lois dans le cas indépendant. On suppose toujours E polonais 

et TT 6] C gj • 

a) Considérons tout d'abord une suite (u ) CL. U telle que : 
y n nelN 

I(X) = IjCa) = lim Un /uN da . 

un(y) 

Soit Xn(dx,dy) = a(dx) ^ u Tr(x,dy) 
n 

La probabilité a ® TT est absolument continue par rapport à aQ TT donc à X 

et 

IA (X) = 
n 

Log _ dÀ 
ri 

Log -3 -x.— dA + 
T d a ® TT , 
Log dX dA 

n 

= I,(a) -
u (y) 

L°S TT u (x) dHx,y) = I,(a)-
n 

U 
Log da 

TT u 
n 

lim IÀ (A) = 0 . 
n̂ co n 

D'après A.3, lim ||A - A||= 0 et 
un(y) 

TT u (x) 
n 

converge dans L (aOîr) vers 

dA 
d a&TT 

(x,y) . 
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Suivant \jÔ] , considérons 

A = {6 ; 9 e L ^ Œ Q T T ) , 9(x,y) 8(xT ,yT ) = 0(x,yr) 0(x',y) 

2 
pour (a ® TT) presque tout (x y,x, y')) 

A est fermé dans L1 (a0ir) ; si 6 est une version de 0 e A non nulle , il 

• _ / f t\ - 2/ i »\ .i ̂  o/ \ 6(x'y) §(xyO a(x) existe (xT yT) ou 0(x' y') f o : 0(x,y) = — — —=L-̂ - -
ê(x'y') b(y) 

Donc ^^0^.(x,y) a une version égale à b (y) °^ a G S t v , a * fi ni e e t b u n e 

v.a. strictement positive. 

La suite | ̂  ^—^—y- Tr(x,dy) = 1 converge vers j" ^ Tr(x,dy) = 1 

pour tout x , sauf sur un ensemble N négligeable pour a , donc pour tout x 

en modifiant a sur l'ensemble N. 

Posons : 

TT(X, • ) 
a(x) n 

b(y) 
7T(x, •) 

h(x,y) 
a(x) 
b(y) 

Alors TT est une probabilité de transition et a est invariante pour TT . 

- Supposons qu'il existe une 3 £ G"̂  telle que pour tout x e E , T T ( X , ' )  

et 3 soient équivalentes . 

On pose TT (x,dy) = TT (x,y) |3 (dy) . Alors la chaîne associée à TT est 

a irréductible. 

En effet a = a n « 3 . Soit p = -rj- . Pour 3 presque tout y 

P (y) = b [ y ) $ CC (dx) a (x) n (x, y) 

donc a (p > 0) = a (b < OD ) = 1 

Soit A G £ tel que a (A) > 0. 

n (x, A) = a (x) J l ffi 1 A (y) <3 (dy) > 0 . 
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La chaîne de Markov associée à TT est donc récurrente positive de probabi­

lité invariante a . 

2 - MINORATION DE CHERNOFF LORSQUE LES PROBABILITÉS C77^» ' ) ) xeE SaNT T0UTES 

ÉQUIVALENTES 

Soit a e ^P tel que Ij(ot) < 00 . On lui associe d'après ce qui précède 

une transition TT , d'une chaîne de Markov récurrente positive de probabilité 

invariante oc , et une v.a. h sur E x E telle que pour tout x , 

d TT(X, • ) 
d TT(X, • ) = h ( x , - ) 

1,(00 = ^ © ^ ^ © T T ) = Log h d a©7T 

Pour tout x , il existe un ensemble N , TT(X,#) négligeable tel que pour tout 

A e : 

TT(X ,A) = | lA(y) h ( ^ Y ) TT(x,dy) + TT(X, A A N) 

13 1А(У) 1 
h(x,y) тг (x, dy) 

Considérons sur l'espace canonique (fi , CU) , la famille de probabilités 

(P ) _ telles que : 
x xeE ^ 

P ( X = x) = 1 
X o 

P [x . e A I Qîjl = TT(X , A) x L n+ 1 1 VJ*Jn-J n ' 

Soit B e a ( X , . . . X ) . On peut lui associer T e & tel que 

B = { ( X , . . . X N ) e T} . 
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P (B) = 1 (x. , . . . ,x )7r(x,dx )7r(x ,dx9) . . . TT(X ,dx ) x 1 1 ri 1 I Z n— I n 

» ! lr(x,,...,xn) h( ) Tr(x,dx|)Tr(x1,dx2)...TT(xn_1,dxn) 
1 * -n-1 n 

> E. B h(XoX1)h(X]X2) ... hCX^jX^ 

Soit V un voisinage de a . Prenons B = {L^ G V} . 

La chaîne (Œ , CU, P , (X ) ... ) étant récurrente : x n ne IN 

a) P^ p. s. (L2^ converge en loi vers a donc lim P^ [jL̂  G v] = 1 
rr>oo 

i n_1 r 
b) Px p. s. — Z Log M X ^ X ^ j ) tend vers Ij(a) = Log h da<37T 

k=o * 
- 1 n_1 

lim Px [- Z Log h(X^, Xk+1) (a) + G] = 0 
n+°° k=o 

Px(B) >x e"n(I+e){l - Px(L^ G Ve) - ÏÏjV Log h(Xk,Xk+1) ̂  I, (a) + e] } 
k=o 

U m 1 Log Px(L2 e V) > - I (a) . 

Supposons V ouvert , soit W un voisinage de a fermé inclus dans V . Il 

existe un n tel que {$ ; sup | | g-y | | —} soit inclus dans V . 
yeW n 

Alors {L2 G W} C {L^ G V} et 

lim 1 Log P (L* G V) > -I (a) . 
n-*oo 
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Théorème 

Supposons E polonais et TT CL • 

Si les transitions ^ ^ ' " ^ x e E sont toutes équivalentes, alors pour tout 

ouvert G de et pour tout x : 

lim — Log P (L? e G) >y -I,(G) n to x 1 1 

En effet la relation que l'on vient d'obtenir est évidente, si Ij(a) = 00 

(ce qui est en particulier le cas lorsque a n'est pas absolument continue par 

rapport à B)• 

3 - EXTENSION 

Soit z e 10, 1 f" . Considérons la transition TTZ = ( 1 -z) I z"" ' TT . On 
. . n n̂ -1 

peut construire une chaîne de Markov associée à TTZ de la manière suivante . Soit 

sur (fi1 , CLy , P') une suite T̂n-̂ n>i ^e v-a* indépendantes telles que : 

PT(TN = i) = (1 - z) z1"1 (i > 1) 

Soit 

T = 0 o 

T = T . + . . . T si n & 1 . „ n 1 n 

Alors {Q x fi' , © ¿2/ , P 0 P' , (Y ) liT } est une chaine de markov 
x n ne IN 

. ̂  _̂ z associée a TT S I on pose : 

V U > M , ) = xt (U')(ÙJ) 
n 
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Montrons que le théorème précédent est encore valable si les probabilités 

( T T Z ( X , * ) } sont équivalentes à une mesure 3 • Ce sera en particulier le cas 

si la chaîne est une chaîne récurrente (positive ou nulle) de mesure invariante 

u et si pour tout x , TT (X, #) << y (car, sous les hypoyhèses de récurrence, 

TTZ (x, • ) >> y) . 

Soit a £ (? , telle que a << 3 • Considérons V un voisinage ouvert de 

a et W un autre voisinage de a , tel que pour £ > 0 , 

{v ; sup | | y - v | | 2E} C V . 
Y£W 

Soit A £ 5 . Posons : 

- 1 n-1 
L^(CÛ,OÛ' ,A) = ^ Z l A[Y k] (W,OJ') 

k=o 

Supposons : Tn-1 (n-1) — << £ . Pour tout A 

- T _ 
L^(A) < L j n '(A) < L*(A) + f . 

Tn-1 
Mais parmi les T

n _ j termes qui figurent dans Lj (A) au plus n£ ne 

figurent pas dans , donc : 

T _ 
L j n '(A) < L*(A) + £ . 

Donc | | - | ,< 2£ 

P x(L^ £ V) >
 P

X (
L ^ e W> " P ' 

V f ' " ' " 
n 

>>E/2 

>, - l*(a) - P'C-i >, 1 +§) 

où 1̂  est l'information calculée à partir de TT 

On cherche à passer à la limite si z tend vers 0 

N T / n. /I \ v 1-1 1 (l-z)e . a ^ , E'(e ) = (1-z) Z z e si z e < 1 
i=l 1-z e 

P'(T *n(l+e)) « e_n(,+e)CTE'(eaTn) ̂  e-n(,+e) O - ^ ™ 
(1-z e°)n 
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^ Log P' (Tn > n(l+e)) < - £cr + Log(l-z)-Log(l-z ea) 

lim - Log P'(T > n(l + £)) = 0 
z-̂ o 

et cette limite est atteinte uniformément en n 

D'autre part lim I,(a) = I,(a) . En effet 
ẑ o 

I j (e) = sup Log da £ sup Log ( 1 , z ) t t u da 
ue J IT u ue ^ 

>>1/1-Z I1 (x) 

lim Ij(a) ̂  Ij(a) 
z+o 

I («) = sup Log ^ da 4 sup lim Log - 2 - du 
ueZL J z->o J TT U 

lim sup Log du >< lim I (a) . 
z->-o UE *IL^ 

Donc lim Px(Lj e V) >, -I (a) . 

Théorème 

Supposons E polonais , TT ̂ , C ^ et la chaîne associée à TT récurrente 

Harris positive de mesure invariante y. Si TT(X,«) est absolument continue 

par rapport à y pour tout x de E , alors pour tout ouvert G de ^ 

et tout x e E , 

lim Px(L^ £ G) >, - I ( G ) 

n->oo 

Remarque : Le théorème reste vrai si les probabilités ^x'"^^X£E sont toutes 

équivalentes, sans hypothèse de récurrence . 

Corollaire 1 

Sous les mêmes hypothèses que le théorème, soit f continue de E dans 1R 

et 0 ouvert de 1R . Pour tout x : 

122 



CHAÎNES DE MARKOV 

lim - Log P X [ ^ - Z f ( X ^ e 0] > - inf I(a) 

k=o {a;/ da e 0} 

Si f est s. c i . et 0 une demi droite "] —°°, a[_ le théorème reste vrai. 

1 1 N _ I 

Corollaire 2 

Pour une chaîne de lîarkov fellerienne, définie sur un espace compact métri­

que et récurrente de probabilité invariante y telle que TT(X,») soit 

absolument continue par rapport à y pour tout x , on a pour toute f 

continue de E dans 1R 

n-1 r 
lim - Log Ex[exp Z f(Xi>] = sup ( f da - I (a)) . 
n-x» i=o ae Vj J 

Cela résulte des majorations et minorations obtenues dans ce cas par une 

démonstration de Varadhan [V] . Inversement Gartner établit dans [~3] des théorèmes 

de grandes déviations en supposant que pour toute v.a. bornée la limite de la 
1 n_1 

suite — Log E [exp( E f(X.))] existe et est finie. 
i=o 
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