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Ce volume est composé de six parties ; le code des références internes est 

le suivant : 

[1 ; II ; 5.2] signifie parti e 1, chapitre II, paragraphe 5, énoncé 2. 

[II ; 3.4] signifi e chapitre II, paragraphe 3, énoncé 4 dans la partie 

où l'on se trouve. 

Index. 

($ = l'annea u des germes de fonctions holomorphes en 0 $ . 

/Vj - l'idéa l maximal de ^  . 
' n 

= l e corps des germes de fonctions méromorphes à l'origine de Œ . 

(c - l'annea u des séries formelles à n indéterminées. 

^ n =  le corps des fractions de C^. 

XM = le 6„ modul e des germes de champs holomorphes a l'origine de Œ . 

X<n) =  le 6n module des champs formels. 

A^(n) =  le 6 modul e des germes de p-formes holomorphes en 0£ Œn . 
/> A n 

AK(n) =  le (p modul e des p-formes formelles. 

E : Œ (C n =  l'éclatement de 0 € Œn. 

ffff(n) =  l'espace projectif complexe de dimension n. 

Si a  Ê-A^tn ) ,  on désigne par S(a) (o u Sing a ) l e germe d'ensemble analytique des 

zéros de a  et par ! / (a ) l'idéa l des composantes de a  . 
o 

j 3 signifi e le jet d'ordre il en 0 d e l'objet ß . 

Si i  = (ip...,in) ^;]Nn est un multi-indice , la longueur de i est |i | = i^ +...+ i^. 
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0. INTRODUCTION 

Ce volume a pour but d'étudier la nature des singularité s 

des germes de 1-formes integrables holomorphes à travers leurs inté-

grales premières, l'objectif majeur étant de prouver qu'en général, 

dans un sens à préciser, de telles intégrales existent. Pour cela 

nous avons essentiellement dégagé quatre grandes optiques. Deux con-

sistent à donner des critères d'existence :  il s son t de nature to-

pologique (i. e portent sur la topologie des feuilles) ou bien algé-

brique (i. e portent sur un jet fini des formes considérées). Le 

troisième point de vue a trait aux problèmes de convergence :  savoir 

sous quelles conditions une intégrale première obtenue par un calcul 

formel converge ou non. Dans le quatrième et dernier point on cherche 

à simplifier a u maximum l'écritur e de s intégrales premières rencon-

trées ;  d'où une théorie de la détermination fini e de certaines 

fonctions multiformes et des singularités quasi-homogènes de ces 

mêmes fonctions. 

Soit donc ça un germe de forme holomorphe integrable  

(m A d o i = 0) à  l'origine de <Cn s'annulant su r un ensemble analytiqu e 

S(w), le lie u singulier de oo , que l'on pourra toujours sans aucune 

restriction supposer de codimension au moins deux. Un facteur inté-

grant holomorphe de u> est la donnée d'un germe de fonction holomorphe 

f tel que : 

(D d(| ) = 0. 

Si f est formel et vérifie (1) , nous dirons que f est un 

facteur intégrant formel. Lorsqu ' un facteur intégrant existe, on 

peut exhiber une intégrale première multiforme, comme l'assur e l e 

Théorème d'intégration :  Soit f un facteur intégrant holomorphe de ca 
n.̂  n 

et f = f1 ...fp P la décomposition d e f en facteurs irréductibles. Il 

existe alors un germe de fonction holomorphe a et des nombres comple-

xes Xlf-, A tel s que : 

dfi d f /  \ 
(2) ¡ } - X 1 - ¿ + . . . + Xp-P+ál a n_1). 

p V  •• • fpp / 
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On remarquera qu'à ce moment la fonction multiforme 

g 
n^-1 n  -1 
f _ •  • • f X , X 

F =  e 1 P  .  f * . . . f P 

1 P 

est une intégrale première de co : sa dérivée logarithmique es t préci-
sément (2 ) . 

Xl X D 

Lorsque le s intégrales premières seront du type f1 ...f^P , 

ce qui est le cas quand f  est réduit (i.e . sans branche multiple ), 

nous emploierons l a terminologie suivant e : 

- nous parlerons d'intégrales première s holomorphes usuelles 

lorsque les exposants X_ . sont des entiers positifs ; 
- d'intégrales première s méromorphes pures lorsque les X_ . sont 

des entiers relatifs et ne sont pas tous de même signe ; 

Xl X p 

- nous dirons que F = f, ... f p est une intégrale première for -
P d F melle, lorsque le s f. sont des séries formelles et que co A —  =  0 ; 

F est convergente s'i l existe des unités formelles Uj 6 (yn, vérifiant 
X ^ \ 

la relation .. . u ^ = 1 et telles que chaque ujfj converge. 

Comme beaucoup de phénomènes lié s aux formes integrables, 

l'existence d'u n facteur intégrant est une propriété spécifique de la 

dimension deux : 

Théorème d'extension [8] p [9 ] :  Soit OJ un germe de forme holomorphe 

integrable à l'origine de <Cn+p, n >, 2 et i : <Cn, 0 C—> <Cn+p, 0 un 

plongement transvers e à  co. Alors co possède un facteur intégrant holo-
morphe dès que i *(co) e n possède un. 

La transversalité du plongement signifie en particulier que 

le lieu singulier de i*(co) es t de codimension > , 2. L'existence e t la 
généricité de tels plongementsest prouvée dans £32]. 

De ce théorème nous ferons essentiellement l'usag e suivan t : 

Xl X D 

si u) possède une intégrale première f  1 ... f^ e n restriction à un 

deux-plan générique, alors, modulo une condition générique sur les 

exposants X ^ (ne pas avoir de relation dans 3N) ,  co possède aussi une 
intégrale première du même type. 
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INTRODUCTION 

Les premiers résultats de nature topologique concernan t 

les intégrales premières holomorphes (usuelles ) ont été obtenus par 

Robert Moussu et l'un des auteurs dans £32 ] : on dit que le feuille-

tage singulier 0?̂  défin i par œ est simple, s'il existe un ouvert U 

tel que : 

a) les feuilles de la restriction l u sont des fermés de 

U - S(o)) ; 

b) l'ensemble de s feuilles de l u adhérentes à 0 est au 

plus dénombrable . 

Dans [32 ] est établi le 

Théorème :  u possède une intégrale première holomorphe s i et seulemen t 

si le feuilletage singulie r 0*^ es t simple. 

Nous généralisons ce résultat au cas des intégrales premiè-

res du type :  .. . f ,  X.. C 1R+. 

Théorème :  Un germe de forme holomorphe integrable ai à l'origine d e 
n X X 

C possèd e une intégrale première multiforme .. . fpp à exposants 

réels positifs si et seulement s i les conditions suivantes sont vérifiées : 

a)0*^ n e possède qu'un nombre fin i de feuilles fermée s 

adhérentes à l'origine X^,..., X ; 

$) Dans un voisinage ouvert U de 0, il existe un système 

de voisinages ouvert s de l'union X  des X, saturé s par le feuilletag e 

singulier, et dont l'intersection es t égale à X. 

L'intérêt d e ces critères est d'être purement topologiqu e : 

en particulier s i deux germes de formes integrablesw' et u) " sont to-
po logiquement conjugués ,  (i.e :  il existe un germe d'homéomorphism e 

h :  U' >  U" de voisinages ouverts de 0, qui transforme S(o)' ) en 

S(ü)") et les feuilles de O^Ju' e n les feuilles de ^..(U")) , alor s 

X X 

œ" possède une intégrale première du type f .. . f p, X. e 1R , (resp. 
P 3 

\j €  U ) dè s que w 1 possède une telle intégrale première . 

La démonstration des théorèmes utilise l'idé e d e réduction 
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à la dimension deux, déjà citée, des techniques "holonomiques" , la dé-

singularisation pa r éclatements, et un procédé de recollement d'inté -

grales premières auquel nous avons consacré un chapitre. 

Nous ne disposons pas de critère topologiqu e agréabl e dans 

le cas général, où les X ^ sont quelconques. Par contre nous obtenon s 
un résultat négatif pour le cas méromorphe. Plus précisément, dans 

[46] et [A-7 ] M. SUZUKI donne l'exempl e d e la 1-forme holomorphe 

3 2  2  2 
(o = ( y +  y -  xy) dx - ( 2 xy +  xy - x ) dy, 

dont les feuilles du feuilletage associ é *3* |u sur un voisinage ouver t 

U de 0  € <C 2 sont toutes des courbes analytiques passant par 0 et ce-

pendant u ) ne possède pas d'intégrale premièr e méromorphe. Ainsi la 
propriété suivante : 

( a ) I l existe un voisinage ouvert U de O € CN tel que les 

feuilles du feuilletage 0 ^ | U de U - S( u ) ) sont fermées (e t 
à fortiori analytiques s i codim S (GO) £,2) , 

ne peut constituer un critère topologiqu e d'existence d'un e intégral e 

première méromorphe, même en dimension 2 . 

Nous construisons dan s la partie 3  un homéomorphisme h  de U 
o 

sur un voisinage ouvert U' de 0 C C ,h(0 ) = 0 , qui envoie le s feuil-

les de | U sur les feuilles du feuilletage 0*̂ |u' , défini par la 

forme : 

n = ( 2 y2 +  x3)dx -  2xy dy. 

Cette dernière admet visiblement l'intégral e premièr e méromorph e 

g 
2 3 y -  x 

x 2 

Nous affirmons donc que, contrairement a u cas holomorphe, 

il n'existe aucu n critère topologiqu e d'existence d'un e intégral e pre-

mière méromorphe. Il semble cependant que la situation observée dan s 

l'exemple précéden t soit le cas général ce qui nous amène à poser les : 

Conjectures :  1) si un germe u de forme holomorphe en 0 e <Cn vérifie 

la propriété ( a ) , l e germe de feuilletage 0 ^ es t topologiquement con -

jugué à un germe de feuilletage défini par une intégrale première mé-

romorphe . 
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2) Sous l'hypothèse a), w possède une intégrale première du 

type g 
X K 
f v ...f p n . n ^ 

e 1 p  f  1 f  p 

où les kj sont des entiers positifs et les n^ appartiennent à  l . 

Nous nous intéressons ensuite à des critères algébrique s 

d'existence d'intégrale s premières. Après le s travaux de G. Reeb [36], 

qui s'intéressait, e n dimension au moins trois, à des formes ayant 

pour premier jet non nul la différentielle d'une fonctio n quadratiqu e 

de rang maximum, R. Moussu prouvait dans [34- ] l'existence d'un e inté -

grale première formelle (usuelle ) lorsque w  ne présentait que des 

singularités assez petites (codi m S(a>) >, 3) . Sous ces mêmes hypothè-

ses B. Malgrange dans son "Frobeniu s avec singularités" [ 2 8 ] montrait 
l'existence d'intégrale s premières convergentes, puis généralisait ces 

résultats aux systèmes de Pfaff, [ 2 9 ] . On pouvait penser, à ce moment, 

qu'il s'agissait l à de la situation générique. Il n'en est rien, com-

me l'avait déjà remarqué dans certains cas l'école brésilienne [5 ] 

et comme nous allons le voir dans ce qui suit. 

Faisons d'abord quelques remarques sur l'ensemble algébriqu e 

3vdes formes homogènes integrables de degré v , i.e . des formes 

0)^ =  a^xJdXj^ + .. . + an(x)dxn, A  dœv =  0, 

où les ai(x) sont des polynômes homogènes de degré v . 

De part l'homogénéité, l e champ radial 

R = : xl 3x . •" • X n 3x 
1 n 

va jouer un rôle particulier pour to :  un rôle de symétrie. Plus pré-

cisément, si LR désigne l a dérivée de Lie suivant le champ R, nous 

avons l'identité d'Euler : 

L_ a ) =  (v +1) a ) R v  v (3) . 

Ceci signifiant que le champ R, ou bien laisse invarian t 

transversalement l e feuilletage singulier f w ^ défini par u>v , ou bien 

est tangent à ce feuilletage suivant que <^(R) est ou non identique-

9 
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ment nul. Respectant l a terminologie de H. Dulac [13 ] disons que OĴ  

est dicritique lorsqu e OJ ^ (R) est identiquement nul . Quand tu es t non  

dicritique l e polynôme homogène Pv+1 = a)v(R) s'appelle l e cône tangen t 

de a>v ; un calcul simple prouve alors que Pv+1 est un facteur inté-

grant de o)^ . En vertu du théorème d'intégration e n présence de fac-

teur intégrant, oo s'écri t : 

n n  dP . 
OJ =  P. .  . .P P ( Z A . —=r ^ + v 1  p  i  P ^ d 

n-1 n  -I 

Ip, .  . .P P 

\ 1 p  , 

a 
(4) 

DÙ le s P^ sont les composantes irréductible s de pv+1/ et a  est homo-
n^-1 n  -1 

jène de même degré que P^ ...P^ p ;  considérons l'ensembl e 

ZP constitu é de s formes non dicritiques u ) possé -

ni v  v r - - v p 

fiant l'écriture (4) , où les son t les degrés des P^. Si désign e 

l'ensemble de s formes dicritiques, nous montrerons l e : 

Théorème :  a) les Z p #  formen t une partition de 
n  ̂t • • • / r ^2,#,#'^p 

3 v - ^v e n sous-variétés analytiques lisse s et leurs adhérence s 

sont des cônes algébriques. 

b) les adhérence s E P i  ,  E v . = V +l, 1,...,1; v , , . . . , v '  j ' 

p = l , . . . , v + l , son t les composantes irréductible s de 3 V ~^v * 

Une forme OJ^ de la strate Z p 
1.. . l;v1. . . vp 

u) =  P. . . .P Z  X  . 
v 1  p  i 

dP. 
i 

Pi 
' V i = d Pi' Z Ai vi = lr 

est dite apprivoisée s i les conditions suivante s son t satisfaites : 

a) les X ^ sont non nuls, non entiers négatifs, ni inver-
ses d'entiers négatif s et, lorsque p >, 2, l'un au moins des X ^ est 
ou bien non réel ou bien réel Siegelien. 

b) l'hypersurface deIP<C(n-l ) d'équation P .  . .P =  0 n'a 

que des singularités ordinaires . 

On établit assez facilement que l'ensemble de s formes appri-

voisées est " générique" dans 3 -  ^ ;  il contient en fait un ouvert 

* (4 ) nous avait été signalé par A.LINS N. dans le cas réduit où les valen t un. 
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semi-analytique rée l dense de 3 - ^v • 

Avant d'énoncer un des résultats le s plus importants de ce 

travail remarquons que le premier je t non nul d'une form e integrable 

est lui même integrable,donc dan s un certain 3v. 

Théorème :  Soit a) un germe de forme holomorphe integrable à l'origin e 

de <Cn, n ^ 3 dont le premier je t non nul u est apprivoisé. Alors w 

possède une intégrale première multiforme du type .. . f^ . 

Ce théorème est une conséquence, pas tout à fait directe, 

d'une vieille conjecture de Zariski [53 ] démontrée récemment pa r 

W. Fu i ton ([19] [il] ) concernant la commutativité d u ir 1 du complémen-
taire d'une courbe plane n'ayant que des points doubles ordinaires. 

Lorsque n = 3 la courbe considérée ser a {P^.-P^ = 0} C]P<E(2) ; 

puisque o> v est non dicritique, HP<C(2) - {P1...Pp = 0} est une feuille 
du feuilletage éclaté de u> . Par la conjecture, l'holonomie d e cette 
feuille est abélienne et linéarisable du fait de la condition a) c'est 

le principal argument de la démonstration. 

Remarque :  Lorsque p = 1, ceci signifie que GO possède une intégral e 

première holomorphe fort e usuelle . On notera que dans ce cas on 

peut atteindre des formes qui n'entrent pas dans le champ d'applica -

tion du Frobenius de B. Malgrange. Celui-ci nous a signalé d'ailleur s 

qu'il lui semblait possible, toujours dans le cas p = 1, d'obtenir 

d'une faço n algorithmique à la Godbillon-Vey,ce même résultat . 

On ne possède pas de critère algébrique d'existence d'inté -

grale première méromorphe. Cependant l a situation formell e est,si 

l'on peut dire,convergente ;  en dimension deux le problème de la 

convergence d'une intégrale première méromorphe formell e a été étudié 

par H. Dulac dans le cas semi-divergent : 

A A 
f = u f1 .. . fpP ;  A_ . €  l , 

où fj €. &2 e t u est une unité formelle, c f. [13 ] à [16]. 

Nous étendons le s résultats de DULAC en dimension supérieu -

re dans le cadre général : 
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Théorème :  Soit 00 un germe en 0  € tn d e 1-form e holomorphe integrable 

et f = h/g une intégrale première méromorphe formell e pure de oo . Alors 

f converge, i.e il existe une unité formelle u telle que uh et ug con-

vergent. 

La démonstration s e fait d'abord en dimension deux. En di-

mension supérieure, on montre dans un premier temp s que toute intégra -
X A 

le première formell e f  = f1 ...f^P , À . e Z admet une écriture sem i 

divergente. Pour cela nous sommes amenés à déterminer un critère de 

convergence des séparatrices formelle s de oo , i.e. àe$séries h  c ^n 

telles que : 

ou A  dh = hn , 

où n désigne une deux-forme à coefficients dans &  . 
n 

Théorème :  Soit h €. 0 ^ une séparatrice formell e de o o et y  : 
(C, 0 ) -> (Cn, 0) une courbe analytique non contenue dans S(oo ) telle 
que h  o y =  0 . Alors, il existe une unité formelle u telle que uh 

converge. 

L'ensemble de s intégrales premières méromorphes d'une for -

me holomorphe constitue visiblement un corps. Nous déterminons sa 

structure dans le 

Théorème :  Soit o o un germe en 0 e <Cn de 1-forme holomorph e possédan t 
une intégrale première méromorphe pure. Il existe alors un germe de 

fonction méromorphe f  6 t4> n tel que l'ensemble de s intégrales premiè-
res méromorphes de o o soit le corps <C(f) des fractions rationelle s 
en f. 

Ces théorèmes de convergence et de factorisation s'inter -

prètent intuitivement de la manière suivante :  une série formelle ou 

une "fonction " méromorphe formell e pure f, qui est une intégrale pre-

mière d'un germe de forme holomorphe w, a la particularité de posséder 

des "hypersurface s d e niveau" :  les feuilles du feuilletage défin i 

par oo . Elle ne peut donc diverger que transversalement au x feuilles. 
Si f € 6n e t n'est pas une puissance cette structure transvers e est 

représentée par le "but" (C , 0) de f car les "hypersurfaces de niveau" 

de f sont alors connexes [32 ] . Dans le cas holomorphe l e théorème A 

de [32 ] exprime ce fait :  la divergence de f ne peut résulter que du 
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choix d'une coordonnée divergente au but et il existe une série i, 

i,'(0)  ̂0 telle que Z o f converge. En transportant cette interpréta -

tion au cas méromorphe nous voyons que la convergence étai t prévisi-

ble :  on peut considérer une application méromorphe comme une appli-

cation à valeur dans la droite projective 3PC(1), définie en dehors 

d'un sous ensemble analytiqu e de codimension 2, l'intersection d e ses 

zéros et de ses pôles. Ainsi une intégrale première méromorphe for -

melle pure "n e peut diverger transversalement aux feuilles", ca r il 

n'existe pas de changement de "coordonnées formelies"de3PC(1) :  les 

seuls automorphismes holomorphes de3PC(l) sont les homographies. 

En ce qui concerne le s intégrales premières du type 
X± X 

...fpp, X ^ € C , le problème de la convergence a été ici encore 

étudié par H.Dulac en dimension deux dans le cas particulier semi-

divergent : 

A A 
f = u f1i .. . fpp, À . £ C 

où u est une unité formelle et f ^ r . . . , f son t des germes en 0 de 

fonctions holomorphes et lorsque le s Ai appartiennent à ce que l'o n 

appelle usuellement l e domaine de Poincaré. Nous étendons en dimen-

sion quelconque ces résultats dans le cas général. Le critère suivan t 

permet encore de se ramener à la dimension deux : 

Critère de convergence. Soit OJ un germe de 1-forme holomorphe inté-
X X 

grable possédant une intégrale première multiforme f  = f^ ...fpP , 

X-C C , et y  :  (C, 0) (Cn , 0) un germe de courbe analytique, trans- 

verse à OJ, i.e. y (OJ ) i 0 . Alors f converge dès que f o y converge. 

Les conditions de convergence que nous obtenons portent 

uniquement sur les exposants X . . . Il s'agit en fait d'une généralisa -
tion des domaines de convergence d'une linéarisatio n d'un champ de 

vecteur :  le domaine de Poincaré, et le domaine de Siegel avec une 

condition de petits dénominateurs. Cette dernière pouvant être rem-

placée par une condition topologiqu e du type "domain e invariant". On 

obtient finalement le : 

Théorème :  Soit OJ un germe en 0 de 1-forme holomorphe integrable à 

l'origine d e Cn possédant une intégrale première multiforme formell e 

13 
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X X 

f =  f x . . . f p p , x . e <c, f  .(0) =  o , et ne possédant pas d'intégral e 

première holomorphe. Alors f converge dans les cas (génériques ) sui-

vants : 

(1) les exposants X_ . ne sont pas sur une même demi-droite passan t 

par l'origine d e (C. 

(2) les X j sont tous sur une même demi-droite de (C et vérifient une 

condition diophantienne : 

i V i + ••• VP1 * 
c 

(li1l+...+lipl)e 

où c et e sont des constantes positives, pour tout p-uple d'en-

tiers relatifs i,,...,i te l que i.X_ +  .. . i X 7*0 . 
1 p  ^  1 1 P  P 

Le problème de la classification des équations A dX + B dY 

à deux variables excite depui s plus d'un siècle nombre de mathémati-

ciens ;  notamment des problèmes de convergence des "forme s normales" 

se posent naturellement. Dans [4 - ] A.D. Brujno prouve (notamment ) 

qu'une forme holomorphe à deux variables dont l e 1-jet à  l'origin e 

est : 

j 1 o ) = p y d x +  q x d y, p, q 6  E, 

possède une forme normale convergente dès que OJ possède une intégral e 

première formell e ;  co possédera donc une intégrale premièr e holomor-

phe et donc un facteur intégrant holomorphe. 

Un petit calcul formel, à coups de formes normales, permet 

alors de remarquer l e phénomène suivant :  tout germe de forme à deux 

variables w = A dx + B dy dont le 1-jet est non nul et non équivalen t 

à x dx possède un facteur intégrant formel. Ce facteur intégran t est 

toujours unique ( à une constante multiplicative près ) sauf en présen-

ce d'intégrales première s holomorphes ou méromorphes. Un calcul bref 

permet en effet de remarquer que le quotient de deux facteurs inté-

grants d'une form e O J en est une intégrale première ;  mais dans ces 

deux cas les formes normales convergent . 

Notre contribution modeste aux problèmes de convergence 

des formes normales se trouve dans le théorème suivant : 

14 
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Théorème :  Soit; OJ un germe de forme holomorphe réduite (a u sens de — — _ _ _ _ _ . 2 
[ 3 2 ] ) à l'origine de <E , sans intégrale première usuelle (ca s réglé 

par Dulac et Brjuno). Il y a équivalence entre les propriétés 

(1) o o possède une mise sous forme normale convergente, 

(2) l e facteur intégrant de OJ converge. 

Une fois réglé ces problèmes de convergence, nous avons 

essayé de simplifier l'écritur e de s intégrales premières du type 

f = f, .. . f .  Tout d'abord en établissant des théorèmes de déter-
1 P 

mination fini e de ces fonctions multiformes. Après avoir donné une 

définition du lieu critiqu e strict de f, on prouve que f est de dé-

termination fini e si et seulement si son ensemble critique est réduit 

à 0, ou bien est vide. La notion de détermination fini e que nous 

introduisons est plus générale que celle employée usuellement pour 

les fonctions ,o ù seules les singularités isolée s sont prises en 

considération :  Modulo quelques restrictions sur les Xj, f=f1 ...fp p 

est de détermination fini e si et seulement s i chaque f. est à singu -
-1 ^ 

larité isolée, et les hypersurfaces f j (0 ) se croisent normalemen t 
en dehors de l'origine. Un corollaire immédia t de cette étude est : 

- tout e fonction holomorphe à deux variables est conjuguée 

(par changement de coordonnée) à un polynôme. 

- Tout germe de fonction dont les zéros ne présentent que des sin -

gularités ordinaires, sauf éventuellement à l'origine, est conjugué 

à un polynôme. 

J. Bochnack nous a signalé que l'on pouvait trouver la 

première partie de ce corollaire dans la thèse de M. Shiota [40 ] . 

Enfin nous avons étudié les singularités quasi-homogènes 

des fonctions multiformes :  celles pour lesquelles il existe un champ 

de vecteur holomorphe X tel que 
df.(X) 

Z X j - p l — - 1 . 

Les fonctions multiformes quasihomogènes possèdent des pro-

priétés analogues aux fonctions holomorphes quasihomogènes, étudiées 
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par Sait o dans le cas à singularité isolé e [38] . Sous des hypothè-

ses raisonnables, on obtient, pour 

X± A 
F = f^ .. . f ^ quasihomogène : 

. Si U est une unité, F et UF sont conjuguées via un chan-

gement de coordonnées, si bien que F est déterminé uniquement par les 

hypersurfaces f ^ (0 ) et les exposants A.. ; 

- F possède une écriture "polynomial e quasi-homogène" : 

dans des coordonnées ad-hoc, on a : 

A A 
F = P P  ^ * F l F p ' 

où les P_j sont des polynômes quasihomogènes, dans le sens usuel. 

Nous tenons à remercier Mesdames S. Caumette et D. Henry de Dijon, 

Madame Y. Panabière de Toulouse-Sabatier qui ont assuré la frappe du manuscript 

avec beaucoup de métier et de rigueur. 

Ce travail a bénéficié des conseils, des critiques et des idées de 

R. Moussu et I. Kupka. Nous les remercions particulièrement ainsi que B. Perron 

et 3. Martinet ; sans oublier le référée pour sa lecture critique du texte origi-

nal et ses suggestions. 

L'un des auteurs remercie l'Université Paul Sabatier de Toulouse 

pour avoir accepté de prendre en charge une partie de la frappe du texte. 
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. CHAPITRE I . 

FEUILLETAGE SINGULIER ET HOLONOMIE. 

1. Feuilletage singulier . Une 1-forme différentielle holomorphe ta 

sur une variété holomorphe M, vérifiant la condition d'intégrabilit é 

te A dw = 0, défini un feuilletage 5 * ^ d u complémentaire de son lieu  

singulier S ( o ) ) = {m € M ;  io (m) = 0}. Nous appelons feuilletage singu- 

lier de M la donnée du couple : 

Fu = (S (w), FU). 
En tout point de M le germe de w peut s'écrire gn où g est "le plus 

grand commun diviseur" des composantes de a> dans un système de coor-

données en m. Alors S(n) est de codimension > / 2 et définit sur un 

voisinage ouvert de m le feuilletage singulier ^  =  (S(n) , )  qui 

coïncide avec J e n dehors de S ( o o ) . Pa r recollement on obtient un 
—" (A ) 

feuilletage singulier unique de M noté : 

Fu = (S (w), FU). 

Le lieu singulie r S (CF^) est un sous-ensemble analytiqu e 
de M de codimension >, 2 et es t un feuilletage du complémentaire, 

qui coïncide avec e n restriction à M - S(w). Nous l'appelon s 

saturé de 

Toute forme holomorphe u>1 telle que eu A oo' =0 défini t le 

même feuilletage singulie r saturé que w. Ceci résulte directement du 

lemme de division de de Rham généralisé pour K. Saito dans [37]: 

Lemme de division;Soient w , u>' deux germes à l'origine d e <En de formes 

holomorphes (resp . de formes à coefficients dans l'anneau des séries 

formelles fi?n) telles que u> A w ' = 0. Si la codimension d u lieu 

singulier de u> (resp. la hauteur de l'idéal I ( a ) ) d e &  engendr é par 

les coefficients de OJ) es t >^ 2, il existe g 6 &n (resp . &^ ) te l 

que oo ' = g e o . 

En particulier s'il existe f € G> n te l que œ A df = 0, 
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S(3?w) est l'ensemble de s points m de M où l'hypersurface f  1(f(m)) 

est singulière et les feuilles de ÇF̂  son t les composantes connexe s 

des parties lisses des hypersurfaces de niveau de f. 

2. Eclatement d'un point. Cette notion est bien connue et nous ne la 

rappellerons que brièvement. Pour plus de détails le lecteur pourr a 

consulter [51 2 r par exemple. Le transformé <Cn de Cn par éclatemen t  

du point 0 est l'adhérence, dans Cn x]p<c(n-l), du graphe G de l'appli -

cation de passage au quotient 

<Cn - {0} »]P<E(n-l ) ,  x  >  [x] . 

C'est une variété holomorphe (lisse ) :  si t'-" :  V\ ——> <Cn 1 désignent 

les cartes canoniques de l'espace projectif , t ^= (tj' * ^j-i^j+i'• ",t̂  ' 

t^ = x^/xj, les applications : 

(*) . (x., t(j)) :  <Cn 0 ( Œ x V. )  »  C x c11"1 
3 D J 

constituent u n atlas de <Cn. Dans ces cartes la restriction 

E : C n —» Cn de la première projection, appelée application d'éclate - 

ment s'écri t 

E(Xj, t^-^ ) -  (Xjt^ , . . . , Xj t j _ ^ , Xj ,Xj . t ,  . . . ,Xj . t? )̂ . 

Le diviseur exceptionnel E ^J0) s'identifie à3P(C(n-l ) et 

visiblement E est un isomorphisme d e <Cn -JP<E(n-l) sur Cn-{0}. 

Signalons quelques propriétés de E que nous utiliserons pa r 

la suite. Si f est une série formelle nous pouvons considérer en tout 

point tQ d e PC(n-i) l e composé F,t d e f avec le germe E,t d e E en 
o o 

tQ. Un calcul facile dans le s cartes (*) . montre que F,t es t une 
^ o 

série Z  Ajîtjx-1 dont les coefficients son t des germes de fonction s 

analytiques e n t (e n fait des polynômes). On peut considérer F = foE 

comme un e section globale du faisceau E  associé au préfaisceau de 

base 3PC(n-l) dont les sections locale s £  (U) son t les séries 

E Aj(t)x^ le s Aj étant holomorphes su r U. Nous appelons S  l'anneau 
des germes l e long de3P(C(n-l) de fonctions holomorphes transversale - 

ment formelles . 

Remarquons auss i que la série f converge dès qu'il existe 

19 



D. CERVEAU, J ' F . MATTEI 

un point tQ de 3P<C ( n-1 ) tel que F,fc converge . Cela se vérifie aisé-
o 

ment par un calcul direct (cf . p.494) . 

On peut voir enfin que dans une carte canonique, par exem -

ple (x^t) , t  = t'1' , F(x1,t) = f(x1,tx1) est divisible par x^, v 
étant 1'ordre d e f, c'est-à-dire l e plus petit entier k tel que le 

k je t de f ne soit pas nul : 

F(x,t) = x^ f(xlft) . 

L'élément f  de G(V, ) s'appell e éclaté divisé de f dans la carte 

(x^t). Les zéro s de f(0,t) constituent u n sous-ensemble algébriqu e 

Cf de]P<E(n-l) appelé cône tangen t de f. Si f est holomorphe Cf est 

l'ensemble de s limites des sécante s (C.a., où a. tend vers 0 sur 
-1 D ' D 
f (0 ) . 

Toutes ces notions peuvent se définir plus généralemen t 

en un point m quelconqu e d'un e variété M holomorphe. 

3. Eclatement d'un germe de feuilletage singulier . L'image réciproqu e 

E*(co) d'une 1  forme holomorphe integrable sur un voisinage ouvert U 
n ^  —  1 de 0 dans (C , définit un feuilletage satur é de U = E (U ) que nous 

notons 

6* =  ( S ( < ? ) , * ? ) 

— O J O J O J 
et appelons éclat é de ^ •  Le cône tangen t de OJ en 0 est le sous-

ensemble algébriqu e delP<E(n-l ) 

C =  S(0* )  H 3P(C(n-l) . 

OJ O J 
Il est facile de voir que C^ ne dépend que du feuilletag e satur é 

5*OJ :  COJ = CO J ' Ŝ ^ UE 00 A W ' = 0 / et nous pouvons donc suppose r 

que S(OJ ) est de codimension >, 2. Déterminons un e équation homogèn e 

de C .  Soit v  1 'ordre de OJ en 0, i.e. le plus petit entier k tel que 

le k-jet J OJ en 0 soit non nul et écrivons, dans les coordonnée s 

(x, y), y = (y1#...,yn_1) , 

OJ =  J o j = a d x +  b, dy.+... + b ,  d y v v  l ,v-rl n-l ,vjrn-l' 

P .  T  (x,y) = xa +  y-.b, +  ...+ y , b . v+1 2 v  J l l , v Jn- 1 n-l ,v 

20 



NOTIONS FONDAMENTALES 

Un calcul immédiat montre que, dans la carte (x,t ) , t = y/x, de (C , 

E*(OJ) s'écri t : 

E*((u) = xv( (Pv + 1(l,t) + xQ(x,t)dx 

n-1 
+ X  E 

j = l 
[b. xAl,t) +  xQ. (x,t)dt.)) . 

On distingue alors deux cas : 

Le cas dicritique :  P .  . = 0. I l existe alors un j tel que b. n e -a— v  + 1 J  j, v 
V 4* 1 * 

soit pas identiquement nu l et x divis e E (OJ ) . En tout point de 

l'ouvert sem i algébrique de défin i par b^ ^(l,t) ^ 0, 1'éclaté 
t\f *  v  + 1 

divisé de O J dans la carte (x,t ) , OJ = E (OJ)/ X ,  ne s'annule pas . Les 

feuilles de son t transverses à3PC(n-l) en ces points et lorsque 

n = 2, OJ adme t une infinité non dénombrable de courbes intégrale s en 
2 

0, i.e. de germes de courbes analytiques y : <£, 0 - ^ < C , 0 telles 
que y  (w ) soi t identiquement nul. 
Le cas non dicritique :  Pv+1 4 0. L'éclaté divisé de O J dan s la 

carte (x,t ) s'écrit alor s 

S = L i ^ i =  p^+i(0,t)dx + xn. 

(où n es t une 1-forme holomorphe au voisinage de V^) et son lieu 

singulier est de codimension >y 2. Ainsi P v + 1 = 0 est une équatio n 

homogène du cône tangent .  Remarquons aussi que 

C c  C  , 
OJ O J V 

l'égalité ayan t lieu lorsque S(OJv ) est de codimension >, 2. 

o 

4. Réduction d'un germe de 1 forme holomorphe e n 0 g (E . Ce procédé 

généralise l e processus de désingularisation des courbes planes par 

éclatements successifs. Depuis I. Bendixon il a été étudié par divers 

auteurs[2],[17], [39] . Pour une démonstration concise et élégante de 

l'existence d e ce processus nous renvoyons l e lecteur à A. Ven den 

Essen p »-9 ] . Ce dernier montre qu'après un éclatement d'une 1-form e 

OJ = adx + bdy, les singularités du feuilletage éclat é qui apparais-

sent aux points du cône tangent de OJ sont moins "complexes" . Pour ce 

faire il prouve que le "nombre de Milno r d e OJ" , c ' est-à-d}.re 

VIQ(OJ) =  dim ̂ /̂ (u) ) diminu e après un éclatement, sauf si le 1-je t 

21 



D. CERVEAU, J - F . MATTEI 

de OJ n'est pas nul. Dans cette dernière éventualité on peut, en effec-

tuant une nouvelle séri e d'éclatements ,  c f. Seidenber g [39],ou [32J, 

éliminer les cas les plus dégénérés et se ramener à des modèles lo-

caux relativement simples qui constituent une classe de 1-form e sta -

ble par éclatement. Nous les appelions ic i formes réduites. 

Définition. Soit oj une 1-form e holomorphe sur une variété holomorphe 

M de dimension 2 , et m € M. Nous dirons que le feuilletage J* 1 es t 

réduit en m, ou encore que le germe oj,m de OJ au point m est réduit, 

s'il existe un système de coordonnées (u, v) centré en m et un facteur 

m* _ tels que O J . =  h O J , e t le 1-^et d e LÜ. soit M,m ^  m  ' m J  m 
de l'un des trois types suivants : 

(*) X1vd u - X2udv, XXX 2 ^ 0, *XA 2 et X2/Xi * ® + ; 
(**) Xud v ,  X  7* 0 ; 

(***) 0 3 (m) ^  0 . 

Depuis H. Poincaré et H. Dulac l a classification formell e 

des germes de 1-formes dont le 1-jet n'est pas nul est bien connue 

et a été étendue depuis aux champs de vecteur en dimension supérieur e 

par Brjuno [4 ] (cf . aussi [  30] ) . Au chapitre 4 de la cinquième par-

tie nous y reviendrons plus en détail, pour faire le lien entre la 

convergence des modèles formels et celle des facteurs intégrants . 

Bien que nous n'aurons pas à l'utiliser avant cette cinquième parti e 

donnons, à titre indicatif, les modèles locau x des formes réduites ; 

(X, Y) désigne un système de coordonnées formelle s en m, approprié; 

Cas (* ) ave c X1/X 2 £ Q . 

(1) w, m = A XdY - X2YdX ; 

Cas (* ) ave c X1/X 2 = -p/q, p,q € UN premier s entre eux. 

(2) S , =  pY(l+A(XPYq))dX +  qX(l+B(xPyq))dY, 

où A(T) et B(T) désignent des séries formelles d'une variable T ; 

Cas (** ) 

(3) OJ = XdY + Ä(Y)dX, 

où l(Y) désign e une série.formelle d'une variable. 
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D'après les théorèmes classiques de H. Poincaré et C L . 

Siagel [Al ] l'écriture (1 ) est convergente lorsqu e \^/\ ^ n'est pas 

réel ou bien est un irrationnel >  0 qui vérifie des conditions dio-

phantiennes. Signalons aussi que la classification analytique des 

formes admettant les modèles formels (2 ) et (3 ) a été récemment effec-

tuée par J. Martinet et J.P. Ramis [3 1 ] faisant apparaître des liens 

étroits avec la théorie d'Ecalle [l8]. 

Remarquons enfin que la condition imposé e dans (* ) : 

X ^ / X ^ e t X 2 / X ^ $ ©  es t plus forte que celle utilisée dans [32 ^ . Nous 

aurons aussi besoin d'un théorèm e de réduction légèrement plus fort 

que celui de l'appendice I  de [32] . Il s'en déduit sans trop de peine 

et nous laissons au lecteur le soin d'en compléter l a démonstration. 

En particulier l e diviseur exceptionnel apparaîtra ici "e n position 

générale" relativement au feuilletage réduit (conditio n (iv ) qui suit) . 

Théorème de réduction. Soit OJ une forme de Pfaff sur un ouvert U de 

<Cn, à singularité isolée 0 £ U. Il existe alors une application ana-

lytique (propre ) ÏÏ : M U / d'une variété analytique complexe M de 

dimension 2  sur U/Obtenue par composition d'éclatements ponctuels E ^ , 

telle que : 

(i) le diviseur exceptionnel D = ÏÏ (0) soit une hypersurface 

à croisements normaux . 

(ii) la restriction de ÏÏ à M-D soit un isomorphisme su r U - {0}, 

(iii) en tout point de M le feuilletage éclat é 
ïï (OJ ) 

soit 

réduit. 

(iv) en rout point régulier de £3*' chaque branche du diviseur 

exceptionnel est soit transverse au feuilletage, soit une feuille. 

Remarquons que le procédé de réduction est "canonique " : 

Dn éclate nécessairement le s points singuliers des feuilletages image s 

réciproques E^w, jusqu'à ce que les conditions (i)...(iv ) soient 

toutes satisfaites. Dans la suite nous raisonnerons fréquemmen t pa r 

récurrence sur le nombre minimum N(OJ ) d'éclatements nécessaires à la 

construction de ÏÏ. 
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5. Holonomie des variétés intégrales des formes réduites. Considérons 

un germe à l'origine d e <C d e forme réduite du type (* ) . 

ça = X^dx -  X2xdy + .. . 

Nous avons vu notamment dan s le paragraphe précédent qu e dans 

un système de coordonnées formelles (X,Y) ; OJ possède le s courbes intégra -

les í1) X = 0 et Y = 0. On peut démontrer que, même si ces coordonnées 

sont divergentes, OJ admet toujours deux courbes intégrale s transverses. 

En d'autres termes , si le système de coordonnées (x,y ) est bien choisi, 

OJ s'écri t : 

(a) O J = X1y(l+A(x,y) )dx - X2y(l+B(x,y) )dy. 

où A et B s'annulent à  l'origine. 

Par contre, lorsque OJ est du type (** ) , c'est-à-dire X 2 = 0 

et X^ ^ 0, on peut faire apparaître dans un système de coordonnées 

formelles deux variétés invariantes , mais la variété tangente à l'axe 

des y ne convergera pas en général. Dans [13] H. Dula c montre que OJ 

peut s'écrire, pour des coordonnées (x , y) appropriées : 

(b) O J = (x+ y A(x,y))dy - ymdx. 

avec m> 1  et A(0,0) = 0. Pour une démonstration de (a ) et (b ) le 

lecteur peut se rapporter à l'appendice I I de [32 ] 

Dans les deux cas nous pouvons donc supposer que l'axe des 

x est variété invariante . En d'autre terme , si OJ est holomorphe su r 

une boule U, 

V = U H  (C x 0 - {0}) 

est une feuille de .  Considérons 1'holonomi e d e V. Sa réalisation 
OJ 

h € Diff ((C) sur le facteur transverse { x = XQ } s'obtient e n posant 

(1) x = xQe2i7re, 9 € IR dans l'équation différentielle (2) : OJ = 0. Si 

(3) y = H(y', 6 ) est la solution de condition initial e y', o n a 

h (y1) = H(y',l). Les coefficients c_.(e) d u développement 

Z c.CeJy'̂ de H se calculent en explicitant (2 ) à l'aide de (1 ) et (3 ) . 

Dans le cas (a ) on obtient c^(6) = (2iïïX2/X1 ) c1(0). O n en déduit. 

(M Nou s dirons aussi " variété invariante" pour " courbe intégrale lis -

se" , bien que cette terminologie soi t plutôt employée pour les champs 

de vecteurs ou difféomorphisraes. 

24 



NOTIONS FONDAMENTALES 

puisque 0^(0) = 1, 

h(y) = e2i7rXy + y2g(y), X  = X2/X]L . 

Dans le cas (b ) o n obtient le système 

c¿(6) = 0 pour k < m, c^O) =  2iïïC1(e) . Ce qui donne : 

h(y') = y» + y,m(2iïï + y'g(y')). 

L'holonomie d'une variété invariante est un invarian t 

très riche du germe de feuilletage singulier, comme l e montre le 

théorème suivant : 

Théorème 1 [32] : Soit OJ = X.xdy + X2ydx + . u n germ e à l'origine de 
2 

<C d e 1-forme holomorphe, avec ^X2 ¿ 0. Alors OJ est linéarisable si 

et seulement si l'holonomie d'une variété invariante est linéarisa-

ble. 

6. Holonomie projective. Soit OJ un germe à l'origine de <Cn de 1-form e 

holomorphe integrable non dicritique. Le diviseur E (0 ) -lP(C(n-l) 

est une variété invariante du feuilletage éclaté :  le complémen-
0J «y 

taire L d u cône tangent C dan s 3PC (n-1 ) est une feuille de . 
OJ ^  O J O J 

Etudions son holonomie : 

WM ' VLU ; V > Diff«E,t0) 
réalisée sur le facteur transverse <E,tQ = E~1(Œ.a),t ,  a étant un 

point de €n qui porte la droite définie par tQ. Si f est la classe 

d'homotopie d'un lacet y (s), s  e fojl contenu dans L ft V. où V. est 

le domaine de la coordonnée projective t = t J, c f . 2 , on calcule 

le difféomorphisme d'holonomie h = Sí^ít) en procédant comme au para-

graphe précédent :  on intègre l'équation différentielle OJ = 0 après 

avoir posé t = y (s), OJ désignant l'éclaté divisé de OJ dans la carte 

(Xj, t) . Si Xj = H(z, s) est la solution de condition initial e z , on 

a h(z) = H(z, 1) . 

Un calcul facile laissé au lecteur montre que le 1-jet de h 

correspond à l'holonomie d e la forme homogène OJv , premier je t non nul 

de OJ en 0. Plus précisément si Z : (C, tn) »  (C, 0) désigne la 
— 1 0 

coordonnée Z( E (aa) ) = a, Sf ^ es t à valeur dans le groupe des diffé-
v 
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difféomorphismes «t z(C, t Q) linéaires en Z et le diagramme suivant 

est commutatif 

T T ^ L ^ ; t Q) !! > Diff(C, t Q) 

A 1 

T# do 

T r 1 ( L a j ^ ; t Q) 1 > # Z 0 C , t Q) C Diff((C,t0) 

où d Q désigne la differentiation (d Qh)(Z) = h'(0)Z et T # est induit 

par l'inclusion T : L C> L . 
r co * CO 

Exercice : Si co = a dx + b dy est une forme à coefficients polyno-

v v  v  ^  2 

miaux homogènes de degré v de C et 
P v  . 

P v + l ( x ' y ) =  x  a v + y  b v = 1 1 ( y "  t i x ) ' 
j = l 

le cône tangent C = {t. , . . . ,t } est contenu dans V. et n. (L ; t n) 

co 1 p 1 1 0) U 

est engendré par les classes des lacets Y j i J = 1 p , d ' indice 1 pa] 

rapport à t. et 0 par rapport à t^, k ̂  j. Les holonomies 
h . -  «  ( Y . ) son t donnée s pa r 

J v  J 

2i7rA . 

hj (Z) = e JZ , avec X 
b l,t.) 

3y ( 1 ' t j ) 

Le groupe d'holonomie de c o , H ( c o ; t Q) = Im(J*T ) est en fait 

complètement caractérisé par le groupe d'holonomie de la restriction 

i * ( c o ) de co à un 2-plan linéaire générique (l) i : <C2, 0 C—> <Cn, 0. 

En effet d'après un théorème classique de Zariski p2] si I désigne 

le plongement de2PC(l) dans 3PC (n-1 ) induit par i, le morphisme de 

groupe : 

est surjectif. D'autre part i" 1(C ) c C.*, x et le diagramme suivant 
J V co i ( c o ) 

est commutatif : 

(a) générique signifie qu'il existe un ouvert de Zariski non vide de 

la grassmanienne des 2-plans de <En pour lequel les morphismes asso

ciés sont surjectifs. 
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VLo ;  Kt0> ) Diff(C,I(t0)) 

i 

*i(I_1(V *  to) 

ïï , (L . * ,  v  .  % 

i j (<*> ) ;  tQ ) 

^ 4 * / ^ 

où x*est induit par l'inclusion T  : L.*, , C> L •  On en déduit l'éga-

lité des groupes d'holonomie : 

H(u, tQ ) = H(i*(oï) ; tQ) . 
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. CHAPITRE II . 

SEPARATRICES D'UN E FORME INTEGRABLE HOLOMORPHE. 

1. Notion d e séparatrices. Soit OJ un germe de forme holomorphe à 

l'origine d e <Cn, codim S(OJ ) >, 2. Une séparatrice analytiqu e (resp . 

formelle) de OJ est la donnée d'un germe d'hypersurface réduit e S 

dont l'équatio n f  = 0, f € . &n (resp . f £ &n ) , f(0) = 0, satisfait 

l'égalité 

(1) a ) A  df = f n 

pour une certaine deux forme n. En d'autre termes , OJ A df s'annul e 

avec f. La condition ci-dessus ne dépend pas de l'équation réduit e 

f = 0 de S :  si on change f  en uf, u(0) ^ 0, il vient : 

OJ A  d(uf) = uf. (n + " u dU) . 

Dans le cas analytique le s composantes connexe s des parties 

lisses de S - S(OJ ) sont des feuilles du feuilletage d e 

<En - S(OJ ) . Plus précisément nou s avons la 

Proposition 1. 1 - Soit S un germe de séparatrice analytique , (resp . 

formelle) de OJ d'équation réduit e f = 0, f € Ôn(resp . f €  0R ) . 

Alors tou t chemin y € (û1^ conten u dans S,i.e. f o y  =  0, et non 

contenu dans S(OJ ) u S(df ) est une courbe intégral e de O J . 

Preuve :  L'égalité 

oj(y(t)) A  df(Y(t)) = 0 

implique l'existenc e d e fonctions holomorphes u(t) , v(t) 0  telles 

que 

OJ(YU)) = ^ j- df (Y(t)) . 

Ainsi 

Y * (o> ) =  ~  7 * (df) =  0. 

Remarques :  1) Il est facile de prouver l a réciproque de cette propo-

sition dan s le cas analytique, et de plus la condition Y £ S ( O J ) CS(df) 
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est alors visiblement superflue. On pourrait voir aussi que cette ca-

ractérisation des séparatrices est encore vraie dans le cadre formel. 

2) Lorsque n = 2 la notion de séparatrice est équivalent e 

à celle de courbe intégrale, aussi bien dans le cadre analytique que 

formel. Nous utiliserons alors indifféremment ce s deux notions. 

2. Existence de séparatrices. Récemment encore le problème de l'exis-

tence d'une séparatrice pour un germe de forme intégrable restait 

sans solution. Une réponse affirmative vient d'être donnée par 

C. Camacho et P. Sad dan s [6 ] lorsque la dimension ambiante est 

deux : 

2 

Théorème 2.1 - Tout germe de un forme holomorphe à l'origine d e C 

possède une séparatrice. 

En dimension plus grande que deux il existe des formes intégrable s 

sans séparatrice .  Il en est ainsi pour la forme OJ suivante donnée 

par G. Darboux : 
, n n+lx , ,  , n n+lx , ,  , n n+l x , 

OJ = ( x z-y )d x + ( y x-z )d y + ( z y - x )dz , 

où n >, 2. Pour établir le fait que OJ ne possède pas de séparatrices 

on pourra se référer à [23 ] page 157 à 197. 

3 . Majoration du nombre de séparatrices en dimension 2. Ce problème 

a été étudié par H. Dulac dans [ 1 3 ] , pages 74-92 ainsi que dans [ 1 4 ] , 
Q.5 ] , c f. aussi [lé ] en utilisant l a méthode de réduction de BRIOT-

BOUQUET [ 3 ] . On obtient les mêmes résultats en raisonnant par récu-

rence sur le nombre d'éclatements N(OJ ) nécessaire à la réduction de OJ 

2 

Proposition 3 . 1  - Soit OJ un germe en 0  6  (C d e forme holomorphe, à 

singularité isolée , d'ordre v. Si OJ possède v + 2 courbes intégrale s 

formelles (a u moins) , alors OJ possède une infinité non dénombrable 

de courbes intégrales analytiques. 

Démonstration. Le cas N(OJ ) = 0 es t trivial puisque le s hypothèses de 

la proposition ne sont jamais vérifiées. Supposons l a proposition 

vraie lorsque N(OJ ) <  N et considérons le cas N(OJ) = N. Si OJ est di-

critique, en tout point de3P(C(l) - C pass e une feuille de V 
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transverse à3P(E(l) . Son image par le morphisme d'éclatement est un 

germe de courbe intégrale analytique de w. 

Supposons donc OJ non dicritique et désignons par 

vl'"**'vp "*"e s or<^res ^e l'éclaté divisé OJ de OJ aux points tlf..., t 

du cône tangent C .  Il est clair que 

v^ +... + V p ^  v  +  1. 

Supposons que OJ possède (a u moins) v  +  2 courbes intégrales formelle s 

distinctes Z.,... , Z J0 et notons n. le nombre de courbes Z , dont le 1' v +2 j k 
cône tangen t est t.., j = l , . . . , v +  2. Nous disons qu'il existe 

j € { l , . . . , v +  2} tel que n^ + 1  ^  v ^ +  2, et la conclusion résulter a 

alors de la récurrence. En effet si cela n'était pas le cas, on 

aurait n^ £ Vj et donc 

n, 4 .. . n < : v, +  . . . +  v  $  v  +  1, 

ce qui contredirait l'hypothèse . 

4• Description d'un feuilletag e singulier au voisinage d'une courb e  

intégrale et paramétrisations invariantes . 

En dimension deux la donnée d'une séparatric e d'un germe 

de 1-forme O J équivaut à la donnée d'une courbe intégrale , i.e. d'une 
2 

application holomorphe non constante y  :  C, 0 ( C ,0 telle que 

Y*(OJ) =  0. Comme nous l'avons vu au paragraphe 2, une forme integra-

ble OJ peut, en dimension supérieure à 2, ne pas posséder de sépara-

trice. Cependant elle possède toujour s des courbes intégrales . D'après 

le théorème 2. 1 i l en existe au moins une dans chaque sectio n plane 

i :  C2,0 C> <Cn,0 générique (i. e S(i* (u>) ) = {0}); l'existence e t la 

généricité de telles sections a été montré dans [32 ] . 

Dans ce paragraphe nous allons décrire le feuilletage régu -

lier 0 * d e <Cn - S(OJ ) sur un voisinage ouvert U d'une courbe intégra -

le épointée, Y(<C) * =  Y(Œ ) -  {0} , qui n'est pas contenue dans le lieu 

singulier de O J . Nous déterminerons e n particulier une paramétrisatio n 

analytique de la feuille de | u qui s'appuie su r Y(<E)* . 

Théorème 4.1 -  Soit OJ un germe en 0 £ <Cn de 1-forme holomorphe inte-
grable et Y  ' C,0— > Cn,0 un germe de courbe intégral e de O J , i.e. 
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Y*(Ü>) = 0, qui n'est pas contenue dans S(OJ) . I l existe alors un germe 

d'application analytiqu e F :  C1 1 " 1 , 0 — > C N , 0 tel que 

1) l'ensemble critiqu e C(F), 0 de F est strict :  dimQC(F) <  n-1 ; 

2) F factorise y :  il existe y :  1, 0 »Œ n, 0  tel que 

F o y =  y, e t Y(C), 0 n'est pas contenu dans C (F) , 0 ; 

3) F*(w) =  0. 

Dans un premier temps nous considérerons le cas où y est à 

valeurs dans un 2-plan générique su r lequel GO^ est réduite. Ensuite, 

par un procédé d'éclatements successif s nous nous ramènerons à cette 

situation. 

Théorème 4.2 - Soit w  un germe à l'origine de <Cn de forme integrable 

et i : C2, 0 C ^ i n , 0  un plongement tel que OJQ = i*(co) soi t réduite 

à singularité isolée 0. Alors, ou bien o ) possède une intégrale pre-
mière holomorphe, ou bien il existe une rétraction R : C n , 0 •  C , 0 

de i et une unité U £ &  tell e que w  = UR*(a> n ) ;  dans ce dernier 

cas on dira que w  es t triviale au dessus de W Q . 

Démonstration :  Puisque OÛQ est à singularité isolée, le lieu singu -

lier S (o)) d e ( o est de codimension >  2. S'il est de codimension 3 , 

le théorème de Frobenius singulier [28 ] assure l'existence d'un e inté-

grale première holomorphe. Montrons que lorsque codim S (GO) = 2, oo 
est triviale au dessus de O) Q . 

Tout d'abord, s i do >Q ne s'annule pas en 0, nous sommes en 

présence d'un phénomène de Kupka-Reeb, [25 ] [36], et il est alors 

bien connu que u  est triviale au dessus de c o . 
o 

Lorsque doipCO ) =  0, le 1-jet de O) Q est nécessairement du 

type 

j 1 o ) ( ) =  X  (x dy + y dx) , X  ^  0, 

où (x , y, t^, -, t R) es t u n système de coordonnées te l que le 2-pla n 
2 

i(C )  soit donné par t =  .. . = t =  0. Ainsi : 
3 n 

n 
oj = a dx + b dy +  I  c  . dt., 

j=z ^  3 
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a X x "t* • • • f 

b = Xy +  ..., 

Cj(0) =  0, j = 3,..., n 

Remarquons que l'application (a , b) :  <En,0—><E2, 0 est 

une submersion, et donc (a , b )" (0) est une variété analytique liss e 

de codimension deux. Comme elle contient l e lieu singulie r de o j , qui 

est aussi de codimension deux, on a l'égalité : 

S (OJ) =  {a = b = 0}. 

Les coefficients C j , qui s'annulent su r S (tu), appartiennen t 

à l'idéal (a , b) C & n engendr é par a et b : 

Cj =  u^a + v_.b, j  = 3,.../n. 

Ainsi les n-2 champs de vecteurs, linéairement indépendant s 

8 8  8 

XJ = "ât7 " uj a ï " vj "ây ' 

annulent O J . L'application : 

(J) : (C2 x Cn""2, 0 — —* <Cn 

(x,y,Z ,..., Z )  •  <j>£ 0...0 ^ (x , y, 0,...,0) 
n 3 

<J>3 désignant l e flot de X j , transforme l e feuilletage 0*^ en un pro-

duit fP^ x <cn 2, c f. [7] . La rétraction est le composé R = p o <J> 1 
- 1 0  2 

de <J> ave c la projection linéair e sur C x 0. 
Q.E.D. 

Remarque 4. 3 - Dans chacune des deux éventualités du théorème 4.2., 
2 

si y  :  (C , 0) »  (C , 0) est une courbe intégral e de OJq , il existe 

une application F :  Cn_1, 0—><Cn, 0  qui vérifie le s conclusions du 

théorème 4.1 . C'est clair lorsque OJ est triviale au dessus de OJ Q . 

Lorsque OJ possède une intégrale première f , la courbe Y est contenue 

dans la partie lisse de 1'hypersurface { f = 0} et on utilise alor s 

le théorème de désingularisation d'H.Hironak a [2lQ. 

Remarque 4 .4 - Soit t t : M ^  CN une application holomorphe d'un e 

variété holomorphe M de dimension n dans CN qui factorise l a courbe 

Y , i.e . il existe y :  Œ,0 -> JM,m telle que ir o Y = Y  • Si la courbe y 
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n'est pas contenue dans l'ensemble critiqu e C(TT ) de -n et s'il existe une 
ru n  —1 

application holomorphe F :  Œ ,0 + M,m qui vérifie les conditions 1)-

3) du théorème 4.1., relativement à  ir*(aj ) et y, alor s F = ir o $ véfi-

fie aussi les conditions de 4.1. relativement à w et y, 

Démonstration du théorème 4.1. - D'après la remarque ci-dessus, par é-

clatements ponctuels successifs qui désingularisent l a courbe y, nou s 

sommes ramenés au cas où y est une courbe lisse. Considérons un 2-pla n 
2 n 

i :  Œ ,0 + Œ ,0, transverse à  OJ, qui contient la courbe y Pa r éclate-

ments successifs de variétés de codimension 2 transverses au 2 plan, 

nous pouvons réduire u > (o u plutôt ^ )  en ce sens que nous réduisons 
o -*"G J _ 2  n— 2 

o)Q dans l'espace ambiant Œ e n identifiant Œ  à  Œ  x  Œ . 

Plus précisément, s i x,y, t^,...,t désignen t des coordon-
2 j  n 

nées telles que ( Œ ,0) soit donné par t3 = ... = tR = 0, et y paramé-

trise l'axe des x, on se ramènera à  : 

n n 
a) =  o) Q + Z t . (a . (x,y,t)dx + b.(x,y,t)dy) + Z c.(x,y,t)dt . 

j=3 J  j= 3 J  3 

u)Q = xPœ, w  réduite, S(UJ ) = 0, c..(0) =0 ; 

Y(x) = (x , 0, -, 0). 

Considérons alors l'application : 

a :  C n , 0  »  <Cn , 0 

a(u, v, z) = (u , v, up+1z) , où z = ( ^ ,  -, zR) . 

2 

Sur le facteur < C x  o , a  est l'identité. Ainsi y s e factorise à  tra -

vers a par y Ou) =  (u , 0, -, 0) qui n'est pas contenu dan s l'ensembl e 

critique C( a ) =  {u = 0} de a . D'autr e part a*(o) ) es t divisible par 

: 

o (OJ ) =  U*0 ) 

_ 2 

et visiblement l a restriction de œ  à  C  x  o  est réduite, à  singula -

rité isolée. Les remarques 4.3 et 4.4 permettent de conclure. 
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. CHAPITRE III . 

FACTEURS INTEGRANT S ET SYMETRIES. 

1. Notions de facteur intégran t et de symétrie. 

Définition :  Un facteur intégrant holomorphe (respectivemen t méromor- 

phe) de la forme integrable holomorphe 0 0 est un germe f de fonction 
holomorphe (respectivemen t méromorphe) tel que la 1-forme méromorph e 

~ soi t fermée, i.e. : 

d(|) =0 (1) . 

Remarque :  le quotient de deux facteurs intégrants est une intégral e 

première méromorphe de O J . 

Si f est une série formelle (o u un quotient de séries for-

melles) nous dirons que f est un facteur intégran t formel. Mention-

nons de suite,et ceci sera précisé lors de la connexion avec les pro-

blèmes de formes normales, que l'existence d'u n facteur intégran t 

formel n'implique pa s toujours l'existence d'u n facteur intégran t 

convergent. 

En réécrivant (1 ) sous la forme : 

f do j = df A  O J (2 ) 

on établit lorsque co d S(o) ) ¿ 2 / la : 

Proposition 1.1 . Les composantes irréductible s des zéros et des pôles 

de f sont des séparatrices de OJ (co d S(a)) >̂  2). 

Considérons une forme OJ possédant un facteur intégran t f 

et soit X un champ de vecteur méromorphe solutio n de l'équation li-

néaire : 

OJ(X) =  f. 

Nous avons la : 

34 



NOTIONS FONDAMENTALES 

Proposition 1.2 . Le champ X laisse invariant le germe de feuilletage 

*F' transversalement , i.e . transporte feuille sur feuille. Plus pré-

cisément, nous avons l'identité : 

(Lxco) A a) = 0 

où Lx, désigne la dérivée de Lie suivant X. 

Le mot transversalement est justifié par le fait que 

u(X) = f é 0, et donc X n'est tangent à 9̂  qu e le long des séparatri-

ces ( f = 0) . 

Démonstration :  La condition d'intégrabilité : 

u A du = 0 

conduit à l'identité : 

u(X).du + (i x du) A  O J = 0. 

Puisque d'après (2 ) : 

u (X) .du = d(u (X) ) A u, 

il vient : 

d(u(X)) A u + ix du A u = 0 ; 

soit encore : 

Lx u A u = 0. 

Ceci nous conduit naturellement à introduire la 

Q.E.D. 

Définition :  Soit u un germe de forme holomorphe integrable à l'ori-

gine de C N. Une structure transverse ou symétrie holomorphe (respec - 

tivement méromorphe) est la donnée d'un germe de champ de vecteurs 

X holomorphe (respectivemen t méromorphe) satisfaisant les conditions 

suivantes : 

u(X) é 0, Lx u A  u = 0. 

Notons qu'une forme u peut posséder un facteur intégran t 

holomorphe f sans posséder pour autant de symétrie holomorphe, mais 

seulement méromorphe :  il n'est pas sûr en effet que f appartienne à 

l'idéal des composantes de u. C'est l e cas en général pour une forme 
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df. 

du type f^.-.fp E  X ^ — ( i ci f  = ^...fp) lorsqu e le s n e sont pas 

des coordonnées. 

En relisant la preuve de 1.2 à reculons on établit facile-

ment la : 

Proposition 1 . 3 . Si X est une symétrie de O J , f = O J (X) es t un facteur 

intégrant de O J . 

Justifions maintenant l'appellatio n "symétrie " celle de 

structure transvers e étan t naturelle. Considérons l e sous groupe g^ 

des germes de difféomorphismes, disons holomorphes, qui laissen t 

invariant le feuilletage : 

g =  {(j ) 6  Diff((CN,0) , <j > *oj A  OJ = 0 } • 

g^ n'est jamai s réduit à l'identité puisqu'il contient tous les grou-

pes à un paramètre <f> Y t des champs Y annulés par OJ : OJ (Y) =  0. 

Ceci fait d'ailleurs de g^ un groupe continu. Si X est une 

structure transvers e holomorphe de O J , le flot ^ t  de X est dans g^ 

et les seules feuilles L qui sont laissées fixes pa r <J)V . , 

A , "t 
i.e. 4>V •»-(L) c L ' sont les séparatrices holomorphes d'équation s 

OJ(X) =  0. Notamment deux feuilles "voisines " L et L' sont analytique-

ment dif f éomorphes via cj > .  : L = <j>v . L ' . 

A , t A  , t:̂  
Pour illustrer ceci, énonçons la : 

Proposition 1 . 4 . Soit OJ ^ une forme homogène integrable sur CN non 

dicritique, i.e. : 

OJV =  E  a±(x) dx±, 

où les a. sont des polynômes homogènes de degrés v  tels que 

E xiai(x) 4 °- Alors le champ radial R = E  x̂  es t une symétri e 

pour OJ^ et donc oj ^ (R) es t un facteur intégrant de OJ ^ . 

Démonstration :  Le flot ^t(x ) = et.x du champ R satisfait à : 
f t . t  .  (v+l) t 

( P * . O J =  E  a. (e .x) e .dx . = e .O J , 
T v  i  i  v 

si bien que : 
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LR % "  ( V + 1 ] * % ' 

Q.E.D. 

2 . Existence d'intégrales premières multiformes en présence de symé- 

tries. 

Intuitivement, en présence d'une symétrie l'espace de s 

feuilles est "paramétré" par le temps du flot de X. Il n'est donc pas 

étonnant que l'on puisse exhiber des intégrales premières i.e. des 

fonctions F telles que : 

u A dF = 0 ; 

Si F est multiforme, cette égalité devant être vérifiée pour 

chacune de ses déterminations. 

Théorème 2 . 1 :  Soit u > un germe de forme integrable holomorphe à l'ori-
gine de <Cn possédant un facteur intégrant méromorphe : 

m, m 
f 1 f p 

h - * - 1  ? 

9l • " V 
où les fi, g., sont irréductibles étrangers ;  nu, n.. € JN. Alors w pos-

sède une intégrale première multiforme du type suivant : 

a 
m,-l m  -1 
f / ... f P 

1 P F = e 
X, X 

f 1 f  p 
1 p 

où les Xj e C  se calculent en intégrant su r de petits cercles Yj 

autour des hypersurfaces f j = 0 : Xj " 2Î7 Xj

h 'Xj " 

et a est un germe de fonction holomorphe. En d'autres termes, si on 

passe au revêtement universe l 

p : Z <C n - U  (f =  o ) 

de C N moin s les séparatrices (f j = 0 ), la forme p* UJ possède alors sur 
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Z l'intégrale premièr e holomorphe usuelle F :  P*O J A  dF = 0, la crois-

sance de cette intégrale à l'infini étan t liée à la nullité ou non 

de a . 

Démonstration du théorème 2.1 :  Considérons l a forme fermée méromor 

phe : df . 
Q =  ~  -  E  X  . —p- , 

où les X . sont définis comme dans l'énoncé par : 

Xj ~ 2Î¥ 
Y3 

h ' 

Si les cycles Yj autour des hypersurfaces f_ . = 0 sont choisis assez 

petits, ils engendrent H1 (<Cn - U(f.. = 0)) [22 ] e t les A., sont alors 

définis sans ambiguité. La forme ft est alors exacte dans 

<Cn - U(f . = 0) , i.e. 
j 3 

fl = d H, 

où H est une fonction holomorphe (uniforme ) sur CN - U (f. = 0 ) obte -
j 3 

nue de façon usuelle par intégration de Q sur les chemins. Nous al-

lons montrer que H s'étend e n une fonction méromorphe à l'origin e 

0 de <Cn. Soient S(OJ ) le lieu singulier de u  et X = u(f j = 0) ?  pour 

obtenir l e résultat il suffit, en vertu du théorème de Lévy, de 

prouver que H s'étend e n une fonction méromorphe en tout point 

a € xiisse " 23 '  so^t donc a un tel point, disons a  6  (f1 = 0) ; 

puisque a ^ S(OJ ) il existe une submersion V en a et des unités U 

et a  telles que : 

OJ, a = U dV, 

f1#a =  a  .  V. 

Nous avons alors : 

df. T T df . 
_ ^ oj, a „ , i  _ u v , i fi,a = T~~~ " -  E X . — F - =  T - — dV -  E X . — F - . h,a i  n, a i  r \ 

Ce qui s'écrit encore , puisque f  .(a) ^  0 pour j  > 1 : 

fi'a = Wl -  Xl ^ +  dW2 ' 

où W, et W~ son t holomorphes et a et W, (a) ^  0. 
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Puisque fi est fermée, es t visiblement une fonction de V : 

Wl = Z ai V±' a o * °" 

Sur un petit voisinage B de a privé de 1'hypersurface V  = 0, nous 

avons : 

n = z a. V1 -  x . &r + dW9 = dH. i ^n ^ I V 2 

Comme H est uniforme an _^ = \^ et H s'étend san s ambiguïté à V = 0 

par la formule : 

H = w2 + ai Vi+1_nl ,  a Q ,2 0 

en une fonction méromorphe au voisinage de a, possédant un pôle 

d'ordre n,-l sur { V = 0}, =  {f, = 0 }, . Ainsi H se prolonge en une x a x a 
fonction méromorphe à pôles d'ordre nj""1 sur les hypersurf aces 

{fj = 0}. Elle s'écri t 

H = a 
n.-l n  -1 
f 1 f  p 
rl ' - p 

r 

où a € & n et les f^ ne divisent pas a. 

Proposition 2. 2 :  Si O J possède une intégrale première multiforme : 
a 

m - 1 m  -1 
1 P 

fl p  X l X p 
F = e . f  ̂.. . . f  ̂f 

alors œ possède un facteur intégrant . 

Démons tration :  On a l'égalité : 

o) A 
- df i 
EX. +  d 
- 1  r i 

a 
m,-l m  -1 
f 1 f  p *1 ' " p 

= 0. 

La forme oo ^ : 

m. n i / df . \ 

ttl = f11...f p(s h +  d »  m  _A 

est visiblement holomorphe ;  du lemme de division de K. Saïto ( 1 , 1 ) 
résulte l'existence d'u n germe g € & n te l que =  g. u. 
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Le germe de fonction méromorphe h = 

m> m 
f 1 f  p  

rl " ' p 
g 

est alors 

un facteur intégran t de OJ. Q.E.D. 

Suivant la nature du facteur intégrant on peut préciser 2.1 . : 

Corollaire 2.3 . a) Si le numérateur du facteur intégrant est irréduc-

tible, OJ possède une intégrale première holomorphe usuelle . 

b) Si le numérateur est réduit, OJ possède une intégra-
Xl X D 

le première multiforme du type f^ .. . fp • 

c) Si le numérateur n'es t pas réduit alors a  n'es t 

pas identiquement nul. 

Démonstration :  exercice. 

3. Les formes modèles o > m  ̂; connexion avec des feuilletages donné s 

par des action s linéaire s abéliennes. Lorsqu'une form e o ) possède 

un facteur intégrant f , nous venons de voir que ou possède l'intégra -

le première e 

u 

m.-l m  -1 
f 1 i f  p  

rl p 
A. Xn 

f 1 f  P r .. . r , 

m_ m 
f 1 f  P 

- 1 p 
avec f = — £ — . 

n, n 

Considérons l'applicatio n F  = (f 1,...,f ,  a ) : 

F :  Cn , 0 >  < C P + 1 , 0 , 

et la forme intégrable polynomiale su r <CP : 

o) A ~  x, .. . x « x . . m, À 1  p  p+ 1 

d x

P + i 
x .  . 
p+1 

P 
E 

j=l 
(mj-1) 

dx. 
1 

m l m p ? 
+ x1 ...x p i = 1 

xi 

dx : i 
x. 
i 

où les x. sont des coordonnées de ïP + 1,0. Visiblement 

F* 0 ) .  A o) = 0. m, A 

Lorsque l'applicatio n F  est transverse à la forme <*>m̂ x 

i.e. S ( F * . ) = F "1 S(O) . ) et codim S(F*o > .  ) = inf (codi m S (o> J , n ) , 
OJ,A m , A m, A m , A 

alors le facteur intégran t f est holomorphe. En effet, si F est trans-
verse à  o u .  , alors cod S  (F*OJ .  ) >y 2 ;  de plus si le facteur 

m, A m , A 
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intégrant f s'écrit : 

m. m 
f =  f l X . . . £ p P /  g , 

nous avons clairement : 

g. o ) = F* o ) ,  . 
m, A 

De sorte que g est nécessairement une unité. 

La distinction entre facteur intégran t holomorph e et mé-

romorphe apparait donc naturellement :  c'est une condition de trans- 

versalité. Nous obtenons ainsi le : 

Théorème 3.1 . Si la forme integrable OJ possède un facteur intégran t 

ml m  + 1 
holomorphe f = f1 .. . fpP, H exist e une application F :  <En,0 + <EP , 0 

et une unité U telles que o o = U.F* o> w  o ù O J .  est une forme modèle 
+1 m,\ m, X 

sur <Ê  

Notamment s i OJ est une forme homogène non dicritique su r Cn 

de degré v <: n-1, ou bien OJ est conjuguée à une forme OJ su r Cn, ou 
m. f À 

bien il existe un entier p < n et une application polynomial e 
F :  <Cn,0 -* <EP,0 telle que OJ = F* OJ .  , où cette fois OJ ,  vit sur <CP. 

^ m , A m, A 

Les seules formes homogènes non dicritiques sans réduction 

possible de variables sont donc les formes OJ ,  . 
m, X 

Exercice :  Toute forme homogène integrable non dicritique de degré 

deux sur Cn est linéairement conjuguée à l'un des modèles suivant : 

ül ~ X1X2X3 . 1 X l 

dx9 
X0 + 
2 x 2 

dx~ 

3 X 3 , x ± e (C ; 

_ 2 
ü2 " X1X2 

dx2 

dx3 - x3 —2 +  x2 

dx dx0- I 
X, +  X0 — -
1 xl 2 x2 J 

, X ± € (E; 

Q3 - xl 
dx. 
"xT +  d  ~2 1 x r 

où a est un polynôme de degré deu x non 

divisible par x^; 

« 4 =  xl î 
dx. j 
— + 
x1 V 

où ip est un polynôme irréductible homogène 

41 



D. CERVEAU, J-F. MATTEI 

de degré deu x (premie r avec x^) ,  X € <E, 

ft,- = dij; o ù es t un polynôme irréductibl e de degré 3. 

Nous allons maintenant essaye r de décrire les formes OJ ,  . 
m, A 

Remarquons dans un premier temp s que l'on peut supposer satisfait e 

la condition suivant e :  les couples (m^ , X_.) et ( i t K , X )̂ sont dis-

tincts pour i  / j. Si ce n'était pas le cas, par exemple (m1 , X1) = 

(1112, ^) , en Posant n = ^1*^2 on °̂ )t̂ enĉ rait : 
g 

m.-l m~- l m  -1 
f.1 tj- ... f p 

a 1  2  P 
X  ̂A  0 X  ~ X 

'- 2 f 2 f 3  f P =  € 
-1 r 2 r 3 " ' p 6 

a 
m2-l m3""l m p 
h f ~ •  • «f X 0 X~ X 

3 P  . h 2f 3 .f P 
3 P 

ce qui signifie qu'un pull-back nous ramène à l'hypothèse anoncée . 

Nous désignons par |m | la longueur Em i du multi-indice m = (m^ . . . ,nip) . 

Il est nécessaire de distinguer le s trois cas suivants : 

3.a. ;  I m[ = p. 

Ici tous les m^ valent 1 , donc les X^ sont distincts deux 

à deux ;  dans ce cas les formes modèles OJ1 x  s'écrivent : 

p d x 
OJ 1 ,  , = x, x _ Z  X . —— +  x,...x^ dx . 

X 1  p  i=1 1  x ± 1  p  p+ 1 

Le lecteur s e convaincra aisément que la forme u> , ,  \ es t conju-

guée à la forme : 

V i = XI---XP 1 A± 
dx. 

1 

Nous retiendrons que la forme u> -  (et donc OJ . .  . après 
p— J . 1  • • • 1 , A 

Lsomorphisme) es t obtenue de la façon suivante : 

Ai = * Al xj aîT ' Ai 6 Œ ' " XAi = * Al xj a vvv 

où les A. sont n-1 champs de vecteurs diagonaux indépendant s : 

Ai =  * Al x j aî T ' Ai 6 Œ ' " Xj Ai - °-vv oi 

Remarquons qu e puisque le s A. commutent, l e feuilletage^?1-- (e t 
p-1 

/ T " ' P" " 1 
donc aussi \F )  est obtenu par une action linéaire de 

wi x 
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sur Cp : les feuilles de sont les orbites suivant cette action. 

La topologie de ces feuilletages singuliers a été décrite 

indépendemment par B. Klarès [24 ] et Camacho-A.Lins Neto [5 ] : 

шР-1 

Théorème 3.2 (C. Camacho, A. Lins et B. Klares) :  Une condition né-

cessaire et suffisante pour que les formes 

dx. 
fi. = x, ... x Z  Л. — - ,  o ù A. Ф 0 e t m x . ^  ГОЛ ., 

dx± 

52 = xl • • ' xp E *1 

soient topologiquement conjuguées est qu'il existe, après permutation 

éventuelle des indices, g £ G>!(2, JR) tel que : 

g(Xj) = yj / j  = 1,...,p. 

3.b. :  m  =  p+1 

Ici tous les indices m, valent 1 sauf l'un d'entre eux, 

disons m , qui vaut deux ; on a donc X.  ̂X . pour i  ̂j  ̂p+1. Ainsi 
hr J 

Ü)1,...,1,2,X xl"--xp xp+l p+1 

dx 1 

x. + xi ••• xp lXi 

dx, 

xi 

- xl-•-xp 
г p dx . 
dx «  . - x (1 —̂  + x S  X . —-p+1 p+ 1 x p p  i=1 3  x ± 

qui est une forme homogène de degré p. Le feuilletage 0^ 

1,...,1,2,X 

est encore obtenu via une action commutative de Cp sur <Ep+1 mais cel-

le-ci n'est pas diagonalisable ;  en effet ш т о л annule les 
champs linéaire s X. commutants : 

Э Э 
xj =  x j x i "âïï j "  x i x j "эГГ ' j  =  2 " - - ' P _ 1 > 

XP - xp "äfc - (ЛР xp - V i ) h > 

V i - Xl эхх ~ Xl Xp Эх ' 
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qui correspondent à une algèbre de Lie de matrices dont les élément s 

sont du type suivant : 

a l 

p-2 

a 
P 

О a 
P 

C'est donc la présence d'éléments nilpotents dans la décom-

position de Jordan qui fait apparaître l e facteur en exponentielle 

dans l'intégrale première . 

En fait l'algèbre de Lie peut être engendrée par n-1 ma-

trices : 

Ai = 

Ai 

p-2 
x1 

0 

1 

X1 

7 A. = 
1 

i=2,...,n-l 

Ai 

Ai kj 

X 1 0 

0 X 1 

On peut alors approcher la matrice A. par les matrices 

Ai Ai = 

Ai 

± 2 

X1 

t 

1 

X1 

en gardant la commutation ave c les autres matrices Ai : 

[A ,  A.] =  0 . 
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De sorte que les formes OJ . 0  . se laissent approcher par les 

formes du type OJ .  . , ou plus précisément par les formes OJ , 

L / T T T / L F A p  J L 

décrites précédemment dans 4.a. Nous reviendrons d'ailleurs à de 

tels problèmes d'approximations ultérieurement . 

3.C ;  |m| > p+1. 

Dans ce cas le premier jet non nul de : 

OJ • » X  I  •  .  •  X .  X  ,  - , 

m, À l  p  p+ l 

dx ,  , 
P+l . 

. P+ l 

P 

j=l 
(nij-1] 

dx : 
1 

m m  dx . 
+ «^...XpP ( E X. ^ i ) 

est : 

dx p  dx . 
xi---VVi ~ ^ 7 7 ' • (mj"1 } "x1 } ' 

F P+ l 3= 1 J  3 

qui possède 1'intégrale premièr e méromorphe 

m. -1 m  -1 
x 1 x  p 
xl *"x p 

p+l 

L'action commutativ e d e <C? sous jacente à wm ^ est engendrée par les 

flots des champs commutants suivant s : 

m -1 m_- 1 
X. » ((m.-l ) xp+1 -  A . ...xp P ) 

d 

P+l 
+ Xi 

3 
3x. ' 

Il y a ici encore des termes nilpotents dans la décomposition d e 

Jordan (a u sens des formes normales) des champs X . :  les termes 

m1-l mp- l 

xl *#,x p 
8 

3x ,  . 
P+l 

tombent en effet dans les résonnances des parties 

linéaires j  X j (e n fait dans les résonnances de l'algèbre de s j Xj). 

Comme conséquence nous avons le : 

Théorème 3.3. Soi t OJ un germe de forme holomorphe integrable possé-

dant un facteur intégrant. Le feuilletage $ es t le relevé par une 

application analytique d'un feuilletage singulier obtenu par une 

action commutative d'u n Cn 1 sur <En. 
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4. Quelques remarques et commentaires. 

4.a. Dans le cas général on ne sait pas, en dimension autre que 

deux, si toute forme intégrable O J possède une désingularisation, i.e . 
un morphisme 

ir :  X - > <Cn, 0 

d'espaces analytique s qui soit un isomorphisme en dehors d'un divi-

seur TT *(S) à croisements normaux, cod S > 2, et tel que les singu-

larités du feuilletage relevé 3*̂ * soien t "irréductibles " et décri-

tes par une liste de modèles simples. Ceci est possible lorsqu e le 

1er jet non nul de OJ est assez générique, auquel cas OJ se désingula-

rise au bout d'un éclatement(d e point} , cette situation sera étudiée 

en détail au ch. II de la 4ème partie ;  les singularités possible s 

de E*(OJ ) e n un point étant décrites par la famille O J .  . On peut 
m, À 

conjecturer que ceci est général :  les singularités irréductible s 

seraient décrites par des actions de groupes et des pull-back via des 

applications monomiales. 

En présence de facteur intégrant il y a possibilité d'obte-

nir une telle réduction, en désingularisant via Hironaka [2 | l'appli-

cation 

(f1#...ffp, a) : C N, 0 »  CP+1, 0 

où les f, et a sont donnés par l'écriture d e l'intégrale générale . 

Les modèles singuliers aux points du diviseur exceptionnel son t 

alors précisément le s formes OJ -  . c m , A 

4.b. La donnée d'un facteu r intégrant f (uniforme ) a permis de trou-

ver une nouvelle classe d'intégrales premières. On peut imagine r 

d'autres classes de facteurs intégrants :  par exemple du type 

a _ a 

f .. . f p. De tels objets apparaissent dans le cas homogène dicriti-
p 1  v+ n 

que en dimension 3 pour des formes de degrés v ayant -^v(v-1)(n-1)+1 

séparatrices algébriques (cf . {¿3 } , page 117) . A cette nouvelle clas-

se de facteurs intégrants correspond un certain type d'intégrale pre-

mière. Il serait intéressant de savoir si celles-ci possèdent une 

écriture sympatique . 

46 



NOTIONS FONDAMENTALES 

5. Extension des facteurs intégrants holomorphes, d'après [9]. 

Soit O J un germe en 0  €. < C N + P d e forme holomorphe integrable ; 

rappelons qu'un plongement i:Œn,0 + Œn+P,0 est dit transverse à OJ si 

S(í*(OJ)) = i_1(S(oj) ) e t codim S (i* (OJ) )=codim S(OJ ) et que l'existence e t 

la généricité de tels plongeraents est prouvée dans [32]. 

Lorsque nous établierons des théorèmes d'existence d'inté -

grales premières multiformes, un pas important consistera à se rame-

ner à la dimension 2. Ceci est possible grâce au 

Théorème 5.1. :  Soit OJ un germe de forme holomorphe integrable à 

l'origine de Cn+P et i : <Cn,0 Cn+P, 0 un plongement transvers e à 

OJ , n ^ 2. Si OJQ = i*oj possède un facteur intégrant holomorphe f q , 

d(-p-) = 0, alors OJ possède un facteur intégrant holomorphe f  tel que 
r0 

f o i = fQ. 

Démonstration :  Identifions l e plongement i à l'inclusion canoniqu e 

de <Cn dans <Cn+p = < C N x  <cp ? soient U et V des ouverts de Cn et Cp 
respectivement tel s que l'on puisse définir des représentants de OJQ 

et f-Q sur U et de OJ sur U * v ;  plaçons nous en un point m de 

U -  S ( o j g ) . Puisqu e OJ, ^ es t non singulière, il existe un germe de 

submersion X en m et une unité W tels que : 

OJ. =  W d X. 
m 

Nous avons alors : 

u0,m " W0 d V 
où WQ et Xq sont les restrictions à U de W et X : 

W Q = W o i , X Q = X o i . 

Notons, puisque a) Q m es t non singulière, que X Q es t une sub-

mersion en m, et toute intégrale première de co n es t une fonction de 
u ,m 

xo 
f0 

En particulier —— ,m (quotient de deux facteurs intégrants ) 
w0 

est une intégrale première holomorphe de OJq m, et il existe donc une 
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série convergente l € ®1 tell e que : 

f0 
^- ,m = i (XQ ) . 

Considérons l e germe en m de fonction holomorphe : 

f,m = W. A ( X ). 

Il est immédiat qu e f, es t un facteur intégrant holomorphe de OJ 

qui étend fn ^ ;  de plus c'est l e seul :  si g étai t en effet un U ,m , m 

autre facteur intégrant de oj, m étendant f~ ,  le quotient serai t 

0 ,m g  ,in 

une intégrale première (méromorphe ) de oj , m constante en restriction à 

C N x  {0},don c constante. 

Munissons maintenant l e produit <Cn x  <£p de coordonnées 
(x,t), x £ Cn, t  6  <C P ; en tout point m é  (U-S(OJQ ) x  {0} , il existe 

des germes de fonctions holomorphes f  j m/ 1 C 3NP tels que : 

f. (x ) = E  f  U) .t1 ,  f n (x ) = fn(x), . 

L'unicité des f_ impliqu e que les f, _ se recollent en des fonction s I, m ^  I  ,m 
holomorphes f j définies sur U - S(OJQ ) ;  comme S ( W Q ) est analytiqu e 

de codimension 2  les fj s'étenden t e n des fonctions holomorphes su r 

U. La série : 

f =  E  fx(x) t 1 

I€HP 

qui est a priori une série formelle, satisfait évidemment à : 

d(|) = 0 

et f  o i = fQ. 

Il nous reste à nous assurer de sa convergence. Elle découle du : 

Théorème 5.2 :  Soit OJ un germe de forme holomorphe integrable à 

l'origine d e <Cn et f un facteur intégrant formel de O J . Alors f con-

verge dès qu'il existe une courbe y  :  C,0 •> <Cn,0, transverse à  O J , 

i.e. Y * ( W ) =  0, sur laquelle f  est convergente :  f o y  €  # T • 

48 



NOTIONS FONDAMENTALES 

Démonstration. Nous adaptons aux facteurs intégrants la démonstration 

utilisée dans [32 ] p.49 4 pour les intégrales premières. 

Dans un premier temps examinons l e cas où le feuilletage 

ÇJÎ es t non singulier :  00 = g dx, g € 6 n, et y  une courbe transver -

se au n-1 plan x = 0. On chpisit le système de coordonnées 

x, y1,..-,yn/ pour que y (t) = (tp , 0,...,0). Puisqu e g est aussi un 

facteur intégrant le quotient f/g est une fonction de x : 

f = g A(x) , £  £ 0±. 

Mais, par hypothèse, f o y (t) = g(tp, 0,...,0) £(tp) converge«comm e 

g est convergente i l en est de même de Mtp ) e t donc de Mt ) . 

Nous allons voir que par éclatements ponctuels successifs , 

on peut se ramener à ce cas. Par ce procédé nous désingulariserons 

d'abord l a courbe y, qu e nous supposons désormais paramétrer l'axe 

des x. Ensuite par la série de k éclatements : 

Ek(x,t) = (x , xkt), t  = (t2,...,tn) , 

nous "désingularisons " le germe en 0 du feuilletage :  en effet, soi t 

y l e plus petit entier r tel que xr divise le germe en 0 de E * ( c o ) . 
Notons 

00 =  adx + b9 dy9 +...+ b d y 

OJ = —— =  (alx' x s  t  .A .) dx + S  B . dt. . 
xy j= 2 3  J j  J  3 

Si 00 est encore singulière en 0, il est clair que y  >y k. Mais ceci 

ne peut se produire pour k arbitrairement grand que si a(x,0) est 

identiquement nul ; ce qui est exclu car Y*(OJ ) =  a(x,0)dx # 0. 

Après cette réduction, le théorème découle immédiatemen t 

du fait qu'une série formelle f c  ̂converg e dès que son éclaté 

f o E,tQ au point tQ converge ,où tQ est un point de l'espace projecti f 

PŒ (n-1) . 

En fait le résultat qui sera fondamental dans la suite est 

le corollaire suivant : 
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Corollaire 5.3.: Soit OJ un germe de forme holomorphe integrable à l'origine de 

et i : Œ ^  u n plongement transverse à OJ, n * 2. Si OJ = í*(OJ) possè-
'u X  X  ° 

de une intégrale première multiforme f, ... f ^ , à exposants lR-indépendants (les 

f j étant réduits et sans branches communes), alors il en est de même pour OJ . 

df. 
Démonstration : Supposons que le lieu singulier de =  f, ...f EX . —p- est de co-1 Ç  ]  ri 
dimension ¿ 2. Il résulte alors du théorème de division que OJ = XJQ, U(0)  ̂O et 

f = f1...fpü est un facteur intégrant holomorphe réduit de OJq. Par le théorème 

5.1., f s'étend en un facteur intégrant FC ^n+p de OJ, qui est nécessairement ré-

duit. D'après le théorème 2.1.,OJ possèd e aussi une intégrale première multiforme 

\* x \ 
du type F. ...F ,^ . Il est de plus facile de se convaincre que si les f. sont irré-i q  i 
ductibles alors q' = q et À| = ( à une permutation près des indices). 

Assurons nous maintenant que l'hypothèse de ^-indépendance des expo-

sants Xj implique que cod S (fi) £ 2. Pour cela il suffit de vérifier l'inclusion 

s M c U (f±=o) 

Supposons qu'il n'en soit pas ainsi: il existerait un chemin analytique 

t -* y(t) contenu dans S(ft), notamment y*(̂ ) = O, et n'annulant pas les fj. Posons 

^ o  Y(t) = t Jujtt) ,  Pj e n 

où les Uj sont des unités, Uj(0) ^ O. La condition y*(fi) =0 conduit alors à l'iden-

tité : 

(E P j Xj)  ̂+ E Xj d(Log Uj) = O 

qui implique la relation E Pj Xj = o ; ce qui est exclu. 

Le corollaire 5.3. généralise le théorème d'extension des intégrales 

premières usuelles de [ 32 ] , mais l'idée de la démonstration de £ 323 n e semble 

pas s'appliquer ici. Dans [_ 9 ] en s'appuyant sur 5.1. on ébauche une théorie des 

déformations des formes integrables, le problème de la déformation universelle étant 

résolu en présence de facteurs intégrants. Cette notion de déformation universelle 

ne coïncide pas avec la notion usuelle utilisée pour les fonctions ; on trouvera 

un point de vue plus proche de celui-ci dans divers préprints de T. Suwa \j\2 ] à 

[45] 
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Le but de cette partie est de décrire l'obstruction a u 

recollement d'intégrales première s multiformes (e n fait celles dont 

l'espace des déterminations est de dimension 1 ) données localemen t 

le long d'une séparatrice . En dimension deux, les raisonnements "pa r 

récurrence su r le nombre d'éclatements" nous conduirons souvent à ce 

type de situation, la séparatrice considérée ic i étant l'espace pro -

jectif, l'existence d'intégrale s première s en chaque point du cône 

tangent étant assurée par l'hypothèse d e récurrence. Avant d'aborde r 

cette étude nous nous bornerons dans un premier chapitre au cas où 

le cône tangent est sans multiplicité. Sous des hypothèses généri-

ques il existera toujour s localemen t des intégrales premières et 

l'obstruction a u recollement apparaîtra dans la possibilité - ou non, 

de linéariser l e groupe d'holonomi e projectiv e de la forme OJ . Dans 

le cas général il ne suffit plus de considérer ,  qui ne rend 

compte, après réduction complète d e O J , que du feuilletage au voisi-

nage d'une branche du diviseur exceptionnel :  le premier espace pro-

jectif apparu dans le processus de réduction. On s'en tirer a en 

introduisant un groupe plus "gros " que ,  le groupe d'invarianc e 

des intégrales premières multiformes locales . 
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. CHAPITRE I . 

ETUDE D'UN CAS PARTICULIER . 

1. Formes à cône tangent générique. Considérons un germe à l'origin e 

de (E2 de J 

d'ordre v 

2 
de (E d e 1-forme holomorphe d'ordre v, OJ = adx + bdy dont le jet 

OJ =  a dx + b dy v v  v  2 

est "générique" , dans un sens que nous préciserons au cours du texte. 

Tout d'abord exigeon s que le cône tangent C^ de OJ soit constitué de 

v +  1 points distincts. Ainsi P^+1(x,y) =  xa^ + yb^ = 0 est l'équa -

tion homogène de C (qu i est alors égal au cône tangent C d e OJ ) . 
v 

Après s'être assuré, quitte à effectuer un changement linéaire de va-

riables* que les axes des x et des y n'appartiennent pas à C^, écri-

vons l'expression d e l'éclaté divisé de OJ dans la carte (x , t) , 

t = y/x : 

w = (Pv+1(l,t)+x(...))d x +  x(bv(l,t)+x(...))dt. 

Les points ^/•••/tp+i d e Cu annulent Pv+1(1rt), sans annu-

1er la dérivée P'(l,t) e t le 1-jet de OJ en t. s'écrit : v+1 J  j 

(1) jt.^ = =  pv+l(1'tj) (t-tj)̂  + x bv(l/tj)dt. 

Rappelons (parti e 1 ) que OJ^ s'écrit : 

d(y-t.x) 

(2) OJ v = c . n  ( y -  tjX ) E  X. . y_tJx , c  € Œ, 

avec 
b (l,t. ) 

V l «  c. n ( y - t.x), A . =  j- L 

et 

(3) x1 + . . .+ xp+1 = 1. 
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Nous supposerons que les X ^ ne sont pas réels, ce qui est 
une condition générique (semi-analytiqu e réelle ) sur les polynômes 

a e t b . 
v v 

Il résulte du théorème classique de Poincaré, qu'en chaque 

point tj le germe oj,t d e OJ est linéarisable. Ainsi on voit apparaî-

tre des variétés invariante s X.. , transverses à l'espace projecti f 

(ici l'axe des t). Nous pouvons les considérer comme le s éclatés 

stricts de séparatrices lisse s X_. = {f\ = 0>CC,Odeoj, le s f_. 

étant des submersions. D'après (3 ) on a : 

df . - , d f . 
(4) E * ( E X  -=1) = +  E X 

j 3  3  3  f.: 

où les f. sont les éclatés divisés (f . o E)/x des f., dans la carte 
3 o . 3  J 

(x,t). Au poin t t. , f . = 0 est une équation de k. et les autres 
3 3  r\, 3 

facteurs f, , k ^ j sont des unités. Puisque O J , es t linéarisable, 
k t j — 

il est facile de voir qu'il existe des unités u. 6 ,u.(t. ) ^ 0, 
3 Œ  ,t . 3 3 

telles que : 

(5) 
* A  df . du . 
OJ, A  (S | +  E X - ^ +  )  =  0 . 

t. x  f j U j 

D'autre part oj,t n' a visiblement pas d'intégrale premièr e 
3 

méromorphe ;  les u. sont donc uniques à  une.constante multiplicati -
3 au. 

ve près , mais leurs dérivées logarithmiques ~J elles , sont uniques. 

Nous allons déterminer un e intégrale première multiform e 

A X 
de OJ, du type u f. ... f P/ u(0) = 1 : 

P 
df. , 

(6) O J A  (Z X. -ji + 2g) = 0 . 

Pour cela nous allon s recoller les 
du. 
_ 1 
u. 
J 

On peut voir facilement que chaque u^ se prolonge a u voi-

sinage de tout ouvert connexe simplemen t connexe de3P<E(l) qui ne con-

tient d'élément de qu e le point t... Supposons donc le s u.. holo-

morphes su r des ouverts V\ qui recouvrent IPC(1) et se coupent au 

point tn delP<E(l) correspondant à la direction de l'axe des x. 
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Théorème 1.1 . - Sous les hypothèses précédentes, oj admet une intégra-

1 D 

le première du type f = uf^ ...fpp , u(0) ^ 0, si et seulement si le 

groupe d1holonomie d e la feuille =JPC(1 ) - d u feuilletag e 

éclaté est linéarisable :  dans une coordonnée appropriée z , es t 

un sous groupe du groupe G£z(l, <C) = {z a z /  a S C*}. 

Démonstration :  Prenons tg = [ y = 0] comme point de base dans la 

feuille e t l'éclaté de l'axe des x, {t = 0}, comme facteu r trans-

verse ((C , tp) à L^, pour réaliser le groupe d'holonomie H^. Ainsi que 

nous l'avons décrit au chapitre I , § 6 de la première partie, es t 

engendré par les difféomorphismes : 

h. =  «-(Tj) f 

où Yj est la classe d'homotopie d'un lacet C°° Yj, d'origine l e point 

tQ = 0 et d'indice 1  par rapport à t e t 0 par rapport aux autres 

points de ,  dans la carte (V^ , t = y/x) de3PC(l). De plus, on a : 

-2ÌTTÀ . 

hj(x) =  e 3 x +... . 

Pour chaque j  considérons l a 1-forme méromorphe donnée par (5 ) : 

dx df k du i 
D x  k  f k u . 

Par construction, l1holonomie hj s'obtient en intégrant au 

voisinage du lacet y _j, "un champ tangent à Œj" II résulte du fait 

que es t fermée que sa restriction au facteur transverse (C , t^) , 

qui s'écrit : 

I dW i d x 
°j|(c'V - ^ - - 5 + dvj ' V W j 6 <*c,t0 ' 

est laissée invariante par l'action de h_. (x) . Soit z = x+... un e 

coodonnée dans laquelle es t linéaire. Pour chaque j on a : 

-2iïïA. 

hj(z) =  y jZ ,  y  j = e 3 ; 

dW. , 
_ 1 =  S| + dVj(z), V.(z ) e <Ò1 ; 

^§ +  dVj(z) =  ^ +  d(Vj ( y j Z ) ) ; 
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. On en déduit que dV\(z) = dV\(y..z) et, puisque 

Xj n'est pas réel : 

dVj(z) =  0• 

Ainsi le s formes méromorphes fij coïncident en restrictio n 

au facteur (<C,tg) . D'après (5 ) on a aussi :  ^  A  îî ^ = 0. On en déduit 
sans peine que .  = ft, sur l'intersection d e leurs domaines. En par-

D * 
du. 

ticulier le s —^ définissen t un e forme holomorphe fermé e au voisinage 

delPC(l) qui, par intégration, donne une fonction holomorphe u € 0(V ) 

sur un voisinage époint é de 0 dans (T2. Par le théorème de Lévy [35 j , 
X X 

u est holomorphe e n 0. Visiblement u  ...fp p vérifie (6). 

Nous laissons le soin au lecteur de montrer que H es t linéarisabl e 

Xl X D 

dès qu'il existe une intégrale première d u type u.f ^ ....f K . 

Q.E.D. 
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. CHAPITRE I I . 

LE CAS GENERAL. 

1. Généralités su r les fonctions multiformes. Soit U une variété 

holomorphe et r :  tb  ̂U son revêtement universel. On appelle fonction  

multiforme su r U toute fonction holomorphe su r U. Tout e 1-form e ho-

lomorphe fermé e n sur U définit par intégration une fonction multi-

forme f unique, à une constante près, qui vérifie l a relation 

r*(n) A  df = 0. 

Depuis les travaux de G. REEB [36 ] de tels feuilletage s 

définis par des 1-forme s fermée s ont été largement étudié s dans le 

cas réel, c.f [33] , [48], et cette situation est bien connue des 

spécialistes. Dans les cas qui nous intéressent nous adopterons un 

point de vue plus spécifique faisan t intervenir directement l'holo -

morphie de f : par prolongement analytique f  est entièrement déter-

minée par l'une de ses déterminations en un point. 

Si f est multiforme su r U on appelle déterminationsde f 

en a € U l'ensemble de s germes f a,o r 1 . aux points a' de r 1(a), 
, a a , a 

où r""1 ,  est la section de r telle que r~l ((a ) = a'. Nous désignons a, a a , a 
par D(f) C  6r T l'ensembl e de s déterminations de f en a et par a u , a 
V(f) l e <C espace vectoriel de O engendr é par D(f) .  Le groupe a u , a a 
d'homotopie ^1 (U,a) agit sur D(f) e t donc aussi sur V(f) pa r x a  a 
prolongement analytique : 

TT]L(U,a) >  Autc V(f)a. 

Etudions maintenant plus précisément l e cas d'une fonctio n 

multiforme f  = f^ ...fpP , X^e C , les fj e ©n étan t réduits irréduc -

tibles. Quitte à réordonner le s indices nous supposerons que 

X , . . . , X n e sont pas des entiers positifs et que X  + 1 l e 

sont, l'égalité p = q étant bien sur autorisée. Soient U une boule 

assez petite centrée en 0, l'hypersurfac e d'équatio n f_ . = 0 ; 
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les ouverts 

uk = Ü - xxu...u Xk ,  k  = l,..„ p , 

et r, :  IL , —* U. leur s revêtements universels. Décomposons f  en le 
X X \  A 

produit f'.f" où f1 = f, ... f q est multiforme su r U e t f"=f ^..f p 
1 q  q 

est holomorphe (uniform e sur U). Ainsi f est multiforme su r Ug et 

Log f1 est obtenue par intégration de la forme n  / holomorphe su r U : 
dfx d f 

n = Xl ~f7+---+Aq T3 * 1 *  q 

Il en résulte que si y :  [O, l]—>• Ug est un lacet d'origine a, sa 

classe d'homotopie y  e ^(U^ ;  a) agit sur l'espace des déterminations 

V(f) suivan t la formule 

y .  f0 = e f0, 

avec 
f df l Ûfn 

2i ÏÏ A = ( A . +  . . .+ A A . 
h 1  4  r q 

Ainsi V(f) es t de dimension 1  ; plus précisément : a 

Proposition 1. 1 :  Sous les hypothèses précédentes, D  (f)a est le 

sous groupe multiplicatif de V(f ) =  <C.fn engendré par 
a u 2iïïA.. 2iïï A 

f e 1 f e q f 

-L.Q f C J _Q f . . . , C J .Q . 
L'action d e ir (U ;  a) est transitive ;  c'est de plus un morphisme 

q 
de groupe. 

Démonstration :  L'action de 7r1(Ug ; a) est visiblement commutativ e 

et y .  fQ ne dépend que de la classe d'homologie [y j £ Hi^U q ; E ' de 

y. Pour prouver l a transitivité, il suffit de déterminer q lacets y^ 

dans Ug, d'origine a , qui induisent une base [y.. ] de (U ^ ; Z ) et 

tels que 
2iïïA. 

^j *  fo =  e  3  fo ' j  = i/•••,q . 

Pour cela donnons nous des disques assez petits Dj U  transverses 

à la partie lisse de 1  ' hyper surf ace X = X ^ - ^ U X^ e n des points a., de 

Xj respectivement, j  = l,...,q, et des paramétrisation s 

aj :  L0'1]— > ug du bord cj de Dj. Soient 3 j des lacets d'origine a , 

d'extrémité a.(0) , à  valeurs dans U e t notons y. le composé 
d q  j 

58 



RECOLLEMENT 

$j * *  Sj1- 11 est clair que 

X = X, U ...U X = X, U ... 
U X„ U X U...U X , 
1 q U...U U...U 
1 q 

= +  2 i T r X j , j  = l,...,q. 

La conclusion résulte alors du résultat suivan t bien connu 

(cf. [ 2 2 le s classes d'homologies des engendren t ^(Ug ?  y) • 

Introduisons maintenant l a notion de groupe d'invarianc e  

le long d'une séparatrice "uniforme." Dans ce qui suit on supposera que  

l'inégalité p  > g est satisfaite ;  c'est toujours possible, quitte 

à élever f à une puissance complexe convenable, et cela est sans 

importance pou r la suite. Désignons par X l'union des séparatrices : 

X = X, U ... U X„ U X U... U X , 
1 q  q +1 p 

et fixons un point aA y  0  de X, . su r une composante X . ,  où c 0 ' liss e r  3 Q 

JQ >  q. Donnons nous un plongement 

i :  C, 0  C _ * Uq, xQ 

transverse à X. a u point i (0) =a Q e t considérons le s sous 

ensembles D'(f ) e t V  ' (f ) d e 0 constitué s respectivement de s 
a0 a 0 

restrictions, par i, des éléments de D  (f) etv(f ) .  Nous appelons 
a0 a 0 

groupe d'invariance d e f en aQ le sous groupe de Diff((E, 0) , form é 

des difféomorphisme s holomorphe s de €, 0 qu i laissen t D ' (f) 

a0 
invariant : 

H(f ;  an) =  ( h C Diff (C,0) /  V g e D  ' (f ) a , g o h€D ' (f ) . } . 
0 a 0 a 0 

Il es t facile de voir, par transport holonome ,  qu'à un 

automorphisme intérieu r de Diff(<C,0) près , H(f ;  aQ) ne dépend pas 
du choix du point aft sur X* =  X. - Sing(X), ni même du choix du 

facteur transvers e à Xj en a. 

En fait on pourrait remarquer : 

Exercice 1 . 2 : H(f;aQ ) est précisément l'ensembl e de s difféomorphisme s 

holomorphes h qui laissent invariants l a dérivée logarithmiqu e 
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d foi _ . * ,dfv 
foi ~  1 { f} ' 

De la proposition 1.1. , on déduit directement la 

Proposition 1.3 . - Si X. = 1 , tout élément z de D  1 (f) es t une 
30 a 0 

coordonnée de (C,0 ) qui linéarise H(f ; a ^ ) . Plus précisémen t 

H(f ;  ag) est engendré par les difféomorphismes : 

2iirX . 
z » e •'.z , j = l,...,q. 

De plus, H(f t SLQ) est fini si et seulement si f est une 

puissance de fonction méromorphe (peut-êtr e holomorphe) : 

il existe s eC te l que : s À. € ? pour tout j = l,...,q. 

Remarque 1.4 . - Soit H. le groupe d1holonomie de la feuille 
-»o 

X. =  X. - Sing(X), représenté sur un facteur transverse au point an. 
30 30 u 

Par construction l'actio n de H. su r les éléments de v1 (f) côrres -
30 a 0 

pond au prolongement analytique. Si y est un lacet d'origine a^ dans 
U , homologue à  un lacet y1 dans X* , et si g € V '(f) ,  alors on a 
q 3 0 a 0 

g o h = y .  g, 

où h désigne le difféomorphisme d'holonomie indui t par y'. Il en 

résulte l'inclusio n : 

H. C H( f ; an) . 

2. Recollement d'intégrales première s multiformes. Faisons d'abord 

quelques considérations d'ordre général :  e t son t deux ouverts 

d'une variété holomorphe, d'intersection connex e et f^, ^eu x 

fonctions multiformes sur e t respectivemen t : 

f j : Uj -> <E, j  = 1,2, 

où rj : - > Uj est le revêtement universel de U_.. Nous dirons que 

fn et f0 se recollent s'il existe une fonction multiforme su r l'union 
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U = U y \j qu i factorise f, et f 9. Plus précisément si i. :  U. U 
x z i z 3  3 

sont les inclusion 

ceci signifie que 

sont les inclusions canoniques des Uj dans U et % l e revêtement de U 

f. = f o i. 

où ij sont les relevés des ij, ij à  partir d'un point de 

base situé dans =  / 1 t .̂ Nous avons le : 

Lemme 2.1 . - Soit a ùn point de SI FJ_ ET AAJNETTENT une déter-

mination commune e n a et si V(f1)a = v(f^a a^or s ^ i et ^2 se 

recollent. 

Démonstration :  Le recollement f  se construit à partir d'une détermi-

nation commune f Q, par prolongement analytique l e long de tout chemin 

dans U1 et dans u~2. Cette construction n'est affectée d'aucune ambi -

guïté car Tr d̂Ĵ U U2 ;  a) est la somme amalgamée de 7T1(U1 ; a) et 

•^(t^ ;  a) sur ^ ( U^ '  a) > et Par construction le s deux actions 

de 7r1(u12 ' a) coïncident sur Vff^ =  V(f2) . 

Remarque :  Dans le cas de fonctions multiformes f  et f, toute s deux 

Al X p 
du type f, ... f ,  f et f s e recollent si et seulement si leurs 1 p 
dérivées logarithmique s ,  qui sont uniformes, coïncident. 

On a le lemme général suivant : 

Lemme 2.2 . : Soit n une 1-forme holomorphe non singulière su r une 

variété holomorphe M et L une feuille propre du feuilletage ^  défi -

ni par n, dont le groupe d'holonomie H(L ;  a) ,  a € L, est linéari-

sable. Alors il existe au voisinage de L une intégrale première multi-

forme unique dont l'ensemble D(f ) de s déterminations vérifie : 
a 

Dr(f) =  z o H(f ;  a), 
d 

où z : (<C, 0) -̂ c es t une coordonnée linéarisante H (L ; a) sur un 

facteur transverse fixé et D'(f) es t comme précédement l'ensembl e 
a 

des restrictions à une transversale i : Œ,0 M, a des éléments de D(f) . 
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Démonstration :  Soient a' £ L , i, i' :  (<C, 0) M  des facteurs trans-

verses à L en a, a1 respectivement, et y un chemin injectif d'origi-

ne a et d'extrémité a' dans L. Nous notons k : ( L ; a) ÏÏ^CL  ;  a') 

1'isomorphisme a + Y 1 * a * Y - A u voisinag e de y l e feuilletage est 

trivial et définit sans ambiguité un dif f éomorphisme z  -> g(z) de (C,0) 

par la relation :  i(z) et i'(g(z)) son t dans une même feuille . Visi-

blement k et 1 ' automorphisme intérieu r de Diff((E, 0 ) , h - * - g 1 o h o g 

conjuguent les actions d'holonomie réalisée s sur les facteurs i et i' 

respectivement. Ainsi z ' = z o g est une coordonnée linéarisan t 

H(L ;  a') dès que z  linéarise H(L ;  a). Donnons nous une rétraction 

r d'un voisinage ouvert V? , de a' sur un disque D de (C , 0) qui véri-
a 

fie dr A  N  =  0. Nous choisissons D assez petit pour que z ' soit 
holomorphe a u voisinage de D. 

Clairement z ' s'étend e n une intégrale première f  au voisi-

nage de a' qui vérifie f  o i = z'. Tout autre chemin y  dans L d'ori-

gine a et d'extrémité a' se décompose e n : 

y =  Y  *  a , 

où a est un lacet d'origine a'. On lui associe l'intégral e premièr e 

au point a' : 

f =  r o z' o h, 

y 

h désignant le difféomorphisme d'holonomi e indui t par a. Par construc-

tion f es t aussi le prolongement analytique de f le long de y . Comm e 

z'linéarise h, f es t holomorphe su r tout W&l. 

Cette construction définit sans aucune ambiguité une inté-

grale première multiforme de N  sur l'ouvert : 

V =  U  w  ,  . 
a' € L a 

Q.E.D. 

Nous sommes maintenant en mesure d'aborder l e problème de 

recollement annoncé. Pour alléger le texte nous appellerons ic i 
X1 X 

élémentaires le s fonctions multiformes du type f = fx •• • fpP 

et nou s diron s qu e f  es t uniforme l e lon g d e 
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Xj = {fj = 0} lorsqu e A_ . est entier >  0. 

2 

Soit n un germe en 0 € C d e 1-forme n e possédant qu'un 

nombre fin i de séparatrices X^..., Xp . Supposons données, en chaque 

point tj, j = l,...,n, du cône tangent C^, des intégrales premières 

élémentaires gj. Peut-on, après les avoir convenablement modifiées, 

recoller les gj en une intégrale première élémentaire globale de 

E*(n) ? 

Nous pouvons supposer,quitte à les élever à des puissances convenables, 

que les gj sont uniformes et régulières (dg j ^ 0) e n tout point de 

la feuille L =1P<C(1 ) - C d e .  Les lemmes 2.1 . et 2.2. permettent 

de les étendre sur des ouverts Vj = V\ - X, où :  X désigne l'éclat é 

strict de X = X1 U...U X^, les Vj sont des ouverts dont les intersec-

tions Wj aveclPC(l) formen t un recouvrement simplement connexe de 

JPC(l), tj £ Wj. Nous pouvons aussi exiger que les Wj admettent un 

point commun t ^ e L^ . 

Notons encore D  l et V I le s réalisations sur un facteur 

transverse (C , tn) à L e n tn de D'(g. ) e t V'(g. ) e t u n  U  3  t/N J  t 

Hj C Diff( C ;  tQ) le groupe d'invariance H(gj ;  tg). Chaque Hj con-

tient le groupe d'holonomie H(Wj ;  t^) d e l'ouvert Wj = Wj - {tj}, 

d'après l a remarque 1.4 . Ainsi le sous groupe 

(2.2.1) H(gi,... , gp ;  tQ ) C Diff« C ;  tQ) 

engendré par l'union des Hj, j = l,...,n, contient le groupe d'holono-

mie H(L ;  tn) de la feuille L .  On en déduit sans peine qu'il est 

H U  r i 
indépendant de la construction effectuée :  il ne dépend que de la 

donnée des germes gj aux points tj, et non du choix des ouverts Vj 

sur lesquels on les a prolongés. A une conjugaison près, ce groupe 

ne dépend pas non plus du choix du point su r L^, ni du facteur 

transverse (C , tQ) en tQ. 

Théorème 2. 3 (d e recollement). Sous ces hypothèses ( n n'a qu'un nom-

bre fini de séparatrices et admet de s intégrales premières élémen-

taires locales après éclatementf uniformes le long de Ln K o n a : 
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1) n admet une intégrale première holomorphe s i et seule-

ment si le groupe ( g 1 , g n ;  tQ) est fini . 

X± X 

2) n  admet une intégrale première du type f = f1 ...f^p , 

A . €  C , f. 6  60, s i et seulement si le groupe H(g.,...,g ;  tn) est 
J J  ^  i  p  u 

linéarisable. 

Démonstration :  Soit z  : (<C , tp) »(<C , 0)une coordonnée qui linéari-

se le groupe H(g1#...,gp ;  tg). A fortiori z  linéarise l e groupe 

d1 holonomie H (L ;  tn) de la feuille L = ]P<E(1 ) - C .  D'après l e 
• 

lemme 2.2 , il existe une intégrale première multiforme g ^ de E (n ) 

sur un voisinage de ,  dont l'ensemble de s déterminations su r 

(C, tQ) , D'(gQ) t es t égal à z o H(L^ ;  tQ). En particulie r 

V'(gg)t es t de dimension 1 , car H(L^ ;  tg) est linéaire. 

Pour que g^ se recolle avec ,  il suffit d'après l e lem-

me 2.1 que gQ et g_. possèdent une détermination commune , car 

V(g.). es t aussi de dimension 1  (propositio n 1.1) . Comme i l s'agi t 

d'intégrales première s en un point régulier du feuilletage ^ , i l 

suffit en fait d'obtenir cett e détermination commune e n restriction 

au facteur transvers e (C , tg). Distinguons le s deux éventualité s 

suivantes: 

(a) gj_est_une_gu^ssançe_d^une_fonction_hglomgrphe : 

s . 
g^ =  G.-J s . € C * , G. £ 
J J  J  J  ( E t 

« ,t . 
D'après l a proposition 1.3. , l e groupe d'invariance H j de gj est 

fini. Il est engendré par une rotation périodiqu e 

2ÌTT/V . 

z *  e 3 .z, V j = # H _ . . 

Visiblement l'actio n de EU laiss e la restriction G? de Gj à ((C , tQ) 

invariante. On déduit de l'égalité : 
2iir/v . 

G°(e D.z ) = G°(z) , 

v . 
que G? est une fonction de z 3 : 
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v . 

Mais, si l'on a choisi Sj pour que Gj ne soit pas une puissance, on 

voit facilement à l'aide de la proposition 1.3 , que v_. est l'ordr e 

de G°. € Ains i il'. (0) ^ 0 et 

= i~l o  G° , 

de sorte que z  est une détermination, su r (Œ,tQ ) de l'intégrale pre -

mière élémentair e : 

-1 1/v j 

G° = ( z 3) , €  61 . 

(b) g. n'est puissance d'aucune fonctio n holomorphe. 

Remarquons que g., ne peut être puissance d'une fonction méromorphe du 

fait de la finitude du nombre des séparatrices.D'après la proposition 

1.3, cela signifi e que son groupe d'invariance H j contient un élément 

d'ordre infin i : 

2iïïa 

h(z) = p e z , p  e K ,  a £ K, 

avec p  / 1, o u bien, p = 1 et a irrationnel. Sa linéarisation es t 

unique, à une constante multiplicative près . Mais, toujours d'aprè s 

la proposition 1,3 , la restriction g? £ D  'j ^lune déterminatio n 

quelconque de gj à  (<C , tQ ) est une coordonnée linéarisant e du groupe 

H j. Ainsi il existe £  . £  C  tel que : 

(2) z  = Cj g°. 

Finalement les gj donnés par (1) , ou bien les suivan t 

le cas, admettent l a coordonnée z  comme détermination commune su r 

( C , tn) . Ils se recollent e n une intégrale première élémentair e g, 
^2 ^ 

définie su r < C -  X, dont l'espace de s déterminations est de dimension 

1, et dont le groupe d'invariance H(g ;  tg) en tg est égal à 
H(gx,...,gn ;  tQ). 

En particulier, si H(g1,...,gn ;  tQ) est fini, g est la 

puissance d'une fonction holomorphe g définie au voisinage de3P (C(l), 
d'après 1.3 . Dans ce cas g o E 1 définit une intégrale première holo-

o 

morphe de n sur ( C -  {0} , qui est aussi holomorphe en 0, grâce au 

théorème de Lévy. 
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Montrons, lorsque H(g1,...,g ;  tQ) n'est pas fini, que g 

se "redescend" encore en une intégrale première multiforme élémentai -

re de n • 

Par construction, l a différentielle n " = d Log(g) est 

uniforme, et même méromorphe à pôles simples sur les Xt. Son image 

directe n1 = E (n") pa r l'application d'éclatemen t es t entièrement 

définie en dehors de 0. Elle se prolonge, d'après l e théorème de 

Lévy, en une forme méromorphe fermée , à pôles simples su r l'union X 

des X_. et, de plus, n ' A  n = 0. Ainsi la forme 

fi-.-fp n ' 
est holomorphe e t divisible par n, qui admet de ce fait, un facteur 

intégrant réduit. Pour conclure, il nous suffit d'appliquer l e théo-

rème d'intégration d e la première partie. 

Q.E.D. 

Remarque 2. 4 :  On pourrait énoncer le théorème en dimension supérieu -

re à deux, mais en vertu des théorèmes d'extension, cela ne nous 

sera pas utile. 

Remarque 2. 5 :  On peut remplacer dans l'énoncé du théorème de recol-

lement, l'hypothèse :  "OJ n'a qu'un nombre fini de séparatrices", 

par les hypothèses sur les g.. : "aucun g., n'est une puissance d'un e 

fonction méromorphe pure". 

Remarque 2. 6 :  On peut évidemment calculer le s exposants X. . de l'in -
tégrale premièr e finalemen t obtenue par rapport aux exposants ini-

tiaux des g... (exercice) . 
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. CHAPITRE I  . 

UN CRITERE TOPOLOGIQUE D'EXISTENCE D'UNE INTEGRALE PREMIER E  

MULTIFORME D U TYPE 

f = f̂ .-.f/ , x. >o , f. e 6n. 

Soit OJ un e 1-forme holomorph e su r un voisinage ouvert U de 0 

dans Œn à singularité isolé e O, possédant une intégrale première multi-

forme ^  ^ 

f = f11...fpp ,  f  j C é?(U ) 

à exposants A. , positifs. Les seules feuilles de T^lu qu i contiennent O 

dans leur adhérenc e son t les composantes connexe s de X, . ,  où X c U 
r liss e 

est 1'hypersurface d'équatio n ^...f ^ = 0. Les ouverts : 
A A 

U£ =  {  x *  U/lf ^x)! A...|f (x)|. P < e > 

constituent un système fondamental de voisinages connexes de X dans U, 

saturés pour le feuilletage ^ 1 U. Nous allons montrer que cette proprié-

té caractérise l'existenc e d'un e intégral e première multiforme à  expo-

sants positifs. 

Théorème 1  : Soit O J un germe en O € Œn de 1-forme holomorph e integrable 

singulière. Alors O J possède une intégrale première multiform e 

X l A D 

f = f1 ...fp F à exposants \ . réels positifs s i et seulement s i les deux 

conditions suivante s son t vérifiées : 

( a) Il existe un voisinage ouvert U de 0 tel que le feuille-

tage J |  U de U-S(w) ne possède qu'un nombre fin i de feuilles fermée s 
X ' , . . . , X ' adhérente s à  O. 

P 

($) Il existe dans U une suite d e voisinages ouverts con-

nexes U, de l'union X des hypersurfaces X . = xT ,  dont l'intersectio n 
* D  J 

est égale à X et tels que chaque Uk = Uk - X soit saturé par le feuille-

tage 3 T I  (U-X) de U-X défini par OJ. 
OJ 
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Remarque :  On peut, comme nous le verrons plus loin, rajouter une con-

dition supplémentaire (y ) qui caractérise le fait, pour une fonctio n 
X X 

multiforme f1'L...fpP , X. > o, d'être l a puissance d'une fonction holo-

morphe, et ainsi obtenir un critère topologique d'existence d'intégra -

le première holomorphe : 

( y ) dan s chaque voisinage ouvert Uk de 0, le feuilletage 

TjU^-X possède une feuille fermée. 

Ces critères différent d e celui obtenu par R. Moussu et l'un de nous 

dans £32 ] : OJ vérifie (a ) et (6 ) = "toutes les feuilles du feuilletage 

de U - Sing (O J ) sont fermées". L'intérêt d'un critère topologique est 

essentiellement so n existence, sa vérification pratique étant en géné-

ral impossible; en fait ,  le résultat essentiel est le suivant : 

Corollaire 1 ' :  Soient O J ' et O J " deux germes en 0 S Œn de 1-formes holo-

morphes integrables topologiquement conjuguées, i.e. il existe un ho-

méomorphisme h : U' ï U" de voisinages ouverts de 0 qui transforme 

S (OJ ' ) en S (OJ " ) et toute feuille de f ,  en une, feuille de Tr „ . Alors O J 1 
OJ X X O J 

admet une intégrale première multiforme f  = f^.-.f^P à exposantsXj 

réels > 0 si et seulement si OJ " admet une telle intégrale première. 

Corollaire 1 " T323 : Sous les hypothèses du corollaire précédent, O J ' 

admet une intégrale première holomorphe si et seulement s i il en est de 

même pour O J ". 

Compte ten u du théorème d'extension des facteurs intégrants ou plutôt de 

son corollaire f l ; III ; 5.3J il suffit d'établir l a preuve du théorème 

1 en dimension 2 . E n effet, si OJ vérifie les conditions (a ) et ($ ) (ou 

(6)) il en est de même de sa restriction à un 2-plan générique. 

En dimension 2 , nous raisonnerons par récurrence sur le nombre minimum 

d'éclatements N(OJ ) nécessaires à la réduction de O J . Mais auparavant, 

rappelons une propriété des fonctions multiformes à  exposants positifs 

qui sera la clef de l'utilisation des conditions (a ) et ( $ ) . 

X, X 
1• Surfaces de niveau des fonctions multiformes du type f^ ...f^P. 

2 

Soient U un voisinage ouvert de 0 dans Œ , Xj des hypersurfaces irré-

ductibles dans U d'équations réduites f. = O, X = X,v...t/X e t 
A X  3  1  P 

f = f^ ...fp P une fonction multiforme à exposant X j réel > O définie 
sur U* = U - X ; nous avons la : 
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Proposition 1.1 . :  Si les rapports X ^ / X ^ ne sont pas tous rationnels, 
pour tout point a de U* assez proche de 0, l'adhérence d e la feuille 

L d u feuilletage défini par : a 
df 

D = n . J _ 
3 f i 

est la variété analytiqu e réell e de dimension 3 8  K ,  e =|f (a)[; qui 

borde K£ = {x;|f(x)| = |f(x) | 1..^fp(x)ip ^ e } . 

Démonstration :  Raisonnons par récurrence su r N(CD) , OJ = ^...f TI , ou ce 

qui revient au même, sur le nombre d'éclatements nécessaire s à  désingu-

lariser la courbe X. La démonstration es t immédiate lorsqu e N(OJ ) = 0 ; 

en effet, dans un système de coordonnées appropriées (x,y) , w  s'écri t 

à un facteur multiplicatif près, 

w =  À  d y +  À  2 y dx , X  ^ / X 2 ji® 

et il suffit de remarquer que les holonomies des variétés invariante s 

{ x = 0 } et { y = 0) sont des rotations d'angles irrationnels. Supposons la 

proposition vérifiée lorsqu e N(OJ ) < N et considérons le cas N(OJ ) =  N. 

Désignons par X. les éclatés stricts des X. : 

^ =  E 1 (Xj) -  3PŒ(1) , 

où E désigne toujour s l'application d'éclatement . Aux points t1#..'.ftn 

du cône tangent d e œ, E,* ^  ) admet l'intégrale premièr e multiforme 

V A ! + . - . + V X „ X 
F. = x *  v . .  n f 
3 3  k  €. I. K  1 

où désign e l'ordr e d e f^ en O, f^ so n éclaté divisé en t j, I j l'en-

semble des indice s k = l,...,n tels que tj soit le cône tangent de 

f, e t v. €.0^2 l'unit é 
J Œ  ,  t j 

v . = n f * ;  v.(t) ? 0. 
3 k  €  ij 3 

Notons ÏÏ : Œ - > PŒ(1) la fibration canonique de fibre (C, ÏÏ (x,t) = t, 

t = y/x, Dj les disques {|t-tj | < 6}, et 

n 
W = PŒ(1) - ( J 5". ; 

j=l 3 
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à > O étant choisi assez petit pour que les disques D. soien t deux à 

J _  i 
deux disjoints. Notons enfin V., (resp . V), l'intersection d e i r (D. ) 

- 1 - 1 

(resp.ir (W ) ) , avec E ( K ) . La restriction de TT à une feuille quelcon -

que de cf̂ | V est un revêtement. Ainsi toute feuille L de ^l9 ^ coup e cha-

que composante connex e C. =  • i r -1 (8 D . ) (\ 3 v du bord de 9~v et le saturé 

par les feuilles d'une composante C . est 3v = E ( 3K ) fl 3(y/. 
J e 

n 
Si en un point t. les rapports y , =  A , / E  v.X . pour k C I . 

sont tous rationnels, Fj est une puissance réelle d'une fonctio n holomor-

phe Gj, que nous pouvons suppose r n'être pas une puissance. Ses surface s 

de niveau sont alors connexes, c f. ([32 ^ v. Lemme 1 ) , et le saturé de 

Cj par le feuilletage lFjâv\ est aTv. Comme le s rapports X.. / X̂  ne sont pas tous rationnels, il 

existe des éléments t. de C o ù les rapports y . n e sont aussi pas ration-

nels. En ces points, nous pouvons appliquer l'hypothès e d e récurrence : 

l'adhérence d'un e feuill e de V \ est èVj . Cette description perme t 

de conclure. Q.E.D . 

2. Démonstration du théorème 1  ; Nous raisonnons par récurrence su r 

N(OJ). Examinon s d'abord le s deux cas réduits : 

(*) O J = x dy - Xy dx + .. . ,  X , 1/X ^ U...U r 

(**) O J = x dy + .  .. . 

Dans chaque cas nous supposons, quitte à modifier l a coordonnée y, que 

l'axe des x est une variété invariante , (cf . jl;I;5j ) . La condition 

($) implique que 1'holonomie de cet axe, h, possède un domaine invarian t 

D. I l est bien connu qu'alors h se linéarise en une rotation. Ceci per-

met d'exclure l e cas ( * * ) , ca r su r le facteur 1  x Œ , h peut s'écrire : 

h(y) = y + ym(2i7r +  y g(y)) ,  g € (0X ; 

et n'est visiblement pa s linéarisable. Dans le cas (*) , la linéarisatio n 

de 1'holonomie impliqu e l'existenc e d e coordonnées u,v qui linéarisent 

OJ et uv"A es t intégral e première de OJ. 

Supposons maintenant l e théorème vérifié lorsqu e N(OJ ) < N, 

et considérons l e cas où N(OJ) = N.Nous choisissons le s coordonnées x,y 

telles que l'axe des y ne soit pas dans le cône tangent C^ ={t1,...,tn> 

de OJ . Notons encore t = y/x la carte de PŒ(1) associée à (x,y ) , 
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TT : Œ 3PŒ(1) la fibration de fibre Œ, îr(x,t) = t-, et désignons par 

(Œ,t) le germe en t € P Œ ( l ) de T r " " 1 ( t ) . 

Les conditions (a)et(3) sont vérifiées par E (w ) au voisina

ge de chaque point tj du cône tangent C^. Par hypothèse de récurrence, 

il existe au voisinage de chacun de ces points une intégrale première 

multiforme g... Adoptons les notations introduites dans la démonstration 

du théorème de recollement (Ï2 ; II ; 2,31) : V. désigne un voisinage 

L 1 ^ ^ 

ouvert connexe de tj, est multiforme sur Vj = Vj - X où X est l'é

claté divisé de X, les Wj = Vj f) JPŒ(l) sont connexes simplement connexes 

recouvrent 3PŒ(1) et possèdent un point commun t Q 7 Dj est l'ensemble 

des restrictions à (Œ,t Q) des éléments de D(g_.) t , et Vj l'espace vec

toriel qu'il engendre dans (0 . D'après le théorème de recollement 

il suffit de prouver que le groupe H = H(g 1,...g^;t Q) engendré par les 

groupes d'invariance Hj o Diff(Œ;t Q) des gj est linéarisable. 

^2 

D'après la proposition|2 ; II ; 1.3J , chaque Hj est linéa

risable. Ses éléments sont définis dans un même voisinage ouvert Vj(t Q) 

de t Q dans (Œ,t Q). Ainsi, les difféomorphismes h t Hj qui engendrent 

H sont tous holomorphes sur un même ouvert : 

v(t Q) = f\ v . ( t 0 ) . 

Considérons d'autre part les images réciproques = E (U^) 

par l'application d'éclatement E des ouverts saturés U v donnés par la 

condition (3) et soit U = E (U). Il existe un indice k tel que la 

composante connexe U£ de U k 0 n" 1(t Q) qui contient t Q soit entièrement 

contenue dans V ( t Q ) . Donnons nous un élément g^ de Dj ; d'après la pro

position 1.3. déjà citée c'est une coordonnée de (Œ,t o) qui linéarise 

Hj et, si gj n'est pas une puissance réelle d'une fonction holomorphe, 

les cercles Cj(5) = (Igll = <$} sont les adhérences des orbites de Hj ; 

ils coïncident avec l'adhérence de l'intersection de feuilles de 

V^ avec (Œ,t Q) , c f . proposition 1.1. Puisque l'ouvert est sa

turé pour le feuilletage 3^1 U, les cercles C.(S) sont contenus dans 

U£ dès qu'ils coupent U k- Ainsi ce dernier est invariant par tout élé

ment h de Hj : h(U^) = U^. 

Supposons maintenant que gj soit une puissance d'une fonc

tion holomorphe, soit g j S j = Gj, Gj n'étant pas une puissance ; Hj est 

fini et ses orbites sont les intersections avec (Œ,t Q) des surfaces 

de niveau de Gjqui sont alors connexes ( c f . [32J V, lemme 1 ) . Elles 

72 



CRITÈRE TOPOLOGIQUE 

sont dans une seule feuille de^Tj .  Il en résulte que U£ est encore 

invariant par tout élément de Hj. 

Nous pouvons conclure que es t un domaine invarian t du 

groupe H : 

Vh £H ,  h(U.£ ) = u£ ; 

Tout élément de H est donc linéarisable, et H est commutatif :  en ef-

fet, un commutateur s1écri t z 4 z  + .. . et ne se linéarise que s'i l 

est déjà égal à z. Si H est infini, il possède un élément d'ordre in -

fini, z  *z , qUi est une rotation d'angle irrationnel . Ce dernier ne 

commute qu'avec des difféomorphismes linéaire s dans la coordonnée z  ; 

H est donc, dans ce cas linéaire. Si h est fini, il est facile de voir 

que la coordonnée : 

Z =  E  -A^ i 
h € H h ' (0) 

est linéarisante. Ce qui achève la démonstration. 
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. CHAPITRE II . 

LA NON EXISTENCE D'UN CRITERE TOPOLOGIQUE POUR L'EXISTENCE 

D'UNE INTEGRALE PREMIERE MEROMORPHE 

Dans [A -ôJ e t [47 ] M . SUZUKI donne l'exemple d'u n germe en 
2 

O €. Œ d e forme holomorphe O J dont l'adhérence d e chaque feuille est une 

courbe analytique passant par l'origine e t qui ne possède pas d'inté-

grale première méromorphe. Il s'agit de : 
3 2  2  2 w =  ( y +  y -  xy)dx - (2x y +  xy - x )dy. 

Nous montrons ici que le feuilletage 3 ^ est topologiquement conjugu é 

au feuilletage 9^ défin i par la forme : 

2 3 
n = (2 y +x )dx - 2xy dy, 

qui possède l'intégrale première méromorphe : 

2_ 3 
g(x,y) = y ôx • 

Par conjugaison topologique nous entendons l'existence d'u n homéomor-
2 

phisme h :  U1 13^, où les Ui sont des voisinages de O C Œ ,  qui envoie 

les feuilles de T |u, su r celles de 3 F |U Nou s en concluons que, 

contrairement a u cas holomorphe p 2 J /  il ne peut y avoir de critère 

topologique d'existence d'une intégral e première méromorphe. 

Dans un premier temps, en procédant différemment qu e 

M. SUZUKI, nous montrons que OJ ne possède pas d'intégrale première me-
ts* 2 2 

romorphe. Eclatons 0 par E :  Œ Œ  .  Nous sommes en présence d'un cas 

dicritique et C^ est réduit à la droite t± =  (y=x>. En effet dans les 

coordonnées (x, t = ^) de nou s avons : 

^ =  £i»L = t3dx + (t- l + 2xt2)dt, 

et dans les coordonnées ( f =  — ,y), 

y = =  - t' dy + ( y + 1 - t')df . 
y 
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Ainsi est non singulier et toutes ses feuilles coupent transversale

ment 3PŒ(1) sauf la feuillet qui passe par le point t^ = 1. 

V 
_ £ 

pt(i) 

Remarauons aue u oossëde "l'intéarale Dremiêre trancendante" : 

x y(y+D 
f(x,y) = - e x , 

et donc ? admet f o E comme intégrale première transcendante ; dans 

les cartes (x,t) et (t',y) celle-ci s'écrit respectivement : 

F l(x,t) = I e t 2 x + t 

et 
y+1 

F 2(x /t') = t' e tT . 

2 -1 

Désignons par U un voisinage ouvert étoile de 0 dans Œ , U = E (U), 

n : U -> 3PŒ(1) la fibration canonique de passage au quotient, 0 le point 

t = O et «> le point t' = O ; visiblement n " 1 ( » ) est une feuille de 

3* |BT et nous pouvons considérer F = f o E comme une application holomor

phe de U' = U -n à valeur dans P Œ ( 1 ) . Le point 0 0 est alors une 

singularité essentielle de la restriction F Q de F à P Œ ( l ) - {°°} : 
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F0(t) = i efc , 

1 
F (t1 ) = t1 e1' . 

Au voisinage du "poin t double" t1 = 1 les racines de l'équatio n 

FQ(t) = constante 

sont les classes d'équivalence de la relation :  êtr e sur la même feuil-

le de ? J u . 
Ainsi s i O J possédait une intégrale première méromorphe H en 0, la res-

triction à3PŒ(l) de H o E serait une fraction rationnelle R(t) qui se 

factoriserait au voisinage de t^ à travers FQ : 

R(t) - R(tx) = MFQ(t) -  FQ(t1))/ 

où i £ &1. 

Nous allons voir que ceci est impossible. Remarquons d'abord que FQ(t) 

prend toute s les valeurs sau f O ;  en effet l'équation 

i ~ie o -  -  1 6 
F (t ) = — e  ,  Se (̂ 0, 2 TTJ s'écrit, e n posant t = pe : 

o 

e-e 
z -  cosG /  Q _ 0 
(pe =  po ' (  iîïnr ~p 

Soit encore :  j Q (6o-e)cotg e 
; e-p sin e =  e„. (  iîH°- . e °  =  Pq. 

Sur l'intervalle ]2T T , 3TT[ la fonction 

0-0 (0- 0 )cotg 0 
0 -> . , P e ° 

sin0 

est continue, tend vers O lorsque .8 tend vers 211 e t vers +°° lorsque 0 

tend vers 3TT ; elle prend donc toutes les valeurs positives. 

D'autre part t^ est le seul point critique de FQ. Donc 

toute factorisation t s e prolonge sans ambiguité par relèvement des 

chemins àlPŒ(l) - (0) .  Nous aboutissons ainsi à la contradiction sui-

vante : 

- FQ possède une singularité essentielle à l'infini et donc 

F^1(z) est infini pour tout z : c'est l e théorème de PICARD ; 

- R =£ o FQ est une fraction rationnelle et R *(z) est fini. 
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Nous allons maintenant conjuguer topo logiquement O J et n . 

Pour cela nous construisons un homéomorphisme h de Œ a u voisinage de 

PŒ(1) qui conjugue Tw à  e t laisse l'espace projectif globalemen t 

invariant. La conjugaison h recherchée ser a définie sans ambiguité pa r 

la relation : 

E o h = h o E. 

v2-x3 
L'éclaté G = g o E de g(x,y) = * ^ — s'écri t dans les deux cartes 
canoniques :  x 

o 

G ^ X f t ) =  t  -  x  ,  t  =  y/ x 

,3 
G2(t',y) = L'Z7 y ,  f  = x/y. 

Au voisinage delPŒ(l), G est une fonction méromorphe non singulière 

dont toutes les lignes de niveau sont transverses au projectif, sauf 

celle passant par le point tQ = 0 : 

Fig. 1. 

PŒ(1) 

Exhibons tout d'abord une conjugaison explicite ^ entre les germes 

F,. e t G,, ,  conjugaison qui laisse invariant e le projectif, ie un 
rl r o 

homé omo rph i sme : 

^ :  (Œ2,t1) -> (Œ2,^) , 

tel que : 

Gi °rpi' 
et 

^>(IPŒ(l),t1) =3PŒ(l),t0. 

Pour cela faisons la translation t = 1 + T, 
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F' (x,T) = F 1(x /1-T) - F 1(O rl), 

et posons : 

\ (x,T) = F 1 (0,T) - F 1 (x,T), 

(f2(xrT) = v(T), 

où v(T) = V ~ . T + o(T) est une racine de F 1 (0,T), i.e. 

(v(T))2 = F" (0,T). 

L' isomorphisms vf = (f ^ Y ? ) vérifie clairement la relation de conjugaison : 

6 i ° f Fr 

H laisse invariant le project if puisque : 

^f1(x,T) = F
1 (0,T) - F 1 (x,T) = x u(x,T). 

Il s'agit maintenant de prolonger la conjugaison ̂  à un voisinage de PŒ(1) tout en

tier et pour cela nous allons décrire le feuilletage T au voisinage de PŒ(l)-{t.j} . 

Introduisons les variables Y = y-x et T 1 = 4 ; les couples (x,T) et (Y,T') forment 

on atlas de Œ , avec le changement de carte : 

Y = T.x , 

T" = A 
1 T * 

Soit D (t, ) C KC(1) un disque centré en t, de rayon a tel que ̂  soit 

défini et holomorphe sur un voisinage W de D ̂ (t^) dans Œ , 

W = { (x,T)/T c D (t, ) , |x | < a}. 

Sur un voisinage convenable w de S = PŒ(1) - D a, (t^ , 0 < a' < a, le feuilletage 

T est transverse à L = PŒ(1) (\ et définit donc une fibration 

W = { (x,T) 

qui a un point a de v P associe l'unique point d'intersection de L et de la feuille 

de y  |  vP passant par a. 

Considérons le lacet yi ro ,2ïï] + défini par : 

/ x(e ) = p e" i e 

Y ( e ) = 

V T ( e ) ^ e 1 6 

où p et £ sont des réels positifs. 
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L'image y de y est le cercle d'équation : 

j Y = pe 
llT'l =  Ì 

Si a' a été choisi suffisamment petit, alors pour P et e assez petits, Y est contenu 

dans l'intersection W n (diminue r e oblige à diminuer o ' pour garder cette pro-

priété) . De plus le lacet 0 ->T (6 ) = o y (Q) est un lacet d'indice 1 autour du point 

T = 0 proche du cercle |T| = e. 

Dans les plans |T| <°° et |T'|< 00 respectivement, l'image r de r borde 

desVjdisquesy/ouverts, disons D£ et ,  D'£ = PŒ(1) - D£ , D'£ étant proche du dis-

queNstandard"| T| < e .  Notons que vP(\ PŒ(1) qui est l'image de contien t le dis-

'que D'e. Pour a > 0 notons enfin D(a) = {z Œ  /|z| < a}c(D. 

La restriction i|> ' de  ̂au compact K = 1  (D' ) A { | Y^pe ) es t alors une fibration 

de fibre le disque ferméD(pe) et de base ;  ia base étant un disque, cette fibra-

tion est triviale. Si P est choisi assez petit une trivialisation est donnée par 

l'application $ = (^',Y ) qui rend commutatif le diagramme : 

к. *ï1(?i) = D'£ x D(pe) 

K P*2 

Ki 

où pr es t la seconde projection. 

Désignons par U le complémentaire de K dans W 0 W3, U c W. 

Pour le feuilletage ?n nous pouvons effectuer une décomposition analogue relative-

ment au lacet Y1 =vf o Y : 

- $1 •  ̂L i est la fitoration définie par su r vin voisinage rt ̂de 

HEU) - Da,(t0) , 

- l'image 1̂  de  ̂o  y^ borde des disques ouverts D1 £ et £  dans 

les plans |t| < « et |t' | < °° respectivement, ?1 = 3D̂  £ =  3D| £. 

- es t l'image par  ̂de l'ouvert U. 

- K1 c vÇ est un voisinage compact de Dj e tel que 

Kin *ï1(?i) =ù1n^1(r1) 

et tel que la restriction ipj de à 

Kin *ï1(?i) =ù1n^1(r1) 
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soit une fibration de fihre D ( p e ). 
Cette fibration, ici encore, est triviale pou r e, P, O ' assez petits ; une trivia-

lisation est donnée par l'application  ̂=  ty'pY^) où Y1 : Œ  est une applica-

tion voisine de Y \!~ 2 e"3^2. Y ; ceci résulte du fait que sur K, A U, on a : 

.xt + e-2 (||(xfTll). 

La restriction °̂ de y à  ̂1 ^(P) est un morphisme de fibre, i.e. : 

^ : vÇ 
^ : vÇ ^ : vÇ 

yof =<fv<f2 = 
e3/2 

12" 

Y 
r 

y 2 = v(T) 

?1 

La conjugaison topologique sera assurée si l'on sait prolonger ŝ P en un hcroéomorphis-

me H : K -> respectan t les f ibrations : 

K -
H 

D' 
e 

V 
•5: 
l,e 

avec V = H|D̂  e t H| (HflT̂r) = *f° . 

Prolongeons d'abord V : puisque D' £et Dj £ sont hcmeonorphes au disque unité standard 

D 

A : D' -* D 
e 

A, : D' - > D 1 l, e 

se donner un prolongement de v revient à se donner V =  ̂o  V o ^ 1 sur le disque 

D. Gomme F est envoyé sur ^ par v,v = X1 o v o x"1 est un hatéomorphisme du cercle 

unité 8D ; on construit V en prolongeant v radialement i.e. : 

V(r,e) = (r,v(6)) 
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dans les coordonnées polaires de D. 

Soient A et A définie s de la façon suivante : 

A = (X,id) o <fr 

AX= (X1#id ) o (J>1 

où id est l'identité de D(pe) L'application h = A ^ o ij> ° o A ~ , bien définie sur 
9Dx D(pe)^est alors un morphisme de fibre trivial au dessus de v : 

3D x 3D (p e ) 
h 

>3Dx3D(pe) 

Prl Prl 

9D _ v 3D 

qu' il suffit de prolonger en un morphisme H de fibre trivial au dessus de V respec-

tant la section nulle : 

9D x 5 (pe) H DX D(pe) 

Prl Prl 

D - V D 

pour obtenir l'hcméomorphisme souhaité : 

H = A, o H o A*1 sur K  , 

H = ^ ailleur s 

Montrons maintenant l'existence de H. 

Remarquons que h définit une famille continue hQ de dif f éomorphisme s 

C°° du disque DP paramétrée par le cercle unité S1 = 3D : 

hQ :  D(Pe ) - v D(pe ) ,  h 0 =  h |(e x  D(pe) ) 

les hQ fixant l'originel hQ (o) = 0. 

Notons DiffQ(Dpf0) le groupe des hcméatorphismes du disque Dp qui fixent 
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l'origine. Lorsque la classe d'homotopie [hgjde la famille [ĥ  dans (Dif f (D(pe) ,0) ) 

est nulle le prolongement de V en H est immédiat. 

Si s  : D(pg)x [o,l]-»-D(pe)est une homotopie joignant (î̂ ) àChç) Qi-e. : 

V i = ile ' Y o = \ '  Vs(0 ) =0' 

alors H défini pa r : 

H((r,6),z) = (V(r ,e),h^r(z)) 

convient. 
Pour calculer la classe d'homotopie de (hg ), nous utilisons le lemme 

suivant dont la démonstration nous a été donnée par B. PERRON. 

Lemme ; Soit Diff*(D,0) le groupe des hcméomorphismes du disque unité D qui laissent 

fixe l'origine et conservent 1 1orientationymuni de la topologie C°. L'application 

TT1(Diffo(D,0)) + L 

qui a la classe [hgj d'une famille continue (h^ )fe S1 , fait correspondre le degré 

de l'application e -*hn (1) du cercle unité S1 = 9D dans lui-même, est un isomorphisme 

de groupe. 

D'après ce lemme, il suffit de vérifier que la classe d'hcniotopie du 

lacet y1 o vj? o y dan s =  Œ - {O }est nulle. Comme l'application y.̂  est voisine 

de >Î2~e""3//2.y pour e  et p petits la classe d'homotopie de ce lacet est la même que 
celle du lacet y = y o ̂> o Y : [O,2TT) Œ?5. 

Celle-ci est donnée par la valeur de l'intégrale : 

1 2Ì7T 

dy = 1 
y 2ii r 

dfif2 

Y Tl f2 

La forme 

^ : vÇ 

<flÏ2 
est fermée ; la valeur de I ne dépend que de la classe d'homologie 

de Y dans U - =  °* ' U P011731111 être Pris contractile. Mais =  O et f2 = O 

définissent précisément les axes des T et des x ; il en résulte que Y est homologue 
1 2 au lacet Y * Y : 

Y1 (6) = (P , eei6) 

Y2(6) =  ( p e"i6,e) , 6  €. [0,2ir] . 

e3/? i e 
Sur y  -i / 4> i <J > o vsut pe e + ... , et : 

1 1  1  < T 
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1 
21* 

Y1 

dCfl1f2 

^ 2 

1 
2i^ 

2TT 

0 

le de = i ; 

e 3 ^ -i e 
Sur Y 2'^l ^  vaut y - - P£ e +  . . ., et : 

2i,y2 fir 2 2li r Jn 
Y 0 

^ : vÇ 

?1Í2 

1 
2iir 

2 TI 

' О 

-ie de = -i ; 

ce qui confirme l'égalité 1 = 0 . 

Démontrons maintenant le lemme :  Remarquons d'abord que l'injection : 

Diff^S1) DiffQ(D,0 ) 

qui a un homéomorphisme gQ de S = 3D associe 1'homéomorphisme d u disque : 

g :  z  -  |  z| go<-[ff > 

définit une homotopie équivalence . 

En effet, tout homéomorphisme g e. DiffQ(D,0) est relié par le 
chemin gg, se [0,l j : 

gs(z) = 

I z Igtrfj)/ p°u r s  *  I  z U 

s g(f) ,  pou r s > I zI, 

à 1 ' homéomorphisme z  |z | g (tjt-) • 

Il en résulte que Diff (D,0 ) a deux composantes connexes notées 
+ - —  — 

Diff (D,0 ) et Diff (D,0 ) "induites" par les deux composantes connexe s o i  __ o _ 
DiffJ(S )  et DiffQ(S )  de DiffQ(S )  constituées respectivement des ho-

méomorphismes qui conservent et de ceux qui renversent l'orientation . 

Pour montrer le lemme il suffit de prouver que l'application, qu i à une 

famille continue g^ d'homéomorphismes d u cercle S1 conservant l'orient e 

tion, associe le deqré de l'application : 

S1 - S1 

s -  g s ( D 

est un isomorphisme de ir ^(Diff0(S )) dans Z. Considérons alors l'appli-

cation de restriction au point { 1 } : 
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a :  Diff^S1) + C ^ l ^ S 1 ) -  S1 , 

g +  g( D 

o( est une fibration de fibre l'espace contractil e Diff+(S ,1 ) des 
1 ° 

homéomorphismes de S qu i fixent 1  et conservent l'orientation . Nou s 

avons alors la suite exacte : 

0 =  T T (Diff+fS1,!) ) -* ir . (Diffus1)) + n (C°({l},S1)) 

-> i r Diff+fS1,!) =  O 

qui conduit à  TT ± (Dif f+(S1 ) )  -  ir 1(C°( (l^S1)) = ^(S1 ) = Z . 

q.e.d. 
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. CHAPITRE I . 

LA STRUCTURE DE L'ENSEMBLE ALGEBRIQUE DE S  

FORMES INTEGRABLES HOMOGENES DE DEGRE V . 

O. Préliminaires. Avant d'aborder l'étud e de cette structure donnons-e n 

quelques motivations : 

(O.A) Lorsque l'o n étudie des problèmes de stabilité ou de 

détermination finie pour des objets tels que fonctions numériques ou 

champs de vecteurs, il est utile et agréable de pouvoir joindr e par un 

chemin deux objets que l'on veut comparer ;  cette technique permettan t 

de linéariser des problèmes qui ne l'étaient pa s initialement . 

Etant donné un germe de forme holomorphe integrable dont le premier 

jet non nul est u > : 

w= uv + wv+ 1 +  . . . +  « ± +  . . . , 

chaque étan t homogène de degré i, on remarque dans un premier temp s 

que w  es t integrable et dans un second temps que le chemin holomorphe 

t -  «T = OJ v + tw v +1 +  .  . . + t i " v u ) i +  .  .  . 

est un chemin de formes integrables joignant OJ à  w. D'autre part, étant 
k 

donné un entier k, j  t u n'est en général pas integrable sauf pour k = v . 
L'objet OJ ^ est donc l e seul candidat raisonnable à  la fonction de "mo-

dèle". 

Une question, à laquelle nous répondrons par l'affirmative s e pose alors; 

est-ce que génériquement une forme homogène détermine , en un sens à 

préciser, la nature de ses "perturbations" <D = a> +.. . \ 

(O.B) Il semble que les formes homogènes vont jouer un rôle 

important dans l'étude des formes algébriques integrables sur (Cn i.e. 

des formes integrables polynomiales : 

fi = fi + fi. + .  . . + , 
O 1  N  ' 

où chaque fi  ̂est homogène de degré i . Nous remarquons ic i que la forme 

homogène fiN qui représente l a géométrie de fi à l'infini, est integrable. 

On se contentera, pour justifier notre propos, de donner le s deux exem-
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pies suivants : 

1) cette propriété est due à C. Camacho et A. Lins Neto dans 

[ 5 ] : o n suppose que N = n-1 et : 

dx. 

°n-l = xl-'-xn Z Xi -x^ ' avec X i * Aj * 0 ? 

Alors il existe un vecteur v e Œn tel que : 

fi = <J>*fi 
v n-1 ' 

où <J>v désigne la translation x -* x+v. 

2) Cette second e propriété, que nous laissons établir au lec-

teur, est la suivante : 

si fiN = dPN+1 où PN+1 est un polynôme homogène à singularité 

isolée, alors fi est fermée (cec i en dimension n £ 3). 

1. Stratification de 3 V :  Désignons par A * l'espace vectoriel des 1-for-
me s homogènes de degré v  su r Œn : 

1 n  v A = { E  a . dx. , a.(tx) = t a.(x)}, 

et par J v l e sous ensemble algébrique de A * constitué des formes inte-
grables ; lorsque n > 2, 3 ^ apparai t comme une intersection de quadriques 

Toute l'étude qu e nous faisons ici étant triviale et ne pré-

sentant que peu d'intérêt en dimension deux, nous supposerons implici -

tement dans tout ce qui suit que la dimension ambiante n est au moins 

trois. Nous désignerons par 5 ^ l'espac e des polynômes homogènes de 

degré 6 à n variables. Le produit intérieu r par le champ radial 

R =  Z  x. ~ — 
1 Bx . 

1 

$P = JV O Ker iR 

$P = JV $P = JV O Ker iR 
nous fait distinguer deux cas : 

a) ce que nous appelons usuellement le s formes dicritiques 

qui constituent un sous ensemble algébrique de J V : 

$P = JV O Ker iR 

On sait peu de choses sur cet ensemble s i ce n'est en dimension trois ; 
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dans ce cas $  . est précisément Ker i_. et donc est un espace vectoriel. 

Visiblement, ic i c 0 s'identifi e au x équations de Pfaff de degré v 
sur l'espace projectif 3PŒ(2) et c'est c e qui justifie l a présence d'un e 

littérature ancienne su r ce sujet. Considérons Uv c ^  l'ouver t d e 

Zariski constitué des formes œv telles que l'origine de Œ3 soi t un zéro 

algébriquement isol é de dwv (o n suppose implicitemen t v  ¿2) . L'hypothè-

se traduite su r l'espace projectif PŒ(2), signifi e que le feuilletage 

(singulier) deE>Œ(2) défini par un élément OJ^ de n' a que des singu-

larités génériques :  si OJ est une équation locale de- w su r P(C(2) au 

voisinage d'un point m singulier on a  dc o (m) y 0 . 

Soit donc a> v un élément de Uv • et o> ^ ^ *\ u n élément voisin 

de ^v ;  alors 0 est aussi une singularité isolé e de dœ^ e t le lemme de 

division de G. de Rham assure l'existenc e d'u n champ linéaire A tel 

que : 

$P = JV O Ker iR 

On remarque alors que si v  est supérieur ou égal à trois, A est néces-

sairement colinéaire au champ radial R (c e calcul est établi dans[ 5 ] 

et donc wv est aussi dicritique. 

Ainsi en dimension n=3,2)v est une composante irréductibl e de J v(pour 
v ^  3). Il y a donc lie u d'étudier ce type de formes. Cette étude a été 

menée partiellement par Gaston Darboux au siècle dernier ainsi que par 

de nombreux autres auteurs, et plus récemment généralisée par 

J.P. Jouanoulo u dans [  23 J (o ù l'on trouvera d'ailleurs une bibliogra-

phie s e rapportant à se sujet). En voici quelques résultats extraits de 

[23]: 

112.a :  Si wy possède une infinit é de feuilles fermées adhé-

rentes à l'origine (i.e . une infinité de séparatrices algébriques), 

possède une intégral e première rationnelle, i e une fraction rationnell e 

r telle que : 

u ^ d r =  0. 

On remarquera notammen t qu e l'existence d'une telle intégral e s e lit 

topologiquement (compare r avec le résultat de la 3ème partie) . 

Il est difficile de s'empêcher d e présenter la démonstration de ce ré-

sultat qui, de par sa simplicité, est un bel exercice de style. 

Soit donc ( P l'ensemble de s séparatrices algébriques irréduc -

tibles étrangères de ^v . ? s'identifie à  l'ensemble de s polynômes 

homogènes P irréductibles pour lesquel s il existe une deux-forme 

à coefficients homogènes telle que : 
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w A  d P =  P.riT- > , v P  * 
quotienté par la relation P ^ Q <=> P  = XQ, X *Œ .  On remarquera que 

le degré des coefficients de np est précisément v-1 ( à moins que np 

soit identiquement nul auquel cas le résultat est démontré). Désignons 

par A l'ensembl e de s deux formes à coefficients des polynômes homo-

gènes de degré v-i . Considérons maintenant l'applicatio n linéair e d'es-

paces vectoriels : 

(f: Œ(î ) ï > , 

définie par : 

T v p P P P P 

Puisque *P est infini ,  Œ  ̂^ est de dimension infini e et ^ a un noyau de 

dimension au moins deux !  Ainsi il existe des polynômes homogènes 

Pjy.-.jP étranger s et des q-uples Œ-indépendants (a1,--., a )  et 

( 3 x r. ..,$q) tels que : 

dPi dP ± 
w A  Z  ai =  w  A Z $ i —= 0 . 

De ceci on tire l'existence d e deux fractions rationnelles ^ e t ^ 

telles que : 

dP. dP i 

w = rl E  ai "T7 = r2 Z 3i "PT ' 
rl 

La fraction r = — es t non constante et satisfait u > A  d r = O. 
r2 

1.2.b. En fait et nous l'avons démontré, lorsque w v a un nom-
bre fini de séparatrices algébriques, ce nombre est borné par 

•| v(v~l)( 2̂ 2)"" 2 = Nv n n  est dimensio n de l'espace ambiant) , 

l'égalité ayan t lieu lorsque <* > possèd e une intégrale première multi-

forme f. •••fj i v,n . Ceci étant encore une condition topologique . 
v,n 

1.2.c. En dimension n=3, c'est à  dire pour des équations de 

Pfaff sur PŒ(2), l'ensembl e de s formes dicritiques <* > d e degré donné 

v ^  3 et qui ne possèdent pas de séparatrice algébrique est une inter -

section dénombrable d'ouverts de Zariski ;  on remarquera que ces formes 

ne peuvent, par le théorème de Chow, posséder non plus de séparatrice s 

holomorphes. 

(Nous avons déjà signal é dans la première partie que la forme 

(xnz-yn+1)dx + (ynx-zn+1)d y + (zny-xn+1)dz . 
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ne possédait pas de séparatrices [23 ] 

A notre connaissance, i l y a actuellement pe u de résultat s 

concernant le s équations de Pfaff integrables sur3PŒ(n) lorsque n * 3. 

Notamment, l'ensembl e $v de s formes dicritiques n'est plus ici un es-

pace vectoriel ;  il va posséder une décomposition e n sous variétés irré -

ductibles : 

S) -  U  S 1 
v .  v 

r 

et il est peut-être possibl e que les résultats 1.2.c. ne se généralisent 

pas au delà deJPŒ(2) ;  il pourrait par exemple exister une composant e 

telle que l'on ait la propriété :  "u)v 6 £) * ^  possèd e une sépara -

trice ou une intégral e première d'un certain type". 

Pour mener cette étude, il serait utile d'examiner l'ensembl e algèbri -
2 

que F ^ constitu é des deux formes fermées homogènes a  de degré v  -1 

satisfaisant à  : 
a A  a  = 0 

2 

En effet, l'image d e Fv-1 par le produit intérieu r i R est pré-

cisément S ) v • 

Signalons enfin qu'en dimension 3, les formes dicritiques ^ v £ Uv (i e 

du)^ a un zéro algébriquement isolé ) sont de v détermination fini e 

([ 5  ] e t [ 8 ] ) . 

b) les formes non dicritiques J  -  S)v que nous nous proposons 

maintenant d'étudier. Rappelons que la décomposition e n facteurs irré -

ductibles du cône tangent Pv+1 = %(R ) d'une forme non dicritique w v : 

n, n 
P =  P 1 p  P 
Fv+1 * 1 '"'p p ' 

conduit à une écriture "canonique " de ^ : 

n n  dP . 

<% = pi •••V (EX±̂¡ + d 
a 

n,-l n  -1' 
P 1 p  P 

(*) 

où a  est homogène de degré I (ni-l ) v i =  v +l -  Z v ¿ , et où v ¿ est le de-
gré de Pi- En effet, comme nou s l'avons déjà signal é Pv+1 est un fac-

teur intégran t de uv. Alors que les P.^ ne sont définis qu'à des cons-

tantes multiplicatives s ^ près satisfaisant à  : 

n^ n 
S -j .. . S =  1  / 
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les X  son t parfaitement définis puisqu'ils apparaissent comm e résidus 

de V  autou r des séparatrices (P . = 0 ). De plus ils vérifient l'éça -
v+i 

lité 

E X . . v . =  1 . 

Ceci se remarque en recalculant Pv+1 à partir de l'identité (* ) . 

Définissons alors la strate _  „  .  comm e sui t : 

ni'-"V r" P 
M appartien t à £D „  „  s i le cône tangent P_, =  W„(R) de u> v c c n , . . . n ; v . . . v v +i v  v 

l p i P 

se décompose en : 

nl n o 
Pv+i =  p i V 

où les P^ sont des polynômes homogènes de degré v_^ , irréductibles et 
étrangers. Il va de soi que cette notation est à permutation simultané e 

près des couples (n ^,v^) . 

Théorème 1.1 . a ) les E P _  ,  forment une partition de 
n1# . .. ,n ; v l f \ » p 

fdfdgdgd en sous variétés analytiques lisses et leurs adhérences son t des 

cônes algébriques irréductible s de dimensions respective s 

3 - 3 en sous variétés analytiques lisses et leurs adhérences son t des 

cônes algébriques irréductible s de dimensions respective s 

<5 
Vl 

+ . . . 6 
v 
D 

+ v +l-zv. 
3 

où r ,n+k-l x 
6k = (  k  >  ' 

b) les adhérences E p #  (Z v . =  v +1) , 
; l'#**' p 

p = l , . . . , v + i , son t les composantes irréductible s de jf^ =  Jv-£)v. Plus 
précisément, on a : 

n l ' " - n p V-'-'Vp C  Zl,..., l ;  v l f . . . f v p ,  v +1 - ïv. 

c) soit u el ,  7 es t lisse en w si 
; ^Y' * " ' ' 

et seulement s i les résidus X 1 / . . . , X p d e j j ^ y sont deux à deux distincts. 

Démonstration :  a) Considérons une strate E p ;  qu e 
nl'---'np 1 " " ' p 

nous noterons plus simplement £  . L'application 
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Ci? : Í? x . . . x & -y 

i v i %  v+ 1 
<pi V  — > pi1---pP p 

se factorise en une application <j ? du produit pí^ X . . . X P ? de s espaces 

projectifs associés aux ?v ,  dans np^+1. L'image P S de  ̂est un sous 

ensemble algébriqu e de 3P?V+1 (Théorèmes de Grauert et de Chow). Un bref 

calcul de dérivée prouve que es t une immersion sur l'ouvert 

P U o ù : 
V V 

l'-"" p 

U =  ?' x xf ' -  A 

1 " ' " P  1  P 

(p£ désigne l'ouver t dense des polynômes irréductible s ^ 0 et A l'union 

des "diagonales" A =  {(p , p ) / 3c i Œ,P, = cP } , k ¿ s. On en 
JC f S J - p  J C s 

déduit que l'image S de <̂  est un cône algébrique irréductibl e de dimen-
sion < 5 + .. . + 6 -p + l et que S = «f (U )  est lisse. L'adhérence 

P •  l' - y p 

£ d e £ est l'intersection de i~1(S) avec 3v e t E = i~3(5)rt U y .Remar-
quons que E  est par i^ un fibre affine de base S = U> (U )  et de 

fibre type l'espace : y 

F = y X  H 
v + l- Iv_ . v l " * "vp 

H étan t l'hyperplan de d'équatio n I X .v . =  1. En effet, r . . ., v -  j j 

1 n  n soient P = P, .  . .P p un point de S, x € . Œ n'annulan t pas P, , . . . ,P , 1 p  r  o  1  p- 1 

et W un voisinage de (P.,...,P ) dans U te l que la restriction 
1 P  v  y ' * • • ' p 

de  ̂au cône 1PWengendré par W soit un plongement. Visiblement la res-

triction de y au sous espace W d e W constitué des polynômes 

(Qjy-.-r-Qp) qui vérifient les équations linéaires : 

Q1(xo) = P1(xo),...,Qp_1(xo) = Pp_1(xQ) ; 

est un isomorphisme sur un voisinage ouvert U de P dans S. Soit 

\¡> : w' X F A * qui à (Q1,..-fQp. ; a ? x1,.-.,xp) associe la forme : 
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n n  dQ . 
Qi •••QiP(E xi ""o1 + d 

j 

a 
n.-l n -1 

)) ; 

sa restriction <H (P,,...,P )  x F est un plongement et L o f =  ^ I W1 . 
1 P  — \ 

Il en résulte que i|> induit une trivialisation de iR (U ) o E . 

b) Il suffit de prouver le s inclusions (*) . Soit w 
d'écriture canoniqu e 

( M ) 
n n  dP . 

o) = P, .  .. Pxp ( 2 X  — 1 +  d 
j 

a 
n-1 n- 1 

pl -- V 
T)>. 

n,-l n  -1 
Puisque a  et P .  ..P p on t même degré, la forme 

i P 

n,~l n- 1 dP . 

we = (Pl---PpMP l •••Pp P + £ a ) ( n j P ^ + E 

n.-l n- 1 
d(P1 1 . . .Ppp 

n-1 n  -1 ' 
p 1 p  P + e a 
Pl •••P p 

+ Pl---Pp a^ ~  ^ j " 1' ?^ > 

est homogène de degré v  et vaut w  pour e = 0. En remarquant que : 

0) 
e 

n-1 n  -1 

PI"-PP(PI •••pp p +  e0C) 

est fermée, on s'assure à  la fois que we est integrable et que 

n,-l n  -1 
P,...P (p / ... P p +eot ) es t un facteur intégran t de w  .  par le thé-
1 P  1  P  n- 1 n  -1 

orème de Bertini, génériquement su r a, ?1 ...P^ p +eo t est irréduc-
tible pour e  jé o petit ;  d'où l a conclusion. 

c) Soit w  eE = EP I  .  V V  d'écritur e cano -
1 , •  •  •  ,  1  ;  ^ , • . . , p 

nique dP. 

" = P1--PP 1  "j P f 

Raisonnons par l'absurde :  si Jv n'es t pas lisse en w , il existe un 

chemin o) Q = OJ, tel que a>£ appartienne à une autre strate, pour 

O. Soit D C Œn une droite affine générique qui coupe le cône d'é-

quation OJ(R ) = P1«...p =  0 transversalement en v +i points réguliers, 

z l , , , * ' z v + r C e sont exactement le s zéros de la restriction de w (R) 

à D ;  ils sont tous simples. Soit I = {l,,...,I )  la partition de 

{1,..., v +1} définie par : 

k €. Ij Pj(zk ) = 0. 
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La restriction de o > (R) à  D possède aussi v +i zéro s simple s 

z1(e),...,zv+1(e) voisins de z1#...,z ,  pour e  assez petit, dison s 

| e | <  K. De même la décomposition d e u ) (R) e n facteurs irréductible s 

définit, pour e  ^  0, une partition I  d e ( l , . . . , v + l } distinct e de I 
car w £ (f. E  . Comme l e nombre d e composantes irréductible s est semi-

continu in f érieurement, on a I  S  #  I et il existe deux indice s 

i^,i2 qui appartiennent à  un même élémen t de I£ mais à deux élément s 

distincts de I, ceci pour e  fix é assez petit. Ainsi z. ( e ) e t z. ( e ) 
11 1 2 

sont sur la partie liss e d'une même composante d e ( R) =  o) e t 

(cl) 

aDl 

e 

we (R) 
3D2 

0) 
e 

ue(R) ' 

où D, et D0 sont deux disques de centre z . e t z. dan s D qui contien-
1 2  *  ! 1 ! 2 

nent z . ( e ' ) e t z. (e') , respectivement pou r tout | e ' | <  K. Mais 
1 1 2 

* . ^  *. ,  ce qui est contradictoire ave c l a continuité des intéarale s 
x2 1 2 
(cl) par rapport au paramètre e , | e | <  K . D'où l a conclusion. 

Réciproquement, supposon s X^ = X2, e t donnons nous un chemin 

Q dan s J ,  Q =  P,P9 e t tel que pour e ^ O assez petit Q soi t 

irréductible. La forme : 

dQ d P d P 

ue = ^e p3-"pn (x i — +  x3 "PT + •••+ XP P-̂ } 
e 2  P n'est pas dans I  pou r e  ^ O et u> Q = w . Il en résulte que w  est un élé-

ment de l'intersection d e deux composantes irréductible s de '  . 
QED 

Exercice :  Montrer qu e l'ensemble de s germes de formes integrables di-

critiques est connexe par arc (analytique s par morceaux) et qu'en di-

mension 3 , l'ensemble d e tous les germes de formes integrables non 

nulles est connexe par arc. 

2. Lieu singulie r des formes homogènes integrables. Désignons par S(w) 
le lieu singulie r d e : 

n, n  dP . 
w = P .  . .P P (E X . —+ d 

1 P  D  P j 

a 
x n -1 n  -1' ' 
P,1 ...P ? 
1 P 

) • 
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Proposition 2.1 . a) S(w) es t contenu dans (P^-.Pp =  0> ; 

b) si les Aj sont tous non nuls et a  p o , alors 

S (w ) est de codimension £ 2 ; 
c) lorsque tous les ni valent 1 et que les X  son t 

non nuls, on a 

S(o)) = U  (P.=0 , P.=0) U  S(dP.) ; 
i^j j 

d) Lorsque les n_. ne sont pas tous égaux à 1, 

S(w) =  U  (P . = 0,P. = 0> U  S(dP. ) U  ^P.=0 , a=0> 
i*j 1  3 3 3 j.n . > 1 3 

e) cod S(^) = i si et seulement s i : 

. un X  j est nul et ^ =  .. . = iip = 1, 

. +  (n^-1 ) = 0, ou « E o , e t les n^ ne valent pas tous 1. 

Il en résulte que l'ensemble de s formes homogènes telles que 

codim S(̂ ) = 1 est algébrique de codimension 1 dans 3'v , 

Démonstration :  Nous établissons a) et laissons b)..-..e) en exercice. 

Soit m un point de S(w) et supposons que P^^-P^m) ^ O. La droite 

Y :  t t m joignant O et m est alors contenue toute entière dans S(w); 

de sorte que 

Y * ( w ) =  o 
n2-l n  -1 

Puisque a  et P^ ...Pp P on t même degré nous avons 

* n i n  n 1 n 
O =  Y  w  = (p/... p P o Y ) ï X  .v =  p A...p P o Y . 

1 P  3 3 1  P 
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. CHAPITRE II . 

UN CRITERE ALGEBRIQUE GENERIQUE D'EXISTENCE D'INTEGRALE S 

jn x 
PREMIERES MULTIFORMES DU TYPE f = f , . . . f _ P ,  n * 3 

Le but de ce chapitre est de déterminer une classe^v d e for-

mes integrables homogènes non dicritiques, contenant un ouvert semi-

algèbrique (réel ) dense de 3V- $v e t qui possède la propriété remar-

quable suivante : 

tout germe en O € Œn ,  n £ 3, de forme holomorphe w  dont le 

jet d'ordre v  est un élément deÁv admet une intégrale pre-

mière multiforme du type f = f^l...f^P, ^ . e (E . 

Pour cela nous établirons un critère d'existence de telles intégrale s 

premières qui ne portera que sur la topologie du cône tangent de w 

et sur les résidus *j de <*>v . 

§1. Formes domestiques et apprivoisées. Soi t wv C E p ,  v  v 
r • • • I ± ?  1'"** ' t 

n 
une forme homogène de degré v  sur Œ ,  n £ 3, 

dP . 
ü> = P. . ..P E X . — 1 Z  X  . v . =  ! . 
v 1  P  •  3 P  • 3 3 

3 3 J 

Nous disons qu'un germe en O t Œn de forme holomorphe integrable de plus 

petit je t non nul t*>v , w  = ^v + . . . , est apprivoisé s i les deux condi-

tions suivantes sont vérifiées : 

a) Si p £  2, les X. . et 1 /A_. ne sont pas des entiers ^  O et 
l'un d'eux est ou bien non réel >  0, ou bien est réel >  O et vérifie 

les conditions de type petits dénominateurs de SIEGEL, [ 1̂ 3 ' 

b) le cône tangent de u> , C Ĉ JP G (n-1), d'équation homogène ré-

duite P^-^-Pp = 0, est à croisements normaux ; 

Nous dirons que w  = +  .. . est domestique (cett e notion ne 

sera utilisée que dans la partie 6 ) si w  est apprivoisée et vérifie 

la conditio n supplémentair e : 

c) les composantes irréductible s de C c 3PŒ(n-1), d'équations 

homogènes réduites P ^ = 0,...,P =  0, sont lisses. 
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Comme nous le verrons ultérieurement, le s conditions b) et c) signifient 

que la fonction multiforme P  = P11...PpP ,  intégrale première de uv , 

est de détermination finie faible, au sens de la partie 6  chapitre II. 

Notons que la condition b) implique, d'après un théorème de 

Fulton 9 [ 11 j t que le premier groupe fondamental de nPŒ(n-l) -  C^ 

est abélien ;  si de plus p=l, i.e. C^ est irréductible, il est fini, 

plus précisément n1QPŒ(n-1 ) -  cw) =  Z/(v+i)z. 

Désignons par ft v l'ensemble de s formes homogènes u) ^ apprivoi-
sées et introduisons la définition suivante. 

Définition 1.1 . : Une forme non dicritiaue u ) £ . 3  - $) est abélienne 
- >  V V  V 

si le groupe fondamental IR ^ ÛPŒ(n-1)-Ĉ  )  du complémentaire d e son cône 

tangent Cw es t abélien. S'il est fini nous dirons que es t finie. 

Désignons parv/lbv l'ensemble de s formes homogènes abéliennes de degré V, 

nous avons le : 

Théorème 1.2 . : a)Av c  Jk bv, 

b) Ji contien t un ouvert semi-algèbriqu e (réel ) dense 

de 3 - 9 . 
V V 

5Éro2£Ë£ration :  a) résulte de [ 11]; b) est trivial d'après la descrip-

tion des strates E p #  effectué e au paragraphe précédent. 
1, , 1 ;  v 1 , . . . , vD 

effectuée au paragraphe précédent. 

§2. Le théorème principal. Nous montrons ici la propriété fondamental e 

des formes apprivoisées annoncée au début de ce chapitre. En fait, nous 

prouverons les théorèmes 2.1. et 2.3. plus généraux suivants : 

Théorème 2.1 . : Soit œ = wv + .. . un germe en O é Œn , n * 3 de forme 

holomorphe integrable dont le premier je t non nul es t abélien, et à 

cône tangent réduit (i.e . wv (R) es t sans facteur multiple). Alors co 
possède une intégrale première multiforme f  = f^.-.f P dès que le s con-

ditions suivantes sont vérifiées : 

a1) les résidus X d e o>v et leurs inverses 1/A  ̂ne sont pas 

des entiers S 0 ; 

a2) l'un d'eux est ou bien non réel > O, ou bien est irra-

tionnel > 0 et vérifie les conditions de petits dénominateurs de Siegel. 

Remarque 2.2 . : Les formes apprivoisées dont le cône tangent n'est pas 
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irréductible, vérifient le s hypothèses de ce théorème. 

Théorème 2.3 . :  Soit w = +  .. . un germe en 0 <! Œn, n * 3, de forme 

holomorphe integrable dont le premier je t non nul u>v est fini, vérifie 

codim S(^v) * 2 et est à cône tangent réduit (i.e . <*>V(R) est sans fac-

teur multiple) . Alors w admet une intégrale première holomorphe. 

Remarque 2.4 . : Les formes apprivoisées dont le cône tangent est irré-

ductible vérifient le s hypothèses de ce théorème. 

Démonstration des théorèmes :  Nous allons déterminer une intégral e pre-

mière du type f^ ...f^ P dans un deux plan sur lequel w est à singulari-

té isolée. La conclusion résulte alors du théorème d'extension des fac-

teurs intégrants (1èr e partie). 

Puisque, d'après la proposition 2.1 . du chapitre I , la codi-

mension du lieu singulier de o>v - et à fortiori celle de S ( c a ) , es t ^ 2, 

Ü>v et w ont même cône tangent C c 3PŒ(n-l), donné par l'équation réduit e 

% ( R ) =  Px...P =  0, 

les P. étant irréductibles étrangers, P. ^ P . si i ^ j, et R désignant 
3 o  1  3 n 

encore le champ radial. Soit i  : (Œ ,0) - > ( Œ ,0) un plongement liné-
aire générique. Le plongement indui t par i,I :  PŒ(1) 3PŒ(n-l ) évite 
le lieu singulier de C et coupe transversalement s a partie lisse. Ainsi 
P'j = Pj o i a même ordre v . . en O que Pj et est réduit, j  = l,...,p, 
(mais non nécessairement irréductible). 

X X 
Soit P = P1 .. . PpP l'intégrale premièr e de wVFe Xjv j = 1# 

On a : 

dP. 

(1) %  .  Pl...Pp n . - J . 

X 1 X  _ £ 

Clairement, P' = P^ ...P'^ P est une intégral e première de =  i (u>v) 

qui admet une écriture (1) ' analogue à celle de a> dan s (1) . Par hypo-

thèse les X  ̂sont tous non nuls et d'après [ 4 ; I ; 2.1.J ,  -  et à 

fortiori w • = i*(o)) , est à singularité isolée . Ainsi C =  i""1 (C) es t le 

cône tangent commun de e t w'. 

Eclatons 0 dans Œ2 ,  E' : Œ2 + d2 ,  E'(x,t) = (x,tx) , t dé-

signant la coordonnée projective y/x. Quitte à faire un changement li-

néaire de coordonnées nous supposons que l'axe des y n'est pas un élé-

ment de C ' . 
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En chaque point t.. £ C , j=l,...,q, l'éclaté divisé w " de w • admet 

pour 1-jet 

j 1 ^ ' , ^ = x(t-t.) [ d x A l

 d ( t - t i ) 1 
x k(j) t-tj J 

où k(j) est l'indice k tel que tj appartienne au cône tangent de P1^-

Ceci permet de déterminer l'holonomie de L w, =PŒ(1) - C qui est une 

feuille commune des feuilletages saturés T , etï^ i définis par E' ( w • ) 

et E ). Notons^, et'#w^ : ^ ( L . ; t ) + Diff(Œ,tQ) l'holonomie 

projective de ces deux feuilletages sur le facteur linéaire transverse 

(Œ,t Q). Comme nous l'avons vu dans la première partie, la partie liné

aire du groupe d'holonomie , = Im K , est précisément le groupe de 

difféomorphismes linéaires H , = ImTif , . Mais, et ceci a encore été 

signalé dans la première partie, si est un chemin qui part de t Q, 

tourne autour du point tj et revient sur ses pas jusqu'en t Q, alors 

5lf... i (ïJ est le dif f éomorphisme linéaire 

x . e ^ ^ . x . 

Eclatons maintenant l'origine de Œ n par E : Œ n <En et désignons par 

le groupe d'holonomie projectif de o* . Nous avons l'égalité : 

a ) ' 

Puisque => (TT̂  (L^ ; t Q) ) et que ^ (1^ ; t Q)
 

HU) " H

e s t c o m m u t a t i f ' il e n 

suite que , est commutatif ; nous allons en déduire qu'il est linéa-

risable. 

Si œ est finie, H , est fini et il est facile de voir que la 

coordonnée 

z = Z h 

h e H * " < o > 

linéarise H^,. Envisageons donc la seconde éventualité. 

Un des X ., disons l , n est soit non réel, soit irrationnel et soumis 

à des conditions diophantiennes. Ainsi h 1 est linéarisable (cf. [41 J ) : 

il existe une coordonnée z' sur (Œ,t0) telle que 

h 1(z') = e
 K u ; z' . 

En explicitant la relation de commutation de avec un dif f éomorphisme 

quelconque, on voit que dans la coordonnée z', tous les éléments de 

H w l sont linéaires. Pour obtenir une intégrale première multiforme de 

w ' nous déterminerons des intégrales premières locales g 1 #...,g de 
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E*(W) a u voisinage des tj telles que le groupe d1 invariance [2;II.2.2.1] 

HCgj^/.-.^gq ; tQ) soit égal à ,  ; pour conclure i l suffira alors d'ap-

pliquer l e théorème de recollement. 

Considérons le germe œ qu i définit Tf a u voisinage de t. . 
J ^  w  3 

si HM \ est non réel ou réel négatif, u > '. est linéarisable d'après (2 ) 
et (3) , car par hypothèse ""^(jj n i (j)n,es t Pas entier positif. 

Supposons donc que xjc ( jj 4- R- et considérons l'holonomie h j du germe de 

variété invariant e ( L -t.) . Pa r transport holonome, on peut voir h. dans 
r 1 

H ,  ; h. est donc linéarisable . D'après(32 |,(c f 1;I;5) on en déduit 

que le germe <*>•• es t linéarisable. 

Dans tous les cas, il existe donc un système de coordonnées holomorphe s 

(Xj,Tj) en tj , Xj = x(l+ ) , tel que 

"J =  XJ dT3 +  xkW ) TJ dxj 

Visiblement g. = X. T. v%jest une intégrale première de .  Son groupe 
^ r  \ 

d'invariance H j représenté su r un facteur transverse iT ^ = ej es t en" 

gendre par : 

X. -  e  KKJ ) X.. 
J J 

qui est le dif f éomorphisme d'holonomie relatif au lacet s  z^e2^1*3, 

s £ \0,î] . On en déduit que sur le facteur transverse (Œ,to ) le groupe 

d'invariance H(gj;tQ ) est engendré par hj. Ainsi H(g1,...,g^ ;  tQ) est 

engendré par h ^. è.,h . Il est égal à H^, . 
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. CHAPITRE O . 

HISTORIQUE ET RAPPEL DES RESULTATS CONNU S 

C'est H. Dulac qui semble le^premie r s'êtr e intéress é aux 

intégrales premières multiformes f^.-.f p , L e  Œ, dans un cadre plus 
X fc) X 

général que le cas linéaire, cas où l'on disposait, à  l'époque d'un e 

bibliographie abondante . 

H. Dulac distingue en fait deux types de problèmes ;  le premier consis-

te à décider s i l'on peut calculer explicitement de telles intégrale s 

et à exhiber le s obstructions à ce calcul. Pour cela Dulac cherche ces 

intégrales sou s la forme "semi-divergente" . Ce n'est qu'ensuit e qu'i l 

s'intéresse au x problèmes de convergence. Il va san s dire que tout ceci 

se passe en dimension deux. Les résultats de Dulac ont été publiés et ce 

n'est que récemment qu e l'on s'es t replongé dans ce type de problèmes, 

dans un contexte à  priori plus général :  celui des formes integrables ; 

mais finalement dans un cas particulier :  celui où les X ^ sont entiers 

positifs. Il y a en effet un à priori, puisque comme nou s le signaleron s 

plus loin, le problème de la convergence d'intégrales premières formel -

les pour une forme integrable en dimension quelconque, est en fait un 

problème de la dimension deux. Par contre, il n'en est pas de même pour 

les critères d'existence :  le critère de Malgrange cod S(Ü))*3 est spé-

cifique des dimensions plus grandes que deux. Au fur et à mesure que nous 

proposerons nos énoncés nous les restituerons par rapport à  ceux de 

Dulac. Nous nous contenterons ic i pour terminer ce court prologue ,de 

citer le s résultats obtenus par B. Malgrange et ensuite R. Moussu et 

l'un de nous. Ces résultats n'ont trai t qu'au x intégrale s première s 

formelles (respt . holomorphes)usuelles; plu s précisément w  étant un 

germe de forme holomorphe integrable on s'intéresse au x séries formelle s 

f (respt . convergentes) telle s que uA d f =  O. 

a)le critère de Malqrange est opérant pour les intégrale s 

premières "fortes " :  celles pour lesquelles cod S(df ) * 2  (codimensio n 

signifiant dans le cas formel hauteur de l'idéal jacobie n de f). Il dit 

que l'existence d'un e intégral e première formell e (fort e donc) impliqu e 

celle d'une convergente , ceci étant assuré par exemple lorsqu e 

cod S  ( w) £ 3  . 

b) Ce critère est généralisé dans f  32 1 aux intégrales premiè-
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res faibles (i.e . non nécessairement fortes... ) et précise en fait 

qu'étant donné une intégrale première formelle f qui n'est pas une puis-

sance, on peut toujours trouver une série formelle &  €- 6̂  telle que 

l{f) converge . De plus, la convergence peut se lire sur un chemin trans-

verse à  t u , fait qui justifie l' à priori précédent. 

Encore une fois nous utiliserons abondamment la déssingularisation en di-

mension deux. Pour les problèmes de convergence la remarque-clef est la suivante : 

Remarque 0.1 : Une série formelle f c converg e des qu'il existe un point t d e 

PŒ(n-l) où le germe f  o E,̂  (d e la composée de f avec le morphisme E : Œn -* Œn) 

est convergent. 

Signalons enfin que tous les résultats de cette partie sont valables dans 

le domaine analytique réel. Il suffit pour s'en assurer de complexifier la situation. 
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. CHAPITRE 1 . 

CONVERGENCE DES SEPARATRICE S 

1. Convergence des séparatrices. Soit œ u n germe de forme holomorph e 

integrable à l'origine d e Œn et (f=0) , fe S^n , une séparatrice formell e 

de w : 

w A  df = f. n 

On dit que l a séparatrice (f=0 ) converge s i (f=0 ) définit une hypersur-

face analytique, ou ce qui revient au même s'i l existe une unité for-

melle u telle que uf converge. Dans ce chapitre, nous nous proposons 

d'établir u n théorème de réduction à la dimension deux ;  quant à la 

convergence ou non en dimension deux elle peut se lire en général su r 

les"arbres d'éclatements". 

Théorème 1.1 . :  Soit OJ un germe de forme holomorphe integrable à l'ori-

gine de Œn. Une séparatrice formell e irréductibl e S  = ( f = O) de u  con -

verge dès qu'il existe une courbe analytique y  s  Œ,0 •+ Œn,0, non inclu e 

dans S(w) et vérifiant f  o y  =  O. 

Démonstration :  Remarquons que, d'après l'hypothèse , o n a  y* w = O. On 
peut alors appliquer l e théorème [l;II;4.l j :  il existe une applicatio n 

F :  Œn~10 -* Œnf0 de rang générique maximum, qui"éten d y " , et telle que 
F*(D =  O. Nous allons montrer que foF = 0 ;  pour cela nous reprenon s 

les notations de [l;II,4 j e t introduisons ï = f o ÏÏ où i r est la composi-
tion de tous les morphismes utilisés dans [l;II;4.2 ] pour se ramener à 

la forme w . Visiblement f  o y = 0 et f est une séparatrice (formelle ) 

de 53 . Envisageons maintenant le s deux éventualités du théorèm e 

[l;II;4.2.J : û est ou bien triviale au dessus d'un deux plan (s i 
cod S (cô) = 2) o u bien possède une intégrale première holomorphe (s i 

cod S(û) > 3 ) ; dans le premier cas, ú possède deux séparatrices formel -

les "lisses " et deux seulement, f= 0 étant alors l'une d'elles. D'une 

part, cette séparatric e converg e puisque " y converge, d'autre part F est 
obtenu par la factorisation -n- o F où F paramètre cette séparatric e : 

f o F = Ojici donc f o F =  f o i r o F =  f oF =  0. Dans le second cas, 

lorsque cod S (ÔJ ) > 3, i ô possède une intégrale première fort e g irréduc-
tible :  il en résulte que Û T ne possède qu'une séparatric e (tan t formell e 
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qu'holomorphe) et f = U.g où U est une série formelle qui est nécessai-

rement une unité. Ici encore F = n  o F où F vérifie g o F = O et f o F = 0. 

Invoquons maintenant l e résultat suivan t du à A.M Gabrielov 

dans [20 J (théorème s 4.8. et 5.2.) : 

Théorème :  Soit F:Œn~10 + Œn,0 un germe d'application analytique de 

rang générique maximum et f c G?n un e série formelle irréductible (no n 

nulle) telle que f o F =  O . Il existe un germe de fonction holomorph e 

h é 6n irréductibl e te l que h  o F = O. 

En fait, Gabrielov établit un résultat plus fort :  désignons par 

F* (respt . F*) le s morphismes d'algèbres a  e a  o F c 6 ^ 

(respt. a e 6n a  o F € ^ alor s : 

Ker F* « Ker F* Q 6 

Ce qui conduit précisément ic i à l'égalité des idéaux premiers ( [27] ) : 
A > \ 

6n.(f) = 6n.(h). 

D'où le résultat. 
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. CHAPITRE II . 

CONVERGENCE DES INTEGRALES PREMIÈRES MEROMORPHES. 

1. Enoncé des résultats et préliminaires. Nous nous proposons d'éta-

blir le théorème suivant : 

Théorème 1.1 . - Soit u > un germe en 0 £ In de 1-form e holomorph e 
f A 

integrable et H = — € /Jn une intégrale première méromorphe formell e 

pure de oo , i.e. w A dH = 0 et H, 1/ H $ 0^. Alors H converge, c'est -
à-dire H € M . 

n 

Nous prouverons ce théorème lorsque n = 2, dans le para-

graphe 1 . Nous en déduirons, au paragraphe 2 , la preuve du théorème 

en dimension supérieur e lorsque H est semi-divergent, c'est-à-dir e 

peut s'écrire sou s la forme : 

À X 

H - *-hl hpp < 

u é 0 n, u(0 ) ^  o , h^e 6>n, 6  7 . 

La démonstration dans le cas général résultera du lemme suivan t : 

Lemme 1. 2 :  Soit H € Aj n une intégrale méromorphe formelle pure de w. 

Alors H est semi-divergente . 

Le cas semi-divergent e n dimension 2, a été traité par 

H. DULAC. Nous indiquon s brièvement au paragraphe 4 sa démonstration 

([13] et [l^]) . Ainsi le lemme 1. 2 permettrait d'obtenir l e théorème 

pour n = 2 à partir des résultats de H. DULAC. Dans ce qui suit 00 
9 

désigne un germe de forme holomorphe à l'origine d e Z .  Avant d'atta-

quer les démonstrations nous allons faire quelques considération s 

d'ordre général en présence d'intégrales premières méromorphes for -

melles pures ;  notamment nou s allons voir qu'alors N(w) ne peut-être 

nul. Pour cela nous utiliserons l e lemme suivan t : 

Lemme 1. 3 :  Soit O J un germe de forme à singularité isolé e en 0 6 C 
2 

106 



CONVERGENCE 

admettant une intégrale première méromorphe formelle pure H = — 

(f,g € san s facteur commun) . Soit y € 0 X un e courbe formell e 

non triviale. Les propositions suivante s sont équivalentes : 

(a) y est une courbe intégrale de w,i.e Y*U = 0 

(b) il existe une constante c €3PŒ(1) telle que (f-cg ) o y = 0 

(le cas c = «> signifiant que g o y =  0) . 

Démonstration :  Supposons que f o y ne soit pas identiquement nulle. 

La 1-forme formell e g df - f dg est divisible par u > et donc son ima-
ge réciproque par y est nulle. Dans un système de coordonnée formel-

le z où f o y = zv, on a l'identit é 

z. (g o Y) 1 (z) = v g o Y (z) . 

Ainsi g o Y =czv, c  é C, d'où l a conclusion. Réciproquement, suppo-

sons que ( f - cg) o Y = 0. Quitte à effectuer une transformatio n 

homographique su r H, c'est-à-dir e u n "changement de variable au but", 

on peut poser c = 0. Notons 

f = f"1 f2 , flff2« $2,.£ x o  y = 0 

f1 étant irréductible et ne divisant par f 2. Ainsi on a : 

(f1f2 dg - g(a1f2df1 + f± df2)) A œ = 0 

et, puisque e u est à singularité isolée , 

f1f2 d g -  g (a1f2df1 +  df2 ) =  u  u ) , u  é 0  2« 

Si y * ( M ) n'es t pas identiquement nul, u o Y l'est. Ainsi f^ divise 

g df2, et donc df2, ce qui implique : 

Y*(df2) = d(f2 o  Y) = 0 , 

et f2 o Y est identiquement nul. Mais ceci est impossible, car ^ 

étant irréductible, on a l'égalité des idéaux premiers : 

(fx) = {h/h o Y - 0}. 

2 
Proposition 1. 4 - Soit w un germe en 0 € C d e 1-forme holomorph e 
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admettant un e intégrale première méromorphe formell e pure H. Alors 
N(OJ) >  0 . 

Démonstration. Montrons que lorsque l e 1-jet de co est du type (* ) o u 

(**), o> ne possède pas d'intégrale premièr e méromorphe pure formelle. 

Dans ce cas, o) possède deux courbes intégrales formelles et deux 

seules distrinctes. Or il est clair que la forme dH en possède une 

infinité. La conclusion résulte immédiatement du lemme précédent . 

2. Démonstration du théorème 1. 1 en dimension 2. Elle se fait par 

récurrence su r le nombre N(OJ ) d'éclatements nécessair e pour réduire 

OJ. Le cas N(o)) =0 es t trivial puisque le s hypothèses du théorème ne 

sont jamais vérifiées. Faisons un éclatement ;  deux cas peuvent se 

présenter, que nous examinerons successivemen t : 

(a) OJ est dicritique e t 3 * es t transverse à L =3PC(1 ) - C . 
^ 0 ) 0 ) 0 ) 

(8) L es t une feuille de 
0) 0 ) 

Cas (a ) : 

Remarquons que H o E peut être considérée comme une sectio n 
A . 

globale du faisceau /* ) , de base PC(1), des germes le long de IC(1) 

de fonctions méromorphes transversalemen t formelles , c'est à dire 

du corps des fraction s 
A A 

M = Frac(S) 
A 

du faisceau 5 des germes le long deJPC(l) de fonctions holomorphes 

transversalement formelle s défini dans [3 2 1. En d'autres termes , 

si (x,t) , t = y/x est une carte delPC(l) la fibre M. d e M e n un 
o 

point tQ € 1P<E(1) s'identifie a u corps des fractions de l'anneau de s 

séries formelles en x à coefficients des séries convergentes de la 

variable T = t - tQ : 

Mt =  Frac«C{T} [[x]]), T  = t - tQ. 
o 

Il suffit de prouver que H o E est une section globale du sous fais-

ceau M C M ,  restriction à3PC(l) du faisceau des fonctions méromor-

phes :  H o E définit alors une fonction méromorphe G sur un voisinage 
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U de PC(1). Comme E est un isomorphisme en dehors delPC(l), G se 

redescend en une fonction méromorphe G sur U - {0} qui s'étend e n 0 

en vertu du théorème de LEVY, (cf . [35] par exemple) : 

G, 

G = G¡ ' Gl ' G2 € #2-

Comme G o E = H o E, considéré comme un élément de M 0PC(1)) , on a 

G1 o E.f2 o E = G2 o F.f1 o E 

Il en résulte que =  G2^l et donc G = H. 

Considérons l e cas (ot ) , et montrons qu'en tou t point 

t € 3P<E(1) , H o E,t est un élément de Mt C  Aft . S i H o E,t est pure-

ment méromorphe formelle , la convergence résulte de l'hypothèse d e 

récurrence. Si H o E,. ou son inverse est un élément de s a res-
r <C, t 

triction àlPC(l) est polynomiale et la convergence est assurée par le 

Théorème [  32 ] que nous rappelons : 

Théorème 2. 0 :  Soit U€ 0n un e intégrale première formell e d'u n 

germe en 0 € <Cn de 1-forme holomorphe integrable, et 

c :  (C,0) (Cn,0 ) une courbe analytique transvers e à m, i.e. c*(cu) 

n'est pas identiquement nulle. Alors H converge dès que H oc conver -

ge. 

Examinons l e cap Q ;  pour se raccrocher à la récurrence 

établissons l e : 

2 

Lemme 2. 1 :  Soit O J un germe en 0 € C d e 1-forme holomorphe possé-

dant une intégrale première méromorphe formell e pure H. Alors, si 

OJ n'est pas dicritique i l existe un point t € 1P<C(1) où E*t(o)) possède 

une intégrale première méromorphe formell e pure. 

Démonstration :  D'après l e lemme 1.3 , OJ possède une infinité de cour-

bes formelles intégrale s distinctes. Il existe donc un point t € 

où le germe ai,t possède une infinité de courbes intégrales distinc-

tes. Toujours d'après l e lemme 1.3 , sur chacune de ces courbes 

H o E,t est constant. Il est clair que ce ne peut être le cas si 

H o E,t est une série formelle ou l'inverse d'un e séri e formelle. 
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Désignons par bir...,b le s points t de o ù H o E,t est méromorphe 

formelle pure et notons {a1#...,ap i son complément dans C^. Le lemme 

1.5 nous assure que q > 1, et, par hypothèse de récurrence, H o E,̂  

converge, j = l,...,q. Remarquons aussi que, pour tout j, H o E,. 
j 

se prolonge au voisinage de tout ouvert simplement connex e 

U C L w U {bj}, car L̂  = nPC(l) - es t une feuille de 0*̂ . De plus ce 

prolongement coïncide avec H o E, considéré comme une section de 

At(U)( [ 32 ], [v,4], lemme 2') . Ainsi, en tout point t de 

PC(1)-{a^,...,ap}, H o E,t est convergente : 

H o E € AtCŒ>C(l) - {a1#...,a }). 

Il reste à prouver la convergence de H o E aux points a.. : 

H o  E, €  t>„2 • 

Notons G. une racine de H o E, : 
D a . 

m. 
H O E, =  G.J , 

a. 3 

telle que Gj n'est pas une puissance. D'après un résultat de [ 32 *] 

il existe une série A  j, a\{0) ^ 0 , telle que Ĝ . = ^ o  Gj soit con-

vergente. Soit t  ̂aj un point de PC(1) voisin de aj où le germe en 

t de Gj converge encore : 

G. =  l o G. €  . 
3't 3' t < E ,t 

En ce point H o E , t= U ~ oGj ) 3 est convergente. Il en résulte que 

l converge , donc aussi G j, et par la même H o E, a.. 

3. Démonstration dans le cas semi-divergent en dimension supérieure . 

Soit H € Af n une intégrale première méromorphe pure, semi-divergent e 
de w : 

A A 
H = u f1i fp P ,  A j € a r , 

u €  ôn , u(0)  ̂0 *  , f  j € * n irréductible. 
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Nous supposons (pa r induction) que le théorème est démontré jusqu' à 

la dimension n-1. 

Il est clair que, f^,...,!^, X 1 , . . . , X P étan t fixés l'unit é 

u € 6 es t unique. Si ce n'était pas le cas, il existerait une autre 

intégrale première semi-convergent e 

Hi = ui h1 fp p *  ui € V 

Un calcul facile montre qu'alors la série u1/u est une inté-

grale première de u> . Ce cas est à écarter :  la restriction de u ) à 
2 n 

un 2-plan génériqu e i  : C — • C  ,  i.e. transverse aux parties lisse s 

des fj*(0) , possède une intégrale première méromorphe pure et, à 

fortiori, une infinité de courbes intégrales formelles distinctes. 

Ainsi u converge en restriction à tout n-1 -plan générique 

d'après l'hypothès e d e récurrence. Faisons un éclatement de 0, 

E :  Cn -*• <Cn et plaçons nous en un point tQ delP<C(n-l) - C^. On peut 

écrire : 

H o E , t = ( u o E , t ) . v . x v , v  € • ^n 
o o  C  ,t Q 

v = v(fx) X1 + .. . + v(fp) X P , 

où v(fj) désigne l'ordr e de fj et v(tQ) ^ 0. Supposons v positif ; 

H o E,. es t une intégrale première de o> , qu i converge su r tout 
ro S 

(n-1) - plan générique ;  d'après [  2.0], H o E,t converge . On en 
o 

déduit la convergence de u o E,fc e t donc de u en utilisant l a 
o 

remarque 0.1. 

4. La méthode de H. Dulac dans le cas semi-divergent, n=2. Le cas 

semi-divergent en dimension deux a fait l'objet de différents tra-

vaux de H. DULAC [  13] , [l^] , [15]. Nous indiquons ici la démonstra-

tion donnée dans [l5 ] pages 362-364 qui élimine les cas laissés dans 

l'ombre dan s les articles précédents. H. DULAC prouve le théorème 

plus général suivant : 
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Théorème 4 .1 (H . DULAC) :  Soit O J un germe en 0  e  C d e 1-forme holo-

morphe admettant un e intégrale première du type 

H = u f1i fp p ,  u(o ) / o .  f. 6 8 2 ,  u 6  ô 2 

les Xj désignant des nombres complexes quelconques. Si u) possède une 

infinité de courbes intégrale s analytiques, alors u converge. 

Démonstration :  Il résulte du théorème de réduction qu'il existe un 

espace projectif DQ =JPC(1) contenu dans le diviseur exceptionne l 

ÏÏ 1(0) tel que le feuilletage satur é défini par ÏÏ*(O )) soit transvers e 

à DQ, sauf en un nombre fini de point t1,...,tp. En un point tQ de 

DQ le germe de ÏÏ , 

ïï't :  (M'to) "* (c2'°> ' 
o 

peut-être considéré comme une composition d'applications du type 

(x,t) -> (x,tx) et de changements linéaire s de variables. Ainsi u 

converge dès que u o ÏÏ,^ converge. 
o 

D'autre part explicitons f . o ïï,t dans un système de 
o 

coordonnées (x,t ) où x = 0 est l'équation de D : 

F-: O ïï,  =  X  J  F  . , 

3 O  3 

x ne divisant pas F J. Nous pouvons écrire : 

H O Ï Ï = U O Ï Ï , .  v  .  x y , 

ro zo 

où y = À, y, + .. . + X y e t v = f. f  * €  9.. . . Si nous choisis-
1 1 P  P 1  P  M,t Q 

sons le point t  6  D Q différent de tl7...,t e t en dehors de l'adhé -

^-1 
rence des courbes FJ (0) , j = l,...,p, on aura : 

v €  ÔMft ,  v(0) ¿ 0 . 

Comme l e feuilletage est transverse à D , y  est nul et H o  ÏÏ, es t 
* o 

une intégrale première formell e de ÏÏ,  (ÜJ) , polynomiale en restric-
to 

tion à D .  On en déduit que H o ÏÏ, est convergente et donc u o ÏÏ, 
o t *• » 

converge aussi. 

2 
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5. Démonstration du théorème 1. 1 dans le cas général. Il suffit d'éta-

blir l e lemme 1. 2 ;  pour cela on remarque que si H 6 Mn, 

X X 

H = h1 ...hpP , est une intégrale première méromorphe formell e alor s 

H converge dans tout deux plan transverse à  O J . Mai s les (h ^ = 0) 

sont des séparatrices formelles de co qui convergent dans tout deux 

plan générique, donc convergent, d'après l e critère établ i dan s le 

chapitre précédent (théorèm e 1.1) . Ainsi H est semi-divergente et on appli-

que 3. 
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. CHAPITRE III . 

CONVERGENCE DE S INTEGRALES PREMIERE S MULTIFORMES . 

1. Préliminaires su r les intégrales premières formelle s F = ...fp p 
Xl X D 

Désignant encore par u un germe de forme de Pfaff holomorphe integra-

ble, dans ce chapitre nous considérons des intégrales premières for -

melles F = fJL ...fpp ,  €  (C , où les fi sont des séries formelle s 

sans facteur commun. Par intégrale première on sous-entend;comme dan s 

le cas holomorphe^vérifiée l'identit é : 

co A f. . . . f EX . 1 p  l 

df. 

f . 
1 

= 0 . 

Nous dirons que F converge s'i l existe des unités formelle s 

A X  X 
U j 6  (& n telles que û ^ ...up^ = 1 et que chaque u j f j soi t convergent . 

Considérons dans un premier temp s l e cas où la dimension 
2 

ambiante es t deux. Soit u > un germe en o £ C d e forme holomorphe qu i 

possède une intégrale première multiforme formell e 

X X 
F = f, ... f p. Visiblement le s facteurs irréductibles des f. sont des 

1 p  3 
séparatrices formelle s de t u . On a de plus : 
Proposition 1.1 . Les séparatrices f j convergent, i.e. il existe des 

unités formelles u_. telles que ujfj € ^2 ' ^ = 1'*--'P* 

Démonstration :  Nous pouvons supposer le s f_. irréductibles. Il suffit 

alors de prouver l'existence d e courbes analytique s 
2 

Yj ' (C,0 ) -> (C ,0) telles que f_. o Yj = 0. Considérons l'applicatio n 
2 

de réduction T T : M -»• (C ,0) et notons aj le point du diviseur excep-
— 1 — V 

tionnel D =  i r (0 ) où la série f. o T T , e & M possèd e une branche 
3 a  jy l , a 

distincte de D. Si a est un point non singulier de l'éclaté divis é 
o!. d e w, visiblement cS . n e possède qu'une seule séparatrice formel-a a 
le Y j passant par a, qui de plus converge. On a donc 
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f.o ÏÏOY- =  0. Si a est un point singulier de o>, ,  rappelons 
3 3  a 

que dans un système de coordonnées adapté (X,Y) , on a : 

(*) w, a = Y dX + XX dY + .. . ave c \ $ Q , X  ^  0, a — 

ou bien 

(**) u, a = Y dX + ... 
a 

Il est bien connu que dans le cas (* ) O J , _ possèd e deux 
a 

séparatrices convergentes et ne possède pas d'autres séparatrice s 

formelles, d'où l a conclusion. Il suffit ainsi de prouver que l'exis -

tence de l'intégrale premièr e multiforme FOT T =F 1 . . . F / 1 excl u l e cas 
, a i  q 

. Supposant que l'on soi t dans le cas (« ) o n ne peut avoir q=l,car 

une forme à singularité isolé e de ce type ne possède pas d'intégral e 

première [  32]. D'autr e part o>,a possède seulement deux séparatrice s 

formelles qui sont lisses à croisements normaux. Ainsi, si l'on a 

pris les F . €  0 M irréductibles , on a q = 2 et ( F . , F 0 ) constitu e 

un système de coordonnées formelles en a. Il résulte de l'égalit é 

2>'a A (yx F2 ÔF1 + M2 F1 dF2) = 0 

que w, es t du type (*) , ce qui est contradictoire, a 

Q.E.D. 

On déduit immédiatement de cette proposition et du critère 

de convergence des séparatrices formelles le : 

Corollaire 1.2 . Soit o> un germe en 0 C <C N de 1-forme holomorph e 

admettant une intégrale première multiforme formell e 

X , X 
F = f, .  . . f P. 

1 P 
Alors F est semi-divergente, i.e. s'écrit 

A X 
F = u. gx ...gp p où les g. convergent et u est une unité formelle. 

Remarque :  Ce corollaire donne une autre démonstration du lemme 

[il ;  1.2]. 

2 

Il résulte de la démonstration précédente que si y € 6  ^ 
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est une séparatrice formell e de oo , telle que F o Y 4 0, alors Y se 
relève dans M en un point a du diviseur exceptionnel où uf. est non 

a 
singulier. On en déduit le : 

2 

Corollaire 1.3 . Soit OJ un germe en 0 Ç C d e forme holomorphe poss é 

dant une intégrale première multiforme formelle . Alors toute sépa -

ratrice formell e de OJ converge. 

Comme dans le cas méromorphe, O J peut aussi posséder une 
infinité de séparatrices : 

2 
Proposition 1.4 . Soit OJ un germe en 0 € <E d e forme holomorphe pos-

X X 
sédant une intégrale première multiforme formell e F = f^ ^pP -

Si OJ possède une séparatrice qui n'est pas une branche de 

f^....f =  0, alors OJ possède une infinité de séparatrices analyti -

ques. De plus il existe une relation non triviale à coefficients 

dans U entr e les Xj et F converge. 

Démonstration :  La convergence résulte du théorème 4.1 de Dulac 

(chap. II). Les autres conclusions s'établissen t trivialemen t par 

récurrence su r N(OJ) . 

Voici maintenant deux propositions qui seront utiles dans 

la suite. 

Proposition 1.5 . Soit OJ un germe en 0 € Cn de 1-form e holomorph e 

integrable admettant deux intégrales premières multiformes formell e 

X, X  y  u  ^ 
F = f, .... f p et G = g, .... g q, f., g• € 0 irréductibles . Alors 1 p  J l q j j n 

ou bien OJ admet une intégrale première méromorphe, ou bien p = q et 

à une permutation d'indice près , il existe des unités formelles Uj 

et deux scalaires a, $ € C vérifiant : 

g. = u. f  . ,  Pj = a X. , 

x1 X 
u± ....up P = 3 , 

ie G = 3 Fa. 
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Démonstration. Supposons que codim S(o>) ^ 2. Il existe des séries 

H,K € &n telle s que 

df , 
f, f  E  X . =  H w 
1 P  D  f  j 

dg 
"gq 1 yj -gj = K " 

Soient F = f. • fp et G = gr • v 

O = d(| o) = (d(| m) . 

De l'égalité oi-dessus , on déduit : 

d w = - œ A d - = - o ) A d - . 

Il s'en sui t que : 

o) A d(|§) = 0 . 

Si u > ne possède pas d'intégrale première méromorphe, nous avons 
HG 
— =  a, a € C. Ains i 

q dg . p  df . 
a E  y  . 3  = E  X  . 3  . 
j-i 3  g j j- i 3  f j 

Les deux membres de cette égalité sont des formes méromorphes qui 

possèdent clairement le s mêmes pôles. On a ainsi p = q et, à permu-

tation d'indice près, il existe UJ €. (t^, u_.(0) ^ 0, tels que 

g^ = UJ fJ. Il vient alors : 

p df . p  df . p  du . 
E X . —f*- = ot( E y . +  E  y  . —± )  , 

j=l 3  r j j= l r j j= l 3  u j 

et donc 
p df . p  du . 
2 (X . -  ay.) -jl = a E  y . 

j=l 3  3  r j j= l 3  U j 

Le membre de droite étant holomorphe, il s'en sui t que 

j = 1,...,p , 

et par suite 

du. 
E X  . —= 0  . 
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Ainsi 
A, A 

u. ... . u ^ 
1 p 

est une constante 3 . 

Proposition 1.6 . Soit OJ un germe en 0 € CN de 1-forme holomorph e 

possédant une intégrale première multiforme formell e 

Xl Xr > 
F = f^-.-.fP ,  f, € » n irréductible. Si OJ possède aussi une inté-

grale première holomorphe, alors il existe un scalaire A  € ( C tel 
que A  A j € 3N pour tout j = 1, . . . , p. 

Démonstration. Soit h irréductible une inté-

grale première holomorphe de O J . Les hypersurf aces hj = 0 sont clai-

rement les seules séparatrices de O J . Il en résulte que p = q et 

l'existence d'unité s formelle s u. 6  8 n vérifiant quitte à réordon-
ner les indices : 

f. =Uj hj. 

Le quotient 

V i npV ni A2" V i . Vp •  V i 
= u± ....up M Hh2 .. . hp 

est aussi une intégrale première de O J . Comme l a séparatrice h^ = 0 

ne figure pas parmi les facteurs, on déduit de la proposition 1. 4 

que cette expression est constante et donc : 

npV =n iA2" 
Vi npV np 

h 1 ' 

On pose A  =  /  A j ^ . 

2. Critères de convergence. Dès qu'un germe de forme holomorphe en 
2 

0 € C possèd e un nombre assez grand de séparatrices ( > V(OJ ) + 1), 

A A 

toute intégrale première multiforme formell e F = f^ ....fp p est 

convergente. Ce résultat dû à H. DULAC, a été énoncé dans la premiè-

re partie dans le cadre semi-divergent mais en fait d'après l e co-

rollaire 1. 2 précédent, c'est l e cas général. Sous ces hypothèses, 

les Aj vérifient une relation non triviale à coefficients entiers 

positifs. Ils ne peuvent donc être, à un facteur multiplicatif com -

mun près, tous réels positifs. H. DULAC prouve, de manière partielle 
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dans (jj ] pages 101-10 6 puis complètement dans [l ^J page 25 et [15] 

pages 362-364, que cette dernière éventualité , Xj > 0, est le seul 

cas douteux de convergence. Nous généralisons ic i ce résultat en 

dimension quelconque san s trop de peine :  nous montrons que l'inté -

grale première F converge dès qu'il existe une courbe analytique c 

telle que c*(u>) = 0, sur laquelle F converge. Lorsque tou s les Xj 

sont positifs nous prouvons que "génériquement " F converge en énon-

çant une condition diophantienne suffisante . 

Le théorème suivant est une généralisation immédiat e du 

critère de convergence des intégrales premières formelle s usuelle s 

prouvé dans [  32 ] : 

Théorème 2. 1 : Soit u > un germe en 0  6  t n de 1-forme holomorphe inte-

grable possédant une intégrale première multiforme formell e 

A X 
F = f,x f  * ,  et c :  (C,0) + « C ,0) un germe de courbe analytiqu e 

P 

transverse à  GO , i.e. C*(GÜ) = 0. Alors F est convergente dès que 

F o c converge i.e. F o c(z) =  7 } u(z) , u(0) / 0, u € 0^. 

Démonstration. Nous pouvons supposer F semi-divergente : 

X X ^ 
F = u f1i fp P ,  f j € 0n ,  u € 0n , u(0) ^ 0 

Il suffit ainsi de montrer que u converge, ou encore que le composé 

u o E,t d e u avec l'application d'éclatemen t de 0, E :  Cn C n 
o 

converge en un point t d e PC (n-1). Ainsi par éclatements successif s 

nous nous ramenons au cas où c est une courbe lisse et la droite 

tQ = [c'(0) j n'es t pas un point du cône tangent de O J . En ce point 

F o E s'écrit : 

F o E , =  u o E,. . x a v a  € C 
ro o 

-vX ^ X . 
v = f.1 f  .J 

v, 1  3 

les fj désignant les éclatés divisés des fj et x une équation de 

Œ>C(n-l). Visiblement f  j (tQ) ^  0 et donc ( F o E,t )   ̂est une intégra-

le première formelle ordinaire de E,t (o> ) . Comme F oE converg e en 

restriction au relevé c de c dans Cn, F o E,t converg e [2«° ] . On 
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déduit de la semi divergence de F ( v 6 (ù„ ) que u o E,. converge . 
CVt o 

o 

Théorème 2.2 :  Soit OJ un germe de 1-forme holomorphe integrable à 

l'origine d e CN possédant une intégrale première multiforme formell e 

A1 A 

F = f1 ....fp P ,  fj(0) =0 e t ne possédant pas d'intégrale premièr e 

holomorphe. Alors F converge dans les cas (génériques ) suivants : 

(1) les exposants A. , ne sont pas tous sur -une même demi-droite 

passant par l'origine d e C. 

(2) les Aj sont tous sur une même demi-droite passant par l'ori -

gine de C et vérifient une condition diophantienne : 

|i1x1 + ... + ipxp| >, c 
{ I ± 1 1 + . . . + 1 ± p l ) e 

(où C et e sont des constantes positives), pour tout p-uple 

d'entiers relatifs (i1,...fip ) tel que X ^ +...+ ipXp ^ °-

Remarques ; 1) Sous l'hypothèse :  A.. > 0 à un facteur multiplicati f 

commun près, OJ n'a qu'un nombre fin i de séparatrices analytiques, qui 

sont définies par f^ = 0, j = l,...,p. (Leu r convergence est assurée 

par le corollaire 1. 2 et le critère de convergence des séparatrices). 

Si le feuilletage singulie r ^ OJ possède un système fondamental de 

voisinages saturé s , alors ici encore, d'après le théorème [3 ; 1.1] 

converge. 

2) Lorsque tou s les son t rationnels, F définit une 

intégrale première formell e usuelle ou bien une intégrale première 

méromorphe pure, cas déjà étudiés. 

3) Dans le cas 2), il est raisonnable d'exiger une condi-

tion diophantienne, puisqu'il existe des formes du type 

OJ = x dy + Ay dx + .. . qui sont formellement linéarisable s sans être 

linéarisables. 

4) Toujours dans le cas 2), si une condition diophantien-

ne est satisfaite pour un certain e , elle l'est pour tout e > eQ. 

Lorsque les A^ sont indépendants une telle condition n'est satisfait e 

que pour des e > p. L'ensemble de s A € JR? présentant une résonnanc e 
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sur 1 ,  E  i. X . =0 étan t maigre, l'ensemble de s A  €3RP qui satisfon t 
j 3  3 

une condition diophantienne est de mesure pleine. 

Démonstration. D'après l e théorème 2. 1 il suffit de montrer que la 

restriction de F à un 2-plan est convergente, supposons donc n = 2. 

Considérons simultanémen t le s cas (1 ) et (2 ) et comme 

toujours procédons par récurrence su r N(OJ ) . 

Lorsque N(OJ ) = 0 , comm e nous l'avons vu dans la démonstra-

tion de la proposition 1. 1 ,  p = 2 et f^, f2 constituent un système 

de coordonnées formelle s de (C^ , 0) . Ceci nous conduit à constater 

que dans des coordonnées analytiques x,y tangentes à f1,f2. 

j1^ = y dx +  A  x dy ,  A  = ^2/^1 > o. 

et OJ est formellement linéarisable. Compte ten u des hypothèses (1 ) 

ou (2 ) du théorème, ou bien A  n'est pas réel positif (domain e de 

Poincaré), ou bien A  est un irrationnel positif satisfaisant des con-

ditions diophantiennes puisque OJ n'a pas d'intégrale premièr e holo-

morphe. Dans les deux cas OJ est linéarisable, i.e. il existe un sys-

tème de coordonnées holomorphes (x,y ) dans lequel OJ s'écrit 

OJ = x dy +  A  y dx. Comme le s f.. sont les seules séparatrices de OJ, 

on a nécessairement : 

fx = ux x ,  f 2 = u2 y , 

ul '  u2 €  *2 '  ul(0 ) * °' u2(0 ) * °' 

Ainsi F s'écrit : 

A A 2 A . A 2 , N 
F = u x y  ave c u = u± u 2 €  d2# 

En explicitant l'égalit é 

» Л flf2 (xi-f7 + 
d f 2 

z r 2 
= 0, 

on obtient : 

OJ A  du = 0. 

Comme A  est soit irrationnel soi t dans le domaine de Poincaré, orne 
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possède pas d'intégrale premièr e formelle, u est donc une constante, 

ce qui achève la démonstration. 

Supposons maintenant l e théorème établi pour les formes OJ' 

telles que N(OJ' ) <  N(OJ ) . A l'aide du corollaire 1.2 , écrivons F sous 

forme semi-divergente : 

F = u f̂ 1 fp P , f_. € 02, u € &2, u(0 ) ^ 0. 

2 2  2 Soit E :  C - t C l'éclat é de C ;  choisissons l a coordonnée x telle 

que l'axe des y ne soit pas dans le cône tangent de C^={a1,...,ag } 

de w. Dans la carte (x , t = y/x), on a : 

F o E =  x . u o E . f ^ fp p , 

où 
v . 

f. o E = x ^ f. et a  =  v _ X _ +  . . . +  v  A  , 
3 3 1 1 P  P 

Vj désignan t l'ordre de f. Dan s le cas dicritique, OJ possède une 

infinité de séparatrices et le résultat est démontré. Il en est de 

même si OJ n'est pas dicritique mais a  =  0 :  en tout point,1'espac e 

projectif est une séparatrice distincte des branches des fj et nous 

sommes donc sous les hypothèses de la proposition (1.4) . 

Examinons l e cas a  ^  0. Il suffit de montrer l a convergen-

ce de u o E, € (p 0 e n un point a, de C .  Ecrivons : 
ak C  ,a k k  w 

f.k 

4 
où les f k sont ceux parmi les f. dont le cône tangent contient ak. 

Visiblement v 6 0^ es t une unité et au point a^, E*(OJ ) possèd e 
C ,a . 

une intégrale première multiforme du type 

A .  A  . 
31 3 k .g. g . 

Dl 3 k 
a 

x 
g. (a. ) = 0. 
Jr J 

Nous affirmons qu'en un des points du cône tangent de OJ l'hypothèse 

du théorème est de nouveau satisfaite . 

F o E, =  v xQ u 

Ak 

3l 

122 



CONVERGENCE 

Plaçons nous d'abord sou s la première hypothèse :  les expo-

sants ne sont pas tous sur une même demi-droite ;  supposons que cette 

condition ne soit vérifiée en aucun point a. € C  •  Alors tous les 

X . seraient clairement situés sur la demi-droite joignan t 0 et o * 
3 £ 

de plus en un point a € C o ù l'hypothèse est satisfaite, E u>, a ne 
ou a 

peut posséder d'intégrale première holomorphe (propositio n 1.6). 

Plaçons nous maintenant dans l'éventualité (2 ) ;  d'après 

l'hypothèse O J n'a pas d'intégrale premièr e holomorphe ;  il existe 

donc un point, disons a,, où les quotients des (a , X . ,...,X . )  = 

(y ,..., y )  ne sont pas tous entiers. D'après l a proposition 1.6 , 
* a l 

E (w ) ne possède pas en ce point d'intégrale première holomorphe. Nous 

avons de plus les inégalité s : 

(U0(v1+...+vp) l + +vp) l + C 

(U0(v1+...+vp) l + + |)e 

• с 
v 

1 

(l*0l+...+l*a l)e 

où v = vi+'",+vp '  ceĉ - P°ur tous les l = (lQt... , ¿a ) tels que 

A, f  0 . 

Dans les deux éventualités, l'hypothèse de récurrence est 

satisfaite en un point de C e t nous pouvons conclure. 

Remarque :  Ce théorème contient l'énoncé (I I ; 1.1) assurant la con-

vergence des intégrales méromorphes mais la technique de démonstration 

est un peu différente en ce sens que dans (I I ; 1,1) i l n'est pas 

nécessaire d'exhiber un e écriture semi-divergente en dimension deux. 
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. CHAPITRE IV . 

FACTEURS INTEGRANTS ET FORMES NORMALES : 

LE PROBLEME DE LA CONVERGENCE DES FORMES NORMALES . 

1. Rappels sur les formes normales des champs holomorphes. Nous pré-

cisons des notions brièvement introduites dans la première partie : 

pour une lecture courte et complète su r ce sujet on consultera pO] . 

Lorsque l'o n considère un germe de champ holomorphe X 

comme une dérivation agissant sur les séries formelles : 

X :  6  - > 0 n n 

on peut mettre X sous forme de Jordan : 

X = Xg + XN 

où Xg et XN sont deux champs formel s commutants : 

[Xg,^] = 0 

tels que Xg (resp . XN) soit, considéré comme dérivation, semi-simpl e 

(respectivement nilpotent) . Comme tou t champ semi-simple forme l est 

conjugué à sa partie linéaire, il existe un difféomorphisme forme l 

<J> tel que : 

(U0(v1+...+vp) l + (U0(v1+...+vp) 

où Ag est un champ linéair e semi-simple :  Ag = (  j*<)>)  ̂( j*X) g et ZN un 

champ nilpotent (  = <1>*XN) . Nous dirons que Ag + ZN est une forme nor-

male de X et que X possède une mise sous forme normale holomorph e 

s'il existe un difféomorphisme holomorphe $  de mise sous forme nor-

male. 

Notre propos n'est pas ici de faire une théorie des formes 

normales ;  aussi nous allons simplement e n donner la liste en dimen-

sion deux. Cette liste est "indicée " par la nature des valeurs pro-

pres X 1 et A 2 de la partie semi- simple Ag du champ X. 
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1. Le domaine de Poincaré :  \ .̂ A2 ^ 0 et X1  ̂1R *2 * 11 Y a ici 

linéarisation holomorphe, ie la forme normale est 

A S -  X l X W +  X2 y ^ et la mise sous forme normale converge. 

2. X^/ X2 € JR et X^ et X2 sont sans résonnances entières ie si 

2 

Xi = aXl + ßX2 *a'^ € N alor s =  (1,0) ou (0,1) suivant que 

i = 1 ou 2. La forme normale est encore Ag, mais la mise sous forme 

normale diverge en général si l'on n'impose pas de conditions aritt 

métiques sur les X .̂ 

3. X^ = X2 0 . Il y a linéarisation holomorphe et deux formes 

normales sont oossibles : 

# 3  _._ a . 
Ai ( x a ï + * 3y} 

(U0(v1+...+vp) l + (U0(v1 

4. 0 ^ X2 = pX.^ où p 6  IN, p ^ 2. La forme normale s'écri t : 

A1(X ìx + ( P Y +  y x P ) i y )  a V e C y  =  °  ° U 1 # 

et la mise sous forme normale est convergente. 

5. pX^ + qX2 =0 o ù p et q sont deux entiers positifs premier s 

entre eux ; une forme normale s'écrit : 

A^xd +  a ( ^ ] )i -  E y(l+b(xV)^] 

où a et b sont des séries à une variable. 

Les mises-sous forme s normales divergent en général. 

6. X2 = 0 , X1  ̂0. Une forme normale s'écrit : 

x ^ +  A(y ) -r̂  
ax 2  a y 

où A est une série à une variable ;  il y a dans ce cas encore en 

général divergence de la mise sous forme normale. 

7. X1 = X2 = 0 ; ici le champ X est sa propre forme normale 

puisque Ag = 0. 

Cette list e de formes normales induit une liste de formes 
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normales pour les germes de formes de Pfaff à l'origine de C ,  en 

identifiant champs et formes via un volume ;  cette "dualité " n'est 

a priori pas très bonne puisqu'un changement de variables ne la res-

pecte qu'à une fonction multiplicative près . Sauf dans le cas où les 

valeurs propres sont égales, ceci n'a en fait aucune importance pou r 

la raison suivante : 

Lemme 1. 1 :  Soit OJ un germe de forme de Pfaff, holomorphe à l'origin e 
2 

de (C te l que d o j ( O ) ^  0 . Si U  es t une unité (formell e resp. holomor-

phe) les formes OJ et UO J sont conjuguées, ie 

U.OJ =  *  03 , 

par un dif f éomorphisme i| / (formel resp. holomorphe). 

Le tableau suivant donne la liste des formes normales du 

point de vue des formes de Pfaff ;  les nombres X ^ sont les valeurs 
propres du champ X relié à la forme de Pfaff OJ par 

OJ = ix dx A  dy. 

On entend par mise sous forme normale tout difféomorphisme 

<f> qui envoie OJ sur un élément O J . de la liste :  OJ = <J>* OJ . . 
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Le tableau précédent annonce l e : 

Théorème 1. 2 :  Tout germe de forme de Pfaff O J dont le 1-jet est non 
nul et différent de x dx possède un facteur intégrant formel. 

Démonstration. Il suffit d'effectuer l a vérification dans le cas 4 ; 

le cas 5 se traite de façon analogue et les autres cas sont triviaux. 

Ecrivons : 

oi4 =  y B(xPyq)dx + x A(xPyq) dy 

où 

A = q(l + a(xPyq) 

B = p(l + b(xPyq) 

Nous avons : 

do>4 = (A-B ) + xPyq[p Af -  q B1] 

où A1 et B1 son t les dérivées des fonctions A et B. Cherchons un 

facteur intégran t sou s la forme : 

f = xy g(xpyq) 

Nous devons résoudre : 

xy g(xpyq) [ A-B + xpyq(pA' - qB') ] = 

xy [  g.(A-B) + xPyqg'(pA - qB) ] 

soit : 

g1 = pA* -  qB1 
g p A - qB 

Donc : 

g = pA - qB = pq(a-b) 

convient. 

Q.E.D. 

En fait le facteur intégran t converge dans les trois cas suivants : 

(U0(v1+...+vp) 

3) =  X 2 t 0 
4) A2 = p Aj 
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puisque sou s l'une de ces trois éventualités l a mise sous forme nor-

male converge. 

Les situations intéressantes où il y a possibilité de divergence des 

formes normales sont donc les cas 2), 5), 6) et le lecteur remarque-

ra que les 1 jets sont alors réduits. 

Avant d'aborder le s problèmes de convergence des formes 

normales on peut s'assurer qu'i l s'agit bien là d'un problème de la 

dimension deux ;  rappelons à cet effet le théorème [i, III, 4.2] , 

énoncé dans la première partie sous une forme un peu affaiblie : 

Soit OJ un germe de 1-forme holomorphe et integrable à 

l'origine d e CN dont le 1-jet est non nul et distinct de x dx. Alors 
2 

ou bien o ) est trivial au dessus d'un deux plan C ,  ou bien OJ possè-

de une intégrale première holomorphe. 

2 - Convergence des formes normales en présence de symétries dans le  

cas réduit. Pour les raisons qui ont été précisées ci-dessus, nous 

ne nous intéresserons qu'aux cas réduits ;  le problème de la conver-

gence des formes normales a été abordé par A.D. Brujno dans [ 4 ] 
[cf. auss i [30 ] . En ce qui concerne la dimension deux, voici le 

résultat de Brujno : 

Théorème 2.1 :  Soit OJ = p y dx + q x dy +. . . où p et q sont des 

entiers positifs. Si OJ possède une intégrale première formelle, OJ 

possède une mise sous forme normale convergente ;  en fait OJ est li-

néarisable ( à une fonction multiplicative prè s lorsque (p,q ) = (1,1)) . 

Il s'ensui t dan s ce cas que OJ possède un facteur intégrant holo-

morphe et nous pouvons donc considérer comme réglée cette éventua -

lité. Pour une forme OJ ne possédant pas d'intégrale premièr e holo-

morphe, il y a unicité du facteur intégrant à une constante multi-

plicative près et on peut parler du facteur intégrant de OJ . Notre 

but est d'établir l e : 

Théorème 2.2 :  Soit OJ un germe de forme de Pfaff réduit à l'origin e 
2 

de C n e possédant pas d'intégrale premièr e holomorphe. Il y a équi-

valence entre les propriétés : 

1) OJ possède une mise sous forme normale convergent e 
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2) l e facteur intégrant de io converge 

3) w possède une symétrie holomorphe. 

Démonstration. L'implication 1 ) M >  2) se déduit du théorème 1. 2 ; 

l'équivalence 2 ) g  i) 3) s'en déduit aussi puisque pour chaque modèle 

u ) ^ , l e facteur intégran t appartien t à l'idéal des composantes de 

(ù^r i e fi = oii(Xi) . L'implication no n triviale est donc 2 ) •• >  1) . 

a) démonstration de 2) r =̂  1) lorsque j^o j = y dx + Xx dy avec 

X irrationnel (positif) . Donnons d'abord une preuve directe : 

Soit F le facteur intégran t de to, que l'on suppose donc 

holomorphe. Puisque eu est linéarisable formellement, i l existe un 

système de coordonnées formelle s U,V tel que 

F = U.V 

Il en résulte l'existence d'u n système de coordonnées (X,Y ) holomor-
2 

phes à l'origine de C , o tel que : 
F = X.Y . 

D'autre part, u> possède une intégrale première formelle multiforme 

qui s'écrit nécessairemen t 

H = U X YX 

où U est une unité formelle :  en effet X = 0 et Y = 0 sont les seules 

séparatrices de O J . Du lemme de division de de Rham, on déduit l'exis -

tence d'une séri e formelle h telle que : 

U. XY (£X d Y dU . 
( X + A Y  + = h .ça , 

ceci traduisant que H est intégrale première. 

Comme es t fermée, on a : 

d I A co = 0, 

égalité qui conduit à ~ = constante, puisque X  est irrationnel. Il 

s'ensuit qu e ^ ,  et donc U, converge. Pour achever la preuve on 

invoquera le lemme 1.1 . 

Une démonstration facil e mais indirecte peut être obtenue 
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à l'aide du théorème d'intégration e n présence de facteurs inté-

grants ;  nous la laissons en exercice. 

b) démonstration de 2)==^1) lorsqu e j1^ = x dy. 

Dans des coordonnées formelles (U,V ) où o> est normale, le facteur 

intégrant s'écrit : 

F = U£(V) = U V,m où m > 2 est l'ordre de l et 
in 

. Il 

existe donc un système de coordonnées holomorphes (X,Y ) tel que : 

F = X Ym 

les (X,Y ) et (U,V ) s'échangeant pa r des unités (u,v ) 

u.X = U 

v.Y = V 

Ecrivons OJ dans les coordonnées X,Y : 

u = X A dY + Y B dX 
avec A(0) = 1 et B(0) = 0. 

Soit b le coefficient de B sur Y111 ;  décomposons l a forme fermée 

— — d e la façon suivante : 
XYm 

03 

ùùù - b . 3 | + A(0fY)p+-1. 

Visiblement OJ1 est une forme méromorphe fermée ayant ses pôles le 

long des branches X = 0 et Y = 0 ; de plus n' a pas de résidu sur 

ces branches. Comme dans [ l ;"Q L /  2 . l] , il existe un germe de fonc-

tion holomorphe a(X,Y) tel que : 

(U0(v1+...+vp) 

et la forme : 

o) = b.Y*1 dX + X A(0,Y) dY + XY™ d dY + XY™ d 

est le pull-back par l'application : 

L :  (X,Y) (X,Y , a(X,Y)) 

de la forme u > définie et intégrable à l'origine de C3 : 

u) = b Ym dX + X A(0,Y) dY + XY111 d (-^y) . 
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Mais w qui satisfait à : 

d u(0) = dX A  dY 

est un "phénomèn e de Kupka-Reeb" et est donc triviale au dessus du 

plan (X,Y) . 

Il existe donc des coordonnées X',Y',Z ' de C telle s que 

w = b Y,Iïl dX' + X1 A(0,Y')dY' . 

2 9 

Désignons par (  y , ip) l'application d e C , o C  , o définie par 

if = X1 O L 

ip = Y1 o L 

Il vient : 

OJ = b !pmdi f + ifA(0,ip)di|; . 

En utilisant l e lemme 1.1. , OJ est conjuguée à 

4> d ф + b ф  
" А(0,ф) dif 

qui est bien de la forme xdy + l(y) dx ;  on peut d'ailleurs raffine r 
puisque l'équatio n es t à variable séparée , et trouver un changemen t 

de coordonnée \| > -> i> ' qui rende %  polynomiale. 

c) Démonstration de 2 ) => 1  lorsque j 1 OJ = pydx + qxdy avec  

p/q 3 N premiers entre eux, (p,q ) ^ (1,1) . 

Dans des coordonnées formelle s (U,V ) où OJ est normale, le facteur 

intégrant F s'écrit : 

F = U V (b-a ) (U P Vq) 

où a et b sont des séries à une variable. Si m désigne l'ordr e d e 

(b-a) il existe un système de coordonnées holomorphes (X,Y ) tel que 

F = X.Y.(XP Yq)m . 

Ecrivons OJ dans le s coordonnées (X,Y ) : 

0 J = Y . a d X +  X 3 d Y 

où a et B sont des unités holomorphes, a(0) =p ;  3(0) = q. Nou s 

avons : 

OJ_ _ 

F 
g 

(xPyq)m 

dX 
X 

3 

(XPYq)m 

dY 
Y * 
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Si h = Z X * Y^ est une série convergente nous décompo-

sons h en la somme de deux séries convergentes : 

h = hl + h2 

où es t la projection de h sur les puissances de XP Yq : 

hl = ho + 2 hpk,qk (XPY<Ï ) 

et h2 = h - h^. 

Ceci induit une décomposition en somme directe de l'espac e 

2 * 

62 =  El ©  E 2 (D 

et l'on constate de suite les inclusions : 

El-El C El 

E1.E2 C E 2 

(2) 

Appliquons cette décomposition à ~ : 

XY(XPYq)m 

0l(XPYq) 

(XPYq)m 

dX 
X 

BjixPy*3) 

(XPYq)m 
y) 

a2 

(XPYq)m x 
62 

(XPYq)m l Y ' 

- ̂± 4. Il 
" F F * 

En tenant compte de (1 ) et (2 ) on établit par un simple 

w u 2 
calcul que les formes méromorphes — e t — son t fermées. 

u 2 

Comme —^ n'a pas de résidu sur les branches X = 0 et y = 0, 

il existe une fonction holomorphe H telle que : 

"2 = 

XY(XPYq)m 
d ( — — )  . 

(XPYq)m 

3 2 

Dans l'espace <E =  C *  C muni des coordonnées (X,Y,Z ) introduison s 

la forme fi : 

Q = a, + XY(XpYq)m d( J J 
1 (XPYq)m 

définie et integrable au voisinage de l'origine. Visiblement u est le 
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pull-back de fi par l'application (X,Y) -*• (X,Y,H) . De plus, la restric-
2 

tion de fi à C x {0} est précisément w^. Mais puisque p et q sont 

différents de 1, la différentielle de fi est non nulle à l'origine 

de C 3 , de sorte que fi est triviale au dessus de w^. On conclut alors 

comme dans b. 

d) démonstration lorsque j^ca = x dy + y dx 

On procède comme dans c) avec les mêmes notations jusqu'à l'obten

tion de l'écriture : 

fi = a). + X Y ( X Y ) m d — - — 
1 ( X Y ) m 

On ne peut plus ici invoquer le phénomène de Kupka - Reeb puisque 

dfi(0) = dco(0) = 0 ; mais le théorème 4.2 de la 1ère partie (chap. II ) 

nous assure encore que fi est triviale au dessus de puisque n'a 

pas d'intégrale première holomorphe. 

Exercice : Justifier la phrase "puisque w 1 n'a pas d'intégrale premiè

re holomorphe". 

3. Quelques remarques lorsque la partie homogène est générique. Soit 

ca^ = a^ dx + b v dy une forme homogène de degrés v > 2 dans le plan 

2 
(C , P v + 1 son cône tangent : 

P , _ = x a + y b = ÜJ (R) . v+1 v 2 v v 

Définition : nous disons que est générique si : 

1) 0)^ est à singularité isolée 

2) les racines tj de P v + 1 ( l , t ) sont simples, ie P v + 1 est réduit. 

3) w v ne possède pas d'intégrale première holomorphe ou méromor-

phe. 

Nous avons à ce moment P v + 1 

v+1 
= n (y - t. x) et 

i=l J 

v+1 d(y - t.x) 

ça = n (y - t.x) £ A. r ^ — 

v i = 1

 v * j i y - t ±x 
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La condition 3 ) dit que les À. / A. ne sont pas tous rationnels. Les 
— J 

formes génériques ont la propriété suivante : 

Proposition 3.1 . Soit F un facteur intégrant méromorphe de la forme 

to' = OJ ^ + .. . . Si wv est générique, alors F est holomorphe. 

Démonstration :  écrivons F = ^ où f et g n'ont pas de branches 

communes et soient ffi et g^ les premiers jets non nuls de f et g. De 

l'égalité : 

F G DO ) =  ( G D F -  F  D G ) A  OJ 

on déduit : 

F R G  DO ) =  ( G X D F -  F  D G . ) A  C O 

qui indique que f^/g es t un facteur intégrant de OJ^ ; ainsi 

fx/9 =  c.P , , 
ô' ŷ v+ 1 

et : 

Ô -  Y  =  V  +  1 . 

2 2 

Si E :  (C - > C , o est l'éclatement d e l'origine, il vient dans la 

carte (x, t = Y/x) : 

F o E = ^ o E =  — —- =  xV+1 l = xV+1 .  F . g Y  ^  « v 

y x M g g 

De sorte que x-» =xF est un facteur intégrant de =  —^ .  Après avoi r 

remarqué que les pôles de F ,  ie les zéros de g, sont des séparatri-

ces de O) , on aboutit à une impossibilité s i Y  est différent de 0, 

puisqu'en chaque point singulier t j de u n facteur intégrant ne 

peut-être qu'holomorphe . 

Q.E.D. 

On peut d'ailleurs généraliser l a proposition précédente 

de la façon suivante ;  introduisons l a définition : 

o 

Définition :  Soit n :  M •> C , o la réduction d'une form e de Pfaff 

holomorphe OJ. Nous dirons que eu est non-rationnelle si : 
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1) OJ n'a qu'un nombre fin i de séparatrices, ie dans M il n'y a 

pas de projectifs dicritiques. 

2) En un point m singulier du feuilletage 0 * o ù les valeurs 
II OJ 

propres (XlfX2 ) de l'éclaté divisé de OJ sont non nulles, le quotient 

X^/X2 n'est pas entier positif ni inverse d'entier positif . 

Nous dirons que OJ est non réelle si OJ est non rationnelle 

et s'il existe un point m où les valeurs propres (X1,X2 ) vérifient 

XX.X2 ^ 0 et Xx / X2 f TR. 

On établit alors par récurrence su r le nombre d'éclatement s 

N(OJ) nécessaires à la réduction de QI la : 

Proposition 3.2 . Soit OJ une forme de Pfaff holomorphe à l'origine d e 
o 

C ,  o) non-rationnelle. 

a) tout facteur intégrant méromorphe de co est en fait holomor-

phe . 

b) si OJ possède un facteur intégrant holomorphe, OJ possède une 

symétrie holomorphe. 

c) si OJ est non réelle tou t facteur intégrant formel de OJ 

converge. 

Démonstration :  exercice. 
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. CHAPITRE V . 

STRUCTURE ALGEBRIQUE DE 

L'ENSEMBLE DES INTÉGRALES PREMIERES. 

0. Rappel de la structure des intégrales premières formelles et  

holomorphes usuelles. Visiblement l'ensembl e de s intégrales première s 

holomorphes (formelles ) constitue un anneau. La structure de cet 

anneau est précisée dans le théorème suivant . 

Théorème 0.1 [. 32 ] :  soit OJ un germe de forme holomorphe integrable 

possédant une intégrale première formelle (ou , ce qui est équivalent , 

holomorphe). L'ensemble des intégrales premières formelle s (resp . 

holomorphes) est muni d'une structure de 0^ module (resp . 6^) . 

Plus précisément soit f une intégrale première de OJ qui ne soit pas 

une puissance. Alors l'ensemble de s intégrales premières formelle s 

(resp. holomorphes) est égal à (resp . Ô^lf}] ) . 

Comme nous allons le voir dans les cas méromorphe et 

multiforme l a situation est plus rigide. 

1. Intégrales premières méromorphes minimales. Soit OJ un germe en 

0 € CN de 1-form e holomorphe integrable ne possédant pas d'intégral e 

première holomorphe. L'ensemble de s intégrales premières méromorphes 

de OJ constituent clairement un sous corps de Af^ (peu t être C ) . Nou s 

allons montrer : 

Théorème 1. 1 :  Soit OJ un germe en 0  6  CN de 1-forme holomorphe inte-
grable possédant une intégrale première méromorphe pure. Alors il 

existe un germe de fonction méromorphe HQ 6  Al n, unique à composition 

à gauche par une transformation homographique inversibl e près, telle 

que le corps des intégrales premières méromorphes de OJ soit : 

<C(HQ) = {R o HQ / R fraction rationnelle d'une variable}. 

Un tel HQ sera dit minimal. 
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La démonstration repose sur le théorème classique de géo-

métrie algébrique suivant , (cf . [5(5 [ par exemple) : 

Théorème de LUROTH :  Soit K C C (z) un sous-corps du corps des frac-

tions rationnelles d'une variable. Si K ^ C, il existe une fractio n 

rationnelle RQ € K , non constante, telle que K = C(RQ)• 

Signalons que H. DULAC donne dans [l5 ] pages 368-374, une 

démonstration (asse z longue) du théorème 1. 1 en dimension 2 , n'uti-

lisant qu'une form e faible du théorème de LUROTH. 

2. Démonstration en dimension 2. La preuve s e fait par récurrence su r 

le nombre d'éclatements N( c o ) nécessair e à la réduction de to . Le cas 

N(OJ) =  0 est trivial puisque le s hypothèses du théorème ne sont 

jamais satisfaites. Supposons donc le théorème établi pour les formes 

OJ' telles que N(OJ' ) <  N ( a j ) . Comm e nous l'avons déjà fait, nous exa-

minons séparément le s cas dicritiques et non dicritiques. 

*w 2 2 

Cas dicritique. Considérons l'éclatemen t E :  C • > C .  Le feuilletag e 

est transverse à IPC(l), sauf peut être en un nombre fin i de 

points. Soit K le sous-corps des fractions rationnelle s 
R :  DPC(l) •* Œ>C(1) 

qui sont les restrictions à (PC(1) d'intégrales premières méromorphes 

H de E* (u), 

H = H o E ,  avec H € < * f 2 , o ) A d H =  0. 

D'après 1'hypothèse,K n'es t pas réduit aux constantes, ce qui permet 

de déduire du théorème de LUROTH l'existence de RQ € K tel que 

K = <C(RQ). Donnons nous une intégrale première HQ € M2 tell e que 

HQ o E |  Œ>C(1) = RQ . 

Si G € ^ 2 est aussi une intégrale première de u, on aura l'égalit é 

G o E |  PC(1) = R o H Q oE |  PC(1) , R € C ( z ) . 

Comme PC(1) est presque partout transverse au feuilletage *JH ^ , 
HQoE et HQoE o  E coïncident sur un ouvert, et donc sur un voisi-

nage de PC(l) . Il en résulte clairement l'égalit é G = R o HQ. 
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Cas non dicritique. Soit t u n point du cône tangent C^ de eu où 

l'éclaté divisé u>,t possèd e une intégrale première méromorphe pure, 
o 

L'existence d'un tel point est assurée par le lemme 2.1.du chapitr e 

II. Par hypothèse de récurrence, le corps des intégrales premières 

de î, s'écri t C(GQ) , GQ € Àf t ,  GQ ^ 0. L'ensemble 
o o 

K = {H o E, /  H € ^ ,  w A dH = 0} 

des germes en tQ d'éclatés d'intégrales premières de OJ, est un sous 

corps de C(GQ) qui ne se réduit pas aux constantes. Le théorème de 

LUROTH garantit l'existence d'une fractio n rationnelle R € Œ(z) 

telle que 

K = C(R(GQ) ) . 

Si R o GQ s'écrit HQ o E,t ,  alors le corps des intégrales premières 

premières de w est C(HQ) . 

3. Démonstration du théorème 1.1.en dimension supérieure. Donnons 

nous un plongement i : (C^,0) -> (<Cn,0) , transverse à OJ ; de sorte 

que i*(oj) possède une intégrale première méromorphe pure. D'après 

ce qui précède le corps des intégrales premières méromorphes de 

i*(u)) s'écrit C(GQ) ,  GQ C M 2' L'ensemble des restrictions à 

2 
(C ,0) des intégrales premières méromorphes de ca , 

K = { F o i / F € 4 f n , o ) A d F =  0} 

est un sous corps de Œ(GQ) et d'après l e théorème de LUROTH i l exis-

te une fraction rationnelle RQ telle que 

K = C(Ro o  6 0 ) . 

Par construction, RQ o GQ s'écrit HQ o i, HQ étant une intégrale pre-

mière méromorphe de œ. 

Considérons maintenant une autre intégrale première 

F £ /j n de o) . Puisqu e K = C(HQ o i) , il existe une fraction ration-

nelle R € C(z) vérifiant : 

F o i =  R o H o i . 
o 
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Comme, d'autre part, le feuilletage > • es t transverse à i((C ), sauf 

en 0, F et R o HQ coïncident sur un voisinage ouvert de i(C^) - 0. 

Elles sont identiques. 

Q.E.D. 

4. Description de l'ensemble de s facteurs intégrants et des struc-

tures transverses. En général, une forme integrable qui possède un 

facteur intégran t n'en possède qu'un à un coefficient multiplicati f 

près pour la raison suivante : 

Proposition 4.1. Soient f^ et f2 deux facteurs intégrants de la for-

*! 
me integrable OJ ; alors le quotient -E- est une intégrale premièr e 

r2 

(méromorphe) de O J , et est donc constant dès que OJ ne possède pas 

d'intégrale premièr e méromorphe. 

Preuve :  des égalités : 

doo =  — E — A  OJ 

rl 

d f 2 
doj =  —F— A  OJ 

r2 

orí tire clairement d ••=— A  OJ = 0. 
r2 

De cette proposition s e déduit le : 

Corollaire 4.2 . Si OJ possède deux intégrales premières F et G du 

type : 

a 
A . A m - l m  -1 ^  1 ^ p f 1 ^  p r  .  . . r r 

fl -  p  1  P e ^ 

et ne possède pas d'intégrale première méromorphe, il existe deux 

constantes a et b telles eue 

G = a.Fb 
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Démonstration :  Soient G = 

a 
n-1 n  -1 
f 1 f  q 

e ^ 1 q 
une seconde inté-

grale de O J / g et g tels que : 

m. m 
f/.-.f p 
1 P 

2 tt = 

df 
Z X  . — 7 f — +  d 

1 r i 
a 

m -1 m - 1 1 
f 1 f  p 
fl P 

j a 
n-1 n- 1 
f 1 f  q £1 * • a 

L"unicité du facteur intégrant à un coefficient multiplicatif prè s 

conduit après un changement éventuel des indices à : 

b. DDdY + XY™ d 
m i mr > 

f 1 f  p 

2XY™ 

f 1 f  q 
ri q 

OÙ b  e c, 

q = p e t n. = m, , 

= f ^ o ù es t une unité. 

— 2 - — O J = Z  y  . 

i q 

df . 

f. 
D 

De sorte que : 

df. 
b(Z X i +  à 

a 

m,-l m  -1' 
f 1 f  p rl p 

)= Z y ± 
df. 

i 
XY™ 

XY™ du 
XY™ + d 

a 
m r ^ - l mrl mp-l 

tl" p u l p 

Visiblement : 

b X. = y. 

et 

b a m,-l m- 1 
f 1 f  p rl " ' p 

a m -1 m  -1 m.- l m  -1 
f 1 f p n  U p rl "  p  u l #--u p 

+ Z X. Log U.+(cste=log a) 

Q.E.D. 

Par contre, il y a beaucoup de symétries puisque si X est 

une telle symétrie et Y un champ annulé par OJ , X + Y est encore une 
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symétrie de O J . Pour décrire ces symétries introduison s le s notations 

suivantes : 

T w = {Y € x, Lv " A w = 0} 

et 

D^OJ =  {X € x/ w(X) = 0} 

où x désigne l'un des deux espaces : 

X l'espac e des germes de champs de vecteurs holomorphes 

à l'origine . 

X ^ l'espac e des germes de champs de vecteurs méromorphes 
n 

à l'origine . 

Visiblement O J est un sous module de x stable par cro-
chet de Lie ;  en fait : 

Proposition 4.3. Le crochet de Lie munit O J d'une structure d'algè-

bre de Lie ;  de plus D O J en est un idéal ie [ D IO , T u] C D w. 
^ X  L  X  X  J  X 

Démonstration :  Soient X, et X0 deux éléments de T OJ ; des condi-
1 2 X 

tions de symétrie : 
Lv O J A  O J = 0 
Xi 

et du lemme de division de K. Saïto on tire : 

Lx O J = hi O J ,  h± € n n. 

Nous avons alors : 

L[x1,x2]w = Lx^x2 <" ' Lx2Lxx 10 = \ V -  Lx2 V 

= ix (dhjA u +  h1 du ) + «(X^dhj + hjdfwfXj)) 

-ix (dh2A u + h2 du) - u)(X2)dh2 - h2 du(X2) 

= hx XY™ u> - h2 L^ a 

ce qui prouve la première affirmation ;  pour la seconde supposon s 

que OJ(X2 ) = 0 : 
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1rx1,x2]M = LXl - Lx2 Lx/ = - Lx2hia = 0 

Q . E . D . 

Voici maintenant une suite de propositions simples qui précisent la 

structure de T^O J suivant que OJ possède ou non des intégrales pre-

mières méromorphes. 

Proposition 4.4. Soit OJ une forme integrable holomorphe à l'origin e 

de (En ne possédant pas d1 intégrale première méromorphe. 

- ou bien OJ ne possède pas de symétrie et T^O J =  D^OJ 

- ou bien OJ possède une symétrie XQ e x  et 

T O J = <C X 0 D  OJ 
X o  ^  x 

la somme directe étant une somme d'algèbre d'après 4.3. 

Démonstration :  Si X est une symétrie de OJ le quotient o)(X) 
OJ(XO) 

est 

une intégrale première méromorphe de OJ et donc constant égal à c € <C . 
Le champ X - cX es t clairement dans D OJ. 

o X 

Attachons nous maintenant à décrire T^O J lorsqu e OJ possède 

me intégral e première holomorphe ou méromorphe. 

4) a) cas où OJ possède une intégrale première holomorphe. 

Suivant [32 ] l'ensembl e de s intégrales premières holomor-

phes de OJ est le C{t} module C{fQ} où fQ est une intégrale première 

minimale (e n d'autres terme s fQ n'est pas une puissance). Soient XQ 

et X deux structures transverse s (i l en existe au moins dans le méro-

morphe) . Le quo tieni 
' " < X n > 

h(qui est une intégrale première méro-

morphe de OJ ) OU bien son inverse 1/ h est holomorphe. De sorte qu'il 

existe une fonction méromorphe £(z ) telle que 03 ) . = A(f^) ; ainsi 
OJ IXQJ O 

le champ X - &(fQ) XQ annule O J . Nous venons de prouver la 

Proposition 4.5. Si c o possède une intégrale première holomorphe alors 

T =  ^f . f .  X D  O J 
XA ' 1 O  O  V  xM 

143 



D. CERVEAU, J-F. MATTEI 

où fQ est une intégrale première minimale de OJ et XQ une symétrie. 

La description des symétries holomorphes en présence 

d'intégrales première s holomorphes demande un tout petit peu plus 

d'attention. Soit encore fQ une intégrale première minimale de OJ et 

g 66 te l que : 

g. co = df . 
^ o 

Si m est le plus petit entier s tel que appartienn e à 

son idéal jacobien, il existe alors un champ holomorphe X te l que : 

g. co = df . 
^ o 

On a  co (XQ) = o 
g 7 

mais puisque O 

g 
est un facteur intégran t 

de o ) , XQ est une symétrie. 

Si maintenant X est une autre structure transverse holo-

morphe, comme précédemmen t co(X)  
co (Xo) s'exprime e n fonction de f : 

OJ(X) =  M f 0 ) .  X Q 

où i est a priori méromorphe. En fait l est holomorphe :  si tel 

n'était pas le cas, l'entier m ne serait pas minimal. Disons que le 

champ XQ précédent est une symétrie minimale. Nous avons établi la : 

Proposition 4.6 . Si o ) possède une intégrale première holomorphe, 03 
possède des symétries holomorphes et 

T =  <C{f } . X +  D O J 

où f e t XQ sont respectivement des intégrales premières et des sy-

métries minimales. 

4) b) Cas où OJ possède une intégrale première méromorphe pure. 

Nous avons prouvé dans la première partie de ce travail 

que lorsque OJ possède une intégrale première méromorphe pure, l'en-

semble des intégrales premières méromorphes est égal à <E(fQ) où fQ 

est minimale. En procédant comme précédemment o n établit la : 
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Proposition 4.7. Si w possède une intégrale première méromorphe pure 

alors : 

T O J = C(f ) . ©  D  O J 

où fQ est une intégrale première méromorphe minimale et xQ une sy-

métrie méromorphe. 

145 





sixième partie 

quelques propriété s de s diverse s 
intégrales première s 

détermination fini e e t singularité s 
quas i -homogènes 





. CHAPITRE I . 

DETERMINATION FINIE DES GERMES DE FONCTIONS 

MEROMORPHES, EN DIMENSION 2. 

Dans ce chapitre nous montrons que les théorèmes classiques 

de détermination finie de fonctions holomorphes s'étenden t san s peine 

au cas méromorphe (e n dimension 2) . Les techniques utilisées sont essen-

tiellement les mêmes : la méthode du chemin et une utilisation appro-

priée du lemme de NAKAYAMA. 

Nous prouverons le : 

f 2 Théorème 1. : Soit H = — un germe en O £ (E d e fonction méromorphe. 

Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes : 

(a) H est à singularité isolée, i.e. S(f dg - g df) = {0} , 

f et g étant pris sans facteur commun , 

(b) H est de détermination finie. 

La notion de détermination finie que nous étudions ici porte 

sur les fibres H " 1 ( C ) , C  Ê P Œ ( 1 ) , de H : il s'agit en effet de la dé-

termination finie simultanée de la famille H = c ; soit k un entier po-

sitif, nous dirons que H est de k détermination fini e si pour tout cou-

ple firg-t €. Ô0 sans facteur commun vérifiant 

• k r- •  k r- .  •  k •  k D f x = j f e t j gx = j g. 

2 

il existe un germe de difféomorphisme holomorph e (f de ( Œ ,0) tel que 

*! 
H = — o  < p . De plus cette propriété est "générique" : 

Théorème 2 : La propriété "êtr e à singularité isolée " est générique pour 

les germes de fonctions méromorphes de deux variables. Plus explicite-

ment, étant donné H = f/g G-M^ et un entier positif r, il existe 

H, = f-i/g, G-^tfo à singularité isolé e tel que : 
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3 f x = 3 f et : g± =  f g. 

1. Ensemble critique d'une fonction méromorphe. Soient f et g deux ger-
2 f mes en 0 C Œ d e fonctions holomorphes sans facteur commun e t H = - . 

Nous appelons ensemble critiqu e de H et notons CR le germe en 0 de l'en -

semble singulie r de la forme f dg - g df. Un bref calcul montre que cette 

notion ne dépend pas du choix d e la représentation irréductibl e f/ g de 

H. De plus, si R est une transformation homographique, l'égalité sui -

vante est vérifiée : 

CH CRo H * 

En fait, CH - {0} es t l'ensemble critiqu e du germe de l'application ho -

lomorphe 

H :  (£C2 - (0> ,0)-^3PŒ(l) 

que définit H. On a donc, comme dans le cas holomorphe la propriété sui -

vante : 

Proposition 1.1 . : L'ensemble critiqu e d'une fonction méromorphe g. co = df . 
est contenu dans ses surfaces de niveau, i.e. pour toute composant e 

irréductible C de C„ il existe une constante c e.3PŒ(l) telle que 
-1 

C e H  (c ) . 

Démonstration :  Soit f/g une représentation irréductibl e de H et U un 
2 

voisinage ouvert de 0 e Œ su r lequel f et g sont holomorphes. Suppo-

sons que C ne soit pas contenue dans g 1 (0). Visiblement l a différentiel-

le de la restriction de H à la courbe C est nulle. Par continuité, H 

prend la même valeur (finie ) en tout point de C - {0} ,  ce qui achève 

la démonstration. 

Le théorème 2  est une conséquence immédiate du théorème sui-

vant, qui est une version légèrement plus forte d'un théorème de trans-

versalité montré dans [3 2 ] , p.507. Nous laissons au lecteur le soin 

de vérifier que la démonstration de [32 ] s'adapt e ic i sans peine. 

Théorème de transversalité :  Soit œ un germe en 0 e Œn de 1-forme holo -

morphe et f : Œp, 0 - > Œn, 0 u n germe d'application holomorphe . Quel-

que soit l'entier positif k, il existe ±1 :  Tp,0 +  Œn, 0 holomorph e 
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ayant même k-jet que f en 0 tel que : 

(a) S(f?(CU) ) =  f71(S(Œ)) F 

(b) codim S(f*(Ü))) = inf (codi m S(U),p) . 

Pour obtenir le théorème 2  il suffit de poser n = p = 2 et U =y dx- x dy. 

Remarque 1.2 . :  On notera que H = f/g peut-être minimale sans que 
2 

fdg - gdf soit à singularité isolé e ;  par exemple H = x /y. 

2. Détermination finie . La démonstration du théorème 1  repose sur le 

lemme ci-dessous qui s'interprète comm e un résultat de détermination finie . 

Auparavant précisons les notations :  x = (x^,...r x )  désigne les coor-

données de (Œn,0 ) et t = (t1#...,tp ) celles de (Ep,0) . 

Si glf.../gk C ©n+p nous notons (g1,...,gk ) l'idéal d e O^+p engendré 

par ces fonctions. Lorsque g^t*»*fg^ n e dépendent que de la variable 

x, nous désignons par (g1#...,gp) Q l'idéa l qu'elle s engendrent dans 

0n. Enfin , nous écrirons : 

(x) = (x l xn > c0'n+ p 

Lemme 2.1 . :  Soit ÜJq un germe en O ^ Œn de 1-forme integrable holomor-

phe à singularité isolée . Il existe un entier positif r ayant la pro-

priété suivant e :  pour tout germe de 1-forme w integrable à l'origine 
de Œn+P coïncidant avec w sur Œn x  O et avec ÜJq modulo (x)r, il existe 

un germe de dif f éomorphisme holomorphe <J > = (̂ ,t ) d e (Œ n x (Cp,0) tel 

que : 

4>*(Ü>) = gu)Q , g <£ CTn+p , g(0) ^ O. 

Démonstration :  Soit w  =  a, dx, + .. . + a dx _ à  singularité isolé e o l  1  n  n  J 
et : 

w = A, dx. + ...+ • A„ dx +  B, dt, + .. . + B^d t 
1 1 n n l l P P 

vérifiant le s conditions suivantes : 

r Aj(x,0) = a.., 

A3 - aj • l fcr Pj,r « (x > > 

b, e (x)k. 

149 



D. CERVEAU, J-F. MATTEI 

Il suffit de prouver que, pour k assez grand, on peut déterminer p 

champs de vecteurs du type : 

z j =  u j , i Ï i 7 + +  u j , n g . co = df . 

^ o 3 1 7 ' 

où u^ j ^n+ p '  3=1'...,Pf qu i annulent w .  Par intégration successiv e 

(cf. [" 73 page 266) on détermine san s peine un dif f éomorphisme analyti-

que de Œn+P, (J ) = (ĵ ,t ) tel que 4>*( OJ) \  OJ q = O. Le théorème de division 

de DE RHAM nous assure l'existence d'une fonction g e Û^+p/ g(0) ^ O, 

telle que <J>*( OJ) = gwQ. 

Pour obtenir l e champ Z . , il suffit de montrer que B es t un élément 
3 P 

de l'idéal I  = (A1#...,An ) ou encore, de prouver l'inclusio n 

(x) o  I . 

Comme P. £  (x) o n a les inclusions : 
31n 

I c  (ax,...,an) C I + (t ) (a1#...,an) , 

dès que (x ) es t contenu dans (a,,..., a )  ou encore, ce qui est équiva-
le 1  n 

lent,dès que (x) Q C (a.̂ , .. .,an)Q. On déduit alors du lemme de NAKAYAM A 

l'égalité de s idéaux : 

(A1,...,An) = (alf...fan ) -

Comme OJ q est à singularité isolée , d'après le Nullstellensatz, 

(a1,...,an)Q contient une puissance de l'idéal maximal (x)Q . L'entier 

r = inf {k/(x)k c  (alf...fan)0 > 

vérifie la proposition . 

2 

Démonstration du théorème 1. Soit H un germe en 0 e Œ d e fonction méro-

morphe d'écriture irréductibl e f/g , à  singularité isolé e et f^/Ç^ ^~ °2 

vérifiant : 
• k _ .  k r- 1 . k . k 
3 f1 =  3 f e t 3 gx = 3 g. 

Soit H la fonction méromorphe 

f+t(frf) =  f 
g+t(gx-g) G  ' 

définie au voisinage du disque unité D de l'axe des t, (O) x (0> x  Œ. 

Notons 00 la 1-forme : 
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F dG - G dF = a dx + b dy + c dt, 

et pour tout t C D, notons w . l e germe en 0 de la restriction de w  à 
2 

OT X t : 

g. co = df . 
^ o g. co = df . 
^ o 

Un bref calcul montre que pour tout t on a : 

w/<t = OJq modulo (x,y) e t o ) , t = o> t 
k 1 

modulo ( x , y ) . ¿ 0 ~ Œ'(0,t) 
avec k1 =  k o u bien, si H est méromorphe pure, k'= k + 1. Ainsi en chaque 

poifrt t e. D les hypothèses du lemme précédent son t vérifiées : 

(x,y)k' O C 0 2 * E n effet 5 

c = ( f + t(f1-f))(g1-g) - (g+t(g1-g) ) (f1-f) 

appartient en tout point t -c D à l'idéal (x,y ) d e O'  ̂.O n dédui t 
Œ , t 

du lemme l'existenc e d'u n voisinage Ut de t dans D tel que pour tou t 

t',t" € U t il existe un dif f éomorphisme holomorphe Ĉ ., t„ de (Œ2,0 ) 

qui trivialise u ) t „ au-dessu s de ?  de la compacité d u disque unité 

D résulte l'existenc e d'u n difféomorphisme *  =  (ftit ) trivialisan t 

oj(x,y,t) au dessus de u > . Le feuilletage 3̂ -* , .  est trivial au dessus 
° *f> . (oa) 

2 

de Œ e t admet l'intégrale premièr e H o yt ;  il en résulte que 

H, o 5, = H , ce que l'on voulait obtenir. 
Nous établissons un lien entre les conditions "être à singu-

larité isolée " et "être minimale". 

2 

Proposition 2.2 . : Soit H un germe en O £. Œ d e fonction méromorphe 

d'écriture irréductibl e ~ ,  à singularité isolé e ;  alors H est minimale. 

(Gomme nous l'avons signal é l'inverse es t faux) . 

Démonstration :  Comme nous l'avons vu précédemment, l e lieu critique 

CH de H est l'ensemble critiqu e de l'application : 

H :  Œ2 - (O) + 3PŒ(1 ) 

définie par H. Si H = R(HQ), R € Œ(Z) ,  et c es t une valeur critique 

de l'applicatio n 

R : 1PŒ(1) -> 1PŒ(1) , 
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la fibre H ^ f c ) est une branche de C R , ce qui permet de conclure. 

Remarques et commentaires : Soient H = f/g à singularité isolée, I 

l'idéal engendré par les composantes de f dg - g df et : 

k = inf U /(x,y)* c I>. 

Alors H est de k-détermination finie si f(0) = g(0) = O ; sinon H est de 

k+1 détermination finie. 

La démontration du théorème 1 ne se laisse pas généraliser aux 

dimensions supérieures à deux : en effet, on utilise de façon essentielle 

le fait que u> = fdg-gdf est à singularité isolée pour pouvoir invoquer 

Nakayama. En dimension supérieure à deux w = fdg - gdf s'annule au moins 

sur l'intersection des zéros de f et de g. 

La notion de détermination finie qui précède est la généralisa

tion naïve de celle des fonctions holomorphes usuelles. Elle n'est pas 

très satisfaisante en ce sens qu'il est désagréable qu'elle ne s'appli-
2 

que pas à des fonctions méromorphes aussi simples que x /y et qu'elle 

ne soit opérante qu'en dimension deux. C'est pour pallier à ces def auts 

que nous présentons une notion plus souple. Par contre, les ordres de 

déterminations seront certainement plus élevés. Ce sera l'objet du cha

pitre suivant. 
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. CHAPITRE II . 

DETERMINATION FINIE FAIBLE DES FONCTIONS MULTIFORMES 
X X 

DU TYPE f.1...f P. 1 p 

La notion de détermination finie que nous allons définir est 

différente de celle introduite dans le premier chapitre pour les fonc-

tions méromorphes ^ .  On s'intéressait au x perturbations portant sur 

numérateur et dénominateur, c'est-à-dire au x perturbations du pinceau 

de courbes f - tg = O, t é JP Œ (1) . Ici nous considérons des perturba-

tions branche pa r branche i.e . sur chaque composante irréductibl e , 

ce qui va permettre d'obtenir un spectre d'application un peu plus lar-

ge. 

1. L'ensemble critiqu e d'un germe de fonction multiforme. Soit ...fp p 

un germ e de fonctio n multiform e ,  o ù le s f ^ son t de s germe s d e fôn c 

tions holomorphes irréductibles,les X . des nombres complexes non nuls. 
J n 

Nous dirons qu'un point a c Œ voisi n de 0 est régulier pour f 

si l'on est dans l'une des deux éventualités suivantes : 
a) l e point a appartient à 1'hypersurface X  = { f^.-.f =  O), 

les f. son t ou bien des unités ou bien irréductibles et X,a est à 
J /a 

croisements normaux i.e. il existe des coordonnées z.,...,z centrée s 

en a telles que fl--'fp,a =  Zl---Z q '  q *  P-

$) le point a n'appartient pas à X U S ( u>) où S(w) est le lieu 

singulier de i 
w ~ fi-' -fp EX i T T ' 

Lorsque les son t des coordonnées il est immédiat que tout 

point est régulier. 

En général, la condition 6 de régularité peut être réduite à "a j. X" 

comme l'assure l a : 

Proposition 1.1 . : Soient OJ 
df. 

= f1...f E X i —± e t X = (fJL... f =  O) . On 
suppose que 1'hypersurface X  satisfait la condition a  d e régularité ie 
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que les (f ^ = O) sont à singularité isolé e et n'ont que de s croisements 

ordinaires. Si les son t U-indépendants on a l'égalité : 

S(u)) =  U  ( f =  0) 0 (f . = O) 
i^j 1  3 

Démonstration :  Supposons qu'il n'en soit pas ainsi. Il existe alors un 

chemin t •> y(t) non contenu dans X et contenu dans S(OJ ) . Notamment, 

Y*oj = O et à fortiori : 

* df i 
Y ( 2 A ± =  O. (D 

Ecrivons : 

pi 
f± o  Y(t) = t U ± ,  avec p. > O et U± unité. 

En explicitant (1 ) on constate san s peine l'identité : 

0 = n i P i 

Ce qui est exclu pa r l'hypothèse . 

A A 

Pour f = f1 ...fp P appelons ensemble critique strict de f le 

germe en O de l'ensemble C  (f ) des points non réguliers de f. Comme 

l'assure l a proposition suivante , l'ensemble critiqu e stric t C (f ) est 

un germe d'ensemble analytiqu e : 

A A 
Proposition 1.2 . :  L'ensemble critiqu e strict de f = f, ... f p est le 

1(f) r support du ©^-module cohérent M(f) = -)t{ où 1(f) est l'idéal de ©• en -

1 * * * "D 
gendre par les —j-—E. et J(f) l'idéal des composantes de la forme 

i 
w~ fl---fpzxi " f T • 

Démonstration :  Soit a un point régulier de f et q le nombre de compo-
santes du germe X d e X en a. Si q = 0, puisque J(f) est l'idéal des 

a 

composantes de O J ,  il est clair que la fibre d e J (f ) en a est pré-

cisément <y ;  de sorte que I^(f) = J" (f). 
_n a  a 
Œ ,a Si maintenant q est non nul, on peut trouver des coordonnées 

en a telles que (quitt e à réindicer) : 

fl " Zl'••*'fq " zq' 

fj(a) f O pour j  > q. 
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Visiblement : 

i * • * rr 

Ce qui assure l'inclusion : 

supp M(f) C C'(f). 

Attachons nous à prouver l'inclusion inverse ; on se place en un point 

a tel que I a(f) = J (f) et l'on veut prouver que a est régulier. Si a 
a a 

n'appartient pas à X = { f 1 . . . f p = 0} le résultat est évident. 

Supposons donc qu'au point a nous ayons : 

f x(a) = ... = f q(a) = 0 

et 

fj(a) ^ 0 pour j > q. 

An nnint a la forme M s'écrit à unité multiplicative orès : 

II) = f 1 . . . f 
l a 

v 1 f ± Ü 

avec U = f q?î 1...f p

p. 

Puisque — est holomorphe, on peut supposer que U = 1 et on 

se ramène à : 

fq 

fx(a) = ... = 

f 1 . . . 

et 

ü) = f , . • . f _ SX — - — . 

1 * " a 
Il est clair que ^ — c o n s t i t u e un système minimal de générateurs 
de I_(f). D'autre paré l'éqalité I (f) = J (f) conduit à deux choses : 

- d'abord q S n puisque J_(f) a au plus n générateurs minimaux, 
a 

- ensuite une relation matricielle z 
/ f , . . . f „ \ /f,...f„ \ 

fx-.-fg 

De ce qui précède, il résulte que A est inversible; ce qui signifie pré

cisément que l'application (f,,...,f ) : Œ n,a est une submer-

sion (il suffit pour cela d'écrire explicitement A ) . q.e.d. 
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Remarques importantes : 

a) D'après la proposition 1.1 . lorsque les son t U-indépen-

dants C {±1 ...fpP) est indépendant de *  = (Xi'-«-'Xp ) et ne dépend 

donc que de 1'hypersurface X  = (f1...f p = O ). 

b) Le mot strict est justifié par le fait que,lorsque le s A^ 
n1 n 

sont des entiers positifs n. ,  C(f, ... f p) ne coïncide pas avec l'en -
n, n  p  2  2 

semble critique C(f, ... f p) usuel ;  par exemple dans Œ ,  C ( x y)={o) 
2 1  P 

alors que C(x y) = (x=0) . 

La propriété C (f ) =0 es t générique dans le sens suivant : 

Proposition 1.3 . : Soient ff e  ©1 , f  • (0) = 0 et X  . X de s 
* X  p  n  J i  p 

nombres complexes. Pour tout entier k, il existe g1,...,gp €- <>n tels 
que jkf. = jkg. et tels que l'ensemble critiqu e C(g) d e 

Al A p 3 
g = g, ... g * soit réduit à 0. 

P 

Nous allons voir maintenant que la condition C'(f) = { 0 } entrai-

ne la détermination de la famille de germes d'hypersurfaces {X^,... ^ } 

où X. = f^CO) (c e qui est en quelque sorte naturel d'après la remar-
j J 

que) . 

2. Détermination fini e d'hypersurfaces. 

Définition :  La famille (X.) . , d e germes en O d'hypersurface s 
j "j—i...p 

d'équations réduites f . = 0 est de k-détermination finie si pour tou t 
k k  n g^ c te l que j g j = j k_., i l existe un dif f éomorphisme <f> : (Œ ,0)*fQ 

et des unités Uj € 1 ^/ uj (0) = tel s que : 

j = 2... p 

Cette notion peut s'exprime r comm e la déterminatio n finie , au sens 

de Mather pour le diagramme : 

V * =  V f  j 

h < 
Œ,0 

Œ,0 

P Œ,0 
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Nous utiliserons donc les mêmes techniques :  définir les défor-

mations J( -triviales puis montrer l'équivalence d e la détermination 

finie et de la j^ - codimension finie. 

Soit U un voisinage de O dans Œn et f : U • > Œp l'application 

(f,,...,f )  ; l'espace Œp étant muni de ses coordonnées canonique s 

y ^ z - ' - r Y p noton s x (f) ^e ©Tj-module des sections du fibr e f  (TŒ^ ) , c'est 

à dire des champs X du type : 

x - Eaj(x ) w: ' aj e %' qui font commuter l e diagramme : 

U . 

X 

rTŒP 

f 
>5P 

Ainsi x(f ) s'identifie à  0^ 

On note alors N(f) le sous module de x (f) constitué des champs 

Y du type suivant : 

Y = Tf .X' 

où X' est un champ sur U : 

X' 

TU 
Tf 

TŒP 

Y 

f 
U - ><EP 

Considérons maintenant l e sous-module Q(f) des champs l a . -i-
3 3y j 

tels 

que a. soit nul sur X., V •• Nous avons : 

Q(f) =  _ ^ f . .  % ^ 

Pour un choix (x1#...f x )  de coordonnées de U, nous avons : 
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3f 

ax. 

3f 3F L 8 F D 

où désign e la ligne (  -g—, ..., -^i) . 

Soit enfin R(f) le quotient de x(f ) par S(f) = N(f) + Q(f) . 

Voici le lien entre le lieu critique C1(f) d'une fonction multiforme 

défini dan s le chapitre précédent et R(f) : 

1 D 

N(f) 
n 
I 
3 = 1 

V 

Lemme 2.1 , :  Soit f = f1 ...fp p ;  on a l'inclusion :  supp R(f) c C (f). 

Démonstration :  Soit a un point régulier de f situé sur X, et z1,...,zn 

des coordonnées en a telles que ( à un renumérotage près des f.) on ait: 

fl " zl;-"-;fq - zq 

fj(a) ¿ O pour j > q . 

En calculant explicitement N(f) on constate san s problème que la fibre 

R(f) es t réduite à 0. Lorsque a n'est pas sur X, Q(f) est alors égal 
a 3 

à z  ©£ j -— e t on a le même résultat . 

Compte ten u du lemme 2.1 . l'outil principa l utilisé dans la détermina-

tion finie des fonctions multiformes ser a la : 

Proposition 2.2 . : La famille Xj est de détermination fini e si et seu-

lement si le support de R(f) est réduit à O (o u vide). 

Démonstration :  Nous prouverons seulement l'implication "sup p R(f) = 0 

y détermination fini e . 

Nous laissons au lecteur le soin de montrer l'implicatio n réciproqu e 

en interprétant dans les espaces de jets J (n,p) , (d'un e façon analo-

gue à Mather III ) , l'espace R(f ) comme un espace transverse à l'orbite 

k -
de j f  suivant l'action du groupe des k-jets du produit : 

D(p) x Diff(n ) 

où D(p) est l'espace des matrices diagonales inversibles à coefficients 

dans OT e t Diff(n) le groupe des difféomorphismes de (Œn,0) . 
k k -

Etant donné g = (g,,..., g )  tel que j g = j f introduisons le 
n 

chemin défini au voisinage de Œ , 0 x  Œ : 
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F(x,t) = f(x) + t(g(x) - f(x)) 

et cherchon s un dif f éomorphisme $(x,t ) = (<|>(x,t),t ) de Œ ,0 x Œ et 

une matrice diagonale M(x,t) à coefficients dans l'anneau An+1 des ger-

mes de fonctions holomorphes le long de 0 x  0(0,1) c O  x  Œ tels que : 

(1) M.F o $  = f 

(2) <f>(0,t) = (0,t ) ;<j>(x,0) = (x,0 ) ;M(x,0) = M(0,t) = id. 

Le système (1 ) ayant pour t = O la solution triviale <J > = x, M = id, 

il suffit de résoudre l'équation (1) ' obtenue par dérivation de (1 ) par 

rapport à t : 

( 1 ) . | M . ? o # + I I ( | | o # . | . + | | o . ) - 0 

En remarquant que : 

JMI. .m +  m " 1 ^ = o 
at a t 

on obtient après composition par $  1 et multiplication pa r M 1 : 

(D- 1 | = | — -M J * ~  ~ïx ' T t > 

Introduisons comme i l est d'usage l e champ de vecteurs : 

et la matrice : 

m " 1 . . 

A = tt - M 

Visiblement l a résolution de l'équation : 

<3> If =  A - 5 -f -z 

conduit à celle de (1 ) via l'intégration du champ Z et de l'équatio n 

linéaire =  a .M*1. 
o t 

Les conditions (2 ) seront satisfaites si l'on exige : 

(4) Z(0,t) = O et A(0,t) = O 

Désignons par l'idéa l de An+1 des fonctions nulles sur l'axe 

des t et soit S'(F) la somme du module N'(F) engendré par 
a F a l ? "*• * 

~ a x ~ " ' # , # ' " a x ~ e t du module Q^F) engendré par (F x ,0, ... ,0) ... (0,..., 0,F ) . 

I n ^ 
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Les conditions (3 ) et (4 ) s'expriment pa r : 

(5) || C /.S ' (F) , 

(5) étant elle-même satisfait e dès qu'il existe un entier te l que : 

(6). JC\ A * C S1 (F) 

Ces considérations d'ordre général étant faites revenons au cas où le 

support de R(f) est réduit à 0 (lorsqu e supp R(f) = 0, il est clair que 

les f^ sont des coordonnées). 

D'après le Nulstellensatz, il existe un entier s  tel que : 

(7)s 6 p c S(f ) 

où  ̂désign e l'idéal maximal de . 

Nous avons : 

S(f)  ̂S ' (F) + (t)JTK. AP+ 1 

et comme ̂ T̂j . An+1 =yf, d'après (7) g il vient : 

J f S . A ^ + 1 C S ' (F)4(t)/./s a P + 1 pou r k ^  s+1 

et d'après Nakayama (6) g est satisfaite . 

Corollaire 2.3 . : Soient flf...,f p  germes de fonctions analytique s 

à l'origine de Œny tous à singularité isolé e ;  on suppose que l'hypersur -

face X = (f1%..f p = 0) n'a ,  en dehors de O, que des croisements ordi-

naires. Alors X est conjuguée à  un ensemble algébrique. Il en de même 

pour les ensembles X_ = r\{f. = 0) o ù I est une partie de {1,2 , — ,p } . 
i€ I * 

3. Détermination fini e faible. Reprenons les notations précédentes : 
A , A 

f = f, .  .. f p où les f • sont irréductibles et ^ . 6 Œ - ^0^ .  Nous di-
1 P  3 3 

sons que f est de détermination finie faible d'ordre k si pour tout 
g,,...,g tel s que : 

.k .k -
3 gj = 3 f j 

il existe un difféomorphisme a? de Œ te l que f 
x À 
i p Cette 

dernière égalité signifi e qu'il existe des unités U. telles que : 

fj O I F =  U..g. j = l... p 

160 



DÉTERMINATION FINIE 

et X X 

u, ... u P = 1. 
1 p 

X X 
f = f^.-.f p est de 

1 P détermination fini e si et seulement si son ensemble critique C1(f) est 

soit vide, soit réduit à 0. 

Démonstration :  D'après la proposition 1.3. la condition C(f) =  {0> 

est nécessaire. Montrons la suffisance. 

Soient co= f r . . fp ï \ 
df. 

fi ' 
gj ^ frn tels que .k .k -

3 gj = 3 fj 
et 

f = (f1,...,fp) . D'après le lemme 2.1. le support de R(f) est réduit 

à 0. Ainsi la famille d' hypersurfaces X.. = f T ^O) es t de détermination 

finie. Soit s^ son ordre de détermination et k * s^ . Nous pouvons suppo-

ser que g^ = uj-fj ou les uj sont des unités telles que : 

Uj(0) = 1 

et 

j Uj = 1 avec 6  = k - s^. 

Considérons les germes de fonctions F ,  définis le long de O x Œ  dans 

<En x  œ  par : 

Fj =  f +  tCg.-f.) . 

Désignons encore par AR+1 1'anneau de s germes de fonctions holomorphes 

le long de O x  Œ. 
Nous avons : 

Théorème 3.1 . :  Le germe de fonction multiforme 

(1) 

F. = V..f. = [1 + UUj - D J.f. 

V.-l é ( t ) / 6 + 1 

où  ̂désign e l'idéal de A ^  engendré par x^,...#xn. 

Montrons que pour < $ assez grand, les conditions (1 ) impliquent 

que la forme : 

0 =Fl...F p 
dF 

Z X . — i 
l F. 

l 

se trivialise le long de l'axe des t au dessus de w  . Il suffit pour 
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cela de déterminer un champ de vecteur X du type : 

x =  "S E + g. co = df . 
^ o  "5T " 

i qui annule fi : 

Q(X) = O / 

où les A.(x,t) sont des germes le long de O x  Œ. 

Notons J' (F) l'idéal engendré par les composantes de Q = Q - fi(y^)dt et 

I' (F) l'idéal (Fl--FP ) . D'après (1 ) nous avons : 

ß(A} = fi---fp Vi- - - Vxi -^p - e^6+1i'(F) . 

Pour déterminer X  il suffit de montrer l'inclusio n 

(4) y 6 ! ' ( F ) C J 1 ( F ) . 

Notons tout d'abord le s égalités : 

(5) I'(F) =  An+1.I(f) = An+1. ( 1  f  P ) 

(6) dF_. = df\ modulo {(t).Y\dt} . 

En combinant (5 ) et (6 ) il vient : 

(7) An+1.J(f) CJ' (F) + (t)/0 I'(F) 

Puisque C(f) es t réduit à 0, il en est de même du support de 

M(f) =  ir^r e t il existe un entier s0 tel que : 

S2 

/ty z K f ) C  J ( f ) 
où 1ffj est l'idéal maximal de 0n. 

Puisque J =  ^*An+l o n obtient pour < 5 * s2 + 1, d'après (5 ) et (7 ) : 
s s  +1 

Jf*.l' (F) C# 2I ' (F) C J ' (F) + (tl^6I ' (F) C J ' (F) + 2  I 1 (F) 

Par Nakayama (4 ) est satisfaite . 

4» Remarques et conséquences. 
Rappelons que nous avons établi dans §2 : 

supp R(f) c  C  (f) = supp M(f). 
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On peut préciser l'inclusion précédent e comme sui t : 

Proposition 4.1. :  C (f ) = supp R(f) U (S (co) -  X) ;  lorsque les A ± sont 
indépendants C (f ) = supp R(ï) . 

Démonstration :  Soit en effet un point a non contenu dans S(^) - x et 

tel que R(f) = 0 ;  nous allons montrer que a est régulier. Rappelons a 
que Rffjy s'identifie à  : 

•S 
1 &v 

g. co ù 
ùùù / • • • » 

3f 

— H ) 

3 
fl°ufi Vp > 

Si aucun des f^ ne s'annule e n a, a est régulier. Supposons donc que 

f, (a) = ... = f (a ) = O et f, / O pour j > q. Si R(f) =  0, il est clair 
1 q  3  a 

que la matrice : 

!5js 
k=l...qf 
j=l...n. 

est nécessairement de rang maximum. 

On en déduit le : 

Théorème 4.2. : Les conditions suivantes sont équivalentes 

A A 
(1) f = f1 f  p est de détermination fini e 

(2) C (f ) est soit vide, soit réduit à O. 

Lorsque les A ^ sont3N-indépendants (1 ) et (2 ) sont équivalents à : 

(3) la famille d'hypersurfaces X^ = fT1(O) est de détermination 
finie. 

Remarques 43 : 

a) les ordres de déterminations de la famille des (f^=0 ) et de 

f ne sont pas égaux en général. 

b) si n = 2 la condition (3 ) est toujours vérifiée. 

Notamment : 

Théorème 4.4.: Toute fonction holomorphe à deux variables est conjuguée 

à un polynôme. 

163 



D. CERVEAU, J-F. MATTET 

. CHAPITRE III . 

SINGULARITES QUASI-HOMOGENES DE S FONCTIONS 

A , A 
MULTIFORMES î. ... f P. 1 p 

1. Rappels - définitions et premières propriétés. Avant d'aborder l a 

notion de quasi-homogénéité pou r une fonction multiforme, rappelon s 

de quoi il s'agit dans le cas usuel d'une fonctio n uniforme : 

Définition 1.1 . : 

1) une hypersurface X d'équation réduit e ( f = 0) es t quasi-

homogène s i f e  <W\ .J(f), où 'ÏÏ) est l'idéal maximal de & e t J(f) l'idé -

al Jacobien de f ; cette définition ne dépend pas de l'équation réduit e 

de X et nous dirons indifféremment qu e X ou bien f est quasi-homogène . 

2) Un polynôme P = E  P T x1 à n variables (x,,...,x„)= x 
|I| * N 1  1  n 

est quasi-homogène s'i l existe y  =  ( y 1 # . . . , y )  C  Qn tel que : 

P j = O dès que <  y, I > ? 1 

où <y ,I> désign e l e produit scalair e des vecteurs y = ( y ^ , . . . , ^ )  et 

I = (Ilf...,In) . 

Une fonction f quasi-homogène possèd e les deux propriétés sui-

vantes : 

Théorème 1.2 . :  a) f est entièrement déterminée par 1'hypersurfac e 

(f=0), e n ce sens : 

si U est une unité holomorphe, U(0) = 1, les deux germes de 

fonctions holomorphes f et U.f sont conjuguées par un difféomorphisme 

F 

Uf a f  0«f . 

(Nous établirons ce résultat dans un cadre plus général par la suite) . 

b) (établ i par K. Saïto [38] ) un germe de fonctio n 

holomorphe f  quasi-homogène et à singularité isolé e est conjugué à  un 

polynôme P quasi-homogène. 
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On remarquera à  ce moment que la forme dP possède une symétri e 

linéaire à valeurs propres rationnelles. 

On généralise la notion de quasi-homogénéité au x fonctions mul-

tiformes de la façon suivante : 

Soient flf...,fp des germes de fonctions holomorphes irréduc -

tibles étrangers, nuls en O, et A ̂f ... ,A de s nombres complexes non 

nuls ;  le germe de fonction multiforme F = f^.-.f p est quasi-homogèn e 

s'il existe un germe de champ holomorphe X, nul à l'origine, tel que : 

p d f 
E X . (X ) = 1. 

i=l 1  r i 

Ce qui signifie heuristiquement que F £ iT).J(F) , et, lorsque 

les X i valent un, on retrouve la notion usuelle. 
On remarquera que la définition ne dépend que de F ;  en effet, si 

pl y s 

g1 ...g g es t une autre écriture de F, on a, à un renumérotage éventuel 

près : 

s = p 

g. co = df . 

g. = U..fi avec 
dU. 

E X . i  = 1. 
i U ± 

A A 

Proposition 1.3 . :  Soit F = f^ ...fp P un germe de fonction multiforme 

quasi homogène et U £ 0R une unité. Alors U.F es t aussi quasi-homogène. 

Démonstration :  Soit X un champ holomorphe tel que : 

df. 
EX -^(X ) =  1. 

1 r i 

Le champ de vecteurs Y : 

y = F £¨£ X_ 

est holomorphe, nul à l'origine e t satisfait à : 

EXi T7(Y) + 1T(Y) = 1 
Q.E.D. 

Théorème 1.4 . :  Soit F = f ^ . ^ f P un germe de fonction multiforme et 

w la forme de Pfaff : 
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03 — f -i • • • f Z X . — —̂ 
1 P  l  f i 

a) Si F est quasi-homogène l a forme w  (et plus généralement 

V.QJ où V(0) 7* O) possède une symétrie holomorphe. 

b) Si a ) n'a pas d'intégrale premièr e holomorphe ou méromorphe 

F est quasi-homogène dès que O J (ou V .OJ pour V (0)  ̂O)possède une symétrie 

holomorphe. 

Démonstration :  Supposons F quasi-homogène et soit X tel que : 

df. 
Z X± - f 7 (X) =  1 

Ainsi V.f,...f =  V.w(X) est un facteur intégrant de V.u .  D'où a). 

Assurons nous maintenant d e b) . Soit X une symétrie de V .OJ ;  alors 

V. (x ) est un facteur intégrant de V.w et d'après l'hypothèse, i l 

existe une constante C ^ O telle que C.fj^-.-f =  U3(X ) . 

Q.E.D. 

Remarque :  L'assertion b) est fausse si l'on ne fait pas l'hypothès e 

restrictive "   ̂n'a pas d'intégrale premièr e holomorphe ou méromorphe 11 

(par exemple s i F est holomorphe et non quasi-homogène). 

L'hypersurf ace ^...f^ =  0 joue un rôle particulier pour la 

fonction multiforme F = f^-.-fpP ;  il est donc naturel d'essayer de 

généraliser l a partie a) du théorème 1.2. : 

Al A 
Théorème 1.5 . :  Soient F = f. .  ..f P un germe de fonction multiforme 

A 1 X P 

quasi-homogène et G = g^ ...g^ P .  Les assertions suivantes sont équi-

valentes : 

(i) il existe un germe de dif f éomorphisme <̂ > : Œn,0 e t une 

constante c tels que : 

G = c.F o , 

(ii) il existe un germe de difféomorphisme d e Œ , 0 qui trans-

forme l'hypersurf ace f1...f =  0 en l'hypersurf ace g1 •••ÇJp = O. 

Démonstration :  L'implication (i)=è>(ii ) est claire, prouvons la réci-

proque. Il suffit de considére r l e cas où g.^ = ^i«fi ,  i=l...p, avec 
u. (O) = 1. Soient u = u ^ ^ .u p  ,  v = u-1 et H la fonction multiforme 
1 P  n 

définie au voisinage de la droite {O } x Œ dans Œ x  Œ par : 
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H(x,t) = (1 + tv) f f  y. 

Nous avons H(x,0) = F et H(x,l) = G. Nous allons montrer qu'il existe 

un champ de vecteur de type : 

P d d 

z = A i "3x7 + Tt ' 
tangent aux surfaces de niveau de H,c'est à dire annulant la forme : 

n =  (l+tv) f 1 . . . f p ( ï x i j-i + f^-). 

Ainsi les fonctions multiformes Hfc = H/C x  (t> seront conjuguées pour 

t voisin de O. D'après la proposition 1.3. on peut raisonner de même 

sur Ffc e n chaque point tQ de 0 x Œ. De la compacité du disque unité 
o 

découlera le résultat. 

Explicitons la forme Q : 

df. 
fi = (l+tv)f1...f p (ZX± -j )̂ + t f1...fpdv + fx...fp v dt. 

Il suffit de prouver que ^...fpV appartien t à l'idéal I de ^n+1 en" 

gendre par les composantes de la forme 

df. 

fi ' = (1+tv)f, . ..f E  A. —̂  + t f ...f dv. 

F étant quasi-homogène, soit X un champ de vecteurs tel que : 

dfi 
IX± ~ (X ) = 1 . 

Nous avons : 

n" (X) = (1+tv) ^...f +  t f ...f dv. 

de sorte que l'idéal J de engendr é par f1-..fp satisfait à : 

J CI + (t).J. 

D'après le lemme de Nakayama on a J C I, ce qui assure le résultat 

Q.E.D. 

2. Critères suffisants de quasi-homogénéité. On se propose de montrer 
^ 1 A  n 

que modulo des hypothèses d'indépendance su r les A., f ...f^es t 

quasi-homogène dès que ses séparatrices le sont. Donnons nous, comme 

précédemment des germes de fonctions holomorphes f,,...,f irréducti -
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bles, étrangers et X  ,  . . .  , A de s nombres complexes non nuls. Si 

F = f1 ...fp P est quasi-homogène i l en sera de même de G = .  .. f̂  

pour presque tout P 1 # « . . , V I •  En effet soit X un champ de vecteur holo-

morphe tel que : 

df 
I A ± -^(X ) =  L 

Puisque les f. sont étrangers les germes de fonctions. 
df. 

u. = -^(X) 
1 r i 

sont 

holomorphes et l'on a : 

Z A i u i = 1. 

Notamment le s u^(0) sont non tous nuls et donc certaines composantes f ^ 

sont elles-mêmes quasi-homogènes. Si y]/•••'y p sont des nombres complexe s 

tels que : 

EAi u±(0) ï 0 

il est clair que 
y, y 

f 1 f  p £1 •• • p est quasi-homogène puisque : 

I P . 
dfi 

fi 

X 
VZ y .u. > 

3 J 

= 1 

Nous allons préciser cette remarque : 

Théorème 2.1. :  Si F = f. ... f p est quasi-homogène, il existe des en-
1 p  y i y D 

tiers relatifs q,,...,q^ tels que f, ... f ^ soit quasi-homogène dès que 
1 P  *  P  n i n D 

£ (3jyj 7e 0 (Notammen t i l existe des entiers ni tels que ±1 ...fp F soit 

quasi-homogène, mais ces entiers ne sont peut-être pas égaux à un.) 

Démonstration :  Soient X et u. e É > tel s que : 

df. 
-^(X) =  u± 

£ A .u. = 1 

le p.uple (u , (0), ... ,u (O ) ) ne peut-être une relation pour tout élément 

de ( K -{0})̂  que si les u.(O) sont tous nuls. Soient donc n.,...,n de s 
i nx n  1  P 

entiers non nuls tels que f. ... f P soit quasi-homogène. Montrons dans 
1 P 

un premier temp s le lemme suivant (que Saïto a établi dans le cas d'une 

singularité isolé e )  : 
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Lemme 2.2 . : Soit g€ 6  quasi-homogèn e i.e. g tfft.J (g) • Il existe 

un champ holomorphe X1, X1(O) = 0, vérifiant : 

a) X1(g)= g 

b) le jet d'ordre un de X1 est non nul ; diagonalisable et ses 

valeurs propres sont rationnelles. 

Démonstration du lemme :  Soit XQ un champ holomorphe nul à l'origine 

tel que XQ(g) = g. 

Considérons sa décomposâtion d e Jordan formelle : 

Xo = XS + XN 

où Xg est un champ semi-simple et XN un champ nilpotent (c f [ 30J ). Com-
me g apparait comme vecteur propre de XQ, il est clair que : 

xs(g) = g 

Le champ Xcétant semi-simple , i l existe des coordonnées formelles (x. ) 

dans lesquelles x est linéaire diagonal : 

X0 =  E a.x. -* 
S i l 3x i 

Ecrivons g dans ces coordonnées : 

g = Ï  n  g z x1 
I €N 

L'égalité Xg(g) = g signifie que le produit scalair e < a ,i >vaut un 

lorsque g^ es t no n nul , o ù a  =  (  , . . . , a n ) . 

Ainsi le sous ensemble E(g) = { I e:Wn/g^ ? ciï engendre dans 

CCn un sous espace affine de codimension k ^ 1  contenu dans ( < a ,z > = 1 }. 
Le QJ-sous espace affine engendré par E(g) dans Qn est aussi de codimen-

sion k. Soit 3  = (3-j^,... , 8n) un n-uple de nombres rationnels tels que 

<$,I > =1 pou r tout I dans E(g). Le champ formel: 

8 
X =  I  6. X . ; 

3 i  3x. 

vérifie encore X(g) = g ; parce que le complété forme l des solution s 

analytiques d'un système d'équations linéaires à coefficients analyti-

ques est l'ensemble de s solutions formelles, on trouve un champ holo-

morphe X1 tel que : 
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g. co = df . 
^ o g. co = df . 
^ o 

xx(g) = g. 

Revenons à la preuve de 2.1. et appliquons le lemme à 
n, n 

f 1  f  p • 

soit X-^X^O) =  O, vérifiant a) et b) ;  nous avons : 

df. 
E n . -^(X,) =  1 

et : 

df^(X1) = u^f^ où les u^ £_ ^n e t sont non tous nuls. 

En remarquant que les premiers jets non nuls des f. sont des 

vecteurs propres pour l'opérateur d e dérivation j X1# on constate que 

les u.(O) sont des combinaisons linéaire s à coefficients entiers posi-
1 i 

tifs des valeurs propres de j X1 :  les u^(O) son t donc rationnels et 

non tous nuls. Soit m un entier tel que les m.u^(O) <£ 2 ; les nombres 

q^ = m.u^(O) vérifient 2.1. 

Voici maintenant un critère de quasi-homogénéité n e faisant 

appel qu'à la nature de 1'hypersurface canoniqu e (f,... f =  0) ; rappe-
p ^  ^ 

Ions que les seules "surfaces de niveau" analytiques de F = f11...f P 

sont les (f ± = O) dès que les X i sont N-indépendants. 
yl % 

Corollaire 2.3 . Soi t F = f^ ...fp p un germe de fonction multiforme ; 

on suppose les y-indépendants . Alors F est quasi-homogène dès que 

l'hypersurf ace (^...f^ = O) est quasi-homogène . 

(On peut déduire ce corollaire soi t du lemme 2.2 . soit du théorème 2.lJ 

Nous avons un résultat plus précis en ajoutant une hypothès e 

supplémentaire su r l'une des branches f^ = 0. 

X X 

Théorème 2.4 . : Soit F = f^ ...f^ ^ un germe de fonction multiforme qua -

si-homogène et supposons que l'une des branches f^ est à singularité 

isolée et d'ordre au moins trois. Alors il existe des entiers positifs 
yi P D 

Ç^r'-'/ÇIp tel s que f^ ...fp P soit quasi-homogène dès que 

q 1 y 1 + ... + qpVp f O. 
Il en découle visiblement l e : 

Corollaire 2.5 . : Soient de s nombres complexes ^-indépendants 

et flf...fp 4 (?n des germes irréductibles étrangers. Si l'un des f^ est 

à singularité isolé e et d'ordre *  3, les conditions suivante s son t 
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équivalentes : 

(i) 
X , X 

p = f 1 f  p 
1 

est quasi-homogène . 

(ii) f = f,...f es t quasi-homogène. 

Démonstration de 2.4. :Nous reprenons les méthodes de démonstratio n 

du théorème 2.1 . et du lemme 2.2. . Aussi bien dans la situation (i ) que 
nl n p 

(ii) il existe des entiers positifs ^,...,11 ^ tels que h = ^ ...f ^ 

soit quasi-homogène . Soit Xc =  Z y . x .-r— un champ forme l à valeurs propres ration -
b J  JoX . 

nelles tel que Xq(h) = h. On a alors : 

Xg(f.) = Ui.fi ,  U . £ ( 0 n . 

La conclusion va résulter du lemme suivan t : 

Lemme 2.6 . :  Soit g  <E . b un e série formelle à singularité isolée , d'or-
n ^ 

dreVau moins trois et Xc =  E  y . x. * u n champ linéaire diagonal à  va-
o 1  1  " x. 

1 
leurs propres y . rationnelle s tel que Xc(g) = ug où u 6 .  Alors le s 

1 o n 
y ^ son t de même sign e et u est une unité. 

Admettons provisoiremen t c e lemme et supposons f^ à singulari-

té isolée et d'ordre au moins trois. D'après le lemme 2.6 . les valeurs 

propres y . d e Xc sont de même signe , mais puisque Xc(h) = h, elles son t 
J o  o 

positives. On en déduit l'existenc e d'u n champ holomorphe X1 dont le 

l-jet a pour valeurs propres les e t qui vérifie X1(h) =  h. En par-

ticulier Xx(fj ) =  vj*fj °û vj ^ 6n t et les Vj(O) sont des nombres 

rationnels positifs. Soit m un entier te l que les qj = m Vj(O) soient 

entiers. Alors (q^,..., q )  convient. 

ËÉIB2I!.Ë-ÈJL.ËiA2H_<ÎH_A®EinÊ_JL^L_: Nou s allon s utilise r u n procédé déj à ren -

contré. 

Nous décomposon s l'idéa l maxima l W d e 6n en l a somme direct e : 
A 

W =  Ex © E 2 

où E. = { Z  h _ x1, <y ,I> ? 0 } 

1 |I|> 1 1 
y = ( y 1 , . . . , y n ) 

et E2 =t ,E h I x <y »I> =  0 } . 
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On vérifi e facilemen t le s égalité s e t inclusion s : 

W •  Ei 
XS(E2) =  0 

E1.E2 C  E 

E2.E2 C  E 2 

Ecrivons u  sou s l a form e suivant e : 

u =  u(0 ) +  u1 +  u 2 avec u . € E . 

i i 

Soit v  un e séri e formell e tell e qu e 

W +  ui = 0 

et G  =  e 1 g 

On a  : 

vl 
XS(G) =  (Xs(Vl ) +  u1 + u 2 +  u(0) ) e g =  (u(0 ) +  u2).G . 

Ecrivant maintenan t G  sou s l a form e : 

g. co = df g. co = df . 

il vien t ì 

XS(G) =  XS(G1 ) =  (u(0 ) +  u2).G 1 +  (u(0 ) +  u2).G 2 

D'après le s propriété s (  * ) ,  on a  : 

(u (0) +  u2 ) .G2 =  0 . 

Si u(0 ) +  u 2 =  0  ,  on a  à  ce momen t Xg(G ) =  0  ;  cec i es t impossibl e 

parce qu e G  ,  qui es t à  singularit é isolé e d'ordr e a u moin s 3 , n e peu t 

être annulé e pa r u n cham p linéair e :  les relation s entr e le s dérivée s 
9G 
- 5 — son t e n effe t engendrée s pa r le s relation s triviales . 
a x . 1 
Donc G 2 es t nu l e t G  =  G1 : 

Xg(G1) =  (u (0) +  u2).G 1 

Comme X g respect e su r l e degr é de s monômes , i l e n résult e visible -

ment qu e u(0 ) es t no n nul , e t don c u  es t un e unité . 

£¨£ 
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et 

vérifie Y(g ) =  g  ;  c e qu i signifi e qu e g  es t un e singularit é isolé e 

On considèr e alor s l e cham p 
u 

; Y  a  pou r 1-je t u(0) 

quas i-homogène. 

On sai t alor s depui s Saît o qu e le s valeur s propre s d e 

g. co = df . 
^ oJ u(0 ) 

sont, parc e qu e V  es t supérieu r à  trois , compris e entr e 

0 e t 1/2 . D'o ù l e résultat . 

Q.E.D. 

Note :  Le s auteur s remercien t C.A . Roch e pou r avoi r décel é un e 

erreur dan s l a démonstratio n initiale . 

3. Formes normales des singularités quasi-homogène s 

Nous nous proposons d'établir l e : 

Théorème 3.1 . : Soit F = f^1..^ ^ un germe de fonction multiforme quasi-

homogène. On suppose que l'un des fi est à singularité isolé e et 

d'ordre au moins trois. Alors F est conjuguée à une fonction multiforme 

P = Pj^ ...PpP "polynomiale quasi-homogène" ;  plus précisément i l existe 

des nombres rationnels y i ' • • • 'y n /  0< y  i < \ et s1,... , ŝ  > 0, tels que : 

E S i =  i et chaque P.^ est un polynôme quasi-homogène de poids si. (y 1, .  . , y n ) . 

Démonstration :  D'après le théorème 2.4,, f=f^...f es t quasi-homogène: 

il existe un champ holomorphe X tel que : 

X(f) = f . 

En vertu du lemme 2.2. on peut supposer que les valeurs propres de X 

sont rationnelles. D'après le lemme 2.6. , en raisonnant su r la partie 

semi-simple de X, on établit que les valeurs propres y i du champ j1X 
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sont des nombres rationnels positifs. D'après le théorème de normali-

sation de Poincaré, le champ X est holomorphiquement conjugu é à un 

champ polynomial Jordanisé : 

Z - lvi X i lâT + XN " XS + XN / 
1 

où XN est un champ nilpotent polynomial. 

Puisque Xg(f) = X(f) = f et que les ^  son t positifs il est 

clair que dans les coordonnées (x^) , f s'écrit sou s la forme d'un po-

lynôme quasi-homogène : 

f = £  f x 1 . 

<u,I>=l 

L'ensemble de s I c Un tel s que <y ,I > = 1 est en effet fini. 

Compte ten u du théorème 1.5. , i l suffit d'établir l e 

Lemme 3.2 . :  Soit P = f1...f u n polynôme quasi-homogène, où les 

sont holomorphes irréductibles . On suppose que les poids ( y A , . . . , y n ) 
de P sont des rationnels positifs (c e qui est le cas si l'un des 

est à singularité isolé e et d'ordre au moins trois). Alors P possède 

une décomposition : 

P = Px...Pp ,  P ± = V..f. ,  V. £ 6n , V.(0 ) = 1 

où les P^ sont des polynômes quasi-homogènes de poids s^ ( y 1 , .. .  , y n ) ; 
les s^ sont des combinaisons linéaire s entières des y   ̂vérifiant 

zs. =  i. 

Ce lemme signifi e notamment qu e pour un polynôme quasi-homo -

gène, les décompositions e n facteurs irréductible s holomorphes et al-

gébriques coïncident . 

Démonstration du lemme :  Soit A le champ de vecteurs linéaire : 

A = 
n 
E 
i=l 

У . X. 
1 1 

э 
Ъх1 

Nous avons : 

A(P) = P 

et 

A(f±) =  V±.f± 

où les Ui sont des unités telles que EtL = 1 ;  les Ui(0) sont en effet 

des combinaisons linéaire s entières des y . . 
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Nous cherchons les Pi sous la forme annoncée : 

Pi = Vi'fi '  V±(0 ) = 1 + ... 

de façon telle que : 

A(Pi) = u\(0).P± 

Nous sommes amenés à résoudre le système d'équations : 

£¨£ 
V " V p "  1 / 

A(V±) + V±.(Ui-Ui(0)) = 0 

Posons Wi = Log V\ ,  où W.^ TD ; le système (* ) s'écri t maintenant : 

Z VI ± = O / 

A(W±) = U± - Ü\(0) . 

Après avoir remarqué qu e la condition E W. = 0 est équivalente à  la con-

dition EA(VvL ) = 0, on établit que (* ) a  une solutio n puisque : 

Z ui -  Ui(0) = O 

Les égalités : 

A(Pi) = Ui(0).P± 

obligent les P. à être des polynômes quasi-homogènes. Les s. sont bien 
—1 1 

entendu le s U\(0) 
Q.E.D. 

Terminons enfi n e n signalan t un e propriét é caractéristiqu e de s 

fonctions (multiformes ) q u a s i h o m o g è n e s , qui est , e n quelqu e sort e l a 

réciproque d u théorèm e l .J :  ^ 

T h é ^ è m e ^ . ^ :  Soi t f  =  f ^ . . . f p P vérifian t l a propriét é suivant e : 

"Pour tout e unit é u , i l exist e u n germ e d e di f f éomorphisme ç p de 

Œn,0 ,  te l qu e 

u f =  f  o  cp 

Alors f  es t quasihomogène . 

Demonstration : Exercice. 
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. CHAPITRE IV . 

PROBLÊMES D'HOMOGENISATIO N 

Dans ce chapitre, on étudie sous quelles conditions une forme 

JD =  a) v + .. . est conjuguée à son premier je t non nul w  v. 

1. Homogénisation en dimension deux 

En général la présence d'une symétri e holomorphe conduit à 

1'homogénisation (rappelon s que l'existence d'u n facteu r intégrant ho-

lomorphe n'implique pa s l'existence d'un e symétri e holomorphe). 

Théorème 1.1 . :  Soit- w  =  wv + ... une forme de Pfaff holomorphe à 
l'origine de don t la partie homogène de plus bas degré es t à 

singularité isolée . On suppose v  £  2 et que oo ^ ne possède pas d'inté-
grale première holomorphe ou méromorphe. Si u > possèd e une structur e 
transverse holomorphe, u > est holomorphiquement conjuguée à sa partie 
homogène  ̂( à un facteur multiplicatif près) . 

Démonstration :  Soit f l e premier je t non nul du facteur intégran t 

f = w  (X). Visiblement f ^ es t un facteur intégran t de v̂ .  Nous affir-

mons qu'il existe une constante c O telle que : 

c.f v = ">v (R) = «v (x +  y ^ )  = Pv+1 

En effet puisque o> v es t à singularité isolé e et que v es t supérieu r 

à 2, pv+1 est non nul, et donc est un facteur intégrant de w v ;  l'af-

firmation est conséquence du fait que n' a pas d'intégrale premièr e 

méromorphe. 

Il en résulte que y  =  v  + 1 et que le jet d'ordre lf X1 de X est non nul 

et que :  fv+1 =^V(X1) . 

Le champ cX^R annul e la forme w v ;  les deux hypothèses " v *  2  et % 

à singularité isolée " impliquent alors l'égalité : 

2X1 = R • 

Quitte à changer X en c.X on peut supposer que : 
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X1 = j1X1 = R. 

En vertu du théorème de Poincaré le champ X dans de bonnes coordonnées 

est linéaire, i.e. X=R et dans ces coordonnées : 

LRw = h.^/où h est une série convergente. 
Ecrivons : 

U) =  E  W  .  f 
i * v  1 

où les <*> son t des formes homogènes de degré i  et : 

h = E  h . , h. homogène de degré j • 
j*0 3  3 

Nous avons : 

E L  w . =  E  (i+1 ) œ . =  h.  ̂* 
i*v R  1  U v  1 

Visiblement : 

h =  v  + l 
o / 

de sorte que : 

g. co = df .g. co = df g. co = df £¨£¨£¨£ 

e t <°v +l =  hluv ' 

On prouve ainsi par induction que chaque <* >  ̂est colinéaire à w v . Ce 

que l'on s e proposait d'établir . 

On notera le corollaire évident suivant : 

Corollaire 1.2 . :  Sous les hypothèses du théorème 1.1. si X1 et X2 sont 

deux symétries holomorphes de w  alors X^ et X2 sont faiblement conju-

guées :  il existe une constante c et un germe de dif f éomorphisme 4 > te l 
que : 

c xx = <i>̂ x2 • 

Ce corollaire soulèv e une question que nous ne savons pas 

résoudre:étant données deux structures transverses X^ et %2 d'une 

même forme ,  les champs X̂ ^ et X2 sont-ils faiblement conjugués ? 

(La constante multiplicative pouvan t devenir une fonction multiplica-

tive) . 
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On rapprochera l e théorème 1.1. de l'exercice suivan t : 

Exercice ;  Soit f :  Œn,0 -*Œ, 0 un germe de fonction holomorphe quasi -

homogène i e f £ J(f) . On suppose que le premier je t non nul f d e f 

est à singularité isolé e et quev *3 . Montrer qu e f et f son t conju-

gués. 

Etudions des problèmes analogues en dimension supérieure . 

2. Symétries holomorphes des perturbations des formes domestiques. 

Soit Ü)^ une forme domestique : 

D P 

OJ =  P, . . .P E A. 1  E A v 
1 P  l  — . i i = 1 

où les v   ̂sont les degrés des P^ et soit w  un germe de forme holomor-

phe integrable à l'origine d e Œn ayant pou r je t d'ordre v . D'après 

la partie 4 , w  s'écrit : 

df v 
(*) a ) =  f1...f pEA± — ± , j  A f± =  p± . 

L'étude des perturbations de s formes domestiques est donc contenue dans 

celle des formes du type (*) . 

Introduisons une notion un peu plus générale que la domestici-

té : 

OF. 
Définition 2.1 . : Soit œ  = P. ... P I A .  un e forme de la strate v 1  p  i  P . 

EPg. co = df ^ , E A i v i = l ; nou s dirons que <*>v est générique lorsqu e 

les conditions suivante s son t satisfaites : 

- les P^ son t à singularité isolée . 

- les intersections des P^ = 0 sont ordinaires. 

- les A ^ sont non nuls et oo ^ n'a pas d'intégrale premièr e 
holomorphe ni méromorphe, ie les n e sont pas tous rationnels. 

Notamment, un e forme homogène générique possède un seul facteur inté -

grant Pv+1 =u >v(R) à une constante multiplicative près . 

Soit 
df. 

w = fi---V'xi ~îT une forme à partie homogène %  géné -
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rique. Puisque w ^n'a pas d'intégrale première holomorphe ou méromorphe 

^...fp e n est le seul facteur intégrant ( à constante multiplicative 

près). Supposons maintenant que w possèd e une symétrie X ;  quitte à 

multiplier X par une constante non nulle on a nécessairement : 

df. 
co (X) = f1...fp E X ± (X ) = fx...fp 

A , A 

ce qui, en d'autres termes signifie que ±1 ...fp p est quasi-homogène . 
Désignons par X^ le jet d'ordre un du champ X ;  visiblement : 

w (X,) = P-, • . .P =u > (R ) 

d 
où R désigne toujours le champ radial E x^ j-^— . 

i 

Ecrivons le champ X1 sous la forme suivante : 

X1 = R + A 

où A est un jet d'ordre un de champ annulant u>p : 

w (A ) = O . 
v 

1er cas :  Le champ A est non nul à l'origine. 

A ce moment a > qu i annule clairement le champ constant A(0) 

est trivial au-dessus d'un n-1-plan. Il en est donc de même de ses 

séparatrices (P ^ = 0) ;  comme celles-ci sont supposées être à singula-

rité isolée, elles n'ont en fait pas de singularités. La forme % es t 

donc du type suivant : 

dx. 
xx .. . x E X ± — - o ù (x1,...,xn ) 

p i 

est un système de coordonnées et w  est visiblement conjuguée à ^v . 

2ème cas :  Le champ A est linéaire. 

Remarquons ic i que les hypersurfaces (P ^ = O) sont invariante s 

par le champ A ;  ceci se lit aisément sur l'égalité : 

P1...Pp E X ± ^i(A ) =  Q 

i 

Puisque les son t homogènes, il existe des constantes c. € Œ telles 

que : 

A(P±) = dP±(A) = ci.Pi 

et les Pi apparaissent comme vecteurs propres de l'opérateur linéair e 

Q + A(Q) . 
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Soit 

A = As + AN ,  [AS,AN ] = O 

la décomposition d e Jordan du champ A. 

Nous avons le : 

Lemme 2.2 . : 1) AC(P.) = c.P . 

2) AN(P.) = 0 

3><%<V =uv (AS) = 0 

Rappelons le lemme bien connu suivant : 

Lemme 2.3 . : Soit Q un polynôme homogène à singularité isolé e de degré 

d *  3 à l'origine d e Œn. 

1) Q n'est annulé par aucun champ linéair e 

2) si (yjy.-.f H ;c ) c Œn+1 vérifie 

3Qi 
Lvi x i " 3 x 7 =  C - Q 

alors ( y 1 . . . y n ; c ) =¨g. co = df ,l;d) 

Preuve :  1) est trivial parce que le module des relations entre les 

-r^— es t engendré par les relations triviales. 
dX . 

2) résulte de l'identité d'Eule r et de 1). 

Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer l e : 

df 
Théorème 2.4 . : Si la forme w  = f . f E X . _£ à  partie homogène géné-

dP 1  p  i  f . 

rique u> ^ = ^l'-'Pp^^i ~~p̂ " possède une symétrie X (o u ce qui est équi-

Al X p 1 

valent, s i f1 ...fp P est quasi-homogène), alors w  est conjuguée à <̂ v 

dès que l'un des Pi est de degré au moins trois. 

Démonstration :  Soit X une symétrie de w  = w v + .. . et, avec les nota-
tions précédentes, X^ = R + A le 1-jet de X ;  A est nécessairemen t 

linéaire, et d'après les lemmes 2.2. et 2.3., A est semi-simple . En 

utilisant encore le lemme 2.3 . on remarque qu'en fait A est colinéair e 

au champ radial : 
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A = X .R 

Comme a> v (A) = O et uv (R) ^ O, X est nul et X̂ ^ = R. 
On conclut aisément via le théorème de linéarisation de Poincaré. 

Remarque : On peut en fait modérer les hypothèses du théorème ; si 
~~ dP . 

u>v =  P1...PpZXi —i^ii est suffisant de supposer que l'un (et non tous) 

des P^ est à singularité isolé e et d'ordre au moins trois. L'hypothèse 

sur les croisements n'est pas intervenue et la supprimer conduit au 

même résultat ; par contre elle apparaîtra dans la suite. 

Voici maintenant un exemple explicite de forme w = % +  ... 

à partie homogène domestique, mais ne possédant pas de symétrie holo-

morphe . 

On se donne les trois polynômes P - l * ^ et f  : 

P l a  " J ( x 3 +  y 3 +  z 3 ) 

P2 = une forme linéaire transverse à P.^ 

f = PX + xyz2. 

Les formes : 

dP dP 9 

u3 = P r P 2 ( X l - p 7 +  A 2 T f > 

et 

« =  f . P 2 ( X 1 â | +  X 2 - » 3 + . . . 

ne sont jamais conjuguées pour la raison suivant e : les hypersurfaces 

f (0 ) et P~ (O) ne sont pas conjuguées ; en effet, au niveau des i-

déaux jacobiens J(f) et J(PX), nous avons l'égalité J(f)=J(PX)+Œ.X.Y.Z , 

3 . Homogénisation des formes w = f̂ ....fp £ i  
df 

à partie homogène 
fi 

générique en présence de symétrie en dimension n = 3. 

Compte tenu du théorème 2.4. et du fait que le résultat est 

immédiat lorsqu e tous les P̂  sont de degré un, il suffit de mener 

l'étude pour les formes génériques : 

dP. 

% -  P l — V Xi T T 
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où tous les Pi sont de degré plu s petit que deux, l'un d'entre eux 

au moins étant de degré deux . 

Tout d'abord voici un lemme général : 

Lemme 3.1 . : Soit o o une forme de Pfaff holomorphe integrable,cod S{u)Z2f 

et X un champ tangent à  w  :  a >(X) = O. Soit m e S (w) un point du lieu 
singulier de œ  ; le champ X est tangent à S (oo ) en m. 

Preuve :  Si X(m) est nul, le lemme est démontré, si ce n'est pas le cas 

on peut écrire : 

8 

X,m = ,  t(m) = O où t est une coordonnée en m. 

3 
La forme a >,m annulant -r -r- est triviale au dessus du (n-1 ) plan t=0 ; 

O U ~ 

il en est donc de même de son lieu singulier . 

Q.E.D. 

Du lemme 3.1. , on déduit facilemen t un second lemme : 

d P 
Lemme 3.2 . : Soit u> v = P1...PpEXi —— un e forme générique à  l'origin e 

3 ^ de Œ , l'un au moins des P^ étant de degré deux . Alors ^v n'annul e 

pas de champ nilpotent. 

Démonstration :  Puisque le s croisements des Pi sont ordinaires d'aprè s 

Bezout, le lieu singulie r de w v est constitué de q droites avec q * 2; 
si A^ est un champ nilpotent annulé par w v , d'après le lemme 2.1. , 
ces deux droites sont propres pour AN, i.e font partie du noyau de . 

Alors A^ est ou bien nul, ou bien du type suivant : 

g. co = df g. co 

lorsque q = 2. 

Mais si w v annul e Â ^, elle annule — don c est triviale au dessus du 

plan z  = O et ne peut posséder de séparatrice quadratique à  singularit é 

isolée. 

Nous allons maintenant effectuer une liste d'exercices pou r 

examiner le s différents cas pouvant s e présenter. 

Proposition 3.3 . :  Soit ü) = P, P 
v 1  p i 

dpi 
ZA. \) . = 1, 

1 1  ' 
une forme 

générique tell e que d° P. ^ 2. On suppose qu'au moins deux des P^ sont 
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une perturbation de 

w possédan t une symétrie holomorphe. Alors w est conjuguée à  w  . 

g. co = df de degré deux. Soit 1 ш = fi ---Vxi 
«1 
£¨£ 

Démonstration :  Supposons que P1 et P2 soient de degré deux ;  les deux 

coniques P. = O se coupent suivant quatre droites, qui ont la propriété 
1 3 

évidente que trois quelconques d'entre elles forment une base de Œ : 

Soit A = Ag + AN un champ linéaire annulé par o> v ; alors d'après 2.2. 
et 3.2. A^ est nul ;  compte tenu du lemme 3.1. et de la remarque pré-

cédente, le champ Ag possède quatre directions propres trois à trois 

indépendantes. Il est donc nécessairement colinéaire au champ radiait 

On conclut comme dans 2.4. 

dP. 

Proposition 3. 4 :  Soit % =  P^.-Pp ™ ± -p f une forme 9énéric2ue à l'ori-

gine de (C3, d°P.s 2. On suppose p >. 3 et 1qu'u n seu l des P± est de de-

gré 2. df. 

Soit OJ = fi-'-fp EX i -fT = a)v+--- une forme possédant une symétrie. 

Alors w  est conjuguée à  w  . 
Démonstration :  Réordonnons les P^ de sorte que d°"P^ = d°P2 = 1/ 

d°P^ = 2, les (P ^ = O), i=l,2,3, se coupent deux à deux suivant cinq 

droites dont quatre d'entre elles ont la propriété ici encore d'être 

trois à trois indépendantes. On conclut comme dans 3.3. 

D'après les propositions 3.3., 3.4. et le théorème 2.4., on 

s'aperçoit qu'u n seul cas nous a échappé, c'est l e suivant à isomor-

phisme linéaire près : 

M2 =  X1Q(X1 ^7 +  A2 ' X 1 + 2X2 = 1 

où Q est une forme quadratique transverse à x1. Ce cas particulier est 

intéressant en lui-même car il jouit de la propriété suivant e (énoncé e 

en dimension n > 3 quelconque) : 
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Théorème 3.5. ;  OJ2 est de deux détermination fini e dès que X  ̂est non 

réel ou bien réel Siegelien :  si O J est un germe de forme integrable à 

1'origine d e Œ te l que j w = w2 alor s w e t w

1 son t conjuguées (fai -

blement i.e . à unité multiplicative près) . 

2 

Démonstration :  Soit OJ un germe de forme integrable tel que j  O J = OJ2 ; 

d'après l a partie 4, et quitte à faire agir un germe de difféomorphis-

me à l'origine de Œ n, o n peut supposer que : 
g. co = df g. co = dfg. co = df £¨£¨£ 
: Œn + Œ x Œ : Œn + Œ x Œ 
g. co = df 

où f = Q+... est un germe de Morse transvers e à x1. Considéron s le dia-

ramme : 

(x ,f) : Œn +  Œ x  Œ 

Suivant J.P. Dufour £l2| c e diagramme est, tout du moins d'un point de 

vue formel, équivalent au diagramme : 

(xx,Q) :  Œ -^ Œ f Œ  J 

dans le sens suivant : 

il existe des difféomorphismes (peut-êtr e formels) ^, A et L 

I la source et au but : 

Y s Œn,0 

A :  Œ,0 

L :  Œ,0 > 

tels que (x^f ) o  ̂> = ( M x ^ ,  L (Q) ) 

De sorte que OJ est formellement équivalent e a : 

oj» = £(x 1).L(Q) 
V (x x) 

( A 1  - M Ï Ï 7 7 d X l 
x L'(Q ) d o  

+ X 2  T(Q ) - d Q ^ 

Comme nou s sommes intéressé s seulement par la détermination finie fai-

ble, o n se ramène donc à : 

OJ " =  x 1 Q ( X1U(x 1) .V(Q) 
^ 1 

xl 
+ x  52) 
+ A 2 ^Q> 

où U(x 1) =  1+ V(Q ) = 1 + .. . sont des unités. 

Nous allons comparer le s idéaux des composantes de OJ e t 00 " ; nous avons: 

J(«*2> -l ^+ X 2 X 1 "S : xl Tx7 } 
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et : 

l ( o > " ) - U 1U(x1) V(Q). Q + X ^ x± ,....} 

Lemme 3.6. : 
: Œn + Œ x Œ (dans l'anneau de s séries formelles) . 

Démonstration :  Puisque j  w" =  u>2 , il est suffisan t de s'assurer d e 
1'inclusion : 

j U " ) C  ^ U 2 ) 

et pour cela nous allons montrer qu e l'élémen t A1°<*1> V ( Q ) . Q = A 2 X L §g-
appartient à  ^(uu) . 

Ecrivons : 

X 1 u ( X 1 ) v ( q ) . q + A ^ |2- =X1Q +X2xi ^ +  ^2а(^> +  x1QW(x1,Q) 

où a (resp . W) sont des séries à une (resp . deux) variable, et montrons 

que Q e t x1Q sont dans 3(^2). 

Comme UJ2(R ) =  x^Q , x^Q es t effectivement dans ^ ( ^^ ? consi-

dérons : 

2 3 Q 8_Q_¨2 3 Q 8_Q_ 
a _X;LQ 
a _X;LQ 

a , et donc x^ a  , appartien t à  J ( w ^ ) ;  il en résulte que x1 - ^ L - appar -

tient à J( o ) 2 ) . Pou r montrer que Q appartien t à  7(^2^ écrivons : 

2 , 2 2 3 Q 2  2 3 Q 8_Q _ 
a _X;L Q +  2X2xxQ. — +  X2xx —. — 

D'après ce qui précède, on conclut facilemen t 

Q.E.D. 

Lemme 3.7 . : m possède une symétrie holomorphe . 

Démonstration :  pour des raisons de platitude, on peut se contenter de 

montrer que O J " possède une symétrie formelle . Remarquons que le facteur 

intégrant de u>" s'écrit : 

g = H.x^ Q 

où H est une série formelle. Comme x±Q € L 3(<o )  =  ! / ( « " ) , a )" possède ef-

fectivement une telle symétrie . 
Q.E.D. 
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Fin de la démonstration de 3.5. : 

Soit X une symétrie holomorphe de la forme a> . Ecrivons le jet 

d'ordre un de X sous la forme : 

Xx = R + A 

où A est un champ linéaire annulé paru^* D'aprè s le lemme 3.6., et le 

théorème d'Artin, on peut trouver un champ de vecteur holomorphe Z  tel 

que : 

j*Z = A 

u)(Z) = O 

Le champ Y = X - Z est une symétrie de w ayan t pour 1-jet l e champ ra 

dial. On conclut de façon habituelle. 

La réunion des propositions 3.3., 3.4. et des théorèmes 3.5 . 

et 2.4. nous conduit à énoncer le : 

Théorème 3.8 , :  Soit un e forme domestique à l'origine d e (C3 et 

io =  co ^ +  .. . une perturbation de w V ; <D es t conjuguée à  OJ^ s i et seu-

lement si c a possède une symétrie holomorphe. Cet énoncé s e généralise 

au cas où OJ es t générique et u > =  o > +  .  .. est du t^pe : 

i a) — f i • • • f E X . f- — . 
1 p  1  r ^ 
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1. Les intégrales premières multiformes des systèmes integrables. 

Actuellement peu de résultats sont connus ; pour les systèmes "intersec-

tions complètes" (ceux définis par q équations de Pfaff et qui en même temps définis-

sent un feuilletage singulier de codimension q) il y a le Frobenius 2 de 

B. Malgrange f29] concernant les intégrales premières holomorphes fortes usuelles et 

un article de F. Maghous [26 j qui traite des intégrales premières faibles dans le 

cas non dégénéré. La raison de ce manque tient probablement au fait qu'on ne sache 

pas désingulariser les champs de vecteurs en dimension supérieure à deux. 

Notamment, à notre connaissance, on ne sait même pas étudier les systèmes 

homogènes integrables : ceux engendrés par des formes homogènes de même degré. 

Question : sont-ils engendrés par des formes integrables (une à une). Exemple (et 

exercice) : dans un système engendré par deux formes homogènes lô  et e n dimension 

3, on peut toujours trouver une forme integrable. 

2. Quelques problèmes topologiques : classifier topologiquement les formes homogènes 

domestiques. 

- Etudier la topologie des surfaces de niveau d'une fonction multiforme 

f 1 f  P 
1 P  * 

- Etudier les feuilletages singuliers dont toutes les feuilles sont fer-

mées et adhèrent à l'origine. 

3. Montrer qu'une forme integrable dans (C11, n * 3, n'ayant qu'un nombre fini de sé-

paratrices dans tout deux plan générique, possède une séparatrice. 

4. Désingulariser (bonne chance) les formes integrables en dimension supérieure à 

deux (ce qui donnerait probablement 3). 

5. Décrire l'ensemble de s formes dicritiques en dimension supérieure à 3 (il est 

réductible car l'adhérence des formes triviales au dessus d'un trois plan est d'in-

térieur non vide dans 1 ( [ 5 ],[ 8 j )). 

6. Etudier les déformations integrables d'une forme à 2 variables du type OJ2+... 

où Ü)2 est homogène générique. (Dans cet ordre d'idée, dans une thèse de 3ème cycle 

en cours Mr. Kabyla (Dijon) traite le problème de " u-constant" pour les formes in-

tegrables) . 
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7 . Etahlir m théorèm e d'extension pour les facteurs intégrants méromorphes (ou un 

contre-exemple...) 

8 . Etudier les formes integrables dont les feuilles sont les orbites de l'action 
d'un groupe de Lie ([ 5 ],[ 8 \[ lOj) . 
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ABSTRACT 

The aim of this paper is the study of multiform first integrals of integrable 

Pfaffian forms. After some generalities about singular l-forms (Separatrix, 

Blowing-up, Holonomy, Integrating Factor and so on...) topological, algebrical 

and computable testes are given to obtain these integrals. Finally, finite 

determination and quasi-homogeneous singularities of multiform first integrals 

are studied. 
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