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Ce volume est composé de six parties ; le code des références internes est

le suivant :

[1; II ; 5.2] signifie partie 1, chapitre II, paragraphe 5, énoncé 2.

[II ; 3.4] signifie chapitre II, paragraphe 3, énoncé 4 dans la partie

ou 1'on se trouve.

Index
Gn = 1'anneau des germes de fonctions holomorphes en 0 e c".
m = 1'idéal maximal de éh.
'Aln = le corps des germes de fonctions méromorphes a 1l'origine de .
Z;n = 1'anneau des séries formelles a n indéterminées.
‘%Zn = le corps des fractions de C
X(n) = le éﬁ module des germes de champs holomorphes a 1l'origine de .
i?h) = le 8n module des champs formels.
éffn) = le én module des germes de p-formes holomorphes en 0 € c".
AP(n) = le ?Q\n module desp-formes formelles.
E: Eﬁ > T" = 1'éclatement de 0 € €.
BE(n) = 1'espace projectif complexe de dimension n.

si aeAP(n) , on désigne par S(a) (ou Sing a) le germe d'ensemble analytique des

zéros de o et par J(a) 1'idéal des composantes de q .

8 signifie le jet d'ordre % en 0 de l'objet B .

Si 1= (iy,...,1)) €N" est un multi-indice , la longueur de i est |i| = By beeew i

n



0. INTRODUCTION

Ce volume a pour but d'é&tudier la nature des singularités
des germes de l-formes intégrables holomorphes & travers leurs inté-
grales premiéres, l'objectif majeur é&tant de prouver qu'en général,
dans un sens a préciser, de telles intégrales existent. Pour cela
nous avons essentiellement dégagé quatre grandes optiques. Deux con-
sistent & donner des critéres d'existence : ils sont de nature to-
pologique (i.e portent sur la topologie des feuilles) ou bien algé-
brique (i.e portent sur un jet fini des formes considérées). Le
troisiéme point de vue a trait aux problémes de convergence : savoir
sous quelles conditions une intégrale premiére obtenue par un calcul
formel converge ou non. Dans le quatriéme et dernier point on cherche
34 simplifier au maximum 1'écriture des intégrales premiéres rencon-
trées ; d'oll une théorie de la détermination finie de certaines
fonctions multiformes et des singularité&s quasi-homogénes de ces
mémes fonctions.

Soit donc w un germe de forme holomorphe intégrable
(w Adw=0) @ 1l'origine de ¢” s'annulant sur un ensemble analytique
S(w), le lieu singulier de w, que 1l'on pourra toujours sans aucune

restriction supposer de codimension au moins deux. Un facteur inté-

grant holomorphe de w est la donnée d'un germe de fonction holomorphe

f tel que
w -
(1) d(f) =0.

Si f est formel et vérifie (1), nous dirons que f est un

facteur intégrant formel. Lorsqu’ un facteur intégrant existe, on

peut exhiber une intégrale premiére multiforme, comme 1l'assure le

Théoréme d'intégration : Soit f un facteur intégrant holomorphe de w
n

_ 1

et £ = f1

existe alors un germe de fonction holomorphe o et des nombres comple-

n
...fpp la décomposition de f en facteurs irréductibles. Il

xes Al,-, Ap tels que : i
daf
1 o
(2) L=, — +...+ 3 p =R+ 4 — —.
£ 1 f1 fp n, 1 fnp 1
1 - 5y
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On remarquera qu'a ce moment la fonction multiforme

[*]
nl-l n -1
£P A A
F=e p . £ .. EP
1 p
est une intégrale premiére de w : sa dérivée logarithmique est préci-

sément (2).

A A
Lorsque les intégrales premiéres seront du type fll...f p,

ce qui est le cas quand f est réduit (i.e. sans branche multiple ),

nous emploierons la terminologie suivante :

- nous parlerons d'intégrales premiéres holomorphes usuelles

lorsque les exposants Aj sont des entiers positifs ;

- d'intégrales premiéres méromorphes pures lorsque les Aj sont

des entiers relatifs et ne sont pas tous de méme signe ;
M
1
melle, lorsque les fj sont des séries formelles et que w A

- nous dirons que F = f

A
...£ P est une intégrale premiére for-
: aF _ .,
F ’

”\
F est convergente s'il existe des unités formelles uj € GGV vérifiant
A A
la relation ull... upp = 1 et telles que chaque ujfj converge.

Comme beaucoup de phénoménes liés aux formes intégrables,
l'existence d'un facteur intégrant est une propriété spécifique de la
dimension deux :

Théoréme d'extension [8] [9] : Soit w un germe de forme holomorphe
intégrable a l'origine de cn+p’ n>2eti: Cn, 0 cy Cn+P, 0 un

plongement transverse & w. Alors w possé&de un facteur intégrant holo-

morphe dés que i*(w) en posséde un.

La transversalité du plongement signifie en particulier que
le lieu singulier de i*(m) est de codimension > 2. L'existence et la

généricité de tels plongementsest prouvée dans [32].

De ce théoréme nous ferons essentiellement 1'usage suivant :
A A
si w posséde une intégrale premiére fll... f P en restriction a un
deux-plan générique, alors, modulo une condition générique sur les
exposants Aj (ne pas avoir de relation dans N), w posséde aussi une

intégrale premiére du méme type.
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Les premiers résultats de nature topologique concernant
les intégrales premiéres holomorphes (usuelles) ont été& obtenus par
Robert Moussu et l'un des auteurs dans [32] : on dit que le feuille-
tage singuliergfm défini par w est simple, s'il existe un ouvert U
tel que :

a) les feuilles de la restriction ﬁFwIU sont des fermés de
U - S(w) ;

b) l'ensemble des feuilles de GinlU adhérentes 3 0 est au
plus dénombrable.

Dans [32] est &tabli le

Théoréme : w posséde une intégrale premiére holomorphe si et seulement

si le feuilletage singulier gfw est simple.

Nous généralisons ce résultat au cas des intégrales premié-
A
1

A
. P
res du type : fl fp ’ ).j€1R+.

Théoréme : Un germe de forme holomorphe intégrable w 3 1l'origine de
A A
c” posséde une intégrale premiére multiforme fll e fpp a4 exposants

réels positifs si et seulement si les conditions suivantes sontvérifiées :

a)G‘w ne posséde qu'un nombre fini de feuilles fermées
adhérentes 3 l'origine xl,...,xp;
g8) Dans un voisinage ouvert U de O, il existe un systéme
de voisinages ouverts de l'union X des ij' saturés par le feuilletage

singulier, et dont l'intersection est égale 3 X.

L'intérét de ces critéres est d'étre purement topologique :
en particulier si deux germes de formes intégrablesw' et w" sont to-
pologiquement conjugués , (i.e : il existe un germe d'homéomorphisme

N
h : U'——> U" de voisinages ouverts de 0, qui transforme S(w') en
S(w") et les feuilles de me.IU' en les feuilles de cﬁw"(U"», alors

A A

w" posséde une intégrale premiére du type fll... fpp, Aj €2R+, (resp.

Aj,€IN) dés que w' posséde une telle intégrale premiére.

La démonstration des théorémes utilise 1'idée de réduction
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d la dimension deux, déja citée, des techniques "holonomiques", la dé-
singularisation par éclatements, et un procédé de recollement 4'inté-
grales premiéres auquel nous avons consacré un chapitre.

Nous ne disposons pas de critére topologique agréable dans
le cas général, ol les Aj sont quelconques. Par contre nous obtenons
un résultat négatif pour le cas méromorphe. Plus précisément, dans
[46] et [47] M. SUZUKI donne l'exemple de la 1-forme holomorphe

2 2

w = (y3 + y© - xy) dx - (2 xy° + xy - xz) dy,

dont les feuilles du feuilletage associé Gi]U sur un voisinage ouvert
U de 0 e c?

pendant w ne posséde pas d'intégrale premiére méromorphe. Ainsi la

sont toutes des courbes analytiques passant par 0 et ce-

propriété suivante :

(a) Il existe un voisinage ouvert U de O € c? tel que les
feuilles du feuilletage fF;lU de U - S(w) sont fermées (et

a fortiori analytiques si codim S(w) > 2),

ne peut constituer un critére topologique d'existence d'une intégrale
premiére méromorphe, méme en dimension 2.

Nous construisons dans la partie 3 un homéomorphisme h de U
sur un voisinage ouvert U' de 0 € CZ, h(0) = 0, qui envoie les feuil-
les de wa|U sur les feuilles du feuilletage an|U', défini par 1la
forme :

2

n o= (2 y% + x)ax - 2xy dy.

Cette derniére admet visiblement 1'intégrale premiére méromorphe

Nous affirmons donc que, contrairement au cas holomorphe,
il n'existe aucun critére topologique d'existence d'une intégrale pre-
midre méromorphe. Il semble cependant que la situation observée dans
l'exemple précédent soit le cas général ce qui nous améne & poser les :

Conjectures : 1) si un germe w de forme holomorphe en 0 € c” vérifie
la propriété (a), le germe de feuilletage ffz est topologiquement con-
jugué 3 un germe de feuilletage défini par une intégrale premiére mé-
romorphe.
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2) Sous l'hypothése a), w posséde une intégrale premiére du
type N

n
1L ..gP

1 P
ol les kj sont des entiers positifs et les nj appartiennent a Z.

1

% i
£ .. P n
e P . £

Nous nous intéressons ensuite & des critéres algébriques
d'existence d'intégrales premiéres. Aprés les travaux de G. Reeb [36],
qui s'intéressait, en dimension au moins trois, a8 des formes ayant
pour premier jet non nul la différentielle d'une fonction quadratique
de rang maximum, R. Moussu prouvait dans [34] 1l'existence d'une inté-
grale premiére formelle (usuelle) lorsque w ne présentait que des
singularités assez petites (codim S(w) > 3). Sous ces mémes hypothé-
ses B. Malgrange dans son "Frobenius avec singularités" [28] montrait
l'existence d'intégrales premiéres convergentes, puis généralisait ces
résultats aux systémes de Pfaff, [29]. On pouvait penser, a8 ce moment,
qu'il s'agissait 13 de la situation générique. Il n'en est rien, com-
me l'avait déjad remarqué dans certains cas l1l'école brésilienne ﬁ]

et comme nous allons le voir dans ce qui suit.

Faisons d'abord quelques remarques sur l'ensemble algébrique
Bvdes formes homogénes intégrables de degré v, i.e. des formes
w, = al(x)dxl + ... + an(x)dxn, w, A dwv =0,

ol les ai(x) sont des polynomes homogénes de degré v.

De part l'homogénéité&, le champ radial

va jouer un rdle particulier pour w, :un rdle de symétrie. Plus pré-
cisément, si LR désigne la dérivée de Lie suivant le champ R, nous
avons l'identité d'Euler :

Lp o, = (v+1) w, (3).
Ceci signifiant que le champ R, ou bien laisse invariant

transversalement le feuilletage singulier Ehv défini par w,, ou bien

est tangent & ce feuilletage suivant que wv(R) est ou non identique-
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ment nul. Respectant la terminologie de H. Dulac [13] disons que w,
est dicritique lorsque wv(R) est identiquement nul. Quand W, est non
dicritique le polyndme homogéne Pyl = wV(R) s'appelle le cbne tangent

de w, i un calcul simple prouve alors que P est un facteur inté-

v+1
grant de w, . En vertu du théoréme d'intégration en présence de fac-

teur intégrant, w, s'écrit :

n, np dPi o
% w, =P, ...Pp (ZAi —iz + 4 _HI:T——E—:T (4)
P."...P
1 P
ol les Pi sont les composantes irréductibles de Pv+1’ et a est homo-
n,-1 n_-1
géne de méme degré que Pl1 ...Ppp ; considérons l'ensemble
P constitué des formes non dicritiques w_ possé-
nl,...,np; vl...vp v

dant l'écriture (4), ol les vy sont les degrés des P,. Si QDV désigne
l'ensemble des formes dicritiques, nous montrerons le :

Théoréme : a) les zP forment une partition de
—_— nl,...,np; vl,...,vp

Dv - q)v en sous-variétés analytiques lisses et leurs adhérences
sont des cdbnes algébriques.

b) les adhérences P

Iv., = v+1
l,e0.,1; VireeesV ! 3j !

p=1,...,v+tl, sont les composantes irréductibles de ﬂv —qbv'

P
Une forme w, de la strate 21.'.1;v1.._vp

- i - go
w, = Pl"'Pp z Ai 5. v, d°p,

est dite apprivoisée si les conditions suivantes sont satisfaites :

a) les Ai sont non nuls, non entiers négatifs, ni inver-
ses d'entiers négatifs et, lorsque p > 2, l'un au moins des ki est
ou bien non réel ou bien réel Siegelien.

b) l'hypersurface de IPC(n-1) d'équation Pl"‘P =0 n'a

p
que des singularités ordinaires.

On établit assez facilement que l'ensemble des formes appri-

voiséesest "générique" dans 3v - qu ; 11 contient en fait un ouvert

* (4) nous avait été signalé par A.LINS N. dans le cas réduit ol les ny valent un.

10
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semi-analytique réel dense de ﬂv - qbv.

Avant d'énoncer un des résultats les plus importants de ce
travail remarquons que le premier jet non nul d'une forme inté&grable
est lui méme inté&grable,donc dans un certain Sv.

Théoréme : Soit w un germe de forme holomorphe intégrable 3 l'origine

de Cn, n > 3 dont le premier jet non nul w, est apprivoisé. Alors w
A A
posséde une intégrale premiére multiforme du type fl1 oo fpp.

Ce théoréme est une conséquence, pas tout a fait directe,
d'une vieille conjecture de Zariski [53] démontrée récemment par
W. Fulton([19] [11]) concernant la commutativité du ™
taire d'une courbe plane n'ayant que des points doubles ordinaires.

du complémen-

Lorsque n = 3 la courbe considérée sera {Pl...P =0} c PC(2) ;
puisque w, est non dicritique, IPC(2) - {Pl"'Pp = 0} est une feuille
du feuilletage éclaté de w. Par la conjecture, l'holonomie de cette
feuille est abélienne et linéarisable du fait de la condition a) c'est
le principal argument de la démonstration.

Remarque : Lorsque p = 1, ceci signifie que w possé&de une intégrale
premiére holomorphe forte usuelle. On notera que dans ce cas on
peut atteindre des formes qui n'entrent pas dans le champ d'applica-
tion du Frobenius de B. Malgrange. Celui-ci nous a signalé d'ailleurs
qu'il lui semblait possible, toujours dans le cas p = 1, d'obtenir
d'une fagon algorithmique & la Godbillon-Vey,ce méme résultat.

On ne posséde pas de critére algébrique d'existence d'inté-
grale premiére méromorphe. Cependant la situation formelle est, si
1l'on peut dire,convergente ; en dimension deux le probléme de la
convergence d'une intégrale premiére méromorphe formelle a &té étudié
par H. Dulac dans le cas semi-divergent :

Al Ap
£f=u f1 e fp H Xj €2z,

od £ € 6, et u est une unité formelle, c.f. [13] a [16].

Nous étendons les résultats de DULAC en dimension supérieu-
re dans le cadre général :

11
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Théoréme : Soit w un germe en 0 € ¢” de 1-forme holomorphe intégrable
et £ = h/g une intégrale premiére méromorphe formelle pure de w. Alors
f converge, i.e il existe une unité formelle u telle que uh et ug con-
vergent.

La démonstration se fait d'abord en dimension deux. En di-

mension supérieure,on montre dans un premier temps que toute intégra-
A A

le premiére formelle f = fll...fpp, Aj € Z admet une écriture semi

=

divergente. Pour cela nous sommes amenés 4 déterminer un critére de

N
convergence des séparatrices formelles de w, i.e. desséries h e 0n

telles que :

w A dh = hn ,

A
ol n désigne une deux-forme & coefficients dans @n'

Théoréme : Soit h €& 6; une séparatrice formelle de w et y :
(c, 0) » (Cn, 0) une courbe analytique non contenue dans S(w) telle
que h o vy = 0. Alors, il existe une unité formelle u telle que uh
converge.

L'ensemble des intégrales premiéres méromorphes d'une for-
me holomorphe constitue visiblement un corps. Nous déterminons sa
structure dans le

Théoréme : Soit w un germe en 0 € c” de 1-forme holomorphe possédant
une intégrale premiére méromorphe pure. Il existe alors un germe de
fonction méromorphe f € uﬁn tel que l'ensemble des intégrales premié-
res méromorphes de w soit le corps C(f) des fractions rationelles

en f.

Ces théorémes de convergence et de factorisation s'inter-
prétent intuitivement de la maniére suivante : une série formelle ou
une "fonction" méromorphe formelle pure £, qui est une intégrale pre-
miére d'un germe de forme holomorphe w,a la particularité de posséder
des "hypersurfaces de niveau" : les feuilles du feuilletage défini
par w. Elle ne peut donc diverger que transversalement aux feuilles.
Si f e 6n et n'est pas une puissance cette structure transverse est
représentée par le "but" (€, 0) de f car les "hypersurfaces de niveau"
de f sont alors connexes [32]. Dans le cas holomorphe le théoréme A
de [32] exprime ce fait : la divergence de f ne peut résulter que du

12
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choix d'une coordonnée divergente au but et il existe une série 2,
£'(0) # 0 telle que % o f converge. En transportant cette interpréta-
tion au cas méromorphe nous voyons que la convergence était prévisi-
ble : on peut considérer une application méromorphe comme une appli-
cation 3 valeur dans la droite projective PPC(1l), définie en dehors
d'un sous ensemble analytique de codimension 2, l'intersection de ses
z8ros et de ses pSles. Ainsi une intégrale premiére méromorphe for-
melle pure "ne peut diverger transversalement aux feuilles", car il
n'existe pas de changement de 'coordonnées formelles'"de IP€(1l) : les
seuls automorphismes holomorphes de IP€C(1) sont les homographies.

En ce qui concerne les intégrales premiéres du type

A A
fll...fpp, Ai.e €, le probléme de la convergence a été ici encore

étudié par H.Dulac en dimension deux dans le cas particulier semi-

divergent :

)\1 )‘p
f=u f1 . fp ’ Aj eEC
oll u est une unité formelle et fl,...,fp sont des germes en 0 de

fonctions holomorphes et lorsque les Ai appartiennent & ce que l'on
appelle usuellement le domaine de Poincaré. Nous étendons en dimen-
sion quelconque ces résultats dans le cas général. Le critére suivant

permet encore de se ramener 3 la dimension deux :

Critére de convergence. Soit w un germe de l1l-forme holomorphe inté-
A A
1
L oE5F,
Aj € €, ety : (C, 0) » (Cn, 0) un germe de courbe analytique, trans-
verse a w, i.e. y*(w) # 0. Alors f converge dé&s que f O y converge.

grable possédant une intégrale premiére multiforme f = £

Les conditions de convergence gue nous obtenons portent
uniquement sur les exposants Aj' Il s'agit en fait d'une généralisa-
tion des domaines de convergence d'une linéarisation d'un champ de
vecteur : le domaine de Poincaré, et le domaine de Siegel avec une
condition de petits dénominateurs. Cette derniére pouvant &tre rem-
placée par une condition topologique du type "domaine invariant". On
obtient finalement le :

Théoréme : Soit w un germe en 0 de l-forme holomorphe intégrable &
1l'origine de c” possédant une intégrale premiére multiforme formelle

13
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A A
f = fll cee fpp, Aj e C, fj(O) = 0, et ne possédant pas d'intégrale
premiére holomorphe. Alors f converge dans les cas (génériques) sui-

vants :

(1) les exposants Aj ne sont pas sur une méme demi-droite passant
par l'origine de C.

(2) les Aj sont tous sur une méme demi-droite de € et vérifient une
condition diophantienne :

C
4 . . €
iy l+. 41D

1,0, + ... 1pxp|
ol ¢ et e sont des constantes positives, pour tout p-uple d'en-

tiers relatifs il,...,i tel que i, A, + ... ipxp #0.

p 1t

Le probléme de la classification des équations A dX + B dy
4 deux variables excite depuis plus d'un siécle nombre de mathémati-
ciens ; notamment des problémes de convergence des "formes normales"
se posent naturellement. Dans [4 ] A.D. Brujno prouve (notamment)

qu'une forme holomorphe 3 deux variables dont le 1-jet 3 l'origine
est

jlw =pydx +gxdy , p,q €N,

posséde une forme normale convergente dés que w possé&éde une intégrale
premiére formelle ; w possédera donc une intégrale premiére holomor-
phe et donc un facteur intégrant holomorphe.

Un petit calcul formel, & coups de formes normales, permet
alors de remarquer le phénoméne suivant : tout germe de forme a deux
variables w = A dx + B dy dont le l-jet est non nul et non équivalent
3 x dx posséde un facteur intégrant formel. Ce facteur intégrant est
toujours unique (& une constante multiplicative prés) sauf en présen-
ce d'intégrales premiéres holomorphes ou méromorphes. Un calcul bref
permet en effet de remarquer que le quotient de deux facteurs inté-
grants d'une forme w en est une intégrale premiére ; mais dans ces

deux cas les formes normales convergent.

Notre contribution modeste aux problémes de convergence
des formes normales se trouve dans le théoréme suivant :

14
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Théoréme : Soit w un germe de forme holomorphe réduite (au sens de
[52])& 1'origine de ¢2, sans intégrale premiére usuelle (cas réglé
par Dulac et Brjuno). Il y a équivalence entre les propriétés

(1) w posséde une mise sous forme normale convergente,

(2) le facteur intégrant de w converge.

Une fois réglé ces problémes de convergence, nous avons

essayé de simplifier 1'écriture des intégrales premiéres du type
P\ A
f = fl1 . fpp. Tout d'abord en établissant des théorémes de déter-

mination finie de ces fonctions multiformes. Aprés avoir donné une

définition du lieu critique strict de f, on prouve que f est de dé-

termination finie si et seulement si son ensemble critique est réduit

4 0, ou bien est vide. La notion de détermination finie que nous

introduisons est plus générale que celle employée usuellement pour

les fonctions ,00 seules les singularités isolées sont prises en
A

A
considération : Modulo quelques restrictionssur les A f=f11...fpp

jl
est de détermination finie si et seulement si chaque fj est & singu-
larité isolée, et les hypersurfaces f;l(O) se croisent normalement

en dehors de l'origine. Un corollaire immédiat de cette étude est :

- toute fonction holomorphe & deux variables est conjuguée
(par changement de coordonnée) i un polyndme.

- Tout germe de fonction dont les zéros ne présentent quedes sin--
gularités ordinaires, sauf éventuellement & l'origine, est conjugué
4 un polyndme.

J. Bochnack nous a signalé que 1l'on pouvait trouver la
premiére partie de ce corollaire dans la thése de M. Shiota [40].

Enfin nous avons étudié les singularités quasi-homogénes

des fonctions multiformes : celles pour lesquelles il existe un champ

de vecteur holomorphe X tel que
df. (X)
LA, —l— =1,
j f.
J
Les fonctions multiformes quasihomogénes possédent des pro-

priétés analogues aux fonctions holomorphes quasihomogénes, étudiées

15
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par Saito dans le cas d singularité isolée [38]. Sous des hypothé-
ses raisonnables, on obtient, pour

A A
F = fl1 . e fpp quasihomogéne :
-« Si U est une unité, F et UF sont conjuguées via un chan-
gement de coordonnées, si bien que F est déterminé uniquement par les

hypersurfaces f;l(O) et les exposants Aj ;

- F posséde une écriture "polynomiale quasi-homogé&ne" :
dans des coordonnées ad-hoc, on a :
A A
F=P " ... Ppp,
ol les Pj sont des polynomes quasihomogénes, dans le sens usuel.

Nous tenons a remercier Mesdames S. Caumette et D. Henry de Dijon,
Madame Y. Panabiére de Toulouse-Sabatier qui ont assuré la frappe du manuscript

avec beaucoup de métier et de rigueur.

Ce travail a bénéficié des conseils, des critiques et des idées de
R. Moussu et I. Kupka. Nous les remercions particuliérement ainsi que B. Perron
et J. Martinet ; sans oublier le referee pour sa lecture critique du texte origi-

nal et ses suggestions.

L'un des auteurs remercie 1'Université Paul Sabatier de Toulouse

pour avoir accepté de prendre en charge-une partie de la frappe du texte.
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. CHAPITRE I .

FEUILLETAGE SINGULIER ET HOLONOMIE.

1. Feuilletage singulier. Une 1l-forme différentielle holomorphe w

sur une variété holomorphe M, vérifiant la condition d'intégrabilité

w A dw = 0, défini un feuilletage fF; du complémentaire de son lieu

singulier S(w) = {mMm&€ M ; w(m) = 0}. Nous appelons feuilletage singu-

lier de M la donnée du couple
F, = (sw, F).

En tout point de M le germe de w peut s'écrire gn ol g est "le plus
grand commun diviseur" des composantes de w dans un systéme de coor-
données en m. Alors S(n) est de codimension > 2 et définit sur un
voisinage ouvert de m le feuilletage singulier gfn = (S(n), an) qui
coincide avec ifw en dehors de S(w). Par recollement on obtient un

feuilletage singulier unique de M noté

Fo=(s(F), T

w w

Le lieu singulier S(gfw) est un sous-ensemble analytique

de M de codimension > 2 et me est un feuilletage du complémentaire,
qui colncide avec fyw en restriction @ M - S(w). Nous 1l'appelons
saturé de CFW.

Toute forme holomorphe w' telle que w A w' = 0 définit le
méme feuilletage singulier saturé que w. Ceci résulte directement du

lemme de division de de Rham généralisé pour K. Saito dans [37]:

Lemme de division:Soient w, w' deux germes & l'origine de c" de formes

holomorphes (resp. de formes a coefficients dans l'anneau des séries
formelles é?n) telles que w A w' = 0. Si la codimensigp du lieu
singulier de w (resp. la hauteur de 1'idéal I(w) de @n engsndré par
les coefficients de w) est %> 2, il existe g € @n (resp. @n) tel

que w' = gw.

En particulier s'il existe f € @]1 tel que w A df = 0,
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S(GI ) est l'ensemble des points m de M ol 1l'hypersurface f (f(m))
est 51nguliére et les feuilles de €r sont les composantes connexes

des parties lisses des hypersurfaces de niveau de f.

2. Eclatement d'un point. Cette notion est bien connue et nous ne la

rappellerons que briévement. Pour plus de dgsails le lecteur pourra
consulter [51], par exemple. Le transformé c” de ¢” par &clatement

du point 0 est 1'adhérence, dans e x PC(n-1), du graphe G de 1'appli-

cation de passage au quotient

" - {0} — Pc(n-1) , x —> [x].
C'est une variété holomorphe (lisse) : si t(J) : V. —> C -1 de51gnent
les cartes canoniques de l'espace projectif, t(J)— HJ,-J% 1ﬂ3+1,n,t )y
ti = xk/x les applications
()4 (g, £33y . ¢® nce xVy ) —> € x e

~
constituent un atlas de €". Dans ces cartes la restriction
~

E: ¢ — c” de 1la premiére projection, appelée application d'éclate-

ment s'écrit

,...,x 9 ).

(3)y _ 3 ] ]
E(xj, t ) = (xjtl""’ xj tj-l’ xj,xj.tj+1

Le diviseur exceptionnel E_£$O) s'identifie d IPC(n-1) et

visiblement E est un isomorphisme de ¢” - PC(n-1) sur ¢™-{0}.

Signalons quelques propriétés de E que nous utiliserons par

la suite. Si f est une série formelle nous pouvons considérer en tout

t
to. Un calcul facile dans les cartes (*) montre que F,t est une

point to de IPC(n-1i) le composé F,t de f avec le germe E, de E en
o

série I AJ(t)xJ dont les coefficients sont des germes de fonctions
analytiques en t (en fait des polynome§). On peut considérer F = foE
comme une section globale du faisceau E associé au préfaisceau de
base PPCrl) dont les sections locales E(U) sont les sérles

z A (t)xJ les AJ étant holomorphes sur U. Nous appelons E 1'anneau
des germes le long de IPC(n-1) de fonctions holomorphes transversale-

ment formelles.

Remarquons aussi que la série f converge dés qu'il existe
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un point to de IPC(n-1) tel que F,t converge. Celd se vérifie aisé-
o

ment par un calcul direct (cf. [32] p.494).

On peut voir enfin que dans une carte canonique, par exem-
ple (xl,t), t = t(l), F(xl,t) = f(xl,txl) est divisible par xY, v
étant l'ordre de f, c'est-a-dire le plus petit entier k tel que le

k jet de f ne soit pas nul

N
F(x,t) = x; f(xl,t).

N
L'élément f de E(Vl) s'appelle éclaté divisé de f dans la carte
Y

(xl,t). Les zéros de f(0,t) constituent un sous-ensemble algébrique

Cf de IPC(n-1) appelé cdne tangent de f. Si f est holomorphe Cf
l'ensemble des limites des sécantes C.aj, ol aj tend vers 0 sur
-1

£ 7(0).

est

Toutes ces notions peuvent se définir plus généralement

en un point m gquelconque d'une variété M holomorphe.

3. Eclatement d'un germe de feuilletage singulier. L'image réciproque

E*(w) d'une 1 forme holomorphe intégrable sur un voisinage ouvert U
N -
de 0 dans €", définit un feuilletage saturé de U = E 1(U) que nous

notons
-~

=6 (F), T

1

w

et appelons éclaté de gfw. Le cOne tangent de w en 0 est le sous-
ensemble algébrique de IPC(n-1)

~s
c, = S(F )N BC(n-1).
Il est facile de voir que Cw ne dépend que du feuilletage saturé
%ﬁw s Cw = Cw, dés que w A w' = 0, et nous pouvons donc supposer

que S(w) est de codimension > 2. Déterminons une équation homogéne

de Cw. Soit v l'ordre de w en 0, i.e. le plus petit entier k tel que
le k-jet ka en 0 soit non nul et écrivons, dans les coordonnées

(XI y), Y = (Yl:---ryn_l),

w =Jw = avdx + bl,vdyl+"'+ bn-l,vdyn—l'

Pv+1(x,y) = xa + ylbl,v +...+ yn-lbn-l,v'
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Un calcul immédiat montre que, dans la carte (x,t), t = y/x, de Cn,
E* (v) s'écrit :

E¥(w) = xY((P_,. (1,t) + xQ(x,t)dx

v+1
n-1

+ A + . t)dt. .
X Jil (bj'\,(llt) XQJ(XI ) J))

On distingue alors deux cas :

Le cas dicritique : P\H_1 = 0. Il existe alors un j tel que bj v he
1’

v+l divise E" (w). En tout point de

défini par bj v(l,t) # 0, 1'éclaté
r

soit pas identiquement nul et x

l'ouvert semi algébrique de V1
N
divisé de w dans la carte (x,t), o = E*(w)/xV+1, ne s'annule pas. Les

feuilles de wa sont transverses a IPC(n-1) en ces points et lorsque

n=2, w admet une infinité non dénombrable de courbes intégrales en

0, i.e. de germes de courbes analytiques y : €, 0 ——-—9»¢2, 0 telles

que y*(w) soit identiquement nul.

Le cas non dicritique : P # 0. L'éclaté divisé de w dans la
carte (x,t) s'écrit alors
*
v E (w)
w = 5 = Pv+1(0,t)dx + Xn,

X
(ol n est une 1-forme holomorphe au voisinage de Vl) et son lieu
singulier est de codimension > 2. Ainsi Pv+1 = 0 est une équation
homogéne du cdne tangent Cw. Remarquons aussi que

Cw C Cm\)l

1'&galité ayant lieu lorsque S(w,) est de codimension > 2.

2

4. Réduction d'un germe de 1 forme holomorphe en 0 € €°. Ce procédé

généralise le processus de désingularisation des courbes planes par
éclatements successifs. Depuis I. Bendixon il a été étudié par divers
auteurs[2],[17],[39] . Pour une démonstration concise et é&légante de
l'existence de ce processus nous renvoyons le lecteur 3 A. Ven den
Essen [49]. Ce dernier montre qu'aprds un éclatement d'une 1-forme

w = adx + bdy, les singularités du feuilletage éclaté qui apparais-
sent aux points du cOne tangent de w sont moins "complexes", Pour ce
faire il prouve que le "nombre de Milnor de w", c'est-id-djre

uo(w) = dim @z/j(w) diminue apré&s un éclatement, sauf si le l-jet
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de w n'est pas nul. Dans cette derniére éventualité on peut, en effec-
tuant une nouvelle série d'éclatements , c.f. Seidenberg (39],ou [32],
€liminer les cas les plus dégénérés et se ramener 3 des modéles lo-
caux relativement simples qui constituent une classe de l1-forme sta-
ble par éclatement. Nous les appellons ici formes réduites.

Définition. Soit w une 1l-forme holomorphe sur une variété holomorphe

M de dimension 2, et m € M. Nous dirons que le feuilletage qu est

réduit en m, ou encore que le germe Wrm de w au point m est réduit,

s'il existe un systéme de coordonnées (u, v) centré en m et un facteur
s . _ " s v .

multiplicatif h € 6M,m tels que v, =h 4, et le l-jet de u, soit

de 1'un des trois types suivants
(*) Alvdu - qudv, Alxz #0, Al/xz et Az/xl ¢ Q+ ;
(*%) Audv , A # 0 ;

(x%%) G(m) # 0.

Depuis H. Poincaré et H. Dulac la classification formelle
des germes de l1-formes dont le 1-jet n'est pas nul est bien connue
et a été étendue depuis aux champs de vecteur en dimension supérieure
par Brjuno BJ (c.f. aussi [3@). Au chapitre 4 de la cinquiéme par-
tie nous y reviendrons plus en détail, pour faire le lien entre la
convergence des modéles formels et celle des facteurs intégrants.
Bien que nous n'aurons pas & l'utiliser avant cette cinquiéme partie
donnons, 3 titre indicatif, les modéles locaux des formes réduites ;

(X, Y) désigne un systéme de coordonnées formelles en m, approprié:

Cas (*) avec Al/Az ¢ 0.

N
(1) &, = 2 XdY - A, ¥dX ;

Cas (*) avec Al/AZ = -p/4q, P,9 enN” premiers entre eux.

(2) 8,m = pY(1+a(xPy¥))ax + qx(1+B(xPy%))ay,

ol A(T) et B(T) désignent des séries formelles d'une variable T ;

Cas (*x)
(3) & = XdY + 2(Y)dx,

oll #(Y) désigne une série.formelle d'une variable.
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D'aprés les théoré@mes classiques de H. Poincaré et C.L.
Siegel [4ﬂ l'é&criture (1) est convergente lorsque Al/xz n'est pas
réel ou bien est un irrationnel > 0 qui vérifie des conditions dio-
phantiennes. Signalons aussi que la classification analytique des
formes admettant les modéles formels (2) et (3) a été récemment effec-
tuée par J. Martinet et J.P. Ramis [31] faisant apparaitre des liens
étroits avec la théorie d'Ecalle [18].

Remarquons enfin que la condition imposée dans (*) :
Al/xz et AZ/AIQ: @ est plus forte que celle utilisée dans [32]. Nous
aurons aussi besoin d'un théoréme de réduction légérement plus fort
que celui de 1l'appendice I de [32]. Il s'en déduit sans trop de peine
et nous laissons au lecteur le soin d'en compléter la démonstration.
En particulier le diviseur exceptionnel apparaitra ici "en position
générale" relativement au feuilletage réduit (condition (iv) qui suit).

Théoréme de réduction. Soit w une forme de Pfaff sur un ouvert U de

Cn, 4 singularité isolée 0 € U. Il existe alors une application ana-
lytique (propre) m : M » U, d'une variété analytique complexe M de
dimension 2 sur U,obtenue par composition d'éclatements ponctuels Ei’
telle que :

(i) le diviseur exceptionnel D = ﬂ-l(O) soit une hypersurface

d croisements normaux,

(ii) la restriction de m & M-D soit un isomorphisme sur U - {0},
-~/

(iii) en tout point de M le feuilletage &claté ¥ = soit

- -—k

T (w)

réduit,

(iv) en tout point régulier de gfw chaque branche du diviseur

exceptionnel est soit transverse au feuilletage, soit une feuille.

Remarquons que le procédé de réduction est "canonique" :
On éclate nécessairement les points singuliers des feuilletages images
réciproquesE;w, jusqu'd ce que les conditions (i)...(iv) soient
toutes satisfaites. Dans la suite nous raisonnerons fréquemment par
récurrence sur le nombre minimum N(w) d'éclatements nécessaires d la

construction de w.
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5. Holonomie des variétés intégrales des formes réduites. Considérons

un germe 3 l'origine de ¢2 de forme réduite du type (*).

w = Alydx - Azxdy + ...

Nous avons vu notamment dans le paragraphe précédent que dans
un systéme de coordonnées formelles (X,Y), w possé@de les courbes intégra-
les (1) X =0 et Y = 0. On peut démontrer que, méme si ces coordonnées
sont divergentes, w admet toujours deux courbes intégrales transverses.
En d'autres termes, si le systéme de coordonnées (x,y) est bien choisi,
w s'écrit :

(a) w = X, y(1+A(x,y))dx - A,y (1+B(x,y))dy,

ol A et B s'annulent a l'origine.

Par contre, lorsque w est du type (*x), c'est-d-dire Az =0
et Al # 0, on peut faire apparaitre dans un systéme de coordonnées
formelles deux variétés invariantes, mais la variété tangente 3 1l'axe
des y ne convergera pas en général. Dans [13] H. Dulac montre que w

peut s'écrire, pour des coordonnées (x, y) appropriées :

(b) w = (x+y A(x,y))dy - y“dx,

avec m > 1 et A(0,0) = 0. Pour une démonstration de (a) et (b) le
lecteur peut se rapporter & 1l'appendice II de [32].

Dans les deux cas nous pouvons donc supposer que 1l'axe des
X est variété invariante. En d'autre terme, si w est holomorphe sur
une boule U,

V=UN( x0 - {0})

est une feuille de qﬂf Considérons l'holonomie de V. Sa réalisation
h € Diff(€) sur le facteur transverse {x = xo} s'obtient en posant
2ime

(1) x = X,e , 8 € R dans l'équation différentielle (2):w = 0. Si
(3) y = H(y', 6) est la solution de condition initiale y', on a

h(y') = H(y',1). Les coefficients c (6) du développement

I C. (e)y'Jde H se calculent en exp11c1tant (2) a 1'aide de (1) et (3).
Dans le cas (a) on obtient cl(e) = (21wk2/xl) cl(e). On en déduit,

(1) Nous dirons aussi "variété invariante" pour "courbe intégrale lis-

se", bien que cette terminologie soit plutét employée pour les champs
de vecteurs ou difféomorphismes.
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puisque c, (0) = 1,

= eZinA

h(y) Y+ YRy, A =,/

Dans le cas (b) on obtient le systéme

cp(8) =0 pour k <m, cf(6) = 2iwc1(e)“‘. Ce qui donne :
h(y') =y' + y'™(2ir + y'g(y")).

L'holonomie d'une variété invariante est un invariant
trés riche du germe de feuilletage singulier, comme le montre le

théoréme suivant :

Théoréme 1 [32] : Soit w = Alxdy + Azydx + ... un germe 3 l'origine de
¢2 de 1-forme holomorphe, avec Allz # 0. Alors w est linéarisable si

et seulement si l1'holonomie d'une variété invariante est linéarisa-
ble.

6. Holonomie projective. Soit w un germe & l'origine de ¢” de 1-forme

holomorphe intégrable non dicritique. Le diviseurlg—l(O) = IPC (n-1)
est une variété invariante du feuilletage éclaté iyw : le complémen-
taire Lw du cbéne tangent Cw dans PPC(n-1) est une feuille de wa.

Etudions son holonomie :

Q{w : ﬂl(Lw ; to)_____9 Diff(w,to)
réalisée sur le facteur transverse ¢,to = E-l(m.a),t , a étant un
(¢}

point de c” qui porte la droite définie par to- Si y est la classe
d'homotopie d'un lacet yv(s), s € [o,] contenu dans LwIW Vj ol Vj est
le domaine de la coordonnée projective t = t(J), c.f. 2, on calcule
le difféomorphisme d'holonomie h = 3£w(?) en procédant comme au para-
graphe précédent : on intégre l'équation différentielle ¢ =0 aprés
avoir posé t = y(s), o désignant 1'éclaté divisé de v dans la carte
(xj, t). Si xj = H(z, s) est la solution de condition initiale z, on
a h(z) = H(z, 1).

Un calcul facile laissé au lecteur montre que le l-jet de h
correspond & l'holonomie de la forme homogé&ne w,, premier jet non nul
de w en 0. Plus précisément si 2 : (C, to)———a(c, 0) désigne la

coordonnée Z(E—l(aa)) = a, wa est 3 valeur dans le groupe des diffé-
v
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difféomorphismes JcZ(C, to) linéaires en Z et le diagramme suivant
est commutatif

4

w

nl(Lw i tg) > Diff(ce, ty)
Ty d0
o,
T (L ;o)) hd > £ (¢, t,) c Diff(c,t,)
17w, 0 2 zZ'" 0 '"0
ol d0 désigne la différentiation (doh)(Z) = h'(0)Z et Ta est induit
par l'inclusion t : L, < L,
A"
Exercice : Si w, =a, dx + bv dy est une forme a coefficients polyno-
miaux homogénes de degré v de C2 et
P vy
Pv+1(x,y) =xa +y bv = jil (y - tjx) ,

le cdne tangent Cw = {tl,...,tp} est contenu dans V1 et nl(Lw ; to)
est engendré par les classes des lacets yj,j =1,...p,d"'indice 1 par

rapport a tj et 0 par rapport a tk' k # j. Les holonomies

h. = 38 (;.) sont données par
J w, 3
2iTAL bv(l,t.)
h.(2) = e Jz avec A, = - .
J ! J oP
__Xil(l t.)
3y "3

Le groupe d'holonomie de w, H(w ; to) = Im(}fw) est en fait

complétement caractérisé par le groupe d'holonomie de la restriction
i*(w) de w 3 un 2-plan lindaire générique (!) i : Cz, 0 Cy ", 0.
En effet d'aprés un théoréme classique de Zariski [2] si I désigne
le plongement de IPC(1) dans IPC(n-1) induit par i, le morphisme de
groupe :

I, : 1:1(1'1

+ (Cw) ; to)————>ﬂ1(Lw i I(tgy))

est surjectif. D'autre part I_l(Cw) c Ci*(w) et le diagramme suivant
est commutatif :

(1) générique signifie qu'il existe un ouvert de Zariski non vide de
la grassmanienne des 2-plans de c” pour lequel les morphismes asso-
ciés sont surjectifs.
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w N
(Lw H I(to)) > Diff(C,I(to))

-1
T (T (L) 7 ty) 1{
i*(w)
T#
T, (L.*
1757 (w) 7 ty)
ot thest induit par 1l'inclusion Tt : Li*(m)c?lh' On en déduit 1'éga-

lité des groupes d'holonomie :

H(u, t5) = H(i (0) 5 t).
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. CHAPITRE II .

SEPARATRICES D'UNE FORME INTEGRABLE HOLOMORPHE.

1. Notion de séparatrices. Soit w un germe de forme holomorphe a

1'origine de Cn, codim S(w) 3% 2. Une séparatrice analytique (resp.

formelle) de w est la donnée d'un germe d'hypersurface réduite S
~
dont 1'équation £ =0, £ & @n (resp. £ € @n), £f(0) = 0, satisfait
1'égalité
(1) w Adf = £ n

pour une certaine deux forme n. En d'autre termes, w A df s'annule
avec f. La condition ci-dessus ne dépend pas de l'équation réduite
f =0 de S : si on change f en uf, u(0) # 0, il vient :

w A d(uf) = uf. (n+ 9-%@

).
Dans le cas analytique les composantes connexes des parties
lisses de S - S(w) sont des feuilles du feuilletage un de
c? - S(w). Plus précisément nous avons la
Proposition 1.1 - Soit S un germe de séparatrice analytique, (resp.
Ll
formelle) de w d'équation réduite £ =0, £ € 6n(resp. f € On).

Alors tout chemin y € @? contenu dans S,i.e. £f oy = 0, et non

contenu dans S(w) U S(df) est une courbe intégrale de w.

Preuve : L'égalité
w(y(t)) A df(y(t)) =0

implique 1l'existence de fonctions holomorphes u(t), v(t) # 0 telles

que

w(v(t)) = HE ar(y(e)).
Ainsi

v (w) = 35 ¥ (af) = 0.

Remarques : 1) Il est facile de prouver la réciproque de cette propo-
sition dans le cas analytique, et de plus la condition y ¢ S(w) US(df)
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est alors visiblement superflue. On pourrait voir aussi que cette ca-
ractérisation des séparatrices est encore vraie dans le cadre formel.

2) Lorsque n = 2 la notion de séparatrice est &quivalente

3 celle de courbe intégrale, aussi bien dans le cadre analytique que
formel. Nous utiliserons alors indifféremment ces deux notions.

2. Existence de séparatrices. Récemment encore le probléme de l'exis-

tence d'une séparatrice pour un germe de forme intégrable restait
sans solution. Une réponse affirmative vient d'étre donnée par
C. Camacho et P. Sad dans [6] lorsque la dimension ambiante est

deux :

Théoréme 2.1 - Tout germe de un forme holomorphe & l'origine de C2
posséde une séparatrice.

En dimension plus grande que deux il existe des formes intégrables
sans séparatrice . Il en est ainsi pour la forme w suivante donnée

par G. Darboux :
w o= (xPz-y™ hax + (y"x-z2"ydy + (2% - x*az,

ol n > 2. Pour établir le fait que w ne possé@de pas de séparatrices
on pourra se référer a [23] page 157 & 197.

3. Majoration du nombre de séparatrices en dimension 2. Ce probléme
a été &tudié par H. Dulac dans [13], pages 74-92 ainsi que dans [14],
(15], c.f.aussi [16] en utilisant la méthode de réduction de BRIOT-
BOUQUET [3]. On obtient les mémes résultats en raisonnant par récu-

rence sur le nombre d'éclatements N(w) nécessaire 3 la réduction de w

2

Proposition 3. 1 - Soit w un germe en 0 € €° de forme holomorphe, &

singularité isolée, d'ordre v. Si w poss&de v + 2 courbes intégrales
formelles (au moins), alors w poss&de une infinité non dénombrable
de courbes intégrales analytiques.

Démonstration. Le cas N(w) = 0 est trivial puisque les hypoth&ses de

la proposition ne sont jamais vérifiées. Supposons la proposition
vraie lorsque N(w) < N et considérons le cas N(w) = N. Si w est di-
critique, en tout point de PPC(1) - C, passe une feuille de (Fm
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transverse a IPC(1). Son image par le morphisme d'éclatement est un
germe de courbe intégrale analytique de w.

Supposons donc w non dicritique et désignons par

N
les ordres de l'éclaté divisé w de w aux points tl,...,t

Y RN
ll ’ p

p
du cbéne tangent Cw. Tl est clair que

1

Supposons que w possé&de (au moins) v + 2 courbes intégrales formelles
distinctes Zl""' Z

v, +...+ vp £ v + 1.

V2 et notons nj le nombre de courbes Zk dont le
cdne tangent est tj’ j=1,...,v + 2. Nous disons qu'il existe
j € {1,...,v + 2} tel que nj + 1 3 vj + 2, et la conclusion résultera
alors de la récurrence. En effet si cela n'était pas le cas, on

aurait nj g vj et donc

n1 + ... np < vl + ... + vp s v +1,

ce qui contredirait 1l'hypothése.

4. Description d'un feuilletage singulier au voisinage d'une courbe

intégrale et paramétrisations invariantes.

En dimension deux la donnée d'une séparatrice d'un germe

de l1-forme w équivaut 4 la donnée d'une courbe intégrale, i.e. d'une
2

application holomorphe non constante y : €, 0 >~ € ,0 telle que

y*(w) = 0. Comme nous l'avons vu au paragraphe 2, une forme intégra-
ble w peut, en dimension supérieure a 2, ne pas posséder de sépara-
trice. Cependant elle posséde toujours des courbes intégrales. D'aprés
le théoréme 2.1 il en existe au moins une dans chaque section plane
i:¢?,0 ¢y €®,0 générique (i.e S(i*(w)) = {0}); l'existence et la
généricité de telles sections a &té montré dans [32].

Dans ce paragraphe nous allons décrire le feuilletage régu-
lier {Fw de ¢™ - s(w) sur un voisinage ouvert U d'une courbe intégra-
le épointée, Y(€)* = y(€) - {0}, qui n'est pas contenue dans le lieu
singulier de w. Nous déterminerons en particulier une paramétrisation

analytique de la feuille de QleU qui s'appuie sur y(€) ™.

Théoréme 4.1 - Soit w un germe en 0 € c¢” de 1-forme holomorphe inté-
grable et v : C,0 — ¢™,0 un germe de courbe intégrale de w, i.e.
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Y*(w) =0, qui n'est pas contenue dans S(w). Il existe alors un germe

d'application analytique F : Cn_l, 00— Cn, 0 tel que

1) l'ensemble critique C(F), 0 de F est strict : dimoC(F) < n-1 ;

2) F factorise y : il existe Yy : C, 0.___;¢n, 0 tel que
Foy=y, et Y(C), 0 n'est pas contenu dans C(F), 0 ;

3) F*(w)

m

0.

Dans un premier temps nous considérerons le cas oll y est &

valeurs dans un 2-plan générique sur lequel w, est réduite. Ensuite,

0
par un procédé d'éclatements successifs nous nous raménerons 3 cette

situation.

Théoréme 4.2 - Soit w un germe a& l'origine de c” de forme intégrable
et i : CZ, 0cy Cn, 0 un plongement tel que wg = i*(w) soit réduite

4 singularité isolée 0. Alors, ou bien w possé&de une intégrale pre-

miére holomorphe, ou bien il existe une rétraction R : Cn,O D — o C2,0
de i et une unité U € @rltelle que w = UR*(wO) ; dans ce dernier

cas on dira que w est triviale au dessus de Wy

Démonstration : Puisque wo est 3 singularité isolée, le lieu singu-
lier S(w) de w est de codimension 3 2. S'il est de codimension > 3,

le théordme de Frobenius singulier [28] assure l'existence d'une inté-
grale premiére holomorphe. Montrons que lorsque codim S(w) = 2, w

est triviale au dessus de Wy
Tout d'abord, si dwo ne s'annule pas en 0, nous sommes en
présence d'un phénoméne de Kupka-Reeb, DS] [}6], et il est alors

bien connu que w est triviale au dessus de woe

Lorsque dwO(O) =0, le 1-jet de wo est nécessairement du

type
jlog = A(x dy +y dx), A #0,
ol (x, y, t3, =~ tn) est un systéme de coordonnées tel que le 2-plan
i(Cz) soit donné par t,3 = ... =t 0= 0. Ainsi :
n
w=adx +bdy+ ¢ c, dt.,
j=z 3 J
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a
b AY +.o0ey
CJ(O) =0, j=3,...,n

AX +...,

Remarquons que l'application (a, b) : ¢n,0-——>¢2, 0 est

une submersion, et donc (a, b)_l(O) est une variété analytique lisse
de codimension deux. Comme elle contient le lieu singulier de w, qui
est aussi de codimension deux, on a l1'égalité :

S(w) = {a=Db =0}.

Les coefficients Cj' qui s'annulent sur S(w), appartiennent
a 1'idéal (a, b) ¢C @n engendré par a et b :

Cj = uja + vjb, 3 = 3,¢..,0.

Ainsi les n-2 champs de vecteurs, linéairement indépendants

X:._a_—u a_—v_a_
j atj Jj ax j oy !
annulent w. L'application :
6 : e xae™?, 0 —5 "
(x,y,Z3,...,Zn)-__§ ¢; 0...0 ¢; (x, vy, 0,...,0)
n 3

¢% désignant le flot de Xj, transforme le feuilletage me en un pro-

duit qu x Cn_z, c.f. [7]. La rétraction est le composé R = p o ¢_1
0

de ¢-1 avec la projection linéaire sur C2 x 0.

Q.E.D.

Remarque 4.3 - Dans chacune des deux éventualités du théoréme 4.2.,
si vy : (€, 0)-———9(02, 0) est une courbe intégrale de Wy s il existe
une application F : Cn_l, 0-—a.cn, 0 qui vérifie les conclusions du
théoréme 4.1. C'est clair lorsque w est triviale au dessus de wg .
Lorsque w posséde une intégrale premiére f, la courbe y est contenue
dans la partie lisse de l'hypersurface {f = 0} et on utilise alors

le théor2me de désingularisation d'H.Hironaka [21].

Remarque 4.4 - Soit = : M ___>¢n une application holomorphe d4'une
variété holomorphe M de dimension n dans c” qui factorise la courbe
Yy, i.e. il existe ? : €,0 > M,m telle que 7 o ? = y. £i la courke ¢
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n'est pas contenue dans l'ensemble critique C(r) de = et s'il existe une
application holomorphe ﬁ': En_l,o + M,m qui vérifie les conditions 1)-
3) du théoréme 4.1., relativement & n*(w) et 3, alors F = 1 o F véfi-

fie aussi les conditions de 4.1. relativement 3 w et y.

Démonstration du théoréme 4.1. - D'aprés la remarque ci-dessus, par é-

clatements ponctuels successifs qui désingularisent la courbe y, nous
sommes ramenés au cas ol y est une courbe lisse. Considérons un 2-plan
iz ¢2,O » ¢",0, transverse 3 w, qui contient la courbe y. Par éclate-
ments successifs de variétés de codimension 2 transverses au 2 plan,
nous pouvons réduire we (ou plutsdt }’ ) en ce sens que nous réduisons

dans 1'espace ambiant ¢” en 1denti?1ant c” a ¢ x ¢ 2

Plus pré01sément, si x,y, 3,...,t désignent des coordon-

nées telles que (E ,0) soit donné par t3 = ... = tn = 0, et y paramé-
trise 1'axe des x, on se raménera & :
n n
w=uw, + I t.(a.(x,y,t)dx + b, (x,y,t)dy) + I c.(x,y,t)dt.
0 j=3 J 3 j j=3 I B
)0y = %P6, & réeduite, S(d) =0, ¢5(0) =0 ;
Yy(x) = (x, 0, -, 0).
Considérons alors l'application :
g Cn, 00— Cn, 0
g(u, v, z) = (u, v, up+lz)r ol z = (23' i) zn)-
Sur le facteur CZ x 0, o est 1'identité. Ainsi y se factorise & tra-
vers ¢ par ?(u) = (u, 0, -, 0) qui n'est pas contenu dans l'ensemble
critique C(o) = {u = 0} de o. D'autre part c*(w) est divisible par
uP
o*(w) = upE

et visiblement la restriction de w a C2 x 0 est réduite, 3 singula-

rité isolée. Les remarques 4.3 et 4.4 permettent de conclure.
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. CHAPITRE III .

FACTEURS INTEGRANTS ET SYMETRIES.

1. Notions de facteur intégrant et de symétrie.

Définition : Un facteur intégrant holomorphe (respectivement méromor-
phe) de la forme intégrable holomorphe w est un germe f de fonction

holomorphe (respectivement méromorphe) tel que la l-forme méromorphe

w . .
i soit fermée, i.e. :

w -
d(f) =0 (1).

Remarque : le quotient de deux facteurs intégrants est une intégrale
premiére méromorphe de w.

Si f est une série formelle (ou un quotient de séries for-

melles) nous dirons que f est un facteur intégrant formel. Mention-

nons de suite,et ceci sera précisé lors de la connexion avec les pro-
blémes de formes normales, que 1l'existence d'un facteur intégrant
formel n'implique pas toujours l'existence d'un facteur intégrant
convergent.

En réécrivant (1) sous la forme :
f dw = df A w (2)

on é&tablit lorsque cod S(w) > 2 ,1a :

Proposition 1.1. Les composantes irréductibles des zéros et des pdles

de f sont des séparatrices de w (cod S(w) > 2).

Considérons une forme w possédant un facteur intégrant f
et soit X un champ de vecteur méromorphe solution de 1l'équation li-
néaire :
w(X) = £.

Nous avons la :
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Proposition 1.2. Le champ X laisse invariant le germe de feuilletage
GFw transversalement, i.e. transporte feuille sur feuille. Plus pré-
cisément, nous avons l'identité :

(Lxm) Aw=20

ol L désigne la dérivée de Lie suivant X.

xl

Le mot transversalement est justifié& par le fait que

w(X) = f # 0, et donc X n'est tangent 2 31 que le long des séparatri-
ces (f =0).

Démonstration : La condition d'intégrabilité :
w A dw =0
conduit & 1'identité :
w(X).dw + (iX dw) A w = 0.
Puisque d'aprés (2) :
w(X).de = d(w (X)) A w,
il vient :

d(w(X)) A w + ix dw A w =0 ;

soit encore :

Ceci nous conduit naturellement & introduire la :

Définition : Soit w un germe de forme holomorphe intégrable & l'ori-
gine de ¢". Une structure transverse ou symétrie holomorphe (respec-
tivement méromorphe) est la donnée d'un germe de champ de vecteurs

X holomorphe (respectivement méromorphe) satisfaisant les conditions
suivantes :

w(X) ¥ 0, wa ANw=20.

Notons qu'une forme w peut posséder un facteur intégrant
holomorphe f sans posséder pour autant de symétrie holomorphe, mais
seulement méromorphe : il n'est pas slir en effet que f appartienne 3
1'idéal des composantes de w. C'est le cas en général pour une forme
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af,
du type fl"'fb z Ai —fi (ici £ = fl"'fp) lorsque les fi ne sont pas

des coordonnées.

En relisant la preuve de 1.2 3 reculons on établit facile-
ment la :

Proposition 1.3. Si X est une symétrie de w, £ = w(X) est un facteur
intégrant de w.

Justifions maintenant l'appellation "symétrie" celle de
structure transverse étant naturelle. Considérons le sous groupe 9,
des germes de difféomorphismes, disons holomorphes, qui laissent
invariant le feuilletage fgw :

g, = (s € Diff(c™,0), ¢*w A w = 0} -

9, n'est jamais réduit &8 1'identité puisqu'il contient tous les grou-

pes @ un paramétre oy ¢ des champs Y annulés par w : w(Y) = 0.
’

Ceci fait d'ailleurs de g, un groupe continu. Si X est une
structure transverse holomorphe de w, le flot ¢x,t de X est dans 9,
et les seules feuilles L qui sont laissées fixes par ¢X,t’
i.e. ¢X,t(L) Cc L, sont les séparatrices holomorphes d'équations
w(X) = 0. Notamment deux feuilles "voisines" L et L' sont analytique-
ment difféomorphes via ¢x,t : L = ¢x’to L'.

Pour illustrer ceci, énongons la :

Proposition 1.4. Soit w, une forme homogéne intégrable sur ¢” non
dicritique, i.e. :

w, = b ai(x) dxi,

ol les a; sont des polyndmes homogénes de degrés v tels que

T xiai(x) 4 0. Alors le champ radial R = & Xy 3%— est une symétrie
i

pour w, et donc wV(R) est un facteur intégrant de W,

Démonstration : Le flot Qt(x) = et.x du champ R satisfait & :

e(v+1)t.w
v

- t t =
gr. v, = T ai(e .X) e .dxi = ,

t

si bien que :
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Q.E.D.

2. Existence d'intégrales premiéres multiformes en présence de symé-

tries.

Intuitivement, en présence d'une symétrie l'espace des
feuilles est "paramétré" par le temps du flot de X. Il n'est donc pas
étonnant que l'on puisse exhiber des intégrales premiéres i.e. des

fonctions F telles que :

w AdF =0 ;

Si F est multiforme, cette &galité devant &tre vérifiée pour

chacune de ses déterminations.

Théoréme 2.1 : Soit w un germe de forme intégrable holomorphe & l'ori-
gine de c” possédant un facteur intégrant méromorphe :

1
9, ...gqq

ol les fi’ gj sont irréductibles é&trangers ; m, ., nj € N. Alors w pos-

séde une intégrale premiére multiforme du type suivant :

—_—
m,-1 m -1

1 P
f1 ...fp A N

F =e . £
ol les Aj € € se calculent en intégrant % sur de petits cercles Yj
autour des hypersurfaces fj =0 :

>
(&)
[}
N
[t '
=
h
e
.

et a est un germe de fonction holomorphe. En d'autres termes, si on
passe au revétement universel

p 2 » c® - U(fj = 0)

de €" moins les séparatrices (fj = 0), la forme p*w possé&de alors sur
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Z l'intégrale premiére holomorphe usuelle F : p*w A dF = 0, la crois-
sance de cette intégrale a 1'infini étant liée & la nullité ou non
de o.

Démonstration du théoréme 2.1 : Considérons la forme fermée méromor-

phe : . af.
Q=H-Z Xj—lfj ’

ol les Aj sont définis comme dans 1'énoncé par :

1
A, = e——
2i j”
J T Y

Si les cycles Yj autour des hypersurfaces f. = 0 sont choisis assez
petits,ils engendrent HI(Cn - U(fj = 0)) Bz] et les Aj sont alors

e

3

définis sans ambiguité. La forme Q est alors exacte dans
¢ - U(f, = 0), i.e.

j J

Q =4dH,

ol H est une fonction holomorphe (uniforme) sur c® - I.J(fj = 0) obte-
nue de fagon usuelle par intégration de @ sur les chemins. Nous al-
lons montrer que H s'étend en une fonction méromorphe a 1l'origine
0 de €. Soient S(w) le lieu singulier de w et X = U(fj = 0) ; pour
obtenir le résultat il suffit, en vertu du théoréme de Lévy, de
prouver que H s'étend en une fonction méromorphe en tout point

a eX - S(w) ; soit donc a un tel point, disons a € (f1 =0) ;

lisse
puisque a ¢ S(w) il existe une submersion V en a et des unités U

et o telles que :

ll
Nous avons alors
w,a dfi U dfi
= W, _ —_t = - T
Q,a = h,a ZAi fi h,a av Z)\i fj_ .

Ce qui s'écrit encore, puisque fj(a) # 0 pour j > 1 :

e AV, av
Q,a—ngﬁI )\1 V+dW2 ’

ol W1 et W2 sont holomorphes et a et Wl(a) #0.
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Puisque @ est fermée, w1 est visiblement une fonction de V :

W1 =1 ay

Sur un petit voisinage B de -a privé de 1l'hypersurface V = 0, nous

Vi, a, # 0.

avons :
_ idv_ _ av _
Q=1 ay \' o Al v + sz = dH.

A"

Comme H est uniforme a, _, =X etH s'étend sans ambiguité a v =0
1
par la formule :
a
H=W,+ = i—ﬂ—f-n—-vi“nl,ao;éo
i#n._ -1 1

1
en une fonction méromorphe au voisinage de a, possédant un pdle
d'ordre n,-1 sur {v = 0},a = {f1 = 0},a. Ainsi H se prolonge en une
fonction méromorphe 3 pbles d'ordre nj—l sur les hypersurfaces

{fj = 0}. Elle s'écrit

H = nl—l n -1 "'
£° ... £F
P
ol a € @n et les fj ne divisent pas a.

Proposition 2.2 : Si w posséde une intégrale premiére multiforme :

—_—
ml—l mp—l
A
F=e 1 p . £ 1....f P,
P

alors w posséde un facteur intégrant.

Démonstration : On a 1'égalité :

La forme wy
m m df
P | o i N - S
w, = fl ...fp (): >‘i fi + d ml_l - _1>

£ ...EP
1

est visiblement holomorphe ; du lemme de division de K. Saito (I,1)

résulte l'existence d'un germe g € @n tel que w; = 9g. w.
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Le germe de fonction méromorphe h = —l——a——E— est alors
un facteur intégrant de w. Q.E.D.

Suivant la nature du facteur intégrant on peut préciser 2.1. :

Corollaire 2.3. a) Si le numérateur du facteur intégrant est irréduc-
tible, w posséde une intégrale premiére holomorphe usuelle.

b) Si le numérateur est réduit,w posséde une intégra-
A A

le premiére multiforme du type fll... fpp.

c) Si le numérateur n'est pas réduit alors o n'est
pas identiquement nul.

Démonstration : exercice.

3. Les formes modéles Yooy d connexion avec des feuilletages donnés

’
par des actions linéaires abé&liennes. Lorsqu'une forme w posséde

un facteur intégrant £, nous venons de voir que w posséde 1l'intégra-

o

ml—l mp—l m, mp
f1 .o £ Al Ap f1 ... £
le premiére e p . f1 N fp , avec f = —E——————E—— .
1 q
9y - gq
Considérons 1l'application F = (fl""’fp’ a) =

F:c®o0—s cPl0 ,

et la forme intégrable polynomiale sur ¢p+1 :
P dx
dx P dx. m m i
“m,a T X1 o0t ¥pr¥ph _Fl - (mj'l)—xl * x11""‘pp 121 " xi]
’ P P p+l =1 j

ol les Xy sont des coordonnées de ¢p+1,0. Visiblement

Lorsque l'application F est transverse & la forme ®m, A

. * _ =1 . * - .
i.e. S(Fw’ =F S(wm,x) et codim S(F “m,x) inf (codim S(mm,x)'n)'

2
alors le facteur intégrant f est holomorphe. En effet, si F est trans-
verse a w , alors cod S(F*uw ) > 2 ; de plus si le facteur

m,A m, XA
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intégrant £ s'écrit

.

m, mp
f=f1 ...fp/g,
nous avons clairement :
g. w = F*

'Y .
m,X

De sorte que g est nécessairement une unité.

La distinction entre facteur intégrant holomorphe et mé-
romorphe apparait donc naturellement : c'est une condition de trans-

versalité. Nous obtenons ainsi le :

Théoréme 3.1. Si la forme intégrable w posséde un facteur intégrant

m m n +1
1 e fpp, il existe une application F : ¢ ,0 - cP ,0

et une unité U telles que w = U.F” Wooat ol w
’
wrtwd.

holomorphe f = £

est une forme modéle
m,A

Notamment si w est une forme homogéne non dicritique sur c"

de degré v ¢ n-1, ou bien w est conjuguée a une forme w sur Cn, ou

m, A
bien il existe un entier p < n et une application polynomiale

F : c“,o > CR,O telle que w = F* L ol cette fois w vit sur cP.
’

m,2A
Les seules formes homogénes non dicritiques sans réduction

possible de variables sont donc les formes W
’

Exercice : Toute forme homog&ne intégrable non dicritique de degré

deux sur C€" est lindairement conjuguée 3 1l'un des modé&les suivant :

[ dx1 dx2 dx3]
Q. = X,X,X Ay, —— + Ay — + A, —
1 17273 1 X, 2 X, 3 Xy | Ai € C ;
dx dx dx
= 2 - x, —2 1 —2 ]
522r—x1x2[dx3 X3 &+ xz[xl < 1 X2 x]] ' Aie cC;
2 1 2
3 dxl a
93 =x] |5 d -3 oll ¢ est un polyndme de degré deux non
1 X,
divisible par X3
dx ae
Qp = %X, ? —;I + ATT ol ¢ est un polyndme irréductible homogéne
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de degré deux (premier avec xl) , A € C,
Qg = dy ol ¢y est un polynéme irréductible de degré 3.

Nous allons maintenant essayer de décrire les formes ©roae
’
Remarquons dans un premier temps que l'on peut supposer satisfaite

la condition suivante : les couples (mj, Aj) et (mi, xi) sont dis-
tincts pour i # j. Si ce n'était pas le cas, par exemple (ml, Al)
(m2, AZ), en posant h = fl.f2 on obtiendrait :
0] o
ml—l m2-1 m -1 m2—1 m3—1 m -1

£ £ ...EP A, A, A h £.°0 L. EP a0 A
1 2 P .f12 f22 £ 3 3 P .h 2f 3 £ P
P

A
£P = e

e 3...p

ce qui signifie gu'un pull-back nous raméne & l'hypothé&se anoncée.
Nous désignons par |m| la longueur Im; du multi-indice m = (ml,...,mp).

Il est nécessaire de distinguer les trois cas suivants :

3.a. : |m| = p.

Ici tous les my valent 1, donc les Ai sont distincts deux

3 deux ; dans ce cas les formes modéles wy s'écrivent :

yeeerl, X
P dxi
.o X I Ay — + X,...%X_ dx .

1 P oy 1 x4 1 P p+l

b W B W

Le lecteur se convaincra aisément que la forme wy 1.1 est conju-
recegdy

guée a la forme :

- - i
wp-l = xl...xp z Ai —;; .
Nous retiendrons que la forme ;p-l (et donc wy 1.2 apreés
...l

isomorphisme) est obtenue de la fagon suivante :

w__, =1 (dx.A...Adx ),
p-1 Al"'Ap-l 1 P

ol les Ay sont n-1 champs de vecteurs diagonaux indépendants :

= j 9 B j -
Ai = I Ai xj axj ’ Ai EC , Aj Ai O.
Remarquons que puisque les Ay commutent, le feuilletagec.F'E (et
-1
donc aussi q;w ) est obtenu par une action linéaire de cP 1
1,000,
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sur €P : les feuilles deQﬁ;; sont les orbites suivant cette action.
p-1

La topologie de ces feuilletages singuliers a &té décrite
indépendemment par B. Klards [24] et Camacho-A.Lins Neto [5] :

Théoréme 3.2 (C. Camacho, A. Lins et B. Klarés) : Une condition né-
cessaire et suffisante pour que les formes

dx
Ql=x1 ...xpz)\i—;{—j—-, ol Ai#Oet]RAi;é]R)\j,
Q = X X T Eii
2 i o} 1 x4

soient topologiquement conjuguées est qu'il existe, aprés permutation
éventuelle des indices, g € G2(2, R) tel que :

g(Aj) = Uj ’ j = llnou,p.

3.b. : |m| = p+1

Ici tous les indices m, valent 1 sauf 1l'un d'entre eux,
disons mp, qui vaut deux ; on a donc ki # Xj pour i # j # p+l. Ainsi

dx dx dx
wl 1,22 = xl...x X +1 —;Eil - —;E + x1 cee x2 ZAi ——l
71 °*°**7 r I p p p+1 p p xi
dx P dxi]
= X.,...%X_|dx - X —P 4 x I A, —
1 p[ p+l p+l xp P j=1 3 xi

qui est une forme homogéne de degré p. Le feuilletage‘.}‘m1 L2
reecey ’ 7

est encore obtenu via une action commutative de €P sur ¢p+1 mais cel-

le-ci n'est pas diagonalisable ; en effet w annule les

1...1,2,)
champs linéaires xj commutants :

X: = Ay X, —— = A, X, =2 =2 -1

j J 1 3x1 1 J axj ’ J reee P ’

3 9

X = X — - ()\ - X ) e R

P P axp PP p+l Bxp+l

9 )

X =X - A, X == ’

pt+l 1 axl l1'p 3xp+1
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qui correspondent & une algébre de Lie de matrices dont les éléments
sont du type suivant :

. —

C'est donc la présence d'éléments nilpotents dans la décom-
position de Jordan qui fait apparaitre le facteur en exponentielle
dans l'intégrale premiére.

En fait 1'algébre de Lie peut étre engendrée par n-1 ma-

trices :
31 T )\ll O
1. 0 1
AN | _ IR §
A = Aom2 . ; Ay = Apm2
0 A 1 i=2,...,n-1 O Voo
0 at o at
| _ L .

rki 0 ]

L —

en gardant la commutation avec les autres matrices Ay ¢

A, ¢ 23] =0.
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De sorte que les formes w se laissent approcher par les

1,...,1,2,)
formes du type w , ou plus précisément par les formes w
1,000,1,2 p-1

décrites précédemment dans 4.a. Nous reviendrons d'ailleurs & de
tels problémes d'approximations ultérieurement.

3.c : |m| > p+1.

Dans ce cas le premier jet non nul de :

[dx +1 P dx . m, mp dxi
w = Xje0.X WX —Pr2 - % (m.-1) — + X, ...X (z A, —)
m, X 1 p T ptl xp+1 j=1 J X, 1 P i xy
est :
dx P dx.
—p+l _ -1) —d
XyeeoX X I (m;-1) )
1 p T ptl xp+l j=1 J xj
xml-l xm -1
qui posséde 1l'intégrale premiére méromorphe 1 X P .
pt+l
L'action commutative de €P sous jacente a T est engendrée par les
’
flots des champs commutants suivants :
m. -1 m -1
1 P 9 ]
X. = ((m,-1) x - A; X S 4 ) —/m/ + x, — .
j Jj p+l i71 P Bxp+1 i axi

Il y a ici encore des termes nilpotents dans la décomposition de

Jordan (au sens des formes normales) des champs Xj : les termes

m, -1 m_ -1
1
Xy ...xpp 3;2—— tombent en effet dans les résonnances des parties

pt+l

1

linéaires j1 Xj (en fait dans les résonnances de l'algébre des j Xj).

Comme conséquence nous avons le :
Théoréme 3.3. Soit w un germe de forme holomorphe intégrable possé-
dant un facteur intégrant. Le feuilletage Gﬁ est le relevé par une

application analytique d'un feuilletage singulier obtenu par une
action commutative d'un € ! sur c®.
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4. Quelques remarques et commentaires.

4.a. Dans le cas général on ne sait pas, en dimension autre que
deux, si toute forme intégrable w posséde une désingularisation, i.e.
un morphisme

mT: X > Cn,O

d'espaces analytiques qui soit un isomorphisme en dehors d'un divi-
seur ﬂ-l(S) a4 croisements normaux, cod S > 2, et tel que les singu-
larités du feuilletage relevé fﬁn*w soient "irréductibles" et décri-
tes par une liste de modéles simples. Ceci est possible lorsque le
ler jet non nul de w est assez générique, auquel cas w se dé&singula-
rise au bout d'un éclatement(de point), cette situation sera é&étudiée
en détail au ch. II de la 4éme partie ; les singularités possibles

de E*(w) en un point étant décrites par la famille w On peut

m,X\’
conjecturer que ceci est général : les singularités irréductibles
seraient décrites par des actions de groupes et des pull-back via des

applications monomiales.

En présence de facteur intégrant il y a possibilité d'obte-
nir une telle réduction, en désingularisant via Hironaka [2] 1'appli-

cation

n

(f £ a) : €, 0w Cp+1, 0

17" pl
ol les fi et o sont donnés par l'écriture de l'intégrale générale.
Les modéles singuliers aux points du diviseur exceptionnel sont

alors précisément les formes W
’

4.b. La donnée d'un facteur intégrant f (uniforme) a permis de trou-
ver une nouvelle classe d'intégrales premiéres. On peut imaginer

d'autres classes de facteurs intégrants : par exemple du type

a a
fll... fpp. De tels objets apparaissent dans le cas homogéne dicriti-
v+
que en dimension 3 pour des formes de degrés v ayant %V(V-l)(n_?)+1

séparatrices algébriques (c.f.‘ha] , page 117). A cette nouvelle clas-
se de facteurs intégrants correspond un certain type d'intégrale pre-
midre. Il serait intéressant de savoir si celles-ci possé&dent une

écriture sympatique.
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5. Extension des facteurs intégrants holomorphes, d'aprés [9].

Soit w un germe en 0 €& c¢™P de forme holomorphe intégrable
n+p,0 est dit transverse & w si

~

raprelons qu'un plongement i:mn,o > C
S(i*(w)) = i_l(S(w)) et codim S(i*(w))=codim S(w) et que l'existence et

la généricité de tels plongements est prouvée dans [32].

Lorsque nous établierons des théorémes d'existence d'inté-
grales premiéres multiformes, un pas important consistera 3 se rame-

ner & la dimension 2. Ceci est possible gréce au

Théoréme 5.1. : Soit w un germe de forme holomorphe intégrable &
l'origine de ¢™P et i : Cn,O - Cn+P,0 un plongement transverse &
w , n 2> 2. Si wy = i*w posséde un facteur intégrant holomorphe fO’
w
d(fg) = 0, alors w posséde un facteur intégrant holomorphe f tel que
0
foi-=f¢€£

0°

Démonstration : Identifions le plongement i & l'inclusion canonique

de ¢ dans ¢n+p = ¢ « cP ; soient U et V des ouverts de Cn et cP

respectivement tels que 1l'on puisse définir des représentants de wo
et fo sur U et de w sur U x V ; plagons nous en un point m de
U - S(wo). Puisque Wrp est non singuliére, il existe un germe de

submersion X en m et une unité W tels que :
Wi = w d X.
Nous avons alors :
wO,m = W0 d XO,
ol W0 et X0 sont les restrictions a U de W et X :

wo =Woi, X0 =X o i.

Notons, puisque Y m est non singuliére, que Xo est une sub-
’
mersion en m, et toute intégrale premiére de Y m est une fonction de
I
XO'

f
En particulier ﬁg,m (Quotient de deux facteurs intégrants)
0

est une intégrale premiére holomorphe de ®o m et il existe donc une
’
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série convergente & € 01 telle que :

£o
%,m = E(XO) .

Considérons le germe en m de fonction holomorphe :
f,m = W.2(X).

I1 est immédiat que f,m est un facteur intégrant holomorphe de w
qui étend f0 m ¢ de plus c'est le seul : si g m était en effet un
’ ’

autre facteur intégrant de w,m étendant f0 o’ le guotient f'ﬁ serait
’

une intégrale premiére (méromorphe) de Wrm constante en restriction a

c? x {0},donc constante.

Munissons maintenant le produit ¢ x ¢P de coordonnées
(x,t), x € Cn, t e cP ; en tout point m € (U—S(mo) x {0}, il existe
des germes de fonctions holomorphes fI m’ I e NP tels que :
4

- I -
i) = I £ n(0.6 £ 00 = £ 00 .

L'unicité des fI m implique que les fI m S€ recollent en des fonctions
’ ’

holomorphes fI définies sur U - S(mo) ; comme S(wo) est analytique

de codimension 2 les fI s'étendent en des fonctions holomorphes sur
U. La série :

£= 3  f.(x) t
IenP
qui est a priori une série formelle, satisfait évidemment & :

w —-—
d(f) =0
et foi-= fO'

Il nous reste & nous assurer de sa convergence. Elle découle du :

Théoréme 5.2 : Soit w un germe de forme holomorphe intégrable &
1'origine de c¢” et £ un facteur intégrant formel de w. Alors f con-
verge dés qu'il existe une courbe vy : C,0 ~ Cn,O, transverse a w,

i.e. y*(w) = 0, sur laquelle f est convergente : f o vy € @1.
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Démonstration. Nous adaptons aux facteurs intégrants la démonstration
utilisée dans [32] p.494 pour les intégrales premiéres.

Dans un premier temps examinons le cas oll le feuilletage
af; est non singulier : w = g dx, g € @rﬂ et Yy une courbe transver-
se au n-1 plan x = 0. On chpisit le systéme de coordonnées
X, Yyre--s¥Y,, pOur que y(t) = (tp, 0,...,0). Puisque g est aussi un

facteur intégrant le quotient f/g est une fonction de x :
A
f =g 2(x), L € @]f

Mais, par hypothése, f o y(t) = g(tp, 0,...,0) 2 (tP) converge ;comme
g est convergente il en est de méme de L (tP) et donc de 2(t).

Nous allons voir que par éclatements ponctuels successifs,
on peut se ramener a ce cas. Par ce procé&dé nous désingulariserons
d'abord la courbe Yy, que nous supposons désormais paramétrer 1l'axe

des x. Ensuite par la série de k éclatements

Ek(xrt) = (x, th)l t = (tzl"'ltn)l

nous "désingularisons" le germe en 0 du feuilletage : en effet, soit

p le plus petit entier r tel que x¥ divise le germe en 0 de E;(m).

Notons
w = adx + b, dy, +...+ bn dyn ,
*
E (w) k n
6= o @X ) oy p tagax + 5B, at,.
% % j=2 J 3] 3 J J

N
Si w est encore singuliére en 0, il est clair que y > k. Mais ceci
ne peut se produire pour k arbitrairement grand que si a(x,0) est

identiquement nul,ce qui est exclu car y*(w) = a(x,0)dx # O.

Aprés cette réduction, le théoréme découle immédiatement

: o N\
du fait qu'une série formelle f ¢ én converge dés que son éclaté
fo E,to au point to converge ,ol t0 est un point de 1'espace projectif
PC (n-1).
En fait le résultat qui sera fondamental dans la suite est
le corollaire suivant :
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Corollaire 5.3.: Soit w un germe de forme holomorphe intégrable & 1l'origine de
(I?m'petizcl: +Wp,0mplomamtuamwrseaw,n;2 Siw=1(w)possé-

de une intégrale premiére multiforme f ...f q q’ a exposants IN-indépendants (les
fJ étant réduits et sans branches comrunes), alors il en est de méme pour w .

Démonstration : Supposons que le lieu singulier de @ = £ ...fq T AJ —1 est de co-
dimension > 2 I1 résulte alors du théoréme de division que w = UQ, U(O) #0 et

£ = 1...pr est un facteur intégrant holomorphe réduit de Wy Par le théoréme
5.1., f s'étend en un facteur intégrant F € G)n+p de w, qui est nécessairement ré-
duit. D'a;;r':és le)\i’:héoréne 2.1.,» posséde aussi une intégrale premiére multiforme
du type Fll...Fq.q'. I1 est de plus facile de se convaincre que si les fi sont irré-

ductibles alors q' = q et A_j.L = )‘i (& une permutation prés des indices).
Assurons nous maintenant que 1'hypothése de N-indépendance des expo-
sants )‘j implique que cod S(f) > 2. Pour cela il suffit de vérifier 1'inclusion

s(2) c U (£,=0)
i
Supposons qu'il n'en soit pas ainsi: il existerait un chemin analytique
t > y(t) contenu dans S(f), notamment y*(ﬂ) = 0, et n'annulant pas les fj’ Posons

£ 0 v(t) =t Ju_(t N
joy )'_ uj ) ,PJE_

ol les uj sont des unités, u:.I (0) # 0. La condition Y’(Q) = 0 conduit alors a 1'iden-
tité :

(z pJ AJ) +I )‘j d(log uj) =0

qui implique la relation I pj )‘j =0 ; ce qui est exclu.

Le corollaire 5.3. génfralise le théoréme d'extension des intégrales
premidres usuelles de [ 32 ], mais 1'idée de la démonstration de | 32] ne semble
pas s'appliquer ici. Dans ]'_ 9 ] en s'appuyant sur 5.1. on ébauche une théorie des
déformations des formes intégrables, le probléme de la déformation universelle étant
résolu en présence de facteurs intégrants. Cette notion de déformation universelle
ne coincide pas avec la notion usuelle utilisée pour les fonctions ; on trouvera
un point de vue plus proche de celui-ci dans divers préprints de T. Suwa [42 ] a

[45_].
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Le but de cette partie est de décrire l'obstruction au
recollement d'intégrales premiéres multiformes (en fait celles dont
l'espace des déterminations est de dimension 1) données localement
le long d'une séparatrice. En dimension deux, les raisonnements "par
récurrence sur le nombre d'éclatements" nous conduirons souvent 3 ce
type de situation, la séparatrice considérée ici étant l'espace pro-
jectif, l'existence d'intégrales premiéres en chaque point du cdne
tangent étant assurée par 1l'hypothése de récurrence. Avant d'aborder
cette étude nous nous bornerons dans un premier chapitre au cas ol
le cdne tangent est sans multiplicité. Sous des hypothéses généri-
ques il existera toujours localement des intégrales premiéres et
l'obstruction au recollement apparaitra dans la possibilité - ou non,
de linéariser .le groupe Hw d'holonomie projective de la forme w. Dans
le cas général il ne suffit plus de considérer Hw, qui ne rend
compte, aprés réduction compléte de w, que du feuilletage au voisi-
nage d'une branche du diviseur exceptionnel : le premier espace pro-
jectif apparu dans le processus de réduction. On s'en tirera en
introduisant un groupe plus "gros" que H . le groupe d'invariance
des intégrales premiéres multiformes locales.
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. CHAPITRE I .

ETUDE D'UN CAS PARTICULIER.

1. Formes 3§ cbne tangent générique. Considérons un germe & l'origine

de ¢2 de 1-forme holomorphe d'ordre v, w = adx + bdy dont le jet

d'ordre v

w, = avdx + bvdy

est "générique", dans un sens que nous préciserons au cours du texte.
Tout d'abord exigeons que le cbne tangent C, de w soit constitué de

v
tion homogéne de Cw (qui est alors égal au cbne tangent Cm de wv).

v
Aprés s'étre assuré, quitte 3 effectuer un changement linéaire de va-

v + 1 points distincts. Ainsi Pv+1(x,y) = xa_ + ybv = 0 est 1'équa-

riables que les axes des X et des y n'appartiennent pas a C , écri-
vons l'expression de 1'éclaté divisé de w dans la carte (x, t),
t = y/x

w = (B, (1, 0)+x(...))dx + x(b (1,6)+x(...))dt.

Les points t de Cm annulent P (1,t), sans annu-

l,...,tp+1 "
ler la dérivée P;+l(1,t) et le 1-jet de w en tj s'écrit :

v+1

1Yo L1y _
(1) jtjw = thmv = P¢+l(1'tj)(t tj)dx + x bv(l,tj)dt.
Rappelons (partie 1) que w, s'écrit :
d(y-t.x)
(2) w, =c. T (y - t.x) £ X, B , cef,
v . Jj A | y-t.x
J J J
avec
bv(l,t.)
P =c. I (y - t.x), A, = =3 '
v+l 3 3j j Pv+1(tj)
et
(3) Ap et AP+1 = 1.
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Nous supposerons que les Aj ne sont pas réels, ce qui est
une condition générique (semi-analytique réelle) sur les polyndmes

a, et bv‘

Il résulte du théoréme classique de Poincaré, qu'en chaque
N
point tj le germe m,t de w est linéarisable. Ainsi on voit apparai-

n
tre des variétés invariantes Xj’ transverses d l'espace projectif

(ici 1'axe des t). Nous pouvons les considérer comme les éclatés

stricts de séparatrices lisses Xj = {fj =0} C Cz, 0 de w, les fj
étant des submersions. D'aprés (3) on a :
N
daf. daf.
(4) E*(z 2, —4) =¥ 45 oL 4,
. ) £ X . j
J J J fj

v
ol les fj sont les éclatés divisés (f o E)/x des fJ, dans la carte
n
(x,t). Au point tJ f. = 0 est une equatlon de X et les autres
facteurs fk’ k # j sont des unités. Puisque w,t est linéarisable,

il est facile de voir qu'il existe des unités u. € @ ,uj(tj) #0,

&2, ¢,
J
telles que n
" ax daf. du.
(5) w,, A+, =2+ —=L) =0.
t. X J u.
J fj J

MY
D'autre part Wy n'a visiblement pas d'intégrale premiére

méromorphe ; les uj sont donc uniques a unedfonstante multiplicati-

ve prés, mais leurs dérivées logarithmiques Tf elles, sont uniques.
J

Nous allons déterminer une intégrale premiére multiforme

A A
de w, du type u fll...fpp, u(0) =1 :

df. du
(6) w A (2 A, —2 + &y =0,
S I u
J J
du,
Pour cela nous allons recoller les —u_l
J

On peut voir facilement que chaque u. se prolonge au voi-
sinage de tout ouvert connexe simplement connexe de IPC(1l) qui ne con-
tient d'élément de Cw que le point tj. Supposons donc les uj holo-
morphes sur des ouverts V} qui recouvrent PC(1) et se coupent au
point t, de IPC (1) correspondant & la direction de l'axe des X.
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Théoréme 1.1. - Sous les hypothéses précédentes, w admet une intégra-

A A

le premiére du type f = ufll...fpp, u(0) # 0, si et seulement si le

groupe d'holonomie Hw de la feuille Lw =PC(l) - Cw du feuilletage

éclaté est linéarisable : dans une coordonnée appropriée z, H est
un sous groupe du groupe Glz(l, €) ={z+az [ ae c*y.

Démonstration : Prenons ty = [y = 0] comme point de base dans la

feuille Lw et 1'éclaté de l'axe des x, {t = 0}, comme facteur trans-
verse (C, to) a L, pour réaliser le groupe d'holonomie H . Ainsi que
nous l'avons décrit au chapitre I, § 6 de la premiére partie, H est
engendré par les difféomorphismes :

hj = Ww(yj) ’

ol {j est la classe d'homotopie d'un lacet c” Yj' d'origine le point
ty = 0 et d'indice 1 par rapport a tj et 0 par rapport aux autres
points de Cw’ dans la carte (Vl, t = y/x) de PPC(1). De plus, on a :

-2imA .

J

hj(x) = e X +eee o

Pour chaque j considérons la l1-forme méromorphe donnée par (5) :

df du.
g, = g K3,
3j X k fk uj

Par construction, l'holonomie hj s'obtient en intégrant au
voisinage du lacet Yyr "un champ tangent & QjP Il résulte du fait
que Qj est fermée que sa restriction au facteur transverse (C, to),
qui s'écrit :

=—J = 9
Qj (€, ty) wj < F dvj roVy Wj € @c'to ,
est laissée invariante par l'action de hj(x). Soit z = x+... une
coodonnée dans laquelle Hw est linéaire. Pour chaque j on a :
r =2imA,
hj(z) = ujz ’ My = e by
aw. dz
p —le =5+ avy(a), V() € 6, :
dz dz
— + dv.(z) = — + d(V.(u. :
| j(2) = SZ 4 (v ugz)) s
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. On en déduit que de(z) = de(ujz) et, puisque

Aj n'est pas réel :

de(z) = 0.

Ainsi les formes méromorphes Qj coincident en restriction

au facteur (t,to). D'aprés (5) on a aussi : nj Aoa = 0. On en déduit

sans peine que Qj = Qk sur l'intersection de leurs domaines. En par-

du.
ticulier les _Gl définissent une forme holomorphe fermée au voisinage

de IPC (1) qui, par intégration, donne une fonction holomorphe u € 0@ (V)

sur un voisinage épointé de 0 dans ¢2. Par le théoréme de Lévy [35],
A A
u est holomorphe en 0. Visiblement u fll...fpp vérifie (6).

Nous laissons le soin au lecteur de montrer que H est linéarisable

Y A
dés qu'il existe une intégrale premiére du type u.fll....fpp .

Q.E.D.
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. CHAPITRE II .

LE CAS GENERAL.

1. Généralités sur les fonctions multiformes. Soit U une variété

holomorphe et r : W » U son revétement universel. On appelle fonction
multiforme sur U toute fonction holomorphe sur W. Toute 1l-forme ho-

lomorphe fermée n sur U définit par intégration une fonction multi-

forme f unique, 3@ une constante prés, qui vérifie la relation

r*(n) A df = 0.

Depuis les travaux de G. REEB [36] de tels feuilletages
définis par des l-formes fermées ont &té& largement &tudiés dans le
cas réel, c.f [33], [#8], et cette situation est bien connue des
spécialistes. Dans les cas qui nous intéressent nous adopterons un
point de vue plus spécifique faisant intervenir directement 1'holo-
morphie de f : par prolongement analytique f est entiérement déter-

minée par l'une de ses déterminations en un point.

Si f est multiforme sur U on appelle déterminationsde £
a a,a’

ol r;la. est la section de r telle que r;la,(a) = a'. Nous désignons
r

’
par D(f)a C OLIa l'ensemble des déterminations de f en a et par
’

en a € U l'ensemble des germes £ _,o0 r aux points a' de r-l(a),
14

V(f)a le € espace vectoriel de o engendré par D(f)a. Le groupe

U,a
d'homotopie “I(U,a) agit sur D(f)a et donc aussi sur V(f)a par

prolongement analytique :

"l(U,a).___> Autg V(f)a.

Etudions maintenant plus précisément le cas d'une fonction

A A
multiforme f = fll...fpp, Aj € C, les fj € @n étant réduits irréduc-

tibles. Quitte & réordonner les indices nous supposerons que
Al,...,lq ne sont pas des entiers positifs et que Aq+l""’xp le
sont, 1'&galité p = q &tant bien slir autorisée. Soient U une boule

assez petite centrée en 0, xj l'hypersurface d'équation fj =0,
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Uk les ouverts

U =U - XU...UX , k=1,..., p,

et I 1Lk“* Uk leurs revétements universels. Décomposons f en le
A A A

A
produit f'.f" ol f' = fll...qu est multiforme sur Uq et f"=f qtl.f p

est holomorphe (uniforme sur U). Ainsi f est multiforme sur U_ et
Log f' est obtenue par intégration de la forme n, holomorphe sur U_ :

df1 df
n = Al —f1+.n+lq —?2 .

Il en résulte que si vy : [0,1]——9 Uq est un lacet d'origine a, sa

classe d'homotopie y € 1r1(Uq ; a) agit sur l'espace des déterminations

V(f)a suivant la formule

i . fo - e21ﬂlf0,

avec af

—9
q

dfl
2iwma = l’(l — +...+ A .
¥ 1 fl q

Ainsi V(f)a est de dimension 1 ; plus précisément :

Proposition 1.1 : Sous les hypothéses précédentes, D(f)a est le
sous groupe multiplicatif de V(f)a = C.fo engendré par

Ziwkl 2iwkq
0o’ © fo,..., e fo.

£

L'action de 1rl(Uq ; a) est transitive ; c'est de plus un morphisme

de groupe.

Démonstration : L'action de "1(Uq ; a) est visiblement commutative
et v . f, ne dépend que de la classe d'homologie v] € Hl(Uq ;Z ) de
Y. Pour prouver la transitivité, il suffit de déterminer g lacets Yj
dans Ug d'origine a, qui induisent une base [yj] de Hl(Uq i Z) et
tels que
2ima,
vy - £ e T £y, 3=1,....q.
Pour cela donnons nous des disques assez petits Bj C 5, U transverses

d la partie lisse de l'hypersurface X = X U...qu en des pointsaj de

1
X. respectivement, j = 1,...,q9, et des paramétrisations
@y 3 [0,1] — Uq du bord Cj de Bj' Soient Bj des lacets d'origine a,

d'extrémité aj(O), 3 valeurs dans Uq et notons Yj le composé
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1

Bj * aj * B; . Il est clair que
af.
fn=xj[ L =F2imy, 3= 1.9
Y o 3j

j ]
La conclusion résulte alors du résultat suivant bien connu
(c.£. [227]): les classes d'homologies des C; engendrent Hl(Uq P D .

Introduisons maintenant la notion de groupe d'invariance

le long d'une séparatrice"uniforme! Dans ce qui suit on supposera gue

'inégalité p > g est satisfaite ; c'est toujours possible, quitte
p

a élever f 3 une puissance complexe convenable, et cela est sans
importance pour la suite. Désignons par X l'union des séparatrices :

X=X U...UX UX U...0 Xp,

1 q g+l
et fixons un point a; 7 0 de xlisse sur une composante on, ol
j0 > g. Donnons nous un plongement

i:C, 0 Cc>» Uq, XO

transverse a Xj au point i(0) =a, et considérons les sous

0
ensembles D' (f)a et V '(f)a de 01 constitués respectivement des

0 0

restrictions, par i, des é&léments de D(f)a etV(f)a . Nous appelons
0 0

groupe d'invariance de f en a, le sous groupe de Diff(c¢, 0), formé

des difféomorphismes holomorphes de €,0 qui laissent D'(f)a

. . 0
invariant :

H(f ; a,) = {h € Diff(c,0) / Vg ¢ D'(f), , g o hep'(f), }.
0

)
0 0

Il est facile de voir, par transport holonome , qu'ad un
automorphisme intérieur de Diff(C,0) prés, H(f ; ao) ne dépend pas

du choix du point a, sur x; = xj - Sing(X), ni méme du choix du
0
facteur transverse a X; en a.

En fait on pourrait remarquer :

Exercice 1.2: H(f;ao)est précisément l'ensemble des difféomorphismes

holomorphes h qui laissent invariants la dérivée logarithmique

59



D. CERVEAU, J-F. MATTEI

4 foi _ . df

for - 1 5§

De la proposition 1.1., on déduit directement la

Proposition 1.3. - Si kj = 1, tout &lément z de D'(f)a est une
0
coordonnée de (C,0) qui linéarise H(f ; ao). Plus précisément

H(f ; ao) est engendré par les difféomorphismes :
2imA.
Z —p e J.z, ji=1,...,9.

De plus, H(f ; ao) est fini si et seulement si f est une
puissance de fonction méromorphe (peut-étre holomorphe) :

il existe s € C tel que : s kj € % pour tout j =1,...,9.

Remarque 1.4. - Soit Hjole groupe d'holonomie de la feuille

Xj; = xjo— Sing(X), représenté sur un facteur transverse au point ag -
Par construction l'action de Hjo sur les éléments de v'(f)ao corres-
pond au prolongement analytique. Si y est un lacet d'origine a, dans
Uq,homohmue da un lacet y' dans Xgo, et si g € V'(f)ao, alors on a

goh=yy .g,

oll h désigne le difféomorphisme d'holonomie induit par y'. Il en
résulte 1'inclusion :

Hjoc H(f ; ao).

2. Recollement d'intégrales premiéres multiformes. Faisons d'abord

quelques considérations d'ordre général : U, et U, sont deux ouverts
d'une variété holomorphe, d'intersection U12 connexe et fl, f2 deux
fonctions multiformes sur U, et U, respectivement

f. : U, > C, j=1,2,

ol rj :1bj > Uj est le revétement universel de Uj' Nous dirons que

f1 et f2 se recollent s'il existe une fonction multiforme sur 1l'union
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U=0,v U2, qui factorise f1 et fz. Plus précisément si ij : Uj + U

sont les inclusions canoniques des Uj dans U et W le revétement de U
ceci signifie que

£. = f o 1.
j ° %y

ol Ij sont les relevés des ij’ Tj : 1Lj - U d partir d'un point de

base situé dans U12 = U1 N Uz. Nous avons le :

Lemme 2.1. - Soit a un point de U12‘ Si f1 et f2 admettent une déter-
mination commune en a et si V(fl)a = V(fz)a alors f1 et f2 se
recollent.

Démonstration : Le recollement f se construit & partir d'une détermi-

nation commune fO' par prolongement analytique le long de tout chemin
dans U, et dans U,. Cette construction n'est affectée d'aucune ambi-
guité car wl(UlkJ U2 ; a) est la somme amalgamée de nl(U1 ; a) et
"l(UZ ; a) sur 1rl(U12 ; a), et par construction les deux actions

de nl(U12 ; a) colncident sur V(fl) = V(fz).

Remarque : Dans le cas de fonctions multiformes f et f', toutes deux
A A
du type fll...fpp, f et £f' se recollent si et seulement si leurs

dérivées logarithmiques , qui sont uniformes, coincident.
On a le lemme général suivant :

Lemme 2.2. : Soit n une l1l-forme holomorphe non singuliére sur une
variété holomorphe M et L une feuille propre du feuilletage Ga défi-
ni par n, dont le groupe d'holonomie H(L ; a) , a € L, est linéari-
sable. Alors il existe au voisinage de L une intégrale premiére multi-
forme unique dont 1l'ensemble D(f)a des déterminations vérifie :

D'(f)a =2z o H(f ; a),

ol z : (C, 0) +% est une coordonnée linéarisante H(L ; a) sur un
facteur transverse fixé et D'(f)a est comme précédement l'ensemble
des restrictions & une transversale i : I,0 > M,a des éléments de D(f)a.
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Démonstration : Soient a'€ L, i, i' : (€, 0) > M des facteurs trans-
verses & L en a, a' respectivement, et y un chemin injectif d'origi-
ne a et d'extrémité a' dans L. Nous notons k : nl(L ; a) - nl(L ; a')

’

1'isomorphisme a - Y-l * a * y, Au voisinage de y le feuilletage est
trivial et définitsans ambiguité un difféomorphisme z -+ g(z) de (€,0)
par la relation : i(z) et i'(g(z)) sont dans une méme feuille. Visi-
blement «k et l'automorphisme intérieur de Diff(C, 0), h - g_l ohog
conjuguent les actions d'holonomie réalisées sur les facteurs i et i'
respectivement. Ainsi z' = z o g est une coordonnée linéarisant

H(L ; a') dés que z linéarise H(L ; a). Donnons nous une rétraction

r d'un voisinage ouvert Wa. de a' sur un disque D de (€, 0) qui véri-
fie dr A n = 0. Nous choisissons D assez petit pour que z' soit
holomorphe au voisinage de D.

Clairement z' s'étend en une intégrale premiére f au voisi-
nage de a' qui vérifie f£f o i = z'. Tout autre chemin y dans L d'ori-
gine a et d'extrémité a' se décompose en :

n =y *x a,

ol o est un lacet d'origine a'. On lui associe 1l'intégrale premiére
au point a' :

h désignant le difféomorphisme d'holonomie induit par o. Par construc-
tion fu est aussi le prolongement analytique de f le long de u. Comme
z'linéarise h, fu est holomorphe sur tout Wa"

Cette construction définit sans aucune ambiguité une inté-
grale premiére multiforme de n sur l'ouvert :

v= U W -
a'el

Nous sommes maintenant en mesure d'aborder le probléme de
recollement annoncé. Pour alléger le texte nous appellerons ici

A
glémentaires les fonctions multiformes du type f = fll... fpp
et nous dirons que f est uniforme le long de
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X, = {fj = 0} lorsque Aj est entier > 0.

Soit n un germe en 0 € Cz de 1-forme ne possédant qu'un

nombre fini de séparatrices xl,..., Xp. Supposons données, en chaque

point tj’ j=1,...,n, du cbne tangent Cn' des intégrales premiéres
élémentaires 94- Peut-on, aprés les avoir convenablement modifiées,

recoller les gj en une intégrale premiére élé&mentaire globale de
*
E (n) 2

Nous pouvons supposer,quitte & les élever & des puissances convenables,
que les gj sont uniformes et réguliéres (dgj # 0) en tout point de
la feuille L, =PC(1) - c, de €Fn. Les lemmes 2.1. et 2.2. permettent

de les é&tendre sur des ouverts V; = Vj - %, ot : X désigne 1l'éclaté

strict de X = X, U...U Xp’ les Vj sont des ouverts dont les intersec-
tions Wj avec IPC (1) forment un recouvrement simplement connexe de
PC(l), tj € Wj. Nous pouvons aussi exiger que les wj admettent un

point commun t0 € Ln'

Notons encore D 3 et \73 les réalisations sur un facteur
transverse (C, t,) a L_en t, de D'(g.) et V'(g.) et
0 n 0 J I ¢
0 0
Hj C Diff(C ; to) le groupe d'invariance H(gj ; to). Chaque Hj con-
tient le groupe d'holonomie H(W; : to) de 1l'ouvert w; = Wj - {tj},

d'aprés la remarque 1.4. Ainsi le sous groupe

(2.2.1) H(gl...., gP H to)c: Diff(C ; to)

engendré par l'union des Hj’ j=1,...,n, contient le groupe d'holono-
mie H(Ln ; to) de la feuille Ln' On en déduit sans peine qu'il est
indépendant de la construction effectuée : il ne dépend que de 1la
donnée des germes gj aux points tj’ et non du choix des ouverts V.

sur lesquels on les a prolongés. A une conjugaison prés, ce groupe
ne dépend pas non plus du choix du point ty sur Ln’ ni du facteur
transverse (C, to) en t,.

Théoréme 2.3 (de recollement). Sous ces hypothéses (n n'a qu'un nom-
bre fini de séparatrices et admet des intégrales premiéres élémen-
taires locales aprés éclatement, uniformes le long de Ln), on a :
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1) n admet une intégrale premiére holomorphe si et seule-
ment si le groupe'H(gl,...,gn ; to) est fini .

A A
2) n admet une intégrale premiére du type f = fll...fpp,
Aj €c, fj € @2, si et seulement si le groupe H(gl,...,gp i ty) est

linéarisable.

Démonstration : Soit z : (C, to)-——a(C, 0)une coordonnée qui linéari-
se le groupe H(gl,...,gp H to). A fortiori z linéarise le groupe
d'holonomie H(Ln ; to) de la feuille Ln= PcCc(l) - Cn. D'aprés 1e
lemme 2.2, il existe une intégrale premiére multiforme 99 de E (n)
sur un voisinage de Ln' dont l'ensemble des déterminations sur

(C, t,), D'(g,) est égal & z o H(L_ ; t,). En particulier
0 0 n 0

t
0
V'(go)to est de dimension 1, car H(Ln ; to) est linéaire.

Pour que gj se recolle avec do il suffit d'aprés le lem-
me 2.1 que gy et gj possédent une détermination commune, car

V(gj)t est aussi de dimension 1 (proposition 1.1). Comme il s'agit
0 ~

d'intégrales premiéres en un point régulier du feuilletage qyn, il
suffit en fait d'obtenir cette détermination commune en restriction

au facteur transverse (C, to). Distinguons les deux éventualités
suivantes:

(a) 95 est_une_puissance_d'une_fonction_holomorphe :

Cz,tj

D'aprés la proposition 1.3., le groupe d'invariance Hj de gj est
fini. Il est engendré par une rotation périodique

2in/v .

Z —) e J.z, vj = # Hj.
Visiblement l'action de Hj laisse la restriction G? de G. a (€, to)

J
invariante. On déduit de 1'égalité :

° 2in/v. o
CHE J.2) = 63(2),
AV

que G? est une fonction de z J :
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V.
o _ J :
Gj = zj(z ), L. € @l.
Mais, si 1l'on a choisi sj pour que Gj ne soit pas une puissance, on
voit facilement & l1'aide de la proposition 1.3, que vj est l'ordre
de G‘J? € 6,. Ainsi 25(0) #0 et

de sorte que z est une détermination, sur (€,tg) de 1l'intégrale pre-
miére élémentaire :

Remarquons que gj ne peut étre puissance d'une fonction méromoyphe du
fait de la finitude du nombre des séparatrices.D'aprés la proposition
1.3, cela signifie que son groupe d'invariance Hj contient un élément
d'ordre infini

2ima *

h(z) = pe z, p€R, a €,
avec p # 1, ou bien, p = 1 et a irrationnel. Sa linéarisation est
unique, 3@ une constante multiplicative prés. Mais, toujours d'aprés
la proposition 1.3, la restriction g? € D 'j d'une détermination
qguelconque de gj a (e, to) est une coordonnée linéarisante du groupe

Hj. Ainsi il existe Ej € C tel que :

(2) z2 = E&. g..

Finalement les Ej donnés par (1), ou bien les Ejgj suivant
le cas, admettent la coordonnée z comme détermination commune sur
(c, to). Ilsmge ricollent en une intégrale premiére élémentaire g,
définie sur €° - X, dont l'espace des déterminations est de dimension
1, et dont le groupe d'invariance H(g ; to) en t0 est égal a

H(gl,...,gn F to).

En particulier, si H(gl,...,gn ; to) est fini, g est 1la
puissance d'une fonction holomorphe g définie au voisinage de IPC(1),

d'aprés 1.3. Dans ce cas g O E_1 définit une intégrale premiére holo-

morphe de n sur CZ - {0}, qui est aussi holomorphe en 0, grice au

théoréme de Lévy.
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Montrons, lorsque H(g,,...,9_ ;i t;) n'est pas fini, que g
1 P 0

se "redescend" encore en une intégrale premiére multiforme élémentai-
re de n.

Par construction, la différentielle n" = 4 Log(g) est
uniforme, et méme méromorphe & poles simples sur les X%. Son image
directe n' = E_(n") par l'application 4'éclatement est entiérement
définie en dehors de 0. Elle se prolonge, d'aprés le théoréme de
Lévy, en une forme méromorphe fermée, a pdles simples sur l'union X
des Xj et, de plus, n' A n = 0. Ainsi la forme

1
fl...fp n
est holomorphe et divisible par n, qui admet de ce fait, un facteur

intégrant réduit. Pour conclure, il nous suffit d'appliquer le théo-
réme d'intégration de la premiére partie.

Q.E.D.

Remarque 2.4 : On pourrait é&noncer le théoréme en dimension supérieu-
re 3 deux, mais en vertu des théorémes d'extension, cela ne nous
sera pas utile.

Remarque 2.5 : On peut remplacer dans 1l'énoncé du théoréme de recol-
lement, l'hypothése : "w n'a qu'un nombre fini de séparatrices",

par les hypothé&ses sur les gj : "aucun gj n'est une puissance d'une
fonction méromorphe pure".

Remarque 2.6 : On peut évidemment calculer les exposants Aj de 1'in-

tégrale premiére finalement obtenue par rapport aux exposants ini-
tiaux des gj. (exercice) .
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. CHAPITRE I .

UN CRITERE TOPOLOGIQUE D'EXISTENCE D'UNE INTEGRALE PREMIERE

MULTIFORME DU TYPE

A A
- 1 p
£=£...£F, 3 >0, fje_@n.

Soit w une 1-forme holomorphe sur un voisinage ouvert U de O
dans ¢ a singularité isolée O, possédant une intégrale premiére multi-

forme 2 Y
1 P
£=f RS M fje(a(u)

d exposants Aj positifs. Les seules feuilles de G;IU qui contiennent O

dans leur adhérence sont les composantes connexes de Xlisse , 00 Xc U
est 1l'hypersurface d'équation fl"'fp = 0. Les ouverts :
Al A p
U = {x e U/|fl(x)| oo fp(x)l < e}

constituent un systéme fondamental de voisinages connexes de X dans U,
saturés pour le feuilletage ?ZIU. Nous allons montrer que cette proprié-

té caractérise l'existence d'une intégrale premiére multiforme a expo-
sants positifs.

Théoréme 1 : Soit w un germe en O € c¢” de 1-forme holomorphe intégrable
singuliére. Alors w possé&de une intégrale premiére multiforme

A
1
conditions suivantes sont vérifiées :

A
£f=1f ...fpp 4 exposants @ réels positifs si et seulement si les deux

(o) Il existe un voisinage ouvert U de O tel que le feuille-
tage 3;]0 de U-S(w) ne possé&de qu'un nombre fini de feuilles fermées
X!, ...,X' adhérentes 3 O.

1 P

(g) Il existe dans U une suite de voisinages ouverts con-

=X}

nexes Uy de l'union X des hypersurfaces Xj , dont 1l'intersection

est 8gale 3@ X et tels que chaque Ui =0 - X soit saturé par le feuille-

tage gﬁnl(U-X) de U-X défini par w.
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Remarque : On peut, comme nous le verrons plus loin, rajouter une con-
dition supplémentaire (y) qui caractérise le fait, pour une fonction

multiforme fll...fpp, Aj > 0, d'étre la puissance d'une fonction holo-
morphe, et ainsi obtenir un critére topologique d'existence d'intégra-

le premiére holomorphe :

(y) dans chaque voisinage ouvertlﬂ(de 0, le feuilletage

3L|Uk-x possé&de une feuille fermée.

Ces critéres différent de celui obtenu par R. Moussu et 1'un de nous
dans [32] : w vérifie (a) et (§) = "toutes les feuilles du feuilletage
de U - Sing (w) sont fermées". L'intérét d'un critére topologique est
essentiellement son existence, sa vérification pratique &tant en géné-

ral impossible; en fait , le résultat essentiel est le suivant :

Corollaire 1' : Soient w' et w" deux germes en O & " de 1-formes holo-

morphes intégrables topologiquement conjuguées, i.e. il existe un ho-
méomorphisme h : U' 3 u" de voisinages ouverts de O qui transforme
S(w') en S(w") et toute feuille de ;;, en unexfeuilie de 3;". Alors w'
admet une intégrale premiére multiforme f = £ 1...pr a exposants)\j

1
réels > O si et seulement si w" admet une telle intégrale premiére.

Corollaire 1" [32] : Sous les hypoth&ses du corollaire précédent, w'

admet une intégrale premiére holomorphe si et seulement si il en est de
méme pour w".

Compte tenu du théoréme d4d'extension des facteurs intégrants ou plutdt de
son corollaire [1 ; IIT ; S.BJ il suffit d'établir la preuve du théoréme
1 en dimension 2. En effet, si w vérifie les conditions (a) et (B) (ou

(8)) il en est de mé&me de sa restriction & un 2-plan générique.
En dimension 2, nous raisonnerons par récurrence sur le nombre minimum

d'éclatements N(w) nécessaires a la réduction de . Mais auparavant,
rappelons une propriété des fonctions multiformes & exposants positifs

qui sera la clef de l'utilisation des conditions (a) et (B).

A A
1. Surfaces de niveau des fonctions multiformes du type fll...f P,

Soient U un voisinage ouvert de O dans ¢2, xj des hypersurfaces irré-

ductibles dans U d'équations réduites fj =0, X = xlu...uxp et
A A
1...fpp une fonction multiforme & exposant Aj réel > O définie

f = fl
sur U* = U - X ; nous avons la :
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Proposition 1.1. : Si les rapports A, /k ne sont pas tous rationnels,

pour tout point a de U* assez proche de 0, l'adhérence de la feuille
L, du feuilletage défini par :

est la variété analytique réelle de dimension 3 23 Ke,e =|f(a)b qui

M Ap
borde K_ = {x,lE(x)] = [£(x)] ..Jféxﬂ < €} .

Démonstration : Raisonnons par récurrence sur Nw), w= fl...fpn, ou ce
qui revient au méme, sur le nombre d'éclatements nécessaires a désingu-
lariser la courbe X. La démonstration est immédiate lorsque N(w) = O ;
en effet, dans un systéme de coordonnées appropriées (x,y), w s'écrit

a un facteur multiplicatif prés,

=A;xdy +1, ydx Al/A2¢Q

et il suffit de remarquer que les holonomies des variétés invariantes
{x =0} et {y = 0} sont desrotations d'angles irrationnels. Supposons la
proposition vérifiée lorsque N(w) < N et considérons le cas N(w) = N.
Désignons par §j les éclatés stricts des Xj :

X. = EL(X,) -PC(1
57 3 )e

ol E désigne toujours 1' appllcatlon d'éclatement. Aux points tl,...,t

du cb6ne tangent C, de w, E,t @) admet 1'intégrale premiére multiforme
]

VA +eootV A A
F. = x 11 p p. V. . n £

ol Vi désigne 1l'ordre de fk en O, fk son éclaté divisé en tj' Ij 1l'en-

semble des indices k = 1,...,n tels que tj soit le cbne tangent de
Vorirz
£, et vy e@,\,z 1'unité
co,t.
]
Tk
v, = it fk s v.(t) # O.
J x e1, J
J

N
Notons 7 : mza- PC(1l) la fibration canonique de fibre T, = (x,t) = t,

= y/x, Dj les disques {|t—tj| < 8§}, et

n
W= PC(1) - U D. ;
j=1
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§ > O &tant choisi assez petit pour que les disques B} soient df?x a
deux disjoints. Notons enfin Vj' (resp. V), l'intersection de = (Dj)
(resp. ﬂ (w)), avec E (K ¢) - La restriction de 7 & une feuille qguelcon-
que de ?'F| V est un revétement A1ns1 toute feuille L de ? Iﬁ coupe cha-
que composante connexe CJ =7 (3D ) A 3V du bord de 3V et le saturé

par les feuilles d'une composante CJ est 3V = E” (3K ) O 4—7

Si en un point tj les rapports My = Ak/ jglvjxj pour k G,Ij
sont tous rationnels, Fj est une puissance réelle d'une fonction holomor-
phe Gj’ que nous pouvons supposer n'é&tre pas une puissance. Ses surfaces
de niveau sont alors connexes, c.f. ([32] V. Lemme 1), et le saturé de

C; par le feuilletage Tnlﬁj est ﬁj'

Comme les rapports Aj/;k ne sont pas tous rationnels, il
existe des éléments t:| de C, ol les rapports i, ne sont aussi pas ration-
nels. En ces points, nous pouvons appliquer 1'hypothése de récurrence :
1'adhérence d'une feuille de 3‘|avj est DV . Cette description permet
de conclure. Q.E.D.

2. Démonstration du théoréme 1 : Nous raisonnons par récurrence sur

N(w). Examinons d'abord les deux cas réduits :

(%) w
(%) w

xdy - Ay dx + ... ,A, 1/x ¢.Q+ ,
xdy + ... .

Dans chaque cas nous supposons, quitte 3 modifier la coordonnée y, que
1'axe des x est une variété invariante, (c.f. E;I;SJ). La condition

(g) implique que 1'holonomie de cet axe, h, posséde un domaine invariant
D. Il est bien connu qu'alors h se linéarise en une rotation. Ceci per-

met d'exclure le cas (% %), car sur le facteur 1x €, h peut s'écrire :
hiy) =y + ¥ (2in + ya(y)) , ge @ ;

et n'est visiblement pas linéarisable. Dans le cas (%), la linéarisation
de 1'holonomie implique 1l'existence de coordonnées u,v qui linéarisent
w et uv est intégrale premiére de w.

Supposons maintenant le théoréme vérifié lorsque N(w) < N,
et considérons le cas oll N(w) = N.Nous choisissons les coordonnées x,y
telles que l'axe des y ne soit pas dans le céne tangent C, ={qv...,t&
de w . Notons encore t = y/x la carte de PC(l) associée a (x,y),
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L] ¢2 + PC(1) la fibration de flbre €, nv(x,t) = t, et désignons par

(@¢,t) le germe en t € PC(1) de = (t).

Les conditions (o)et(B) sont vérifiées par E’(w) au voisina-
ge de chaque point tj du céne tangent Cw. Par hypothése de récurrence,
il existe au voisinage de chacun de ces points une intégrale premid&re
multiforme g.. Adoptons les notations introduites dans la démonstration
du théoréme de recollement ([2 ;7 II ; 2%]) s V., dé51gne un v0151nage

i

ouvert connexe de tj, gj est multiforme sur VJ = Vj - X ol x est 1'é-
claté divisé de X, les Wj = ij)ZPm(l) sont connexes simplement connexes
recouvrent PC(1) et possédent un point commun ty ¥ Dé est 1'ensemble

des restrictions & (m,to) des éléments de D(gj)to , et V3 1'espace vec-
toriel qu'il engendre danséb . D'aprés le théoréme de recollement

il suffit de prouver que le groSpe H = H(gl,...gp,to) engendré par les

groupes d'invariance H. < Diff(Q; to) des gj est linéarisable.

J

D'aprés la proposition P ;i ITI ; 1.3J , chaque Hj est linéa-
risable. Ses éléments sont définis dans un méme voisinage ouvert Vj(to)
de t_ dans (G,té} Ainsi, les difféomorphismes h < Hj qui engendrent
H sont tous holomorphes sur un mé&me ouvert :

n

vty = j/=\1 Vj(to).

Considérons d'autre part les images réciproques ﬁi = E—l(Uk)
par l'application d'éclatement E des ouverts saturés Uy donnés par la
condition (B) et soit T = E—I(U). Il existe un indice k tel que la
composante connexe Ui de Uk n H—l(to) qui contient tO soit entiérement
contenue dans V(to). Donnons nous un élément ga de Da ¢+ d'aprés la pro-
position 1.3. déja citée c'est une coordonnée de (¢,t°) qui linéarise
Hj et, si g. n'est pas une puissance réelle d'une fonction holomorphe,
les cercles Cj(G) = {|g3| = 8} sont les adhérences des orbites de Hj ;
ils coincident avec 1'adhérence de 1'intersection de feuilles de
izlv* avec (a, ts ), c.f. proposition 1.1. Puisque 1l'ouvert U, est sa-
turé pour le feullletage 9'|U, les cercles CJ(G) sont contenus dans

k dés qu'ils coupent Uk' Ainsi ce dernier est invariant par tout élé-
ment h de Hy s h(Uﬁ) = Uﬁ.

Supposons maintenant que g soit une puissance d'une fonc-
tion holomorphe, soit gJ j = GJ, GJ n étant pas une puissance ; Hj est
fini et ses orbites sont les intersections avec (¢,t°) des surfaces

de niveau de quui sont alors connexes (c.f. E%] V, lemme 1). Elles
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sont dans une seule feuille degil V? . Il en résulte que Uk est encore

invariant par tout élément de Hj.

Nous pouvons conclure que U; est un domaine invariant du
groupe H :

/ _ I.
vh ¢ H , h(Uk) = Uy ;

Tout élément de H est donc linéarisable, et H est commutatif : en ef-
fet, un commutateur s'écrit z > z + ... et ne se linéarise que s'il

est déja égal & z. Si H est infini, il poss&de un élément d'ordre in-
fini, z > Xz, qui est une rotation d'angle irrationnel. Ce dernier ne

commute qu'avec des difféomorphismes linéaires dans la coordonnée z ;
H est donc, dans ce cas linéaire. Si h est fini, il est facile de voir

que la coordonnée :

z = I _h(z)
he H h'(0)

est linéarisante. Ce qui achéve la démonstration.
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. CHAPITRE II .

LA NON EXISTENCE D'UN CRITERE TOPOLOGIQUE POUR L'EXISTENCE

D'UNE INTéGRALE PREMIERE MEROMORPHE

Dans [46] et [47] M. SUZUKI donne l'exemple d'un germe en
O € €~ de forme holomorphe w dont 1'adhérence de chaque feuille est une
courbe analytique passant par l'origine et qui ne posséde pas d'inté-
grale premiére méromorphe. Il s'agit de :

w = (y3 + y2 - xy)dx - (2xy2 + Xy - xz)dy.

Nous montrons ici que le feuilletage 35 est topologiquement conjugué
au feuilletage 9; défini par la forme :

n = (2y2+x3)dx - 2xy dy,

qui posséde 1'intégrale premiére méromorphe :

g(x,y) = Yy X

Par conjugaison topologique nous entendons 1l'existence d'un hom&omor-

2

phisme h : U, ~» U2’ ol les Ui sont des voisinages de O € €, qui envoie

1
les feuilles de ?@lUl sur celles de 3;]02. Nous en concluons que,
contrairement au cas holomorphe [32] , il ne peut y avoir de critére

topologique d'existence d'une intégrale premi&re méromorphe.

Dans un premier temps, en procédant différemment que
M. SUZUKI, nous montrons que w ne posséde pas d'intégrale premiére mé-
romorphe. Eclatons O par E : @2
dicritique et C, est réduit & la droite t

coordonnées (x,t = %) de mz nous avons :
w

> ¢2. Nous sommes en présence d'un cas

1= {y=x}. En effet dans les

*
¥, =E (3’ = t3ax + (t-1 + 2xt?)at,
X
et dans les coordonnées (t' = 3 1Y),
%x
~
= E é“) ==-t"dy + (y + 1 - t")dat"'.
Yy
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~
Ainsi 3; est non singulier et toutes ses feuilles coupent transversale-
ment PC(1) sauf la feuille &£ qui passe par le point t; = 1.

Remarquons que w posséde "1l'intégrale premiére trancendante" :

y(y+1)

f(x,y) = e X ’

KX

~
et donc Tw admet f o E comme intégrale premiére transcendante ; dans
les cartes (x,t) et (t',y) celle-ci s'écrit respectivement :

2
_ 1 _t%x+t
Fl(x,t) =fe
et y+1
F2(x,t') =t'et'.

Désignons par U un voisinage ouvert &toilé de O dans (I:z, ?JJ= E_l(U) ’

T : 0~ PC(1) la fibration canonique de passage au quotient, O le point
,E = 0 et » le point t' = 0 ; visiblement H_l(w) est une feuille de

%]f]’ et nous pouvons considérer F = £ o E comme une application holomor-
phe de g =0 —H-l(w) a valeur dans PP€(1). Le point » est alors une
singularité essentielle de la restriction F,de F aPrc(l) - {=} :
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=1 .t
Fo(t) =fe
1
tl
1 = L]
Fo(t ) t' e .
Au voisinage du "point double" t1 = 1 les racines de 1l'équation

Fo(t) = constante

sont lqg classes d'équivalence de la relation : &tre sur la méme feuil-
le de ?@la.

Ainsi si w possédait une intégrale premiére méromorphe H en O, la res-
triction a PC(1l) de H o E serait une fraction rationnelle R(t) qui se

factoriserait au voisinage de t, a travers Fo :

1
R(t) - R(t;) = R(Fo(t) - Fo(tl)),
ol %é@l.

Nous allons voir que ceci est impossible. Remarquons d'abord que Fo(t)
prend toutes les valeurs sauf O ; en effet 1'équation

-i6
1 o - hy P id
F(t) =°—c-; e , B € (_0,2T_r_] s'écrit, en posant t =p e :
e~ cosb _ 6-90 -p
(p = Po ( sin® ~
) Soit encore : l e_eo (eo—e)cotge
Ke—p sing = 90. sine e = P

Sur l'intervalle ]2%, 3ﬂ[1a fonction

- 8
) 60 (eo—e)cotg

- e
siné

est continue, tend vers O lorsque 6 tend vers 2I et vers +* lorsque 6
tend vers 3n ; elle prend donc toutes les valeurs positives.

D'autre part t est le seul point critique de F,. Donc
toute factorisation 2 se prolonge sans ambiguité par relé&vement des
chemins a3 PC(1) - {0} . Nous aboutissons ainsi & la contradiction sui-
vante :

=

- Fy posséde une singularité essentielle & 1'infini et donc
Fgl(z) est infini pour tout z : c'est le théoréme de PICARD ;

- R =2 0 Fo est une fraction rationnelle et R_l(z) est fini.
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Nous allons maintenant conjuguer topologlquement w etn .
Pour cela nous construlsons un homéomorphisme h de ¢2 au voisinage de
PC(1l) qui conjugue 3’m a Tn et laisse l'espace projectif globalement
invariant. La conjugaison h recherchée sera définie sans ambiguité par
la relation :

~n

Eoh=hoE.

L'éclaté G = g o E de g(x,y) = x_:g__ s'écrit dans les deux cartes

canoniques : X
_ .2
Gl(x,t) =t -x , t =y/x
3
—
G, (t',y) =1—t-2—1 , t'= x/y.
tl

Au voisinage de PC(1l), G est une fonction méromorphe non singuliére
dont toutes les lignes de niveau sont transverses au projectif, sauf

celle passant par le point to =0 :

Fig. 1.

Exhibons tout d'abord une conjugaison explicite ¢ entre les germes

F't et G,t , conjugaison qui laisse invariante le projectif, ie un
(]

1
homéomorphisme :

~2
Lf: (€ 'tl) + (@7,t ),

tel que :

et

L(’CIPG:(I) 'tl) PC(1) 'to
Pour cela faisons la translation t =1+ T,
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F' (x,T) = F (%x,1-T) - Fy (0,1),

3

ks

8
I

=F'(0,T) - F'(x,T),
=v(T),

= =5
X

)

i

ol v(T) = V% . T + o(T) est une racine de F'(0,T), i.e. :
2 '
(v(T))® =F'(O,T).
L' isomorphisme Y= (‘(1,\(2) vérifie clairement la relation de conjugaison :
Gl o \f = Fl'
I1 laisse invariant le projectif puisque :
\rl(x,T) =F'(,T) - F'(x,T) = x u(x,T).

Il s'agit maintenant de prolonger la conjugaison ¥ a un voisinage de PC(1l) tout en-
tier et pour cela nous allons décrire le feuilletage }'w au voisinage de Pﬂ:(l)-{tl} .
Intnoduisons les variables Y = y-x et T' = —,i,—
unatlasde(l: , avec le changement de carte :

les couples (x,T) et (Y,T') forment

Y=Tx,

1
'_—
T =7 .

Soit D, (t ) € BC(1) un disque centré en t de rayon ¢ tel que ¢ soit
défini etholamrphesu.rmvmsmagereD (t ) dans(l: ’
W={(T)/TeD (t), [x| < ak
Sur un voisinage convenable Wdes= PC(l) - G, (tl) , 0< o' < o, le feuilletage
}'m est transverse a L = PE(1) N Wo et définit donc une fibration

w:Wo—>L

qui a un point a de W associe 1'unique point d'intersection de L et de la feuille
de 3’ |W° passant par a.
Considérons le lacet vy: LO ZnJ —>(I32 défini par :

x(@) =p e
y (8) =
T(p) =cel

ol p et ¢ sont des réels positifs.
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L'image Y de v est le cercle d'équation :

Y =pe
[T

Si o' a &té choisi suffisamment petit, alors pour ¢ et € assez petits, Y est contenu
dans 1'intersection W n W° (diminuer ¢ oblige & diminuer o' pour garder cette pro-
priété). De plus le lacet 6 T (8) =¥ o0 v (8) est un lacet d'indice 1 autour du point
T = 0 proche du cercle |T| = e.

Dans les plans |T| <w ot |T |< @ resgpectivement, 1'image T de T borde
des\\disques ouverts, disons D_ et D} , D', =FC(1) - DE , D', étant proche du dis-
que\‘standard”IT[ < & . Notons que Wwa PC(1) qui est 1'image de ¥ contient le dis-
‘que D'_. Pour o > 0 notons enfin D(a) = {z € € /|z]| < al}eL.

La restriction y' de ¥ au compact K = w_l (DTS) n {|¥lspe } est alors une fibration
de fibre le disque ferméD(pe) et de base D! ;la base &tant un disque, cette fikra-
tion est triviale. Si p est choisi assez petit une trivialisation est donnée par
1'application ¢ = (y',Y) qui rend comutatif le diagramme :

' x D(pe)

est la seconde projection.

Désigrnnspa.rUlecanplérentairedeKdansWhWo, Ucw.
Pour le feuilletage }'n nous pouvons effectuer une décomposition analogue relative-
ment au lacet v, =¢o Y :

<:vapr2

- 'Pl : W‘I) > L, est la fibration définie par 3:” sur un voisinage w‘i’ de

BC(1) = Dy, (t) ,
1

-1'1mage1" de‘floYlbordedesdJ.squesouvertsD eetD' dans

— 1,e
aD = 3D!

les plans |t| < = et |t | < = respectivement, Fl =, . 1t

- U est 1' image par ¢ de 1'ouvert U.
—chvfl)estunvoisinagecanpactdeDi ¢ tel que
’
K N tE) = nyThHE)
1 1 1 1 1 1
et tel que la restriction u;i dexpl aK1

| 1
v .K1->D1' .
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soit une fibration de filwe D (pe).
Cette filration, ici encore, est triviale pour €, p, 0' assez petits ; une trivia-
lisation est donnée par 1'application ¢, = @W'y,Y)) o Y1 : K > € est une applica-

tion voisine de Y~ V2 e 32,V ; ceci résulte du fait que sur K, n U ona :

3/2
yop =¢,.¢, =e_\fz: <1+ e, (™).

Ia restriction u(:o de vy a vl r) est un morphisme de fibré, i.e. :

1= °© 1=
' () i vy o)
v ¢, = v(T) v
T 5 T
PV :

la conjugaison topologique sera assurée si 1'on sait prolonger To en un homéamorphis-
me H : K> K, respectant les fibrations :

1
H
K )‘Kl
w'J w'
v
Y \Y% =
De ~ )Dl,e

avec V = H[D! et H] W1m = \(o .
Prolongeons d'abord V : puisque D' st Bi ¢ Sont homéamorphes au disque unité standard
’
D
( A:D'> D
€

N
K)\l. Dl,€+ D

se donner un prolongement de v revient & se donner V = AloVo Azt sur le disque
D. Come T est envoyé sur Fl par v,¥ = A, 0V O A1 est un homéamorphisme du cercle
unité 3D ; on construit V en prolongeant v radialement i.e. :

Vi, 0 = (r,7(8))
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dans les coordonnées polaires de D.
Soient A et 4, définies de la fagon suivante :
A= (\4id) o ¢
Al= (Al,id) o ¢1
ob id est 1'identits deBlpe)application h = 8 0 y® o A7, bien définie sur
3Dx D(pe)est alors un morphisme de fibré trivial au dessus de v :

-

3D x 9D (e ) ,3D x3D(pe)
pry pry
3

36 y 36

qu'il suffit de prolonger en un morphisme H de fibré trivial au dessus de V respec-
tant la section rulle :

aD x 15(pe) D

——
X
1}

Y ailleurs

Montrons maintenant 1'existence de H.

Remarquons que h définit une famille contirue ﬁe de difféamorphismes
C” du disque ﬁp paramétrée par le cercle unité st = 9D .

hy : Dlpe) » Blpe) , Ry =T|(6 x Dlpe))

les Be fixant l'oric_:j:i.lrltaiﬁe (o) =o0.

Notons Diff o(ﬁp,o) le groupe des homéamorphismes du disque D, qui fixent
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1'origine. Lorsque la classe d'hamotopie [hy]de la famille [hy] dans 7, (Diff ®(pe),0))
est nulle le prolongement de V en H est immédiat.
Sih,  : D% [0,1]>D(pe)est une homotopie joignant (By) &(hy) (i.e. :

Bp,1 =hy + My o=hy . B O =0
alors H défini par :
H((r,0),2) = (V(z,0),hy  (2))

convient.
Pour calculer la classe d'hamotopie de (fle), nous utilisons le lemme
suivant dont la démonstration nous a été donnée par B. PERRON.

Lemme : Soit Diff;(ﬁ,o) le groupe des homéamorphismes du disque unité D qui laissent

fixe 1'origine et conservent 1'orientation;muni de la topologie c°. L'application
v, (Diff_(D,0)) * £

qui a la classe [he) d'une famille continue (hy ),8 € Sl, fait correspondre le degré
de 1'application 6 —>he (1) du cercle unité s = 5D dans lui-méme, est un isomorphisme
de groupe.

D'aprés ce lemme, il suffit de vérifier que la classe d'hamotopie du
lacet y; o yo y dans ¢® = ¢ - {0 Jest nulle. Came 1'application y, est voisine
de \Z e /2 .y pour e et p petits la classe d'hamotopie de ce lacet est la méme que
celle du lacet u =yo~(>oy : [0,273 —>¢|:*.

Celle—ci est donnée par la valeur de 1'intégrale :

dy
((cry Y‘(l‘(Z

dhta
1{2

de Yy dans U - {‘fl‘fz =0} , U pouvant &tre pris contractile. Maisy, =0 et y, =0

définissent précisément les axes des T et des x. ; il en résulte que y est hamologue

au lacet Yl sz :

Ia forme est fermée ; la valeur de I ne dépend que de la classe d'hamologie

ey = o, ey
v20) = (0 e¥,¢) , o e [o,2r].
e3/2— ie

Suryl, ¢1 ¢2Val1t pe € + ..., et:

V3
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Y (o]
e3V§ -i6
sur 72,¢1 E vaut {5_ pe e + ..., et :
ay, ¢ 2w
lf 12=2Lf -i0 46 = -1 ;
2inJ 2 fif2
Y (o}

ce qui confirme 1'égalité I = O.

Démontrons maintenant le lemme : Remarquons d'abord que l'injection :

. 1 . =
lefo(S ) *’lefo(D,O)

1

qui a un homéomorphisme 9 de S = 3D associe 1l'homéomorphisme du disque :

V4
g : Z*|Z|go(—m—)

définit une homotopie équivalence.

En effet, tout homéomorphisme g e Diffo(B,O) est relié par le

chemin g, s ¢ [O,l] :

(] z|g(r§T), pour s 5 | z],
gg(2) =)
{ s g(g) , pour s > | z]|,

34 1'homéomorphisme z » |z| g(Tgr).

Il en résulte que Diffo(ﬁ,o) a deux composantes connexes notées
Diff;(ﬁ,o) et Diff;(ﬁ,o) "induites" par les deux composantes connexes
Diffg(sl) et Diff;(sl) de Diffo(sl) constituées respectivement des ho-

méomorphismes qui conservent et de ceux qui renversent l'orientation.

Pour montrer le lemme il suffit de prouver que l'application, qui 3 une
famille continue 9 d'homéomorphismes du cercle s! conservant 1'orienta-

tion, associe le degré de l'application :

s - gs(l)

est un isomorphisme de nl(Diff;(Sl)) dans Z. Considérons alors l'appli-
cation de restriction au point {11} :
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oz Diff;(Sl) » c®d1l,8t) = s,
g +~ g(1)

oA est une fibration de fibre 1'espace contractile lef (S ,1) des
homéomorphismes de S qui fixent 1 et conservent 1' orientatlon. Nous

avons alors la suite exacte :
ceet ol ceet ol o 1
0 = nl(lefo(S /1)) > nl(lefo(S )) ~> nl(C ({11},8M))

(o)

> noDiff+ (s, 1)

I

qui conduit & = (Diffr(s')) =w (c°(al,sh)) = n(sh =z .

g.e.d.

84



quatridéme partie

géneéricité



D. CERVEAU, J-F. MATTEI

. CHAPITRE I .

LA STRUCTURE DE L'ENSEMBLE ALGEBRIQUE I)DES

FORMES INTEGRABLES HOMOGENES DE DEGRE V .

O. Préliminaires. Avant d'aborder 1l'étude de cette structure donnons-en

quelques motivations :

(0.A) Lorsque 1l'on étudie des problémes de stabilité ou de
détermination finie pour des objets tels que fonctions numériques ou
champs de vecteurs, il est utile et agréable de pouvoir joindre par un
chemin deux objets que 1l'on veut comparer ; cette technique permettant
de linéariser des problémes qui ne 1'é&taient pas initialement.

Etant donné un germe de forme holomorphe intégrable dont le premier
jet non nul est w, o3

=w cen w, cee
w v+ wv+1 + + i + ’

chaque W étant homogéne de degré i, on remarque dans un premier temps
que v, est intégrable et dans un second temps que le chemin holomorphe

- i-v
t > wt =uw, + t“v+1 + ... + t wi + ...

est un chemin de formes intégrables joignant w, a w. D'autre part, étant
donné un entier k, jkw n'est en général pas intégrable sauf pour k = v.
L'objet w, est donc le seul candidat raisonnable a la fonction de "mo-
dele".

Une question, @ laquelle nous répondrons par l'affirmative se pose alors.
est-ce que génériquement une forme homogé&ne w, détermine, en un sens a
préciser, la nature de ses "perturbations" w = w, teo ?

(0.B) Il semble que les formes homogé&nes vont jouer un rdle
important dans 1'étude des formes algébriques intégrables sur c” i.e.
des formes intégrables polynomiales :

Q=0+ 8+ oo+ O,

ol chaque Qi est homogéne de degré i. Nous remarquons ici que la forme

homogé&ne . qui représente la géométrie de 2 & 1'infini, est intégrable.

N
On se contentera, pour justifier notre propos, de donner les deux exem-
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ples suivants :

1) cette propriété est due & C. Camacho et A. Lins Neto dans
[ 5]: on suppose que N = n-1 et :

dxi
Q = A, X A AL ;
n-1 X)eeX i %, , avec i # j #0
Alors il existe un vecteur v e @ tel que :
*
Q = Q
¢v n-1 '

ol ¢v désigne la translation x > x+v.

2) Cette seconde propriété&, que nous laissons établir au lec-
teur, est la suivante :

si Qg = dPN+l ol Py+p €St un polynome homogéne & singularité
isolée, alors Q est fermée (ceci en dimension n > 3).

1. Stratification de jv_: Désignons par Ai l'espace vectoriel des l-for-

mes homogénes de degré v sur c” :

AL =

v
v ay dxi ’ ai(tx) =t ai(x)},

1
et par ]v le sous ensemble algébrique de Ai constitué des formes inté-

[Uacir=]

i

grables:lorsque n > 2, jv apparait comme une intersection de quadriques.
Toute 1'étude que nous faisons ici &tant triviale et ne pré-

sentant que peu d'intérét en dimension deux, nous supposerons implici-

tement dans tout ce qui suit que la dimension ambiante n est au moins

trois. Nous désignerons par G% 1'espace des polyndmes homogénes de

degré § 3 n variables. Le produit intérieur par le champ radial

R=1Ix, —

i >
R v v+1
nous fait distinguer deux cas :

a) ce que nous appelons usuellement les formes dicritiques
qui constituent un sous ensemble alg@brique de J v 3

%v=jvﬂKer i

R

On sait peu de choses sur cet ensemble si ce n'est en dimension trois ;
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dans ce cas ébv est précisément Ker i_ et donc est un espace vectoriel.

Visiblement, ici <$v s'identifie aux gquations de Pfaff de degré v
sur l'espace projectif PPC@(2) et c'est ce qui justifie la présence d'une
littérature ancienne sur ce sujet. Considérons u, c t]vl'ouvert de
Zariski constitué des formes v telles que l'origine de ¢3 soit un zéro
algébriquement isolé de dw, (on suppose implicitement v 32). L'hypothé-
se traduite sur l'espace projectif PC(2), signifie que le feuilletage
(singulier) de PPC(2) défini par un élément w, de Uv n'a que des singu-
larités génériques : si w est une équation locale de w, sur PPC(2) au
voisinage d'un point m singulier on a dw(m) # 0.

Soit donc w  un Elément de U, et w; < jv un &lément voisin

de w7 alors O est aussi une singularité isolée de dw; et le lemme de
division de G. de Rham assure l'existence d'un champ linéaire A tel

que :
[ R [
w N = 1A dw

On remarque alors que si v est supérieur ou &gal a trois, A est néces-
sairement colinéaire au champ radial R (ce calcul est établi dans[ 5 J
et donc v est aussi dicritique.

Ainsi en dimension n=3,§ﬁv est une composante irréductible de :]v(pour

v ¥ 3). I1 y a donc lieu d'étudier ce type de formes. Cette &tude a été
menée partiellement par Gaston Darboux au siécle dernier ainsi que par
de nombreux autres auteurs, et plus récemment généralisée par

J.P. Jouanoulou dans [23] (o2 l'on trouvera d'ailleurs une bibliogra-

phie se rapportant & se sujet). En voici quelques résultats extraits de

[23]:

1.2.a : Si w, posséde une infinité de feuilles fermées adhé-

rentes & l'origine (i.e. une infinité de séparatrices algébriques), w
posséde une intégrale premiére rationnelle, ie une fraction rationnelle

r telle que

wyAdr = 0.
On remarquera notamment que l'existence d'une telle intégrale se lit
topologiquement (comparer avec le résultat de la 3&me partie).
Il est difficile de s'emp&cher de présenter la démonstration de ce ré-
sultat qui, de par sa simplicité, est un bel exercice de style.

Soit donc P 1'ensemble des séparatrices algébriques irréduc-
tibles étrangéres de . P s'identifie a4 l'ensemble des polyndmes
homogénes P irréductibles pour lesquels il existe une deux-forme n

P
a coefficients homogénes telle gue :
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mvi\dP=P.nP, .
quotienté par la relation P~ Q (® P =1Q, X e@C”. On remarquera que
le degré des coefficients de np est précisément v-1 (& moins que np
soit identiquement nul auquel cas le résultat est démontré&). Désignons
par A3-1 1'ensemble des deux formes a coefficients des polynomes homo-
génes de degré Vv-1. Considérons maintenant 1l'application linéaire d'es-

paces vectoriels :
o 2
(f' C _— /\V_l ’

définie par :

dp

= z == =1 n
P(zp)) = v A P %2p 7B Zp'p-
Puisque gjest infini , E(g) est de dimension infinie et { a un noyau de

dimension au moins deux ! Ainsi il existe des polyndmes homogé&nes
Pl""'Pq étrangers et des g-uples C-indépendants (ul,--.,aq) et
(51,...,3q) tels que :

dPi dap

wAZdiT—wAE B, —— = O.

De ceci on tire l'existence de deux fractions rationnelles ry et r,
telles que :

dPi dP1
m=r12ai——P—_=r2281T.
r i i
La fraction r = ;l est non constante et satisfait w A dr = O.
2

1.2.b. En fait et nous l'avons démontré&, lorsque w, a un nom-
bre fini de séparatrices algébriques, ce nombre est borné par

% v(v-l)(:tg—z)—z =N, . (o n est la dimension de 1'espace ambiant),
14
1'&galité ayant lieu lorsque ©, poss@de une intégrale premiére multi-
A A
forme f1 ...fN Nv,n. Ceci étant encore une condition topologique.
v,n

1l.2.c. En dimension n=3, c'est & dire pour des équations de
Pfaff sur PC(2), 1l'ensemble des formes dicritiques w, de degré donné
v 2 3 et qui ne possédent pas de séparatrice algébrique est une inter-
section dénombrable d'ouverts de Zariski ; on remarquera que ces formes
ne peuvent, par le théoréme de Chow, poss&der non plus de séparatrices
holomorphes.
(Nous avons dé&ja signalé dans la premiére partie que la forme

(xnz—yn+1)dx + (ynx—zn+1)dy + (zny-xn+1)dz.
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ne possédait pas de séparatrices [23] .

A notre connaissance, il y a actuellement peu de résultats
concernant les équations de Pfaff intégrables sur IPC(n) lorsque n > 3.
Notamment, 1'ensemb1e‘3v des formes dicritiques n'est plus ici un es-
pace vectoriel ; il va posséder une décomposition en sous variétés irré-
ductibles :

9, - U9

et il est peut-&tre possible que les résultats 1.2.c. ne se généralisent
pas au deld de PC(2) ; il pourrait par exemple exister une composante

23 telle que 1l'on ait la propriété : "w € 503 $ w, possdde une sépara-
trice ou une intégrale premiére d'un certain type".

Pour mener cette étude, il serait utile d'examiner 1l'ensemble algébri-

que Ff—l constitué des deux formes fermées homogénes o de degré Vv -1
satisfaisant a :

a A «a =0

En effet, 1'image de Fg-l par le produit intérieur iR est pré-

cisément @v .
Signalons enfin qu'en dimension 3, les formes dicritiques w ¢ U, (ie
dw. a un zéro algébriquement isolé) sont de v détermination finie

([vs ] et[8]).

b) les formes non dicritiques jv —'gv gue nous nous proposons
maintenant d'étudier. Rappelons que la décomposition en facteurs irré-

ductibles du cdne tangent Py = w,(R) d'une forme non dicritique v, :

1

n, np
Poy1 = P1 ...Pp ’

conduit & une &criture "canonique" de u, :

n, np dPi o
w, =Py ...Pp (Zli —E; + d( n-1 o1
P1 ...Pp

)) (%)

ol a est homogéne de degré Z(ni—l)vi = v+l - Zvi , et ol Vi est le de-

gré de Pi. En effet, comme nous l'avons déja signalé Poil est un fac-

teur intégrant de w_,. Alors que les Pi ne sont définis qu'a des cons-

v
tantes multiplicatives S; prés satisfaisant a :

n, np
s1 ...sp =1,
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les Xi sont parfaitement définis puisqu'ils apparaissent comme ré&sidus
w

Pys1

lité :

de

autour des séparatrices (Pi = 0). De plus ils vérifient 1'éca-

Ceci se remarque en recalculant P, d partir de 1'identité (%x).

Définissons alors la strate P comme suit :
nl,...,np;vl...vp

w appartient & Eg si le cdne tangent Poyp = wv(R) de w

v v

1...np;vl...v

se décompose en :

ol les P, sont des polyndmes homogénes de degré Vs irréductibles et
étrangers. Il va de soi que cette notation est & permutation simultanée
prés des couples (ni,vi).

Théor&me 1.1. a) les P forment une partition de

nl,...,np;vl,...,\b

jv-”ﬂv en sous variétés analytiques lisses et leurs adhérences sont des

cbnes algébricues irréductibles de dimensions respectives

_ ,n+k-1
8, +o..8, +6v+1—2v. ol Gk = ( x )
1 P ]
p =
b) les adhérences R Vireeasv (Zvj v+l) ,
p=1l,...,Vv+1, sont les composantes irréductibles de jG = Jv-|9v. Plus
précisément, on a :
P
(%) z v_ ¢ Pt

n [RPS ¢} HERY cee
1’ p ! 1! ' l1,...,1 ; vl,...,vp , V+1 - Zvj

c) soit we Zy ’ Jv est lisse en w si

yeeesl ; vl,...,vp

sont deux d deux distincts.

et seulement si les résidus Al,...,xp de

w (R)

Démonstration : a) Considérons une strate Eg ; vy Que

l,...,nP Vyreees p
nous noterons plus simplement I . L'application
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L€: g: ) X .. % G: >

b V41
n n
1 P
(PyrevesPp) —— PyT...Py

se factorise en une application ? du produit:le x...ﬂPji des espaces
P

1

projectifs associésaux ?v ’ dans:Pgl+ . L'image P S de q est un sous

J

ensemble algébrique deZP3k+l (Théorémes de Grauert et de Chow). Un bref

calcul de dérivée prouve que ? est une immersion sur 1l'ouvert
rU ol ;
A\

p

1

\)1,.-.,

U, v = jh X ...xT‘v -4,

1’"*"" ' p 1 P
Tk désigne 1l'ouvert dense des polynomes irréductibles # O et 4 1l'union
des "diagonales" Ak g™ {(Pl,...,Pp) / 3c e a,p = cPS} , k# s. On en
r

déduit que 1'image §'de‘§ est un cbne algébrigue irré&ductible de dimen-

sion 8. +...+ 6p -p + 1 et que S = Y(Uv ) est lisse. L'adhérence

1 v

ll"'l P
ol . ‘s . -1 q' - i 1§a T
de est l'intersection de i (s) avec J,, et = ip (8)n J , .Remar-
quons que % est par ip un fibré affine de base S =l€(UV N ) et de
17°°°r

fibre type l'espace : p
F=2 x H ;
v+1-Zv. Vire--1Vp
3 ¥
H v étant 1l'hyperplan de aP d'équation ijvj = 1. En effet,
yeoes
1 P n, np n
. _ . '
soient P = P1 ...Pp un point de S, X, € € n'annulant pas Pl""’Pp-l
et W un voisinage de (Pl""’Pp) dans u, v tel que la restriction
1!"'! p

de ? au cdne PW engendré par W soit un plongement. Visiblement la res-
triction de Y au sous espace W' de W constitué des polyndmes
(Ql,...,QD) qui vérifient les équations linéaires :

Ql(xo) = Pl(xo)""’Qp-l(xo) = Pp—l(xo) ;

est un isomorphisme sur un voisinage ouvert U de P dans S. Soit
1 . .
Yy : W' xF - Av qui a (Ql""’Qp ;oo Al""’xp) associe la forme :
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n n dQ.
1 P 3 S S N
Q -y (z Aj 0. + d( ) e
J 0.1...0P
1 P
sa restriction WI(Pl,...,PP) X F est un plongement et iR oV =\ [we.

Il en résulte gque ¥ induit une trivialisation de iRl(U) n I,

b) Il suffit de prouver les inclusions (%). Soit ®

d'écriture canonique

n, np ap, o
(%x) w =P ... P)Y (I lj —3% + dl—5—1 +=7)) -
J p,! ...p P
nl—l nD—l 1 p
Puisque o et P, ...P_ ¥ ont méme degré, la forme
p m-1 n-l
€
n-l ool ap, BT .o BT HE)
= eooF LA
w, (P, Pp)(P1 ...Pp + ea) ( 3 ﬁ;l + € A1 n-1 )
= €0
P1 ...Pp +
dp,
do
LSl - —d
+ Pl"'Pp o (= (nj 1) Pj )

est homogéne de degré V et vaut @ pour € = O. En remarquant que :

w
€

nl-l np—l
«..P_(P ...P + eX
P( 1 P )

Py

est fermée, on s'assure 3 la fois que W_ est intégrable et que

n, -1 n -1
Pl"'Pp(Pll ...Ppp +€a) est un facteur intégrant de w_ . Par le thé-
n, -1 n_ -1
oréme de Bertini, génériquement sur ¢, Pl1 ...Ppp +€0 est irréduc-

tible pour € # O petit ; d'oQ la conclusion.

c) Soit wer = IP v v d'écriture cano-
1,...,1 ; AR p
nique ap
w = I A, —d

Pl"'Pp j B.
J

Raisonnons par l'absurde : si jv n'est pas lisse en ¥ , il existe un

chemin W 0y = 0, tel que W appartienne 3 une autre strate, pour

e# 0. Soit D ¢ €" une droite affine générique qui coupe le cbne 4'é-
quation w(R) = P;...P = O transversalement en v+l points réguliers,
ZyreeerZ Ce sont exactement les zéros de la restriction de w(R)
a D ; ils sont tous simples. Soit I = {Il,...,Ip} la partition de

{1,..., v+1} définie par :
k e Iy <= Pj(zk) = 0.
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La restriction de we(R) a D posséde aussi v+1 zéros simples
zl(e)""’z\)+1
le| < K. De méme la décomposition de w_(R) en facteurs irréductibles

définit, pour € # O, une partition I_ de {1,...,v+1} distincte de I

(e) voisins de zl,...,zp , pour € assez petit, disons

car o ¢ I . Comme le nombre de composantes irré&ductibles est semi-
continu inférieurement, on a #I_ < # I et il existe deux indices
11,12 qui appartiennent 3 un méme élément de I  mais & deux &léments

distincts de I, ceci pour € fixé assez petit. Ainsi z; (e) et z; (e)
1 2

sont sur la partie lisse d'une méme composante de {w_(R) = 0} et

wE wE
(Cl) wg (R) = mg(R) ’
aDl 3D2

ol D, et D, sont deux disques de centre zy et z; dans D qui contien-
1 2
nent zi(€') et z; ('), respectivement pour tout ler] < K. Mais
2
Ai # Ai , ce qui est contradictoire avec la continuité des intégrales
2 2
(c.l) par rapport au paramétre €, le] < K. D'ol la conclusion.

Réciproquement, supposons xl =Xy, et donnons nous un chemin
Q dans j) y Q. = P,P, et tel que pour € # O assez petit Q_ soit
€ v ty, o 172 €

irréductible. La forme :

do, dp2 ap
we = Q. Py...P. (xl R + A3 —§; + ...t AP ﬁ;E)

n'est pas dans I pour e # O et wy = we Il en résulte que w est un élé-
ment de l1l'intersection de deux composantes irréductibles de j'v.

QED
Exercice : Montrer que l'ensemble des germes de formes intégrables di-
critigues est connexe par arc (analytiques par morceaux) et qu'en di-
mension 3, l'ensemble de tous les germes de formes intégrables non

nulles est connexe par arc.

2. Lieu singulier des formes homogénes intégrables. Désignons par S(w)

le lieu singulier de :

n, np dp. o
w =P, ...Pp (ZAj —34 +d (53 7)) -
J 1
P «..P
1 P
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Proposition 2.1. a) S(w) est contenu dans {Pl...Pp = 0} ;
b) si les Aj sont tous non nuls et @ ¥ O, alors

S(w) est de codimension 2 2 ;
c) lorsque tous
non nuls, on a

sw) = U {p,=0, p.=0}
i# J

les n; valent 1 et que les Aj sont

U stap.) ;
3 J

d) Lorsque les nj ne sont pas tous égaux a 1,

S(w)

U (e, = 0,p.
i3 )

e) cod S(w) =1

A
. un j est nul et n;

. IAjl + (nj—l) = 0, ou

Il en résulte que 1l'ensemble des
codim S(w) = 1 est algébrique de

Démonstration : Nous établissons

ob Usw@r,) U {p,=0, =0}
j S PEPR S B

si et seulement si

eee =n_=1
P ’

a = 0, et les nj ne valent pas tous 1.

formes homogénes telles que

codimension 1 dans ]'v .

a) et laissons b)..-..e) en exercice.

Soit m un point de S(¥) et supposons que Pl...Pp(m) # 0. La droite

Y : £t > tm joignant O et m est alors contenue toute entiére dans S(v);

de sorte que

vy*w) = o
nl-l n -1
Puisque 2 et Pl ...Ppp ont méme degré nous avons
n n n n
* 1 P 1 P
0O =Y"w = (P,"...P oY) ANV, =P "...P oY.
1 p 5% 1 p
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. CHAPITRE II .

UN CRITERE ALGEBRIQUE GENERIQUE D'EXISTENCE D'INTEGRALES
A

1

PREMIERES MULTIFORMES DU TYPE f = f

A
1...f p , nz 3
| 4

Le but de ce chapitre est de déterminer une classeJ*v de for-
mes intégrables homogénes non dicritiques, contenant un ouvert semi-
algébrique (ré&el) dense de jv— &% et qui posséde la propriété remar-
quable suivante :

tout germe en O € Gn , n 2 3, de forme holomorphe w dont le
jet d'ordre v est un élément de/b admet une intégrale pre-

A
midre multiforme du type f = f 1...fpp Aj ea .

Pour cela nous établirons un critére d'existence de telles intégrales
premiéres qui ne portera que sur la topologie du cdne tangent de Y

et sur les résidus Aj de v, .

§1. Formes domestiques et apprivoisées. Soit v, € Z? 1 v v
reccy ’ 1P

p
une forme homogéne de degré v sur Gn, n > 3,
dap. \
w, Pl...Pp 3 j Pj ’ i’y 1.

Nous disons qu'un germe en O e ¢ de forme holomorphe intégrable de plus
petit jet non nul Wy, W =0,+ ..., est apprivoisé si les deux condi-

tions suivantes sont vérifiées :

a) Sip 2 2, les Aj et l/>\j ne sont pas des entiers § O et
1'un d'eux est ou bien non réel > O, ou bien est réel ) O et vérifie
les conditions de type petits dénominateurs de SIEGEL, [ 41} ;

b) le céne tangent de w, C C PC(n-1), d'équation homogéne ré-
duite Pl"'Pp = 0, est 3 croisements normaux ;

Nous dirons que w = v, + ... est domesticue (cette notion ne
sera utilisée que dans la partie 6) si ® est apprivoisée et vérifie

la condition supplémentaire :

c) les composantes irré&ductibles de Cu)cIP¢(n-l), d'équations

homogénes réduites P1 = O,...,Pp = 0, sont lisses.
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Comme nous le verrons ultérieurement, les conditions b) et c) signifient
que la fonction multiforme P = Pll...PpP , inté&grale premidre de w  ,

est de déterminationfinie faible, au sens de la partie 6 chapitre II.
Notons que la condition b) implique, d'aprés un théoréme de
Fulton [19],[_11], que le premier groupe fondamental de PC(n-1) - C_
est abélien ; si de plus p=1, i.e. C, est irréductible, il est fini,
plus précisément ﬂlaPc(nfl) - C,) = Z/(v+1)3.
Désignons par7tv l'ensemble des formes homogénes w, apprivoi-

sées et introduisons la définition suivante.

Définition 1.1. : Une forme non dicritigue Y, € Jv- Q% est abélienne

si le groupe fondamental WIGPE(n-l)-Cw ) du complémentaire de son céne
tangent C;, est abé&lien. S'il est fini’nous dirons que v est finie.
Désignons Bardtbv 1l'ensemble des formes homogénes abé&liennes de degré v,

nous avons le :

Théoréme 1.2. : a)A, < Jfbb,,
b)\ﬂv contient un ouvert semi-algébrique (réel) dense
de .\]v- 9

v

Démonstration : a) résulte de [11]; b) est trivial d'aprés la descrip-

tion des strates IP effectuée au paragraphe précédent.
l1,...,1 ; VyreeerVy

&

§2. Le théoréme principal. Nous montrons ici la propriété fondamentale

des formes apprivoisées annonc&e au début de ce chapitre. En fait, nous
prouverons les théorémes 2.1. et 2.3. plus généraux suivants :

Théoréme 2.1. : Soit w = w, *+ ... un germe en O € a” , n > 3 de forme

holomorphe intégrable dont le premier jet non nul w, est abélien, et a
cdne tangent réduit (i.e. mv(R) est sans facteur multiple). Alors g
posséde une intégrale premié&re multiforme f = fll...fpp dés que les con-
ditions suivantes sont vérifiées :

al) les résidus Aj de w, et leurs inverses 1/)\j ne sont pas
des entiers £ 0 ;

az) 1'un d'eux est ou bien non réel > 0, ou bien est irra-
tionnel > O et vérifie les conditions de petits dénominateurs de Siegel.

Remarque 2.2. : Les formes apprivoisées dont le céne tangent n'est pas
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irréductible, vérifient les hypothé&ses de ce théoréme.

Théoréme 2.3. : Soit w = w, *+ ... un germe en 0 ¢ cn, n 3 3, de forme
holomorphe intégrable dont le premier jet non nul w, est fini, vérifie
codim S(w,) % 2 et est & cdne tangent ré&duit (i.e. w,(R) est sans fac-

teur multiple). Alors w admet une intégrale premiére holomorvhe.

Remarque 2.4. : Les formes apprivoisées dont le céne tangent est irré-

ductible vérifient les hypothéses de ce théoréme.

Démonstration _des théorémes : Nous allons déterminer une intégrale pre-

A A
miére du type fll...fpp dans un deux plan sur lequel w est & singulari-

té isolée. La conclusion résulte alors du théoréme d'extension des fac-
teurs intégrants (lére partie).

Puisque, d'aprés la proposition 2.1. du chapitre I, la codi-
mension du lieu singulier de w, - et d fortiori celle de S(w), est > 2,
w, et » ont méme cdne tangent C < PPC(n-1), donné par 1l'équation réduite

wv(R) = Pl"'Pp =0,

les Pj étant irréductibles étrangers, Pi # P. si 1 # j, et R désignant
encore le champ radial. Soit i : (GZ,O) > (a“,O) un plongement liné-
aire générique. Le plongement induit par i,I : PC(l) » PC(n-1) évite

le lieu singulier de C et coupe transversalement sa partie lisse. Ainsi

P'. = P. o i a méme ordre v. en O que P. et est réduit, j=1,...,p,
i~ 3 j 4
(mais non nécessairement irré&ductible).
A
. 1 . . _

Soit P = P, ... Ppp 1l'intégrale premiére de w,,Z lej = 1.

On a :
dp,

w o= A

(1) v = PpeeePy j—lp. .
A Ay 2 *

Clairement, P' = P'll...P' P est une intégrale premiére de w; =i (wv)
qui admet une écriture (1)' analogue & celle de w, dans (1). Par hypo-
thése les Aj sont tous non nuls et d'apreés L4 7 I 2.1.] r wy -—etad
fortiori w' = i*(m), est 3 singularité isolée. Ainsi C' = I—l(C) est le

cdne tangent commun de ms et w'.

Eclatons O dans mz , E' : &2 > Gz , BE'(x,t) = (x,tx), t dé-
signant la coordonnée projective y/x. Quitte & faire un changement li-
néaire de coordonnées nous supposons que l'axe des y n'est pas un &lé-

ment de C'.
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En chaque point tj ec', j=1,...,q, 1l'éclaté divisé @' de ' admet
pour 1l-jet

jlg',tj = x(t-tj)[ g% + Ak(j) dift:.)J
ol k(j) est 1'indice k tel que tj appartienne au céne tangent de P'k.
Ceci permet de déterminer l'holonomie de L , =PC(l) - C' qui est une
feui}le commune des feuilletages saturés ?&. et'ii‘)\.J définis par E'*(m')
et E x(w; ) . Notons m%. etlxw; : nl(Lw.; to) > Diff(G,to) 1'holonomie
projective de ces deux feuilletages sur le facteur linéaire transverse
(E,to). Comme nous l'avons vu dans la premidre partie, la partie liné-
aire du groupe d'holonomie H , = Im'k@. est précisément le groupe de
difféomorphismes linéaires Hm, = Im“%w. . Mais, et ceci a encore é&té
signalé dans la premiére partge, si Yj ést un chemin qui part de to’
tourne autour du point tj et revient sur ses pas jusqu'en to' alors
1;6 (Yj) est le difféomorphisme linéaire

2inA

X > e k(j).

X.

Eclatons maintenant l'origine de c” par E : " - ¢ et désignons par
H, le groupe d'holonomie projectif de w. Nous avons 1l'égalité :

Puisque H ==jé(w1(Lw;to)) et que Tﬁ(Lm7to) est commutatif, il en ré-
sulte que H + est commutatif ; nous allons en déduire qu'il est linéa-

risable.
Si w est finie, H , est fini et il est facile de voir que la
coordonnée
h
z = I 7
h € H , h*(0)

linéarise Hw.. Envisageons donc la seconde éventualité.
Un des Aj' disons Ak(l) est soit non réel, soit irrationnel et soumis
d des conditions diophantiennes. Ainsi h1 est linéarisable (c.f. [41 ]):
il existe une coordonnée z' sur (G,to) telle que

2imA

h(z') =e X

z'.

En explicitant la relation de commutation de h; avec un difféomorphisme
quelconque, on voit que dans la coordonnée z', tous les &léments de

H , sont lin&aires. Pour obtenir une intégrale premiére multiforme de

w' nous déterminerons des intégrales premiéres locales gl,...,gq de
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E’(w') au voisinage des tj telles que le groupe d'invariance[2;1I.2.2.1]
H(gl,...,gq ; to) soit &gal 3 H,, ; pour conclure il suffira alors d'ap-
pliquer le théoréme de recollement. ~

Considérons le germe'53 qui définitli. au voisinage de tj.
Si Ak(j) est non réel ou réel négatif,'55 est linéarisable d'aprés (2)
et (3), car par hypothése _Ak(j) ni -l/lk(j)n'est pas entier positif.
Supposons donc que kk(j)¢'R4 et considérons 1l'holonomie hj du germe de
variété invariante (Lm’tj)' Par transport holonome, on peut voir hj dans
H., ; hj est Spnc linéarisable. D'aprés[BZ },(cf 1;I;5) on en déduit
que le germe wk est linéarisable.
Dans tous les cas, il existe donc un systéme de coordonnées holomorphes

(Xj,Tj) en tj ’ xj = x(1+...), tel que

~
w' = X, dT. +
5 3 A

T, dX,
J J J

€3)

A s
Visiblement gj = Xj13k(JLst une intégrale premiére de K& . Son groupe
d'invariance H représenté sur un facteur transverse {Tj = Ej} est en-
gendré& par :
2imA .
X, » e <Dy
J J
qui est le difféomorphisme d'holonomie relatif au lacet s Eje21"s,
se,BLl]. On en déduit que sur le facteur transverse (G,to) le groupe
d'invariance H(gj;to) est engendré par hj' Ainsi H(gl,...,gq ; to) est

engendré par hl"“'hq' Il est égal & H,.
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. CHAPITRE O .

HISTORIQUE ET RAPPEL DES RESULTATS CONNUS

C'est H. Dulac qui selee lexpremier s'étre intéressé aux
intégrales premiéres multiformes fll...fpp RS €, dans un cadre plus
général que le cas linéaire, cas ol 1l'on disposait, a 1l'époaue d'une
bibliographie abondante.

H. Dulac distingue en fait deux types de problémes ; le premier consis-
te 3 décider si 1l'on peut calculer explicitement de telles intégrales
et 3 exhiber les obstructions 3 ce calcul. Pour celd Dulac cherche ces
intégrales sous la forme "semi-divergente". Ce n'est qu'ensuite qu'il
s'intéresse aux problémes de convergence. Il va sans dire que tout ceci
se passe en dimension deux. Les résultats de Dulac ont été publiés et ce
n'est que récemment que 1l'on s'est replongé dans ce type de problémes,
dans un contexte a& priori plus général : celui des formes intégrables ;
mais finalement dans un cas particulier : celui ol les Ay sont entiers
positifs. Il y a en effet un d@ priori, puisque comme nous le signalerons
plus loin, le probléme de la convergence d'intégrales premiéres formel-
les pour une forme intégrable en dimension quelconque, est en fait un
probléme de la dimension deux. Par contre, il n'en est pas de m&me pour
les critéres d'existence : le critére de Malgrange cod S(w) 23 est spé-
cifique des dimensions plus grandes que deux. Au fur et & mesure que nous
proposerons nos énoncés nous les restituerons par rapport a ceux de
Dulac. Nous nous contenterons ici pour terminer ce court prologue ,de
citer les résultats obtenus par B. Malgrange et ensuite R. Moussu et
1'un de nous. Ces résultats n'ont trait qu'aux intégrales éremiéres
formelles (respt. holomorphes)usuelles; plus précisément w &tant un
germe de forme holomorphe intégrable on s'intéresse aux séries formelles

f (respt. convergentes) telles que wadf = O.

a) le critd@re de Malgrange est opérant pour les intégrales
premidres "fortes" : celles pour lesquelles cod S(df) 3 2 (codimension
signifiant dans le cas formel hauteur de 1'idéal jacobien de f). Il dit
que l'existence d'une intégrale premiére formelle (forte donc) implique
celle d'une convergente, ceci &tant assuré par exemple lorsque
cod S(w) > 3.

b) Ce critére est généralisé dans [32 } aux intégrales premié-

102



CONVERGENCE

res faibles (i.e. non nécessairement forte$...) et précise en fait
qu'étant donné une intégrale premiére formelle f qui n'gst pas une puis-
sance, on peut toujours trouver une série formelle mé_Gl telle que
2(f) converge. De plus, la convergence peut se lire sur un chemin trans-
verse & w, fait qui justifie 1'a priori précédent.

Encore une fois nous utiliserons abondamment la déssingularisation en di-

mension deux. Pour les problémes de convergence la remarque-clef est la suivante :

Remarque 0.1 : Une série formelle f € éa converge dés qu'il existe un poigg to de
PL(n-1) ot le germe f o E,t (de la composée de f avec le morphisme E : " >
est convergent. °

Signalons enfin que tous les résultats de cette partie sont valables dans

le domaine analytique réel. Il suffit pour s'en assurer de complexifier la situation.

103



D. CERVEAU, J-F. MATTEI

. CHAPITRE 1 .

CONVERGENCE DES SEPARATRICES

1. Convergence des séparatrices. Soit w un germe de forme holomorphe

N\
intégrable & 1l'origine de ¢ et (£=0), fe¢ Gn’ une séparatrice formelle
de w :

wAndf = f.n

On dit que la sé@paratrice (f£=0) converge si (f=0) dé&finitune hypersur-
face analytique, ou ce qui revient au m&me s'il existe une unité for-
melle u telle que uf converge. Dans ce chapitre, nous nous proposons
d'établir un théoréme de réduction & la dimension deux ; quant 3 la
convergence ou non en dimension deux elle peut se lire en général sur
les"arbres d'éclatements".

Théoréme 1.1. : Soit w un germe de forme holomorphe intégrable 3 1l'ori-

gine de c”. une séparatrice formelle irréductible S = (f = 0) de w con-
verge dés qu'il existe une courbe analytique y : €,0 > m“,o, non inclue
dans S{w) et vérifiant £ o y = O.

Démonstration : Remarquons que, d'aprés l1l'hypothése, on a v*s = 0. on

peut alors appliquer le théoréme Ll;II;4.q : il existe une application
n-1
F : @,

F’w = 0. Nous allons montrer que foF = O ; pour cela nous reprenons

o ~» c“,o de rang générique maximum, qui"étend y", et telle que

les notations de [l;II,ﬂ et introduisons f = £ o 7 od 7 est la composi-
tion de tous les morphismes utilisés dans [1;11;4.2] pour se ramener &
la forme ©. Visiblement f o Y= O et f est une séparatrice (formelle)

de © . Envisageons maintenant les deux &ventualités du théoréme
[1;11;4.23 : @ est ou bien triviale au dessus d'un deux plan (si

cod S(@) = 2) ou bien posséde une intégrale premiére holomorphe (si

cod S@) 2 3) ; dans le premier cas, 3 posséde deux séparatrices formel-
les "lisses" et deux seulement, f=0 étant alors l'une d'elles. D'une
part, cette séparatrice converge puisque 7 converge, d'autre part F est
obtenu par la factorisation n o F od ¥ paramdtre cette séparatrice :

g o §/= Ojici donc f o F =f or o F = f o ¥ = 0. Dans le second cas,
lorsque cod S(®) > 3, & possé&de une intégrale premiére forte g irréduc-

2

tible : il en résulte que § ne posséde qu'une séparatrice (tant formelle
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n
qu'holomorphe) et £ = U.g oll U est une série formelle qui est nécessai-
rement une unité. Ici encore F = no F ol F vérifie g o F=0etfoF=0.

Invoquons maintenant le résultat suivant du a A.M Gabrielov
dans [ZOJ (théorémes 4.8. et 5.2.) :
Théoréme : Soit F:r~t
rang générique maximum et f ¢ bn une série formelle irréductible (non
nulle) telle que £ o F = O. Il existe un germe de fonction holomorphe
h e Gn irréductible tel que h o F = O.
En fait, Gabrielov é&tablit un résultat plus fort : désignons par
%x (respt. F*) les morphismes d'algébres o ¢ én + a0 Fe¢ é;-l

o » mn,o un germe d'application analytique de
/N

(respt. ae b > a o F €6 _ ) alors :
A
A
Ker F* = Rer F* @ 6n'
n
Ce qui conduit précisément ici & 1'égalité des id&aux premiers ([27]) :
A A

Cpe(5) = 6. (h).

D'oll le résultat.
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. CHAPITRE II .

CONVERGENCE DES INTEGRALES PREMIERES MEROMORPHES.

1. Enoncé des résultats et préliminaires. Nous nous proposons d'éta-
blir le théoréme suivant :

Théoréme 1.1. - Soit w un germe en 0 € ¢” de 1-forme holomorphe

N
intégrable et H = g € Mh une intégrale premiére méromorphe formelle

A
pure de w, i.e. w A dH = 0 et H, 1/H # On‘ Alors H converge, c'est-
3d-dire H € Mn'

Nous prouverons ce théoré&me lorsque n = 2, dans le para-
graphe 1. Nous en déduirons, au paragraphe 2, la preuve du théoré&me
en dimension supérieure lorsque H est semi-divergent, c'est-3-dire

peut s'écrire sous la forme :

A

_ 1
H = u.hl

A
hpp ,
A
ué€ 0 , u(0) #o0, hjé 6. r; € 7.
La démonstration dans le cas général résultera du lemme suivant :

A
Lemme 1.2 : Soit H € "n une intégrale méromorphe formelle pure de w.
Alors H est semi-divergente.

Le cas semi-divergent en dimension 2, a été traité par
H. DULAC. Nous indiquons briévement au paragraphe 4 sa démonstration
([13] et [14])). Ainsi le lemme 1.2 permettrait d'obtenir le théoréme
pour n = 2 & partir des résultats de H. DULAC. Dans ce qui suit w
désigne un germe de forme holomorphe & l'origine de tz. Avant d'atta-
qguer les démonstrations nous allons faire quelques considérations
d'ordre général en présence d'intégrales premiéres méromorohes for-
melles pures ; notamment nous allons voir qu'alors N(w) ne peut-é&tre
nul. Pour cela nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 1.3 : Soit w un germe de forme 3 singularité isolée en 0 € C2
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admettant une intégrale premiére méromorphe formelle pure H = £

- A
(£,9 € 02 sans facteur commun). Soit vy g @i une courbe formelle
non triviale. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(a) Yy est une courbe intégrale de w,i.e Y*w =0

(b) il existe une constante c € PC(1l) telle que (f-cg) oy = 0
(le cas ¢ = » signifiant que g o y = 0).

Démonstration : Supposons que f o y ne soit pas identiquement nulle.

La l-forme formelle g df - f dg est divisible par w et donc son ima-
ge réciproque par y est nulle. Dans un systéme de coordonnée formel-

le z ot £f oy = 2", on a 1'identité

z.(goyv)'(z) =vgo v(z).

Ainsi g o y = sz, c € €, d'ol la conclusion. Réciproquement, suppo-
sons que (f - cg) oy = 0. Quitte & effectuer une transformation
homographique sur H, c'est-a-dire un "changement de variable au but",

on peut poser c = 0. Notons

Ve, £,f o =
1 2’ 1125 @Z'floYZO

f1 étant irréductible et ne divisant par f2' Ainsi on a :

(flf2 dg - g(alfzdfl + f1 dfz)) Aw=0
et, puisque w est 3 singularité isolée,
_~
f1f2 dg - g(alfzdf1 + f1 dfz) =u w, ue o6 2°

Si y*(w) n'est pas identiquement nul, u o y l'est. Ainsi f1 divise
@, 9 df2, et donc df2, ce qui implique :

y*(dfz) =d(f, oy) =0,

et f2 o y est identiquement nul. Mais ceci est impossible, car f1
étant irréductible, on a l1'égalité des idéaux premiers :

(£)) = (a/h o v = 0}.

2

Proposition 1.4 - Soit w un germe en 0 € €° de l-forme holomorphe
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admettant une intégrale premiére méromorphe formelle pure H. Alors
N(w) > 0.

Démonstration. Montrons que lorsque le l-jet de w est du type (*) ou
(**), w ne posséde pas d'int&grale premiére méromorphe pure formelle.
Dans ce cas, w poss&de deux courbes intégrales formelles et deux
seules distrinctes. Or il est clair que la forme dH en possé&de une
infinité. La conclusion résulte imm&diatement du lemme précédent.

2. Démonstration du théoréme 1.1 en dimension 2. Elle se fait par

récurrence sur le nombre N(w) d'é&clatements nécessaire pour réduire
w. Le cas N(w) = 0 est trivial puisque les hypothéses du théoréme ne
sont jamais vérifiées. Faisons un éclatement ; deux cas peuvent se
présenter, que nous examinerons successivement :

-~
(o) w est dicritique et “Fw est transverse 3 Lw =1PC(l) - Cw'

(B) Lw est une feuille de ‘3‘(”.

Cas (a) :
Remarquons que H o E peut étre considér&e comme une section
A
globale du faisceau M, de base PC(1l), des germes le long de BT (1)
de fonctions méromorphes transversalement formelles, c'est a dire

du corps des fractions
~

M= Frac(§)

»~
du faisceau § des germes le long de IP€(1) de fonctions holomorphes
transversalement formelles défini dans [32 ] En d'iutres Eermes,

si (x,t), t = y/x est une carte de IPC€(1) la fibre Mt de M en un
o
point to € PPC(1l) s'identifie au corps des fractions de 1l'anneau des

séries formelles en x 3 coefficients des séries convergentes de la
variable T = t - to :

~

Mto = Frac(¢{T} [d]), T =t - tg.
Il suffitAde prouver que H o E est une section globale du sous fais-

cecauMc M , restriction 3 P€(1) du faisceau des fonctions méromor-
phes : H o E définit alors une fonction méromorphe G sur un voisinage
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U de P€(1). Comme E est un isomorphisme en dehors de P€(l), G se
redescend en une fonction méromorphe G sur U - {0} qui s'étend en 0
en vertu du théoréme de LEVY, (c.f. ﬁS] par exemple) :

G
G== , G

g, , G, e 0,.

1
A
Comme G o E = H o E, considéré comme un &lément de M (PC(1)), on a

G1 o E.f2 OE = G2 o E.f1 o E

Il en résulte que G1f2 = G2f1 et donc G = H.

Considérons le cas (o), et montrozs qu'en tout point
t € PC(1), H o E,, est un élément de Mt c Mt' Si H o E,, est pure-
ment méromorphe formelle, la convergence résulte de 1l'hypothése de

A
récurrence. Si H o E,t ou son inverse est un élément de sz sa res-

’
triction 3 P€(1l) est polynomiale et la convergence est assurée par le

Théoréme [ 32 ] que nous rappelons :

Théoréme 2.0 : Soit He 3n une intégrale premiére formelle d'un

germe en 0 € ¢ de 1-forme holomorphe intégrable, et
c : (c,0) ~» (Cn,O) une courbe analytique transverse i w, i.e. c*(w)
n'est pas identiquement nulle. Alors H converge dés que H o ¢ conver-

ge.

Examinons le cas B ; pour se raccrocher a la récurrence
établissons le :
Lemme 2.1 : Soit w un germe en 0 € c2 de 1-forme holomorphe possé-
dant une intégrale premiére méromorphe formelle pure H. Alors, si
w n'est pas dicritique il existe un point t € PPC(1l) ol Eft(w) posséde
une intégrale premiére méromorphe formelle pure.

Démonstration : D'aprés le lemme 1.3, w possé&de une infinité de cour-

bes formelles intégrales distinctes. Il existe donc un point t € Cm
ol le germe 3,t posséde une infinité& de courbes intégrales distinc-
tes. Toujours d'aprés le lemme 1.3, sur chacune de ces courbes

H o E,t est constant. Il est clair que ce ne peut étre le cas si

H o E,t est une série formelle ou l'inverse d'une série formelle.
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Désignons par bl""’bq les points t de Cw ol H o E,t est méromorphe
formelle pure et notons {al,...,a } son complément dans Cw' Le lemme

1.5 nous assure que q > 1, et, par hypothése de récurrence, H o E,b

J
converge, j = 1,...,9. Remarquons aussi que, pour tout j, H o E,b

J
se prolonge au voisinage de tout ouvert simplement connexe
~

vteL U {bj}, car L =PC(1) - C  est une feuille de wa. De plus ce

prolongement coincide avec H o E, considéré& comme une section de
~

M) ([32],(v,4], lemme 2'). Ainsi, en tout point t de
Pc(l)-{al,...,ap}, H o E,t est convergente :

HoE € M(IPC(1) - {al,...,ap}).

Il reste 3@ prouver la convergence de H o E aux points a. :

J
HoE, 6K € 0., .
aj [ ,aj
Notons Gj une racine de H o E,a :
j
"3
H o E,aj = Gj ’

telle que Gj n'est pas une puissance. D'aprés un résultat de [32]

il existe une série £j' 25(0) # 0, telle que Ej = zj o Gj soit con-

vergente. Soit t # aj un point de P€(1l) voisin de aj oll le germe en
t de Ej converge encore :

. = % o G, € 6. .
Jlt Jlt cz't

1

m.
En ce point H o E,t = (2 o Gj) J est convergente. Il en résulte que

%2 converge, donc aussi Gj’ et par la méme H o E, aj.

3. Démonstration dans le cas semi-divergent en dimension supérieure.

Soit H € ﬂin une intégrale premiére méromorphe pure, semi-divergente
de w :

1 A
H=uf .....fpp ;A €7,

A
u € 6_, u@) #0 ° , fj € On irréductible.
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Nous supposons (par induction) que le théoréme est démontré jusqu'a
la dimension n-1.

Il est clair que, fl""'fp' Al,...,xp étant fixés l'unité

A
u € bn est unique. Si ce n'était pas le cas, il existerait une autre

intégrale premiére semi-convergente
A A
1 P o~
1 1 &1 .....fp N bn'
Un calcul facile montre qu'alors la série ul/u est une inté-
grale premiére de w. Ce cas est & é&carter : la restriction de w &

un 2-plan générique i : ¢2—-) Cn, i.e. transverse aux parties lisses

des f;l(O), posséde une intégrale premiére méromorphe pure et, a
fortiori, une infinité& de courbes intégrales formelles distinctes.

Ainsi u converge en restriction & tout n-1 -plan générique
d'aprés 1l'hypothése de récurrence. Faisons un éclatement de 0,
E : En ~ ¢" et plagons nous en un point to de IPC(n-1) - Cw' On peut
écrire :

H o E,t = (u o E,t ). v .o x0 , V E 6 ~n
o o 1% ’to

v = v(fl) DU S v(fp) A

1 p’

ol v(fj) désigne 1l'ordre de fj et v(to) # 0. Supposons v positif ;
H o E,t est une intégrale premiére de Wry qui converge sur tout
(e} o
(n-1) - plan générique ; d'apréds [ 2.0], H o E,, converge. On en
o
déduit la convergence de u o E,t et donc de u en utilisant la
(e}

remarque 0.1.

4, La méthode de H. Dulac dans le cas semi-divergent, n=2. Le cas

semi-divergent en dimension deux a fait 1l'objet de différents tra-
vaux de H. DULAC [13] , [14] , [15]. Nous indiquons ici la démonstra-

tion donnée dans DS] pages 362-364 qui élimine les cas laissés dans
l'ombre dans les articles précédents. H. DULAC prouve le thé&oréme
plus général suivant :
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Théoréme 4.1 (H. DULAC) : Soit w un germe en 0 e ¢2 de 1-forme holo-
morphe admettant une intégrale premiére du type
A A
= 1 P 6
H=uf .....fp , u(o);éo.fje(i'z,ue@2
les Aj désignant des nombres complexes quelconques. Si w posséde une
infinité de courbes intégrales analytiques, alors u converge.

Démonstration : Il résulte du théoréme de réduction qu'il existe un
espace projectif Do =IPC(1l) contenu dans le diviseur exceptionnel
n-l(O) tel que le feuilletage saturé défini par 7% (w) soit transverse

a Do' sauf en un nombre fini de point tl""’t

o En un point to de

Do le germe de w ,
2
T, : (M) > (€7,0) ,

%

peut-étre considéré comme une composition d'applicationsdu type
(x,t) - (x,tx) et de changements linéaires de variables. Ainsi u
converge dés que u o m,, converge.
o
D'autre part explicitons fj SR dans un systéme de
o

coordonnées (x,t) ol x = 0 est 1'équation de D, :

Llj n
. om, =X £f. ,
3 t 3
N
X ne divisant pas fj’ Nous pouvons écrire :

f

u
Howm, =uorm, .V . X,
t t
"')\1 "')\p & . hoisi
ol p = Alul + o + Apup et v = fl .....fp € M'to' Si nous choisis
sons le point to € DO différent de tl”"’tp et en dehors de 1'adhé-
V-1 .

rence des courbes fj (0) , 3 =1,...,p, On aura :

v € @M’to , v(0) #0 .

Comme le feuilletage est transverse a Do' p est nul et H o Try est
[¢)
une intégrale premiére formelle de nft (w) , polynomiale en restric-
[¢)

tion & Do' On en déduit que H o Trg est convergente et donc u o Try
converge aussi.
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5. Démonstration du théoréme 1.1 dans le cas général. il suffit 4'éta-

blir le lemme 1.2 ; pour cela on remarque que si H € l”n'
A A
11...hpp, est une intégrale premiére méromorphe formelle alors

H converge dans tout deux plan transverse 3 w. Mais les (hi = 0)

H=nh

sont des séparatrices formelles de w qui convergent dans tout deux
plan générique, donc convergent, d'aprés le critére établi dans le
chapitre précédent (théoréme 1.1). Ainsi H est semi-divergente et on appli-
que 3.
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. CHAPITRE III .

CONVERGENCE DES INTEGRALES PREMIERES MULTIFORMES.

A A
1. Préliminaires sur les intégrales premiéres formelles F = fll...fpp

Désignant encore par w un germe de forme de Pfaff holomorphe intégra-
ble, dans ce chapitre nous considérons des intégrales premiéres for-

A A
melles F = fll...fpp ’ Xi € €, ol les fi sont des séries formelles

sans facteur commun. Par intégrale premiére on sous-entend,comme dans

le cas holomorphe,vérifiée 1'identité :
dfi
w A fl"'fp L oA, -5 = 0 .

1 s
1

Nous dirons que F converge s'il existe des unités formelles

A A

A
u. € On telles que u ...upp = 1 et que chaque ujfj soit convergent.

Jj 1

Considérons dans un premier temps le cas oll la dimension
ambiante est deux. Soit w un germe en o € c? de forme holomorphe qui
posséde une intégrale premiére multiforme formelle

A A
F = fll...fpp. Visiblement les facteurs irréductibles des fj sont des

séparatrices formelles de w. On a de plus :

Proposition 1.1. Les séparatrices fj convergent, i.e. il existe des

unités formelles uj telles que ujfj € @2, j=1,...,pP.

Démonstration : Nous pouvons supposer les fj irréductibles. Il suffit
alors de prouver l'existence de courbes analytiques

Yj : (€,0) ~» (¢2,0) telles que fj o Y. = 0. Considérons 1l'application

J
de réduction m : M - (cz,o) et notons aj le point du diviseur excep-

: _ -1 . -
tionnel D = m ~(0) ol la série fj om,, € 0 M,a

distincte de D. Si a est un point non singulier de l'éclaté divisé

posséde une branche

m,a de w, visiblement m,a ne possé&de qu'une seule séparatrice formel-
le $j passant par a, qui de plus converge. On a donc
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fj o mo $j z 0. Si a est un point singulier de g'a , rappelons

que dans un systéme de coordonnées adapté (X,Y), on a :

(%) &',a=de+>\XdY+... avec 1 ¢ Q_ , A #0,
ou bien
n
(*%) Wrg =Y ax + ... .

Il est bien connu que dans le cas (*) a,a posséde deux
séparatrices convergentes et ne posséde pas d'autres séparatrices
formelles, d'old la conclusion. Il suffit ainsi de prouger que l'exis-

u

tence de l'intégrale premiére multiforme Form a=Fll...qu exclu 1le cas
4

(%%x) . Supposant que l'on soit dans le cas (*x%) on ne peut avoir gq=1,car

une forme 3 singularité isolée de ce type ne posséde pas d'intégrale
premiére [ 32]. D'autre part ﬁ,a possé&de seulement deux séparatrices
formelles qui sont lisses a& croisements normaux. Ainsi, si 1l'on a
pris les Fj € aM’a irréductibles, on a q = 2 et (Fl’Fz) constitue
un systéme de coordonnées formelles en a. Il résulte de 1'égalité

’\’l
w A (ul F2 dF1 + Moy F

a dFZ) =0

1
que 3,a est du type (*), ce qui est contradictoire.

Q.E.D.

On déduit immédiatement de cette proposition et du critére
de convergence des séparatrices formelles le :

Corollaire 1.2. Soit w un germe en 0 € ¢” de 1-forme holomorphe

admettant une intégrale premiére multiforme formelle

Al A

1 ...fpp. Alors F est semi-divergente, i.e. s'écrit
A

F = u. gll...gpp ol les 95 convergent et u est une unité formelle.

F=f

Remarque : Ce corollaire donne une autre démonstration du lemme
(11 ; 1.2].

A
2

Il résulte de la démonstration précédente que si y € 61
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est une séparatrice formelle de w, telle que F o vy # 0, alors y se
reléve dans M en un point a du diviseur exceptionnel oill Gia est non
singulier. On en déduit le :

Corollaire 1.3. Soit w un germe en 0 € ¢2 de forme holomorphe possé-
dant une intégrale premié&re multiforme formelle. Alors toute sépa-
ratrice formelle de w converge.

Comme dans le cas méromorphe, w peut aussi posséder une
infinité de séparatrices :

Proposition 1.4. Soit w un germe en 0 € ¢2 de forme holomorphe pos-

sédant une intégrale premiére multiforme formelle F = fll.....fpp.

Si w posséde une séparatrice qui n'est pas une branche de
£

ques. De plus il existe une relation non triviale 3 coefficients

1....fp = 0, alors w possé&de une infinité de séparatrices analyti-
dans IN entre les Aj et F converge.

Démonstration : La convergence résulte du théoréme 4.1 de Dulac

(chap. II). Les autres conclusions s'établissent trivialement par

récurrence sur N(w).

Voici maintenant deux propositions gqui seront utiles dans
la suite.

Proposition 1.5. Soit w un germe en 0 € c® de 1-forme holomorphe

intégrable admettant deux intégrales premiéres multiformes formelles

A A U u

1 P = 1 q
1 ....fp et G = 9; ....gq ’ fj’ gj
ou bien w admet une intégrale premiére méromorphe, ou bien p = q et,

F=f € an irréductibles. Alors,

d une permutation d'indice prés, il existe des unités formelles uj
et deux scalaires o,B € € vérifiant :

= . . L= A
gj uJ f] ’ UJ o g !
A
1 P _
u, ....up =8 ,

ie G =8 F".
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Démonstration. Supposons que codim S(w) > 2. Il existe des séries

H,K € @n telles que

af .
fl""fp T xj —E% =H w
J
dg.
cese z . —1 = K
91°r-9q * Y5 Tg, ¢
J
Soient F = fl""fp et G = gl....gq:
= a(H - K
0 = d(F w) = (d(G w) .
De 1'égalité ei-dessus, on déduit :
= F H_G X
dow = 7Y A d F xY A d G °
Il s'en suit que :
HG, _
w A d(ff) =0 .

Si w ne posséde pas d'intégrale premiére méromorphe, nous avons

=a, a €C. Ainsi

KF
q dg. P daf.
o z uj —gl = z Xj -—fl .
j=1 i I=1 J

Les deux membres de cette &galité sont des formes méromorphes qui
possédent clairement les mémes p&les. On a ainsi p = g et, & permu-
tation d'indice prés, il existe uj [ é%, uj(O) # 0, tels que

g. = uj fj' Il vient alors :

J
df. daf. du
gx.——fl=a(€u.—fl+€u. )
=1 I 3 S T
et donc
p daf. P du.
z ()\.-au.)—fl=a L u.———l.
j=1 7 =t 1 Y

Le membre de droite étant holomorphe, il s'en suit que

AJ'=G11j [} j=1,...,p,
et par suite :

P du.

Doy "El =0.

i=1 3
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A A
L. 1
Ainsi U oeeen upp est une constante BR.

Proposition 1.6. Soit w un germe en 0 € c” de 1-forme holomorphe
possédant une intégrale premiére multiforme formelle

A A ~
F = fll....fpp ' fj € @n irréductible. Si w possé&de aussi une inté-

grale premiére holomorphe, alors il existe un scalaire A € € tel
que AAj € N pour tout j =1,...,p.

1
grale premiére holomorphe de w. Les hypersurfaces h. = 0 sont clai-

n n
Démonstration. Soit h = h, t.... hqq, hj € @n irréductible une inté-

rement les seules séparatrices de w. Il en résulte que p = q et

-~
l'existence d'unités formelles uj € Gn vérifiant quitte & réordon-
ner les indices :

f. =u. h..
J J 3]
Le quotient
n
F 1 _ n1*1 np%p nlkz nzll nlxp npAl
— = u, ....u h ... h
Al 1 p 2 P
h

est aussi une intégrale premiére de w. Comme la séparatrice h1 =0
ne figure pas parmi les facteurs, on déduit de la proposition 1.4
que cette expression est constante et donc :

On pose A = n, / Al.

2. Critéres de convergence. Dé&s qu'un germe de forme holomorphe en

0 € C2 posséde un nombre assez grand de séparatrices (> v(w) + 1),

A A
toute intégrale premiére multiforme formelle F = fll....f P est

p
convergente. Ce résultat dd & H. DULAC, a é&té& énoncé dans la premié-
re partie dans le cadre semi-divergent mais en fait d'aprés le co-
rollaire 1.2 précédent, c'est le cas général. Sous ces hypothéses,
les Aj vérifient une relation non triviale & coefficients entiers
positifs. Ils ne peuvent donc &tre, 3 un facteur multiplicatif com-
mun prés, tous réels positifs. H. DULAC prouve, de maniére partielle
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dans [}3] pages 101-106 puis complétement dans [14] page 25 et [15]
pages 362-364, que cette derniére &ventualitég, Aj > 0, est le seul
cas douteux de convergence. Nous généralisons ici ce résultat en
dimension quelconque sans trop de peine : nous montrons que 1l'inté-
grale premiére F converge dés qu'il existe une courbe analytique c
telle que c*(w) = 0, sur laquelle F converge. Lorsque tous les Aj
sont positifs nous prouvons que "génériquement" F converge en é&non-

¢ant une condition diophantienne suffisante.

Le théoréme suivant est une généralisation immédiate du
critére de convergence des intégrales premiéres formelles usuelles
prouvé dans [32]

Théoréme 2.1 : Soit w un germe en 0 € ¢” de 1-forme holomorphe inté-

grable possédant une intégrale premiére multiforme formelle

A A
F = fll....fpP , et c : (C,0) > (Cn,O) un germe de courbe analytique

transverse a w, i.e. c*(w) = 0. Alors F est convergente dés que
. A
F o c converge i.e. F o c(z) = z" u(z), u(0) #0, u € @1

Démonstration. Nous pouvons supposer F semi-divergente :

A A

F=uf¢f/' £P, f.e0 ued u(0) # 0
ELRREE 0 0 !

I1 suffit ainsi de montrer que u converge, ou encore que le composé

~
u o E,t de u avec l'application d'éclatement de 0, E : c” + ¢®

converge en un point to de PC(n-1). Ainsi par éclatements successifs
nous nous ramenons au cas ol c est une courbe lisse et la droite

t, = [c'(0)] n'est pas un point du céne tangent de w. En ce point

F o E s'écrit :

g

F o E,t =uo E,t . X Vv c €C
~A A
v =f l....f.J
1 J

les f désignant les éclatés divisés des f et x une équation de

PC(n—l) Visiblement f (t ) # 0 et donc (F o E,t ) 1 est une intégra-

2
le premiére formelle ordinaire de E T (w) . Comme F o E converge en
o

restriction au relevé ¢ de c dans €%, F o E,, converge [2.0]. on
o
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déduit de la semi divergence de F (v & @~n ) que u o E,, converge.
o

’
tO

Théoréme 2.2 : Soit w un germe de l1-forme holomorphe intégrable &

l'origine de c” possédant une intégrale premiére multiforme formelle

A A
F=f ....f P
1 P

holomorphe. Alors F converge dans les cas (génériques) suivants :

’ fj(O) = 0 et ne possédant pas d'intégrale premiére

(1) les exposants Aj ne sont pas tous sur -une méme demi-droite
passant par l'origine de C.

(2) les Xj sont tous sur une méme demi-droite passant par l'ori-
gine de € et vérifient une condition diophantienne :

| > &

Ji, A, + oo + 1 2 | >
1 (|11|+...+|ipl)E

PP

(ot C et ¢ sont des constantes positives), pour tout p-uple
' . . . . . .
d'entiers relatifs (11,...,1p) tel que 11A1 +.o..t lpAP #0.

Remarques: 1) Sous 1l'hypothése : Aj > 0 & un facteur multiplicatif
commun prés, w n'a qu'un nombre fini de séparatrices analytiques, qui
sont définies par fj =0, j=1,...,p. (Leur convergence est assurée
par le corollaire 1.2 et le critére de convergence des séparatrices).
Si le feuilletage singulier Ty posséde un systéme fondamental de
voisinages saturés , alors ici encore, d'aprés le théoréme [3 ; I.1]

converge.

2) Lorsque tous les Xi/kj sont rationnels, F définit une
intégrale premiére formelle usuelle ou bien une intégrale premiére
méromorphe pure, cas déja &tudiés.

3) Dans le cas 2), il est raisonnable d'exiger une condi-
tion diophantienne, puisqu'il existe des formes du type
w=xdy + \y dx + ... qui sont formellement linéarisables sans étre
linéarisables.

4) Toujours dans le cas 2), si une condition diophantien-
ne est satisfaite pour un certain e, elle l'est pour tout e > €o°
Lorsque les Aj sont indépendants une telle condition n'est satisfaite
que pour des ¢ > p. L'ensemble des A e RP présentant une résonnance
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sur 7 , & i.xj = 0 étant maigre, l'ensemble des ) e rP qui satisfont
une condition diophantienne est de mesure pleine.

Démonstration. D'aprés le théoréme 2.1 il suffit de montrer que la
restriction de F & un 2-plan est convergente, supposons donc n = 2.

Considérons simultanément les cas (1) et (2) et comme

toujours procédons par récurrence sur N(w).

Lorsque N(w) = 0, comme nous 1'avons vu dans la démonstra-
tion de la proposition 1.1 , p = 2 et fl’ f2 constituent un systéme
de coordonnées formelles de (Cz, 0). Ceci nous conduit 3 constater
que dans des coordonnées analytiques x,y tangentes a fl’f2’

jlw =ydx+ xxdy , A= Az/kl > o,

et w est formellement linéarisable. Compte tenu des hypothéses (1)

ou (2) du théoréme, ou bien X n'est pas réel positif (domaine de
Poincaré), ou bien X est un irrationnel positif satisfaisant des con-
ditions diophantiennes puisque w n'a pas d'intégrale premiére holo-
morphe. Dans les deux cas w est linéarisable, i.e. il existe un sys-
téme de coordonnées holomorphes (x,y) dans lequel w s'écrit

w =xdy + A y dx. Comme les fj sont les seules séparatrices de o,

on a nécessairement :

-~
u, , u, € 92 , u1(0) #0, u2(0) #0.

Ainsi F s'écrit

2 A
F=ux 'y avec u = u u, "€ 02.

En explicitant 1'égalité

df1 . df2
1 f1

w A f1f2 (2 2 5

~
[}
o
~

on obtient :
w A du = 0.

Comme X est soit irrationnel soit dans le domaine de Poincaré, w ne
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posséde pas d'intégrale premiére formelle, u est donc une constante,
ce qui achéve la démonstration.

Supposons maintenant le théoréme établi pour les formes w'
telles que N(w') < N(w). A 1'aide du corollaire 1.2, écrivons F sous
forme semi-divergente :

Al AP A
F=uf ....fp , fje @2, ue@z,u(O)#O.
~S
Soit E : CZ »> C2 1'éclaté de Cz ; choisissons la coordonnée x telle
que l'axe des y ne soit pas dans le céne tangent de Cw={a1,...,aq}
de w. Dans la carte (x, t = y/x), on a :
A A
FoE=x.uo0E.f 1 ceee ; P ,
1 P
ol
AV
f.0E=x3 f. et 0 = v_A, + eee + V_ A,
J J 171 PP

“j désignant 1l'ordre de fj' Dans le cas dicritique, w posséde une
infinité de séparatriceset le résultat est démontré. Il en est de
méme si w n'est pas dicritique mais o = 0 : en tout point, 1'espace
projectif est une séparatrice distincte des branches des E; et nous
sommes donc sous les hypothéses de la proposition (1.4).

Examinons le cas o # 0. Il suffit de montrer la convergen-

~
ce de u o E, €E (¢ en un point a, de C . Ecrivons :
a 2 k w
k C 13y
x’J? x’J?
~
F o E, =v x° u g 1 ceee £ k ,
a .k .k
k N Ja
k
ol les £ k sont ceux parmi les fj dont le cbne tangent contient ay .
3
i
Visiblement v € 0., est une unité et au point ay E* () posséde
C ray
une intégrale premiére multiforme du type
Aj Aj
1 k
o . . cees g . (a;) = 0.
x? 93, 95, " 93,2

Nous affirmons qu'en un des points du cdne tangent de w 1l'hypothése
du théoréme est de nouveau satisfaite.
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Plagons nous d'abord sous la premi&re hypothé&se : les expo-
sants ne sont pas tous sur une méme demi-droite ; supposons que cette
condition ne soit vérifiée en aucun point aj € Cm. Alors tous les
Aj seraient clairement situés sur la demi-droite joignant 0 et o;
de plus en un point a € Cw ol l'hypothése est satisfaite, E*w,a ne

peut posséder d'intégrale premiére holomorphe (proposition 1.6).

Plagons nous maintenant dans 1'éventualité (2) ; d'aprés
1'hypothése w n'a pas d'intégrale premiére holomorphe ; il existe
donc un point, disons a, ol les quotients des (o, Ajl,...,xja ) =

1
(uo”"'"al) ne sont pas tous entiers. D'aprés la proposition 1.6,

E*(m) ne possé&de pas en ce point d'intégrale premiére holomorphe. Nous
avons de plus les inégalités :

c
A, = |2 u_ +.o+ 2w | >
3
©o %y % (Izo(v1+...+vp)|+|z1|+...+|za1|)e

C 1
s €
vO e lHe ke, )
ol v = v1+...+vp , ceci pour tous les & = (20,..., Ea ) tels que

1
A% #0.

Dans les deux éventualités, l'hypothése de récurrence est
satisfaite en un point de Cw et nous pouvons conclure.

Remarque : Ce théoréme contient 1'énoncé (II ; 1.1) assurant la con-
vergence des intégrales méromorphes mais la technique de démonstration
est un peu différente en ce sens que dans (II ; 1,1) il n'est pas

nécessaire d'exhiber une écriture semi-divergente en dimension deux.
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. CHAPITRE IV .

FACTEURS INTEGRANTS ET FORMES NORMALES :

LE PROBLEME DE LA CONVERGENCE DES FORMES NORMALES.

1. Rappels sur les formes normales des champs holomorphes. Nous pré-

cisons des notions briévement introduites dans la premiére partie :
pour une lecture courte et compl&te sur ce sujet on consultera [30].

Lorsque l'on considére un germe de champ holomorphe X
comme une dérivation agissant sur les séries formelles :

A

on peut mettre X sous forme de Jordan :

X = XS + XN

ol XS et XN sont deux champs formels commutants :

x5 %3] = 0
tels que XS (resp. XN) soit, considéré comme dérivation, semi-simple
(respectivement nilpotent). Comme tout champ semi-simple formel est
conjugué 3 sa partie linéaire, il existe un difféomorphisme formel
¢ tel que :

o, X =Ag + 2y, [AS,zN]=0,
ol AS est un champ linéaire semi-simple : AS = (jl¢)*(jlx)S et ZN un
champ nilpotent ( = ¢*XN). Nous dirons que Ag + Zy est une forme nor-

male de X et que X possé&de une mise sous forme normale holomorphe
s'il existe un difféomorphisme holomorphe ¢ de mise sous forme nor-
male.

Notre propos n'est pas ici de faire une théorie des formes
normales ; aussi nous allons simplement en donner la liste en dimen-
sion deux. Cette liste est "indicée" par la nature des valeurs pro-
pres i, et Az de la partie semi- simple Ag du champ X.
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1. Le domaine de Poincaré : i;.}1, # 0 et 1, ¢ R ),. I1 y a ici

linéarisation holomorphe, ie la forme normale est

= ) 2
AS = Al X 3% + Az y 3y et la mise sous forme normale converge.
2. Al/ )‘2 € R et >‘1 et 7\2 sont sans résonnances entiéres ie si
Ai = axl + BAZ (a,B) € Nz alors (o«,B) = (1,0) ou (0,1) suivant que

i =1 ou 2. La forme normale est encore AS, mais la mise sous forme
normale diverge en général si 1l'on n'impose pas de conditions arith-

métiques sur les Ai.

3. Al =2y # 0. I1 y a linéarisation holomorphe et deux formes

normales sont possibles :

3 3
M Xapty 3;)
] 3
Al((x ty) gxty 3;).

4. 0 # Ay = PN ol p eéN, p > 2. La forme normale s'écrit :

A X - + v + ux b ~yoyed avec uyu = O ou .

et la mise sous forme normale est convergente.

5. pAl + qu =0 ol p et g sont deux entiers positifs premiers

entre eux ; une forme normale s'écrit :
P4 9o _ P 9
A+ axPyT)) o2 g v (1+b (x yq)a—y]

ol a et b sont des séries & une variable.

Les mises-sous formes normales divergent en général.

6. Ay = o, A # 0. Une forme normale s'écrit

)

X-—a"'l(y)a—y

X
ol £ est une série & une variable ; il y a dans ce cas encore en

général divergence de la mise sous forme normale.

7. A
puisque A

=0 ; ici le champ X est sa propre forme normale

1= %2
g = 0.

Cette liste de formes normales induit une liste de formes
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normales pour les germes de formes de Pfaff 3 l'origine de Cz, en
identifiant champs et formes via un volume ; cette "dualité&" n'est

a priori pas trés bonne puisqu'un changement de variables ne la res-
pecte qu'd une fonction multiplicative prés. Sauf dans le cas ol les
valeurs propres sont égales, ceci n'a en fait aucune importance pour
la raison suivante :

Lemme 1.1 : Soit w un germe de forme de Pfaff, holomorphe & l'origine
de ¢2 tel que dw(0) # 0. Si U est une unité (formelle resp. holomor-

phe) les formes w et Uw sont conjuguées, ie

U.w = ¢*w ’

par un difféomorphisme y(formel resp. holomorphe) .

Le tableau suivant donne la liste des formes normales du
point de vue des formes de Pfaff ; les nombres xi sont les valeurs
propres du champ X relié & la forme de Pfaff w par

w =1

X dx A dy.

On entend par mise sous forme normale tout diffé&omorphisme
*

¢ qui envoie w sur un élément Wy de la liste : w = ¢ Wy
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Le tableau précédent annonce le :

Théoréme 1.2 : Tout germe de forme de Pfaff w dont le 1-jet est non
nul et différent de x dx posséde un facteur intégrant formel.

Démonstration. Il suffit d'effectuer la vérification dans le cas 4 ;

le cas 5 se traite de fagon analogue et les autres cas sont triviaux.
Ecrivons :

y B(xPy¥Y)dx + x A(xPyY) ay

0)4=

ol
A =gqg(l + a(xpyq)
B =p(l + b(xpyq)

Nous avons :
dwy = (A-B) + xpyq[p A' - g B']
oll A' et B' sont les dérivées des fonctions A et B. Cherchons un
facteur intégrant sous la forme :
£ = xy g(xPy9)
Nous devons résoudre :
Xy g(xpyq) EA—B + xpyq(pA' - gB") ]=

xy [ g.(a-B) + xPy9g' (pa - gB) ]

soit :
g' _ pA' - gB'
g PA - gB
Donc :
g = pA - gB = pg(a-b)
convient.

Q.E.D.

En fait le facteur intégrant converge dans les trois cas suivants :

1) Al ¢ R Az

3) Ay =2, £ 0

4) AZ P Al
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puisque sous l'une de ces trois éventualités la mise sous forme nor-
male converge.

Les situations intéressantes ol il y a possibilité de divergence des
formes normales sont donc les cas 2), 5), 6) et le lecteur remarque-

ra que les 1 jets sont alors réduits.

Avant d'aborder les problémes de convergence des formes
normales on peut s'assurer qu'il s'agit bien 13 d'un probléme de la
dimension deux ; rappelons 3 cet effet le théoréme [I, IIT, 4.2] ’
énoncé dans la premiére partie sous une forme un peu affaiblie :

Soit w un germe de 1l-forme holomorphe et intégrable &
l'origine de c” dont 1le 1-jet est non nul et distinct de x dx. Alors
ou bien w est trivial au dessus d'un deux plan Cz, ou bien w possé-
de une intégrale premiére holomorphe.

2. Convergence des formes normales en présence de symétries dans le

cas réduit. Pour les raisons qui ont été précisées ci-dessus, nous
ne nous intéresserons qu'aux cas réduits ; le probléme de la conver-
gence des formes normales a été abordé par A.D. Brujno dans [4]
[cf. aussi [30]. En ce qui concerne la dimension deux, voici le

résultat de Brujno :

Théoréme 2.1 : Soit w = py dx + g x dy +... ol p et g sont des
entiers positifs. Si w possé&de une intégrale premiére formelle, o
possé&de une mise sous forme normale convergente ; en fait w est li-
néarisable (& une fonction multiplicative prés lorsque (p,q) = (1,1)).
I1 s'ensuit dans ce cas que w poss&de un facteur intégrant holo-
morphe et nous pouvons donc considérer comme réglée cette éventua-
1lité. Pour une forme w ne possédant pas d'intégrale premiére holo-
morphe, il y a unicité du facteur intégrant 3 une constante multi-
plicative prés et on peut parler du facteur intégrant de w. Notre

but est d'établir le :

Théoréme 2.2 : Soit w un germe de forme de Pfaff réduit 3 l'origine
de c2 ne possédant pas d'intégrale premiére holomorphe. Il y a équi-
valence entre les propriétés :

1) w posséde une mise sous forme normale convergente
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2) le facteur intégrant de w converge

3) w posséde une symétrie holomorphe.

Démonstration. L'implication 1) === 2) se dé&duit du théoréme 1.2 ;
1'équivalence 2) €==» 3) s'en déduit aussi puisque pour chaque modéle

Wy le facteur intégrant fi appartient & 1'idéal des composantes de
Wy ie fi =

wi(xi). L'implication non triviale est donc 2)==1).

a) démonstration de 2) == 1) lorsque jlm =y dx + Ax dy avec

A irrationnel (positif). Donnons d'abord une preuve directe

Soit F le facteur intégrant de w, que l'on suppose donc

holomorphe. Puisque w est linéarisable formellement, il existe un
systéme de coordonnées formelles U,V tel que

F = U.V

Il en résulte l'existence d'un systéme de coordonnées (X,Y) holomor-
phes @ 1l'origine de Cz,o tel que

F = X.Y

D'autre part, w poss&de une intégrale premiére formelle multiforme
qui s'écrit nécessairement

H=U0UX YA
ol U est une unité formelle

: en effet X = 0 et Y = 0 sont les seules
séparatrices de w. Du lemme de division de de Rham, on déduit 1l'exis-
tence d'une série formelle h telle que

dax dy du, _
U.XY(-—X+)\Y+—U—h.O),
ceci traduisant que H est intégrale premiére.
()
Comme Xy est fermée, on a

d%l\w=0,

égalité qui conduit a %

s'ensuit —

que =5

constante, puisque ) est irrationnel. Il
au et donc U, converge. Pour achever la preuve on
invoquera le lemme 1.1.

Une démonstration facile mais indirecte peut &tre obtenue
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3 1'aide du théoréme d'intégration en présence de facteurs inté-
grants ; nous la laissons en exercice.

b) démonstration de 2)=p1) lorsque jlm = x dy.
Dans des coordonnées formelles (U,V) oll w est normale, le facteur

intégrant s'écrit :

m
F=0L(V) =0 v™olm > 2 est l'ordre de % et V' = V2 (V). I1
existe donc un systéme de coordonnées holomorphes (X,Y) tel que :

F=x7Y"
les (X,Y) et (U,V) s'échangeant par des unités (u,v)

u.X =0

v.Yy =V
Ecrivons w dans les coordonnées X,Y :

w =XAdY + Y B dX
avec A(0) =1 et B(0) = 0.
Soit b le coefficient de B sur Y™l ; décomposons la forme fermée
—— ge 1la fagon suivante :
m
XY
dx

w dy
—— =b.=< + A(0,Y)— + w,.
Y™ X ’ 0 1

Visiblement w, est une forme méromorphe fermée ayant ses pbles le

long des branches X = 0 et Y = 0 ; de plus w, n'a pas de résidu sur

1
ces branches. Comme dans [1 ;T , 2.1], il existe un germe de fonc-

tion holomorphe o (X,Y) tel que :

_ a
1= d(Ym_l)

et la forme :

w =b.Y" dX + X A(0,Y) dY + XY" d(Y;_l)

est le pull-back par 1l'application :

L : (XIY) > (XIYI a(XIY))

de la forme w définie et intégrable & 1lforigine de C3 :

€]

=b YU dx + X A(0,) Ay + xy" d(Z) .
Y
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Mais w qui satisfait &

d v(0) dx A dy

est un "phénomé&ne de Kupka-Reeb" et est donc triviale au dessus du
plan (X,Y).

Il existe donc des coordonnées X',Y',Z' de C3 telles que

=by™ax' + x' a(0,Y")dy' .

Désignons par (y, y) l'application de cz,o - Cz,o définie par

X' oL
Y' oL

L4
12

Il vient :
w=>b y"dy + @A (0,y)dy .

En utilisant le lemme 1.1., w est conjuguée &

b ™
Yd v+ xo,yy 9¢

qui est bien de la forme xdy + 2(y) dx ; on peut d'ailleurs raffiner
puisque 1l'équation est a variable séparée, et trouver un changement

de coordonnée Yy »> P' qui rende 2 polynomiale.

c) Démonstration de 2) == 1 lorsque jl w = pydx + gxdy avec

p,q « N premiers entre eux, (p,q) # (1,1).

Dans des coordonnées formelles (U,V) oll w est normale, le facteur
intégrant F s'écrit
F=0UV (b-a) (0P v9)
ol a et b sont des séries & une variable. Si m désigne 1l'ordre de
(b-a) il existe un systéme de coordonnées holomorphes (X,Y) tel que
F = X.¥. (xP y§™ |
Ecrivons w dans les coordonnées (X,Y) :
w=Y.0 dX + X B dYy

ol o et B sont des unités holomorphes, a(0) = p ; B(0) = g. Nous
avons :
o dax B8 dy

= — ==+
(xPyD)m X (yPyqym Y

Hle
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. _ i
Sih =21 hij X

sons h en la somme de deux séries convergentes :

h = h1 + h2

ol h1 est la projection de h sur les puissances de xP y9

h, = ho + I h

1 Pk

et h2 =h - hl'

k
P9
,qk (xFyH)

yJ) est une série convergente nous dé&compo-

Ceci induit une décomposition en somme directe de l'espace

6, :

65 = E; @ E,

et 1l'on constate de suite les inclusions

El'El c El
(2)
El’EZ C E2
Appliquons cette décomposition & % :
Pyd Pyd
" _ (al(X Y1) ax Bl(X Y3) ay
xy (xPy9)™ (xPyq)m X (xPy9)™ ¥
w, W
S
=< *7F -

(1)

ay,_
m Y

En tenant compte de (1) et (2) on &tablit par un simple

w

calcul que les formes méromorphes - et 2 sont fermées.

F

w

Comme -2 n'a pas de résidu sur les branches X

F

il existe une fonction holomorphe H telle que :

) H

. ______)
Xy (xPyd)™ (xPyd)™

Dans l'espace C3
la forme @ :

0
[

w

+ XY (xPYH™ g (—2E—)
1 (prq)m

0 et

y =0,

cz x € muni des coordonnées (X,Y,Z) introduisons

définie et intégrable au voisinage de l'origine. Visiblement w est le
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pull-back de Q par 1l'application (X,Y) - (X,Y,H). De plus, la restric-
tion de @ a €2 x {0} est précisément w,. Mais puisque p et g sont
différents de 1, la différentielle de @ est non nulle & l'origine

de c3, de sorte que Q est triviale au dessus de wye On conclut alors
comme dans b.

d) démonstration lorsque jlw = x dy + y dx

On procéde comme dans c) avec les mémes notations jusqu'a 1l'obten-
tion de 1'écriture :

Z
(xy)™

Q = wl

+ xy(xy)™ a

On ne peut plus ici invoquer le phénomé&ne de Kupka - Reeb puisque
dQ(0) = dw(0) = 0 ; mais le théoréme 4.2 de la lére partie (chap. II )

nous assure encore que 2 est triviale au dessus de w, puisque W, n'a

1
pas d'intégrale premiére holomorphe.

Exercice : Justifier la phrase "puisque w, n'a pas d'intégrale premié-

1
re holomorphe".

3. Quelques remarques lorsque la partie homogéne est générique. Soit

w, = a dx + bv dy une forme homogéne de degrés v % 2 dans le plan
2 -
c-, Pv+1 son cOne tangent :
P\)+l =xa +y bv =0, (R) .

Définition : nous disons que w, est générique si
1) w, est 3 singularité isolée

2) les racines t. de P est réduit.

j v+1(l,t) sont simples, ie P,

+1

3) w, he posséde pas d'intégrale premiére holomorphe ou méromor-

phe.
v+l
Nous avons & ce moment Poy1 = izl (y - tj xX) et
v+l dy - t,x)
w.o= I (Y - t:X) L A, ——0——ou .
v i=1 J iy tyx
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La condition 3) dit que les Ai / Aj ne sont pas tous rationnels. Les
formes génériques ont la propri&té suivante :

Proposition 3.1. Soit F un facteur intégrant méromorphe de la forme

w' = wo e Si w, est générique, alors F est holomorphe.

Démonstration : écrivons F = g ol f et g n'ont pas de branches

communes et soient f6 et gu les premiers jets non nuls de f et g. De
1'égalité :
fg dw = (g df - £ dg) A w
on déduit :
fG 9, dwv = (ga df11 - fu dgs) A w,

qui indique que fd/gu est un facteur intégrant de wy o ainsi
£5/9, = Py
et :

~

Si E : cz > wz,o est 1l'éclatement de 1l'origine, il vient dans la

carte (x,t = Y/x) :

5 v 4 ~
FoE=3So0p=2 £t £_ v+ %,
g H ~ ~
X g g
f_’v ~ E*m N
De sorte que x§ =xF est un facteur intégrant de uw = > Aprés avoir
b3

remarqué que les pSles de F , ie les zéros de g, sont des séparatri-
ces de w, on aboutit & une impossibilité si u est différent de 0,
puisqu'en chaque point singulier tj de mlun facteur intégrant ne
peut-&tre qu'holomorphe.

Q.E.D.

On peut d'ailleurs généraliser la proposition précédente
de la fagon suivante ; introduisons la définition :

Définition : Soit I : M ~» ¢2,o la réduction d'une forme de Pfaff
holomorphe w. Nous dirons que w est non-rationnelle si :
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1) v n'a qu'un nombre fini de séparatrices, ie dans M il n'y a
pas de projectifs dicritiques.
2) En un point m singulier du feuilletage % 5 ©OU les valeurs

I w
propres (Al,kz) de 1l'éclaté divisé de w sont non nulles, le quotient

Al/xz n'est pas entier positif ni inverse d'entier positif.

Nous dirons que w est non réelle si w est non rationnelle
et s'il existe un point m ol les valeurs propres (Al,xz) vérifient
Aj-dyg #0 et X / xzfm.

On établit alors par récurrence sur le nombre 4d'éclatements
N(w) nécessaires & la réduction de w la :

Proposition 3.2. Soit w une forme de Pfaff holomorphe 3 l'origine de

Cz, w non-rationnelle.

a) tout facteur intégrant méromorphe de w est en fait holomor-
phe.

b) si w possé@de un facteur intégrant holomorphe, w posséde une
symétrie holomorphe.

c) si w est non réelle tout facteur intégrant formel de w
converge.

Démonstration : exercice.
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. CHAPITRE V .

STRUCTURE ALGEBRIQUE DE

L'ENSEMBLE DES INTEGRALES PREMIERES.

0. Rappel de la structure des intégrales premiéres formelles et

holomorphes usuelles. Visiblement 1l'ensemble des intégrales premiéres

holomorphes (formelles) constitue un anneau. La structure de cet
anneau est précisée dans le théoréme suivant.

Théoréme 0.1 [[32] : soit w un germe de forme holomorphe intégrable

possédant une intégrale premiére formelle (ou, ce qui est équivalent,
holomorphe). L'ensemble des intégrales premiéres formelles (resp.
holomorphes) est muni d'une structure de 61 module (resp. 61).

Plus précisément soit f une intégrale premiére de w qui ne soit pas
une puissance. Alors l'ensemble des intégrales premiéres formelles
(resp. holomorphes) est &gal & él{f} (resp. @1H£H)-

Comme nous allons le voir dans les cas méromorphe et
multiforme la situation est plus rigide.

1. Intégrales premiéres méromorphes minimales. Soit w un germe en

0 € ¢ de 1-forme holomorphe intégrable ne possédant pas d'intégrale
premiére holomorphe. L'ensemble des intégrales premiéres méromorphes
de w constituent clairement un sous corps de zﬂn (peut étre €). Nous
allons montrer :

Théoréme 1.1 : Soit w un germe en 0 € c” de 1-forme holomorphe inté-
grable possédant une intégrale premiére méromorphe pure. Alors il
existe un germe de fonction méromorphe Ho € Mn, unique a3 composition
d gauche par une transformation homographique inversible prés, telle
que le corps des intégrales premiéres méromorphes de w soit :

C(Ho) = {R o Ho / R fraction rationnelle d'une variable}.

Un tel Ho sera dit minimal.
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La démonstration repose sur le théoréme classique de géo-
métrie algébrique suivant, (c.f. ﬁq par exemple) :

Théoréme de LUROTH : Soit K € €(z) un sous-corps du corps des frac-
tions rationnelles d'une variable. Si K # €, il existe une fraction
rationnelle Ro € K, non constante, telle que K = C(Ro).

Signalons que H. DULAC donne dans [15] pages 368-374, une
démonstration (assez longue) du théoréme 1.1 en dimension 2, n'uti-
lisant qu'une forme faible du théoréme de LUROTH.

2. Démonstration en dimension 2. La preuve se fait par récurrence sur

le nombre d'éclatements N(w) nécessaire 3@ la réduction de w. Le cas
N(w) = 0 est trivial puisque les hypothéses du théoréme ne sont
jamais satisfaites. Supposons donc le théoréme étakli pour les formes
w' telles que N(w') < N(w). Comme nous l'avons déjad fait, nous exa-

minons s€parément les cas dicritiques et non dicritiques.

v
Cas dicritique. Considérons 1'éclatement E : ¢2 > Cz. Le feuilletage

fﬁm est transverse a PC(1l), sauf peut &tre en un nombre fini de
points. Soit K le sous-corps des fractions rationnelles

R : PC(1) » PC(1)

qui sont les restrictions & PC(1) d'intégrales premiéres méromorphes
H de E* (w),

~
H=HOE ,b avec H € Mz , w AdH = 0.

D'aprés l'hypothése,K n'est pas réduit aux constantes, ce qui permet
de déduire du théoréme de LUROTH 1l'existence de Ro € K tel que
K = C(Ro). Donnons nous une intégrale premiére H € /"2 telle que

H, o E | PC(1) = R, .

Si G € "2 est aussi une intégrale premidre de w, on aura l'égalité

GOoE |PC(1) =RoH OE | PE(l) , R €C(2).
%
W

Comme PC (1) est presque partout transverse au feuilletage ’

GoEetRO Ho o E coincident sur un ouvert, et donc sur un voisi-
nage de PC(1l). Il en résulte clairement 1'égalité G = R o Ho.
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Cas non dicritique. Soit to un point du cbne tangent Cm de w ol

1'éclaté divisé ﬁ,t posséde une intégrale premiére méromorphe pure.
o

L'existence d'un tel point est assurée par le lemme 2.l.du chapitre
II. Par hypoth&se de récurrence, le corps des intégrales premiéres
de w,to s'écrit €(G ), G, € tho + Gy ¥ 0. L'ensemble

K={HoE, /He€M,,uwldl=0}
o

des germes en to d'éclatés d'intégrales premiéres de w, est un sous
corps de C(Go) qui ne se réduit pas aux constantes. Le théoréme de
LUROTH garantit l'existence d'une fraction rationnelle R € €(z)
telle que

K = C(R(Go)).

Si Ro G, s'écrit Hy o E,t , alors le corps des intégrales premiéres
premiéres de w est C(HO).

3. Démonstration du théoréme 1l.l.en dimension supérieure. Donnons

nous un plongement i : (CZ,O) - (cn,O), transverse 3 w ; de sorte
que i%(w) posséde une intégrale premiére méromorphe pure. D'aprés
ce qui précéde le corps des intégrales premiéres méromorphes de
i*(w) s'écrit C(Go) r Gy € 412. L'ensemble des restrictions &

(CZ,O) des intégrales premié&res méromorphes de w ,
K={Foi/Fe€ M, vwidF =0}

est un sous corps de m(Go) et d'aprés le théoréme de LUROTH il exis-
te une fraction rationnelle R, telle que

K = C(Ro [¢) Go).

Par construction, Ro o Go s'écrit Ho oi, Ho étant une intégrale pre-
miére méromorphe de w.

Considérons maintenant une autre intégrale premiére
F € A'n de w. Puisque K = C(Ho o i), il existe une fraction ration-
nelle R € €(2z) vérifiant :

Foi=RoO Ho o i.
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o

est transverse & i(¢2), sauf
en 0, Fet Ro I-Io coincident sur un voisinage ouvert de i(tz) - 0.

Comme, d'autre part, le feuilletage

Elles sont identiques.
Q.E.D.

4. Description de l'ensemble des facteurs intégrants et des struc-

tures transverses. En général, une forme intégrable qui posséde un

facteur intégrant n'en posséde qu'un & un coefficient multiplicatif

prés pour la raison suivante :

Proposition 4.1. Soient f, et f, deux facteurs intégrants de la for-

£
me intégrable w ; alors le quotient fl est une intégrale premiére
2

(méromorphe) de w, et est donc constant dés que w ne posséde pas

d'intégrale premiére méromorphe.

Preuve : des égalités

df
dvw = —/— A w
f1
df
dw=——f—2-Aw
2
f1
on tire clairement 4 = Aw=0.
2

De cette proposition se déduit le :

Corollaire 4.2. Si w possé&de deux intégrales premiéres F et G du
type :

£t
p

A A
m, -1 mp 1 £ 1..,f P
1 1

e

et ne possé&de pas d'intégrale premiére méromorphe, il existe deux
constantes a et b telles que

G = a.Fb
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n. -1 n -1
1 R 3 M _H
Démonstration : Soient G = e q £.7...F 9 une seconde inté-
grale de w, g et g tels que :
dfi o
-9 = —
m m 0= Ay o td o3 m_-1 /
£1...£P i £l Tt
1 i 1 £y
- df 3
—_g = -
RNy _nq @ z a5 E +d _nl-l _n -1
£ Ey j £° -y

L'unicité du facteur intégrant 3 un coefficient multiplicatif prés
conduit aprés un changement éventuel des indices a :

g - g
[ b. mr Ceulal T ,ol b€ cC,
£7...f £
< = et =
a=pr ngEmy oy
fi =U fi ol Ui est une unité.
¥
De sorte que :
dfi o af dUi o
b(z Xy g +d -7 -7)= % ¥ F *Ivy g *td My TR-1 1 w1
i g1 £ P i 1 gleP iyl oy
1 e A AR A
Visiblement :
bij=u
et
b 2 = a +I A L + =1
m-1  m-1 m-1 m-1 m-1 m-1 i Log U;j+(cste=log a)
£l £1...e P ul v
1 A ety LU,

Q.E.D.

Par contre, il y a beaucoup de symétries puisque si X est
une telle symétrie et Y un champ annulé par w, X + Y est encore une
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symétrie de w. Pour décrire ces symétries introduisons les notations
suivantes :

=]
€
]

{Yy € x, L

X v ¥ Aw =201}

et

DXm {X € x, w(X) =0}
ol . x désigne l1l'un des deux espaces :

X l'espace des germes de champs de vecteurs holomorphes
4 l'origine.

X l'espace des germes de champs de vecteurs méromorphes

d l'origine.

Visiblement DX w est un sous module de x stable par cro-
chet de Lie ; en fait :

Proposition 4.3. Le crochet de Lie munit T w d'une structure d'algé-

bre de Lie ; de plus DX w en est un idéal ie [Dxm R Txm] C.wa.

Démonstration : Soient X1 et X2 deux éléments de TXw ; des condi-

tions de symétrie :
L, wAw=20
i
et du lemme de division de K. Saito on tire :

L w=him,hi£4n.

Nous avons alors :

L w =L, L w-L, L w =1L hiw - L h,yw
[x,,%,] XX, X, %) X, 1 X, 2

=i (dhlAw + h1 dw) + w(Xl)dh1 + hld(w(Xl))
-i (dthw + h2 dw) - m(Xz)dh2 - h2 dw(Xz)

=h, L w - h, L, w
1 Xl 2 X2

ce qui prouve la premiére affirmation ; pour la seconde supposons

que w(Xz) =0
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X

i w =1L i, 0o -1 L, w =-1 h, w =20
(%, :%,] X) X,

Q.E.D.
Voici maintenant une suite de propositions simples qui précisent la
structure de Txm suivant que w possadde ou non des intégrales pre-

miéres méromorphes.

Proposition 4.4. Soit w une forme intégrable holomorphe & l'origine

de @™ ne possédant pas d'intégrale premiére méromorphe.
- ou bien w ne posséde pas de symétrie et Txm = DXm
- ou bien w posséde une symétrie XO € x et
T =C X, ©) D
la somme directe &tant une somme d'algébre d'aprés 4.3.

w (X)
m(Xo)

une intégrale premiére méromorphe de w et donc constant égal 3 ¢ € C.

Démonstration : Si X est une symétrie de w le quotient est

Le champ X - ch est clairement dans wa.

Attachons nous maintenant 3 décrire wa lorsque w posséde
une intégrale premiére holomorphe ou méromorphe.

4) a) cas ol w posséde une intégrale premiére holomorphe.

Suivant [ 32] 1l'ensemble des intégrales premi&res holomor-
phes de w est le €{t} module C{fo} ol f, est une intégrale premiére
minimale (en d'autres termes f0 n'est pas une puissance). Soient Xo

et X deux structures transverses (il en existe au moins dans le méro-

morphe) . Le quotient :ﬁﬁ)) = h(qui est une intégrale premiére méro-
o
morphe de w) ou bien son inverse 1/h est holomorphe. De sorte qu'il
existe une fonction méromorphe 2(z) telle que %%%ly = l(fo) ; ainsi
o

le champ X - z(fo) XO annule w. Nous venons de prouver la

Proposition 4.5. Si w possé&de une intégrale premié&re holomorphe alors

T, = "Il(fo).xo ® D, @

A A
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ol f° est une intégrale premiére minimale de w et Xo une symétrie.

La description des symétries holomorphes en présence
d'intégrales premiéres holomorphes demande un tout petit peu plus
d'attention. Soit encore fo une intégrale premiére minimale de w et
g e @n tel que :

g. w = dfo .

Si m est le plus petit entier s tel que fg appartienne a
son idéal jacobien, il existe alors un champ holomorphe XO tel que :

_ el
dfo(xo) = fo .
£0 £
On a w(Xo) = < ; mais puisque 3 est un facteur intégrant

de w, X0 est une symétrie.

Si maintenant X est une autre structure transverse holo-

w (X)

morphe, comme précédemment o (X s'exprime en fonction de fO :
(¢}

w(X) = l(fo). Xo

oll ¢ est a priori méromorphe. En fait 2 est holomorphe : si tel
n'était pas le cas, l'entier m ne serait pas minimal. Disons que le

champ X, précédent est une symétrie minimale. Nous avons établi la :

Proposition 4.6. Si w posséde une intégrale premiére holomorphe, w
posséde des symétries holomorphes et

T =C{f.} . X + D w
XM o o Xx
ol fo et X, sont respectivement des intégrales premiéres et des sy-
métries minimales.

4) b) Cas ol w posséde une intégrale premiére méromorphe pure.

Nous avons prouvé dans la premiére partie de ce travail
que lorsque w poss&de une intégrale premiére méromorphe pure, 1l'en-
semble des intégrales premiéres méromorphes est &gal a ¢(fo) ol fo
est minimale. En procédant comme précédemment on établit la :
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Proposition 4.7. Si w poss@de une intégrale premiére méromorphe pure

alors :

TX w =¢(f°). Xo @ DX w

M A
ol fo est une intégrale premiére méromorphe minimale et Xo une sy-
métrie méromorphe.
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. CHAPITRE I .

DETERMINATION FINIE DES GERMES DE FONCTIONS

MEROMORPHES, EN DIMENSION 2.

Dans ce chapitre nous montrons que les théorémes classiques
de détermination finie de fonctions holomorphes s'étendent sans peine
au cas méromorphe (en dimension 2). Les techniques utilisées sont essen-
tiellement les m&mes : la méthode du chemin et une utilisation appro-
priée du lemme de NAKAYAMA.

Nous prouverons le :

Théoréme 1. : Soit H = £ un germe en O € Gz de fonction méromorphe.

Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) H est 3 sinqularité isolée, i.e. S(f dg - g df) = {0} ,

f et g étant pris sans facteur commun,
(b) H est de détermination finie.

La notion de détermination finie que nous étudions ici porte
sur les fibres H_l(c), c ePC(1), de H : il s'agit en effet de la dé-
termination finie simultanée de la famille H = c ; soit k un entier po-

sitif, nous dirons que H est de k détermination finie si pour tout cou-
ple fl,g1 E @2 sans facteur commun vérifiant

.k .k .k .k
3£, =3¢% et jig, =379,

il existe un germe de difféomorphisme holomorphe ¢ de (Ez,O) tel que

£
H = L o . De plus cette propriété est "générique" :

91

Théoréme 2 : La propri&té "&tre i singularité isolée" est générique pour
les germes de fonctions méromorphes de deux variables. Plus explicite-
ment, étant donné H = f/g 6A?2 et un entier positif r, il existe

H = fl/gl e«ég a singularité isolée tel que :
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37, = 37f et 37g, = £q.

1. Ensemble critique d'une fonction méromorphe. Soient f et g deux ger-
2

Q|+

mes en O € C
Nous appelons ensemble critique de H et notons Cu le germe en O de l'en-

de fonctions holomorphes sans facteur commun et H =

semble singulier de la forme f dg -~ g df. Un bref calcul montre que cette
notion ne dépend pas du choix de la représentation irréductible f/g de

H. De plus, si R est une transformation homographique, 1'égalité sui-
vante est vérifiée :

En fait, Cy - {0} est 1l'ensemble critique du germe de l'application ho-

lomorphe
H: (€% - {0},0) —>PC(1)

que définit H. On a donc, comme dans le cas holomorphe la propriété sui-

vante :

Proposition 1.1. : L'ensemble critique d'une fonction méromorphe H<;472

est contenu dans ses surfaces de niveau, i.e. pour toute composante
irréductible C de Cy il existe une constante c € PPC(1) telle que
ce H ().

Démonstration : Soit f/g une représentation irréductible de H et U un

voisinage ouvert de O € ¢2 sur lequel f et g sont holomorphes. Suppo-
sons que C ne soit pas contenue dans g_l(o). Visiblement la différentiel-
le de la restriction de H & la courbe C est nulle. Par continuité, H
prend la méme valeur (finie) en tout point de C - {0} , ce qui achéve

la démonstration.

Le théoréme 2 est une conséquence immédiate du théoréme sui-
vant, qui est une version légérement plus forte d'un théoréme de trans-
versalité montré dans [32 ] , p.507. Nous laissons au lecteur le soin

de vérifier que la démonstration de [32] s'adapte ici sans peine.

Théoréme de transversalité : Soit w un germe en O € " de 1-forme holo-
morphe et f : EP,O > cn,o un germe d'application holomorphe. Quel-
que soit l'entier positif k, il existe f1 : EP,O > mn,o holomorphe
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ayant m&me k-jet que £ en O tel que :
(@) s(£7w)) = £7 (s,
(b) codim S(£](w)) = inf (codim S(u),p).

Pour obtenir le théor@me 2 il suffit de poser n = p = 2 et w = y dx-x dy.

Remarque 1.2. : On notera que H = f/g peut-&tre minimale sahs que
fdg - gdf soit & singularité isolée ; par exemple H = x2/y.

2, Détermination finie. La démonstration du théor&me 1 repose sur le

lemme ci-dessous qui s'interpréte comme un résultat de détermination finie.
Auparavant précisons les notations : x = (xl,...,xn) désigne les coor-
données de (m“,O) et t = (tl,...,tp) celles de (mp,o).

Si gyre-r9y € °n+p nous notons (gl,...,gk) 1'idéal de °h+p engendré

par ces fonctions. Lorsque gl,...,gp ne dépendent que de la variable

%, nous désignons par (gl""'gp)o 1'idéal qu'elles engendrent dans

0,. Enfin, nous &crirons :

(x) = (xl,...,xn) c °h+p

Lemme 2.1. : Soit w, un germe en 0 € " de 1-forme intégrable holomor-

phe & singularité isolée. Il existe un entier positif r ayant la pro-
priété suivante : pour tout germe de l-forme w intégrable & l'origine

de m“*P coincidant avec w, sur e” x 0 et avec Wy modulo (x)r, il existe
un germe de difféomorphisme holomorphe ¢ = (¢,t) de (™ x Ep,o) tel
que :
4% (w) = gu €0 (0) #0
gu, + 9 n+PIg .

Démonstration : Soit Wy = A dx1 + oo tay dxn a singularité isolée

et :

w = A dxl + ... + An dxn + B dt1 + ... + Bp dtP

1 1

vérifiant les conditions suivantes :

j Aj(x,O) = aj, )
. -a, =1L ,
!AJ aJ rtr lere(x) ’
k
B, € (x)7.
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I1 suffit de prouver que, pour k assez grand, on peut déterminer p
champs de vecteurs du type :
9 l 9

. = u, = + ... + u. —_—t —,
Jj j.1 axl j.,n axn Btj

ol uy je; °n+p s j=1,...,p, qui annulent w . Par intégration successive
’

(c.f.[ 7] page 266) on détermine sans peine un difféomorphisme analyti-

que de ¢n+p' ¢ = (f,t) tel que ¢*(w) A wgy = O. Le théoréme de division
de DE RHAM nous assure l'existence d'une fonction g e,O;+p, g(o) # O,
telle que ¢*(w) = Gu, -
Pour obtenir le champ Zj , il suffit de montrer que Bp est un élément
de 1'idéal I = (Al,...,An) ou encore, de prouver 1l'inclusion

(x)k<: I.

Comme Pj n e.(x)k on a les inclusions :
r
I c:(al,...,an) c I+ (t) (al,...,an),

dés que (x)k est contenu dans (al,...,an) ou encore, ce qui est équiva-
lent,dés que (x)g C_(al,...,an)o. On déduit alors du lemme de NAKAYAMA
1'égalité des idéaux :

(Al""’An) = (ayseeeray) -

Comme Wy est 3 singularité isolée, d'aprés le Nullstellensatz,

(al,...,an)0 contient une puissance de 1'idéal maximal (x)o. L'entier
s k
r = inf {k/(x)" ¢ (al,...,an)o}

vérifie la proposition.

Démonstration du théoréme 1. Soit H un germe en O € Ez de fonction méro-

morphe d'écriture irréductible f/g, & singularité isolée et fl,g1 € 0,

vérifiant :
. . .k .k
J£,=3f et Jg, =39

Soit H la fonction méromorphe
f+t(f1-f) _F
g+t(g,-9) G '

définie au voisinage du disque unité D de l'axe des t, {0} x {0} x €.

Notons w la l-forme :
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FAdG - GAdF = a dx + b dy + ¢ dt,

et pour tout t € D, notomns &, le germe en O de la restriction de v &

2 x t s

w, = atdx + bt dy.

t

Un bref calcul montre que pour tout t on a :

k' k' .
W = 04 modulo (x,y) et wyp = wy modulo (x,y)" . 0%3
2(0,t)
avec k' =k ou bien, si H est méromorphe pure, k's= k+l.Ainsi en chaque

point t € D les hypothéses du lemme précédent sont vérifiées :
L]
(X.y)k < (a,ib,) € 0,. En effet :

c = (£ + t(f,-f))(g,-9) - (g+t(g,-9)) (£,-f)

]
appartient en tout point t € D & 1'idéal (x,y)k de 6, . On déduit

c,t
du lemme 1l'existence d'un voisinage U, de t dans D tel que pour tout
t',t" € U, il existe un difféomorphisme holomorphe((t. £n de (¢2,O)
’

qui trivialise Wyn au-dessus de w ; de la compacité du disque unité

t' -
D résulte 1'existence d'un difféomorphisme ¢t = (ft,t) trivialisant

wlx,y,t) au dessus de ub. Le feuilletage 31. est trivial au dessus

Kf‘:(w)
de mz et admet 1'intégrale premiére H o ?t ; il en résulte que
H) o ?l = H,, ce que 1l'on voulait obtenir.

Nous établissons un lien entre les conditions "étre & singu-
larité isolée" et "&tre minimale".

Proposition 2.2. : Soit H un germe en O e.mz de fonction méromorphe

d'écriture irréductible g , @ singularité isolée ; alors H est minimale.

(Comme nous 1'avons signalé 1l'inverse est faux).

Démonstration : Comme nous l'avons vu précédemment, le lieu critique

CH de H est 1l'ensemble critique de 1l'application :
H: e - (0} » BE(1)

définie par H. Si H = R(Ho), R e €(Z) , et ¢ est une valeur critique
de 1'application

R : PC(1l) >~ PC(1),
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la fibre H;I(c) est une branche de Cy, ce qui permet de conclure.

Remarques et commentaires : Soient H = f£/g a singularité isolée, I

1'idéal engendré par les composantes de £ dg - g df et :
k = inf {2 /(x,y)* < Il.

Alors H est de k-détermination finie si £(0) = g(0) = O ; sinon H est de

k+1 détermination finie.

La démontration du théoréme 1 ne se laisse pas généraliser aux
dimensions supérieures a deux : en effet, on utilise de fagon essentielle
le fait que w = fdg-gdf est & singularité isolée pour pouvoir invoquer
Nakayama. En dimension supérieure a deux ® = fdg - gdf s'annule au moins
sur 1'intersection des zérosde f et de g.

La notion de détermination finie qui précéde est la généralisa-
tion naive de celle des fonctions holomorphes usuelles. Elle n'est pas
trés satisfaisante en ce sens qu'il est désagréable qu'elle ne s'appli-
gue pas a des fonctions méromorphes aussi simples que x2/y et qu'elle
ne soit opérante qu'en dimension deux. C'est pour pallier a ces def  auts
que nous présentons une notion plus souple. Par contre, les ordres de
déterminations seront certainement plus élevés. Ce sera l'objet du cha-

pitre suivant.
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. CHAPITRE II .

DETERMINATION FINIE FAIBLE DES FONCTIONS MULTIFORMES
A A

1 P
DU TYPE £,”...f *.

La notion de détermination finie que nous allons définir est
différente de celle introduite dans le premier chapitre pour les fonc-
tions méromorphes g . On s'intéressait aux perturbations portant sur
numérateur et dénominateur, c'est-d-dire aux perturbations du pinceau
de courbes f - tg = 0, t € PC (1). Ici nous considérons des perturba-
tions branche par branche i.e. sur chaque composante irréductible ,
ce qui va permettre d'obtenir un spectre d'application un peu plus lar-

ge.

l. L'ensemble critique d'un germe de fonction multiforme. Soit fi\l...fpp
un germe de fonction multiforme , ou les fj sont des germes de fonc-
tions holarmorphes irréductibles,les )\ des mr\bcres complexes non nuls.

Nous dirons qu'un p01nt a ¢ € voisin de O est régulier pour f£

si 1'on est dans 1l'une des deux éventualités suivantes :

o) le point a appartient & 1'hypersurface X = {fl"'fp =01},
les fj a sont ou bien des unités ou bien irréductibles et X,a est &
r
croisements normaux i.e. il existe des coordonnées ZyreeesZ centrées

n
en a telles que fl"'fp,a = zl...zq ;1 9 < PpP.

g) le point a n appaa%lent pas 8 X U S(w) ot S(w) est le lieu

singulier de = £ £

1°°° p Z)\i f .

Lorsque les fi sont des coordonnées il est immédiat que tout
point est régulier.
En général, la condition B de régularité peut &tre réduite a "a # X"
comme 1l'assure la :

df.

p i——f-etX— (fl...fp=0)
Suppose que l'hypersurface X satisfait la cohdition o de régularité ie

Proposition 1.1. : Soient w = fl...f
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que les (fi = 0) sont 3 singularité isolée et n'ont que des croisements
ordinaires. Si les Ay sont N-indépendants on a 1'égalité :

s(w = U (g, =01 N (g5 =0
i3

Démonstration : Supposons qu'il n'en soit pas ainsi. Il existe alors un

chemin t -+ y(t) non contenu dans X et contenu dans S(w). Notamment,

yX¥w = 0 et a fortiori :

x afy
Y (E}\i T) = 0. (1)
i
Ecrivons :

P.
_ i N ez
fi oY(t) =t U, » avec p; O et U; unité.

En explicitant (1) on constate sans peine 1'identité :

o i Pi

Ce qui est exclu par 1l'hypothése.

A

A
Pour f = fll...f p appelons ensemble critique strict de f le

germe en O de l'ensemble C'(f) des points non réguliers de f£. Comme

l'assure la proposition suivante, l'ensemble critique strict C'(f) est
un germe d'ensemble analytique :

A A
Proposition 1.2. : L'ensemble critique strict de f = fll...fpp est le
support du O;-module cohérent M(f) = iég; oll I(f) est 1'idéal de o, en-
£....f
gendré par les —l?———B et J(f) 1'idéal des composantes de la forme
af,’
w= fl"'fp):)‘i _f; .

Démonstration : Soit a un point régulier de f et g le nombre de compo-

santes du germe X, de X en a. Si g = 0, puisque J(f) est 1'idéal des
composantes de w , il est clair que la fibre Ja(f) de J(f) en a est pré-

cisément O ; de sorte que I_(f) = J_(f).
e, a a a

Si maintenant q est non nul, on peut trouver des coordonnées
z; en a telles que (quitte & réindicer) :

f1 = zl""’fq =z

14

q
fj(a) # 0 pour j > q,
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Visiblement :
Z)...2
I_(£) = J (£) = - 4d,;

Z, ’
i

Ce qui assure 1l'inclusion :
supp M(f) ¢ C'(f).

Attachons nous & prouver 1l'inclusion inverse ; on se place en un point
a tel que Ia(f) = Ja(f) et 1'on veut prouver que a est régulier. Si a
n'appartient pas & X = {fl...fp = 0} le résultat est évident.

Supposons donc qu'au point a nous ayons :

fl(a) = ve. = fq(a) =0
et

fj(a) # O pour j > q.

Au point a la forme o s'écrit a4 unité multiplicative preés :

df .
i

du
l...fq(mi fi —),

w = f i

A A
= g+l p
avec U = fq+1 ...fP .

Puisque Q% est holomorphe, on peut supposer que U = 1 et on
se raméne a :

fl"'f
e -(11y )
a £
i
et dfi
w=f ... X, —= .
1 i fi
fl...f a
Il est clair que ———?——SL— constitue un systéme minimal de générateurs

de Ia(f). D'autre par% 1'égalité Ia(f) = Ja(f) conduit & deux choses :

- d'abord g £ n puisque Ja(f) a au plus n générateurs minimaux.
- ensuite une relation matricielle :

£....f £....f
<1% ’a) = A(_!'_f_ﬂ’a)
i

De ce qui précéde, il résulte que A est inversible; ce qui signifie pré-
cisément que l'application (fl,...,fq) a mn,a + 9 est une submer-
’

sion (il suffit pour cela d'écrire explicitement A). g.e.d.
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Remarques importantes :

a) D'aprés la proposition 1.1. lorsque les Ai sont N-indépen-
A A

dants C'(fll...fpp) est indépendant de X = (Al,-..,xp) et ne dépend

donc que de 1l'hypersurface X = (fl...fp = 0).

3
b) Le mot strict’ est justifié par le fait que,lorsque les Ai

n n

sont des entiers p051t1fs nl , C'(f 1...fpp) ne coincide pas avec l'en-

semble critique C(f ...fpp) usuel ; par exemple dans Ez, C'(xzy)={o}
alors que C(xzy) = (x—O).

La propriété C'(f) = O est générique dans le sens suivant :

Proposition 1.3. : Soient fl""'fp € 0, fj(O) =0 et Al,...,Ap des

nombres complexes. Pour tout entier k, il existe gyr---19, € On tels

.k .k
que jJ fj =] gj
A A

g = 911...gpp soit réduit a O.

et tels que l'ensemble critique C'(g) de

Nous allons voir maintenant que la condition C'(f) =1{0 }entrai-
ne la determlnatlon de la famille de germes d'hypersurfaces {xl,...,x }
ol XJ = (O) (ce qui est en quelque sorte naturel d'aprés la remar-
que) .

2. Détermination finie d'hypersurfaces.

Définition : La famille (X.). p de germes en O d'hypersurfaces

i’ =
d'équations réduites f (0] est de k-détermination finie si pour tout

J:
gj €'°h tel que jkgj = Jkk , il existe un difféomorphisme ¢ : (G ,0) O
et des unités uj e,o—, uJ(O) =1, tels que :

g: 0o ¢ =u. . f. j=2...p

Cette notion peut s'exprimer comme lakk'détermination finie, au sens
de Mather pour le diagramme
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Nous utiliserons donc les m@mes techniques : définir les défor-
mations Jf -triviales puis montrer 1l'&quivalence de la détermination
finie et de la J/- codimension finie.

Soit U un voisinage de O dans " et £ : U »cP 1'application
(fl,...,fp) H l'espéce rP &tant muni de ses coordonnées canoniques
Yyr--+s¥, DOtons x(£) le ©,-module des sections du fibré %2 (rcP), c'est
3 dire des champs X du type :

X = ra.,(x) 2 , a. € O

Y u’
J YJ J

qui font commuter le diagramme :

TaP

X
f\)cp
Ainsi x(£) s'identifie a Of

On note alors N(f) le sous module de x(f) constitué des champs

§)

Y du type suivant :
Y = Tf.X'

oll X' est un champ sur U :

Considérons maintenant le sous-module Q(f) des champs : aj 7%— tels

que aj soit nul sur Xj’ Vj' Nous avons : J
0F) = 3 £ .0 2
= . e é—._
j=1 37 Uy

Pour un choix (xl,...,xn) de coordonnées de U, nous avons :
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n -
NE) = 5 oy g2t
j=1 b
+ of of
of . . 1 o)
ol = désigne la ligne ( T AR axj)’

Soit enfin R(f) le quotient de x(£) par s(f) = N(E) + Q(f).
Voici le lien entre le lieu critique C'(f) d'une fonction multiforme
défini dans le chapitre précédent et R(E) :

A A
Lemme 2.1. : Soit f = fll...fpp ; on a 1'inclusion : supp R(f) < C'(f).

Démonstration : Soit a un point régulier de f situé sur X, et ZyreeerZy

des coordonnées en a telles que (d@ un renumérotage prés des fi) on ait:

fj(a) # O pour j > q.

En calculant explicitement N(f) on constate sans probléme que la fibre
R(f)a est réduite 3 0. Lorsque a n'est pas sur X, Q(f) est alors é&gal
9
3 9
I Sy 3ys
J
Compte tenu du lemme 2.1. l'outil principal utilisé dans la détermina-

et on a le méme résultat.

tion finie des fonctions multiformes sera la :

Proposition 2.2. : La famille Xj est de détermination finie si et seu-

lement si le support de R(f) est réduit & O (ou vide).

Démonstration : Nous prouverons seulement 1'implication "supp R(f) =0
——) détermination finie .

Nous laissons au lecteur le soin de montrer 1'implication réciproque
en interprétant dans les espaces de jets Jk(n,p), (d'une fagon analo-

gue a Mather III), l1l'espace R(f) comme un espace transverse a l'orbite
de jk f suivant 1'action du groupe des k-jets du produit :

D(p) x Diff(n)

oll D(p) est l'espace des matrices diagonales inversibles a coefficients
dans o, et Diff(n) le groupe des difféomorphismes de (¢n,0).

k

Etant donné § = (g,,...,9.) tel que j g = jkf introduisons le
g 1 p

chemin défini au voisinage de cn,o X T :
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F(x,t) = E(x) + t(@x) - £(x))

et cherchons un difféomorphisme ¢(x,t) = (¢(x,t),t) de an,o x € et
une matrice diagonale M(x,t) 3 coefficients dans 1'anneau A des ger-
mes de fonctions holomorphes le long de O x D(0,1) ¢ O x @ tels que :

(1) M.Fo ¢ = f
(2) ¢(0,t) = (O,t);¢(x,0) = (x,0);M(x,0) = M(O,t) = id.

Le systéme (1) ayant pour t = O la solution triviale ¢ = x, M = id,
il suffit de résoudre 1l'équation (1)' obtenue par dérivation de (1) par

=~

rapport a t :

9
9

i

v M F 3F 3¢
(1) Bt.Fo<1>+M(axoa>.at+

o¢ ) =0

t

En remarquant que :

-1
M -13M _
—a-E—.M+M at—O

1 1

on obtient apr@s composition par ¢ = et multiplication par M = :

- _1 -
W oF _ [aM = _oF 3¢ -1
e & - [—at .MJ.F X LaEos™

Introduisons comme il est d'usage le champ de vecteurs :

) -1
Z=?%O¢

et la matrice :

Visiblement la résolution de l'équation :

9

(3) £ - AF -5 -2
conduit a ce%le de (1) via 1'intégration du champ Z et de 1'équation
linéaire agt =a.mt,

Les conditions (2) seront satisfaites si 1l'on exige :
(4) z(O,t) =0 et A(O,t) =0

Désignons par\ﬂf 1'idéal de A des fonctions nulles sur 1l'axe

des t et soit S'(F) la somme du module N'(F) engendré par

3E_ JF et du module Q(F) engendré par (Fl,O,...,O)...(O,...,O,Fp).
n
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Les conditions (3) et (4) s'expriment par :

(5) g{- c Ns'® ,

(5) étant elle-m@me satisfaite d&s qu'il existe un entier £ tel que :

L V(s
(6), N5 AP s (F)

Ces considérations d'ordre général étant faites revenons au cas ol le
support de R(f) est réduit 3 O (lorsque supp R(f) = ¢, il est clair que
les fi sont des coordonnées).

D'aprés le Nulstellensatz, il existe un entier s tel que :

(Mg e eg c s(f)

oﬁ’m désigne 1'idéal maximal de o,-
Nous avons :

sl c s'(F) + (0 f*. a2
et comme)V. A ., =/, d'aprés (7)g il vient :

/Vs. A§+1 C s' (f‘)+(t),{/’./{/‘s AE+1 pour k 3 s+l

et d'aprés Nakayama (6)S est satisfaite.

Corollaire 2.3. : Soient fl""’fp p germes de fonctions analytiques

a 1l'origine de G% tous a singularité isolée ; on suppose que 1l'hypersur-
face X = (fl...f = 0) n'a , en dehors de 0, que des croisements ordi-
naires. Alors X est conjuguée a un ensemble algébricue. Il en de méme

pour les ensembles XI =11(fi = 0) ol I est une partie de {1,2,...,p} .
ieI1”

3. Détermination finie faible. Reprenons les notations précédentes :

A
f=f 1... f;p oll les fj sont irréductibles et Aj e - {0} . Nous di-

1
sons que f est de détermination finie faible d'ordre k si pour tout

gl,...,gp tels que :

A A
il existe un difféomorphisme 4 de a” tel que f otf = gll...gpp. Cette
derniére égalité signifie qu'il existe des unités Ui telles que :

. = U..g. j = 1...
fJOKf Us-95 ] P
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et Xl Ap
U1 ...Up =1.
Al A
Théoréme 3.1. : Le germe de fonction multiforme f = f1 ...fpp est de

détermination finie si et seulement si son ensemble critique C'(f) est
soit vide, soit réduit a oO.

Démonstration : D'aprés la proposition 1.3. la condition C'(f) ={0}

est nécessaire. Montrons la suffisance.
af

Soient w= fl"'fp LA 5 v 94 é;Bh tels que jkgj = jkfj et
i

1 J
f = (fl,...,fp). D'aprés le lemme 2.1. le support de R(f) est réduit
3 0. Ainsi la famille d' hypersurfaces X, = fgl(o) est de détermination
finie. Soit s, son ordre de détermination et k 2 Sy Nous pouvons suppo-

ser que gj = uj.fj ol les uj sont des unités telles que :
u.(0) =1
J( )
et

. 8 _ _ -
3j uj =1 avec 6=k Sy

Considérons les germes de fonctions F , définis le long de O X € dans
T% x ¢ par :

.= f. + ~f.).
FJ fj t(gJ fJ)

Désignons encore par An+ 1'anneau des germes de fonctions holomorphes

le long de O * €.

1
Nous avons :

Fy = Vj'fj = [1+ t(uj—l)].fj

(1) s
+1
V.-1 t
;1 ewf
engendré par XyreoorXp.

od Afagsigne 1'idéal de a_,, .
Montrons que pour § assez grand, les conditions (1) impliquent
que la forme :
dFi
Q = Fl"'Fp A, F

1 :
1

se trivialise le long de 1'axe des t au dessus de w . Il suffit pour
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cela de déterminer un champ de vecteur X du type :

9 9
X ——3E+EA1(X,t). -Ei
qui annule @ :

Q(X) =0

ol les Ai(x,t) sont des germes le long de O x (.
Notons J'(F) 1'idéal engendré par les composantes de Q@ = @ - Q(g%)dt et

I'(F) 1'idéal (Eliéégﬂd. D'aprés (1) nous avons :
j
(u,-1)
i S+1._,
Vyee Vi — el rE .

Rg) = £yeefp

Pour déterminer X il suffit de montrer 1'inclusion
§
(4) N°I'(F) ¢ 3'"(F) .

Notons tout d'abord les égalités :
f ...
b
£ /

(5) I'(F) = A_,,.I(f) = & -

n+1°

(6) dF, = df modulo (e). A% aty .
En combinant (5) et (6) il vient :

1] 6 1
(7) A, -T(E) I (F) +E)N° 1 (F)

Puisque C'(f) est réduit a O, il en est de m&me du support de

M(f) = et il existe un entier s

2 tel que :

S2
mLI(E) C I(£)

ol est 1'idéal maximal de 0,
Puisque A’ = 0”.An+1 on obtient pour § * s, + 1, d'aprés (5) et (7) :

SZ+1

S
KT E A E e I+ TR c IE + 0 2 TR

Par Nakayama (4) est satisfaite.

4.Remarques et conséquences.

Rappelons que nous avons établi dans §2 :

supp R(f) ¢ C'(f) = supp M(f).
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On peut préciser 1l'inclusion précédente comme suit :

Proposition 4.1. : C'(f) = supp R(E) U (S(w) - X) ; lorsque les A, sont
N-indépendants C' (f) = supp R(E).

Démonstration : Soit en effet un point a non contenu dans S(w) - X et

tel que R(f)a = 0 ; nous allons montrer que a est régulier. Rappelons

que R(f), s'identifie & :

o
Bfl of °
z Oh(axj Pever 5;?)+(Oufl,...,ehfp)

Si aucun des fi ne s'annule en a, a est régulier. Supposons donc que
£,(@) = ... = fq(a) =0 et £ # O pour j > g. Si R(f)a = 0, il est clair
que la matrice :

(afk)
%, /| k=1...q,
XJ q

j=1l...n.
est nécessairement de rang maximum.

On en déduit le :

Théoréme 4.2. : Les conditions suivantes sont &quivalentes

A A
fll...fpp est de détermination finie

(1) £

(2) C'(f) est soit vide, soit ré&duit a oO.
Lorsque les Ai sont N-indépendants (1) et (2) sont équivalents a :

(3) la famille 4'hypersurfaces Xj = f;l(o) est de détermination

finie.

Remarques43 :
a) les ordres de déterminations de la famille des (fj=0) et de

f ne sont pas égaux en général.
b) si n = 2 la condition (3) est toujours vérifiée.
Notamment :

Théoréme 4.4.: Toute fonction holomorphe a deux variables est conjuguée

d un polyndme.
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. CHAPITRE III .

SINGULARITES QUASI-HOMOGENES DES FONCTIONS

A

A
MULTIFORMES f 11 ... fpp.

1. Rappels - définitions et premiéres propriétés. Avant d'aborder 1la

notion de quasi-homogénéité pour une fonction multiforme, rappelons

de quoi il s'agit dans le cas usuel d'une fonction uniforme :

Définition 1.1. :
1) une hypersurface X d'équation réduite (f = O) est gquasi-

homogéne si £ € M) .J(f), od M est 1'idéal maximal de O et J(f) 1'ide-
al Jacobien de f ; cette définition ne dépend pas de 1l'équation réduite

de X et nous dirons indifféremment que X ou bien f est quasi-homogéne.

2) Un polyndme P = z P xI d n variables (x,,...,X_)=Xx
I 1 n
1] ¢ N
est quasi-homogéne s'il existe u = (ul,...,un) € Qn tel que :
PI = 0 dés que <y, I> #F 1
ol <y,I> désigne le produit scalaire des vecteurs u = (“1"""5) et
I = (Il"“'In)'

Une fonction f quasi-homogéne posséde les deux propriétés sui-

vantes :

Théoréme 1.2. : a) f est entiérement déterminée par 1'hypersurface

(£=0), en ce sens :
si U est une unité holomorphe, U(0) = 1, les deux germes de
fonctions holomorphes f et U.f sont conjuguées par un difféomorphisme

% H
Uf=f0'f.

(Nous établirons ce résultat dans un cadre plus général par la suite).

b) (établi par K. Saito [38]) un germe de fonction

holomorphe f quasi-homogéne et a singularité isolée est conjugué & un
polyndme P quasi-homogéne.
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On remarquera 3 ce moment que la forme dP poss@de une symétrie
linéaire & valeurs propres rationnelles.

On généralise la notion de quasi-homogénéité aux fonctions mul-
tiformes de la facon suivante :

Soient fl""’fp des germes de fonctions holomorphes irréduc-
tibles étrangers, nuls en O, et Al""’Ap deslnomb§es complexes non
nuls ; le germe de fonction multiforme F = f1 ...fpp est quasi-homogéne
s'il existe un germe de champ holomorphe X, nul a l'origine, tel que :

P dfi
hX Ai T (x) =1.
i=1 i

Ce qui signifie heuristiquement que F ¢ M.J(F), et, lorsgue
les Ai valent un, on retrouve la notion usuelle.
On remarquera que la définition ne depend que de F ; en effet, si
U u
gll...gss est une autre écriture de F, on a, a un renumérotage éventuel

prés :
s =p
U, = A,
1 1 dUi
= A —
95 Ui‘fi avec I i U, 1.

A A
Proposition 1.3. : Soit F = fll...fpp un germe de fonction multiforme

quasi homogéne et U G.C% une unité. Alors U.F est aussi quasi-homogéne.

Démonstration : Soit X un champ holomorphe tel que :

dfi
IV, —=(X) = 1.
i fi

Le champ de vecteurs Y :

X
Y = ——
du
1+ —ﬁ(x)
est holomorphe, nul & l'origine et satisfait a3 :

df
Dy 2w+ Py =1
i Q.E.D.
A A

Théoréme 1.4. : Soit F = f 1...fpp un germe de fonction multiforme et

w la forme de Pfaff :

1
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af

w = fl...fpl)\i —f—l'

a) Si F est quasi-homogéne la forme w (et plus généralement
V.p ol V(0) # O) posséde une symétrie holomorphe.

b) Si y n'a pas d'intégrale premiére holomorphe ou méromorphe
F est quasi-homogéne dés que w(ou V.w pour V(0) # O)posséde une symétrie
holomorphe.

Démonstration : Supposons F quasi-homogéne et soit X tel que :

af,
-1

i fi

A (X) =1

Ainsi V'fl"'fp = V.w(X) est un facteur intégrant de V.w . D'ol a).
Assurons nous maintenant de b). Soit X une symétrie de V.w ; alors
V. w (X) est un facteur intégrant de V.w et d'aprés l'hypothése, il

existe une constante C # O telle que C'fl"’fp = w(X).

Q.E.D.

Remarque : L'assertion b) est fausse si 1l'on ne fait pas 1l'hypothése

restrictive ", n'a pas d'intégrale premidre holomorphe ou méromorphe”
(par exemple si F est holomorphe et non quasi-homogéne).

L'hypersurface fl"'fp = 0 joue un rb6le particulier pour la

A A
fonction multiforme F = fll...f P, i1 est donc naturel d'essayer de

généraliser la partie a) du théoréme 1.2. :

A A

Théoréme 1.5. : Soient F = fll...fpp un germe de fonction multiforme
A

A
quasi-homogéne et G = gll...gpp . Les assertions suivantes sont équi-

valentes :
(i) il existe un germe de difféomorphisme g : m“,o S et une
constante c tels que :

G = c.F o T ’

(ii) il existe un germe de difféomorphisme de cn,o qui trans-

forme 1'hypersurface f,...f, =0 en 1'hypersurface gyeee9y = 0.

P P

Démonstration : L'implication (i)=3 (ii) est claire, prouvons la réci-

1 1

proque. Il suffit de coasidérer le cas ot 9; = u,.£f, , i=1...p, avec
ui(O) = 1. Soient u = u 1...upp , v = u-1l et H la fonction multiforme

1
définie au voisinage de la droite {0} x € dans e’ x ¢ par :
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2 IS
H(x,t) = (1 + tv) fll... fpp.

Nous avons H(x,0) = F et H(x,1) = G. Nous allons montrer qu'il existe
un champ de vecteur de type :

P

Z= 1 A, —— +
i=1 %%y

]
ot !

tangent aux surfaces de niveau de H,c'est & dire annulant la forme :

df
- i d(tv)
Q = (1+tv) fl...fp(ZAi EI_ + 1+t

).

Ainsi les fonctions multiformes Ht = H/En x {t} seront conjuguées pour
t voisin de O. D'aprés la proposition 1.3. on peut raisonner de méme

sur F, en chaque point ts de O x C. De la compacité du disque unité
(¢}

découlera le résultat.
Explicitons la forme Q :

af,

_ 1
Q = (1+tv)f1...fp (mi _fi

) + t fl"'fpdv.+ fl"'fp v dt.
I1 suffit de prouver que fl...fpv appartient & 1'idéal I de QDn+1 en-
gendré par les composantes de la forme

dfi
Eli — + t fl...f dv.

P fi p

' = (1+tv)f,...f
F étant quasi-homogéne, soit X un champ de vecteurs tel que :

dfi
A, —— (X) = 1.
i fi

Nous avons :
\ —
Q' (X) = (1+tv) fl...fp + t fl...fp dv,
de sorte que 1l'idéal J de C%+1 engendré par fl"'fp satisfait a :

J CI + (t).d.

D'aprés le lemme de Nakayama on a J € I, ce qui assure le résultat
Q.E.D.

2. Critéres suffisants de quasi-homogénéité. On se prop?se de montrer

11...fpp est
quasi-homogéne dés que ses séparatrices le sont. Donnons nous, comme

que modulo des hypothéses d'indépendantce sur les Ai’ f

précédemment des germes de fonctions holomorphes fl""'fp irréducti-
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bles, étrangers et Al""’xp des nombres complexes non nuls. Si

A A u u
F = fll...fpp est quasi-homogé&ne il en sera de mé&me de G = fll...fpp
pour presque tout ul,...,up. En effet soit X un champ de vecteur holo-

morphe tel que :
daf

i =
IAy —fI(X) = 1.
af,
Puisque les fi sont étrangers les germes de fonctions, uy = —fl(x) sont

holomorphes et 1'on a : +

Notamment les ui(O) sont non tous nuls et donc certaines composantes fi
sont elles-m&mes quasi-homogénes. Si ul""'up sont des nombres complexes
tels que :

zxi ui(o) #0

U u
il est clair que fl1 oo fpp est quasi-homogéne puisque :

af,
i

X -
Ly £, (x w.u, ) =1
1 J 3]

Nous allons préciser cette remarque :

A A
Théoréme 2.1. : Si F = fll...fpp est quasi-homogéne, il existe des en-

U u
tiers relatifs ql,...,qp tels que fll...fpp soit quasi-homogéne dés que

n n
b qjuj # O (Notamment il existe des entiers ng tels que fll...fpP soit

quasi-homogéne, mais ces entiers ne sont peut-&tre pas égaux 3 un.)

Démonstration : Soient X et u; € GDn tels que :

dfi
—(X) =u
i

i

A =
iui 1

le p.uple (ul(O),...,uP(O)) ne peut-&tre une relation pour tout élément

de (N —{D})p que si les ui(o) sont tous nuls. Soient donc n ,...,np des

n n 1
entiers non nuls tels que fll...f P soit quasi-homogé&ne. Montrons dans
un premier temps le lemme suivant (que SaIto a établi dans le cas d'une

singularité isolée ) :
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Lemme 2.2. : Soit g€ én quasi-homogéne i.e. g é//}’).J(g). I1 existe
un champ holomorphe Xy xl(o) = 0, vérifiant :

a)Xlw)=g

b) le jet d'ordre un de X
valeurs propres sont rationnelles.

} est non nul, diagonalisable et ses

Démonstration du lemme : Soit X, un champ holomorphe nul & l'origine
tel que Xo(g) = g.
Considérons sa décomposation de Jordan formelle :

X0=XS+XN

ol XS est un champ semi-simple et XN

me g apparait comme vecteur propre de Xo' il est clair que :

un champ nilpotent (cf[ 30] ). Com-

Xg(g) =g

Le champ Xsétant semi-simple, il existe des coordonnées formelles (xj)

dans lesquelles X_est linéaire diagonal :

S
9
S i%i 9x,

1

Ecrivons g dans ces coordonnées :

g = ) gXI
Ten™ T
L'égalité Xs(g) = g signifie que le produit scalaire < o ,I >vaut un
lorsque 91 est non nul, ol a = (ul,...,an).
Ainsi le sous ensemble E(g) =1{1I eﬁmn/gI # O} engendre dans

" un sous espace affine de codimension k > 1 contenu dans {<a ,z>= 1}.
Le (@-sous espace affine engendré par E(g) dans 0" est aussi de codimen-
sion k. Soit g = (B;,...,8)) un n-uple de nombres rationnels tels que
<gsI > =1 pour tout I dans E(g). Le champ formel:

]
i9x.

X =I8 X
J j

vérifie encore X(g) = g ; parce que le complété formel des solutions
analytiques d'un systéme d'équations linéaires a coefficients analyti-
ques est 1'ensemble des solutions formelles, on trouve un champ holo-
morphe X, tel que :
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1
itx, = 3%,
xl(g) = g.
1 n
Revenons & la preuve de 2.1. et appliquons le lemme & fl...fpp
soit Xl,Xl(O) = 0, vérifiant a) et b) ; nous avons :
dfi

z n; -Ti'(xl) =1

et :
df X = u.f ol les u € [ ) et sont non tous nuls
i( 1 ) ivi i - n °

En remarquant que les premiers jets non nuls des f sont des
vecteurs propres pour l'opérateur de dérivation j Xl’ on constate que
les u; (0) sont des comblnalsons linfaires a coefficients entiers posi-
tifs des valeurs propres de j x : les ui(o) sont donc rationnels et
non tous nuls. Soit m un entier tel que les m.ui(o) € 2 ; les nombres

q = m.ui(O) vérifient 2.1.

Voici maintenant un critére de quasi-homogénéité ne faisant
appel qu'a la nature de 1l'hypersurface canonique (fl"'fp = 0; H ra§pe-
lons que les seules "surfaces de niveau" analytiques de F = fll...fpp
sont les (f; = O) dés que les A, sont N-indépendants.

u u
Corollaire 2.3. Soit F = fll...fpp un germe de fonction multiforme ;

on suppose les vy #-indépendants. Alors F est quasi-homogéne dés que

1'hypersurface (fl...f = 0) est quasi-homogéne.

p

(On peut déduire ce corollaire soit du lemme 2.2. soit du thé&oréme 2.1)
Nous avons un résultat plus précis en ajoutant une hypothése

supplémentaire sur 1l'une des branches fi = 0.

A A

Théoréme 2.4. : Soit F = fll...fpp un germe de fonction multiforme qua-

si-homogéne et supposons que l'une des branches fi est d singularité

isolée et d'ordre auumoins trois. Alors il existe des entiers positifs

qQreeerdy
Quugt et qpup # 0.

tels que fll...fpp soit quasi-homogé&ne dés que

Il en découle visiblement le :

Corollaire 2.5. : Soient Al,...,A des nombres complexes IN-indépendants

et fl""fp 4 Gn des germes irréductibles étrangers. Si 1l'un des fi est
d singularité isolée et d'ordre 2 3, les conditions suivantes sont
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équivalentes :
A A
(i) F = £ ...fpp est quasi-homogéne,

(ii) £ = fl"'fp est quasi-homogéne.

Démonstration de 2.4. :Nous reprenons les méthodes de démonstration

du théoréme 2.1. et du lemme 2.2.. Aussi bien dans la situation (i) que

n
tels que h = £ l...f 3

(ii) il existe des entiers positifs nl,...,np 1 p

soit quasi-homogéne.

Soit XS = Zu. un champ formel & valeurs propres ration-

b Jax
nelles tel que Xs(h) h. OH a alors :
A
Xs(fi) = ui.fi R u; € .

La conclusion va résulter du lemme suivant :

Lemme 2.6. : Soit g C,G une série formelle d singularité isolée, d'or-

d i = -
reVau moins trois et XS Iow Xy f—— un champ linéaire fiagonal a va
leurs propres My rationnelles tel que XS(g) = ug ol u e.(g. Alors les

uy sont de méme signe et u est une unité.

Admettons provisoirement ce lemme et supposons f1 4 singulari-
té isolée et d'ordre au moins trois. D'aprés le lemme 2.6. les valeurs
propres ”j de XS sont de méme signe, mais puisque Xs(h) = h, elles sont
positives. On en déduit l'existence d'un champ holomorphe X, dont 1le
l1-jet a pour valeurs propres les uj et qui vérifie Xl(h) = h. En par-
ticulier Xl(fj) = Vj'fj ol vj € én , et les vj(O) sont des nombres
rationnels positifs. Soit m un entier tel que les qj =m vj(O) soient
entiers. Alors (ql,...,qp) convient.

Démonstration du lemme 1.6 : Nous allons utiliser un procédé déja ren-
contre. A A
Nous décomposons l1l'idéal maximal M ae én en la somme directe

A

m=-=o =
ou El —{II|Z>1 hI X", <pusI> £ 0} ’ u= (ul,...,un)

= ~ I

et E, ={ Z h, x <u,I> = 0 }
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On vérifie facilement les égalités et inclusions :

[ Xg(Ey) = Ey
X (E,) =
l El.Ez C El

E2.E2 C‘E2

)

Ecrivons u sous la forme suivante :

= + +
u u(0) u1 u2 avec ui € Ei

Soit v. une série formelle telle que :

1
Xs(vl) + u1 =0
v
et G = e 1 g
On a :
Vi1
XS(G) = (Xs(vl) + uy + u, + u(0)) e g = (u(0) + uz).G.

Ecrivant maintenant G sous la forme :

il vient !

XS(G) = Xs(Gl) = (u(0) + u2).G1 + (u(0) + u2).G2

D'aprés les propriétés ( * ) , on a :

(u(0) + u,).G 0.

2

Si u(0) + u

1

2 = 0 , on a a ce moment XS(G) = 0 ; ceci est impossible

parce que G , qui est a singularité isolée d'ordre au moins 3, ne peut

étre annulée par un champ linéaire : les relations entre les dérivées

%g sont en éffet engendrées par les relations triviales.

Donc G2 est nul et G = Gl :

X, (G

s (u(0) + u2).G

v 1

Comme X_. respecte sur E., le degré des mondmes, il en résulte visible-

] 1
ment que u(0) est non nul, et donc u est une unité.
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X X
S .
On considére alors le champ Y = 7; H Y a pour l-jet GTBY et
vérifie Y(g) = g ; ce qui signifie que g est une singularité isolée

quasi-homogéne.

On sait alors depuis Saito que les valeurs propres de
X

T (o)
0 et 1/2. D'ol le résultat.

jlY sont, parce que V est supérieur a trois, comprise entre

Q.E.D.
Note : Les auteurs remercient C.A. Roche pour avoir décelé une
erreur dans la démonstration initiale.
3. Formes normales des singularités quasi-homogénes
Nous nous proposons d'établir le :
Al A
Théoréme 3.1. : Soit F = f1 ...fpp un germe de fonction multiforme quasi-

homogéne. On suppose que 1l'un des fi est & singularité isolée et

d'ordre au moins trois. Alors F est conjuguée a une fonction multiforme

A A
P = Pll...Ppp "polynomiale quasi~homogé&ne" ; plus précisément il existe

. 1
= > :
des nombres rationnels ul,...,un , O < My < > et sl,...,sp 0, tels que

Isy =1 et chaque P; est un polyndme quasi-homogéne de poids si.(ul,..,un).

Démonstration : D'aprés le théoréme 2.4., f=fl...f est quasi-homogéne:
il existe un champ holomorphe X tel que :

X(f) = f.

En vertu du lemme 2.2. on peut supposer que les valeurs propres de X
sont rationnelles. D'aprés le lemme 2.6., en raisonnant sur la partie
semi-simple de X, on établit que les valeurs propres vy du champ jlx
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sont des nombres rationnels positifs. D'aprés le théoréme de normali-
sation de Poincaré, le champ X est holomorphiquement conjugué & un
champ polynomial Jordanisé :

9
2=ty ¥ YT ¥ Xy

ol Xy est un champ nilpotent polynomial.

Puisque Xs(f) = X(f) = £ et que les Pi sont positifs il est
clair que dans les coordonnées (xi), f s'écrit sous la forme 4'un po-
lynéme quasi-homogéne :

f = z fIx e
<p,I>=1

L'ensemble des I € N" tels que <u,I>= 1 est en effet fini.

Compte tenu du théoréme 1.5., il suffit d'établir le

Lemme 3.2. : Soit P = fl"‘
sont holomorphes irréductibles. On suppose que les poids (ul,...,un)

fp un polynome quasi-homogéne, ol les fi

de P sont des rationnels positifs (ce qui est le cas si 1l'un des fi
est 3 singularité isolée et d'ordre au moins trois). Alors P posséde

une décomposition :

P =P,...P r P

1 o Vi'fi R vie.ézv vi(o) =1

i
ol les Pi sont des polyndmes quasi-homogénes de poids si(ul,...,un) ;
les s; sont des combinaisons linéaires entiéres des My vérifiant
rs, = 1.
i

Ce lemme signifie notamment que pour un polyndme quasi-homo-
géne, les décompositions en facteurs irréductibles holomorphes et al-
gébriques coincident.

Démonstration du lemme : Soit A le champ de vecteurs linéaire :

n 3
A= L M, X, —@ =
i=1 ot axi
Nous avons :
A(P)=P
et
A(fi) = Ui.fi

ol les Uy sont des unités telles que ZUi =1 ; les Ui(o) sont en effet
des combinaisons linéaires entiéres des My
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Nous cherchons les Pi sous la forme annoncée :

Pi = Vi’fi ’ Vi(O) =1+ ...

de fagon telle que :
A(Pi) = Ui(O)'Pi
Nous sommes amenés 3 résoudre le systéme d'équations :

( VieeVy =1,
(%)
| 2w + v, 0 =0 -

Posons wi = Log Vi , ol Wie,Q” ; le systéme (%) s'écrit maintenant :

/ Z =
\ Wi (0] /

l A(W,) =U; - U (0) .

Aprés avoir remarqué que la conditionz:wi = O est équivalente & la con-

dition ZA(wi) = O, on établit que (%) a une solution puisque :

EUi - Ui(O) =0

Les égalités

.

A(Pi) = Ui(o) P,

obligent les Py a étre des polyndmes quasi-homogé&nes. Les s; sont bien
entendu les Ui(O)—l.
Q.E.D.

Terminons enfin en signalant une propriété caractéristique des
fonctions (multiformes) quasihomogénes, qui est, en quelque sorte la
réciproque du théoréme l.ilz N
Théoréme 3.3 : Soit f = f, ...fpp vérifiant la propriété suivante

"Pour toute unité u, il existe un germe de difféomorphisme ¢ de
¢C ,0 , tel que

uf = f o ¢ .

Alors f est quasihomogéne.

Démonstration : Exercice.
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. CHAPITRE IV .

PROBLEMES D' HOMOGENISATION

Dans ce chapitre, on étudie sous quelles conditions une forme

w =u\)+ ... est conjuguée 3 son premier jet non nul W e

1. Homogénisation en dimension deux.

En général la présence d'une symétrie holomorphe conduit &
1'homogénisation (rappelons que l'existence d'un facteur intégrant ho-
lomorphe n'implique pas l'existence d'une symétrie holomorphe).

Théoréme 1.1. : Soit w= w+ ... une forme de Pfaff holomorphe a

l'origine de m2 dont la partie homogéne de plus bas degré w, est a
singularité isolée. On suppose v z 2 et que w, ne posséde pas d'inté-
grale premiére holomorphe ou méromorphe. Si w possé&de une structure
transverse holomorphe, y est holomorphiquement conjuguée & sa partie
homogéne w, (& un facteur multiplicatif prés).

Démonstration : Soit %J le premier jet non nul du facteur intégrant
f =0 (X). Visiblement f, est un facteur intégrant de w,, . Nous affir-

mons qu'il existe une constante c # O telle cue :

9 9
C.fu=wv(R) =wv(X§;+Y‘g§) =P\)+1

En effet puisque v est 3 singularité isolée et que VY est supérieur

a 2, 1?‘\)+1 est non nul, et donc est un facteur intégrant de v, ; l'af-
firmation est conséquence du fait que w, n'a pas d'intégrale premiére
méromorphe.

Il en résulte que y = v +1 et que le jet d'ordre 1, X, de X est non nul
et que : f\)+1 =wv(X1).

Le champ cX,-R annule la forme w, ; les deux hypothé&ses "v 3 2 et v,

d singularité isolée" impliquent alors 1l'égalité :

Quitte & changer X en c.X on peut supposer que :
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X, = 3%, = R.

En vertu du théor@me de Poincaré le champ X dans de bonnes coordonnées
est linéaire, i.e. X=R et dans ces coordonnées :

Lpw=h.v,00 h est une série convergente.

Ecrivons :

ol les w; sont des formes homogénes de degré i et :
h= I h,, hj homogéne de degré j .

Nous avons :

z L. w, = z (i+]_)w, = h,®w .

jrv R 1 1z v L
Visiblement :

ho =v+1l

de sorte que :

(Vv+2)w =h,w + (Vv+l)w

v+1 1 v v+l

et Wopl = hlmv .
On prouve ainsi par induction que chaque w i est colinéaire a %, . Ce
que l1l'on se proposait d'établir.

On notera le corollaire évident suivant :

Corollaire 1.2. : Sous les hypothéses du théoréme 1.1. si X, et X2 sont

deux symétries holomorphes de w alors X, et X2 sont faiblement conju-

1
guées : il existe une constante ¢ et un germe de difféomorphisme ¢ tel

que :

Ce corollaire souléve une guestion que nous ne savons pas
résoudre: étant données deux structures transverses X, et X, d'une
méme forme w , les champs X, et X2 sont-ils faiblement conjugués ?
(La constante multiplicative pouvant devenir une fonction multiplica-
tive).
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On rapprochera le théoréme 1.1. de l'exercice suivant :

Exercice : Soit f : En,o +@,0 un germe de fonction holomorphe quasi-
homogéne ie f € J(f). On suppose que le premier jet non nul £ de f
est 3 singularité isolée et quev > 3. Montrer que f et fv sont conju-
gués.

Etudions des problémes analogues en dimension supérieure.

2. Symétries holomorphes des perturbations des formes domestiques.

Soit w, une forme domestique :

zxidpi A v
p P, ' i

W = Pl...P

oll les vy sont les degrés des P, et soit ® un germe de forme holomor-
phe intégrable a l'origine de c ayant w  pour jet d'ordre V. D'aprés
la partie 4, w s'écrit :

(%) w = fl"'fp“i —_ , j £, =P, .

L'étude des perturbations des formes domestiques est donc contenue dans
celle des formes du type (x).

Introduisons une notion un peu plus générale que la domestici-
té :

ap,

Définition 2.1. : Soit w, = Pl...PgA i —55 une forme de la strate
i

21---1;v1---vp ’ ZAivi =1 ; nous dirons que ©  est générique lorsque

les conditions suivantes sont satisfaites :

- les Py sont 3 singularité isolée.

- les intersections des P, = O sont ordinaires.

- les A4y sont non nuls eg.wv n'a pas d'intégrale premiére
holomorphe ni méromorphe, ie les 7? ne sont pas tous rationnels.

Notamment, une forme homog&ne générique posséde un seul facteur inté-
grant Pv+1 =wv(R) a une constante multiplicative prés.
af .

Soit w = £,...f_IA, —= une forme a partie homog&ne ©, géné-
1 p i fi
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rique. Puisque ux)n'a pas d'intégrale premié&re holomorphe ou méromorphe
fl"'fp en est le seul facteur intégrant (& constante multiplicative
prés) . Supposons maintenant que y poss@de une symétrie X ; quitte a

multiplier X par une constante non nulle on a nécessairement :

w (X) = fl...fp I g — (X) = fl“'fp

A A
ce qui, en d'autres termes signifie que fll...fpp est quasi-homogéne.

Désignons par X, le jet d'ordre un du champ X ; visiblement :

1
w (X)) = Pp...Py =0 (R)

3

ol R désigne toujours le champ radial in %o -
i

Ecrivons le champ X, sous la forme suivante :
X1 =R + A
ol A est un jet d'ordre un de champ annulant w, :

wv(A) =0 .

ler cas : Le champ A est non nul & l'origine.

A ce moment o, qui annule clairement le champ constant A(O)
est trivial au-dessus d'un n-l-plan. Il en est donc de méme de ses
séparatrices (Pi = 0) ; comme celles-ci sont supposées &tre a singula-
rité isolée, elles n'ont en fait pas de singularités. La forme w, est
donc du type suivant :

dxi
eee X L A;

1 P 1%,

x ol (xl,..-,xn)
est un systéme de coordonnées et w est visiblement conjuguée a w, .

28me cas : Le champ A est linéaire.

Remarquons ici que les hypersurfaces (Pi = 0) sont invariantes
par le champ A ; ceci se lit aisément sur 1'é&galité :
dp,
Pl...Pp in l(A) =0

P,
1

Puisque les P; sont homogénes, il existe des constantes c; € C telles
que :

A(Py) =dP; (A) = c;.Py

et les Py apparaissent comme vecteurs propres de l'opérateur linéaire
Q 5> A(Q).
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Soit :
A=ag+ay , [Bgagl =0

la décomposition de Jordan du champ A.
Nous avons le

]
Q
g

Lemme 2.2. : 1) AS(Pi)

[
(@]

2) AN(Pi)
3)u, (Ay) =u(Ag) = 0O

Rappelons le lemme bien connu suivant :

Lemme 2.3. : Soit Q un polyndme homogéne & singularité isolée de degré

d : 3 a 1l'origine de €".

1) Q n'est annulé par aucun champ linéaire

2) si (W), ..epu i) € ™! verifie
aQi
ST T

alors (ul...u c) = %(1,...,1;d)

n’

Preuve : 1) est trivial parce que le module des relations entre les

%%— est engendré par les relations triviales.
i

2) résulte de l1l'identité d'Euler et de 1).
Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer le :

daf,

Théoréme 2.4. : Si la forme o = £ ...f LA, —* i partie homog&ne géné-
ap, 17"7p 1y

rique w, = Pl...PpZAi —53 posséde une symétrie X (ou ce qui est équi-

i
A
valent, si fll...fxp est quasi-homogéne), alors @ est conjuguée & w,
dés que 1l'un des P, est de degré au moins trois.

Démonstration : Soit X une symétrie de w = w,+ ... et, avec les nota-

tions précédentes, X, =R +A le 1-jet de X ; A est nécessairement

linéaire, et d'aprés les lemmes 2.2. et 2.3., A est semi-simple. En

utilisant encore le lemme 2.3. on remarque qu'en fait A est colinéaire

au champ radial :
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A =).R

Comme “v(A) =0 et«nv(R) # 0, » est nul et X1 = R.
On conclut aisément via le théoréme de linéarisation de Poincaré.

Remarque : On peut en fait modérer les hypothé&ses du théoréme ; si

w,o= Pl...PpZ%i —55,i1 est suffisant de supposer que l'un (et non tous)
des Pi est & singuiarité isolée et d'ordre au moins trois. L'hypothése
sur les croisements n'est pas intervenue et la supprimer conduit au

méme résultat ; par contre elle apparaitra dans la suite.

Voici maintenant un exemple explicite de forme w = w, + ...
a partie homogéne domestique, mais ne possé&édant pas de symétrie holo-
morphe.

On se donne les trois polynémes Pl,P2 et £ :

_ 1 3 3 3
Pl =3 (X + Y +27)
PZ = une forme linéaire transverse a Py
f = P1 + XYZZ.
Les formes :
dP1 dP2
= A, —= A —=
w3 = PyPy(dy =4y )
1 2
et
akr
df 2
= AL = A —2) =
w £.P, (N AR Pz) wat...

ne sont jamais conjuguées pour la raison suivante : les hypersurfaces
f_l(o) et PIl(O) ne sont pas conjuguées ; en effet, au niveau des i-
déaux jacobiens J(f) et J(Pl)' nous avons l'égalité J(f)=J(P1)+m.X.Y.Z.

LA dfi 4 partie homogéne

3. Homogénisation des formes w = fl"'fp
£,
i

générique en présence de symétrie en dimension n = 3.

Compte tenu du théoréme 2.4. et du fait que le résultat est
immédiat lorsque tous les P, sont de degré un, il suffit de mener
1'étude pour les formes génériques :

W, = Pl...P TA

p i Py
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ol tous les Pi sont de degré plus petit que deux, 1l'un d'entre eux
au moins é&tant de degré deux.
Tout d'abord voici un lemme général :

Lemme 3.1. : Soit w une forme de Pfaff holomorphe intégrable,cod S(w)z2,
et X un champ tangent a8 w : w(X) = 0. Soit m ¢ S(w) un point du lieu
singulier de o ; le champ X est tangent & S(w) en m.

Preuve : Si X(m) est nul, le lemme est démontré, si ce n'est pas le cas

on peut écrire :

9
X,m = TE ¢ t(m) = O ot t est une coordonnée en m.
La forme w,m annulant é% est triviale au dessus du (n-1) plan t=0 ;

il en est donc de méme de son lieu singulier.
Q.E.D.

Du lemme 3.1., on déduit facilement un second lemme :

dap
Lemme 3.2. : Soit w, = Pl...PpZAi —5_ une forme générique a l'origine
i
de ¢3, 1'un au moins des Py étant de degré deux. Alors v, n'annule

pas de champ nilpotent.

Démonstration : Puisque les croisements des P, sont ordinaires d'aprés

Bezout, le lieu singulier de w, est constitué de g droites avec q > 2;

si Ay est un champ nilpotent a;nulé par w, ., d'aprés le lemme 2.1.,
ces deux droites sont propres pour Ayr i.e font partie du noyau deAN.
Alors Ay est ou bien nul, ou bien du type suivant :
9

Ay T Yz
lorsque gq = 2.
Mais si w, annule AN' elle annule ;E donc est triviale au dessus du
plan z = O et ne peut posséder de séparatrice quadratique & singularité

isolée.

Nous allons maintenant effectuer une liste d'exercices pour
examiner les différents cas pouvant se présenter.

dap
—§I ’ ZAi vi =1, une forme

Proposition 3.3. : Soit w, = P....P in

1 p
générique telle que 4° P, ¢ 2. On suppose qu'au moins deux des P, sont
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das
de degré deux. Soit @ = f,...f BN ot =w + ... une perturbation de
p i fi v

w possédant une symétrie holomorphe. Alors @ est conjuguée & W

Démonstration : Supposons que P, et P, soient de degré deux ; les deux

coniques P, = 0 se coupent suivant quatre droites, qui ont la propriété
évidente que trois quelconques d'entre elles forment une base de ¢3 :

Soit A = AS + AN un champ linéaire annulé par v  ; alors d'aprés 2.2.
et 3.2. AN est nul ; compte tenu du lemme 3.1. et de la remarque pré-
cédente, le champ Ag posséde quatre directions propres trois a trois

indépendantes. Il est donc nécessairement colinéaire au champ radiall

On conclut comme dans 2.4.

dap,
1 s ] -
Proposition 3.4 : Soit w, = Pl...Pp I\y p— une forme générique & l'ori
gine de C3, d°Pis 2. On suppose p> 3 et qu'un seul des Pi est de de-
gré 2. dfi o)
Soit w = fl"'fp Xy 12; =w,+... une forme possédant une symétrie.

Alors w est conjuguée & w,

Démonstration : Réordonnons les Pi de sorte que d°P1 = d"P2 =1,

d°P3 = 2, les (Pi = 0), i=1,2,3, se coupent deux a deux suivant cing
droites dont quatre d'entre elles ont la propriété ici encore d'é&tre
trois & trois indépendantes. On conclut comme dans 3.3.

D'aprés les propositions 3.3., 3.4. et le théoréme 2.4., on
s'apergoit qu'un seul cas nous a échappé, c'est le suivant 3 isomor-
phisme linéaire prés :

dx
L

wy = %00, x, "2

a9 A A =
S Ay t2h, =1

oll Q est une forme quadratique transverse 3 x,. Ce cas particulier est

1
intéressant en lui-mé&me car il jouit de la propriété suivante (&noncée

en dimension n 3 3 quelconque) :
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Théoréme 3.5. : w,
réel ou bien réel Siegelien : si w est un germe de forme intégrable a

est de deux détermination finie dés que Al est non

1'origine de €" tel que jzw =w, alors © et “, sont conjuguées (fai-

blement i.e. & unité multiplicative prés).

Démonstration : Soit w un germe de forme intégrable tel que j2w =y

d'aprés la partie 4, et quitte & faire agir un germe de difféomorphis-

me 3 1l'origine de m“, on peut supposer que :

dx

1 daf
= A, — P
w xl.f ( 1 %, + A, f
ot £ = Q+... est un germe de Morse transverse a x Considérons le dia-

1°
ramme :

(xl,f) s> xC
Suivant J.P. Dufour [12] ce diagramme est, tout du moins d'un point de
vue formel, équivalent au diagramme :

n

(Xl'Q) : € +(¢ E)

J

dans le sens suivant :
il existe des difféomorphismes (peut-&tre formels) Y’ 2 et L
d la source et au but :

?: Gn,O Ko

L : C,0 =

L: C,0 &
tels que (x;,f) 0\€ = (2(xy) , L(Q))
De sorte que w est formellement &quivalente a:

L (%)
. L' (Q)
w' o= 2(xy).L(Q) (4 _TTEIT dx, +2X, £(0) .dQ)

Comme nous sommes intéressés seulement par la détermination finie fai-
ble, on se raméne donc a :
dx
w 1 dao
w" = x; 0()\U(x;).V(Q) EN *ry )
ol U(xl) =1+ ..., V(Q) =1 + ... sont des unités.

Nous allons comparer les idéaux des composantes de W, et w" ; nous avons:

30 3Q
j(wz) =( )\1Q+}\2X1 a—x~£ ,...,Xl ?1 }
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et :
wy — 30
Jum =0y06g) V@0 + a0 38 x J- e

@
O

Lemme 3.6. : J(w,)) = J(#) (dans 1'anneau des séries formelles).

Démonstration : Puisque jzw" =0y, il est suffisant de s'assurer de

1'inclusion :

Jwn ¢ Ty

9
et pour cela nous allons montrer que 1l'élément KlU(xl) V(Q).Q=)\2xl 3%"
appartient a j(mz). !

Ecrivons :

9Q  _ 9Q 2
AMUxIVQ) .0+A,x, —ax—l =X Q+Aox) T"T + Q7a(Q) + x,0W(x,,0)

ol a (resp. W) sont des séries @ une (resp. deux) variable, et montrons

que Q2 et le sont dans j(wz).

Comme m2(R) = le , le est effectivement dans j(wz) ; consi-
dérons :
3Q
= A ——
@ =Ah0+ X g
1
a, et donc x, o, appartient & j(m ) 3 il en résulte que x2 % appar-
/ 1% @pp i 1 Bx,

1
s 3

tient a j(wz). Pour montrer que Q° appartient a U(wz) écrivon

2 .22 30 2,230 9Q
@” =MQT + 22,x,0. o, + Ao 7%, 0%

D'aprés ce qui précéde, on conclut facilement.
Q.E.D.

Lemme 3.7. : y posséde une symétrie holomorphe.

Démonstration : pour des raisons de platitude, on peut se contenter de

montrer que y" posséde une symétrie formelle. Remarquons que le facteur

intégrant de " s'écrit :
g = H.xl.Q
ol H est une série formelle. Comme X Qe j(wz) = j(w"), w" posséde ef-

fectivement une telle symétrie.
Q.E.D.
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Fin de la démonstration de 3.5. :
Soit X une symétrie holomorphe de la formew . Ecrivons le jet

d'ordre un de X sous la forme :

X1 =R+ A

oll A est un champ linéaire annulé parw 5. D'aprés le lemme 3.6., et le
théoréme d'Artin, on peut trouver un champ de vecteur holomorphe Z tel
que :

jlz = a

w(Z2) =0

Le champ Y = X - Z est une symétrie de w ayant pour 1l-jet le champ ra-
dial. On conclut de fagon habituelle.
La réunion des propositions 3.3., 3.4. et des théorémes 3.5.

et 2.4. nous conduit & énoncer le :

Théoréme 3.8. : Soit(uv une forme domestique & l'origine de E3 et

w =w  + ... une perturbation de w,i w est conjuguée a w, si et seu-

lement si ¢ possé&de une symétrie holomorphe. Cet énoncé se généralise

au cas ol w, est générique etw =w_ + ... est du type :

af; v
eeof Z)\i _— .

w =f1 p fi
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QUELQUES PROBLEMES OUVERTS

1. Les intégrales premiéres multiformes des systémes intégrables.

Actuellement peu de résultats sont conmus ; pour les systémes "intersec-
tions complétes" (ceux définis par g équations de Pfaff et qui en méme temps définis-
sent un feuilletage singulier de codimension q) il y a le Frobenius 2 de
B. Malgrange [29] concernant les intégrales premiéres holomorphes fortes usuelles et
un article de F. Maghous [ 26 ] qui traite des intégrales premiéres faibles dans le
cas non dégénéré. La raison de ce manque tient probablement au fait qu'on ne sache
pas désingulariser les champs de vecteurs en dimension supérieure 3 deux.

Notamment, & notre connaissance, on ne sait mSme pas étudier les systémes
hamogénes intégrables : ceux engendrés par des formes homogénes de méme degré.
Question : sont-ils engendrés par des formes intégrables (une & une). Exemple (et
exercice) : dans un systéme engendré par deux formes homogénes w, et w, en dimension
3, on peut toujours trouver une forme intégrable.

2. Quelques problémes topologiques : classifier topologiquement les formes hamogénes
damestiques.
- Etudier la topologie des surfaces de niveau d'une fonction multiforme

- Etudier les feuilletages singuliers dont toutes les feuilles sont fer-
mées et adhérent a 1'origine.

3. Montrer qu'une forme intégrable dans u.'“, n > 3, n'ayant qu'un nombre fini de sé-
paratrices dans tout deux plan générique, posséde une séparatrice.

A\}
4. DésEgu_lariseri (bonne chance) les formes intégrables en dimension supérieure a
deux (ce qui donnerait probablement 3).

5. Décrire 1'ensemble ogv des formes dicritiques en dimension supérieure 3 3 (il est
réductible car 1'adhérence des formes triviales au dessus d'un trois plan est d'in-
térieur non vide dans N (51,08 1).

6. Etudier les déformations intéqrables d'une forme a 2 variables du type woteee
oll w, est hamogéne générique. (Dans cet ordre d'idée, dans une thése de 3éme cycle
en cours Mr. Kabyla (Dijon) traite le probléme de "u-constant" pour les formes in-
tégrables) .
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7. Etablir un théoréme d'extension pour les facteurs intégrants méromorphes (ou un
contre-exemple...)

8. Etudier les formes intégrables dont les feuilles sont les orbites de l'action
d'un groupe de Lie ([ 5 ],[ 8 }[ 10)).
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ABSTRACT

The aim of this paper is the study of multiform first integrals of integrable
Pfaffian forms. After some generalities about singular 1-forms (Separatrix,
Blowing-up, Holonomy, Integrating Factor and so on...) topological, algebrical
and computable testes are given to obtain these integrals. Finally, finite
determination and quasi-homogeneous singularities of multiform first integrals

are studied.
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