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INTRODUCTION

Le point de départ de ce travail a été le théordme de Ihara [16] suivant lequel
tout sous-groupe discret sans torsion G de SLZ(Qp) est un groupe libre. Ce ré-
sultat particulidrement frappant était & 1'époque (1966) le seul que l'on eut sur
la structure des sous-groupes discrets des groupes p-adiques.

La démonstration de Thara est de nature combinatoire ; elle utilise, de fagon
quelque peu mystérieuse, une décomposition de SL2(QP) comme amalgame de deux co-
pies de SL2(ZP) . Or, la Topologie suggdre une manidre naturelle de prouver qu'un
groupe G est un groupe libre : il suffit de faire opérer G librement ("sans
points fixes") sur un arbre X ; le groupe G siidentitie alors au groupe fonda-
mental n1(G\X) du graphe quotient G\X , groupe qui est évidemment libre. Inter-
prétée de ce point de vue, la démonstration de Thara revient & prendre pour X
1'arbre associé 3 l'amalgame indiqué plus haut ; cet arbre, l'arbre de SL2 sur le
corps Qp , apparait alors comme un cas trgs particulier des immeubles de Bruhat-
Tits ([37], [38]), analogues p-adiques des espaces homog2nes symétriques des grou-

pes de Lie réels.

On est ainsi amené & préciser les liens qui unissent "arbres", "amalgames" et
"SL2" « C'est le sujet du présent travail, qui reprend une partie d'un cours fait

au Colldge de France en 1968/69 ; le reste de ce cours a &été publié ailleurs ([34]).

I1 y a deux Chapitres.

Le Chapitre I débute par la définition des amalgames et la structure de leurs
é1éments (§ 1) . On passe de 13 aux arbres (§ 2), et plus précisément i la question
suivante : que peut-on dire d'un groupe G opérant sur un arbre X lorsque l'on
comnait le graphe quotient G\X ainsi que les stabilisateurs Gx (x€ som X) et

Gy (y€ ar X) des sommets et des ar8tes ? On traite d'abord deux cas particuliers :



celui ou G opére librement, i.e. ol les Gk et les G& sont réduits & {1} ;
le groupe G est alors libre ; ce cas, qui est celui du théor2me de Ihara, donne
également une démonstration simple du théordme de Schreier disant que tout sous-

groupe d'un groupe libre est libre (§ 3) ;

celui ou le graphe G\X est un segment x x' , auquel cas G s'identifie
4 1'amalgame GX *a Gx, ;5 de plus, tout amalgame de deux groupes s'obtient ainsi,
et de fagon unique ; on obtient un dictionnaire commode entre "amalgames" et '"grou-
pes agissant sur un arbre avec pour domaine fondamental un segment" (§ 4).

Le cas général fait 1l'objet du § 5. Dans le cours oral, je m'étais borné & en
suggérer la possibilité, sans faire aucune vérification. La forme définitive des
définitions et des théor2mes, ainsi que les démonstrations, sont dues & H. Bass.

Le résultat principal dit, en gros, que l'on peut reconstituer G & partir de
G\X et des stabilisateurs Gx et Gy : c'est le "groupe fondamental" d'un "gra-
phe de groupes" porté par G\X; inversement, tout graphe de groupes s'obtient
ainsi, de fagon essentiellement unique. Ici encore, on dispose d'une "forme nor-
male'" pour les éléments de G . Le cas ol G\X est un lacet q::) conduit aux
groupes "de type (HNN)" .

Le § 6 étudie les relations entre "amalgames" et "points fixes". Il montre que
certains groupes, tels SL3(Z) , Sp4(Z) , etc, ont toujours des points fixes, lors-
qu'ils op@rent sur des arbres ; cela prouve que ce ne sont pas des amalgames. Une
premidre version de ces résultats a été publide ailleurs (Lect. Notes in Math.
n° 372, Springer-Verlag, 1974, p. 633-640).

Le Chapitre II commence par la définition et les principales propriétés de l'ar-
bre X attaché & un espace vectoriel V de dimension 2 sur un corps local K
(§ 1). Les sommets de cet arbre sont les classes de réseaux de V , deux réseaux
étant dans la méme classe s'ils sont homothétiques, i.e. s'ils ont le méme stabili-
sateur dans GL(V) ; deux sommets sont liés si on peut les représenter par des
réseaux emboftés dont le quotient est de longueur 1 ; on recomnaft 14 la notion

de "réseaux voisins" qui intervient dans la définition classique de 1l'opérateur



de Hecke TP . (Lorsque, par exemple, K est le corps Qp et V est le module
de Tate d'une courbe elliptique E , les sommets de X correspondent aux courbes
elliptiques p-isog®nes &4 E , et 1l'on retrouve la description habituelle des
p-isogénies au moyen d'un arbre.) Une fois X défini, on peut lui appliquer les
résultats du Chap. I, et 1l'on obtient sans difficulté les théordmes de Thara cités
plus haut, ainsi qu'un théor2me de Nagao [19] donnant la structure de GLz(k[t])
comme amalgame de GL2(k) et du groupe de Borel B(k[t]) . Ce dernier résultat
est généralisé au § 2 2 la situation suivante : on remplace k[t] par 1l'algdbre

aff _ ¢ - {P} ayant un seul point & 1'infini P . Le

affine A d'une courbe C
groupe I = GL2(A) agit alors sur l'arbre X correspondant 3 la valuation défi-
nie par P , et le quotient I'\X a une interprétation simple en termes de fibrés

vectoriels de rang 2 sur C . Utilisant les résultats connus sur de tels fibrés,

on en déduit des théordmes de structure pour I'\X, donc aussi pour I ; on obtient
en outre des renseignements sur l'homologie de I , ainsi que sur sa caractéris-

tique d'Buler-Poincaré.

Je signale également un certain nombre de questions, liées & celles traitées
dans le texte, et sur lesquelles le lecteur pourra utilement consulter la
Bibliographie, p. 181 :

la théorie des bouts des groupes discrets, et les théormes de Stallings ([6],
{71, (81, [30], [35]) ;

1'analyse sur les arbres, ol l'opérateur de Hecke "somme sur les sommets voisins”
remplace le laplacien ([13], [14]) ;

la fonction z&ta attachée & un sous-groupe discret & quotient compact de SL2(QP),
cf. [15] ; on peut en donner une interprétation simple en termes d'arbres et de
graphes finis ;

les formes modulaires relativement au groupe I du Chap. II, § 2 et 3 ses sous-
groupes de congruence (articles 3 paraitre de D. Goss, G. Harder, W. Li, J. Wei-
singer) ;

la théorie de Mumford des groupes de Schottky p-adiques et des courbes algébri-




ques qui leur sont associées ([17], [18]) ;

les propriétés cohomologiques des groupes S-arithmétiques ([28], [29],[32], [33],
[34]), en particulier pour les corps de fonctions ( G.Harder, Invent.Math.,42,
1977, p.135-175).

Ce travail n'aurait pu &tre mené & bien sans l'aide, amicale et efficace, de
Hyman BASS - tant pour la rédaction que pour la mise au point des résultats. Je
1'en remercie avec grand plaisir.

Je remercie également S.C., Althoen et I.M. Chiswell pour les corrections qu'ils
m'ont signalées, ainsi que M. Laclotte, Conservateur en Chef du Département des
Peintures du Musée du Louvre, pour la reproduction de "1'Arbre aux Corbeaux" de

C.D. Friedrich utilisée comme frontispice.



CHAPITRE I

ARBRES ET AMALGAMES

§ 1 - Amalgames

1.1. Limites inductives

On se donne une famille (Gi)isI de groupes, et, pour tout couple (i,j) , un en-
semble Fi:j d'homomorphismes de Gi dans Gj .

On cherche un "groupe G = 1_:_I.‘111.Gi et une famille d'homomorphismes fi : Gi - G

tels que fj o £ = fi pour tout feIE‘ij , ce groupe et cette famille étant univer-

gels au sens suivant :

(¥) si H est un groupe, et si h; : G; -~ H est une famille d'homomorphismes
tels que hj o £f = hi pour tout chij , il existe un homomorphisme h : G- H et
un seul tel que h, =h o f, .(Cela revient & dire que Hom(G, H) = 1;m.Hbm(Gi, H) ,

la limite projective étant prise relativement aux Fij .)

On dit alors que G est la limite inductive des Gi s, relativement aux Fij .

PROPOSITION 1 - Le couple formé de G et de la famille (fi) existe et est

iel
unigue, & isomorphisme unique pres.

L'unicité résulte comme d'habitude de la propriété universelle (ou, ce qui re-
vient au méme, du fait que G représente le foncteur H — lim.Hom(Gi, H)) . L'exis-
tence est facile. On peut, par exemple, définir G par générateurs et relations ;
on prend comme famille génératrice la somme disjointe des Gi s comme relations,
d'une part les xyz—1 , oo x,y,z appartiennent 2 un méme Gi et z = xy dans Gi ,

d'autre part les :qy—1 ol xe€G;, ¥ € Gj’ et y = f(x) pour au moins un f € Fi,j .

Exemple. On prend trois groupes A, G1 et G2 et deux fléches fi : Ao G1 .

f2 : A G2 . On dit que le groupe G correspondant s'obtient en amalgamant A

dans G‘I et G2 au moyen de f,] et f2 3 on le note G1 *p G2 . On peut avoir G = {1}

méne si f, et f, sont non triviaux (cf. exerc. 2).






























