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Exposé 1

DEGRES,INTERSECTIONS, HAUTEURS

Lucien SZPIRO

0.- Introduction
1.- Faisceaux inversibles avec métriques a 1'infini
2.- Intersections sur les surfaces arithmétiques

3.- Hauteurs (variétés compactes, variétés ouvertes)

=
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L. SZPIRO

0.- INTRODUCTION

Nous présentons ici le point de vue d'Arakelov : "Une structure entiére a
1'infini est la donnée de métriques hermitiennes'. Cette facon de voir permet,
entre autres, d'avoir une approche plus géométrique de la notion de hauteur,
d'introduire les métriques ad-hoc pour un probléme donné, et de simplifier la
présentation.

Le premier paragraphe reprend la théorie élémentaire des corps de nombres du
point de vue d'Arakelov. Il couvre essentiellement le sujet du livre de P. Samuel
sur ce sujet avec en plus,la formule du produit et en moins,le '"second calcul
de volume' de Minkowski.

Le second paragraphe traite suscintement de la théorie des intersections
d'Arakelov sur une surface arithmétique. Les démonstrations se trouvent dans
les exposés 2 et 3. Cette théorie des intersections est essentielle dans 1'exposé
11.

Le dernier paragraphe reprend la notion de hauteur via Arakelov. On y montre
que la métrique différentielle-modulaire pour une famille de variétés abéliennes
a des singularités logarithmiques.

§1 : vocabulaire, notations : Dans cet exposé K sera un corps de nombres,

Ok son anneau d'entiers, [K:Q] = n son degré sur Q , Dy la valeur absolue
de son discriminant, by 1'ensemble des racines de 1'unité dans K . Nous nous
permettrons d'écrire &, D, y, quand aucune confusion ne nous semble en résulter.
Pour un corps K nous noterons par QK (parfois par ¢ seulement) un ensemble
de places a 1'infini de K contenant toutes les places réelles et 'la moitié"
des places complexes de telle facon que pour une place complexe ¢ on ait :

o oubien G est dans @ . Le nombre de places réelles (resp. complexes)

dans @ sera noté ry (resp.r,) . Si o€ @ €5 = 1 (resp. 2) si o est réelle
(resp. si o est complexe). Nous noterons par .X 1'ensemble des éléments
inversibles d'un anneau "."

(*) Je remercie L. Moret-Bailly pour une lecture critique du manuscrit.
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DEGRES, INTERSECTIONS, HAUTEURS

§2 : Par surface arithmétique de genre g sur un corps de nombres K nous
entendons un schéma régulier X projectif sur Spec(?]'( , de fibre générique

XK géométriquement connexe et de genre g sur K .

§3 : Un schéma en groupes commtatif, lisse et séparé G—> S (S normal) est
appelé semi-abélien si, ses fibres sont extension de variétés abéliennes par des
tores. Si tel est le cas et si la fibre générique est abéliemnne, on dit qu'elle a
réduction semi-stable (Si S est un trait, il revient au méme de dire que la
monodromie est unipotente).

1.- FAISCEAUX INVERSIBLES AVEC M[:TTRIQJES A L'INFINI

1.1.- Diviseurs compactifiés

Un diviseur compactifié de 0]’( est une somme formelle :
D

(1) T onv]+ I Afo]= oi n,€Z n,;=0 pour presque tout
VESpec maxo &P
v et MER.

Le degré de D est égal, par définition, a :

):nvlogN(v)+Z)\O

Si fekK* , le diviseur principal associ€é a f est :

(f) = L ord (f) [v] - 02@ € loglflo [o]
Notant Divc((?f() (resp. Prc(Oi() le groupe des diviseurs compactifiés (resp.
des diviseurs compactifiés principaux) la formule du produit permet de définir
le degré sur le quotient :

degré : Div_ (0;() /Pr (O’K) —*R

1.2.- Le groupe de Picard compactifié

Un faisceau inversible compactifié sur Oi( est un module projectif de rang
un sur O;( : L, mni pour chaque ¢ dans @ d'une forme hermitienne définie
positive sur :

Ly =L 2 K
ou K 5 est égala R ouC selon que o est réelle ou complexe.

Notons PicC (O'K) le groupe des classes d'isométries de faisceaux inversibles
> o et
<, > 5 sur L sont isométres si et seulement si on peut trouver une unité

’
u dans 6;2 telle que pour tout se€L on ait

hermitiens sur Ok . Deux ensembles de formes hermitiennes < ,
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L. SZPIRO

|5|1,0 = |u|0 |5|2,0
On a ainsi la suite exacte :

.. T{+T) X .
(ii) 0—> R / 1og0’K — Picc(0) — c1(G) — 0

Soit @ : Div c (UK) —> Picc (Oi() 1'application définie par

-n
@ n,lv] + 1 >‘o[°] ) = le module projectif de rang un Hmv V' mni des formes
hermitiennes suivantes :nm:" est un idéal fractionnaire donc canoniquement
contenu dans K , on donnera 2 ||1HO la valeur exp(-A /e )

PROPOSITION 1.1.- L'application ¢ : DivC(O’K) —_—> Picc(O’K) définie ci-dessus
Anduit un Lsomornphisme

Div c (O’K)/ Prc © X —=> Pic c (O’K)

Idée de la démonstration : Soit L€ PicC(O’K) et O#s€L . L'élément s définit
une application @i(—-> L , et donc identifie L_1 a un idéal o.s de Oi(
Définissons ¥(L,s) =Zord (@) [Vv] - L ey log Isl; - Le lecteur vérifiera

que @oV¥(L,s) =L, Y¥(L,s)a une image, dans DivC(Ok)/Prc(GK) , indépendante de

s, et enfin 1'énoncé.

COROLLAIRE.- On a un homomorphisme :

deg : Pic c (O’K) —R

qui, avec Les notations ci-dessus, est défini par : (iii) deg(L) = Log =
I

1.3.- Le Marabout-Flash de théorie des nombres algébriques

Les objets ci-dessus introduits suivent de prés la théorie des diviseurs sur
une courbe algébrique projective. Nous continuons dans cette méme veine.
Soit L€ Picc (O’K), définissons 1'ensemble des sections de L :

(iv) H(L) = {s€L | |s|gs1 pour tout o €@}
On a aussi une '"'caractéristique d'Euler-Poincaré"

w) x(L) = -log vol(® LO/L) .

Cette derniére définition se justifie car :

a) L est un réseau dans & Lc (u]R[K:Q])

b) les formes hermitiennes aux places & 1'infini induisent un
élément de volume sur 020 L, (1'élément de volume sur € est dxady avec
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DEGRES, INTERSECTIONS, HAUTEURS

z=x+1iy) .
Par exemple, si O]/( est muni de sa métrique canonique |1|0 =1 vo (OI’( est
alors appelé le faisceau trivial) on a :
H©p) = {0} vy
T, -1/2
x@p) =1log2 2D ') .

On a 1'interprétation ''géométrique' suivante de H et X

PROPOSITION 1.2 : (cf. Lang [L]).- S& L€PicC(O'K) et teR , notant L,
L'éLément de Picc(O;() oit on a multiplié Les métriques a L'ingind par t , on a :
(@ - - 109G 2+ Togltin T,
oo K
Nous introduisons une caractéristique modifiée
2" vol® Ly/L)
21 7’2

/2

1
wi)  x'(L) = -log L X' = -logl) 2D

Son intérét se révelera au lenme 3 ci-dessous.

LEMME 1.0 (Riemann-Roch !).-
(L) = degL+ X(O’K), X'(L) = degl +x' O -

LEMME 1.1.- S£ degL<0O alons HO(L) =0

LEME 1.2.- 84 degL=0 et H(L) #0 alons L est isomonphe au faisceau trivial
O’K .
LEMME 1.3 (Minkowski).- S{ deg(L)2-x'(6) alons H(L) #0

Les lemmes O a 2 sont de démonstration immédiate, le lemme 3 est une reformulation
du célebre énoncé de Minkowski sur les points d'un réseau dans un convexe compact
symétrique.

Remarques

a) les quatre lemmes ci-dessus sont pratiquement les mémes pour les faisceaux
inversibles sur une courbe algébrique projective et lisse sur un corps.

b) On a aussi "une suite exacte de Hurwitz' ou les faisceaux des différentielles
sont remplacés quand c'est nécessaire par les faisceaux dualisants (classe de la
différente inverse). En effet soit

Wy = HomZ ©,Z2)
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L. SZPIRO

La trace fournit une ''section' canonique de Wy notons la Tr , pour donner
des formes hermitiennes a 1'infini il suffit de spécifier la valeur de |Tr|0
Posons

II‘rIO = €4

LEMME 1.4.- On a La suite exacte sulvante :

. 1 T 1
0 O;( Yoy & O /2 —0

De plus deg(ng)= -2x )

Les lemmes 1.12a 1.3 sont le secret de 1a démonstration des quatre théorémes de base

de la théorie des nombres algébriques. Nous indiquons briévement les démonstrations
de ces théorémes par la méthode ainsi introduite. Le quatriéme théoréme est

d'un usage constant dans ce séminaire.

THEOREME 1.1 (Hermitc-Minkowski).- Si [K:Ql > 1 alons De>1 (i.e m(2)=0).

Démonstration : lc lemme 3 contre le lemme 1 indique x'(O’K) £0 . Donc si
T, #0 on conclut de suite par les formules (v)' (remarquer 1'économie). Si
T
T, =0 et T, >1 choisissons a = (0g) € R 1 qui ne soit pas dans 1'image (dis-
X

créte) de logCy ct telle que I ag=0 . Notons % 1'élément de PicC(Ok)
qui "'a distance finie' est égal a O;( et qui est muni de métriques telles que

1] . = exp(a,) . Nous avons tout fait pour que &, soit différent de & dans

o (*] Q K

Picc(Oi() , donc, par le lemme 2 (deg O = 0) HO(O'a) = 0 . Donc par le lemme 3
-x'©) >0 , ce qui conclut. o

THEOREME 1. ADirichlet) .- Le groupe des classes d'idéaux de Oy est géni.

En effet tout Lecl ((Bi() peut étre muni de métriques hermitiennes a 1'infini
tel que deg(l) = -¥' (Ok) . La classe de L—1
O. de norme au plus (exp - X' (Oi())(lemme 3, formule (iii)). I1 reste a appliquer

est donc représentée par un idéal

le lemme évident suivant :

LEWE 5.- L'ensemble des idéaux de Of de noame infénieune a un nombre donné,
est find.

THEOREME 1.3 (dit des unités : Dirichlet).- Soit W ALe sous-espace vectorniel
T44T

de R 12 formé des etéments (o) tels que I o5 =0 (noyauw du degné),
atons £'imge de Oy par £'application @ log| |§0 est un néseau dans W .
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DEGRES, INTERSECTIONS, HAUTEURS

. e T+ 12 P
Idée de la démonstration : Soit o, Une suite d'éléments de R ! de degré
X' (.e og(b o nfo -x'@g)) et soit Og‘jn €Pic_(Op) construit comme

dans la preuve du théoreme 1. I1 nous suffit de montrer (car 1'image de O ; est
discréte) qu'une sous suite des O est convergente dans Picc(Oi() . Chaque

i O ) est différent de zéro par le lemme 3, donc il existe des idéaux G.n ,

principaux, de norme inférieure exp(—x'(O’K)).

Soit @, ~une sous suite de a = tels que les idéaux a, soient tous égaux.
i i

On a o.ni = xiO’K =a,nj = xJ.Oi( .
I1 existe donc des unités u j 60’; telles que xj =ujx0 . On a par hypothese
1
< ' =

|xj|0 % . <1 et donc o‘o,n-lujlo’ﬁgl'c' Posons ag L lugl, ,ona

= 3 ] =1 1
6%- = O’g! dans P:LCC(O’K) . Les o 5, sont bornés, donc on peut en extraire

Tq+4T

uneruite convergente dans R 172, C.Q.F.D.

THEOREME 1.4 (Hermite).- L'ensemble des conps de nombres algébriques de degné
donné n , et qui ne sont ramifiés qu'en un ensemble §ini de places donné S ,
est find.

Ce n'est pas 1'énoncé classique du théoréme de Hermite (si DI( est fixé, il
n'y a qu'un nombre fini de KX ) mais cela en est une variante qui servira surtout
sous la forme suivante :

COROLLAIRE.- Soient g un entier, S un ensemble §ini de places de XK , alors
AL existe une extension finie K' de K , effectivement caleulable, telle que :

AL AK est une varniété abélienne sur K de dimension g , dont Le modéle de
Néron a bonne néduction en dehons de S , alons AK' est a néduction semi-stable.

En effet, on sait qu'en rendant rationnels sur K' les points de division par
12 (par exemple) de AK’ A](' est semi-stable. L'effectivité vient de ce qu'on
verra plus bas que la démonstration du théoréme 4 est effective.

Démonstration du théoréme 1.4 : elle se fait en deux parties :

a) quand n et S sont fixés Dy est borné

b) quand n et Dy sont fixés il n'y a qu'un nombre fini de possibilités pour X .

a) C'est un probléme local;soit K—> L une extension galoisienne de corps locaux
de degré n et de groupe G . Soit Gi le sous-groupe de G qui agit trivia-
lement sur O’L/‘ji” . On vérifie assez facilement les faits suivants :
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L. SZPIRO

oo

- valuation (D) = 8 (# G, - 1)
- Gj/G;,q est un sous-groupe de "fi/“ji”
- G; = (1) pour i>e/(p-1)ou e est 1'indice de ramification absolue

(e =v (D), p=car(5K/«¢K) ([S] IV §2 ex.3 a) b) c)).

On a donc une borne effective pour les exposants des idéaux premiers qui ren-
trent dans la décomposition de D (n et S fixés).

b) Montrons que si n et D sont fixés il y a un élément primitif dont les diffé-

rentes valeurs absolues sont bornées. Soit Luof( avec pour métriques a 1'infini :

r2/2  _ -
I, =& =" o4 2l

i>1

=
Q
1
[ 3]

alors degL= - x' (&)
i 2,722 1y o
I1 existe donc (lemme 1.3) x€0; tel que |01(x)| &) D 2 ;
CASIEEEY ]
Un tel élément est primitif car [o,()[> 1 (1o 12 1) et
loi(x)l <1, i#1 . I1 est borné par hypothése, on a donc gagné.

2.- INTERSECTIONS SUR LES SURFACES ARIT!-{ME'TIQUES

Arakelov a construit une théorie des intersections, pour les diviseurs
""compactifiés'' sur une surface arithmétique, qui s'approche le plus possible de
celle des diviseurs sur une surface algébrique. Nous en donnons ici la définition
et les propriétés. Les démonstrations quand elles ne sont pas indiquées se trouvent
dans les exposés 2 et 3 de ce séminaire. Faltings, et partiellement Hriljac, ont
donné des compléments sur la théorie d'Arakelov qui la rapprochent encore plus
de la théorie géométrique. Ces développements se trouvent dans les exposés 2 et 3.

2.1.- Diviseurs et groupe de Picard compactifiés

Soit X—f> Spec O’K une surface arithmétique réguliére. Pour chaque o pla-

ce 2 1'infini de K choisissons une (1-D-forme €% dy; telle que [y ¥ =1 -
o

DEFINITION 2.1.- Le groupe de Picard compactifié Pic(X,dp) d'une surface

anithmétique X , munie d'éléments de volLume duo , comme plus haut, est Le
groupe de classes d'isométrnies de faisceaux invernsibles L sur X munis pour
chague o d'une métrique hermitienne positive ©° < , >, sur L telke que :

- Ti]i 39 log|s| =(deg L)du;
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Bien sr, degL est le degré de Ly sur XK .

THEOREME 2.1 (Arakelov).- Pour chaque choix de métriques (du) sur £es X
satisfaisant a J'X © du, =1 onata suite exacte sulvante

(0]
r1+r

0— R ' ?/10g0"%> Pic(X,du ) £ Pic) — 0

ol B est La gleche "oubli" des structures hermitiennes a £'infini, et
aaq,... ,ar1+r2) est La strweture hermitienne sur Le faisceau inversible C&
telle que :

pour chaque o, |1 ;P = exp(a) pour tout point P de X (€) .

La seule difficulté de ce théoréme est la surjectivité de B (existence de
métriques permises) : elle est résolue dans 1'exposé 2 (R. Elkik). Notons que
1'exactitude de la partie gauche de la suite signifie exactement que deux métri-
ques permises sur le méme fibré, différent par la multiplication par un nombre
réel positif.

DEFINITION 2.2.- Un déviseur compactifié sun X est une somme formelle ginie
In, [vl+ Z X_[0] od v parcourt Les cycles véductibles de codimension
v oep ©

un dans X , N, est un entier et S néel. Le groupe des diviseurs compac-
tigies sena noté DivC(X)

DEFINITION 2.3.- Soient (du,) des &féments de volume swr Les X, satisgaisant
IXG(C)duo =1 , et s0it £ une fonction nationnelle sur X . Le sous-groupe
ded diviseuns compactifiés principaux P(X,dps) est Le sous-groupe de Div_(X)
des éfements de La forme I v(f) [v] - CZ’ €5 jxo(m)loglflo du

PROPOSITION 2.1.- L'application ¢ qui a un diviseur compactifdé :
Iny[v] +I X [0l , associe Le faisceau Anversible métrnisé
(Hn\_fn" » 11y = exp(-A /ey ) induit un isomonphisme :

Div_ (X)/P(X,dy )= Pic(X,du )

La démonstration est évidente. Mettons néanmoins en évidence 1'application
inverse : soit L un élément de Picc(x’d”o)’ s une section méromorphe de L ,
DS le diviseur a distance finie associé a s , on fait correspondre a (L,s)
le diviseur I v(Dg) |v] - I e (fx (C)loglslc du)[o] . On vérifie que la classe
de ce diviseur modulo P(X,du;) ne change pas quand on change la section s deL .
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L. SZPIRO

Si D est dans DivC(X) on note O; (D) = (D)

2.2.- Intersections

THEOREME 2.2 (Arakelov).- Soit X une surface arithmétique munie de métrniques
du_ a £'ingini telles que | dy_ =1 . Alons il existe un et un seul accou-
o X5(C) o

pLement bilinéaine ( , ) : Pic(X,duo) XPic(X,duO) —> R ayant Les propriétés
sudlvantes :

(I) S¢ D est un diviseun Luvéductible et néduit horizontal (L.e gind sun
ipec I (L, (1) = degg e L (au sens du cowutu'jtedde La proposition , od
D est Le nommalisé de La partie g§inie de D et ep i D—>X L'application
canonique) .

(II) S¢ D est un diviseun dans La g§4ibre de v€Spec(Oi()
(L,0, (1)) = (degré géométrique de L/D). log N(V)
(I1D) (.,.) est symétrique.

On prend bien entendu (1) et (II) comme définition ; le seul probléme est de
montrer (III). Ce dernier point se vérifie facilement a 1'aide de la formule de
Green-Riemann.

I1 est bon d'expliciter le cas de sections : supposons que le genre des fibres
est au moins un :

Soit E une section de Xi>5pec O, , g=genre Xz1 o, O&(E) a une
section canonique Sg - Nous noterons toujours (7X(E) 1'é1ément de Pic(X,duU)
tel que ©(E) = O4(B) i.e [y (m)log[sE(P)|o du, =0 . Si E;etE, sont deux

sections distinctes on a o

(E;-E,) = N(E;nE,)) - ;)3’ €5 loglsP1 (P2)|0
ol E1ﬂ E2 est 1'intersection schématique des Ei,et, Pi le point de XK corres-
pondant a E; . G
La fonction Xo(([l) x XG(C) -2 R" définie par

G (Py,P)) = |sp1 (P, |0 = |sP2(P1) |c est dite fonction de Green associée a du_ .

Remarques : a) 1'intersection d'Arakelov commute bien au changement de base fini :
K—> K' : elle devient multipliée par |[K':K] .

b) A 1'aide de a) on peut ramener tout calcul d'intersection au cas de sections
et de diviseurs verticaux.

c) On voit facilement que les termes locaux a 1'infini de 1'intersection d'Arakelov
ne sont pas tous positifs dans (E1.E2) . C'est une différence majeure avec la
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DEGRES, INTERSECTIONS, HAUTEURS

situation géométrique.

2.3.- La formule d'adjonction

Pour chaque systéme de métriques du(J telles que IX ((]:)d“ - 1 on a une
(o}

théorie des intersections d'Arakelov. I1 en est un plus naturel que nous appelle-

rons canonique :
du, =

Hx ,Q1Xc) pour <a,B> = jxo(mmg .
On montrera essentiellement dans 1'exposé 2 (L. Moret-Bailly) que ces métriques

1 — N
3 121 wjAwW; ol (wi) est une base orthonormale de

ont 1'avantage suivant :

THEOREME 2.3 (Arakelov).- Soit X une sunface anithmétique sun K de genre g21 .
Soit A ALa diagonale de XEX et Sy La section canonique de O . (A) . Définissons
K

XxX
une mét/tique1he)météenne sun Oy (W) par |s,(P,Q)| = G (P,Q) . Alors
( ). =9 qui est Le faisceau normal a A_ est muni d'une métrique dite
u’)(/O’K o Xy o}
canonique, qui est permise pour Les duo canoniques. Autrement dit s4 E est
une section de X —> Spec Ok ona(wx/gKﬁX(E)) = -E2

Remarque : la formule d'adjonction pour les diviseurs horizontaux posséde des
termes non triviaux a 1'infini : par exemple si D=E1 +E2 est somme de deux

sections distinctes et GD s est la différente d¢ D sur O on a :

(de'UX(D)) + (D.D) = logN (‘SD/U) -2 CZJ eolog|sP1 Py

3.~ HAUTEURS

3.1.- Intersection d'un cycle de codimension un et d'un cycle de dimension un

dans une variété arithmétique compacte

Soit XK une variété propre sur K . Pour construire des 'hauteurs' il nous
faut une structure entiére sur O’K (4 distance finie) et des métriques hermitien-
nes aux places a 1l'infini ("'structure entiére a 1'infini'). Soit donc X un
modele propre de Xy sur Spec O]’( (i.e la fibre générique de X est XK) .

Soit LK un fibré inversible sur Xy » L un prolongement de LaX , nous
supposerons de plus que L 5 Sur X, est muni d'une métrique hermitienne £° ,
[ . ] g » bour chaque o . Soit P€Xg(K) il lui correspond biunivoquement une
section €p de X—f> Spec G’K . Le faisceau inversible el’g(L) sur O’K est muni

-

de métriques a 1'infini et donc posséde un degré au sens du §1. On pose
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=1 *
hL’I'lc P _[K(P):Q] deg E:P L

C'est la hauteur de P associée & L et |.| .Par abus de notation, nous la
noterons hL quand les métriques seront clairement fixées. Par exemple on a :

hLem (P) =m hL (P

LEMME 1.- Lla hauteur est invariante par changement de conps de base.

C'est clair.

LEMME 2.- (Changement de structure entiére sur le faisceau inversible).
Si L' est une autre extension de Ly a X 4L existe une constante C Zelle
que : [hy(P) - hL,(P) < C pour tout PE€ XK(K)

En effet, il existe un entier m tel que ﬁ]]- Le— L'e—mL

LEMME 3.-(Changement de métriques). Sodent | .| =~ d'autres métriques henmitiennes
sun Les LO , alons AL existe une constante C tel que

hL,l |(P) -hL:I I,(P) < C pour tout PGXK(K)

Les X  étant compactes la fonction ¢ définie par : | . ]0 =0l - |'0 est bor-
née. D'autre part, si K' contient K et p est une place a 1'infini divisant
o, SUp @ = Sup g -

LEME 4.- (changement de modéle entier). S&¢ (X,L) et (X',L') sont deux modeles
entiens de (XK,LK) alorns AL existe une constante C telle que
Ih (P) - h (P)| < C pour tout PeX(K)
Par le lemme 2, et par produit fibré on se raméne au cas ou on a un morphisme
birationnel
m: X'— X
et L' =7*L

Dans ce cas, ona : h;,(P) =h (P) pour tout PeXK(T(') .

Exemple : a) hauteur naive : Soit X un point de ]Pi , choisissons une base de

Kr+1 et soient (X 5o ..,X ) 1les coordonnées de X associées a cette base

(a X* pres!) . Mnnssons ' + de la métrique hermitienne telle que labase choi-
sie soit orthornormale . Munissons O]'Pr(1)de la métrique de Fubini-Study associée,
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i.e,pour tout point P, @’]Pr m /P est muni de la métrique quotient par :
o

r+1 . T = . .
K —-—-><7]Pg(1)/P_—>ro . SioseH (P ,0pr()) , s=I sy (55
base orthonormale) et P€IP de coordonnées Xo. . )(r on a:
[z AiX;|?
sy |2 = —%
b ey
Nous avons donc une hauteur de Fubini-Study sur P’ :hFS(P) .

On vérifie facilement que

X_...X L

hFS (C o r)) = &) log

N(Z Ok xi)
On notera 1'inversion numérateur-dénominateur par rapport a la formule (iii) du
§1. Cette inversion est due a la dualité sections-coordonnées.

b) La hauteur naive est positive. On en déduit (lemme 3) que pour tout (L,|.| o)

ol L est ampfe il existe une constante C telle que : hL . (P) 2C pour tout
- sl

PEXy x)

€) Si @, .-+ @ sont des polyndmes homogénes de degré m en les variables

X X. et si X est un point de P’ ou les @; Te sont pas tous nuls on a

seees
o T . . - T 2
la comparaison suivante entre les hauteurs naives sur IP° et sur P

h(p(x)) <m h(x) + h(p)
oi h(e = logN +I log sup |coefficients des |
o

avec N =nombre maximum de monomes dans les ®;

THEOREME 3.1 (Northcott).- Soit f:X—>Spec Op une varilté projective sun Oy
et L un §4bré inversible sun X Zek que : Lg soit ample et L, muni d'une
métrique hermitienne non nulle, pour chaque o . Alors :

(1) 12 existe une constante C telle que hy(P)2C pour tout P dans X (K)

’

(ii)Pour tout nombre néel A et tout entier d,L'ensemble des points de Xy (K)
définis sur un corps de degrhé au pfus d sur Q , et de hauteur inférieure & A
est find.

N

Par les lemmes précédents on se raméne a la hauteur naive sur ' . Alors
(i) est évident. Pour (ii) considérons 1'ensemble Er, d des points de P'
rationnels sur un corps de nombres K tel que [K:Q] =d . Soit
o : EI,,C.[—>(]PI‘(Q))d qui a Pe PYK) , [K(P) : Q] =d associe le point
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(Oi(P))i=1..d ou les oi(P) sont ses différents conjugués. Soit Xr,d le quo-

tient de P¥ x...xP" par 1'action du groupe symétrique Sd . On a tout fait

pour que : si PeP'(K) , [K:Qlsd alors qoo(P)e X, d((Q) ol
’
q: Pix...xP" —> X, q- Notons que la partie (ii) est évidente pour la hauteur
’
naive h quand d=1 . Il nous suffit donc de vérifier qu'on a une hauteur h'

sur Xr d associ€ée a un faisceau ample telle que
’

h'(qoo (P))<m h(P) + C mEN , C constante, P€ Er a
)

On plonge pour ceci Xn a dans un projectif par des polynomes homogénes en chaque
systéme de variables et invariants par 8y . L'exemple c) permet alors de conclu-
re.

-

3.2.- Hauteurs a singularités logarithmiques

L'avantage d'avoir introduit des métriques a 1'infini, et les hauteurs associées,
sur les méthodes pré-arakeloviennes (hauteur naive et ses variantes) réside dans
le choix ad-hoc de métriques pour chaque situation. Un des gadgets essentiels
de la démonstration de la conjecture de Tate par Faltings est la hauteur modulaire
introduite plus bas. On verra dans 1'exposé 7 de M. Raynaud qu'elle a été choisie
pour se comporter de facon naturelle a 1'infini. Par contre le schéma de modules
des variétés abéliennes polarisées n'est pas projectif et les considérations
de 3.1 sont insuffisantes. On est donc amené a considérer des hauteurs sur des
variétés ouvertes qui ont un comportement raisonnable 'a 1'infini".

DEFINITION 1.- Soient X une vaniété algébrique sun € , L un faisceau inver-
sible sun X , X une compactification de X et L un prolongement de L a X

Soit |.| une métrique hermitienne swr L. On dit qu'elle est & séngularitis
Logarithmiques 4'il existe une métnique |.| sur L et un entien positif r,tels
que Localement sur X :
Is(P) | Is(P){o _ r
;g)( (IS(P)IO HOI < C(-log z|£;(P)])

o C est une constante et £; sont des Equations Locales de X-X=D

Soit Xy une variété algébrique sur K et T(K une compactification de Xy -
Avec une métrique sur L; sur X; pour chaque o et un modéle entier de
X,L) de (YK,IK) (ou Ly est un prolongement de Ly
teur pour les points de XK(K) avec la méme formule qu'en 3.1.

a XK) on définit une hau-
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THEORBVE 5.1° .- Avec le* notation* cl-de**u* *uppo*on™ que L™ j"oit ample et
que le* métrique* *un le* LQ *olent a *Ingularlté* logarithmique* alor* :

(@) Il existe une comptante C telle que hL(P) >C pomw tout PeXK(K) .

(i) Porn nombre r.éel A et tout entier, d , Ven*emble de* point* de XK(K)
déjInl* *1n un conp* de degné au plu* d *ur Q , et de hauteur, plu* petite que
A, et jinl.

Pour nontrer ces deux énoncés, par |ethéoréne de Northcott (Th.1), il suffit
de trouver un faisceau inversible anple L' sur X*, nuni detout | e nécessaire,

un entier m , et une constante tels que
*) h(P > hLl (P +Q pour tout PEXK(K) .
(nh serangne sans pei ne au cas ou - =D est undiviseur. Chaisissons un

entier m plus grand que |'exposant r deladéfinition 1et tel que

V=L (-D soit anple. Mnissons L' des nétriques **9 ou f est une
équation locale de D . Ohvérifie facilenent 1'inégaité (*).

3.3.- Lahauteur nodulaire (oudifférentielle)

Sit A une variété abélienne de dinension g sur K et A-"Spec 0" son

nodel e de Néron. Le fai sceau des différentiell es de degré naxi mmsur A
provient de Gf . Notons Ug le faisceau inversible sur tel que
f4 ="alcr e

On peut se mettre sur ljg,  une métrique naturelle, dite métrigue modulaire,
pour tout a de la fagon suivante :

«eho = ricv ") [d2=1"voaAS|I
gp est donc canoniigquementt un élément de Picc(0Y) et a undegré (certains auteurs
disent : le degré d*Arakelov de dp , d*autres le degré différentiel de A). La
hauteur modulaire (ou différentielle) de A est — — deg@)J

[K:QQ] 6 A
DEFINITION 2.- Soit AN ure variété abélienne *mn K , et K" une exten*lon de
K o [c, a réduction *eml-*table [par exemple on peut prendre pouin KF
un conp* de rationalité de* point* de division par 12 de A*). OndéjInlt la
hauteur modulaire *table de A" par la jdfimule
1

h(*) K : Q] deg VXvaKL
La conposante neutre du nodel e de Neron d une vari été abél i enne semi-stabl e
étant stabl e par changenent de base, | adéfinition ci-dessus ne dépend pas du
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