Asterisque

FREDERIC PHAM

La descente des cols par les onglets de Lefschetz,
avec vues sur Gauss-Manin

Astérisque, tome 130 (1985), p. 11-47
<http://www.numdam.org/item?id=AST_1985__130__11_0>

© Société mathématique de France, 1985, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Astérisque » (http://smf4.emath.fr/
Publications/Asterisque/) implique I’accord avec les conditions générales d’uti-
lisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AST_1985__130__11_0
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

LA DESCENTE DES COLS PAR LES ONGLETS DE LEFSCHETZ,
AVEC VUES SUR GAUSS-MANIN (*)

(STEEPEST DESCENT ALONG LEFSCHETZ THIMBLES,
WITH VIEWS ON GAUSS-MANIN)

Frédéric PHAM
.

La méthode du col pour les int8grales de Laplace dans T remonte aux débuts de
1'analyse classique. Je voudrais en exposer ici une généralisation dans €7, version
avec paramétres de 1'étude amorcée dans [31].

La premiére partie de 1'exposé est consacrée 3 1'étude globale des intégrales de
Laplace polynomiales dans L. L'essentiel du travail est de nature topologique, et
consiste (comme dans la méthode du col classique) 3 déformer le cycle d'intégration
de fagon que la décroissance 2 1'infini de 1'intégrand soit laplus rapide possible :
on y arrive en «descendant les cols» (points critiques de la fonction de phase)
par les «onglets de Lefschetz» (généralisation & n dimensions des lignes de thal-

weg issues d'un col).

La deuxiéme partie contient diverses considérations sur le module (micro)-différen-
tiel de Gauss-Manin, principal outil permettant d'analyser la contribution Zocale
des onglets aux développements asymptotiques des intégrales de Laplace.

Le probléme exposé ici a une longue histoire, et 1'on pourra reconnaitre dans
les pages qui suivent 1'influence directe ou indirecte de nombreux auteurs que, par
ignorance ou par oubli, je n'aurai pas tous cités. L'impulsion décisive est sans
doute venue de 1'école russe (Maslov[24], Bernstein[5], Arnold[2][3][4], Fedoryuk
[11]..), mais 1l'auteur qui a le plus influencé ma facon de voir est sans doute
Malgrange[21]1[22], conjointement & Voros[47]; je dois aussi citer Duistermaat, dont
1'article['0] a été le point de départ de mon intérét pour ces problémes [26].

* PLAN -
l3re Partie : La méthode du col dans C" pour les intégrales de Laplace polynomiales
Décomposition de 1'homologie HE

1.
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(%) Expose au Collogu "Systemes différentiels et singularités",Juin-Juillet 1983,
C.I.R.M. Marsei le—Lumlng

* Regultat trouvé aprés la conférence de Luminy, a l'occasion du séjour a Nice de
K.Saito



F. PHAM

1ére Partie : LA METHODE DU COL DANS T POUR LES INTEGRALES DE LAPLACE POLYNOMIALES

Il s'agit d'étudier des fonctions analytiques définies par des intégrales
g ytiq P

-7 f(x,u)

(1) Y(T,u)= { e

a(x , u) dxy e pdxg

ot f et a sont des fonctions polynomiales complexes des variables (x,u)=(xl,”.,xn,
ulrn,up); T est un paramétre complexe non nul dont il sera intéressant de faire
tendre le module vers 1'infini, pour un argument -6 fixé :
-16
r=|7|e € €.
Le premier travail est de préciser comment choisir le n-cycle d'intégration I' pour

que 1'intégrale ait un sens.

® Commencgons par supposer u fixé, de sorte que f, a€ E[xl,".,xn].

Pour tout ¢>0 considérons les demi-plans (Fig.l)
i6

§. ={tE€C|Re(te )>c}
s ={te€ tlre(te ¥y <c)

(on suppose pour le moment que l'on a fixé 0=-Arg 7)

Fig.1

et notons ® la famille des fermés ACC" tels que
(2) Vec>0, AN f"(Sg) est compact.

C'est une ¢ famille de supports» au sens de la théorie de 1'homologie, et je prétends
qu'on peut donner un sens 3 1'intégrale (1) sur toute classe d'homologie [I']€ Ho,
1'homologie de " o2 supports dans ®. Intuitivement, la condition (2), qui se 1lit
encore

(2") Re(Tf(x)) > + © quand [Ixll > |, x€A4,
est faite pour obliger 1'exponentielle s tendre vers zéro & 1'infini de la
chaine d'intégration; la convergence de 1'int&grale (1) en résultera si la chafne
d'intégration est assez ''gentille'" au voisinage de 1'infini pour laisser la
décroissance exponentielle 1'emporter sur 1l'éventuelle croissance de la mesure poly-

Techniquement, il s'agit donc de définir un complexe de

(4]

%

nomiale a(x)dxr“ dx, .

chaines que nous noterons C , tel que

. . . b

i) 1'homologie de ce complexe soit Hy 3

‘s PR -7 f ' .
ii) les intégrales fe ~ w (w=forme polynomiale) soient convergentes sur les

P c e
Eléments de C, ~, et vérifient la formule de Stokes.
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GAUSS-MANIN

En gros, les &léments de CiQ] seront les chaines "semi-algébriques & support dans ",

en un sens précisé dans 1'Appendice (%) .
Renvoyant ce point a 1'Appendice, nous passons a 1'étude de 1'homologie.

: ® s
1. Décomposition de H, (u et 6 sont fixes)
f est donc ici une application polynomiale de t" dans C.

En dehors d'un nombre fini de valeurs t€ T (dites "waleurs singuliéres" de f),cette

application est une fibration topologique localement triviale. Il en résulte que

1'inclusion de paires n + n .
(€7, £71(s)) —= (T, £7'(s4)

est, pour tous c>c'>0 assez grands, une &quivalence d'homotopie.
Or le complexe de chaines (p.ex. singulidres) i supports dans ® peut s'identifier
4 la limite projective

$ n . . 0 -, *

C*(E )= lim.proj. C*(E , f 1(SC))

C > 4 00

des complexes de chaines relatives. D'aprés 1'équivalence d'homotopie précédente la
limite projective ''passe a 1'homologie" en devenant une limite projective
d'Zsomorphismes

(1.0) H:: H*(mn,f"(sZ)) pour tous c assez grands.

Comme € est contractile on en déduit par la suite exacte d'homologie (en travail-

lant en homologie réduite) que

®_ n .-y, + 9 -1t -1

(1.1) = 1 (07, £7'(s0) ~%—=t,_ (£ )~ H, _ (£7'(t)
+

pour tout t€S., & condition de prendre c assez grand pour que Sz ne contienne

aucune valeur singuliére.

. P . R ,
Conclusion (1.1): L'homologie H, est Zsomorphe & 1'homologie véduite ordinaire

(a supports compacts), en dimension 1 de moins, de la fibre générﬁque ().

. . . A .
Revenons maintenant a 1'isomorphisme (1.0). Notons (s ) la collectiondes valeurs
. ‘s . . . . _ A i6
singuliéres de f, et soit (TX) la collection des demi-droites fermées T&=s +RY e

Pour un choix générique de 0 on pourra supposer ces demi-droites disjointes.

"Epaississons" les TR en des voisinages fermés %& mutuellement disjoints, rétracti-
les par déformation sur les TA.Alors,toujourspour(:a$ezgrand,on a les isomorphismes
suivants, dont les symboles explicatifs "exc" (pour "excision") et "dr" (pour
"déformation-rétraction") tentent de suggérer la construction; il s'agit chaque fois
d'une déformation-rétraction &vidente dans T, que la fibration f permet de relever

dans En.

(*) Qu'une telle notion "n’aille pas de soi” m’avait d'abord échappé. Jeremercie O. Gabber
d'avoir attiré mon attention sur cette difficulté.
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F. PHAM

- +.. dr o + -1 ot
H, (", £ (s)) H*(L;\' £ (T, US), £71(s)
excgdr - oy +
B (YT, YT (T Ns)
-1 -1 0y +
~ e He(£7' (T)) , f 1(Txmsc))
excdr

2 e (£ (5,) N7 (54 (0)))

.2 ol Sk désigne un petit disque de centre EN
Sy ={tet| lt-s, | <e}
et S;(G) désigne la "lunule"

-i0
5Y(0) = 5, N{Re(t e ) >

Nl

. PP , @ .
Conclusion (1.2): Pour 0 générique comme ci-dessus, H, est isomorphe a4 la somme
, , .\ A .
directe, sur toutes les valeurs singuliéres s , des "homologies relatives attachdes

a ces valeurs singuliéres” (ol 1'expression entre guillemets désigne les composan-

tes de la somme directe (1.2)).

2. Valeurs singuliéres «de deuxiéme type»

Les valeurs singuliéres d'une application polynomiale f sont d'abord les
valeurs critiques (images des points critiques, ol le gradient de f s'annule), mais
aussi éventuellement certaines valeurs non critiques, & cause du fait que pour n>1
1'application f n'est pas propre (intuitivement, on peut avoir des "pointscritiques

a 1'infini"). Ces autres valeurs singuliéres que nous appellerons de «deuxidme
type» sont plus difficiles a calculer et 3 &tudier, c'est pourquoi il est agréable
de savoir reconnailtre des situations ol elles n'existent pas. Il suffit pour cela,
comme 1'a remarqué Malgrange (non publié), que la condition suivante soit vérifiée
en dehors d'une boule assez grande

(2.1 48>0, lxlillgrad £ ()l >3;

remarquons que Fedoryuk utilise dans [11] la condition plus forte
2.1 J6>0, llgrad fx)I>8.

De fagon précise, si la condition (2.1) est vérifiée dans un ensemble de la forme
£ )N {Ilxll >Ro} (ol S est un disque de L), les fibres £ '(t) resteront transver-
ses 3 toutes les sphéres lxll= R pour R>R; (R, assez grand) quand t parcourra S, ce
qui assurera la trivialité topologique "au voisinage de 1'infini des fibres".

"

Voici maintenant un critére effectif "a la Newton" permettant de s'assurer que

la condition (2.1) (et en fait (2.1)') est vérifiée :

14



GAUSS-MANIN

Proposition (2.2) : Supposons que le polyndme f soit commode et que sa partie
principale Newtonienne a L'infini soit non dégénérée (cf.Kouchnirenko[17]).
Alors il vérifie la condition (2.1)' dans tout le complémentaire d'une boule assez

grande.

Rappelons la définition des termes de 1'énoncé: pour un polyndme f = En a xa, on
note I (f) 1'enveloppe convexe dans ]R‘: de 1'ensemble L&a— ]R:I_, oll aa;riNendatoutes
les valeurs dans N" telles que aa# 0, et en outre la valeur 0; la réunion des faces
fermées, ne passant pas par O, du polyzdre I (f), est notée I'(f) et appelée
frontidre de Newton & 1'infini du polyndme f; le polyndme est dit commode si r(f)
rencontre tous les axes de coordonndes; sa 'partie principale Newtonienne a
1'infini" définie par fe = 2 aaxa, est dite non dégénérée si pour chaque face 0

a eF(ﬁ

de T'(f) le polynbéme quasihomogéne fo= a?o aaxa vérifie la condition de «non

dégénérescence» : af, - 1 . )
Xis—ﬂ— » 1=1,2,..,0 T x %, ...xn——O .

Remarque : Les résultats de ce paragraphe semblent &tre connus de beaucoup de gens,
notamment 3 Moscou (David Bernstein aurait démontré depuis déja plusieurs années des
résultats analogues pour le cas plus général des applications polynomiales de c”
dans €P). Mais je n'en connais pas de version publiée compléte. L'article de
Broughton[8] se contente d'exploiter, plus systématiquement que ne le fait [311,
les conséquences topologiques de la condition (2.1)'. Quant a la proposition (2.2),
apparemment eonnue & Moscou (cf.[17]), Ha huy Vui en a écrit une démonstration ind&-

pendante que je tiens a la disposition des lecteurs intéressés.

3. Homologie relative attachée a une valeur singuliére «du type de Milnor»
Considérons une valeur singuliére 57\, image d'un point critique isolé x" et
A'queun autrve, "fit-ce d 1'infini” (ce qui pourra signifier que la condition (2.1)
est vérifiée dans un ensemble de la forme £~ ' (S) N {lxll >Ro} pour R, assez grand,
S étant un disque de centre s)\).
Soit alors B une «boule de Milnor», c.i.d.une bouleouverte centrée au point critique,
de rayon P assez petit pour que toutes les boules de méme centre et de rayons p'< p soient
transverses 3 f'l(s)\). Quitte 3 choisir le rayon?n du disque S assez petit, on peut supposer
que toutes les fibres £7!(t) pour €S sont transverses au bord de B(cf.Milnor[25]). Cette
hypothése jointe aux précédentes implique que larestrictionde f a f-l(S)n[:B est une fibra-
tiontriviale (de variété a bord),ce qui permet de ramener le calcul de I'homologie relati-

s Al N . .
ve attach@e s auncalcul local d la source (dans B), essentiellement déja fait dans
Milnor[25].

15



F. PHAM

Pour simplifier les notations, nous supposerons que xx=0, sx=0, et nous noterons
(S,S+) la paire '"disque, lunule" notée (SX,S;(G)) au paragraphe 1.
Proposition : Avec les hypothéses ci-dessus on a les isomorphismes
B (£, £~ xh —Le nah < H_ () , tes’,
ou L'on a noté X = BNE™(s), X'= BNE'(s"), X = BOE(D) ;
de plus, d'aprés Milnor[25], Hk—l(xt) =0 si k#n, tandis que pour k=n on a

Hn_l(xt)= z" . ou u est le "nombre de Milnor” du point critique; ce groupe est
appelé «groupe d'homologie évanescente» dupoint critique.

Preuve : La fin de la proposition est un résultat bien connu de Milnor. L'isomor-
phisme dr (""déformation-rétraction'") est &évident, ainsi que 1'isomorphisme 3

(X est contractile).

Enfin, démontrer le premier des isomorphismes revient, par la suite exacte d'un

triplet, & démontrer que .
He (F77(S), X U f7'(87)) = 0

ce qui équivaut, par excision, @ &établir que
. +
H((x,ku( x) =o,
+ PR S Y
ol 1'on a noté Y=f~'(S) , Y =f~(S") , et X le bord de X dans Y. Mais, toujours par la
ot
suite exacte d'un triplet, cette &galité équivaut 3 la suivante (ol 1'on a noté X
+
le bord de X' dans Y')
. oo+
H*( E X’X) = H*( C4 X ,X )
Y Y

qui est vraie parce que la paire écrite a droite est rétracte de déformation de

= "

celle écrite 3 gauche (trivialité topologique "3 1'infini").

Remarque : Si 1'on fait varier 0 , 1'homologie relative ( = homologie &vanescente)

forme sur le cercle trigonométrique $' un systéme local de Z-modules libres de
rang M.

Exemple : "Onglets de Lefschetz'"[18] associés 3 un point critique quadratique
non dégénéré,

Supposons que le point critique soit quadratique non dégénéré. Comme le probléme
est devenu local, nous pouvons nous autoriser des changements de coordonnées ana-

lytiques locaux et mettre ainsi f sous la forme

2 2 2 .
f=x| +X, + .+ % (lemme de Morse analytique complexe).

L'homologie relative et 1l'homologie &vanescente sont isomorphes & Z , engendrées
respectivement par 1'onglet de Lefschetz A(t) défini ci-dessous, et par la sphére
Svanescente e (t)=0A(t).

Si 0=0 (c'est-a-dire t€ H(F), avec les notations x'=Rex, x"=1Imx, L'onglet de
Lefschetz A(t) est défini par

" " 12 12 <
= = = L
X'=...=x, 0, x| Xy St

16



GAUSS-MANIN

entre ses deux orientations possibles, nous appellerons 'orientation standard'
celle définiepar les coordonnées (x;,".,xﬂ).

Le cas 0 quelconque se d&duit du cas 6=0 par 1'isomorphisme linéaire

0 i6
(x],“.,xn)k—~> (e7 xl,...,e“2 %)

comme 0 n'est défini que mod.2m, cet isomorphisme n'est défini que modulo 1'appli-
cation antipodale xk—= -x , qui change ou non l'orientation de l'onglet selon que
n est impair ou pair. Autrement dit, Ze systéme local sur $'d'homologie relative

(¥ homologie évanescente) est un revétement trivial ou non selon que n est pair ou

impair.

4, Dépendance en u,f
Considérons 1'application polynomiale
F:t" <P — cxcP.
X, ub— t=f(x,u), u

Au-dessus du complémentaire d'une hypersurface algébrique XC E><Ep, cette applica-
tion est une fibration topologique localement triviale.
Soit alors UCCP 1'ouvert de Zariski dense au-dessus duquel la projection canonique
T I P est propre (4 fibres finies). Quand u varie dans U et gﬂ dans 8!, le
raisonnement qui a conduit & l'isomorphisme (I,1) du §I peut &tre fait "en famille'",
conduisant 3 une dépendance continue en u,0 de 1'isomorphisme (I.1)

B ~m (Few) , uen, cen\ T

k k=1
(ol ZL:=ﬂ£1(u) désigne 1l'ensemble des valeurs singulidres de f(+,u)).

Hj(gﬁl) est un systéme local sur $'x<y de

(4.1) Conclusion : ( Xl ¢ $'x U

groupes abéliens de type fint.

(4.2) Exemple : Soit f(x,u)=fy(x)+g(x,u), ol f, est un polyndme vérifiant les
hypoth&ses de la Proposition (2.2), tandis que g a tous ses monomes en X stricte-
ment en-dessous du polyd&dre de Newton 3 1'infini de £ (cf.§2), c'est-d-dire

g=§ aa(u) xa, aa#O seulement pour €L (£)\ ['(£). Alors T est le lieu discrimi-
nant de F (image de 1'ensemble critique), et U= t? tout entier (cela résulte d'une

version en famille de la proposition (2.2)).

Examinons maintenant la décomposition en somme directe (1.2).

Soit U¥CU 1'ouvert dense de Zariski de U oli le nombre de valeurs singuligres de
f(+,u) est maximum (U*= complément dans U du "lieu de bifurcation"). Alors la décom-
position en somme directe (1.2) est bien définie localement en u€U* pourvu que

les coupures T#egﬂ ne se chevauchent pas, c'est-a-dire pourvu que

1 \
(4.3) 0+ Arg(sx-sx) pour tout couple de valeurs singuliéres distinctes 3# J;
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de plus la dépendance en 0,u est &videmment continue 3 cette condition.

(4.4) Conclusion : Localement dans ($'< U*), owvert dense semi-algébrique des
(ele,u)€$1><U* pour lesquels la condition (4.3) est vérifide, le systéme local

d(6,u)
Hy ”7')

d'homologie ( admet une décomposition en somme directe (1.2) de systémes

locaux indexés par les différentes branches locales de T au-dessus de U*.

Notons bien que cette décomposition est multiforme, et "saute" de facon discontinue
a la traversée de la «clotson de Stokes», ensemble des points ol la condition(4.3)
n'est pas vérifiée: c'est le « phénoméne de Stokes», qu'il est commode d'observer
[47] soit 4 0 fixé (générique) en faisant varier u, soit a u fixé (générique) en
faisant varier 0; dans ce dernier cas la cloison de Stokes se manifeste dans le
plan complexe des 7 comme 1l'union des « lignes de Stokes » [23] de la théorie
classique des systémes différentiels ordinaires a singularité irrégulieére (il s'agit
dans notre cas de la singularité en 7=°° du systéme différentiel vérifié par 1'inté-

grale (1): cf. §6 ci-aprés).

5. Dualite

On suppose ici u fix&, et 1'on considére les familles de supports ®(0) et P(0+m)
correspondant a deux directions opposées du plan complexe des 7. Comme P(0)n P(6+m)=C
(famille des compacts), l'intersection dans t® d'un n-cycle i support dans P(0) et
d'un n-cycle 3 support dans P(0+7) est "en général" (c'est-a-dire une fois ces
cycles mis en position générale) un O-cycle a support compact, donc un élément de
Ho(m“)==z. On définit donc ainsi une forme bilinéaire d'intersection

B(O+m) $(0)
Hy ® H,

Z
A r — <A, I'>

>

(5.1)

Théoréme : Supposons que la fonction polynomiale £:6">C n'ait que des valeurs
singuliéres du type étudié au §3. Alors la forme bilinéaire d'intersection (5.1)

est non dégénérée.

Preuve : Comme la dépendance en 0 est continue (cf.§4), on peut supposer 0 choisi
de telle sorte que les droites de direction f passant par deux quelconques valeurs

singuliéres distinctes ne se rencontrent pas

(5.2) (_T)\(G)U T)\(0+1r)) N (TN (G)UT)\,(0+7r))=¢ pour AN,

18



GAUSS-MANIN

Sous cette hypoth&se, il est clair que la forme bilinéaire (5.1) est '"diagonale"
pour la décomposition (1.2) de 1'homologie. Nous sommes donc ramenés 3 démontrer

la non-dégénérescence de la forme bilinéaire (5.1) restreinte au sous-espace
d'homologie relative attaché d chacune des valeurs singuliéres sh. I1 s'agit 13, en
vertu des arguments du §3, d'un probléme Zocal au voisinage du point critique; or
le germe de fonction analytique que définit f au voisinage de ce point critique
peut toujours &tre déformé de fagon que le point critique (isolé, de nombre de
Milnor ) se scinde en M points critiques quadratiques non dégénérés, et cette

scission fournit précisément la décomposition de 1'homologie relative énoncée au

paragraphe 3 .
Hn(f" (8),f7'(s)) ® Zeo...0 Z ;
o fois

comme la forme d'intersection (5.1) est diagonale par rapport 3 cette décomposition
(c'est évident aprés déformation, or la forme d'intersection varie continliment par
déformation), on est ramené a montrer 1'inversibilité dans Z de chacun des termes
diagonaux, c'est-a-dire

(5.3) <Z§)\(6+n) , AO)> = 11,
ol A\(e) et Z&(9+ﬂ) désignent les deux onglets de Lefschetz issus du point critique
dans les deux directions opposées 8§ et 0+m; comme ces deux onglets peuvent &tre
identifiés localement aux nappes de gradient descendantes et montantes d'une méme
fonction de Morse d'indice n dans IR2n= En, la formule (5.3) est évidente et 1l'on
peut méme en préciser le signe

<Z)\(0+1r), A)Se) > =(__1)n(n-1)/2

, avec la convention que Z%(6+n)
. . . . 10
(5.3)! ) désigne 1l'onglet déduit localement de A%Q) en faisant parcourir ~

le demi-cercle dans le sens trigonométrique.

Commentaire : Si le polyndme f n'a que des points critiques quadratiques non dégé-
nérés, les familles d'onglets de Lefschetz relatifs aux deux directions opposées
0 et 0+m forment, d'apré&s ce que nous venons de voir, deux bases duales l'une de

P ()

d (0 . <
L'autre des homologies Hn t Hn( +()(§ 1l'orientation prés des onglets).

b
Une classe d'homologie quelconque FEEH;(w se décomposera donc explicitement en somme
d'onglets de la fagon suivante
, I = % Ny A{@)

(5.4) .
Lot N, = (-1 p (-2 <A0+m) I >,

Remarqze : On rencontre dans certains problémes (notamment le probléme des
"intégrales oscillantes') des intégrales de type (1) dont le cycle d'intégration I
n'a pas son support dans P(0) mais dans une famille plus grande

—10
Y(o)={A ferméCIEIRe(fe . ) borné inférieurement sur A }.
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Pour donner un sens i de telles intégrales il suffit de montrer que tout tel cycle
se déforme de facon unique (& homologie pré&s) en un cycle & support dans P(0),c'est-

a-dire que 1'on a 1'tsomorphisme canonique (démontré dans [31]):
P
Hﬂ(") =~ g¥® .

n

Dans la situation du "commentaire" ci-dessus, un cycle I' i support dans ¥(0) sera
o e . . .

homologue dans Hn() a une combinaison linéaire d'onglets de Lefschetz encore

donnée par la formule (5.4): on remarquera que les nombres d'intersection de la
formule (5.4) gardent un sens lorsque [’ est & support dans ¥(8), car ¥(O)ND(H+7)=C
(famille des compacts).

Exemple (correspondant au cas des tntdgrales oscillantes)
n . o - ™
F=R", 7 imaginaire positif (6=—T), fe ]R[xl,...,xn] (la "fonction de phase" f

est réelle).

L'indice d'intersection Ny=< —A-)\(+-37_rr),l‘> yaut alors

0 si Im s7\> 0

PO 2 G P ao (6

(--l)n_1 <e)\(t), Y(£)> si Im s>\<0; cette derniére expression doit

dtre comprise comme un nombre d'intersection de (n-1)-cycles dans £73(t), ot

<. T
{t}= IRHTK(+-%) 3 e)\(t) est le "cycle évanescent", bord de 1'onglet A7\(+_~’—) (cf.
§3); 7v(t)= Re £f71(t) est la fibre de I' au-dessus de t.

6. Analyse des intégrales de Laplace polynomiales

Les constructions topologiques qui précédent nous ont permis de donner un sens
aux intégrales (1) pour TE(I:*, u€ U (ouvert de Zariski de tP défini au §4) en
permettant une variation continue du cycle d'intégration. Nous obtenons ainsi sur
C* < U des fonetions analytiques multiformes Y(T,u) dont les propriétés essentiel-

les sont résumées par 1'énoncé suivant

(6.1) Les fonctions Y(T,u) définies par (1) sont "de classe de Bernstein” c'est-
d-dire qu'elles sont solutions d'un systéme holonome d'équations aux déri-
vées partielles dans C[7,u]< 3T,au> (anreau des opérateurs différentiels 2a

coefficients polynomiaux).

(*) Le point critique est alors supposé réel. S'il ne 1'était pas, & ne provien-
drait pas d'un mais au moins de deux points critiques complexes conjugués;
les onglets correspondants auraient alors un nombre d'intersection nul avec
=0
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Précisons un peu la signification de cette affirmation.

Dans un espace affine dont les coordonnées sont notées Z) s s Zy s

soit M= I = m[zl,“.,zm]<:azlv",azm >  1'anneau des opérateurs différen-
tiels 2 coefficients polynomiaux. Dans [5], I.N.Bernstein a introduit une classe
de M-modules a gauche (notée £, dans [5]) que nous conviendrons d'appeler les
D-modules holonomes (par une transposition évidente de la terminologie introduite
par M.Sato pour le cas analytique). Il a montré que cette classe était stable par
les opérations <mage directe ou réciproque par une application polynomiale, ainsi

que par transformation de Laplace formelle (&change (z,3) < C—%,f) ).

a T f
Par exemple, pour tout polyndme fGEE[x s X, U, n,up], la fonction e (x,0)
est évidemment annulée par les opérateurs de ID x,u

(@+f , 0 +f' 7,0 +f'7T)
T X; X uj uj ;

. P -7
dont on montre aisément qu'ils engendrent 1'idéal a gauche, annulateur de e ; de
plus le quotient de IDT x.u Par cet idéal est un module holonome que nous noterons

’ ’
(6.2) .= e’ flx,u)_ D /D (@ +£,0+f' 7,0 +£'7)
f T,X,u T,X,u T,X,u T X X u u

Pour des chaines d'intégration vérifiant nos hypoth&ses de 'semi-algébricité
a support dans P", les intégrales de formes différentielles relatives & coeffi-
cients dans féf sont justiciables des ra@gles usuelles : formule de Stokes; dériva-
tion sous le siene dintégration (dans lecas d'uncycle i dépendance continue dans les
paramétres). La formule de Stokes implique en particulier que la fonction ¥(7,u)

définie par 1'intégrale (1) ne dépend que de la classe de a(x,u) gqf dans

~ ~ n ~
(6.3) Tem e/ (2, 9 By

c.a.d. dans le E) u-lnodule holonome, image directe de IBf par la projection

(T,x,u) |— (T,u) . De plus 1'action d'un opérateur différentiel sur cette fonction

¥(T,u) est donnée par la structure de D, u—module de 1'image directe (dérivation
’

sous le signe d'intégration).

Exemple : une classe d'intégrales oscillantes

I1 s'agit des intégrales de la forme
(6.4) Ve = TN At e pdig
o f€ R[x,,..,%n, u, ,.upl vérifie les conditions (4.2).
Alors, en faisant subir au cycle d'intégration le traitement indiqué i la findu §5,

on donne un sens a l'intégrale, et 1'on obtient une fonction W(7,u) analytique sur

+ , . , ,
R XIRP, qui se prolonge sur tout T* <P en fonetion analytique multiforme, de
classe de Bernstein sur TxCP.
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Et Gauss-Manin ... ?

Par transformation de Laplace partielle en 7 (7 **at, ar © -t ) les D-modules

holonomes (6.2)(6.3) deviennent respectivement :

(6.2)' B.=D, u«6(t—f(x,u))»=1Dt /D (t:-f,ax+f}’(<'it,E)u+fl'1 at)

ERAE] sX,u t,X,U

(ot 1'expression entre guillemets peut s'interpréter, dans le cas oli le corps de

base est R au lieu de L, comme la distribution delta de Dirac);
n

(6.3)" W= B/ (L0 B

£ f

(image directe de (6.2)' par la projection (t,x,u) = (t,u)).
g

Le IDt -module TH. est le module de Gauss-Manin de la projection

,u f
(x,u) = (t=f(x,u),u). Il y aurait probablement beaucoup de choses intéressantes i
dire de ce module de Gauss-Manin algébrique global. Nous allons nous contenter d'en
étudier une version analytique locale qui, sous 1'hypoth&se de la Prop.2.2, suffira
pour nous renseigner sur le comportement 2 [7]grand des inté&grales (1).
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2éme Partie : POINTS DE VUE SUR GAUSS-MANIN

0. Grace au travall topologique global de la lére partie, et moyennant les hypothé-
ses du §2 (qui nous ont garanti que "rien d'intéressant ne se passait a 1'infini"),
1'étude des intégrales de Laplace se raméne essentiellement 3 un probléme analyti-
que local : il s'agit d'étudier la contribution Zocale, a une intégrale du type

(1) Y(t,u) = & €¢f(X’U) a(x,u)dxlAmAdxn (cf.lére partie),

d'un point critique que nous pouvons supposer &tre l'origine (x,u)=(0,0), sachant
que x=0 est un point critique ¢solé de f,=£(+,0) ., (on pourra supposer f(0,0)=0).
L'idée va &tre de tronquer 1'intégrale en prenant pour cycle d'intégration I' un
cycle relatif du type &tudié au §3 de la l&re partie; bien entendu 1'intégrale

dépendra de la fagon de tronquer, et nous devrons préciser comment.

Choisissons dans C" une "boule de Milnor" B pour £, (cf. lére partie,§3), puis dans

£=tP un polydisque S=S,>< U de polyrayon convenable, tel que

i) pour tout (t,u)€ S les fibres de 1'application
F: x,u —=t=f(x,u),u

soient transverses a3 9Bx UCE"~U (ol dR désigne le bord de la boule B) ;

i) les valeurs critiques de f(-,u)|B restent 3 1'intérieur du disque S quand

u parcourt U.

Alors, en posant X=F '(S)NB, on a le diagramme commutatif

x——F .
N
U

oli ™ et @ sont les projections canoniques (t,u)l—=u et (x,u) > u respectivement.

La restriction de F i son ensemble critique CCX est un morphisme propre a fibres
finies, dont 1'image £C S est une hypersurface analytique complexe de S; de plus
@|C et m|Z sont des revdtements ramifiés de U.

Pour définir des intégrales tronquées du type (1) 3 dépendance analytique en u,
il sera commode de renforcer la condition i), en exigeant que les valeurs critiques

de f£(+,u)|B restent a 1'intérieur du disque de rayon

1
V2

cette condition permet de paraphraser toutes les constructions de la 1ére partie en

p= < le rayon du disque S, ;
les appliquant 4 1'homologie relative
Hn(X(u),X+(9,u) , ol 1'on a posé
X()=37 ) , K(0u)= {(x,u) €XW | £(x,u) € S50)},
Y
avec St(0)= {te S| Re(te " )>p} (Fig.2, page suivante) —

23



F. PHAM

Fig.2

(cf. 1la Fig.2, ol 1l'on a dessiné les projections des onglets)
8+l

L'homologie relative forme ainsi sur S'<Uun systéme local de groupes abéliens

libres de rang 1 (isomorphe a 1'homologie évanescente), et L'intdgrale (1) sur une
classe d'homologie relative I' est une fonetion analytique multiforme de (T ,u) dans
t* < U, bien définie a 1'addition prés de fonctions d décroissance plus rapide que

=p |7l
e

Ctex dans tout secteur angulaire du plan des T.

Les considérations qui suivent vont nous permettre de préciser le comportement

asymptotique de telles intégrales quand |7| = oo

1. Point de vue différentiel

1.1 Etude locale 3 u fixé

I1 s'agit d'étudier une intégrale de type (1) sur une classe d'homologie relati-

ve, dans le cas ol p=0 (pas de paramétre, f€ C{x -»X ). D'aprés la lére partie

Lo
(§3), on peut se ramener au cas ol la classe d'intégration est celle d'un onglet A,
dont la projection est le demi-axe réel positif (c.z.d. qu'on a pris 0=0), ou plus
exactement un segment[O,?] de ce demi-axe réel.®

Alors

(1.0) Y(r)=/ e_”':(X)a(x)dxl A adXp = f? etar S d—&;
A 0 ) )

)

oli e(t) est le cycle évanescent, fibre de 1l'onglet A, W= a(x)dx s pdxy , et Efw_
désigne n'importe quelle forme différentielle X telle que df , X=w (si t n'est pas

valeur critique, la restriction d'une telle forme i £71(t) ne dépend que de w).

En résumé, la fonction ¥ est une "transformée de Laplace-Borel" (tronquée)
? ~
(1.1) vy = [T Yae , on

¥ w
(1.2) ()= | 3¢
e® 17 (1)
de sorte que le comportement asymptotique de ¥ pour T = % est gouverné par le com-

~
portement local de ¥ au voisinage de la valeur critique t=0.

™ Le choix de 1'extrémité de ce seclfment n'a pas d'importance pour ce qui va suivre.
Sous les hypotheses globales de la lere partie on peut prendre tout le demi-axe
0,°], si du moins ce demi-axe ne contient pas d'autres valeurs critiques.
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~

Pour analyser ce comportement local, il est naturel de chercher & &tudier le systé-
me différentiel vérifié par E au voisinage de t=0. Pour cela on construit le
"module différentiel de Gauss-Manin' ﬁ}, analogue analytique local du D-module H
construit au §6 de la lére partie. Pour bien en comprendre la construction exposée
ci-dessous, i1 est utile de remarquer que les intégrales de type (1.2) sont des

cas particuliers d'intégrales plus générales

(1.3) eé) Resf-l(t) &,

ot feqQm LE%E] est un germe de forme méromorphe fermée 2 pble le long du graphe de
f, et Res désigne la classe résidu d'une telle forme, définie comme chez Leray [19]
(le fait que f:X—>$S soit de Stein permet de paraphraser la théorie des résidus de
Leray en restant dans le cadre holomorphe).
Les intégrales (1.2) correspondent au cas particulier oil { a un pdle simple

¢= ———&J——— Res -1 ¢= L

26 N T & -y,

Mais la classe d'intégrales (1.3) a l'avantage d'étre stable par dérivation par
rapport 4 t. Remarquons que 1'intégrale (1.3) est nulle si { est holomorphe, et

aussi si { est une diffarentielle de forme méromorphe. Cela justifie la définition

suivante
! P n n-1
. : = Q
(1.4) Définition W% SZU] /d (] ,
. 1 .
3. =0 —_ Q " ‘ o _ _
ol ] x,t/t[t—f] / X, t/t est le "complexe des singularités de formes méromor

phes 3 pdles le long du graphe de f";on anotész;t/t le complexe des germes de formes
holomorphes relatives a la projection x,tk—=t (c.a.d. du type X= g aa(x,t) dxa); ce
complexe a une structure évidente de 9%—modu1e a gauche, ol 9% désigne 1'anneau
(noethérien) des germes 3 1'origine d'opérateurs différentiels analytiques en t; il
en est donc de méme de flh], et par conséquent de ¥, qui de plus est un Qk—module
de type fini 4 singularité réguliére, '"le 2%;module de Gauss-Manin".

Les classes dans ﬂ% de formes méromorphes 4 pdle simple forment un réseau W;Okiﬂ},
c'est-a-dire un sous q5= C{t})-module de type fini qui engendre ﬁ% comme Z-module;
d'aprés Brieskorn[7] et Sébastiani[42] ce réseau est libre de rang M sur q:@) (¢

désigne le nombre de Milnor du point critique).

(*) Le rang est M+1 dans le cas particulier n=1. En effet ﬂ% contient dans ce cas
comme sous PD.-module, libre de rang 1 sur 0, le module engendré par la forme
:E;TTT:77 (dont le résidu vaut 1). Pour ne pas avoir a distinguer le cas n=l

nous conviendrons désormais que W% a été remplacé dans_ce cas par son quotient
par ce sous-module. Avec cette convention 1'opérateur 3t est inversible dans Hg,

ce qui signifie que H; est égal & son microlocalisé (cf.§2).
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¢ Solutions du module différentiel de Gauss-Manin

Pour tout cycle Evanescent e, 3 dépendance continue multiforme en t en dehors de
1'origine, 1'intégrale (1.3) définit une fonction analytique multiforme de t qui ne
dépend que de la classe de { dans W%. L'intégration (1.3) définit ainsi un homomor-
phisme de 3%;modu1es -

o H%'* 0

€

ot @ désigne le Ea;modules des "germes 4 l'origine de fonctions analytiques multi-

formes'" (on laisse au lecteur le soin de préciser ce que cela signifie).

D'aprés Maisonobe et Rombaldi [20], Zla correspondance eF—*—& <dentifie
l'espace vectoriel (sur U) d'homologie évanescente 4 1'espace vectoriel

(M-R.L1) HOH!ZKJ%’ﬁj des solutions analytiques multiformes de ﬁ% (pour &tre tout-a-
fait exact je ne devrais pas dire "espaces vectoriels" mais "systémes

locaux sur $!" d'espaces vectoriels).

¢ Exposants du réseau ﬁéo)

~

D'aprés la théorie générale des syst@mes différentiels ordinaires 3 singularités
réguliéres, au réseau méo) est associé un ensemble fini d'"exposants” o (en général
complexes; dans notre cas ils seront rationnels d'apr&s le théoréme de '"quasi-
unipotence de la monodromie') et un nombre fini d'entiers naturels p, tels que toute
fonction de la forme (1.2) (image d'un €lément de ﬂéo) par une solution & ) s'écrive

comme une somme finie
o a b
(1.5) Y(t)= Otz’:p ca’p(t:) t(Logt) , ¢, p€ c{t}.

’
Les résultats les plus profonds connus 3 1l'heure actuelle sur ces exposants sont
ceux de Varchenko[45][46], qui les relie & la structure de Hodge mixte de la cohomo-
logie évanescente (cf. aussi la jolie version de M.Saito[36]; une exposition succin-

te est donnée dans [30]).

Conclusion : [L'intégrale (1.0) admet un développement asymptotique (transformé de
Laplace-Borel de (I.S)fﬂ

(k) I (ae+k+1) p
(1.6) - V= Z I Cap rarkeT (Log 7)Y,
ol les Cy » sont les coefficients du développement de Taylor de Cy . 3 l'origine :
b ’
(k) .k
c t)=Z ¢t .
Ct,p( ) kelN &, p

Remarquez la non-convergence du développement asymptotique (1.6) due 4 la présence

des fonctions gamma au numérateur.

3

® On sait que tous les ® sont > -1, ce qui exprime la convergence & l'origine de
1'intégrale (1.1).
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Exemple : cas d'un point critique quadratique non dé&généré

Dans ce cas l'onglet tronqué de projection [0,t] (dont e(t) est le bord) s'iden-
tifie dans des coordonnées "de Morse" (lére partie,§3) 2 la boule réelle a n dimen-
sions de rayon vt. La fonction ¥(t) peut s'écrire comme la dérivée par rapport a t

d'une intégrale sur cet onglet, et 1'on en déduit la formule (cf. Leray[19]:

~ 14
(1.5) Y(t)=c(t) t2 , cpyeci{t}
oll le coefficient constant de la fonction c(t) est donné par
n/2 1
(1.7) Co = Qz—)—-—(l-less £) ?2a(0) , pour w=a(x) dxl,\ A dxr?\j

r (%)
Par transformation de Laplace-Borel on retrouve ainsi la formule célébre "de la
phase stationnaire' :
n -1 -nf2 1
(1.6)' Y(r)=(2m)2 (Hess f) *a(0) 7 [1+0(;)].

1.2 Dépendance en u
Généraliser la définition du module différentiel de Gauss-Manin au cas "avec
paramétre" u ne présente pas de difficulté particuliére si 1'on adopte un point de

vue local & la source : il suffit dans la définition (1.4) de remplacer 2%

ar
. oc x,t/t °
S&/S , ot Z=X ¥ S. On obtient ainsi sur X un faisceau ﬂ# de F‘I(Q%)—modules, a

support sur 1l'ensemble critique C. Mais il n'est pas raisonnable d'espérer des
propriétés de 'cohérence'" de ce faisceau, sauf si l'on se restreint aux strates
d'une "stratification de Thom" de C (stratification vérifiant les conditions loca-
les de Thom pour 1'application F, cf.[44][35]): intuitivement, cela correspond au
fait que la condition de transversalité qui définit les "boules de Milnor" n'est

pas continue par déformation, mais seulement semi-continue (cf.Fig.3).

P> e O alN Boules de Milnor:
Fig.3 / \ .i) en un po%nt spécial
’ \ ii) en un point plus général
\ /
~ e

i) i)

A chaque strate CI d'une telle stratification est associe un systéme local
d' "homologie évanescente"” (de rang o= nombre de Milnor des points de CI) auquel

®™ La détermination de la racine du Hessien dépend du choix d'orientation du cycle
évanescent et de la détermination choisie pour Vt. Ces trois objets habitent
sur le revétement universel du cercle trigonométrique 8, et i1 suffira de décri-
re leur dépendance mutuelle au point de base 0=0 de ce revétement: choisissons
la détermination positive de Vt; alors (Hess f)3 , qui peut étre compris comme
le déterminant jacobien d'un changement de coordonnées mettant f sous "forme de
Morse", doit étre choisi de fagon que ce changement de coordonnées transforme
1'onglet dont e(t) est le bord en "l'onglet standard" muni de 1'orientation défi-
nie au paragraphe 3 de la lére Partie.
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il ne devrait pas é&tre difficile de généraliser le résultat de Maisonobe et Rombaldi
M.R.1.1):

le systéme local d'homologie évanescente (complexifié) relatif & la strate
(MR.1.2) C; s'identifie au systéme local des solutions analytiques multiformes dans

oc
S\Z de 7(‘1F ]cI.(*)

La formulation précise des définitions correspondantes est laissée au lecteur
disons seulement qu'il s'agit de syst@mes locaux de C-espaces vectoriels de dimen-
sion My (nombre de Milnor de f(-,u) aux points (x,u)EECI) sur 1'espace CI><$l,oﬁ 8!
désigne le cercle trigonométrique des directions des onglets dans le plan des t.

Le point de vue local & la source permet de calculer la contribution Zocale d'un
onglet au développement asymptotique d'une intégrale (1), et nous montre que cette
contribution dépend analytiquement de u tant que le point critique (t,u) reste dans
une strate de Thom CI' Mais pour comprendre ce qui se passe quand u varie sans contrainte
il faut tenir compte des phénoménes globaux en t (ou ici semi-locaux) &évoqués dans
la l&re partie (§4) sous le nom de "phénoménes de Stokes' : tant que (0=-Arg 7,u)
évite la cloison de Stokes la décomposition de 1'intégrale (1) en somme d'intégrales
sur des onglets dépend continfiment des paramétres (0,u), ce qui permet de représen—
ter (1) par un développement formel

(_(k) r (a)\ +k+1)

A
1.8 v = TETW s W)~ (Log T,

n s
@5P ke XM

. . A . R,
oli les fonctions (multiformes) s (u) décrivent les différentes branches locales de

S au-dessus de U* (complémentaire dans U du lieu de bifurcation); les coefficients

c;fsz;x(u) de ces développements sont des fonctions analytiques (multiformes) de u

localement indépendantes de 0, mais qui subissent des sauts quand (0 ,u) franchit la

clotson de Stokes.

2. Point de vue microdifférentiel
2.1 Etude 3 u fixé (f fonction de x seulement)

Le point de vue microdifférentiel intervient de fagon naturelle lorsqu'on veut

P . . . * < . .
étudier, dans une situation gZobaZé ) comme celle de la lére partie, la contribu-

tion Zocale d'un point critique de f 3 la singularité d'une intégrale

2.1) Uy= [ =

‘ 1 -
(*) La cohérence de KFOC$CI comme F ‘(Q%Q—Module devrait pouvoir se démontrer par les

techniques de [16].

(#) Ou bien dans une situation semi-locale obtenue par déformation d'une situation
locale en fixant une valeur non nulle du paramétre de déformation u.
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(ofi, contrairement i 1'intégrale (1.2), £~'(t) désigne maintenant la fibre globale
de f, de sorte que 7(t>efﬁrd(f_1(t» n'est plus un cycle évanescent pour le point
eritique étudié).

On suppose toujours que le point critique &tudié est l'origine, de valeur critique

0. L'hypoth&se que ce point critique est Zsolé implique que sa contribution a la

singularité de akt) puisse &tre localisée a une boule de Milnor B. Plus précisément,
soit €(t) le cycle non compact, trace de Y(t) dans la boule de Milnor ouverte B; il

définit une "elasse d'homologie co-évanescente”, c.a.d. un Elément de H (X )

-

(homologie 3 support fermé de la fibre de Milnor, duale de 1'homologie evanescente
par la dualité de Poincaré); de plus on peut donner un sens non ambigli a 1'intégra-

le en tant que microfonction, c.ia.d. comme Elément de & mod 0 et 1"inté-

¢
e({) T‘;‘f"“)
grale ainsi comprise ne dépend que de la classe de €(t) dans H (X )

pour cela (cf. Leray([l19], Malsonobe et Rombaldi [20] ) on commence par remplacer la
classe coévanescente €(t)€ H 1(Xt) par son "cobord de Leray"

5e(t)F:HFB|B\Xt (B\X ), que l'on peut représenter par une chalne de B\ Xt a bord

fixe prés du bord de B, 1'intégrale de sur cette chaine est donc une

w
2ni(t-f)
fonction analytique multiforme de t, qui ne dépend du choix du représentant de la

classe 8e(t) (ou du rayon de la boule B) qu'd 1'addition d'une fonction holomorphe

prés.

Un anneau agit naturellement sur les microfonctions, c'est I'anneau 8tdes opéra-
teurs microdifférentiels de Sato, anneau noethérien qui contient % comme sous-
anneau, et ol l'opérateur at est inversible (cf. par exemple [27],microlocalisation
§§1 et2). Cet anneau admet une filtration ..C 8§m)C38£m+l)C". par 1' "ordre" des

opérateurs microdifférentiels (m€ Z), avec (\ 8(m)=() g g(m)=& . En particulier
8§0) est un sous-anneau de & , et la multlpllcatlon a gauche (ou a dro1te) par 3

&(0) &(m)

établit une bijection entre

Nous aurons souvent l'occasion d'utiliser le sous-anneau (commutatif) des

N

opérateurs microdifférentiels A coefficients constants

(2.2) eaa Y a7 *eoa |z Bl R <o pour 7501

(anneau des opérateurs microdifférentiels d'ordre zéro a coefficients constants);

~

m{{agl}}[at] = anneau des opérateurs microdifférentiels d'ordre quelconque & coéffi-

cients constants.

On sait [26][27] que la structure différentielle des modules de Gauss-Manin

(§1.1) s'étend en une structure microdifférentielle, et plus précisément que

) Héo) est un 8éol-modu1e noethérien, libre de rang M sur mﬂq:lﬂ;
(2.3)

W% est un &t—module noethérien, libre de rang M sur EHO{'B[%J.
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L'intégration sur une classe co-&vanescente € définit un homomorphisme de

& -modules -
¢ [+ H—= /0

c'est-a-dire une microsolution (ou solution microfonction) du module de Gauss-Manin.

(M.R.2.1) Proposition (Maisonobe et Rombaldi[20]):
La correspondance € |——>f€ jdentifie L'espace vectoriel (sur @) d"homologie

co-évanescente a |'espace vectoriel Hor%t(f‘cf,a/@) des microsolutions de 7.

Exemple : 1le cas quadratique non dégénéré

Dans ce cas la singularité de 1'intégrale peut s'écrire sous la forme

n(n-1) (&2
(2.4) = (-1)“—2 <e,v> E(at“')a g(t) mod. 0,

w
b |

vty dffe-1
oli la notation 5(—a)(t)€ 0/0 désigne (pour & quelconque€ L) la "dérivée--izme de la
microfonction de Dirac'" définie

pour @ EWN* par
-1

(-a) t

b V)= e @)1 Logt mod. 0
(2.5) *

et pour @ € N~ par

(-a ) (—t)"‘_1

b (t) = Tmita) mod. 0 ;

on a at—k 50 ¢y = g~k

(t); dans la formule (2.4), '6(321)=E'°+f:“13;1+.-. € E{{a: B est
un opérateur miecrodifférentiel 3 coefficients constants dont le terme principal est
donné par

(2.6)  E=(n)"? (ess ) a(0) (s w= ax)dx) o ady ) o(¥)

Remarque : A la notation '"de Dirac" (2.5) prés, les formules (2.4)(2.6) sont
essentiellement dues & Leray[19].

Elles correspondent aux formules (1.5)' (1.7) par le diagramme des '"wvariations"

n-1

2.7 lm ” J/var

Ho &)= Homg(fff , 0) (d'aprés M.R.2.1)

o (x,) = Homg (%, , 0/0) (d'apres M.R.1.1)

(*) Méme remarque que pour la formule (l.7) concernant la détermination de la raci-
ne du Hesslen. La convention est ici la méme, avec dans la formule (2.5) le
méme choix de détermination de V't .
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ol 1'application var :5/0 >0 est celle qui 3 la classe mod.® d'une fonction

analytique multiforme E(t) associe la fonction analytique multiforme z(t}-@(gﬂit)

(excusez 1'abus de notation!). Quant 3 1'application var de 1'homologie

co-&vanescente, sa définition sera rappelée au paragraphe suivant, ol 1'on verra

que c'est un Zsomorphisme; la formule (2.4)(2.6) se déduit donc de (1.5)'(1.7)

comme &tant 1'unique formule qui rende commutatif le diagramme (2.7) (e¥eﬁﬁice :
ni{n-

expliciter la correspondance entre c(t) et E(%;‘)); le coefficient (-1)" 2 <e,y>

provient de la formule de Picard-Lefschetz (cf. n°3.2 ci-aprés).

2.2 Dépendance en u

Les considérations du n°2.1 peuyent se généraliser a des intégrales du type

~ w
2.8 Y(t,u) = [ =—
( ) “/(tsl‘)dxf f'l(t )

Un point de vue commode pour cette étude (cf.[32]) est le point de vue des modules
sur 1'anneau 8”<:au>g oli 81 désigne 1'anneau des opérateurs microdifférentiels
relatifs a la projection m: S— U, c.a.d. des familles analytiques en u d'opérateurs
microdifférentiels de la variable t, tandis que 8w<:QJ> désigne 1'extension polyno-
miale de cet anneau par les dérivations Qh,"A,qﬁ; I1 s'agit en fait de faisceaux
cohérents d'anneaux sur S, et 1'on pourra aussi considérer sur U les faisceaux

(0)

d'anneaux @UHaEIH C W*gﬁ (définition analogue & (2.2)),

-1 5
GU{{at B [at]C m&
(familles analytiques en u d'opérateurs microdifférentiels a coefficients constants).

Soit alors H; = F(Jfloc le faisceau image directe du "Module différentiel de Gauss-
F~™ *\"°F
Manin local i la source" défini au n°2.1. Il est muni d'une filtration évidente, et
1'on a les résultats suivants
/ 7c(0)

(0)
: est un 8ﬂ

<d, a;'?>~ModuZe cohérent,
et m 3" est libre de rang u sur OHAT'N;
(2.9)

K. est un & < 93> -Module cohérent,
F T U

et m ¥ est libve de rang w sur Q{3 'BI3,].

F

Nous appellerons W% le "module microdifférentiel de Gauss-Manin" (cf.[27], ol il

apparalt -avec une définition un peu différente mais équivalente- sous le nom de
«systéme microdifférentiel de Gauss-Manin»). Son support est le lieu discriminant
Z=F(C). Sa variété caractéristique est l'ensemble des "directions conormales 3Z'

~

(directions limites de conormales 3 la partie lisse de Z).
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La notion de microsolution pour un tel Module est un peu plus délicate &
définir qu'en 2.1: il faut prendre soin de distinguer (cf.[33], d'aprés des idées
de [14])
les microsolutions locales, qui forment un faisceau localement constant sur $!x Z*,

ol 2*=ﬂ;1(U*) (U*= complément dans U du lieu de bifurcation),

les microsolutions semilocales, qui forment un faisceau localement constant de
rang M sur $'><U; sa restriction a (8'<U*)" (complément de la cloison de Stokes)

. N . -1
est 1'image directe du précédent (restreint 3 (Sl><2*)'=(1dy X m) $'=<u*) ).

Ces deux faisceaux ont unrépondant topologique, le fatsceau deg cycles co-évanescents

(locaur resp. semi-locaux), qui leur est isomorphe par une généralisation facile de

M.R.2.1) :

(M.R.2.2) La correspondance € F———»£ (intégration sur les cycles co—évanescents)
tdentifie le faisceau des cycles co-évanescents locaux [resp. semi-locaux]
au faisceau des microsolutions locales deZKF [resp. microsolutions semi-

locales de m,HE].

2.3 Modules microdifférentiels de Gauss-Manin et classification des singularités

Les modules microdifférentiels de Gauss-Manin occupent une place importante
parmi les modules microdifférentiels holonomes @ singularité régulidre. Par exemple
on peut montrer que tout module microdifférentiel holonome A caractéristique simple
est localement isomorphe au module de Gauss-Manin d'un germe de déploiement F non
dégénéré (3 une transformation "essentiellement triviale" 2? (x€ T) pres; cf.[27],
microlocalisation,§6). De plus, un tel germe de module holonome & caractéristique
simple est astable si et seulement si le déploiement correspondant est un déploie—
ment stable (c£.[281[29]; voir aussi [9] pour une généralisation de la notion de
module de Gauss-Manin, conduisant @ une classe plus large de modules holonomes
stables).

L'un des exemples les plus simples est le module de Gauss-Manin de la catastrophe
"pli" de Thom ( f(x,u)=x’+ux); ses microsolutions semi-locales peuvent &tre repré-
sentées, a u fixé, par des fonctions de type hypergéométrique, et leurs transfor-
mées de Laplace s'expriment par des fonctions d'Airy. En fait, de trés nombreux
problémes de physique mathématique font intervenir des syst&mes de Gauss-Manin de
déploiements stables (cf. par ex.[1][6][151[26]1[34]), et il est tentant de voir dans
le double aspect de Gauss-Manin (aspect "systéme holonome" dans S/vs/aspect "image
directe" par F) une généralisation a plusieurs variables du double aspect des
"fonctions spéciales de la physique mathématique" (cf. p.ex. Whittaker et Watson
[49]): d'une part solutions d'équations différentielles remarquables, d'autre part

susceptibles d'étre définies sous forme d'intégrales spéciales.
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Mais pour que cette idée devienne autre chose qu'un remarque mondaine, il faudrait
pouvoir pousser 1'étude des modules de Gauss-Manin au-deld du niveau des généralités:
savoir en donner des présentations canoniques, savoir représenter leurs microsolu-
tions par des fonctions analytiques explicitement définies (comme nous 1'avons fait
ici pour le cas quadratique non dégénéré). C'est pour le moment K.Saito qui est

allé le plus loin dans cette voie [39]1[40][41].

2.3 Microdifférentiel vs/différentiel ?

Le point de vue microdifférentiel vaut-il vraiment la peine d'é&tre introduit de

préférence au point de vue différentiel ?

Je le trouve plus souple, et aussi plus naturel si 1'on s'intéresse aux singulari-
tés, mais je ne sais si les pages précédentes ont suffi & convaincre le lecteur.
Qu'il relise glors 1l'article de Malgrange [21], le premier ol ait &t& mise en évi-
dence la relation entre la monodromie de la fibre de Milnor et 1'analyse des inté-
grales oscillantes: le point de vue microdifférentiel n'y est-il pas présent a

chaque ligne ? (Méme si le mot n'est pas encore prononcé).

Cependant, il est vrai que le point de vue microdifférentiel n'est pas indispen-
sable, puisqu'on peut passer automatiquement d'un point de vue 3 1'autre par 1'iso-
morphisme de "ariation” (cf. formule (2.7)). Le fait que la variation soit un
isomorphisme (§3 ci-aprés) est 1'une des deux propriétés fondamentales des modules

de Gauss-Manin, 1'autre &tant la dualité de K.Saito dont il sera question au §4.

3. Etude topologique de la variation

Reprenons les notations de 1'introduction, mais en supposant p=0 (U=un point).
f:X—>S est donc un représentant de Milnor d'un germe de fonction analytique & point
critique isolé (avec £(0)=0, df(0)=0);

s={tet|ltl<n} , x={xet"|lxl<p, |fx)|<n},

avec 0<n<p , p assez petit.
La variation de Lefschetz[18] (de 1'homologie co-évanescente dans 1'homologie
&vanescente)

var: Hi_l(xto) *'Hn_l(Xto) , to€ s*=5\{0}
est définie ainsi :
pour [€&] € H (X ) , soit s: [0,1] >S* un lacet de base t, tournant une fois dans
le sens trlgonometrlque autour de 0, et soit ([€ FEHF (X (0>» une déformation

6¢l0,1]

continue du cycle €, le long de ce lacet ; en reallsant cette déformation par une
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isotopie de la fibre de Milnor, isotope & 1'identité en restriction i un voisinage
du bord de la boule, on obtient une famille de cycles coévanescents €, tels que €,
coincide avec € en dehors d'un compact de X s de sorte que €,-€; est un cycle &

°

support compact, dont la classe d'homologie compacte ne dépend que de [€ ], et

définit var [€,] =[€o-€;] € Hn-l(xto)'

Le but de ce paragraphe est de montrer comment la dualité des onglets (lare
partie,§5)69 fournit une dé&monstration topologique tr&s simple du résultat bien
connu selon lequel la variation de Lefschets est un tsomorphisme.

Si on la lit avec Laplace présent i 1'esprit, cette démonstration montre trés clai-
rement pourquoi la transformée de Laplace-Borel des solutions de ﬂ% (formule (1.1))
et la transformée de Laplace des microsolutions de ﬂ} (réf.[33]) sont une seule et

méme notion (cf. n®°3.3 ci-aprés).

3.1 Le transposé de l'isomorphisme «bord»

0

Pour tout angle 0, posons S+(9)={t€S| Re(t e_.1
x"(@) =x ne7(s70)).

>3 (Fig.4), et

Fig.4

On va s'intéresser i deux valeurs antipodales de 0, disons par exemple 0=0, et O0=m,

et 1'on posera .
= g (m)

= X (m).

st=s% , s
X=x© , X
D'aprés la lére partie, §3, on a des isomorphismes
+ Q+ * n
H X —F = COMR (X)), o e S [, m), ey
Regardons en particulier l'isomorphisme 0_, et cherchons & expliciter son transposé
aT

: + d_ F
B (X,X)=—"—H (X

t_)
dualité de la lére partie §3 dualité de Poincaré

- a_
B (XX ) ————=H (xt_)

® Il s'agit en réalité de 1'analogue semi—-local des résultatsde la lére partie,§5.
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Lemme : 3E=(-l)nj_log® , oi %8et j sont les applications définies

ci-dessous
i) F +
) .
19 &aH ) X)) — H (X,X)
€ b——> Lo c_
ot £:[0,1] »s* mod. S*  est un chemin dont la classe d'homologie relative

est représentée sur la Fig.5,

Fig.5

et L ® €_ désigne la classe d'homologie d'un n-cycle déduit du (n-1)-cycle €_

par "isotovie au-dessus de R

29) [ 'i{somorphisme j:Hn(I>(,X+)——ES-> Hi(X,X+) est défint comme le composé
des deux isomorphismes
oo~ e F +
B (X,X)—= H (X,0, XUX)==— H (X,X)

ofi %.X= {xex[p'<lIxll(<p)}; le premier de ces deux isomorphismes est induit par
1'inclusion des paires, et se démontre par déformation rétraction; le second pro-
vient du fait que la limite projective qui définit les chalnes relatives a support
fermé (CE(X,X+)=lim.proj. Cn(X,%, XkJX+H est homologiquement triviale par un argu-

ment d'isotopie.

Preuve du lemme : Pour A_€ Hn(x,Xr), on a en posant e_= 0_A_:
<o A >=<e ,0 A>=<e, e>,

S O_ €, A y -
a comparer a 1
<jiT'(feel), A >=<ee_ T oe>=(-1) <L,T><e,e>

=(-1)"'<e_, e>, c.q.f.d.

(on a noté T_ la demi-droite orientée [0,-0[, base de 1'onglet A_, et utilisé le
fait que localement au-dessus du point d'intersection £ NT_ nos cycles peuvent

s'écrire comme les produits tensoriels indiqués).

3.2 Lien avec la variation

Lemme : Soit €.€ Hi_l(q), et soit €_ EHi_1 (t_) la classe co-évanescente déduite

de €, par isotopie du cdté Imt>0. Alors

[ﬁ§ar e = o (3" QRee)) l

Preuve : conséquence immédiate des définitions.
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Conclusion : Il résulte des lemmes 3.1 et 3.2 que

(var) rvar €+=(‘I)n 04 a’_l‘_ €~ —I s

ce qui démontre que la variation est un isomorphisme.

Exemple : le cas quadratique non dégénéré

Dans ce cas les groupes d'homologie considérés sont cycliques, engendrés par des
onglets et cycles &vanescents qu'on peut mettre en correspondance de la fagon

suivante

>

+|,___el"—> A_

3, )

im Y
e

I = ——
+ -

(D -

im . . . .
ot et symbolise le prolongement par isotopie dans le demi-plan Imt>0 (ce qui
correspond a A =A(0), A =A(T) avec les conventions de notation de la lére partie,
formule (5.3)").

Si 1'on prend pour €, le dual de e,, défini par <€,,e,>=1, on aura aussi par isoto-

pie <€_,e_>=1, ce qui comparé 3 la formule <A, , A_>=(-1m+1) /2 (1516 partie,

formule (5.3)') montre que Aﬂ,,=(—l)n(n+])/2 a_Te_ .

La formule (var) s'écrit donc dans ce cas
n(n-1)/2
Svar €, =(-1) e;,
ce qui peut encore s'écrire

(P.L.)

n(n-1)/2

var y=(-1) <ej,Y> ey :

c'est la formule de Picard-Lefschetz [18].

3.3 Traduction par Laplace

Soit W b—> f L une microsolution du module de Gauss-Manin définie par

e df £ (1)
1'intégration sur un cycle co-&vanescent € (cf.(M.R.2.1)). Reprenons les notations

précédentes (€y= € (0=0),e=€ (0=n), ..) et notons er=var €4+= 34 A, oft A=(-1] y BE €

= j“oQQ(e_). Alors la transformée de Laplace (au sens de [33]) de cette microso-
Tution s'éerit @ l—=Y(1)= Iy ¢, et cotneide avec la transformée de Laplace-
? - ~, t . ~
Borel llfw(r)= I e“tl/w(t) dt de la solution diw(t) =/ = .
0 er df f—l“)

Cette affirmation est une conséquence immédiate de tout ce qui précé&de. On peut
aussi en donner une version "avec paramétres" (cf.n°2.2), soit "locale" soit

"semi-locale'.
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4. Une interprétation transcendante de la «dualité par résidus» de K.Saito

Depuis quelques années K.Saito a beaucoup avancé (avec sa théorie des "formes
primitives") dans ce qui me semble &tre une tentative de réaliser pour Gauss-Manin
1'idéal d'Abhyankar : transformer 1''Algdbre universitaire'" (avec ses 'idéaux",
"modules'", etc..) en "Algdbre de Lycée" (avec des équations explicites). Une des
clefs de sa construction est la notion de « higher residue pairing», dont la défi-
nition algébrique est assez compliquée (cf.[39][40]). Je me propose ici d'en donner
une interprétation transcendante, qui utilise de fagon amusante les constructions
des paragraphes précédents.

4.0 - Soit F:t" < gP—= ¢ = P
x ,u P t=f(x,u), u
un germe de déploiement de fonction 3 point critique isolé, et soient
»

vy !
§=[T:?] —17:?]

deux éléments de ﬂiO)
Choisissons une base (1&ﬁ9»k=%2 ,de sections multiformes du systdme local sur 8!
"y

d'homologie relative de F(cf.§0), et soit (ZXO+W)) la base duale (l&re Partie,

=12 syl

paragraphe 6).

f e—Tf(x s u)w
A

1]

Posons ¢?(T,u)

i e+’rf(x,u)w'.

N
I1 s'agit (cf.§0) de sections multiformes sur $' du faisceau des "développements

1l

et E&%T,u)

asymptotiques au sens de Malgrange"[23], c.i.d. du faisceau quotient a’/ d , ol

. i0 . .
a®= le faisceau sur $'3 e des germes de fonctions Y(T,u) analytiques dans des
voisinages sectoriels de 7= (c.a.d. [7|> R grand, -ArgT voisin de 0), admettant

ol pour tout |ul< € assez petit; (€ dépen-

pour tout &> 0 une majoration |Y(7,u)] < e

dant de );

d = méme définition, mais avec une majoration
J[Y(r,u) | < e_B |7 Ipc>ur B> 0 convenable.

Notre résultat principal est le

Théoréme : L 'expression

Xr,g‘ (T’u) =)\=12 g M \lf;(T’u)_\ﬁ;)(T, U)

définit une section uniforme du faisceau a®/ @ des "développements asymptotiques de
Malgrange" indépendante du choix de la base (A,), et dont le développement asympto-
tique au sens classique s écrit :

5 we £ 60w e

ou les K(r)(f,f')e E{up.",up} sont les «residue pairing» successifs de K.Sajto.
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4.1 - Commengons par rappeler une construction de K.Saito([39], §10):
soit DF : €™<e¢™<cP>cCx P 1le déploiement "self-différence" de F , définia 1'aide
de la fonction DF(x,y,u)=f(x,u)-f(y,u) par DF (x,y,u)=(Df(x,y,u),u) .

En écrivant DF comme une application composée

F xF -
e = ¢ < ¢P U sgxexe? —2 o gxgP
x ’ y ’ u t ’ t’, u 8 ’ u
[t Il
x,yu) f(ysu) t—t’
on est amené naturellement & considérer 1'application
©)
(0) 0) (D), 0)
K X 70 D0 J(f)
F F F
[ a(x,u)dx ] X [ b(y,u)dy] ) [alx,u) b(y,u)dxdy]
—2mi (t—f(x, u)) 2mi (tf(y, u) ] | L -2#i(s-Df (x, vy, w)) J ’

ce qui s'écrit encore
la(x,u) 8(t-f(x,u)dx]=[bly,uw) 8 (t'-f(y,u)dyl+—=[a(x,u) b(y,u) &s-Df (x,y,u))dxdy].
11 s'agit d'une application C{u}f{d™'}-bilinéaire, ol 1'on a noté 0=0,=0;= - 0p1; elle
s'étend de facon &évidente en une application C{u}{{d7!}[0]-bilindaire
Dt)

e X He 0. HoF
[a(x,u)ﬁﬂo(t- f(x,u))dx] X [b(y,u) §(k’)(t’-f(y,u))'dy] f——>[a(x,u) b(y,u) §k+k )(s <Df (x,¥, u)) dx dy]
Je me propose de montrer (Prop.4.3) que 1'homologie co-&vanescente de DF contient

une classe canonique €,, telle que la microsolution correspondante fQ (cf.n®2.2)so0it

N

U U
(0)
Y

ol 8(s) est la microfonction de Dirac, et 5<_n)(s)= 3;“ 8(s) (cf. n°2.1).

de la forme

E{u}{{a;}}[as] 5(s)

Clul a1 67 (s)

Par composition avec (Dt), on obtiendra ainsi une application t{u}{o™}[3]-bilinsaire:
(4.1 k=[o @) H > Hp——= Clu}{N3]8(s)

(r)(g, oy 5(—n—r)(s)

§ , b Z K
reZ
(' borné inf)
dont les différents coefficients K(r) (¢,§" € t{u} se trouveront coincider avec les

"residues pairing" successifs de K.Saito.

Remarque : Comme la construction est invariante par changement de base, il sera

commode de la faire pour un déploiement universel.
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4.2 Description de 1'homologie évanescente de DF

Supposons que F soit un germe de déploiement universel, et considérons au-dessus
d'une boule U de P 1le diagramme des ensembles critiques (désignés par la lettre C)

et des lieux discriminants (désignés pas la lettre Z) :

Cpp = OF § C°F 2 (kg O |eey ™ OF
(revétement & 4° feuillets de U) (revétement & |t feuillets de U)
> ») 0t xU
DF tor

Nous voyons que EDF a une composante Z,={0} < U de multiplicité p et m(u-1) autres

composantes de multiplicité 1
1

EDF =nuzs (2= XEK‘ZAX,, union des autres composantes).

Reprenons les notations du §0, ol les germes sont remplac&s par des "représentants
de Milnor", de sorte que 1'espace source de F est noté X; de méme 1'espace source
de TF sera noté DX=X i X, etc...

Pour étudier comment 1'homologie relative de DF se déduit de celle de F , il est
plus commode de définir cette derniére comme homologie de la paire (X(e,u),X%G,u)L

image réciproque par f(+,u) de la paire (8(9,u),s+(0,u» de la figure ci-dessous

Fig. 6

On fera de méme pour 1'homologie relative de DF , mais en remplagant les distances
a, B de la Figure par 2¢, B-a respectivement, ce qui permet de définir 1'applica-

tion bilin&aire "produit de Kinneth'" des complexes de chalnes relatifs :
C.(x(0,w), %" @, w)xC. (XO+71,0),X" @+7,0) —2= ¢, (DX, u),DX" (@, u)
d'oll 1'on déduit en homologie le diagramme suivant

H(XO,0),X" (0 ,w) <H_(XO+7,u) X" (047, 1)) ~2—= H, (X0 ,u), DX" (O ,u))

A@) A@+m) = A(8) @ A(B+7)

2 P )
i (x'0,w) < (x0smw) —E— o, (0x0,u)
e(d) e' (6+m) —— e (8)xe' (6+1)

ol 1'application % désigne le "jotnt” des cycles évanescents, défini par la commu-

tativité du diagramme (rappelons que les fl&ches verticales sont des isomorphismes).

Lemme : L'application bilinéaire @[resp. x| fatt du groupe de droite le produit
tensoriel des deux groupes de gauche.
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Preuve : Comme il s'agit de syst@mes locaux sur l'espace connexe $'x<U, il suffit
de vérifier le lemme pour (f,u) générique, ce qui est facile : la décomposition
(4.4) (l&re Partie) de 1'homologie fournit des bases explicites des groupes de
gauche, dont il est facile de vérifier qu'elles donnent par ®, % des bases des

groupes de droite

A\Axe) = A§9)® A)K6+”> A, N=1,2,..,u
IB Ia
eu@) = e (@) * e)\,(ﬂ +T)

] 1
ol exxxe) est un cycle évanescent correspondant a la valeur critique ék =sx—sx
de Df(+,u), donc & la branche Exx,pour AN#N ; pour A=XN_ les exﬁﬂ) sont les M cy-

cles &vanescents correspondant 3 la branche Z..

Remarque : On obtiendrait par la méme méthode une démonstration trés simple du

résultat de Sébastiani-Thom[43], dont ce qui précéde est un cas particulier.

4.3 Définition de la classe co-évanescente €, et description de la microsolution
correspondante

Soient e=3A et e'=3A deux sections multiformes de 1'homologie &vanescente
semi-locale de F . Le nombre d'intersection < d(0+ﬂ), A@)> (cf. lare Partie,§5)
est 8videmment continu en f,u, donc constant. I1 définit donc une application
linéaire

€ H2n—1

X0 ,0) —= z
exe' p—n <A @O+m), A@B)>
indépendante de O,u , c.a.d. une section globale sur 8' du systéme local d'homolo-

gie co—évanescente de DF .

Proposition : La microsolution de }CDF définie par feo(cf.n°2.2) est nulle aux
points génériques de »', et a donc son support dans Z,. Le long de £, elle est &
valeurs dans C{u}{{3;' } [9,18(s)s et plus précisément elle envoie JCI()::)) dans
elu} g B 57 s) .

Preuve : Pour une valeur générique fixée de 0, plagons-nous au-dessus "d'une région
de Stokes'" de 1l'espace U (c.3.d. une composante connexe du complémentaire de la
"cloison de Stokes'" : cf.lére Partie,§4). Alors 1'homologie évanescente admet la
base (e,,,) définie au n°4.2, et la formule <:€°’eAX'>'=O pour A#X\' implique que

les composantes Z&N sont non singuliéres pour les intégrales &o(cf.n°2.1, formule
(2.4)). Comme l'union des régions de Stokes est dense, la premiére partie de la

proposition en résulte par le théor@me des singularités inexistantes.
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La deuxi®me partie s'obtient en appliquant a nouveau 3 DF 1la formule (2.4) (ou plu-
tét sa version "avec paramétres') pour chacun des 4 points critiques quadratiques
non dégénérés xxxx) de Df(°,u) pour une valeur générique de u : on trouve ainsi
que pour u€ U*, ouvert dense de U, 1'intégrale sur €, d'une forme & pdle simple le
long de s-Df(x,y,u)=0 est localement de la forme
k(s,u) sn_lLog s +h(s,u)

(k,h holomorphes au voisinage de {0}<U*); 1le fait que k,h s'étendent en fonctions
holomorphes au voisinage de {0}<U se déduit de la l&re partie de la proposition,
?3% ngus apprend que 1'intégrale &tudiée est de classe de Nilsson locale le long de

x .

Remarque : La formule (2.6) nous permet d'expliciter le terme principal du dévelop-

~

pement de [ ¢,
€o

m{O)

pour ?;[c(x,y;u)5(s—Df(x,y,u»dxAdy]€ bF ;

on trouve, pour u générique

A
> ot H c(x,x;u) n)
L5 (072 sl ) e -

expression qui s'étend 4 u quelconque grice a la notion de "résidu de Grothendieck'
2
=, LN c(x,x3u) dx; A AdXp | sEn) .
{3{_( i) Resa"x(uu [ p— 8 () g
1

Xn

en appliquant cette formule 2a g;(Dt);Okf,f') pour ({,{")€ ﬂéO)x ﬂiO)(cf.n°4.l),

on retrouve bien comme coefficient de 5Gn)(s) le «1st residue pairing» K(oki,f')
2

de K.Saito (au coefficient (—i)Il prés).

4.4 Preuve du théoréme 4.0 :

On voit facilement que 1'application bilinéaire K définie au n°®4.1 vérifie les
propriétés énoncées dans [40] , théoréme (4.10) (aprés traduction par "Laplace').
Par ailleurs on montre sans difficulté (K.Saito, communication privée) que ces

propriétés suffisent a caractériser les "higher residue pairings", une fois connu

le "5t residue pairing" K(O)

. Compte tenu de la remarque ci-dessus, notre applica-
tion bilinéaire K coincide donc bien avec celle de Saito.
Pour en déduire le théordme 4.0 il suffit d'expliciter (& 1'aide du n°3.3) la trans-

formée de Laplace de la microsolution & définie en 4.3.
o
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* APPENDICE -

&) : R
Le complexe C,E ) des chaines «semi-algébriques a support dans ®» A 10
Traditionnellement 1'homologie 2 support dans P est définie comme 1'homologie du

complexe des combinaisons linéaires localement finies, & support dans P, de simple-
xes singuliers.
Mais le fait d'avoir des combinaisons infinies de simplexes rend difficile de défi-
nir une notion de semi-Algébricité suffisamment contraignante au voisinage de
1'infini. C'est pourquoi on préférera travailler avec 1'homologie relative d'un
compactifié.
Soit Z une compactification de En, c.a.d. une variété algébrique compacte (complexe)
irréductible contenant C" comme ouvert de Zariski : C'= Z\Z. C Z. Définissons dans
Z la famille de supports

® ={A ferms Cz|ang"e ¥},

en particulier Q}IZ»= tous les fermés = tous les compacts (de Z.).

P ¥ R . ‘s 5
Soit C*Z(Z) le complexe des chaines singulidres de Z 3 support dans ® ; comme Z est
compact il s'agit de combinaisons linaires fintes de simplexes singuliers; celles

de ces combinaisons dont les simplexes sont semi-algébriques en forment un sous-

[%2) 7y .

complexe que nous noterons C,

[

*¢Z](Z)] par le sous-complexe C,(Z,)

En faisant le quotient de CfZ(Z) [resp. de C

1]

(z.)] des chaines [resp. chafnes semi-algébriques] de Z_ a supports
* o

[resp. C

compacts, on obtient un complexe qui sera noté

CEZ(Z,ZN) [resp. Ciqi](Z,Zu)].

A .
Tout morphisme de compactification Z > Z induit des homomorphismes des complexes

*
de chaines correspondants, ce qui permet de définir les limites projectives()
il . . i
C, = llmiproj. C, (Z,Z2.)
[®_ .. -
C, =lim.proj. C57 (2,Z,).
Proposition :
i) les groupes d'homologie des CTZ(Z,Z,,) forment un systéme projectif trivial,
. . s P R .
de limite projective H, (homologie de " a supports dans ®);
. . . . D
[il La méme chose est vraie pour les groupes d homologie des C[* Z](Z,Z,_);
[ii] les intégrales fe_”w (w= forme polynomiale) sont bien définies sur les

[®]

éléments de C,_ v et vérifient la formule de Stokes.

rousar-swy PP s n N . . . . . N
(*) Le fait que les compactifications del forment un systéme projectif sedéduit du théoré-
me d'Hironaka sur la "résolution des indéterminations d'une application birationnelle"[13].
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Preuve de (i) : En fait on va démontrer 1'égalité
— o
Hy = HZ (2,2.)

| pour toute compactification Z virifiant les deux propriétés suivantes :

a) l'application £:07>C s'étend en une application
£,:2 > PYT);
(AD) la partie i 1'infini de Z peut alors s'écrire
Z,=X,Y Y.,

oll Y, = fEl(oo), et X_=union des autres composantes de Z. ;

b) Z est lisse, et 2. est un diviseur d croilsements normaux
(cf. Hironaka [13]).

Nous aurons besoin du
Lemme d excision a support
Soit (Z,Z-) une paire d'espaces topologiques, et soit ¢% une famille de supports
sur Z, incluse dans la famille des compacts (on ne suppose pas ici que Z soit

compact). Soit SCZw vérifiant les propriétés suivantes pour tout AEE¢i:

1) A est inclus dans S au voisinage de tout point de SNA;

2) A est inclus dans Z_ au voisinage de tout point de SNA.

Alors 1'inclusion de paires (Z\S, Z_\S) ——= (Z,Z,) induit un isomorphisme des

groupes d'homologie relative
IS (208,2.1 6)

&z

(on a noté q&\s= ¢%|(Z—S)).
Preuve : calquée sur la preuve habituelle du théoréme d'excision.

Exemple : Avec les hypothéses (AO0), un S vérifiant les hypothéses du lemme
d'excision & support sera par exemple le complément dans X. d'un voisinage fermé&V
de Xoo N Yo dans Xw .
On aura donc
(A1) H;I:Z(Z,Zm) = Hfz'(z',z; )
avec Z'=Z\S, S=X_\V , Z! =7 \S=Y UV,

On peut choisir V de fagon qu'il se rétracte par déformation sur X_, NY_ . Alors
Z, se rétracte par déformation sur Y, , de sorte que H (Z])=H,(Y,) (homologie 2
support compact), ce qui donne par la suite exacte d'homologie (compte tenu du fait
que d&.lz; = tous les compacts)
(A2) HIZ'(2, 2L )= HOY (Y,%0),
oft 1'on a posé Y=Z'\(Xw\Xw N¥x), et By =B, [Y.
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Il nous reste donc & calculer H(:Y(Y,Ym).

Rappelons que Y est muni d'une projection
1
fY=fZ[Y :Y— PYT).
Soit QR= PHON DR le complément dans TP' (L) du disque de rayon R de TC IP!(T).
Si se rétracte par déformation sur °° (par homothétie), et cette déformation-—

rétraction se reldve, pour R assez grand, en une déformation-rétraction de

R
les valeurs critiques de la restriction de fZ aux différentes strates de X\X.NY, :

f;%SlR) sur Y, (il suffit de prendre R assez grand pour que D, contienne toutes

c'est ici qu'il est commode de faire 1'hypothése AOb)).

Cette déformation-rétraction ne préserve pas la famille q&, mais elle en
préserve la sous-famille
_i0
® (R)={AE D [Re(fe * ) [AN(2N2) >0}

. . -if R -160
(car les homothéties restreintes au demi-plan Re(t e t Y>0 font croitre Re(te r )

en méme temps que ]t|). On a donc

q .
(a3) B v,y )= YOy, @)

En apoliquant & nouveau le lemme d'excision A support, on peut enlever f}%S?zR) a
chacun des termes de cette derniére paire, ce qui donne la paire (fq(DqR),f"(DR»,
avec la famille de supports

¢Y(Rﬂf"1(D tous les compacts dont 1l'image par f est dans

2R)
_ N S s oL -i0
Ep=Dg UD(0) , o DZR(B)—{teDZR!Re(te )y>03%.

Par conséquent, d'aprés (A3),

(A4) HY® g vy = B, (£71EL), £TEX D)),

. . P s P S . 5 .
qui est bien &gal a H, d'apr@s les raisonnement du §1 de la lére Partie.

K
Nous avons donc montré que HZYG“((Y,YN)=HI pour tout R assez grand. Comme la
famille 4% est la limite inductive (pour 1'inclusion) des familles q&(R), il en

résulte bien que

(6]
(A5) oYY,y = KD

ce qui démontre la partie (1) de la Proposition (combiner (Al),(A2),(A5)).

Preuve de [i] : il suffit de reproduire la démonstration de (i), en se convainquant

que toutes les constructions peuvent &tre choisies semi-algébriques.

Preuve de (ii): soit 0 un simplexe singulier semi-algébrique (c.3.d. défini par
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une application semi-algébrique du simplexe standard) dans Z, a support dans ¢i.

Si 1'image de 0 est dans Z_ , on décréte que £ ngOJ=().

Sinon, on a affaire 3 une intédgrale impropre, dont la convergence au voisinage de
7. est assurée par les résultats de Herrera sur 1l'intégration sur les ensembles
semi-analytiques

on considdre le graphe de 0 comme définissant un courant d'intégration dans 1'espa-
ce produit du simplex standard A par Z; d'aprés Herrera ([12], chap.II, th&oréme
2.1(c)), 1'intégrale sur ce graphe de la forme rationnelle qu'est 1'image réciproque
de wdans A xZ va diverger de facon au plus polynomiale au voisinage de AxZ_, de
sorte que le facteur exponentiellement décroissant suffiraa assurer la convergence.
I1 est clair que 1'intégrale f ainsi définie va coincider avec 1' 1ntegra1e f~ pour

tout morphisme de compactifications induisant un diagramme commutatif Z —_— 7
\\\A///
(@]

L'intégrale ne dépend donc que de la classe de 0 dans la limite projective Cy

Quant 3 la formule de Stokes, on la tire aussi de Herrera.
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