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DU PROBLÈME DE LA TURBULENCE DÉVELOPPÉE ET 

DE QUELQUES OBSTACLES A SA SOLUTION 

David RUELLE 

... de ipsis calamitatum mearum 

experimentis consolatoriam ad absentem scribere 

decrevi, ut in comaparatione mearum tuas aut 

nullas aut.modicas temptationes recognoscas et 

tolerabilius feras. 

(Abélard) . 

Introduction 

La question de la turbulence hydrodynamique reste l'un des pro­

blèmes majeurs non résolus de la physique théorique. L'ambition de 

mon exposé n'est pas d'apporter une réponse à ce problème, ni de mon­

trer comment il faut le résoudre, mais seulement d'éclairer certains 

des obstacles que l'on rencontrera nécessairement si l'on veut vrai­

ment comprendre la turbulence. 

Les manisfestations de la turbulence sont omniprésentes, et 

chacun peut les observer à son aise dans les flots d'un torrent ou les 

flammes du foyer. D'où l'impression trompeuse que la nature même de ce 

phénomène fascinant est assez accessible. En fait, si l'on veut dépas-
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ser une phénoménologie grossière on se heurte rapidement à des diffi­

cultés conceptuelles considérables, et qui ont plusieurs sources 

distinctes. Pour difficile qu'il soit devenu , le problème n'en reste 

pas moins fascinant, comme j'espère le montrer dans ce qui va suivre. 

Je dédie cette petite étude à Laurent Schwartz. Il a parcouru 

certains des massifs montagneux à la limite des mathématiques et de la 

physique. Il sera sans doute de mon avis pour dire que l'aspect 

accueillant du versant physique est trompeur, et que le danger y est 

présent à chaque pas. Le versant mathématique est plus raide et plus 

sévère, mais la progression y est mieux assurée. 

La turbulence faible. 

Mon objet est de parler de la turbulence développée, par opposi­

tion au début de la turbulence, ou turbulence faible. Il est 

cependant nécessaire de dire quelques mots de la turbulence faible, 

qui est assez bien comprise depuis quelques années. 

Nous allons considérer un fluide visqueux contenu dans un réci­

pient borné. Pour maintenir le fluide dans un état turbulent, il faut 

agir sur lui, car sans action extérieure la dissipation freinerait le 

fluide jusqu'au repos. Nous choisirons une action extérieure indépen­

dante du temps et nous décrirons l'évolution temporelle du fluide par 

une éauation 

| f = f (X) 
at y 

(1) 

où y est un paramètre mesurant l'intensité de la force extérieure. 

(Notons que x varie dans un espace fonctionnel de dimension infinie). 
*) 

Pour y assez petit les solutions de (1) tendent vers un état sta-
tionnaire (un point fixe de l'évolution temporelle). Quant y est 

plus grand on peut avoir des solutions périodiques, quasi périodiques, 

ou des comportements plus compliqués correspondant au début de la 

turbulence. 

Une analyse théorique et expérimentale détaillée a maintenant 

*) 
En pratique y est le nombre de Reynolds ou de Rayleigh. 

232 



TURBULENCE DÉVELOPPÉE 

montré que les comportements dynamiques observés dans un fluide vis­

queux à petit \i sont les mêmes que ceux présentés par une évolution 
*) 

temporelle générique de type (1) dans un espace de basse dimension 
Dans le domaine des petits y , un fluide visqueux ne se distingue 

donc pas, du point de vue dynamique, d'un quelconque autre système 

dissipatif peu excité (système chimique ou électrique, etc.), ni d'une 

équation (1) choisie au hasard et intégrée numériquement. En particu­

lier, on observe des bifurcations de Hopf, des doublements de fré­

quence, des cascades de Feigenbaum, des états quasi-périodiques, etc. 

On observe aussi des attracteurs étranges. Nous n'essayerons 

pas de définir précisément cette notion mais - en gros - un attrac-

teur A est un ensemble invariant pour l'évolution temporelle (1) et 

tel que les solutions voisines tendent vers A quant t -*« . 

L'attracteur est étrange si les solutions de (1) contenues dans A 

présentent le phénomène de dépendance sensitive des conditions ini­

tiales que nous allons maintenant décrire. Pour étudier l'évolution 

temporelle d'une petite perturbation d'une solution x(t) de (1) on 

étudie l'équation linéarisée autour de x(t). Soit u(t) une solution 

de cette équation linéarisée. Sous des conditions assez générales 

(en fait : presque partout par rapport aux mesures invariantes) on 

démontre l'existence de l'exposant caractéristique (ou de Lyapounoff) 

X(x(0),u(0)) = lim ì log|| u(t)|| . 
t+~ 

On a dépendance sensitive des conditions initiales si un exposant 

caractéristique est (strictement) positif. 

Le comportement dynamique d'un fluide est décrit par le compor­

tement asymptotique d'une solution de (1), ou mieux par un "ensemble" 

de solutions, c'est-à-dire par une mesure de probabilité invariante 

pour l'évolution terriDorelle. Par définition, nous dirons crue le fluide 

est laminaire si tous les exposants caractéristiques sont _< 0 , et 

turbulent s'il existe un exposant >0 . La turbulence est donc décrite 

par des attracteurs étranges. Cette notion (Lorenz [10] , Ruelle et 

Takens [18]) qui a bousculé certaines idées traditionnelles, est 

*)0n suppose que le dispositif expérimental évite les invariances ou 
quasi-invariances de group : pas de boîte très plate, etc. 
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maintenant bien établie . Les solutions "turbulentes" de (1) présen­

tent donc le phénomène de dépendance sensitive des conditions ini­

tiales, ce qui explique leur aspect chaotique. 

Il semblerait que nous avons obtenu une compréhension satisfai­

sante de la turbulence faible. Un problème se pose cependant, qui est 

le premier d'une série de graves problèmes qui nous barrent l'accès 

à une vraie théorie générale de la turbulence. Ce premier problème 

concerne le choix d'une mesure invariante (par évolution temporelle)re­

présentant 1'"ensemble" des solutions turbulentes. Le fait est qu'un 

attracteur étrange porte typiquement une famille non dénombrable de 

mesures invariantes disjointes. On pense que les "bonnes" mesures sont 

caractérisées par leur stabilité pour de petites perturbations sto-

chastiques, mais cette condition est difficile à exploiter en pra­

tique**) C'est pourtant un problème essentiel, semblable au choix de 

1'"ensemble" de Gibbs en méchanique statistique de l'équilibre. Toute 

"théorie" de la turbulence fait, explicitement ou implicitement, un 

choix de mesure invariante, et ce choix peut être malencontreux. 

Navier-Stokes. 

L'équation la plus simple représentant l'évolution temporelle 

d'un fluide visqueux incompressible est l'équation de Navier-Stokes 

dv. 
—тт- = - E V . Э . V . + УД V . - э . р + g . dt j j j 1 i i i (2) 

complétée par la condition d'incompressibilité 

a. V . = о . 

Dans ces équations (v\) est le vecteur vitesse et p la pression 

(divisée par la densité) dont on cherche l'évolution temporelle. 

*) 
Pour plus de détails, je renvoie le lecteur aux articles de revue 
de SWinney et Gollub [21], Ruelle [15], [16], et Eckmann [3] 

** ) 

Ce problème est discuté dans [14], voir aussi : L.-S. Young [22], 

Ledrappier [8]. 
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On donne des conditions initiales et au bord (le fluide "colle" à la 

paroi ), la constante v est la viscosité cinématique, et (gi) est 

une force extérieure. 

La justification de (2) fait intervenir une hypothèse de réponse 

linéaire, et l'équation de Navier-Stokes ne représente donc 

qu'approximativement un fluide réel. Cependant, les expériences mon­

trent que l'approximation est dans de nombreux cas très satisfaisante, 

et l'équation de Navier-Stokes a une forme plus simple et plus natu­

relle que les équations que l'on pourrait vouloir substituer à (2). 

Dans le cas d'un fluide à 2-dimensions, on a un bon théorème 

d'existence et d'unicité pour les solutions de l'équation de Navier-

Stokes (Leray, Ladyzhenskaya). Il n'en est malheuresement pas de même 

dans le cas physique de trois dimensions. Dans ce cas, suivant une 

idée de Leray [9] *)poursuivie par Scheffer [19],[20] puis Caffarelli, 

Kohn et Nirenberg [1], on définit des solutions "faibles" pour les­

quelles on n'a pas nécessairement unicité, et pour lesquelles des 

singularités peuvent apparaître. On peut astreindre les singularités 

à être de mesure de Hausdorff 1-dimensionnelle égale à zéro dans 

l'espace-temps à 4-dimensions, comme l'ont montré Caffarelli, Kohn 

et Nirenberg. En particulier les singularités ne peuvent pas former 

une courbe. On ne sait cependant toujours pas si les singularités sont 

effectivement présentes ou non. (Dans ce dernier cas on aurait en fait 

un théorème d'existence et d'unicité). 

Il y a de bonnes raisons de croire que les singularités éven­

tuelles des solutions de 1'équations de Navier-Stokes n'ont pas un 

rapport direct avec la turbulence (voir plus bas la discussion de 

l'intermittence). Cependant le problème reste irritant, et l'on ne 

pourra pas dire que l'on comprend bien la turbulence tant qu'il ne 

sera pas éclairci. 

*) 3 
Leray a établi l'existence de solutions faibles dans JR . puis Hopf [5] dans un domaine borné. 
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Cascade d'énergie et théorie de Kolmogorov. 

Une idée fondamentale des théories modernes de la turbulence -

on pourrait presque dire que c'est un dogme - est l'idée de la 

cascade d'énergie. On suppose que le fluide est alimenté en énergie 

dans les grandes longueurs d'onde spatiales . On affirme alors que 

les processus non linéaires font cascader cette énergie vers les 

petites longueurs d'onde. L'image utilisée est celle de grands tour­

billons ("large eddies") qui fissionnent en générations successives 

de tourbillons de plus en plus petits. La dissipation visqueuse (le 

terme en vA de (2)) est d'abord négligeable (on est dans le régime 

inertiel) et ne devient importante que pour les petits tourbillons, 

qui disparaissent d'ailleurs du fait de cette dissipation (c'est le 

régime visqueux). 

On aimerait mettre un peu de chair mathématique sur les mots qui 

précèdent, et c'est là en fait le fond du problème de la turbulence. 

Il se trouve cependant que l'idée de cascade d'énergie, combinée à 

l'hypothèse naturelle que les tourbillons des différentes générations 

remplissent l'espace, fixe déjà la répartition d'énergie entre les 

diverses longueurs d'onde spatiales dans le réaime inertiel (en utili-

sant des arguments purement dimensionnels). C'est la théorie de  

Kolmogorov (voir Kolmogorov [6], Landau et Lifshitz [7]). Il s'agit 

donc là d'un modèle plus que d'une vraie théorie, mais ce modèle 

s'est montré remarquablement utile. Nous verrons dans un moment 

quelles sont ses limitations. 

Avant de poursuivre, il nous faut mentionner deux nouveaux pro­

blèmes importants à résoudre si l'on veut obtenir une vraie théorie 

de la turbulence. Le premier est central et évident,c'est de donner 

une existence mathématique aux tourbillons et au processus de fission 

en tourbillons plus petits. Le deuxième problème est plus subtil et 

concerne la limite de viscosité nulle. Puisque la dissipation vis­

queuse est négligeable dans le domaine inertiel, on est tenté de rem­

placer l'équation de Navier-Stokes par l'équation d'Euler obtenue en 

posant v = 0 dans (2). Cependant, les conditions au bord sont 

Nous n'insisterons pas sur les difficultés qui se présentent expé­
rimentalement pour alimenter un fluide en énergie seulement dans 
les grandes longueurs d'onde. 
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différentes pour Euler et Navier-Stokes, et l'utilisation directe de 

l'équation d'Euler ne s'est guère révélée très utile jusqu'ici. 

Existe-t-il donc une bonne manière d'éliminer la viscosité pour l'étu­

de du régime inertiel ? 

Intermittence et lois d'échelle. 

On sait depuis assez longtemps que la théorie de Kolmogorov doit 

être corrigée pour tenir compte de l'intermittence spatiale. L'inter­

mittence est un fait expérimental, il consiste en ce que, en régime 

turbulent, la "turbulence" est concentrée sur une petite fraction de 

volume occupé par le fluide. Plus précisément, le gradient de la vi­

tesse fluctue de manière importante, et est grand sur une petite frac­

tion du volume occupé par le fluide. (Rappelons que la partie anti­

symétrique du gradient est la vorticité, et que sa partie symétrique 

détermine la dissipation). 

Mandelbrot [11],[12],[13] a fourni un modèle satisfaisant de 

l'intermittence, qui a été présenté de manière particulièrement claire 

et convaincante par Frisch, Sulem et Nelkin [4]. On suppose ici que 

dans la cascade d'énergie, les tourbillons issus de la fission d'un 

tourbillon donné n'occupent qu'une fraction (fixe) du volume occupé 

par le tourbillon initial. Si l'on fait l'hypothèse de cette loi 

d'échelle on peut calculer la distribution de l'énergie suivant les 

longueurs d'ondes et estimer les fonctions de corrélation des vitesses. 

S'il n'y avait pas de viscosité, la turbulence serait asymptotiquement 

concentrée sur un ensemble de dimension D < 3 .La dimension D dé­

pend de la loi d'échelle choisie et est donc le seul paramètre arbi­

traire du modèle. Ce paramètre peut être déterminé à partir des cour­

bes expérimentales donnant les fonctions de corrélation des vitesses 

(Mandelbrot [12]) et l'on trouve D ^ 2,5 à 2.6 

Une conséquence de la loi d1échelle postulée est que toute la 

cascade d'énergie est parcourue en un temps fini. Cela suggère forte-

ment que les solutions de l'équation sans viscosité (équation d'Euler) 
*) 

deviennent singulières en un temps fini . Pour Navier-Stokes la 

* ) 
Il y a d'autres arguments (Frisch) qui tendent à trouver qu'il en est bien ainsi. 
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situation est différente puisque la viscosité met un terme à la cascade 

d'énergie. On a d'ailleurs vu plus haut que la dimension possible pour 

les singularités est beaucoup plus petite que le D de Mandelbrot. 

L'introduction d'une loi d'échelle pour rendre compte de l'inter­

mittence est certainement très satisfaisante, mais fournit de nouveau 

un modèle plutôt qu'une théorie. Les problèmes indiqués au sujet de la 

théorie de Kolmogorov se retrouvent ici. En outre il faut comprendre 

pourquoi la turbulence est intermittente plutôt qu'homogène, et calcu­

ler la dimension D . Il faut aussi signaler la possibilité très réelle 

d'un comportement plus compliqué qu'une loi d'échelle. En effet la loi 

d'échelle postulée correspond à un point fixe pour une action de groupe 

(un groupe d'homothéties) et un comportement dynamique plus compliqué 

qu'un point fixe ne peut être exclu à priori (ni théoriquement ni ex­

périmentalement) . 

Des expériences numériques dues à Chorin [2] fournissent une con­

tribution intéressante au problème de l'intermittence. Chorin part de 

l'équation d'Euler, récrite comme une équation d'évolution pour la 

vorticité. Il calcule numériquement l'évolution pour un tube de vorti-

cité et voit ce tube s'étirer et se replier sur lui-même. Il semble 

bien que l'on aboutit à une singularité en un temps fini, et la figure 

limite paraît se conformer à la dimension D ^ 2,5 de Mandelbrot. Ce 

résultat est presque miraculeux, et pourrait être fallacieux ; il est 

néanmoins conforme à ce que nous savons de la physique de la turbulence. 

L'étirement des tubes de vorticité par exemple est un phénomène bien 

connu, et implique (par conservation de l'énergie) que les tubes se 

replient sur eux-mêmes. On a bien entendu posé brutalement la viscosité 

égale à zéro, mais comme on se place dans un espace infini, les "mau­

vaises" conditions au bord pour l'équation d'Euler sont oubliées. 

Enfin, il se peut bien que le problème de la recherche d'une "bonne" 

mesure invariante soit résolu automatiquement par les erreurs d'arrondi 

dans l'intégration des équations du mouvement (addition d'une "petite 

perturbation stochastique"). 

Exposants caractéristiques et turbulence. 

Je voudrais terminer ce survol des problèmes de la turbulence par 

une brève mention d'idées personnelles récentes (voir [17]). Nous 

avons admis que, à faible nombre de Reynolds, les écoulements turbu-
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lents se distinguent des écoulements laminaires par des exposants ca­

ractéristiques > 0. Il est donc naturel d'étudier les exposants carac­

téristiques aussi à haut nombre de Reynolds. Ce problème est moins 

inabordable qu'il n'y paraît à première vue, car il est en partie li­

néaire. En effet on doit étudier l'équation de Navier-Stokes linéarisée 

près d'une solution donnée. Comme l'équation linéarisée a des rapports 

étroits avec l'équation de Schrödinger de la mécanique quantique, on 

peut démontrer des inégalités limitant par exemple la production d'in­

formation par le fluide turbulent en termes de la dissipation d'énergie 

(voir [17]). Si l'on fait une "approximation classique" du problème de 

Schrödinger que nous venons de mentionner, et que l'on fait l'hypothèse 

d'une loi d'échelle, on trouve que la valeur D = 2.6 de la dimension 

joue un rôle privilégié. Cette valeur correspond assez bien à ce qui 

est observé expérimentalement. Cela ne démontre rien, bien sûr, mais 

indique peut-être que la solution des problèmes de la turbulence et de 

l'intermittence n'est pas aussi lointaine qu'on aurait pu le craindre. 

Mentionnons pour finir que l'étirement dans l'espace des solutions 

de l'équation de Navier-Stokes qui correspond à l'existence d'exposants 

caractéristiques positifs permet de justifier qualitativement l'inter­

mittence. On est cependant encore loin d'une vraie théorie. 

D.RUELLE 
Institut des Hautes Etudes Scientifiques 
35 route de Chartres 
91440 Bures-sur-Yvette 
France 
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