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Astérix,o 1 est Madame Bovarix. 

René Goscinny 

INTRODUCTION 

Ce texte est issu de deux cours de troisième cycle, donnés en 1981 à l'Ecole 

Normale supérieure et en 1982 à 11Universidade Fédéral de Sao Carlos (Brésil), dans 

le double but de présenter quelques outils essentiels de la géométrie différentielle 

et de les mettre en oeuvre pour obtenir des résultats sur les actions de groupes de 

Lie, eux mêmes appliqués ensuite à certains problèmes de singularités en géométri-e 

différentielle . 

Liés entre autres aux noms d'Elie Cartan, Hassler Whitney, Charles Ehresmann et 

René Thom, ces outils appartiennent à un domaine des mathématiques particulièrement 

significatif, puisqu'il permet de formaliser notre appréhension de l'espace-temps -

et y fait d'ailleurs constamment appel. Supposant connu le chapitre 16 des Eléments 

d'Analyse de Dieudonné , j'ai donc consacré le premier chapitre, le début &<i chapitre 

4 et plusieurs des appendices à des notions et résultats plus ou moins classiques 

de la géométrie différentielle, présentés sous la forme utile aux mathématiques plus 

spécialisées que j'avais en vue. 

Celles-ci concernent surtout les points fixes d'actions différentiables de 

groupes de Lie, et singulièrement leur classification différentiable. La théorie er 

est encore à ses débuts, et les résultats présentés ici correspondent à peu près 

- tout en étan t beaucoup plus difficiles - à ce que le lemme de Morse représente 

pour les fonctions différentiables. C'est pourquoi, ne me préoccupant pas trop de 

raffinements analytiques comme la recherche d'hypothèses (o u de pertes) de différen-

tiabilité minimales, j'ai eu surtout à coeur de présenter des démonstrations aussi 

simples et géométriques que possible. 

Le chapitre 2 occupe dans le cours une position centrale, car y sont introduits 

le langage, les objets et les outils analytiques récurrents dans toute la suite. Il 

contient les résultats classiques de la théorie, qui concernent en particulier la 

classification C de s germes génériques d'actions C d e IR et de 2Z , due a Sternberg, 

et leur classification C ,  obtenue par riartman et Grobman . 

La simplicité du théorème de Hartman-Grobman repose sur des "miracles" propres 
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aux (germes d')actions de IR et de ZZ , si bien que ses généralisations aux actions 

de groupes plus gros, dues à l'auteur, supposent pour l'instant une extension préa-

lable des résultats de Sternberg. Le chapitre 3 est donc consacré à la généralisatidn 

du théorème de linéarisation de Sternberg aux germes d'actions de groupes abéliens 

élémentaires. C'est à la fois la partie la plus originale, la plus géométrique et 

la plus spécialisée du cours. Elle contient entre autres un théorème de prolongement, 

ultime avatar des résultats analytiques du chapitre 2, qui devrait pouvoir servir 

à l'étude d'autres problèmes. 

Dans le chapitre 4, on se préoccupe de ce que deviennent les résultats précé-

dents lorsqu'on impose aux (germes de) difféomorphismes considérés de préserver une 

structure de contact ou une forme symplectique (ou encore une forme-volume). L'accerçt 

a été mis sur la géométrie de contact en raison de son importance, en particulier 

dans la théorie des équations aux dérivées partielles. 

Enfin, un remords tardif m'a poussé à donner en conclusion un aperçu plus large 

sur les singularités de systèmes dynamiques. 

Les appendices contiennent des compléments parfois importants , supposant en 

général chez le lecteur plus de connaissances que le texte même du cours. 

Chaque chapitre est précédé d'une introduction en précisant le contenu. La 

bibliographie finale, établie chapitre par chapitre,contient quelques commentaires 

sur les "sources" du texte. 

Il y a au moins quatre raisons pour que cet ouvrage soit d'un accès relativement 

difficile : 

- Il diffère considérablement de la plupart des autres écrits sur les systèmes 

dynamiques, tant par le contenu que par le style (quant à celui-ci, certains de mes 

amis mathématiciens sont persuadés que le fait de donner un cours dans l'antre de 

l'Hydre B. a exercé sur moi une étrange influence). 

- Il est conclu pour servir de référence sur une bonne partie des sujets traités, 

qui sont donc présentés de manière assez générale ; cette généralité n'est jamais 

gratuite (dans tous les cas, je me suis borné à des énoncés dont j'avais effective-

ment eu besoin), mais elle nuit parfois à la simplicité de l'exposé. 

- Il prétend néanmoins être accessible à des débutants, d'où une "mise à plat" 

du contenu qui risque de gêner le spécialiste. 

- Si les mathématiques qu i y sont présentées sont (comme il se doit) locale-

ment triviales, il leur arrive d'être globalement très complexes, en particulier 

dans le chapitre 3 . 

Pour toutes ces raisons, le texte proprement dit est précédé d'un "mode d'em-

ploi" destiné k faciliter la tâche des différentes catégories de lecteurs. 
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Pendant la longue gestation de cet ouvrage, j 'ai été membre du Centre de 

Mathématiques de l'Ecole Polytechnique, et hôte temporaire de l'Institut des Hau

tes Etudes Scientifiques ; j'ai eu la chance d'y recevoir les conseils d'Alain 

Chenciner, de Michel Hermán et de René Thom. Les remarques d'Ivan Kupka, Robert 

Moussu et Robert Roussarie (qui m'a communiqué un manuscrit alors inédit) sur les 

états successifs de ce travail m'ont été précieuses ; j'ai aussi eu de très utileà 

conversations avec César Camacho, Freddy Dumortier, Bernard Helffer, Nicolas 

Kuiper, François Laudenbach, Jacob Palis et Shih Weishu. Bien entendu, ce 

texte doit beaucoup aux très patients auditeurs des cours dont il est issu , en 

particulier Nicole Desolneux-Moulis, Carlos Arteaga, Daniel Bennequin, Albert 

Fathi, Rémi Langevin, Roberto Paterlini et Sergio Rodrigues. 

Je tiens à les en remercier, et exprime également ma reconnaissance à 

Chantai Delongeas et à Claudine Harmide pour leur excellent (et même, dans le 

second cas, hérotaue) travail de frappe, que viennent compléter les belles illus

trations de Marie-Jo Lêcuyer. 

Marc CHAPERON 
Centre de Mathématiques 
Ecole Polytechnique 
U.A.du C.N.R.S. n° 169 
91128 Palaiseau Cedex 
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COMMENT SE FRAYER UN CHEMIN DANS CET OUVRAGE. 

CADRE CONCEPTUEL. 

C'est essentiellement celui de la théorie des singularités ;  dans le 

dernier chapitre viennent s'y adjoindre les systèmes différentiels extérieurs d' 

Elie Cartan, et, dans les appendices, un peu de géométrie riemanienne. 

- Germes (section(l-l)). L'emploi de ce langage nous évite par la suite de fasti-

dieuses périphrases. Nous en utilisons des formes assez subtiles, d'où la définition 

"bourbachique" en termes de filtres. 

Pour ne pas dire de sottises en la matière, il faut appliquer quelques 

règles simples ; par exemple (Appendice 0, conventions, et (3.1-3)* définition 

d'un germe d'action), une famille (g^) de germes d'applications continues, dépen-

dant continûment d'un paramètre t , est en fait (et très logiquement) un peu plus 

que la collection des ĝ _ . 

- Jets (section(l-2)). Cette notion est due à Charles Ehresmann ; une bonne partie 

des mathématiques contenues dans cet ouvrage (entre autres) serait à peu près inex-

primable dans un autre langage. Par exemple, le classique théorème de prolongement  

de Whitney y trouve sa formulation naturelle ((1.3) , théorèmes 1, 2 et 3) - nous 

nfutiliserons en fait qu'un cas particulièrement sympathique de ce résultat ((1.3) , 

théorèmes 4 et 5)• 

John Mather a introduit la notion voisine de multijet (sectio n (2.3.2)) , 

très utile en théorie des singularités • , dans le cas, où multi=bi ,  l'appendice 4 

décrit une manière de formuler dans ce langage algébrique le raccord entre "strates 

de conflit" et "strates de bifurcation" (selon la terminologie de René Thom). 

- Structure de contact (ou système de Pfaff canonique) des fibres de jets (section 

(7.1)). Comme l'a remarqué Elie Cartan ( à la suite des travaux de Sophus Lie et de 

nombreux autres géomètres), elle permet (cf.(7.2.2)) une formulation particulière-

ment élégante et générale des problèmes liés à la recherche des solutions d'(in) 

équations aux dérivées partielles. Naturellement, ces problèmes sont en général 

beaucoup trop difficiles pour qu'une formulation^ ^ , si bonne soit-elle, suffise 

^ ^Elie Cartan, loin de s'en tenir là, a obtenu quelques uns des rares résultats 

vraiment généraux connus sur les équations aux dérivées partielles : voir Dieudonné, 

Eléments d'Analyse tome IV, Chapitre 18. 
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à les résoudre} les quelques exemples donnés ici et où l'on y parvient ((7.2.2) , 

Appendice 9, (8.3) et (8.4)) montreront cependant au lecteur le très grand intérêt 

de ce point de vue géométrique - d'autant plus que presque tous ces résultats se 

traduisent facilement dans le langage "micro-différentiel" introduit par Sato, 

Kawai, Kashiwara et Hbrmander. 

PETITES ET GRANDES IDEES APPARAISSANT FREQUEMMENT. 

- Transversalité (section 2 et appendice 3). Il s'agit d'une notion-clé dont l'in-

térêt dépasse de très loin la topologie différentielle et même les mathématiques 

pures •, étant donné un problème complexe (par exemple l'étude des singularités de 

systèmes dynamiques '. ) elle permet entre autres de savoir quelles situations sur-

viennent de manière inévitable, et doivent donc être étudiées en priorité. 

En admettant le théorème de Sard (2.1) , nous démontrons (2.3.1) le 

théorème de transversalité de Thom pour les sections d'un fibre général. Des appli-

cations très classiques sont données immédiatement ((2.4) , (3.1.1) et (3.1.2)) , puis 

dans (7.1.2) et dans l'appendice 9. 

Dans l'appendice 3> nous obtenons (dans une version à bord) la forme 

banachique du théorème de Thom due à Ralph Abraham, ce qui nous fournit deux exem-

ples beaucoup moins classiques : le premier ((A4-4) et (A4-5) illustre l'intérêt 

de la construction effectuée dans l'appendice 4 ^ l'appendice 5 montre, suivant 

Mauricio Peixoto , que la notion de problème bien posé pour les équations différen-

tielles ordinaires gagne beaucoup à être formulée en termes de transversalité. 

- Méthode du chemin (Appendic e 0) Cett e "petite idée" se trouve à 

l'origine de quelques-uns des plus grands succès des vingt dernières années en 

théorie des singularités et en géométrie différentielle. Nous l'utilisons dans 

l'appendice 0  pou r prouver plusieurs résultats classiques (stabilité des formes 

symplectiques dans leur classe de cohomologie, théorème de Darboux, théorème des 

jets suffisants) ; dans (7.3) , nous obtenons de même une version équivariante du 

théorème de Gray sur la stabilité des structures de contact. 

- Formes normales. Etant donnée une relation d'équivalence, il s'agit de trouver 

dans chaque classe d'équivalence un élément particulièrement facile à étudier, puis 

de voir quelles propriétés de cette "forme normale" sont communes à tous les autres 

éléments de la classe. 

De manière précise, on considère ici des objets différentiables définis 

sur une variété M  a u voisinage d'une sous-variété N ,  et, entre eux, deux types 

d'équivalence pour 0 < k < °o : 
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(a) L'équivalence C ,  qui consiste à envoyer un objet sur un autre par un 

C -difféomorphisme local (p préservan t N . 

(b) L'équivalence formelle à l'ordre k ,  où l'on demande simplement que l'ima-

ge du premier objet par ( p ai t un contact d'ordre k  ave c le second en N  . 

Si N  es t un point, l'équivalence (b) , de nature algébrique^ 

est assez facile à étudier. Un des principaux problèmes que nous considérerons est 

le suivant (cf.(2.4.1) , (3.1.4), (3.2) , (4.2), (4.4) , 6-, (8.3) , (8.4) , (8.5) et 

les appendices 0, 6, 7, 8, 9) : donner une condition sur le jet d'ordre 1 e n N 

des objets (baptisée ici hyperbolici té (faible) ) pour que l'équivalence C soi t une 

conséquence de l'équivalence formelle à un ordre k' .  Bien que cette condition soit 

"en général" satisfaite, le passage du formel au différentiable est un phénomène 

beaucoup moins automatique pour les singularités de systèmes dynamiques que pour 

les singularités d'applications différentiables. Dans les "mauvais" cas qui restent, 

il est cependant possible (cf. conclusion) d'obtenir énormément d'informations à 

partir des formes normales pour l'équivalence formelle^d'où notre insistance sur 

celle-ci ((4.3.2) , (8.2 ) et (8.4)) . 

Dans ce type de problèmes, il est fréquent que l'on doive établir l'équi-

valence (formelle ou C ) entre deux couples d'objets ( S ,C) et (S',C') , où S,S' son t 

des objets "simples" (structures symplectiques ou de contact dans (8.2.1), (8.3.2) , 

(8.4) et (8.5) , involutions dans l'appendice 9) et C,C' des objets "compliqués" 

(actions dans 8- , feuilletages dans l'appendice 9) . Dans toutes ces situations, 

nous avons adopté la stratégie suivante : commencer par prouver l'équivalence entre 

C et C san s se préoccuper de S et S ' , et envoyer ainsi ( S ,C) sur un couple (S",C) ; 

montrer ensuite que S" et S' sont équivalents par un difféomorphisme (local ou for-

mel) préservant C1 . 

QUELQUES ITINERAIRES POSSIBLES. 

Les numéros sont ceux de la table des matières, la lettre A  signi -

fiant "appendice" . Une flèche double Ça)—y y (7) indiqu e que a  es t indispen-

sable à la lecture de b  .  Une flèche simple (a) y  (tT ) exprime que a  es t 

utile à la compréhension de b  .  Une barre (a^ ^b ) signifi e que a  e t b 

sont liés. Par souci de lisibilité, on a parfois écrit \ p  a u lieu de 

ou (plus rarement) de Q ^ ^ Q 
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a) Trois premiers chapitres et appendices attenants. 

A4 à A2 A6 

2.4 ) 

Al 

A3 2.1 à  2. 3 

A5 1 

3.1 AO 

. 3.2y 4.1 4.2 ) 

A7 

5 6 

4.3.1 

4.3.2 4.4.1 4.4.2 a 

4.4.2 b 

A8 4.4.3 4.4.4 
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b) Le chapitre 4 et ses dépendances. 

1 AO 

7.1 7.3 

2.2 ) 
4.1 

4.2 
4.4 0 

7.2.1 

A6 

8.4 

8.3 8.5 

7.2.3 

A6 

7.2.2 A 9 

A8 

4.3.1 
4.3.2 

8.1 8.2 

c) Conseils aux lecteurs connaissant peu les sujets traités. 

Jusqu'à la fin de (4.2), le mieux est sans doute de suivre l'ordre de la 

table des matières ; il pourra être utile de lire l'appendice 3 (puis, en consul-

tant éventuellement (3.1.3) , l'appendice 5) après (2.1)-(2.3.D j et l'appendice 4 

après (2.3.2). Enfin,la section (AO-5) de l'appendice 0 , accessible à partir de 

(3.1.3)f es t une très belle et très importante généralisation du lemme de Morse 

(2.4.1),et l'appendice 6 complète substantiellement (4.2) . 
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Après (4.2) , le plus simple est évidemment de terminer le chapitre 2 , 

auquel on pourra adjoindre l'appendice 8 ou retrancher (4.4.4) . On peut aussi, so-

lution peu recommandée aux débutants, couper au plus court vers le chapitre 3 ? 

dans ce cas, il vaudra mieux en première lecture supposer que G = TR dan s la 

section 6 (cela ne facilite pas vraiment les démonstrations, mais peut clarifier 

1' exposé) . 

Il est également possible, et très instructif, de passer directement de 

(4.2) (ou même (3.D) à la section 7 (en omettant éventuellement (7.2.1) et (7.2.3)), 

que l'appendice 9 illustrera utilement *, on peut alors étudier la théorie des for-

mes normales en lisant (4.3.1)-(8.1) , puis (4.3 .2)-(8.2) , (4.4)-(8.3) et la fin de 

l'appendice 9 •, on pourra terminer par (8.4) , par le chapitre 3 et (8.5), ou 

directement par la conclusion» qu'il est fortement recommandé de lire. 

Enfin il est vivement conseillé de s'intéresser aux exercices disséminés 

le long du texte , la conclusion étant à elle seule un vaste exercice. 

ASPECTS PARTICULIÈREMENT ORIGINAUX DE CE TRAVAIL. 

Ce qui suit est plutôt destiné aux "experts", qui pourront consulter 

aussi les commentaires de la bibliographie. 

Le sommet de cet ouvrage (du moins par la nouveauté et la difficulté) est 

le chapitre 3, qui achève un travail commencé par Freddy Dumortier et Robert Rous-

sarie. Mes principales contributions en la matière sont les suivantes : 

- Les notions de germe d'action (3.1.3 ) et de variété fortement invariante 

(ou v.f.i., cf.(4.4.1)), qui n'avaient pas été dégagées nettement auparavant. 

- Le théorème de linéarisation (ou de mise sous forme normale) d'un germe 

d'action le long de ses v.f.i. (4.4.2) , qui simplifie considérablement le problème 

(y compris dans le cas,traité par Dumortier et Roussarie, des germes d'actions de 

IR2) . 

- Le passage des actions de JR a  celles d'un groupe élémentaire general ; la 

principale difficulté était de mieux comprendre la géométrie des orbites d'une 

action linéaire de IRr pour r > 1 (section 5 et appendice 7). 
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- La mise au point d'une méthode s'appliquant aussi simplement aux actions 

de ]R m ,  k > 0 , qu'à celles de IR™ . 

- La détermination des hypothèses minimales (cf.(6.3)) nécessaires à la vali-

dité du théorème prouvé dans la section 6 et dans l'appendice 7 (même pour les 

actions de ]R ,  ce résultat améliore donc sensiblement celui de Dumortier et 

Roussarie). 

- La solution du même problème en géométrie de contact (cf.(8.5)) . 

Cette théorie très spécialisée ne serait certes pas publiée sous la forme 

d'un cours s i elle n'avait pas requis tout un travail de fondements, qui clari-

fie certains aspects plus classiques et plus "quotidiens" des systèmes dynamiques ; 

en voici quelques exemples : 

- Pour obtenir les résultats du chapitre 3? il fallait vraiment "faire de la 

géométrie", attitude que nous avons adoptée vis-à-vis du sujet tout entier \ ainsi, 

dans (3.2) , nous montrons que la démonstration analytique "à la Moser" du théorème 

de Hartman-Grobman n'est au fond pas très différente de se preuve à base de feuil-

letages invariant s ("X-lemma" de Palis). De même, ce parti-pris géométrique 

éclaire singulièrement la méthode introduite par Edward Nelson pour établir le 

théorème de Sternberg (cf.(4.1)) , et permet surtout, dans (8.3), une démonstration 

particulièrement agréable de ses avatars en géométrie symplectique ou de contact 

(ce dernier résultat est d'ailleurs en bonne partie nouveau) - la même idée conduit 

tout aussi simplement, dans (8.5) , à l'analogue en géométrie de contact du théorème 

de la section 6 . 

- Les principaux résultats analytiques de la théorie sont exposés dans (4.2) 

et l'appendice 6 . Pour les besoins du chapitre 3 , on y considère des (germes de) 

difféomorphismes hyperboliques normalement à une sous-variété compacte £ no n for-

cément réduite à un point. Les théorèmes 1 et 3 de (4.2.2) (et le théorème 1 de 

l'appendice 6) sont inspirés de démonstrations antérieures du théorème de Sternberg; 

on y utilise un lemme très simple de point fixe "à tiroir" (4.2.1), ce qui rend 

'̂̂  Le chapitre 3 n'en contient d'ailleurs qu'une partie ; le reste sera publié 

dans un article ultérieur. 
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certainement moins mystérieuse la méthode d'approximations successives employée. 

Pour être facilement utilisables, tous ces résultats ont été exprimés de manière 

aussi locale que possible ; c'est en particulier le cas des théorèmes 1 et 2 de 

(4.2.2) et du théorème 2 de (4.2.3), qui peuvent être considérés comme les résul-

tats essentiels de cette section (les deux derniers sont largement originaux). 

- Dans la théorie don t il vient d'être question, lorsque £  n'es t pas une 

réunion finie de tores, se pose le problème de définir la "dérivée k-ième" d'une 

application entre variétés riemanniennes. Ce problème est résolu dans l'appendice 2, 

où je me suis retenu d e trop théoriser - bien qu'à ma connaissance un exposé con-

venable de la question manque à la littérature. La même idée est exploitée dans 

l'appendice 4, qui me semble introduire une technique trè s utilisable. 

- La théorie des formes normales requiert de l'algèbre ;  nous avons systéma-

tiquement utilisé à cette fin (cf.(4.3) et (8.2)) des représentations linéaires 

associées naturellement au problème, d'où un exposé simple et général. 

- Si les formes normales formelles en géométrie symplectique (ou isochore) se 

déduisent facilement (8.2.1) de la théorie générale (4.3.2) , il n'en va pas de même 

en géométrie de contact, où s'introduisent inéluctablemen t des graduations 

"tordues" ; notre exposé du sujet (cf . (8.1.1) et (8.2.2)), qui fait apparaître ce 

phénomène comme très naturel, semble en bonne partie original. 

Terminons par les points sans grand rapport avec le chapitre 3 : 

- Tant dans l'appendice 4 que dans l'appendice 5 (qui diffère assez sensible-

ment du point de vue initial de Peixoto), on a besoin d'une version à bord du 

théorème de transversalité, que je me suis dévoué pour écrire (appendice 3). 

- Dans le chapitre 4, la section 7 entend servir l'intérêt général par un ex-

posé point trop abstrait de la géométrie de contact (en un sens assez large) , 

mystérieusement disparue des programmes du second cycle des Universités. Ici et 

dans l'appendice 9, il est assez difficile (et sans doute assez vain) de démêler 

l'ancien du nouveau. Les résultats le plus probablement originaux sont la version 

équivariante du théorème de Gray (7.3) et le théorème de classification topologique 
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qui termine l'appendice 9. 

- La section (8.4) , due à l'auteur, fait appel à des techniques assez diffé-

rentes de celles de (8.2)-(8.3) ; on y utilise en particulier les "fonctions géné-

ratrices" . 
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CHAPITRE I - QUELQUES OUTILS DE LA TOPOLOGIE DIFFÉRENTIELL E 

Les variétés considérées sont banachiques - voir Dourbaki ou l'appendice 3 • 

1. GERMES ET JETS 

(1.1) Germes 

Soient X  u n ensemble et t ? u n filtre sur X  .  Dans P (X), la relation "il 

existe V  € J? te l que M  fl V = N H V "  entre M  e t N  es t une relation d'équi-

valence ; l'ensemble quotient est appelé l'ensemble des germes suivant 3 < de par- 

ties de X . On vérifie facilement que les opérations de réunion et d'intersection 

de deux parties de X  passen t au quotient, et l'on note encore (§,̂ 1 ) §   ̂e" t 

(Ç>"n) *~* § ^ T) les opérations induites sur les germes. Les relations §  = Ç H T| et 

T| = | J T| entre deux germes §  e t Tj suivan t 3 * d e parties de X  son t équivalen-

tes, et notées Ç  c T|. 

Etant donné un autre ensemble X' , soit $  l'ensembl e des applications à 

valeurs dans X' , définies sur une partie de X  appartenan t à 31 . Dans $ , la 

relation "il existe V  t 3 te l que f  e t g soien t définies et coïncident sur V " 

entre f  e t g  es t une relation d'équivalence R  , et $/ R es t appelé 1'ensemble  

des germes suivant 3 * d'applications de X  dans X  ' . 

Lorsque < ? es t le filtre des voisinages d'une partie non vide A  d'u n espace 

topologique X , on parle plutôt de germes en A  d'ensemble s ou d'applications, et 

l'on note :  ^-X^A ~* X ' L E 9erme en A  d e f̂ $ > c'est à dire sa classe modulo 

R .  Le germe en A d e M €iP(X) es t de même noté ,  et l'on dit que (-M] ^ es t 

un germe d'ensemble fermé lorsque M  fl V es t fermé dans V  pou r un V  € 3*. Si 

X' désign e un autre espace topologique, un germe y e n A  d'applicatio n de X 

dans X ' es t un germe en A  d'applicatio n continue lorsqu'il existe une applica-

tion continue f  6 $ tell e que y = [f]A •  La notation y : [ x ] ~* [x ' ] ,̂ a  alors 

un sens pour A '  ̂f(A) . .  Quand X e t X ' son t des variétés différentiellesy 

on parle de même de germes en A  de sous variétés et de germes en A  d'application : 

de classe CF( 0 < r ^ °°) o u analytiques de X  dan s X' . 

Etant données deux parties A  e t B  d'u n espace topologique X , avec A  B , 

nous aurons à utiliser la notion plus générale de germe en A  d e partie de X^ B 

et de germe en A  d'applicatio n (o u d'application continue) de X^ B dan s X' , 3* 

étant cette fois le filtre sur Xv B indui t par le filtre des voisinages de A dans X. 
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Si de plus f-B̂ A es t un germe de fermé de X, on dit qu'un germe y  e n A 

d'application de X \B dan s un espace topologique X ' es t un germe d'homéomorphis-

me lorsqu'il existe un voisinage ouvert V  d e A  dan s X  te l que V ^B soi t ou-

vert, et un homéomorphisme f  d e V ^B su r un ouvert de X ' tel que y  = [f]^ • 

Sous les mêmes hypothèses, lorsque X  e t X ' sont des variétés, on peut définir la 
r r 

notion de germe en A  d'applicatio n C  o u de germe en A  d e diffeomorphisme C 

(ou analytique) de X -̂B dans X' . 

Soit y  = [-f]^ u n germe en AC X d'applicatio n continue de X  dan s X' . La 

restriction f  n e dépend que de y ,  et l'on peut noter y (A) - f(A). Désignons 

par y ' u n germe en A'CX ' d'applicatio n de X ' dan s X" . Si A ' contien t y (A), 

et si y ' = Lf1]., où f' es t définie sur un voisinage V  d e A ' dan s X' , alors 

V = f (V ) es t un voisinage de A  dan s X , et le germe [ f o (fl )]^ ne dépend 

que de y  e t d e y ' : c'est leur composé, noté y ' ° Y o u encore f ' o y . 

On vérifie aisément que les germes y  e n AC X d'homéomorphisme s de X  dans 

lui-même vérifiant y (A) = A formen t un groupe pour la composition. Il en va de 

même des germes y  d e difféomorphismes C F o u analytiques de X  vérifien t y (A)=A 

lorsque X  es t une variété. 

Etant données trois parties A, B et C d'u n espace topologique X , avec 
o 

A  ̂B  çt C ,  et un germe y  = Lf e n A  d'applicatio n de X ^C dan s X ' , le 

germe [f ] n e dépend que de y  ; il nous arrivera de le noter [y 3 
B B 

Lorsque A  es t réduit à un point {x} , on écrit [f ] a u lieu de [f]j-x j , 

et l'on parle de germes en x . 

(1.2) Jets 

(1.2.1) Soien t E  e t F  deu x espaces de Banach, et y  = [f] u n germe en 

x € E d'applicatio n de classe C F (0  ̂r ^ 00) d e E  dan s F . Pour tout entier 

k ^ r, le germe ̂ -D̂ f ] n e dépend que de y . On le désigne par D^ y ,  et l'on note 

Dky(x) = D^f(x) . Si y ' = Cf']x es" t un autre germe en x  d'applicatio n de classe 

Cr d e E  dan s F , on dit que y  et y ' (o u que f et f) ont un contact d'ordre r 

en x lorsque D^y(x ) = D^y'(x) pou r tout k  £ {o,...,r}. 

Cette notion est invariante par difféomorphismes C  d e la source et du but : 

si < p (resp . *|/) est un germe en x  (resp . en y(x)) d e dif f eomorphisme de E 

(resp. F) dan s un espace de Banach E ' (resp. F') , alors les germes ^  ° y o (p ^ 
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et A> o y 1 o y ^ son t bien définis et ont un contact d'ordre r  e n (p(x ) , d'après 

1 'Appendice 1 . 

Par conséquent, étant données deux variétés de classe C  ,  X et X', la notion 

de contact d'ordre r  e n x €x entr e deux (germes en x  d') applications c r d e 

X dan s X ' es t bien définie. Sur l'ensemble des couples (x,v) , où y es t un 

germe en x €x d'applicatio n C  d e X  dan s X ' (k entier ^ r), considérons la 

relation d'équivalence 

" x=x' et y a un contact d'ordre k avec y' en x " 

entre (x,y ) e t (x ',Y'). Le quotient est 1'ensemble J  (X,X') des jets d'ordre 

k d'application s de X  dans X' , et la classe d'équivalence de ( X,Y) = (x,[f] ), 

notée J x V o u j  f  i est appelée jet d'ordre k  d e Y  (° u de f ) en x . 

De la formule de Faa-di Bruno (appendice 1) , on déduit la 

PROPOSITION. :  Soient X  - X» et _ X ' -» X" deux applications C  .  Pour tout 

x£x, le jet j ^ (f ' o f) ne dépend que de j ^ f et de Jf(x ) '  > et est noté 

(j 
k 
f(x) f ) o (j 

k 

x 
f) . • 

(1.2.2) Soi t maintenant p  : Y -»X un e fibration localement triviale de 

classe C F (0  ̂r ^ œ). Une section de p  au-dessu s d'une partie A  d e X  est , 

rappelons-le, une application f  d e A  dan s Y  tell e que p 0 f = id^. Lorsque 

A = X, on parle simplement de sections de p  (leu r ensemble peut être vide :  voi r 

n'importe quel cours un peu complet de topologie algébrique, par exemple Spanier). 

NOTA. Lorsqu e p  es t la fibration triviale X  x X' -* X, une section de p  au -

dessus de A  s'identifi e à une application de A  dan s X ' (sa seconde composante) 

Tout ce que nous allons dire ici s'applique donc à ce cas particulier. 

Pour chaque entier k  ^ r, notons J  (p) l e sous-ensemble de J  (X,Y) cons -

titué par les jets d'ordre k  d e (germes de) sections C  d e p . 
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Soit ^  un e famille de trivialisations locales de classe C r 

-1 - 1 * 
p c p (U ) - U x X' 

P ^ 1 

<p X(U) 
Y 

u 

de p , possédant les propriétés suivantes : 

(i) Pou r chaque (U,X',<p,$ ) 6 ^  ,  U es t un ouvert d'un espace de Banach E 

et X ' un e variété C 

(ii) {c p : (U,X«,cp,§) £ 4 3  es t un atlas de X  . 

et, pour chaque (U,X',cp,$ ) £ ,  soit =  (U',(p') u n atlas d e X' , où 

chaque c p ' es t un dif f eomorphisme C  d'u n ouvert ( p ' (U' ) de X ' su r un ouvert 

U' d'un espace de Banach E' . 

Etant donnés (U,X',(p,§ ) € ^  ^  et (U',cp' ) € 1<_ , désignons par vj > l a 

carte locale C F d e Y  donné e par 

$"1(u x (f'"1(u')) 3 yH ^^.(y ) =  (̂ P « p(y) , «p» o pr2 o «(y)) € U X U ' . 

LEMME 1. E n identifiant chaque jet j ^ y d'applicatio n de U  dan s U ' à 

(X,(DJY(X)) ) , on identifie J R(U,U') à  U  X U' X ©  h3 (E,E» ) , 

où LJ(E,E' ) désign e l'ensemble des applications j- linéaires continues et symétri-
— s  — 

ques de E  dan s E' , muni de sa structure standard d'espace de Banach. • 

THÉORÈME 1. Pou r chaque entier k  ^ r, soit 1'applicatio n de J  (p) dans Y 

définie par TZ^ (ĵ  y) = y(x) . 

(i) Lorsque (U,X',<p,$ ) varie dans €  e t (U',(p') dan s ,  les applications 
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Y k 
o, YJ : h 

-1 
k 

(Y -1 
O, Y 

(U x U')) - U x U' x 
o^i^k 

L 
j 
s 
(E,E') données (modulo 1'identifica-

tion définie dans le lemrae 1) par k 
t,<p» (j 

k 
x 
Y) = 3 

k 
<p(x) (pr 2 

o ^ o Y o [(P -1 ] 
<p(x) 

) 

forment un atlas de variété C r-k sur J 
k 
(p) La structure de variété ainsi défi-

nie ne dépend pas du choix de ̂S > e t de {U o : o E G}. 

(ii) Pou r cette structure, l'application TZ^ est une C  -  fibration loca-

lement triviale ; de manière précise, étant donnés $  € ° é e t u 1 € 1(Y , Yk, Y'^ 

est une trivialisation locale de 7 t au-dessu s de ^ , .  En particulier, T C es t 

un Cr - difféomorphisme de J°(p ) sur Y . 

(iii) Quel que soit l'entier t ^ k , l'application TI ^ : J (p) -» J (p) définie 

par TC ^ (j^ y; = y  es t une C  -  fibration localement triviale ; plus préci-
sément, étant donnés $  € ^  e t (p ' € V. ,   ̂es t une trivialisation locale 

de 7 r au-dessu s de wm . • 

LEMME 2. Etant donnés un entier k  ^ r, une Çr-variété X' et un espace de Banach 

E, soit J  (E,X') la fibre en 0 de la projection a :  J (E,X«) - E définie par  

a (jkg) = y. Pour chaque y€E, désignons par T  la translation E  3 z z+ y € E. 
]£ y  y 

L'application 

J (E,X») 3 j k 
y 

g M (y,j 
k 
o 

(g « T 
y 
)) e E x J k 

o 
(E,X') 

est une trivialisation de a R au-dessus de id£ , qui permet d'identifier J  (U,X') 

à U x Jk (E,X') pour chaque ouvert U  de E . • 

THÉORÈME 2. Pou r chaque entier k  £ r, soit =  p o  ̂:  J (p) - X 1'application 

ax Y " x . 

(i) p ^ es t une C  -  fibration localement triviale. Plus précisément, pour  

chaque (U,X«,<p,$ ) € °d ,  l'application $ R : TT^1 ( *""1(U x X')) -* U X J^(E,X«) 

donnée 2*? Y ) = Jk(x) (Pr2 « $ o Y o Lf 13(f(x)) 

(modulo l'identification définie dans le lemme 2) est une C -trivialisatio n de p 

au-dessus de ( p . 
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(ii) Pou r chaque section C  (k̂ i-̂ r ) f  d e p  au-dessu s d'un ouvert V  d e 

X, j f est une section C  d e p ^ au dessus de V . • 

Je laisse au lecteur le soin de prouver que p̂ _ e t 7t^ sont des fibres 

vectoriels lorsque c'est le cas de p . En fait, nous montrons dans l'appendice 2 

que peu t toujours être muni d'une structure de fibre vectoriel, liée au choix 

de métriques riemanniennes (ou de connexions) sur X  e t Y . 

(1.2.3) Jets d'ordre infini 

Les notations étant celles de (1.2.2), on a évidemment ^  0  ^ =  ^ O-116! 3 

que soient les entiers m  ^ X ^ k ^ r. E n d'autres termes, si r  = 00, les u lk 

forment un système projectif d'applications C  ,  ce qui permet de définir un espace 

topologique J  (p) = lim J  (p), appelé espace des jets d'ordre infini de (germes 

de) sections de p  , et des projections continues 7^ = lim 7Ĉ  : J (p) -» Y , 

K = lim 7t, :  J (p) -* J (p) (i €  IN) e t p  =  p o K = lim p. :  J (p) -» X. 

Si f  es t une C  -section de p  a u dessus d'un ouvert V  d e X , 

j f = lim j f es t une section continue de p ^ a u dessus de V , appelée jet d'ordre 

infini (ou simplement jet) de f , et l'on note 

3 
00 
3 
f = j XI 

x 
[f] 

X 
= (j°°f) (x) . 

Le théorème d'E. Borel (cf .1.3) affirme que tout élément z  d e J  (p) es t de 

la forme j ^ y pou r un germe en x  = P00(z) d e section C  d e p , ce qui justifie 

l'appellation de J  (p), lorsque X  es t de dimension finie. 

(1.3) Le théorème de prolongement de Whitney 

Les hypothèses et les notations étant celles de (1.2.2) et de (1.2.3) > si A 

est une partie non vide de X  e t y = [f]^ u n germe en A  d e section (O^k^r ) 
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de p , la restriction ( j f) es t une section continue de p ^ au-dessu s de A  , 

ne dépendant que de y » on l'appelle jet d'ordre k  d e y  (°u d^ f ) en A  e t on 

la note 

J 
k 
A 

f = j k 
A 

Y . 

Etant donnée une section continue f  d e p ^ a u dessus de A , il peut être utile 

de savoir si f  es t de la forme y  -  auquel cas f ser a dite holonome. 

Lorsque A  es t ouvert, un germe en A  d e section de p  o u de p ^ es t tout bon-

nement une section de p  o u de p̂ . au-dessu s de A , et une condition nécessaire 

et suffisante pour que f  soi t de la forme j ^ y es t que la section ^  o  f d e 

p a u dessus de A  soi t de classe C  e t que l'on ait f  =  j (TL^ ° f  ) . 

Le théorème de prolongement de Whitney a pour objet le cas nettement plus délicat 

où A  es t fermé. Nous en donnerons d'abord une version locale, qui contient l'es-

sentiel de la difficulté 

THEOREME 1 (Whitney). Soient E  un espace euclidien réel de dimension finie, F 

un espace de Banach, A une partie fermée de E  et g  :  A -» J (E,F) ( 0  ̂r  ̂00) 

une section au-dessus de A  de la projection jr(E,F ) -» E. L'espace jr(E,F ) étant 

r 

identifié à E X T î Lg(E,F) , on désigne par g ^ (O^k^r ) la composante de g 

suivant Lg(E,F ) , et l'on note, quels que soient les, entiers j  _e t k  avec 

O ^ j ^ k ^ r , e t les points x  e t y  dan s A , 

R 
j, k (x,y) = g j [y) -

k-j 

JL=o 
g.+J¿(x) . 

(y-x/ 
l ! . 

Les deux propriétés suivantes sont éauivalentes : 

(a) Il existe f  : E -» F, de classe C** , telle que g  = j^ f . 

(b) Que l que soit x  €  A, tous les R . vérifien t 
o j, k 
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lim 
(x.y) 6 AXA 

x ^ y 
(x,y) -» (x ,x ) 

o o 

Ri,k(x'y) 

|x-y| k-j 
= O . 

Il résulte de la formule de Taylor que (a) entraine (b). La démonstration de 

la réciproque fait appel à un argument assez subtil de partitions de l'unité, et 

figure dans Abraham-Robbin- voir aussi Tougeron pour un point de vue un peu diffé-

rent . • 

REMARQUE. Lorsqu e A  es t réduit à un point, le théorème 1, trivial pour r  fin i 

(il suffit de choisir f  polynomiale) , ne l'est pas vraiment pour r  = 00 : c'est 

le théorème d'E. Borel, qui affirme que toute série formelle est le développement 

de Taylor d'une application C  ,  et dont nous avons déjà parlé dans (1.2.3) . 

Les démonstrations de (1.2.2) reposent plus ou moins sur la 

PROPOSITION 1. Soit 

H 
Y' Y" 

P 1 P" 
h 

X ' X" 

un isomorphisme C  entr e deux fibrations C  localemen t triviales p ' e t p" . 

Pour 0  ^ k ^ r, la formule 

H 
k k 

x 
V) = J 

k 
h(x) 

(H o y « [h" ] 
h(x) 

) 

r-k 
définit un C  -  diffeomorphisme 

HR : Jk(p') - JR(p") , 
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et les diagrammes 

Jm (p') 
H1 

>Ap") 

v 7 *J&,k 

Hk 

p ' Jw(p<) Jk(p") p"l 

p'k p"k 

X' 
h 

X" 

commutent pour 0  ^ k ^ i ̂  r. m 

Nous allons maintenant analyser la condition (b) du théorème 1 :  nou s dirons, 

les notations et les hypothèses étant celles du théorème 1, que [g ] vérifie (b) 
o 

lorsque la propriété (b) sera satisfaite par g  e n x  (conditio n qui ne dépend 
o 

évidemment que de [g ] )  . 
o 

PROPOSITION 2. Le s notations et les hypothèses étant celles du théorème 1, soit U 

(resp. V) un ouvert de E  (resp . F), soit 

uxv 
H 

U'XV 

U 
h 

U ' 

un isotnorphisme C  de la fibration triviale UX V -> U sur la fibration triviale 

U'XV - * U', où U ' (resp. V) désign e un ouvert d'un espace de Banach E' (resp. F') 

et soit 

Hr : Jr(U,V) - jr(U» ,V) 
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le relevé de H  défin i dans la proposition 1. 

Pour tout point x  d e U  H A te l que r c o g(x ) € V, si la condition (b) o —  r  o 

est vérifiée par [g ] ,  alors le germe 
o 

Hr o [g; 
X 
o 

o [h_1 
h(U Pi A)J h(x ) 

O 

en h( x ) d e section de p ' : jr(U',V) _> U ' au-dessu s de h (UflA) es t bien défi-
— b  r 

ni et vérifie aussi (b) . • 

DÉFINITION. Le s hypothèses et les notations étant celles de (1.2.2)-(1.2.3), si X 

est de dimension finie, une section g  d e JF(p ) au-dessu s d'un fermé A  d e X 

vérifie la condition (vO s i et seulement si elle possède les propriétés suivantes : 

(i) ell e est continue ; 

(ii) pou r tout X q £ A, il existe (U,X',(p,$ ) € ^  e t (U»,(p' ) € telle s 

-1 - 1 
que l'on ait x  €  cp (U ) , K O g(x ) € vj> (UXU' ) , et que de plus le germe 

o 7 r  o  *  > 

vj/r o  g o [(p-^ | / 3  / \  vérifi e (b) . 
$,cp» 9  L Y |(p(A )nu <p(x ) 

COMMENTAIRES. - D'après la proposition 2, la condition (ii) ne dépend pas du choix 

de $  e t (p ' (ni d'ailleurs de celui de TFJ e t (1(_) ) . 

- La continuité de g  n'es t pas une hypothèse supplémentaire, puisqu' 

elle est impliquée par la propriété (b) du théorème 1 (pour j=k=0) . 

Soit f  un e section C  d e p  au-dessu s d'un ouvert V  d e X . Pour toute 

partie non vide B  d e V  , le germe [jrf] D d e section de JF(p ) n e dépend que 

de y  = [f] :  o n l'appelle jet d'ordre r  d e y , et on le note jr y . Si C  C X 

vérifie B  fl C / 0 ,  les germes ^f|cnv^Bn c e t C U ^ ) Ir/iv̂ nc UG déPendent clue 

de Y  :  c e sont les restrictions de y et de j  y a C , notées respectivement 

Y С et j r Y С * 
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Nous allons maintenant énoncer une version "intrinsèque" du théorème de 

Whitney : 

THÉORÈME 2. Les hypothèses et les notations étant celles de (1.2.2)-(1.2.3), on 

suppose X  d e dimension finie et séparable. Etant donnée une section g  d e p 

au-dessus d'un fermé A  d e X , les propriétés suivantes sont équivalentes : 

(a) L a section g  est holonome . 

(b) Ell e vérifi e la condition (W^ ) . 

Démonstration. I l est clair que (a), entraine (b). Réciproquement, sous 

l'hypothèse (b ) , g étan t continue, il existe deux suites ( U ) r < - «» e t 
n ncIN^tOj 

( ) H N ^ { 0 } ^,ouver^s relativement compacts de X  possédan t les propriétés suivan-

tes : 

(i) V 
n 
C U 

n 
pour tout n  e t 

n6lN(0) 
V 3  A . 
n 

(ii) Que l que soit n  € ] N \ { o } , i l existe une trivialisation locale Cr 

P_1(U ) n 
n 

E X X ' n i n 

P Pri 

U 
n 

'n 
E 
n 

de p  , où E n es t un espace vectoriel réel de dimension finie et X n un e variété 

C ,  et une carte locale C 

Tn 
-1 

(U') 
CD» 
Tn U » 

n 

de X ' , où U ' es t ouvert dans un espace de Banach E ' telle s que, si 
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vj/ :  $"1(E x  tp'"1(U»)) - E x U» 

est définie par 

* M y ) =  (yn ° p(y) , (f^ o pr2 o M y ) ) , 

on ait 

K o  g (A fi U ) C t 1 (E X U ' ) . 

En appliquant le théorème 1 dans la carte ,  nous obtenons en particulier 

le 

LEMME 1. Il existe un germe y^ e n =  A D d e section C* * d e p , tel que 

' .r 
J y 1 A 

= [g] 
Al 

. G 

Etant donné n  € ]N —{o} , supposons prouvée l'existence d'un germe y e n 

A =  A fl (V „ U . . . U V ) 

de section C  d e p , tel que 

.r 
JYn A 

[g] 
n 

, 

et soit f  un e section C r d e p  au-dessu s d'un ouvert Q  ^  A d e X , vérifiant n n  n 

[f 
n A 

n 

= y e t 
n 

.r 
3 fn A g A fi Q * n 

Comme f  es t continue, il existe un voisinage fermé 
n 

F C  Q f l U „ 
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de A  f l U . dan s U  „  te l que l'on ait 
n n+ 1 n+ 1 

f (F ) C vj/"1. (E . X U' .) . 
n n  n+ 1 n+ 1 n+ 1 

Soit g  „  l a section de p  a u dessus de F  U (A H U . ) défini e par 
n+1 r  n  n+ 1 

Q n+1 A = g A H U 
n+1 

et g 
n+1 F 

n 

= 3 
r 

n 
f . 
n 

Il est clair que 9n+± vérifi e (V O . Le théorème 1, appliqué dans la carte 

. ,  établit donc l'existence d'une Cr-sectio n h  „  d e p  au-dessu s d'un 
n+1 ' n+ 1 

ouvert de U  „  contenan t F  U (A H U . ) , tell e que 
n+1 n  n+ 1 

.r 
J F 

n 
U ( A fl u 

n+1 
) V i = 9n+l • 

On vérifie facilement que les formules 

Yn+1 
U 
n+1 

L n+1 U 
n 

il A 
n+1 

Yn+1 X V 
n+1 

= n̂ 
X V 

1+1 

définissent un germe v  e n A  ^  de section C F d e p  te l que 
n+1 n+ 1 ^ 

.r 
J y " + 1 A 

[g]A 
n+1 

. O 

EXERCICE. Lorsqu e les fibres de p  son t C  -diffeomorphes a des espaces de Banach 

montrer que la condition (a) du théorème 2 peut être renforcée en 

(a') I l existe une section C F (globale) f d e p  tell e que g  = f  . 

Les mêmes méthodes permettent de prouver la généralisation suivante du théorè-

me 2, dont la démonstration est laissée au lecteur : 
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THÉORÈME 3. Soient p  : Y - X et _ p  ' : Y ' -» X ' deux çr~ f ibrations localement 

triviales (o^r^œ ) , A un fermé de X  _et _ g (resp. G) une section de la fibration 

r r  - 1 
J (X,X' ) -* X (resp . J (Y,Y' ) - » Y) au-dessus de A  (resp . p (A)) . Les propriétés 

suivantes sont équivalentes lorsque X  e t Y  son t separables et de dimension 

finie : 

(a) I l existe un germe y  : Cx3 " » X1 e t un germe T  : [Y] - * Y' 

P (A ) 

d'applications C F tels que (T,Y ) soi t un germe de morphisme de p  dan s p ' 

vérifiant 

.r 
J P (A ) 

r = G et _ J A Y =  g . 

(b) O n a g. i 
P (A ) 

P = (jr P').G (* ) , et G  (donc g) vérifie (W ). • 

Le théorème de Whitney s'applique à des fermés très compliqués, par exemple 

à des ensembles de Cantor. Dans ce cours, nous ne l'appliquerons en fait qu'à des 

fermés raisonnables, en un sens que nous allons maintenant définir :  nou s dirons 

qu'une partie A d'une variété de dimension finie X est raisonnable lorsqu'elle 

possédera la propriété suivante : tout x6 A a  une base de voisinages dans A formée 

de parties compactes et connexes par arcs rectifiables d e X, sur lesquelles la 

distance géodésique (étant donnée une métrique riemannienne sur' X) es t équivalente 

à la restriction de la distance riemannienne dans X . Cette définition ne dépend 

pas du choix de la structure riemannienne de X . 

EXEMPLES. Le s sous-variétés, les convexes fermés sont raisonnables. 

THÉORÈME 4. Les hypothèses et les notations étant celles de (1.2.2)-(1.2.3), on 

suppose X  d e dimension finie. Quel que soit le fermé raisonnable A  d e X  ,  les 

sections holanome s de p au-dessu s de A forment un fermé de ^ 1  r • 

(*) O Ù .  désign e la composition ponctuelle des jets, c'est-à-dire que, par 

r r  - 1 
exemple, (g.j p)(y ) = g(p(y)) o j p  pou r tout y  € p ( A ). 

V (A) y 
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C (A,J (p)) pour la topologie de la convergence uniforme sur les compacts (dont une 

base est formée, rappelons-le, des [f : f(K) C Lf] lorsque K  (resp. U) varie parmi 

les compacts (resp. ouverts) de A  (resp . JF(p))). 

Démonstration. O n se ramène facilement au cas où A  es t une partie compacte et 

connexe par arcs rectifiables d'un espace euclidien E  e t p  l a projection EXF-»E, 

où E  es t un espace de Banach. On a alors le 

LEMME 2. Pour toute section holonom e g  au-dessus de A  d e p ,  on a , — — — — — — —  r 

avec les notations du théorème 1, 

|Rjjk (x,y)| S 2ô(x,y)k-j |g|k 

quels que soient x  e t y  dans A  et les entiers j^k^ r ,  où ô  désign e la 

distance géodésique sur A  et |gl k = max{|g^(x)| : O^j k̂ e t X€ A } . 

Preuve. Soien t f  u n élément de CF(E,F ) vérifian t f  = g ( x u n point de A , 

et, quels que soient les entiers j^k^r , h^  ̂l'élémen t de Cr~J(E,F ) défin i par 

h j 
x ,k 

(y) = DJ f (y) -
k-j 

JL=o 
^j+/x) • 

(y-x)X 
l ! . 

Pour tout chemin linéaire par morceaux y  • Lo,l] ~* E ave c y(0 ) = x e t y(l ) = y, 

on a, puisque h ^ ^(x) = °> 

h j 
x,k (y)| = 

1 

o 
Dh 

j 
x ,k (y(t)) . y(t) dt| £ |Y| max í IDhx,k(y(t)) ' : t 6 t0'1^ > 

où |y | désign e la longueur de y . Comm e D ^ h^ k^x) = 0 pou r Ô jfĉ k-j , on en 

déduit de proche en proche que 

(*) d u moins pour j  < r. 
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VJi £ {0,...,k-j] , |hx k(y) I ̂  \y\l max { |D* K<Y(t) ) :  t 6 [o,l]}. 

Pour y  € A, lorsqu'on fait tendre y ver s un chemin rectifiable de x  à  y 

dans A , ces inégalités passent à la limite, ce qui donne (en prenant i = k-j) 

|R. k(x>y>l * ô(x,y)k~J max{|gk(z) - g (x)| : z€A} £ 

£ 2ô(x,y)k 3 max[|gk(z)| : z£A}. • 

Par hypothèse, il existe C  > 0 te l que l'on ait ô(x,y )  ̂ c|x-y| quel s que soient 

x et y dans A. On déduit donc du lemme 2 que, sur l'espace vectoriel des sections 

au-dessus de A  d e p ^ vérifian t (^ ) ( k entier ^ r), la norme |. |̂  es t équi-

valente à la norme ll«ll k donné e par 

l|g|lk = Iglk + sup{ |Rjjk(x,y) | Jx-yl0̂  : 0 £ j *k e t (x ,y) € AxA\AA} 

d'où le résultat cherché. • 

Je laisse au lecteur le soin de prouver (et, s'il le désire, de généraliser) 

le 

THEOREME 5« Soien t E  ,...,En de s sous-espaces vectoriels d'un espace euclidien 

E , et, pour 1   ̂i  ̂n, soit A ^ un e boule fermée de centre 0  dan s E ^ (pou r 

la structure euclidienne induite). Alors 

(i) A = A ^ J .. . U est un fermé raisonnable de E  ; 

(ii) Etan t donné un espace de Banach F  ,  pour qu'une section g  d e 

J (E,F ) —> E au-dessu s de A  soi t holonome, il faut et il suffit que ce soit le 

cas- de chacune des g  I 
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EXERCICE. Soi t A  un e sous-variété d'une variété X . Etant donnée une variété Y 

montrer que les sections de p  :  jr(X,Y) -» X a u dessus de A qu i satisfont ( W ) 

sont simplement celles pour lesquelles p ^ o g = °̂ g ) , où 7i Q et p ^ son t 

donnés par K ( jT f) = f(x) e t P A(jF f) = jr(fL) » et satisfaisant en outre des 
o x  A  x  x  ]A 

conditions similaires que l'on explicitera. 

2. TRANSVERSALIT É 

(2.1) Le théorème de Sard 

Soient X  e t Y  deu x variétés C  (l^r^°°) , et C  (X,Y) (O^k^r ) l'ensembl e 

des applications C  d e X dan s Y . Rappelons que f  6 C (X,Y) es t une submersion 

en x  6 X (resp . une submersion) si et seulement si l'application linéaire tangente 

T f :  T X -» Tw s Y es t surjective et a un noyau facteur direct (i.e. admettant 
x x  f(x ) 

un supplémentaire fermé) dans T  X (resp. si et seulement si f  es t une submersion 

en tout point de X). 

Lorsque f  n'es t pas une submersion en x €x, on dit que x es t un point cri-

tique de f , et f(x ) une valeur critique de f. 

PROPOSITION 1. Les points critiques d'un élément f  de C^XjY ) forment un 

fermé. • 

Un point y  d e Y  qu i n'est pas valeur critique de f  (c'es t à dire tel que 

f soi t une submersion en tout point de f  ̂ "(y)) es t appelé valeur régulière de f. 

EXEMPLE. Pou r dim Y > dim X < 00, un point y  d e Y  es t valeur régulière de f 

si et seulement si il n'est pas valeur de f , i.e. n'appartient pas à f(X). 

THEOREME 1 (Sard) . Soient U  un ouvert de I R _et_ f une application C  _d e U 

dans wP . Pour r  > max{o,n-p}, l'ensemble des valeurs critiques de f  est de 
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mesure (de Lebesgue) nulle. • 

Ce résultat est prouvé dans Abraham-Robbin et dans Tougeron ; le cas difficile 

est celui où n  es t plus grand que p . 

Rappelons qu'un espace de Baire est un espace topologique X  te l que toute 

intersection dénombrable d'ouverts denses dans X  soi t dense dans X . Une partie 

de X  es t alors dite résiduelle lorsqu'elle contient une intersection dénombrable 

d ' ouverts denses. 

Je renvoie à Dieudonné (t. 2, (12.16.1)) pour la démonstration (facile) du 

classique 

THEOREME 2 (Baire). Soi t E  un espace topologique dont tout point admet un voisi-

nage homéomorphe à un espace métrique complet. Alors E  es t un espace de Baire. • 

En particulier, une variété est un espace de Baire. 

' \  ,  , r 
THEOREME 3• Soien t X  e t Y  deu x variétés C  d e dimensions respectives n  et 

p, avec X  séparable . Pour r  > max{o,n-p}, l'ensembl e des valeurs régulières de 

tout élément f  d e C  (X,Y) es t résiduel dans Y . 

Démonstration. Soi t C  l'ensembl e des points critiques de f , et soient ^j^j£] N 

et (V. ) .r deu x recouvrements de X  vérifian t 

V j E IN, V 
J 

= 
o 
V 

] 
c v 

J 
comnact C U 

j = 
o 
U . 
J 

et tels que, pour chaque j  € IN , il existe une carte (p ^ : ~ * ]R d e X  e t une 

carte v|/ , : u '. -> 1RP d e Y  vérifian t f (U .) C U'. . Comme C  es t fermé, f( C D V.) 

est compact pour chaque j  6: ]N , et, puisque son image par ^  es t de mesure nulle 

d'après le théorème de Sard (appliqué dans les cartes (p . e t / ) , il est d'inté-

rieur vide. On en déduit que Y^f( C fl V ) est un ouvert dense, et donc que 
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Y \ f (C) = n 
i E IN 

(Y \ f(C H V )) 

est résiduel. • 

(2.2) Transversalité 

Rappelons qu'une sous-variete C  d'un e variété Y  es t une partie Z  d e Y 

telle que tout y£ z possèd e dans Y  u n voisinage ouvert U  ayan t l a proprié-

te suivante :  i l existe un C  -diffeomorphisme h  de U  su r x  ,  ou U1 et 

U2 son t ouverts dans des espaces de Banach, tel que h(y) = (0,0) et 

h(Z fl U) = x  {0}. On déduit facilement du théorème d'inversion locale que, pour 

toute valeur régulière y  d'u n élément f  d e C  (X,Y), où X  es t une variété, 

f (y ) est une sous-variete C  d e X. La codimension de (la composante connexe 

de y  dans ) Z est la dimension de U 

Lorsque X  e t Y  son t de dimension finie, on dit que f € C^(X,Y) es t trans-

verse en A C X à  une sous-variété Z  d e Y  sur C CZ s i et seulement si, pour 

tout x€A , on a soit f(x ) f. C, soit f(x ) 6 C e t T  f(T X ) + T / N Z = T / N Y . 
x x f(x ) f(x ) 

Cela se note f ^\°Z. 

Lorsque A  (resp . C) est égal à X  (resp. Z) toute entière, on omet "en A" (resp. 

"sur C"), et l'on note 

f z (resp . f A Z ) . 

Si A  = X e t C  = Z, on dit donc que f es t transverse à Z , ce qui s'écrit f f^)Z. 

La condition f  fîi Z  équivau t à 
' x 

(c) pou r tout ouvert V  3 f (x) e t toute submersion g  : V -» ]Rq 

telle que V O Z = g (O), g o f 
f V ) 

est une submersion en x, 

ou encore à 
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(c1) i l existe un ouvert V  3 f(x) e t une submersion g  : V -» ]Rq 

telle que V  fi Z = g~1(0) e t qu e g  o f 
f ~ V ) 

soit une submersion en x . 

D'où la 

PROPOSITION 1. Si _ f  € cr(X,Y) est transverse à une sous-variété Z  connexe et 

C ( r  ̂1) de Y , alors ou bien f  (Z ) = 0 , ou bien f  (Z ) est une sous-variété 

C d e X , de même codimension que Z . * 

PROPOSITION 2 (théorème de transversalité, version élémentaire). Soien t A, X e t Y 

trois varietés C d e dimension finie, Z un e sous-variete C  d e Y , de codimen-

sion q  , et p  : A X X Y  un e application C  ,  transverse a Z . 

Si A  e t X  son t separables et X  d e dimension n , alors, pour r>max{0,n-q}, 

l'ensemble de s a  6 A tels que p ,Z 

Pa : x •-» P (a,x) 

soit transverse à Z  es t résiduel. 

-1 r Démonstration. D'après la proposition 1, P (Z ) es t une sous-variété C  d e A x X, 

de codimension q , et la restriction g à p ̂ "(Z ) d e la projection pr ^ : AXX -* A 

est donc de classe C  .  Notre assertion est donc une consequence immediate du théo-

rème 3 de (2.1), grâce au résultat suivant, dont la démonstration est laissée en 

exercice : 

LEMME. ^§ es t l'ensemble des valeurs régulières de g . • 
p jZ 

(2.3) La topologie fine de Whitney et le théorème de transversalité de Thom 

(2.3.1) Soi t p  : Y -» X un e fibration C F (Ô r̂ 00) localemen t triviale. Sur 
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l'ensemble CF(p ) des sections C r d e p , la topologie fine (ou topologie de 

Whitney) est celle dont une base est formée des ouverts 

i<(k,u) = {f e cr(P) I jkf(x) e u} , 

k e t U  varian t respectivement parmi les entiers naturels  ̂r e t les ouverts de 

JR(p). 

COMMENTAIRES. 1  - En particulier, on définit ainsi une topologie sur CF(X,X' ) 

lorsque X  e t X' son t des variétés C  , via l'identification canonique de 

Cr(X,X') à  l'ensemble des sections C F d e la fibration triviale X  X X' -» X. 

2 - Si X  es t compacte, on obtient la topologie C ordinaire . 

DANS CE QUI SUIT, NOUS NOUS PLACERONS SOUS LES HYPOTHESES DU 

THÉORÈME 1. Lorsqu e X  e t Y  son t de dimension finie et X  séparable , CF(p) 

muni de la topologie fine est un espace de Baire. 

Ce résultat est prouvé dans Golubitsky-Guiliemin. • 

Voici maintenant une conséquence remarquable du théorème de Sard : 

THÉORÈME 2 (Thom) . Soien t Z  un e sous-variété C  d e codimension q  d e J  (p) , 

C un fermé de Y  contenu dans Z  e t A u n fermé de X. Pour 

min{£,r-k} > max{o,n-q} , 

où n  = dim X , 1'ensemble 

U 
C 
A = U e cr(P) I j f A c 

A 
Z} 
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est ouvert et dense dans C  (p) mun i de la topologie fine. 

Démonstration. Commençons par le plus facile : 

C r 
LEMME 1. Pou r r  > k, *U es t un ouvert de la topologie fine sur C  (p) . 

En effet, 

(EXERCICE) _s i f  est un germe en xt X de section C  de_ p , T (j f) ne _ 

A- A A -K+1 dépend que de f . 

On voit facilement que 

U = [z = j k+1 

x 
f e J 

k+1 (p) I x % A o u f  (x) £ C o u T k 
Jx 1 

Y =  T 
x 

(j k f) (T 
x 
X) + T k 

3 f x 

z} 

k+1 
est ouvert dans J  (p ) (son complémentaire est fermé), d'où le lemme 1, puisque 

TA 
C 
A 

= 1<(k+l, U) .  • 

La clef de la démonstration est le résultat suivant (où n,r,q, k e t &  véri -

fient l'hypothèse du théorème) : 

LEMME 2. Soien t f  un e application C F d'un ouvert U  d e JRU dans ]R P , W une 

sous-variété C ^ d e codimension q  d e Jk(U,]RP ) et IP ^ l'espace vectoriel (de 

dimension finie) des applications polynomiales 1R1 -» IRP de degré ^ k. 

Tout voisinage de 0  dan s contien t un élément P  te l que 

3 
k 
.f+P 

U 

) U W. 

En effet, on voit aisément que 

F_ X U 3 (P,x) 
P 

j 
k 
x 
(f+P) 
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est une submersion, donc en particulier transverse à W , et l'on conclut en utilisant 

la version élémentaire du théorème de transversalité démontrée dans (2.2) . • 

Nous voici armés pour prouver le 

C r 
LEMME 3. VA est dense dans C  (p) pou r la topogie fine. 

Fixons en effet un élément f  d e C  (p). Nous allons montrer que tout voisi-

#1 C 
nage de f  rencontr e V 

o A 

Il existe deux recouvrements (U. ) e t (V.) ,~ d e X pa r des ouverts rela-

tivement compacts, possédant les propriétés suivantes : 

(i) Pou r chaque j , on a V . C U. , et il existe une trivialisation locale 
J 3 

p"X(U ) 
» . 
3 ]Rn X X' 

P Pr 

U . 
3 

Yj 
m" 

de classe C F d e p , où X ' es t une variété C F , telle que (p.(V\ ) soit une 

boule fermée de centre 0  € ]Rn . 

(ii) Que l que soit j , il existe une carte locale (p' . : V \ ~* JR d e X', telle 

que 1'on ait 

f 
o 
(U 
j 
) c $ -1 

3 
(JR n x u 

j 
) . 

Pour chaque j  , soit V . 3 V.  ̂V. l'imag e réciproque par (p . d'une boule 
3 3 3 3 

fermée de centre 0 . 

EXERCICE, 1T = [f 6 Cr(p) | Vj € IN , f(vj) C *  Uj) } est ouvert dans Cr(p ) . 

(il est de forme ty(0,U)) . 
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Si 

K . = A fl V . 
3 3 

on a 

U 
C 
A = n 

j E IN 
U c 

3 
. 

Pour prouver le lemme 3> il suffit évidemment, If contenan t f  ,  de montrer 

que %( fl If es t dense dans If, Or , V, étant ouvert dans un espace de Baire, est 

un espace de Baire \ il nous suffit donc d'établir le résultat suivant : 

Pour chaque j €  ]N , 2 ^ 0  If es t dense dans y  . 

Etant donnés j  € ]N et f  € V, soit :  IRn -» [o,l] un e fonction C  égal e 

à 1 dan s un voisinage de ^ ^ j ^ e ^ ^ ®  dan s un voisinage de ]Rn\cp .̂(vO . 

Désignons par f . l'applicatio n image de f  dan s les cartes (  cp. , $. , <p0, 
J 1  v j J  J  J 

c'est à dire l'élément de 

Cr(ip.(Vp ,  1RP) 

défini par 

f . =  ( P '. o pr o  $ . o fo 
0 Y j 2  J 

Y 
-1 
j <p.(V.) 

. 

Pour chaque P  G IP, ,  soit f  l'élémen t de Y défin i par k P 

fP 
X<V\ 

3 

= f 
X V 

J 

et ( f ) =  f . + a . .P , 
P j  3 3 

où (fp) • es" t l'image de f 
P V. 

3 

dans les cartes (  <f j > $ . » <p 0 • 

Quand P  ten d vers 0  dan s IP̂ . > on voit facilement que f ^ ten d vers 

cr(P). 

f dan s 
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De plus, d'après le lemme 2, il existe des P arbitrairemen t petits dans 

tels que fp soi t transverse à Z  e n K.. 

Il en résulte que *U 
Z 

3 
n r, donc г C 

J 
H y, est dense dans If. 

COMMENTAIRE. Smal e et Abraham ont généralisé le théorème élémentaire de transversa-

lité en dimension infinie, ce qui permet de donner une démonstration un peu plus 

directe - mais plutôt moins simple - du théorème de Thom. Cf. l'Appendice 3. 

(2.3.2) Multijets 

Les hypothèses et les notations étant les mêmes que précédemment, soit s  un 

entier >  1 ; pour O^k^ r , notons 

P 
s 
k 

: J 
k 

(p) s X 3 

l'application donnée par pS(z ,...,z ) = (p(z ) , . . ., p, (z )). S i 
k J . s  k  x  k . s 

AX = {(x , ...,x ) € Xs : ii,j 6 {l,...,s} : i je j e t x . = x.} e t X  = x\ AX , 
S - L S  1  J  S  S 

k s  -1 
l'ouvert J  (P) = (p, ) (  X) es t par définition l'espace des s-jet s d'ordre k 

s k  s  -
k s de sections de p . On note p , : J (p) -* X l a restriction de p  ;  à toute — — ^ — — — — s  k s  s  k 

section f , de classe C  ,  de p  a u dessus d'un ouvert V  d e X, on associe la 

section 

s 
.k 
.1 f : (x1,...,xg) (j 

k 

Xl 
f, . • • , j 

k 
x 
s 

f) 

de ^p ^ au-dessus de ,  appelée s-je t d'ordre k de f. 

On doit à J.N. Mather la généralisation suivante du théorème de Thom, dont la 

démonstration est laissée en exercice : 

' i k THEOREME. Soien t Z  un e sous-variété C  de codimension q  d e (p) . Pour 

min{4,r-k} > max{o,ns-q}, où _ n = dim X, l'ensemble [f€CF(p) : j ^ fa z] est 
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résiduel dans Cr(p ) mun i de la topologie fine. 0 

REMARQUES. 1 - Une erreur courante (cf. certaines de nos références) consiste à 

affirmer pour s> l qu e l'application f  ~* f  es t continue pour la topologie de 

Whitney pa r exemple, la seule application f  : ]R -* ]R qui vérifie 

V(x,x') € TR , f(x)2 + f(x')2 < 
1 

2 , 2 
x +x ' 

est f  = 0. 

2 - Cette difficulté n'est pas la seule à laquelle se heurte la généra-

lisation aux multijets de la partie "ouverture" du théorème de transversalité de 

Thom : l'obstacle essentiel est le "trou" le long de AX . Dans l'appendice 4, nous 
s 

expliquons comment le boucher lorsque s  = 2. 

(2.4) Applications 

(2.4.1) Fonctions de Morse 

Soient E  u n espace de Banach, X  un e variété C  e t L(TX,E ) (alias 
•M-
T X ® E ) l e fibre vectoriel de base X  don t la fibre au-dessus de xG X es t 

3R 

L(T X,E ) (alias (T X ) <2 > E ) . x 7  x  JR 

A chaque f  € C^(X,E), associons sa différentielle df , donnée par 

df(x) = A ,  . o T f  , 
f(x) X 

où A , . : T / N E - * E es t 1 ' isomorphisme canonique. 
f(x) f(x ) p  H 

C'est évidemment une section de L(TX,E) . 

L'espace J"̂ (X,E ) s'identifi e canoniquement à E X L(TX,E ) pa r l'application 

j1 f  ̂(f(x) , df(x)) . 
x 
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En particulier, J (X,]R) s'identifi e a ] R X T X. Soit £  l a sous variété 

fermée de J^(X,]R ) défini e modulo cette identification par 

= m x  o 
T X 

où 0  # es t le sous-fibré vectoriel de T  X constitu é de tous les zéros des 
T X 

fibres. 

Etant donnée f  € C^(X,IR), un point x  d e X es t critique pour f  s i et 

seulement si 

3 
1 
c 
f € S . 

Lorsque X e t f son t C  , on dit qu'un point critique x  d e f est non dégéné-

ré lorsque 

J1 f 
x . 

On dit que f  G C (X,1R) es t une fonction de Morse si tous ses points critiques 

sont non dégénérés. 

PROPOSITION 1. S i X  es t de dimension finie et separable, les fonctions de Morse 

forment un ouvert dense de la topologie fine sur CF(X,IR ) pou r r   ̂2. 

Démonstration. Dir e que f  es t une fonction de Morse équivaut à affirmer que 

j^f^E ,  et il suffit d'appliquer le théorème de transversalité de Thom. -

En particulier, si f  es t une fonction de Morse , (j*f) ^(S) est une sous-

variété de dimension 0  d e X , c'est-à-dire que les points critiques de f  son t 

isolés. Le résultat suivant, qui précise cette remarque, rend les fonctions de Morse 

particulièrement maniables : 

PROPOSITION 2. Sou s les hypothèses de la proposition 1, les propriétés suivantes 
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sont équivalentes : 

(a) x  € X es t un point critique non dégénéré de f  € CF(X,]R) (2<r^°°). 

(b) Pou r toute carte locale U  ï_̂ ]R n de X  ave c x£u , D2(f o (p~1)((p(x)) est 

une forme bilinéaire symétrique non dégénérée. 

(c) I l existe sur X  u n système (x"' " , . . . ,xn) d e coordonnées locales de 

classe C  ,nulle s en x , tel que 

f = f(x) -
l<p^i 

(xp) 2 

i<q^n 

(xq) 2 . 

L'équivalence entre (a) et (b) est un exercice facile. La condition (b) peut 

évidemment être remplacée par la condition plus faible "pour une carte locale cp..." 

L'implication de (c) par (b), connue sous le nom de Lemme de Morse, est un cas par-

ticulier du 

LEMME DE MORSE-PALAIS ( à paramètre). Soient H  u n espace de Hilbert et 

B : HXH ~* IR une forme bilinéaire symétrique, continue et non dégénérée (i.e. telle 

que B* 3 : x ~* (y -» B(x,y)) soi t un isomorphisme de H  su r son dual H') . Pour tout 

espace de Banach A  e t tout germe F  e n (0,0 ) de fonction C  (k^2 ) sur H  X A 

2 
vérifiant D F (0) = 0 e t D  F  (O) = B (o ù F , (x) = F(x.X)), il existe un germe 

o —  o  —  A 
k— 2 

$ : [H X A] d e C  -di f f eomorphisme de la forme (x,X ) -» (h. (x) ,X) tel 
(.0,0;  ̂—  A 

que 1'on ait 

•M-
$ F(x,X) = 

1 
2 
B(x,x) + cp(X) , 

ou w : LAJ - • IR est un germe C 
' o 

Preuve. D'aprè s le théorème des fonctions implicites, il existe un unique germe 

: [A] - » []R ] d'applicatio n C^~^~ tel que l'on ait 

DF ^ Wa)) = 0 . 

Il résulte donc de la formule de Taylor que, si <p(X ) = F^(VI/(X)), on a 
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F(x+\|/(X) ,X) = <p(X) + C(x,X).x2 , 

où C  : [hxA], .  -* [l^(H,1R)1 es t de classe 2 . Nou s aurons évidemment 
(0,0) s  B 

» , 2 
terminé la démonstration si nous parvenons à écrire C(x,A.). x sou s la forme 

2 *  2 
B.(A(x,X)x) , soit (A(x,X) B). x ,  ou A  es t un germe en (0,0) d'applicatio n 

k-2 
C d e HxA dan s l'espace de Banach 3 de s opérateurs B-autoadjoint s de H, 

tel que A(0,0 ) = id .  Or, cela résulte évidemment d'une nouvelle application du 
H 

théorème des fonctions implicites, cette fois-ci à l'équation 

A B - C(x,X) = 0 , A € /9 .• 

Ce lemrae admet la généralisation suivante, essentielle en théorie des singula-

rités de fonctions : 

THÉORÈME DE REDUCTION. Le s hypothèses et les notations sont celles du lemme précé-

dent, sauf que B es t cette fois simplement une forme bilinéaire continue, symétri-

que,telle que B (H) soi t fermé dans H' . Pour tout supplémentaire fermé L  de 

K = (Bt?)"1(0) dan s H , il existe un germe $  : [l © K © A], N  • <.J} de C^~2 -
(0,0,0) ^ 

difféomorphisme, de la forme (y,z,X ) -* (ĥ  ̂ (y),z,\) tel que 

•M-
$ F(y,z,X) = 

1 
2 
B(y,y) + <p(z,X) , 

où (f : [K © AJ. - JR est de classe C k 1 e t satisfait 
(0,0) 

0 = ay 
Òz 

(0,0) et 
A2 
O C D 
ôz2 

(0,0) = 0 . 

Preuve. I l suffit de remplacer dans le lemme H  pa r L, B pa r B 
L 

et A  par 

K 9 A . • 

COMMENTAIRE. S i l'on fait agir à droite les (germes de) difféomorphismes 

de H et À gauche le s translation s de ] R , on obtient sur l'ensemble des (germes 
k 

de) FONCTIONS C  SU R H un e relation d'équivalence (êtr e sur la même orbite). Le 
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lemme de Morse - Palais est à la fois un résultat de stabilité structurelle (l'orbi-

te d'un germe de fonction de Morse est ouverte, en un sens facile à préciser) et un 

résultat donnant d'une orbite un représentant particulièrement simple, ou forme 

normale (une forme bilinéaire continue et symétrique) pour chaque germe de fonctions 

de Morse. 

Ces idées reviendront souvent dans la suite du cours. 

Une fonction de Morse f  es t dite excellente si, quels que soient ses points 

critiques x  e t y  distincts , on a f(x ) f f(y). 

PROPOSITION 3. Sou s les hypothèses de la proposition 1, les fonctions de Morse 

excellentes forment un ensemble résiduel dans Cr(X,]R ) pou r r  > 2. 

Démonstration. I l suffit d'appliquer le théorème de transversalité de Thom, version 

Mather, à la sous-variété Z  d e ^J"^(X,IR ) défini e par 

z = (j 1 
X 
f ,  3 

1 
y 
q) € Z s i et seulement si z  6 ExZ 

et f(x ) = g(y). • 

On n'obtient pas de la sorte un ouvert, car Z  n'es t pas fermée dans ( J (X,]R)) . 

En fait, 

EXERCICE. Le s fonctions de Morse excellentes forment un ouvert de la topologie 

fine de Cr(X,]R ) pou r r^ 2 -cf . l'Appendice 4 dans le cas compact. 

(2.4.2) Le théorème de plongement de Whitney 

Soit X  un e variété séparable de dimension finie n  e t de classe C* * (r^l) 

Rappelons qu'une application f  d e classe C  d e X  dan s une variété Y  d e 

dimension finie p  es t une immersion en x €x (resp . une immersion) lorsque T ^ f 

est injective (resp. lorsque f  es t une immersion en tout point de X ) . 
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THEOREME 1. Sous les hypothèses précédentes 

(i) le s immersions C r d e X dan s Y  formen t un ouvert de la topologie fine 

sur cr(X,Y) ; 

(ii) Pou r p   ̂2n e t r^2 , cet ouvert est dense. 

Démonstration. Poin t (i). L'ensemble S  de s j  f  6 J (X,Y) tel s que f n e soit 

pas une immersion en x  es t ferme (exercice). L'ensemble des immersions C  d e X 

dans Y  n'es t autre que 

Imr(X,Y) = {f € Cr(X,Y) I jXf(X) D £ = 0} , 

ce qui prouve qu'il est ouvert. 

Point (ii) . Appelon s corang d'une application linéaire ACL ( ]Rn , ]RP ) 

le nombre 

min [n,p] - rang de A . 

Je laisse à la sagacité du lecteur la preuve du 

LEMME. Soien t n  e t p  deu x entiers naturels avec p^ n . Alors 

(i) L'ensemble des A€L(JRn,BP ) ( resp . L ( 1RP , ]Rn ) ) qui sont de corang c  est 

une sous-variété analytique de codimension c(p-n+c ) de L(]Rn,]RP ) (resp. L(IRP]R ) ). 

(ii) S i X  e t Y  sont deux variétés 0* " (r^l) d e dimensions respectives n 

et p  ( resp. p e t n) , 1'ensemble ZQ des f  £ J'(X,Y) tels que Tx f soit 

de corang c  est une sous-variété C  d e J  (X,Y), de codimension c(p-n+c). ° 

Sous les hypothèses du théorème 1 (ii), les propriétés suivantes sont alors 

évidentes : 

(a) 
l<c<n c . 
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(b) Chaqu e S  es t de codimension > n. c 

D'après le théorème de transversalité de Thom, 

l^c^n 
[f € cr(x,Y) |  j f n 

c 
} 

est résiduel. Or, il résulte de (a) et de (b) que cet ensemble n'est autre que 

Imr(X,Y). • 

REMARQUES. -  (S ).̂  .  es t ce que l'on appelle une stratification du fermé E  , c l^c^n 

qui est alors dit stratifié, de strates .  Sa codimension est la plus petite de 

celles des S 

- En utilisant la densité de C  (X,Y) dan s C  (X,Y) pou r r  ^ 1, on 

prouve que (ii) est en fait vrai pour r  = 1. 

PROPOSITION 1. Sous les hypothèses du théorème 1, pour p>2n+ l et ^ r^l, 1'ensemble 

des éléments injectifs de Cr(X,Y ) est résiduel. 

Démonstration. Le s (j ° f , j° g) tel s que f(x ) = g(y) formen t une sous-variété 

de codimension p  dan s (X,Y) , et la proposition resuite donc du théorème de 

transversalité, façon Mather. • 

Rappelons qu'une application f  d'u n espace topologique X  dan s un espace 

topologique Y  es t dite propre lorsqu'elle est continue et que f  ^(K) es t compact 

pour toute partie compacte K  d e Y . 

PROPOSITION 2. Soien t X  e t Y  deu x espaces topologiques. Si Y  est localement 

compact, ou si tout point y  a  une base dénombrable de voisinages, alors toute 

application propre de X  dan s Y  es t fermée. 

Le cas localement compact est classique. L'autre est un exercice simple de 
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topologie générale (la remarque est due à Palais). • 

r 

LEMME. Pou r toute C  -varieté separable X  de dimension finie, il existe une appli-

cation propre f  G cr(X,]R)r 0 < r  ̂œ . 

Démonstration. Soi t ( U . ) T une suite d'ouverts relativement compacts de X, 

vérifiant 

jEIN J 
= X e t U 

3 
c u 

j+1 , 

et, pour chaque j, une fonction u . € cr(X,[o,l]) égal e à 1  su r U .U . 
J 3 + 2 J  +1 

et à 0 su r U  U (X-U. )  . On vérifie sans peine que 
J J+ 3 

f = 
jEIN 

3 u3 

est bien définie et répond à la question. • 

COROLLAIRE. Sou s les hypothèses du lemme, il existe une métrique d  définissan t 

la topologie de X, et telle que X soi t complet et que tout fermé borné y soit 

compact. 

Démonstration. Soi t ô  un e métrique définissant la topologie de X  (Dieudonné , 

t.2, (12.4.7)), et soit f£cr(X,]R ) un e application propre. Il suffit de définir 

d par 

d(x,y) = ô(x,y) + |f(x) - f(y)|. « 

PROPOSITION 3. Sou s les hypothèses du lemme, pour toute variété separable Y  de 

r r 
classe C  e t de dimension finie, l'ensemble des applications C  e t propres de 

X dans Y  est ouvert dans CF(X,Y ) . Sauf lorsque Y  est compacte sans que X l e 

soit, cet ouvert est non vide. 

Démonstration. Soi t d  un e distance sur Y possédan t les propriétés énoncées dans 

le corollaire, et soit U  l'ouver t de J°(X,Y ) défin i par 
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?t (U) = [(x,y) 6 XXY I  d(y,go(x)) < l} , 

où €  Cr(X,Y) es t propre. 

Pour tout élément g  d e 

V(0,U) = [g € Cr(X,Y) | j°g(X) C u} 

et toute boule fermée B'(y ,P) d e centre y  e t de rayon p  dan s Y , on a évidem-

ment 

g 
-1 (B'(y , P)) C c -1 

o 
(B'(y,p+D) , 

ce qui prouve que g  es t propre, d'où l'ouverture. 

Pour prouver l'existence d'une application propre de X  dan s Y  lorsqu e X 

et Y  n e sont pas compactes, il suffit d'établir celle d'une application propre de 

IR dan s Y  e t de la composer avec une application propre de X  dan s I R . 

Quand Y  es t un espace vectoriel, une application propre de ] R dan s Y  es t 

par exemple une injection linéaire. 

Sinon, sa construction est laissée en exercice. • 

Rappelons qu'un plongement C F d'un e variété X  dan s une variété Y  (r^O ) 

est un f  G Cr(X,Y) te l que f(X ) soi t une sous-variété de Y  e t que f  définiss e 

un diffeomorphisme C F d e X  su r f(X) . Pour r^l , cela implique en particulier 

que f  soi t une immersion injective ; dans cet ordre d'idées, on a la classique 

PROPOSITION 4. Le s immersions injectives et propres sont exactement les plongements 

d'image fermée et de classe Ĉ " . • 

En mettant bout à bout les propositions 1, 3 et 4 e t le théorème 1, on obtient 

le 
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THEOREME 2. Soien t X  e t Y  deu x varietés C separables de dimensions respecti-

ves n  e t p . Pour rS: l et p>2n , l'ensemble des plongements propres de X  dan s 

Y es t résiduel dans l'ouvert de Cr(X,Y ) form é de toutes les applications propres.* 

COROLLAIRE. Tout e variété Cr(r^l ) X  d e dimension n  peu t être plongée comme 

r 2n+ l 
sous-variete fermée C  d e ] R .  • 

COMMENTAIRE. L e "vrai" théorème de plongement de Whithney, plus difficile, permet 

de remplacer 2n+ l pa r 2n. 

Comme toujours, l'absence de la diagonale dans les multijets nous a joué des 

tours. Je renvoie donc à Munkres (pages 34-35) et à l'Appendice 4 dans le cas com-

pact pour une démonstration du 

r 
THEOREME 3. Soien t X  e t Y  deu x varietés C , separables et de dimension finie 

Pour r^l , les plongements de X  dan s Y  formen t un ouvert de la topologie fine 

sur Cr(X,Y ) . • 

r 
COROLLAIRE. Sou s les hypothèses du théorème 3> pour r^l , les difféomorphismes C 

r r 
de X  sur Y forment un ouvert Dif f (X,Y) de la topologie fine sur C (X,Y). 

Démonstration. S i Dif f (X,Y) n'es t pas vide, soit f  u n de ses éléments. Toute 

application assez proche de f  dan s la topologie fine sur C°(X,Y ) enverr a les 

composantes connexes de X dan s celles de Y  comm e f . 

On peut donc supposer X  e t Y  connexes . D'après la proposition 2, les élé-

ments de Diffr(X,Y ) son t exactement les plongements propres de X dan s Y  (car 

chacun d'entre ceux-ci est à la fois ouvert et fermé, donc surjectif), ce qui permet 

de conclure par le théorème 3 et la proposition 3. • 
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CHAPITRE II -  GERMES D'ACTIONS ET HYPERBOLICITE 

Introduction. Dan s (2.4.1) , nous avons défini la notion de point critique non dé-

généré par la condition de transversalité la plus bète qui soit, et un miracle s'est 

produit :  l e lemme de Morse-Palais à paramètre permet de classifier ces points 

critiques à (germe de) difféomorphisme près, et montre en outre qu'ils sont struc-

turellement stables pour cette classification. 

Nous allons maintenant essayer d'appliquer le même traitement aux points fixes 

d'actions de ] R ou 7L , et voir que la situation est beaucoup moins miraculeuse : 

pour obtenir un analogue du lemme de Morse-Palais à paramètre, le théorème de 

Hartman-Grobman à paramètre, il faut à la fois restreindre la catégorie de points 

fixes considérée (points fixes hyperboliques) et les ambitions de la classifications 

on doit se contenter d'une classification à (germe d') homéomorphisme près. J'ai 

beaucoup hésité avant d'inclure dans ce cours la démonstration "à la Moser" du 

théorème de Hartman-Grobman, qui figure, en raison de sa simplicité, dans presque 

tous les livres sur les systèmes dynamiques. Si je m'y suis résolu, c'est pour 

débusquer l'idée géométrique cachée derrière le "miracle" analytique. 

L'exposé s'organise comme suit :  aprè s avoir introduit la notion de point 

fixe hyperbolique d'un difféomorphisme, on rappelle les principales propriétés des 

flots, ce qui conduit à la définition des germes d'actions différentiables de grou-

pes de Lie, de la C  -équivalence entre de tels germes, puis des notions formelles 

correspondantes, et l'on prouve alors le théorème (dû, je crois, à Bochner) sur la 

linéarisation des germes d'actions différentiables de groupes de Lie compacts. On 

énonce ensuite le théorème de Hartman-Grobman dans ce langage , et on le démontre, 

ainsi que sa version "à paramètre". La suite du chapitre est consacrée à la classi-

fication C  de s germes hyperboliques d'actions C  d e ] R ou 7L , et contient en 

outre une bonne partie des outils et des résultats dont nous nous servirons dans 

les autres chapitres. 
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3. GERME S D'ACTIONS DIFFÉRENTIABLES 

(3.1) Motivations, définitions et premières propriétés 

(3.1.1) Points fixes non dégénérés des difféomorphismes 

Etant donné un espace de Banach E , nous noterons g^(E ) l'espac e de ses endo-

morphismes continus, et GL(E ) l'ouver t de g^(E ) form é des automorphismes de E . 

Le spectre 0 "(A) d'u n élément A  d e g4(E ) est , rappelons-le, l'ensemble des 

X€(E tel s que, si A  €  g4(E ® Œ ) désign e le complexifié de A ,  A  - À id n'ap -
Œ J R C L 

partienne pas à GL( E ® Œ ) . En dimension finie, a(A) es t donc l'ensemble des 

valeurs propres de A . 

Soit X  un e variété C F (r^l) , et soit £  l a sous-variété fermée de J°(X,X ) 

formée de tous les j ° f ave c f(x ) = x. Nous dirons qu'un point fixe x  d e 

f € DiffF(X,X) es t non dégénéré lorsque j° f /4 >  ̂£ . 

On déduit immédiatement du théorème de transversalité de Thom la 

PROPOSITION 1. S i X  es t de dimension finie et séparable, les f  € Diffr(X,X) 

dont tous les points fixes sont non dégénérés forment un ouvert dense de Diffr(X,X ) 

pour la topologie fine. • 

PROPOSITION 2. Sou s les hypothèses de la proposition 1, si x  est un point fixe 

de f  € DiffF(X,X), les propriétés suivantes sont équivalentes : 

(i) x  es t non dégénéré 

(ii) 1  % a(T f ) . 
X 

Démonstration. Pa r l'application notée J C dan s (1.2.2) J°(X,X ) s'identifie à o 

X X X ,  E à la diagonale et j° f à  y  *~* (y,f(y)) . Comme la codimension de T, est 

la dimension d e X , dire que j° f f̂)  ̂S revien t à dire que 

I 
x 
(,i°f) (T 

X 
X) (1 T 

o 
jXf 

s =  [0} , 
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c'est-à-dire (vi a J C ) que , dans T  X , l'équation 
o x 

(v,T f.v) = (v,v) 
X 

a pour seule solution v  = 0. • 

(3.1.2) Points fixes hyperboliques des difféomorphismes 

Etant donné un espace de Banach E , un élément A  d e GL(E ) es t dit hyperbo-

lique lorsque son spectre ne rencontre pas le disque unité. 

Si X  es t une variété C* * (r^l) e t x  u n point fixe de f  € Diffr(X,X), on 

dit que x  es t un point fixe hyperbolique de f  lorsqu e T^ f € GL(T^X) es t hyper-

bolique . 

L'intérêt de la notion de point fixe hyperbolique est illustré par le résultat 

suivant, que nous démontrerons dans (6.3) . 

PROPOSITION 1. Soi t E  u n espace vectoriel réel de dimension finie, et soit A 

un automorphisme de E . Si A  n'es t pas hyperbolique, il existe un germe 

h :  [E]Q -* [E]q de difféomorphisme C  , ayant un contact d'ordre infini avec A 

en 0, mais tel qu'il n'existe aucun germe d'homéomorphisme R  :  [E ] -» [E] véri -— o  o 

fiant 

R o h o R"1 = A .  • 

(nous exhiberons même un h  encor e plus catastrophique que cela). 

En revanche, on a le résultat suivant : 

THÉORÈME 1 (Hartman - Grobman). Soient X  une variété (banachique) C F (r^l) e t 

f un germe de difféomorphisme C  de _ X fixant x , tel que T  f soit hyperboli-

que. Il existe un germe d'homéomorphisme 

R : [X] 
X 

[T 
X 
Xl 

0 
x 
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tel que 

R o f o R [T 
x 

f] 
3 
x 

. 

Ce théorème sera prouvé dans la section (3.2) . Auparavant, nous allons voir 

que l'on ne perd pas trop à se restreindre aux points fixes hyperboliques : 

THÉORÈME 2. S i X  es t de dimension finie et séparable, les f  G DiffF(X,X) dont 

tous les points fixes sont hyperboliques forment un ouvert dense de Dif f (X,X) 

pour la topologie fine. 

Démonstration. L'ouvertur e résulte du 

LEMME. S i E  es t un espace de Banach, les automorphismes hyperboliques de E 

forment un ouvert HL(E ) d e GL(E) , dense si E  est de dimension finie. • 

On en déduit en effet de ce lemme que l'ensemble des j ^f 6 J"̂ (X,X) ave c 

f(x) = x et T f £ HL(T X) es t fermé, 
x x 

Pour prouver la densité, la méthode la plus simple consiste à partir d'un 

f G DiffF(X,X) don t tous les points fixes sont non dégénérés, à rendre chacun des 

dits points fixes hyperbolique par une perturbation arbitrairement petite de f 

(pour la topologie fine) et à remarquer que, si cette perturbation est assez petitê  

elle n'ajoute pas de nouveau point fixe à ceux de f . 

Une méthode plus instructive consiste à montrer que le fermé de J "̂(X,X) formé 

des î f ave c f(x ) = x e t T  f 2 HL(T X) es t un ensemble stratifié de codimen-

sion strictement plus grande que la dimension de X  ; une telle stratification s'ob-

tient soit à la main, soit en appliquant le théorème de Lojasiewicz - Hironaka selor 

lequel un ensemble sous-analytique peut-être stratifié. • 

(3.1.3) Flots et germes d'actions différentiables 

Rappelons qu'un champ de vecteurs C r su r une variété X  es t une section V 
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r 
de classe C  d u fibre tangent TX 

T 
X X. Une courbe intégrale de V est une appli-

cation différentiable z  : J ~* X, où J  es t un intervalle ouvert non vide, telle 

que 

Vt € J , z(t ) = Dz(t) = V o z(t) . 

r+1 
Un tel z  es t évidemment de classe C 

r 
PROPOSITION 1. Soien t V  u n champ de vecteurs C  su r une variété X  e t h  u n 
r+1 ,  ,  , 

C -  difféomorphisme de X  su r une variété X' . Alors 

h^V = Th o V o h"1 

r est un champ de vecteurs C  su r X ' possédan t la propriété suivante :  pou r que 

z : J ~* X soi t une courbe intégrale de V , il faut et il suffit que h  o z soit 

une courbe intégrale de h^V . • 

Du classique théorème de Cauchy assurant l'existence, l'unicité et la différen-

tiabilité par rapport aux conditions initiales des solutions d'une équation diffé-

rentielle, nous allons maintenant déduire - cf. Arnold [l] - un résultat de stabili-

té structurelle : 

THEOREME 1 (théorème de redressement à paramètre) . Soient X  e t A deux variétés 

et (Vx^X€A une famille de champs de vecteurs sur X  telle que (x,X ) *-» v^(x) 

r r+ 1 
soit de classe C  (r^l ) . Pour toute C  - sous-variété Y  de codimension 1  d e 

X X A e t tout (x ,X ) € Y te l que (V „ ( x ),0) £ T, „  XY, il existe un voisina-
o o  \ o 7 ^ ( x ,À ) ' 

o o  3 o 

ge ouvert U  d e ( Xq,A. ) dan s X  X A , une boule ouverte B  de centre 0  dans 

un espace Banach E , un intervalle ouvert I  3 0 e t un H  G Diffr(U, (BXI )xA') 

(où A' =  pr (U) ) , d e la forme ( X,à) »-» (h- (x) ,X) , tels que 
— 2  A 

(i) h . 
o 
(x ) = (0,0) et _ H (Y fl U) = B X {o} X A' ; 
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(ii) (h )̂v, ( V )  soi t pour tout \ € A' l e champ constant (0,1 ) sur 
\ * X 

À 

B X I (où _ =  [x : (x,A) 6 u} ) . 

Démonstration. E n remplaçant A  pa r un ouvert contenant \ ^ (encor e noté A) , on 

se ramené immédiatement, par un C  -  diffeomorphisme local de la forme 

(x,X) -* (f̂ (x) ,X) , au cas où X  es t un ouvert de E  X ]R , X Q = (0>0) e t 

Y = ((EX [o]) 0 X) X A. Soit W  l e champ de vecteurs (x,X ) (V ~ (x) ,0) sur XxA . 

D'après le théorème de Cauchy, il existe une boule ouverte B ^ de centre 0  dan s 

E, un voisinage ouver t A ^ d e \  dan s A , un intervalle ouvert J  3 0 e t un 

$ £ C (B1xjxA1 ,  XxA) tel s que t  >-» $(x,t,X) soi t pour tout (x,X ) € B̂ xA 

1'unique solution du problème de Cauchy 

ay 
at 

(x,t,X) = W o $(x,t,X) pour tout t € J 

.*(x,0,X) = (x,0,X) . 

L'application $  es t évidemment de la forme (x,t,X) (  (x , t) ,X) , et l'on a 

du 
o 
(0,0) = (dx,0) + V 

o 
(x ) dt , 
o 1 

c'est-a -dire que, par hypothèse sur V  ( x ) , T, *  $ es t un isomorphisme. 
A o  (0,0 , A. / 
o 7  o 

D'après le théorème d'inversion locale, il suffit donc de prendre pour H  l a 

restriction de I  à  un ouvert B  x I x A' suffisammen t petit. • 

En particulier, au voisinage de tout point où il ne s'annule pas, un champ de 

r r 
vecteurs C  es t l'image par un C  -diffeomorphisme d'un champ de vecteurs constant 

sur un espace de Banach. 

Nous allons maintenant rappeler les propriétés classiques des courbes intégra-

les d'un champ de vecteurs, en passant par le 
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THÉORÈME 2. Soien t X  un e variété, I  un intervalle e t ^Vt^t€ l une 

famille de champs de vecteurs sur X  tell e que (t,x ) ~* V^(x) soi t de classe 

Cr(r^l). Tout (t O,XQ) 6 I x X admet alors un voisinage ouvert U  te l qu'il existe 

un intervalle J  3 t ouver t dans I  et un H  € DiffF(U U  X  J) (o ù 
o t 

o 
Ut =  [x : (tQ,x) £ Lf}) d e la forme (t,x )  ̂(t,ĥ _(x)) possédan t la propriété 
o 

suivante : quel que soit x  £ ,  le problème de Cauchy 

z(t) = o  z(t) pour tout t € J 

z(t ) = X o 

admet pour unique solution dif f érentiable z  : J -» X l'applicatio n t  M h^(x). 

En d'autres termes, au sens défini par le théorème, la famille ^t^t€l R 

champs de vecteurs sur X  donné e par =  0 es t le modèle local de tous les 

champs de vecteurs dépendant du temps sur X . 

Démonstration. C'es t exactement celle du théorème de redressement, grâce à l'as-

tuce (?) consistant à considérer sur I  X X l e champ de vecteurs (t,x ) *-» (l,V"t(x)), 

1'hypersurface Y  d u théorème 1 étant ici ( t } x X. • 
o 

X 

H envoie 

x 
o 

t 
o 

t 

J 

X 

sur 

X 
o 

t 
o 

t 

J 

Rappelons que deux solutions dif f érentiables z ^ : - * X e t z ^ : X , définies 

sur des intervalles ouverts, de l'équation 
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z(t) = V o  z(t) ( D 

qui coincident en un point de fl fdfcoincident sur P i (l e fermé non vide 

[t : z^(t) = z (t)} d e H es t ouvert d'après le théorème d'unicité locale 

de Cauchy, ou, si l'on préfère, d'après le théorème 2). Il en résulte que chaque 

solution différentiable de (1) définie sur un intervalle ouvert non vide J  es t la 

restriction à J  d'un e unique solution maximale (i.e. une solution différentiable 

z d e (1) définie sur un intervalle ouvert J  e t ne pouvant être prolongée en une 
m m 

solution différentiable de (1) définie sur un intervalle ouvert de I  contenan t 

strictement J  ) m 

LEMME 1 .  Sou s les hypothèses du théorème 2, soit z  : J -• X un e solution maxi-

male de (1). Si J  adme t une borne inférieure (resp. supérieure) t  ( j J dan s I , 

1 'ensemble (1 [z(t ) : t€j H ]-»,a]} ( resp. fl {z(t ) : t€j H [a,»[)] est vide. 
a>t a< t 

o o 
Démonstration. S i tel n'était pas le cas, il existerait une suite ( t . ) ,-T à 

n+1 nfcIN 

valeurs dans J  , de limite t  e t telle que z( t ) tend e vers x  G  X quan d 7 o  n  o 

n -» 00. Pour n  asse z grand, (t ,z(t )) serai t dans un voisinage U  d e ( t ,x ) 

dans I X X satisfaisan t les hypothèses du théorème 2, ce qui contredirait évidem-

ment la maximalité de z . • 
On en déduit le 

THÉORÈME 3. Sous les hypothèses du théorème 2, si tous les son t nuls en dehors  

d'un même compact K  de X ,  les solutions maximales de (1) sont définies sur I 

tout entier. En outre, si l'on note t ^—^$^(x) , u G I , x t X ,  l'unique solution 

maximale z de (1) telle que z(u) = x ,  alors , pour tout (t,u) t I x I , 1'applica-

tion §^ es t un diffeomorphisme de X ,  d'inverse $^ et égal à l'identité en dehors  

d'un compact. • 

Etant donné un champ de vecteurs V  d e classe C* * (r^l) su r une variété X , 

nous noterons t  H exp t V (x ) l'uniqu e courbe intégrale maximale de V  passan t 

par x€ x pou r t= 0 . 

PROPOSITION 2. Ave c les notations précédentes, pour tout x£x , o n a 
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exp(t+s)V (x) = exp tV (exp sV (x)) 

dès que s  e t t  G ]R sont tels que cette égalité ait un sens. • 

COROLLAIRE 1. J>i, quel que soit x£X , ex p tV(x) es t défini pour tout t  6 IR , 

alors l'application 

IR X X 3 (t,x) «- exp tV (x) G X 

r r 
est une C  -action de ] R sur X  , ce qui signifie qu'elle est de classe C  e t 

que l'application t  -» exp tV est un homomorphisme du groupe additif ] R dans le 

groupe Diffr(X,X) . • 

Les hypothèses du corollaire 1 son t en particulier satisfaites si X  es t com-

pacte, d'après le théorème 3 . 

r+1 
REMARQUE. L'applicatio n t  »-> exp tV(x) es t en fait de classe C  pou r tout 

x€x, ce qui amène Shub à dire que (t,x ) M exp tV(x) es t une action de classe 

r+1 ,r 
C de _ I R sur X . L'avantage de cette definition est que, si X  es t compacte 

r+1 ,r 
la donnée d'une action de classe C  d e I R su r X  équivau t a la donnée d'un 

r 
C -champ de vecteurs sur X . 

L'application (t,x ) »-* exp tV(x) es t le flot engendré par V , et on dit que 

V es t son générateur infinitésimal. Il nous arrivera de parler de flots complets 

pour désigner les actions différentiables de I R . 

COROLLAIRE 2 . Soient V  et _ V  deux champs de vecteurs C  (r^l) sur une varié-

té X , tels que V'- V soi t à support compact. Alors le flot de V  es t complet si 

et seulement si le flot de V  l'est . 

Démonstration. Supposon s le flot de V  complet . Si celui de V  n e l'était pas, 

alors il existerait xGx te l que t  »-» exp tV'(x) n e soit défini que sur un inter-

valle ouvert J ^ IR . D'après le Lemm-e 1 ,  il existerait t Q G J te l que 

65 



M. CHAPERON 

exp tV'(x) supp(V-V' ) pou r tout t£ j vérifian t t>tQ , ou Pour tout t€ j véri -
fiant t< t .  Pour de tels t , on aurait donc ex p tV'(x) = exp(t-t )V (exp t V'(x)), 

o o  o 

ce qui contredirait le lemra e 1 lorsqu e t  atteindrai t la borne supérieure de J 

dans le premier cas, sa borne inférieure dans le second cas. • 

r Sur une variété non compacte X , le flot engendre par un C  -champ de vecteurs 

V (r^l) n'es t en général pas complet (prendre par exemple X  = JR et V(x) = x ) 

cependant, nous allons voir maintenant qu'au voisinage d'un point x ^ d e V  "̂ "(0), 

V (o u plutôt [v] )  engendre toujours un germe d'action CF , c'est à dire l'objet 

r 
local correspondant aux actions C  . 

PROPOSITION 3. Soien t V  u n champ de vecteurs C* " (r^l) su r une variété X , et 

x u n point de V  ̂ "(0) . Pour tout voisinage ouvert U  d e x  e t tout A  > 0, il 
o —  o 

existe un voisinage ouvert ^  d e X q te l que la restriction à L- A,A] X ^ 

du flot de V  soi t bien définie et à valeurs dans U . 

Ce résultat est évidemment un cas particulier de la 

PROPOSITION 4. Sou s les hypothèses du théorème 2, pour chaque t  6  I e t chaque 

intervalle compact K  3 tQ d e I , l'ensemble des x£ x tel s que le problème de 

Cauchy 

z(t) = V o  z(t) pour tout t€K 

z(t ) = x 
o 

admette une solution différentiable z  : K -» X es t ouvert. 

Démonstration. S'i l n'est pas vide, soit x ^ u n de ses points, et soit z ^ l a 

solution correspondante. Comme K  es t compadt, il existe une suite croissante 

t ^ < . . . < t < . . . < t^ d e points de K , et, pour - k ^ i  ̂ JL, un voisinage ouvert 

IL d e (t^,z^(t^) ) satisfaisan t les hypothèses du théorème 2, tels que les inter-
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valles ouverts =  pr^(U\) recouvren t K . Si k  = 1 = 0, il n'y a rien à prouver. 

Nous pouvons donc raisonner par récurrence sur c e qui ramène le problème au 

suivant :  prouve r que, pour k+J&>0 , on peut diminuer k+i > d'un e unité en conser-

vant t  dan s la suite (t.) . Soient donc i et j deu x éléments distincts de 

o i 
[-k,...,£}, tels que J . D J . é 0, et soit u  € J. fl J., L'ensemble 

fx€x :  (u,x) € U. H U .} = SU .  es t ouvert, contient z  (u) , et il est clair que le 
i J  i, J o 

problème de Cauchy 

z(t) = V o  z(t) pour tout t € J. U J. 
t i  j 

z(u) = X 

admet une solution dif f érentiable z  :  J. U J . -* X que l que soit x  € £U .  .On 
x i  J  1,J 

peut donc diminuer k+i < d'un e unité en supprimant t ^ (ou t.) e t en remplaçant 

J. (ou J.) pa r J . U J. e t U . (ou U.) pa r 

x€ u 
i , j 

tej.uj. 
i 3 

(t,z (t)). • 
X 

Des propositions 2 et 3, on déduit le 

COROLLAIRE 3. Sous les hypothèses de la proposition 3, le flot de V  définit un 

homomorphisme d e TR dans le groupe jf (X) de s germes de cr~difféomorphismes 
o 

de X  fixan t x  , donné par — o 

"p(t) = [exp tv] 
x , 

et ne dépendant que du germe de V  e n x  .  • o 

Il est clair que P  n'es t pas n'importe quel homomorphisme du groupe additif 

]R dans (X) , mais possède au contraire des propriétés de régularité par rapport 
o 

à t  € JR : c'est un germe d'action C  d e E su r X  fixan t x  , au sens de la 
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DÉFINITION. S o ient G  u n groupe de Lie ,  a un point d'une variété X  e t 

P : [G X Xl r  -t -* [x] u n germe d'application C* * (r^l) . On dit que p  es t un GX[aJ a 

germe d'action C F d e GX X sur X  fixan t a , et l'on note p  6 Act^(G,X), lorsqu' 

il existe un ouvert U   ̂G X {a} d e GX X e t une application R  : U ~* X possédan t 

les propriétés suivantes 

(i) Ell e est de classe C r+1 ,r , et LR J Gx{a} = P . 

(ii) L'applicatio n p  : g  ̂P = [ r ] ,  où R (x) = R(g,x), est un homomorphis-
9 g  a g 

me de G  dan s ^(X ) . 
a 

(iii) Quel s que soient g  e t g ' 6 G, on a R  o R (x ) = R ,(x ) dè s que les 

deux membres de cette égalité ont un sens. Quitte à restreindre U , on peut toujours 

supposer que R . es t l'identité et que R  es t un difféomorphisme pour tout g^ G : 

cela résulte par exemple du théorème d'inversion locale, appliqué à (g,x) H (g,R(g,x)) 

en tout (g ,a) € G X fa}, 
o 

Il est clair que P  n e dépend que de P  , et non du choix de R . 

PROPOSITION 5. Soit P  € Act^(G,X) comme ci-dessus. 

(i) S i G  est compact, alors, pour tout représentant R  : U -» X d e p , il 

existe un ouvert u ) 3 a d e X  tel que U   ̂GXo) et que R 
GXO) 

soit une C r+1 ,r 

action de G  su r o). 

(ii) S  G = Z Z , l a donné e de p  équivaut à celle de P  , ou encore à celle de 

P(l), lequel peut être n'importe quel élément de *^^ ^ • 

(iii) S i G  = ]R , la donnée de p  équivau t à celle d'un germe ( 3 d e champ de 

r 

vecteurs C  su r X  nu l en a , appelé générateur infinitésimal de P . Plus préci-

sément, le germe | 3 = Lv]^ , où V(x ) = ^ R(t,x ) | ̂ ._o > ne dépend que de p  , et non 

du choix de son représentant R  ; inversement, étant donné un germe p  = L^J^ de 

(*) Nou s les supposerons toujours analytiques. 
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champ de vecteurs C F su r X  nu l en a , le germe P  e n G  X {a} d u flot de V 

est bien défini, appartient à Act^(]R,X) , et est l'unique élément de Act^(G,X ) 

auquel soit associé | 3 . 

Démonstration. - Point (i). E n restreignant U , nous pouvons supposer R  d e classe 

Cr ^ ,r e t tel que R  soi t un difféomorphisme c r pou r tout g€:G . Nous pouvons 

alors remplacer U  pa r G  x ud^ , où, si =  {x : (g,x) € u}, 

o)1 = 
gEG 

U =  X ̂ . pr (  (GXX)^U) 
g 2 

est ouvert parce que la projection pr ^ : GXX ~* X es t propre, donc fermée. Pour 

la même raison, 

d)2 = ^ 
ĝ G 

R 1(w) 
g i 

est ouvert, et, les R ^ étan t des difféomorphismes, c'est donc le cas de 

0) = 

g£c 
R ( ci)_) . 

g 2 

Soient y€c u e t x  = R „(y) G eu. Quels que soient g,g ' G G, on a R ,,(y) € uj , et 
2 g  g  i 

donc R  ,  (x) = R ,  „(y) G tu C u), , d'où 
g' g'g " 1 

R 
g 
(R 

g' 
(x)) = R 

gg' 
(x) = R 

gg ' g " 
(y) € u) , 

ce qui prouve que R 
GX(jd 

r+1 ,r 
est une C  -actio n de G  su r u). 

- Point (ii). Comme 7L est discret, la donnée du germe p  équivau t 

à celle des germes P (n), laquelle équivaut évidemment à celle de P (l). Je laisse 

au lecteur le soin de vérifier que, pour tout t p 6 {X) , il existe un unique 
a 

p€Actr(Z ,X) te l que 'p (n) = cp" pou r tout n€2 Z . 
a 

- Point (iii) . I l est évident que p  détermin e J3 . Inversement, 
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d'après les propositions 2 et 3, P * détermin e un p . L'unicité de celui-ci découle 

du fait suivant :  étant donné un représentant R  d e p  satisfaisan t les hypothèses 

de la définition, il existe pour tout A  > 0 u n ouvert ut)3 a d e X  te l que l'éga-

lité 

R 
t ' 

(R 
t 
(x)) = R 

t + t ' 
(x) 

ait un sens et soit vérifiée quels que soient t  e t t ' 6 [-A,A] tel s que 

t+t' G [-A,A] e t x  € ci) (mêm e preuve que pour le point (i)). Par conséquent, quels 

que soient x6u o e t t  € ]-A,A[, si V  es t le champ de vecteurs donné par 

V(y) = 
ô 
at 

R(t,y) 
t=o 

J 

on a 

à 
at 

R(t,x) = 
é 
at» 

R(t',R(t,x)) 
t'=0 

= V o R(t,x) , 

et donc R(t,x ) = exp tV(x). • 

Etant données deux variétés X  e t X' , nous noterons *  (X. X ') 1'ensembl e 
a ,a ' 

des germes [ x ] [x ' ] d e C^-difféomorphisme s (k^O) . 
a a  ' 

Si G  es t un groupe de Lie, nous dirons que p  £ Act^(G,X) e t p ' € Act^f(G,X') 

(r^l) son t C^-isomorphe s lorsqu'il existera c p € (X,X' ) possédant la proprié-
' a,a ' 

té suivante :  pou r tout représentant h  d e ( p e t tout représentant R  d e p , 

l'application R ' défini e au voisinage de G  X [a'} dan s GXX ' pa r 

R'(g,h(x)) = h o R(g,x) vérifi e [ r'] r  ,  = p ' . 
GX[a'J 

On note alors P 1 = <p* P o u P  = <f>*P1 . 

PROPOSITION 6. Soien t p  6 ActF(G,X) ,  p' € Actr,(G,X') (r!>l) e t < p € & ,  (X ,X ' ) 
a 7  a ' 7  T  a,a ' 

(k^O). 

( i ) S_ i G  = ZZ , alors p  ' = y #p si et seulement si "p '(l) = (p o p't 1 ) o cp1. 
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(ii) S i G  = ]R , alors P ' = (p  ̂p  si et seulement si les générateurs infini-

tésimaux p  e t P ' d e p  et P1 vérifien t ¡3 ' = (p  ̂p , au sens de la 

r r 
DEFINITION. Soien t V  u n C -champ de vecteurs sur une variété X, V u n C -champ 

de vecteurs sur une variété X ' e t h  u n élément de Dif f (X,X') (r^l , k^O). Les 

propriétés suivantes sont équivalentes (exercice I) : 

(a) Le s courbes intégrales de V  son t exactement les images par h  d e celles 

de V . 

(b) Que l que soit x' €X f  les germes en t= 0 de s applications 

t H ex p tV'(x') e t t  h  0 exp tV ( h 1(x')) son t égaux. 

(c) (Pou r k  2> 1) h * V = V . 

Pour k  = 0, nous dirons que V  es t l'image de V  pa r h , et noterons encore 

h^V = V ,  lorsque (a) ou (b) sera vérifiée. 

De même, étant donnés deux germes P  : Lx]& ~* TX e t P  ' : [x • ] f -» TX1 d e champs 

de vecteurs C F e t un c p 6 a|(X,X') > nous dirons que P ' es t l'image de p  pa r 

(p , et nous noterons P ' = cp P̂ , lorsqu'il existera un représentant V  d e P , un 

représentant V  d e p ' e t un représentant h  d e c p tel s que V 1 = h V̂ . 

La preuve de la proposition 6, facile, est laissée au lecteur. * 

(3.1.4) Jets d'actions, linéarisation des germes d'actions de groupes compacts  

et actions formelles. 

Soient X  un e variété et a un point de X . Pour tout k€] N .  soit Jfr (X) l e 
' a 

groupe obtenu en munissant l'ensemble [ j ( p : (p 6 ) J d e la loi de composition 

3 
k 
a 

y . j 
k 
a 

* = 3 
k 
a 

(Y . Y). 

vl 
Il est clair que Jfr (X) s'identifi e à GL(T X), car tout élément de GL( T X) a 

a a  a 
00 

pour germe en 0  u n élément de Jfr (T X) e t il existe un germe de difféomorphisme 
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[X]& "» [TaX]Q "tangen t à l'identité" . 

Plus généralement, si E  es t un espace de Banach, -^(E) s'identifi e pour 

k > 1 à 

GL(E) X 
1<j<k 

LJ(E,E) 
s 

k i 
par la bijection j  w -» (D (p( 0) ) .  ̂,  et la formule de Fàa-di Bruno (appendice 1) 

o '  '  l̂ ĵ > k 

montre que es t un groupe de Lie algébrique, 
o 

On en déduit, via des cartes locales, une structure de groupe de Lie agébrique 

sur J^(X ) . a 

On munit 
Voo 
J* (X) = a lim 

k-*° 

Vk 
Jf (X) a de la topologie limite projective. Lorsque X 

est de dimension finie, le théorème d'E. Borel permet d'affirmer que 

Voo 
a (X) = 1 j a 

(p : cp t X 
co 

a 
(X)}. 

Pour k  > 1, ^(X ) présente parvrapport à , par exemple, Diff (X,X) , l'avan-

tage d'être un "bon" groupe et l'inconvénient de n'agir sur aucun espace "concret" 

comme X  ;  suivant une idée familière aux géomètres algébristes, on le fait agir 

naturellement sur l'algèbre ^(-* ) de s Je-ts d'ordre k  e n a de germes t x ] a ~* JR 

de fonctions C  pa r la formule 

Vk 
a 
(X) X Vk 

a (x) 3  (j k 
a 
y,j 

k 
a 
y) j 

k 

a 
(Y ° <P 

-1 
) € Vlr & (X ) . 

a 

Cette représentation linéaire continue de 3 (X ) dan s t (X ) perme t de mieux con-
a a 

ceptualiser la notion de forme normale, comme nous le verrons dans (4 .3.2). 

Pour chaque k€l N U  {°°} t on associe à tout germe P  € Acta(G,X) 1'homomor -

phisme continu (et donc analytique pour k  fini ) p ^ d e G  dan s ""̂ (X ) donn é 

par 

^k 
P (g) = : 

k 
a 

(p g) , 
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appelé jet d'ordre k  d e P . Modulo l'identification canonique de ^  à  GL(T X), 
a a 

on a 

P1(g) = T (P ) . 
a 9 

L'action p ^ d e G  su r T ^X donné e par P^(g,v ) = f^(g).v es t la partie linéaire 

r r 

de p  . Nous dirons que p  es t C  -linéarisable (r^O ) lorsqu'i l sera C  -isomor-

phe à [p̂ " ] r  i . 

GX{0) 

THÉORÈME. Lorsqu e G  es t compact, tout p  € Act^(G,X) (r^l) es t Çr-linéarisable . 

Démonstration. Poson s T ^X = E. Une carte locale nous ramène au cas où (X,a)=(E,0) 

et P^Cg ) = D(Pg) (0) pou r tout g€G . D'après la proposition 5 (i) de (3.1-3), il 

r+1 r 

existe une C  '  -  action R  d e G  su r un ouvert u ) 3 0 d e E  tell e que 

[R]Gxt0} = P • 

Soient u  l a probabilité de Haar sur G  e t h  : CJD ~* E l'applicatio n donnée par 

h(x) = 
G 
P^g) .  R(g 1,x) dLx(g) . 

Elle est de classe C r , et l'on a, quel que soit k  € {o,...,r} 

DRh(x) = 
G 

PX(g) . 
a 

ôxk 
R(g ,x ) du. (g) 

pour tout x€cu , donc en particulier 

DXh(0) = id^ , 
E 

d'où 

[h] 6  i>r(E) . O o 

De plus, quel que soit (g',x ) € GXt U , on a 
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p^g') .  h(x) = 
G 
yp1(g'g) . R(g 1 ,x) du (g) 

= 
G 
^(g'g) .  RCCg'g)"1 g ' ,x) du(g'g) 

= 
G 

p1(g") . R(g""1,R(g',x)) du(g») 

d'après (successivement) la linéarité de l'intégrale, l'invariance à gauche de la 

probabilité de Haar et le fait que R  es t une action, soit 

P^g') h(x) = h(R(g» ,x)) . • 

Je laisse le lecteur à l'âme philosophe méditer sur la signification de ce 

résultat lorsque G  = S0(3). 

Un homomorphisme continu de G  dan s "̂ a(̂ 0 es t une action formelle d'ordre 

k d e G  su r X  (pou r k=° ° , on parle simplement d'actions formelles) . Leur ensem-

vk 
ble est noté Acta(G,X) . Etant donné un point a ' d'un e variété X' , tout élément 

u>k d e (X,X' ) = { jk(f : cp € J$*~ (X,X')} défini t un isomorphisme ^  d e 
a,a' a  a, a 

> ^rk. v k ^k * k vk v k -1 ^ k 
^(X) su r Jr t(X%) , donné par cp ^ =  cp0^o(cp) ,  et l'on note encore cp ^ l a 

v k v 
bijection de Acta(G,X ) su r Actal(G,X' ) qu i s'en déduit. 

vk v  k ^  k v  k 
On dit que P  6  Act^(G,X) e t P ' €  Act^CGjXL) son t isomorphes lorsqu'il 

v k ^ V k , V  k v k Vk ^ . * k v k ^ k 
existe c p €  af(X,X' ) te l que p ' =  cp^ p .S i p  =  p e t p ' =  p' pou r 

k k 
un p  € Act (G,X) e t u n P  1 € Act ,(G,X') , on dit alors que p  e t P ' son t for-

a a  ' 

mellement isomorphes à l'ordre k  (ou , si k=°° , formellement isomorphes). 

Bien entendu, lorsque p  e t P ' son t C  -isomorphes, ils sont formellement 

isomorphes à l'ordre k  .  Lorsque G  = M o u 7L et k=°° , le problème de la récipro-

que sera abordé dans le §4. Dans le même ordre d'idées, le théorème précédent admet 

évidemment le 
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COROLLAIRE. S i G  est compact, deux germes p  € Act^(G,X) et _ p' € Actrf(G,X») 

(r^l) sont Çr- isomorphes si et seulement si ils sont formellement isomorphes à  

11 ordre 1. • 

PROPOSITION. Sj . X est de classe C* * (l̂ r̂ 30) e t G  compact ou égal à JR ou_ 2Z , 

alors, quels que soient l'entier k  € [l,r] et _ pk 6 Actk(G,X), il existe un germe 

p £ Act^CGjX), analytique si X  l'est , tel que p k = pk. S_i X  est de dimension 

too v 00 0 0 

finie, tout p  t  ACta(G,X) s'étend de même en un P  G Acta(G,X), non nécessaire-

ment analytique. 

DÉMONSTRATION. U NE CART E LOCAL E PERME T D E SUPPOSE R QU E (X,A ) =  (E ,0), O Ù E 

V k 
EST U N ESPAC E D E B ANACH, E T DON C D'IDENTIFIE R ^  (X ) À  L'OUVER T 

G L ( E ) x 
1<j<k 

L^(E,E) 
S 

DE L'ESPAC E VECTORIE L TOPOLOGIQU E (D E B ANACH POU R K  <  œ ) 

L ^ K 

L 3 
S 
( E , E ) . 

(I) CAS COMPACT . NOU S ALLON S REPRENDR E A U NIVEA U FORME L L A DÉMONSTRATIO N 

DU THÉORÈM E :  POU R 1  ^  J  <  K , SOI T p ^ L'ÉLÉMEN T D E A C T ^ ( G , E ) OBTEN U E N COMPO -

V K '1 K 1 
SANT p  E T L A PROJECTIO N ^ ( E ) > ^ ( E ) . SOI T ALOR S p  L'ACTIO N LINÉAIR E D E 

VL 
G SU R E  DÉFINIE , MODUL O L'IDENTIFICATIO N D E ^ Q ( E) À  G L ( E ) , PA R 

1 V L 
p (G,X ) =  p  (G).X . I L ES T CLAI R QU E 

AK = 

G 

([p1]) 
Gx{O) 

k 
> ( G ) ° P  ( - G ) D P , ( G ) 

APPARTIENT À  - ^ ( E) E T V É R I F I E 

Vj vj 
\ P  = ([p1] 

G x 10] ) 
K 

. 

POUR K  <  œ , I L EXIST E U N UNIQU E GERM E H  €  J?° Q(E) D'APPLICATIO N POLYNOMIAL E 

V K K 

DE DEGR É K  (E T DON C ANALYTIQUE ) TE L QU E H  =  J  H , E T I L SUFFI T DON C D E PREN -

DRE 
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p = h * [p 1] 
G x {O}* 

Pour k = œ e t X de dimension finie, on conclut d e même par le théorème d'E. 

Borel. 

(ii) Cas où G = 7L . Dans chacun des cas étudiés, il existe W £ <#^(E) 

(polynomial pour k < œ) tel que p (1) = Jq e t il suffit d e définir p par 

p(D =  <P. 

N/k 
(iii) SI_ G = ]R, la donnée de p équivau t a  celle de 

Vk 
P = 

d 
dt 

Vpk(t) 
t=0 

( =  lim 

j k 

d 
dt 

Vit) 
t=0 

), 

et i l existe un germe P de champ d e vecteurs C°°(polynomial pour k < œ) sur E 

nul en 0 tel que P =  Jq P» I l suffit alor s de prendre pour p le germe 

d'action d e générateur infinitésima l p. H 

Le problème d'extension résolu dan s cette proposition sembl e beau-

coup plus délicat lorsqu e G est un groupe nilpotent (o u même abélien) plus 

général. Nous y reviendrons dans (4.3.2 ) , corollaire 4 . 

(3.2) Le théorème de Hartman-Grobman. 

(3.2.1) Commençons par en donner un énoncé a la fois plus concis et plus 

complet : 

THÉORÈME 1. Soient X une variété, a un point d e X. Sj_ G = ]R ou 7L , tout 

p € Act1(G,X) tel que ?(1) € GL(T X) soit hyperbolique es t C°-linéarisable. a a 

REMARQUE. On prouve facilement (cf.Irwi n pour la dimension infinie ) que, 

sous les hypothèses du théorème 1, les propriétés suivantes sont équivalentes: 

(a) p^(l) est hyperbolique j 

(b) p* (t) est hyperbolique pour tout t € G* = G ^  {o} ; 

(c) (Si G = JR) le spectre d e Â , , ou A = d 
dt 

P*(t) 
t = 0 £ g^(E) , n e ren-

contre pas i IR. 
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Soit V un champ de vecteurs C su r une variété X. On dit que 

a G V~"*(0) est un zéro hyperbolique de V lorsque le spectre de T V G g^(T X) 

ne rencontre pas i TR» Si p £ ActaÛR, X) est le germe du flot d e V, cela 

équivaut don c à dire que p (1) est hyperbolique» L'équivalen t d u théorème 2 

de (3.1.2 ) est la 

PROPOSITION 1 . £5i X est de dimension finie et séparable, l'ensemble de s  

champs de vecteurs V de classe Cr(r ^ 1) sur X dont tous les zéros sont  

hyperboliques est ouvert e t dense pour la topologie fine. B 

Revenons au théorème 1, en commençant pa r un contre-exemple : 

PROPOSITION 2. L'action d e JR (ou de Z) sur JRZ donnée par 

R(t,(x 
1 

, x 
2 

, x 
3 )) = (e 

H 
X 

1 
> e 

at 
x 
2 
» e 

(i+x)t 
x 3 + tx 

H 
x 
2 
)) 

avec X < 0, a un germe p € Act^ (G,3R^) qui n!est pa s C^(ni même Lipschitz)*  

linéarisable. • 

Une démonstration es t indiqué e dans Irwin. Un résultat d e Samovol 

montre que ce contre-exemple es t essentiellement l e seul e n dimension finie 

pour des germes d'actions suffisamment différentiables . 

Les notations sont désormai s celles du théorème 1. 

r 
LEMME 1. Pour tout s > 0 , si_ X est d e classe C (r^l) , il existe une action 

R de G sur E = T X  fixant 0  et un germe V €  (X,E ) tel s que 
— a  2 2 o  a , o 2 — 

(i) V 
o* 

P = [R] 
G x {0 } i 

(ii) sd G =  Z ( respJR), alors R(±l) = Ir + f ( resp.R est le flot d e 

A + g), où L = p* (1) (resp»A = d 
dt 

P ( t ) 
t=0 

> et_ f je_ t f ( resp» g) sont 

lipschitziennes, nulles en 0, de constante de Lipschitz ^ e et a support  

borné» 

De plus» s i la topologie de E peut-être définie par une norme |»| 
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de classe Cr en dehors de 0 (en particulier s i X est de dimension finie ou  

hilbertienne), alors R peut êtr e choisie de classe Cr+*'r. 

Preuve» O n peut évidemmen t supposer , via un germe 9q €  JS^ Q ( X , E ), qu e 

(X,a) = (E,0) et p ^ U ) = DCp(t))(0) pour tout t € G. 

Soit h(resp.V ) un représentant d e classe C d e p(l) 

(resp. p'C "t ) | ^_q) défini au voisinage d e 0. Il est clai r que, pour tout 

réel a > 0  assez petit, s i B '^ =  [x £ E : |x| ^ 3  a} , alors 

f =  (h-L ) 
a BL 

3a 

(resp.(V-A) 
B» 
3a 

) 

est lipschitzienne, et que sa constante de Lipschitz Lip f^ tend vers 0 

quand a ^  0. 

Soit u £ C°°ClR,[0,l]) une fonction telle que u"1(l)=]- œ,l] et 

u (0 ) = [2, œ[ , et soit F :  E ^ E l'application donné e par 

F 
a 

x = 
u(a ~1 x\) f a 

(x) pour |x | ^ 3a 

0 pour |x | ^ 3a. 

Soient x et y £ E. 

-Si |x | ^ 3a et |x+y | ^ 3a, on a 

F 
a 
(x+y)-F 

a 
(x) =  u( a -1 x+y )(f 

a 
(x+y)-f 

a 
(x)) + 

+ (u( a 
-1 

| x+y|)-u(a -1 Ix|))f 
a 
(x) £ 

^ Lip f 
a 
(1+3 Lip u) |y|. 

- Pour |x | ^ 2a et |x+y | ^ 2a, | f 
a 
(x+y) - F 

a 
(x)| =  0 . 

- Pour |x | < 2a et |x+y | > 3 a (o u vice versa), o n a |y| > a, 

et donc 

|F 
a 
(x+y)-F 

a 
(x)l = Iu(a -1 Ix| )f 

a 
(x) *  x  Lipi 

x 
£ 2 |y|Li p f 

a 

Si l'on choisi t f+(resp.g ) égal à F^ pour a assez petit, l e lemme résult e 

78 



GERMES D'ACTIONS 

donc pour G =  7L du théorème d'inversion local e -en l'occurrence globale -

lipschitzien (cf.Shu b ou Irwin) ou Cr, et pour G = K d u fait (même s référen-

ces) qu'un cham p d e vecteurs lipschitzien (globalement ) engendre une action 

de IR. u 

Je renvoie à Irwin pour la démonstration (trivial e en dimension 

finie) du 

LEMME 2. Il existe une norme |. | définissant l a topologie de E et deux sous- 

espaces fermés E+ et_ E~ d_e E vérifiant E  = E+ © E , tels que 

1 +  +  ~ 1 -
(i) p (t) E = E et p (t) E = E~ pour tout t c G ; 

(ii) Si x ^ x désigne la projection d e E sur E parallèlement à  E , 
T T T 

il existe c+ ,  c_ > 0  tels que 

I(p(t)x) 
+ 

| < e 
-c+t 

X 
+ 

et p(-t)x)_ * e -c_t x-

quels que soient t  ^ 0 et x € E. n 

E+ et E~ sont respectivement le s sous-espaces stable et instabl e 

1 1 
de p . On les appelle parfois les sous-espaces invariants de p , terminologie 

extrêmement mauvais e (i l y a en général bien d'autres sous-espaces vectoriels 

de E invariants par p1) ; nous proposons donc de les appeler " fortement 

invariants"* pou r des raisons que nous préciserons dans (4.4.1) . 

Pour bien expliquer l a signification géométrique de la preuve du 

théorème 1, nous allons d'abord examine r un cas particulier : 

(3.2.2) Démonstration d u théorème 1 pour G = IR, lorsque le spectre de A est  

contenu dans {Rez < o}. 

On a alors E = E+, et il est possible de choisir R dans le lemme 1 

(la norme étant cell e du lemme 2) de manière que, pour une certaine constant e 

C > 0 , on ait 
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|R(t,x) I * e 
-Ct 

Ix| 

quels que soient t  ̂0 et x € E. 

Soit S une sphère de centre 0 et de rayon > 0 dans E, et soit T 

le cône obtenu en rajoutant à  TRxS un point à l'infini 2 du coté des (t,§) 

avec t > 0. Soit H (resp.H*) l'application de T dans E donnée par 

0 = H(£) (resp.H1^) ) 

H 
TRxS = K \TRxS 

(resp. H 1 
\TRxS = P 

1 
P&xS . 

On prouve facilement (exercicei ) que H et H son t des homéomorphismes, et 

1 - 1 1 
il est clair que 1'homeomorphisme F = H °  H es t tel que F̂  R = p . 

De manière équivalente, on peut défini r F par le fait que F | ̂, j-̂ j 

est l'unique solutio n du "problème de Cauchy" 

F(R(t,x)) = p 
1 
(t,F(x)) quel que soit (t,x ) £]Rx(EKlO}) 

F S = id E| S . 

Si S a un rayon assez grand pour conteni r supp g dans son inté-

rieur, une troisième définition, équivalente aux deux précédentes, est 

F = lim F 
t—»+00 

au sens de la convergence simple, 

où (F.] 
t * 0 est la famille d'homéomorphismes donné e par 

F 
t 
(x) = p(t) » R(-t,x) . 

En fait, F^ est alors égal à l'identité sur l'extérieur de S pour tout 

t ^ 0, et plus généralement |  Es{o}  ̂t ^ o EST UNE F A M ^ HE localemen t 

stationnaire : quel que soit x  ̂E  ̂{0}, il existe un ouvert U 3 x de 

E / CO) tel que =  F̂  |  ̂pour tout t  ̂tQ. 
o 

Par conséquent, F est bien définie, aussi différentiable que 

R sur E ^ [o} ; de plus, la famille (F ^ q possèd e évidemment les mêmes 
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propriétés, e t i l en résulte que sa limite est égale à F \ qu i est donc 

aussi différentiable que R sur E s ( o ] . Pour prouver c e qui manque encore, 

à savoir la continuité de F et de F e n 0, il suffit don c (e n oubliant pro-

visoirement la première démonstration) d e prouver que les 

suites ( F )  s- ̂T e t ( F )  r _T convergen t uniformément , c e qui est le cas 
n ne ]N n  n t l 

(nous le prouverons dans un instant) . D 

Remarque. Cette manière extrêmement simpl e d e ramener le cas où G =  IR a 

celui où G =  Zj, qui reviendra souvent dan s la suite, ne paraît pas "clas-

sique", ce qui a conduit à  bien des contorsions inutiles» 

(3.2.3) Preuve du théorème 1 dans le cas général. 

L'idée l a plus naturelle pour généraliser s i G =  TR la démonstratic 

précédente est, avec les notations du lemme 2, de se donner par exemple le 

cylindre Q + = [x € E : |x+| = r], avec r > 0  assez grand, e t de définir 

F"1|E v  E" pa r (F"1-IDE ) Iq + = 0 et F"10p1(t,x) = R(t,F~1(x)) pour tout 

(t,x) £ ]R x ( E \ E  ). Cette idée, qui sera celle de notre démonstration du 

théorème de Sternberg, ne s'applique pa s ici (voir cependant l'appendice 8), 

et il faut recourir à l'astuce consistant à définir F  pa r 

F(x) 
+ 

= s 
+ 

pour tout x €' E vérifiant |  x+1 =  r 

F(x) =  x pou r tout x € E vérifiant | x | = r 

avec r > 0  assez grand. 

En fait, l'argument analytiqu e "aveugle " correspondant (cf.Arnol d 

[ 2 ] , chapitr e 3, § 13, Palis, et Pugh) est très simple : 

LEMME 3. Soient E + et_ E deux espaces de Banach, L+ € GL(E+) une contractio n 

(i.e.[L +| < 1 ) , L_ € GL(E") une dilatation ( i.e.[L"1! <  1 ) , E = E+xE~ muni 

de la norme |  (x ,x )|= ma x {|x+ 1 ,|x |} , L = L+xL £  GL(E) et_F,F' 6 C°(E,E) 

deux applications bornées et lipschitziennes» S i Lip F et Lip F' sont asse z 

petites, alors H = L + F et H1 = L + F' sont de s homéomorphismes, et il 

81 



M. CHAPERON 

existe une unique application bornée G £ C°(E,E) telle que 

H1 ° (id+G ) = (id+G) • h. 

Preuve» L a première assertion vient d u théorème d'inversion "locale " lips-

chitzien. L'identité final e s'écrit 

LoG +  F' o (id + G) = F  + G b H, 

soit G = $(G), où, si F = (F+, F_), F' = (F'+F'_) et G = (G+,G ), 

*(G) = ( (L+* G+ +  F^°(id+g) -F > H"1, L"1(G_o H +  F _ -  F_»_o ( id+G) ) . 

Soit ( E, E) l'espace d e Banach formé des éléments bornés de C (E,E) • muni 

de la norme de la convergence uniforme. Il est évident qu e $ envoie C°(E,E) 

dans lui-même et en est une contraction strict e (i.e . Lip $ < 1) pour Lip F 

et Lip F' asse z petites, et on conclut pa r le théorème du point fixe . a 

Remarque. On ne suppose pas dans le lemme 3 que F(0) = F'(0) = 0. 

Supposons les hypothèses du lemme 1 (avec e assez petit) et du 

lemme 2 vérifiées. 

- Si G = Z, i l existe d'après le lemme 3 une unique applicatio n 

continue bornée G^(resp. G2): E ^E tell e que l'on ait 

R(l) ° (id+ G )  = (id+G )  ! 'p1(l) 

(resp. p^U) 0  (id+G2) = (id+G2) ° R(l)), 

et donc R(l) o  (id+G2+G1o(id+G2)) = (id+G2+G1o(id+G2))o R(l ) 

En appliquant d e nouveau le lemme 3  avec H = H' = R(l), on en déduit qu e 

l'application continu e bornée G2 + G^ °(id+G2 ) est nulle, et donc que 

(id+G^)°(id+G2) = id. Le même raisonnement montr e que (id+G2)°(id+G^ ) = id, 

et l'on a  donc 

(id + G )  # R = P1 • 
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- Si G = R, alors , d'après l'argument précédent , i l existe pour 

tout t > 0  une unique application continu e bornée tell e que 

'p (t)°(id+G^) = (id+G^)oR(t) , e t id+G^ est un homéomorphisme. L'unicité de s 

G^ montre alors que 1 ' on a G J D ^ = G^ pour tout ^ €  Q+. 
q q 

On en déduit, p1 et R étant continues, que (id + Ĝ _)„R = p1 pou r tout 

t ,  et que G - n e dépend pas de t . • 

EXERCICES :  le Justifier l'emplo i d u lemme 3 si G = K. 

2.Montrer qu e 1•homéomorphisme obten u par cette méthode admet 

la définition géométrique donnée juste avant l e lemme 3. 

Remarque. La démonstration géométrique donnée au début d e (3.2.2 ) se généra-

lise en la manière suivante de raconter la même construction pour G = IR : 

on commence par découper le s cylindres Q+ et Q o ù Q+ ={x^E:|x+|=r}, r > 0 

assez grand, e n feuilles { x } x E =  F e t E x { x } = F respectivement . 
+ 

On montre alors que {R(t)(F )  : t ^ R e t | x | = r) et 
x + 

{R(t)(F )  : t € ]R et | x I = r} se prolongent e n deux feuilletages C d e E 

tout entier , a feuilles aussi différentiables que R, en ajoutant une feuille 

- +  k W a u premier et une feuille W a u second. Lorsque R est C (k^l) , tout e 

feuille du premier feuilletage es t transverse à toute feuille du second, 

et on repère chaque point d e E par le couple formé de la feuille du premier 

feuilletage et la feuille du second feuilletag e qui le contiennent. 

Comme l e quotient d e E par le premier (resp.second ) feuilletage 

est homéomorphe a u cone T+(resp.r )  obtenu en rajoutant a  ]RxS+ (respJRx S ) 

- où S + =  [x € E + :  |x| = r } - un point à  l'infini d u coté des (t,x ) 

avec t > 0 (resp. < 0), on associe donc à R un homéomorphisme d e E sur 
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T+ x T .  En le composant ave c l'inverse d e 1'homéomorphisme associ é de 

même à p\ o n obtient un e C°-équivalence entr e R et p*. 

L'idée d e cette preuve à base de feuilletages invariant s est due à 

Palis - et antérieure à la démonstration utilisant l e lemme 3  * Le s feuilles 

W+ et W n e dépendent pa s du choix des deux feuilletages invariant s : 

Proposition 3  (i) Sous les hypothèses du lemme 1 , l'ensemble W+( resp»W") 

des x £ E tels que R(t,x) tende vers 0 quand t ^  + oo (resp»-oo) est une sous-

variété» aussi di f f érentiable que R, dle _ E appelée variété stabl e ( resp» 

instable) de R en 0. 

(ii) Les germes W+(p) = cP"1([w+] ) e t W"(p) = (P~1([w"] ) sont 
g a  o  o  —  a  o  o 

des germes de variétés aussi différentiable s que p, et ne dépendant qu e de 

p : on les appelle respectivement variét é stable ET_ variété instabl e de p» 

(iii) Avec le s notations du lemme 2, on a T W +(p)=E+ et ————^—————^——————— '  a  a 
- -  i 

T^W^(p) = E , et tout germ e W en a de sous-variété C  de X invariant pa r p 

et tel que T^W = E+(resp» E") est égal à W*(p) ( resp.W~(p)). 

La preuve de ces résultats est très bien exposée dans le livre 

d'Irwin» E n classe C00 et en dimension finie, notre démonstration d u théorème 

de Sternberg le s impliquera. a 

(3.2.4) Théorème d e Hartman-Grobman à  paramètre. 

Pour l'instructio n d u lecteur, nous allons l'énoncer dan s un lan-

gage un peu formel, qu'il ne manquera pas de traduire en langage humain. 

Soient G  un groupe de Lie, A un espace de Banach et a  u n point 

d'une variété X. Une Çr-déformation ( r ^ l) de_ PQ £  Act^(G,X) à paramètre 

X £ A est par définition u n germe p £ Act^ x(G,XxA) tel que tout représen -
ta , o ) 

tant R de P soit d e la forme (g,x,A.) | ^(R^(g,x),\ ) dans un voisinage de 

Gx{(a,o)} e t vérifie [R 1Csy[ \ = 9n * 
O uX|,clj O 
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Remarque :  On ne suppose donc pas dans cette définition que R^(g,a)=a que l 

que soit g € G pour X ^ 0. 

La déformation triviale à paramètre X £ A es t la Cr-déformation don t 

un représentant es t (g,x ,\)i >(RQ(g»x),X) , où Rq désigne un représentant 

de p . 
o 

Une Cr-déformation p  de p £  Actr(G,X) et une Cr~déformation p 1 de 
o a  r 

p^ € Act^,(G,X*), toute s deux à paramètre X € A, sont Ck-isomorphes lorsqu'il 

existe h  £ 
(a,o),(a',o) 

(XxA,X'xA), ayan t un représentant d e la forme 

(x,\), ^(h^(x ) ,<P(\) ), te l que h _x_ p = p ' (et donc hQ ^ P Q = ) . 

Théorème 2 (Hartman-Grobma n à  paramètre) Si G = 1 o u 2 , et si p £  Act1(G,X) 

est tel que PQ(1) ^ GL(T^X) soit hyperbolique, alors toute déformation à  

paramètre X € A jde Pq est C-isomorphe à  la déformation triviale à paramètre 

X € A de [p1] Gx{a} * 

Idée de la démonstration :  Il s'agit vraiment d e reprendre " à paramètre A " 

la preuve du théorème de Hartman-Grobman :  on commence, comm e dans le lemme 

1, par se ramener à l'aide d'une cart e locale au cas où (X,a ) = (E,0) , pui s 

on montre (mêm e preuve que pour le lemme 1 ) l'existence, pou r tout e > 0 , 

d'un ouvert A£ 3 0 de A et d'une action R de 2Z (respJR) sur E x A^ fde l a 

forme (t,(x ,A))j *( R (t,x ),A), e t dont l e générateur (resp . le générateur 

infinitésimal) a pour différence avec celui de (t,(x ,A))| >(p*(t,x ),A) un e 

application à  support borné, de constante de Lipschitz ^ e. Pou r e asse z 

petit, on peut alor s appliquer l e lemme 3  a H = PQ(t) et H' = R^(t) pour 

tout A  € A£ e t t = l(resp. tout t > 0) , ce qui permet d e prouver comm e 

précédemment l'existenc e d'u n F. € Diff°(E,E) tel que F. „  R. = p1. D'après 

A A  1 Ç A  O 
le théorème du point fix e à paramètre, F^ dépend continûmen t d e X. B 

Commentaires :  Pour A £ {0) , la raison pour laquelle on doit s e contenter 

ici d'un C°-isomorphisme es t très simple :  un C^-isomorphisme impliquerait , 
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avec les notations de la démonstration précédente, que, pour A. € A^ asse z 

petit le s automorphismes DCR^d)) (F^CO) ) et p V) (resp .  ̂(  t ) | Q̂ e t 

D(,dTRX(t) | tx:0)(FX (0)))d e E soient conjugué s dans GL(E), e t aient don c en 

particulier l e même spectre, ce qui n'a aucune raison d'être e n général. 

- Le théorème 2 mélange en fait les trois propriétés suivantes : 

(a) Le fait que , d'après le théorème des fonctions implicites , i l existe 

un unique germe <P : [A' ] ^  [e] d ' application C te l que, pour tout repré-

sentant $  de ^, $(A ) soit un point fix e de R^ pour tout X assez petit. 

(b) Le théorème 1, appliqué à chaque R. a u voisinage d e $(A). 

(c) Le fait que , pour tout élémen t hyperboliqu e A de GL(E), l a classe 

d'équivalence d e A pour l a relation 

" A est équivalent à  A1 si et seulement s i ils sont conjugué s dans Diff°(E,E) " 

entre A et A' € GL(E) est ouverte. 

Le point (c ) est une propriété de s actions linéaires de 7L , et 

on a une propriété correspondant e pour le s actions linéaires de ]R. En re-

vanche, le s actions linéaires de groupes abéliens ou nilpotents plus géné-

raux ne possèdent pa s cette propriété (cf . Camacho, Kuiper e t Palis pour 

les actions holomorphes de Œ), ce qui rend beaucoup plus délicate la démons-

tration d'u n théorème de linéarisation C ° pour les germes d'actions d e ces 

groupes (cf . Chaperon pour les germes d'actions holomorphes de Œ). 

4> FONDEMENT S ANALYTIQUES ET PREMIERS RÉSULTATS DE LA CLASSIFICATION Cra DES 

GERMES D'ACTIONS DE GROUPES ABÉLIENS. 

(4.1) Premier énonc é d u théorème de Sternberg e t idée de sa démonstration. 

Pour ne pas lasser d'emblé e l e lecteur par des trivialités algé-

briques, nous allons commencer pa r un énoncé un peu vague, qui sera précisé 

ultérieurement : 
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THÉORÈME (Sternberg) . Soient p  € Act°°(G,X) et p' € Actœ,(G,X') où X 3 a et 

X1 3  a1 sont deu x variétés de dimension finie et G = ]R ou 7L . Si p (1) 

(ou p1 (1) ) est hyperbolique, alors p jet p1 sont C°°-isomorphes si et seule- 

ment s i ils sont formellemen t isomorphes . 

Nous allons donner maintenant un e idée de sa démonstration dan s le 

cas particulier o ù 

X' = T X = E , a 1 = 0 6 E et p' = [p ] 
Gx{o} " 

Si p et p1 sont formellemen t isomorphes , nous pouvons, via un germe 

cp0 € &° (X,E ) (dont l'existenc e résult e du théorème d'E. Borel), suppose r a, o 

que 

(X,a) = (E,0) e tT = (P 
1 

) 
oo 

, 

Soient E + et E le s sous-espaces stable et instabl e de p*. La 

première étape dans la preuve du théorème de Sternberg est le 

LEMME 1. Il existe ^ €  «^(E) tel que 

(j 
oo 4> J4> 

1 
p) |gx(e+ue") = (j » p') Gx(E+UE") 

Le germe es t obtenu comme suit :  on prouve que les suites 

( (i« T(-n)°P'(n)) E+ ;n£ IV 
et ( ( j»?(n)0?1(-n)) 

E" M 

convergent respectivemen t ver s un germe z+ en 0 de section de pœ: J^E, E) > E 

au-dessus de E+ et un germe z" en 0 de section de pœ au-dessus de E", en un 

sens que nous préciserons. On choisit alor s 9^ grâc e aux théorèmes 4 et 5 

de (1.3) , te l que 

(jooy 
1 ) E+ 

= z+ et (j° > 
1 ) 

E" 
= z". a 

Munissons E d'une norme euclidienne satisfaisant l e lemme 2 de (3.2.1) et 

pour laquelle E+ et E soien t orthogonaux . La construction effectué e pour 

87 



M. CHAPERON 

prouver le lemme 1  de (3.2.1 ) donne le 

LEMME 2 . Il existe une C°°-action R de_ G sur E possédant le s propriétés sui - 

vantes : 

(i) [RJ Gx[0] = y * 
1 P et j° Gx(E+UE") 

R = i00 
Gx(E UE ) 

P 
1 
. 

(ii) Pour G = 2Z (respJR), R(l)-p 1 (1) (resp. d 
dt 

(R(t)-p 1 (t)) t=0 ) est a 

support compact . 

(iii) Il existe k > 0  tel que, quels que soient t ^ 0 dans G et x € E, 

on ait |R(t,x ) 
+ 

* e -kt x 
+ 

. d 

Le théorème résulte alors immédiatement d u 

LEMME 3 . Pour chaqu e t 6 G, soit Ht = R(t) o p (-t). La suite (Hn > ^ c o n - 

verge au sens C°° (sur tout compact ) vers un H € Diffc°(E,E) tel que 

H* R = p1. • 

La preuve des lemmes 1 et 3 sera donnée dans (4.2) , sou s la forme 

plus générale qui nous servira. 

COMMENTAIRE GÉOMÉTRIQUE DU LEMME 3 . Il résulte du lemme 2(iii) aue les fa-

milles (Hj. 
E\E~ 

t*0 et (H 
-1 

t E\E" t*o sont localemen t stationnaire s : 

quel que soit x € E\E , il existe un ouvert U 3 x de EvE e t un n €  IN tels 

que l'on ait , pour tout t ^ n dan s G, H 
11 U = h n U o' 

et H 
-1 
t |U 

= H 
-1 
n U  * 
o' 

Comme H 
e" 

= H -1 
t E" 

= id E E~ 
pour tout t t G, on déduit d e ce qui précède 

que, quand t ^+°° , H converg e simplement ver s une application H qui est 

-1 
bijective, d'inverse H = 

lim 
t-» +00 

H 
-1 
t 

, et telle que H 
E" 

= id 
E" 

, que 

H 
E\E~ 

€ Diff°°(E\E",E\E") et que : 00 
E\[O) 

(H-IRI 
E ) 

EvE" 
= 0. 

W 1 
Enfin, H vérifie évidemment H  R  = p . 

Par conséquent, seul e la différentiabilité d e R le long de E 
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requiert u n peu d'Analyse ;  pour celle-ci , il suffit bien sûr,comme nou s 

l'avons fai t dan s l'énoncé d u lemme 3 , de considérer l a famille ( H )  ̂_.. 
n n^ M 

Une manière "encore plus géométrique" de décrire H est la suivante: 

pour G = 7L (respJR), soi t r un réel > 0  tel que 

suppUCD-p^Cl)) c fir = {x € E : | x+1 <  r] 

(resp. supp(^(R(t)-p1(t))|t=0) c B r ). Si Dr = (p1 (-l)Br)\Br 

(resp. D^= [ x € E :  |x+| = r}), on montre facilement qu e H 
E\E~ 

est l'uniqu e 

solution du "problème de Cauchy" 

(H-id 
E ) E 

r 
= 0 

V t € G, H • p D (t) 
E\E~ 

= R(t)«H 
E\E~ 

La construction d e H peut don c être vue de la manière suivante : 

1/ On se donne une partie dense U  de E, invariante par R et p (en l'oc-

currence U  = E\E~, le cas où E = E étan t réglé par le lemme 1) , et l'o n 

définit H 
lu 

par sa restriction à un domaine fondamental d e p 1 
Gxu 

(en l'oc-

curence Dr)« 

2/ On vérifie que H se prolonge correctement à  E\U • 

Nous ne procéderons pas autrement pou r des G  plu s généraux. 

(4.2) Un peu d'Analyse. 

(4.2.1) Le théorème du point fix e "à tiroir". 

Etant donné s un espace topologique Y et une application u : Y zp ) 

nous dirons que y £ Y est un (e t donc l_e) point fix e attractif d e u lorsque, 

pour tout y £ Y, lim un(y) = y. Le théorème du point fix e habituel affirm e 
n-*œ 

donc que toute contraction strict e d'un espac e métrique comple t a  un point  

fixe attractif. 

Notre preuve du théorème de Sternberg e t de ses généralisations 

ultérieures ne fait appe l a aucun résultat d'Analys e difficile , mais seule-

ment a u très élémentaire théorème d u point fix e "à tiroir" : 
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Théorème. Soient Y  un espace topologique séparé. Z un espace métrique et 

w : YxZ >̂ une application continue , de la forme (y,z) j >(u(y),v^(z) ) et 

possédant le s propriétés suivantes : 

(i) u a un point fix e attractif y € Y. 

(ii) Pour tout y £ Y, lim 
n-*» 

sup Lip(v 
Un(y) 

) < l. 

( i i i ) v — a un point fix e z (ce qui résulte de (  i ) et de ( i i ) s_i Z est  

complet). 

Alors w admet (y,z ) pour point fix e attractif. 

Démonstration. Etant donn é (y,z ) £ Y x Z, posons (vn»zn ) = wn(y,z) pour tout 

n € M. O n a donc z „= v ( z ), d'où, si d désigne la distance de Z, n+1 y n n  to 

d(z 
n+1 

,z) * d(\ 
yn 

(z 
n 

), v 
yn 

(z)) + d(\ 
yn 

(z),z). 

D'après (ii) , il existe k € ]o,l[ e t m tel s que l'on ai t Lip v 
^n 

£ k 

pour tout n  ^ m, e t donc 

(1) V n * m, d( z 
n+1 

,z) £ k d(z 
n 
,z) + d(v 

yn 
ï f l f c a 

Commme v  est continue , i l résulte de (i ) et (iii ) que 

d(v 
yn 

(z),z) = d(v 
yn 

(z) , V 
y 
(z)) 0 quand n œ, e t donc en particulier 

que 

(2) e 
LU 

- supid( v (z), z) : n ^ m] < œ . 

De (1 ) et (2) , on déduit que , pour tout n ^ m, on a 

d(z 
n+1, 

z) ^ k n+l-m d(z 
m 
,z) + 

n-m 

3 = 0 
k j £ m ? 

d ' où 
lim sup 
n -• œ 

d(z 
n 
,z) £ (l-k ) -1 e 

m 

Le théorème résulte donc de ce aue lim 
m_*oo 

e 
m 

= 0. • 
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(4.2.2) Théorèmes de conjugaison. 

Nous allons maintenant prouve r de s résultats qui impliquen t le s 

lemmes 1 et 3 de (4.1) . Pour éviter d e rebuter le lecteur par des détails 

techniques, nous allons les énoncer sou s la forme qui nous servira et les 

prouver dan s le cas particulier qu i suffit au x principales application s 

visées. L'appendice 6 contient à  la fois des énoncés plus généraux et leur 

démonstration, qu i n'est guèr e différente. 

Soient I  un ensemble fini , T£m = TRm/Z m(m 6]N), M = I x f™ e t E 

un espace de Banach. Désignons par tc : Q l a projection canonique de 

Q = I x TRm x E sur Q = M x E. Soit Y = [f]& : CQÜ&i >  CQ3a, un germe d'ap-

k ^  — 1 ^  — 1 
plication C ( k  ̂1). Quels que soient a  £ tî~ (a) et a' € n~ (a') , si 

a = (j,b) € I x 0RmxE ) et a» = (j',b') € I x QR m x E), la donnée de 

U ] 
-1 
a' * Y «  Ini 

a 
: [Q ] 

a 
[Q] a» 

équivaut à  celle de (j,j' ) et d'un germe p : ÙRmxE]b ^ÙR mxE3b, d'applica-

tion Ck. Il est clai r que D p(b) € L Û R xE, E xE ) ne dépend pas du choix de 

a et a', e t l'on not e 

D k Y(a) = D k f(a) = D k ß(b) . 

L'application j k 
a 

f (a,f(a), ( D j f(a)) l^j^k ) est un diffeomorphisme de 

J k (Q,Q) sur QxQx 
l^j^k 

L j 
s 
UR l xE, ]R m xE). 

HYPOTHÈSES. - Dans ce qui suit , M désigne 

-soit l e produit I  x TCm, auquel ca s les notations sont celle s que nous 

venons de définir ; 

-soit une variété riemannienne compact e arbitraire , auquel ca s les 

notations sont celle s de l'appendice 2. 

(La première situation correspon d a u cas particulier d e la seconde où l'o n 

munit TT m de la métrique plate obtenue en relevant l a métrique euclidienn e 
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standard d e lRm) • 

On se donne un espace vectoriel euclidie n E, un sous-espace vectoriel F de E, 

et l'on note Q = M x E , £ = M x [ o ] <= Q et W = M x F <= Q. O n munit Q de la 

structure riemannienne produit (pou r laquelle chaque {6} x E  avec Ô £ M est 

orthogonal à  2), et , pour chaqu e r > 0 , on désigne par B^tresp.W^) l'en-

semble Ue ,x) S Q : |x| ^ r) = [y € Q : d(y,2) * r) (resp.B^W) . O n not e 

x i—>x_ l a projection orthogonale d e Q sur F ,  d'où e n particulier 

lx_| = d(x,Z) pour x £ W .  Etant donné s un réel r > 0 , un réel (3 , une par-

tie U de Q contenan t e t deux applications F et G de U dans Q ,  nous pose-

rons 

[3 = max{0,(3) 

d o 
t, B 

(F,G) = sup{|x -B 
m (F(x),G(x)):x € W 

r 
\ Z ] £ 00 -

De même,si X  est une application d e U dan s un espace norme, 

Ixl 
r,B 

= sup{IX I 
-B 

lx(x) I : x 6 \\ 
r 

\ Z} < 00 , 

et, étant donné H :  V —̂  Q ave c c  V c Q ,  nous désignerons par Lipr(H) 

la constante d e Lipschitz de H|B . 
r 

On se donne un germe § : [w]—>J°°(Q,Q) d e section holonome d e la projection 

source J°°(Q,Q)—^ Q ,  de la forme 

C = [j 00 un* 
f] , 

où U  es t un voisinage ouver t d e Z  dan s Q e t f : U ̂ . Q un plongement C°° 

possédant le s propriétés suivantes : 

(1) 
(i) f(U n W) = f(u) n w 

(ii) 3 c e ]0,l[ :  V x e U fi W ,  |x_| < c|f(x)_ | 

(et donc en particulier f (z) = Z) • 

On pose 
Y = [ f ] . 

et 
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(2) 

A = f 
-1 

Iw 
, A_(x) = A(x)_ pou r x 6 f(U) fl W , 

c = o lim 
r—o 

U I 
r, 1 

, R = 1  - c 
o 

Kq = sup{|Df(x)| :  x e z} = lim 
r-»o 

I Df I 
r ,o 

L =  sup{|D(f~J)(x)I :  x € z} = lim 
tr - 0 

lD(f -1 )l 
r ,o . 

D'après (1) ( i i ) , on a 

(3) 0 < c 
o 

< c < 1 ; 

notons vA _ :  Z_^L(F,F) la dérivée de A_ normalement à £ , c'est-à-dire l a 

restriction à E de la dérivée partielle 

W = M x F  3 (G,v) 
ÔA_ 
ô v 

(O ,v) t L(F,F) ; 

de l a formule de Taylor 

A (  G,v) = A (0 ,0) + 
1 
o 
dA_ 
ôv 

(9,tv)dt).v , 

on déduit que 

(4) c = max{Iv A (x)I :  x t £ } • 

Pour chaque k € IN , posons 

(5) 

s(k) =/k+l + [ 
LogK + kLog L o o 

-Log c o 
3 pour Log + k Log ^ O 

C(LogK 
o 
)/(-LoffL 

o 
)] + 1 sinon 

t(k) = max{k,s(k)} , 

où C.] :  I *Z S désign e l a partie entière, et 

(6) s(œ) = lim 
tr - 0 

s(k) , t(°°) = 00 • 

Il est clair que c ,  R ,  K ,  L ,  s et t sont bien définis par Q (e t même 
^ o  o  o 

par f) , indépendamment d u choix d e f . 

Si l'o n not e ^,(Q) le groupe des germes Cq]^ «P5 de C^-difféomorphismes, on a 

le 
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THEOREME 1  . - Soit Y un élément d e J) t k) (Q) , k € IN" U {>} ,  tel que 

(i) 3 
s(k) 

y = j 
s(k) f . 

Quel que soit l e représentant g  ôe^ ¥ ,  il existe un réel >  0 et une 

section holonome H  de la projection-source J (Q,Q) au-dessus de W 

k n  - n 0 
tels que, pour tou t r 6 ]o,rQ], la suite (  ĵ  ( g Qf ^nÇjg soit bien définie, 

r k  - 1 
converge uniformément vers H|^ et ne dépende que de j^ (f )  et de g|fi 

r r  r 
Le germe T| = [ H! es t donc déterminé par C et Y indépendamment d u choix de 

f et g .  Si h € JB 
k (Q) est tel que Tl = (j k h) 

W , on a 

(ii) j k h = j 
k id ; 

(iii) j 
k 
W 
( h » =  .1 k 

W 
y ; 

en particulier, C w] est h'̂ F - invari ant • 

Démonstration lorsque M = I X Tl"1 . Supposons choisi un représentant g de t , de 

t(k) 
classe C ,  et posons, pour tout r > 0 assez petit, 

(7) 

(a) c 
r = A 

-lr,1 

(b) K 
r 

= Li p 
r 
(g) = max {|Dg(x)I :  x e B 

r 
3 

(c) L 
r = D( f -1 ) 

r ,0 
^ c 

r . 

Le lemme suivant contien t toutes les inégalités qui nous serviront : 

LEMME 1. - Quels que soient l'entie r j  6 [0,k] et l e réel a £ Es(j),s(k)], _il_ 

existe r 
j 
(a) € ]0,l] te] que A 

W r . (a ) 
3 

et g B 
r .(a) 

3 

soient bien définis, et 

possédant l a propriété suivante :  pour tout r € ]0,r 
3 

(oc)] et tout l € {0, ...,j], 

on a 

(8) 

(a) K 
r 
c 
OL-l 

r 
L 

l 

r 
< 1 

(b) R  r a-1 c 
a 
r 

+ c 
r 

< 1 

(c) (K 
r + R 

-1 d o 
r ,oc 

(f,g))- c a 
r 

< 1 
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Preuve. Par définition (5 ) d e s(j), on a к 
о 
c 
o 

F<<£ DDL* <  1 o pour 0  <  i  <  j ; 

en outre, si r  ten d vers 0  , le réel a t [s(j), s(k)] étant fixé, alors 

(K ,  c , L d ° (f,g) ) tend vers (K , c ,L , 0) d'après (2), (7) et l'hypo-r 7 r ' r  r ,ot &  o  o  o 

thèse (i ) du théorème. On en déduit immédiatement (8) , car a  es t au moins 

éga1 à s(j) > 1  .  • 

NOTATIONS. Pour chaque i £ IN, une section F au-dessus de U c Q de la fibration 

Pi: J1(Q,Q) ^ Q (donnée par P^(j* "Y) = x) s'identifie à une application 

de U dans Q x ©  0RmxE^RmxE) , dont nous noterons F l a composante sui-
1<<j<<i S  ' m m 

vant Q et FJ ( 1  ̂j  ̂i) la composante suivant L^QRmxE, 3R mxE); étant données 

deux sections F et G de p. au-dessus de U D V (r > 0), nous noterons 
*i r 

d ,i 
r,ß 

, ( F , G ) = max ld° R ( F ° , G ° ) , max 1|FJ-GJI :  1  s j  «  i}} , 

r» P r» P"J 

et nous appellerons C°(p^) l'ensemble des sections continues de p̂  au-dessus 

de U. 

Voici les espaces fonctionnels dans lesquels nous allons travailler: 

LEMME 2. Quels que soient i € M, a  d M e t r > 0, 

Yr,a = fH € CW (Pi) : dr,a(H°'idQ) 5 R  ̂dr,a(H'^idQ ) < ">> ' r 

muni de la distance d1 
r, a 

, est un espace métrique complet» Q 

LEMME 3. Quels que soient l'entier j  6 [0, k]9le réel a € Cs(j),s(k)] 

ê t r e jO , r.(a)], 11 application $ définie par 

M H ) =  g ° H  0  A | 
w 
r 

est une contraction stricte de Y° ,̂ ne dépendant que de Aî  et de g | g . 
' r  r 

En particulier, la suite ^^(id^j 
w > 
r 

n -n , 
= g o  f I W 

r 

converge uniformément. 
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Preuve. Etant donnés H € Y° e t x € VI , on a r, oc r 

d(H o A ( X ) , S) < d(H o A(x), A(x)) + d(A(x), S ) £ 

* d° a(u, id i ). U(x)Ja +  | À ( X ) J * 
r 

* R «£ Ix_|a + cjxj *  r 

par (8)(b)  ̂c e qui prouve que $Q(H) : W > Q est bien définie et ne dé-
r 7 

pend que de H, de Ai^ e t de gig • 
r r 

Pour tout Hj[ € Y 1 
r,a 

, on a donc 

d(*o(H1)(x), S (H)(x)) * Kr d(H -  A(x), H o A(x)) £ 

^ K .d ( H ,H). ca. |x Ia , r r, a 1  r  ~ 

d' où 

dl „(*„(Hi)' $ (H) )  ̂K  c a d (H,,H) . r,a o 1 o r r  r, a 1 

Puisqu'on a K r % <  1 d'aprè s (8) (a) , i l ne reste donc plus qu'à 

prouver l'inclusion $ (Y° )  <= Y° .  Or, o r, a r,o c 

d(*o(H)(x),x) * d(*Q(H)(x), $o(idQ| w )(x)) + d(g o A(x),f o A(x)) 
r 

* (Kr d°)a(H, idQ) + d°ja(f,g)) c«|xja * R |x_|a 

d'après (8)(e). • 

LEMME 4. Quels que soient 1 ' enti er i  £[l,k], le réel a G [S( J¿ ), s(k) ], 

le réel r e ]0, r£(a)] et i £f<xcc: les hypotheses du 

théorème du point fixe à tiroir (4.2.1) sont vérifiées par Y = Y*~* i 

Y x Z = Y1 e t w = où , -pour H € Y1 e t x € W ,fvvv r,ot — i  -vv—* • dffr, a —v vvr 

» . ( H ) (x ) = i 
W¨¨ 
^ù;; (A(x)) 

g ° H  (A(x)) • wx::!^$c\\ 

(le ° désigne la composition des jets), et l'application S. 
i Y1 r, a 

ne dépend 
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que de .i .- 1 

r 
et de g|B . • En particulier» l a suite $£(JW idQ ) = (Sn.f"n ) 

r r 
converge uniformément» 

Preuve» Pour chaque j £ IN , soit ZJ l'espac e de Banach 

[Hj e C°(W , LjÛRm x E>]Rmx E)) : | Hj | .  < »} r s  r.cc- j 

muni de la norme |»| . , et soit Z = Z* • •r,ot-j' r, a 

L'identification de J1(Q,Q) à J1" (Q,Q) x L*ÛRmxE, ]RmxE) induit une 

identification de Y1 a  Y x Z donnée par 
r, oc 

Yr,a ì H ^ ( H i - l »  H Ì - ( D Ì i V l W > 6 Y * Z 

où h\ ^ = (H°,- - - ,H1 * ) désigne la composée de H  ave c la projection canoni-

que J * ( Q , Q ) y  V Q , Q ) . Moyennan t cette identification, posons, pour chaque 

(y,z) 6  Y x Z , 

• ^./y) = $i(y'z)i-i 

«^(y.z) = S.ty.z)1 - ( Di i d̂  ) J w ; 
r 

ces formules ont un sens, car l'argument donné pour i - 0 dan s la preuve du 

lemme 3  montre que $^ est bien définie sur Y x Z , et n'y dépend que de 

jj, (f ^) et de gi ;  en outre, d'après la formule de Faa-di Bruno (appendice 
r I B 

r 
1), l a fonction $^(y,zK ^  es t indépendante de z. 

Supposons que ^  soi t une application continue de Y  dan s Y  , 

possédant un point fixe attractif - hypothèse de récurrence vérifiée pour 

i = 1  d'aprè s le lemme 3  . 

Admettons temporairement que $L(YxZ) c Z . La formule de Faa-di 

Bruno montre alors que, pour chaque H 6  Y , 

vH : z , ^  ^(H.z) 

97 



M. CHAPERON 

est une application affine de Z  dan s lui-même, d'application linéair e asso-

ciée 

z, )(x^Dg(H00A(x)).zMx)).(D( f 1)(x) ) 1 

La norme de cette application linéaire n'est autre que Lip(v ), et l'on a 
H 

donc 

VH € Y , Lip(vu) < K c a 1 L1 < 1 ' 1  H  r  r  r 

d'après (7) et (8) (a). 

Pour pouvoir appliquer le théorème du point fixe à tiroir à $ , 

il suffit donc de montrer que es t une application continue de Y x Z dan s 

Z . Or, on a le 

•H-
LEMME 5. -(i) Quels que soient j  ̂IN ,  m1,..-,m̂  € IN ,  ipx^:l^<j e t 

l^q<m^} c ]N* vérifiant Z p ^ =ietn€{l,...,j} , on définit une appli-
4 ,q , q 

ml m n 
cation continue B : Y° >Ln( Z ,..., Z n \Z) (espace des applications 
— — — — — — — — — — r , oc r , oc r , oc 

ml m n n-linéaires continues de Z x--.x Z dans Z) par —; —  r, a r, a 
m m 

B(H°)(z 1,-.-,z n)(x)=DJg(H0oA(x)). 
1^<3 

m* 
H (A(x)) . 

l<q<m^ 
DPi'q(f"1)(x) , 

où H 

cxv 
w< 
z pour 1  ̂i  <,  n 

D 
m. 
idQ pour X > n . 

( i i ) Quels que soient 
-X- -ft 

j € IN e t m, , . . . ,m . 6  M 
1 3 

véri fi ant £ m̂  = i , 

on définit une apDlication continue C : Y° —> Z pa r *-* =  r  , a T  1 

C(H°)(x) = (Djg(H°oA(x))- Djf(A(x))). 
<ww;:ù$ 

D *(f-a)(x) 

La formule de Faa-di Bruno (Appendice l), appliquée à e t à 

D* ( f o f ^ ) (alias D*id ), montre que, pour tout H £ Y* ,  $*(H) est la somme 
m m  r,0 C 

de C(H ) et des B(H )(z ,..., z ) , où z =  H -(D id)| •  Par conséquent, le 

98 



CLASSIFICATION DIFFERENTI ABLE : OUTILS ANALYTIQUES 

lemme 5 implique bien que §X es t une application continue de Y x Z dans Z, d'où 

le lemme 4 . 

Preuve du lemme 5. Point (i) On a, pour tout x €rr<< rr < , 

m m 
|B(Ho)(z \ . . . , Z n)(x) | < lD3g|r?0-

!<^<n 
zmm: 

r, oc-m̂  1<X<j 
l<q<m^ 

xc;:lùù$o* 
ù<<a$$ùùb r,0 

x :^$ 
^^^l 

ce qui prouve que B est à valeurs dans Ln 
m . m 
Z 1 ,...,Z " ;z: 
r , a r  , a 

car on a évidem-

ment a-i < (a-m^) pour 1 < i  <  n . La continuité de B  vien t de ce que D̂ g 

est uniformément continue dans B 
r 

Point (ii). Quels que soient u et v dans Y° ,  on a n r  ,oc 

(9) I (D^g) o U o A.-(D̂ g) o V o Al .  < oo ; 
R,a-I 

En effet, ou bien j < t(k), auquel cas D^g est lipschitzienne, ou bien 

j = t(k), et alors i - j = k = t(k) > s(k)  ̂a  ,  donc ot -i = 0 . En outre, il 

est clair que iD̂ g 0 u « A.D ĝ o v o A|̂  ^ ^ ten d vers 0 quan d u  ten d vers 

v (parc e que (D^g)|g es t lipschitzienne dans le premier cas , parce qu' 
r 

elle est uniformément continue dans le second). Ceci achève de prouver que, 

si C(Y° )  c Z , alors C  es t continue Y° — ^ Z . r ,oc r  ,oc ' 

Or, d'après l'hypothèse (i ) du théorème, on a 

l(DJg) o A-(D3f) O A ,  . . < «> e t donc, a fortiori, 
r , S \ K J - J 

(10) (D^g) o A - (D^f) « A .  < oo 
r , X  - 1 

en vertu des inégalités i > j e t o c < s(k). En écrivant 

(Djg) o H° o A -(DJf) O A = ((D3g) o H° o A - ((Djg) . A)) + ((Djg) o A - (Djf) 0 A) , 

on déduit bien de (9) et (10) l'inclusion C(Y° )  c Z . • 
r, a 

99 



M. CHAPERON 

Il nous reste, si k = œ, à montrer que le domaine sur lequel la 

suite (j gn«fn)|^ converge uniformément ne diminue pas quand i augmente : 

LEMME 6 . Pour tout réel a  6  [s(o), s(k->)] et tout 

r £ ]0, r (a)], toutes les suites (jw (gn0f"n)) c ^ ( O ^ k ) convergen t 
O — — — — — — Y i ^  n  t 11 B 

uniformément » 

Preuve. Il résulte du choix de r que j^ (gn 0f~n) est bien définie pour tout 
r 

n (voir la démonstration des lemmes 3 et 4). Pour tout entier 4 ^ k, puisque 

c es t < 1 d'après (2), il existe n0 € IN tel que l'on ait A ( W ) c W ,  où 

£ n 
r0 est choisi (par le lemme 4) de manière que (jw (g 0f-n)) c converg e J* W  n  t iN 

ri 
uniformément. On conclut en écrivant, pour tout entier n  ̂n ,̂ 

cx 
3W 
r 

A nç n-iiç nç-n -n» 
(g\f-n) =  d* ( g '( g •  f )  . * >• D 

r 

Il résulte donc du théorème 4 de (1.3) que, pour tout r €]o, rQ(oc)], la 

limite de (j.r (gnof"n)) c  ̂ , es t le jet d'un germe en W d'applicatio n Ck, 
"r ' n c  J N r 

dont le germe en 2 est tangent à celui de l'identité en tout point de £, et 

appartient donc à *^(Q) • 

4 
Exercice. Evaluer pour 0 ^ 4 ^ k < œ < < la différentiabilité de (j h)|w . 

Dans ce qui suit, nous désignons par ^^(Q) l'espace des germes en 

k 
£ d e champs de vecteurs C su r Q tangents a £ . 

Voici un théorème que nous allons utiliser par pure fantaisie pour 

prouver le Lemme 1 de (4.1) si G - E , mais qui nous sera extrêmement utile 

Dar ai 1leurs : 

THEOREME 2. - Sous les hypothèses du théorème 1, soit 9 = [f]̂  - on a donc 

G = j™ •  Pour tout k t  m"" u H  et tout z = j*(k) Y  , avec Y  6 ^(k)(Qj, si_ 

l'on a 
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( 1 1 ) 
(a) 

(b) 

.s(k) 
xvv 

.k w<lm^ù 

gg w 
.s(k). . 
JE ld Q 

= ik ¥ 

alors 

( 1 2 ) 
4 * =  Í idQ ' 

De même, pour tout £ n,;: t(k) J w h , avec ß e ô^(k)(Q) , si 1'on a 

(llbis) 

(a) .s(k) ß = 0 

(b) jk(**ß) = jkß , 

alors 

(12bis) ik ß = 0  . 

COMMENTAIRE.- Un trait subtil de cet énoncé est le suivant : alors que (ll)(b) 

semble dépendre du choix de < P (e t non seulement de Ç), (12) montre qu'il 

n'en est rien. 

Démonstration du théorème 2.- Les notations sont celles de la preuve du théo-

rème 1 , avec g - f . 

- Pourquoi (11 ) implique (12). Soit h  u n représentant de Y . D'après (il) 

(a), pour tout entier i € [o,k] et tout r > 0  asse z petit, h  appartien t 
r 

à Y /. \ • D'après (ll)(b) et les lemmes 3  et 4  , i h  es t donc l'unique r, s ( i ) ^  W  H r 

point fixe de $. dan s Y1 ,.. , c'est-à-dire i 1 i d„ . Pour k < » , cela F i  r,s(i ) JW r Q 

termine la démonstration ; si k = œ , on conclut par le même argument que 

dans le lemme 6. 

-Pourquoi (llbis) entraîne (l2bis). Soit V  u n représentant de (3 . Pour tout 

r > 0  assez petit, tout réel a> 0  et toutmx w€nn<< , on a, d'après (llbis)(b), 

Iv(x)| = |Df(A(x)).V(A(x))| < K - IV ! .ca.| x T , 
r r , a r 

et donc 
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IVI < K c a|v| 
r, a r  r  r  ,a 

Si a = s(0), on a |v | <  » d'aprè s (llbis)(a) e t K  c a < 1 pou r r  asse z r ,oc r  r  1 

petit, donc 

Ivi = 0 , c'est-à-dire V| =  0 . r,s(0) W r 

Etant donné un entier i 6  [l,k], supposons donc prouvée l'existence de r.> 0 

tel que 

.i-1 

r. i 

V = 0 . 

Pour tout r £ ] 0, r^] asse z petit, tout nnréel oc e t toutb ^^x 6 ^^ , o n a donc, 

d'après (llbis) (b) et la formule de Faa-di Bruno, 

D1V(x) = Df(A(x)).D1V(A(x)).(D(f"1)(x)) 1 

et donc 

IDWI .  S  K  c™" 1 I / I D M 
r,a-i r  r  r  r ,a-i 

Si oc = s(i), on a I D1 V | .  < oo d'aprè s (llbisMa) et K c a 1 L1 < 1 
r,oc-i y r  r  r 

pour r  asse z petit, donc 

D V , . . =  0 , d'o ù j  V  = 0 . r,s(i)-i '  J W r 

Cela termine la démonstration (en utilisant l'argument du lemme 6 si k = »).• 

EXERCICES 1. - Sous les hypothèses du théorème 2, on suppose que Ew]^ es t 

la variété instable de 9 en E  , ce qui signifie qu'il existe r > 0 tel que 

les deux propriétés suivantes soient équivalentes : 

(i) x e w 
r 

(ii) fn(x) € B pou r tout n € IN , et lim sup d(fn(x),Z)^n < 1 
xw^^ 
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Montrer que, si Y : [w]^_̂  [Q]y est un germe de plongement C1 

véri fiant W • y = Yo(^lw , alors v ( [ w ] £ ) = [ w ] .  Par conséquent, 1'ensemble 

Z = {jw h : h t ^(Q) et ĵ <p h ) = j^h] 

est un groupe. Si Zq désigne le centralisateur de ĵ  9 dan s {j^ h:h 6 ^(Q)}, 

montrer que le théorème 2  s'exprime ainsi : le morphisme canonique (restri-

ction) de Z  dan s Z es t iniectif. 
o d 

2.- Prouve r que le dit morphisme est un isomorphisme (soient U 3 £ 

un ouvert de Q et h : Q  u n plongement tel que j ^ h € Zq . Montrer qu'il 

existe r > 0 te l que la suite ( ĵ  (f"o h of~n))n ^  ̂converg e uniformément ; 
r 

la limite est une section holonome S  d e la projection-source J6°(Q,Q) —y Q ; 

il est clair que Cs]y appartien t à Z et a pour image ĵ h pa r le morphisme 

canonique Z —\ Z ) .Ce résultat rend (4.4.2 ) beaucoup moins mystérieux. r o 

DANS CE QUI S U I T , ON SUPPOSE QUE M = I X ïï" ( l'appendice 6 (A6.1) es t plus 

général sur ce point, mais plus restrictif par ailleurs). 

Désignons par 3 le filtre sur Q engendré par les 

Vr = {x £ Q : d(x,W) < r} avec r > 0, par C • 3g les germes suivant 3 et par 

la notation <P : CQ3 g ^CQ] g les germes <P : CQ3 g ^ Q tels que, quels 

que soient U € g et le représentant f : U ^Q de <P, on ait f (V ) £ 3 

pour tout V € 3 (et donc en particulier 9 (W) C W). Appelons « ^ ( Q ) l e groupe 

des germes 9  : [Q3 g ^ [ Q] g d'applications Ck (  O k̂ - ©o) tels qu'il existe 

un germe Y : [Q3 g » CQ3 g d'application Ck vérifiant <P o Y = Y o q> =[id3g (en 

d'autres termes, pour tout représentant f d'un tel ̂P, l'image directe et 

l'image réciproque par f de tout élément de 3 sont dans 3» et il existe un 

ouvert U £ 3 tel que f|TT soit Ck-difféomorphisme sur f(U)). 
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Nous dirons que deux éléments j<^kk et< f de <(0< <<£ k   ̂œ) SOnt 

égaux hors d!un borné lorsque ce sera le cas de deux applications f et g 

de U £ 3 dans Q vérifiant [f]g = 9  et [g]g = Y. 

THEOREME 3 . Soit <P € -$j(Q) un germe tel qu'il existe deux ouverts U € S et 

U' £ 3 et un représentant f € Dif f°°(U, U') de 9  vérifiant 

(i) 
V k € JN*, Dk f et Dk(f~1) sont bornées 

3 c € ]o,l[ : V x£ U',d(f"1(x),W) £ c d(x,W). 

11 existe ssI,° U H P  teHe que S(W*) c IV* et que, pour tout kÉW*U H  , 

si t(k)=max{k,s(k)} et si W£  est égal à 9 hors d'un borné et vérifie 
u 

.s(k) ... .s(k ) ,n _  n  . , /1Tr+ n m"~n> t rk 
JW J W alors la suite (Y o  <P ' n £ converge au sens C vers 

un germe h £ -$g(Q), ce qui signifie la chose suivante : quel que soit le 

représentant g jie Y, il existe rQ > 0 tel que, pour tout r € ]o, Ij i 

suite (jk g n o f"n)n £ soit bien définie, converge uniformément sur tout 

compact et ne dépende que de f | y _e t g|y , et l'on a h  = [Hr33 € ig(Q), 

ou =  lim g »  f ) v • 
n-*to r 

Le germe h vérifie donc 

(i) h  = jk id 

et 

(ii) h o 9 = Y o h. 

Démonstration du théorème 3  . C'est celle du théorème 1 , 

la seule différence résidant dans les notations : on désigne ici par x l a 

projection orthogonale de x € Q sur l'orthogonal de F dans E, c'est-à-dire 

que l'on a |x | = d(x,W), et l'on pose W =  B (= V ) = {x € Q : |x I  ^ r] . 
r r  r  -

Les notations d° Ql |.| a  et Lip étan t alors définies par les mêmes formules r, p r , p r  ^ 

que précédemment, on note A (x) = A(x) , 
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A = f"1, C q = lim |a_| 1 , R = 1 -c , 
r-.0 ~  ' 

K =  lim Lip f = lim Df e t L =  lim D A o * r r , o o  r , o r-.o r-* o r-> o 

Ayant défini s par la même formule qu'antérieurement, on fixe k £ IN U  {c»} 

et l'on choisit un Y vérifiant les hypothèses du théorème 3, un représentant 

g de Y égal à f hors d'un borné, on introduit les notations c , K e t L 
r r  r 

comme précédemment et l'on reprend sans rien y changer la preuve du théorème 

1 : du fait que g et f sont égaux hors d'un borné, K -  K e t d° (f«g ) 
° r  o  r , oc ° 

(0  ̂oc  ̂s(k)) tendent vers 0 si r »  0, et le s ^^\\f sont bornees et 

lipschtziennes (resp. uniformément continues) pour r  asse z petit. 

Pour voir que h  = lim ^ °  "̂ appartien t à -^(Q), on montre d'abord 
n-*œ 

que h est un germe C QJ^ ^ [ Q]^ >  ce qui est facile ; il ne reste plus alors 
qu'à remarquer que l'on peut, dans toute la démonstration, échanger les rôles 

de f et de g, ce qui permet de voir que le germe lim 9 

(4.2.3) Conséquences ; preuve du théorème de Sternberg 

Commentons par ce qui nous a servi de prétexte (4.1) : 

wxx^^$$vfe dmù$ 
CQJ<<^$^ DDW<<^ [Q]^ 

d'application de classe Ck est égal à h • 

THEOREME 1. Soit p £ ^c^a £1 L X ^ a est une variété de dimension finie 

~1 0 0 

et G  = ]R ou 2Z . Sî  p (1) est hyperbolique, alors p est C -linéarisable si et  

seulement si il est formellement isomorphe à [p"'"] ÇX£Q } • 

Démonstration. Si E = T X , on peut évidemment supposer que (X ,a) = (E,0) et 

M - (p ) 
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Il s'agit alors de prouver les lemmes 1 et 3 de (4.1) . Pour cela, 

nous allons utiliser les résultats de (4.2.2) avec Q = E et 2 = [o]. 

Preuve du lemme 1 de (4.1) . Soien t f = p* (1) et g un représentant de p'(l). 

Si =  [x £ B* : |x|  ̂r}, le théorème 1 de (4.2.2), appliqué avec W = E*, 

implique l'existence d'un r > 0 tel que les suites (j -̂ g n 0 f~n n̂ £ e t 

( S 0  f )R ç convergen t uniformément. On déduit donc des 
r 

théorèmes 4 et 5 de (1.2) qu'il existe h £ -0°° (E) vérifiant 

(à" h) 

s 

lim 
ln-.oo 

cw 00 

w 
r 

g 
-n 

o f ) 
o 

if h ) 
E" 

lim 
n-*œ 

(j _g 
w 
r 

-nx 
o f ) E" 

et donc 

(1) (jœ W D ) i A 
'E+ U  E" 

= ( A p' C D l o ) , + . 
' E U  E 

d'où le lemme si G = 7L . 

Si G = 1R, soient £ e t le s générateurs infinitésimaux de 

C P 1 ! ]Rx{0 } et h*p respectivement. On a évidemment (h *p(l))^ ^ • = ^', d'où, 
d'après (1), en posant v|> = [^(l)] , 

(3°°(^C Ç' -  ^' ) 

| E U E " 
= 0 

Le théorème 2 de (4.2.2), appliqué avec p = 5 > _ç et, successivement, 

(<p,W) = ( ^ , E ~ ) e t (cp,W) = (\|>~ , E + ) , donne donc 

xw,!$$^^ 
jœ WD)i A 

'E+ U  E" 
^ù (3°° g) 

'E+ U  E " 

d'où le lemme. • 

Preuve du lemme 3 de (4. 1) - D'aprè s le théorème 3 de (4.2.2), appliqué à 

W = E+, <P = [p^UJlcj et Y = [îf(l)]cj ,il existe r > 0 tel que la suite 

(H I77 ) r -MT converge au sens C00. Pour tout r' > 0 , il existe ^ € ]N tel que n V n   ̂UY 
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l'on ait ph ^^ V  ^  V ,  d'où l'on déduit que la suite r' r 

Hn|— =  R( )̂ o(Hn_^|Y ) o p* converg e au sens C . 
r'^^^lkw<$$ n r<^^$$$  r ' 

REMARQUE. La section (A6.5) de l'appendice 6 contient une version "infinitésimale" 

du théorème 1 de (4.2.2) permettan t d'éviter le recours au théorème 2 dans la 

démonstration précédente. % 

NOTATIONS . Soient M une variété riemannienne compacte, E+ et E deu x espaces 

euclidiens non triviaux, Q = M x E+ x E mun i de la distance riemannienne 

produit ; nous noterons 

W+ = M x E+ x {o} <= Q , w" = M x {o} x E" c Q, 

S = W + H W " = M x {o} x {o} c Q , 

et écrirons chaque x £ Q sous la forme (*Q, X+ » X ) € M x E+ x E~. Pour 

chaque (germe d') application f à valeurs dans Q » nous noterons fQ(x) = 

f(x)Q et f+(x) = f(x)± ) et nous désignerons par ^(Q) ( 0  ̂k  ̂») le groupe 

des germes [Ql^^de Ck-difféomorphismes , et identifierons parfois £  à  M . 

THÉORÈME 2. Soit <P € wù 
^m 

Î(Q) un germe possédant les propriétés suivantes : 

<p(Lw+]s) m ^$w< 
kmù 

et <p(Cw']s) ^^ 
<wn,;à= 
jœ WD)i ù 

max • i ôq>+ 
w,ôx 

+ 

(x) : x6 E} = c+ < 1 
O 

et max lôOp-1)-

^ 7 
(x) : x  € S}= c" < 1. 

o 

Alors : 

(i) Il existe une application t : IN U Ico]^ vérifiant t(]N ) c 2N tell e 

que, pour tout k ê W* U [»], si T 6 ^(k)(Q) vérifie j*(k) Y = j£(k) <P» 

alors ¥ soit conjugué à M 5 dans *^(Q) • Cela reste vrai si E+ ou E~ est trivial . 

(ii) Il existe une application s : H U  {«>} £>, telle que s (» ) = » et 

que, pour tout k € If * U {»} , si Y € -^(k)(Q) satisfait 

(js(k)Y) 
cvn; 

= (js(k)<P) 
;^$ 

et (j*V) 
$$m 

m (A)|c<;;$ 
1 w" 

la propriété suivante 
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soit vérifiée : quel que soit h n 
kù$ ù 

$ 
*ù 

(Q) tel que 

^^f (k) 
h 
-1 

ffo w+ 
$^^ (js(k)<p) 

^^ 

.k 
3 

h o 
-1 

o 9 o h ^^ ^^ (jk <p)l 

tout germe h k [ Q -
^jk 

J2 — > Q d'applicatici 
cs(k) 

satisfaisant 

Y o h = h o 9 

(à 
s(k) 

h) 
w4 

kkm$ W" 

( s(k; (h 
o $$ù 

^ùù 

- ) } | + 
w ' w 

se prolonge en un unique germe h : [ Q ] £ * Q d'application continue, qui 

appartient à - E ; ( Q ) et vérifie 

h "1o Y o h = 9 

(jk h ) 
W" 

m ̂$$ 
^ùm h 

o Ir 

Commentaires sur (ii). - D'après l'exercice qui suit la démonstration du 

théorème 2 de (4.2.2), les germes en 2 des variétés W+ et W~ sont invariants 

par hQ ; seul le jet de hQ le long de W+ U W intervien t donc dans nos hypo-

thèses. 

- Pour bien comprendre l'objet de ce résultat, il est conseillé de 

relire le commentaire géométrique qui termine (4.1) . 

- Nous verrons dans (4.4) que l'énoncé (ii ) permet pour 2 = {o} 

et k = œ de construire toutes les conjugaisons de M5 à Y dans *^(Q). D'après 

(i), ce problème équivaut d'ailleurs à la recherche du centralisateur de 9 

dans -^(Q). 

- Ii est possible de raffiner un peu les choses en prenant pour h 

+ -  s(k ) -
un "germe en 2 de germe en W N . W d'applicatio n C d e Q s W dan s Q " 

(le filtre qui sert a définir cette notion est le filtre des intersections 

de voisinages de £ dans Q et de voisinages de W+ -^W dan s Q ) . Dans ce 
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cas, l'unicité de h ne s'obtient pas par simple prolongement continu, mais 

en utilisant la relation de conjugaison. 

Démonstration du théorème 2. Nous allons nous ramener aux théorèmes 1 et 3 

de (4.2.2) ; pour pouvoir appliquer ce dernier, il faut étendre 9  en un germe 

de difféomorphism e le long de W+ (ou de W ), ce qui va être notre première 

étape dan s ce qui suit, nous ferons don c 1 * inutile (voir l'appendice 6 , (A6.2) ) 

Hypothèse supplémentaire. Si B € C°° (M,GL(E+xE )) est donnée par 

B(x ) = o 

ò(q>+,q> ) 

ö(x+,xj (XQ, 0,0 ) , 

il existe F € Diff°°(Q) possédant les propriétés suivantes : 

(a) F(x) = (<P ( x ) , B(x ).(x ,x )) au voisinage de S. o o  o  +  -

(b) 

(i) F(W+) = W+ et F(W") = W" 

(ii> 
supl I X -1 |F (X) I  : x € Q  ^  W* } <  1 

sup $^$ -1 | F " 1 ( X) I  : x €  Q  w+ } <  1 

(iii) Il existe C € GL(E+ x E~) tel que F(x)=(q> (x ).C(x ,x )) hors d'un 
'o o  + compact. 

Exercice.Dans nos applications du théorème 2, on aura 

V x € Q, (<p ( x ) , B(x ) (x ,x )) = exp V(x), o o  o  +  -

le champ de vecteurs V vérifiant (V(x)+|x+ )  ̂X+|x+|2 et (V(x) |x )  ̂X~|x |2 

pour tout x € Q, où (•!•) désign e le produit scalaire et X+ < 0 , \~> 0 

deux constantes» Montre r qu'en pareil cas notre hypothèse est satisfaite. • 

LEMME 1 . Il existe un représentant f € Diff°°(Q,Q) de 9  possédant les proprié-

tés suivantes : 

(i) f(W+) = W+ et f(w") = W" . 
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(ii) 
' sup [Ix I" |f (x)I ; x 6  Q  v  W"] = c+ < 1 

sup [|x_|"1|f"1(x)_| : x € Q  ̂W+] = c' < 1. 

(iii) f(x) = F(x) hors d'un compact. 

Preuve. Soient f1 un représentant de  ̂et u G C^OR,[0,l]) une fonction telle 

que 

u"a(l) = 3  - », 1 3  et u"a(0) = [2, oo[ . 

Si l'on munit C*(M,M) de la topologie fine (qui coincide avec la topologie 

compacte ouverte), on montre sans peine que l'application 

E+ x E" 3 (x ,x )j >  (x , >f»( x ,x ,x )) £ C1(M,M) 
+ -  '  o  '  o o  +  -

est continue dans un voisinage de (0,0) ; l'image réciproque de l'ouvert 

Diff (M,M) est donc un voisinage ouvert de (0,0) d'où l'on déduit immédiate-

ment que, pour a assez grand, l'application $ :  QÇ? donnée par 

* (x) = (f;(x , u(a(|x+|2+|x_|2)).(x+,x_)), x , x_) 

est un C°°-difféomorphisme. 

Un tel a étant fixé, définissons g :M i C (E+xE~,E+xE~) et 

A : M ^  GL(E+xE") par 

(f;(x , u(a(|x+|2x_|2)).(, x , <<^x_) 

. A(x ) = D(g (x )) (0,0) 
o o c o 

Pour tout P > 0, soit G R  : Q P l'applicatio n donnée par 

G 0  °$_1(x) = (x ,(A(x ) + u(ß(|xJ2+|x |2))( g (x )- A(x )))(x ,  x )) a, ß oc o o + - a o o  +  -

Quand P ^oo, on vérifie facilement que Ga,ß 
n^^ 
a 
-1 1 

tend au sens C (pou r 

la topologie fine) vers l'application 

x| *( x , A(x ) (x,x )). 
y o  o  +  -

Pour p assez grand, G R  appartient donc à Diff°°(Q,Q), et possède en outre 
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les propriétés suivantes : 

[G AT =  ,̂ G R(W+ ) = W+ et G R(W" ) = W" . oc,ß ̂  a,ß oc, ß 

sup l|xJ _1 . |g R(x) J :  x e Q >v W'} < 1 
+ O C « P + 

sup {|x I"1.|g~1R(X) I : x € Q ^ W+} < 1. 
— O C 4 P — 

Il suffit donc, a et p étant choisis assez grands, de définir f 

par 

f(x) = G o(x ) lorsque 
ou P 

k l 2 |x |2 est < Y 

^F (x) sinon , 

où y est un réel > 0 convenable. • 

Preuve du théorème 2(i). Si W = W* , soient s^ et s2 : TN** U {°° le s appli-

cations associées respectivement a <P pa r le théorème 1 de (4.2.2) et à 

wwwidt pa r le théorème 3 de (4.2.2) e t soit 

t = S±  o  s2 . 

Pour tout k € TN U {»} et tout Y 6 wvv (k) (Q) vérifiant 
(f;(x , u(a(|^<o 
(xu<<(a(|<<x+|cc<<< 

théorème 1 de (4.2.2) implique 1 ' existence d'u n h 6 
vn,;: 

(Q) tel que 

s„(k) 
(j z H*Y ) 

Iw+ 
;p^^ ̂ nn;(j <P ) 

Iw+ 

-1 
(où l'on a posé h^ Y = h^ o  Y o h^) . 

Le procédé d'extension décrit dans la preuve du lemme 1, appliqué 
-1 ,  * ^ É  S2(k> , 

a ( p 0(11^) , permet d'obtenir un e  ̂Diff (Q,Q ) égal a id^ en dehors 

d'un compact et vérifiant 

j 
W+ 

s2(k) 
e = j 

s (k) 

^$* 
idQ et Ce]2 = 9-1 (h* ï ) . 

D'après le théorème 3 de (4.2.2), il existe € mù$^^ 
^$cvv;; tel que 

h*[f ° e]g = Cf3g , et donc h* Y = 9 , o ù 

h = hl ° [h2]2 G;;^^^^wx<<<tyrr D 
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Exercice» Prouve r que [f]g et (donc) [f o elcr appartiennent bien a & 2 
a 

(k) 
( Q ) . 

Démonstration du théorème 2(ii). Soit s : ]N U  [œ)<? l'application associée à 

[f]^ par le théorème 3 de (4.2.2), et soient Y, hQ et h trois germes d'appli-

cations CS^k^ vérifiant nos hypothèses. Comme Cw+]^ et [w 3̂  sont invariants 

par hQ, le germe h* Y a les mêmes propriétés que Y ; en remplaçant Y par 

h"* Y et h par hQ °  h, nous pouvons donc supposer que 

(2) ho = [idQ32 * 

D'après la preuve du point (i), il existe un g € DiffS^k^(Q,Q) 

représentant Y, égal à f en dehors d'un compact et vérifiant 

(3) .s(k) 
J + W 

g = 
.s(k) 
3 + f et 

.k 
3 g 
W" 

xw <<t^$$ 
lmù^$w< 

LEMME 2. Il existe un unique germe h1 : [Q \ W"3 +  <<w^$ùù^^>Q d'application^ mz 

vérifiant Ch.3v = h et g o h. = h. ° [f3 •  De plus, on a jS^k^ h.=jS^k^ id^ . 
1 L ~  1 1 w + w+n X 1  w+v5 : Q 

Cela résulte immédiatement d u lemme l(i)-(ii) et de (3). • 

LEMME 3. Il existe un germe h„ : L  QJ iP* d£ C - difféomorphisme tel que 
W+ 

[h03v = Cid~3v >JS^k^ ho = J^k^idU e t qu'il existe un ouvert borné B 01 W+ 

pour lequel [h 3 =  [h .3 

W+ b 

Preuve. Soit :  U \ W~ u n représentant de h^, où U est un voisinage 

ouvert de W+ tel que l'on ait t(xQ,x+,tx ) : x € u} <= U pour tout t € [o, l3. 

Il suffit de prendre h0 = [H 3 ,  où H :  U es t défini par 
2 2  w+ 1 

H2(x) = x pour |xj2 * 1, H2(x) = H^x) pour |x+|2 * 2 

et , u désignan t toujours la même fonction , 

r HQ(x) =  H.(x , x , u(3-|xJ ) x ) 2 o  l o + +  - o 

H2(x)+ = x+ + u(3-|x+|2)(H1(x)+ - x +) 

pour 1 < |x+|2 ^ 2. • 
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Exercice. Vérifier que es t bien un germe de difféomorphisme. 

LEMME 4. Il existe un germe € w< 
^$$ 

[k)(Q) égal a CP1 ^^^^ en dehors d'un 

borné, et tel que ̂$ 
ù^^ m^ù 

= h* [g] 
1 w + 

En effet, le germe ti* ff 
bw 

est égal a Cf ] 
w+ 

en dehors d'un borné. 

D'après le théorème 3 de (4.2.2), la suite (Yn o ^^ ù  converg e 

au sens Ck vers un h' £ -^(Q) vérifiant (donc) h' 0 9^ =  ̂o  h'. En outre, 

il résulte du lemme l(i)-(ii) et du lemme 4 que h' est égal à Cidglg en 

dehors d'un borné. 

LEMME 5. On a h2 Ch«] 
V QvVf 

^ù$$wx 

Preuve» La relation h' o <P = o  h' implique évidemment que 

h' . C^.] = y. o [h'] ,  c'est-à-dire, d'après le lemme 4, 
1 u+ 1  w + 

h» 0 [f] =  ( « [ g ] ) o Ch'] , 
w+ 2  w + w + 

soit 

(4) (h_ o Ch'] )  o [f] = Lg] A o (h9 o [ h ' ] ) . 
2 w + w + w + 2  w + 

De plus, puisque h' = CidQ en dehors d'un borné, il résulte du lemme 3 que 

(5) h. « Ch'] . = h. en dehors d'un borné. 
2 W + 1 

Or, pour tout borné B  C W+, le lemme l(i)-(ii) implique que ĥ  est 

entièrement déterminé par Ch.] e t par la relation 
W \ B 

hl Cf 
l(KW" W+ 

= g ° h1 » 

d'où le lemme d'après (4) et (5). a 

Le théorème 2(ii) en résulte avec h = Ch0 ° Ch'] ]v . • 
2 w + z 
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Nous allons en déduire le théorème de Sternberg , tel qu'il est énoncé dans (4.1) : 

COROLLAIRE. - Soient p  € Act^(G,X) et_ p ' 6 Act̂ f (G,X'), où X 3  a et _ X • Э a' sont  

deux variétés de dimension finie et G = IR ou 7L . Si^^d) est hyperbolique, alors; 

p et p' sont C -isomorphes si et seulement si ils sont formellement isomorphes. 

Démonstration. D'après le théorème sur l'existence, l'unicité et la différentiabili-

té des variétés stable et instable d'un germe hyperbolique de difféomorphisme 

(cf.Irwin ou (4.4.2)), on peut supposer que (p = p(l) vérifie les hypothèses du 

théorème 2 (avec M = {0 } =  £). Avec les notations de celui-ci, on peut évidemment 

se ramener à ce que 

(X,a) = (X',a') = (Q,0) e t p° ° = 'p̂°° 

Le théorème 2  (i) implique donc que p^̂  e t p'^ ^ son t C  -conjugués dans ^q(Q) 

d'où le coroollaire si G = ZZ . • 

EXERCICE. - Si G = JR , prouver le corollaire 

1) en se ramenant d'abord ((4.2.2) , théorèmes 1 et 2 ) a u cas où les générateurs 
+ -

infinitésimaux £  et £' de p  et p 1 on t un contact infini en W U  W ,  puis des 
représentants locaux de | et £' étant choisis, en définissant le difféomorphisme 

+ 
local ( p envoyant l'un sur l'autre comme le seul qui vérifie près de W 

(cp-idj r _  =  0 , 
* 'S X E 

ou S  es t une petite sphère de centre 0  dan s E (pou r voir que ( p est C , 

utiliser le théorème 2 (ii)) * , 

2) e n établissant la version infinitésimale requise du théorème 2 (i) (s'inspi-

rer de (4 .1) et utiliser la section (A6.5) de l'appendice 6) . m 

REMARQUE. - Une version précisée de ce résultat (et du théorème sur les variétés 

stables et instables) sera démontrée dans (4 .4 .2)-(4.4.3) , au prix d'un peu d'algè-

bre . 
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(4.2.4) Intégrales premières 

Les hypothèses et les notations étant celles du début de (4.2.2), posons 

(p = Cfĵ , e" t définissons u : IN ^  IN pa r 

u(k) • 1 pour L <  1 o 

[k(l 
Log L 

o 
-Log c 

o 

ù+1^k 
^^^^wm 

sinon, 

où [ . j : IR—}2Z désign e la partie entière ; posons u (oo) =  lim u(k), et soit v  : 

IN U  {°°} —^IN U  {oo } l a fonction donnée par v(k) = max {k ,fi (k) } . Commencions par un 

analogue de (4.2.2), théorème 2 : 

THEOREME 1. - Pour tout k € IN U  l00 } , si_ a : [ Q ] ^ yTR est un germe de fonction 

CV^k) vérifiant J^k)« =  0 et _ ( jk(a 0 <p-a) ) |y = 0 , alors ( j^a) | y =  0  . 

Démonstration. 

Etant donné un représentant a de a, soit r un réel > 0 tel que a|fi soi t de 

v(k) r 
classe C e t que l'on ait 

(1) c <  1 r , f -1(W ) c w 
r 

et 

(2) jj (a of"1 - a) = 0. 
r 

Pour tout x 6 W ,  on a r ' 

|a(x)| = la » f_1(x)| s |al . . • c . I x I , 
r * i r  — 

d'où 

( 3 ) I a I .   ̂c I a| 1 r, 1 r  1  r, 1 

Comme aiv = 0, on a |a| .  < oo, et donc |a| = 0 d'aprè s (1) et ( 3 ) , soit 
|  ̂r , 1 r , 1 

a|w =  °-
r 
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Faisons donc l'hypothèse de récurrence que, pour un  ̂£ IN H[o,k-l] 

(le cas où k = 0 étant réglé), 

.4 
3W a  = 0 . 
r 

Pour tout x € W^, on a donc, d'après (2), 

/+1a(x) = / + 1(a . ^ ( x )) = D*+1a(A(x)). (D(f"1) (x) 

Par conséquent, quels que soient r' € ]0,r] et P ^ # + 1, on a 

( 4 ) p^$ ¿ + 1 a r » , M - l 

I ^+1 I K(k) 
Pour p <\i (k), on a |D a  lrt ^ - 1 < 0 0 ' car J£ a  = 0. 

c 
r 
6-X-l 

L 
r ' 

$$ 
D 4 + 1 a ̈£¨¨^^cxw ! 

Par définition de u , il existe r» € ]o,r] et p € IR n [l,u(k)j vérifiant 

M - l +  ! . 
r ' r  ' 

1-̂  + 1 Jb+1 

on déduit donc de (4) que |D a l r t p  X 1 = °' soit (D â j\ ^ =  0 . 

D'après (1), il existe n € IN tel que l'on ait f~n(Wr) c Ŵ t tce 

qui prouve que 

Ml Ml, --n * n  B 
3W a  = J w ( a o f )  = 0. s 
r r 

Remarque. Bien entendu, seuls les jets de W et de a le long de W intervien-

nent dans cet énoncé. 

Voici maintenant l'analogue du théorème 2 de (4.2.3) : 

THÉORÈME 2 . Sous les hypothèses du théorème 2 de (4.2.3), il existe une 

application m  : IN U [œ] telle que m"1(00) = {°°3 et que, pour tout 

k £ ]N U{°°] , la propriété suivante soit vérifiée : quel que soit le germe 

OCQ :  CQ 3^ b  ̂ d'application cm^k^ satisfaisant 
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j m( k) (a 0 - y - ao )) / w+ = ow<M%<< 
^^$w¨¨¨¨<¨H ¨££<<,w<x:ù^^$¨£++$+WAZ 

(jk(<x »  <P - oc ))| =  0 , 

tout germe a 
[ Q \ <W-] -----R 

dW- '  application cm(k) vérifiant 

CWW¨£ 

Q \  W " 
= a 

(jm(k)(a- c QSW-
))) 

w+ 
= 0 

se prolonge en un unique germe a : CQ 3J; )  E  d'application continue, qui est 

k 
de classe C et vérifie 

• a ° <P = a 

(jk(â-a ))i =0 . 

La preuve de ce résultat est donnée dans l'appendice 6 , (A6.3) . • 

(4.3) Actions formelles des groupes élémentaires. 

Dans ce qui suit, G  désigne un groupe élémentaire c'est-à-dire un 

groupe de Lie (analytique) abélien isomorphe à F © lÈ  © IR̂  © Z?1, où ,  k et 

m sont des entiers naturels et F un groupe abélien fini. 

Nous noterons G q le sous-groupe compact maximal de G  (isomorphe 

à F © if ), 

H = G/ G 
o 

et N la composante neutre de H ; comme N est isomorphe a 3R , elle est cano-

niquement munie d'une structure d'espace vectoriel réel de dimension k. 

Exercices. 1/ Pour tout sous-groupe fermé S de G , les groupes de Lie S et 

G/S sont élémentaires. 

2/ Un groupe de Lie abélien dont le quotient par sa composante 

neutre est de type fini (comme 2Z - module) est-il élémentaire ? 
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(4.3.1) Représentations linéaires de G en dimension finie. 

On désigne par E un espace vectoriel réel de dimension finie et, 

pour tout groupe topologique abélien F, par Lk(F,E) (k € M) l'espace des 

applications continues et k-linéaires (sur Zj) de F dan s E. 

PROPOSITION ! • (i) Si F est un espace vectoriel réel, L (F,E) est l'espace 

k 
des applications k-linéaires (sur M) de F dans E. 

, ,  , k / s  * 
(ii) Tout element de L (G,E) est de la forme can A pour un 

unique A £ Lk(H,E), où can : G )  H désigne la surjection canonique et 
•ft 

can A(x^,•••,x^) = A(can x^,..•,can. x^) • 

PROPOSITION 2. Il existe un espace vectoriel réel G^ de dimension finie et un 

morphisme injectif j : H ^G ^ de groupes de Lie, ne dépendant que de G, et 

possédant la propriété universelle suivante ; quels que soient l'espace de  

Banach B, 1'entier k et_ A € Lk(G,B), il existe un unique A^ € Lk(G^,B)tel que 

(j o  can) Aß = A. 

(Si j' : H ̂ G'] R possède les mêmes propriétés, il est clair que 

(j' o can)^ € L^G^G'^) est un isomorphisme, et que j' = (j' 0 can)̂  o j •) 

Démonstration. Si l'on oublie "ne dépendant que de G", il suffit évidemment 

de choisir une identification de H à 7L kx ]Rm et de prendre pour j l'inclusion 

k m m ,  Tr>k+ m de Z x ]R dan s ]R 

L'objet "intrinsèque" annoncé est (par exemple) le quotient de 

]R ® H  par le sous-espace engendré par les éléments de la forme 

X ® (p.x) - Up.) ® x avec x € N et X, p, € ]R. • 

Une application de G dans un espace de Banach B est dite polyno~  

miale de degré k lorsqu'elle est de la forme 

WX/§££ 
k 

J=o 
aj * x3 1 

où a. € LJ(G,B) et xJ = (x,...,x) € G^ pour tout j € {o,...,k}. 
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COROLLAIRE 1. Pour toute application polynomiale P : G \ ^  B, il existe une 

unique application polynomiale Pff i : G^— B̂ tell e que P = P  ̂j ° can. • 

Nous aurons besoin de quelques rappels d'algèbre élémentaire : 

LEMME TRIVIAL. - Soient K un corps commutatif, F u_n K -espace vectoriel et 

Q une partie de g^(F) formée d1endomorphismes commutant deux à deux. Quels  

que soient A € (7 e_t X € K  , le sous-espace F^ ^ = Ker(A-Xid) véri fie 

BF c  F pour tout B € 0  •  • 

PROPOSITION 3 (Lie).- Sous les hypothèses du lemme, si F  est de dimension  

finie et que K = C , alors il existe un vecteur propre commun à tous les 

A Ç  G . Un tel vecteur propre existe en fait dans chacun des F.^  ̂/ {0} , 

x œ  ,  A e  Q  . 

Démonstrati on. La première assertion est évidente si dim F = 1 . Supposons-

la vraie pour toutes les dimensions < dim F . Ou bien tous les A f  (1  son t 

des homothéties (cas trivial), ou bien il existe A. t ( C e t A 6  Q  tel s que 

l'on ait {0} / F^ ^ / F ; d'après l'hypothèse de récurrence et le lemme, 

F̂  ^ contien t alors un vecteur propre commun à tous les A ( Û , d'où la pre-

mière assertion. La seconde résulte aussitôt de la première et du lemme. • 

Sous les hypothèses de la proposition 3 , tout vecteur propre v 

commun à tous les A Ç  Q  détermin e un \  :  G  —̂ .Œ satisfaisan t Av = X(A)v 

quel que soit A (z  G ; nous noterons A  l'ensembl e (fini ) des tels X  . 

COROLLAIRE 2. - Sous les hypothèses précédentes, on a 

F = ©  F  ,  où F =  f i U  Ker(A-\(A)id) ' 
Xth A€a mexv 

Quel que soit X  6  A  , on a AF̂  c F^ pour tout A € G  , et il existe une base 

(b^,...,b^ )  jie_ F̂  où tous les endomorphi smes ni lpotents ( A-X ( A ) i d ) I F̂  de_ 

F̂  ont une matrice triangulaire- • 
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De ce qui précède, on déduit en particulier (Jordan) que tout 

A £ gi(F) s'écrit de manière unique A = S(A) + N(A), où S(A) est diagonalisa-

ble, N(A) est nilpotent et S(A) N(A) = N(A) S(A). On dit que S(A) est la par-

tie semi-simple de A . Le corollaire 2  implique évidemment le 

CORLLAIRE 3. - Sous les hypothèses de la proposition 3, quels que soient 

A , B £ gi(F) avec AB = BA , les endomorphismes S(A), N(A) , S(B) , N(B) 

commutent deu x a deux. • 

E désignant toujours un espace vectoriel rée1 de dimension finie, 

on peut associer à tout B 6  g^(E) 1'endomorphisme B d e l'espace vectoriel 

complexe L(E,Œ) défini par B^a = a o B . Nous dirons que B ^ g^(E) est semi-

"/V-
simple lorsque B" es t diagona1isable. 

COROLLAIRE 4 . -  Pour tout B 6  gJ&(E), il existe un unique S(B) € gi(E), semi-

simple, commutant à B , et tel que N(B) = B-S(B) soit nilpotent. Quel que soit 

C € gi(E) avec BC = CB, les endomorphismes S(B), N(B), S(C), N(C) commutent  

deux à deux. 

Démonstration. Si la partie semi-simple S(B ) de B n'étai t pas de la forme 

S(B)"'f pour un S(B) € gX(E), on aurait S(B") / S(B~'r) , où A   ̂A es t l'invo-

lution de gi(L(E,Œ)) définie par Â v = Av , v < E L(E,Œ). Comme S(B~") es t 

~y~ •} ? 5 ? i £ 
semi-simple, commute à B ,  et est tel que B -  S(B ) = B -  S(B ) = N(B') 

soit nilpotent, cela contredirait l'unicit é de la décomposition de Jordan 

de .  L'existence de S(B) ainsi prouvée, les autres assertions sont éviden-_ 

tes. • 

Nous dirons que S(B) est la partie semi-simple de B € gl(E). 

COROLLAIRE 5.- Soit B  une partie de gi(E), formée d'endomorphismes commu -

tant deux à deux. Si F  désigne l'espace vectoriel complexe L(E,Œ) et si 

Ci - { B :  B 6  Q)  ,  associons à G  1 ' ensemble fi ni A  et les sous-espaces 
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M 
¨£ 

c F du corollaire 2 , posons J = { {A , \ } : X 6  A }, jet, pour chaque j € J, 

L =  {v e E : V X <E A\j ,  V a € F^ , a(v) = 0} 

Alors E = 0 L . . Pour tout j = [X ,X) € J et tout B € O , on a BL. c L. 

et le spectre (du complexifié) de B^Lj est {\(B),\(B)j . 

Rappelons le classique 

LEMME 2 * Soit Jf* 1' ensemble des endomorphismes nilpotents d'un espace vectoriel 

réel £. Alors 

A| \Lo g (id+A; = £ 
n£ IN 

(-Dn 
n+1 

.n+1 A 

est une bijection de ôPsur lui-même , d'inverse 

A j 4 expA - id = 2 
n€ JN 

*n+l 
A 
Tn+T)I 

COROLLAIRE 6. - Sous les hypothèses du corollaire 4 , pour tout automorphisme 

B ôe_ E , il existe un unique v(B) £ g4(E), ni lpotent, tel que 

B = S(B) exp v(B) , et v(B) commute à B . • 

Nous dirons que v(B) est la partie nilpotente de B 

Appelons action linéaire de G su r E une action analytique p d e 

la forme p*(g,x) = p^(g)x , où 'p1 : G—^GL(E) est une représentation linéair e 

de G  dan s E , c'est-à-dire un morphisme de groupes de Lie. Désignons par 

g j — le morphism e canonique G — Ĝ . 
' " Et Mi 

PROPOSITION 4. - Pour tout action linéaire p1 de G su r E , si a^(g) désigne 

pour chaque g € G la partie semi-simple de p1(g), a lors 

(a) a1 : (g,v) f—^a'VgJv est une action linéaire de G sur E , appelée partie 

semi-simple ôe^ p 

(b) Il existe un unique morphi sme v  d e 1'algèbre de Lie abélienne G dan s 
, | ^ , 
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gi(E) tel que, pour chaque g t G , la partie nilpotente de % (g ) soit 'v (g-ir>)» - _______________ _ ___________________________ _ 

et 1'on a 

V(g,g') € G x GR ,  a ^g) v1(g«) = v1(g') Cf1(g) . 

En outre, ^(g) est nilpotent pour tout g 6 G .  Nous dirons que es t la 

1 
partie nilpotente de p 

Démonstration. Appliquons le corollaire 5 à  S - ^(G) :  les notations étant 

celles du corollaire 5 , la définition même de A implique que, pour tout 

X 6 A , \ o 7̂  : G >.Œ' r est un morphisme de groupes de Lie. Quels que 

r-*\ "ft soient A. € A e t g 6 G , la restriction a (g) |F n'es t autre que l'homothé-A. 

tie de F d e rapport \(p^(g)), d'o ù (a). A. 

Soit u^ l'action linéaire de G sur E définie par *û (g) = p  ̂( g ) cT̂  (-g ). 
\ 

Pour prouver (b), il suffit d'appliquer au l e point (ii) du 

LEMME 3. - Soit u  un e action linéaire de G  sur un espace vectoriel réel 

£ de dimension finie, telle que u"( g ) - i d soit nilpotent pour tout g £ G . 

Alors 

(i) u est algébrique, c'est-à-dire est une application polynomiale de G x ê 

dans P  . 

ii i) Il existe un unique morphisme v  de l'algèbre de Lie abélienne G^ dans 

g^(£) telle que u'(g) = exp v (g__^ ) pour tout g f G^ , e_t v(g) est nilpotent 

pour tout g € G-j^ . 

Preuve. Quel que soit g 6 G , il résulte du lemme 2  que 

TL 3  t \ >u(tg ) = exp(t Log u(g)) 

est polynomiale, et ne peut être bornéeque si u(g) = id, d'où 

u(G ) ' = fid] . o c 

H = G/G étan t identifié à son image canonique dans G ,  soit ( e , . . . , e ) o K i r 
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une base de G-^ formé e d'éléments de H - Si v  : H fh f̂ GL(fi) désigne le 

morphisme continu déduit de <<^$ par passage au quotient, le lemme 2 entrai-

ne que le morphisme d'algèbres de Lie v  : Ĝ  ^  g^(£) donné par 

v(e.) = Log v(e.) , 1 < j < r , est seul à vérifier (ii). L'application 

G 3  S t . e . if * exp v(E t  . e .) = exp E t. v(e .) 6 gX (E) 
-1* J  J  3  3  3  3 

est évidemment polynomiale, d'où (i). • 

Nous allons maintenant traduire ce qui précède de manière à fa-

ciliter la recherche de formes normales dans (4 3.2) : 

PROPOSITION 5. - Sous les hypothèses de la proposition 4 , il existe 

- un entier n £ IV et_ , pour chaque i € I =  {l,...,n} , un entier d^ > 0 

et un morphisme de groupes de Lie a^ : G —>Œ ; 

- pour chaque i € I et chaque j £ J L =  { 1 , . . . ,d^}, un x? € L(E,Œ), des  

applications linéaires ^  : Ĝ  — .̂ Œ et des applications polynomiales 

ej : G — ^ Œ , 1 < X < j , possédant les propriétés suivantes : 

(i) On a x ? ( E ) i 
= H pour a (G) C 3R , et x^(E) = Œ sinon , i 

(ii) Pour 1 < i < j < n , on a a^ / a^ / a^ • 

(iii) (x?).£T T  es t un système de coordonnées linéaires complexes 
i i€ln,j€J. ^  —  K 

sur E , c'est-à-dire que ((Re xj ) € g  ,  <3«*?)l€l jj€j.,a (GWE > 
n 1 i  n  1  i  * ~ 

est un système de coordonnées linéaires (réel les) sur E  . 

(i v) Quels que soient i € I ,  j  ̂J. , g  ̂G et v ^ G-_, , on a n i  —  J K 

xj o ^(g) = a. (g) xj 
i 0  i  i 

X%££¨¨¨^ 
^vn<$^^^ùùù ^^ 2 

l<i<i 

1 /  x & 
£J (Y)x . 

3 ^  i  \ o exp v (y) ws Z 
l<i<j 

e? g (v) xf + x? i T  i  i 

Démonstration. Appliquons de nouveau l e corollaire 5 à B = p^CG). Les nota-
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tions étant celles du corollaire 5 , on obtient a.,...,a e n choisissant un 

seul élément dans [X  ° p^, X  o }  pour chaque {a.,à} € J . Si l'on applique le 

corollaire 2  à F = L(E,Œ) et G = {B" : B 6 £?] , on obtient une base 

^X^X^A ̂ e ^esPace vectoriel complexe F , satisfaisant à la conclusion 

du corollaire 2  , et dont on voit facilement qu'elle peut être choisie de 

manière que tb̂ } = {b }̂ - Pour chaque i £ 1̂  , si X est l'unique élément de 
'vl i  i A te l que a. = X  0 p ,  il suffit alors de prendre x. = b!r pou r 1 < j < d̂  

l l  A . A , 

1 < j < d =  d. .Je laisse au lecteur le soin de vérifier que ce choix donne 
A. i 

bien le résultat annoncé (par exemple, le caractère polynomial des e? tt 
i ,x 

résulte du lemme 3 (i)). • 

Un système de coordonnées linéaires complexes (x?) sur E vérifian t 
\ 

les conditions (i)-(iv) de la proposition 5 est dit adapté a P 

Sous les hypothèses de la proposition 5 , il est clair que l'ensem-

ble {a ,...,a ,  a ,...,a 1 d'homomorphismes continus de G dan s es t en-

fièrement détermine par p -  le seul choix intervenant dans la définition deà 

a. étant celui entre a. et a. - Par conséquent, les LogI a. | € L(G,F ) , i i l i 

1 < i < n , sont entièrement déterminés par p  ̂, et il en va donc de même des 

formes linéaires 

c. = (Logia.I)_ É  G' = L ( G _ , K ) , l < i < n , 
1 1  K  J K ri 

qui leu r sont canoniquement associées d'après le corollaire 1 . Nous dirons 

que p^ es t faiblement hyperbolique si et seulement si 
0 

V I e I =  {!,... ,n] , 0 € conv{c.:i t  I } 0  t conv f c.:i  ̂I  } i J 

1 
ou conv désign e l'enveloppe convexe. De même, P es t hyperbolique lorsqu e 

V i c i , 0  € aff{c.:i € i l é  \  aff{c.: i G i ] = G' 
n 1  i J  \ f  i  J  IR 

où aff désigne l'enveloppe affine. 
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1 
EXEMPLES. - Si G es t compact, P es t toujours hyperbolique 

- Si G = ~R  ou 7L , 1 ' hyperboli ci té faible et 11 hyperboli ci té coin-

cident avec la notion habituelle (hyperbolicité de p (D). 

-Si G = Œ  et que p1 est holomorphe (E étant donc complexe), alors 

G^ s'identifi e à G et les au x valeurs propres X1,...,Xn de 
d 
dt ?1(t)|t=o' 

via 1'isomorphisme réel 

(C 3  X, >(t i »Re(\t) ) € Œ ' . 

1 * 
L'hyperbolicité faible de p signifi e donc que, dans (C , on a peut-être 

O 

X. i 
X . 

, mais non 
X." 
i 

0 
X . 

L'hyperbolicité exclut les deux situations. 

(Une carácterisation de 1'hyperbolici té faible en termes de topolo-
gie des orbites de p ser a donnée dans (4.4.1)) • 

EXERCICE (facile). Pour que p soi t hyperbolique (resp. faiblement hyperboli-

que), il faut et il suffit que, quel que soit I ci ave c # I < dim G ,  les 

n H 
ĉ  ave c i € I soien t linéairement indépendants (resp. on ait 

convfc.:i € 1} i 0) . i J 

On dit que p es t dans le domaine de Poincaré lorsque 

0 & conv{c^ , . . . , c )̂ , dans le domaine de Siegel sinon. Sj_ p^ est dans le do-

maine de Poincaré, elle est donc faiblement hyperbolique. La réciproque est  

vraie pour n < dim G^ . 

Toujours sous les hypothèses de la proposition 5 , il existe une 

unique décomposition E = Ê  ©....© E^ possédan t la propriété suivante : quels 
\ 

que soient g £ G e t i  ̂1  Qn a p (g) Ê  = E ,  et le spectre (du complexi-

fié) de p*(g)|E. es t fa.(g), a.(g) } : les E. ne sont autres que les L. d u i i  i  J  i  3 

corollaire 5 , avec B = p^(G). E n termes de systèmes (x?) de coordonnées 
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1 i  -1 adaptées a p ,  on a E. = Ç)  (x ) (0) . i ,  •  • K 
Mi 

1 
Nous dirons que p es t fortement hyperbolique si et seulement si 

elle est hyperbolique et satisfait en outre 

dim E. = i ' 1 pou r a (G ) c P 

. 2 sinon. 

Lorsque es t fortement hyperbolique, elle est donc semi-simple (c'est-à-

dire égale à sa partie semi-simple, définie dans la proposition 4 ) . 

( 4 . 3 . 2 ) Représentations formelles de G . 

Dans ce qui suit, X  3  b désigne une variété de dimension finie et 

E = T . X 

Le but de ce paragraphe est de montrer que* pour tout s € IN U {»} , 

chaque élément p s d e Act̂  ( G , X ) est isomorphe (cf. ( 3 . 1 . 4 ) ) à  un élément parti-

culièrement simple de Act̂ j ( G , E ) , appel é forme normale de ^pS. 

Ce but est atteint dans le théorème 4. Bien que l'on puisse y parve-

nir " à la main " j  i l est plus satisfaisant et en tous cas plus instructif 

de déduire ce résultat de quelques théorèmes sur la structure des groupes 
Y 

= 
Dv sO 

Soit 
V 

e« (E ) 

l'algèbre réelle des jets en 0  £  E  d'applications C d e E  dans ]R, l e produit 

y étant défini par 

(Jo Y> •  ( 3 o ^ > =  à o ( 7 Y , ) 

Nous désignerons par l a complexifiée de £S ,  c'est-à-dire l'algèbre complexe 

des jets en 0  €  E  d'applications CS d e E  dans Œ  . 

Nous utiliserons systématiquement la représentation de  ̂dan s &S 

définie par 
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> Э  jj ^^  >  ÎS ,  ^ ̂où ̂P S Y S =  Y S °  (î8)" 1 pour tout Y S 6 £S 

Si f est une application polynomiale de degré ^ s définie sur E, nous 

noterons souvent f au lieu de f . 

THEOREME 1 . Lf application ^ i ^   ̂ est un isomorphisme de  ̂ sur le groupe 
v v 

Aut(£ ) des automorphismes de la ]R-algebre & pour chaque entier s  ̂1  . 

Démonstrati on. Etant donné A 6  Aut(£ ), soit < P l'uniqu e jet d'ordre s  e n 

0 d'applicatio n de E  dan s E  défin i par 

(1) Vz 6  j®(L(E,K) ) , z o <P = Az . 

Du fait que A/7? = 57? pou r tout entier i > 0 , 1 ' au tomorphi sme A indui t un 

2 
automorphisme de l'espace vectoriel ^s/^g • En d'autres termes,  ̂appartien t 

V Y 

a .  L'algèbre réelle & étan t engendrée par ĵ (L(E,]R )), on déduit de 

(1) que A (̂ P"1) ^ • • 
Pour chaque s 6  IN e t chaque 9  ,  on peut étendre ^ e n un 

vs 
unique automorphi sme de la ff-algebre ,  encore noté ̂P,_ . Nous dirons que 

v s r 
<P es t semi-simple s i t  adme t une base (comme (C-espace vectoriel) formée 

de vecteurs propres de w  . Nous noterons 9 ^ l a projection canonique de 
\A£ 1  s  v l 

^ su r «ZT pou r i  <  s , et =  j (ca n ^ . ) , o ù can :  ̂—>GL(E ) désigne 
o 1 

1'isomorphisme canonique. 

THEOREME 2. - Quels que soient l'entier s > 0 et l'élément semi-simple ^  ê 

£' , tous les  ̂ et tous les  ̂ avec 1 < 4  < s sont semi-simples, et <P 

v 1  v s 
est conjugué a ̂P dans .  En outre, si q  est le plus grand entier < s 
tel que ̂Pq - M 3 ,  1 ' élément h  dl£ JP' qui conjugue ^  a _ 9 peut être choisi 

de façon que h -  jq id^ . ^ — a  o  E 

Démonstrati on. Soit  ̂^  l'idéa l maximal de £ff pou r i € IN' .DU fait que 
2 

/7? e t  ̂- , son t <P„ -invariants, il existe évidemment des vecteurs propres 
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Vl,""",Vn ^ ̂ e ̂ M- DON^ ̂ es ProJections forment une base de l'espace vecto-

riel complexe % -/'// ( _  . Comme W  es t obtenu par complexi f i cati on d'un auto-
H ^ s , C s , a : # 

morphisme de &S , on peut supposer que {v^,...,v^] = fv^'*'*'vn} • Si l'on 

1 s 
note v =  j (ca n v ) pour 1 < k < s , ou can :  T/( ̂ L(E,ff ) ~ 7f{ 

k o k s , \L 1  j l 

désigne la projection canonique, on a donc {v^,...,vn} = fv^'*,,»vn} » ê  

l'on définit un élément h  d e £S pa r h-X- Vk = Vk ' 1 - k " n " 

En outre, notre hypothèse sur <P perme t de supposer que (v^) =  ^v^  ̂q '  ̂-

Si X......X  €  (C son t définis par ^ , v, =  X. v , ,  1 < k < n , on a évidem-
1 n  k  k  k 

ment h =  i d et ^ v} =  X. v} , 1 < k < n , et donc q o  -X- k  k  k 

(<P O h)v v,1 = q\, v =  x n  v, 1 = hjÀv,1) = hw 9* , v,1 , 1 S k < n , 
-X- k  -X- k  k  k  k  k -X- -X- k 

soit <P O h = h o ,  d'où les deux dernières assertions. Les autres sont évi-

dentes- • 

Nous dirons que M 3 £  es t semi -si mple lorsque sa projection cano-

nique (p ^ (E -9" sera semi-simple pour tout s G  IV .  Nous noterons comme pré-

1 0 0 / cedemment <P =  j (ca n <P̂ ) 

COROLLAIRE 1 , Pour tout élément semi-simple ^ d_ ,  il existe h € i> 

vérifiant h ^  =  ̂,  et possédant en outre la propriété suivante : pour  

tout i  £  IN* tel que ^ =   ̂,  on a h£ = j ^ i d£ . 

Démonstrati on. Remarquons que tout f € ,  s t  I M ,  est de la forme ave c 

g ( z Jj (par exemple g = j P  , ou P es t une application polynomiale de E 

dans E vérifian t j ^ P  = f). D'après le théorème 2 , on peut donc construire 

de proche en proche un intervalle I  d'origine 0  dans ]N , une suite (q^k^l 

strictement croissante a valeurs dans TV e t deux suites (g e ^ 

(h à  valeurs dans £ possédan t les propriétés suivantes : 

(i) On a q̂  = 1 , g° = h° = j i  d̂  , et, pour tout k G  I , hk = gKO...0g° . 
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(ii) Quel que soit k € I , on a (h£<p) 
^;$ 

$ ù 

qk 
et 

k 
g. 
V 

- 1 
^^ V 1 

^^ idE • 

< i i i) Pour tout k € I , ou bien h* <P = auquel cas k + 1  ̂I , ou bien 

k + l ^ I e t q, =  minfq t  ]N ^ : (h|>) ¿ q*1 } . 
•* q  q 

Si I  es t fini, alors h = hSU^ ^ convient . Sinon, h ̂̂  lim h 

^^ù 
qk 

est bien défini et possède les propriétés requises. • 

Pour 1 < s < 00 , soit ôS l'algèbr e de Lie des jets d'ordre s  e n 

O d e champs de vecteurs CS su r E nuls en 0  -  son crochet étant hérité du 
y y 

crochet de Lie des champs de vecteurs. Pour tout § = j^ § € ,  on définit 
v V  v 

exp 5  é  pa r exp Ç = ĵ (exp §). La version infinitésimale de la représen-

"is v s 

tation > —> ̂ _W , d e Jr  dan s 8 es t la représentation § j—̂ . § d e l'algèbre 

de Lie ôS dans &S donné e par § v/_ y = ((ex p t̂ )„_ Y |̂̂ _ Q ' ̂ e m̂ rnei au niveau 

de l'algèbre de Lie ô d e £ ,  le théorème 1 s'exprime ainsi (même démonstra-
v s 

tion) : 1'appli cati on §|—^§ est un isomorphisme de l'algèbre de Lie ô 
sur l'algèbre de Lie aut( £ ) des dérivations de l'algèbre t  .  Nous dirons 

v s *  i 

que 5 ^ 6 es t ni lpotent lorsque, pour tout entier i < s , si %,^ € ô dé -

signe la projection canonique de Ç , alors es t un endomorphisme nilpotent 

v s 
de £ (i l revient au même -exercice - de dire que 1'endomorphisme 

v 
T j l — T ] ] d e ô es t nilpotent). 

v 

THÉORÈME 3 . Pour tout ^ 6 ^ , 1 < s < °° , il existe un unique couple 

(a,v) 6: X  ô tel que a  soit semi-simple, v ni lpotent, et que 

= a  ° exp v = (exp v) ° a  . 

Démonstrati on. Supposons d'abord s < 00 . D'après le théorème de Jordan, pour 

tout A € GL(£Œ), i l existe un unique couple (S,N) t  GL(&jp x  g^(^) te l que 

S soi t diagonalisable, N nilpotent, et que A = S o exp N = (exp N) ° S . On 

dit que S  es t la partie semi-simple de A e t N  s a partie nilpotente. 
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LEMME 1 . -  Tout automorphisme A  de la Œ-algèbre ah^^^  ̂pour partie semi-

^s 
simple un automorphisme de . 

Preuve. Avec les notations de la démonstration du théorème 1 , l'invariance 

des ff<<^$ », , 1 < X < s , par A  entraîn e le fait suivant : il existe des 

valeurs propres A . ^ , . . . , ? ^ d e A  e t des vecteurs 

(2) v. e U Ker(A-\ . id)"1 , 1 < j < n , 
J mfcl N 3 

dont les images canoniques dans VL s, Œ forment une base du Œ-espace vecto-

riel cw$^^o<<: 
f€ Fg(p.)= En particulier, les ^^ 

^mù 
. v 
Pn 
n 

avec p , • . . ,p £  IV engen-

drent l'espace vectoriel complexe Y. s 
^^$g et le lemme 1 résult e donc du 

LEMME 2. - Soient p„,...,p £  Œ e t w,,...,w £ 
1 p  1 p 

gwt 
12 véri f i ant 

w. € F(p.) = U  Ker(A -p .id)1" , 1 < j < p . 
3 3  m€ M 3 

Alors w^...w €  F(p....p ) 
1 p  r l r p 

Preuve. Par récurrence sur (d.(w.),...,d ( w )), où I l 1 p  p 

d_.(z) = min{m € TN  : (A-p_.id)m z = 0] pou r z £ F(p^) . 

Si l'un des d.(w.) (et donc le w. correspondant) est nul, le lemme est trivial 
3 3  3 

Sinon, supposons, que, quels que soient les z_. £ F(p_.), 1 < j < n , vérifiant 

ôAz.) <  d.(w.) pour tout j  e t d.(z. ) < d.(w.) pour au moins un j , on ait 
3 3  3  3  3  3  3  3  d.(w.)- 1 
z....z G  F(p.....p, ). Du fait que Aw . = p . w . + z. ave c (A-p.id) 3 3  z  . = 0 
1 P  1 P  3  3  3  3  3  3 

pour 1 < i < n , on a alors bien A(w_.--w )  = (\A.-.\ ) w . . w +  z ave c 
1 p  1 p  1 p 

z t F ( p . . . . p ) • 
1 P 

D'après le lemme 1 , la partie semi-simple S  d e 9  es t un auto-
i's 

vs 

morphisme de la Œ-algebre L'unicit é de la décomposition de Jordan impose 

en fait que S  provienn e par complexification d'u n automorphisme B  d e & : 
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si tel n'était pas le cas, on aurait ^  =  S o exp N =  (exp N) o S e t 

S / S , où N  désign e la partie ni lpotente de e t Ny = Ny" , Sy = Sy" 

pour y  6 fi^ . D'après le théorème 1 , il existe donc un unique a  6  ̂, 

1 1  ^ 
semi-simple, tel que B = •  Pour voir que a o^-cp 0a £  «0̂  es t de la 

Vs 
forme exp v , ou v G ô es t nilpotent, il suffit d'appliquer à exp N 
= (cp o G )  l e 

v s 
LEMME 3. Soi t N  un endomorphisme nilpotent de l'espace vectoriel Z  .  Sj _ 

v s 

exp N  est un automorphisme de l'algèbre réelle £  ,  alors N  est une 

dérivation de £  ,  et donc de la forme vf r pour un unique v t ô .  • 
Enfin, lorsque s = 00 , on obtient pour chaque entier i  un e décor 

position unique 9 ^ =  0 exp =  (exp )  o ave c 6  ^ semi-simpl e 

et 6  ô nilpotent . Pour 1 < m < i , (a-) €  £  es t semi-simple et x ii  m 
vm 

(v^)^ € ô nilpoten t ; l'unicité de la décomposition entraine donc que 

(a0 ) -a  e t (v.) =  v .  Par conséquent, a  -  li m a, e t v = lim v„ four -BE m m  X m m  N I ^ ^ ^ 
X-.CO i-.œ 

nissent la décomposition cherchée. • 

Sous les hypothèses du théorème 3 , nous dirons que a  es t la 

partie semi-simple de 9  e t v s a partie nilpotente. Si l'on remplace dans 
V V  y  v  v 

ce qui précède pa r ^(X) ,   ̂pa r & (X) e t ô pa r l'algèbre de Lie 

ô^(X) des jets d'ordre s  e n b  d e champs de vecteurs sur X  nul s en b  , 

on obtient évidemment (e n utilisant l'existence d'un f  ̂/ (X,E ) tangent 

à 1'i denti té) le 

COROLLAIRE 2 . Tout élément < P d£.#b(X),l<s<°° , admet une unique déconK 

vs 
posi t i on 9  =  o  o  exp v = (exp v) 0 a , où_ a € «^(X) est semi-simple et 

v s 
v € ô^(X) ni lpotent• La partie semi-simple a  cl e 9  est linearisable : _ij_ 

vs 1  v 1  s exi ste h 6 Jb^  ^(X,E) tel que hx/_a = a ,  au a =  jQ(can a^) , en désignant par 

can : ^(X) >GL(E ) l'identification canonique . • 
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Notons g|—> . gjp l e morphism e canoniqu e (4.3.1 ) d u group e abélie n 

V V  s 
élémentaire G  dan s G  .  Pour chaqu e p £  Act , (G,X), 1  < s  <  œ ,  soi t 

JK D 

p  ̂€ Act^(G ,E ) l a partie linéair e d e ï  ,  définie (ave c le s notation s d u corol -

^ 1 ^  1 
laire 2 ) pa r p (g ) =  p(g) .  Le corollair e 2  es t u n ca s particulie r (celu i 
où G  =  TL ) du 

THÉORÈME 4. -  Pour tou t p £  Act^(G,X) , 1  < s  <  œ , a (g) désigne pou r  

chaque g  €  G  la parti e semi-simpl e d e P  ( g ) , alors 

Y v / .  v  s

 v 

(i) a  :  g | ^a (g) appartient a  Act^(G,X ) :  c'est l a parti e semi-simpl e d e p \ 

(ii) l'actio n formell e a  est linéarisabl e :  il exist e h  G  ^  q ( X , E) tel 

v v 
que h_ ^ a  =  a  ; 

(iii) I1 exist e u n uniqu e morphism e v  d e l'algèbr e d e Li e abélienn e G  dan s 
, j k 

v s ,  y 

6 ,  appelé parti e nilpotent e d e p tel que , pour chaqu e g  6: G ,  la partie nilpotent e 

de p soit v(g T n) ,  et 1  ' on a 

(3) V ( g , g ' ) €  G  x  G ^ ,  a ( g ) o ex p v (g' ) =  (ex p v(g ')J »(j(g ) . 

Démonstration. Pou r obteni r (i)-(iii) , i l suffi t pou r s  < ° ° d'appliquer à 

v v s 

la représentatio n linéair e g  |—yp(g)_<_ d e G  dan s £  (X ) <8> Œ le raisonnemen t 

qui a  permi s d e prouve r l a Propositio n 4  d e (4.3.1) . L a preuv e d e (ii ) es t 

celle d u théorèm e 2 . S i s  =  0 0 ,  le passag e à  l a limit e projectiv e n e pos e 

comme précédemmen t aucu n problème . • 

1 

NOTATIONS. Sous l'hypothès e d u théorèm e 4  ,  soit p l'actio n d e G  su r E 

définie (ave c le s notation s d u corollair e 2 ) pa r 
1 v 

p (g,v ) =  ( can p(g)^).v , 

et soi t im 
$ù<< 

nm 
un systèm e d e coordonnée s JR-Iinéaire s complexe s su r E 

adapté à  p (cf.(4.3.1 ) ,  Proposition 5 ) , avec n  €  I V ,  I =  [l,...,n ] 

J. -  {l,...,d.} , d . €  IN ' , pour 1  < i  < n  .  Désignons pa r a^,..., a :  G—>< C 

les homomorphisme s continu s tel s qu e 
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x.J o a1 (g) = a.(g)xJ. , i € In , g 6 G , j t J. 

parTTS , i € I ,  l'ensemble des (p,q) = ((p1»"»»Pn) » (q1»---»qn))  ̂(INn)2 

vérifian 

I. = 0 pour a . (G) <= M } 
3 3 

v s  ̂|p| + |ql > 1 et aA = aP 5q , 

où |p | = P1 +• • •+ Pn et 

(ap SQ) (g) = ai(g) 
Pl 

••• a„(g) Pn —7^ql at(g) ... an(g) 
;,$ 

Si (i : ON** 1 x...x]Ndn)2 ?  ON*1)2 est donnée par 

„( (Pj)j6l n . (qj)j6ln) = ( ( 1 ^ 1 )̂  ,  ( I q j D j ^ ) , 

on pose 

PS =  u^1 (Tf) ( i 6 I ) . 
i i  n 

dl d n 2 
Etant donnés (p,q) = ( (p.). ĵ >  (q.). ĵ )  £ UN x...xI N )  e t 

J 3 n  3  3 n 

Z = Ud)j€ln 
6 S dl x...x n 

d 
i on note 

l(p.q)| =  2 

^ n 

(Ip.UlqJ) et z P zq = 7T 
<<^$** 

p • q  • 
z 3 — J  . 
3 3 

Nous allons enfin voir le lien de ce qui précède les formes normales ; 

afin de simplifier les notations, pour toute application polynomiale 

f : E —>E d e degré < s , nous écrirons f  au lieu de f  , et nous pour-

rons ainsi (par passage de la convention précédente a la limite pr ojec ti ve ) 

écrire les .jets d'ordre infini comme séries formelles si s = °° . 

COROLLAIRE 3 . Sous les hypothèses et avec les conventions précédentes, on a 

( 4 ) x? o hJt a(g) = x'? o o1(g) = a.(g) x? , i € I ,  j " 6 J . , g 6  G . i M i  °  i i n  i 
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Pour chaque i £ 1^ et chaque j  ̂ J . ,  il existe des applications linéaires 

e? :  G — > Œ (1 < X < j) et q>? :  G — ± Œ ((p,q) 6  PS) , telles que i,x> J R —  î.p. q i R r H  i  '  - > 

(5) X^ o hv V(v) 
1 

x x 

ù 
Eô. Av)x.  + 1 ,* 1 2 

p,q) 
(v)xPx'q , v e G^ : i ,p,q J R 

il existe donc des applications polynomiales e3 ^ : G^—̂  Œ e t 

f? :  G-, > Œ (1 < i < j , (p,q) G PS) telles que 
i , p, q J R 7  J  r  'H i  H 

(6) x? « (h^exp v)(g) = x? + 2 e3 ,(g)xf + I ' f  .j (g ) xP xq , g 6  G_, . 
1 1  i  1  (p,q ) X'P' q K 

Démonstration.(4) vient de ce que es t la partie semi-simple de *p^ .(5) ré-

sulte de (3) et (4). Enfin, (6) résulte de (3),(4) et de (4.3.1), lemme 3. • 

NOTATIONS . Toujours sous les mêmes hypothèses, soit "JfQ l'ensemble des 

(p,q) t (]Nn)^ vérifian t (p,q) / 0 , aP aq = 1 et q . = 0 pou r a. réel, et 

oo 
posons P^ = P̂  pou r 1 < i < n . 

COROLLAIRE 4. - Sj_ TT est vide (ce qui est le cas quand p1 est dans le 

domaine de Poincaré), a lors P^'--*'Pn sont finis, et, pour 

s > max{l(p,q)l :  (p,q)  ̂U--- U Pn} , l'action formelle p est de la for-

me p = /ps pour un p £ Ac^b De manière plus précise, étant donné 

h c ^ (X,E J tel que j^ h = h , on peut definir p par 

Ksu P(g) = Co*(g) 0 exp v(g ) ] =  [exp v(g )  0 a(g)] ,  g € G , 
B 0  *  0 

ou, quels que soient i € I e t j 6  J. , n u  i 

4bis) x3 o ^(g) = a (g) x3 , g e G 

5(bis) x? o v(v) = I ej ,(v)xi + Z  <P ? (v)x P xq , v € G- . 
£ 1« i 1  (p,q ) ^P' q 

L' appli cati on (g,x) |—̂ ,(exp \̂ )(g)(x) étant une action algébrique de G su r . J K 

E d'après (6), ĥ p est donc le germe en G x [O] d'une action analytique de 

G sur E  . 
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CLASSIFICATION DIFFERENTIA BLE : OUTILS ALGÉBRIQUES 

Démonstration. Seule la première affirmation n'est pas tout à fait évidente. 

Soit sur IS (s £ M )  l'ordre défini pa r p  ̂p' si et seulement si p^ ^ pl 

pour tout j. 

LEMME 4 . Quel que soit A  ̂Ms , 1'ensemble min A des éléments de A minimaux  

pour cet ordre est fini, et tout élément de A est comparable a au moins un 

élément de min A. 

Preuve. Pour s = 1, c'est bien connu. Supposons donc le résultat établi pour 

un s-1 £ ]N .  Soit A  une partie non vide de Ms. Si q^ = min [p^ : p £ A ] et 

A =  [p € A  : p =  q ] (où pj ^p . désigne la projection de 1NS sur son j-ième 
s s  s  3 
facteur), alors, d'après l'hypothèse de récurrence, =  min A ^ est fini et 

minore tous les éléments de A  . On a évidemment B ^  min A  ,et l'ensemble des 
s s 

éléments de A  qui ne sont minorés par aucun élément de B es t 

q€B 
s 

xwù^$ 
ip € A : p . < q .} . 

J 3 

Quels que soient q  é  B e t j < s, les p. < q. forment un ensemble fini, et, 
s J 3 

pour chacun d'entre eux, 

C 
P3 

$ tp' € A : p». = p.} 
J 3 

a par hypothèse un ensemble minimal fini, qui minore tous ses éléments. Il est 

donc clair que mi n A es t l'ensemble minimal de l'ensemble fini 

B U 
s q̂ B n s 1^3<s p .<q . 

3 3 

min C 
P3 

Le corollaire 6  se déduit alors du tres facile 

LEMME 5 . Pour tout i € {l,...,n}, tout élément de TT est la somme d'un élémen 

de l'ensemble fini min TT. et d'un élément de TT U  { ( 0 , 0 ) } . Tou t élément delT i o  '  o 

est la somme d'un nombre fini d'éléments de l'ensemble fini min TT . • o 
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EXERCICE. L'ensemble Hom (G, GL(E) ) des représentations linéaires continues 

de G dans E étant muni de la topologie de la convergence uniforme sur les 

compacts, prouver les faits suivants : 

/•««/1 

1/ L'ensemble des €  Hom (G, GL(E) ) tels que l'action 

1 ~ 1 

p :  (g,v)| ^ p (g).v soit faiblement hyperbolique (resp. hyperbolique, for-

tement hyperbolique) est ouvert, dense, et a un complémentaire de mesure nulle. 

2/ L'ensemble des p * £  Hom (G,' GL(E) ) tels que, pour tout s € IN U  {oo } , 

tout p €  Act^(G,X) de partie linéaire p soi t formellement linéarisable (resp. 

semi-simple) est dense, résiduel, et a un complémentaire de mesure nulle ; son 

intersection avec le domaine de Poincaré est ouverte. 

3/ Pour tout ? €  Hom (G,GL(E)) te l que p soi t dans le domaine de Poin-

care, les ensembles p^»,,,'Pn associés a p peuven t être déterminés à partir 

des a. en un nombre fini de pas, uniformément majoré dans un voisinage de "p1 . 
(4.4) Germes d'actions différentiables de groupes élémentaires. 

HYPOTHESES - Avec les notations d e (4.3), on se donne s € IN * U U } et 

p ^ Act^(G,X). A la partie linéaire p d e p , on associe E^,...,E^ , â ,...hh,h$ * 

et c^,...,cn comme à  la fin de (4.3.1). 

(4.4.0) Caractérisation. 

Choisissons une identification de G  à  Gq® 2Zk® IRm , et soient 

e, , . . . , e .  le s éléments de G  tel s que (e , ..... e, ) e t ( e e , ) 
1 m  + k ^  1  k  k  + 1 ' '  k+m 
soient les bases canoniques de e t de IR m respectivement . 

Soient Uc X u n ouvert, h,h ' : U •  X deu x plongements, §  , Ç' deu x 

champs de vecteurs sur U  e t R  un e action d'un groupe de Lie K  su r U  . 

Nous dirons que £  e t (resp . h  e t h ' ) commutent si = 0 

(resp. si h(h'(x) ) = h'(h(x)) dè s que cela a un sens) ; nous dirons que § 

est invariant par R  (resp . h  ) si R(g ) | = § , ge K (resp . si h  ^(x) = 

= £ (x) , xeUnn^(U ) )  ; enfin, h  ser a dit invariant par R  s i 

R(g,h(x)) = h(R(g,x)) , ge K ,  xeUQh 1  (U) . 
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CAR A CTÉRISA TION DES GERMES D'ACTIONS  DE  GROUPES ÉLÉMENTAIRES 

Nous allons généraliser la proposition 5 de ( 3.1 . 3 ) : 

THEOREME. Pour tout n  e Actr(G,X) , r>l ,  il existe 

( i ) un ouvert U  3 a de _ X  ; 

( i i ) une C r +  ̂'r - act ion R  de^  G  sur U  ,  fixant a  ; 

(iii) des C r - plongements H ^ , . . . , Ĥ  : (U,a) •  (X,a) invariants par 

R e t commutant deux à deux : o — 

(iv) des C r - champs de vecteurs § ^ + 1 >•••> ^k+m sur U  , nuls en a  , 

invariants par R q et par H ^ ,000, Ĥ  et commutant deux à deux 

tels que l'on ait p j Q y x =  [  Rq]g ^ ^ ,  que p/(ej ) = [Hj]& pour 1   ̂j < k ,et 

que p  y^ ai t pour générateur infinitésimal [  Ç ] a pou r k < j^k+m 0 

Réciproquement, la donnée de ^'^0>^i>000>^k,^k+l''*''^k+ m vér i-

fiant (i)-(iv ) détermine de la sorte un unique p e Actr(G,X) . 

Démonstration. Soit R  u n représentant de p e ActT(G,X) , tel que 

(1) R(g+g',x)=R(g,R(g',x) ) dè s que cela a un sens. 

D'après la proposition 5 de ( 3 . 1 . 3 ) , l e domaine de définition de R  contien t 

des G^x U ,  où U  es t un voisinage ouvert arbitrairement petit de a  dan s 

r +1 r \ X , tels que R  = Rt _ I T soit une C  ' - action. Quitte a restreindre U  , o G  x U 
° A T 

on peut supposer que les H^=R(e^)| ^ son t bien définis et sont des plonge-
ai /v 

ments pour 1  < j £ k e t que les §   ̂= ("̂pj-K(f ej ) | t_Q ) |y son t bien définis pour 

k < j <, k + m . D'après (i), les H ^ (resp. Ç  )  commutent deux à deux et sont 

invariants par R ^ (resp. par R ^ e t les H ^ ) : par exemple, on a 

R(te. , x) = (exp .  ) (x) pou r k  < i  ̂k + m , x  e U e t teI R asse z petit, d'a-

près (1) et ( 3.1 . 3 ; , propositio n 5 . Pour chaque x e U, étant donnés i,je IN 

avec k<i<j<k+ m ,  on déduit donc de . ( 1 ) l'existence d'un ouvert convexe 
2 

C 3O d e JR  te l que (  exp(-t§ . ) oexp uF . o exp t* . ) (x) = (expuÇ_.)(x) pour tout 
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(t,u)eC .  En différentiant cette relation par rapport à u  e n u = 0 , on 

obtient (exp<< <<dj m^^ù(x) = ^j^x̂  pou r tout (t,0)e C ;  en dérivant cette 

identité par rapport à t  e n t  = 0 , on aboutit bien à [^,^](x)= 0 . Les 

autres relations de commutation se prouvent de même. 

Inversement, étant donnés U  , les h \ e t les §  vérifian t (i)-(iv) , 

posons, lorsque cela a un sens, 

s(g0 •f 
k+m 

v,;: 
t . e . 

3 3 
, x) = R (g )oHtlo. . . oHtko(exp t. i g. J » o too r  k+1 3k+l 

°(eXptk+m?k+m) (X) • 

Nous allons prouver qu'il existe un voisinage ouvert V  d e G x [a] dan s 

GxX te l que (1) soit vérifiée dès qu'elle a un sens par R  = S|̂  . 

k 
Pour g  = (g^ , . . . ,g )̂ E 2 ,  soit 11 ^ l e domaine de définition 

(ouvert et R ^ - invariant d'après (iii)) de o. . .oH k̂ . D'après la proposi-

k 
tion 3 de (3.1.3), pour tout ge S ,  tout réel A> 0 e t tout voisinage 

R -  invariant W  ouver t de a  dan s V  i l existe un unique voisinage o g 

ouvert R  -  invariant ( p *(W ) d e a  dan s W  te l que ex p t  . § . soi t 
° S  > x  3  3 

bien défini et appartienne à W  pou r |t.|<A , 1   ̂j < m e t x  e cp A^w^ j 
3 g  ? A 

et maximal parmi les voisinages possédant ces propriétés. 

Posons V 
g, A 

k 
= <P Â  (V ) : il est clair que Tg,A g 

V = 
:!^$$ 

A > 0 

Gox{g}x]-A, A[%Vg)A 

est un voisinage ouvert de G x [a] dan s Gx X ,  et que R  = S|̂  vérifi e (1) : 

la seule chose à prouver est que les expt_.§ ^ ave c l̂ j l <A commuten t 

deux à deux dans chaque ^  , et y sont invariants par R q e t par les 

h\ , ce qui s'obtient facilemen t par intégration à partir de (iv). a 
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VARIÉTÉS FORTEMENT INVARIANTES 

(4.4.1) Variétés fortement invariantes. 

2 

Une variété fortement invariante, ou y. f. i. , jie p (resp. de_ p ) est 

un germe W en b de sous-variété de X (resp. un sous-espace vectoriel Wq de E) 

tel qu'il existe g € G pour lequel W (resp. W ) soit la variété instable de 

p'(g) (resp.p^(g) ). 

PROPOSITION 1. Soit Wq / {o} un sous-espace vectoriel de E. Si p est faible-

ment hyperbolique, les quatre propriétés suivantes sont équivalentes : 

1 
(i) W es t une v.f.i. de p o ———————————— — 

( i i ) Il existe un demi-espace ouvert D d£ G ' tel que 0 € ô n e_ t o 
1 

e E. . 
N i 

( i i i ) Il existe un demi-espace fermé D ' àe_ G • tel que 0 € d D ' jet 

W = o 
c.< 

1 

0 E. . 
i 

(iv) Il existe g £ G tel que p (g) soit hyperbolique,de variété instable 

W . 
o 

Démonstration. Pour chaque g € G, soit g £  G l'imag e de la projection canoni-—————————— J K J K 

que de g sur H. Dire que W es t la variété instable de (g ) équivaut à affir-

mer que 

W 
o <Ci^]R>> 0 

E. . 
i 

Par conséquent, (i) entraîne (ii) - que p1 soit ou non faiblement hyperbolique 

Si (ii) est vérifiée, il existe un hyperplan h de ÔD contenant 0 et ne 

rencontrant pas conv ({c^»•••ic } H ÔD ) , d'après 1'hyperbolicité faible. En 

faisant éventuellement tourner un peu Ô D autou r de h , on obtient donc un 

demi-espace D' satisfaisant (iii) . 

Sous 1'hypothèse ( iii), le même argument permet de supposer que dD' 

ne contient aucun des ^ .  De plus, on prouve facilement le 
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LEMME 1 . Les hyperplans { c € G' :  < c, g R> = 0 } forment, lorsque g varie  

dans G , un sous-ensemble dense de la grassmannienne des hyperplans de G' .̂ u 

Ce lemme permet de supposer en outre que Df est de la forme 

[ c € k'jR1 < c' ^  0 1 pour un g € G. Comme ÔD» n e contient aucun des 

ĉ  » P^(g) est alors hyperbolique, de variété instable W q • 

Enfin, (i) résulte évidemment de (iv). ° 

REMARQUES.-Dire que es t dans le domaine de Poincaré équivaut à affirmer que 
1 

E est une v.f.i. de p • 

- Si G est compact, l'unique v.f.i. de p es t to}. Si G = 1 ou Z , 

les v.f.i. de p"1 sont ses sous-espaces stable et instable. 

- L'implication de (ii) par (i) entraîne en particulier que les v.f.i. 

de son t en nombre fini, et effectivement p* - invariantes. Une explication 

satisfaisante de ce phénomène sera donnée dans la proposition 3 ci - dessous. 

En attendant, voici un 

EXERCICE. - Soit p1 une action linéaire de G  sur E . Une orbite /p1(G)v 

1 1 

de p ,  v € E , est dite impropre lorsque g \—> p (g,v) n'est pas une applica-

tion propre de G  dan s E . Montrer que p^ est faiblement hyperbolique si et 

seulement si ses orbites impropres sont exactement celles qui sont contenues 

dans ses v.f.i. , ou encore si et seulement si ses orbites impropres sont 

exactement celles qui sont adhérentes a l'origine (cette remarque est à la 

base du contre-exemple 6 . 3 ) . 

Disons qu'un germe W  = [W] d e sous-variete de X es t invariant par p 
b 

_1  ̂~ * 

lorsque, pour u n représentan t R  d e p , [R ^^Gx[|5 } =  ,je t-^^Gxfb} ' 

laisse le lecteur établir la 

PROPOSITION 2 . - Pour que W soit invariant par p , il faut et il suffit que  

les deux conditions suivantes soient vérifiées : 
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VARIÉTÉS FORTEMENT  INVARIANTES 

(i) Pour tout g  e G , on a p(g)(W ) = W . 

( i i ) Pour tout v  e yi , où 9 î désigne l'algèbre de Lie de la composante 

neutre de G d 
dt 

p(exptv) |t=Q est tangent à. W 

Il revient au même, avec les notations de (4.4.0), de dire que les trois con-

ditions suivantes sont satisfaites : 

(iii) W est invariant par p| ^ ^ 

(i.v) /p ( e . ) ( W) = W pour 0  < j < k . 

(v) d 
dt P ( t e j }U=o est tangent à W pour k  < j < k + m . • 

PROPOSITION 3 . - Toute v.f.i. W  d e p  est invariante par p  , et son espace  

tangent T Ŵ est une v.f.i. de p * . Inversement, toute v.f.i. W q de p * 

est l'espace tangent d'un unique germe W  en b  de sous-variété de X  in-

variant par p  , et W  est une v.f.i. de p  . 

Démonstration. Si W  es t la variété instable de 'p(g ) pou r un g e G , alors 

T̂ W es t le sous-espace instable de 'p̂ (g ) • 

Si es t le sous-espace instable de ^(g ) pou r un g e G , 

la variété instable de 'p(g ) es t le seul germe en b  d e sous-variété invari-

ant par 'p(g ) e t tangent à .  Pour tout g ' e G , on a évidemment 

TK(p(g')(W)) = ^ ( g Ŵ =  W 
b r M  o o 

£(g) (p(g' ) (w)) = £ ( g " ) ( £ ( g ) ( w ) ) = ? ( g ' ) ( w ) 

et donc p(g')(W)=W .  Pour achever la démonstration, il suffit d'appliquer 

xww:ù$ d 
dt 

p'(exp tv) i t=Q ve Ui , et à h  = *p (g) l e 

LEMME. -Soit W  l a variété instable d'un germe h : [x]b̂  d e C S - difféomor-

phisme, et soit £  u n germe en b  d e CS - champ de vecteurs sur X  , tel que 

h 5 = § -Si ^(b ) = 0 , alors §  es t tangent à W  . 
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Preuve. - Soient U  3 b u n ouvert de X  , H  : U —* X u n plongement représentant 

h , et ((p1 ) l e flot d'un représentant d e §  . Quitte à restreindre U  , on 

peut supposer que la variété instable W  d e H  e n b  vérifi e W = [W ] ,  et 

que H (cp (x)) = <p "(H(x)) dé s que les deux membres ont un sens. D'après la 

proposition 3 de (3.1.3), il existe un ouvert V  3 b d e X  te l que pour 

|t| <1 ,  ^^j y soi t bien défini et (p ^(V)cU ;  on peut en outre supposer 

H * (V fl W ) ci V f) W .  Par conséquent, pour tout x  e V f| W ,  on a 

!ù$ H"1(cpt(x)) = /(H *(x)) , I  t| < i . 

Par définition de la variété instable, H  n(x) ten d exponentiellement vers b 

quand n  ten d vers l'infini ;  par conséquent, d'après (1), pour |t | <1 , 

H n((pt(x)) = cpt(H n(x)) es t défini pour tout entier n > 0 , et tend exponen-

tiellement vers (pt(b ) quan d n  ten d vers l'infini. Comme (p (̂b) = b , on a 

donc cpt(x)e W pou r |t | <i .  Il en résulte bien que ~ - (ft̂ x̂ |-t_o e^x^ "  " 
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VARIETÉS FORTEMENT INVARIANTES 

(4.4.2 a) Mise sous forme normale de p  le long de ses v.f.i. : cas d'une linéarisa-

t ion . 

Nous dirons que deux germes G et o' d'actions C de G su r une variété Y 

fixant un point c de Y ont un contact d'ordre k  en une sous-variété W de Y 

passant par c  lorsqu'o n aura ĵ o(g ) = ĵof1 (g) pou r tout g  dans G et 

k d /v f 
d t ° G ' ̂ _t9)) | -{--o = 0 s^ 9 appartient à la composante neutre de G . 

THEOREME. - Il existe une application u  : IN Û [°°] P ne dépendant que de p1 , vérif i -

ant u(lN'v)c 7 IN" et u ( f)  ̂f pour tout f , et possédant la propriété suivante : 

quel que soit f € u  ̂([" 1 ,s]) , si_ p est formellement isomorphe à ^ P ^ G X { O } — 

l'ordre u(f ) , alors il existe ^£-#5 _(X,E) te l que t w p et [p*]_ r aien t b , O *> c (j X |_ U j 

un contact d'ordre f  le long de toutes les v.f.i. de p 

Démonstration. Soient W . , ... ,W le s v.f.i. de p̂  maximales pour l'inclusion ; 1 7  r 7 

pour chaque W. , choisissons g . de façon que la variété instable de 'p̂ (ĝ ) soi t 

W. , et appelons t ^ l'applicatio n t  associée à Q - [ ^(g.)] ^ pa r la formule 

(5) de (4.2.2) - avec Q = E , E = {o} et W=W^ ,  l'espace E étant muni d'une nor-

me euclidienne convenable. La fonction u  du théorème est u(f ) = t (t (f )) , où 
o O 

t̂  =max [t , ...,t } .Si p es t formellement linéarisable à l'ordre u(X ) , on 

peut évidemment supposer (ce que nous ferons) que ( X ,b) = (E,0) et 

^u(f) /TYuCf ) 
p =  [p i 

Posons f  = f 

D'après (4.2.2 ) théorème 1, pour 1  <i <r , il existe un jet j t 0 m 
b:ù 

ù$ , avec 

<f¡€^°(í)(E) , tel que j*°(A)((p . -id) =0 e t j*°U) (tpjftg.) - elf (g.)]0 ) =0 

Pour tout g  dans G (resp . dans la composante neutre de G ), on a donc 

(1) j^^iftg) -Cp1(g)]()) =o (resp. i ïït(*5ree(t«e>-«1<-t«>Vit^, = o ) 

d'après (4.2.2 ) théorème 2 , appliqué à z = ^   ̂($̂" ( g) 0 <p. p'C-g) ) (resp . § = 

.t. {i) d e , x o -jjKfj, j x x jx ,j 
~jj Jw 1 "dt P jj 9 jĵ iP 9 |t-0 ^  étan t comme ci-dessus. 

Etant donnés i  , j € [l , . ..,r] , soient W  = Y\Ln W . , <p = p  ( g . ) , et t la 
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fonction associée à Ç  = j1T[p*(g.)]̂  pa r la formule (5 ) de (4.2.2) ;  on a 
W i  0  7 

tQU) >t.(£) £t(4) , et donc v| / = <p7lo<p. vérifie j*^ * (»J> - id) =0 . En outre, 

ĵ (<p'>) = 4(çT1op(-gi)°^°(p) = j^(^°^p(-gi)°^p(g.)) * 

- d J o K V g . K ^ g . ) ^ ) = j j* 

d'après ( 1 ) et l'invariance de y W yy par yy p̂ cww^^^^ . Par conséquent, le théorème 2  de (4.2.2 ) 

nous dit que j  (ty-Cid] ) = 0 , c'est-à-dire que w  e t (p on t un contact d'ordre W 0rff<<<^$$$$$$$$$^ùù  '  i^^$$ ̂ kk1 j 

£ e n W. OWj quel s que soient i  et j . 

D'après (1.3) théorème 5 , il existe donc ^/(E ) (X ,E) tel que 

j,, (̂  ~̂ -<P.)=0 pour tout i  , et v|/ possède les propriétés requises par l'énoncé du 11 

théorème d'après t< ( 1 ) << et l'invariance de chaque W. par p"̂  . • 

(4.4.2 b) Mise sous forme normale de p le long de ses v.f.i. : le cas général. 

Soient z un jet d'ordre s en 0 d'application de E dans un espace de 

Banach F , et, pour chaque r £ IN H [0,s] , ẑ r̂  l'unique application polynomiale 

de E dans F de degré r qui ait pour jet d'ordre r en 0 la projection canonique 

de z dans Jr(E,F). Etant donné un sous-espace vectoriel W de E , nous dirons 

que z définit un jet Z eri W d'application de E dans F , ce que nous noterons 

z ~  w Z , 

lorsque, pour tout £ £ IN , la suite (j^ z )̂ r£]Nn[o,s] ser a stationnaire 

à partir d'un certain rang r^ , la section Z de J°°(E,F) ^ E étant égale à 

lim 
!ù$$ 

3W z 

Bien entendu, pour s < 00 , tout z définit un Z. 
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Sous les hypothèses du théorème 4 de (4.3.2) , on note p l'action linéaire 

de G sur E = T X défini e juste après la démonstration dudit théorème, b 

PROPOSITION 1. Sous les hypothèses du théorème 4 _de (4.3.2), pour chaque v.f.i. 

1 r V * V 

W £e p et chaque g £ G , le jet h p(g) définit un jet S(g) en W d1application  

de E  dans lui-même, qui possède la propriété suivante : pour tout £ € IN U {œ} , 

si S (g) désigne la composée avec S(g) de la projection canonique de J ° ° ( E , E ) 

sur JI(E,E),tout germe ¥ :  [E] q«P> d'application te l que (j^)|w = CS^(g)] 

appartient à *^(E) et laisse CW ]q invariant. 

Démonstration. Si W est la variété instable de p**(h) pour un h € G , et (xJ) 
, x 1 1 un système de coordonnées adapte a p ,  posons 

D = {c € G' : < c, h > > 0 ) 
JR 1 R 

y = U¡) € et z = (xj) £ 
1 1 

Etant donné g € G , si l'on écrit, quels que soient i et £ , 

X o (CP p (g) ) = 
1 •}{ • (a,p)€l 

n¿hh<< < / <<oc <<< 

où 

In = i (a ,P) € 
wx:!$$ 

d. 
IN 1 ,2 : p = 0 si â (G) c ]R } 

il s'agit de prouver les deux faits suivants : 

t \ *> 
(a) Les Q. „  sont de s polynômes ; 

1 , OC , p 
(b) Si cJ D , alors Q. n n = 0. 

1 1  , u, u 
Pour établir (a) il suffit ((4.3.2) , corollaire 3) de montrer que si 

n d 
(oc,P) = ((aa,...,an ) ,  (P1,...,pn)) €  (  77̂  3N )  vérifi e a . =  p. =  0 poUr 

n d . 23 3 
c €  D , les (p,q) = ((pa,...,p ), (q1,...,q )) € ( JT ]N ) tel s que 

/ p. = q. = 0 si c ^ D 
I 3 .1 .1 

(a+p, P+q) 6 p 

sont en nombre fini. Or, la relation (a+p, p+q) € P impliqu e que 
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Z 
c . 

J 
1 

(IpJ + U J) < c , h >  = < c -
c . 

J 

w< 
(U.| + |p |) c,, h >  , 

J J J 

égalité dont le second membre est constant et le premier, par définition de D , 

minoré par K|(p,q)| , où K est une constante > 0 , d'où (a). 

Pour prouver (b), il suffit de remarquer que ĉ  ne peut appartenir au 

cône convexe de sommet 0 engendré par les c.. € D que si c. = 0 .  Par 

conséquent, Q. es t constant, et cette constante est évidemment nulle. • i, o, o 

v V  v 
NOTATIONS .Soient p l e jet d'ordre s de p, et h u n élément de £ (X,E ) véri-

b, o 

fiant les hypothèses du théorème 4 de (4.3.2) pour ce choix de p . 

rHÉORÈME 1. Il existe une application u : IN U {<»} ne dépendant que de p , 

vérifiant u(3N ) c IN et possédant la propriété suivante : quel que soit 

f 6 l̂ U {oo} satisfaisant u( f )  ̂s, il existe Y € Q(X,E ) tel que, pour toute  

y. f » i « W d_e et tout g € G (resp. dans la composante neutre de G) , 

j (^(g ))lw=Cs (g)]Q ( resp.(j 
; 
dt 

V ( t g ) x< I w 
_d_ 
1 dt 

-S (tg) t = 00̂ 

ou S (g) est définie comme dans la proposition 1. (N.B. On a u(f ) > f). 

v 
Démonstration. On ne perd rien a supposer que (X,b) = (E,0) et h =  j id 
— — — — — — — — Q  J £ 

1 
Soient W^,...,W le s v.f.i. de p maximale s pour l'inclusion, et, pour chaque 

v v  v  • v 
g £ G, soient S^ig),...,S^{g) le s jets définis par h^p(g) S.(g ) . 

i 

^1 

Pour 1  ̂i  ̂r, soit g^ £ G tel que soi t la variété instable de p* (g)̂ , 

et soit t ^ : M ' U {oo} Ç> 1 » application associée à G = ^ i ^ S ^ )̂  par le théorème 

1 de (4.2.2) - appliqué avec Q = E, £ = {o} et W = W. , l'espace E étant muni 

d'une norme euclidienne convenable. La définition de n e dépend que de p (ĝ )» 

La fonction u sera donnée par 

u(f) - -t0(t0(f )) , où t =  max tt1, . . . , t J : JN* U {oo} . 
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D'après le théorème 1  de (4 .2.2), pour chaque i 6 {l,...,r} et chaque 

i £ ]N ' U {«} avec t  (t (£)  ̂s , il existe un jet (j V . ) | w avec 
O O 1  I n . t (A) t  (jî) t  (i) * 

<Pi € (E) , tel que j0° ( V . - idE) = 0 et (j ° f± ^ ( g J )^ = 

=Cs^ (g^)] ^ .  D'où, pour tout g€G (resp. dans la composante neutre de G), 

(1) < A ! V(G)>|W =Csí(g)30(resp.(/ 
d 
dt 

^W)|t=0)|tf.cnn;:!$ ^bn n< 
Ldt Si(tg)|t=0]0 } ' 

d'après (4.2.2), théorème 2, appliqué à z = S 
i 

t. 
i 

bgh 
(g)°(j 

t. U) 
??p(-g)) |w (resp . 

i 

5 -
d 
dt 

s.1 
1 

(tQ)lt=o]0 ( j 
t. (¿) 
i 

I 
d 
dt 

Quels que soient i , j t [1 , . . . ,r} , il résulte de (1) et de la dernière 

assertion de la proposition 1 que 

Si(tg)|t=0]0<A!V(G)>|W =Csí(g)30xd<A!d<G)>|W =d<<<w<^ù$$ 
<A!V(G<<|W =<sí(g<<0(resp.(Si(tg)|t=0]0dd<<Si(tg)|t=0]0 } ' 

Comme S (g ) i = S (g ) i ,  on en déduit que W = W. f) W. est invariant par 
i j  |W j  3 |W i  J 

wù = <p. p (g.) ì et <iue 

(2) <A!cwwlo|W B,;www(g) 
<A;;<<)>|W <<^$$$WAZ 

Si t : IN IJ {œ} dsww est la fonction associée w<à £ <<mù = (f ) au début de (4.2.2) , on a 

t {£) > t {i) > t(4) , et donc v|/ = m"1 o <p vérifie j^^W-id) = O . En outre, on a 
o j < < < < < < <y 

JTr(<P W < = J1T(^)=<<<ù:<<<;;:!!!!donc,yy après tt), wwtt (<<>) <r=<<w ̂ ^̂ rr n déduit 
l 

donc de (4.2.2), théorème 2 que ĵ (vl/-id) = 0 , c'est-à-dire que (p. et tp ont un 

contact d'ordre i - en W f ] W 
i j 

Si 4 = f , d'après le théorème 5  de ( 1 . 3 ) , i l existe Y € -5*(E ) tel que, 

pour tout i € {l,...,r}, on ait 

(^OT1-*.) )|w = 0 , 

et donc, pour tout g € G (resp. dans la composante neutre de G), 

(jfV(g))|w> =  ts.f(g)]0 (resp.( 
.f 
J 

d 
dt 

\?(tg) t=C <c 
ù d 

dt $$g ( t s ) | t = o ] o 
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d'après (1) et l'invariance de W± ([wj ) par p'(g). • 

THÉORÈME 2 . Si est dans le domaine de Poincaré et si l'on a 

s>s 3=min {max o 

<c.,g> 

<c . » g> 
(i,j)€{l,...,n}2} g e t < Ci,g > > 0 Vi } , 

les propriétés suivantes sont vérifiées : 

^w<ù$$ s, =  max ( { | ( p , q ) | : (p,q) €  P  U...U P )  U  {l}) s  s  . i i n o 

(ii) Si R(g) : E-P désigne pour chaque g € G l'unique application polyno-

miale de degré < s satisfaisant mù$w< 
n,;:à)= = \ p  (g) » 11 application 

R : (g,v), >R(g)(v ) est une action analytique de G sur E . 

(iii) Le germe p est C -isomorphe à CR3GX{0} 

Par conséquent, pour chaque variété X'3 b ' et chaque s' £ ] S Q , S ] , tout germe 

p'£ Act^,(G,X') formellement isomorphe à p à l'ordre s^ est CS - isomorphe à p • 

Démonstration. Les preuves de (i) et (ii), faciles, sont laissées au lecteur. 

La seule v.f.i. de p maximal e pour l'inclusion est E .Pour tout g € G tel que 

p (g) ait E pour variété instable - i.e. < c.,g^ > > 0 pou r tout i - et tout 

e > 0, il existe une norme euclidienne |.| sur E , de la forme 

v, > 
n 

i=l 

1 

;:ù 
x1 
3 

1 (v) 
M / 2 où les \* sont des réels > 0 , telle que, si 

CQ = |p1(-g)l et K q = Ip^g)!, on ait 

Log K I o 
-Log c - max 

<ci,g> 

<Cj,g> 
( i , j ) e {l,...,n}2}| ^ e . 

Si, dans le théorème 1 de (4.2.2), on prend £ = C j00 R(g)3Q l'application t 

associée à £ est donnée, si 4 (g) = min {  4 € IN :  i  > 
Log K ° o 
-Log co 

par 

t(j) = max{j,4(g)} . 
En choisissant g et la norme |.| de manière que ̂ (g ) soit le plus petit entier 

> S q , on conclut par le même raisonnement que pour le théorème 1 . a 

148 



CAS DES GERMES D'ACTIONS  DE  R ou Z 

1 

risation CS dés que l'on a s > 1 . 

Démonstration. Comme , • . . , c son t linéairement indépendants, on a 

P =  ... = P = 0, et p1 est dans le domaine de Poincaré. De plus, il existe 
1 n 

un hyperplan affine de G* contenan t c.,•••,c e t ne passant pas par 0 ; en 
JK i n 

d'autres termes, il existe g  ̂G te l que l'on ait < c^,g> = . . . ~ < ^n,g> > 0. • 

EXERCICES»1. Ecrir e une preuve "autonome" du théorème 2 en ne retenant des 

théorèmes 1  et 2 de (4.2.2) que ce qui concerne la situation considérée. Montrer 

en particulier que cette preuve se simplifie beaucoup lorsqu'on l'applique à 

des germes d'actions holomorphes de G = 7L ou Œ  sur une variété holomorphe 

(dans le domaine de Poincaré en tant qu'actions de ]R dan s le second cas), et 

que 1 'isomorphisme construit entre p et [R!]-, r̂i est alors holomorphe (théorè-

me de Poincaré et Dulac). 

1 1 2. Si p es t faiblement hyperbolique et n  ̂dim  ̂G  ̂, alors p est 

dans le domaine de Poincaré ; déduire du théorème 2 la classification C de 

tous les p  ̂Act^(G,X) de partie linéaire faiblement hyperbolique lorsque 

dim X < dim G^ . 

( 4 . 4 . 3 ) Formes normales des qermeg hyperboliques d'actions de IR ou S 

HYPOTHÈSES. Ce sont les mêmes que dans le reste de (4.4) , mais on suppose 

que s = œ, que G = M ou Z et que es t hyperbolique, de variétés stable E+ et 

instable E et dans le domaine de Siegel-le domaine de Poincaré a été étudié dans 

/ I I \  \  Y  voo .  1 
(4.4.2). On associe a p =p l'actio n p ,  les morphismes a. et les ensembles \\ . et P 

i i i 
définis après le théorème 4 et avant le corollaire 4  de (4.3.2) . 

Ainsi, si G = IR et que X. = a»(0) pour 1 < i < n (le spectre du générateur infini -
I _ 

tésimal de p es t donc yfX ,X }), alors  ̂(resp . < ,  1 < i < n) est l'ensemble 
1 1  o  i 

des (p,q) G (JNU) vérifiant |p|+|q| > 0 (resp. > 1 ) , £(p.X. + q.X.) = 0 (resp.=A ) 
3 3 3  3 i 

et q . =0 pour \ G  IR . 
3 3 

1 4 9 

COROLLAIRE. Si_ p est hyperbolique et n  ̂dim  ̂G , alors p admet une linéa-



M. CHAPERON 

NOTATIONS. Soient A = 
n 

i = l 

d. 
IN 1 P Pi la projection de A sur son i-ieme 

facteur IN 
d. i et Pi» >P i la projection de W 

d. i 2 
sur son j-ieme facteur. Si A 

est muni de l'ordre 

" (p,q )  ̂(r,s) si et seulement si p̂   ̂r̂  et q? ̂  ŝ  Vi, j " , 

il résulte de (4.3.2), lemm e 5 que tout élément de P. (1  ̂i  ̂n) 

s'écrit - de manière non forcément unique - comme la somme d'un élément de l'en-
semble fini mi n P. et d'un nombre fini d'éléments de l'ensemble fini mi n P , 

i o 
où P 

o 
w {(p,q) 6 A2 : (  (| p | , . . . , | p J ) ,  ( |q i | , . . . , | q | ) ) € F } . 

- • • n i n o 

Par conséquent, si (x )̂ est un système de coordonnées adapté à  p1 

et si 

tz1,...,zii , z1,...,ẑ l} = {xP xq : (p,q) 6 min P et xP xq(E) <£ TR } 

et ty1f-»yvJ = ixP xq : (p,q) € min Pq et xP £L (E) c ]r} , 

le théorème 1  de (4.4.2) admet la formulation suivante : 

THÉORÈME 1 . Si G = 7L (resp. ]R), il existe des séries formelles ft 
i»p>q 

(y,z,z) 

(resp 
n,; 
ù$ p»q 

(y» z, z] ) avec l ^ i ^ n , l ^ j ^ d . e t (p-q )  ̂min P̂^ -Ione en 

îombre fini - et un germe Y £ Q(X,E ) tels que l'on ait 

Si(tg)|t=dd<<0]0 } 'ty1f-»yv,;ù 
E+UE" 1 E+UE" 

Vi,j, x^ o Z = x^ "^(l) +ajL(l)Vi,j,xc 
E+UE" E+UE~ 

où Z (resp. £) est le jet en 0 d'application C°° jle E dans E donné par 

Vi,j, x^ o Z = x̂  "^(l) +ajL(l) 
p,q)€minP^ 1 1 »p»q 

(ytz,z) 

(resp. x.° £ x v 1c L + 
p,q)£minP^ 

xPxq 
i»p»q 

(y,z,z), où L = 
dt 
d Vi,j, x^ o Z = 
x^ "^(l) +w<<<< 

Il est évident que (y,z)| 
E+UE" 

= 0. Par conséquent, quels que soient i,j et 

(p,q) £ min P. , si u3 
i»p>q 

(resp P? 
iP>q 

)c c ÙRV x Œ^ HQ > Œ est un germe véri-
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fiant j" b? =  b3 (resp . j°° p? = p? )  , alors b<? o (y,z) 
0 i,p, q i-P« q 0  i,p, q i»P» q i-P- q 

(resp. 3 j 
îiPiq 

(y,z)) est un germe [ E] 
E+UE" 

> Œ  de fonction C°° , et 

i00 b j 

E UE 
U . 
lIPIÇ 

^w; !;: 

:w<^$ 
(y» z, z) (resp. 

.00 
J E+UE" 

3j 
i>p>q 

wxq 
v 

i»P-q 
J (y,z,z)). Du théo-

rème 1 et de (4.2.3), théorème 2(i), on déduit donc le résultat suivant, qui 

précise beaucoup l'énoncé du théorème de Sternberg donné dans (4.1) : 

THÉORÈME 2 . Pour tout choix des prolongements b? (resp . B3 )  des 
v. ~  1»P'< i i»p« q — 

bi,p,q(reSP' Pi,pfq)' 11 existe un *erme X 6 '5b,o(X,E) tel que X * P = Pœ , 

ou pœ 6  Act (G,E) est donné par 

Vi , j , x 3 o yœ(1) = [XJ w<<cc»c ca (i) 
(p,q)£minP. 

xp xq b? » (y,z) ] 

(resp_.  ̂x3 o P . i t )^ =  [xj » L + 
(p,q)^minP^ 

xP xq p? 
i»p»q 

> (y,z) ]Q ). Le 

modèle local pœ ainsi obtenu laisse [E+UE~] invariant. 

COROLLAIRE. Si P =  íjó] , les 
a 
bV 
i»p»q 

(resp. Í3 
i-p-q 

) sont des constantes le 

modèle local pœ obtenu en prenant < 
i-p-q 

<: : 
iiPiq 

(resp» I^^ i»P»q 
^^ ̂ ^ 

i»p»q 
pour 

tout (i,j,p,q) dans le théorème 2 est le germe en G x {o} d'une action analyti-

que de G sur E. • 

Dans le même ordre d'idées, on prouve de même le 

THEOREME 3. Quel que soit * ^ IN ,  il existe des applications polynomiales 

P3 .(resp . TT3 0 ) : ]RV X  \ (L , avec 1  ̂i  ̂n, (p,q) € P. et 
i,p,q,* *= - i,p,q,zzrr<<<<<<mù$ * 1  — 
1 <. j <, di , dont le degré croît avec ^, telles que p soit C -isomorphe au 

germe p^ d'action analytique de G sur E fixant 0 donné par 

Vi,j, x 3 o p¿(D = [xj 0 P^U) + a (1) 
[p,q)€minP^ 

xPxq P ? 1 P- q-̂  (y,z) 
"O 

151 



M. CHAPERON 

(resp. d 
dt Xi ° ^(t)|t = 0 = [xx ° L + ip,q)£minP^ 

xP x <V o 
^i,p,q,4 (y.z) ]n ).» 

EXERCICES 1. Enoncer les résultats que donne notre méthode pour s < oo . 

2. Généraliser le tout au cas où G est un groupe élémentaire tel que 

dimG^ = 1 (utiliser le théorème de (3.1.4), et regarder éventuellement la 

manière dont on s'y prend dans le chapitre 3). 

(4.4.4) Intégrales premières et centralisateurs 

Les hypothèses étant celles de (4.4.2), une intégrale première C* 

de p est un germe a : C x3fe >  1R de fonction C te l que a ° p'(g) = a pour tout 

g € G  et-j|j-(a 0 p(exptv) )i = 0 pou r tout v  dan s l'algèbre de Lie de la com-
' 't= 0 posante neutre de G . 

PROPOSITION 1. Pour tout p £ Act*(G,X), toute intégrale première C° die p est 

constante sur les v.f.i. de p• 

Démonstration. Soient g € G et W la variété instable de pXg)« Etant donnée une 

intégrale première continue a de p, il existe un représentant Y de W, un repré-

sentant f : Y<p> de p*(-g)|̂ . et un représentant a : Y >] R de oc|^ tels que l'on 

ait a©f = a e t , pour tout y € Y ilim fn(y) = b. Comme a est continue en b, 
n-*co 

on a donc a(Y) = {a(b)}. • 

Une intégrale première de p  € Act^(G,X) est un a £ ̂ fe(x) tel que 

a° p(g) =  a pou r tout g € G. Lorsque p es t le jet d'ordre s d'un 

s V  % 
D £ Act£(G,X), un tel a es t appelé intégrale première formelle d'ordre s _de p. 

PROPOSITION 2. Les hypothèses et les notations étant celles du corollaire 3 de 
v v 

(4.3.2), toute intégrale première a _de _ p est de la forme 

v 
a = (p,q)€P UlO.O j 

I (p,q)Ns 

a x p xq ) ° h 
p-q 

ou les a 
p>q 

sont des constantes complexes et P est défini dans (4.4.3) 

v y 
Démonstration. Pour s < oo le jet hs/a appartient a 
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vb;;ù tí (C (h^ p  (g) ) x y =  Y 3  » et donc à 

g € G 

:^$<wttbv 
n,;à)***aq (h.̂  a (g) ) -x- Y =  Y K  don t une base est formée des 

x x  ave c (p,q) € P U {0,0} et I (p,q)| * s . Si s = », on passe a la limite 
projective. • 0 

EXERCICE. Un e condition nécessaire pour que p ai t des intégrales premieres 

non constantes est donc que P q soit non vide. Montrer que cette condition est 

suffisante pour s < œ , mais ne l'est pas, même génériquement, si s = 00 . 

THÉORÈME 1. Sous les hypothèses de la proposition 2, pour toute v.f.i. W  _de 

1 ^ V ,  x  v 

p ,  le jet h-* a définit au sens de (4.4.2) un jet a en W  de fonction sur E 

tel que, si a^ désigne pour tout H  I  U  {«»} la composée avec a de la projection  

canonique de J (E , IR ) sur J (E , IR) , les propriétés suivantes soient vérifiées : 
v o 

(i) a est le jet d'une constante. 
(ii) Avec les notations de la proposition 1 de (4.4.2), il existe une 

application tQ :  I N U [oo)<3 ne dépendant que de p 1 , telle que =  {00} et 

que a o S(g) = a quels que soient 4 € t q ( [ 0, s J ) et_ g € G, où_ 0 désigne la  

composition ponctuelle des jets. (N.B. On a t^ W ^  i) . 

(iii) Il existe une application t^ :  IN U [°°3 ne dépendant que de p , 

telle que t1 (»)=[œ] et que, pour tout i e t :A(Co,s3) , l a propriété suivante 

soit satisfaite : _si a : ^   ̂ est un germe de fonction C  vérifiant 

w< 
<vb, 

EL ,, V 
a 

t ( i ) 

Vg 6 G, \ 3 a ) Iw [S£(g)]0 = (/ a)| w 

alors .(J a) Iw 
w<p^$ 
ù$^^^^ '0 . (N.B. On a t {i) > i) . 

Démonstration. Les deux premiers points sont faciles à établir. Le dernier ré-

sulte du théorème 1 de (4.2.4) et de la remarque qui le suit, appliqués à 

t1(k) t1(k ) ^  ^ 
^ |  W =  ̂̂ go ^ ' °"  ̂̂ go^ a<*met ^ pour variété instable. • 
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COROLLAIRE 1. Etant donné p £ Act^(G,X), il existe une application t2 : MJ{«°}.p 

ne dépendant que de p1,telle que t0* (») = [<»] , et possédant la propriété 
_i t2(^ ) 

suivante : pour tout A € t^ ([o,s]), s£ a est une intégrale première C de_ 

P i le jet d'ordre 4 jle a en la réunion des v.f.i. de p est entièrement déter-
miné par xw; 

*2 TU 
a • 

THÉORÈME 2. Sous les hypothèses de (4.4.3), pour chaque intégrale première 
v 

formelle a d'ordre infini de p , l'espace affine des intégrales premières a de 
.c. oo V 

classe (/ jle p telles que j^ a = a est de dimension infinie - et en particulier  

non vide l (Voir l'appendice 6, (A6.3), Corollaire, pour une généralisation) 

Démonstration. On peut évidemment supposer que (X,b) = (E,0) et que p est de 

la forme pœ donnée par le théorème 2 de (4.4.3). Soit R : (g,v)» }R(g)(v ) 

une action C° de G sur E prolongeant p et telle que, pour un choix convenable 

d'une norme euclidienne |.| sur E , il existe (cf. (3.2), lemme 1) des constantes 

c+ < O et c <  O telles que l'on ait 

(D 

Vg £ G H [O,oo], Vx € E, |R(g,x) ^ eC+g |x I + 

|R(-gfx) _  I * e 
-c_g 

X 

où x+ et x désignen t le s projections de x £ E+ © E su r E+ et E respective -

ment • 

D'après le théorème 1 et (1), il existe un unique jet a+ : E+—̂  J°°(E,]R) 

de fonction vérifiant a+(0) = a et a ° .00 
E+ 
R(g) = a pou r tout g. Soit a. : 

Ce] 
E 

\ I R un germe de fonction C tell e que 
00 

E+ al 
= a .  Posons 

B = { x ^ E : | x | ^ l } e t 

D = ' ÔB s i G = JR 

B \ R(l) (B) s i G = 7L . 

- Si G = TR , il existe d'après (1) un unique germe a : [E . E" ] 
E+ 

^ E  d e 

00 
fonction C vérifian t 
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(a - ai)|D = 0 

. Vg€ G  , a ° Cs(g ) 
E \ E" E+ 

= a . 
+• 

D'après le théorème 2  d e 4 . 2 . 4 , Cal ^ se prolonge en une unique intégrale pre-

mière a  d e classe C°° de p ,  vérifiant a  = a . Les a  possédan t cette 

propriété forment un espace de dimension infinie, car l'application â |pi > a 

est une bijection affine. 

- Si G  = 7L , le théorème de prolongement de Whitney permet de construire un 

germe a0<W/¨¨¨¨¨¨  \~$!L de fonction C vérifian t 
*¨¨<CP¨£ E + 

w,G a2> 
D H E+ 

v+ 
= a D H E+ 

;ll wxm^$ $<<waaqSQQ<<¨¨SA 

f .0 0 

On conclut alors comme précédemment en définissant a par 

(a-a2)|D = 0 

Vg 6 G , a » Cs(g) 
E\E~ E+ = a . 

Exercices - Enoncer et prouver le théorème 2  en différentiabilité finie. 

Rappelons que le centralisateur d'une partie A d'un groupe est l'en-

semble des éléments du groupe qui commutent à tous les éléments de A. 

PROPOSITION 3 . Les hypothèses et les notations étant celles du corollaire 3  cle 

v 
( 4 . 3 . 2 ) , tout élément y 

du centralisateur de "p (G) dans 
Y 

b (X) est tel que 

vi» j> 
j ï  v X °  h i p 
1 7 

d i 

XC 

<<¨£ 
M%/N x. i + W<¨££ 

(p,q)Ns 

£W<< 
N?.IT xP xq , 

ou les 
T<<W 
LM¨RR et les 

N?<<X 
.?££¨¨¨< sont des constantes complexes. 

1 5 5 

V I R Í D O B ) = (i " a i °  ^ ^ ^ ^ R d ) O B ) • 

iL 



M. CHAPERON 

THEOREME 3. Sous les hypothèses de la proposition 3 avec s = » , pour chaque 

v.f.i. W de p ,  le jet h,jp définit au sens de (4.4*2) un jet 

H £n W de difféomorphisme E £ t̂el que H o S(g) = S(g) o H pour tout g. De plus. 

si (f WX * * ( E : 
o 

vérifJ€ 

¨¨^$$<<< 

(f ?)iw • Cs(g)]0 = S(g) o (jœ<p ) W pour tout g , 

alors ( j°°(f) I w CH30 , 

Démonstration. C'est celle du théorème 1, en remplaçant le théorème 1 de (4.2.4) 

par le théorème 2 de (4.2.2) . 8 

EXERCICE. Enoncer et prouver le théorème 3, à la manière du théorème 1, pour 

s < » • 

THEOREME 4. Sous les hypothèses du théorème 2 die (4.4.2), le centralisateur  

de p'(G) dans "^(X) est, pour chaque entier i €  ]S q , s], égal à j£>S, qui est  

un groupe de Lie algébrique de dimension finie. 

Démonstration. Soit h €  ̂^(X,E ) un germe tel que hp =  [R]Gx{o ) *  Chaque 

élément tp d u centralisateur de h-x-p (G ) dans -^(E) est égal a H  pour une 

unique application H : E 4> polynomiale de degré au plus s^ , et H appartient 

au centralisateur de R(G) dans Diff°°(E,E). Par conséquent, <f = CH ]^ appartient 

à h h Zl  d'aprè s le théorème 2 de (4.2.2) , cp est le seul élément de h.v.X 

tel que ̂wx 
m 

<F = ¥ 

THEOREME 5. Sous les hypothèses de (4.4.3), pour chaque élément y  du centrali-

oo V  oo 
sateur de p* (G) dans "^(x) ' les éléments ç du centralisateur de 'p (G) dans 

^(X) qui vérifient j^ y - y forment un ensemble infini (et même "de dimension  

infinie" ). 

Démonstration. C'est celle du théorème 2, en utilisant le théorème 2 de (4.2.3) 
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au lieu du théorème 2 de (4.2.4). • 

EXERCICE. Enoncer et prouver le théorème 5  en différentiabilité finie. 

[4.4.5) Actions génériques de ]R ou ZZ 

Soient X  un e variété séparable de dimension finie n , D l'espac e des 

diffeomorphismes X —> X d e classe C ,  et d l'espac e des C -champs de vecteurs 

sur X . Les espaces D  e t d  étan t munis de la topologie de Whitney, nous allons 

prouver un fait utile : 

THEOREME. Il existe un résiduel R  (resp.r) de D (resp.d) tel que, pour tout f € R 

(resp. tout F (E r) et tout a € X avec f (a) = a (resp. §(a) = 0) , les deux propriétés 

suivantes soient satisfaites : 

(i) L1automorphisme T f(resp.exp dE(a)) de T X es t hyperbolique, et le spectre a •  a 

0*(T f) (resp. o"(d̂ (a))) est formé de valeurs propres simples. 

(ii) Le germe [f] ( resp.[Q ) esf c -linéarisable. a a 

Démonstration. Nous allons traiter le cas des diffeomorphismes,1'autre étant tout 

à fait semblable. Posons =  Ĵ ~(X,X), et soit 

x ^^ {/f £ J1 : f(a) = a et (# a(T&f) < n ou 0 6 a(T f))} 

Dire que ĵ f  ̂E revient à affirmer que le produit du déterminant de T f par le a a 

discriminant de son polynôme caractéristique est nul. Il résulte donc de la strati-

fication de Whitney des ensembles algébriques que le fermé £  es t un stratifié de 

codimension n + 1 de J"̂  . 

Considérons la sous-variété M  d e codimension n  d e défini e par 

M = {jXf t J1 \ Z : f (a) = a] . 

1 s 

Sur M , l'application ĵ f j  >  0*(T̂ f) est à valeurs dans l'ensemble A  de s 

parties de (D \{0} qui possèdent exactement n  élément s et sont invariantes par 

conjugaison complexe. On munit A  d'un e structure de variété analytique de la 

manière suivante : l'ensemble A  de s (â ,...,a ) £ (Œ \ {0})n vérifiant 

if [â  , . . . ,â } = n et [a^ , . . . ,a } = [â  , . . . ,a ] est une sous-variété de (D*1 , sur la-
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quelle le groupe symétrique S agi t librement par permutation des indices. On iden-

tifie A  à  l'espace des orbites de cette action. 

Pour cette structure de variété analytique, l'application s : M ^ A est 

une submersion. Désignons par K : A ^ A la projection canonique. Pour chaque 

P - (p« > • • • >P ) £ IN avec Ipl > 1 , soit A =  7t(A ), où A es t la sous-variété de l n p  p  p 

A formé e des (a ,...,a ) avec a =  aP . Bien entendu, A es t une sous-variété 
1 n  1 p 

immergée, et non plongée, de A  . Cela dit, comme A es t une vraie sous-variété et 
P 

K u n revêtement fini, le théorème de transversalité de Thom (convenablement aména-

gé) permet d'affirmer que l'ensemble V de s f t C°°(X ,X) tels que ĵ f soi t transver-

se à s ̂"(A ) est un résiduel. Or, s  ̂(A ) étant une sous-variété (immergée) de co-

P P 
dimension n + 1 de J ,  le résiduel V es t exactement l'ensemble des f  tel s que 

p 
1 - 1 o o 
j f(X) f) s ( A ) = 0 . Soit U l'ouver t dense de C (X ,X) formé des f  vérifian t 

D j1f ftl Z  ,  c'est-à-dire j1f(X) n Z  =  0 • L'ensemble R = D f| U f) V 
P 
est l'inter-

section de l'ouvert D  e t du résiduel U f| 
1% 

C'est donc un résiduel de D . 

Pour tout point fixe a  d'u n f (: R, les propriétés (i) et (ii) du théorème sont 

satisfaites e n effet, le spectre o*(T f) est formé de valeurs propres simples 

parcequ'on a f  € U , et T f es t hyperbolique (exercice) parce qu'on a f € f)  V j 
a p 

pour la même raison, [fj es t formellement linéarisable, ce qui permet de déduire 
a 

(ii) du théorème de Sternberg. m 

REMARQUE. En travaillant un peu plus, on voit que, pour tout entier k > O , il 

existe un ouvert dense R̂  (resp.r̂ ) de D  (resp.d) tel que, pour tout f C R^(resp. 

/- \ œ 
r € r ), l'énonce du théorème soit vrai lorsqu'on y remplace C -linearisable par 

C -linearisable. 



CHAPITRE III. LINEARISATION DES GERMES D'ACTIONS DE GROUPES ELEMENTAIRES 

Elementarys my deav Watson . 

Conan Doyle 

Introduction* Nous allons expliquer maintenant comment généraliser le théorème 

de Sternberg aux germes d'actions de groupes élémentaires généraux. Pour éviter 

d'ensevelir le lecteur sous des détails techniques, nous traiterons uniquement 

dans ce chapitre de la linéarisation des germes dont le jet est semi-simple. 

Dans le domaine de Siegel, la géométrie des orbites de la partie linéaire d'un 

tel germe est relativement compliquée, et nous commencerons donc pour nous y 

frayer un chemin. Nous utiliserons ensuite les méthodes de (4.2) pour obtenir 

le résultat cherché et en prouver l'optimalité en un sens que nous préciserons. 

Le cas non semi-simple est traité dans l'appendice 7 . 

5. GEOMETRIE DES ORBITES D'UNE ACTION LINEAIRE FAIBLEMENT HYPERBOLIQUE DE JRT . 

Dans cette section, on se donne un espace vectoriel réel G^ de dimen-

sion r < œ , et une représentation linéaire continue cr du groupe dan s un 

espace vectoriel réel E de dimension finie. On désigne par cr l'action de G^ 

sur E donnée par cr(g,x) = a(g)x, que l'on suppose faiblement hyperbolique. En 

outre, on fait l'hypothèse que, pour tout g € Ĝ  , 1'automorphisme 

* cr(g) : ci ^  c ° cr(g) de 1 ' espace vectoriel complexe L^(E,Œ) es t diagonaliea-

ble. 

(5.1) Quasi-quotients de E par cr 

Commençons par traduire les résultats de (4.3.1) : 
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PROPOSITION 1. Il existe une unique décomposition E = E± ©.. .© En et des ap-

plications 3R-linéaires oĉ , . . . , d je dans Œ  possédant les propriétés suivan-

tes : 

(i) Pour chaque i , Ei est un espace vectoriel sur 3R si oc^G) ^ TR , sur Œ 

sinon, et 

V(x,g) G E. x G ^ a(g,x) = e 
a ( g ) 

x . 

(ii) Pour i  ̂j, on a ou  ̂ou  ̂ou 

Les formes linéaires cH , . .. , c associée s à a dans (4.3.1) sont données par 
i n 

c. = fte oc. (1 £ i £ n). 

On note 

I =  {l,...,n} 

VI <= i 
n EI 

wx 
i€l 

E. 
i 

et on désigne par xj—> x̂  la projection de E = E^ ©...© E^ sur son i-ième fac-

teur. 

Sur chaque E^ , on se donne un produit scalaire hermitien (.|.) ,  et 

l'on munit E de la norme |.| définie par le produit scalaire euclidien 

bm^^ 

i<El 
n 

fte (xjy.) . 

Pour étudier les orbites de o* , nous allons utiliser l'application F de E dans 

Gĵ  définie par 

F(x) = 1 
2 î I 

n 

X . 
1 

2 
c. • 
i 

EXEMPLE. Si Gj p =  1 e t que les ou sont réels, le champ de vecteurs d 
dt *<t>|t=0 

est (moyennant l'identification canonique de 3R à 1R') le gradient de F, laquelle 

croit donc strictement le long des orbites de a autres que to}. Si E+ et E~ 

désignent les sous-espaces stable et instable de cr , supposés non triviaux , 
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alors, pour tout b > 0 (resp. < 0), toute orbite de a qui n'est pas contenue 

dans E+(resp. E ) coupe F **(b) transversalement, en un point et un seul. En 

— 1 N 
d'autres termes, F (b ) est difféomorphe à l'espace des orbites de ^| ]RX(£\E+) 
(resp. 01 |]RX(E\E~)  ̂* Bien entendu, il serait plus simple d'utiliser le cylindre 

l 1 2 I  1 2 — 1 £ |x. | =  1 (resp. 2  |x. | =  1) au lieu de 1 ' hyperbolo'ide F (b) , mais 
c>0 1  c.< 0 1 
i i 

cette possibilité disparaît pour r > 1, alors que l'usage de F convient, nous 

allons le voir,a tous les cas. 

NOTATIONS.-Pour tout x € E ,on pose J(x) = {i € I :  x.  ̂o} . 
' n i 

-Pour chaque I  C  Ir , on appelle respectivement e t l e sous-

espace vectoriel et le cône convex e de sommet 0 dans engendré s par {̂ l̂ -j- • 

PROPOSITION 2. Les points critiques de F sont les x £ E tels que 

VJ(X) *  G*] R • 

Démonstration. Etant donné x € E, on a 

DF(x).y = 
i€l 

n 

fte (xilyi) ci 
i€j(x) 

R-e(x.Jy\)dd<< 

pour tout y £ E. Quel que soit c = 
i£j(x) 

X. c. € VT, v , 1 i  J(x ) 

y = 
i€j(x) 

X. i 
Ix . | 

X . 
1 € E est tel que DF(x). y = c • 

PROPOSITION 3. Pour tout b £ G'̂  , les propriétés suivantes sont équivalentes : 

(i) b est une valeur régulière de F. 

(ii) Pour tout I <= I ,  si b € CT , alors VT = G' . ——————— n  —  i  — — i  j k 
o 

(iii) Pour tout I <= I ,  si b € CT , alors b € CT . n i 1 

(iv) Quel que soit I  Œ  Ir , b est une valeur régulière de F | E 

Démonstration. Pour tout point critique x de F, b = F(x) appartient à Cj(x) » 

et, d'après la proposition 2, on a Vj(x) / G'-j^ * ce qui prouve que (ii) entraî-

ne ( i) . 
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Réciproquement, si b € Cj pour un I C I r , il existe évidemment 

x 6 E tel que J(x) c I et F(x) = b. Si Vj  ̂G'^ , a fortiori Vj(x) / Gf^ , 

ce qui prouve que (i) entraîne (ii). 

L'équivalence entre (i) et (iv) résulte immédiatement de celle entre 

(i) et (ii). 

o 
Si Cj est non vide, on a =  G'̂  , ce qui prouve que (iii) implique 

(ii). La réciproque vient de ce que, pour tout I  ̂ 1 ^ , ò Cj est la réunion 

d'un nombre fini de C tel s que J c I  et V  ̂G' .  • 
d J  J R 

PROPOSITION 4 . Quelle que soit la v.f.i. W de a , F| est propre. 

Démonstration. Il existe g € G_ tel que W = ET , où I = {i€l :  < c.,g > > o) . — — — — — — — — J K 1  n i 
1/2 % 

Par conséquent, x j > < F(x), g > es t une norme euclidienne sur W, d'où il 

résulte que tout B Œ W tel que F(B) soit borné est borné. • 

THÉORÈME 1 . Quel que soit x £ E  vérifiant Vj(x) = G'] R '  1 ' application 

G M 3 gl »  F(cKg,x)) € G'̂  

est une (sub) immersion injective, d'image Cj^^ » 

Démonstration, (i) C'est une immersion injective : posons 

Y (g) = F (tf(g,x)). On a 

Y (g) = x 
1 
2 iÉJ(x) 

X . 
1 

2 
e 
2c.(g) 

c. i 

et donc, pour chaque c € G' , 

Y (g) - c = D f (g ) 
X X , c 

où 

f (g ) 
X, c 

d 
1 
4 

|cr(g,x)|2 - < c,g 

2 
Comme D 

f 
x, c 

(g) 
i€j(x) 

Ix. 
|2 e 

2c.(g) 
c. ® c. i i est définie positive pour tout 

g £ G TO d'après l'hypothèse sur x , il est clair que Y es t une (sub) immersion ; JR x 
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de plus, la fonction f^ ^ : G  ̂^  JR est strictement convexe pour tout c £ Ĝ  , 

et a donc au plus un point critique, qui est la solution éventuelle de Y^(g)=c , 

d'où 1 'injectivité. D 

(ii) L'image de es t Cj(x) : cette image est ouverte d'après (i) 

et incluse dans Cj(x) par définition de F , et il suffit donc de prouver que 

d OF (G TO)) c Ò Q ( . 
x I R J(x ) 

Soit donc (gk)k£ un e suite de points de ,  telle que ^ ( s ^ ) converge vers 

un point c d e ô ^ X ^ 1 R ^* ̂ u-̂ ^̂ e a remplacer (gj^ Par une sous-suite, on peu 

supposer que ĝ  tend vers l'infini (car c ne serait pas un point frontière si 
I I ^ k (gk) était bornée), et, étant donnée une norme g) ̂ |g | sur G  ̂, que -t h-

^k 
tend vers une limite g £ G \  {o} (car la sphère unité de es t compacte). 

Par définition de Y ,  on peut écrire x 

i€j(xwd<x) c^^ 
i€j(x) 

x. 2 2 e ff < c. , g + 
gk 

lgk 
- g) > 

ci ' 

d'où en particulier c € ,  où I = [i € J(x) : < ĉ  , g >  ̂0 } . De plus, en 

écrivant que < ̂ x̂ gjt) » S > ne tend pas vers + œ , on obtient 

V i 6 J(x) , <  c. , g > * 0 , 

d'où C T c d Q . . • I J(x ) 

Nous noterons ay la réunion des v.f.i. de ^â . 

COROLLAIRE 1Z . Pour que x<<z^ ̂€ E appartienne ^w<<^^à faut et il suffit que l'on 

ait F< zz(of (G< M)x) A G'zẑz . 

Démonstration. D'après la proposition 1  de ( 4 . 4 . 1 ) ,^ ̂x appartient à^d s^ si et 

seulement si il existe un demi-espace fermé D de Gs'ŝ  vérifiant B D 3 0 et con-

tenant Cj(x) . Par conséquent, comme F(a(G ̂ ) x) c Cj(x) s* la condition est né-

cessaire. Réciproquement, si F(ar(G 1D)x)/ G' ,  deux cas se présentent : 
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- Pour vj(x)  ̂G'-j r » n'importe quel D vérifiant Vj(x) c d D contient 

CJ(x) '  d'° " x  € 

- Sinon, d'après le théorème 1 , F(a( G ._,) x) = CT, v ,  et Cw x  est 
JR J(x ) J(x ) 

donc un cone convexe fermé de sommet 0 , d'intérieur non vide et distinct de 

G'j£ , donc contenu dans un D. • 

Soit, pour chaque b £ G' ^ ,  1 ^ la réunion des v.f.i. de a su r les-

quelles F  ne prend pas la valeur b  • 

COROLLAIRE 2. Pour toute valeur régulière b  dj e E  , les propriétés suivantes  

sont équivalentes : 

(i) x G 
b 

(ii) b *  CJ(x ) • 

Démonstration. Si (i) est vérifiée, b n'appartien t évidemment pas à F(otG^)x) , 
o 

lequel est égal à C J ^ J dé s que celui-ci est non vide, d'où (ii). 

Réciproquement, si (ii) est satisfaite, il résulte de la proposition 

3(iii) que Cj(x) ne contient pas b  , et peut donc en être séparé par un hyper-

plan de G' ^ passant par l'origine, d'où ( i ) par (4.4.1), proposition 1. • 

Pour tout b € G ' ,  soient E, = E \ *\H e t Q. = F-1(b). 
JK b  b  b 

COROLLAIRE 3. Pour toute valeur régulière b  jd e F  , est un quotient de Ê  

par a , en ce sens que toute orbite de a qui n'est pas contenue dans 

coupe transversalement , en un point et un seul (Q^ est donc difféomorphe à 

l'espace des orbites de air „  ). | G KxEb 

Cela résulte immédiatement d u théorème 1  et du corollaire 2. u 

COMMENTAIRE, pour r > 0 , l'espace des orbites de cr est un ensemble stratifié 

non séparé. Bien que la structure de cet ensemble stratifié soit à l'évidence 
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intéressante, nous allons dans ce qui suit éviter d'aborder de front son étude. 

Il n'est pas trop difficile de prouver que, si U q c E est maximal (pou r l'in-

clusion) parmi les U c E tels que o*(GxU)=U et que l'espace des orbites de 

a|GxU so** une variété (analytique) séparée,alors U q est de la forme E^ pour 

une valeur régulière b  d e F  . Comme U q est alors un "très gros" ouvert 

dense (son complémentaire est une réunion finie de sous-espaces vectoriels 

stricts), il n'est pas déraisonnable de baptiser "quasi-quotient"d e E parc . 

(5.2.) Application à l'étude des orbites de a 

PROPOSITION 1. Presque toute suite {o} = H Q <=. . .<= H R = G  ̂ de sous-espaces 

vectoriels de G tels que dim  ̂R\ = j pour tout j possède la propriété 

suivante : pour chaque j € to,...jr}, si :  ^  IH désigne la surjectior 

canonique Ci )  C|H . ' a^ors q.uel que soit I  ̂1^ ,  T C  ̂| v est de rang maximum. 

Etant donnée une telle suite ( H . ) , l'action a. =  cn„ _  est faiblement hyper-
j j  j 

bolique pour tout j  . 

Démonstration. On prouve sans peine que l'ensemble des hyperplans ^  de G ^ 

tels que la projection TI ^  ̂: G'̂  ^  ^  possède la propriété souhaitée a un 

complémentaire fermé et de mesure nulle dans la grassmannienne des hyperplans 

de .  Pour chaque choix d'un tel ,  l'ensemble des hyperplans H^ 2 de 

r-1 * H .  tels que la projection T Ï n  : H' . >H ' ait la même propriété (en rem-r-1 r- 2 r- 1 r 

plaçant a par °*r )̂ est lui aussi un ouvert de mesure pleine. On conclut donc 

de proche en proche en donnant un sens précis à "presque toute suite" • • 

DANS CE QUI SUIT, ON SE FIXE UNE SUITE (H.) SATISFAISANT LES HYPOTHESES DE LA 

PROPOSITION 1. 

PROPOSITION 2. L'ensemble des b € G' tel s que b. = 7t . (b) soit une valeur ré-IR J — j  3 

gulière de F_. = n ̂  o F : E ^  Ĥ  pour tout j  est le complémentaire d'un fermé 

de mesure nulle dans G'^ . • 
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DANS LA SUITE, ON SUPPOSE FIXE UN b € G» SATISFAISAN T LES HYPOTHESES DE LA 
JK 

PROPOSITION 2 . 

NOTATIONS .Soit %> : G ^g^(E ) 11 homomorphisme d'algèbres de Lie donné par 

^(g) ="JJ£ a^tg^|t-0 ' Pour cnacLue 3  ̂to,...,r}, les résultats de (5.1) restent 

valides si l'on y remplace a par a . et F  pa r F  . , et nous noterons <T7̂  la 
3 3  3 

-1 ^ 
réunion des v. f. i. de .  = tfi „ ~  ,  Q , =  F. (b.) , C\K l a réunion des 

3 IH.xE b . j  j  b J J  A  J 
v.f.i. de o* . qui ne rencontrent pas Q, e t E. 

1 b  .  b  . b  . 
J 3  3  3 Du corollaire 3 de (5.1), on déduit facilement la 

PROPOSITION 3. Quel que soit j  , l'application ^b :  Qfc xH. ^  Efe définie 
j j  J  3 

par M 5 (x,g) = a.(g)x est un difféomorphisme analytique. Etant donné un choix 
j 3 

quelconque de u £ Ĥ  + \̂ H_. (pour j < r), on a 

V(x,g,g',t)6Q xH.xH.x] R , (^a(tu+g'))(x,g) = (§* (x),g+g'+ jV oSf | (x)ds) , 
3 3  3  3  3 

où s t 
b . 

3 
t£ TR est le flot sur 

<^^ 
j 
dont le générateur infinitésimal en chaque 

x £ Q^ est la projection de § ( u) x sur T ( V parallèlement à l'espace tangent 

S(H.)x 
3 

a l'orbite a .(H .h 
3 3 

,1'application (analytique] gb. 
J V 

J 

^$ 
bvb 

étant 

définie par d 
dt 

^^ 
;:! 

j 
(x) ] t=o = 5(u-gb 

3 
(x))x pour tout x 6 V 

3 

COMMENTAIRES.-Le flot 3 
b . 
.1 

+ 
est donc complet, et les orbites 

b. 
3 

JR 
(x; sont exacte-

ment les intersections avec Q 
Vc 
3 

des orbites de °*J + I |H 
3 + 1 XEb. 

3 

-La bonne manière de voir les choses est de considérer 

(t,x) bd 
c 

3 
(x) via la base de H_. + 1/H_. définie par u , comme l'action de 

H . + j/H • sur l'espace des orbites de o* . |  ̂x̂  
3+ 3  ^  i  b  . 

J 3 

canoniquement associée à a+ ^ 

t 2 
EXERCICE. Dessiner les orbites de ,  de ($b ) et de a lorsque G =̂ 3R e t 
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E = IR ,  en envisageant tous les cas possibles (domaine de Siegel ou domaine 

de Poincaré avec des a. plus ou moins réelles et nombreuses). 
i 

DANS CE QUI SUIT, j € {o,...,r-l} ET u € H ^ vH SON T FIXES, LES NOTATIONS 

SONT CELLES DE LA PROPOSITION 3, ET L'ON POSE c = b. . LES RÉSULTATS DE (5.1) 
3 

SERONT APPLIQUÉS EN Y REMPLAÇANT (a,F) PAR ( a . , F . ) . 

PROPOSITION 4. Pour toute v.f.i. W de_ O^ , W H Q̂  est une sous-variété compacte 

de Q ,  invariante par le flot . — c  •  • * 1 1 c 

Démonstration. Comme W est invariante par a. 1  , W H Q l'es t par ($ ) d'après 
—————————— J"*"-* - c  c 

la proposition 3. C'est une sous-variété d'après (5.1) , Proposition 3(iv) , 

compacte d'après (5.1) , Proposition 4. • 

Soit l'ensembl e des I  C I r possédant les deux propriétés suivantes: 

(i) dim Vj = j 

(ii) I = U €  I :  c. € VT} 
n 1  I 

EXERCICE. Si a. es t hyperbolique, alors I 6 K. si et seulement si f I = j . 
3 + 1 3 

NOTATION. On pose V . _  =  TI.(V t) et C . T = 7t. (CT) pour I c I . 
Jil 3  I  3» ! 3  I  n 

PROPOSITION 5. Pour tout I  Ç  K_. , il existe Un unique g j € H., tel que 

vj+l,I =ÍY €Hj+11 < y ' u-gI> = o b 

Démonstration. L'unicité est claire. L'existence vient de notre hypothèse sur 

la suite H Q C=. . ,  qui implique que V\ ^ = Ht et que l'application 

Y j *^ |H . sô  un is°morPhisme de ^j + i 1 sur »ô!,0 ù il résulte que l'ortho-
gonal de V. dan s H . „ n'est pas contenu dans H . .  • 
6 3+1- 1 3+ 1 3 

Soit 3 l a partie de H. formée des I tels que c € C. ,  c'est-à-dire 
c 3  3  » 1 

vérifiant 

S =  Q n ET / 0 
c, 1 c  1 
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Pour chaque I € 3C » nous appellerons Ec j l'ouvert cr-invariant de E donné par 

E T  = {x £ E : c £ C. _n_, J c,I j,lNj(x) J 

et Q  T  la sous-variété fermée de E, contenue dans E T  et définie par 
c,I c, I y 

Q _  = Cx 6 E : F.(xT) = c} , 
c»! 0  I 

où, si 
A 

1 = 1 \  I , 
n 

Xj désigne la projection de x sur E^ parallèlement à E* . 

PROPOSITION 6 . On a 

E = c w^^$ 
n,;:<< 

E T 
c, I 

et, pour chaque I £ 3c »  les propriétés suivantes sont vérifiées : 

(i) 2 es t une sous-variété compacte de Q  ,  invariante par le flot c,I * • c 

S" et contenue dans 

(ii) L ' isomorphisme canonique de E = E^ ©  E* sur Ê . x Ej identifie 

Q T  à 2 TxE $ et E T  à (E H ET) x E* . 
c,I — c, I I  — c, I — cl I 

(iii) Q  T  est un quotient de E  _  par a. a u sens de (5.1), corollaire 3, c,l J  c, I -c 3 

et 1'image ($^ j) du flot ($^) par le difféomorphisme canonique du quotient 

Q D E _  d e E  par a  sur son quotient Q  T  est telle que 
c c, I c' A 3  .  11 c, I * 

d 
dt «* I 

c,I|t=0s 
s^^ ?(u-gl)| 

c, l 

Démonstration. Si j = 0, toutes nos affirmations sont triviales . 

Sinon, pour tout x q<<£ ̂ ^^^, ^ ̂il résulte de (5.1), corollaire 2 et 

proposition 3(iii) que c £ C. J( x , d'où 

:^$^w< 
E _  c E . 
c, I c 
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o 
Ôéciproquement, quel que soit x £ ,  on a c € C_. j(x) d'après (5 . 1 ) , corol ~ 

laire 2, et il existe donc J c J(x) avec t  J = j , tel que c £ C. T , d'où 
3 »J 

en particulier dim VT = j . Si I € K. est défini par V =  V ,  alors I appar-J 3  1  J 

tient à 3c et x à  J  , ce qui prouve notre première affirmation. 

- Point (i) • Le même argument que pour la proposition 4 montre que 

2 es t une sous-variété fermée, invariante par .  D'après la proposition 4, 
c, 1 c 

r[)̂ rïQ̂  est compact, et il ne nous reste plus qu'à établir qu'il contient Z ^ ^ . 

Comme o* . A est faiblement hyperbolique, on a C . H T̂ V . . T ,  d'o ù 
3 + 1 3 + 1 - 1 3 + 1 - 1 

C. T  ̂V. T = H'. , car l'application 71 \ Y | „ es t un isomorphisme de V . . _ 
3 * 1 3 » 1 3  '  |Hj 3 + 1 » ! 

sur H'. . On conclut par (5. 1 ) , corollair e 1 . 

-Point (ii). La seule assertion non triviale est l'inclusion 

EInEcEEInEc I " ° R ' P°U R TOU T X  €  EI nEc '  ° N A  C  ^  C J J(x) d*aPr®s ^ 5 ' D » corol-

laire 2, d'où le résultat cherché puisque J(x) = INJ (x)• 

-Point (iii) . Moyennant l'identification (ii) , quels que soient 

g € e t (y,z ) €  (EJHE ^ x E J , on a 

a(g)(y,z) = (o(g)y, ar(g)z) € (E^E^) x Ej . 

Comme Z  es t évidemment un quotient de E-H E par a. , il en résulte que c,I I  c   ̂j 

Q =  Z tx EA est un quotient de E T  par a. . 
c, I c , I I  ^  c , I 3 

Il est "fonctoriellement" évident que le générateur infinitésimal 

de T  s'obtient, en chaque x € Q ,  en projetant 5 (u)x sur T Q _  , paral-
c,I c, I x  I 

lèlement à T (o*(H.)x) = |(H.)x. Il suffit donc de vérifier que §(u-gT)x est 
x 3  3  1 

tangent à Q T  , c'est-à-dire que £(u-g ) xT est tangent à E .O r (proposi-
tion 5 ) 

DF (xT). 5(u-gT)xT = S <  c, , u-gT > |x.|2 TT.(c.) = 0  .  • 
3 X  1  1  1  3  1 

REMARQUE. Comme les restrictions de e t T  à Z coincident, nous venons 
c c , I c , I 

de prouver que £c(̂  j) = fgj3 • 
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Pour chaque I £ M. , soient I+ , I ,  I+ et I le s parties de I 
3 o  o  ^  n 

définies par 

I1 =  (i € I :  ± < c.,u-gT > < 0 } et I* = I U I* n 1 toI o 

DEFINITION. Une action R d e G = JR ou TL sur une variété Q est dite simplement 

hyperbolique normalement à une sous-variété compacte £ de Q lorsque les pro-

priétés suivantes sont vérifiées : 

(i) 2  est R-invariante 

(ii) Etant donné un choix (quelconque) d'une distance riemannienne d sur 

Q , les ensembles W+ et W~ définis par 

= {x £ Q lim sup 
t -• + œ 

1 
t Log d (R(±t,x),£) < O} 

sont des sous-variétés de Q , appelées respectivement variété stable et variété  

instable de R en 2 , et vérifient 

W+ H w" = 2 

- Vx € S , T W + + T W" * = T Q  . 
X X  X 

(La définition de W+ et W n e dépend évidemment pas du choix de d)• 

THÉORÈME 1 . (i) Quel que soit I € 3c « le flot ($*) est simplement hyperbolique 

normalement à S _  • de variétés stable W+ T et instable W T  données par 
c,I c, I c, I c — 

W" T = E TH Q fl R+ Plu s précisément, quels que soient x € Q T  et t > 0  , 
c,I c, I c  1 " c  ^  1  c, l 

on a, avec les notations de la proposition 6  , 

A*t ,  \*t 
|x Je 1  ^  |«* (x ) J *  Ix Je 1 

J+ C, L J + J + 

A"t \~t 
Ix l e 1 s  |$_tT(x) I  s |x l e 1 

où 
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X 
I+ 

= max { + < c. u-g T > : i € I-} < 0 

A 
I+ 

= min { ± < c. u-g T > : i € I-} < 0 

(ii) 
I VCE 

( V + J F T) = f  J Q . c,I c, I 3  + 1 c 

Démonstration» Point ( i ). Comme Ec ^ et Êj- sont o*-invariant s, il suffit de 
1 o 

prouver l'assertion sur T) . D'après la proposition 6(iii), on a 
C , 1 

S* T(x) =  cr(t(u-g ) , x ) , et donc 
C , 1 j + 1  j + 

I » * T(x) 
C, I I 

12 

i€l+ 
Ix. 

i 
2 2<ci,u-gI> t 
e , 

d'où le résultat cherché, le cas de I s e traitant de même. 

Point(ii). L'inclusion du membre de gauche dans celui de droite 

est claire car, pour tout I € K. , E e t E son t des v.f.i. de o*. . d'après 
3 I + I " J+ 1 

o o 

(4.4.1), proposition 1. 

Inversement, étant donné x ,  deux cas sont possibles : 
3 +1 c 

- si dim Vj(x) ^ 3 » alors dimVj(x)= 3  d'après ( 5 .1), proposition 3  , et 

x € £ T  , où I 6  3 es t défini par VT = VT, >> . c,I c  ^  I  J(x ) 

- sinon, on a le 

LEMME 1. Si n : H». . >H» . est défini par TT(y ) = Y | „ ,  alors 
— 3  + 1 7 3  I H 

N"1(C)FL ÔC 3 + 1 , J ( x ) ^ -

Par conséquent, il existe K c J(x) tel que dimV =  j et que 

TT"1(c)NC. 1  v  £  fÔ  et C. i v  c h  C. . u *  . 3 + 1,K —  3  + l»K 3  + l*J(x) 

Preuve. Comme de. . ( ^ est une réunion de tels cônes C. . v , les deux as-3+1,d^x; 3 +1,K 

sertions du lemme sont équivalentes. 
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En raison de (5.1), corollair e 1  et théorème 1 , on a C. A  T,  \M\  A  . 
3+1,J(x)^ 3+ 1 

— 1 
Si le lemme n'était pas vérifié, t t (0 ) serait inclus dans ^^ +  ̂j(x) ' et 
existerait donc L c J(x) avec dim VT = i et C. , T c ÔC. , > > , tel que 

L J  3+1> L 3  + 1»J(x) 
C. . T contienne une des deux demi-droites d'origine 0 contenues dans t t (0). 

3 + 1 »L 
— 1 * 

Par suite, on aurait n (0 )  ̂V . . ,  d'où il résulterait que t t i ,  et 
3+1'L |Vj+l, L donc t t .i ,  ne serait pas de rang maximum, contrairement à notre hypothèse 

sur la suite H  <=. . .c H .  D o r 

Si K  vérifi e la conclusion du lemme 1  , soit I  ̂K l'élément de 

K . défini par V =  V„ . Comme c  appartien t à C. v , on a I € 3 ,  et on dé-
3 1  k  3 , K c 
duit de l'inclusion C. Œ  C . rr]T, \ que x appartient à E T  . Enfin, V. „ T 3,K 3 ,IllJ(x) F P c, I 3  + 1 » 1 
étant un hyperplan d'appui de C . + 1 ,  v , x appartient à E o u à E .  • 

r 
c 

I" 
o 

Au passage nous avons prouvé la 

PROPOSITION 7. Les 2 
c, I 

avec W<.§ sont deux à deux disjointes Pour que 

x ^ Qc appartienne à Z 
c 

§ 
I63c 

c,I il faut et il suffit que dim VJ(x) 
§<W 

On a alors dim V / \ = j , et x appartient à Z^  ^ où 1 ^ 3 est défini par 

VI - VJ(x) • • 

THEOREME 2. La fonction f :  Q vI R définie par 
c c  '  * 

f (x) = < F(x), u > 
c 

possède les propriétés suivantes : 

(i) L'ensemble de ses points critiques est Z^  ,  et_  fc ĉ j) = t<c,gj>} 

pour tout I G 3c • 

(ii) Quel que soit x 6  Q \ Z^  , la fonction 

]R 3 t f «t(x) £ 3R c 

est strictement croissante. 
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(iii) Pour que soi t bornée supérieurement ( resp» inférieurement), 

il faut et il suffit que x  appartienne à W+ T (resp» W T ) pour un I £ 3 

Démonstration. Point (i). Le lieu critique de f es t l'intersection avec Q — — — — — — — —  c  c 

de celui de ^j+i  '  car c  es t une valeur régulière de F.. » Notre première 

assertion résulte donc de (5»1), proposition 2 , et de la proposition 7 . 

Etant donné x £ £ ,  on a bien c, 1 

f (x) = S <  c, , u-gT > |x.|2 + < F (x), gT > = < c , gT > » c .f l i l i 0 1  1 

Point (ii). Si x* = ^t(x), on a c 

D T (t) = < DF(xt). S(u-g (xt))x t ,  u > . 

t t  *  — 1 
omme £(u-g (x ))x es t tangent à Q =  F. (c), on en déduit que 

c c  3 

DYx(t) = < DF(xt). §(u-gc(xt))xt ,  u-gc(xt) > = 

X 
i€j(xt) 

t 
X . 1 I2 (u-gc(x^))2 . 

D'après la proposition 3, on a J(x ) = J(x). Comme x  n'appartien t pas à 

2 ,  on a, d'après la proposition 7 , V ,  . = H'. . . Par conséquent, c j  + i, o \yi) j  + i 

puisque u-gc(x ) ne peut pas être nul, l'un au moins des c^u-g^x*)) est non 

nul, d'où m  (t ) > 0 . x 

Point (iii) . Comme [x*}, Cm = Q H "a(H. .)x, il résulte de (5.1), • x  ĵk c  3+ 1 

corollaire 1, que , si Y  es t bornée supérieurement ou inférieurement, alors 

x 
3 + 1 

. De plus, la proposition 4 de (5.1) entraîne que f 
i+inQc 

est 

propre. Par conséquent, si Y es t bornée (par exemple) supérieurement, il 

existe une suite (t^.) ^  ̂a  valeurs dans IR et tendant vers + œ , telle que 

(x k)k£ jyj ait une limite y € .  D'après la première affirmation de la propo-

sition 6, il existe I € 3c tel que y £ E^ ^ , d'où l'on déduit immédiatement 

(en utilisant la "carte" Q T ) que y € E e t donc x € W+ T » • 
c, I c , I c , I 
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EXERCICE. Si es" t hyperbolique, montrer que, pour chaque I £ 3c • il 

existe (\.).ct ^ 3o, ooC1 tel que i itl 1 

£ T  = {x € E, : Vi € I, |x.| = \.J . c, I I  i  i 

(En particulier, dans le cas "générique" où a  ̂+ es ^ fortement hyperbolique, 

chaque 2 es t une réunion finie de tores.) c, I 

En déduire qu'il est possible d'utiliser les 

{x  ̂E  : Vi € I  J X J =  1} 

à la place des Q T  , et que E _  = [x € E : Vi € I , x. Â o} . 
c, I c , I i   ̂4 

Ce qui suit constitue une première étape, suffisant à nos besoins, 

dans le passage des "quasi-quotients" au véritable espace des orbites de a 

(ou de o.) • 
3 

PROPOSITION 8. Pour chaque j € {o,...,r}, chaque valeur régulière c  d e F., 

et chaque v.f.i. W de a. , si l'on pose 

Vx £ E , d(x,W) = inf [|x-y| : y € w } , 

les propriétés suivantes sont vérifiées : 

A 
(i) Lorsque W W ,  on a inf U(x,W) : x € Q } > 0 . c c 

(ii) Sinon, les ensembles B, = [x € Q :  d(x,W) < 2~k} avec k ^1 formen t _ _ _ _ _ _ _ _ _ K  c 

une base du filtre des voisinages de W H dans Qc . 

Démonstration. Soit, pour chaque k G IN , B.' = T X 6 Q :  d(X,W) £ 2"K] . k c 

Etant donné g £ H te l que W soit la variété instable de cr(g), posons 

I = Ci G I :  < c.,g > > 0]. De l'identité 
n 1  ° 

Vx € Q , 
c i€l 

x. i 
12 - ci;g > = 2 < c,g > 

¨¨X 
x. i 2 < c.,g > , 

1 7 4 



ACTIONS LINÉAIRES  FAIBLEMENT  HYPERBOLIQUES DE  Rr 

on déduit que les B'K sont compacts, d'où, puisque 

k£ IN 
b; =  W  H Q 
k c 

le résultat cherché. • 

THÉORÈME 3. Pour chaque j € [o,...,r] et chaque valeur régulière c  de_  F . , 

si U  es t un voisinage ouvert du compact IK^ Q dan s Q ,  alors U  =1̂ U'a(H.)U 
— o  g  *  j  c  c  c  3 0 
est un voisinage ouvert de r§/. dans E. 

Démonstration. D'après la proposition 3, uDE c est ouvert , et il résulte 

de (5.1), corollaire 3, et de l'invariance de pa r a. que UH E contien t 
J 3  c 

3 c 

Par conséquent, U  contient ^  ,  et notre problème est de prouver 

qu'il est ouvert, c'est-à-dire que, pour toute suite (x^) ^  ̂à valeurs dans 

E, de limite x € U , tous les xk sont dans U  à partir d'un certain rang. Etant 

flonnée une telle suite, seul le cas ou x  appartien t a pos e problème, 

d'après la proposition 3. De plus, les x €  étan t dans U  , nous sommes 

ramenés à prouver le 

LEMME 2. Quelle que soit la suite (xk)k£  ̂à valeurs dans E^ , de limite 

X E Vc, tous les x sont dans U  a partir d'un certain rang. 

Preuve. D'après la proposition 3, on peut écrire de manière unique 

k k  r k 
x =  o*(gk)y ave c gR  ̂H. et y €  Qc 

pour chaque k £ IN. Il s'agit donc de prouver que yk € U q à partir d'un certain 

rang. 

Supposons le contraire. Alors,quitte à extraire une sous-suite de 

k * i 
(y ), nous pouvons faire l'hypothèse suivante : 

Vk € jN , yk 6 Q  ^ U  . 
c o 
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Nous allons voir que c'est impossible : 

- Si (g, ) était bornée, alors, pour chaque i £ I 
n 

|x^| = |^|e<Ci'gk> 

tendrait vers 0 si et seulement si c'était le cas de ŷ  , ce qui est contraire 

à la proposition 8. 

- Sinon, en remplaçant ( x ) par une sous-suite, on pourrait supposer que, 

étant donnée une norme quelconque sur H_. , 

IgJ —> CO et 
¨^ù 

^ù 
—> g € H [0 } quand k  >  » 

Comme 
Ixjl = |y{l e 

^^x < c g  + 
^^ 

w^^ 
- g) > pour tout i £ I , 

n 

il en résulterait que 

Vi € i={i 6 I :  < c. g > > O] , lim 
n-*CC 

^qJ"*"-*-

En d'autres termes, d(yK, Ej) tendrait vers 0. Comme E* est une v.f.i. de cr_. 

d'après (4.4.1), proposition 1, on déduirait donc de la proposition 8 que le 

voisinage d e H Ej contiendrait tous les y^ à partir d'un certain rang. • 

EXERCICE. Donner du théorème 3 (et du corollaire 3 de (5.1)) une démonstration 

"plus géométrique" en procédant par récurrence, à l'aide des propriétés des 

flots (** )  (0 £ 4  < j). 

6. UN THÉORÈME DE LINÉARISATION DIFFERENTIABLE. 

Dans ce qui suit, on désigne par G un groupe élémentaire, par X 3 b une 

variété de dimension finie et par p un e représentation linéaire de G dans 

E = T^ X. A l'action P d e G sur E donnée par p (g,x) = p (g)x, on associe la 

décomposition E = E^ ©.. .© E^ et des homomorphi smes aH,»..,a ,  c^,.»»,c 

comme dans (4.3.1). Nos hypothèses sont les suivantes : 

(i) L'action p* est faiblement hyperbolique, dans le domaine de Siegel. 

(ii) Pour a^(G) f- TR , la structure d'espace vectoriel réel de E^ provient 

d'une structure d'espace vectoriel complexe, et l'on a 
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Vi € ln , V(g,x) € GxE. , P1(g,x) = a.(g)x . 

Le but de ce paragraphe est la démonstration du 

THÉORÈME. Il existe une application s : JN** U {«>} P telle que s"1(œ) = {») et  

que, pour tout ^ £ M U [»] , la propriété suivante soit vérifiée : 

p € Act^^(G,X), de partie linéaire ,  est formellement linéarisable (à̂  

1'ordre s(^)) , alors p est C -linéarisable. 

En particulier, pour i  =  m , p est linéarisable C°° si et seulement 

si elle l'est formellement. 

Nous verrons dans l'appendice 7  comment se passer de l'hypothèse 

de semi-simplicité (ii) , et, dans ( 6 . 3 ) , qu e 1'hyperbolicité faible est indis-

pensable. 

(6.1) Partie géométrique de la démonstration. 

Dans ce qui suit, avec les notations de ( 4 . 3 .1), o n identifie H 

au sous-groupe fermé j(H) de G  ̂j et l'on se fixe une section de la projection 

canonique G ^  H , c'est-à-dire une identification 

G = G ©  H . o 

(6.1.1) Encore un peu d'algèbre. 

Comme H est isomorphe à 2Z^©JRm, il est clair que, pour chaque 

i € I =  {l,...,n} vérifiant a. (G) f- IR , il existe a. € L(G Œ ) tel que l'on n 1 1 J K 

ait 

Vg 6 H , a (g) = e 
a£(g) 

Si l'on pose 

a. = c. pour tout i € I ave c a. (G) c ]R , 
i i n i 

soit c r la représentation linéaire continue de G dan s E donnée par 
JK 
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oc (g) 
Vi e  In , V(g,x) 6 G^xE ,  (cr(g)x)i = e 1 x . . 

La propriété suivante est évidente : 

PROPOSITION 1. On__a cr|2H = P 12H • m 

Dans la suite, on désigne par a l'action de G ^sutr E donnée par o*(g,x) = cr(g)x. 

On a évidemment 

(1) Vi £ I ,  Log e 
n to 

w<:: 
wx < c. g > pour tout g , 

11 

et a est donc faiblement hyperbolique. On applique à a tout ce qui a été fait 

dans 5- , la seule différence étant que E^,...,E son t ici les sous-espaces 

associés P  pa r la proposition 3 de (4.3.1), et que l'on peut donc très bien 

avoir oc^ = oc_. pour i  ̂j . Je laisse le lecteur s'assurer que cela n'a aucune 

importance. 

PROPOSITION 2. Il existe une suite [o} = K c . . .c K =  H de sous-groupes fermés  

de H possédant les propriétés suivantes : 

(i) 

K./K. , 
J J- 1 

ZZ __t K. 7L 3 pour 1 < j  ̂k 

K/Kj_l -1 e t K. -2k®]Rj"k pour k < j £ r 

(ii) __i H_. désigne pour 0  ̂j  ̂r le sous-espace vectoriel de G   ̂ engen-

dré par R\ , la suite (H_.) satisfait les hypothèses de (5.2), proposition 1. 

En particulier, si G_ . =  G q © K\ (O^j^r), les actions x E et_ 

1 J 
p |^  ̂ sont faiblement hyperboliques pour tout j. 

Démonstration. Supposons construite une suite frs c...c sfs<< = H vérifiant (i ) et 

(ii) pour ̂<<-<ĵ r (hypothèse trivialement satisfaite si ^^ ̂^^^^= r).Le problème est de 

construire s^$$^<< ̂. 

LEMME 1. Si la composante neutre N* d_̂sss? ss ss est non triviale (i.e. pour & > k), 
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alors, pour tout c H L non orthogonal à LD le noya u K¿-1 de c <W est iso-

morphe à Nl ]R 
WX¨£ et KJ¿/K£-l W<V£% 

Preuve. La composante neutre N¿-i N N KX-1 de KAmml est un hyperplan de . 

Si u £ vérifi e <c,u > = 1 on a 

Vg € 
a » g = (g-<c,g>u) + < c,g > u , 

et donc L N NW< ®]Ru . De plus, étant donnée une décomposition X W ̈£ e M 

3\i M  est un sous-groupe fermé de ¨% 
B 

isomorphe à 7LV , l'application 

NX-1 
M 3  g g - c,g WJ"*"-D<- c 

N.§J"*L"- c 

est un isomorphisme. 

Les C € H; non orthogonaux à NA formant un ouvert dense, il suffit 

donc pour  ̂> k de choisir c  dan s l'intersection de celui-ci avec l'ouvert 

dense (cf.(5.2), proposition 1) réunion des H Nl tels que la suite 

Hi-1 H 
r 

G1R satisfasse (ii) . 

LEMME 2 Pour D * k si (e^,...,e^) est une base du TL module libre Nl Nl^^ 

hyperplans H¿-1 =Ker c , où c € 
N est tel que ; < c, et > , . . . , C c, e A soient 

entiers et premiers entre eux, forment un ensemble dense dans la grassmannienne 

des hyperplans de WA Pour chacun d'entre eux K¿-1 N NL XBN est isomorphe a 

4-1 
IL 

et KX/KJ¿_1 à 7L . 

Preuve. La première assertion vient de ce que Q est dense dans ]R. Pour montrer 

la seconde, introduisons un u XW¨%£ tel que < c, u > = 1, Il est alors clair 

(cf. la preuve du lemme 1) que £<W XA WN?. © Z u . Comme est libre de dimension 

J& et K¿-1 libre de type fini, ^  est de dimension X -l. D 

Pour  ̂  ̂k , il suffit donc de choisir H¿-1 = Ker c dans l'intersection de 

tels que la suite 

l'ensemble dens e défin i par le lemme 2 et de l'ouvert dens e réunio n des H4-l 

H¿-1 
¨W??.¨¨ H = r G ]R ̂satisfasse (ii). 
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D'après la proposition 1 de (5.2), ajjj xE est faiblement hyperbolique 

3 1 
pour tout j , et il résulte de (1) que c'est donc le cas de p |G X£ • " 

ON SE FIXE DÉSORMAIS UNE SUITE G c . ..<= G =  G SATISFAISANT LES HYPOTHESES DE 
o r 

LA PROPOSITION 2 ET UN p € AcC(G,X) DE PARTIE LINEAIRE p1 , FORMELLEMENT 
b 

ISOMORPHE A Cpa-G x £0J • 

(Nous nous préoccuperons du cas de la différentiabilité finie en fin de démons-

tration) . 

D'après le théorème (4.4. 2 a) , o n peut supposer (ce que nous 

ferons) que 

(2) (X,b) = (E,0) 

et que,pour toute v.f.i. W de p e t tout g € G (resp. dans la composante neutre 

de G), on a 

(j°° P'(g)) |w = C j~ 'P1(g)]() 

(3) 

(resp. (j° ° d 
dt ? ( t g ) | t = o ) | w = 

.00 
3W 

d 
dt ? 1 ( t g ) | t = o ] 0 

Pour linéariser p  ,  nous allons procéder comme suit : si 

p. =  pi_ „  (O^j^r) et si ^dés igne la réunion des v.f.i. de p (qu i sont 
3 j 
celles de a), nous allons montrer par récurrence sur j  l e 

THEOREME j (O^i^r). I l existe 9 . £  -^(E) tel que <P * p . = 
3 0  a  3  3 

M ̈M 
j G .xto } 

3 
et 

< R < v C i d E ] 0 ) ) k - 0 • 

(Cette dernière condition est destinée à assurer que <P . P vérifie (3) . ) 
.1 

Preuve du théorème 0. Soit R un e action de G su r un ouvert U 5 0 de E , re-o o  ' 

présentant pQ . Si N^ désigne la composante neutre de Ĝ  , l'algèbre de Lie de 

N es t un espace vectoriel de dimension finie et G /N u n Z-module de type fini, o o o 

Par conséquent, il résulte de (3) que, quitte à restreindre un peu U , on peut 
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supposer que 

00 1 
j^nu(R(g)-p (g) ) = 0 pour tout g € G Q . 

Le théorème 0 se déduit donc immédiatement de la preuve du théorème (3.1.4) .• 

DANS TOUTE LA SUITE, ON SUPPOSE LE THEOREME j PROUVE POUR UN j € {o,...,r-l} . 

En remplaçant P par <P p , on peut donc supposer, ce que nous ferons 

désormais, que 

(4) 
P3 = ^jVjXlo] ' 

(6.1.2) Extension de p. M 
3+1 

Comme dans la preuve du théorème de Sternberg donnée dans (4.1), nous 

allons prolonger p e n une action C00  de G  . „ sur E.Si l'on se fixe u € K . \K . 

(dans la composante neutre de H  pou r j > k) , il existe une boule ouverte <jj  de 

centre 0  dan s E (pour la norme euclidienne introduite dans (5.D), et, pour 

j < k (resp.  ̂k) , un plongement h  d e u u dan s E (resp. un champ de vecteurs T j sur 
œ 

eu) , de classe C ,  possédant les propriétés suivantes (cf . ( 4 . 4 . 0 ) , théorème ) : 

( 5 ) 

(i) Ch]0 = F(u) (resp . [Tj]0 = 
< 
dt 

P(tu),t=0) ; 

(ii) 3vWhJP1(u)) = 0 (resp. j^poĵ  
d 
dt 

P1(tu)|t=o = 0) 

(iii) Vg £ G  . 
& 3 

(P^g)*!! - h) <B.P¨£<Xj^pWoj^V 

(resp. (^(g)* T] - ̂ )|UJn ?l(_g)a) = 0) 

PROPOSITION 1. Il existe une unique extension, encore notée h (resp. T]), de 

h (resp. T)) a A = ^(G.) w , telle que C?1 (g)'\-h |̂  = o (resp. Ĉ 1 ( g)T]-T]) |Q =  0). 

pour tout g 6 G . . 

L1 ouvert Ci  est un voisinage de la réunion SdesSCC<<̈ ¨ V DDv.f.i. de p . , 11 application 

h (resp. T]) est de classe C00 , et 

j^nn (h-p^u) ) = 0 (res£. j^nn(Tl - ± ?1(tu)|t=() ) = 0). . 
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DANS CE QUI SUIT, LES NOTATIONS SONT CELLES DE 5- , ET UNE VALEUR RÉGULIÈRE 

b. = c DE F. SATISFAISANT (5.2) , PROPOSITION 1 est fixee. 

PROPOSITION 2. Pour tout voisinage ouvert U  du compact ^  H Q dans Q H Q , 
g .i . o  1  * J  C  '  c 

il existe une fonction &q € C°°(Qc ,[o,l]) à support compact contenu dans U Q , 

égale à 1 dans un voisinage de R\K > et telle que 6 (x) ne dépende que de 
3 A 

IxJ 2 , . . . , | x | 2 . Etant donnée une telle fonction, si U =  ̂U  tf(H . )U , il 1 1 n  — — —  c  J  o — 

existe une unique extension continue 9 :  U  y  C0,1 ] Ae_  9q vérifiant 

Vg £ H_. , 6 o a(g) = 9 . 

L1 application 6 est de classe C°° , égale à 1 dans un voisinage de fVf/. ,  _et 

ô(x) ne dépend que de |x1|2,...,|x |2 . En particulier, on a 

Vg € G ,  6 o £-(g) = 0 . 

Démonstration. Soit v : JR [0, 1] une fonction C tell e que 

v"1(l) = ] - oo , 1 ] et v"1(0) = [2 , » [ 

Désignons par ,  . . . , le s v.f.i. de (o u de p_J maximales pour l'inclusion. 

Il résulte de (5.2), proposition 8 , que, si le réel s > 0 est assez grand, la 

fonction 6q donnée par 

( e ) e (x) 
O 

¨¨ 
l̂ î m 

v(s d(x,W.)2) 

l̂ î m 
v(s d(x,W. ) 

.2, 

l̂ î m 
v(3-s d(x,W. ) 

i 
,2ï 

possède les propriétés requises. L'existence, l'unicité et la différentiabilité 

de 9|F viennen t de ce que Q es t un quotient de E par a. . De plus, d'après 

(5.2), théorème 3, V U  <ei_ )  "H 1 ) = V U  a(H . )8"1 (1 ) es t un voisinage de r\Y. 

dans E , ce qui prouve que 6i„ se prolonge en une unique fonction e€c<°<E,[o,i]), 

égale à 1 dans ce voisinage. 

Enfin, pour tout x G E, 6(x) ne dépend que de |x^|2,•••,|x^|2 : si 
A 

x € ,  c'est évident d'après (5.1) , corollaire 2. Sinon, on a 
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9(x) = 9 (a(-Y(x),x)), où Y(x)£ H. est défini par a(-Y(x),x)€ Q ,  c» est-a-dire O . 1 c 
par 

i€l 
n 

^m 
2 -2<c . e i Y(x)> c. i = 2c ; 

notre affirmation sur 9 résulte donc de ce que Y(x), comme 9^(x), ne dépend 

que de |x^|2,.••,|xn|2 . Quels que soient g € ,  x € E et i £ I r , on a 

Ip^g.x).]2 = |o(gK , x).|2 , 

°ù g t> ^ H. désigne l'image canonique de g , et donc 
JK . 1 

9(p1(g,x)) = 9(a(gR ,  x)) = 9(x) . • 

THEOREME 1. On peut choisir 9^ dans la proposition 2 de manière que supp 9 soit 

contenu dans Ci  et que, pour j < k (resp.^ k), les formules suivantes définis-

sent une action R  d e G. , sur E : — 0  + 1 

' R |G.x E 
3 

< 
w 

3 

R(u,x) =fP (u,x) 9(x) (h(x) -p1(u,x)) si x € Q 

P̂ (u,x) si_ x € E n Q 

(resp. 
d 
It 

R(tu,x) 
t = 0 

r 9(x)T](x) + (l-9(x)) d 
dt 

p1(tu,x) t=0 si x 6 Q 

d 
dt 

p1(tu,x)|t=0 jsi_ x € E \ Q ) • 

CO 
L1 action R  est alors de classe C ,  et 11 on a 

CR] 
G . . : 

<ùm = P3 + l 

Vg 6 G. + 1 .00 

V 
R(g) - p * ( g ) ) = 0 . 

Démonstration. Soit r u n sous-groupe fermé discret de 2K_^ tel que ^../r soi t 

compact. D'après (6.1.1), proposition 1, on a 

P l̂p = of|r ; 

par conséquent, si 9  €  Diff°°(Q xH. ,E ) est donné (cf.(6.2) , proposition 3) c c  3  c 
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par 

qMx,g) = cf(g)x , 

l'espace des orbites de p1|pxE s'identifi e par 9  à 
c c 

Q =  Q X  (H.A) . 
c e 3 

Si pc : ^  désign e la surjection canonique, l'invariance de 

Cï HE^ pa r P^lpxE s e traduit par 
c 

Q (1 E 
c 

p"1 (p (Cl  H E )) 
c e c 

LEMME 1. L'ensemble -1 o ̂wx Q 
c gëHa 

cr(g)0 est un voisinage ouvert de 
3 c 

dans Q 
c 

Preuve. On a évidemment w =  Q v pr ( Q \ p (QH E )) , et l'on conclut en uti-
o c  1  c  c  c 

lisant la compacité de H./T .  • 

Si l'on choisit s  dan s (6) de façon à avoir supp 9 c : a» _  ce 

qui est possible d'après (5.2) , proposition 8 , on a supp 9 c z (vy  \J  q( H )w c i Q. 
c 3 0 

Fin de la démonstration pour 3  ^ k : la seule assertion non triviale est celle 

selon laquelle R(tu) est bien défini pour tout t , problème qui ne se pose que 

dans E .  Or, la restriction à E àe^r  R(tu)| , ~  est un automorphisme infini-c c  d t It= 0 

tésimal du revêtement pc , au-dessus d'un champ de vecteurs Ç de classe C00 

sur .  Il suffit donc de prouver que le flot de Ç est complet. C'est le cas 

du flot du champ de vecteurs Ç q associé de même à -r-- (  tu) | ,  car p^ttu) 

est défini pour tout t. Comme Ç  et Ç q sont égaux en dehors du compact 

p (E HSupp9) = supp 9 x(H./r) , on conclut par (3.1.3), corollaire 3. D 
c e 0 3 

Fin de la démonstration pour 3  < k : la seule assertion non triviale - nous ne 

nous en servirons d'ailleurs pas - est la possibilité de choisir 9^ de manière 

que R(u) soit un difféomorphisme• Soient (ê ,...,e_. ) une base du 2Z - module 

libre T , et 
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à 
3 

i = l 
Xi ei : ( ? V ' V 6  Co,i]j } c  H j 

D = tf(AxQ ) c E 
c c 

LEMME 2. Sji^ s est choisi assez grand dans (6), on a 

R(u) (E ) c: E . c c 

Preuve» Puisque a(TxD) = E^ et que R(u) commute à tf(g) = p* (g) pour tout g € T , 

il s'agit de prouver l'inclusion 

R(u) (D) ci E , 
c 

qui résulte évidemment de 

R(u) (D H supp 6 ) c  Ec » 

Or, cette dernière inclusion est claire pour s  asse z grand, car le compact 

D H supp 9= o-(Axsupp9o) tend vers Df) <\K et R(u) (DN SUpp9), vers^lu) ( D H ^ ) 

quand s ^  + 00 . Q 

Il suffit donc de prouver que R(u)|E es t dans Diff°°(Ec Ec) pour s 

assez grand. Or, R(u)i es t un endomorphisme du revêtement p au-dessu s d'une 
L C c 

application f€ (f° ,Q )  •  L'application f associé e de même a p (u) est 
c e ° 

évidemment un difféomorphisme» D e plus, quand s ^  <» , f tend vers fQ dans la 
1 \  1  \̂ 

topologie C d e Whitney, car R(u ) tend (exercicel) vers p  (u) pour la 

topologie C° de Whitney. On conclut donc du dernier corollaire de (2.4.2) que, 

pour s  asse z grand, f  es t un difféomorphisme. Par conséquent, c'est alors 

le cas de R(u) E 
c 

(6.1.3) Ultime réduction du problème. 

THEOREME. _Si R  est définie comme dans le théorème (6.1.2) , alors, pour 

j < k (resp. ^ k), quand t € 7L (resp. IR) tend vers + °° , 

h =  R(tu) o p1(-tu) 
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converge simplement vers une application h œ £ C°0(E,E), possédant les propriétés 

suivantes : 

(Xq€ Qc , g hœ 0 ?1(g) = R(g) ° hœ 

> j^^hœ - idE) = 0 •w<^ùùùùù^^^^ 

Une fois ce théorème établi, il est clair que +  1 = Chœ]0 appartient à * Q̂(E) 

et linéarise +  _ »  C E Q.U - prouv e le théorème j+1 de ( 6 . 1 . 1 ) , e t donc notre 

théorème de linéarisation pour ^ = œ . 

L'énoncé précédent rappelle évidemment ( 4 . 1 ) , lemm e 3 . L e commentaire 

géométrique fait dans ( 4 . 1 ) demeur e valide, et nous sera cette fois très utile : 

PROPOSITION 1 . Soit x= a(g,xQ) (Xq€ Qc , g € H ) un point de E^ . S± 

w<,;ù$ 
^^$ùùù 

l€3 
C 

W" T 
c, I 

il existe un voisinage ouvert U Q de_  Xq dans Qc et un tQ € 2Z tels que, si 

U = o*(H. x  U  ) , on ait 
3 o 

Vt * *o ' ht|u = \ \ v » 

Démonstration. Nous allons vérifier que 

t =  min {t  ̂IN : 
o f « 

c 
$1"t(x )  ̂C } 
c o 

U 
o 

^^ < 
c 

t 
o ( f _ 1 ( ] - = , cC ) ) , 

c 

où C = min f (sup p 9q), répondent à la question. Tout d'abord, il résulte de 
( 5 . 2 ) , théorèm e 2 , qu e tQ est un entier bien défini, et donc que U q es t un voi-

sinage ouvert de x dan s Q 

b o c 

Etant donné y € U  , nous pouvons l'écrire sous la forme 

y = tf(g»yQ) avec g £ H e t yQ € U Q . 

Nous désirons prouver que, pour tout t  ̂0 , on a 
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R((t +t)u) ( p ^ - U +t)u)y) = R(t u) (p^t-t u)y) . 

Pour cela, il suffit de montrer que 

R(tu) Cp1(-tu)z) = z , 

où 

~1 
z = P (-tou) y • 

Or, pour 0  ̂t»  ̂t , 

9(p1(-t'u)z) = e(p1(-t'+to)u)y) < e 
o 

^ ' " N y ) ) 
c o 

par définition de 9 . Comme on a 

f 
c 

x 
c 

- t ' - i 
°(yo)) < C 

d'après ( 5 . 2 ) , théorèm e 2  et la définition de Uq , on en déduit que 

eOp^C-t»u)z) = 0 pour tout t» £ [ o , t ] . 

Par conséquent, 

R(t"u) Cp1(-tu)z) = 'p1((tM-t)u)z pourtoutt"€ C0 ,t3 , 

d'où le résultat cherché. • 

De la proposition, on déduit facilement le 

COROLLAIRE. Quand t >  + 00 , ĥ_ converge simplement vers une application 

hœ : E )  E , égale a l'identité sur d e classe C dan s 

E .  „ = E 
c,j + l c 

I€3 
c 

3 c , I 

ayant un contact infini avec id^ le long de HE 
c, j + l 

vérifiant hm(E )CE et 
00 c c  — 

hœ ° p' = RU) ° hœ pour tout g £ G t  . 

Il ne nous reste donc plus qu'à prouver que hœ est de classe C°° et 

a un contact infini avec id„ en tout point de E \ E .  A , ce que nous allons 
E *  c,j+ l H 

faire dans le paragraphe suivant, en utilisant un avatar "global" du théorème 2 
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de (4.2.3) (l'appendic e 6, section (A6-4) , contient un meilleur résultat). 

(6.2) Partie analytique de la démonstration. 

(6.2.1) Un théorème de prolongement. 

Dans cette section, on se donne une variété N e t un $ 6 Diff°°(N,N) 

possédant les propriétés suivantes : 

1 ) I l existe un ensemble fini 2k et des sous-variétés compactes ,  I 3̂ • 

de N , deux à deux disjointes et telles que l'action 

Z x N  3(j6,X)i »  A x) 

soit simplement hyperbolique normalement à chaque ,  de variétés stable Y* 

et instable . 

2) Pour tout I £ 3 • il existe deux espaces euclidiens E* et E~ et un ger-

me de C°°-difféomorphisme 

= Ei et [W±]2 = Cz (Cï|3Mi) 
^Zx N 3(j6,X)i »ff$wa^$$\a A 

où 

Qj = Mj x Ej x E~ e t ^  =  Mj x {o} x {o} <= Qj , 

tel que les hypothèses de (4.2.3), théorème 2 soient vérifiées par 

^ = x<^$$$Mj x {o} x {o^^^^} <= Qj 
^ = Mj x {o} <<$^^x {o} <^^= Qj ,^ = M, 

=i = E* , Z = Ei et [W±]2 = Cz (Cï |3Mi) 

3) Il existe une fonction f € C°°(N, IR) possédant les propriétés suivantes : 

(i) Elle est constante sur chaque M ,  et, pour tout x € N\ U  M  , 

i i* 3 1 
la fonction :  2L )TR donnée par X (̂ ) = f($ (x) ) est strictement crois-

sante. 

(ii) Pour que Xx soit bornée supérieurement (resp . inférieurement), 

il faut et il suffit que 
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wx< 
i€3 

jl^ù 
n,;! 

(resp. 
l€3 

!w< 

(iii) Si 
i*3 

(Y* U y" ) lmù$ 
<w^$ 

est propre. 

Soient Y. <...< Y le s réels définis par 1cc<<^^ù m 

<x3 
i€3 

$,; 
1w< m 

et, pour chaque i € I =  t m} , 

3t 
wvv Zx N <^^^^3(x<<j6,X)i » Aw 

Zx N 3(j6,az^$$X)i »$$ A 

A 

•V 
IÉ3.U...U3 

i m 

w>^$ 
!ùmjs 

V 1 
s 0 et 1= > 

PROPOSITION, (i) qq ̂et les ,d i  ^^$€ Im , sont fermés. 

(ii) Pour chaque I £ 3 » soit hj un difféomorphisme local repré-

sentant .  Pour toute boule fermée B de centre 0  et de rayon assez petit 

1 1  ° dans E* , le compact K = h~ (Mj x B) vérifie (K ) K  , _et $ i y+ v M est 
I 1 

déterminé par $ | D , o_ù D = K n> $± (K), K désignant l'intérieur de K dans Y* . 

(iii) Etant donnés I  ̂J dans 3 i la relation Y*  Y+  é 0 ———-——• j 

(resp. Yj H Yj / jÔ) est équivalente à Mj D Y* / 0 (resp. Mj H Y~  ̂J0) , et im-

plique que l'on ait f(MT) < f(My). 

(iv) Pour tout i  ̂I e t tout 1 ^ 3 . , (Nx̂ U.) U Y" est ouvert et m i  A  i I 

invariant par $ . 

Démonstration. Point (i). Soit (x ) une suite à valeurs dans *M , de limite 
n <J 

x ^ N . Si K  désign e une partie compacte de TR contenant {f(Xr) : n € IN] , 
* — 1 x 

alors (x ) est a valeurs dans (fL, ) (K) , qui est compact d'après 3) (iii) et 
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contient donc x • Par conséquent, est fermé. Pour chaque i . 

i n£ IN 
(x € f(*~n(x)) ̂  V.] i 

est fermé dans ' et donc dans N  . 

Point(ii). Exercice. 

Point(iii). Si x £ Y es t adhérent à Y ,  tout voisinage de x ————— J  i 

contient des points de Y^ , et donc tout voisinage de $n(x) contient des points 

de Y~ pour tout n £ TL  . En faisant tendre n vers - œ  , on en déduit que 

MT H YT  ̂fi . Comme I  e t J  son t distincts, on a M H Y =  fi . Par consé-

quent, étant donné D Œ Ŷ . satisfaisan t (ii) , toute suite (y ) à valeurs 

dans Y~ et de limite y € M s'écri t de manière unique y =  * "(x ) , avec 

xn € D et ^n  ̂1  à partir d'un certain rang, d'où, d'après 3)(i), 

f(y ) > f(x ) * min f(D) > f(MT) , et, à la limite, f(y) = f(MT) > f(M_) . 
n n  1  d  1 

Point (iv). L'ouvert Nx °̂  i+1 est la réunion de l'ouvert N v ^ 

et des sous-variétés deux à deux disjointes Y~ avec I € 3A • H s'agi t donc de 

prouver que, étant donnés I  ̂J dans 3- i  on a Y" fl y" = fi , Ce qui résulte de 
vcc^ iSS 1  d 

(iii), et que ^$c U  Yj est invariant par $  , ce qui provient de l'inva-

riance de tous les Y~ . • 

Pour chaque I € 3 « soit Sj : IN U  [œ]  *P l'application s  associé e 

à M> = ̂ Pj par le théorème 2 (ii) de (4 .2.3). Nous noterons, pour chaque i € 1 ^ , 

/ t̂  = max {sj : I € 3^} 

*u. = t 0... 0 t. : IN' U {«} D 
i m  i 

et u = u^ . On a évidemment u^(oo) = {»} pour tout i  . 

THEOREME. Quels que soient l 6 IN * U [œ]  ,  l'application ¥ €  C U ^ ( N , N ) véri- 

fiantw< ^^  Y  =^xcvb  et le jet j"WHo ,  où H Q :  [ N ] P est un germe de 

u(X) 0  b^ù 
C - difféomorphisme tel que
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%%U(X)(N\XW^ ,N)U(W%X)(N\^ ,N 
Y o WWH = H XW0 $ W.YWW o W . 

^ Vl63 ,  HQ(YJ ) =  Yj et H0(vï) =  Yi 

la propriété suivante est vérifiée : toute application H € C U ( X ) ( N \ ^ ,N ) 
0 

satisfaisant 

.u(X) 
¨¨ 
0 X 

H = 

Y° H W<£ 

11 
¨¨ 
0 0 

H 
o 

INX'cv 
0 

se prolonge en une unique application continue H  : N ïp , qui appartient à 

C (N,N) et vérifie 

4ïï = 4. H 0 

A 6 
Y o H  =  H  0  $  . 

Démonstration. L'unicité du prolongement, s'il existe, est évidente : 1'ensem-
A 

ble es t fermé d'après la proposition (i), et d'intérieur vide d'après 2) 

(Ej et Ej sont non triviaux par hypothèse) et la proposition (ii). 

Nous allons prouver par récurrence sur i  le résultat suivant, qui 

implique (pour i = m+1 , et en posant u =   ̂) le théorème : 
m+1 

LEMME 2i (1  ̂i  ̂m+1) Sous les hypothèses du théorème, H  se prolonge en un 
_ c  U i 

unique H t̂ C (N\ .̂ N) qui vérifie 

u . ( 4 ) _  u.(i ) 
j \ H . = j H 

Preuve. Pour i = 1 , il n'y a rien a montrer. Supposons donc le lemme 2i pour 

un i  ̂I . D'après la proposition (iv), il nous suffit d'établir le 

LEMME 1. Sous l'hypothèse de récurrence précédente, pour chaque I (: 3 • 1  2JL 

" Ui+1 ^ ~  _  _  1 
existe un unique prolongement £  C ^^S^ji ^  ̂Ŷ  , N) de B\ , qui véri-

fie 
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3 
Î+l 

WX 

%C 

Hi P .i 

Preuve. D'après 2) et le théorème 2(ii) de (4.2.3) appliqué à 

î+l 

% 

(A) 
H 
o 

Y o ,,H =W<V, HD 0 $ . ¨¨ 
Mi, o I  * o  Mj et h = DW C H . ] „ ) i l'application 

Hj définie par 

HTIMV a =  H . I| N\ y± i 

HI|Y- Ho|Y-

est de classe C 
u i + 1 

./ 
dans un voisinage U de dan s N. Comme 

¨¨C< 
<^$ n€ M 

$n(Y~ D U) 

Vn € IN $ Hi 
1Tfn 7 7 x  —n 

on en déduit que es t de classe C Ui+1 dans (N\ 
i 

U Y" . 

EXERCICE. Déterminer une application u  meilleur e que u^ . 

REMARQUE. Nous avons donné ici l'énoncé qui servira à prouver notre théorème 

de linéarisation. Ses hypothèses peuvent être considérablement affaiblies 

(cf. Appendice 6 , sectio n (A6.4)) 

(6.2.2) Fin de la démonstration du théorème (6.1.3) 

Les hypothèses et les notations sont maintenant celles de (6.1.3). 

PROPOSITION 1. La restriction de h à  E es t de classe C°° et a un contact infi-

ni avec idg le long de fi E 
c 

Démonstration. Comme dans la preuve du théorème (6.1.2), soient F un sous-

groupe discret de 2K. tel que G. / r soi t compact, et p :  E y Q l e revète-

ment canonique de l'espace des orbites Q d e p |pxE =  ^IfxE *  Dans ce qui 
c c 

suit, on identifie Qc a Qc x ^Hj/^ Par le difféomorphisme induit par M>c , où 

<P £  Diffœ(Q xH. , E ) est donné par 9  (x,g ) = cf(g,x). c C J C c 
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Somme ĥ , 
c, j + l 

(resp. p* (2u) = a(2u) , R(2u)) commute à (g ) pour 

tout g € T , c'est un endomorphisme de p |, 
c I U c, j + l 

(resp. un automorphisme de p ) 

au-dessus d'un H 
c 
€ C°°(p (E .  .,) , Q ) (resp. S€DiffM(Ç ,3 ),<F€DiffŒ(3 , 3 )  ). c e , j+l c  c e c e 

Je laisse le lecteur vérifier que les hypothèses du théorème (6.2.1) 

sont satisfaites par $ , Y, H  = e t H q = id , pour 

f N = \ •  3 = 3C , f = fc»pr1 

kVl€3 , M =  2 x(H. / r ) e t Y = 
I l O I 

+ 
c I 

X (H./r: 

Pour prouver le théorème (6.1.3), nous allons nous borner à répéter 

3 fois l'argument précédent, grâce à une remarque simple : dans notre hypothèse 

de récurrence p. = [p*3 r ^în\ ,  le choix de la suite G  C. ..c=G.  ̂n'intervient 3 3  U j X l u J o  3 -1 

pas, et nous sommes donc libres de le modifier : 

PROPOSITION 2. Il est possible de choisir les sous-groupes G ^(l^^j-l) de ma-

nière que la suite G  C.... C GT  satisfasse les hypothèses de (6.1.1), proposi-

tion 2, et possède les deux propriétés suivantes : 

Par conséquent, s e prolonge en un unique £  C°°(N,N) , qui a un contact 

infini avec idXT en N 
l€3 

w<$ù 
mù 

En utilisant le fait que pc est un difféomorphisme local et la rela-

tion p  0hœl£ =  p c ,  on en déduit que hœlg es * <*e classe C°° et a un 
C 1  A ° 

contact infini avec id„ en E N E . . = p" (M) , et donc sur V H E , d'après il c  c ,3 + i c  / \ c 

le corollaire (6.1.3) . • 

(i) Pour tout wxv 0,...,j}, b£ = c| 
XJ 
est une valeur régulière 

wx<!:l$+d 

(ii) Pour 0 <: i  < : j-1 , il existe wxY o H = H 

Y o xwH = H 0 

bn 
$ 

tel que si Y o xw<p^$ 
Y o H = H 0 

toutes les valeurs critiques de f^ wx < F u i •  c w w w w wu < u i > | Q . soient strictement 

supérieures à < b X + l UU1 > . 
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Démonstration. Par récurrence sur j : si j = 0  , il n'y a rien à prouver. Pour 

j > 1  , nous avons donc simplement à choisir G..  ̂, c'est-à-dire K_ ^ , dans 

( 6 . 1 . 1 ) , propositio n 2 , de manière que les propriétés (i) et (ii) ci-dessus 

soient satisfaites pour & = j-1 . 

Soient H. c G TO le sous-espace vectoriel engendré par K. , et 
J M 3 

l'ensemble des hyperplans H_.  ̂de H_. tels que, si Tt : >  U\ ^ désigne 

restriction à H. ^  , on ait 

V I c= i 
n 

TI(C) i 
l€l 

n 

dim TC (V . T 
3 »1 = min [j -1, dim V. T } 

.1 » JL 

V i . i 

c'est-à-dire, si 

( 1 ) H_._ 1 =  a _ 1 ( 0 ) pou r un a  £ , 

(2) 

V I € K ,  a £ V 
3~x J i 1 

^ V l € K , ( c + » a ) n v . T = / J. 
3 >L 

Il est clair que &  es t ouvert et dense dans la grassmannienne des hyperplan 

de H_. . En raison de ( 6 . 1 . 1 ) , lemme s 1  et 2 , il nous suffit donc de prouver 

que l'ensemble des ^  £ ft tels que (ii) soit satisfaite avec X = j - 1  pour 

un u.  ̂H .\H. A  contient un ouvert non vide. 
1 T  1 - 1 

En vertu de (5.2), théorème 2 (i), notre problème consiste à trouver 

a€ H' satisfaisan t (2) et u . € H . vérifiant, si H . es t donné par (1) , 
.1 3 3 J -1 

(3) 
(i) < a,u. >  ̂0 

(ii) V  I € 3tc(c ) , < c,Uj > < < c.gj > , 

où gT et 3 ( \ sont donnés par I TUC ) 

194 



LINÉARISATION DE GERMES D'ACTIONS DE GROUPES ELEMENTAIRES 

(4) 
V. I= tu.-gl ] et gj 6 H . ^ 

.3TC(C) = { 1 6 V i : TX(C ) € C. T } . 
3 1 1 

Etant donn é a  6 H'j vérifiant (2) , chaque I U ,  1 détermine un YI E 1R avec 

(5) c  - XT a € V. T . 

La relation u(c) £ C . . 
3""1» 1 

— 1 % 
équivaut donc , puisque TI (0 ) = Sa ,  à 

c - XT a € C. T , 
I 3» I 

et s i u ,  ̂H, vérifie 
.1 . 1 

(3)(i)j alors, d'après [I), (4) et (5), 

<CiU.-gj> = ^u^-g-p* -  < c - X ^ u ^ - g ^ = < X j a ^ - g ^ = X^<a,u_> . 

Par conséquent, nous avons simplement a  choisir a de manière que 

V I € K 
3-1 

I € 
I € 

a€ c . T 
3»I 

entraîne X̂ . > 0  . 

Or, pour tout a assez proche de c, tous les YI sont voisins de 1. • 

Démonstration d u théorème (6.1.3 ) (suite et fin). Etant donné e une suite 

Gq c. . .c GR satisfaisant l a proposition 2, on a évidemment E ^ =E, et il nous 

suffit don c de prouver par récurrence "descendante " sur & la 

PROPOSITION 3. Pour tout & € {o,...,j} , l'application K>\EBL est de classe C°° 

et vérifie 3 
00 
UI € 

(hœ-idF) = 0 • 

Demonstration. C'est vrai pour * = j d'après l a proposition 1 . Supposons don c 

que ce soit vrai pour un i + 1 €{1,......j} :: 

LEMME. On a h ' 
m 0 0 

(E. )  c E, e t E v  E,B l+1 d U 
I € xc 

I € I € 
I € I € 

Preuve. - D'après le corollaire (6.1.3) , on a h » ^ ^ ^ C" ED e t 
3 3 
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h C\X \ 0 K ) = <îk x  VBl .  Par conséquent, 
00 b  . b ^ b  . b  ^ 

3 3 

M V =  H8(Ebj U u (V Bj / «5- >  ) = hœ(Eb )  u T b s VBL = . v u i ^ b ; \ • 
* 3  3  ^  3  3 * 3  3 * ^ 

- Pour que y £ E, appartienn e à EL ,  il faut et il suffit que 
°£ b£+ l 

cKH* „)y rencontr e Q,bl+1 . Si {x} = Q, H a(Hu )y , cela revient à dire que 

CL H  a(H,i H)yt £ fi . Des relations 
bi+l + 1 

QbJUl 
= f 

-1 
bX 

h C\X \0K ) = <îk x 
h C\X \0K ) = <îk x 

Qbl 
xc 

n a(Hje+1)x f f ft 
b4 

(x) : t e m) , 

où(Qt bl) est le flot sur Q, défin i par (5.2), proposition 3 (avec j = 4 et 

u = uĵ +̂ )» on déduit donc, grâce â (5.2), théorème 2 (iii), la seconde as-

sertion. D 

Pour achever notre démonstration, il ne reste plus qu'à reprendre la 

preuve de la proposition 1 en y remplaçant j  pa r 4  , c par bl et u par 

U l+ 1 

EXERCICE. Démontrer la version du théorème (6.2.1) obtenue en y définissant 

Y par 

Y = 
Y Yi>Y 

163 4 

r I' u 
Yi<7 
IE Yi 

Y 
i . 

avec Y € 1R̂  ^i,,**'^m *̂ ^n déduire que l'on peut dans ce qui précède se passer 

de la proposition 2 (qui figure surtout ici en raison de son caractère instru-

ctif) - le lecteur pressé peut regarder dans l'appendice 6 , (A6.4). 

(6.2.3) Cas de la différentiabilité finie. 

Soient b € G' un e valeur régulière de F  e t G c=.. .̂ G =  G , 
JK o r 

u,£ K^,...,ur € Kr deux suites satisfaisant les hypothèses de (6.2.2), proposi-

tion 2, avec j = r et c = b . Pour chaque j € [o,...r-l], soient I\ un sous-
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groupe discret de 2K_. tel que ^j/^j soit compact,N j l'espac e des orbites de 

p*|r _  =  o\r „  e t $ . l'élément de Dif f°°(N ., N . ) défini à partir de 
' i b  '  iX\ 3 3 3 

3 3 

'p (2u.. + )̂ = cf(2u^ + )̂ par passage au quotient» Comme nous l'avons vu dans 

(6.2.2), chaque (I)j vérifie les hypothèses de (6.2.1) ; désignons par 

u^ : IN U  {»} l'applicatio n u  associé e à $ = $. dans (6.2.1), et posons 

S3 = U3 o...o u1 . 

La méthode utilisée en classe C°° permet évidemment de prouver notre théorème 

de linéarisation en différentiabilité finie, avec 

1 r- 1 
S = toS°....oS , 

où t  es t l'application associée à p pa r (4.4.2), théorème 1. 

EXERCICES. - L'ensemble Hom(G, GL(E)) des représentations linéaires continues 

de G dans E  étan t muni de la topologie de la convergence uniforme sur les 

compacts, prouver le fait suivant : pour tout s t IN ,  l'ensemble des 

p'1 € Hom(G, GL(E) ) tels que tout p £ AcC(G,X) de partie linéaire 

1 b 

(g,x) j )  p (g,x) soit C -linéarisable contient un ouvert dense dont le complé-

mentaire est de mesure nulle (l'importance de ce résultat du double point de 

vue de la stabilité structurelle et de la linéarisation effective des actions 
n'échappera pas au lecteur). 

- Essayer de déterminer la meilleure application s  obtenu e par 

notre méthode (de toutes manières loin d'être optimale : voir l'appendice 8 et 

l'article de Samovol cité dans la bibliographie du chapitre 2). 

- Déterminer le centralisateur dans D8b«^(X) de p(G) lorsque 

p € Act^(X) est faiblement hyperbolique et semi-simple . 

(6.3) Nécessité de 1'hyperbolicité faible. 

Le lecteur peut s'être demandé pourquoi nous ne limitions pas nos 

investigations au cas "générique" où p es t fortement hyperbolique. Voici une 

réponse (voi r aussi la remarque qui, dans (8.5), suit le théorème 2) : 
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THEOREME. Etant donné e une représentation linéair e continue p1 jie G  dans E , 

si l'action p1 de_ G sur E  qui lui est associée n'est pas faiblement hyper -

bolique, il existe p € Act^(G,E), vérifiant p°° = C P 1£ 0} ' mais non C°"iso-

morPhe a Cpl;1Gx[0} ' 

Démonstration dan s le cas semi-simple. 

Les notations étant les mêmes que précédemment, la non hyperbolicité faibl e 

de p* se traduit par l'existence d e j £ {o,...,r-l} et de I c 1^ vérifiant 

(1) 

(a) # I = 3 + 1 ; 

(b) j quelconques des c. avec i € I sont toujours indépendants ; 

(c) 0 € conv [c. : i € i} c G' . 
1 J K 

Si j  es t minimal pour cett e propriété, il existe une suite 

GQ C . . . C GR = G de sous-groupes de G satisfaisan t (6 .1.1), Propositio n 2 (i) , 

1 

telle que p |q xE soit faiblement hyperbolique , ce que nous supposerons désor-

mais. Nous ferons aussi l'hypothèse que I = {l,...,j+l}. 
Soit alors cf (resp.u ) l'action d e GLp (resp. G) sur E donnée par 

V(i,g,x) 6 I xG ^xE , a(g,x). = e 
<ci,g > 

x. 1 

V(g,x,i) £ G x ExI 
n 

, u(g,x)i = 
ai(g) 

la (g)| x. • 
1 

On a évidemment 

V(g,x) € G x E ? 
1 ~ 

p (g,x) = u(g) a(g ,x ) = a(g ) u(g,x) , 

où g  ̂désign e l'image canonique de g  dan s G  ̂. 

Fixons un ê  £ Kl \ Kl-1  ̂pour chaqu e ^ £ {l,...,r}. Il est clair que (e^,...,er) 

est une base de GR.  Pou r j + 1  ̂  ̂ <• r , soit g^ l'unique élémen t de H_. 

vérifiant 

V i € 1 , < c ,  ejL - 6A > = 0 . 

LEMME 1. (i) La sous-variété ̂ Q1 4 tx € Ej : IxJ =.. . = |x.| = 1} est un quotient 

de Uj = [x € Ej : V i € {l,...,j} , I x:i I / 0} par a H.xET ' 
3 I 
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(ii) Si <P € Diff^QjXH. ,  Uj) est défini par <PT(x,g) = a(g,x), on 

a, quels que soient t. 4 j•• • « t 
3 + 1 r 

€]R, g, g' 6 H et x € Qj f 

< 
I a (g 1 + 

r 

e=j+i 
e=j+i (x,g)) = (x, g + g' + 

r 

¿ = 3 + 1 
e=j+i 

LEMME 2. Etant donnée v £ C°°QR,[o,lJ) telle que v-1(0) =  ] - « > , o ] e t 

v"1!!) = Cl,coC , les formules 

c t 
I ( X ) . =  X . pour 1 ^ i ^ j 

_d_ 
dt 

x t 
I [x)j+i|t=o= 

• 3 + 1 

3 + 1 
v(|x.+1|2) 

définissent u n flot complet sur Q ,  et l'on a 

V x € Qi , lim 
t—oo 

rt 
I 
(x) =  0 . 

LEMME 3. L1action a' d£ G  ̂ sur U définie, pour tj+1,...,tr € ]R, g,g»G Hj et 

x ^ Qj , par 

q 
I 4 (gf + 

r 

e=j+i 

t 
t, e, , (x,g)) = (Y r(x),g+g»+ 

r 

e=j+i 
e=j+i 

se prolonge en une action C d e G  ̂ sur Ej qui a un contact infin i ave c 

a| G R X E I le long de G..... R X 5 E I/ UI °.) 

Preuve. Puisque a'|„ T T =  a(J| u . T ,  il suffit d'étudier  l e flot 
llHr.j x «i lHr_lxU I 

(tfl^e ) ) + ç.  TD * Pour cela , commençons par inverser <P_ : l'équation 
1 r  t  t JK - * X 
1 "  ' ^ 

<Pj-1 (X) = (x,g) do nne évidemment |X. | = e pou r 1 ^ i ^ j ,  d'où 

g = 
3 

i=1 
et LoglxJ , 

ou 
•ft 
cl e=j+i 

) 
) £ H. sont définis par < c. , 

e=j 
e=j > = î 

pour 1 ^ i, ¿ ^ j • 

De (1) , on déduit que les réels X ,....YJ définis par \0 =  _ < c. ,  cl > 
1 3  ^  j+ l * 

sont strictement positif s (c e sont pour j > 0  les coordonnées de - c^+1 dan s 

la base 
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(c^...»c J d e H'j) et l'on a 

e=j+i 
Xl 

X0 
pour 1  ^  & ^  j  +  1 

0 + 1 = 

X. X . 
x . J x J 1 . . . |X.| J . 
o+i i  0 

On en déduit facilement que , pour tout x € Û . , on a 

dt tfî ( t V x ) * | t = 0 e=j+ie=j+ie=j+ie=j+i pour 1  ^  ^  j 

E ! 
EC ° î ( t V x ) i + i | t = o = < C. „,g >  X . „ 

3+l,6r 3+ 1 + l 

e=j+i 
x. A 
0 + 1 

v e=j+ie=j+i I a . . . u j | Y i | 2 ) 

d'où l e résultat cherché , E1 UI  étan t l a réunion de s sous-espaces tx ^ = 0} , 

1 s  A s j . 

LEMME 4. On définit une action R  ,  de classe Cœ ,  jie G  sur E  par 

R(g,x)I = ïï(g) ^( ĝ i X j ) = ^ (g K) (u(g)xj ) • 

R(g,x)0 = P (g,x)* = p (g,xj) . 

Toutes les orbites de R|GxE sont adhérentes a 0 . De plus, si iTdési gne la 

i 1  i  <\Y 
reunion des v.f.i» d e p ,  R a un contact infin i avec p le long de G x v» 

Preuve* On vérifie facilement qu e R  es t bien définie. Le lemme 2 impliqu e 

(exercicei) la deuxième assertion. Enfin i l résulte de (1 ) que toute v.f.i. 

maximale de p* est contenue dans un des sous-espaces {x ^ = o } , 1  ^ 4 ^  j  +  1 , 

d'où l a dernière assertion par le lemme 3. D 

Pour achever la démonstration d u théorème, il suffit d e prendre p  = ^r^qx{q] 

et de remarquer qu e la réunion des orbites de p adhérente s a l'origine es t 

V, alors que la réunion Wdes orbite s de R  adhérente s à l'origine contien t 

V u E j , qui est distinct d e V •  Il s'ensuit que les germes C ^ 3q et C ^ ]̂  

ne sont pas homéomorphes. • 

EXERCICES. - Nous venons en fait d e prouver qu'il n'existe pa s de germe 

^ £  *^(E) "envoyant le s orbites de p sur celles de ^P1^qx{o}'1' Montrer <lue 
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cette notion peut être formulée avec précision e t fournit une relation d'équi -

valence entre germes d'actions plus faible que le C°-isomorphisme. 

- Prouver que les v.f.i. maximales de aj. sont les sous-espaces 

x^ (0) , 1 £ i £ j + 1. En déduire que le lemme 3 peut s'obtenir "san s calcul" 

par les méthodes de (6.2) . 
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CHAPITRE IV - SINGULARITES EN GEOMETRIE DE CONTACT. 

7 - INTRODUCTION A LA GEOMETRIE DE CONTACT. 

(7.1) Structures de contact 

(7.1.1) Structure de contact de s espaces de jets. 

Etant donnés un ouvert U  de l " e t f  € Ck (U,]Rq) , le jet jk f 

est une section continue de la projection sk :  Jk(Rn , 1R^) ^  TRn 

au-dessus de U  , qui n'est pa s arbitraire, mais vérifie 

(1) D t D ^ f ) =  DJ f pour 1  ^ j ^ k. 

Nous allons exprimer (1 ) en termes de systèmes de Pfaff :  soient y  ,...,y n 

(resp. z*,...^*1) les coordonnées standard sur ]Rn (resp. IR^), soien t 

x^,«..,xn :  JkQRn, 1R )̂ ^TR le s fonctions données par 

x ^ j * Y ) = y^v) , 

et, pour 1 ^ j ^ q e t chaque multJb-indice a  £ ]Nn vérifien t |a | ^ k, soi t 

u^ : JkGRn, ]Rq) >3 R la fonction définie par 

u a 
c k 
v Y) = 

ôa(zJ°Y) 

âya 
(v) = zj= 

e=j+i 

=>y 
(v) . 

Considérons sur J ÙRn , JR^) les 1-formes différentielles 

c j 
oc 

= du 3 
a 

= 
n 

i=l 
u 
.1 
OC+Ò . 

1 

dx1 ,  a £ Mn, I  ocI < k, 1  ^ j ^ q , 

où £ k = (ô^,...,ô^) £ lNn,Ql i désignan t l e symbole de Kronecker. 

k n  q  ̂ l c n 

Il est évident qu'un e section continu e < P d e J Û R , ]RH) y 1R au-dessu s 

de U  es t de la forme < P = jkf avec f € Ck(U, JR^) si et seulement s i les 

deux conditions suivantes sont satisfaites : 

(a) ti : 
k-1 

k 
o <P est de classe C* ,  où n 

k-1 

k 
: JkÛRn, Eq) e=j+ie=j+ie=j+i 
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est la projection canonique. 

(b) <P*(c j 
a 

s 
-1 
k 

(U) 
) = 0 quels que soient j  et a. 

(La condition (b ) a un sens, bien que < P soi t seulement continue , en raison 

de (a ) et de la forme très particulière des cJ) . 
a 

Si désign e le sous-fibré vectoriel d u cotangent 
n,q 

T*(JkÛRn,]Rq)) 

engendré par les formes de Pfaff ĉ » l a relation (b ) s'écrit 

(2 cp$ k 
n,q| 

s 
- 1 
l 

(u) 
) = o . 

Pour des raisons évidentes, nous dirons que Hk  es t la structure de contact 
n,q 

de Jk0Rn, nRq). 

Si s = pr1 :  TRn x Eq >lRn , on a Jk(s) = Jk0Rn, !Rq), et nous 

noterons TI ^ la projection canonique de Jk(s) sur J°(s) = TRn x ]Rq. Etant 

donnés A c ]Rn et g : A ^  ]Rq, nou s désignerons par g l a section de s  au -

dessus de A  défini e par g(x) = (x,g(x) ) ; si A  es t ouvert e t g  d e 

k k  k ~ 
classe C  , rappelons que, par définition, on a j g = j g . 

Le résultat suivan t s e déduit facilement d e la formule de Faa-di 

Bruno (appendic e 1) : 

PROPOSITION. Soient U et U' deux ouverts de lRn x ]Rq et H : U >U ' un Cr-iso-

morphisme de s^ sur s|Uf au-dessus de h € Diffr(s(U), s(U') avec r ^ k. 

Le Cr~k-difféomorphisme Hk :  ^ ( U) ^TT ;"1^') défini par 

Hk(jk Y) = jw \  (H o y o [h"1] ,  v ) vérifie 
Jx Jh(x ) h(x ; 

(3) H k (K k «  )  = Kk -
A " ' ^ ^ ( u ) n ' q U ^ ( u » ) 

EXERCICE. Explique r pourquoi (3 ) conserve un sens si r = k (s'inspire r d e ce 

qui est dit ci-dessus après (b)). 
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COROLLAIRE 1. Soit p : Y k  un e Cr-fibration ,  r ^ 1. Pour 1 <: k ^ r, il 

existe un sous-fibré vectoriel M^Cp) de T* J^(p), appel é structure d e contact 

k 
de J (p) , et possédant l a propriété suivant e :  pour qu'une section continu e 

g &e p^ : J (p ) ^ X au-dessu s d'un ouvert U  ̂il e X  soi t holonome ,  i 1 

k-1 1  *  k , 4 r  . 
faut et il suffit que 7T^ 0  g soi t de classe C e t que l'on ait g K  (p ) = [0] . m 

Il est raisonnable d e poser K°(p) = { o } . 

COROLLAIRE 2. Soient p et p' deux Cr-fibrations ,  r ^ 1, et H un Cr-isomor-

r—k k  k 
phisme de p  su r p ' . Pour 1 ^ k ^ r , le C -difféomorphism e H d e J (p ) 

sur Jk(p' ) défini par Hk( jk Y) = jk(HoY° ^ " " ^ ( x) ), o ù p'°H=hop , vérifie 

(4) h; 
k 
Y? «(p) = K(p') . 

k 

Un difféomorphisme H  qu i vérifie (4 ) est une transformation d e contact» 

Nous y reviendrons dans (7.2) . 

EXERCICES. - Donner de s définitions précédentes une formulation intrinsèque , 

k 

s'étendant e n dimension infinie , en prouvant que K (p ) est définie de manière 

unique par le corollaire 1. 
k %  k - Montrer qu e M (p ) est la restriction a  J (p ) de la structure d e 

contact d e J (X,Y) . • 

r+1 

Soit Y  un e variété d e classe C  e t de dimension n+q .  Consi-

dérons sur l'ensemble de s couples (b ,z)« o ù Z est un germe en b £ Y de sous-

variété d e codimension q  d e Y  , la relation d'équivalenc e " b = b' et 

Z e t Z' ont un contact d'ordr e k ^ r + 1 en b " entre (b,Z ) et (b',Z') . L e 
k 

quotient es t 1'ensemble J  (Y,q ) des jets d'ordre k  d e sous-variétés de 
codimension q  d £ Y . Pour chaque (b,Z) , o n note j^Z s a classe d'équiva -

k 
lence. Etant donné e une C -sous-variété W de codimension q  d e Y , l'applica -

k k  k  k r n 
tion j W :  W >J  (Y,q ) définie par j W(x) = 3xwWJx est le jet d'ordre k  de_
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W. 

Pour tout I   ̂[l,...,n+q ] vérifiant # I = q , soit 

A :  3R̂ +(1 ^  ]Rn x lRq 1'isomorphisme donn é par 

A I ( X 1 X n + q } = ((x, . ,...,xi ) 
1 n 

, (x . ,...,x . ) ) 
n+1 n+ q 

!!<-..<in . i „<...< i 
n+1 n+ q 

, I = {i i  } 
n+1 n+ q 

et {l,«.«,n+q} = 

= Ul'---'in+q 3 * 

Pour chaqu e carte locale h : U ^]Rn+ q de Y  et chaque germe Z en b € U de 

Ck-sous-variété d e codimension q  d e Y  , il existe I c {l,...,n+q } e t un 

germe < P d'applicatio n C k de JRn dans TR^ tels que Aj«h(Z) soit le graphe de 

k k  k 
9 •  L'application h j : j^ Z ^ j ^ 0n(b ) ^ Un e car^e d'un a"tlas de 

Cr+^"k-variété di f f érent iable sur Jk(Y,q), modelé e sur ^QR*1 ,  JR^) • Comm e 

les changements de cartes sont des transformations de contact d e ^k ,  on 
6 n, q 

N k  k 
définit un système de Pfaff K (Y,q ) sur J (Y,q ) , sa structure d e contact, 

par 

«k(Y,q)| 
(h 
k, 

-1(Jk0Rn ,  JRQ): 
f (h 

k 
i 

)$ r 
k 
n 9 

On définit d e manière tout à fait analogue le fibre J+(Y,q) des jets d'ordr e 

k d e sous-variétés orientées de codimension q  d e Y  , et sa structure d e 

contact Mk(Y,q) . 

EXEMPLE. Pour k = q = 1 , K1(Y,1) (resp.K*(Y,1) ) s'identifie canoniquemen t 

au fibre P  C Y(resp• S " Y) de base Y quotient d e T^YXO  ̂pa r l'action multipli-
T Y 

cative de 1 R (resp. 1R+) dans les fibres. La structure de contact d e ces 

fibres joue un rôle très important dan s la théorie des opérateurs pseudo-

différentiels et intégraux de Fourier (voi r Sato-Kawai-Kashiwara e t HOrmander). 

EXERCICES. - A  la lumière de l'exemple précédent , montrer qu'un rapport 

k k 
simple existe toujours entre J (Y,q ) et J+(Y,q) . 
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k % 
- Donner d e K (Y,q ) une caractérisât ion intrinsèque analogu e 

à celle que donne le corollaire 1. 

(7.12) Structures de contact "abstraites " 

L'usage es t de n'appeler H un e "structure d e contact" que si 
n,q 

k =  q = 1. Dans ce cas, M es t engendré par sa section 
n, i 

(1) c =  du -
n 

n 

i = l 
e=j+ie=j+i 

* 1 1 
ou l'on a  posé u = uq et p. = u1qi. On vérifie facilement qu e c  es t une 

i 
forme de contact, au sens de la 

DEFINITION. Une 1-forme c su r une variété X  es t une forme de contact 

lorsque, pour chaque x £ X ,  les deux conditions suivantes sont vérifiées : 

(i) On a c(x ) >É 0 

(ii) La forme bilinéaire alternée dc(x)| „ t \ v i \ es^ non-
I Ker c\y)x Ker c(x ) 

dégénérée. 

En particulier, si X es t de dimension finie , elle est forcément d e dimension 

impaire 2n+l ,  et une condition nécessaire et suffisante pour qu'une 1-forme 

a su r X  soi t une forme de contact es t que ocA(da)^n soit une forme-volume. 

Nous allons maintenant voir que toute 1-forme "générique" sur X 

a pour restriction a u complémentaire d'u n ferm é de mesure nulle une forme 

de contact - ce qui explique dans une certaine mesure l'abondance de s struc-

tures de contact dan s le paysage mathématique. Nous noterons T*x la projection 

TWX >X . 

THÉORÈME 1. Etant donnée une variété X  de dimension impair e 2n + 1 , il 

existe pour tout r ^ 2n + 1 un ouvert dens e t ( de_Cr(T^ ) pour la topologie 

de Whitney, possédant l a propriété suivant e :  à chaque c £ î-[ est associé un e 

sous-variété H d e codimension 1  dans X  t elle qu e c|VkïT soi t une forme 
c 3 — J  X\ H 

c 
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de contact. De plus, H est fermée. 

Démonstration. Nous allons montrer qu e le fermé 

£ =  { = 
i 
x 

y e j1^") : Y(x) A (dY(x))*n = 0 ] 

1 ' ~ 
est un ensemble stratifié d e codimension 1  dans J (x__) , de strates £ ,  . . . ,È 

X - n 2 n 

D'après l e théorème d e transversalité d e Thom, l'ensembl e 

K = { c  e cr(T^) : V j € U,...,2n} ,  je l| ï S } 

est donc résiduel pour r ^ 2n + 1 , et, pour chaque c € µ,  i l résulte de 

(2.2), proposition 1 , que le fermé 

Hc = (j1c)"1 (2 ) 

est stratifié, de strates ( j c )" (̂ j)> e ^ donc de codimension 1 . Une fois 

2 stratifié , il ne restera donc plus, pour établir l e théorème, qu'à montrer 

que 1{ es t ouvert e t que chacun des es t une sous-variété. 

1 
(i) Stratification d e Z. L'application j  Y  ^  (y(x),dY(x)) étant une 

1 # K 2 
submersion d e J (t^ ) sur Y = T X ©x A T X , i l suffit de prouver qu e le 

fermé 

e=j+ie=j+ie=j+i € Y : a A  (3 n =  0 ) 
X X 

est un ensemble stratifié d e codimension 1 . Nous allons voir que la partition 

2' =  S» Jl.. . ILE' défini e par 
-n 2 n 

s' =  1(0 , 0 ) 
O X X 

: x € x } 
'Zi-k=t(°x^x) : B 

Ak-1 
x 

/ O e t f =  0} 

t 
S2k-1 

= {( a ,B ) 
X X 

: a A -p 
X X 

k-1 A 
/ 0  et P k = O) 

= {(a , = {(a ,B ) : a  a  p k"1 / 0 et 
x x (3 

* a 
K ^ 0 et a A p K  = o] 

X X X 

est une stratification. Comme 2 es t évidemment un e sous-variété d e Y  , il 
o 

t 
suffit d e prouver que c'est le cas des autres ^ *  ce qui résulte immédiate -

ment d u 
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LEMME 1. Pour 1 £ k £ n , V =  í(0,p) : pAk1- / 0 et p = oj , 

V 
2k-l 

= {(oc,(3 ) : a Ap k~1 ¿ 0 et (3k = o} et 

V2k 
= t(a,P ) :  oc A B *k-l / 0 et p /  0 et a A ¡3k = 0} 

sont des sous-variétés de 0R2n+1)* e A2dR2n+1)* , Invariantes sous l'action 

de GL(2n+l, 3R). 

Preuve. Etant donné (a , (3 ) G V (resp. V ) , un exercice simple d'algèbr e 
———— O  O  <ilt—J . 
linéaire consiste à montrer l'existence d'un système de coordonnées linéaires 

1 2n+ l Tr ,2n+1 a. , 2n+ l M x ,..., x su r 1R te l que a =  x  e t 

a ,B ) 
l^i^k-1 

2i-l 2 i 
X A  X 

l a 2k- l (resp.pQ= x A 
2n+l 

x + 
l^i^k-1 

2i-l 2 i x 
x A  x ;  • 

En d'autres termes, V__ .(resp.V_ , ) est l'orbite de (a , [3 ) sous l'action 
*2k-l 2M. o  o 

de GL (2n+l, TR). Par conséquent, V ^(resp.V^j^ ) est une sous-variété immer -

gee injectîvement de UR2n+1)* ; A 2A (R2n+1)* J i  comme c'est aussi un sous-

ensemble fermé de l'ouvert 

{(oc,B) :o>c A Bk-1 o} (resp. l(a,B): a AB 
= {(a A 

/ 0 et p k / O]) , 

c'est donc une vraie sous-variété. Le cas des V fc se traite de même. a 

Comme (a,|3) » »o c a |3An est une submersion en dehors du fermé stratifi é 

V U 
o 

l^k<n 
(V U V U  V ), 
-k 2k- l 2kJ' de codimension > n, les H son t des sous-variétés. 

c 

(ii) Ouverture de 1{ . Comme dans la preuve du théorème de transversalité 

de Thom, il suffit de montrer que 

A = 
-*i%^2n 

= {(a ,B )= {(a 
= {(a ,B ) {(a : c(x) € \ e t 

x 
.i 
xx 

J*(t*) A T (j1c)(T X) 
A X  X 

+ T 
{(a 
,B ) 

{(a 
,+B ) 

est fermé, puisque l'on a 1{ = [c € Cr ( 0 : j2c(X)c: j2(t!!)\a} . 
X A 

Or, une condition suffisante pour que ce soit le cas est que, pour toute 

suite (z ) r t .t à valeurs dans un des 2. , de limite z € 2. avec ^ / k , m JI M k  * 

209 



M. CHAPERON 

chacune des valeurs d'adhérence d e la suite ( T 2^ ) dan s la grassmannienn e 

1 m 

des sous-espaces tangents à J ( t^) en z contienne Tz EL  (on dit alors que la 

stratification (̂ k ) vérifie la condition (a ) de Whitney). L'ouverture d e V, 

résulte donc du lemme suivant, laissé à la perspicacité d u lecteur : 

LEMME 2. La stratification(2 )  ,n vérifi e la condition (a ) de Whitney." 
k -n^k^2 n 

REMARQUE. On dispose e n fait d e théorèmes généraux évitant d e construir e 

explicitement un e stratification d e 2 :  voir l'article d e Mather cité au 

chapitre 1. 

Nous allons voir maintenant qu e toutes les formes de contact 

admettent l e même modèle local. Pour ne pas obscurcir l'exposé , nous sous-

entendons que les variétés, fonctions, formes dif f érent ielles, dif f éomorphismes 

et systèmes de coordonnées dont i l est question sont de classe C . Le lecteur 

n'aura aucun e difficulté a  compléter l'expos é e n différentiabilité finie . 

THEOREME 2 (Darboux) . Etant donnée une forme de contact c  sur une variété 

X de dimension 2n + 1 , il existe pour tout a £ X un germe 

q> : [x] >  C J10Rn,]R)]_ d e dif f éomorphisme tel que [c] =  <P*[ c ]n , où c 
a O  *  *  a  o  O o 

est définie par (1) . De plus, <P peut être choisi analytique si c  1'est. 

Démonstration. Soit V  l e champ de vecteurs su r X  défin i par 
vx e x ,  iy(x) c(x) = 1 et iV(x) dc(x) = ° ' 

où iy(x) désigne le produit intérieu r par V(x). Si cp t = exptV ,  alors, 

d'après l a formule d'homotopie (Appendic e 0 , (AO-2)), on a Ly c = O et donc 

<Pt c = c , d'où (• ) (f ^ de = de. 

Si S 3 a est une sous-variété d e codimension 1  de X ,  transverse aux courbe s 

intégrales de V ,  et si j  désign e l'injection d e S  dan s X  ,  il est 

clair que j de est une forme symplectique su r S (Appendic e O, (AO-3)). 
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D'après le théorème de Darboux (Appendice 0, (A0-4)^ , il existe sur S  u n système 

de coordonnées locales y"^ , . . . ,yn ,q , . . . ,q nulle s en a  tel que 

j de = 
n 

i=l 
dy*A dq. . 

Soient x*,...,xn , p^,••.,pn le s fonctions définies au voisinage de a  pa r 

i, i 
x |s= y , pi|s = et : t 

i i 
X =  X  , 

: 
't p • = p • « 

•H-
Puisque <P d e = de , on a 

de = 
n 

i=l 
dx A  dp. a u voisinage de a . 

n 
Il en résulte que c + 2 p . dx es t fermée ;  d'après le lemme de Poincaré , 

i = l 1 

il existe donc une fonction u  , définie dans un voisinage d e a dan s X  e t 

nulle en a  , telle que 

c = du -
n 

i = l 
p^ dx 1 au voisinage de a  . 

Comme cA(dc)> n es t une forme-volume, (u,x ,...,x ,  p^,...,p^) est un 

système de coordonnées locales» Q 

DEFINITION. Une structure de contact (abstraite ) sur une variété X  es t un 

sous-fibré vectoriel e n droites K de T X  tel que , si M" =  K\ 0  ̂,  toute 
T' X 

section locale de TÏ = ty Jk* soi t une forme de contact. 

EXERCICE. Pour cela, il faut et il suffit que, pour chaque a 6 X ,  il existe 

une section de n au-dessus d'un ouvert U 3 a qu i soit une forme de contact. 

DEFINITION. Etant données deux structures de contact K et H' ,  définies 

respectivement su r des variétés X  et X' ,  un isomorphisme 

K }  K' est un dif f éomorphisme f : X >X ' tel que f K » =  K . 

EXEMPLES. - D'après la proposition (7.1.1) , tou t automorphisme local C d e 

la fibration sq : J0(JRn,]R) >  ]Rn (et donc en particulier tout C^-difféomor -

phisme de ]Rn) défini t un uniqu e automorphisme local de X* „ (isomorphisme local 
n,l 
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sur elle-même), qui est un automorphisme local de chacune des fibrations 

Tt° : J1(En, 1R) >  J°0Rn, JR) et s1 : J1^11, JR) > JRn . En fait, le pseudo-

1 
groupe des automorphisme s locaux d e K es t beaucoup plus gros 

n ,1 

que cela, puisqu'il contien t de s difféomorphismes locau x ne conservant pa s 

ces projections. Un exemple typique est fourni par les involutions de  

Legendre h^ ,  I c {!»•••»n } , définies, avec les notations de (1) , par 

1 u x °h j = 
-Pi pour i  £ I 

i 
X si non 

pi°hI = 
i 

X pour i c i 

pi sinon 

u«hT = u - E 
i£l 

i 
p. X 

Un automorpnisme infinitésimal d'un e structure de contact M 

sur une variété X  es t un C1 champ de vecteurs Ç  sur X "qui engendre un 

pseudo-groupe à  un paramètre d! automorphi smes locaux de J{M , ce 

qui se traduit e n termes infinitésimaux par la propriété suivant e :  pour 

toute section locale c de la projection k ^ X , la dérivée de Lie LEc 

est une section locale de la projection M ^x . 

Une variété d e Legendre de M est une sous-variété Y  c J ) X telle que 

j K  = 0 ^ ,  et de dimension maximale parmi les sous-variétés de X  possé -
T Y 

dant cett e propriété. 

THEOREME 4. (i ) SJ_ X est de dimension 2n + 1 , les variétés de Legendre d e 

K sont d e dimension n . 

(ii) Pour que Yc >  Ĵ ClR11 , JR) soit une variété d e Legendre de 

^n ^ , il faut e t il suffit que , pour chaque b € Y , il existe une involutio n  

de Legendre h1 et un germe < P : ÙRn] ^n(b)) )  ]R de fonction C2 tels que 
^1 T 

Chi(Y)3hl(b) = j1 <P (ÙRn] s1(hI(b))) * 
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Démonstration. Point (i) . Soit Yc 1 ) X un e variété d e Legendre d e H .  Si 

c es t une forme de contact engendran t localemen t K ,  on a i c  = 0 et (donc ) 

i d e = 0 . Comme dc(i(y)) est non-dégénérée su r Ker c(i(y)) pour tout 

y €  Y , on déduit d e ces deux relations que Ty i  ( T Y Y ) est de dimensio n 

au plus n . Pour voir qu'il existe effectivement de s variétés intégrale s 

de H  d e dimension n ,  il suffit, le problème étant local , d'utiliser l e 

théorème 2 et de remarquer que , pour toute fonction <P £ C^ÛR*1, 3R) » j* ^ÛR11) 

1 
est une variété d e Legendre d e K . 

n, i 

Point (ii) . Soit 7 i : J*ÛRn, ]R) } T lRn la projection canoniqu e 

1 n 
donnée par 7t (j ï ) = dy(x) . Il existe évidemment su r T 1 R un e unique 

^ l n 
forme symplectique Qn  tell e que n  ^ n= d e n : si ( y , • • • ,y ,  q1»»»«»qn) 

est le système de coordonnées linéaires sur T ' JRn donné par y*(dY(x) )=xi( j*Y) 

1 n  i  & 
et qi(dï(x)) = Pi^xY^' o n a ^n = 2 ^  A  d(li *  Comme (d^) " Qn = 0 pour tout 

2 n  a 

<P € C O R ,  ]R), l e même argument qu e dans (i ) montre que les sous-variété s 

Z r 3 yT JR vérifian t j  0f i = 0 et de dimension maximale parmi celle s qui ont 

cette propriété son t d e dimension n ;  on dit que ce sont les variétés lagran-

giennes de ^ 

LEMME 1. Soit Y une variété d e Legendre d e ^n ^ ; pour chaque b €  Y , le  

germe n  ( [ Y]^) est un germe en 7i (b) de variété lagrangienn e d e Cln  . Récipro- 

quement , étant donn é un point c  d'une variété lagrangienn e Z  d e 0n ,  il  

existe pour chaque b € TI *(c) un unique germe E Y ] ^ de variété d e Legendre d e 

K1 .  tel que [ z ] = n  ( [ Y ! ) . D 
n, 1 ^ — o  b 

LEMME 2. Soit C Y ] ^ un germe de variété de Legendre d e K1n,1 ̂ ; pour qu'i l 

existe un germe <P : ÙRn] g ^) }TR de fonction C2 tel que 

Cï]b = j1 ^(ÙR11] g (b)), il faut et il suffit qu e T ^ d ^ Y ) = TG (b)3Rn • D 

Appelons espace lagrangien d e Q tou t sous-espace vectoriel d e 

213 



M. CHAPERON 

n 

T ] R qu i est une variété lagrangienne , et involutions de Lagrange le s 

automorphismes linéaire s kj ,  I 1=1 ll,...,n} d e T' IRn définis par 

k j ° Tt = Tc °hj . On a évidemment k̂ . Qn = 0,^  pou r tout I  , ce qui s'exprim e 

en disant qu e les k^ son t de s automorphismes d e Qn .  Comme 

l'espace tangent à  une variété lagrangienn e e n chacun de ses points est 

lagrangien, i l résulte des lemmes 1 et 2 que, pour achever notre démonstra-

tion, i l suffit d e prouver l e 

LEMME 3. Pour tout espace lagrangien L  d e Qq ,  il existe une involution 

~/v\ .  n  ,  n  n 
de Lagrange kj telle que t (k^L) = TR , eu t :  x TR —)IR est la projection 

canonique. 
•ft -1 f  * 

Preuve. Le sous-espace P = ( t )  ( l o j ) es t lagrangien. Soit 

(6) M = L H p . 

Si M =  l o i , k T = id convient. Sinon, il existe évidemment I c il,...,n } te l 

que 

(7) P = M © N j , avec N = [ v € p : Vi € I, qA(v> = 0} , 

c'est-a-dire 

(8) Nj =  P H k j C P ) . 

Nous allons voir que k^ répon d à la question :  il s'agit de prouver qu e 

k j U ) H  P =  [o} ,  soit 

L H kj (P) = l o i . 

n 

Pour chaqu e sous-espace vectoriel E  d e T E  ,  posons 

E1 = { v € T" ]Rn : V w 6 E , ^n(v,w) =  o ) .  Il est clair que E es t lagran-

gien si et seulement s i E = E .  Comme L et kj(P) sont lagrangiens, on déduit 

trivialement d e (6 ) et de (8 ) les inclusion s 

M ^ L 1 et N < = k (P ) 

d'où l'o n tir e 
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M + Nj c (L H k (P) ) . 

soit, d'après (7 ) , 

L H k (P ) c p =  p . 

On a donc L H kjCP) = ( L fi P) H (kj(P ) n P) = M n Nj = to] . 

Appelons variété lagrangienn e d'une forme symplectique 0  su r une 

i * 
variété M  tout e sous-variété N  r J > M tell e que j 0  = 0 , et de dimension 

maximale parmi les sous-variétés de M  ayan t cett e propriété. La démonstra-

tion précédente e t le théorème d e Darboux donnent, avec les mêmes notations, le 

THEOREME 5. (i ) si M  est de dimension 2n, les variétés lagrangiennes d e 

Q sont de dimension n . 

n 

(ii) Pour que Ne ^  T ] R soit une variété lagrangienne d e Qn , 

il faut et il suffit que, pour chaque b € N , il existe une involution d e 

Lagrange k e t un germe < P : ÙRn] itmt* (kI (b)))  1R de fonction C2 tels que 

Cki(N)]kT(b) 
= d<P (ÙRN3 

Mkj(b)) 
) • 

EXERCICE. Montrer qu e la 2-forme symplectique Œ peu t êtr e définie intrin -

r, *  n 
sequement par u =  dX ,  ou la 1-forme canonique X d e T E  es t déterminé e 

n n  - 1 n 
par l'une quelconque de s deux propriétés suivantes : 

(a) V  ^ ^ C20Rn ,  1R), (d^)"" À  =  W 
n 

(b) V  p € Tr ]Rn , V v €  T (Tr]Rn ) 
P P 

, < X  (p), v > 
n p 

= < p, T T 
]Rn 

. v > 
P 

(Ces deux définitions s'étendent évidemmen t a  T X pour toute variété X ) . 

Quelle est l'expression d e YN dans les coordonnées y1 ,  q^ ? 

(7.2) Transformations d e contact e t équations aux dérivées partielles du  

premier ordre. 

Nous allons commencer par exploiter l e théorème 5 pour décrir e 

explicitement tou s les germes d'automorphismes d e Qn et de Kl n-1  ̂: 
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(7.2.1) Fonctions génératrices. 

Soit J  1'isomorphism e d e T !R n x T*" TRn = (JRn x ÛRn)' )x ÛRnx(JRn) ) 

sur T*CRnx(Rn)*) = ÛRnxÛRn)"X") x (ÛRn) * x ÛRn)** ) défini par 

((x,S),(x',§')) >((x,£'),(£,jx')) , où j : !Rn > 0 r V * es t 1 » isomorphisme 

canonique. 

PROPOSITION 1 . Pour qu'un germe V : -CT' B*"^ ï T" ]Rn de dif f éomorphisme 

C1 ,  de graphe r ,  soit un germe d 1 automorphisme de ^ , il faut 

^ n  n  ^ 
et il suffit qu e J(T) soit un germe de variété lagrangienne d e T OR x(JR ) ).• 

n n TR étan t muni de sa base canonique et O R ) d e la base duale, on définit 

comme précédemment le s involutions de Lagrange kT ,  I c= {i, . . . ,2n}, d e 

T O R x(JR ) )• La proposition précédente et le théorème 5 de (7.1.2 ) se 

traduisent (en appelant i a projection T" ( IRn x (IRn ) ") ^  lRn x (]Rn)'x) par le 

COROLLAIRE 1. Pour qu'un germe Y : [ T " 3Rn3b »  Cï^IRn]c de difféomorphism e 

C 1, de graphe F .  soit un germe d « automorphisme d e Qn , il faut 

et il suffit qu'il existe une involution de Lagrange KI de T ORnxORn) ) et_ 

un germe <P : ÛRnx(lRn) ] _̂  > K de fonction C2 tels que 
t"(k (J(b,c)) ) 

(1) kI(J(T)) = d9 [ÙRnxORn)^3 
r*(k (J(b,c))) ) 

Traduisons plus explicitement l e corollaire 1  en termes de coordonnées lo-

cales : 

COROLLAIRE 2. Soit Y : L T TR ] >  C T 1 R 1^ un germe de difféomorphism e 

Cr(r^l) de graphe T  .  Si l'on note ( z 1 , r 1 , rn » Z*, ,  Zn, R1, . . . , Rn) 

# n  n  , 
les coordonnées standard sur T I * x  T JR ,  une condition nécessaire et 

suffisante pour que Y soit un germe d ' automorphisme de Qn est 
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qu'il existe deux partitions I  IL J = il»»»*,nj = I'JIJ' et une fonctio n 

$ € Cr+*ÛR2n, ]R) telles que T soit le germe en (b,c ) de la sous-variét é 

définie par 

(2) 

rI = 
0$ 

S z 1 
(z1, r, ,Z* , RJf) f 

J 
Z =  -

0$ 
{(a 

(z1,^ .Z1 »Rj,) » 

Ri. ,B ) 
S i 

3Z1 
(z1,^ ,Z1 ,RTI ) 

{(a ,B ) xc 

,B ) 
( z , rj , Z ,  R j, ) , 

ou l'on a  posé I 
z = 

(z1) .  ç j , etc. 

Réciproquement, étant donnés I, I' c {l,...,n } ,  $ € Cr+1CffTn,]R) et 

un point (b,c ) de la sous-variété V  définie par (2 ) , les conditions  

suivantes sont équivalentes : 

(i) £ v ] ^ k c ) est le graphe d'un germe Y  6Vautomorphisme 

de 0 . 
— n 

(ii) C v ] ^ c ^ est le graphe d'un germe Y  d'application d e T" ]Rn 

n 
dans T TR . 

(iii) 
ô2 $ 

a u 1 , ! - )d(zIf,R ) 
(zI(b,c),rT(b,c), Z1'(b,c),RT,(b,c)) est une 

forme bilinéaire non dégénérée. • 

Sous les hypothèses du corollaire 2 , on dit que $ (ou plutôt so n 

germe) est une fonction génératrice d e Y  • 

n 
EXERCICE. Une fonction génératrice d e l'identité es t £  z  R . .  Plus généra-

i t 1 
lement, montrer qu e tout germe Y d • automorphi sme de Q asse z 

proche d'une translation admet une fonction génératrice avec I = J' = (l,..,n] . 

c .  ,  1  n +1 Soient y ,  . . . ,y 
' V - ' - ^ n + l (resp.x1,...,xn, 

,B ) ,B ) 
,B ) ,B ) 

les 

# n+ 1 
coordonnées standard su r T TR (resp. J10Rn,lR))) 

Un+1 = = {v€T 
x 

TR 
.n+1 

:qn+1 * 0 } , 

et ti : Un+1 ^J1^11,» ) la fibration défini e (voi r la remarque ci-dessous) par 

n+1 ,  „. 
u 0 ti = y e t Vi 

, X  0  7 1 = y et p. o  k  =  -
wxw 

,B ) 
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PROPOSITION 2. Etant donné s deux ouverts U et U' de J URn , 1R) et un automor -

1 
phisme local h : U — > U' de ^  ,  il existe un unique automor-

phisme local fi :  71 (U ) >  71" (U' ) de Qn+1 vérifiant jc ° h = h°7i -, en outre ,tî 

est homogène, cfest-a-dire commut e a l'action naturell e de TR dans les fibres 

de T* Rn 

Réciproquement, étant donnés deux ouverts homogènes ( pour cett e 

-1 - 1 
action) V = 71 (U ) et V =  TC (U' ) de U^+1 et un automorphism e local 

H :  V V'  les propriétés suivantes sont équivalentes : 

(i) H est homogène » 
n+1 .  ^ 

^ii> «iY n+1Ei=1 = q. dy1 ,  on_a H*Y n+^1=Yn+1 . 

(iii) Il existe un ( unique) automorphisme local h : U y U1 

1 ~ 
de ii _  tel que H = h .  • 

n,l 

REMARQUE. La projection k paraîtr a moins mystérieuse si l'on note qu'elle 
•fr n  + 1 n  + 1 1 . n  + 1 

s'obtient par composition de la projection canonique T ] R ^P T TR J  (  TR <,n ) 

et de l'inverse de l'injection i : Ĵ "(lRn , TR) —^ J^ClR^ 1 , n) donnée par i(Jxf̂  ^ 

ĵ " (graph e (f)). L a proposition 2 traite en fait des rapports entre Q 
(x,f(x)) x  n+ 1 n+ 1 

et la structure de contact ti ( TR ,  n) . 

COROLLAIRE 3 . Soit Y : [j1^11, 3R) b̂ >Cj10R n ,  ^)3c un germe d .automor- 

phisme Cr ,  r > 1 , deK1 .  Si l'on not e (x1,.' . .,xn, u, p.,...,p )  = (x,u,p) 
n, 1 — — 1 ^ — » — ^ — — . 2. n 

et (X1,...,Xn,U,P1,...,Pn ) = (X,U,P) les coordonnées standard d e J1QRn, TR) 

à la source et au but de Y respectivement, il existe deux involutions de  

Legendre hj e_t h j, ^e Ĵ ClR11 ,  TR) et un germe $(x,u,P) de fonction Cr+1 tels  

que le graphe de hj, °Y°hj soit défin i par 

(3) U = $ - < 
sd 

ÔP , P > ,  X = -
sd 
so"p et p = -

sd 
37 
sdd 
5S 

. 

En particulier, si Y est assez proche du germe de l'identité, o n peut prendr e 

hj = hjt =  id • 
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On dit que $ est l a fonction génératrice d e hjfoYohj • 

EXERCICE. Prouver l e corollaire 3 en utilisant l a proposition 2 et le corol-

laire 1 et donner un critère analogue à celui du corollaire 2 pour que, 

étant donné $ , (3) définisse le graphe d'un germe de transformation d e 

contact• 
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(7.2.2) Hamiltoniens de contact, équations aux dérivées partielles du premier  

ordre et problèmes différentiels. 

Dans ce paragraphe, nous supposons tou s les objets considéré s 

de classe C°° , laissant l e lecteur examine r l e cas de la différentiabilit é 

finie. 

Soient H  un e structure d e contact su r une variété X , c un e 

section de M* =  K \ 0 au-dessu s d'un ouvert U de X , et 5 un automorphism e 
T " X 

infinitésimal de K|y .  Si f : U ^  TR es t donnée par 

(D f(x) = < c(x) , I4x) > =  (i* c) (x) , 

la colinéarité d e LE c  a  c  s'écrit , d'aprè s l a formule d'homotopie , 

(2) (df + i| de) A  c = 0 . 

PROPOSITION 1 . Pour chaque f € C (U, JR), les formules (1 ) et (2 ) définissent  

un uniqu e automorphism e infinitésimal g JÉ£^| u »  donné si 

c = c et M = df 1 
n,l par— 

(3) 5 = 
n 
E 
i = l 

(-
,B ) 

<hp 
s 

âx1 
+ ( 

Ôf 

ôx1 
+ pi 

qf 
qff E 

D 

dpi > + ( f -
n 

i = ' 
pi 

Ôf 
qpi ) 

d 

ôïï . 

En d'autres termes, 1'application 5i >  f est un isomorphisme d e l'espac e 

oo 
vectoriel de s automorphismes infinitésimaux d e %  |̂  sur C (U,]R) . 

Démonstration. D'après l e théorème 2 de (7.1.2) , i l s'agit de prouver qu e 

(1) et (2 ) sont équivalents à (3) si c = cn ,  ce qui est facile. • 

Sous les hypothèses précédentes, on dit que f  es t le hamiltonien  

de contact d e §  par rapport à  c , et l'on not e § = H f . 

COROLLAIRE 1. L'ensemble de s automorphisme s d'un e structure de 
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contact M  sur une variété X  est toujours infini ( et même "de dimensio n  

infinie"). 

Démonstration. Sous les hypotheses de la proposition 1 , pour chaqu e 

f € C (U,]R) à support compact, on définit un automorphism e 

infinitésimal §  de K par 

5|U =  Hc f et S|XMJ =  ° » 

et %> engendre un flot complet d'aprè s ( 3 . 1 . 3 ) , corollair e 2. • 

PROPOSITION 2 . Sous les hypothèses de la proposition 1 ,soit f : U —̂  TR 

une fonction ayant 0  pour valeur régulière. Alors 

N - 1 
(i) fi^f est tangent a  f (0 ) en chacun de ses points. 

(ii) Les orbites de H fi A  son t des variétés ( immergées) intégrales 
c lf-l(0 ) 

de K  . 

(iii) Pour toute section c1 de_ H* au-dessus de U et tout g £ C°°(U, TR) 

ne s'annulant pa s sur f (0 ) , les orbites de H .(gf) I * son t celles de 
c' If - ^ o ) 

Hf|f-1 (0) 

Démonstration. Si § = H^f, il résulte de (2 ) que i| df=i|(df+i|dc) 

est un multiple de i ç c = f , d'où (i) . On déduit immédiatemen t (ii ) de 

( 1 ) , e t (iii ) est un exercice facile. • 

Etant donnée une sous-variété S  d e codimension 1 de X ,  il 

existe un recouvrement (^LK^ J d e S par des ouverts de X tels que, pour tout 

i e i , 

(a) K* admett e une section c. au-dessus de U. ; 
i i 

(b) il existe f. :  U. ^  IR ayant 0  pou r valeur régulière et telle que 

S n  U . =  fT1(0 ) . 
i i 

On déduit facilement d e la proposition 2 le 

221 



M. CHAPERON 

COROLLAIRE 2. Sous les hypothèses précédentes, £ = U ( H f.) " (0) est un 
i€l C i 1 

fermé de S  , indépendant d u choix de (IL ) , des c^ et des f^ ;  de même, 

la formule 

V i € I , V x € U.fl(S \2) , D =  ]R H f . (x) 
x c . i 

i 

définit un champ de droites tangentes à S \ E ,  ne dépendant qu e de S et de K.i 

(2 est évidemment 1'.ensembl e de s x € S où T^S est orthogonal à  K ) 

Le feuilletage 3 de S\ S par les courbes ayant les droites DX 

pour tangentes est le feuilletage caractéristiqu e d e S . 

EXERCICE. Prouver que, génériquement (parm i les plongements de S dans X ), £ 

est un ensemble de points isolés. 

COROLLAIRE 3. Sous les hypothèses du corollaire 2 , soit V c —X une sous -

variété vérifiant j  K  = 0 ^ e t V c S \ 2 .  Si l'on a 
T ' V 

(4) V x £ V ,  D £  T V , 
x x 

alors le germe W c ^  S \ 2 eji V de l'ensembl e 
F€3 

,B ) 

F est un germe de sous-

variété vérifiant i  K = 0 
r W 

et dim W = dim V + 1 . 

Démonstration. D'après (4) , W est un germe de sous-variété. Pour chaqu e 

x € V ,  soit U 3 x u n ouvert d e X  te l que H* ai t une section c  au-dessu s 
o o  H 

de U et que U H S = f" (0 ) pour une fonction f : U )~R ayant 0  pou r valeur 

régulière. Si Z D U  H V est une sous-variété d e codimension 1  de U à laquelle 

Ç = H f n'est null e part tangent (i l en existe d'après (4)) , il existe 
c 

d'après le théorème 1  de (3.1.3 ) un ouvert UH 3  x d e U de la forme 
l o 

ui = 
,B ) 

«p* (u ) , 
O 

où J 3 0 est un intervalle ouvert, U 3  x u n ouvert d e Z et 9 =  exp t? • 
o o 

Il est clair que W H n es t le germe en W =  U H  V = U H  V de la sous-
^ 1  o l o 

222 



INTRODUCTION A LA GÉOMÉTRIE DE CONTACT 

variété W1 =  Utej q>X(W ) , d'où l'assertion su r les dimensions. De plus, pour 

chaque x € Wq et chaque t € J ,  si y = ^ ( x ), c(y ) s'annule sur §(y) d'aprè s 

la proposition 2(i) et sur Ty ^ T ( W Q ) =  T ^ ( I MO parc e que Wq est une 

variété intégral e de c  e t <P un * automorphi sme de K .  Par conséquent, 

c(y) s'annule sur Ty W1 = Ty 9t(WQ) © TR 5(y). • 

COROLLAIRE 4. Sous les hypothèses du corollaire 3, si_ x est de dimension 

2n + 1 et V  de dimension n - 1 , W est l'unique germe en V  de variété de 

Legendre vérifiant 

(5) V <= ¥ c s . 

Démonstration. S i W étai t une variété d e Legendre vérifiant V c W c  S et 

telle qu'il exist e un ouvert U  d e S  satisfaisan t 

W H  U à rt et V  x € U , D <r " T w » , 
x x 

alors le germe en W rï U de la réunion des courbes caractéristiques issue s 

de W H  U serait, d'après le corollaire 3 , un germe de variété intégral e 

de K de dimension n+1 ,  ce qui est impossible . • 

Appelons équation aux dérivées partielles du premier ordre sur 

une variété Y  tout e sous-variété S  d e codimension 1  de X = J*(Y, 1R) 

(cette appellation vient d u cas où Y = IRn et où S est de la forme f~*(0)) , 

et solution (locale ) d'une telle équation S  tout e fonction <P : U—}TR , 

ou U es t ouvert dans X  ,  telle que l'on ai t j ^(U) c S . Nous allons voir 

que le corollaire 4 contient l a théorie locale du problème de Cauchy pour 

S ,  c'est-à-dire d u problème suivant :  étant données une sous-variété Z 

de codimension 1  de Y et 9 :  Z >1 R , trouver un germe Y :  [Y] ^  ]R de 
Z 
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solution de S  te l que 

(6) ,B ) ,B ) 

Si Y est une solution de ce problème, W = j"^¥(Cy] ) est un germe 
Ci 

en V = j1 Y(Z) de variété d e Legendre de la structure de contact H de X , 

dont V  es t donc une variété intégrale . D'après les corollaires 3 et 4 et 

avec leurs notations, cela suppose que (4 ) soit vérifiée et que l'on ai t de 
plus 

(7) Vx € V , T s . (D )  7- T  ,  v Z , 
x 1  x  s1(x ) 

où s. :  X > Y désigne la projection canonique . 

- 1 1 1 
Soit r :  s. (Z) > J (Z , 1R) la projection défini e par r ( j y) = 

Z 1  Z  x ,B ) 
,B ) Des considérations précédentes, on déduit facilemen t l e 

COROLLAIRE 5. Pour que le problème d e Cauchy défini  par S  je t (6) admette 

— 1 1 
une unique solution Y ,  il faut et il suffit que V = S H r" ( j ^(Z)) soit 

Z 

une sous-variété vérifian t (7 ) (et donc (4) ) et telle que |  y soit un difféo-

morphisme d e V  sur Z  .  • 

EXERCICES. 1) Avec les notations du corollaire 5 , si SjJ y est bijective, une 

condition nécessaire e t suffisante pour que le problème de Cauchy défin i pa r 

S e t (6 ) admette une solution (qu i est alors unique) est que, pour chaqu e 

x € Z ,  il existe un germe de dif f éomorphisme h  :  C y ] ^ ^  [Rn]0 tel que 

h(Cz] ) = ùr""1 x  l o } ] „ ,  et possédant e n outre la propriété suivant e : 

si h* :  Cx] .  x  J*URn» 1R) est donné (pa r abus de langage) par 
vns^(x) 

h*(j* Y ) = jw \  (Y«h ,  il existe une fonction g  tell e que h*([s] .  ) 
y My J vn s^(x) 

soit l e germe de 1 ' hypersurf ace d'équation p n = g(x*, • • • , x11, u, p ,̂ . . . , pn ^) . 

2 2 
2) En considérant pa r exemple l'équation "iconale " p1 + p2 =  1 

2 
sur ]R ,  trouver de s cas de non existence e t de non unicité de s solutions du 
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problème de Cauchy. 

3) Soit w une n-forme différentiell e no n nulle sur Y x ]R = J°(Y,JR), 

où dim Y = n . Montrer que le recherche des fonctions <P : U R  ( U ouvert 

de Y) vérifiant (j0(P ) ^  = 0 équivaut à  celle des solutions (locales) d'une 

équation aux dérivées partielles du premier ordre S  d'u n type particulier 

1 

sur Y (équation quasilinéaire) « Si TI ^ :  J (Y, TR) ^ Y x TR désigne la pro-

jection canonique, il existe un ensemble fermé ^ c  y x K e t un champ 

x D  Do D°0 de droites tangentes à (Y x TR) \ 2̂  tel que, pour tout z^(Yx ]R)\2o 

et tout x € Tt^(z)ns ,  on ait Tx R1(Dx) ^i^ )̂ =  D° . Les courbes partout tangente s 

au champ de droites D° forment un feuilletage d e (Y x K ) \ 2^ , appelé 

feuilletage caractéristiqu e d e w •  Au voisinage de chaque point de (Yx ]R)\2q, 

il existe n  forme s de Pfaff oc. ,...,oc linéairemen t indépendante s et telles 
l n ^ 

que, sur ce voisinage, ^ = A1 A ... A an . Quel es t le lien entre D° et 
a^,...,an ? En déduire que, pour toute sous-variété V ° de dimension n-1 de 

(Y x TR) \ 2 vérifian t 
o 

V x € V° , D° JE T V ° , 
X X 

le germe W° en V° de la réunion des courbes caractéristiques de & passan t 

par V° est le seu l germe en V° de variété intégral e de ^ contenant V ° 

(résultat qu i reste vrai s i l'on remplac e J°(Y, TR) par une variété arbitrair e 

de dimension n+1). Il n'y a  donc jamais de problème d'unicité (locale ) pour 

la solution du problème de Cauchy lorsque S  es t quasilinéaire. Trouver 

l'analogue d e (7 ) dans ce cas particulier, et montrer qu e c'est une condi-

tion nécessaire et suffisante pour l'existence d'un e solution (locale ) du 

problème de Cauchy. 

4) En considérant l'équation p1 +  u p2 = 0 sur TR ,  et les 

problèmes de Cauchy associés à Z = TR x {o} <z JR^" (qui ont tous une unique 

solution locale d'après les exercices 1 et 3), montrer que , même pour une 

équation quasilinéaire, le problème de Cauchy n'admet e n général pas de 
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1 

solution globale de classe C -  mais seulement de s solutions admettant de s 

discontinuités sur des ensembles de mesure nulle, et non uniques si elles 

ne sont pas astreintes à des conditions supplémentaires ("condition s d'en-

tropie" : voir Gelfand, Lax et Schaeffer). 

5) Une équation aux dérivées partielles linéaire du premier ordre 

sur une variété Y  es t une équation quasilinéaire S  d e la forme suivante : 

il existe f : Y ^  JR et un champ de vecteurs § sur Y tels que 9 soit solu-

tion (locale) de S si et seulement s i L^> + f .9 = 0 . Montre r que tous les 

problèmes de Cauchy pour S associés a une sous-variété de codimension un, 

Z ,  de Y admettent une unique solution locale dès que l'on a  Ç(x)£ Tx Z 

pour tout x € Z .  Examiner le problème de l'existence d e solutions globales 

lorsque Z est fermée dan s Y = ]Rn • 

6) Etendre la théorie précédente aux fibres de jets de la forme 

J ^ p ) , J^Y,! ) ou ja(Y,l). 

7) Soient sur t ^ÛR11, TR) , n > 1  , les n-formes 

1 

n 
E 
i=l 

(-Di+1 dp . 
1 

A dx A  • • • A dx A  • • • A dx 

"W2 = 
n-1 
Z 
i = l 

t^ÛR11, dp. A  dx1 A«« » A  dx* A . . . A  dx11 + (-D11 dp n A dx1 A . . . A dx""1 , 

où le signe ^ ,  placé au-dessus d'un facteu r d'un produit extérieur, signifie 

que l'on ome t c e facteur. Montrer que la recherche des fonctions <P : U—^TR 

n 1  1 
(U ouvert d e TR ) vérifian t ( j 9) ^ 1 = 0 (resp.(j 9)' u>2 = 0) équivaut à 

celle des solutions locales d'une équation aux dérivées partielles linéaire 

du second ordre très simple, l'équation d e Laplace (resp . de d'Alembert ) 

A <P = 0 (resp. D <P = 0). Pour chaque automorphisme local 

h de H ,  la n-forme h u ; (resp . h w  )  définit d e même une équation 
n, 1 1  <L 

aux dérivées partielles du second ordre, que nous noterons ( h A) 9 = 0 

(resp. (h Q ) q> = 0) \ quel que soit <P : U >1 R vérifiant A <p = 0 
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(resp. D ^ = 0) , la variété d e Legendre h" (j V(V))r 1  > J 0Rn , M) es t évi-

demment telle que i (h w^) = 0 (resp. i (h w )  = 0). En utilisant cett e 

remarque et les résultats classiques - voir par exemple Garabedian - sur les 

solutions de l'équation d e Laplace (resp. d'Alembert), donner des exemples 

de problèmes de Dirichlet (resp . de Cauchy) pour des équations elliptique s 

(resp. hyperboliques) du second ordre non linéaires - en l'occurence le s 

(h A)tp = 0 (resp. (h a)<P = 0 )- admettant une unique solution variété de 

Legendre, qui n'est pa s l'image du jet d'une fonction, plusieurs solutions, 

etc. 

Appelons problème différentiel d'ordr e k tou t problème du type 

k 

suivant :  étant donnée s une fibration p : Y ^  X et une partie A de J (p ) , 

trouver des (ou les) sections <P : X } Y de p vérifiant j  ^(X) c A. Suivant 

Gromov, on dit que A est une relation différentielle . 

La plupart de s problèmes rencontrés en topologie ou en géométrie 

différentielle entren t dan s le cadre - cf. Gromov et Thom. Les exemples 

précédents, élémentaires, montrent déj à que les solutions d'un problèm e 

différentiel, si elles existent, ne sont en général pas faciles à trouver. 

Il y a donc intérêt à  "couper en deux" la difficulté e n commentant soi t par 

oublier la structure de contact d e J (p ) (Gromov), soit par oublier s a struc-

ture de fibre (Thom) . Dans la première approche, on résout d'abor d u n problème 

de topologie (trouver les sections de Pk|^) » puis on montre que toute class e 

d'homotopie d e sections de P^j^ contient l e jet d'ordre k  d'un e section de 

p .  Dans la seconde approche, on cherche d'abord le s variétés intégrales de 
k 

la structure d e contact d e J (p ) contenues dans A - ou solutions géométrique s 

.de A - , puis celles d'entre elle s qui sont les images de jets d'ordre k  d e 

sections de p • 
Dans la recherche de s solutions géométriques d'une relation diffé-

k % 
rentielle, A c j (p) , on peut évidemment, pour simplifier l e problème, faire 

agir le pseudo-groupe de s transformations d e contact d e H (p) , ce qui donn e 
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d'excellents résultats pour les équations du premier ordre : 

PROPOSITION 3. Soient H  une structure de contact sur une variété X  de 

dimension 2n + 1, e_t Se ^ X une sous-variété d e codimension 1 • Avec les 

notations du corollaire 2 , pour chaque a € S \ 2 ,  il existe un germe 

q> : [x] ^[j10Rn , 1R)3~ d*isomorphisme K — * X* , tel que 
a U  — — — — — — — —— ' n, i 

t^ÛR11,t^ÛR11,t^ÛR11, 
t^ÛR11,t^ÛR11,t^ÛR11, 

Etant donné u n automorphisme infinitésimal Ç  d e K  ,  s a variété  

caractéristique - ce n'est une sous-variété d e X que génériquement -  est 

l'ensemble Car(|)={ x € X :  £(x) est orthogona l à  K(x)}. E n raison du corol-

laire 2 , la proposition 3 résultera de la 

PROPOSITION 4. Soit § un germe en a  £ X d'autom°rphisme infini-

tésimal de K  vérifiant ?(a) £ 0 . Il existe un germe h : Cx]a_^ C J1 ÛRn,lR) ]Q 

d 'isomorphisme K —}^nfi tel que 

(i) lu S = 
t^ÛR11 
lu S =, si a $ Ca r (5 ) ; 

(ii) lu. 5 = C-2- 3 sinon. 

Démonstration. Si a  £ Car(S) , il existe un germe c  e n a  d e section de 

H" tel que i ^ c =  C13a , et il suffit donc de choisir pour h  n'import e 

quel germe de dif f éomorphisme te l que h;,c = Cn ,  grâce au théorème 

de Darboux. 

Si a € Car(S), le théo reme de Darboux et une involution de Legendre 

permettent d e se ramener au cas ou K = K ,  a = 0 et x"(?(0)) ^ 0 . Si p 
n, l 

est une action de 1R sur J QRn , 3R) telle que p'(t) soit pour tout t € 1R U n 

automorphisme de k1n,1, et que [d/dt p'(t) t _n] =  § , il résulte 

du théorème des fonctions implicites que l'équatio n 

xn(p(-t ,  v)) = 0 
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admet une unique solution t = x(vj définie dans un voisinage de 0 et nulle 

sur (x11 ) "̂ (0) . Il suffit don c de prendre pour h  l e germe en 0 de 

l'automorphisme H  d e ri1 défini a u voisinage de 0 par 
n, 1 

vvluS= „ 
fd u°H(v) = u (p(-T(V),V)) , 

. Vi < n , x1oH(v) = X1(p(-T(V),V) ) et p^oH(v)=pi (p(-T(V),v)), 

Pn°H étant choisi de manière que H préserve j { ^ : si 

f désigne le hamiltonien de contact du générateur infinitésima l de p par 

rapport à c ,  on a, par définition de T , 

(Ec )  (v) = 
n 

(p(-T(v))*c )(V) 
n 

- (f (p(-T(v),v)) + p oH(v)) dx(v) , 
n 

d'où, ~(-x(v)) préservant K1 « , 
n ,1 

p oH(v) = -
n 

f (p(-T(V),V)) . 

Il est clair que h = Ch] vérifi e (ii). 

REMARQUES.1. L'hypothèse a € Car(S) n'intervient dan s ce qui précède que 

pour avoir h(a) = 0 . Nous avons en fait prouvé que, sous l'hypothèse de la 

proposition 3 , il existait toujours un germe h : Cx]ft ^J*QRn , JR) de 

transformation de contact ^ > ^ h  tel que h,/ Ç = Ca/axn]h 3 . / \ • 
' n,l ^  "  h  (a) 

2. En traduisant la proposition 2 dans le langage des fonctions 

génératrices, on obtient une bonne compréhension de la méthode - a priori 

mystérieuse - de l'intégrale complèt e (cf . Arnold , E . Cartan et l'Appendice 

9) . 

3. Il est évidemment tentant de classifier de même localement les 

équations aux dérivées partielles du second ordre. 

Malheureusement, le pseudo-groupe des transformations de contact n'est pas 

assez gros pour fournir dans ce cas une classification raisonnable : contrai-

rement à ce que pourrait fair e croire l'exercice 7 ci-dessus, même si l'on 

se restreint aux (germe s d') équations du second ordre sur ]Rn définies par 

un germe de n-forme ^ sur J*0Rn, 1R), on voit aisément que les classes d'équi-
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valence de la relation "i l existe un germe h de transformation d e contact 

1 -X -

de ^n ^ te l que h u>» et ^ définissent l a même équation" entre ^ et formen t 

un ensemble gigantesque, même si l'on n e considère que les cas "génériques". 

Le lecteur objectera qu'il n'y a  rien d'étonnant à  cela, puisque c'est le 
2 

pseudo-groupe de s transformations de contact d e ^  qu'il conviendrai t d e 
faire agir. Cette objection se heurte à la dure réalité suivant e :  tout 

germe de transformation d e contact d e H ,  k ^ 1 , provient (e n un sens ¿2 n , q ^ 

facile a préciser) d'un germe de transformation d e contact d e K s i q = 1 , 1 £ 2 n , q — 

d'un germe de difféomorphisme d e J°0Rn, ]Rq) pour q > 1  . 

EXERCICE (Kupka) . Prouver l'affirmation précédente (remarquer pour n > 1 que les 

k k- 1 ,  , 
fibres de la projection J —^ J  son t des variétés intégrales de dimension 

k 
exceptionnellement grande de K ,  et doivent donc être conservées par transfor-

n ,q 

mation de contact). 

(7.2.3) Intégrales singulières des équations du premier ordre 

Soient K une structure d e contact su r une variété X de dimension 

2n + 1 , et S c 1 > X une sous-variété d e codimension 1 . Si 2 désigne comm e 

précédemment l e fermé de S formé des x tels que S  soit orthogonal à  , 

une variété intégral e singulière (o u intégrale singulière) de K|^ est une 

sous-variété V f ^ > S incluse dans 2 .  La propriété suivant e est évidente : 

PROPOSITION 1 . Pour toute intégral e singulière V c —S d e H|g ,  on a 

j"i K  =  o  ^ .  En particulier, V est de dimension a u plus n . • 
T * V 

1 1 
EXEMPLE. Si K = K , 1 , l 'é q u a t i o n d e Clairaut u = p^x +g(p^) admet l'intégral e 

singulière définie par x =  - g'(p^)» 

Soit U un ouvert d e X tel que k* admette une section c au-dessu s 

de U et qu'il exist e une fonction f : U >  ]R, ayant 0 pour valeur régulière, 

vérifiant S  H U = f" (0) . La sous-variété V  fl U est inclus e dan s 
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s n U  = (H f )" (0) . 
c 

Si l'on cherch e un modèle local ( a transformation d e contact près)de S 

au voisinage de a 6 V H U , une méthode - qui sera la nôtre - consiste à 

résoudre un problème plus précis : trouver un modèle local d e H^f a u voisi-

nage de a . 

Nous allons étudier les cas où 5 = [H^f]^ est hyperbolique normale* 

ment à V ,  ce qui signifie que 1'endomorphisme A  de N^V = TaX/TaV dédui t 

de Tn § par passage au quotient n'a pas de valeur propre sur l'axe imaginaire. 

On dit alors que l'intégrale singulièr e V est normalement hyperbolique . 

Lorsque de plus les valeurs propres de A sont toutes du même côté de l'axe 

imaginaire, on dit que V est normalement extrémale . Ces deux définition s 

ne dépendent pas, on le vérifie aisément, du choix de c  e t de f  . 

EXEMPLES. Pour chaque r € [o,...,n] ,  soit V =  TX (J1(lRn, JR) ) , où n  es t i r  r  r 

la projection linéaire définie par 

i 
X oTt r 

i 
X pour 1 ^ i ^ r 

0 sinon , 

r ^ 1 r 
. . . = p oTl =  0 . 

n r 

Etant donnée s des fonctions a ,...,a :  V *  ]R, si 
r' n  r 7 1 

f =  (a on ) u -
r r  r 

n 

i=r+l 

\ 1 . a.0 Te ; x p  . , i r  * i 7 

on vérifie facilement qu e V es t une intégrale singulière de M* i 
r n'1,f"1(0 ) 

r 

En utilisant l a formule (3 ) de (7.2.2) , l e lecteur pourra déterminer le s 

cas (génériques* ) où elle est normalement hyperboliqu e (resp . extrémale). 

Nous allons voir que ces exemples ne sont pas aussi particuliers qu'ils en 

ont l'air. Voici la première étape dans cette direction : 

PROPOSITION 2. Pour toute sous-variété V£_Ü ^X de dimension r  vérifiant 

j'r H = 0 et tout a € V ,  il existe un germe h : [x] ^Cj10Rn , !R)3N 
TAV A U 
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d'isomorphisme K  —, te l que h([v] ) = [v ] . 
f•' '  n,l a  r  0 

Démonstration. Pour r = 0 , cela résulte immédiatemen t d u théorème d e Darboux. 

Sinon, supposons que ce soit vrai pour r - 1 . En appliquant cett e hypothès e 

de récurrence à n'importe quell e hypersurface W de V passant par a , on peut 

l n 1 
supposer que (X,a ) = (J ÛR , 1R),0), que K = K e t que 

n « -L 

(i) 
M O 

^ E v ]  . 
r-1 0 

Comme c (0) = du s'annule sur T V ,  il est impossibl e que xX(T V)=p.(T V ) = [ o } 
n o  ^ u o * i o 

pour tout i  . Une involution de Legendre et une permutation d e [r,...,n ] 

permettent don c de supposer 

(2) 
*r|T V * ° ' 

On déduit d e (1 ) et (2 ) l'existence d e cp r+1,...cpn: W :  V —>1 R telle s que 
r+1 n  r 7 

Cv] c n 
i>r 

(x1 - q>xo7i )"1(o) . 
r 

L'unique autœmorphism e h d e .  défini par 
^ o  n, l 

l , 
x © h = 

o 
i 

X 
pour i  ^ r 

L X1 - ̂ P.oTt 
i r 

pour 1  > r 

u° h =  u 
o 

nous ramené au cas ou V  es t le germe en 0 d'une sous-variete d e la forme 

. -1 - 1 f \ - 1 
H (x1 ) (0 ) H (u -fo7ï )  (0 ) H ( I (p.-g .oTt )  (0 ) , avec 
i>r r  l^i^ n 1  1  r 

f ,1g,......, gn: V >] R . Comme c s'annul e sur V ,  les formules 
&1 & n r  7 n 

x ° h =  x et p.°hH =  p. - g.oTt 
*i 1  * i 6 i r 

pour tout i 

uoh. = u - foît 
1 r 

définissent u n difféomorphisme h^ tel que [h1]0 preserve K , . • 
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EXERCICE. Donner une démonstration analogu e de (7.1.2) , théorème 4(ii) . 

(7.3) Propriétés de stabilité de s structures de contact e t symplectiques » 

Notre preuve du théorème de Darboux pour les formes symplectique s 

(Appendice 0) fourni t des résultats de stabilité globale (Appendice 0, (AOr -3) . 

En revanche, le théorème de Darboux pour les 

formes de contact ((7.1.2) , théorèm e 2) est trop fin pour avoir des analogues 

globaux intéressant s ;  nous allons donc considérer de s déformations de 

structures de contact , suivant Gray et Martinet : 

THEOREME 1. - Soient R  une action C°° d'un groupe de Lie K  sur une 

variété M ,  I l'intervalle compac t [o,l] , e_ t ( K ^ ) ^ ^ une famille de 

structures de contact R-invariantes su r M ,  dépendant d e manière C °° de_ t € I , 

et toutes égales en dehors d'un compac t d e M .  Il existe alors une isotopie 

((p̂ ) de _ M  ,  telle que les conditions suivantes soient vérifiées : 

(i) 9 
t K t = K 0 et d 

t 
R = R pour tout t € I . 

( i i ) Si_ x 6 M est tel que je t Kq y aient un contact d'ordre k pour tout t € I , 

on a j 9 , =  j id. . pour tout t € I . 
x t  x M  * 

Démonstration. Comme pour le théorème de Darboux, nous allons utiliser la 

méthode infinitésimal e d e Moser (Appendice 0) . 

00 % 

Soit S l'ensemble de s sections C d e la fibration P > M , ou 

P = PT^M désign e le fibre e n projectifs dont les points sont les droites 

cotangentes à M .  Nous noterons (o*^) ^ l a famille d'éléments d e £ défini e 

par (K̂ . ) : dire que kt dépend de manière C °° de t signifie donc que 

(t,x)i >a^(x ) est une application C °° de i x M dans P. 

Pour chaque cr € 2, il est naturel d e noter T^Z l'ensemble de s défor-

mations infinitésimales de o , c'est-à-dire l'ensembl e de s -̂ r i  , ~ , où 
dt t It=U 

(t^) est u n chemin d'origine o " dan s £  . 
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Etant donné u n te l chemin (x ) ,  x (x) = — T,(X)| , ~ 
t o  d t t  1 1 = 0 

est pour chaque x € M un vecteur tangent à  P en a(x), et, si v : P M  dési -

gne la projection canonique , la relation v0 T^(X) = x pour tout t  donn e 

T ,  v  . T (x ) = 0 . 
o 

En d'autres termes, To appartient à  l'espace vectorie l de s sections Cœ d u 

fibre vectoriel o* * V >M , où V désigne le sous-fibré vectoriel d e TP formé 

des vecteurs verticaux pour v  . Il est facile de voir que, réciproquement, 

toute section C°° d e o"' r V appartien t à  to S ,  qui est donc un espace 

vectoriel. 

Soient ( T M ) =  T M  \ 0 ^  ,  et 7 i : (T M) ' ^ P l a projection 
T M  * 

naturelle. I l est clair que l'action (̂ ot) » >  9 a  de Diff (M ) sur les sec-

tions (locales ) de (T**M) " M  pass e au quotient par TT . On note (<P , cOi-»̂  ^o* 

l'action d e Diff°° (M) sur S ainsi obtenue. Pour tout champ de vecteurs ? de 

classe C°° su r M et tout a € £ ,  on définit donc un élément L-o* de T £  pa r 

L a 
5 

d 
d 
dt ((exp t £)"<j) |t=Q 

Pour chaque a € S * notons a l e sous-fibré vectoriel d e TM dont la fibre en 

chaque x € M est l'hyperplan form é des vecteurs annulant le s éléments de 

TI~* (tf(x) ), e t N(cr) l'espace de s sections C °° de a — . L a clef de la dé-

monstration es t le 

LEMME 1 (Stabilité infinitésimal e de s structures de contact). Pour chaqu e 

a € S définissant une structure de contact, — > L^ a est un isomorphisme d e 

N(a) sur T^T, , induit par un isomorphisme u : cr ^  a V  de fibres vectoriels 

de base M . 

Commençons par déduire le théorème 3 du lemme 1 : soit (Z ) l'isotopie 
b t 

infinitésimale de M  défini e (d'après le lemme 1) par 

(1) 5t * N(at} et lu S = 
lu S = 

d 
dt 

a = o , t k i . 
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Comme (Et) est à support compact, elle engendre une unique isotopie (<Pt) de M . 

D'après (1), celle-ci vérifie bien œ o \ = a pou r tout t (: I (les détails sont 
t t  o 

laissés en exercice au lecteur). 

En outre, pour tout g € K, ( 1) implique que 

L<KR(G)*ET S(«)*°t + d / d té < ^ > * ° t ) = °' c'est-à-dir e LLR(g)*Etat ot + £ a =  0 . 

Comme R(g) 5^ annul e R(g)*kt= kt ,  on déduit donc du lemme 1 que 

R(g) * 5^. = 5^. »  ce qui achève de prouver (i). 

Pour établir (ii) , il suffit de remarquer que, si d/dt at a un contact 

d'ordre k ave c 0 en x € M pour tout t € J ,  c'est également le cas de §^ •• 

Preuve du lemme 1. Revenons d'abord su r la définition de la dérivée de Lie 

d'une 1-forme a sur M suivant un champ de vecteurs § : si ^ =  expt 5 , alors, 

en toute rigueur, d/dt cp^t^a^X^|t-0 est Pour chaque x € M un vecteur tangent à 

T M  en a(x), et vertical pour la projection t*M: : T* M > M . On utilise donc 

implicitement, dans la définition de la dérivée de Lie, l'identificatio n 

canonique de TX* M a l'espace vertical de t*M en ot(x). 

Pour chaque sectio n a de ( T M) * > M au-dessu s d'un ouvert U de M 

et chaque x € U , r^(x^x^n définit évidemment une surjection de l'espace vertical 

de TMJ e n a(x) sur V /  / u ,  qui s'identifie canoniquemen t d'aprè s ce qui 
M TIKOLKX) ) 

précède à une surjection linéaire M  >V7ï(a(x) ) ' de noyau IRa(x). Nous 

noterons T 7 t : T***" U )(noa )*v l e morphisme de fibres vectoriels de base U 

ainsi obtenu. Si c  désign e une forme de contact sur un ouvert U de M , véri-

fiant TIO C =  a ,  il existe donc, quelle que soit la section cf de o*^V au-dessu s 

de U , une 1-forme (3 sur U , déterminée à l'addition d'u n multiple de c|^ près , 

et telle que 

cr = T k o (3 . 
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Par ailleurs, pour chaque champ de vecteurs § sur M , on a (par définition 

de L-a) 

L a i TT = 
F U T tîoL-c . 

c 5 

Par conséquent, dire que §  es t une section de c au-dessu s de U et vérifie 

L-ai =  ar équivau t à affirmer que, pour tout x € U , on a 

(2) 
iç( )C(x ) = 0 

iP/ xdc (x) k l(x ) -(3(x) €1R c(x) , 

d'après la formule d'homotopie. 

Comme c  es t une forme de contact, (2) admet une unique solution 

5(x) =  Uy1(â(x)) . 

En résumé, nous avons prouvé que, pour tout ouvert U  te l que o*|^ 

soit définie par une forme de contact, l'application 5< Lg es t un isomor-

œ J . 

phisme de l'espace des sections C d e a au-dessu s de U sur l'espace des 

sections C d e a V  au-dessus de U , induit par un isomorphism e 

1 -M -
UU : ° | U *  ° V| u d e fibres vectoriels de base U . Le lemme 1 s'en dédui t 

immédiatement par recollement. • 

THEOREME 2 (stabilité des structures de contact). Soient R  une action C °° 

d'un groupe de Lie compact K  sur une variété de dimension impaire M ,  ê t K 

une structure de contact R-invariante su r M. Il existe alors un voisinage ou-
•H- 1 

vert U de_ K ( comme section de PT M—>M ) dans la topologie C de Whitney tel 

que, pour tout K ' € 1{  de classe C °° , R-invariant e t égal à K en dehors d'un 

compact d e M , il existe h € Diff08 (M,M) possédant le s propriétés suivantes : 

(i) h K  = K ' et h ^ R  = R . 

(ii) E n tout x € M o u K et K' ont un contactd« ordre k o n a i h = i id , x  x  M 

Démonstration. C'est une conséquence immédiat e du théorème 1 et du 
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LEMME 2. Sous les hypotheses du théorème 4, il existe un voisinage V, dje K dans 

1 °° 
la topologie C de Whitney tel que, pour tout K ' € 1( de classe C et 

R-invariant, il existe un chemin (K^)^ £ [ o l ] dans les structures de contact 

R-invariantes e t C °° sur M , dépendant C °° di e t € [ 0 , 1 ] , et tel que 

(i) K =  K e t o k1- K ' « 

( i i ) Quel que soit x 6 M, si K1 a un contact d'ordre k avec K en x , il en va de  

même de kt pour tout t €  [ 0,l]. 

Preuve» Soi t y une métrique riemannienne R-invariante su r M qu e l'on peu t 

construire à partir d'une métrique riemannienne quelconque y^ par la formule 

Y = I 
K 
R(g) Y..du(g) , 

où y- désigne la probabilité d e Haar sur K . Soit S  l e sous-fibré d e T M 

dont la fibre S^ en x € M est la sphere-unite d e T*x M pour la métrique eucli-

dienne y=X sur T*XM  défini e par y .  La projection canonique ( T M ) — ^ P 

se restreint e n un revêtement à  deux feuillets S — >P .  Pour chaque x 6 M , 
JL 

ce revêtement envoi e la structure riemannienne induit e sur SX par Y= X sur une 

structure riemannienne p su r P ,  et l'on a 
rx x 

(3) V x € M  ,  V g€ K  , 
lu S = 

P =  P rx r . 
R(g~\x) 

Soient a l a section de P > M défini e par K ,  et U l'ouvert d e P 

dont la fibre U au-dessu s de chaque x 6 M es t l'ensemble de s a 6  P don t x x x 

la distance géodésique (pou r p ) à o*(x) est < ^ (e n d'autres termes, U est 

l'image par la projection ( T M) * ^ P d u complémentaire dan s T M  du sous-

# 

fibre vectoriel don t la fibre en chaque x € M est l'hyperplan yx - orthogonal 

à K )  • Pour chaque section o*' de P > M vérifian t c?'(M ) c U  , soit (o\j.) 

le chemin dans S défini de la manière suivante :  pour tout x € M ,  t at (x) 

est l'unique ar c de géodésique de Ux pour qx tel que aQ(x) = tf(x) et 

cr^(x) = a'(x). S i a' est R-invariante, i l en va de même de tf  ̂pour tout 

t 6 [ 0 , 1 ] , d'aprè s ( 3 ) . 
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Il suffit donc de prendre pour ouvert *U  l'ensembl e de s o*f €  E 

vérifiant o* ' (M) c U et telles que tous les o* ,  O < t  ̂1 , définis ci-dessu s 

soient de s structures de contact. • 

Nous utiliserons dans 8 une version (semi-)local e du théorème 2 , qui 

se prouve exactement d e la même façon : 

THEOREME 3 . Soient N  une partie compacte d'une variété M  de dimension 

impaire, K un groupe de Lie compact e t p : [K x M ] ^^ >[m ]^ un germe 

d'action C  °° . Quels que soient les germes K et_ K ' eji N de structures de con-

tact C00 sur M ,  p-invariants et ayant un contact d ' ordre k  le long d'un fermé 

F 13 N de_ M ,  il existe un germe h : [M]^^} de dif f éomorphisme C°° tel que 

(i) h K  = K ' et h p  = p ; 

(ii) (à h), F = [j 
k 
F idM]N •  " 

Voici l'analogue d u théorème 2 en géométrie symplectique. 

THÉORÈME 2bis. Soient R  une action C°° d'un groupe de Lie compact K  sur  

une variété compact e M , ̂ et u) une forme symplectique R-invariante C  °° sur M . 
o 

Il existe alors un ouvert 1(  d w de la topologie C ( sur les sections de 

2 * 
A T  M — ^ M ) possédant l a propriété suivant e :  pour toute forme fermé e 
U)f € V ,  de classe C°° , cohomologue à  tu _et R-invariante, il existe un chemin 

(^t)t ç  1 ] dans Diff °° (M,M), dépendant C °° de t , tel que <Pq = idM , 

M> tu = tu' e t <l> R  = R pour tout t . 
1 t  ^ 

Démonstration. Soit *U  l'ouvert form é des tu' telle s que, pour tout 

(t,x) € [0,l] x M ,  out(x) = <u(x) + t  (eu '-tu) (x) soi t non-dégénérée. Si &' €  1( 

vérifie les hypothèses de l'énoncé, alors wt est symplectique et R-invariant e 

pour tout t € [0,l], e t il existe une 1-forme R-invariante a de classe C°° 

sur M tell e que doc = to'-u) ( a peut être obtenue à partir d'une primitiv e 

238 



INTRODUCTION A LA GÉOMÉTRIE DE CONTACT 

quelconque de eu1 -uj par la méthode habituelle de moyennisation). Il ne reste 

plus maintenant qu' à suivre la démonstration de l'appendice o , (AO-3). • 

Dans les applications que nous avons en vue, une version plus précise 

et moins globale du théorème 2bis nous sera utile : 

THÉORÈME 3bis . Soient N  un e sous-variété compacte d'une variété M de dimen-

sion paire, K  u n groupe de Lie compact, et p : [K x M ] ^^ > [ M ] ^ u n 

00 
germe d'action C .  Quels que soient les germes U) et_ cjd' en N de formes symplec-

00 

tiques C su r M , p -invariants e t ayant un contact d'ordre k «n N, il existe un 

germe h : [ M ] ^ ^ > d e dif f éomorphisme C°° tel que 

m h U J = C D ' et h p  = p ; 

:ìì) s 
k+l. 
N h = 3 

k+l 
N idM • 

Démonstration. C'est celle du théorème 2bis, moyennant le 

LEMME 3. Il existe un germe p-invariant a eii N de_ 1-forme 0°° sur M te l que 

doc = au ' —eu et_ jk+1n 1a = 0 . 

Preuve. Le problème étant local, on peut supposer que M est un fibre vectoriel 

de section nulle N, sur lequel eu et uj' sont des formes symplectiques globale-

ment définies (existenc e de voisinage s tubulaires de N dans M : cf . 

Golubitsky-Guillemin, bibliographie du chapitre 1). Pour chaque t € JR , soit 

t 
cp t : M > M l'application consistan t a faire l'homothetie de rapport e dan s 

chaque fibre. Si § désign e le générateur infinitésimal du groupe à un paramètre 

( V t e m ' ona 

eu1 -  Cl ) = cp * 
o (co'-u)) = •><• 

To 
(au'-eu) -  li m 

t-H» 
d 
sd 

-t 
(tu'-m) = 

d S 

0 

-00 

_d_ 
dt d t (u)»-U))dt = 

I 

0 

-co 

d 
ds 

X 
L (cu'-cu) dt = 

0 
d 

—00 
ds ft 
t 

di (u)'-eu) d t = 

lu S =lu 
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0 *  ,  ,  k+ 1 
où a  -  J < p ip . ((u1-eu) dt .  On vérifie aisément que jk+1N a1 = O , et il suffit de 

-CD - > 

définir a  à  partir de [a^]^ pa r moyennisation. • 
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8 - VIF DU SUJET 

(8-1) Un peu d'algèbr e linéaire . 

(8.1.1.) Structure d e contact tangent e e n un point à  une structure d e contact. 

Soient a > un e form e symplectique su r une variété X et b € X ; pour 

tout h € .5 (X) préservant u u 1'automorphism e T^ h d e T^X conserv e évidemmen t 

<u(b). 

Le cas des structures de contact (abstraites ) est plus compliqué, 

car il n'y a  pas de structure de contact canoniqu e sur l'espace tangen t T&X 

en a  à une variété X  munie d'une structure de contact M .  Nous allons 

maintenant explique r l a construction qui en tient lieu : étant donnée une 

section c  d e M* au-dessu s d'un ouver t U 5 a de X ,  il est clair que 1'hy-

perplan 

N =  Ker a c(a) c T X 
a 

et la droite 

i = TR Q c  A2 N' 
a 

, où Cl  =  dc(a) N xN 
a a 

ne dépendent qu e de ™ ,  et non du choix de c  . 

Si h € J£ (X) est un germe d'automorphism e de K  ,  il 

existe un germe f : [x] 
a 

>JR tel que 

-X-
h c  = f c , et donc 

h" de = f de + df A c . 

Il en résulte que A = Tah|^ es t un automorphisme d e N^ , vérifiant 
a 

A~A Q =  f(a) Cl 
a a 

, et donc 
lu S = 
lu S = 

lu S = 
lu S = 

Il est clair que f(a) ne dépend pas du choix de c  . 

Si À, désign e la 1-forme sur N défini e par 
a a 

X (x) = 1_ 
2 

i Q  , 
x a 
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on a évidemment, A étant linéaire, 

A X = F(a) X . 
a 

Sur la droite Ka = TaX/N& ,  considérons la forme linéaire v»a déduite de c(a) 

par passage au quotient. La 1-forme ca sur Ea = ka © Na donnée par 

V((v,w),(v,w)) £ E  x E  ,  < c 
a a  a [v,w), (v,w) > = < u , v > + < X (w) , w > 

a a 

engendre une structure d e contact T^K sur E& , indépendante d u choix de c 

et appelée structure d e contact tangente à K  en a . L1automorphisme B  de 

E défin i par 
a 

B(v,w) = if(a)v ,  Aw) 

est une transformation d e contact d e T& K ,  appelée K-jet d'ordr e 1  ou K -

partie linéaire de h  ej i a  . On note 

B = 
lu 
xc a) ~1 

ou simplement B  = h^ . 

Posons 

a 
(K) = 

lu S = 

a 
(X) : h' 

sd 
a 
lu S = 
lu S = 

pour k ^ 1 

GL(T H) 
a 

= IB £ GL(E ) 
a 

: B* T K = T K } 
a a 

GL(Ja) = [A € GL(N ) a : A* \ = (groupe conforme symplectique d e )̂ • 

PROPOSITION (i ) Tout B € GL(T K) laisse N e t K invariants -
a a  — a 

(ii) L'application 3 :  GL(T&K) >GL(^f& ) définie par 3(B) =B|N 
a a  |  a 

est un isomorphisme d e groupes de Lie. 

(iii) L'orthogonal NQ & c TQ(TaX) de T&H(0) s'identifie à  N& par 

1'isomorphisme canoniqu e T^(TaX) ^T& X .  Modulo l'identification canoniqu e 
de E_ =  (T (T X)/Nn )  © Nn à  E qui s'en déduit , on a Tn(T K) = T K , 
— u , a u  a  u , a u , a ~~ a  "•——~ ~ yj a a 

(iv)Tout B € GL(T K) est la K-partie linéair e d'u n h 6 J°°(K). 
a a 

Démonstration, (i) , (ii) et (iii ) sont faciles. D'après l e théorème de 

Darboux, i l existe un germe <P : [x] — > C E ]n de transformation d e contact 
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("X _̂ >T ti 
a 

, ce qui permet de déduire (iv) de (iii). • 

(8.1.2) Un théorème spectral. 

Soient Ç} une form e bilinéaire antisymétriqu e non-dégénérée su r 

« 2  # 

un espace vectoriel réel E  d e dimension finie , sj= F Q c A E  e t 

GU$) = [A e GL(E) : A* J =  }̂ .  Etant donnés un groupe élémentaire G  e t 

un morphisme continu ''p' * : G —>GL(S^>), rappelons (cf . (4.3.1), Propositio n 5 

et dernier alinéa ) qu'il existe une unique décompositio n E = E © . . .© Enet 
•H-

des morphismes continus a.. : G - —, 1  < j < n ,  possédant le s propriétés 
suivantes : 

(i) Pour l < j < n , o n ap / (g)E. = E. pour tout g £ G ,  et le spectre 
3 3 

(du complexifié) de P (g)lE_. es t (a.(g) , a_ . ( g)} . 

(ii) Pour l < i < k < n , o n a a . ^ a . /  a. . 
J k  J 

THEOREME. - Sous le s hypothèses précédentes, les propriétés suivantes sont 

véri fiées : 

(i) Si b :  G. JR est donné par 

Y g € G , p^Cg)'* Q = bQ(g) Q , 

on définit une involution t  de I =  {1,...,n} par 

j = x(i) si et seulement s i U ,  a ] f Ib/a. ,  b/a. ] 
o i  o  i f 

(ii) Quels que soient i  et j ^ 1^ vérifiant x(i) / j  , E^ et_ E_. sont 

A -orthogonaux ;  en particulier, _pour i / x  ( i ) , E_̂  est Q-isotrope . 

(iii) Pour tout i  € I vérifiant x(i) ^ i  , on a dim E. = dim E ,  . , , et 
n i  T ( I ) — 

° l(Ei%(i)>2 
est non-dégénérée» 

(iv) Pour tout point fixe i € 1^ ̂de_ x , Q | £ 2 est non-degeneree, et Ei 

est done de dimension paire. 
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Démonstration»Commençons par supposer a^,...,a a  valeurs réelles. Alors, 

pour tout i £ I , 

(1) E. = i 
rt ]N 

Er , où 1 = lu S = 
KerCP (g)-a.(g)id)r . 

Si i et j vérifient a^ a..  ̂,  on a, étant donnés v € Ê  et w € ES , 

~1 1 Vg 6 G , p (g).v = a (g) v + v (g) et 1* (g).w = a.(g) w + wAg) , 

où v^(g) (resp.w^Cg)) est nul si r(resp.s) est ^ 1 , appartient à E^"1 

s-1 
(resp.E.. )  sinon. On a donc 

b (g) Ci (v,w) = ^1 
P (g) Ci  (v,w) 

= ai(g) a.(g) Ci  (v,w) + 

+ n (v1(g),w1 (g)) + a. A g) Ci (v,w1(g)) + aj(g) Q (v1(g),w) . 

On en déduit, par "récurrence descendante" sur r + s , que 

Vg € G , bQ(g) Œ (v,w) = ai(g) â .(g) ß (v,w) , 

et donc Ci  (v,w) = 0 , d'où (ii) d'après (1). 

Etant donné i € I ,  l'orthogonal E^ de E^ pour Ci  vérifie donc 

(2) 

EA i 
ĵ i 

E. si a 2 i 
= b o 

a. a .̂ a • i  Y o 

E.  ̂E. sinon . 

Dans le premier cas, on a donc E^ = 
lu S = 

E. 
3 
, d'où (iv). Dans le second cas, 

1 i \ r 

puisque E^ n'est pas E tout entier, il existe x(i) c 1^ tel que a^ aT(i)=b0 » 

ce qui prouve (i). De (2), on déduit la relation dim E^^j ^ dim E^ , d'où 

dim E^^j =  dim E^ , puisque T est une involution. Enfin on a évidemment 

(E. 
1 

E , . J x ( i) 
d 

sd i/^j/Mi) 
lu S = 

ce qui achève de prouver (iii). 
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Lorsque les ai ne sont pas tous réels, on applique le traitement 

précédent au x complexifiés de E ,  de 0 e t de î5*1 , d'où le théorème dan s 

le cas général. • 

COROLLAIRE 1 . - Sous le s hypothèses du théorème, la partie semi-simple (cf . 

(4.3.1), proposi ti on 4) a1 ùe_ p 1 est telle que 

a (g ) Q  = b  ̂( g ) Q pour tout g 6 G ,  et donc a (g) € GL( J) . 

La partie ni lpotente (cf . 4. 3.1), proposi tion 4 ) v"1 : G^—^gi(E) dh e p1 véri fie 

Vg 6 G ,  Vv,w G E ,  Q(v (g)v,w ) + Q(v,v1(g)w) = 0 ; 

en d'autres termes , v est a valeur dan s l'algèbr e d e Lie g*(Q) des automor- 

phismes linéaire s infinitésimaux d e Q .  • 

Nous allons établir un résultat plu s précis : 

COROLLAIRE 2 . - Avec le s notations précédentes, si q = # {{i,x(i)}: i €  1^} , 

il existe d , e € ]N ave c d  + 2e < q ,  m ...., m 6  IV , 1 q 
— _ i i 

b^,...,b €  fa. , .... a ,  a„,. • . , a } et x. ,  y. £ L( E, Œ ) , 1 < t < m . , 
1' '  q L  1' '  n 1 1 ' '  nJ 3 3 3 

1 < j  < q ,  possédant le s propriétés suivantes : 

JL i 

(i) (^xj) »  (yjest un e base d e l'espace vectorie l complex e L(E,Œ) . 

(ii) Pour tout g 6 G ,  on a 

x. o a (g) = b.(g) x. et y. o a (g) = b (g)y./b.(g), 1  < i < m. ,  1 < j «s q . 
3 3 3 — J  o & J j 3 t e 3 

(iii) Q = dd 

sdsd 
y 3 

A x 
3 

(iv) On a 
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b .(G) ¿ K , b .b . = b e t 
3 3 o  — 

i 

3 
= 2ie- y3' e^ = + l., !<£<m., pour l<j< d ; 

b .(G) <£ » , b,b. i b  , b .=b . , 
3 3 r o  3  j  + e 

x . 
3 

f x 
3 + e f 

3 
i 
3 =y 

f 
3 + e 

, l<i<m ., pour d<j<d+ e 

b .(G) c K  e t 
3 — 

x i 

3 
= x 

-i 

3 f V 
f 
f =y 

•Í 
ff 

l<i<m . , 
3 

pour d+2e< j < q 

(v) Il existe de s application s fd JL 
3 f 

€ L(GF , Œ ), d < j < q , telles que, 

pour tout g  i: G , tout j  € {1+d,...,q ] et tout i £{l , ... ,m .1 , on ait 

x 
i 

3 
o V (g) = 

&<m<m . 
3 

e 
i 

3 
lu S = x m 

3 

y 
3 
o ' V ( g ) = -

i<mce 
e 
m 
3 

,(g)y 
m 
3 

(vi) II existe de s applications e. €  L(G_. , (C) avec 1  < &, m < m . e t 

1 < 3 ^ d , telles que e_.  ̂= - e ^ em e^ ^ et que, pour tout g £ G^ , tout 

j € { 1 , . . . , d] et tout X (; { 1 , . . • ,m .}, on ait 

x 
I 

3 
o V^Cg) = 

l<m<m . 
3 

e 
i 
3 
m(g) * 

m 
L3 

df 
3 
« v (g) = -

1<m<m . 
3 

e m 
3 ! 
lu S = 

3 

Démonstrati on. Soien t F  l'espac e vectorie l complex e L(E,Œ) , e t Q  l a forme 

(E-bi 1 i néai re alternée su r F  obtenu e par complexification d e la forme biliné-

aire (x,y) | »Q( x , y ) sur L(E,1 F ), ou X | — ^ x es t 1  ' i somorphi sme de L(E,_R ) 
IL 

sur E  te l que Q(x ,v ) = x(v) pour tout v € E e t tout x £ L(E,F ). Il est 

clair que tQ  es t non-dégénérée ;  pour tout g € G ,  l'application Œ-linéair e 

**a^(g) : x i—». x 0 o^(g) de F  dan s lui-même vérifi e 

.~1, .-X - t 
a (g ) Q = bQ(g) lQ ; 

de même, x/ >xo v (g) est pour tout g £ G u n automorphisme infinitésima l 

de lQ . 

Pour 1  £ i  < n ,  soit F 
a . 
3 

= 
g€G 

Ker( a (g)- a . (g)id„) . 
3 
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On a évidemment F = © F ©  ©  F  ,  et i1 y a quatre sortes de F : 
j a j aj(G)É K a j a j 

a) Ceux pour lesquel s a.(G) ^ F  e t la.l 2 =  b ;  F e t F son t alors 
^ H  1  i  o  a  . a . 

J J  3  3 
^Q-i sotropes. 

b) Ceux pour lesquel s a.(G) ^ K  e t la.l 2 £ b \  F e t F son t alors 
J 0  o  a . a . 

^Q-isotropes. 

2 t 
c) Ceux pour lesquel s aj(G) c F  e t a_. =  b^ ; la restriction d e Q  a 

F es t alors non-dégénérée, 
a . 
3 

d) Ceux pour lesquel s a.(G) c !R e t a2j= b0 :  Faj = Faj  es t alors iso-

trope. 

- Appelons b^,...,b^ les a_. du type a). Pour 1  < j < d , la restriction de 

^ à  Fb ©  Ffe es t non-dégénérée ;  par conséquent, la forme quadratique 

3 3 

7 j—^Q(z,z)/2i n e peut pas être identiquement null e sur F^ .  On peut donc 

1 t  1  1  ^ 
choisir x. € F ,  tel que Q(x.,x. ) = + 2i .  Si F. désign e l'orthogona l 

. 1 D _ j 3 3 " 3  i * 

de X-1j dans F„ pou r tQ ,  alors (F , étan t ^Q-isotrope) F  . . © Œ x^ = F, , 
1 li 3, 1 3  b . 

et l a restriction d e tQ à F . ©  F. A es t non-dégénérée. Si F. A n'est pa s 
3.1 3i l 3, 1 

2 t  2  2 
trivial, il existe donc x. 6 F. ave c Q(x.,x . ) = + 2i .D e proch e en proche, 

3 3 1 1 3  3 
on prouve ainsi l'existenc e d'un e base (x.,...,x.^ ) de F, e t d'une bas e 

3 3 b . 

(y . ,... ,y .3) de F~~ telle s que tQ(ylXmj)=Qml  e t x . = + 2iy . pou r 
3 0  j  3 3 3  3 

1 < i < m < m. (F. étan t ^Q-isotrope, on a évidemment ^Q(x^,xm) = 0 ) . 
J b . 3 J 

- Parmi le s a. du type b), il existe évidemment b^ d+1....bd+e tels que le s 
,1 d+ 1 d+ e H 

autres a_. du type 2) s'obtiennent e n choisissant pour d < ,j < d + e u n seul 

élément dan s f b /b . , b /b.} .  Pour d < j < d + e , il existe une base 
o j  o  j J 

1 m  i i 
(x.,...,x.J) de F, e t des e. £  L(G-_,,Œ) , 1 < i < m £ m. ,  tels que 
3 3  b  j, m K  3 

x 
i 

3 
o V̂ Cg) = d 

m 
e 
d 

sdd 
(ff) x 

m 

3 
pour 1  < i < m_. . 
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La restriction d e TQ Q à FBj © F^ .  étan t non-dégénérée, il existe une base 
3 o  j 

1 m  " t  X  m  m 
(y • i • • • ,y J ) de F, tell e que tQ Q(y.,xm) = ôm pou r 1  < i < m < m. .  Du 

3 3  bQ/ b 3  3  x  3 

fait que 

TQ ( x, y o 71 ( g ) ) + Q (x O 'V (g) ,y) = 0 

quels que soient x,y £ F e t g  E  Gr,  o n a donc 

y 
m 
3 
o v» ( e* ) = -df 

i 
f 

df 

3 
(g) y 

3 
pour 1  < m < m_. . 

Posons 

x 
dfdg 

3 
= x 

l 
3 

et y 
i + e 
i d V 

t 

3 
pour 1  < ^ < m_. e t d < j < d + e . 

- Appelons b , _ ,....,b , rt _  le s a. du type c) . Pour 
r* d+2e+l ' d+2e+ f 3  J K 

I j  1 
d + 2e < i  < d+2e + f , il existe x . € F. ,  avec x . = x. ,  telle que 

J b  3  3  4 
\ \  j  t  N 

x. o v (g) = 0 pou r tout g € G .  Du fai t que l a restriction d e Q  à F =  F, 
3 b  . b  . 

3 3 
\ \  t  1  1 

est non-dégénérée, il existe y . = y . £ F, te l que Q (y. , x .) = 1 . Soit 
3 3  b  3 3 

1 1 t 
F. .  l'orthogonal d e fx.,y.] dans F, pou r Q  .  On a évidemment F. =  F . „ , 
3,1 3 3 j  J» 1 Ji 1 1 1 t  t  ,  , , , 

F = F € ) .  © (Ey . , et la restriction Q  . „ de Q  a F. . est non-degeneree . 
b^ j, l J  J  3, 1 3, 1 

Si ~ j l * GR gl  (fj,1)  désign e l a composée d e g| ^v^(g)lF^ ^  e t de la 

projection ^Q -orthogonale sur F j,1, il est clair que t-1vj-1^(g) est un auto-

t 2  2 
morphisme infinitésima l d e Q . .  Il existe don c x.,y. € F tel s que 

3, 1 3  3  3  » 1 
t ,  2 2 , „  - 2 2  ,  -2 2  t-̂ 1 ,  , 2  ,  , 
Q( y.,x.) = 1 , que x. = x. e t y. = y. ,  et que v . (g ) x. = 0 pou r tout 

3 3 3 3 3 3 3  » l 3 

g 6 G^ . De proche en proche, on construit don c ains i une base (x.,y^<£<Z m 
3 3  -ro -

de F^ ,  vérifiant 
3 

^(y 
t 

3 
c 
m 
.1 
)v cv 6 

m 
l 

v lu S = 
3 d 3 

d lu S = 
i 

3 
c m) 

3 
= 0 pour 1  < i < m < m. 

3 

y, t 
3 

dd 
i 

3 
et yf 

i 
3 

f y 
3 

pour 1 < * < m . , 

et telle qu'il existe de s applications linéaire s e . 
3 >m 

lu S = R, 

248 



ACTIONS FORMELLES PRÉSERVANT UNE STRUCTURE 

1 < m < £ < m. ,  pour lesquelles 

x 
£ 

3 
~1 , , 

o v (g) = 
EZ 

m 
e 
£ 

3 eze 
lu S = m 

3 
, 1 < il < m ,  g t GE . 

On en déduit que 

y 
m 
3 

a/1 / * 
o V> ( ET ) = -

d 
s 

e 
£ 

3 ,m 
'g) y' 

i 

j 
, 1 < m < m . , g 6 GE . 

- Soient b-, _ b  ,  b /b, n „ , , • • • ,b /bq  le s a. du type d) . Pour 
d+2e+f+l' q  o  d+2ef+l ' o  q  j  J ^ 

d + 2e + f < i  < q ,  il existe une base (x.,-..,x.J ) de F, ,  avec x. = x. pou r 
J 4  3  3  b  3  3 

1 < £ < m. ,  et des applications linéaire s e. :  G _ —* ]R , 1 < m < £ < m. 
3 3* m E  ^  3 

véri f i ant 

x 
j 

/X/l / X 
> v (g) = 

s 
m 

e 
3 m 

< £ < m 
3 

, 1 < £ < m ,  g e GF . 

Si (y 
1 
3 I •  • • i 3 

m . 
. 3 i 

) es t une base de F 
b 
c 
/b . 

.1 
telle que 

-£ 
sd sd 

£ 
sd 

et 
£ < i 

3 x 
m) 
1 x 6 m 

£ 
pour 3L < £ < m < m ,  alors 

dy 
m 
3 
o v' (g) = - o 

o 
e 
i 

3 
< £ < 

£ 

3 
, 1 < m < ,  g € . 

Du fait que F e t F (resp.F — )  sont ^Q-orthogonaux pou r a. a /  b 
a a  a  3  k  o 

- £  £  ^ ^ m i 
(resp.a. a £  b ) , la base (x.,y. ) d e F que nous venons d e construire 

3 k  °  3 3 l<j< q 

satisfait (iii) . J e laiss e l e lecteur s'assure r de s autres propriétés énon-

cées. 

EXERCICES. 1. - Les coordonnées complexe s x_. , y ̂  introduites ci-dessus possè-

dent l a propriété (iv ) afin que 

((fie x 
£ 

3 i 3 m x .1 l<j<d 
, ( 2fte x 

£ 

3 < £ < 
£ 

3 
i « e y 

£ 

3 
, Re y 

i 

3 
, a^m y 

£ 

3 
) 
Kj<d+e 

, (x 
£ 

3 d 
4> 
3 d+2e<j<q 

) 

soit un système d e coordonnées linéaire s réelles sur E  o ù Q e t p^ s'ex -

priment d e manière simple . Ecrire cett e expression. 
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2. - Le lecteu r aur a remarqué que, au niveau de s a^ du type a) 

(avec le s notations de la démonstration précédente) , aucun effort d e "trian-

gulation" particulier n' a ét é accompli. Montrer que , pour 1  < j < d ,  il 

existe une suit e 

Fbj =I0<J 
3....Z) IKj,ji =  f °ï 

de sous-espaces vectoriels (complexes ) de F e t une suite B B 

avec Bl ,j € L(G^ , gX(ll,J)) ) ) possédant le s propriétés suivantes : 

(a) B .(g ) = tv1(g)|l .  pou r tou t g € G„ . 
o , 3 o  , 3 K 

(b) Pour 0 < i < k. ,  la restriction tQ - .  de *Q à  L .  © L  .  es t 
3 * » 3 ^ , 3 ^ , 3 

non-dégénérée. 

(c) Pour 0 < i < k. ,  si K, .  = 0 Ke r B. .(g ) et si J0 . es t l'ortho -
3 *, 0 g6 G 

gonal d e Kl,j  dan s 10 pou r ^Qe .  , alors 10 .  es t un supplémentaire d e 
*, 3 x i J -S3 ^ + 1,3 

Jl,j .  n K/F . dan s Jifj . 

(d) Pour 0 < i- < k . , B, (g ) est pour tout g € G_. l a composée d e 
3 jc +1,3 ** . K 

B, .(g)II . .  avec l a projection Q. .-orthogonal e su r I0 .  0 I Q .  . 
^,3 x + 1,3 ^» 3 x  + l,3 ^ + 1 i3 

(Indicati ons :  ne pas oublier que I .  est ^Q-isotrope e t invariant pa r 
o, 3 

BQ j(g) pour tout g € G^ . A chaque cra n Z ,  prendre pour I l + 1 j n'importe 

quel supplémentair e d e J, .  f] K* .  dans .  ; remarquer qu e B. .(g ) est pour 
x , 3 ^ ,3 x»3 ^»3 

tout g  u n automorphisme infinitésima l d e Q- .  , et que don c Js .  = 
1 t 3 * » 3 

g€G V i ( g ) V 3 } ' 

En déduire la forme normale cherchée de la manière suivante :  pour chaque Z ,  choi-

sir un supplémentaire K' .  d e Kô .  f| J0 • dans K/? •  et construire une 

Z ,3 x  > J ^ î3 ^ ,3 

base ( x 
d 
.^,...,x 

m3,* 

3,* 
) de Kl 

^ i 3 
et une base (y 

1 
< £ » • • • ,y 

m 
3 

3,* 
) de Kl . 

x > 3 
telles 

que 
d 
Q (y 

m 
3 X d p 

3-
v 
cv 

f c p 
m 

et x 
F1 ff 

= + 2 i y 
3 df 

pour 1  < m < p < m . - . 
3 *x 
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Choisir une base (x.1+m,j,l)l , ,x.J j )  de Jl,j 0  .Kl,j , et prouver 

l'existence d'élément s y . *J ' ,...,y .J d e L .  , orthogonaux à 
3 iL 3^ * ? J 

Ki - i 0 1S^i - ; Pou r »  tQlj et tels <lue tiï(y™xPJ,l) =  ô™ P°u r 
* > J +  ! » J ̂ . j J  J  m 

1 P- : i _m-j X +  ̂_P- ; £ 
m ^ +  l ^ m ^ p ^ p j g. Remarque r qu e ( x ^,..., x J ] ,y J] ,..., y |  ) 

est une base de l'orthogonal d e Il+1,j +  ̂^ dan s 1^ ^ pou r ^Q^l,j . • 

Une base (  (xlj ) , ( y ) ) de l'espace vectorie l complex e L(E,Œ) possé-

dant le s propriétés (i)-(vi ) du Corollaire 2  sera appelée système d e coordon-

, - 1 
nées F- linéaires complexes Q-adapte a  p 

(8.2) Classification formell e de s germes d'actions d e groupes élémentaire s  

conservant une structure d e contact o u une form e symplectique. 

(8.2.1) Le cas symplectique. 

Soit u > un e form e symplectique su r une variété d e dimension fini e 

X .  Un automorphisme infinitésima l d e U ) es t un champ de vecteurs §  su r X 

tel que Lç.u) = 0 ,  c'est-a-dire (formul e d'homotopie ) tel que l a 1-forme 

i|0) soi t fermée . Lorsque î o > es t exacte, on dit que 5  es t un champ hamil-

tonien, et toute f  : X —y, H tell e que i^U) = df est un hamiltonien d e §  , 

ce que nous noterons § = H f . Sur l'algèbr e £(X ) des fonctions f  : M ^  B 

de classe C ,  on définit une structure d'algèbr e d e Lie, de crochet L•,•w 

donné par 

(1) < £ < 
< £ < 

= LH fg (crochet d e Poisson) , 

et 1'o n a 

H Cf,g] = 
OU ii) 

[H f, H g ] 
ou ' uu ° 

(crochet d e Lie). 

k 
Bien entendu , l e crochet d e Poisson d e deux fonction s de classe C ,  1 < k< 8 

k-1 
est bien défini , mais est en général seulemen t d e classe C .  Si 
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<*!,...,xn,yi,...,yn) est un système de coordonnées locales sur X  o u 

U) = E dy . Adx. 
i i 

(théorème d e Darboux), 

alors 

(2) 
LH f = Z(-

ôf 
sdf 

f 
Qxi + 

sd 
ôx. i 

s 
ayt 

) . 

Un point a  d e X  étant fixé , soit &K ,  1 < k < <» , l'algèbre réell e de s 

jets d'ordre k  e n a  d e fonctions C su r X ,  et soit 7J\^  l'idéal maximal 

vk 
de £ (form é de s jets de fonctions nulles en a ). 

PROPOSITION l.(i ) Le crochet d e Poisson indui t une structure d'algèbr e d e Lie 

[.,.]; su r £°\ et l'o n a[mi8, , Mj8]8xc c mi8^+j"2 pour i , j a 1 . 

(i i) Pour k t TV ,  le crochet d e Poisson indui t : 

- Pour i, j > 0 et. m + i, £ + j ^ k ,  une application bilinéaire ( antisymétrique) 

+  ̂x + ̂  ^  /^+ 3 +  ̂, notée (f,g ) \—> [f,g]^ ,  et donc en particulier un e 
*• m  k  e u 

2 
structure d'algèbr e d e Lie sur 7?\ . 

- Pour £,m >  k, une application bilinéaire ( antisymétrique) £ x  £ — £ Ek 

encore notée (f,g)t— ^ [f,g]̂  . 

- Pour j+i , m ^ k, une application bilinéair e ( anti symétri que) 

t1 x  Mj+2 m+1 3̂ + 1 , toujours notée (  f, g )  ̂[  f , g]* . 

(iii) Pour 1  < k < °° , 1 ' appli cati on f j ^  f  induit un iso-

2 N  ^ k vk 
morphisme d e l'algèbre d e Lie M2 k+1 sur l'algèbr e d e Lie ô =ôa(u)) des jets d1 -

k 
ordre k ena d ' au tomorphi smes infinitésimaux C d e <ju nuls en a  . • 

Pour 1 < k < œ, soit i> = -^(w) l e groupe topologiqu e de s jets d'ordr e 

k ^  k 
k e n a  d e germes d ' au tomorphi smes C d e ud fixan t a  ,  et notons Aut^(£ ) 

^k nk 
le groupe de s automorphismes A d e l'algèbr e réell e t  "préservan t [•»•] " 

vk 
au sens suivant :  quels que soient f, g €  £ ,  on a 

(3a) f, g ) ^ [ f f, g ) ^ [ 
1 
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où A désign e 1'automorphism e de ek"1fg)[f,g] induit par A  ,  et en outre 

(3b) A[f,g] 
k 
ou 

= [Af,Ag] ou pour f, g £ 
M2k 
mt 

a. k  k 
Soit d e même aut^(£ )  l'algèbre d e Lie des dérivations b  d e £ qu i son t de s 

automorphismes infinitésimau x d e L • » • a u sens suivant : 

(3)bis 

vf,g € ek , 
f, g ) ^ 
f, g ) ^ 

k 
U) 
-1 

d [bf,g] 
k-1 

d 
+ Cf,bg] 

k-1 

w 

Vf ,g e W ,2 

k d 
bCf ,g] 

k 
a) = Cbf,g] 

k 
f + [f ,b?] 

k 
l . 

Xvk k  ,  v k 
Pour chaque <P € ^"(resp.^ 6 ô ), soit l'élémen t d e Aut^(£ ) 

(resp.aut^(ek)) donné par q>̂ f = f o f1 (resp.^- f = - L^f) . 

vk 

THEOREME 1 . - (i) L'application 9  j ^  ̂../_ eŝ  un isomorphisme contin u d e ^ 

sur Aut^ ( £ ). 

(i i) L'appli cati on §j— ^ § est un isomorphisme d e l'algèbre d e  

Lie o sur aut^V o 

Démonstration.Point (ii) . Soit (x.,..., x ,  yy )  un système d e coordon-1 1 n J 1 J n J 

nées locales nulles en a  te l que (Darboux ) 

ou = £ dyA A dx. • 
i 

D'après (l ) et (2) , on a 

(4) 

(a) 
LH x. 
(JU i 

= 
q 

qYi et LH y . 
UT 1 

,g € 
f 

d1 
, 1 < i < n , et donc 

(b) [x. ,x .] 
1 .10 ) 

= 0 e t ,g € ek , 
,g € ek , 

ô 3 i 
, 1 < i , i < n . 

Pour simplifie r le s notations, nous écrirons x^,y. a u lie u de s .k 
dsd V 3 

k 
a yi 

Etant donné b  € aut^(£ ) , d'après l a proposition 1  (iii) et (s i k = ») le 

2 
théorème d'E . Borel, il s'agit d'établir l'existenc e d e f € M2k+1 tel que 

vg e ek , hg = ,g € 
k 
uu d 

ou encore, de manière équivalente , 
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Vi 6 {l,...,n} , b x. = [x.,fJ k 
ou 

et by = Ly. ,f J 
k 

s 

* k 

car (x^,...,x n ,  y^,'-',yn} engendr e l'algèbr e £  .  En vertu d e (4 ) (a), il 

suffit pou r cela d e montrer qu e l a 1-forme formell e 

a = 
l<i<n 

(-by. dx . + b x. dy . ) 
^ i i  î ^ i 

est fermée , f  étan t en ce cas son unique primitive dan s ^k+^ • Toujours 

d'après (4)(a) , l a relation do c = 0 s'écri t 

[x. ,bx .] 
i 3 

k-i 

sd 
4- Cbx.,x I 

k-1 

eu 
= Cy^by^ ] 

k-1 
eu 

+ t by.,y ; 
k-1 
d d 

: C x . , b y J ( t-1 
03 

,g € ek , k-1 
ÜL 

= 0, l<i,j<n ; 

or, ce s égalités résultent immédiatemen t d e (3)bis , de (4)(b ) et du fait que 

b es t nul sur le s (jets de) constantes. • 

Point (i ) Soient E = T&X ,  et Q l a forme symplectique su r E constam -

2 "X-
ment égal e (dan s la tr i vi a 1 i sat i on canonique d e A T  E ) a uu(a). 

LEMME 1 . - Pour tout A € Au t ( £ )  , il existe <P 6 Dk  tel que A o <p̂  induise 

1' identité su r \/;/^ • 

Preuve. Soit Qf  l a forme symplectique su r L ( E , F ) donnée pa r 

Q/(x)(y,z) =  - [y,z] ,  et soit A 1'automorphism e linéair e d e L ( E , E ) induit 
^ 12/ 1 

é 2 

par A  vi a 1 ' i somorphi sme canonique demk/m2k  SUR L ( E , R ). On vérifie facile -

ment que A^ conserve Qb  e t l'o n e n déduit presque auss i facilemen t qu e son 

transposé ^A ^ G G L ( E ) préserve 0 .  D'après l e théorème d e Darboux (Appendic e 
0), i l existe un germe h : [Xj — ^ [ E ] d e C -difféomorphisme "tangen t à 

a o 
l'identité" e t tel que h'Co] =  [eu]. . Le lemm e 1  en résulte ave c ^ o  a 

cp= 3 
k 
a 
(h o  tA1 o h). 

Rappelons une convention introduit e dan s (4.3.2 ) : un endomorphism e 

v œ k  k 
b d e l'espac e vectorie l £  ,  vérifiant b^œ c ^œ pou r tout k € IN , est dit 
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-Yr ^ k v °° r k + 1 
nilpotent lorsque , pour tou t k t IN ,  1'endomorphi sme de 6 *  £ /W indui t 

par b  es t nilpotent. 

VK 
LEMME 2.- Pour tou t B £ Aut^fi )  tel que B-id soit nilpotent ( ce qui es t 

2 

en particulier l e cas si B  induit l'identit é su r ^k/^k)» il existe un uni-

que b € aut^(£ )  nilpotent e t tel que B = exp b. 

Preuve. Avec le s notations de (4.3.1) , lemm e 2 , il suffit pour k < œ de 

n k 

montrer qu e b = Log B est un automorphisme infinitésima l d e [•,•, simpl e 

vérification que j e laisse au lecteur . Le passage à  la limite projective 

pour k = n e pose comme d'ordinair e aucu n problème. • 

Pour établi r l e point (i) , il suffit d e prouver que tout 

*k % 
A 6 Aut ( £ ) est de la forme A = h. ave c h 6 Jr (l'unicit é a  déià été démon-

(JU &  0 
V, 

tree dans (4.3.2.)) . Or,s i W € Jr satisfait l e lemme 1  , le lemme 2 montre 

qu'il existe b € aut^(£ )  vérifiant ex p b = A0 cp * . D'après l e point (ii), 

v k - 1 
on a b = §^ pou r un § d ô ,  et donc A = ((exp I ) o <p )  .  • 

v * k v vk 
COROLLAIRE 1 . - (i) Pour tout entier k :> 1 et tout 9 6 Jr ( resp. V € ô ), il 

existe un germe < P d'automorphisme ( resp. d'automorphisme infinitésimal ) de 

o) fi xant (  resp. nul en) a ,  de classe C -  et même analytique lorsqu e ou 

* k 
1 ' est - tel que 9 = j  < P . 

( i i ) Les injections canoniques d8 C—^ l̂im e t ô c ^  lim 

sont de s isomorphismes. 

Démonstrati on. L e point (ii ) vient d e ce que, d'après l e théorème d'E . Borel, 
V Œ V K Vœ V K 

on a £ =  lim £ ,  et donc Aut ( £ ) = lim Aut ( £ ) • 
< IL ) <  11 ) 

Point (i) . D'après l e théorème de Darboux (appendic e 0), il 

existe un h : [x]^ >[e ]q d e classe C°°, tangent à  l'identité e t tel que 
JSi. 
h'V[Q]0 = [a>] .  En outre, h peu t être choisi analytiqu e s i u u l'est . Poson s 
V k  v  V k v 
h = j h  . Etant donn é 9 € ô ,  la proposition 1  (iii) exprime que < P adme t 

* -  . 2 - 1 r  n un unique hamiltonien f  ^ -  Si f  o h :  LEJ0 > P es t un germe d'ap -
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k+1 v  ^  k 
plication polynomial e vérifian t j  f  = f , on a donc 9  = j (H f). Enfin, 

y * k ,  v  ^ k 
étant donn é ^ t ,  la preuve d u théorème 1  montre qu'il existe Ç € ô e t 

V' *  k  - 1 
A 6 GL(E) tels que 9 = (eXp §) • j (h o  A 0  h ) . • 

a 

COROLLAIRE 2. - >DK est exactement l'ensembl e de s jk 9 tels que <P 6 J9^( X) 

vérifie jk"1(cP 'fCcu] -  [ou] ) = 0 . 
a a  a 

Démonstration. L e point (i ) du corollaire 1  exprime en particulier qu e tout 

élément d e Jr es t du type souhaité. Inversement , si <p e ^ ( x) es t tel que 
a 

jk"1 cp1-[w] =  jk_1 ou , alors, pour tou t f  £ £k(X), o n a jk_1(H q>vf-tp H f)= 0. 
a a  a  a  a  -a - 0 ) 

k 
Par définitio n d u crochet d e Poisson, 1'automorphisme (jakcp) de l'algèbr e 

^k ^ k 
réelle £  es t don c dan s Aut^(£ ) , et il suffit d'applique r l e théorème 1  .• 

Soient G  u n groupe abélie n élémentaire , et Acta(G,cu), l<k<°° , 

V k  V  ̂ C k V  V  k 
l'ensemble de s p 6 Act (G,X ) vérifiant p(G ) c ir(cu). Pour chaqu e p  £ Act (G,X) , 

a a  a 
V 1 ^  k 

rappelons que sa partie linéair e p  € Act (G,E) , o u E  = T X ,  est défini e o a 
^ 1 k  ^ 

comme sui t :  pour tout g € G ,  on a p (g) = jQ(p(g)^), ou 
V ^ 1 y/ 
P(g)| ^  GL(E) =*• J9^(X) es t l a projection canoniqu e d e p(g). Soit Q  l a forme 
symplectique su r E  constammen t égal e à  < JJ (a ) dans l a trivi ali sati on cano-

2 ft v k  ^  1 ^  k 
nique d e A T  E  ;  pour tou t p 6 Act (G,eu) , on a p t  Act„(G,Q). Nou s dési -

^ a  u 

gnerons par -5^ (a>,Q ) l'ensemble de s jets d'ordre k  d e germes 
a, t) 

h :  [X]a —> C E 3 q d e C -diff éomorph ismes tels que h  CÉÎJq = ̂ o)]a . 

/ v ' k 
THEOREME 2 . - Quel que soit p € Acta(G,uu), 1 < k < » ,  la partie semi-simpl e 
V y  >  k 

a ^e p  (cf. (4.3.2), théorème 4) appartient à  Acta(G,co), et il exist e 

h 6 &  ^(^1 ,0) , tangent à l'identité, tel que hv,0* = a 

Démonstration.Ce la résulter a immédiatemen t de s lemmes 3 et 6 ci-dessous : 

LEMME 3. - Pour tou t cp E vDKa(w) eu ) , la partie semi-simpl e a  de cp  apparti ent 
a 

s 

a 
(W) • 

Preuve. Soi t 
V 
£ 
k 
Œ 

x 
x 
x k OR 

C 
l'algèbre complex e de s jets d'ordre k  e n a 
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de fonctions X ^ Œ ,  et soit #1^  ̂so n idéal maximal. Désignons encore par 

[ . , . ]̂  l'uniqu e extension Œ-bi1inéaire d e [.,•]^ obtenu e pa r complexifica -

tion, et par Aut^(&ç,) l e groupe de s automorphismes d e l'algèbre complex e 

Vk k 
préservant [.,.] w a u sens de (3a)-(3b) . En raison d u théorème 1  et de 

(4.3.1), lemm e 1 , le lemme 3 résulte du 

LEMME 4. - Pour tout A € Au t̂  (£-£), la partie semi-simpl e d e A préserve [.,. . 

Preuve.Cela résult e immédiatemen t d u résultat suivant , où A k-1 désigne 

v k_ | v k c k 
1 ' automorphi sme de & ̂ p/̂ i r ir indui t par A ,  et qui s e prouve comm e Cl c l k  , il 

(4.3.2), lemm e 2  : 

LEMME 5. - Sous les hypothèses d u lemm e 4, pour k < » ,  quels que soien t 

Ti1 , )i2 6 C e t 

w. ^ 
3 ,g € e 

Ker(A-ia_. id)m , j = 1,2 , 

on a 

[w1,w2] k-1 
tu 

d 
m£lN 

Ker(Ak_1-^1n2 id) m , 

et, s ^ w ,  w t ta 
2 
k,<c 

Cw , w0] k 
'M 

6 
mt]N 

KeHA.-p^y^ i d j"1 . 

V v  k/ 
LEMME 6. -  Quel que soit l'élémen t semi-simpl e a de _ Acta(G,tu), 1 < k < œ , 

V v V V  w i 
il existe h 6 Q(o},Q ) tel que hJtt a = a 

Preuve. D'après le théorème d e Darboux, on peut supposer qu e (X,a,çu ) = (E,0,q) . 

- v 1 k 
En vertu d u Corollaire 2 , nous avons donc a trouver h  6 •t' (E) tel que 

o 
-̂X- j0k- 1 Q=  k- 1 
h 3 q 0  =  Q  •  Or, le théorème 4  (ii) de (4.3.1) implique l'existenc e 
de h ^ 6 ^ ( E ), tangent à  l'identité, te l que (J q^q)" o * = a1 ,  et il s'agit 

t\k k  -X - ^ 1 ^  1 k  -1 -X -donc d e trouver h ^ (: -#q(E) tel que (j Q h^) a  =  a e t jQ (h ^ Q '-Q ) = 0 , 

-X- V k 
où Q' =  hQ Q (  et de prendre h  = 3Q^n0 ° hj))- Pour cela , d'après l a version 
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formelle d u théorème d e Darboux démontré e dans l'appendice 0  ,  il suffit de 

montrer l'existenc e d'un e 1-forme y su r E  tell e que 

(1) 

jk 1(dY + Q'-Q) = 0 

y(0) =: 0 

vg e  G , a ( g ) * j 
k 
0 Y = 3 

k 
0 Y • 

(En fait, c'est évidemment jk0 y qu'i l s'agit de trouver). Si ( 3 es t une 

primitive d e Cq]^-0' null e en 0 ,  nous allons chercher y sou s la forme 

(2) v = (3 + dh , 

k+1 
ou h t &q (E ) est nul en 0  ains i que sa différentielle. 

Soit (x.,..., x )  une base de L(E,(C) telle que fx„,..., x }  = fx„,...,x ] 1' n  '  m  t  ̂ » 'n J L  1' n 

et qu'il existe de s morphismes continus a^,...,cc n :  G —p o u r lesquel s 

V 1 
° (g)-X - Xj = a . (-g) x . 

3 3 
, 1 ^ j < n 

(dans cette formule , comme dans la suite d e la démonstration, on note x . a u 
y 3 

k 
lieu de j  x.) . Si l'o n écri t (modul o l'abus de notation précédent ) 

3 
k 
0 P = 

n 
E 
.1 = 1 p£lNn 

lpl<k 

(p. + DP 
j ,g € e 

P DX 
J 

où ô . = ( ô 
.1 

1 
3 
,--.,6 

n 
3 
) £ ]N ,  la relati on 

Vg €  G , a\g)"* (j 
k 
0 
-1 

d(3) = j 
k-1 
0 

dp 

équivaut à 

( 3 ) ( 3 - =  P • pou r 1  < j < i < n , p . > 0 , p x >0 e t aP / t  • 

Nous cherchons, d'après (l ) et (2) , un élément ,g € ek 
,g € ek, 

y 
P N 
lpl<k+l 

h 
n P 

xP . 
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de 
Ek+ 
Eo 

(E) tel que jî . h = 0 e t que 

h 
P 

+ (3 . = 0 pou r 1  < j <> n , p . > 0 e t aP / 1  . 

Du fait que (3(0) = 0 ,  un tel 
.k+1 , 
30 h 

existe d'aprè s (3). 

COROLLAIRE 3. Sous le s hypothèses du théorème 2  , la partie nilpotente v  jle 

v vk 
p (cf.(4.3.2), Théorème 4) est a valeurs dans ô (ou ) . • 

NOTATIONS. Sous le s hypothèses précédentes, soit p1 l'action linéair e d e G 

sur v 1 
E don t p es t l e jet d'ordre k  , 

soit (xj'yj) 

l£i<m . 
J 

l^j^q 
un système de 

coordonnées !R- linéaires su r E ,  u>(a)-adapté a  p (cf.(8.1 2), Corollaire 2 

et définition subséquente) , et soient b^,..,,b^ : G —^ C*le s morphisme s 

continus définis par (8.1.2) , corollair e 2  , (ii)- avec b =  1 .  En notant 

i i .  . k i  k  i 
Xj ,  y_. a u lie u de x_ . , j^ y_. , et en supposant, pour simplifie r le s 

notations, que 

(4) (X,a,ci>) = (E,0,Q) , 

tout élément h  d e ̂ ?k+1 s'écrit de manière unique comme un polynôme (pou r 

k < ») ou une série formell e (s i k = «) 

(5) h = 
(B,v)£Q 

1<£ I B M vl<k+ l 

h B,Y xP v Y 

où a = ( 
,g € e, 

mi 2 
IN )  , avec le s notations multi-indicie1les habituelles, 

les h  désignan t de s constantes complexes- On a 
P î Y 

(6) V g^G,V((3,V) Ça ave c 2<|(3|̂ v|< k+1, O ^ g U x V ) 
i< j<q 

bj(g) 
Iy.I-Ip.I 

P Y x y  , 
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où l'on a noté p . ,  y  • le s composantes d e (3 ,  y  ^ 
1 CJL) 

d . 
TV 3 suivant le 

j-ième facteur. Si 

R =  f (B,v) € G : Ipl+lvl > 2 e t Vg € G , 
l ^ q 

b (g) 
lY.l-lp.l 

= 1} . 

nous pouvons enfin énonce r l e résultat d e formes normales cherché, éviden t 

d'après (5 ) et (6) : 

COROLLAIRE 4. - Sous les hypothèses d u Théorème 2  et du Corollaire 3 ,  et 

V 
avec le s notations précédentes, le morphisme f  de l'algèbre d e Lie abélien-

ne G.,. , dans l'algèbr e d e Lie (77lf [.,.].]kk+ 1 )  donné par K ^  k  +1 CJL ) 

1 CJL)1 CJL) h* 
V 
v(g) = 

1 CJL) 
1 CJL) 

est de la forme 

Vg €  GW , f(g) = 
1 CJL) 

e 
5 

! ,m 
(ff)x 

j 
y 
m 
sd + 

(P,v)tR 
1 CJL)1 CJL) 

fp (g ) y V , 

ou les f_ son t de s formes linéaire s complexes sur G_, (les e. étan t celle s 
P,Y E  J' m 

introduites dan s (8.1.2) , Corollaire 2).m 

Je laiss e l e lecteur prouve r (voi r aussi (8.3.3) ) le 

SCOLIE. - Génériquement, R est l'ensemble de s ((3 ,y) ^  G avec I  (3 I  =  \y A 

pour tou t j  ; plus précisément, l'ensemble de s morphismes continu s 

p'1 :  G —̂  GL((ju (b ) ) tels que R = Rq (les notations étan t celle s de (8.1.1) , 

Corol laire 2 en ce qui concerne le s b ) est résiduel pou r l a topologie com-

pacte-ouverte. • 

(8.2.2) Cas d'une structur e d e contact. 

Soient K  un e structure d e contact su r une variété X , a un point 

de X e t 
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6 = 6 
a (K) 

l'algèbre de Lie des germes en a d'automorphisme s infinitésimau x C8 de K . 

On note 

(1) 

N = K 
a c T a 

E , 6_ 2 = 6 

ô_l =  il  £  &  : a  £  Car = U  É  6 :  §(a ) €  Na] 

Qo=E Eq Lb Ç(a) =  0} e 6_1 • 

Avec les notations de (8.1.1), soi t g^(T^K) la sous-algèbre de Lie de g^(E&) 

formée des automorphismes infinitésimau x linéaire s de T K̂ . L'application 

6, * ? ?1 d 
d 
dt 

(expt g] 
) 
) 

t = 0 
t ei(T K) 

a 

est ((8.1.1) , Proposition , (iv) ) un morphisme surjecti f d'algebre s de Lie. 

Nous appellerons ^E1k J[_a K-partie linéair e de § t 6 

Définissons une suite décroissant e 

6i = 

6 = 6-2 3 &-l ° o k 

de sous-espaces de ô  pa r (l) et 

(2) 6k+i = t s € ôk = C§.6] e 6k_a et C | ,ô_1] c 6 ì , k e ]N . 

PROPOSITION 1. Pour k + i ^ - 2, on a C ô R ,J e ôk+2  ̂(en particulier, ô est  

une algèbre de Lie pour k  ̂0). En outre, 

(S É Ô 
O 

: C =  0} 

Démonstrati on. La première assertio n résulte facilemen t de l'identité de Ja-

cobi. Pour prouver (ii) , remarquons que, pour tout § £ ô e t tout T) 6 ô , 

on a 

(3) 1 CJL) (a) = -  dg(a). 71(a) 

Dire que § € ô0 vérifi e [§,ô ]̂  ̂6^ signifi e don c que d§(a)|N = 0 , c'est 
a 
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à-dire V 
d 

= 0 Mai s alors 1 'endomorphisme d e T^X/N^ indui t pa r d§(a ) est 

nul, c'est-à-dir e qu e l'o n a  d£(a).T^X c Na  soi t encor e [^,ô ] c  ô ^ d'après 

(3), d'où l a seconde assertion . • 

Soit c  un e sectio n d e K" au-dessu s d'u n voisinage d e a dan s X , 

et (Darboux ) soit (w,x^,...,,y^,..., ) u n systèm e d e coordonnées su r ce 

voisinage, nulle s en a  e t telles que 

(4) c = dw + 2 
2 

sd 
1<i<n 

( x. d y . - y. d x . ). 
i i  i  i 

D'après (7.2.2) , Propositio n 1 , l'application § ) ^*£ C es ^ un lsomorPhisme 

de l'espac e vectorie l 6  su r l'espac e fi  de s germes C x ] ^ > P d e fonction s 

C .  Le crochet d e Lagrange C . , . ] ^ défin i su r fi  pa r 

(5) Ci c , i  c ] = 1 CJL) 
1 CJL) 

, Ç,T1 é 6 , 

munit fi  d'un e structur e d'algèbr e d e Lie. Avec le s notations habituelle s 

ò/òx^ , d/dŷ  ,  ò/òw (cf.Appendi ce 0, section (AO-5)) , o n a 

(6) Vf € fi, 
LH f 

c 

s 
l<i<n 

( ( 
x. 1 
2 

òf 
ÒW 

òf 
sd 

) 
ò 

òx. 
1 

+ ) 
d 

sd 

sd2 
òf 
DÒW d 

òf 
òx. 

1 
) 
ò 

sd 
sd 

) + 

+ (f -
]_ 
2 d 

l<i<n 
(x. 
1 

òf 
òx. 1 

+ y i 
àf 

ò^i 
)) 

ò 
ò w 

et 

(7) Vf, g  €  fi , L f , g J c = LH f  g-g 
c 

òf 
3w d 

PROPOSITION 2 . Pour tou t entie r k  ^ - 2, le sous-espac e fi 
k 

= { i e c : ?  € 6k} 

de fi  est l'ensembl e de s f € fi véri fi ant 

(8) V(a,(3,Y) £ M  x ]№ x i" avec 2o c + l(3 l + lïl< k + 2, 
òa+lpl+lYlf 

òw òxròy 
(a) =  0  . 

En particulier, ô  = f] 6, est donn é par 

(9) 6oo = U  t  ô : .i DO 
a 

5 = 0 -
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Démonstration. Pou r k ^ - 2, soit t: l'ensembl e de s f € £ vérifiant (8) . On k 

a bien £_2 = £ = £^0 ,  £_̂  = £^ (pa r définition) et £q = £q (  d ' apres( 6 ) ). 

Etant donn é k £ IN , supposons don c que 

Cl = 
C 
,;l pour - 2 < i> < k . 

, 9 
De (6 ) et (7) , on déduit alors facilement l'inclusio n ^ ' c  £ .  L'inclu-

k+1 k+ 1 
9 

sion E k+1c ^k+1 s'obtient e n remarquant que, pour tout f  t e k+1 , on doit 
avoir 

£ 9 
k-l df £df 

u- _ 1 
5 Cl,f] = 

ôf 

dw f 

et donc, pour 1  £ i £ n , 

d 9 
k f 1 CJL)1 CJL)1 CJL) 

x. 
i 
2 

g 
g fg 

ôf 
fg 
fg 

£9 
k d df 

fd 
э Cf,yT3 + 2 

ôf 
3w f 

ôf 
ôx. 

1 
f 

Pour tout k € 1-1 } U  IV U l00 } , 

~k 
o = &/Ô k df 

k 
a 

fd 

est 1 ' espace de s K-jets d'ordr e k  e n a  d'automoprhismes infinitésimau x d e 

K .  On note d e même (s i £ =  {i-c:§ £ ô^} ) 

df 
df f 1 CJL) 

Ô 
k 
i s bi/bi n ô ,  i * - 2 

£ s bi/bi n ô , i *bi/bi n ô 

Pour chaque § £ ô (resp.f € 6- ), nou s noterons § (resp. f )  son image canoni-

zvk *V k 
que dans ô (resp. £ ) , que nous appellerons son K-(resp.c-) jet d'ordre k 

en a . 

SCOLIE 1 . L'algèbre d e Lie Q1 étant l e noyau d u morphisme surjecti f 

Qa E r E 1 
K 
bi/bi n ô(Tak) 

celui-ci indui t un isomorphisme d e ô 
1 
o sur g* 

(T K ). 
a 
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Pour tou t Ç t 6 ,  la (K-) partie linéair e §  d e ^ est l e T^K-jet d'ordre k 

en 0 d e l a projection canoniqu e d e | sur 6q ^ gXfT^K) . 

Voici l'analogu e d e (8.2.1) , Proposition 1  : 

PROPOSITION 3 . -(i) Le crochet d e Lagrange induit une structur e d'algèbr e d e  

Lie [-,.]c sur £• ,  et 11 on a  C ^ , ^ ] cr &k+̂  pour k + i £ - 2 . 

(i i) Pour tout entier k ^ - 1, le crochet d e Lagrange indui t : 

- Pour i  + j ^ - 2 et_ m + i,i +  j ^ k, une application bilinéaire (  anti sy-

métrique ) fi. x fi.  >fi . .  , notée (f,g)|—>[<f,g ] ,  et donc en particulie r 
i 3  +  3 c 

^k 
une structure d'algèbr e d e Lie sur fi^ , i > 0 . 

'YX ^m ''Y k 

- Pour l,m ^  k + 2, une application bilinéair e ( anti symétrique) fi xfi — > fi , 

encore noté e (f,g)f—>[f,gJ c . 

- Pour m + 1, X > k ,  une application bilinéair e ( anti symétrique) 

fi^ x fim^ >  fi** , toujours notée ( f ,g) >  [f,g]^ .  • 

SCOLIE 2 . - D'après la proposition 2 , la structure d'algèbr e réell e d e fi 

est tell e que fifl fi d fifl  pou r Jl .m ^ - 2 . Elle indui t don c une structur e .1— Z m  £+m+ 2 -i- 7 
<Vk 

d'algèbre réell e su r fi pour -1 ^ k <° ° ,  jet, plus précisément, une applica -

tion bilinéaire (symétrique ) 

fi£-m2 Xx fimEkm-l-2  ^  j e + m+2 '  n o t e e ( f ' g ^ » >vfg ) ,  pour -2 < X,m <  k .  * 

Soi t 

3 =  .^(K) 
a 

le groupe de s germes en a  d'automorphisme s locau x d e K  fixan t a  . Pour 

tout h t 3 e t tout k ^ - 2, on a (exercice ) 

(10) fh U : ¥ i 

La représentation hf—>h ^ de 3 dan s ô indui t don c une représentation d e $ 

A/k ^k- 2 
dans l'espace de dimension fini e ÔQ X Ô ^ x  6 ^  de noyau 

fh U fh U :  ¥ i  e {0,1,2}, (hv,-id) ô .  c ô , . } 

Pour tou t k € ]N M foo ] . le Quotient 
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3* = ;k 
a 
fh U(K) = 

est l e groupe de s K-jets d'ordr e k  er i a  d ' au tomorphi smes locaux d e K 

fixant a . Pour chaque h f .5 , nous noterons hk 6 Dk sa projection canonique , 

que nous appellerons son K-jet d'ordr e k  en_ a . Je laiss e l e lecteur éta-

blir l e résultat suivan t qui justifi e l'appellatio n d e K-jet d'ordr e 1  donnée 

à la X-partie linéair e dan s (8-1-1) : 

SCOLIE 3- Le groupe J> est l e noyau d u morphisme surjecti f 

£ 3  h fd 1 
K 

6 GL( T K) , 

qui indui t don c un isomorphisme d e J)^ sur GL(TJ{). • 

Pour tout h € 5^ ,  la (K-) partie linéair e h1 de h  es t l e T^K-jet d'ordr e 

k en 0 de la projection canonique d e h  su r & GLd^K) . 

Pour 1  < k <; oo , Soit Autc(£k) le sous-groupe d e GL(£k) x G L ^ " 1) x  GL(^k"2) 

formé des B = (B^B^B^) possédan t le s propriétés suivantes : 

(11) 

(a) B. 
3 

Ekl 
fggf = 

fh U 
fh U , * * -  j, 0 < j < 2 . 

(b) Pour 0 < l < j < 2 , B • I 
3 I f tk1 

l 

est 1 1automorphisme d e ek-J -X 
lk 

k-1 
-l /fi k-x 

fh U 

induit (d'aprè s (a) ) par B^ . 

(c) v2{T~d) B 
j+i-2 

(fg)k-J-*+2 = ((B.f).(B4g))k_;i"A + 2 , f 6 O fh U 
-j 

fh Ufh U k-i 
cc v 

1 < j < X < 2 . 

: « ) Cb f,B£g]; 
fh U 

c 
= Bl+jcf'^ 

k-i-j 

c 
f € wx k-X 

xw w1 1 < j < i < 2 , où B3 et B4 

désignent le s automorphismes de £k-3 et dk"4 induits par B^ . 

Soit de même aut ( £ ) l'algèbre d e Lie de Aut ( £ ) , c'est-à-dire l a sous-
c c 

algèbre d e Lie de gA(^) x  g X ^ " 1) x  gX(tk~2) formée de s b =r (b , b , b ) 

possédant le s propriétés suivantes : 
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(Ubis) 

(a) b. 
3 
fi k-i 

sdd 
s d sdd 

Jù 
i ¿ * - j, 0 < j ^ 2 . 

(b) Pour 0 < i < j ^ 2 , b . 
c3 k-i 
sd 

est 1'endomorphism e indui t par b^. 

(c) b0(îk-2) b0(îk-2)b0(îk-2) b0(îk-2)bj+i-2(FS) ((b . f ) . g ) b0(îk-2)b0(îk-2) 

+ (f.(b„ir)) xk-i-je + 2 
, f  e fi df 

-3 
b0(îk-2) fi sd 

d , 1 < j < i < 2 . 

(d) Et 
3ds 

f ,e: " ik-X-i 
c 

+ C f , b sd 
k-X-j 

c d bi+i' C f , g ] ik-i-.i 
c 

b0(îk-2) fi k-3 
-3 d 

g sd b0(îk-2) 
-X 

1 £ j X  < 2 , où b^ et b^ désignent le s endomor-

phismes de fi  e t fi  induit s par b^ • 

Pour chaqu e F 6 ô ,  soit ad § 11automorphisme infinitésima l d e l'algèbre d e 
o c 

Lie (fi,[-,- ] ) donné par 

(ad §).f = 
c. 

Cf,isc]c • 

^k , 
Nous noterons adc§ ,  0 < k < » ,  l'élément d e autc(fi ) qui s e déduit de adc§ 

par passage au quotient. De même, pour chaque 9 G D  s i Adc cp désigne l'auto -

morphisme d e (fi,[.,.] )défini pa r 

(Ad <P).f - V  H  f c > •H- c 
nous noterons Adc *9 ,  0 < k ^ « ,  l'élément d e Autc(fi ) qui s e déduit de 

Ad <P par passage au quotient (j e laisse l e lecteur vérifier que ces notations 

"̂ k A/j ç e r ^ k 
ont un sens, c'est-a-dire qu e ad % e t Ad 9 son t bien déterminés par §  e t 

A/Ir respectivement). 

THÉORÈME 1. - (i) L'appli cati on |— > Ad 9 est un isomorphisme d u groupe 

^k 
sur Aut^(fi )  pour 1  < k < 00 

(ii) L'appli cati on Ç| ^ a d ^ est un isomorphisme d e l'algèbre d e 

^k ^ k 
Lie ô su r aut {t )  pour 1 < k < 00 . 

o c  — 

Démonstration. Point (ii) . Etant donn é b 6 aut (f i ), il s'agit de prouver 

^k 
l'existence d'u n unique h € fi  ̂tel que 

b .f = 
3 

[f,h] k-j 

c 
b0(îk-2) £ b0(îk 

-3 
, 0 < j < 2 . 

L'unicité es t claire, car, d'après (6 ) et (7) , on aura forcémen t 
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(12) h - -  b(w ) +  w b ( l ) + 
l<i<n 

( 
X . 

]_ 
2 

b(y.) d 

sd 

2 b(x.)) i d 

où l'o n a  noté 1 , x^, y ,  w, b(l), b(x^), b(y^) , b(w ) et f g au lie u de , res-

k-2 rvk- 1 vk- 1 rJk _  /Vk-2 , ,  ,*/k- 1 , ,  wk- 1 . ,,vk . , 
pectivement, 1  ,  x. ,  y. ,  w ,  b ( 1 ) , b (x. ) , b (y. ) , b (w )  et 

1 1 £mè I I 1 1 O 
k 

(fg) .  Pour l'existence , i l suffit don c d e prouver que , si h  es t donn é 
par (  12) , on a bien 

(13) 

(i) C l , h] k-2 
c 

- b(l) 

(ii ) [x. ,h] k- 1 
c 

- b(x.) i et [y,,h] 
k-1 

c 
= b(yi), 1  < i < n 

(iii) Cw,h ] k 
c 

= b(w) 

Nous allons prouver (i) , laissant (ii ) et (iii ) au lecteu r :  d'après (6),(7 ) 

et (llbis) , o n a 

Cl,-b(w)] k-2 
c 

d [ - w , b ( D ] 
k-2 

d 
- b(l) 

C l,wb ( l ) I k-2 
c 

= b(l) + wLl,b(l)j 
k-4 

c 

C i , 
X . 
1 
2 

b(y. >: 
k-2 
c 

ds 
X . 
1 
2 

Cy,,b(i)]] k-3 
c 

, 1  < i < n 

[ 1 , -
yi 

2 
b(x.)] k-2 

c ds 
yi 
2 

Cx.,b(l)] k-3 
c 

, 1  < i < n , 

d'où, d'aprè s (12), 

C i , h ] 
k-2 

c 
= C -w,b(D] 

k-2 

c 
+ w C i , b ( i > ; 

k-4 

c 
+ s 

l<i<n 
( 
x. 
] 2 

C y , , b ( l ) ] 
k-3 

c + 

+ 
y. 
i 2 Cx. ,b ( D ] 

k-3 

c d 

c'est-à-dire (13 ) (i) d'après (6 ) et (7). 

Point (i ) L'idée es t l a même que dan s l a preuve d e (8.2.1) , théorè -

me 1  ( i ). 

LEMME 1. - Le théorème 1  (i) est vrai s i k = 1. En d'autres termes , pour tou t 

~k ^ k 
B 6 Aut ( & ) , 1 < k < co, il existe <P t JB^ tel que B o Ad 9 induis e 1 ' identité 

c '  J  c 
^1 ^ n V- 1 ^ k ̂ k ^k ^k ^k 

sur fi1 x fi°, x fi 1 =- ( f i K / ^ ) x (£K /fiK) x (t,K/ÔK ) . 
o - 1 o  1  - l o -1 

Preuve v La seconde assertio n résult e évidemmen t d e l a première, puisqu e 

^k 
(d'après (ll)(a)) , tou t élémen t d e Aut^Cfi ) , k ^ 1 ,  induit un unique élémen t 
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de Aut (f i ) par passage au quotient. 

Soit don c B = <B0,BltB2) € Aut (f i )•Comme fi C-1 R B2  s'identifi e 

à B ( T 2) = \ d E Par conséquent, quels que soient x et y dans Eo-1 , on a 

CB (x), B (y)j 
-2 - BQ([x,y. -2-

c 
) = A-Cx,y] -2 

c 
d 

En outre, du fait que fi^ a  pour base \ w d 1 
X X 1 J 1 

1 
V V ) 
1 3  1^3 sd 

y 1 
(i.yt)) 

1 3 
, il est 

'Vl ,  , ,»1 
clair que w es t l'uniqu e élémen t v  d e ^ te l que 

Vx e fi° 
-1 sd [v.x. 

o 
c 
îk-2) X 

2 . 

De l'i denti té 

Vx € fio 
-1 

[B ( V ) , B (x) ] 
O 1 

o 
c = B1 

Cw1,x] o 
c 

df 
1 
2 b0(îk-2) 

on déduit don c que 

B 
o 
( w )  = w 

Soit Eo-1 Ie sous-espace vectoriel d e £  engendr é par x^,.. ,,y^,..-,y ^ . 

L'application f  \ > f° est un isomorphisme d e £°^ sur fi°^ ; soit 9  l e germe 

de difféomorphisme CX] ^ <̂  défin i (modul o cette identification) par 

" f o q> =  B ( f )A pour f  6 fi° ; 

w 0 9 ^  = w/À 

Nous allons prouver que 9  appartien t a  J> et que Ad^9 =  B 

Tout germe §  e n a  d e champ de vecteurs sur X est déterminé par L^w e t 

par le s L^ x^ , L^ y^ .  Appliquons cette remarque a 

I = \  H*  f  , f t fi^ : 

pour tou t g £ fi  (don c en particulier g  = x^ o u y^ ) , on a 

I = \ H* f ,H* f , 
I = \ H* f ,I = \ H* , 

H* f ,H* f , 

et donc, puisque [f,^ gJ es t constante, 
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L g = Cf,^"X"g] c ; 

comme 

LH ( B f)S = 
c 1 

[B f , y ^ g ] - C B 1 f , B 1 ( / ' g A ) ] c - CB1f,B1(/' = Cf,^g] , 

on a donc 

(14) - CB1f,B1(/' V = LH (Bf) g • 
* C l 

De même, 

- CB1f,B1(/'- CB1f,B1(/' - CB1f,B1(/' 

soit, puisque Cf,w]c € ^ , 

(15) Lçw = B1Lf,w]c - CB1f,B1(/' 
= LH (Bf) w • 

C 1 
de (14) et (15) , on tire donc, par définition d e § , 

(16) Vf € Efdfh , <J> H  f = H (B f) . 
-X- c c l 

Par ailleurs, d'après (6) , on a évidemment 

(17) 9VH 1  = X H 1 . 
•>c c. c 

Tout germe a  e n a  d e 1-forme sur X  es t déterminé par i^ a  et par le s 
c 

i^ ^ a ,  f € fi_^ ; en effet, d'après (6) , Hcl et les Hcf avec f  6 fi_^ engen-
c 

drent l e ^-module de s germes en a  d e champs de vecteurs sur X . Appliquons 

cette remarque à a = <P c  : d'après (17) , on a 

(18) lu i\ c  = N> H i ** c A = 
C c 

^ . ( i j j 1 c ) A =  i H c /A. 
c c 

puisque i^ ^ c = 1 par définition . De même, pour tout f 6 fi  ̂, on a 

-1 o ° 
B^ f  £ fi  ̂, et donc, d'après (16), 

(19) V f t d°t ,  iH % c =  1 - 1 ^ ( B ^ f ) =  f/X =  i„ f c/X • 
C << " C 1  C 

De (18 ) et (19) , on déduit que 

(20) 9Jt c = c/X ,  et donc en particulier 9 £ A . 

Il est alors clair que (A d <P)l = \ ,  (Ad <P)f = B f pou r tout f  € fi  e t 
c C l -  1 
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(Ad <P)w = w ,  et donc Ad ^ = B .  • 
c c 

LEMME 2 . - Pour tou t C t Aut ( £ 1  < k £ 00 , induisant l'identit é su r 

c 1 
o 

7° 
x °- l 

°-lx , il existe un unique 5 ^ 
^k 
6i 

tel que C = exp adc£ =  Ad^(exp §). 

Preuve• Notr e hypothèse signifi e qu e l'o n a 

(C .-id) 
.1 

fik"û 
- j 

c: 
°-l 

°-l 
pour 0 < j < 2 , 

et donc, d'après (il ) (b)-(c) , 

(C .-id) 
3 

c k-3 
V 

c + °-l 
°-l 

pour 4 ^ - j . 

Par conséquent, pour k < °° , C-id es t nilpotent ;  il en va donc d e même de 

Log C = -
n£lN 

(id-C n+ /(n+1) , 

et l'o n vérifie facilemen t qu e Log C d aut^l^'). D'aprè s (ii) , il existe un 

unique §  è ô nilpoten t e t tel que Log C = ad^F ,  et l'o n a  évidemment Ç  6 . 

Si k =  ° o , le passage à  la limite projective se fait sans problème. • 

En mettant bout à bout le s lemmes 1 et 2 , on voit que l e morphisme 

Ad^ :  2 ^ ^  Aut^(fik) est surjectif. L'injectivité es t triviale :  dire que 

9 €  Js est te l que Ad <P =  id signifie qu e 

Vj € {0,1,2} , ((Ad 9)-id) 
c 

£ c ~ £ 
-j " k- i 

soit encor e 

Vj € {0,1,2 } (̂  u -id) 6 .  c ô, . 
-3 k- j SD 

c'est-à-dire 9  € .  • 
k 

Pour tou t k € IN ,  nous supposerons désormai s DK muni d e la struc-

ture de groupe d e Lie algébrique imag e réciproque pa r Adc d e celle d e Aut ( ^ ), 

_.co f  r 
et JJ ser a équipe d e la structure d e groupe topologiqu e limit e projective. 

THEOREME 2 . - Pour tout q> € Dk ,  1 < k < <» , il existe un unique a 6 DK tel  

que l a partie semi-simpl e d e Ad^9 soi t Ado* . 
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(Nous dirons que a es t la partie semi-simple de 9 et, si cp = a , que 9 

est semi-simple). 

Démonstration. D'après Darboux, on peut supposer que 

(21) (X,a,K) (E ,0,T K) 
a a 

k 

LEMME 3.- Sous l'hypothèse (21) , soi t t 6 J? le germe en 0 d'un élément semi-

simple de GL(T K), et soit f G ,̂ 1  < j < ro , tel que sa projection 
(X,a,K(X,a,K 

soit de la forme 

(X,a,K = TJ o  exp § = exp 5 (X,a,K 

où (X,a,K(X,a,K possède les propriétés suivantes : 

A. 

x 
d 
d 
-1 (X,a (X,a,K 

ad § est nilpotent . 

Il existe alors (X,a,K '3 
3-1 

et § 6 ÔJ tels que ad § soit nilpotent et que 

e 
* 

3 
* 

5 = ï 

(exp T]) Y = xJ o exp § (=(exp E)oTJ) . 

^i-l 
La projection de ç  sur ôu est alors évidemment §^ ^ . 

Preuve. Commençons par un 

EXERCICE. L'automorphisme t¿ de 6^' es t semi-simple pour 0 < i < 2 (Indi-

cation : il revient au même de dire que Ad^TJ est semi-simple ; or, si (e^) 

est une base de L(e ,E) formée de vecteurs propres de tv , il existe une base 
/. q . 

propre de Ad x formé e des c-jets en a  d e monômes líe.1) . • 

On en déduit qu'il existe un unique sous-espace vectoriel L  d e 6^ ^ possé -

dant les deux propriétés suivantes : 

(22) 
?2 L = L 
A. 
r. 
a 
3-i 

= L 0 Ker T 3 -id) 
'A 

3-a 
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Notre hypothèse su r W s e traduit, grâce au lemm e 2 et à (22), de l a manière 

suivante :  il existe un unique coupl e (§,§' ) £ ôJ x L te l que 

ad 
c 

Ç soi t nilpoten t 

i '3 5 = 5 

Y =  x 3 o exp(Ç +  F ' )  . 

Posons 

B = Ad i'* * , b = ad Ç et b» =  ad £ ' . 
c c ^ c  * 

Nous allons établir l'existenc e d'u n unique Ti 6 L te l que 

(exp T)) * ¥ = tJ o exp § , 

c ' est-a-di re, si ^ = ad T | , tel que 

(exp i) 1.B. (exp (b + b')) o exp i - B 0 exp b , 

soit encor e 

(23) B o exp(b+b') o exp i o (B o exp b) -1 = exp i 

Du fai t nue l'o n cherch e T) £ L o ô 3 
(X,a,K , on aura 

exp i = id + l 

B o (exp ( b + b' ) « i o (B • exp b) 1 = B o (exp b1) 0 i o 
1 -1 (B o exp b )  , 

1 1 1 , 
ou b =  adc£ ,  § désignan t l a K-partie linéair e d e § . 

De même, puisque b' f T , r-ô J 
3-1 

, on a 

exp(b+b') = exp b + v 
0<i<n 

( b V b ' ( b V " 1 " 1 
ni 

(expression qui a  un sens car b es t nilpotent), et (23 ) s'écrit donc 

i = (B • exp b )  o  i « (B « exp b )  1 + B 0 ( 
0<i<n 

( b V b ' (b1)""1" 1 
ni ) « (B o exp b )  , 

soit encor e 

(24) ad ((t ^ o expÇ1)., T]-T| ) = - B o ( 
0£i<n 

( b V ^ a 1 ) 1 1 " 1 ' 1 

ni 
) o (B o exp b ) 

Du fai t que tj£ § =  § ,  on a (cf.(4.3-1), lemm e trivial ) 

Wi 1  x (xJ o  exp § ) L = L ; 

1 / • 1  i en outre, ad̂ fj étan t nilpotent, la partie semi-simpl e d e (x u »  exp§ )v'Tj 
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est T̂ |Tj * Par définitio n d e L ,  ((T^ O exp | )^ -id)|̂  est don c un automor-

phisme d e L . Par conséquent , pour établi r l'existenc e (e t l'unicité ) de 

T| 6 L satisfaisant (24) , il suffit d e montrer que 

b"=-B.( E  ( bl)lb,!bl)n"1"1) o (Bo exp b1)"1 6 ad L . 
0<i<n n " C 

C'est éviden t s i ^ =  0 ,  car alors b* = 0 , et donc b" = -ad (T^F') . Sinon, 
3 c  ^ 

soient X^, - - -,XK le s valeurs propres de T^|L •  Quitte a  complexifier l a situa-

tion, on peut suppose r que 

L = 
l<k<K 

Lk ' ou Lk = Ker Lk = Ker Lk = Ker 

et s'écri t don c d e manière unique 

Ker 
l<;k<K 

l<;k avecE' k e LR . 

Si, pour 1  < k < K ,  on note 

l<;kl<;k 

bk = — B o ( 
0^i<n 

( b V b M b V " 1 " 1 
k n! ) o (B o exp b1) 1 , 

on a b." t ad 
k c 

d 

d1 
, car 

bk -
_d_ 
dt 

(B o (exp(b + tb.» ) ) • (B o exp b)" -1) 11 = 0 

Pour voir que b," e ad L , 
k c  k , il suffit don c de prouver que 

B « b," o k B"1 = 
^k b k . 

ce qui résult e immédiatement  de s relations 

B . b1 = b1 a B 

B o b.' o B 1 
k 

l<;kl<;k 
l<;kl<;k 

Par conséquent, b" = i; b̂  appartien t bie n à ad^ L . • 

Toujours sous l'hypothès e (21) , étant donn é c^p E Dk,1< 18  soi t 9 . la 

projection d e 9 sur ,  1 < j < k, soit o*^ 6 GL(T^K ) la partie semi-simpl e 

de 91 € D =- GL(T^K)-cf.( 4.1.1), Proposition, (iii)- , e t soit a 1 l a partie 
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linéaire d e a ,  i-e. l e K-jet d'ordr e k  d e a1 e n a = 0 . Le lemm e 3 (et 

l'exercice qu i début e sa preuve) permettent d e construire d e proche en proche, 

pour chaque j  € 3N f ! [l,k], 

- un ej  t à ,  de projection canoniqu e ej1-  ̂£ ôJ-1  pou r j > 1  , tel que 

1 
a. £  . = F . et que ad F . soit nilpotent. 
3 -* *3 3  H  c  bj p 

- un Tj . 6 ô . ,  avec T) . = 0 , 
.1 .1-1 1 

tels que 

(exp T] . ) . . . (exp 7)*) 9 . = a1 o exp Ç . 
a a  b 3 

pour tout j  € ]Nn,Ll,k]. Par passage à  la limite projective, on voit don c 

Irk ^k 
qu'il existe Y 6 e t Ç 6 ô possédan t le s propriétés suivantes : 

tf>, §  -  ? 

-X- 1 
Y 9  = a o 

exp | = (exp§) u a 

ad § est nilpotent. 

La partie semi-simpl e d e 9 est donc ^  a . • 

REMARQUE. Nous avons évidemment prouv é mieux que l e théorème 2 , à savoir un 

cas particulier ( G = z )  de ce qui vasiivre. 

Soit 3 „  = £ ^(K, T K) l'ensembl e de s germes 9 :  [x] — » [E ] d e C°°-difféo-
a, 0 a , 0 '  a °  a  a  o 

morphismes tels que 9" T K = [k] .  Nous dirons que 9,9' €  Dao  on t l e même 1 a  a  ^  a , 0 

K-jet d'ordr e k  (e n a ) , 1 < k < » s i 9 ^  o 91 6  Dk.  Nou s noterons Dka ~ l e ^ k  a, 0 

quotient d e £^ ^ par cette relation d'équivalence , et 9^ 6  3^ ^  le K-jet 

d'ordre k  d e 9 £ Jfr n . I1 est clair nue hérit e d e un e structur e a, 0 ^  a , 0 

de variété pour k < » ,  d'espace topologiqu e s i k = 00 . A chaque 9 t Dka  ̂, 

on associe l e morphisme contin u 9^ :  Y-—^9 o Y 0 9 *  du groupe Dk sur 

2t(T K). 
o a 

v k  v  k 
Soit G  u n groupe élémentair e \  pour chaqu e k £ 1, notons Act =  Act^(G,K) 

l'ensemble de s morphismes continus P : G —̂  3^ ;  étant donné s un tel P  et 

9 <E DKa,0 o n définit 9, e Actk(G, T K) par (9tp)(g ) = 9^(p(g)), g € G . 
a, u v\ " o  a 
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1 v k 
La K-partie linéaire de p est l'élément P d e ActQ(G,T K) défini par 
P^(g) = p(g)^ , g € G . Enfin, on dit que P est semi-simple lorsque P(g) l'est 

v j 
pour tout g , et l'on note P ,  1 <, j  ̂k, la projection de P sur Act 

- ^  ,  , v  v  k 
THEOREME 3. - Tout élément semi-simple p de Act , 1 < k < <» , est lineari-

rÎSK v  v l sable : il existe 9 t J7 _ tel que 9 P  = p a,0 a 

Démonstration. C'est à peu près celle du théorème 2, avec les simplifications 

dues a ce que P est semi-simple et les complications dues a ce que G  n'es t 

pas monogène. Ici encore, on peut supposer que 

(21) X,a,K) = (E ,0,T K). 
a a 

LEMME 3bis.- Sous l'hypothèse (21) , soi t a un élément semi-simple de Act , 

1 < j < ce , véri fiant 

v 
a j-1 = df 1 

.i-l 
Il existe alors T) € 6^ ^ tel que (expT) ) a = a 

Preuve. Je laisse le lecteur vérifier que a (e t donc la représentation 

V1 1  ^i- X 
: gf )0 (g)_;c. de G dan s ,  0 £ £ ^ 2) est semi-simple. Il existe 

donc un unique sous-espace vectoriel L d e Qj j-1 possédant les deux propriétés 

suivantes : 

(22bis) 

Vg 6 G , a(g)_/ç L = L 

6 is 
l<;k 

= L e 
g€G 

Ker(a1(g))/-id) 

6J-1 

v 

Notre hypothèse sur aj_^ se traduit donc de la manière suivante : pour chaque 

g c G , il existe un unique couple (§(g),§'(g)) € ô*! x  L te l que 

Vg' € G , ̂ (g')*§(g) = g(g) 

a(g) = a (g) o exp(F(g) + E»(g)) . 

Nous allons établir l'existence d'un unique 7] £ L te l que 

(25) Vg è G , (exp TlT a (g) = V (g) 0 exp §(g), 

ce qui (a étant semi-simple ainsi que a ) impliquera que §(g) = 0 pour tout 
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g ,  d'où l e résultat cherché -

Le calcul qui a  conduit à  (24) montre qu e (25 ) équivaut à 

(26) V g € G ,  ^(gh T]-T 1 = " V ( g) g ' (g) • 

v i 

Du fai t que chaque §(g ) est invarian t pa r chaque a (g')* - , la relation 

a(g)Qa(g') =  a(g') ocr(g) s'écrit 

(27) Vg,g» €  G ,  va\g) ... (a^g' h §' (g)-g' (g)) = a\g' ).. (â gV^I ' (g' )-§ ' (g' ) ) 

Quitte à  complexifier l a situation, o n peut suppose r qu e 

(28) L  = 0  L , ,  où L, =  H  Ker(cf1(g),t-\ . (g)id) ,T / [0 } , 
l<k<K k  k  g€ G *  k  , L 

en désignant pa r À1,...,Yk: G — » Œ de s morphismes continu s distinct s deu x 1 K 

à deux et distinct s d u morphisme trivia l d'aprè s (22bis) . Pou r chaqu e 

k € {l,...,K } ,  il existe don c g^ € G te l que ( a1(g^)_^-id)|L soi t un auto-
k 

morphisme d e L^ (i-e . tel que ^(g^) £  ! ) • Soi t g^(g) , g  € G ,  la composant e 

de g'(g) suivant L ^ dans l a décomposition (28) , et soit T|k l'unique élémen t 

de L^ défini pa r 
Vg € G , (o1(gk)* -id^fg)Vg € G , 
(o1(gk)* -id^fg) (o1(gk)* -id^fg) 

La relation (27 ) implique e n particulier (aprè s projection su r L^ ) 

Vg € G ,  (o1(gk)* -id^fg)^ . §k<g) = (o1(g)*-id)a1(gk)^(gk) , 

s/ 1 -  1 V 1 
d'où, puisqu e NK-  (  o* ( gR ) 1  d ) a  (gk^k/gk^ ' 

Vg 6 G ,  V(gL.Tlk-Tlk =  - a\ g ) ^ ( g ) -

Il en résulte qu e Tj = Z  \  satisfai t (26) . • 
l<k<K 

V v  k 

Toujours sou s l'hypothès e (21) , étant donn é un élémen t semi-simpl e P  de Act , 

1 < k < oo , le lemme 3bis permet d e construire d e proche e n proche, pou r 

chaque j  6 IN f] [l,k], un 7]_ . € 6_. ^ (avec Tj ^ = 0) de manière qu e 

Vj t  I N p C l , k ] ,  (exp ^ ) #- • • (expTl^)W P . =P 1J; ; 

par passag e à  la limit e projective , o n voit don c qu'il exist e cp 9 ^DK  te l que 

cp* 
vµ 

v/1 
P 
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Des théorèmes 1, 2 et 3, on déduit immédiatemen t (cf.(4.3.1) , Proposition 4  et 

(4.3.2.), Théorèm e 4 ) le 

^ v  k v 
THEOREME 4. - Pour tout P  6 Act , 1 < k < « ,  si cr(g) désigne pour chaqu e 

V 
g € G la partie semi-simpl e d e P(g), alors 

V V v  k ^ 
(i) a : g|—>.a(g) appartient à  Act : c ' est l a parti e semi-simple de P ; 

v ,  'S k v  v i v  k 
(ii) cr est linéarisabl e :  il exi ste cp E Dk a,o £r n tel que 9„a = a £  Act (G,T K ): 

a  ̂o - 3 o  a 
v 

(iii) il existe un unique morphisme v  de l'algèbre d e Lie abélienne G-^ dans 

ô tel que, pour chaque g € G ,  la partie ni lpotente d e Ad^p(g) soit adcv(g^) , 

et l'on a  donc V(g,g') € G x GE V v  v 
, a(g) v(g' ) = v(g ' ) 

V g 6 G ,  p(g) V V 

= o(g) o exp v(gp ) = (ex p v(gp ) ) 0 o*(g) » 

où g/ >gp désigne l e morphisme canoniqu e G —^ G^ . • 

EXERCICE (pou r l e lecteur trè s courageux). Donner de s théorèmes 2.3.4 un e 

démonstration analogu e à  celle de (8.2.1) , Théorème 2  : avec l a notation (4), 

soit D_ le sous-groupe d e «^(X) formé des 9 tels que 9, fi^ = <^ pour tout 

k £-2 (ou , de manière équivalente , tels que M̂ .w = w0 9 * appartienne à  fiQ)-

Pour chaque k ^ 1 , soient D =  [9 t D : (^-id)Eo c: CK à e t (^-idK-1Ck-1 £ } , 

et D =  D/̂ Djç (groupe topologiqu e -  de Lie pour k < °° - des k-jets tordus 

d'éléments d e D (en a)). Montrer que Dk s'identifie a  un sous-groupe ferm é 

^k ,  ^ k 
de J) ,  et plus précisément a  l'ensemble de s 9 £ _D qu i préserven t l e k-jet 

tordu ( à définir) de K en a . Déduire alor s l e théorème 4 de son analogue 

pour le s morphismes continus P : G—>DK (qui s e démontre comme (4.3.2) , théo-

rème 4) et d'une version formell e d u théorème d e Gray équivariant prouv é dan s 

(7.3). 

Nous allons maintenant déduir e d u théorème 4 les formes normales annoncées ; 

avec le s notations précédentes, soient Ca la forme de contact sur E^ associée 

à c  comm e dans (8.1.1),µ 1 :  G ^GL(TJi) u n morphisme contin u et p1 : 

(g»v)j—^'p1(g)v l'actio n d e G  su r E^ associée à ? 1 ;  nous allons commence r 

par une conséquence immédiat e d e (8.1.1) , Proposition,(ii) et (8.1.2) , Corol-
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laires 1 et 2 : 

PROPOSITION 4.- Sous les hypothèses précédentes, a1 la partie semi-simpl e £Îe _ 

\ 
p (cf.(4.3.1) , Proposi ti on 4) est telle que le morphisme contin u 

a 7> 
: G ^GL(E^ ) soit a valeurs dan s GL(T^K); plus précisément, si DQ:G —^1* 

est le morphisme contin u donn é par 

Vg € G , P (g) c a = D (g) c , o a 

/̂ 1 -X -
alors a (g)* C8 = b^(g) ĉ  pour tout g 6 G . La partie nilpotent e 

ae : G.^ ^  g^(E ) ê p vérifie don c 

vg e  G E L .  c  =  0 . 
fsA, , a 
v (g) 

Il existe des entiers q  ̂1 , m^,...,m̂  ^ 1 e_t d, e  ̂0 avec d + e  ̂q , des 

morphismes continus b1,...,b :  G —̂  Œ et des formes linéaires 

i l 
w , x ^ , y_̂  £ L(E,Œ), \ < & < mj , l < j ^q ,  possédant le s propriétés sui -

vantes : 

(i) (w,(x^),(y^) est une base de l'espace vectorie l complex e L(E,C) . 

(ii) Pour tou t g t G , on a w«3'1(g) = w« P1(g) = bQ(g)w e t 

/ 0t(g) =b.(g ) x* , ŷ j o aa(g) = bo(g)y^/b.(g), 1 < i < m . , 1 < j < q . 

( m ) c  =  dw + — Z  ( x . d y . - y . d x . ) . 
A ^  0  3  3  3 3 

3 

(iv) On a wo'v^(g) = 0 pour tout g t G^ , la forme linéair e w  est réelle, 

et les propriétés (iv) , (v), (vi) jie (8.1.2), Corollaire 2 sont satisfaites .» 

Si JL 
Une base (w,(x^) , (vj)) de l'espace vectorie l complex e L(E,Œ) possédant les 

propriétés (ii)-(iv ) ci-dessus sera appelé système de coordonnées li- linéaires 

1 
complexes c^-adapté a  P • • 

Soit maintenant (Théorèm e 4) p t Act ,  de partie semi-simpl e a € Act e t de 

partie nilpotente v  : Ĝ  ^  Ôq , et soit 9 €  ̂DKa,o , tel que 9,, c = a -  En 

supposant, pour simplifie r le s notations, que 

(29) (X,a,K,c) = (E ,0,T K,c ) . 
a a  a 
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1 ' i somorphi sme Hc de l'algèbr e d e Lie (eo , C - » - 3 C ^ su r l'algèbr e d e Lie ôq 

induit (pa r définition ) un isomorphisme, encore noté Hc ,  de l'algèbre d e 

Lie (t- ^ C - , . ] * * su r l'algèbr e d e Lie Qko . 
o c o 

Soient P" ^ a1  :  G —^GL(T^K) le s homomorphi smes continus associés aux projec-

v v  i v  v  V  \ * v ^ 
tions P^ et a d e P et a sur Act via 1'isomorphism e canoniqu e d e su r 

i i 
GL(T K ) , soi t (w,(x. ) ,  (y.)) un système d e coordonnées F - linéaires complexe s 

, x 1  # 
c - adapte a P1 ,  et soient b ,  . . . ,b :  G — >Œ le s morphismes continu s 
a o  q  T 

£ i 

définis par l a proposition 4(ii) . E n notant w ,  x. ,  y. a u lie u de 

<vk ( 4.k-1 ,  X,k-1 ,  ,  +  u  j  7 k ^ 
w ,  (xj^ »  j  '  element h d e ^ s'écri t de manière unique 

(cf. supra, Proposition 2 ) comme un polynôme (pou r k < °°) ou une série for-

melle (s i k = °°) 

(30) h = 
(a,p,y)£a 

2̂ 2oc+ I 6 I + Iy l<k+l 

u a  p  y 
ha.B.v W  X  y  ' 

m . ^ 

où G = IN x (  1 T TN 3 ) ,  avec le s notations multi-indicielles habituelles , 

les ha, B, Y désignant de s constantes complexes. 
De la relation 

V g 6 G , V f £ t s (o1(g* -d^fg) (o1(gk)* -id^fg) (o
1(gk)* -id^fg) f - bQ(g)a1(g)f , 

on déduit que 

(3.U (Ad V ( g ) ) c o 
a B  y 
w x y =bQ (g)l-lvl-a 

i< j<q 
b.(g) 

(o1(gk)* 
-id^fg) (o1(gk)* -id^fg) (o

1 

(gk)* -id^fg) (o
1(gk)* 

où l'o n a  noté (3.,y. les composantes d e (3 , Y £ 
i< j < q 

d . 
IV ^ suivan t l e j-ième 

facteur. Si 

R ={(a,p,Y)ta :2ot+lp | + |Yl>2 et Vg 6 G,b (g)1 _ 'Y '_0C T T bj(g)'Yj'|-|Bj| = 1 } , 
l<j<q 3 

nous pouvons enfin formule r l e résultat annoncé , évident d'aprè s (30)-(31 ) : 
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COROLLAIRE.- Sous les hypothèses d u théorème 4 et avec le s notations que nous 
y/ 

venons de définir, le morphisme f  de l'algèbre d e Lie abélienne G-^ dans 

Yk p n k 
l'algèbre d e Lie , L • , « ) donné par 

Vg € G , V ' ( g ) = H 
c 
a 

v 
f(g) 

est de la forme 

Vg£ G ,  f(g) = 
j,i,m 

e . 
3>m 

g)x.y. + 
(a,g,Y )£R 

2oc+|8|+lYi<k + 2 

a,8,y(g)w x  y , 

ou les f n  son t de s formes linéaire s complexes sur Ĝ . (les e. étan t 
oc,(3,Y ^  J, m 

celles introduites dan s la proposition 4(iv)) . • 

Je laiss e l e lecteu r prouver l e 

SCOLIE 4.-Gèneriquement, R est vide ( plus précisément, si l'o n muni t l'ensem -

ble Hom( G, GL( T K̂ ) ) des morphismes continus G —*>GL(T^K) de la topologie  

compacte ouverte , l'ensemble de s ̂ p̂  € Hom(G,GL(T^K)) tels que - les notations 

étant celles de la proposition 4  quant aux b. - R soit vide est résiduel ), 

v 
et p est donc lineari sable. • 

(JU 
EXERCICE - L1espac e Hom (G , GL(T K)) des homomorphismes continus de G 

dans GL(T^) étan t muni de la topologie de la convergence uniforme sur les 

— 1 

compacts, montrer que les P qu i ne sont pas faiblement hyperboliques sont 

contenus dans un fermé de mesure nulle. 

280 



FORMES NORMALES D'ACTIONS PRÉSERVANT UNE STRUCTURE 

(8.3) Le théorème de Sternberg en géométrie de contact et en géométrie sym

plectique. 

Soient K et K' (resp. 0 et Q1) deux structures de contact (resp. deux 

formes symplectiques) définies respectivement sur des variétés de dimension 

finie X et X ' . Etant donnés un groupe de Lie G et deux points a £ X et 

à' € XF , nous dirons que p € Act°°(G,K) et p 1 € Act°°(G , K ' ) (resp. p (E Act°° (G,Q) 
a a a 

et p1 € A c t ^ ( G , Q ' ) ) sont (C°°) isomorphes lorsqu'il existera un germe 

h : [x]a—>[x]a, de transformation de contact K >K' (resp. de transformation 

symplectique Q—>Qf) de classe C tel que h_̂  p = p 1 . Nous dirons de même que 

p et p1 sont formellement isomorphes lorsqu'il existera un germe h comme ci-

dessus tel que, pour tout g 6 G , on ait j~,(h^ p(g)) = j", p'(g). 

THÉORÈME 1. Sous les hypothèses précédentes» si G est un groupe élémentaire  

tel que dim ̂  G ^ = 1 , et si les parties linéaires de p et_ (ou) de p' sont  

hyperboliques, alors p et^ p' sont isomorphes si et seulement s'ils sont  

formellement isomorphes. 

(dans le cas de la géométrie de contact, 1'hyperbolicité de la partie linéaire 

de p  équivaut a celle de la K-partie linéaire de p) . 

L'hypothèse faite sur G dans le théorème 1 signifie simplement qu'il est 

isomorphe à GQ © 7L ou à GQ 0 ]R , où Gq désigne le sous-groupe compact maximal 

de G . 

JUSQU'A LA FIN DE (8.3), ON SUPPOSE QUE G = G 0 Z OU G 0 IR , ET L'ON 
o o 

IDENTIFIE H = G/G A 7L OU IR , L'INJECTION CANONIQUE H >G ETANT L'IN

CLUSION. 

DANS CE QUI SUIT, p  DESIGNE UN ELEMENT DE Act°°(G,K) OU DE Act°°(G,Q), 
a a 

DE PARTIE LINEAIRE HYPERBOLIQUE. 

(8.3.1) Choix d'un modèle pour p  et formulation précisée du théorème 1 . 

a) Cas où p e Act . G , K ) . 
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Appliquons (8.2.2) , théorème 4, proposition 4 et corollaire, à l'action formelle 

p°° 6 Act~(G,K) donnée par 

P°°(g) = j^(p(g>) 

(on voit en effet facilement que, pour tout 9 € ^ ( K ) , le K-jet d'ordre infini 

de 9 s'identifie à j~ 9). 

Les notations étant celles de (8.2.2), corollaire , l'application liné-

V Y 
aire f est déterminée, puisque G ̂  = 1R , par f ( 1 ) . Soient 

R1 = R U { 1 , 0 , 0 } U { à™ A : 1 <: i £ m <; m., et 1 £ j £ q } 

a+lyl q  IP.I-ly J 
Ro = {(a,p,y)€ Q \{(0,0,0)} : Vg€G, b  (g) 77 b. (g) J J = 1 } 

3=1 3 

où ôm - est 1 ' élément (ô P, y) de Cl vérifiant |(0,(3,>fl| =2 et = ym = 1 « 
3 » 3  3 

Si l'on note min R et min RH les ensembles minimaux de R et de RH pour 
o 1 o 1 

l'ordre défini sur d par "(a,(p ),(y ))  ̂(a ',(r^),(s . )) si et seule-

a jl z z 
ment si a <. a' et (3 . ̂  r . , y. £ s. pour l ^ X ^ m . , 1 £ j  ̂q", on déduit 

3 3  3  3  3 
de (4.3.2), lemme 4 , l'analogue suivant de (4.3.2), lemme 5 : 

PROPOSITION 1 . Tout élément de s'écrit (de manière non nécessairement uni-

que) comme la somme d'un élément de l'ensemble fini min R̂  et d'un nombre fini  

d'éléments de l'ensemble fini { ( 0 , 0 , 0 ) } ( J min Rq . • 

EXERCICE. Quelles conditions doivent vérifier aQ,...,a^ pour que la (K-)partie 

linéaire de p soit dans le domaine de Poincaré ? En déduire que Ro est alors 

vide. • 

Soient E = T X et, pour chaque (oc,(3,y) € C l , 
a a 

lYi l+- • - + IYJ n R 
u q  =  (-2i) Yl Yd wa xPyV : E ^ <C 

où d est défini dans (8.2), Proposition 4 (le 

lYlU... + lydl 
facteur (-2i ) est la pour que 1 ^ensemble des u R avec 

OC , p , y 
(a,(3,v) € P soi t stable par conjugaison complexe) . Soient alors 

' o 
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V " z u : 
E >Œ et v , . . . ,v : Ea R des fonctions telles que 

zi zµ 
z . , . . . , z , V  ,...,v soient distinctes et vérifient 

Í z. , • • • , z , z z Ì 
L 1 u  1 U J 

ot,ß,Y 
(oc,ß,v) € minR et u 0 (E ) <¿ JR } 

Y o a , p,y a J 

>{v1,...,vv] = [ua,ß,Y : (oc,ß,v) € min R et 
1 o 

u o (E ) aTR } . 

PROPOSITION 2. Il existe des fonctions V a,B,y : Œu x ]Ru »Œ , (<x,p,Y) € min P., 

de classe C°° , telles que le germe f : CEa] Q > Œ de fonction C°° défini par 

f = 
(a, ß,Y)£minP1 

wa xß yV q> q  a, B, Y °(z.,.••,z ,v.,...,V ) 
1 U  1  V 0 

soit réel et vérifie j - f  =  ï  ( D • Pour tout choix d'un tel f , on a 

Vg € G , [a (g)] 
o 

H f = H f . 
c c 
PI A 

En outre, si G = G © JR , le générateur infinitésimal de ["̂ l-m r 1 m rrn 
O *- |JK X iL J JK X |_ U J 

commute a H f . 
c 
a 

Démonstration» La première assertion est une conséquence facile du théorème 

v 
de prolongement d'E. Borel, de la réalité de f (l) et du fait que 

fu q  :  (oc ,[3,y) € min R } est stable par conjugaison. Les détails constitue-oc, p,y i 

ront pour le lecteur un exercice d'algèbre élémentaire. 

Pour prouver la seconde assertion (la dernière, similaire, est laissée 

au lecteur), il suffit de remarquer que 

i „ c 
o* (g) H f 

a 

= (foa1(g)).(ca/?1(g)\a) = 

= ( f o c r 1 ( g ) ) / a o ( g ) 

= f , 

les 9 q  o(z.,...,z ,v.,...,v ) étant des intégrales premières de [a (g)] .• a,p,Y 1 p , 1 v  ° o 

Soit uf l'élément de Act°°(lR , T K) admettant H f pour générateur infini-
a 

tésimal. Puisque G = G © H avec H =JR ou Z la proposition 2 admet le 
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COROLLAIRE 1 . Pour tout f vérifiant les hypothèses de la proposition 2 , il  

existe un unique pf € Act~(G,TaK) tel que 

Pf | g x E 
o a 

" ^  | g x E ^G xfo] 
o a o 1 J 

et possédant en outre la propriété suivante : 

- Si H = 2 , on a pf(g) = a (g)ouf(g) pour tout g € H . 

- Si_ H = I , le générateur infinitésimal de P f | H est 

_d_ 
dt 

cf^t) 
t=o 
t€H 

+ H f . • 
c 
a 

REMARQUES. - Lorsque R q n'est pas vide, la non-unicité de f a une double ori

gine : d'une part, la non-unicité du prolongement dans le théorème d'E. Borei, 

et d'autre part la non-unicité dans la proposition 1 . 

- Ce qui précède, de la proposition 1 au corollaire 1 inclus, reste évi-

1 
demment vrai si p n'est pas hyperbolique. 

Le théorème 1 est une conséquence de l'analogue suivant de (4.4.3), 

théorème 2 : 

THÉORÈME 2. Pour tout f vérifiant les hypothèses de la proposition 2 , p est  

isomorphe à pf . 

EXERCICES. - En particulier, si Rq est vide (par exemple lorsque p41 est dans 

le domaine de Poincaré), p admet pour modèle le germe en G x {o} d'une action 

analytique de G sur Ea , car uf est alors le germe d'une action algébrique 

de ]R sur E . 
a 

- Montrer que le théorème 2 implique le théorème 1 (remarquer que la 

construction de p^ a pour point de départ le jet de p , dont on peut supposer 

que c'est celui de p' par définition de 1'isomorphisme formel). 

b/ Cas où p € Act^(G,Q). Appliquons de même (8.2.1 ) .théorème 2 et corollai

re 4 à l'action formelle p € Acta(G,Q) donnée par p (g) = j~(p(g)) . Avec les 
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notations de (8.2.1), corollaire 4, soit R -RU{ôm Q : l^^m m̂ . et l<j<q} , où 
o 3 3 

ôm , =(P,y) € a est défini par |p| + |y| = 2 et P . = y . = 1 • 
J 9*> J  J 

PROPOSITION Ibis. Tout élément de R s'écrit comme la somme d'un nombre fini 
- • "' 1 " 1 o • — 

d'éléments de l'ensemble fini min Ro . • 

Soient Eft = T&X et, pour chaque (ß,v) € ü 

uR = (-2i) 
P»Y 

IyJ +  . -. +  IyJ 
ß y 

ou a esx aeiini aans \o . i . ^ ; , coronair e ^  .  Désignon s aiors par 

z1, ,zµ : E > Œ et v.,...,v : E —>IR des fonctions telles que 
l p - a ^ l v a 

z^,...,z^, z^,...,z^,,...,soient distinctes et vérifient 

, {Zl,...,zu , ^ , . . . , r } = {upjY : (p,Y) 6 min Rq et « ^ ( E j <£ ™ 3 

L { V T , . . . , V U ] =  {up> Y : (P,Y) € min Rq et « ^ ( E j c » } . 

PROPOSITION 2bis. Il existe une fonction <P : CH x JRV ^JR , de classe c " , 

telle que le germe f : [ E ] — ^ K de fonction C°° défini par 

f = C«P. ( z j , . . . ^ , Tj tv)]o 

vérifie j80 = f°°(l), où f" est définie dans le corollaire (8.2.2). Pour tout  

choix d'un tel f , on a 

Vg€ G , 
[a1 (g) ]*o 

HQa 
f = H f . 

Qa 

En outre, si G = Gq © ]R , le générateur infinitésimal de [ a Ij^g -|iRxfo] 
a <• •* 

commute à HA f . • 
na 

Si û . désigne l'élément de Act°°(lR,Q ) admettant H f pour générateur 
f o a Q 

a 
infinitésimal, on en déduit, puisque G = GQ 0 H avec H = TR ou 7L , le 

COROLLAIRE Ibis. Pour tout f vérifiant les hypothèses de la proposition 2bis,  

il existe un unique pf £ Act~(G,Qa) tel que 
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Pf|G x E 
o a " CCR |G x E ] G x{o } 

o a o L J 

et possédant en outre la propriété suivante : 

- Si_ H = 7L , on a "p/f (g) = o* (g) o uf (g) pour tout g € H . 

- Si^ H = E , le générateur infinitésimal de p f | ̂  est 

_d 

at 
S 1 ( t ) | 

t = o 
t€H 3 

+ H f . 
"a 

Ce qui précède ne dépend évidemment pas de l'hypothèse d'hyperbolicité, 

qui intervient dans l'homologue suivant du théorème 2, dont la version sym

plectique du théorème 1 se déduit facilement (cf. le dernier exercice de a) ) : 

THEOREME 2bis« Pour tout f vérifiant les hypothèses de la proposition 2bis , 

p est isomorphe à pf. 
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(8.3.2) Démonstration des théorèmes 2 ert 2bis. 

Nous allons donner la preuve du théorème 2, celle du théorème 2bis étant 

à peu près identique, en remplaçant (7.3), théorème 3 par (7.3), théorème 3bis. 

La méthode choisie consiste à "oublier" dans un premier temps la structure 

de contact, puis à utiliser (7.3), théorème 3 pour réparer cet oubli. Une 

autre méthode, peut-être plus élémentaire, figure en exercice à la fin du 

paragraphe. Les notations sont celles de (8.3.1). 

1 1 

LEMME 1. Les v.f.i. de p f sont les germes en 0 de celles de pk (ou de a ). Il  

existe un germe <P : Cx]a—>^a^0 de dif f éomorphisme C°° possédant les deux  

propriétés suivantes : 
(i) <P # p  = pf . 

(ii) Pour toute v. f. i. W de o* , 9 # [ K ] et [ T K] ont un contact infini 

en W . 

Preuve.La démonstration de la première assertion est un exercice facile. 

On peut évidemment supposer que (X,a,K) = (E& , 0 , Ta K) et que 

J q ( P (g)-pf (g) ) = 0 pour tout g e G . Si gQ 6 G est égal à 1 € 2Z c H , cr* (gQ) 

est hyperbolique, de sous-espaces stable E+ et instable E~ , et il existe, 

d'après (4.2.2), théorème 1 , un germe cp1 e d8 6 ^(Ea) tel que (en notation abrégée) 

(1) 

Vg€ G , 

Vg€ G , 
= lim 

n-*œ 
((j" p'(-ngo)o7 f l»g0», > 

<j-Vl 
E 

= lim 

n-*» 
((j°° /p(ng0)°'pf (-ngQ)) 

E" 
) • 

Puisque p (g ) et p (g ) sont des germes de transformations de contact de T K , 
0 1 0 a 

il résulte de (l) que ^ # C TaK^ 0 et CTa*0o ont un contact infini le long de 

la réunion E+ (J E~ des v.f.i. de a1 . En outre, d'après (4.2.2), théorème 2, 

on a 

(2) Vg€ G ,Vg€ G , 

' G X (E+ (J E") 
= 0 , 

:ar 91 -/c 7̂ gQ) et ?f^g0^ ont un contact infini en E+ U E" par (1). Si E+ ou 
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E est trivial (domaine de Poincaré), le lemme 1 et le théorème 2 sont prouvés» 

NOUS SUPPOSERONS DONC DESORMAIS E+ ET E" NON TRIVIAUX. 

Il ne reste plus, pour établir le lemme 1, qu'à construire un germe 

*2 
€ ^ ( E ) 

o a 
tel que W2 # ^ # p = Pf et (j>2) 

E+ UE+ U E~ 
j 
QO 
E+ U E" 

idE 
a. s 

ce qui est facile : la preuve du théorème (3.1.4 ) permet de supposer (en modi

fiant cp1*[Tak] x3i mais sans toucher à son jet le long de E+ U E ) que 

(3) < V - P f > | G x E = °' PUiSqUe (pf "C°l3Gx {ot}|G xE = 0 i 

o a L 5 o a 

en multipliant les x ĵ et les ylj par des constantes positives, on se ramène 

au cas où la norme euclidienne |.| sur E^ définie par 

I v|2 = w(v)2 + 
df 

|x*(v)|2 + |y*(v)|2) 

est telle qu'il existe une constante X <  0  vérifiant 
o 

(4) V(v,t)6E x(HnC0,co[), lpj(t,v)+| 
X t 

s e ° |v J et lp*(-t,v)J 
X t 

*e °  |v j , 

où v *v± désigne la projection orthogonale sur E* » Si l'on utilise cette 

1 
norme (qui est invariante par a i ^ ) dans le procédé d'extension qui a ser-

o a 

vi à prouver (3.2.1) , lemme 1 , on parvient à construire deux actions R^ et R^ 

de classe C de H sur E^ possédant, d'après (2) , (3) et (4) , les propriétés 
suivantes : 

C5) 

a) CRl]Hxfo] pf I HxE 
a 

et CR2 ]Hx{o} 
= f4> P 

1 X HxE 
a 

b) Vg € GQ , crVg)* ! * = Rj , j = 1,2 » 

c) j00 (R2-R1} =  0  * 
Hx(E+UE") ^ 1 

d) Il existe X < 0  vérifiant, r(v , t ) € E x(Hn[0,«L), 

| R (t,v) |seXt |vJ et |R.(-t,v) UeX t I v I  ,j = 1 ,2 » 

e) Pour tout compact K c H , 
(Rj-pK)|KxEa' 

, j = 1 , 2, est à 

support compact. 
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Il en résulte (cf. (4.1) et (4.2.2),théorème 3)que la suite (R (n)oR2-n)n EN 

converge, au sens C°° sur tout compact, vers un $ 6 Diff°°(Ea , E^) conservant 

o*1! , ayant un contact infini avec l'identité en E+ (J E , et tel que 
o a 

$_X,R2 = R1.D'après (5)a) et (3),le lemme 1 en résulte avec <P = (I°cp1) . • 

FIN DE LA DÉMONSTRATION. Soit T le sous-groupe libre discret 27L c H de G . 

D'après (5)d)-e), pour r > 0 assez grand, si 

B = fv € E : 
r L a 

|v U r ] et D = B 
+ J r r 

\pJ(2)Br , 

la restriction R1 C2)|D est égale à *p*(2)|p , et détermine entièrement 
r r 

^1 % % 
R. . Comme p (2) est sur un groupe a un paramètre d'automorphismes 
11 K 
Tx(E \E") 

a 
hyperboliques de E , l'espace des orbites Q de R. est donc une 

a 1|rx(E \E") 
1 a 

variété C séparée, diffeomorphe a xs , et la surjection canonique 

7i : E \ E" »Q est un revêtement C°° . 

a 7 

Désignons par }i et K2 les germes en E+ U E~" de structures de contact 

invariantes par R^(2) définis par 
[K2]o = <P*[Ta et [K2]o = <P*[TaX]0 • 

D'après le lemme 1 et (5)d) , k1 et k2 ont un contact infini en E+ 1J E . Par 

conséquent, les germes tiw K^ et Tt ^K^ en N = n ( E+ \ E ) de structures de contact 

sur Q obtenus par passage au quotient ont un contact infini en N . L'action 

R de G sur E& définie (d'après (5)b)) par (R-o*1)^ x£ = 0 et R|HxE = Ra 
a _ o a , a _ _ 

induit une action R du groupe compact K = G/r sur Q ; comme le germe p de R 

en K x N laisse tiw k et tiwk invariantes, on déduit de (7.3), théorème 3, 
7C 1 7 C j 

qu'il existe un germe h : [ Q ] ^ ^ de dif f éomorphisme C°° laissant p invariant 

oo — o o —à'<r — 

et tel que jN8h = jN8 id^ et h tc^ K^ = r*k2 • En relevant h par 71 et en se lo

calisant en 0 € E , on obtient donc un germe h : [E \ E"] » E \ E" 
a a o a 

d'application C°° laissant Pf|Gx^£ \E~) invarian^ (car pf est le germe de R), 
a 

tel que h~'r[ T K ] = 4\ , [ T K ] , et vérifiant jœ(h-Cid1, v__] =  0 . Il ré-
a ° w a °|Ea\E" EaXE ° 
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suite donc de (4.2.3) , théorème 2 (appliqué avec 9 = Y = p (2) et hQ=[idE ] ) 
f ° a o 

que h se prolonge en un élément (encore noté h) de -^°(E ) tel que h p = p 
o a I I 

et h"[T K] =  9„[T K] . En d'autres termes, hô P : [x] >[E ] est un germe 
a o a o a a o 

de transformation de contact K * T K de classe C°° , envoyant p sur p .  • 
a i 

REMARQUE. Le recours à l'extension R de p dans cette fin de démonstration 

ne présente aucune utilité, car le germe CQ] N est entièrement défini par p^(2) . 

EXERCICES. 1 - Montrer que la notion de K-jet d'ordre k < « est définie pour 

des germes de transformations de contact de différentiabilité finie (que l'on 

précisera). Enoncer et prouver des versions en différentiabilité finie de tous 

les théorèmes de (8.3) . 

2 - Prouver le résultat suivant : pour tout groupe de Lie compact 

K et tout p € Act^(K,K), il existe un germe h : [x]a ^^a^o de transforma 

tion de contact K ^  T&K de classe C°° (analytique si X , p jît K le sont) tel 

que hvtp = p* . (Remarquer que, si K = T K , la compacité de K impose que 

1 1 * 

Pv = P * Appliquer alors successivement la démonstration du théorème (3.1.4 ) 

et une variante de (7.3) , théorème 3). Prouver de même le résultat correspon

dant en géométrie symplectique. 
3 - (Autre démonstration du théorème 2 si G = fo}). 

o 

a) Montrer que cp1, au début de la preuve du lemme 1 , peut être choisi 

dans *^Q^a^^ d e Plus simple est d'utiliser (7.3) , théorème 3 pour modifier 

un cp1 d'abord arbitrairement choisi ; on peut aussi définir 9^ par une fonc-
, , 1 

tion génératrice : construire d'abord une transformation de contact T K—>K , 
to a ' n, 1 

puis refaire la démonstration de (7.2 .1), Corollaire 3 , au niveau des jets 

le long d'une réunion de sous-variétés de J^ClR11^)2 , et employer le théorème 

de prolongement de Whitney). 

b) Utiliser les fonctions génératrices si G =  7L , les hamiltoniens de 

contact si G = 1R, pour montrer que les actions R^ et R^ , dans la suite de 

la preuve du lemme 1 , peuvent être choisies de manière à préserver T^K , ce 

qui entraîne que $ est une transformation de contact. • 
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(8.3.3) Les cas génériques. 

THEOREME 3. - Soient c  une forme de contact sur une variété séparable X  de di-

mension finie, et K l a structure de contact engendrée par c  . Il existe un résidue 

S de C (X ,]R) pour la topologie de Whitney tel que, pour tou t f t S et tout a c X 

vérifiant H f(a) = 0 , les propriétés suivantes soient satisfaites : 
c 

(i) L1automorphisme exp(dH f(a)) de T X est hyperbolique, et la K-parti e liné-
c a 

aire de H f(a) est semi-simple. 
c 

(ii) Le germe LH fest  C8  -t linéarisable, au sens suivant :  il existe un germe 

<p £ J} ( K ,T K) envoyant £h f ] sur sa K-partie linéaire en a . a , u a  c  a  ————— — — — — — — — — — — — — 

Voici l'analogue du théorème 3 en géométrie symplectique : 

THEOREME 3bis. - Soit un e forme symplectique sur une variété séparable X  d e 

dimension finie. Il existe un résiduel S  d e la topologie de Whitney sur C (X,]R) 

tel que, pour tout f 6 S et tout a € X vérifian t H f(a) = 0 , les propriétés sui-

vantes soient satisfaites : 

(i) Si l'on pose E = T X e t E1 = dH f(a) , il existe des entiers q, d, e t IN 
a oj 

avec d + 2e < q , des complexes X. ,... ,X e t des formes linéaires complexes 
l q 

Xj 9 yj  ̂L(E,Œ) , 1 <, j <, q , possédant les propriétés suivantes : 

(a) (x.,y.) .  est une base de l'espace vectoriel complexe L(E,(C) . 

^1 
'b) On a x . o E = > 

i 0 
». .x . et y .oe} = -X .y . pou r l^i<q . 
J J J J J 

{c) u)(a) = 
q 

y . Ax . 
3 J 

(d) On a 

X. 6 i]R\{0} et x. 2i y . pou r 1 <, j < d 

\. = \. 6 (D\(]RUiIR) et x . = x . j  y. = y . pour d < j < d+e 

X. G JR\fO) et x 
J J J 

6 L(E,IR) pour j > d + 2e 

(e) Si_ (ß,Y) € (JNq)2 vérifie S (Y .-ß .)X . = 0 ,  alors y • 
.1 n  .1 .1 

= ß . pour tout j . 

(ii) Sj_ exp £ est hyperbolique (c e qui est le cas si et seulement si l'entier 

d ci-dessus est nul) , alors il existe une fonction cp € C°°((Ce X IRq 2e ;]R) possédant 
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la propriété suivante :  sj_ Q est la forme symplectique sur E  donné e par 

Q(v) = 
q 

j=i 
dy . A dx . , Q € E , 

il existe h è i (ci) »Q) envoyan t [h f] su r [h F J ,  où 
a,o &  a  Q 0 

F(v) = tf ((x.(v)y.(v)). . 
J J  l<J< e 

, (x.(v)y .(v))o ^ . ) 
j J  2e<j^q 

La démonstration de ces deux résultats, tout à fait semblable à celle du 

théorème (4.4.5), est laissée au lecteur, qui s'exercera ainsi à manier (8.3.2). • 

La le<£on du théorème 3bis est double : d'une part, même génériquement, 

les points fixes d'une action préservant une structure symplectique ne sont en géné-

ral pas tous hyperboliques ;  d'autre part, même pour ceux qui le sont, le germe de 

l'action n'est pas en général lineari sable. Cela dit, je laisse le lecteur vérifier 

que le modèle H F fourn i par le théorème s'intègre explicitement (indicatio n : 

chacune des fonctions x. y. est une intégrale première de l'action), et est donc 

tout aussi utilisable qu'un modèle linéaire. ("K" ) 

REMARQUE. - Le théorème 3 s'étend aux automorphismes infinitésimaux (e t aux automor-

phismes, cf.(4.4.5)) d'une structure de contact non nécessairement engendrée par une 

forme, à condition de définir la topologie de Whitney sur l'espace fonctionnel con-

cerné. De même, le théorème 3bis s'étend aux automorphismes infinitésimaux non né-

cessairement hamiltoniens (e t aux automorphismes) d'une forme symplectique. Enfin, 

k 
comme dans (4.4.5), si l'on demande seulement un C -isomorphisme, k t I N ,  au lieu 

co 

d'un C -isomorphisme, on obtient un ouvert dense au lieu d'un résiduel - et la fonc-

tion (p d u théorème 3bis peut être choisie polynomiale. 

(">'0 Les théorèmes 2bis et 3bis sont autrement rassurants que les résultats sur la 
classification analytique des germes de champs hamiltoniens analytiques réels : 
même dans les cas hyperboliques, ladite classification es t à peu près impossible, 
alors que nous venons de voir combien l a classification différentiable était simple. 
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(8.4) Intégrales singulières normalement hyperboliques des équations aux déri

vées partielles du premier ordre. 

En vertu des remarques faites au début de (7.2.3), nous ne parlerons pas 

d'intégrales singulières, mais de singularités de transformations de contact 

infinitésimales, laissant les traductions au lecteur - qui peut d'ores et déjà 

interpréter (8.3) en termes d'intégrales singulières de dimension 0 . 

Soient X1 et X^ deux variétés, respectivement munies de structures de 

contact K1 et K2 • Si £^ désigne pour i = 1,2 un germe en â  € Xi de trans

formation de contact infinitésimale C°° de ki , nous dirons que E1 et Ç E2 sont 

formellement v-isomorphes à l'ordre k € 3N% (J [co] lorsqu'il existera un germe 

h : [X.3 ^[X ] de transformation de contact'Ki > KQ tel que 
j. a. £ a_ x 1 2 

-1 -1 k 
%> (0) = h(§ (0)) et j (h„§.-50) = 0 . Ces conditions sont évidemment 2 1 ç-l(0) * 1 2 

k 

satisfaites lorsque 5^ et §2 sont C -isomorphes, c'est-a-dire lorsqu'il exis-

te un germe h de transformation de contact C tel que h^ ^ 1 = 2̂ " 
-1 c o 

THEOREME 1. Sous ces hypothèses, si (G ) est un germe V de sous-variété C non-
vide et si  ̂es t hyperbolique normalement à V , alors (§.), détermine s : IN U 

1 1  K * 
ft ~'c 

avec s(lN ) C IN , ayant la propriété suivante : _si_ §̂  e_t £ sont formellement 

V-isomorphes a l'ordre s(k), alors ils sont C -isomorphes. 

Un théorème de ce type n'est guère "parlant" s'il ne s'assortit pas d'un 

résultat précisant les formes normales auxquelles il permet d'aboutir. Nous 

allons donc à la fois le prouver et le préciser, en posant 

(X,a,§) = (X1,a1,?1), sous 1' 

HYPOTHÈSE SUPPLÉMENTAIRE. L'endomorphisme N& § de N&X = T&X/T V induit par 

TaE a toutes ses valeurs propres distinctes et réelles. 

x % ~1 
D'après le théorème (8.1), comme d£(a) et ?v ont le même spectre, les 

valeurs propres de N § sont d'une part u(0) = (L „ c )/c et d'autre part des a vl a a 

nombres réels Yj(o), ii(0)-A._. (0) , 1 ̂  j ̂  n-r , où r = dimV . Désignons par P 
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l'ensemble des (oc,(3,y,ô) n — r" n  — T 
e M x  W x i x i 

vérifiant 2a + I(P,y,ò)I > 2  et 

(a + k l + |ò| - 1) Ti(0) + 
n-r 

3 = 1 

(P.-y .)X .(0) = 0 . 
3 Y3 3 

THÉORÈME 2. Sous les hypothèses précédentes» il existe des fonctions réelles 

li,X1,...,\n r et fa p ̂  ô » (oc,(3,y,ô) £ P de classe C°° sur TRT , telles que, 

pour tout k 6 ]NV , il existe un germe h : CX3 ^[j GR n,3R)30 de transforma -

1 k 
tion de contact K »Kn ^ , de classe C , possédant la propriété suivante : 

le hamiltonien de contact de hw§ par rapport à Cq est le germe en 0 de 

Fs(k)=(^oy)u-
n-r 
S 
3 = 1 

U 0 y ) x V + 
J 3 ( a , ( B,y , ò K P 

2a+| ̂ [3,y,ò) |áslk) + l 

/ r» x oc (3 y ò 
( f a , P , Y , ô o y ) U  x  p  q  ' 

où y(p) = (x11 r+1 (p), . . . , xn(p) ) . 

Si p-(o), X . (o), . . . ,YX (o), u(o)-X, (o), . . . ,]i(o)-A. (o) sont tous du 
— 1 n-r n-r 

même signe, P est fini, ce résultat est vrai pour k = œ , et l'on peut choisir 

s(œ) < oo . 

Démonstration : (i) Partie formelle. Pour tout l € 3N" , nous allons construire 

une transformation de contact h telle que le hamiltonien de contact de h^ § 

ait le même c -jet d'ordre i en h(V) = [V ]_ que [F.] 
o ° r 0 ^ ta i o 

, / 1 r^ f n-r+1 m , 1 n-rx 
Notons y = (y ,.-.,y ) = (x ,..-,x ), x = (x ,...,x ), 

P = (Pi'---'Pn.r) et q = (qlf...,qr) = (pn_r+1i•••»Pn>• D'après (7.3.1), 

Proposition 2, on peut supposer que (X,a,K) = ( J1 QRn,lR), O,}^ „ ) et que V est 
n, 1 

-1 -1 -1 -1 
le germe en 0 de Vr = u (o)Dx (o)Dp (o)nq (o) . Le jet en Vr de i^ CQ 
s'identifie au germe en 0 d'une série formelle 

R -
oc, (3,y,ô 

a,p,v,o 
a (3 v à 
u x  p Y q  , 

où les S D c € Cœ(JR yJR) peuvent être choisis, par hypothèse, de manière 
oc,f3,y,ô 

que 

S0,0,0,0 
= 0 et S 

0, (3,y, ô 
= 0 pour |(3| + |y|+ |ò| = 1 . 
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LEMME 1. Modulo u n germ e [ j 1 0 R n , ] R ) ] o d' automo-rphi snie de 

K • 
n,l ,on peut supposer que 

S=(]Ioy)u-
n-r 

j=1 
(A 

H 
o y ) x 3 p 

3 
+ 

2oc+|ß|+|Yl+|o|>2 
(S 
oc,p,viÖ • y) 

a ß Y 6 
u x  p Y q 

Preuve :  Pour chaqu e 9 ERr , soi t S 
e 

la transformatio n d e contac t infinitési -

male d e K 
1 
n-r, 1 

qui a  pou r hamiltonie n d e contac t 

20C+I ß| + lv l=2 
S 
cx,'ß,YiO (0) u  x  p T 

par rappor t a  l a form e c' 
o 

= d u -
n-r 

3=1 
P 
j 

dx j • Dan s le s coordonnée s 

w =  u  + 
1 
2 

n-r 

3 = 1 
P 
3 

x 3 , x . =  e t y . 
3 3 

= P j ,  1 <: j £ n  , S O est linéaire , e t 

d'après l e théorèm e (8.1) , i l résult e d e notr e hypothès e supplémentair e qu'i l 

existe un e transformatio n d e contac t (linéair e dan s no s nouvelle s coordonnées ) 

h tell e qu e 

h c ' =  c ' e t i , -  c ' =  p-(o)u -
o o  o  h o 

o-* o 

n-r 

3 = 1 

XAo) x J p . 
3 F 3 

Si H  désign e l a transformatio n d e contac t d e K 
1 
n,l 

donnée pa r (u,x,p ) oH 
o = 

(u,x,p) 0h c et ( y , q ) o H Q = (yiq) > on es t don c ramené , e n remplaçan t ! par H o * ? 

au ca s o ù 

(1) 
20C+I ß| + |Y|=2 

S 
oc, p,Y,o 

/ \  o c ß Y Ko) u  x  p T = y,(o)u -
n-r 

3 = 1 

X 
3 

S O 3 
P 3 

Il exist e u n voisinag e d e 0  dan s m1 où le s valeur s propre s d e S E 
(dans 

les coordonnée s w,x , y ) sont de s fonction s C 0 0 d e 0 Un exercic e facil e d'al -

gèbre linéair e montr e alor s l'existenc e d'un e famill e h O de transformation s 

de contac t d e K 
1 
n-r, 1 

, linéaires dan s le s coordonnée s w, x  ,y . , dépendan t d e 

maniere c 5 0 
de O E Rr , vérifian t (d'apres(l) ) 

(2) h =  id , 
o 

H 
fr 
ft C' O 

= c » 
o 

et telle s que , pou r tou t 0  asse z proch e d e 0  , h 
Ou 

SO ait pou r hamiltonie n d e 

contact 
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u(9)u -
n-r 

j=1 
x . ( e ) x J p . 

3 o 

par rappor t à c'o, avec u =  S 1,0,0,0 et 3 
€ cœciR raR). Pour 9  asse z voisi n d e 

0 ,  i l résult e d e (2 ) que he admet un e fonctio n génératric e 9 
e 
(x,u,p)=$ ( e,x,u,p) 

de l a form e 9 
e 
(x,u,P) =  U  - Y 

O 
(x,P), où Y O 

est un e form e quadratique , dépen -

dant cœ de e Si l'o n considere maintenant l a transformatio n d e contac t (lo -

cale) H d e K 1 
n, 1 

qui adme t pou r fonctio n génératric e 

§(y,x,u,P) 
r 

3 = 1 

yj Q. 

3 

{ou l'o n not e (U,X,Y,P,Q ) le s coordonnée s a u but) , on es t ramené , e n rempla -

çant S par H*S , a u ca s o u 

(3) 
20C+I P| + |YI +  |Ô|=2 

(S 
DC, [3,7,6 

0 y) 
a ß y ö 

u X  p Y q  = 

= (p, o y)u-p(A0y)x-q( A0y)x - q ( B o y ) p -
1 
2 

q(C0y) q  , 

où A, A,B, C €  C  O R ,  gX(n-r,]R) ) sont telle s qu e A ( e ) et c ( e ) soient respec -

tivement diagonal e e t symétriqu e pou r tou t 0  ,  et o u P ' 
t 

x (transposée d e x ), 

q désignen t respectivemen t le s matrice s (pt...pn ) > ( 1  n~r ï (x ... X ) et (q1 ... qr). 
Pour passe r d e (3 ) à  l a form e souhaité e (c'est-à-dir e pou r "'tuer " A,B, e t C ), 

il suffi t d e prendr e l'imag e réciproqu e d e |  pa r l a transformatio n d e contac t 

de fonctio n génératric e 

u-(p x  +  QD(y) x +  Q  E(y) 1 P + 1 
2 

QK(y) 
t 

Q +  Qy ) 

où 

E = B(]i - A)"1 , D =  A  A" 1 et K =  u ( A E + E A + C ) . 

Les notation s étan t celle s d u lemme , quel s qu e soien t a € C° ° OR1 JR) et 

(a,ß,v,ô) e I x l n - r x lNn"r x ]Nr , le je t d'ordr e infin i d u croche t 

[(u0y)u -
n-r 

3 = 1 
; V y ) x V • (a0y)u x  pY q J 

c 
o 

peut s'écrir e comm e l a somm e d e 
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(a+lyl+löl-1) (|i°y) + 

n-r 

.1 = 1 
(ß .-y )( X oy) ) (aoy) 

a p y b 
u x  p T q 

et d'un e "combinaiso n linéair e infinie" , a  coefficient s C00 sn y  ,  de s 

a» ß' Y & ' u x  D  q avec 2 a ' + | ß ' | + | v

, l + | o , l > 2a+ ß + k +  6 Par conséquent , 

si l'o n remplac e F par (exp n1 
* 

L, où N1 est l e germ e e n 0  d e l a transforma -

tion d e contac t infinitésimal e admettan t 

U , ß , Y , ö ) £ P 
2oc+ ( ß , Y , ö ) l = 3 

(S 
a,P,Y> ö 

°y) 
a ß Y 6  / u x  p T q / K a + l v l + l ô l - D (u°y)+ 

n-r 

3 = 1 
(ßj-Yj) (X.oy)) 

pour hamiltonie n d e contac t pa r rappor t a c dan s u n voisinag e d e 0  , on peu t 

supposer qu e tou s le s S 
a , ß , Y » ö 

avec 20C+I ( ß , V i ö ) I = 3 et (a,ß , V »6)jEP sont nuls . 

On peu t alors , pa r l e mêm e procédé , annule r tou s le s S 
O C , P , Y » O 

avec 

2a+|(ß f Y»ö)I = 4 et (oc,ß ,Y,ö) £ P , e t ains i d e suit e jusqu' à l'ordr e Jo . 

(ii) Preuve d e l a dernièr e assertio n d u théorèm e 2  . P peu t s'écrir e comm e 

l'ensemble de s (a, ß , Y i 6) vérifiant 20C+I ( ß , V , 6 ) I > 2 et 

li(o) =  (oc+ I ö I ) ]i(o) + 
n-r 

3 = 1 
(ß 

3 
X 
3 

( O )+Y 
3 
(u(o)-X 

3 (o))) 

Soient s 
o 

= ma x (f 
u(o) 
X 
j 
(o) : 1  £ j  <. n-r } U { 

li(o) 
T-i(o) -X 

3 
(o) : 1  £ j  <, n-r} ) et 

l o = mi n {l € I N : t > s 
o 
} . Su r l'ouver t (contenan t 0 ) 

U 
o 

j-1 
n-r 

j=1 
(y u°y 

3 
°y 
) 
-1 

(]o,i C) ( u0y 
Uo y-X 

3 
°y 
) 
-1 

(]0,£ C) 

1'équation 

(4) ( < X + v l +  l  ô l -1) (]ioy) + 
n-r 

j=1 
(ßj-yj) (X.oy) = 0 

n'admet aucun e solutio n pou i oc+l ( ß , Y » ö ) l >L 
o 

Par conséquent , P  es t fini , 

et i l exist e un e boul e ouvert e B  d e centr e 0  dan s 1R tell e qu e le s (oc,ß ,Y»ö) 

pour lesquel s (4 ) adme t un e solutio n su r U1 = U 
o 

y 
- 1 (B) soient exactemen t 

les élément s d e P  . Il e n résult e qu e F est formellemen t v-équivalent à  l'ordr e 

infini à F 
o = H 

c 
o 

F 
i 
o 

et qu e tou t F }ui es t formellemn t v-équivalent à  \  à 
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1 1 ordre l 
o 

lui es t formellemen t v-équivalent a  l'ordr e infini . Notr e assertio n 

sera don c prouvée , ave c s(«)=je 
o 
, dès qu e nou s auron s établ i qu e §  es t C00 -iso-

morphe à 1 
o 

. Or , nou s pouvon s suppose r qu e le s f a,p,y,o » (oc,ß,y ,6) 6 P  , 

u-u(o) et les 3 3 
-X 

3 
(o), l ^ j ^ n- r , son t a  suppor t compact , e t qu e s  es t 

obtenu pa r localisatio n d'u n germ e (encor e not e | ) de transformatio n d e con -

tact infinitesimale ega l a F 
o 

hors d'u n born é e t (d'aprè s c e qu i précède ) 

avant ave c 5 
o 

un contac t infin i l e lon g d e V 
r 

. D'aprè s l e premie r théorèm e 

de l'appendic e 6  , si e = u ( o ) / u(o) , la suit e (exp(enÇ)°exp(-en§ ) ) 
n€ M 

converge a u sen s 
00 

c 
vers u n germ e e n V 

r 
de transformatio n d e contac t envoyan t 

s 0 
sur S 

(iii) Fin d e l a preuv e d u théorèm e 2 . S i E désigne l'espac e vectorie l 

J1(Rn,R), les sous-espace s 

w + = 
A m (o) 

pXo) 
< o 

( x ^ r ^ o ) 
X.io) 

pXo) 
> 1 

P 
j 

-1 
(o) 

W" =  u " (o ) q-1(0) 
\.(o) 
3 
u(o) £ 0 

(x j)" a(o) 
X 
j 
(o) 

P 
-1 

3 
(o) 

l U o ) 
<. 1 

vérifient W + +  W " =  E et w n W ~ =  V 
r 

, e t nou s pouvon s suppose r 

W ¿ V 
r 

le ca s o ù Vif = V 
r 

ayant et e trait e dan s (ii) . Soient w : IR — > C 0, l] une fonc -

tion cœ vérifiant w 
-1 

(1) ] - 00 , 1 3 ei w 
- 1 

(o) = [ 2 ,  co C , et l . l la norm e 

euclidienne su r E donnée pa r l . l 2 = u 2 + 
n 

3 = 1 

( ( x j ) 2 +  (p.) 2) 
3 

Quels qu e soien t 

l'entier i > 0  e t le s réel s 0  > 0  e t 71 > 0 , désignon s pa r S 
0 ,¿ 

et 5 
0 , 7 M 

respectivement le s germe s e n V 
r 

et e n w" de H 
c 
n 

f O, N,l 
, o ù f 

O,N,l 
est défin i 

par 

f 
0 , T M 

(v) =  g(v ) + w ( 0 I V 
o 
I 2) w(TII v 

+ 
+v 

= 
I 2) (F (v)-g(v) ) , 

V 
o 

désignant l a projectio n orthogonal e d e v  su r V 
r 

et v 
± 

la projectio n ortho -

gonale d e v-v 
o 

sur w+-, l a fonctio n g  étan t donné e pa r 
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g = u(0) u  -
n-r 

3 = 1 
A 3 

(o) x j 

Pj 

On voi t facilemen t qu e le s H 
c 
o 

f 
e , T M 

sont tangent s à W + et W- ; e n outre , 

il exist e de s réel s 9 
o 

> 0 et No > 0 et deu x application s S1 , S2 : IN 
* 

tels que , pou r tou t i €  IN * , tou t e € ]o,e r et tou t N E ]o,No[ , le s hypothe-

ses du théorèm e ( A 6 . 5 ) de l'appendic e 6  soien t satisfaites , 

si e = u(o)/ u(o)I 

- pa r e S O,l , ave c T, = V 
r 

, W  =  W " et s =  s 1 ; 

- pa r - e S 
a , T I , i 

, ave c £ =  W " ,  W =  E et s =  s 2 
(cela provien t d e c e 

que l a suit e (j 
1 

W-
(H 

o 
F l )) Z 6  IN * est stationnair e a  partir d'u n certai n rang) . 

Soit s =  2 s l 0 s 2 . Pou r tou t k  6  IN •H- , o n peu t évidemmen t suppose r (c e qu e 

nous ferons ) qu e 5 est u n germ e d e transformatio n d e contac t infinitesimale 

de K 
1 
n,l 

, ayan t u n contac t d'ordr e s i ° S 2 
(k) avec [H fi s(k) ]0 en V 

r 
Soit 

f : E —>1R une fonctio n X** représentant I S c o , e t soien t L e et S O,1 , 9.7 ] > 0 » 

les germe s e n V 
r 

et e n W- respectivement d e transformation s d e contac t infini -

tésimales d e K 
1 
n,l 

obtenus à  parti r d e f  comm e E O,l 
et S 

9,7], i 
sont obtenu s a 

partir de FF 
L 

. E n appliquan t l'appendic e 6 , ( A 6 . 5 ) à S 
0,s(k) 

et 5 
0 

pour 9 € ]o,eOC assez petit , o n établi t l'existenc e d'u n germ e 9 :  CE ] v r 
de difféomorphism e C 

s 
2 
(k) 

tel qu e 3 
S 2 

(k) 
(k) 

9 
-S 

0,s(k) 
) 

W" 
= 0 , e t qu'e n 

outre Y*[k 1 n,l 3 V 
r 

et (A I 
n,l 

]v 
r 

aient u n contac t d'ordr e 
s 2 

(k) en V 
r 

. Un e va -

riante d e (7.3) , théorèm e 3  (ou,s i l'o n préfère , l'usag e d e fonction s généra -

trices :  cf.(8.3) , exercic e 3 ) perme t d e suppose r qu e < P est u n germ e d e trans -

1 
formation d e contac t d e K  ^  •  Nous n e perdron s don c rie n a  fair e désormai s 

s 2(k) 
l'hypothèse qu e < P = [ i d £ ] v ,  le cham p Ç  n'étan t plu s qu e d e class e C 

r 
En appliquan t alor s d e nouvea u l'appendic e 6 , ( A 6 . 5 ) , à  §  / . x et 

9,7], s (k; 
§ pou r 0  , 7] assez petits , nou s obtenon s l'existenc e d'u n germ e Y  :  [ E] 
9 iT] w -

k 1  ? 
de transformatio n d e contac t C  d e ^  envoyan t ^  su r § ^ s(k ) '  ^ ' o u 

le résulta t cherch é pa r localisatio n e n 0  .  • 
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(iv) Fin d e l a démonstratio n d u théorèm e 1  ( sous 1 1 hypothèse supplémen -

taire) » Le théorèm e 2  prouv e l'existenc e d e s 

N * , e t s a dernièr e assertio n 

implique l e théorèm e 1  lorsqu e W" =  V 
r 

. Nou s supposeron s don c W-#v 
r 

, e t 

nous attacheron s a  trouve r u n modele de F à transformatio n d e contac t C8 près. 

Pour cela , fixon s de s application s N,Uj e C°°ÛR r0R), 1 < ; j £ n-r , satisfaisant 

le lemme 1, e t telle s qu e ]i et le s 
3 

u-y 
j 

, 1  <; j <; n-r , n e s'annulen t 

pas» Pou r chaqu e ouver t U 3 0 de JB F , soi t P U l'ensemble de s 

(a,ß, Y,ö) £ ]N X  l N n " r X  ] Nn " r X  3N r vérifiant 2a + I ( ß , V , 6 ) l > 2 et tel s qu 1il 

existe e € u satisfaisant 

(a+| (Y,ô) 1-1) + 
n-r 

j=1 
(ß . - v . ) 

.1 \1 . 1 
(e) = o . 

On a  évidemmen t P c P 
U 

, e t l a situatio n es t l a suivant e :  pour tou t Je t m * 

il exist e u n U  te l qu e tou s le s (oc ,(3,y,ô) £ P ^ ave c 2a+ | (  |3 , y, ô ) | ^ & +  1  soien t 

dans P  (c e qu e nou s avon s utilis é à  l a fi n d e (i)) , MAIS i l n' y a  aucun e rai -

son (sau f s i r  =  o ) pou r qu'i l exist e u n U  te l qu e P ^ =  P  :  là es t l a diffé -

rence ave c l e cas , étudi é dan s (ii) , où W  =vr .  En d'autre s termes , o n a 

pour exempl e l e 

SCOLIE. S i P  =  0 e t ï " / V r ,  alors %  est C  - isomorphe pou r tou t k  <  «  a u 

germe $  e n 0  d e l a transformatio n d e contac t infinitésimal e d e K  „  admettan t 
o — •  n , 1 
n-r 

( | I 0 y ) u - E  (A.oy)x ^ p . pour hamiltonie n d e contac t pa r rappor t à  c  ,  mais %, 
3=1 3 3

 %  ° 
et ZQ n e son t pa s e n généra l v- isomorphes à  l'ordr e infin i ( ni a  fortiori , 

C°°-isomorphes) pour r  > 0  . 

Le raisonnemen t d e (i ) montr e que , pou r tou t U  ,  i l exist e de s fonction s 

réelles g  „  ^ , (oc , (3,y,ô) €  P  ,  de class e C° ° sur JRT ,  et u n germ e 
a, p, y, o '  U 

h :  [ x ] >  [ E] d e transformatio n d e contac t K  ^K^ H ,  de class e C° ° , tel s 

a o  n , 1 
que l e je t e n d e i ^ ^  C q soi t l e germ e e n 0  d e 

F u = (Uoy)u-
n-r 

3 = 1 

U 0 y ) x J p + 
( a , ß , Y , O ) ^ P u 

(g a,P,v, ö .y) 
a p  y  5 

u x  p  q 

(en identifian t le s jet s e n V 
r 

à de s série s formelle s e n u , x , p , q , à  coef -
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ficients fonctions C d e y ). Grâce à  notr e hypothès e su r " ' S V r , o n 

voit facilemen t qu e F 
U 

définit (a u sen s d e (4.4.2) , ave c l a conventio n précé -

dente e t e n remplaçan t l e poin t 0  pa r l e sous-espac e M 
r 
) un je t d'ordr e infi -

ni e n w + u w " , encore not é Fa U • d e fonctio n C8 . E n outre , pou r tou t 

f 6 c œ (E^R) vérifiant 3 
00 

V I I W " 
f =  F 

U 
, l e cham p H 

c 
o 

f es t tangen t à  W + e t à 

W .  Un te l f  étan t fixé , l e mêm e argumen t qu e dan s (iii ) prouv e qu e ?  e t 

[H f ] 
b c  o sont C°°-é qui valent s. 

COROLLAIRE. Soient K  une structur e d e contac t su r un e variét é X  de dimensio n 

2n+l, et^ S une sous-variét é C° ° de codimensio n 1  d £ X ,  telle qu e K | g admett e  

une intégral e singulièr e V  de class e C° ° et d e dimensio n n  .  Il exist e alor s 

pour tou t a  € V  un germ e h :  [ X ] a > [ j 1 Û R n ^ ) ] o de transformatio n d e contac t 

K — > K 0 
n,l 

de class e C8 tel qu e h (Es] ) = Cu (0)] 

Démonstration. L a régularit é d e S  entraîn e qu e V  es t normalemen t extrémale, 

et l'o n peu t applique r l e théorèm e 2  .  • 

EXERCICES. 1  a ) Sou s l'hypothès e d e l a dernièr e assertio n d u théorèm e 2 , 

montrer qu e H 
c o 

F 
S ( « ) 

est tangen t au x sous-variété s y  =  constant e (remarque r 

que P  n e peu t conteni r aucu n (a ,(3,Y*ô) avec ô  ^ 0  -  ce s sous-variétés , a u 

voisinage d e y  =  0  ,  ont un e significatio n géométriqu e trè s simpl e :  c e son t 

les variété s stable s (o u instables , selo n l e sign e d e p.(o) ) de s point s d e Vr 

pour l e flo t d e H 
c 
o 

F 
s(°°) 

b) Donne r de s formule s explicite s pou r le s courbe s intégrale s 

de H 
c 

n 

F 
s(oo) 

dans c e ca s (remarque r qu e l'ordr e su r 

(li(o) ,\ (o) , . . . ,\ (o) , 
1 n- r 

]i(o)-X (o) , . . . , l i(o)-\ (o) } 
n-r J impose au x 

éléments d e P  de s condition s permettan t un e tell e intégratio n explicite) . 

2 Généralise r le s théorème s 1  e t 2  a u ca s o ù le s valeur s propre s 

de NaS  son t distinctes , mai s pa s toute s réelle s (introduir e de s coordonnée s 

complexes :  cf. Chapero n [l]). 
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3.Prouver l e théorèm e 1  e n généra l (procéde r comm e précédemment , 

mais d e manièr e moin s précis e a u nivea u forme l :  en suivan t un e démarch e proch e 

de (i) , obtenir u n modèl e £ q d e §  possédan t l a propriét é suivant e :  i l es t 

tangent à  deu x sous-espace s vectoriel s W + e t W-  d e E  =  J^ÙR 1 1,!*) vérifian t 

W + f l W~~ =Vr  e t W + +  W ~ =  E  ,  et, si e  =  p.(o)/ | p.(o)| ,le s variété s stable s 

(resp.instables) de s point s d e Vr  pou r - e § Q formen t u n feuilletag e d e W +(resp. 

W )  pa r de s sous-espace s affines) • 

4.Montrer que , sou s le s hypothèse s d e l a dernièr e assertio n d u théo -

rème 2 , s i 5 , K  e t V  son t analytiques , alor s i l exist e u n germ e analytiqu e d e 

transformation d e contac t envoyan t 5  su r [ H F  , J\ (procéde r pa r complexifi -
o 

cation, e n prouvan t un e versio n holomorphe du théorèm e :  cf. Chapero n [l]) « 

(8.5) Linéarisation de s germe s d'action s d e groupe s élémentaire s conservan t  

une structur e d e contact . 

La méthod e employé e dan s (8.3.2 ) permet , san s cou p férir , d e donne r un e 

version "contact " d u théorèm e démontr é dan s 6 . 

Dans c e qu i suit , G  désign e u n group e élémentaire , K  un e structur e d e 

contact su r un e variét é X  , a u n poin t d e X ,  p :  G ^GLtT^K ) u n homomorphism e 

continu e t p €  Act a(G,K) u n germ e d'action , d e K-parti e linéair e p : 

(g,v) ^p"*(g)v .  Nous allon s commence r pa r l'avata r suivan t d e (4.4.2) , 

théorème 2  : 

THÉORÈME 1 . S i P 
1 

est dan s l e domain e d e Poincaré, alors, pour tou t h véri-

fiant le s hypothèse s d e (8.2.2) , théorèm e 4 ave c p = p 
•co 

к , o n défini t un e 

action analytiqu e R  d e G  su r E 
a. 

de l a maniere suivante :  quel qu e soi t 

g €  G  ,  R(g) : E 
a 

est l'uniqu e applicatio n polynomial e tell e qu e 

00 R(g) = y* P ( k ) . Il exist e alor s u n germ e h :  [X] — * [ E ] 

a a  o 

de transforma -

tion d e contac t K > T K 
a 

de class e c " (analytique s i p e t K  l e sont ) te l 

que h * p = [R] Gx{o} 
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Démonstration. C'es t cell e d e (4.4.2) , théorèm e 2 , en remarquan t qu e (4.2.2) , 

théorème 1  fourni t ic i u n germ e d e transformatio n d e contact . Pou r l'analycité , 

cf. (4.4.2) , exercic e 1  .  • 

De l'énonc e (plu s précis ) d e (4.4.2) , théorèm e 2  ,  on tir e e n particulie r 

le 

COROLLAIRE 1 . Sous le s hypothèse s d u théorèm e 1 , il exist e s 
o 

=N 
•ft 

tel que , 

pour tout e structur e d e contac t K ' sur un e variét é X ' 3 a ' et tou t 

P ' e Act s 
a 

(G,K ' ) avec s 
o 

< s  £ »  , la propriét é suivant e soi t vérifié e :  s'i l 

existe u n germ e Y1 : [ x ] _ > [ X ' ] B 

a '  a 

de transformatio n d e contac t K — > X ' tel 

que (Y * 
i p ' ) 

s 
o K = Nk 

s 
o , alors i l exist e u n germ e «P : C x ] a _ > [ X ' ] a , de transfor -

mation d e contac t K  >K ' de class e c s tel qu e Y* p' = p . 

Nous diron s qu e p es t linéarisable (resp . formellement 1inéarisable ) 

lorsqu'il ser a isomorph e (resp . formellemen t isomorphe ] à [p1] 
Gx{o} au sens 

de (8.3) . 

Avec le s notation s d e (8.2.2) , propositio n 4  ,  le s C . 
1 

6 % associés a 

P 
B dans (4.3.1 ) son t donné s pa r 

(1) 
c . = ( L o g l b . 1 ) ^ 

pour 1 £  i  £ q  . 

n =  2q+ l e t c  = 
^ n UoglbJk 

c. =  c  -  c . 
1 n  i- q 

pour q <  i  ^ 2 q . 

COROLLAIRE 2 . S i 
C l , . . . , c q , c n sont linéairemen t indépendant s (c e qu i es t 

génériquement l e ca s pou r di m X <  2  d i ^ G  ) , alors P 
1 

est dan s l e domain e 

de Poincaré, et l'o n peu t prendr e s 
o 

= 1 dans l e corollair e 1  .  En particulier , 

P est linéarisable . 

Le ca s o u P 
1 

est dan s l e domain e d e Poincar é étan t ains i traité , nou s 

ferons désormai s le s deu x hypothèse s suivante s : 

(i) p 1 est faiblemen t hyperbolique , dan s l e domain e d e Siegel. 

(ii) Ave c le s notation s d u corollair e (8.1) , o n a P 
1 

= a 
1 
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THÉORÈME 2 . Sous le s hypothèse s précédentes , p est linéarisabl e s i e t seule -

ment s i i l es t formellemen t 1inéarisable . 

L'appendice 7  perme t d e s e débarrasse r d e l'hypothès e d e semi-simplicit é 

(ii). E n revanche , l e lecteu r peu t fair e l'instructi f 

EXERCICE. S i p vérifie (ii ) sans êtr e faiblemen t hyperbolique , le théorèm e 

(6.3) est vra i ave c u n p £  Act 
00 
a 
(G,K). 

REMARQUE. D'aprè s (1) , pour di m Il Ü I R > 2 (et dim X >  1  l ), P 
1 

ne peu t pa s 

être hyperbolique . E n revanch e (exercic e I ) l'ensemble de s p qui n e son t  

pas faiblemen t hyperbolique s es t conten u dan s u n ferm é d e mesur e nulle . C'es t 

une justificatio n supplémentair e d u degr é d e généralit é inflig é a u lecteu r 

dans l e chapitr e 3  . 

Démonstration d u théorèm e 2 . L e résulta t établ i dan s 6. - affirm e l'existenc e 

d'un germ e Y  : CX]a ^ E a ^ o ^ e ^fféomorphism e C° te l qu e Y  -x- p = Cp*30 • 

Il nou s suffi t don c d e construir e u n germ e < P € ^ ( E ^ ) , invarian t pa r p ,  et 

tel qu e < P * ( Y # [K ] )  = CT > 0 ' 

Pour cela , remarquons , comm e dan s (8.3.2) , lemm e 1  , que l a méthod e utili -

sée pou r construir e Y  perme t d e suppose r qu e Y  -x- Cx]a _et CTa^3Q ont u n contac t  

infini l e lon g d e l a réunio n V  de s v . f. i. d e p * . 

Soit c  € G ' un e valeu r régulièr e d e l a fonctio n F  :  E — ^ G ' donné e 

(avec le s notation s d e (l ) e t d e ( 8 . 2 . 2 ) , propositio n 4 ) par 

F(v) = 
Q 

j=1 
(c 

J Z = l 

m 
] 

x l 
j 
(v) 

2 
* c 

j+q i=.i 

m 
J 

J l J 
(v) 2) 

2q + l 
w(v)2 

Désignons pa r V 
c 

la réunio n de s v.f.i . d e P 
• qui n e rencontren t pa s 

Q =  F_1(c) , 
C. 

et poson s E 
o = Ea // 1? 

C 
; s i nou s fixon s un e identificatio n d e 

G à G 
o 

H ,  où H  =  G/ G 
o 

, e t u n sous-group e libr e discre t r c 2 H d e G  ,  te l 

que G/r soit compact , rappelon s (cf.(6.1.2) ) qu e l'espac e Q 
c 

des orbite s d e 

P 
B 

TxE 
c 

est un e variét é analytiqu e difféomorph e a E 
C 

x ( G 
JR / D . et qu e l a sur -
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jection canoniqu e TI : E 
r 

Q c 
est u n revêtemen t analytique . 

Soit 
K 2 

le germ e e n '1/ de structure d e contac t P 
u -invariante défin i pa r 

C K 2 ] O = 7 * [ X ] A , e t soi t K 
H 

le germ e d e T 
a 
K en 1K D'après notr e hypothès e 

sur Y, K1 et 
K 2 ant u n contac t infin i e n T. Par conséquent , le s germe s 

T* k1 et u* k2 en N =  n( (V\ O T ) 
c 

de structure s d e contac t su r Q 
c 

obtenus pa r 

passage a u quotien t on t u n contac t infin i e n N  (.leque l es t compac t pa r 15.2) , 

proposition 4 ) ;  si R  désign e l'actio n d u group e compac t K  =  G/T su r Q 
c 

indui-

te pa r P 
1 

, l e germ e p d e R  e n K  x N  laiss e y * k1 et r* K 2 
invariants, e t l'o n 

déduit don c d e (7.3) , théorèm e 3 , qu'i l exist e u n germ e Y: (qc] N de 

difféomorphisme 00 

c 
laissant P invariant, te l qu e j 

00 

N Y = j 
00 

N 
id et 9 *(r*l1) = 

r* k2 

En relevan t 9  pa r TI , on obtien t u n germ e $  : 
[ E c V »  E c 

d'application 

c 0 0 
laissant CP 1 ! GxE ] G x invariant, te l qu e K 2 | E 

c 
= Q * k1 , e t vérifian t 

j 
00 

1̂  
[$-id 

E ) = o • J e laiss e l e lecteu r s'assure r (e n utilisan t l a mêm e méthod e 

que dan s (6.2.2) , l e théorèm e (6.2.1 ) étan t remplac é pa r s a versio n "germique " 

figurant dan s l'appendic e 6 , (A6 .4)) qu e $  s e prolonge e n un germ e 

* ' :  C E ] 
V 

de di f f éomorphisme C° ° vérifiant 3 
00 

V 
(§'-id E 

a 
) = o . Le germ e 

Y= [Q'] 
o 

ED 
o 
(E ) 

a 
est bie n te l qu e < P # (** C x ] a ) = [ T K] 

a o 
et 

Y * CP 1 ] J X { O ) - CP 1 ] Gx{o} 

EXERCICE. Utilise r l a mêm e méthod e pou r prouve r l'analogu e d u théorèm e 2 

lorsque l a conservatio n d'un e structur e d e contac t es t remplacé e pa r cell e 

d'une form e -  volume . 
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APPENDICE 0. - ISOTOPIES, ISOTOPIES INFINITESIMALES, 

DERIVEE_DE_LIE_ET_METHOD 

Nous présenton s ic i quelque s application s d'un e idé e trè s 

simple qu i a  littéralemen t envah i l a géométri e différentielle . D'autr e résul -

tats utilisan t cett e méthod e figuren t dan s l e chapitr e 4 , e t e n particulie r 

dans (7.3) . 

(AO-0) Convent ions-

Sauf mentio n d u contraire , le s variété s considérée s son t d e dimen -

sion fini e e t d e class e C°° , et le s applications , d e class e C° ° (à pe u prè s 

tout c e qu i sui t subsist e dan s le s catégorie s analytique s réell e e t complexe , 

et -  moyennant le s perte s d e différentiabilit é inévitable s -  dan s le s catégo -

k 
ries C  ) . Etant donn é u n espac e d'application s S  ,  un chemin dan s 3 es t un e 

appli cati on t I—v f 
t 

, noté e ( f t ) , de I  =  [0,l ] dan s 3 ,  telle qu e 

(t,x) 
f t ( x ; 

soi t 
oo 

C . Lorsqu e 5  es t u n groupe , d'élémen t neutr e e , un 

chemi n (ft) dans 3  es t di t a  support compac t lorsqu e f (x ) =  e(x ) en dehor s 

d'un compact . 

Etant donné s u n poin t a  d'un e variét é X  e t u n espac e 3 d e 

germes e n a  d'application s d e X  dan s un e variét é Y  ,  un chemi n (ft) dans 

3 es t u n germ e f  : Cl x X ] 
I x{a} Y d'applicatio n te l que , pou r chaqu e t ,EI 

l'application partiell e ft : [X ] 
a 

Y soi t dan s 3 -  l a notatio n (f^ ) es t 

donc trompeus e (mai s commode) , l e germ e f  étan t u n pe u plu s qu e l a collec -

tion de s f t 
Etant donn é u n chemi n (ft) dans l'espac e de s germe s Lx] 

a 
Y ,  nou s 

noterons (JL y at V le chemi n dan s l'espac e de s germe s [x] 
a 

TY défini comm e 

suit :  si F  : I x X__ > Y a pou r germ e ( f t ) , alors ( 
d 
dt V 

est l e germ e d e 

(t,x) Y 
ôt 

F(t,x). Si e n outr e <gt> sst u n chemi n dan s l'espac e de s germe s 
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[ z ] . _ + [ x ] a , germ e e n I x [b] d'un e applicatio n G  :  I x Z  y X ,  nous note -

rons ( f t V le chemi n dan s l'espac e de s germe s Hz] 
b 

Y qui es t l e germ e 

en I x {b } de (t,x) F(t,G(t,x)). 

(AO-l) Isotopies e t isotopie s infinitésimales . 

Soient X  un e variété , ] ) le group e de s difféomorphisme s d e X  ,  et 

d_ l'algèbr e d e Li e de s champ s d e vecteur s su r X  .  Une isotopie d e X  es t u n 

chemin (Y t) dans _ D te l qu e 

(1) ^ =  Ì d Y « 

o X 

Une isotopie infinitésimale d e X  es t u n chemi n dan s d  -  A tout e isotopie 

(^) d e X  ,  on associ e so n générateu r infinitésimal , qu i es t l'isotopie in-

finitésimale (^ ) d e X  défini e pa r 

(2) Vt t I  , 
d 
dt Yt = Yt°Yt) 

L'isotopie (Yt)  es t alor s l'uniqu e solutio n d u problèm e d e Cauch y (l)-(2 ) -

une isotopie infinitésimale es t don c l e générateu r infinitésima l d'a u plu s 

une isotopie. Le théorèm e 3  d e ( 3 1.3 ) peu t êtr e reformul é comm e sui t : 

THEOREME. Toute isotopie infinitésimale d e X  ,  à suppor t compact , est l e gé -

nérateur infinitésima l d'un e (uniqu e I ) isotopie de X  ,  a suppor t compact . • 

(AO-2) Dérivée d e Lie . 

Etant donn é §  £  d  ,  a suppor t compact , soi t ( V t e E 
le group e a 

un paramètr e qu'i l engendre . Pou r tout e k-form e différentiell e ^  su r X  , 

la dérivé e d e Li e d e W par rappor t à  I  es t l a k-form e différentiell e 

TF W = 
d 
dt 

(Y*tW) 
11 = 0 

Les propriété s suivante s son t évidente s : 

(i) (Localit é d e l a dérivé e d e Lie ) Pou r chaqu e x  €  X  , (L-<ju)(x) ne dépen d 

que de s germe s (e t mêm e de s jet s d'ordr e 1 ) e n x  d e I  e t d e ^  . 
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(ii) S i t u es t un e fonctio n f  :  X —> K ,  alors ( L ^ ) ( x ) =  df(x).§(x ) pou r 

tout x  t  X  . 

U n )  On a L F (dw) =  d(L-w ) 

(iv) Quelles qu e soien t le s forme s différentielle s a e t (3 sur X  , 

L 
fF 
(a A ß ) = (Lçcx) A ß + a A U 

Ces quatr e propriété s constituent e n fai t un e définitio n axiomatiqu e 

de l a dérivé e d e Li e pa r rappor t à  E ,  valide pou r n'import e que l F £  d  , 

engendrant o u no n u n group e à  un paramètre . O n e n dédui t trè s facilemen t l a 

FORMULE D'HOMOTOPI E DE S CARTAN . -  Pour tou t §  £  _d et tout e form e différen -

tielle 0 ) sur X  ,  on a 

LçW =  i^do) + d  ( i |U) ) 

où i ^ désigne l e produi t intérieu r pa r 5 ,  défini d e l a manièr e suivant e : 

pour tout e k-form e différentiell e a sur X  ,  i^ a est s i k  >  0  J _a (k-1) -

forme différentiell e su r X  donnée pa r 

( i F a ) ( x ) ( h ,..., h j - a(x) 
S 1 k- 1 

( S ( x ) , h 1 , . . . , h f c ) x É X , V " V l 6 T  X 
x 

, et 

i F oc = 0 pour k  =  O  . 

PROPOSITION. -  Soit ( 9 )  une isotopi e d e X  .  Pour tout e form e différentiell e 

UJ sur X  ,  et tou t t  € I , on a d 
dt Y * 

t w= Y * 
t 

L 
y t 

eu • 

COROLLAIRE. -  Soient (W^) une isotopi e d e X  ,  jet (uu^ ) un chemi n dan s l'espac e  

des forme s différentielle s su r X  .  Les propriété s suivante s son t équivalentes . 

(i) vt£i , Y * 
t w t = e u 

o 

(ii) Vt^I , L 
Y t 

(JU 
t 

+ d 
dt 

ÜU 
t 

= 0 

Démonstration. D'aprè s l a proposition , est l'uniqu e solutio n (a t) [ÎU 

problème d e Cauch y 
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Vt^I 

OC =  (D 
O o 

d 
dt a t = Y * 

t LY 
t 
(D 
t + 

d 
dt 

ou 
t 

) 

(AO-3) Appli cati on :  deux théorème s d e Moser. 

Une forme symplectiqu e su r un e variét é X  es t un e 2-form e fermée 

(JU telle qu e l a form e bilinéair e alterné e (x ) soi t non-dégénéré e pou r tou t 

x e x (en particulier , X  doi t êtr e d e dimensio n paire) . 

THÉORÈME 1 . - Soit (Ut) un chemi n dan s l'espac e de s forme s symplectique s su r 

X te l qu'i l exist e u n chemi n (a.) a suppor t compac t dan s l'espac e de s 1-for-

mes su r X  vérifian t (da t) = (
 d •  1 Il exist e alor s un e isotopie a sup -

port compac t (yt) de X telle nu e Y * 
t wy o 

pour tou t t €  I 

Démonstrati on. D'aprè s l e théorèm e (AO-l ) e t l e corollair e (AO-2) , i l s'agi t 

de trouve r un e isotopie infinitesimal e (§, ) de X  ,  à suppor t compact , tell e 

que 

(3) Vt €  I LS 
L 
UL) 
t + 

d 
dt * t = 0  . 

Par hypothèse , i l exist e u n chemi n (a.) à suppor t compac t dan s l'espac e de s 

1-formes su r X  te l qu e 

Vt €  I  , d 
dt 

tt)t + d a = 0 

D'après l a formul e d'homotopie , (3 ) s'écri t don c (le s étan t fermées ) 

(3bis) Vt €  I  , d(i 
= t 

w 
t 

- a 
t 
) =  0 

Comme 0) 
t 
(x) 

est no n dégénéré e pou r tou t (t,x ) t I  x X  ,  la formul e 

Vt €  I i S t 
w t = a 

t 

définit un e isotopie infinitésimale (^ ) d e X  ,  à supppor t compact , qu i véri -

fie (3bis) , don c (3) . 
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COROLLAIRE. -  Toute form e symplectiqu e o u sur un e variét é compact e X  pos-

sède u n voisinag e V. (pour l a topologi e C° ) qui a  l a propriét é suivant e : 

quelle qu e soi t l a form e fermé e a ) ' t fy ,  si_ ou -ou ' est exacte , alors i l exist e 

une isotopi e (Yt) de X  telle qu e Y1*w' = cu 

Démonstrati on. I l suffi t d e prendr e pou r *U l'ensembl e de s 2-forme s o c su r 

X telle s qu e ((l-t)c u +  ta)(x ) soi t non-dégénéré e pou r tou t (t,x ) £  I x X , 

et d'applique r l e théorèm e à  (w^ ) =  ((l-t)o u +  toi') . • 

THEOREME 2. - Soient X  une variét é compact e connexe , et UJ ,  yj ' deux formes -

volume su r X  .  Il exist e u n uniqu e rée l X £ 0  et un e isotopi e (̂ ^ ) _d e X 

tels qu e 
-YX-W1 

= A.(J U . 

Démonstrati on. Puisqu e 
X 
.9 "ou ' = 

X 
uu' pour tou t 9  £ D  préservan t l'orienta -

tion, o n a  forcémen t 

X = 
X 
W'/ 

X 
ou 

Le chemi n ( a) .̂) défini pa r 

"t 
= \ ( l-t)uu +  ta u » 

est a  valeur s dan s l'espac e de s formes-volum e su r X  ;  en effet , i l exist e 

une fonctio n f  :  X — ^ 1* , ne s'annulan t pas , tell e qu e o u ' = fy j ,  et f  es t 

évidemment partou t d u sign e d e X .  Par ailleurs , X  étan t connexe , Aou -yj ' est 

une form e exacte . L e mêm e argumen t qu e dan s l a preuv e d u théorèm e 1  perme t 

donc d e construir e un e isotopi e ( V de X  tell e qu e Y*W 
t t 

= Xo u pour tou t 

t e I. 

Deux formes-volum e su r un e variét é compact e son t don c isotope s s i e t seulemen t  

si elle s son t cohomologues . 

(AO-4) Aspect loca l :  1 -  le théorèm e d e Darboux . 

Soit a  u n poin t d'un e variét é X  .  Notons Jfr le group e de s germe a 

en a  d e difféomorphismes locau x d e X  fixan t a  ,  ô l'algèbr e d e Li e 
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des germe s e n a d e champ s d e vecteur s su r X  ,  et 5  l a sous-algebr e d e ô 

formée de s §  nul s e n a  .  Une isotopi e d e [xi 
a 

est u n chemi n (Yt) dans D 

tel qu e 9 
o 

= C i d ] 
a 

; d e même , un e isotopie infinitésimal e d e Cx] 
a 

est u n 

chemin dan s ô 
o 

. J e laiss e l e lecteu r prouver , grâc e au x résultat s d e (3.1.3) , 

l'analogue suivan t d u théorèm e AO- 1 : 

PROPOSITION. -  A tout e isotopi e (Yt) de Cx] a est associé e l'isotopie infini-

tésimale (Yt) = ((d/dt yt)°Y-1y), que l'o n appell e so n générateu r infinitesimal. 

Réciproquement, tout e isotopi e infinitésimal e d e Cx] 
a 

est l e générateu r infi -

nitésimal d'un e uniqu e isotopi e d e Cx] 
a 

THÉORÈME (Darboux ) Soient u u et _ ou ' deux germe s e n a  de forme s symplectique s  

sur ( un voisinag e d e a  dans) X  ,  tels qu e U J ( a ) =  e u ' ( a ) Il exist e alor s 

9 €  ¿ , tangent a  1'identité , te l qu e Y*w' = W 

Démonstration.(Weinstein). C'est cell e d u Corollair e AO- 4 :  on défini t u n 

chemin (̂ .̂ ) dan s l'espac e de s germe s e n a  d e forme s symplect i ques su r (u n 

voisinage d e a  dans ) X  pa r 

(cjy )  =  ((l-t) w +  tu » ) • 

D'après l e lemme de Poincaré (cf.(7.3), lemme 3 ) , il exist e u n germ e ß en a 

de 1-form e su r X  te l qu e 

U ) - Ü J' = dß et 
Jße 

= 0  . 

Soit 
: §t> 

l'isotopie infinitésimale d e Cx] 
a 

définie pa r 

(i 
F t 

O t -ß) = (0 ) 

(je laiss e l e lecteur , s'inspiran t d e AO-0 , donne r u n sen s à  cett e notation) . 

D'après l a proposition , (Ft) &st l e générateu r infinitésima l d'un e isotopi e 

5Yt) de Cx] 
a 

, e t l'analogu e loca l d u corollair e AO- 2 montr e qu e l'o n a 

9 t w t = O U pour tou t t  , et don c Y*1 W ' =<J U En outre , pou r tou t t  t I  , Y t est 

tangent à  l'identité , car J1 Fa = 0  . 
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COROLLAIRE 1 . -  Pour tou t germ e O J en_ a  de form e symplectiqu e su r X  ,  il 

existe u n germ e 9 : [ X ] 
a 

Ci 
a 
X] 

O 
de difféomorphisme , tangen t à  l'identité , 

tel qu e q> cju soit l e germ e e n a  de l a form e symplectiqu e Q  sur T 
a X dé-

finie pa r 0(v) =  u j (a) pour tou t V e T 
a 

X 

Preuve. I l exist e u n germ e h  : [X] 
a 

[T X ^ 
a o 

de di fféomorphisme tangen t à 

l'identité ;  il suffi t don c d'applique r l e théorèm e à ci) ' = h * [M] o 

COROLLAIRE 2 . -  Sous le s hypothèse s d u corollair e 1 , il exist e u n germ e 

( x i V y l ' " - ' y n ) en a  d e systèm e d e coordonnée s locale s su r X  nulle s 

en a  te l qu e UJ = £ d y . A d x . 
1 7 1 i 

Preuve• I l suffi t d e prendr e x. =  X . o9 e t y . =  Y. ocp , o ù 9  vérifi e le s 

conditions d u corollaire li et o u (X. ,Y. ) 
i i 

est u n systèm e d e coordonnée s linéai -

res su r T 
a X tel qu e œ (a) = 2 Y . A X . 

i i 

A germ e d e di fféomorphisme près , il n' y a  don c e n chaqu e dimensio n pair e 

qu'un seu l germ e d e form e symplectique . 

(AO-5) Aspect loca l : 2 . - l e théorèm e de s jet s suffisants . 

Les notation s X  ,  a, •& , ô e t 6  signifian t l a mêm e chos e qu e dan s 

(AO-4), appelon s &  l'algebre réelle de s germe s Cx] 
a 

R de fonction s C 
c? 

et M son idéa l maxima l (form é de s f  ^ £  nul s e n a ) . D'après l a formul e d e 

Taylor, 7A 
k+1 

est don c pou r chaqu e k  I N l'ensembl e de s f  tels qu e JKfa = 0 

(en d'autre s termes , l a fibr e e n a  d e l a projection-sourc e J R ( X . F : X 

s'identi fie a E/M k+1 ). L'i déal jacobie n d e f  € &  es t l'idéa l j(f) = {L.f:'5 e ô} 

de £ 

THÉORÈME. - S Ì f € e et k €  ]N 
* 

sati sfont 

01 L n J(f), 

alors, pour tou t g  €  £  véri fiant 
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j K 
a 

F= K 
a 

F, 

il exist e 9  €  D ,  tangent à  l'identité , tel qu e g  o 9 =  f  . 

Démonstration. Notr e hypothès e su r g  signifi e qu e l'o n a 

(4) h =  f-i ç € 557 
k+1 

Soit (f^ ) l e chemi n (f-th ) d e f  à  g  dan s &  .  Nous allon s construire ^ 

une isotopie (<P ) de Cx] 
a 

telle qu e [f Ô P ) 
t t/ 

soit l e chemi n constan t (f ) dans ; 

F Il revien t a u mêm e (d'aprè s l'analogu e loca l d e corollair e AO-2 ) d e dir e 

que l e générateu r infinitesimal (Ft) de (Yt) sati sfai t 

( 5 ) (L 
F t 
E t ) =  (h ) 

Soit <xlf...,xn) un germ e e n a  d e systèm e d e coordonnée s locale s 

nulles e n a  su r X (c'est-à-dire un e bas e d u ^-modul e libr e '//(),  e t soi t 

( e l e n ) la bas e d u ^-modul e libr e ô  défini e pa r 

L 
e . 
.1 

x. 
i = [8Ji]a pour 1 <  i  ,j < n , 

c'est-à-dire 

L 
e 

i 
= ò/òx 

i 
pour 1 < i < n  . 

Soit ( 3 l'algèbre réell e de s chemin s dan s £ • , et soi t 3 1'idéal 

de 3 form e de s chemin s dan s m .  D'après (4) , chaqu e Sh/Bx 3 
appartient a M 

k 

et s'écri t don c (e n raiso n d e notr e hypothès e su r f ) 

Oh 
ôx 

j l<i<n 1 > J 
ôf 
ôx 

1 
, ave c u i,J 6 7I\ pour 1 <  i  < n  . 

Il e n résult e qu e 

(6) 

(ÔFT/OX1) 

(aft/ôxn) 
= A 

(òf/òx ) 

(af/ôx ) 
n 

où A  es t un e matric e inversibl e à  coefficient s dan s 3  • 
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D'après l a formul e d e Taylor , le s chemin s (c ) ave c c € M 
k 

engendrent l e 

C'-modu le 3 
k 

. Pa r conséquent , e n raiso n d e notr e hypothès e su r f  ,  tout élé -

ment d e 3 
k+1 

est d e l a form e 

l<i<n 
(X 

t, i 
) (òf/òx 

i 
) avec ( X , .  ) t,i E 3 

2 
, 1  < i  < n  , 

ou encore , d'aprè s ( 6 ) , d e l a form e 

l^i<n 
(µt, i) (aft/dx.) avec (µt,i) € 3 

2 
, 1  < i  < n  . 

En appliquan t c e résulta t a u chemi n constan t (h ) E 3 
k+1 

, o n voi t qu e (5 ) 

admet un e solutio n (Ft) , vérifian t R 
a 

1 
t 

= 0 pour tou t t e I . Pa r conséquent , 

1'i sotopi e (<P+) telle qu e (Yt) = (5 t ), 
qui satisfai t (f 

t *Y t ) = (f ) par cons -

truction, es t e n outr e tell e qu e J1Yat = J1a idX pour tou t t  € I  . 

COROLLAIRE. - (i ) S i f et k t  IN * vérifient l'hypothès e d u théorèm e e t s i e n 

outre X  est u n espac e affine , il exist e u n germ e 9  £  D,  tangent à  l'iden -

tité, tel qu e f  0 <P soit l e germ e e n a  du polynôm e d e Taylo r d'ordr e k  de 

f e n a  . 

(ii) S i f  e t k E N * vérifient l'hypothès e d u théorème , i1 

existe u n germ e Y : [ T X ] 
d 0 

Cx] 
a 

de diff éomorphisme tangen t à  l'identit é 

tel qu e fo^ P soit u n germ e d'applicatio n polynomial e d e degr é k  . 

Preuve. (i ) es t évident , e t (ii ) s'e n dédui t d u fai t qu'i l exist e u n germ e 

h :  [T X ] 
a 0 Cx] 

0 
de difféomornhisme tancen t à  l'identité -

Je laiss e l e lecteu r vérifie r qu e l e lemm e d e Mors e es t u n ca s par -

ticulier d e (ii) . Le lecteu r pourr a auss i essaye r d e remplace r l'hypothès e 

du théorèm e pa r 

m K+1 M2 
j(f), 

et e n prouve r un e versio n à  paramètre . 

On di t qu e f  £ £  es t d e codimension fini e lorsqu e so n nombr e d e 

Milnor 
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u(f) =  dire 
1R 

£/J(f) 

est fini . I l revien t a u mêm e d'affirme r qu'i l exist e k Ç ]N 
y. 

vérifiant l'hy -

pothèse d u théorème . Pa r conséquent , l'étud e de s germe s f  € £  qu i son t d e 

codimension fini e es t e n fai t u n problèm e d e géométri e algébrique . 

Le corollair e précéden t es t u n outi l d e choi x pou r l e physicie n 

ou l'ingénieur , puisqu'i l donn e u n critère préci s de _ "bonne approximation " 

d'un germ e d e fonctio n pa r son "développement limité " à 1'ordr e k  ,  critèr e 

tout à  fai t utilisabl e ca r i l port e e n fai t su r l e dit développement limité , 

et no n su r l a fonctio n elle-mêm e (puisqu e l e "développemen t limité " d'u n élé -

ment f  d e £  e n a  à  l'ordr e k  s'identifi e à  l a projectio n d e f  dan s 

g/M k+l ) 

(AO-6) Aspect forme l ;  le théorèm e d e Darbou x formel . 

Si l'o n essay e d e prouve r (pa r exemple ) l e théorèm e d e Darbou x e n 

differentiabi1ité finie , l a méthod e précédent e impos e un e petit e pert e d e 

differentiabili té• Nou s allon s voi r qu e c e phénomèn e disparaî t a u nivea u for -

mel, e n raiso n d'un e remarqu e trivial e mai s essentiell e (le s notation s son t 

celles d e ( A O - 4 ) - ( A O - 5 ) ) : 

PROPOSITION.- Etan t donné s de s entier s k.X. m ave c 1  < k  <  ^ <  m  e t deu x ser-

ines f EM k et k 6  n 
l0 

, le je t 3 
m 
(fg) est détermin é pa r 3 

n-l 
a 

f et 3 
a 

m-k 
g • 

Démonstration. Comm e 3 
n 
a 

h s  ' i denti fi e, pour tou t n  €  IN et tou t h  €  &  ,  a l a 

projection de h sur E /M n+l il s'agi t d e prouve r qu e s i l'o n ajout e à  f  u n 

élément d e M m-l+1 ;t à  K u n élémen t d e M m-k+ 1 , alor s o n ajout e a  f g u n 

élément d e Mm+1 ce qu i es t evident. 

COROLLAIRE. -  Pou r tou l F E 8 o 
et tou t eerme w  e n a  d e form e différentiell e 

sur X , le je t H 
k+l 
a 

(l SW) k €  IN , est détermin e pa r 

t 
k+l 

= 3 
a 

k+l 5 et (JU 
k 

= 3 
k 
a S , e t ser a not e i 

5 
k+l uu 

k 
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Pour 1 < k  <  œ et i 6 IN , soien t S K G K 
e1 G 

k 
o 

les espace s d e jet s 

d'ordre k  e n a  d' elements de A 6 et & 
o 

respectivement, soi t Q 
&,k 

1 ' es-

pace de s iet s d'ordr e k  e n a  d e ^-forme s différentielle s su r X , e t soi t 

Q 
o 
l, K le sous-espac e di Q 

A,k formé de s iet s d e forme s nulle s e n a  .  Etant don -

nés h E D k+1 et (JU E M 
l,K , o n défini t d e maniere évidente 

h * (JU E R 
J&.k 

, L e (J U E R 
Ä,k et duu £ Q 

A + l,k-l 

et o n a  l a formul e d'homotopi e 

L| (ju = i ç du u +  d U | W ) . 

Appelons i sotopi e (Yt ) de X 
k 

a 
tout chemi n d e class e C 00 

I 3  t Y t 6 Dk (pour k  =  5 0 ,  cela signifi e qu e chacu n de s chemin s obtenu s 

par projectio n d e «p.) dans le s espace s d e jet s d'ordr e fin i e n a  es t d e 

classe 
oo . 

c ) Appelons d e mêm e isotopie infinitésimale (Ç.) de X 15 
o 

tout chemi n 

9£> 
c I 3  t F 

t 
€ ö 

k 

o 
(avec l a mêm e convention) . 

Toute isotopie infinitésimale (Ft) de X 
a 

t+1 
est évidemmen t l e générateu r in -

finitésimal d'un e uniqu e isotopie (Yr) de A 
k+1 

o 
(i.e. d 

dt Yt= H  0 Yt t pour tou t 

t £  I ), et o n a  alor s 

V & e IN , V t  € I  , V o) t Q l,k 
dt 
d 

Y * 
t üü = <P 

* 
t 

L 
5 t 

ou . 

Pour chaqu e O ) e R 
<e.k 

, o n not e (i)(a ) l a valeu r e n a  de s germe s d e forme s 

différentielles a telle s qu e j 
k 
a 

a = 0 ) , et (JU 
3 

, 1  < j  < X , la projectio n 

de yu sur Q *,3 

THEOREME.- Soit ou E Q 2,k , 1  < k  <  oo ' ^_elqu e e u ( a ) soit non-dégénéré e e t qu e 

dtt) = 0  . Pour tou t ou »f c E 
2.k 

fér i fi ant db) ' = 0 et oj -ÜÜ ' E R 2,k o 
, il exist e 

Y E ¿k+1 "tangent a  l'identité" , te l qu e Y * eu ' = (J U . 
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Démonstrati on. C'es t cell e d u théorèm e d e Darbou x :  j e laiss e l e lecteur , pa r 

un calcu l forme l facile , prouve r qu'i l exist e ß t Q l,k+l 
o 

tel qu e dß = UO-ÜO ' 

et ß1 = 0 . S i (Wt) est l e chemi n ( ( l-t)u) + tw ' ) r l ans Q 
2,k 

, l'argumen t habitue l 

montre qu e l'isotopie (wt) de X 
k+l 

a 
dont l e générateu r infinitésima l ( g t ) est 

donné pa r 

Vt *  I  , i 

G 
0Ü 
t 

= ß 

sati sfai t y * 
t wt =W pour tou t t É I , e t qu e chacu n de s Yt est "tangen t à 

l'identité" . 

Le corollair e qu i sui t repos e su r un e conséquenc e évident e d e l a propositio n : 

pour tou t 9 E Dk et tou t CD € M o 
J&.k 

, l a notatio n Y * 0) définit san s ambigtiit é 

un element de Q l;k 
o 

, e t no n seulemen t d e M 
£,k-l 

o 

COROLLAIRE.- Etan t donné s u n group e d e Li e G et P F Act k+l 
a 

(G,X), supposons 

que W et 0) ' vérifient le s hypothèse s d u théorème , et qu'e n outr e 

Vg €  G  ,  p(g) * 
U) -  0 ) =  P  (  g ) 

•H-
cu' - cu' = 0 

S'il exist e ß £ a 1 ,k+l tel qu e d ß = U J -U ) ' ß 
1 

= 0 et P(g) 
* 

ß = ß pour tou t 

g [ce qu i es t e n particulie r l e ca s s i G  es t compact) , alors i l exist e 

Y E ¿k+l , " tangent a  l'identité ", tel qu e Y *W' = (JL ) et Y ft P =  P  • 

Preuve. Sou s ce s hypotheses, l'isotopie infinitesimale ( i t > construite dan s 

la démonstratio n d u théorème es t tell e qu e P(g) 
* S 

t = 5 
t 

pour tou t t  ;  l'isoto-

pi e (Yt) qu'elle engendr e vérifi e don c Y * 
t 

p =  p pour tou t t  .  Si G  es t 

compact, e t s i ce * Q 
L,k+1 

est tell e qu e a „ = 0 
1 

et d a = -UJ ' , alors l a for -

mule 

ß = 
G 
P(g) a dl -i(g) , 

où Y désigne l a probabilit é d e Haa r su r G  ,  définit u n élémen t ß de Q 
l,k+l 

vérifiant l'hypothès e d u corollaire . 

Référence :  J. Moser."On the volume elements on a  manifold", Trans . A.M.S. 

120 (1965) , 286-294 . 
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DÉRIVÉES SUCCESSIVES 

APPENDICE 1  -  JOERIVEESSUCCESSIVESD'UNEAPPLICATIONCOMPOSEE 

Soient E , F e t G  troi s espace s d e Banach , j  u n entie r > 1  ,  B u n 

élément d e L j 
s 

(F,G) , i1.... .ij des entier s > 1  d e somm e k  ,et , pou r chaqu e 

4 €  £ l .i 3 i A4 un élémen t d e D 
1l 
S 

(E,F). Nou s désigneron s pa r B. 
3 

J& = 1 
Al 

l'élément d e L 
k 

s 
(E,G) défin i pa r 

(R. 
J 
1 = 1 

Al) lTi V = 
1 

i„ ! . . .i .1 

1 J k 

B( A 
1 
(v 

j(l),,,,,va ( i l > ) , 

, . . . , A 
3 
(v 

cKk-i 
j 

f l ) 
, . . . , v 

cr(k) 
)) , 

ou s 
k 

désigne l e groupe de s permutations d e {l,...,k} 

La plupar t de s démonstration s laissée s a u lecteu r dan s l a sectio n 

sur le s fibre s d e jet s reposen t su r l e résulta t suivant , qu i s e prouv e facile -

ment pa r récurrenc e : 

THÉORÈME. Soient k  un entie r > 0 , et f :  E F et g : F G Jeux applica-

tions de classe ck Pour tou t x €  E , on a 

D 
k 
(g •  f ) (x ) = 

k 

j = l 

Dj g(f(x)). 
...,i } C N* 

J 
1 = 1 

D 
il 

f(x) , 

l ^ < j 
il = k 

où 1 1 on a écri t 

{i1 , ....,ij} 
il=K 

IN 
-X- au lie u d e 

1 

jl (l1,.....,ij) € ( I N 
7? 

) 3 

il = K 

(c'est l a formule d e Faa-di Bruno ) 
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APPENDICE 2  -  DÉRIVÉ E k-ième_D^UNE_ APPLICATION 

ENTRE VARIETESRIEMANNIENNES 

Soient X  e t Y  deu x variété s riemanniennes . Pou r tou t f €  C r(X,Y) 

(r *  1 ) et tout k €  ll,...,r ] , l a dérivé e k-iem e d e f  e n x  t  X es t pa r défini -

tion 

D 
k 

f(x) = D 
k 

f 
x 
(0) €  L 

k 
s 

(T X, T 
f(x) Y) 

« S 
k 
(T 

* 
x 

X) T 
f(x) 

Y 

où f 
X 

: T 
x 

X T 
f(x) 

Y es t défini e dan s u n voisinag e d e 0  pa r 

f 
x 

= ex p 
-1 
f(x) 

° f  °  ex p 
x 

» exp 
y 

désignant l'exponentiell e e n y . 

(A2.1) L 1application Dk f est un e sectio n d e class e r-k 
du fibr e vectorie l 

S 
k 

(T 
* 

X) 
X 

f * TY , 

appelée dérivé e k-ièm e d e f . 

(A2.2) Soient X  ,  Y e t Z  trois variété s riemannienne s e t X 
f 

Y g Z deux 

c r 
applications (r £ IN * . Pour tou t x €  X , la dérivé e 

ième 
r D r(g o  f ) (x) est 

donnée pa r l a formul e d e Faa-di Brun o (appendic e 1 ). 

(A2.3) Avec le s notation s précédentes , 1 1 application 

j K 
X 

f (D jf(x)) 
1 *  j  *  k 

définit pou r tou t k 6 tl,...,r î un isomorphism e d e fibre s d e bas e X  x Y  entre 

J k(X,Y) et 
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k 

3 = 1 XxY 
L 
s 

(TX, TY) . 

Cette notio n d e dérivé e k-ièm e nou s ser a util e dan s le s appendice s 4  e t 6 . 

Je laiss e a u lecteu r l e soi n d e formule r l'analogu e d e (A2.3 ) pou r 

J K ( D ) lorsque p  :  E X est un e Cr -fibration localemen t triviale . 322 



APPENDICE 3_-_C0MPLEMENTS_SUR_LA_TRANSVE ^ 

Tout c e qu i es t exprim é ic i dan s l e cadr e de s variété s à  bor d 

pourrait l'êtr e dan s celu i de s variété s " à coins" , e t trè s probablement , 

dans un e larg e catégori e d'espace s stratifiés . 

(A.3.1) Variétés a  bord . 

Soient B  e t B ' deu x espace s d e Banac h e t K  =  [0,°° [ c I * . Si U  esrt 

un ouver t d e B x  R 
+ 

, o n di t qu e f  :  U — ^ B' x  K est u n c r 
-morphi sme 

(1< r < «>) lorsque le s deu x condition s suivante s son t vérifiée s : 

(i) f A(B'x{0}) = U  f i ( B x  {0} ) oi f 
-1 

[B' x  fO} ) =  fÔ . 

(ii) Il exist e de s application s continue s D k f : U L 
k 

s 
(BxF, B'xE ), 

k £ T V , 0 < k < r , avec D°f = f , telle s que , pou r tou t x  €  U et tou t 

k t  ] N avec 0 <  k  <  r , o n ai t 

0 =  lim 

Y =U 
y-x 

( D k f ( v ) - D k f ( x ) - D k + 1 f(x).(y-x))/ly-xl 

où l'o n a  identifi é D 
k+1 f(x) à 1'élémen t 

h (v t,...,v k) D k + 1 f ( x ) 
( M i V 

de L(B x  1 R , L 
k 

s 
(B x!,B' xlR) ) . 

Un atla s d e c r 
-varieté a bord su r u n ensembl e X  es t u n ensembl e $  d e carte s 

Y : Uy —> By x R+ où By est u n espac e d e Banac h e t 9  un e biiectio n d e 

UY sur u n ouver t 9(U > de By x r+ , possédan t le s deu x propriété s suivantes : 

(a) (Uy) Y EQ 
est u n recouvremen t d e X  . 

(b) Quels qu e soien t 9  e t 9 ' dan s Q, *<u<p H IL,,) est ouver t dan s 

By x R+ et Y' . Y 
-1 |Y(UymUy,) est u n c r 

-morphisme. O n di t qu e 9  €  $  es t un e 

carte e n x € X lorsque x t  U 
9 
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Deux tel s atla s $  e t $ ' su r X  son t dit s équivalents lorsqu e $  (J §' e n es t 

r ,  ,  » 
un O n appell e C  -variété a  bor d u n ensembl e X  mun i d'un e class e d'équiva -

lence if d' atlas d e c r -varieté a bord. L a reunio n de s 4> - 1 
(<P<U ) (B^xfO})) 

lorsque 9  vari e dan s u n atla s § ne dépen d pa s d u choi x d e $  :  c'es t 

le bord ò X de X  .  On appell e carte d e X  tou t 9  €  $  ave c $ 3 , e t X  es t 

munie pa r l a topologie engendrée pa r le s ouvert s avec 9 €  $  e t $ 6 if-

Rappelons qu'u n sous-espac e vectorie l S  d'u n espac e d e Banac h 

B es t facteur direc t lorsqu'i l adme t u n supplémentair e S ' te l qu e le s pro -

jections B — e t B — ^ S ' associée s à  cett e décompositio n soien t continues . 

D'après u n théorèm e d e Banach , i l fau t e t i l suffi t pou r cel a qu e S  soi t 

r ,  r 

ferme e t admett e u n supplémentair e ferme . Un e C  - sous-variete d'un e C  -varié -

té à  bor d Y  es t un e parti e Z  d e Y  possédan t le s deu x propriété s sui -

vantes : 

1) Pou r tou t y  £  Z\d Y ,  il exist e un e cart e p : UY—>Byx R+ de Y  e n y  e t 

un sous-espac e S  facteu r direc t dan s Byx R tels qu e ^(u nz) = 9( U )  H S 

2) Pou r tou t y  6  Z  H ô Y ,  il exist e un e cart e 9  : Uy —> By x R+ de Y  e n y  e t 

un sous-espac e S  facteu r direc t dan s B  tel s qu e <p(u nz) = q>(u ) (S x  ] R ). 

Les restriction s à  Z  de s carte s d u tvn e nrécéden t formen t u n atla s d e c r -

variété a  bor d su r Z  ,  de bor d hZ - Z  fi ÒY . 

Etant donnée s deu x C  -variété s à  bor d X  e t Y  ,  une applicatio n f  :  X — >Y es t 

un c r -morphisme (o u morphism e d e C r-variétés à  bord ) lorsque , pou r tou t 

x t  X  , il exist e un e cart e 9  d e X  e n x  e t un e cart e Y  d e Y  ,  ave c 

f(UY) C UY , telle s qu e ¥ o f o 9 
-1 

<P( lL , ) 
soit u n Cr -morphisme a u sen s d e 

(i)-(ii). On a  don c f 
-1 (?sY) C àX ; e n outre , pou r tout e composant e connex e 

C d e d X ,  on a  o u bie n f(C ) ci ôY ,  ou bie n f(C ) f i ôY =  0 - Un c r -morphisme 

est évidemmen t contin u ;  s'il es t bijectif , d'invers e u n C  -morphisme , c'es t 

un C F-difféomorphisme (le s carte s son t don c de s difféomorphisme s su r leu r 

image). L'injectio n canoniqu e d'un e C F-sous-variété es t u n C r-morphisme. 

Les variété s usuelle s s'identifien t au x variété s à  bor d de bor d 
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vide, o u variété s san s bord . Etan t donnée s deu x C  -variété s a  bor d X  e t Y  , 

avec ÒX = 0 ,  le produi t X  x Y  es t canoniquement mun i d'un e structur e d e 

c r -variété à  bord, d e bor d X  x a Y ,  et le s projection s canonique s d e X  x Y 

sur X  e t Y  son t de s c r -morphi smes• 

La notio n d e contac t d'ordr e k £ ] N entr e c k -morphismes, identiqu e 

à cell e introduit e dan s (1.2.1) , perme t d e défini r 1' ensemble J k(X,YJ des 

jets d'ordr e k de Ck -morphismes d e l a variét é a  bor d X  dan s l a variét é 

à bor d Y  .Pou r tou t x  dan s l a C 
1 
-varieté a bord X  ,  l'ensemble de s jet s d'ordr e 

1 e n 0  d e c 1 -germes [ R+ ] —>[x]x est canoniquemen t mun i d'un e structur e d'espa -

ce d e Banach (espac e normable complet ) pou r x £òX , d'une structur e d e demi-espac e 

fermé dan s un espac e d e Banach sino n ;  dans le s deux cas , ledit espac e d e Banach es t 

appelé espace tangen t T X 
x 

à X en x . 

Comme pou r le s varietés usuelles, TX = 
x€x 

T 
X 
X est mun i na -

turellement d'un e structur e d e C 
k-1 

-fibre vectorie l ( à bord) , d e projectio n 

l'application canoniqu e x 
X 

: TX _ * X ; o n di t qu e T X es t l e fibr e tangen t d e 

X •  Le fibr e tangen t T^ X d e a X (pou r l a structur e d e variét é su r d X induit e 

par cell e d e X ) s'identifi e naturellemen t a  u n sous-fibr é vectorie l d e 

ÒTX = x 
-1 
X 

(ax). A tou t Ck -morphisme f  : X - * Y de variété s a  bord , ave c k  >  1 , 

est associ é l e C 
k-1 

-morphisme T f : TX *TY de fibre s vectoriel s au-dessu s 

de f  défin i pa r Tf (j 
1 

o y) = 3 
1 

o 
(f o y ) pour tou t germ e y : CK ]  — > x 

+ O ' 
de 

c 1 -morphisme. Pou r tout e cK -sous-vari ete Z i 
X , l e fibr e tangen t T Z 

s'identifie (pa r T i ) a un sous-fibr é vectorie l C 
k-1 

de T x 
-1 

(Z) Un C 
1 
-morphis-

me r : X Y de variété s à  bor d es t un e submersi on e n x €  X lorsque 1 
x 
f 

est surjectif , d e noya u facteu r direc t e t lorsqu'e n outre , s i x E ax et 

f(x) ? BY , alors T 
x 
f 

T 
x 
ax est surjectif , d e noya u facteu r direct - Le s no -

tions d e submersi on, d e point critique , d e valeur critiqu e e t d e valeu r ré -

gulière son t alor s définie s comm e dan s (2*1) . 

(A.3-2) Morphismes d e Fredhol m ;  le théorèm e d e Sard , version Smale . 

Un morphism e A  :  B — ^ B' d'espace s d e Banac h es t appel é presqu'iso -
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morphi sme, o u morphisme d e Fredholm , lorsqu'i l a  le s deu x propriété s sui -

vantes : 

(i) Ke r A  es t d e dimensio n fini e n  (don c facteu r direc t dan s B ). 

(ii) A(B ) es t fermé , e t Coke r A  =  B'/A(B ) es t d e dimensio n fini e p 

(la codimensio n d e A(B) , qui es t don c facteu r direct) . 

L'entier Ind(A ) =  n- p es t 1' indice d e A  -

Un c 1 -morphisme f  :  X —Y d e variété s a  bor d es t di t de Fredhol m 

lorsque T 
x 
f est d e Fredhol m pou r tou t x  €  X  . 

THEOREME (Smale). Soit f  :  X — u n c r -morphisme de variétés à bord , r > 1 
Si X est separable, f d e Fredholm , e t qu'e n outr e o n a  r  > In d (T 

x 
f) pour 

tout x  £  X  ,  alors l'ensembl e de s valeur s régulière s d e f  est résidue l 

(et don c dens e d'aprè s (2.1) , théorème 2 ) dans Y  . 

Démonstration. Comm e X  es t séparable , se s composante s connexe s formen t u n 

ensemble a u plu s dénombrable , c e qu i perme t d e s e ramene r a u ca s o ù X  es t 

connexe ;  l'entie r In d (T 
x 
f ) est alor s l e mêm e que l qu e soi t x  €  X  ,  car i l 

est localemen t constan t d u fai t qu e (exercic e facile ) l'ensembl e de s presqu' -

isomorphismes A  :  B > B ' d'espace s d e Banac h qu i son t d'indic e q  donn é 

est ouver t dan s L(B,B') . Nou s utiliseron s le s deu x lemme s suivant s : 

LEMME 1 . Soient B  ê t B' deux espace s d e Banach , V  une boul e ouvert e d e 

B ,  J un intervall e ouver t d e F  contenant 0  ,  I =  J  f] H et _ 9  : 

V x I  _* B ' x K 
+ 

un c k -morphisme, k  6  I N . On défini t alor s u n C k -morphi sme 

G :  V x J B ' x ]R par 

G(x,y) = g (x ,y) pour y *  0 

k 

3 = o 
D j g ( x , o ) . ( o , y ) j/ j 1 pour y < 0  . 

LEMME 2 . -  Soient B et B' deux espace s d e Banach , e t h  : t B ] 
O 

[B'] 
O 

un germ e d'applicatio n C K , k  >  1  ,  tel qu e Dh(0 ) soit u n presqu' isomorphisme 
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d'indice q  .  Il exist e alor s n  ,  p t I  ,  avec n- p =  q  ,  un espac e d e Banac h 

B 
1 

, deu x germe s Y : [Kn x B ] (0,0) [B] 
O 

et Y :  [B' ] 
o 

[ B P x E 
1 

3 (0,0) 

de ck -difféomorphismes e t un e applicatio n hl E C 
k 
(U ,  K P ) où U  es t u n 

ouvert d e F n x B 
1 

contenant (0,0) , tels qu e Y o  h o  q> soit l e irerm e e n (0.0 ) 

de 1'appli cati on 
Hl 

t C  (U,» p x B  ) définie pa r H1 (x,y) = ( h (x,y),y ) 

(C'est un e conséquenc e facil e d u théorèm e d'inversio n locale) . 

Supposant don c X  connexe , soi t q  t  2 Z l a valeu r commun e de s 

Ind T 
x 
f ,  x € X  , et k =  max {l,q +  1 ] . Par hypothèse , f est d e class e C 

k 

Comme X  es t séparable , le s lemme s 1  et 2  entraînen t l'existenc e d e deu x 

recouvrements ouvert s dénombrable s 1{ et V U E V de X possédan t le s proprié -

tés suivante s :  pour tou t U  ^  1/ , on a v U U , e t i l exist e 

- u n entie r n  ^  max[0,qf , u n espac e rie Banach B  d e boule-unit e ouvert e 

D ,  un demi-espac e ferm é H  d e E " x B et u n C 
k 
-diffeomorphisme 

: V 
U 

H H  ( D 
n 

x D ) , où D 
n 

est l a boule-unit é ouvert e standar d d e T 
n 

tels qu e <P(U) = H 1 
o 

(D 
n 

x D ) ; 

- u n ouver i W 
U 

de Y contenant f (V 
U 

. ) . et f ( U ) , u n demi-espac e ferm e 

H' de Fn"q x B et u n ck -diffeomorphisme Y de wu sur u n ouver t d e 

(Fn"q x B ) n H' ; 

- un e applicatio n h E C I (D x D 
n , Rr-q ) 

tels qu e w 0 f 0 Y - 1 soit l'applicatio n (x,y) (h(x,y),y). 

Si C  désign e l'ensembl e (fermé ) de s point s critique s d e f  ,  i1 es t clai r 

que f(C H  U ) est fermé , ca r i l es t conten u dan s l a ferm é f(U ) e t a  pou r 

image pa r Y un ensembl e fermé , D 
o 

D 
n 

étant compacte . Nou s allon s maintenan t 

montrer qu e f( C fl U ) est d'intérieu r vid e ;  de deu x chose s l'un e : 

(i) O u bie n f(òx n V u ) est conten u dan s d Y ,  auquel ca s l e complémentair e 

de ¥ (f( C n U) ) dans B " - ' x D conti ent R = 

v E D 
Reg(h 

y 
) x {y}, où Re g (h ) 

y 
désigne l'ensembl e de s valeur s régulière s d e l'applicatio n h 

y 
: x h(x,y) ; 

d'après l e théorèm e d e Sard, chaque Re g h 
y 

est dens e dan s R n-q , e t R  es t 
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donc dens e dan s E n - q x  D , c e qu i prouv e bie n qu e l e ferm é f(C n U) ) est 

d'intérieur vide . 

(ii) O u bie n f(ô X H V jj) n'es t pa s conten u dan s ôY ,  auquel ca s C R U 

est d e l a form e ( C 1 n U ) u (c 
2 

n u ) . o u C 
2 est l'ensembl e de s point s 

critiques d e flòx et C 1 
1 ' ensemble de s x e x où T f 

X 
n'est pa s sur -

jective. Le s deu x ensemble s C 
1 
n U et C 9 n U sont fermés , ains i qu e leur s 

images pa r f  ,  et c e qu i a  ét é fai t e n (i ) montr e qu e f (C 
1 
n U ) est d' i nté-

rieur vide . Pou r voi r qu e f (C 
2 
n U ) 3 s t d'intérieu r vide , o n remarqu e qu e 

* ( c 2 n v ) est l'ensembl e de s point s critique s d e W0 f 0 Y 
- 1 

ÔH n(D xD ) 
n 

et l'o n procèd e comm e dan s (i). 

L'ensemble f(C ) étan t l a réunio n (dénombr ab1e) de s fermé s d'inté -

rieur vid e f( C 0 U  ) lorsque U  vari e dan s *U , l'ensembl e Y \ f(C ) de s va -

leurs régulière s d e f  es t bie n résiduel . 

(A.3.3) Le théorèm e d e transvers a 1ité, versio n Abraham . 

On di t qu'u n C 1 -morphisme f  : X—> Y de variété s a  bor d es t trans -

verse e n x €  X a un e C 1 -sous-vari été Z  d e Y ,  ce qu i s e not e f I 
x 
Z , 

lorsqu'une de s deu x condition s suivante s es t vérifié e : 

( 1 ) f(x) $  Z  . 

(2 ) f(x) €  Z  ,  Ker T 
x 
f est facteu r direc t dan s T 

x 
X , e t 

a) Si x i Ox , T 
x 
f (1 

X 
X) contient u n supplémentair e ferm é d e T 

f x ) 
Z 

dans T 
f(x) 

Y . 

b) S i x d ax , T 
x 
f (T 

x 
ax) contient u n supplémentair e ferm e d e T 

f(x) 
Z 

dans T 
f(x) 

Y . 

Je laiss e l e lecteu r compare r cett e définitio n a  cell e d e ( 2 . 2 . ) , 

et s e guide r su r ( 2 . 2 ) pou r établi r l a 

PROPOSITION 1 . Soit f  : X >  Y un C 
r 
-morphi sme, r >  1 , d e varietés a bord , 

transverse a  un e C 
r 
-sous-vari ete Z de Y (c 'est a  dir e vérifian t f fil Z 

pour tou t x €  X , c e qu i s e not e f iti Z), Alors W =  f - 1 (Z) est un e C 
r 
-sous-
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variété d e X  ;  pour tou t 
x t W  , 

on a T 
x 
W (T 

x 
f) 

_ 1 

f ( x) et T 
x 
f i ndui t 

donc u n isomorphism e T X/ T W 

X X 

T f (x) Y/T f(x) Z En particulier , si Z  est d e 

codimension c (i.e. dim( T Y/T Z) 
y y 

= c  pour tou t y  £ Z ) , W est d e codimensio n 

c . 

Nous alIon s maintenant généraliser (2.2) , propositio n 2  : 

THEOREME (Abraham) . Soien t Я , X et Y troi s C T -varietés a bord , ave c r  ^  1 , 

S 3 =  0, X et 3 separables et X de dimension fini e n .  Pour tout e C 
r 
-sous-variete 

Z d e codimension fini e p  de Y e t tou t C 
r 
-morphisme P :  X  X - >Y , 

si 1'o n a P ili Z et r >  n- p , alors l'ensembl e L 
P ,z 

des f € 3 tels 

que P f :  x P(f,x) soit transvers e à  Z  est résiduel . En outre , si X 

est compact e e t Z  fermée, alor s L 
, Z 

est ouvert . 

Démonstration. C'es t cell e d e (2.2) , propositio n 2  :  d'après l a propositio n 

1 ,  W = P -1 (Z) est un e C 
r 
-sous-variete d e 3 x X : s i TI : W 3 désigne l a 

restriction d e l a projectio n canoniqu e 3 x x _ ^ 3 , o n établi t facilemen t 

les propriété s suivante s : 

- W  es t separable : 

- TI est u n Cr -morphisme d e Fredholm, d'indice constan t n- p . 

- Le s point s critique s d e T I sont le s (f ,x) E W tels qu e 
pf 

ne soi t pa s 

transverse a  Z  e n x  . 

L'ensemble de s valeur s régulière s TI n'est don c autr e qu e L 
P , z S 

comme T I vérifi e le s hypothèse s d u théorèm e d e Smale , 9è 
p,Z 

est résiduel . 

Si X  es t compact e e t Z  fermée , alor s T I es t propre , don c fermé e ((2.4.2) , 

proposition 2 ) , ce qu i prouv e qu e L 
P , Z 

est ouvert . 

EXERCICE D'APPLICATIO N (voi r auss i le s appendice s 4  e t 5 ) :  étant donnée s 

deux variété s X  e t M d e dimensio n finie , ave c X  compacte , applique r l e 

théorème d e transvers a 1ité d'Abraha m a Y =  J  ( X , M ) , 3 =  C S ( X , M ) et 

p(f,x) = .1 fix, , s  > k  , pour redémontre r l e théorèm e d e Tho m (cf . Abraham -

Robbin pou r l a structur e d e variét é banachiqu e d e 3) • 
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REMARQUE. Cett e preuv e d u théorèm e d e transversalit é d e Tho m es t plu s sa -

vante (e t plu s restrictiv e quan t au x hypothèses ) qu e cell e donné e dan s (2.2) . 

L'article d e C . Robinso n cit é dan s l a bibliographi e d u chapitr e 1  contien t 

un théorèm e abstrai t combinan t le s avantage s de s deu x approches . 
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APPENDICE 4  -  COMMEN T "BOUCHE R L E TRO U D E L A DIAGONALE " 

DANS LE S ESPACE S D E BIJETS . 

Soient X  e t Y  deu x variétés . Nou s allon s identifie r 

2 X = (XxX) v A X (resp., pou r k £  IN , 
D 

Jk (X,Y)) à l'intérieu r d'un e variét é à 

bord X (resp. 
2 J k (X,Y)) de faço n qu e l e bije t 

2 
k 
f de chaqu e f  : X >  Y assez 

différentiable s e Droloner e e n un e sectio n différentiabl e 
2 J ES f de la"fibration " 

2 J K X,Y 
2 
X . 

L'idée es t d'exprime r qu ' "un e tangent e es t limit e d e sécantes " • 

Dans c e qu i suit , un e métriqu e riemannienn e es t fixé e su r chacun e de s 

variétés X et Y ,  et le s notation s son t celle s d e l'appendic e 2 

(A4.1) Constructio n d e 
2 X 

Appelons S X l e fibr e e n sphère s unité s tangente s a  X. I l exist e u n 

voisinage ouver t U  d e {0}xSX dans 1 R 

+ 
xSX tel qu e l'applicatio n 

U 3  (r,(x,u) ) 
P 

(x,exp ru ) € X  x  X 

soit bie n défini e e t possèd e le s propriété s suivante s : 

(i) p(U ) est u n voisinag e ouver t d e A X . 

(ii) P =  P |u\{r=0} est u n diffeomorphism e su r p(U) \ AX . 

En recollan t U a 
2 
X par p  ,  on obtien t don c un e variét é 

2 
X à bor d 

SX ,  don t 
9 
X est l'intérieu r :  on di t qu e 

21 X s'obtient a  parti r d e Xx X pa r 

éclatement orient é d e l a diagonal e (l e choi x d e U  n'intervien t évidemmen t pa s 

dans l'obje t construit , don t l a structur e d e variét é n e dépen d pa s no n plu s , 

d'ailleurs ;du choi x d e l a métrique) . 
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(A4.2) Construction d e 
2 
J°(X,Y) et définitio n d e 

2 3 °f pour f € C T (X,Y) . 

Il exist e u n voisinag e V 
o 

de {o}x S X x  T Y dans 1R 
+ 

x S X x  T Y tel qu e 

1 1 appiication 

V 
o 

3 (r,(x,u),(y,v) ) 
q0 

((x,y),(exp 
x 
ru,exp 

y 
rv))£ (XxY) 

2 
= (J°(X,Y)) 

2 

soit bie n défini e e t possèd e le s propriété s suivante s : 

(i) q ( V ) 
o o 

est u n voisinag e ouver t d e A(XxY ) dan s 
2 
J°(X,Y)U A(XxY ) . 

(ii) qo = q o | w { r = 0 } est u n diffeomornhism e su r q V  ) 
^o o 2 

J°(X,Y) 

En recollan t V 
o 

à 
2 
J°(X,Y) par q0 , o n construi t don c un e variét é 

2 
J°(X,Y) de bor d S X x  T Y e t d'intérieu r 

2 
J°(X,Y), dont l a définitio n n e dépen d 

pas d u choi x d e V 
O 

; l'applicatio n 
2 Po 

: J°(X,Y ) > X obtenue a  parti r d e 

2 P 0 

par prolongemen t contin u es t différentiable , égal e a  l a projectio n 

SX x  T Y >SX sur l e bor d ;  pour tou t f E C K (X,Y) (k^l), on peut , via p  e t 

q0 , écrir e 
2 Jof sous l a form e 

(r,(x,u)) (r,(x,u), (f(x) , r -J f 
X 
(ru)) 

(où rappelons-le . f x = exp 
-1 
f(x) 

° fo exp x ) dans u n voisinag e d e A X ,  et don c l a 

prolonger e n l a C 
k-1 

-section 
2 ïï°f 

de 
2 P o 

définie su r l e bor d pa r 

2 
i uf(0,(x,u)) = (0,(x,u) , (f(x) , Df(x).u)) . 

(A4.3) Constructio n d e 
2 
5 K (X,Y) dans l e ca s général . 

Commençons pa r l'exempl e o ù k  =  1 e t o ù X  e t Y  son t de s espace s vec -

toriels euclidiens » Etan t donn é f  dan s c k (X,Y) (k^l), 1'application 
2 j 

0 f 

s'identifie alor s à 

(x,x») (x,f(x), Df(x) , x',f(x'), Df(x') ) . 

Dans c e ca s particulier , o n peu t prendr e pou r U  l'espac e 1R 
+ 
xSX= ]R 

+ 
xXxS tout 
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entier ( S désign e l a sphèr e unit é d e X ) , l'application p  : U >Xx X étant 

donnée pa r p(r,x,u) =  (x,x+ru) . 

D'après l a formul e d e Taylor, pour k  ^  3  , 

E 1 f(x,r,u) = r 
-1 

(Df(x+ru) -  Df(x) ) 

tend a u sen s C 
k-2 

vers D 
2 
f(x 

o 
). u 

o 
, e t 

E 2f(x,r,u) = 6r 
-3 

(f(x+ru)-f(x)-r Df(x ) .u -
r 
2 

E 
2 
f(x,r,u)) 

tend a u sen s C 
,k-3 

vers D 3f(x ) 
n 

. U 
3 

o 
quand r  ten d ver s 0 ,  x ver s x 

o 
et u 

vers u 
o 

L'idée es t don c d e défini r 
2 J 

1 
a (via p ) pa r 

2 
.1 f(x,r,u) = (x,r,u,f(x) , Df(x) , E f(x,r,u) ' E 2 f(x,r,u)) . 

On obtien t ains i un e sectio n d e class e C 
k-3 

de l a projectio n 

U x  ( Y x L(X,Y) ) 2 2 2 
j 1 (X,Y) 

2 p 
L u = 

2 
M 

qui (vi a u n changemen t d e variable s évident ) prolong e 
2 J 1 f . 

Formalisons maintenan t cett e idé e lorsqu e X  e t Y  son t quelconques , 

k désignan t u n entie r ^  1 :  i l exist e alor s u n voisinag e ouver t W 
o 

de 

°TX x 0 T Y dans TX x T Y te l qu e l'applicatio n 

((x,a), (y,b)) ; 
h 
o ((x,y), (exp 

x 
a. exp 

y 
b)) 

soit u n diffeomorphism e d e TV 

o 
sur u n voisinag e ouver t h ( W ) 

o o 
de A(XxY ) dan s 

(XxY) 
2 . Si 

*k 
désigne l a fibratio n J k(X,Y) XxY, o n e n dédui t u n difféo -

morphisme h k de (rk x kr) -1 (h ( W ) ) 
o o 

sur 

W. —  W  x  r k o  Xx Y ( 
k 

.1 = 1 
XxY D j 

s 
( TX, T Y ) ) 

2 XxY 

donné pa r 

(jkf(x),j g (x')) (h 
-1 
o 

(x,f(x),x , , g(x ,)) ) (D Jf(x)) 1< j < k ,(D 
j 

Sx 
(exp 

-1 
x x l)) 1< j<k) 
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Il exist e alor s u n voisinage ouver t Vi 
k 

de 

{ 0 } x  (S X x TY) 
X X x Y ( 

k 

3 = 1 
XxY L 3 

s 
( TX, T Y ) ) 

2 
XxY 

dans 

TR 
+ 
x(SXxTY)x 

XxY ( 
k 

3=1 
XxY D 3 

s 
(TX, TY)) 

2 
XxY 

tel qu e l'applicatio n qk qui à 

(r,(x,u),(y,v), ( A \ . . . , A k ) , (B B k ) ) € v 
k 

associe 

((x,ru),(y, 
k 

3 = 1 

r j 

3* 
A 3 . u 3 + 

k 

3 = 1 

r k + 3 

(k+j)I B 
k-j + 1 

u 
k-j + 1 

+ 
r 
2k+l 

(2k+l) v) , 

, U \ . . . , A k ) , ( 
k 

3 = 1 

r 3-i 
(j-i)i 

A 3 , n * - 1 4-

k-i+1 

.1 = 1 

r 
k+ i - i 

(k+i-i)] 
B k " J + 1 . u 

k-i-i+1 ) 
1< i <k ) 

soit bie n définie , à  valeurs dan s k , e t possèd e le s propriétés suivante s : 

(i) qk (vk) est ouver t dan s ( k s U=o)) U [a= o et b=o} 

(ii) q k = h k ^klv 
k \ tr=oj est u n diffeomorphism e su r 

h k ' ^ ( V k ) n 2 
J k ( X , Y ) . 

En recollan t 
2 
J k(X,Y) à vk par v on obtien t don c un e variét é 

2 
Jk (X,Y) de bor d 

(SX x  TY) x 
XxY ( 

k 

3 = 1 
XxY L 3 

s 
(TX,TY)) 

2 
XxY 

et d'intérieu r 
2 
J k (X,Y), dont l a définitio n n e dépen d pa s du choi x d e Wk et 

de 
V k 

; l'applicatio n 
2 
F 
k 2 

J 
k 
(X,Y) 

2 
X déduite d e 

2 P k 
par prolongemen t 

continu es t différentiabl e e t a pour restrictio n a u bord l a projection standar d 

sur SX ; pou r tou t f e c (X,Y) avec r ^  2k+ l , o n peut, via p et qk , écrir e 

2 
]kf sous l a form e 

(r,(x,u)) (r,(x,u),(f(x), E°f(r,x,u)), (D 3f(x)) 
l ^ k ' 

(E 3f(r,x,u)) 1<j<k) ) 

dans un voisinage de Ax , où 
E kf(r,x,u) = r 

- 1 
(D K f 

x 
(ru)-D K f(x)) 
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et 

Ek_;>f (r,x,u) = 
(2.Ì + DI 

r 
2j + l (D k-3 f 

x 
(ru) 

3 

i=o 

1 

r 
i l 

D k -J +1 f (x) .u 3 
+ 

j 

i=l 

r J +1 
(j +i) ! 

E 
,k-i+l 

f(x,r,u) • u i - i +1 ) -

En posan t 

Ek"jf(0,x,u) D 
k+j + 1 

f (x).u 2j + l (0 £ j  £ k ) , 

on prolong e évidemmen t 
2 3 

k 
f en un e s 

r-2k-l 
-section 

2 3 
KJ de 

2 
P 
K 

( A 4 . 4 ) S i X est compact e e t Y de dimensio n finie , 
2 3 est compacte , et 

11 application 

C 
r 
(X,¥) X 

2 
X 3(f,z) P 

2 3 
K 

i l (z) E 2 
J *(X,Y) 

est d e class e C 
r-2k-l 

pour r * 2k+l . De plus , pou r r > 2k+ l , c'es t un e sub -

mersion. 

En particulier . 

(i) f 
2 j 

F E E r-2k-l <2X' 2 J 
k(x,y)) 

est continue . 

(ii) p vérifi e le s hypotheses du théorèm e d e transversalit é ( A 3 . 3 ) 

de l'appendic e 3  pou r tout e sous-variét é d e 
2 
J k(x,y)) 

A titr e d'exemple , voic i deu x application s : 

(A4.5) Sous le s hypothèse s d e ( A 4 . 4 ) , 

(i) les plongement s d e X  dans Y  forment u n ouver t d e Cr(X,Y ) pour r^l , 

dense pou r di m Y > 2  dim X ; 

(ii) les fonction s d e Mors e excellente s formen t u n ouver t dens e d e :r(X,]R) 

pour r >  2 . 

Démonstration.Point (i) . Avec le s notation s d e ( A 4 . 2 ) , soit Z  l a sous-variét é 

fermée d e 
2 
J°(X,Y) constituée 
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- d e l((x,y) , (x',y') ) 
2 
J°(X,Y) ï y =  y 1 } pour l'intérieu r ; 

- d e S X x  0 
TY 

pour l e bord . 

Dire qu e f E C i (X,Y) est u n plongemen t équivau t a  affirme r qu e 
2 j 

of (2 x) est 

contenu dan s l e complémentair e d e Z  ,  d'où l'ouvertur e pa r (A 4.4 ) (i) . La 

densité provien t d e (A4.4 ) (ii ) appliqu é a  C  (X,Y ) . s > 1 , Z ayant pou r 

codimension dim Y . 

Point (ii). O n considèr e d e même , ave c le s notation s d e (A4.3) , 

la sous— varieté fermée Z  d e 
2 fi 

1 
(X, TR) constituée 

- d e {(j 0 
X 

f, j 1 X .f •)€ 2 J 
1 
(X, lR):f (x)=f ' (x' ) et Df(x)=Df'(x' ) = 0 pour 1'in -

térieur ; 

- d e S X x  0 
T ]R X X x ]R 

(0 
L(TX,T ]R) ) 

2 
Xx TR pour l e bor d (c'est-à-dir e l a 

sous-variété défini e pa r 

Df (x) = D  f(x). u = 0 e t D 3 f ( x ) . u 3 = 0 ). 

Dire qu e f € C 3(X, TR) est un e fonctio n d e Mors e excellent e équivau t 

à affirme r qu e c'es t un e fonctio n d e Mors e e t qu € 
2 3 

1 
f (2x) ne rencontr e pa s Z  , 

d'où l'ouverture . Pou r l a densit é (déj à prouvé e a u chapitr e 1 ) , on peu t appli -

quer (A4.4) (ii ) à C k(X, TR) D O U r k > 3 . 

La constructio n d e 
2 
J 
k 
(X,Y) dépend pou r k  > 0  d u choi x de s métrique s 

riemanniennes su r X  e t Y , mais (comm e l e montr e l'exempl e precedent) les 

sous-varîetes d e 
2 
Js 
R (X,ï) intéressantes e n théori e de s singularité s on t un e 

adhérence dan s 2 J k (X,Y) qui s'exprim e d e l a mêm e faço n que l qu e soi t c e choi x . 
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Nous allon s maintenan t voi r que , pour le s (système s d' ) équation s 

différentielles ordinaires , l a notio n d e "problèm e bie n posé " n'es t qu'u n 

avatar d e l a transversalité . Cett e idé e es t due , sous un e form e asse z diffé -

rente d e l a présentation qu e nous allon s e n donner, à M.M . Peixoto . 

Nous nou s plaçon s dan s u n cadr e u n peu restrictif, afi n d e ne pas 

compliquer l'expos é d'un e idé e simple . 

(A5.1) Soien t E un espac e vectorie l euclidien , I  = [0,l] , et , pour chaqu e 

r €  M , 

-ßr l'espace d e Banach de s applications d e class e C r de E x I  dans E , 

bornées ains i qu e leur s r  première s dérivée s 

- Y R l'espace d e Banach de s applications d e class e C  d e I  dans E . 

Quels qu e soien t r E N * ei k 6  |0,...,r} , on défini t un e applicatio n 

p : B r x E Y k+1 

par 

dt 
d p(f,x)(t) = f  (o( f i x)(t),t) pour tou t t 6  I 

p(f,x) (o) =  X 

(A5.2) L'application p est d e class e c r " k 
; pour r > k  , sa dérivé e es t la 

solution d u problème d e Cauch y 
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d 
dt 

(Dp(f,x).(f,x))(t) = D A f(p(f,x)(t),t). (Dp(f,x).(f,i))(t) + 

+ f(o(f,x)(t),t ) pour tou t t €  I 

(Do(f,x).(f,x))(o) = X 

quel qu e soi t (f,x) e B1 x E . De plus , pou r tou t (f,x) e (3 x E , Dp(f,x ) est 

d'image dens e e t d e noya u facteu r direct . En particulier , p  es t transvers e 

à tout e sous-variét é Z de codimensio n fini e d e Y 
k+1 

Preuve• -  Le s deu x première s assertion s son t faciles . Etan t donn é (f,x ) Q ? xE, ; 

le noya u d e Dp(f,x ) es t don c form é de s (f ,0) tels qu e f E ßr véri fi e 

f(p(f,x)(t),t) =  0 pour tou t t € I  .  Un supplémentair e ferm é d e c e noya u 

est don c A 
r 

Y r , o ù A 
r 

: Y ßr est l'injectio n défini e pa r A q>(y,t) =  <P(t). 

Prouvons maintenan t qu e Dp(f,x ) es t d'imag e dens e :  étant donn é q> e Y r , so i t 

g 1'élémen t d e 
r-1 

Y défini pa r 

Vt 6  I  ,  q)' (t) = D 1 f(p(f,x)(t),t).9(t) +  g(t ) . 

Lorsque h  6  Y r ten d ver s g  dan s Y r - 1 , l a théori e de s équation s différen -

tielles linéaire s entraîn e qu e Dp(f,x ) (A h ^ C O ) ) ten d ver s 9  dan s Y  .  Notr e 

assertion résult e don c d e c e qu e l'injectio n canoniqu e d e Y 1 dans Y k + 1 est 

continue ë t d'imag e dense . 

(A5.3) Soi t f  u n élémen t d e B1 .Cosidération le problème 

P(f,z) 
<p(t) =  f(<p(t),t ) pour tou t t €  I 

9 €  Z  , 

on Z  es t un e sous-variét é d e Y K , ave c codi m Z  =  di m E  . Nous diron s qu e l e 

problème P(f,Z ) es t bien pos é e n l'un e d e se s solution s 9  lorsqu e 

p f 9(0) 
Z . 

D'après (A5.2) , cel a s'exprim e auss i e n disan t qu e l a seul e solutio n 9  d e 

1'équation au x variation s 
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<P(t) =  D  f  (9(t),t).q>(t) pour tou t t  €  I 

vérifiant Y E T Z es t 9  =  0  . 

De l a dernièr e assertio n d e (A5.2 ) e t d u théorèm e d e transversalit é 

prouvé dan s l'appendic e 3  ,  on dédui t aussitô t l e résulta t suivan t : 

(A5.4) Sous le s hypothèse s d e (A5•3) , l'ensemble de s f E ▬5r tels qu e P(f,Z ) 

soit bie n pos e e n chacun e d e se s solution s es t résidue l pou r r  > k  .  • 

L'intérêt d e c e qu i précèd e pou r l a théori e d e l a transversalit é es t d e 

montrer qu'un e applicatio n p  qui n'es t pa s un e submersio n peu t néanmoin s êtr e 

transverse à  tout e sous-variét é d e codimensio n finie . 

Notre constructio n perme t e n outr e d e ramene r e n princip e l'étud e d e l a 

bifurcation de s solution s d'u n problèm e au x limite s à  l a théori e de s singula -

rités d'application s différentiables . 

(A5.5) EXERCICES . 1  -  Etan t donn é Z  comm e dan s (A5.3) , explicite r l a remarqu e 

* ' r r r  »  r 
précédente :  soit f ^ un e famill e d'élément s d e B dépendan t a u sen s C  d u para -

mètre \ €  1R ;  décrire le s défaut s d e transversalit é générique s d e pf 
Y 

à z  . 

2 -  Prouve r qu e tou t c e qu i précèd e subsist e lorsqu'o n y 

remplace le s élément s d e ßr (vus comm e de s chemin s dan s l'espac e de s champ s 

de vecteur s c r -bornés su r E ) par de s chemin s dan s l'espac e de s automorphisme s 

infinitésimaux (a u choix ) d u volum e standar d d e E = E n , de l a form e symplec- * 

tique standar d d e E = T * Rn ou d e l a structur e d e contac t standar d d e 

E = J ^ F " ,  F  ) (remarquer que , dan s chacu n d e ce s troi s cas , l'espac e T 

d'automorphismes infinitésimaux considér é es t te l qu e fS(a) :  l € 31 =  E 
pour 

tout a  Ç E ) qui son t e n outre dan s if . 

3 -  Montre r d e mêm e qu e tou t c e qu i précèd e rest e vra i 

lorsqu'on remplac e le s équation s d u premie r ordr e pa r de s équation s d'ordr e 

quelconque. E n particulier , o n peu t applique r notr e poin t d e vu e au x classi -

ques problème s d e Dirichlet , d e Neumann, e t c pour le s équation s d u secon d 
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ordre. 

4 -  Applique r l a mêm e idé e : 

- au x équation s différentielle s d'ordr e quelconqu e (*) 
sur un e varíete com-

pacte ; 

- au x isotopie s infinitésimale s d'un e variét é compact e qu i préserven t 

(au choix ) un e forme-volume , un e structur e symplectiqu e o u un e structur e d e 

contact• 

References• -  M.M . Peixoto - "O n a  generi c theor y o f end-poin t boundar y valu e 

problems" -  Anais d e Academi a Brasileir a d e Ciencias , vol.4 1 (1969 ) p . 1.6 . 

" O n end-poin t boundar y valu e problems " ,  J. o f Diff. Eq. (198 2 ), vol.4 4 , 

273-280. 

(*) Une équatio n différentiell e d'ordr e k  su r une variété M  es t un e sous-variét é 

S ñt J k(]R , M) . Dire qu'ell e es t "résolu e pa r rappor t a 
dk y 
dt 

k 
" revien t à  dire qu e 

la restrictio n S J 
k - 1 (m , M ) de l a projection canoniqu e es t bijective . 
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(A6.1) Généralisatio n de s résultats d e (4.2-2) . 

On s e donne un e variété riemannienn e M  ,  dont o n suppose qu'ell e es t le pro-

duit d'un e variét é riemanni enne compacte M 
o 

et d'u n espace euclidie n V  .  On 

désigne pa r E  u n espace vectorie l euclidien , pa r F  u n sous-espace vec -

toriel d e E ,  et l'on pose 

0 =  M x E W = M x F ci Q et Z =  M x {0} c W . 

On appell e d  l a distance géodésiqu e su r Q  pou r l a métrique riemannienn e 

produit G ,  et, pour chaqu e r  > 0 ,  on note 

Br =  K e ,x) € Q  :  I x l <  r ] =  {y 6 Q  : d(y,Z) <  r ] et W =  W n B 
r r 

Les B 
r 

engendrent u n filtr e 3 sur U ,  et les W 
r 

engendrent u n filtr e W sur 

W . 

On désign e pa r x l a projection orthogonal e d e x 6 Q sur F ,  d'où 

en particulie r | x I  =  d(x,£) pou r x  € W .  Etant donné s un réel r  > 0 , un 

réel ß , une partie U  de Q contenan t w 
r 

et deu x application s f  et g d e U 

dans Q ,  nous poseron s 

ß = max{0,ß} 

d 
o 

T, ß 
(f,g) sup L I X J 

- ß 
d( f(x),g(x)):x e w 

r 
\ Z } < 00 . 

De même , s i X  es t une application d e U dan s un espace norm e (*) 

0 0 Nou s auron s plu s généralemen t à  considérer l e cas où X  es t une sectio n 

d'un fibré vectorie l TI de base U  muni d'un e structur e d e Finsler, c e qui si-

gnifie l a chose suivant e :  chaque fibre r-1 *(a) est équipée d'un e norme , et 

celle-ci "dépen d continûmen t d e a" en ce sens que, pour tout e sectio n local e 

continue Y  d e TI , l'application X | ^  I Y(x) I est continue. 
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I x l r,(3 = sup {lx_| -ß IX(x)I : x  d W 
r \ Z } < 00 , 

et, étan t donné e H :  V »  Q , ave c B 
r c V c  Q , nou s désigneron s pa r Li p 

r 
H 

la constant e d e Lipschit z d e H 
B 
r 

On s e donn e u n germ e C : Cw] 
W 

J ( Q , Q ) d'application, d e l a 

f orme c = C (.i f) l w ]] W 
, où f es t u n diffeomorphism e C 

00 
d'un ouver t U  d e Q su r 

un ouver t U ' d e Q ,  possédant le s propriété s suivante s : 

( 1 ) 

(i) U  n W et U' n w apparti ent à W 

(ii) f( U n W ) =  U ' n w  . 

(iii) Il exist e u n diffeomorphism e 9  d e M 
o 

, u n automorphism e B  d e 

V X E et un born e K Se U tel s qu e 

V P e M 
o 

, v v e v x e , s i (e,v) e u \ k , alor s fvG^v) = (9 ( B ) , BV ) . 

(iv) 3 c  e ]0,l[ : v x  e u n w  , d(x,Z) <  cd(f(x),E) . 

On pos e 

(2) 

A = f - 1 
W 

, A_(x ) = A ( x ) _ pour x €  U  ' n W  , 

c 
o 

= li m 
r-*o 

lA I 
b,1 . R  = 1 -c o 

K 
o = SU D Í P f ( x ) I : x  e T , 

L 
o = su r fID(f )(x ) I : x  t  r 1  . 

D'après (l)(iv) , o n a 

(3) 0 <  c 
o 

< c  <  1 

et, d'aprè s ( 1 ) (iii) , e n notan t vA : L >L(F,F ) La dérivé e d e A  normale -

ment a  £  (c'est-à-dir e l a restrictio n à  £  d e l a dérivé e d e A  pa r rappor t a u 

second f a c t e u r d e W = E X F) , 

( 4 ) 

r O = sup{ !vA ( x ) I : x  e T } 

K 
o 

= li m IDf l 
r-»o 

r,0 

L 
o 

= li m 

r—o 
l n ( f - J ) I 

r,0 
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Pour chaqu e k  £  ] N , poson s 

( 5 ) 

s(k) = k +  1  + 
LogK 

o 
+k Log L 

o 
-Log c 

o 

pour Lo g K 
o 

+ k  Log L 
o 

> 0 

[(Log K 
o 
)/-Log L 

o 
3 + 1  sinon , 

t(k) =  max {k,s(k)} , 

où [.] : F ^TL désigne l a parti e entière , e t 

( 6 ) s(a>) = lim s(k) t(co) =  «  . 

k—> 00 
Il es t clai r qu e c 

o 
, R , K 

o 
, L 

o 
, s  e t t  son t bie n défini s pa r £  ,  indé -

pendamment d u choi x d e f  • 

Si 1'o n not e Dk 
3 

( Q ) le group e de s germe s d e cK -diffeomorphi smes 

[ Q ] 

L 
, l e résulta t suivan t contien t le s théorème s 1  et(pour l'essentie l ) 

3 d e (4.2.2 ) : 

THEOREME 1 . -  Soit F un élémen t d e ftt(k) 

F 
( Q ) , k • e IN * u , admettant u n 

représentant g  te l qu e 

(i) 

3 
s(k) 

g = 3 
s(k) 

F f, 

g =  f  en dehor s d'u n borné . 

Il exist e alor s u n reel r 
u 

> 0 et un e sectio n holonom e H  de l a projection -

source J K ( Q , Q ) Q au-dessus d e W 
r 
o 

tels que , pou r tou t r t  ]0, r j , l a 

sui te ( 3 L 
a 
r 
( g n o f " ) ) n£]N soit bie n définie , converge uniformémen t ver s H 

W 
r 

et n e depende que d e 3 
k 

K r 
(T-1 et d e g|B 

r 

Le germ e •H = L H ] 
W 

ne depend donc qu e d e c et d e Y , e t no n d u 

choix d e f  et d e g  ;  en outre , i l exist e h € Dk 
3 

( Q ) tel qu e N= (j 
k h ) lw ' 

et 1'o n a 

(ii) 3 
k 
h 

Z = 3 K 
Z 

id 
Q I 

(iii) ( j V > ) |W = C(j kf) 
v 
] 
m" 
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(Ces deu x condition s n e dépenden t qu e d e Q ,  Y ej t T ) , et no n d u choi x d e f 

et h  ,  introduits pa r commodit é d'écriture) . 

Démonstrati on. C'es t cell e d e (4.2.2) , Théorèm e 1 , à  quelque s détail s prè s : 

t(k) 

étant donn é u n représentan t g  d e ¥  ,  de class e C  ,  voici d'abor d c e 

qui n e chang e pa s pa r rappor t à  (4.2.2 ) : 

- Le s notation s c ,  K ,  L 
r 7 r  r 

définies pa r (7) . 

- L e lemm e 1  . 

- L a définitio n d e Y o 
r ,a 

et d e 
o 

- L e lemm e 3 . 

Passons à  c e qu i chang e (o u plutô t à  c e qu'o n doi t spécifie r e i 

passant d u tor e pla t à  un e variét é riemannienn e plu s générale ) : 

pour chaqu e entie r j  > 0  ,  soi t 

X 3 =  S 
3 
T * Q 

O 
TQ ( resp. 

( 
3 = L 3 

s 
TQ , TQ ) ) 

le fibr e vectorie l d e bas e Q  (resp.QxQ ) don t l a fibr e au-dessu s d e chaqu e 

x €  Q  (resp.(x,y ) €  Q x Q ) est 

L 3 
x = L 3 

s 
(T Q,T Q ) 

x x 
( resp. J 3 x, y = L 3 

s 
(T Q , T Q)) , 

x v 

muni d e l a norm e induit e pa r l a métriqu e d e Q  .  D'après l'appendic e 2  , 

la dit e métriqu e indui t u n isomorphism e d e Q X Q -fibres entr e J k (Q,Q) et 

J k = 
k 

.1 = 1 
Q x Q 1 j 

pour chaqu e entie r k ^  0  . 

Nos hypothèse s su r Q  e t W  impliquen t le s deu x fait s suivant s : 

SCOLIE 1 . -(i ) Il exist e e > 0  tel que , pour chaqu e x  €  Q ,  la boul e 

{y e Q  :  d(x,y ) < E } soit strictemen t géodésiquemen t convexe . 

(ii) L a sous-variét é W  d e Q  es t totalemen t géodésique . 

344 



COMPLÉMENTS D'ANALYSE 

PROPOSITION 1. - S i U 
e 

= {(x,y ) t  Q  y  Q : d(x,y) <  e } , on définit pour chaque 
enti er k  >  0  un isomorphism e 

k J klu B (J RxQ) lu 
e 

de U 
e 
-fibres vectoriels pa r 

V(x,v) €  U 
e 

, V A = ( A \ . . . , A K ) j i 

x,y 1 X,y < 
k ) 

k 
A = ( 0 V , . . . , Ö K A K ) 

où Ö 3 A J = P 
Y ,x 

c A j 

P 
y , x 

: T 
y 

Q —x T 
x 
Q désignant l'isométri e obtenu e pa r transpor t parallèl e l e 

long d e l'uniqu e geodesiqu e minimal e joignan t y a x . 

COROLLAIRE 1. - Etant donné s r >  0 et k E I N , soien t H  : Y 
r 

•S 

0 k 
une sectio n 

de l a projection-sourc e pk 1 K Q au-dessus d e W 
r 

, e t H 
o 

: W 
r ( 

O 
= Qx Q 

la sectio n d e p r 
1 

: Q  x  Q qui s'e n dédui t pa r projection . Si 1'o n a 

H (W ) с U , 

on peu t identifie r H a l a sectio n 
1 

o H de l a composé e L 
k 

x Q * Q des 

projections canonique s lk x Q 
X k 

et 
X k Q En d'autre s termes , l a 

donnée d e H  équivaut à  cell e d e (H° H k ) , o ù 

H° 
= p r 2 °  H o = p r 2 k 

o H  :  Q , 

et o ù 

( H \ .  . . , H ) = pr1 ° k 
« H :  Q y l =L 

1 

O ...G Q L 
k 

est un e sectio n d e l a projectio n canoniqu e Z 
k 

Q 

Sous le s hypothèse s d u corollair e 1 , étant donné e un e autr e sectio n 

F de 
P k 

au-dessus d e W 
r 

, vérifian t 

F 
o 
(W 

r 
) c  U 

£ 

on peu t défini r pou r chaqu e rée l a 
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d k 
r ,a 

(H,F) = ma x {d o r , a 
(H°,F°) , ma x [ I H J - F J I 

r,a-j : 1  < j  * k  } } . 

SCOLIE 2. - Pour tou t rée l a >  0 , si 1'o n a r <  P ( a ) , où 

p(a) =  (e/R ) 1/oc 

et s i l a sectio n H  d e pk au-dessus d e W 
r 

véri fi e 

Hc E Y ° 
r ,oc 

on a H 
o 
(M 

r 
) c U 

e 

Cette remarqu e perme t d e définir,comm e dan s (4.2.2 ) pour 

0 <  r  <  H (a) , 

Y k r ,a = { H 6 C o 

W r 
(p k 

) H U E Y o 
r ,a 

et d 
k 

r ,a 
H.i 

k 
id ) < œ  }  . 

Le lemm e 2  d e (4.2.2 ) es t alor s évidemmen t satisfait . I l e n v a d e mêm e -  mai s 

de manièr e moin s évident e -  d u lemm e 4  (toujour s pou r r  <  p(oc)) ;  ic i encore , 

nous nou s borneron s a  signale r c e qu i chang e pa r rappor t à  (4.2.2 ) :  pou r 

chaque J E N * 
, o n désign e pa r Z j 

r, a 
l'espace d e Banac h 

{ H J 6 C 
o 
W 
r 
(X J) | Lj) 

r, a -J < 00 } , 

muni d e l a norm e l . l 
r ,OC-J 

, et , comm e dan s (4.2.2) , o n identifi e Y 
i 
r ,oc à 

Y x Z  , où Y ^  Y i -1 
r . a 

et Z =  Z 
i 
r ,a 

. D u fai t qu e le s "dérivées " introduite s 

dans l'appendic e 2  vérifient l a formul e d e Faa-d i Bruno , l a démonstratio n 

est alor s l a mêm e qu e dan s (4.2.2) , au x différence s suivante s prè s : 

- L'applicatio n linéair e Z  y Z associé e à  l'applicatio n affin e 
V H 

z i )  $1 ( H , z ) est cett e fois-c i 

z t—\ y x j—> P 
$°(H°)(x),x 

-De(H°(A(x))).P A(x),H°(A(x)) 
.z(A(x)).(D(f _ 1) (x)) 1) . 

Le transpor t parallèl e étan t isométrique , o n e n dédui t l a mêm e majoratio n qu e 

précédemment pou r Li p (v„) 
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- Dan s l a définitio n de s application s B  e t C  d u lemm e 5  ,  il fau t d e mêm e 

remplace] D g (H°(A(x)) par 

P 
r(H°)(x),x 

.D jg(H°(A(x))).(P 
A(x),H u(A(x)) 

) 3 

Je laiss e l e lecteu r s'assure r que , grâc e à  l'hypothès e (i ) d u théorèm e e t 

à (l)(iii) , l e lemm e 5  rest e vrai . 

(A6. 2 ) Preuv e direct e d u théorèm e 2  d e (4.2.3) . 

Les hypothèse s e t le s notation s son t celle s d e (4.2.3) , théorèm e 2  (ii) . 

Nous allon s explique r rapidemen t commen t évite r l a procédur e d'extensio n 

employée dan s s a preuve , e t don c s e dispense r d e l'hypothès e supplémentair e 

nécessaire a  cett e extension . Pou r simplifie r l'exposé , nou s supposeron s qu e 

k = œ .  Nous feron s égalemen t l'hypothès e (no n restrictiv e :  cf. (4.2.3) ) qu e 

n 
o 

est l e germ e d e l'identité . 

Soient Uz> £ u n ouver t d e Q  e t f  :  U — >Q u n représentan t d e Y 
g :  U >  Q m représentan t d e Y et H :  U  ̂W" —* Q un représentan t d e 

h .  Nous supposeron s (c e qu i revien t a  restreindr e éventuellemen t U  )  qu e 

f et g  sont de s plongements * Pou r chaqu e rée l r  > 0 ,  nous poseron s 

B 
r = x e Q : max i l * 

+ 
LI x j } < r 

W + 
r = W+ B 

r 

Si r  es t asse z petit , nou s noteron s 

D =  B  v  f( B ) 
r r  r 

et définiron s C 
4 

r ,C 
+ 
r , C U 

r 
et c 

r 
comme le s constante s optimale s telle s que , 

pour tou t xe B 
r 

. o n ai t 

(l) 
e 
-C r X 

+ 
< |f(x ) 

+ 
I « e - c r 

+ 
k l 

e 
c r U_| s  |f(x)_ | < e 

m r I*J • 

347 



M. CHAPERON 

De même , nou s poseron s 

K 
r 

= max f Loer Lip ( f [Wr ) Log Lip( g 
Ci r 

) } 

L 
r 

= ma x { Log Lip(f -1 |Wr ) , Lo g Li p (g - î 
|w_ )} . 

boient c ,  c ,  <T, c , K, L Les constante s -  dépendan t seulemen t d e 3 
1 
Z y -

définies pa r 

+ 
c" =  -  max 

f L o g 
T (f 

±1 
+ ) 

S x 
± 

(x)| : x e E j 

C = 
= ma x { Lo g 

G (f -t-
-(^1) ) 

(x) 
Ò X 

± 
: xe' E } 

K =  max í Log |Di(x)| : x E Z ] L =  max f Log | D ( f -1) (x) | : x e Z } 

où E 
+ 
(x) = f(x ) 

= 
. O n a  pa r hypothès e 

(2) K > C >  c > 0 < c < C < L 

et 

(3 ) 1 im 
r -> 0 

c 
± 
r = c 

+ 

1 im 
r —> 0 

+ 
C" 
r C+-

± 
C et 1 im 

r —> C 
L =  L 
r 

1 im 
r 0 

K = = K . 
r 

Si r  es t asse z petit , o n défini t don c un e applicatio n m :  B 
r r \ w" — > m 

et un e applicatio n J r r 
s W  •  D 

r par 

(4) y r ( x ) = 
-m r(x) (x) e D 

r 

et l'o n a , d'aprè s (l) , 

(5) 

Log(r/| x+ I ) 

C + 

r 

- 1  <  m  (x ) < 
r 

Log(r/|x I ) 

c 
+ 
r 

|x_|(|x |/r ) 
Cr / cr+r 

< |y„(x ) I < e° rIx I(Ix I/r ) 
c r / C r 

Du fai t que , pou r r  asse z petit , o n a 

(6) (o ,i 
œ 
W + M W -
r w r 

f = 3 
co 

Wr+ U W -r g 
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(6) 

(ii) J 00w+r/ W -H = JW^vW - ÌdQ 

(iii) H(f(x)) = g(H(x)) x e B \W " 
r 

nous déduiron s l e résulta t cherch é : 

THEOREME. - Pour tou t r > 0 asse z peti t e t tou t entie r k > 0 ,  le je t 
. K 

Jx 
H 

tend ver s 
.k 

id quand X £ B 
r 
W- tend ver s Y E W-r , e t c e uniformémen t pa r 

rapport a  x  e t y  . 

I - Preuve d u théorèm e s i k  = 0 . 

Soient R > r > 0 deu x réel s asse z petit s pou r que ' m ^ soi t défini e e t qu e 

H Br = g.H.f 
-1 
K , e t vérifian t H ( B r ) c B R C U (inclusion " a priori " justi -

fiable pa r le s calcul s c i - d e s s o u s ) . Etan t donn e x  dan s B \  W 
r 

posons 

m = m (  x) 
r 

u3 = f"J(x) e B N W " , 0  < j < m . 

On a 

d(H(uJ),u3) = d(g(H(u3+1) ) , f(u3 + 1))< 

< d(g(H(uJ+1) ) , g(uJ+1)) + d(g(uJ+ 1 ,f(uJ+1)) 

< *R i(H(u .1 + 1 ),u .1 + 1 ) +  d(g( u 1 + 1 ),f(u i + 1 )) 

pour 0 < i < m-1 . d'o ù 

(7) d(H(x),x) < e mKR d(H(um).um) + 
m-1 

3=0 
e 
H kr d ( g(uJ+1), ( uj+1) 

Pour chaqu e rée l a > 0 , so 1 1 ra r ,a un reel vérifiant 

díH(u).u) < K 
r ,a lu I O . u  e D 

r 

Si 

u(u) =  mi n { l u i , | u j } u e Q 

il exist e pou r tou t B > 0 u n rée l K 1 
r, B 

tel qu e l'o n ai t 
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d(g(u),f(u)) ^ K  » 
r, ß 

u(u) 3 , u  e B 
r 

Or (d'aprè s (l)-(3 ) e t puisqu e r  es t petit) , l a suit e (|u+j|) (resp. 

(|uJ|) ) est strictemen t croissant e (resp . décroissante) . Donc, d e troi s 

choses 1'un e : 

(a) Pour IxJ >  !x_| , o n a  max µ ( uj) =|x| , e t (7 ) entraîn e don c 

(8a) d(H(x),x) < e 
mK R K 

r 9a 
I m l « 

+ 
(e mk R-1) K 1 

r, ß 
| x+ »/<e 

K K - 1 ) 

(b) Pou r |uH S|u-| , o n a  max n(u J) = |u"| , d  ' où 

( 8b) d(H(x),x) < e 
mK 

R K 
r ,Q 

+ ( e 
mK 

R - l)K ' 
r ,a 

( e K R - i; | u m | a . 

(c) Dan s l e ca s restant , i l exist e u n (unique ) k e fl,...,m } vérifian t 

l u ^ N l u ^ 1 ! et |uk+| > |uk | , d'où , d 1 après (l) , 

Log(|x_]/|x |) 

C +  C r r 

< k  < 
Log(|xJ/|x | ) 

+ — 
c +  c 
r r 

+ 1 

max 
3 

u ( u 3 ) < |uk-1| < 
c r(l-k) |-x-| 

et donc , s i X =  c / ( C + + C ) r r  r  r 

max 
3 

u ( u J ) < e cr | x+ | yr | x- [1-yr, 

d 1 ou 

(8c) d(H(x),x) < e 
mK 

R K 
r, a 

|mu|a -t- (emKR- 1)K ' 
r,ß 

e 
.Pc; p ( i - v 

I x J 
ßy r / 

/ ( e K R - l ) 

Comme 
m Y  X 

u =  y (x ) et m = m (x ) 
r 

, o n dédui t d e (3),(5 ) e t (8 )-( 8 ) 
a c 

le lemme 

suivant, qu i précis e l e théorèm e s i k = 0 : 

LEMME 0. - Pour tou t rée l r > 0 assez peti t e t tou t a > 0 , l a fonctio n 

x (—y d(H(x),x)/| x I 0 est borné e su r B 
r 
/ W . 
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II - Preuve d u théorèm e pou r k > 0 . 

Etant donné s x , y e Q asse z proches , noton s P : T Q 
y 

T Q 
x 

11isométrie 

obtenue pa r transpor t parallèl e l e lon g d e l'uniqu e géodésiqu e minimal e joi -

gnant y  a  x  ,e t [x = Px,x= id T 0 Lorsqu'il n' y a  pa s d'ambiguit é su r y , 

on not e P 
x 

au lie u d e P 
Xb 

. Nou s allon s établi r pa r recurrence sur k  l e 

résultat suivant , c e qu i impliquer a l e théorèm e : 

LEMME k . - Pour tou t rée l r  > 0 asse z peti t e t tou t a > 0 ,  la fonctio n 

x| ^  |PxD*H(x ) -DKid (x)|/|x+| a est borné e su r B v W 
r 

Preuve d u lemm e 1 . Ave c le s hypotheses et le s notation s d e I- , o n a , pou r 

0 <s J < m , 

|PuJ DH<UJ)-Iuj | = IP j  D(g„H. f h (ua) - D(f.f"1)(uJ)| 

= Puj-Dg (H(u;i + 1)) = DH (u3+1)-Df(uJ+1) D t f ^ H u 3 ) ! 

< P 
uJ 

Dg(H(u j + l )) P 
H(uj + 1) 

(P 
uj + l 

DH(u3+1) - I 
uJ + 1 

)| + 

+ p J Dg(H(uJ+1)) P 
H(u3 + 1) u J+1 

- P U3 D g (uj+1) + 

+ | P j  Dg(uJ+1 ) - Df(uJ+1)| I D(f_1)(ud)I 

Or, o n a 

u J 
De:(H(uJ + 1)) P 

H(uJ+1) , u 3 + 1 
I = |Dg(H(uj+1)) | oKr 

< e r 

|D(f-1) (uJ) | < eLr 

et (puisqu e r  e t R  son t petits ; i l exist e de s constante s k 
r,K 

et, pou r 

tout P > 0 , K" 
r, 225 

telles au'o n ai t 

P 
f(u) 

De*(v) P 
v,u 

- P 
f( u) 

Dg(u)| < k 
r,R 

d(u,v) . u  e B 
r 

, v e B R 

P 
f(u) Dg(u) - Df(u) < k v 

r, ß 
u(u) ß , u  e B 

r 

d ' où 

|PnJDH(uJ) - I uj| < eKR |P 
U 
.i+i 

DH(u i + i ) - I 
u .1 + 1 

I + K I r . R 
d(H(u j + l ),u3 + 1) 

+ K " 
r,B 

u(u3 + V Lr 
e r 
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On dédui t don c d e I - que , pou r tou t o r >0 ,  i l exist e un e constant e C 
r ,ot 

telle que , pou r x e B 
r 
- W - et 0 < j < m , o n ai t 

| P u J D H ( U J ) - I u j | < e
K R + L r P 

u 3 + 1 
DH(u j + 1) - I 

n3 + l 
I + C 

r, a 
|x+| a , 

d 1 où 

|P DH(x ) - I I 
X X 

< 
m ( K R + L r ) (IP 

u m 
DH ( u )  - I 

u m 
+ C  1 

r,K,or 
U I a) , 

où C • 
r,K,« 

est un e constante . O n obtien t don c l e lemm e 1  e n remarquan t que , 

pour tou t p  > 0 ,  la fonctio n u |p 
u 
DH(u) - I 

u 
l / | u _ | ß est bornee sur D 

r 

Idée d e l a preuv e d u lemm e k  pou r k  >1 .  Supposait l e lemm e i  prouvé pou r 

0 <; i < k , la formul e d e Faa-d i Brun o implique , pou r 0 < j < m , 

P 
u 3 

D k H ( u J ) - DKid ( u a ) | = |D kH(u j)|= | D k ( g 0 H o f - 1 ) ( u j ) | < 
< |De:(H(u3 + 1) ) . D k H ( u J + 1 ) D (f-1) (uj) G k| + 

+ B 
3 
(x) 

< e KR + kLr | D k H ( u J + 1 ) | = B 
3 
(x) , 

où tou s le s B 
Ì1 (xVlxJ p , 0< j  < m , sont majore s pa r un e morn e constant e su r 

B \W ~ 
r 

pour tou t 6  > 0 .  Du fai t qu e u | D k H ( u ) | / | u | P est borné e su r 

D 
r 

pour tou t 6  > 0 ,  on conclu t comm e dan s l a preuv e d u lemm e 1  . 

EXERCICE. -Détailler l a fi n d e l a démonstratio n précédente , e t précise r le s 

différentiabilités e t le s contact s requi s pou r qu e H  s e prolong e e n un e 

appiication c K lorsqu'elle n' a qu'u n contac t d'ordr e fin i ave c l'identit é 

en W+ / w-

(A6.3) Preuv e d'un e généralisatio n d u théorèm e 2  d e (4.2.4 ) ; conséquences. 

Les hypothèse s e t le s notation s son t celle s d e (A6.2 ) ; nous allon s 

indiquer rapidemen t commen t prouve r l e 
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THEOREME. - Pour tou t nombr e complex e À ^ 0 ,  il exist e un e applicatio n 

m : HJ(j [ 0 0 } telle qu e m ^(co ) = [ Œ ] et que , pour tou t k e l (j { 0 0 } la propri -

été suivant e soi t vérifié e : quel qu e soi t l e germ e < V [ « ] £ 
Œ de fonc -

tion c m ( k ) satisfaisant 

0 = 
.m(k) 

la »<p - Xcp) | W- U W-

tout germ e a : [ Q ^ W ] Œ de fonctio n cm(k) véri fiant 

y a = au y | Q \ W -

0 = J 
m(k) 

[a-a ) 
o 

| w+ / w-

se prolong e e n un uniqu e germ e a : [ Q ] 
2 

D de fonctio n continue , qu i est 

de class e c k et satisfai t 

à o c p =  A à 

0 = j k (a-a.) |w- • 

Démonstration. Comm e ell e es t tou t à  fai t semblabl e (e n plus simple ) a  cell e 

de (A6.2) , nou s nou s contenteron s d e quelque s indications , e n nou s bornan t a u 

cas o ù k  = œ . 

Soient a  e t de s représentants d e a e t et^ respectivement . 

Etant donné s r > 0 asse z peti t e t x s B ^ \ W ,  on a, ave c le s notations d e 

(A6.2) I- , pou r 0 < j < m , 

! (a- a )(u j)| 
o 

= Ua(u J + 1) - ao(f(u 3 + 1))| < 

< (a - a )(u j + l ) | + I  (la -  a .f)(u- i + 1) | . 

La fonctio n u ,  y I (Aa -  a wf)(u ) |/u(u) ß est bornee sur B 
r 

pour tou t 

ß > 0 . Pour tou t 6 > 0 ,  il exist e don c un e constant e 
r,6 

telle qu'o n ai t 

I Ua -  a of)(u 3)I ¿ C r,ô u.i6 
, l < j <m 

d'où 
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|(a-a )(x) | <  |A r .|(a-ao)(um)I + (l+|A|+.. . + U r " 1 )C 
r,ù 

| x+ | 8 

Comme l a fonctio n u , _ * !(a- a )(u)|/| u I P est borné e su r D \W H 
r pour 

tout ( 3 > 0 ,  on e n dédui t l e 

L.EMME 0 . - Quels qu e soien t r  > 0 assez peti t e t p  > 0 ,  la fonctio n 

x ) _ > |(a-ao)(x)I/|x J P est borné e su r B r\ W+ 

Comme dan s (A6.2) , o n démontr e alor s l e théorèm e e n prouvan t pa r 

récurrence su r l'entie r k > 0 l e 

LEMME k . - Quels qu e soien t r  > 0 asse z peti t e t Ç> > 0 ,  la fonctio n 

x >  I D (  a - a )(x)|/|x ] 2 est bornee sur B \W ~ 
r 

Je laiss e l e lecteu r s'e n assurer. » 

COROLLAIRE. - Soient £  l'algèbr e complex e de s germe s [Q] Z Œ de fonc -

tions c60 , e t Y Y 1'automorphisme a I— y ao<p de £ .  Tout nombr e complex e 

A ¿ 0 est valeu r propr e d e Y 
•H-

, e t l e sous-espac e propr e associ é es t d e 

dimension infinie . 

Démonstration. Etan t donn é u n nombr e complex e A 0 ,  nous allon s voi r qu e 

1'espace RY des vecteur s propre s rt d€ Y * associés à  A  e t tel s qu e 

0 =  (i-i ) I w+uw-

est d e dimensio n infinie . D'aprè s l e théorèm e (avec a = 0 ) , 
o 

il suffi t d e 

construire le s germe s a :  [ Q N W ]  •  Œ le fonction s C0 0 ave c 0 = (jœŒ ) I W+ et 

A a = ctow 
Q N W -

Pour tou t représentan t a  d'u n te l a e t tou t r > 0 asse z 

petit, 
a|BrvW-

est détermin é pa r R | D r et l a relatio n Aa = aof I Br\ W 
Pour construir e r - Dr , remarquon s que , s i 5 D  =  D 

uo r  r 
(IxJ = r] et 

Ô.D = B 
u 1 r  r n f < a 0 V . le s seule s condition s requise s son t le s suivante s : 
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(i) 0 =  j 88 
D 
r 
M W+ a 

(ii) j 
oc 

d 1 Dr 
a =  A (j 

CO 

5 D 
J o r 

a ) 0 j 
00 

d 1 D r 
( f -1) . 

Il suffi t don c d e prendr e pou r j 
00 

ao r 
a le je t e n 

y o r 
de n'import e quell e 

fonction Q  — y Œ  plat e e n W  ,  de défini r 3 
œ 

g J D r a par (ii ) e t .00 

3D 
r U W+ a 

par (i) , et d'obteni r a| D 
r 

en remarquan t ((1.3), théorèm e 2 ) qu e l a sectio n 

s d e l a projection-sourc e J°°(Q,<E) >  Q au-dessus d e A = (D rnW )USoDrUô1D r 

ainsi défini e es t holonome , pui s (exercice , d'ailleur s clairemen t inutile ) 

en étendan t a D 
r 

un germ e d e fonctio n ayan t s  pou r je t e n A  .  Comme le s 

[ J oc 

'*oDr 
a] 

uo r11 
forment u n espac e vectorie l d e dimensio n infinie , i l e n v a 

a fortior i d e mêm e de s a E E t 

EXERCICE (autr e démonstratio n d u théorèm e d e linéarisation d e Sternberg). -

Etant donn é Q E D 88 o ( R n), formellement linéarisabl e e t d e parti e linéair e 

(p1 = Dcp(O) semi-simple e t hyperbolique , s e ramene r d'abor d (comm e toujours ) 

du cas où j°°U - cp ) I W+iiW-
= 0 , pui s (dan s l e domain e d e Siegel) utiliser 

la mêm e méthod e qu e dan s l a preuv e d u corollair e pou r établi r l e fai t suivan t : 

il exist e de s germe s 
1 n 

x ,  . ..,x : [ Rn] o Œ de fonction s C° ° vérifiant 

r 1  n- , [x ,  . ..,x } r 1 nT 
= [ X , . . . , x } 

et (p x =  A_x , 1  < i < n , o ù le s À. 

i 
sont le s 

valeurs propre s (d u complexifié ) d e Y 
1 

, e t tel s qu'e n outr e le s DxX(0) 

forment un e bas e d e l'espac e vectorie l complex e L ( IR ,  Œ ) (l e corollair e 

montre don c combie n l a linéarisatio n es t loi n d'êtr e unique) . 

(A6.4) Un e versio n (semi-) locale d u théorèm e (6.2,1) . 

Nous allon s commence r pa r énonce r e t prouve r c e résultat , don t nou s 

montrerons ensuit e qu'i l impliqu e l e théorèm e (6.2,1) . Nou s termineron s pa r 

quelques commentaire s su r se s application s au x germe s d'action s d e groupe s 

élémentaires. 
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On s e donn e un e variét é N  ,  un compac t B ^ N ,  un ensembl e fin i M # Q 
de sous-variété s compacte s M c B d e N  ,  et u n germ e v C n ] R de C°°-difféo-

morphisme possédan t le s propriété s suivante s : 

(i) Pou r tou t M e ,  on a  v(M ) = M ,  et i l exist e deu x espace s eucli -

diens E M = E+ et 
E M =  E " et u n germ e S M : [N]„ — C « ] 2 

de C°°-difféomorphis-

me, o ù Q = My E + x E~ et S = M x { 0 ) x { 0 ] c Q tels qu e Y = CM* [ v] M vérifie 

Les hypothèse s d e (4.2.3) , théorèm e 2  (ii) . 

(ii) Pou r chaqu e M  e ,  i l exist e deu x germe s Z M+ e t Z +M-er B de 

parties d e N  possédan t la propriété suivant e :  quels qu e soien t l'ouver t 

U D B  d e N  e t l e plongemen t v : U — y N représentan t v ,  i l exist e u n 

voisinage ouver t de . B dan s U  te l que , pou r tou t voisinag e ouver t W d e 

B dan s V  e t tou t M e w ,  l a variét é stabl e (resp . instable ) d e v | M e r M 

ait germ e z; ( resp. Z M-

(iii) I l exist e un e fonctio n f : gjl — » TR telle que , s i p 1 < . . . < p m 

désignent le s valeur s d e f  e t s i l'o n not e 

J = f (M) < ß 
z; = j + 

p.sf(M) 
z m , 1  < i < m 

J 114- 1 + J = 0 , 

l e s J 
A _ 

, 1   ̂i < m e t le s JI \ Z + 
M *1 M 

avec f(M) = p. , 1  <, i < m , 

soient de s germe s d'ensemble s fermes, vérifian t 

(9) 
J 

A. 

Vi + f ( P J , 1  < i s, m 

J ^ i + i 
= 0 , 0  <, i < m . 

On pos e 

J J HJ 
(z+m u z -m) et Ji, k =J U J , 0  < i < k < m . 
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THÉORÈME. - Sous le s hypothèse s précédentes , quel s qu e soien t le s entier s i 

et k ave c 0 ^ i < k  ̂m+1 , i l exist e un e applicatio n 
U i , k 

N * U f«] avec 

u 
-1 
i,k 

(co ) = 00 , possédan t l a propriét é suivant e :  pour chaqu e q e IN * U { 88} , 
chaque germ e ^ [ N ] B 

de C 
ui,k(q) 

difféomorphisme vérifian t 

j 
ui,k(qJ 

J 
r = J 

ui,k(q) 

J 
v et chaqu e germ e ho : [N] B de C 

ui,k(q) 
-di fféomor-

phisme te l qu e 

(10) 
j 
ui,k(q) 

J 
( h % ) 

n 
= J 

J 
ui,k(q) 

V 

o M = Z+ M% et 
o M  M M e i , 

la propriét é suivant e es t vérifié e :  tout germ e 
h : [ N] B| J i , K 

N d 1 appii-

cation c

u i , k ( q ) 
satisfaisant 

(ii) 

J u i _ k ( q ) 

J J ik 
h =  i 

ui,k(q) 

J Jik n 
o 

u o h =  h  o v 
| [N] B \ Jik 

se prolong e e n u n uniqu e germ e h = [ N ] B 
d'application continue , qu i es t e n 

fait u n germ e d e cq - difféomorphisme vérifian t 

JJvfsglkjJ 
h u  =  v . 

Démonstration. Pa r récurrenc e "descendante " su r k - i : s i k  - i = m + 1  ,  on 

a J i,k = 0 , e t i l n' y a  rie n à  prouver - l'applicatio n u 
o, m+1 

peut êtr e 

choisie égal e a  l'identité . 

Etant donn é u n entie r p  ave c 0  < p < m+1 ,  supposons don c construite s 

les application s u . d u théorèm e pou r k-i = p+1 . 
i, k 

Soient i  e t k  deu x entier s vérifian t 0 < i  < k< m+1 e t k- i = p . 

On a  i  >0 o u k < m+1 .  Supposons don c pa r exempl e k < m+1 (l'autr e ca s s e 

traite exactemen t d e même , e n remplaçan t v  pa r v" 1 ) . Soi t 

u. =  max f u„ 
k < • M : f ( M ) = p k } , où J désigne l'applicatio n u  associé e à 
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f =  ^ [ v ] M 
3 a r l e théorèm e 2  (ii ) d e (4.2.3) . Pa r l e mêm e argumen t qu e 

dans l a preuv e d u théorèm e (6.2.1) , nou s allon s voi r qu e 
u i , k =  V  u i , k . i 

vérifie le s condition s d e notr e théorèm e :  étant donné s q E N * U [00] et u ,  h ' o 

et h  vérifian t (10 ) e t (il ) pou r c e choi x d e 
ui,k 

, considéron s pou r chaqu e 

Me f " ( p ) le germ e [h] M ; d 1 après (9) , on a £ 4 i,k ]M " tZM^M et, ave c le s 

notât ions d e (i) , W W = [M x {0} y E ] . I l résult e don c d e (4.2.3) , thé -

orème 2  (ii ) qu e (h] M se prolong e e n u n uniqu e germ e [N] M de C 
ui , k + H q) 

difféomorphisme, ayan t u n contac t d'ordr e 
u i , k . i (q) avec h 

o 
en t ZM^M 

Par définitio n d e Z M et d'aprè s (10)-(ll) . h s e prolong e don c e n u n uniqu e 

germe [ N] B 
\ ( Jik, k _ ZM) 

- N d'app1icat ion C 
ui.k+1(q) 

(ce qu i a  u n sen s ca r 

Ji ,k \aM- est u n germ e d e fermé) , ayan t u n contac t d'ordr e 
u i . k + i (q) avec 

ho en Z M En appliquan t l e mêm e traitemen t à  tou s le s M e f op <e t> , o n 

voit don c qu e h  s e prolong e e n u n uniqu e germ e h' : [n] ß " f i , k + l 
- N 

d'appiication c"i,k+i(q) , te l qu e (10)-(11 ) soien t vérifié s lorsqu'o n y 

remplace (k,h ) pa r (k+1,h' ) . D'aprè s l'hypothès e d e récurrence , cel a 

achevé l a démonstration . 

EXERCICE. - Expliciter l a phras e "Pa r définitio n d e Z M- et d'aprè s ( Î O ) - ( U ) , 

h s e prolonge... " dan s l a démonstratio n précédente . 

Pourquoi l e résulta t précéden t impliqu e l e théorèm e (6.2.1) . 

Sous le s hypothèse s e t ave c le s notation s d e celui-ci , i l es t clai r qu e 

B = 
I e 3 

T+ I 
Jec> Y J = 

q e ZZ 
$ q ( ( f J 

-1 ( [y 1 , y m] )) 

est compact . Pou r prolonge r H  a  N  tout e entière , i l suffi t évidemmen t d e 

pro longer [H] B à [H] B , pui s d'utilise r l a définitio n de s 
Y i 

[H] B et 

la relatio n | o H :  H  n (p . 

Pour déduir e l e théorèm e (6.2.1 ) d u résulta t "local " qu e nou s venon s d e 

prouver, i l n' y a  don c qu' à remarque r qu e le s hypothèse s d e celui-c i son t 
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vérifiées pa r v = [*]B en prenan t w = fMi :  1e 3 5 et Z 
+ 

MI 
= CYI] B , I e 3 : 

c'est évidemmen t l e ca s d e l'hypothès e (i ) ; pour (ii ) e t (iii) , i l suffi t d'a -

jouter à  l a propositio n (6.2.1 ) le s fait s suivant s :  le s 

U = 
n 

-n  ̂k < n 
$ (  (f j r1 <CYI 

1 
n + l ' Y M + 

1 
n + l 

[H] B n e IN ,  constituent un e bas e 

du filtr e de s voisinage s d e B  dan s 
û 

et, pou r chaqu e n  e IN e t chaqu e 

I e 3 > on a * ( "nnYr)^UnnYI et *" (UnnYpcUnnY-

Pourquoi ce t énonc é "germique " intervien t trè s naturellemen t dan s l e chapitr e 

trois e t (8.4) , e t à  quo i i l peu t servi r dan s c e contexte Q 

Commençons pa r un e remarqu e important e : 

PROPOSITION. - Avec le s notation s d e (5.2) , [H] B = 
le ^ 

^c 

c, I 11 
J e 3 c 

C,J 

Preuve. Comm e [H] B[H] B est compac t e t invarian t pa r l e flo t <*ct} , l e théo -

rème 2  d e (5.2 ) entraîn e l'inclusio n d u membr e d e gauch e dan s celu i d e droite . 

Inversement, étan t donné s I,J e Jj ,  de deu x chose s l'un e :  si I  = J ,  on a 

bien w+ t n w T 
c , I 11 c  , I 

- E c , i - T T , ((5.2) proposition 6 ) ;  pour I / J ,  on a 

c , I 1  c  , J IoHJo 
((5.2), théorème 1 ) ; or, pou r tou t i e I n  J" 

o 1 1 o 
, o n a  pa r 

définition <c.,u-gI>^0 <. <c.,u-gJ > et don c <c.,gj-gl>s0 . Comm e 

[H] B g I E H j/ (o] il résult e bie n d e (4.4.1) , Propositio n 1  qu e E T + T - est 

contenu dan s un e v.f.i . d e 
J 

L'application typiqu e d u théorèm e (6.2.1 ) es t l a propositio n i  d e 

(6.2.2) ; sous le s hypothèse s d e celle-ci , l a propositio n qu e nou s venon s d e 

prouver impliqu e qu e l e compac t B  n'es t autr e qu e ( V . n Q c ) * < H /r ) ; i i 

est don c clai r que , dan s tout e l a sectio n (6.2.2) , o n peu t remplace r (pa r 

"germification" l e lon g de s diver s 17. 
J 

) l e théorèm e (6.2.1 ) pa r l e résulta t 

"local" ci-dessus . 

Bien plus , celui-c i perme t e n fai t d'obteni r l e théorèm e d e l a sectio n 
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6- e n évitan t complètemen t l a procédur e d'extensio n (6.1.2) . Lorsqu'i l s'agi t 

comme dan s 6 - d e linéarisations , l a preuv e donné e dan s l e chapitr e 3  es t 

probablement plu s simpl e ;  i l n'e n v a san s dout e plu s d e mêm e d u théorèm e plu s 

général suivan t (démontr é dan s m a thès e pa r l a méthod e d e l a sectio n 6- , e t 

qui ser a publi é ultérieurement) , pour leque l l'analogu e d e (6.1.2 ) es t u n pe u 

délicat : 

THEOREME. - Soient G  un group e élémentair e e t p , p ' deux germe s faiblemen t  

hyperboliques d'action s C° ° de_ G  sur de s variété s d e dimensio n finie . 

S i p e_ t p ' sont formellemen t isomorphes , ils son t C°° -isomorphes. 

(A6-5) Version infinitésimal e d u théorème (A6-1) . 

Les notation s 
M , M Q , v , e, F , q, w, ì:, d, g, B r , w r , g ,v, x_ ont l a 

même significatio n qu e dan s (A6-1 ) ;  pour chaqu e vecteu r v  tangen t e n x  à  Q  , 

on désign e pa r v  l a projection orthogonal e d e v  su r r F = F , c ' est-a-dire 

l'image d e v  pa r l a différentielle e n x  d e y  \—̂  y_ .  On noter a J (TQ) 1 1 espace 

des jet s d'ordr e k  d e champs d e vecteurs su r Q ,  et (  . J .) le produit scalair e 

riemannien dan s chaqu e espac e tangen t à  Q  . 

On s e donne u n germ e ß : [H] B J (TQ ) d'application, d e l a form e 

B = [H] B ] Ww w , où X  es t u n cham p d e vecteur s C 00 sur u n ouver t U  d e Q  ,  pos-

sédant le s propriété s suivante s : 

(12) 

(i) U  f i W appartien t à W 

( U ) Pour tou t x  dan s U  f] W ,  X(x) appartien t à T W 
x 

(iii) Il exist e u n born é K  d e U  e t un endomorphism e b  d e V X E tel s que , 

s i re M 
o 

et vt V XE vérifien t (T,v)tU\ K ,  alors 'X(T,v). = (0,bv ) . 

(iv) I l exist e À> 0 te l que , pour tou t x  dan s U  f | W ,  on ai t 

(X(x)_|x_) >  X | x j 
2 

, où |x_|2= (x_|x_ ) . 

On pos e 
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(13) 

A 
o 

= lim inf {(X(x) | x )/|x I 2 
r-. O 

: xG UflW et 0 < |x I < r } = 

= inf [(nx(x)y|y)/|y| 2 : x CE et y s  {O} } > A > O - , 

P 
+ 
= sup [L G (x)(y,y)/|y| 2 : x CE et f £ T Q v {0} } > A > 0 : 

x J  o 

U"= inf [L G (x)(y,y)/|y j 2 : x CE et ^ tTxQ N{0} } , 

o ù Lx est l a dérivée de Lie ( ( I2 (iii) entraîn e u > A ) 
o 

et, pour k Ç IN , 

(i4: 

s(k) = k + 1 + r (M- - k|i")/A ] 
o 

pour \i+> ku~ 

[u+/u ]  + 1 sinon 

t(k! = max [k,s(k)} , 

ou [.j désign e la partie entière , et 

(15) s(œ) •= Um s(k) 

k-» oo 
et t(oo) = 00 . 

Si l'o n note d k (resp . D ) 11esnace des oermes suivan t 3 de C -champs de 

vecteurs (resp . le groupe des germes : x CE de c" -difféomorphismes), voici l a ver-

sion infinitésimal e annoncé e de (A6 -1) , théorème 1  : 

THEOREME. - Soit a un élément de 
,t(k) 
d : x CE: x CE , admettant un représentant 

Y te l qu e 

( i l 
JSJk)(Y-X) = O et 

Y = X e n dehors d'un borné. 

S i ( fT) et _ (  g )  désignent respectivemen t le s flots de X  et de Y  , il existe 

alors un reel r >  0 
o 

;t une section holonom e H  d e la projection-source 

J (Q,Q ) Q au-dessus de W 
ro 

tels que, pour tou t r €jO,rQ4 , la famill e 

( J w (a - f >  >TX> soit bie n définie , converge uniformémen t ver s H I W 1 r 
quanc 

T ten d ver s l'infini , et ne dépende que di jwr 
et de 

b1 r 
Le germ e T | - [h1] n e dépend don c que de ß et de o " , et non du choix de 

lu 
к к 

X et _ Y  . En outre, il existe h  6 D te l que T| ~ (j h) j ,  et l'on a 
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(ii) / h = : jCE 
(iii) j k ( h " a - [ x l ) 

о 

I = о . w 
(Ces deux condition s n e font interveni r qu e ( 3 , a  e t T ] :  on n'y a  introduit X 

et h  qu e par commodit é d'écriture) . 

Idée d e l a démonstration. Remarquons d'abor d que , d'après (12) (iv), o n a forcémen t 

X(x) =  0 pou r tou t x  € £ ,  ce qui prouv e qu e X  es t tangen t à  £  e n chacun d e se s 

points, e n vertu d e (12) (ii). Pa r (3 .1 .3 ) Corollair e 2  et (12) (iii), i l e n 

T 

résulte que , pour chaque x t j ,  f  (x ) es t bie n défin i e t appartien t à  £  que l 

que soi t l e rée l T  .  par conséquent , (12) (iii) e t l'hypothès e (i ) du théorèm e 

1 

impliquent l'existenc e d'u n ouver t U ' ^ g te l que , pour tou t T € [ o,lj ,  f  e t 
T 

g soien t de s plongements bie n définis , ayant pou r germe s suivan t [j j de s élément s 
co t(k ) 

de D  e t D  respectivement . 

Pour tou t T dan s J0,lj ,  les hypothèses d u théorèm e (A6-1 ) son t vérifiée s 

par (f,g) =  (f , g ) , avec 
- A T 

с < e , 
- A 0 T с < e , 

о ~ 

+ 
u. 1 

К < e K  

о 
et 

-u T 
L <  e 
о 

, comm e 

on l e voit e n utilisant l e 

LEMME. - Pour tou t rée l T > 0 et tout e fonctio n < p : [o,Tj -  [o,+«>[ de classe Ç 1 , 

s'il exist e u n réel a tel qu'o n ai t <p 1
 ( T) ^  a (p( T) pour tou t T Ç [ O , T ] ,  alors  

on a  (p ( *0 <ea T(p (0) pour 0 < T ^ T . 

(En effet, pour a ^ O ,  notre hypothèse entraîn e qu e chacune de s fonction s d e class e 

2^ ? H * Log(<p(T)+e) ave c e  >0 a  une dérivé e majorée pa r a ^  pour a <0 ,  si ( p 

s'annule e n un point p  ,  alors ell e s'annul e su r Cp,Tj ,  puisqu'on y  a 

D<(p(l) =  J (p 1 (u) dû  al (p(u ) du <  0 }  par conséquent , pou r <f(p ) / 0 ,  la fonctio n 

T H Lo g (p(* 0 es t bie n défini e e t d e classe C"' " sur [ 0 , p j ,  et s a dérivé e es t majo -

rée par a ,  d'où l e lemme. ) 

Voici commen t o n utilise c e lemm e pou r déduir e d e (12)(iv ) que l a conditio n 

T — A T 

(l)(iv) d e (A6.1 ) es t vérifié e su r pa r f  =f ave c c < e pou r tou t T  > o 
T 

et tou t r > 0 ave c C  U  :  quels qu e soien t x  € e t T > 0 te l qu e f  (x ) 

soit défin i pou r tou i т € [ O , T ] , on a | ? | f " T ( x ) _ | 2 ^ - 2 ( X ( f " T ( x ) ) J f " T ( x ) _ ) < 
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< -2> |f" T(x)_| 2 pour o < f <:T , et donc i -T, , ¡ 2 -2ÀT i | 2 j f (x)_I <  e |x_ j d'après l e lemme. 

On en déduit, grâc e à  (12)(ii) , que f  (x ) es t défini, appartient a  e t vérifie 

bien |f" T(x) |  < e ^ | x | pou r tou t T ^ O . En outre, il est clair que l'on peut 

dans ce qui précède remplace r A  pa r le plus gran d rée l A ^ te l qu'on ait 

(X(x)JxJ >  A | x _ | 2 pour tou t x dan s W 
r 

De même, quels que soient x  € 2 et T ^ 0 ,  on a 

(16) 
|Df T(x)| 2 = sup {|Df T( X).y| 2/|y| 2 : y ë TQ {0 1 } = 

= sup {(f T*G)(x) .y2/|y| 2 :  y € Tx Q {0 } ] . 

Or, pou r tou t y  ÇT Q ,  on a, par définition d e la dérivée d e Lie, 

> T " G ) ( x ) . y 2 = (f L xG)(x).y^ = LxG(f T(x)).(Df T(x) . y )2 

et donc , par (13) » 

^-(f T*G)(x).y 2 s  / | D f T ( X ) . y | 2 
*G)(x).y2 s /|DfT(X).y|2 

d'où, grâc e au lemme, 

(f T*G)(x).y 2< ^  T|y| 2 - , 

On dédui t don c de (16) que le nombre K  défin i pa r (A6 .1) (2 ) s i f  = f ave c 

T £0 vérifi e K 
c 
< e 

+ 
U 1 . Sous le s mêmes hypothèses , le même argumen t montrer a au 

lecteur que l'on a 
O 

et c <  e o 
o 

(pour ce dernier point , utiliser la 

définition (4) de c )  , 
o 

Pour chaqu e rée l r > 0 les application s s  e t t  associée s à 
T 

f = f 

dans (A6.1 ) par (5) sont don c majorée s par les applications s  e t t  qu e nous venon s 

T T 

de définir pa r (14) . La preuve d e (A6.1) , théorèm e 1 , appliquée à  (f,g ) *(f , g ) pour 

0 < T ^ 1 ,  nous dit donc l a chose suivant e :  il existe r  > 0 te l que, pour tou t 
*6]o,i] , la suite f K 

r 
o 

, nt -n't 
(g °f ) ntJN 

soit bie n défini e e t converge uniformémen t 

vers une section holonom e H  d e la projection-sourc e J k(Q,Q) -  Q au-dessus de 

W 
r c 

(l'existence d'un r 
o 

qui soi t l e même pou r tou t T  s e déduit d e majorations 

utilisant comm e le s précédentes l e lemme ;  de manière précise , les nombres ains i ma-

jorés son t les K ,  L ,  c 
r ' r ' r 

et d 
O 
r ,CL 

(f,g) défini s dan s ( 4 . 2 . 2 ) ) . E n outre, 
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pour 0 < f < 1 et 0 < r < r 
o 

, la restrictio n H 
T 

K 
ne dépen d qu e d e GHsdf et d e 

Y | B r 

^ enfin, une version a  paramètre d e (4.2 .1) (exercice ) montr e qu e H dépend 

continûment d e T  . 

Quels qu e soien t l'entie r m  >0 et r E [0,1/2],m on a évidemmen t H mr = Hr j Par 

conséquent, le s ave c T  rationne l son t tou s égaux , e t l a dépendance continu e 

de pa r rappor t à  T  entraîn e don c qu e tous le s son t égau x à  une même sec -

tion holonom e H  d e l a projection-sourc e J R(Q,Q) -  Q -, la convergence uniform e d e 

la famill e ( - k 

r 
o 

, T  -  T 

(g ° f )  ) r >0 
vers H  (qu i a u fon d nou s import e asse z peu ) résul -

te de l a version " à paramètre T  " d e (4.2 .1) qu e l'o n utilise . 

Par constructio n 
.k 

r o 

T k  T 
f -  (j g )°H pour 0 <  T  < 1 (le 0 désignan t l a com -

position de s jets ) \  la différenciation d e cette relatio n pa r rappor t à  T  e n 

T = 0 donn e (iii ) , et (ii)  est évident . • 
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APPENDICE 7.-COMMENT E T ENDRE LESRESULTATS DU CHAPITRE 3 

AU CAS_NON_SEMI-SIMPLE 1 

(A7-1) Soient GR  un espace vectorie l rée l d e dimensio n fini e r  ,  et p"^ un e 

représentation linéair e continu e d u group e GR  dan s u n espac e vectorie l rée l 

E de dimensio n fini e ;  on suppos e qu e l'actio n d e GR  su r E définie pa r 
JK 

~ 1 
P est faiblemen t hyperbolique , dan s l e domain e d e Siegel, e t l'o n appell e 

a sa parti e semi-simpl e e t v s a parti e nilpotente . 

Soit (x . ) 
3 

l<X<m . 

l < i < n 

un systèm e d e coordonnée s ]R-linéaires complexe s su r E 

adapté à 
1 

P , et soien t 
1 ' n 

€ LCG ^ ,  Œ) et 
V " - - ' C n 

€ L ( G R ,F ) les 

formes linéaire s donnée s pa r 

i 
x . 
3 

o a(g) = e 
a (g ) 

x . 
3 

et c . = Re a . 
3 3 

, l<X< m . 
3 

, 1 > J < n 

Définissons enfi n de s e 
J¿ 

3»m 
* L ( G K , Œ ) , l<m<¿<m. 

3 
, l<J^ n , par 

J6 
x . 
.1 

o v(g) = 
l<m<X<m . 

3 

J¿ 
e . 
3 g)*G)(x).y2 

Pour pouvoi r utilise r telle s quelle s le s notations d u chapitr e 3 , il est com-

mode d e fair e varie r p  e n fonctio n d'u n paramètr e e > 0 (a u lie u d'effectue r 

l'opération plu s naturell e -  mais équivalent e -  qui consisterai t a  fair e 

i 1 
varier le s coordonnées x ^ e n fonctio n d e e , l'action p  étan t fixée) . D e 

manière précise , pou r chaqu e e > 0 ,  on considèr e 1'automorphi sme de E 

défini pa r 

X . o T =  E X . 

j e j 
, l<:X< m . 

3 
, 1 < J < 

et 1'o n pos e 

P =  T ^  p et v = T  „  v . 

Il es t clai r qu e T  a = a ,  et que v ten d ver s 0  quand E  ten d ver s 0  . 
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Quel qu e soi t i E i =  {l,...,n} , on pos e 

E. = 
i 

JEn [ i] 

(x£)_1(0) 

et l'o n muni t chaqu e E . de l a norm e euclidienn e | . I donné e pa r 

Ivi* = s i 
i G)(x).y2 

Les notation s son t alor s celle s d e 5- ; o n s e donn e : 

- Un e suit e (Hj)  d e sous-espace s vectoriel s d e G. ^ sati sf ai sant au x hypo -

thèses d e (5.2) , Propositio n 1 . 

- U n b  £ G ' satisfaisan t au x hypothèses d e (5.2) , Propositio n 2 . 

THEOREME.- Il exist e un e suit e e  ^...^e >  0  de réel s tell e que , si 1'o n pos e 

e = + co 
o 

les propriété s suivante s soien t vérifiée s : 

(i) Pour 0  < j  < r et 0 <  e < e . 
3 ' Q b 

3 
est u n quotien t d e 

Eb 
El 

par 

Pj , E p e I H X E 

(i i) Pour 0 <  j  < r et 0 <  e <; R j+ 1 , soit (Qbl 
j 

, E ) te R le flo t su r 
Qb 

j 

associé ( étant donn é u n choi x d e u ^ H  . \ H .) 
0 + 1 3 

H p 
i + 1. e 

comme ( Q t b ) 
3 

l'est à 

3 + 1 
dans (5.2) , Propositio n 3 . Alors : 

a) Pour chaqu e 1 €  \ 
3 

, le flo t ( Qbt 
J , E 

) est simplemen t hyperboliqu e 

normalement à Z B 
J 
,1 

de variété s stabl e Wb 
3 
,1 

ît instabl e Wb r1 
b) Les propriété s ( i i)-(i i i) _d e (5.2) , théorème 2  sont satisfaite s lors -

qu'on y  remplac e ( D bT 
3 

) par ( q t b 
J 

) . 

La démonstratio n s e fai t pa r récurrenc e :  (i ) es t trivia l s i j  = 0 , e t o n a  l e 

LEMME 1 . - Etant donn é j  6  {0 , . . . , r -1} sj _ e >  0  sati sf ai t (  i ) et q u ' en outr e 

+ 1 ^ 3o,e_.] est te l qu e a ) et_ b) soient satisfaite s pou r tou t e £ ]o,e_ . + ^ ] , 

alors e j +  ̂ sati sfai t (i ) -  c'est-à-dire que , pour 0  <  e  < e j +  ̂?  ®b . est un 

quotient d e E,b j+1 par p  .J+,1e . 
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Preuve. -  Soi t E é  ]0 , E 

3 + 1 
] Comme T B 

3 
(2b 

3 
, I) = [ bj (gI)} pour 

tout I R J , i l résult e d e a ) e t b ) qu e Qb 
j + l 

est u n quotien t pa r (q tb 
3 

) de 

Qb.,b. 1 
3 3+ 1 3 b.(gT)<b. .(u ) 

3 I  3  + 1 
V . . b . ( g ) > b . ,  , 

3 6 I 3+l(u ) 
V , I 

3 

Par conséquen t 

3 + 1 

est u n quotien t pa r 
3 + 1,£ 

de P 
E 

(H.xQ 
3 b 

3 3  + 1 

) ;  en effet , 

d'après l'analogu e d e (5.2) , Propositio n 3  pou r P3 + l,£ , le s orbite s d e 

( g t b 
3 

) sont le s intersection s ave c o b 
3 

de celle s d e 
P3+l,£ 

. Pou r chaqu e 

T € 

( 
b . 
3 

, W +- b 
3 
, i est u n quotien t pa r p , E de 1'ensembl e o 

E 

-i nvari ant 

Eb 
3 

I 
E 

I1 
o 

, e t l'o n a  don c 

PJH.xQ. ) 
e 3  bi'bi+ l 

= E b 
3 b.(gT)<b. ,(u ) 

3 I  3  + 1 

<Eh ,InE 
I 
o 

+ )à U 
b.(gT)>b. .(u ) 
3 I  3  + 1 

(Eb 
3 

TflE 
I 
- ) 
o 

Le mêm e raisonnement , appliqu é à  a a u lie u d e ,  montre don c qu e 

P (H.xQ , ,  ) 
e 3  b  b 

= a(H .xQ .  ) 
3 b3'b3+ i 

= a(H . .xQ , ) 
3+1 b3+ i 

Comme o n sai t qu e cr(H. ,xQ , ) 
3 + 1 b • i J n  + l 3 + 1 

d'après (5.1) , Corollair e 3  ,  on a 

donc P (H.xQ , ) 
E j  b  . , b . . 

3 3  + 1 
= E b j +1 , c e qu i prouv e qu e V 1 

3 + 1 

est u n quotien t d e 

Eb. , 
3 + 1 

par P3 + l,£ 

Commençons don c pa r montre r l'existenc e d e E 1 

LEMME 2 . -  Il exist e E1 > 0 tel que , pou r tou t e € ]0, E ] les propriété s a ) 

et b ) soient satisfaite s pa r l e flo t (** ) 
o. e 

= ( q tb 
o 

, O ). 

Preuve.- L a propriét é a ) es t vrai e pou r tou t e  > 0 , puisqu'ell e signifi e qu e 

le flo t linéair e ( $ t ) 
O .  E 

est hyperbolique , d e variété s stabl e 
n 

et W 
o 

données 

par 
O 

±c.(u)<o 
1 

E . 
i 

. D e plus , pou r chaqu e v 6 E b 
O 

= R 
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d 
dt 

f ($ * (v) ) 
o o , e = ( Q +  R ) 

E 
(§ (v)) , 

o, e 

où Q  es t l a form e quadratiqu e défini e positiv e 

v df (v).Ç(u) v = 
n l<i^n 

c . ( u ) 2 | x . ( v ) I 2 , 
1 1 

et R l a form e quadratiqu e v df (v). v (u) v 

O E 

qui ten d ver s 0  quan d E 0 

Il exist e don c E > 0 tel que , pou r 0 < £ < e , Q +  R 

1 £ 

soit défini e positive . 

Etant donn é j €  [l,...,r-l) , supposant l'existenc e d'u n £ . > 0 
3 

satisfaisant (i) , nous allon s établi r l'existenc e d e E J +1 R ] o ,E j ] veri fi ant 

l'hypothèse d u lemm e 1  ,  ce qu i achèver a l a démonstration . Comm e dan s (5.2) , 

nous poseron s 

c =  b  . 
3 

LEMME 3. - Pou r tou t I  €  d c et tou t £  € ]0,£.] , l a sous-variét é Q  T es t u n 

quotient d e E  T pa r p . .  Soit ( $ T I e flo t su r Q  T associ é à 
2 c, I - — J , £ c,I, £ tc E c, I 

p . . comm e ($ ^ T ) l'est à  a . .  dans (5.2) , Propositio n 6 . I l exist e 
J + 1» e c, I j  + 1 c  

E O o , e . ] tel que , pour £  É ] 0 , E T ] , ( $ X )  soit simplemen t hyperboliqu e nor -
1 3 1  c , £ 

malement à  2  T ,d e variété s stabl e W + _  e t instabl e W  .  Plus précisément , 
c,I c, I c, I ^ 

il existe alor s de s constante s m* , ni j ,  M* ,  <  0  telles que , pour tou t 

e £ ] 0 , £ T ] , tout x  £  Q c j  et tou t t  > 0  ,  on ai t 

M t 
lx l e 1 

T + 

m t 
< \Ì> T (x ) k l x l e 1 

C,I,£ +  + 

M t 
lx l e 1 

T 

m t 

< 1 $ \  (x ) |<l x l e 1 

C,I,£ j - j  -

Preuve. Pou r 0  <  £  <  E. ,  l e générateu r infinitésima l d e ( g yv, I ,R ) est 

X | > (§ + v £ ) ( u - g j g ( X j ) ) ( x ) , 

où g I , e : Z c,I HJ est défini e pa r 

df c(x).(Ç +  v  )(u-g j £(x))(x) =  0  . 
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Quand e — > 0 , v£ e t g j e tend ver s l a constant e g ^ .  Il e n résult e qu e 

_d 
dt 

U 1 j  (x ) I 2 
c, I, e ± 

+ n  =  +  (-Q±(xT)-R±(xT))( x )  , 
t = 0 -  e l e i j+ ' 

où q+-E et e 
sont deu x application s analytique s su r l a variét é compact e Z c, I 

à valeur s dan s le s forme s quadratique s su r E  +  ,  et telle s que , quan d e — > 0 , 

R~ tend e ver s l'applicatio n null e e t Q ^ ver s un e applicatio n constant e ayan t 

pour valeu r un e form e défini e positive . • 

Choisissons de s norme s euclidienne s |. | su r H  . . et su r E  ,  soien t 
3 + 1 

S . c H  . . 
3 3  + 1 

et S  C E  le s boules-unit é correspondantes . Nou s auron s besoi n d u 

LEMME 4 . -  (i ) Pour chaqu e I £  K  . , F I 
3 3  E 

ne s'annul e qu'e n 0  . 

( i i) L'ouver t U =  S 
c 

\ F }(Tl c) 
3 + 

de S  contient tou s le s Ej n S 

avec I £  K  . 
3 3e 
(iii) Pour chaqu e I 3e , le s Qc n E+ U , où U  est u n voisinag e 

de E  0 S  dans S  ,  forment un e bas e d u filtr e de s voisinage s d e 2 T c, I 
dans 

c 

Preuve.(i) D u fai t qu e V i est faiblemen t hyperbolique , o n a C j + 1, I # Vj+ 1,I 

La projectio n canoniqu e y\—>Y|H D E su r H  induisan t u n isomorphism e 

I j 3 + 3 
V. —j > H'. ,  on a  don c C  . T / H  '. . Par conséquent , E T es t inclu s dan s un e 
3 + 1*1 3  3> x 3  1 

v.f.i. d e a _ . , et i l exist e don c g  € H_ . tel qu e x\—^< F_.(x), g >  soi t un e 

norme su r E ^ . 

(ii) S'i l existai t I  £ K . \  f  ,  x 6  E  n S  e t \  £  0  tel s qu e 

3 /  c 1 
v -1/ 2 

F^(x) =  Xc ,  on aurai t forcémen t X =  0  (ca r sino n X x  appartiendrai t a 

ET fl Q = 2 T  =  $ ) , et don c x  =  0  d'aprè s (i) . 
I c  c , I 

(iii) S i te l n'étai t pa s l e cas , i l existerai t un e suit e (x^ ) dan s S , 

de limit e x  €  E ^ f] S ,  et un e suit e ( Â.^) dans ]R + telle s qu e l'o n ai t 

F.(\,x, ) = c  pou r tou t k  e t qu'e n outr e aucun e suit e extrait e d e (X. x, ) 
j k  k 1  n  k  k 

ne tend e ver s E T  .  La suit e (A . )  tendrait alor s forcémen t ver s +  00 , et l a 
c, I k 

- 2 
suite (F.( x ) ) =  {cX )  vers 0  .  On aurai t don c F.(x ) =  0  ,  ce qu i es t impos -

3 k  k  3 

sible d'aprè s (i). • 
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LEMME 5 . -  Pour tou t voisinag e V de 
c 

dans Q 
c 

, i l exist e Ev E ] o, Rj ] 

tel que , pour 0 <  £  < e 
V 

i i'appli cati on 

Q 
c 

Э x 
d 
dt f u x (x))l + n c c, £ t= 0 

soit strictemen t positiv e su r Q 
c 

\ V . 

Preuve. Pou r chaqu e e € ]0, e ] , soit 
g C , £ 

: Q  — * H  . 
c 7 3 

l'application qu i es t à 

.i +1, e ce qu e G c est à A J +1 ; e n d'autre s termes , l e générateu r infinitésima l 

de :** ) 
C - £ 

est 

X ( bS + V E ) (u-g c , E e ( X ) ) ( X ) 

et 
g C , £ ( x ) 

est déterminé e e n chaqu e x e Q 

c 
par 

DF.(x). (Z +  v  ) 

3 £ 

(u-g (x))(x ) =  0  . 
C , £ 

On a  donc , pou r tou t x E Q c , 

( 1 ) 

-£rf (* * (x))l , n dt c  c , £ t  = 0 
= <  dF(x).( I +  v ) (u-g c £ (x))(x),u >  = 

= <  (IF(x).( Ç +  v  ) (u-g c £ (x))(x),u-g c ç(x) > = 

= ( Q +  R £ ) (u-g c £ (x))(x) , 

ou Q  e t R £ son t le s application s quadratique s d e H j+1  dan s l'espac e de s 

formes quadratique s su r E  définie s pa r 

Q(g)(x) = < DF(x).S(g) x ,  g > 

R £(g)(x) =  <  DF(x).v £(g)x,g > 

Pour tou t g  £  H j + 1

 e t tou t x  ^  E  .  Quel qu e soi t l'ouver t U  d e S  contenan t 

tous le s E T H S  ,  I £  K . ,  l'application continu e 
I 3 

(S\U) x S  3 (x,g ) Q ( K ) ( X ) = 

l<i<n 
:.(g) 2lx.l 2 

est à  valeur s >  0  su r l e compac t (  S \U ) x S . ,  et y  es t donc minoré e pa r u n 

nombre >  0  .  Comm e 

S x S  . 3  (x,g ) I >  R (g ) (x) 
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tend ver s 0  quan d e — > 0 il exist e don c ^ € 30,e ] tel que , pou r 

0 <  e < e . , on ai t 

v(x,g) e (s\u) x s . 

3 
, ( Q +  R )(g)(x ) >  0 

et donc , pa r homogénéité , 

(2) Ve 6 J0, e ],V(x,g ) e ( E \ »+ u) x (H \[o}) , (Q +  R )(g)(x ) >  0  . 

En appliquan t (2 ) au x U  d e l a form e U c U U' ,  où U ' es t u n voisinag e ouver t 

de Udc ( E fi S ) dan s S  ,  on obtient , d'aprè s (l ) e t l e lemm e 4  ,  le résulta t 

cherché (rappelon s qu e u- g n e peu t s'annuler , ca r o n a  g  ( Q )c H . ^ u). Q 

c, e c , e c  j 

LEMME 6 . -  I l exist e u n voisinag e V  d e 2  dan s Q  e t u n e ' €  ]0,e. ] tel s — c  c  V  3 

que, pour 0  <  e  < e V ,  1'application W^ :  Qc—> >  F donnée pa r 

Y (x ) = - £ f  ($ X (x) ) 
e dt c  c , e t = 0 

soit strictemen t positiv e su r V \  2 
c 

Preuve. Nou s allon s montre r que , pou r chaqu e I £ J , ^ ,  la dérivé e d e ¥ ^ s'an -

nule su r 2  ,  et qu e s a dérivé e second e es t défini e positiv e normalemen t 

c, l 

a 2c j  pou r e assez petit . Comm e ¥ g es t évidemmen t null e su r 2 c j  ,  le 

lemme e n découlera . O n a 

Y (x ) = 
l<i^n 

< c.,u > (x.|(§ +  v£ ) (u-g (x))x. ) , 
c, e i 

où (.|. ) désign e l e produi t scalair e euclidie n associ é à  l a norm e |. | su r 

chaque E ^ .  Par définitio n d e gC,E ,  on a 

v x e Qc ,  Vg €  H < dF(x).(§*v£)(u-g c £(x))x, g > = 0 , so i t 

V x  €  Q  , 
c 

Vg €  H 
l£i<n 

< c. > 
1 îg 

(x.|(5+v )(u- g (x))x. ) 

i e fec, e i 

= 0  , 

et don c 
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y (x ) = 
l<i<n 

<c. 5u-g > 
i I 

(x., (5+ v )(u- g (x))x. ) = 
i e toc, e i 

= /A 
i€I 

< ci , u-g I > ( x . I ( Ç + v ) ( u - g ( x ) ) x . ) 
i e °c,e i 

Il e n résult e immédiatemen t qu e ¥ ^ e t s a différentiell e son t nulle s su r 2 x c,I 

En outre , quan d e ten d ver s 0  ,  la hessienn e 
2 

D Y 
e c, I 

converge uniformé -

ment ver s l'applicatio n D 2 ^ 
c 2 T C,I 

donnée pa r 

2 2 
Dr (x). h 

o 
= 

i6Ï 
< c  jU-g j > (h. §(u-g T)h.) = i I  i 

= 
I R I 

< c . , u - g l > 2lh.l 2 

1 

pour tou t x  €  2  e t tou t h  £  T  Q  .  Comme D  ¥  (x ) es t défini e positiv e 

C , X X  C  O 
normalement à L pou r tou t x  £  Ii T ,  D2 ¥ I vérifi e l a mêm e propriét é 

c, 1 c , 1 e ^c j 

dès qu e e es t asse z petit . Li 

Des lemme s 3, 5 e t 6 , o n dédui t que , si 1'o n pren d 

(3) e . = min( [e' , e } U  { e T :  I €  '  }  ) , 
3 + 1 V  V  I  0 e 

la propriét é (ii ) de_ (5.2), Théorème 2  est satisfait e lorsqu'o n remplac e 

g y c par 
c, e , pour 0 <  e <; e . . 

3 + 1 
. Nou s allon s voi r qu e l a propriét é (iii ) 

de (5.2) , théorèm e 2  es t égalemen t vérifiée , c e qu i achèver a l a démonstratio n : 

LEMME 7 . -  Etant donn é e € ]0, 6 j , o ù 
e.i +i 

est défin i pa r (3) , pour chaqu e 

x £  Q 
c 

, la fonctio n 

F 3 t 
x, e f o $ t (X) 

c c , e 

ne peu t êtr e borné e supérieuremen t ( resp. inférieurement) que s i x  appar-

tient à 
C,I 

(resp.W )  pour u n i e jc 
Preuve. I l suffi t d e montre r que , s i Y  es t borné e (pa r exemple ) supérieu -

x, e 

rement, alor s x  t  (l e mêm e argumen t qu e dan s l a preuv e d u théorèm e 2  d e 

(5.2) perme t alor s d e conclure) . D'aprè s l'analogu e d e (5.2) , Propositio n 3 , 

on a 
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(4) $ t (x ) =  p  (tu -
c, £ £ 

t 

0 
& c , £ c , e 

(x) ds, x ) . 

Du fai t qu e 
S c , E 

est a  valeurs dan s H 
3 

D u . i l es t clai r nu e 

g,= t u - t 

0 
gc,e 

0 $ S (x ) 
c, e 

ds 

tend ver s l'infin i quan d t —> + œ . 

Soit I.I un e norm e su r H 
j -1 

. I l exist e un e suit e réell e croissant e (Vk6li» 
tendant ver s +  ° ° , telle qu e g ^ / 1 g t I tende ver s un e limit e h  .  Du fai t qu e 

t k  k  t k 
la suit e (F.( $ ^  (x) ) es t constant e (d e valeu r c ) , si l a suit e ( f ( f (x)) ) 

3 c , e c c, e 
t k 

est bornée , alor s c'es t l e ca s d e l a suit e (F . ( $ (x))) , e t don c d e l a 
3+1 c, e 

tk 
suite ( < F_. + 1( $ c £ (x)),h > ) , qui, d'aprè s (4) , s'écri t 

(5) 
3 + 1 *G)(x).y

2 s > = 
l<i<n 

< c . ,  h  > I ex p 
v e ( g t ) x i 

k 
i 2 e 

2<c.,g t 

k 
> 

Pour chaqu e i 6  I 
n 

I (exp v  ( g ))x . I 
£ +  1 

est évidemmen t minor é pa r l x ? ( x ) | á  

1 

O U j =  min{ i : x. ( x) ¿ o} En écrivan t 

g T K = | g t K| (( 
g t k 

]g t k 
- h ) +  h) , 

on voi t qu e l a suit e (5 ) n e peu t êtr e borné e qu e s i 

V i  t I  , 
n 

< c . ,  h > >  0 
i 

x. =  O  , 
i 

d'où l e résulta t cherché . 

(A7-2) J e laiss e l e lecteu r vérifie r qu e l e résulta t suivan t s e prouve , 

mutatis mutandis , exactemen t comm e (5.2) , Théorèm e 3  : 

PROPOSITION. -  Avec le s notation s d e (A7-1) , pou r chaqu e 3 * {0,...,r ) et 

chaque £ € ]0 , £ .] , si n o est u n voisinag e ouver t d u compac t 1/ 
3 

Y Q n 
3 

dans 

Q b 
3 

, alor s V b 
3 

U P (H., U ) 
£ 3  0 

est u n voisinag e ouver t d e 7 
3 

dans E . 

La démonstratio n d u théorèm e suivan t es t u n util e exercic e d e 

relecture d e l a sectio n 6 . -  ,  le s point s qu i pouvaien t pose r u n problèm e 

étant résolu s dan s (A7-1 ) : 
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(A7-3) THEOREME . -  Soient X  une variété , b  un poin t d e X  e t p 1 un e re -

présentation linéair e continu e d'u n group e élémentair e G  dan s E , tell e 

que l'actio n p  ̂:  (  g, x )(—^ p'1 ( g ) x d e G  sur E  soit faiblemen t hyperbolique , 

dans l e domain e d e Siegel . I l exist e s  :  IN U 1 0 0 } ^? tell e qu e s  (<» ) = {<» ] 

et que , pour & 6  I V U {°° } ? l a propriét é suivant e soi t vérifié e :  si 

p £  A c t ^ ^ ( G , X ) , d e parti e linéair e p ,  est forme llement linéarisabl e (à ^ 

Z 
l'ordre s(^)) , alor s P est C  - li néari sable. • 
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APPENDICE 8 . COMPLEMENT S SU R L A LINEARISATIO N DE S 

GERMESD^ACTIONS. 

Nous poursuivon s ic i u n doubl e bu t : 

- donne r un e idé e d e méthode s permettan t d e linéarise r " à l a main " le s 

germes d'action s C  d e groupe s abélien s élémentaire s ; 

- démontre r -  e t précise r -  l e 

THÉORÈME. Soient X  une variét é d e dimensio n 2  ,  p  un poin t d e X  ,  G un  

groupe élémentair e te l qu e G ^ soit d e dimensio n 1  .  Tout germ e ( faiblement) 

hyperbolique P £  Act (G,X) est Ç 1-li néari sable. 

Soient a ^ e t a ^ le s deu x morphisme s continu s d e G  dan s ff'  associé s 

à 
1 

P :omme dan s (4.3.1.) , e t c  ,  c le s deu x forme s linéaire s su r G  dé -

1 2 J K 
finies pa r 

c . ( g n j n )  = Logia. (g)l ,  i = 1,2 , i K  i 

où g j ^  g^ es t l e morphism e canoniqu e G  —^ G^ . 

D'après (4.4.2) , théorèm e 2  e t (4.4.3) , théorèm e 2 , u n calcu l facil e montr e 

que 

P admet un e linéarisatio n C  ,  sauf dan s le s deu x ca s suivant s : 

(i) I l exist e u n entie r k  >  1  tel qu e (quitt e à  échange r a  e t a  )  on ai t 

a 2(g) -  a t ( g ) k pour tou t g  €  G  -  Les morphisme s a ^ e t a  son t alor s à  va -

leurs réelles , e t (d u fai t qu e c  =  k  c  )  l'actio n p  es t dan s l e domain e 

de Poincaré. 

(ii) I l exist e u n (un i que) coupl e (n,q ) d'entier s >  0  premier s entr e eu x 

tel qu e a  ( g ) n a (g)* * = 1  pou r tou t g  ^  G  .  Les morphisme s a  e t a  son t 
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alors à  valeur s réelles , e t (d u fai t qu e nc ^ +  qc ^ =  0 ) l'action p es t dan s 

le domain e d e Siegel. 

Dans le s deu x cas , i l exist e don c su r E = T^ X u n systèm e d e coor -

données linéaire s reelles (x,y) te l qu e 

( 1 ) vg e G ,  xo P (g) = a t(g)x et y 0 P 1 ( g ) = a 2(g)y . 

( A 8 . 1 ) Preuve d u théorèm e dan s l e ca s (i) . 

D'après (4.4-2) , théorèm e 2  e t u n calcu l facile , i l exist e un e 

forme linéair e b  su r GR  tell e qu e P00 soi t C  -isomorph e a u germ e e n 

G x { 0 } d e l'actio n Rh  d e G  su r E donnée pa r 

(2) V g ) =  U(g ) o S ^ ( gK ) = s b(g F ) o U(g) 

où U  e t S  son t le s action s d e G  e t G  respectivemen t su r E données 

b Jrv 

par 

( 3 ) 

x o Ï Ï t g ) =  a  (g)x/l a (g ) I , y  o 'u(g) = a 2(g) y / I a 2 ( g ) I 

x o  's, ( t ; 
b 

= e x et y s  (t) = e 
C 2 t 

(y +  bt x k ) . 

Le cylindr e Q  =  [ v €  E  :  lx(v) | =  1 } es t u n quotien t ( ( 5 . 1 ) , Corollair e 3 ) 

de F  =  E  \  x  * ( 0 ) pa r S ^ :  pour chaqu e v  ^ F  ,  l'uniqu e intersectio n d e Q 

avec l'orbit e S  ( G )  (v ) es t S  (-i(v),v) , o ù 

D 1\ D 

(4) t ( V ) 
- 1 

= c 1 Los: I x( v ) I . 

Tout c e qu i vien t d'êtr e di t d e S ^ vau t évidemmen t pou r l'actio n S q obtenu e 

en prenan t b  =  0  dan s ( 3 ) . Chaque homéomorphism e H  :  E — ^E vérifian t 

(5) H*'rs^ = S 
b o 

est détermin é pa r H | ^ , et don c pa r H | Q =  h  ;  de manièr e précise , pou r tou t 

v 6  F  ,  on a  alor s 

(6) H(v) =  S,(x(v),h( S ( - t ( V ) , V ) ) ) . 
b o 
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Pour h  =  i dE I q i(6) donne , d'aprè s (4 ) 

-1 k  i l 
x o H =  x  e t y ° H = y + b c x  Log IxI ; 

il es t clai r qu e l e H  ains i défin i vérifi e ( 5 ) et es t un C" -difféomorphism e 

(c'est-à-dire u n Ck-1 ^-difféomorphisme te l qu e Dk-1H  e t Dk-1(H  -1)  soien t 

localement hblderienne s d'exposan t a  pou r tou t o c £ ]0,l[ ) . 

Du fai t qu e U(g ) commut e à  sb(t ) e t à  s0(t ) quel s qu e soien t g  €  G  e t 

A / 

t €  GR,  e t vérifi e e n outr e T  o U(g)Lr =  T  ,  on a 

4 T 

H U  =  U , 

d'où, d'aprè s (l),(2),(3 ) e t ( 5 ), 

Vg €  G  ,  H~/r R (g ) =  U(g) «  S (g ) =  p (g ) . 

Nous avon s don c prouv é l'amélioratio n suivant e d u théorèm e : 

PROPOSITION 1 . Dan s l e ca s (i) , P es t -lineari sable. 

REMARQUE. C e résulta t es t u n pe u u n exercic e d e style , dan s l a mesur e o ù 

p es t déj à C  -équivalen t à  quelqu e chos e d'auss i simpl e e t explicit e qu e 

le germ e d e R ^ e n G  x {O ) . 

(A8.2) Preuv e d u théorèm e dan s l e ca s (ii) . 

Nous allon s explique r commen t s e démontr e u n résulta t plu s préci s : 

PROPOSITION 2 . Dans l e ca s (ii) , p est C k -lineari sable, o ù k  =  max{n,q ] 

pour n  q  e t k  =  n+ l =  q+ 1 si non. 

Comme précédemment , soi t U  l'actio n d e G  su r E  donné e pa r 

(7) x ° U(g) =  at(g ) x / l a ^ g ) I et y o U(g) =  at(g ) y/la2(g)l 

Posons z  =  x1 1 y^ -  Quels qu e soien t l'entie r s  > 0  e t le s 2 s forme s liné -

aires b..... . b ,  e e  su r G_ , , soient b  =  (b„,..., b ) , e -  (e. , .., e ) 

11 ' s i s  F 1  s  1  s 
et §  l e morph i sme d e l'algèbr e d e Li e d e G_ , (identifié e à  G^ )  dan s 

b, e - F F 
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l'algèbre d e Li e de s champ s d e vecteur s polynomiau x su r E donné pa r 

(8) 

L 

^, (y ) b, e Y 

x -  ( c y  + 
1< j<s 

b .v z J )x 
.1 Y 

LE 
b,e 

(Y)y = ( c y  + 
1< j<s 

e y z J)y 

Pour chaqu e v ^ €  E  e t chaqu e y  E GR,  noton s t|— ^ e ^ Y ' v

Q ^ l'uniqu e 

solution maximal e t  j ^ v ( t) d u problèm e d e Cauch y 

v»(t) =  § K (y ) b, e Y 
(v(t)) 

f(0) =  v 
o 

Il es t clai r qu e l e domain e d e définitio n d e g|—> Sb,e  ̂e ^ » v

Q ) est  u n segmen t 

ouvert J  3  0  d e G. _ . Comme es t invarian t pa r U  ,  on a  J I T / x  = J V Q K b, e ^  U(g,v ) v 

quels qu e soien t v  t  E  e t g  €  G  ,  et, pou r tou t t  £ JV , 

(9) Sb,e(t,U(g,v)) = U(g , S  (t,v) ) 

Du fai t qu e 
S b,e (o) 

= 0 et d u théorèm e d e redressemen t résult e qu e 

v R = U 
v<EE 

J x {v } 

V C J 

est u n voisinag e ouver t d e G « x 10} dans G B x E Par 

conséquent, 

V =  {(g,v ) 6  G  x E : <g R , v ) e V F ) 

est u n voisinag e ouver t d e G  x {0 } dan s G  x E . D'après (9 ) ,  l a formul e 

(10) V e ( e > v ) = и ( в ' 8 Ь , е ( К В ' v ) ) 

définit un e applicatio n analytiqu e 
b, e 

: V _ » E , et 

Pb,e : C R b , e ] G x {0 } 

est u n germ e d'actio n analytiqu e d e G  su r E fixant 0  . 

On dédui t d e (4.4.3) , théorèm e 3  l'existenc e d'u n entie r s  > 0  e t d e 2 s 

formes linéaire s b„,...., b ,  e„,...,e su r G _ telle s qu e p soi t C  -
1 s i s ] R n 

k~ 

isomorphe a  ^  I l s'agi t don c d e prouve r qu e p ^ ^ es t C  - linéarisable -
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Pour cela , comm e dan s (A.8.1) , i l suffi t d'aprè s (9 ) e t (10 ) d e linéarise r 

a b , e = [ s h J 
b,e 

G E x {0 } 

par u n germ e d e Ck  -difféomorphisme conservan t l e germ e d e U  e n G  x {0 } , 

ce qu e nou s allon s fair e maintenan t suivan t l'idé e qu i a  présid é (entr e 

autres) à  (A.8.1) . 

Le théorèm e d e Cauch y su r 1'analytic i té d u flo t d'u n cham p analy -

tique rée l implique , e n égar d à  l a form e particulièr e (8 ) de s champ s con -

sidérés ici , l e résulta t suivan t :  il exist e deu x segment s ouvert s 

I , c  F  e t I 2 c  G R 
, centre s e n 0  ,  et deu x fonction s analytique s 

fb,e 
P t 

Sb,e : I1x I2 —> R égales à  1  su r I1 x {0 } , tel s que , pou r tou t 

v €  z " 1 ! ^ ) et tou t t e G E 
vérifiant tz(v ) E I2 , o n ai t t €  J 

v 
et 

(11) 

X o (t,v ) 
b, e 

= x(v ) f. (z(v),tz(v)) e b . e ' 

C 1T 

y o S, (  t,v) 
b, e = y(v ) g (z(v),tzlv)) e 

D , e 

C 2 * 

a) Ca s o ù n  e t q  son t distincts -

Quitte à  échange r x  e t y  ,  on peu t suppose r n  > q  -  Soit 

o1 =  S  l a parti e linéair e d e a. • L e cylindr e Q  =  f v £  E  :lx(v)|=l ] 
o, o b , e L J 

— 1 1 
est u n quotien t d e F  =  E \  x  (0 ) pa r a ;  pour chaqu e v  £  F  ,  l'uniqu e 

/*-l 1 
intersection d e Q  ave c l'orbit e a ( G )(v ) es t a ( - t ( V ) , V ) , o ù 

i v 

(12) x(v) =  c  1 Lo g Ix(v) I 

Nous allon s prouve r qu e l a formul e 

(13) H(v) 
b, e 

( t ( V ) , c ( - t ( V ) , V ) ) pour x(v) /  0 

•v sinon 

k 
définit u n C  -difféomorphism e H  d'u n voisinag e ouver t U-invarian t d e 0 

dans E  su r u n voisinag e ouver t U-invarian t d e 0  dan s E  ,  envoyant §  su r 
o, o 

^b e  *  Comme H  préserv e U  ,  le germ e d e H  ^  en 0  enverr a bie n pb,c 
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s u r p 
o, o = [CP 1]G x {0} 

Posons 

(14) u(v) = T ( v ) z ( v ) pour v 6  F 

0 sinon. 

L'application u  :  E — > G es t d e class e C  ,  et l'ensembl e 
MX 

W =  [ v 6  E : z(v) e I e t u(v ) t  I  } 

est u n voisinag e ouver t d e z  (0 ) =  7r (réunion de s v.f.i . d e a )  .  D'aprè s 

(11) e t (13) , H es t bie n défin i dan s W  pa r 

x o H(v) =  x(v ) f. (z(v),u(v) ) 
b, e 

y o H(v) =  y(v ) gb,e(z(v),u(v)), 

et don c d e class e Ck  dan s W  .Comm e i l es t tangen t a  l'identit é e n V ,  il 

k-1 
existe u n voisinag e U-invarian t W'  d e v  dan s E  te l qu e H  induis e u n C 

difféomorphisme d e W'  su r l'ouver t U-invarian t H( W ').  Enfin , pou r tou t 

v €  W  e t tou t t  € GR  asse z p e t i t , o n dédui t d e (12 ) e t (13 ) qu e 

H(a a(t,v)) = S, (t,H(v) ) , b, e 

ce qu i prouv e qu e ( H * t 
b, e 

- F 0,0 | W' = 0 

-1 k 
Il rest e don c seulemen t à  établi r qu e H  es t d e class e C  a u voisinag e 

de 0  D'aprè s l e théorèm e de s fonction s implicites , i l exist e u n voisinag e 

W d e V dan s E  e t un e uniqu e applicatio n continu e v  :  W > G

R null e su r 

7^ e t vérifian t 

( 15) V v  e W ,  If,be  (z(v) , -u(v ) -  v(v)z(v))| = e 

c v( v ) 

avec l a notatio n (14 ) ;  en outre , v es t d e class e 
Ck 

. D e (15) , on dédui t 

que 
T '  ~  T I W 'HF + V | W ' H F 

véri fie 

V v  £  W F ,  x( S 
b,e 

( - T ' ( v ) , v ) ) I = 1 

T ' ( v ) =  0 s i lx(v) I =  1 
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Du fai t qu e Sb, e est u n flot , i l exist e don c d'aprè s (11 ) e t (13 ) u n voisi -

nage d e 0  dan s E ou 1'o n a 

H - 1 ( v ) a1{T ( V ) , 
b, e 

(-x'(v),v)) s i v  6  F 

v sino n , 

c'est-à-dire 

x o H a(v) = x(v ) ^b, e 
(z(v), -u'(v) ) 

Y ° H - A ( V ) = y(v ) gb,e 
(z(v), -u'(v) ) 

ou u ' ,  définie pa r 

u'(v) = 0 s i v  (z Y 

z ( V ) t »  (v) si v t W \ V , 

est d e class e 
CK 

, d'o ù l e résulta t cherché . 

b) Cas o ù n  =  q . 

L'idée es t exactemen t l a mêm e qu e précédemment , mai s i l fau t ic i 

procéder e n deu x temp s :  on prouv e d'abor d qu e l a formul e 

H (v ) = S K (x(v) , 
b , e S 

o, e 
( - t ( V ) , V ) ) pour x(o) /  0 

. V si non 

k 
définit u n C  -difféomorphism e H1  d'u n voisinag e ouver t U-invarian t d e 0 

dans E  su r u n voisinag e ouver t U-invarian t d e 0  dan s E  ,  préservant U  e t 

envoyant §  su r :  l a démonstratio n es t l a mêm e qu'e n (a) . On pos e 
o, e F b, e  H K 

ensui te 

t (v ) 
= C 2 

-1 
Log Iy(v) | pour y(v ) /  0  , 

et l'o n montr e d e mêm e qu e l a formul e 

H (v ) S 
o, e 

( t / V ) , S 
o, o 

( - t ^ V ^ V ) ) pour y(v ) /  0 

V si non 

définit u n 
CK 

-difféomorphisme 
H 2 

d'un voisinag e ouver t U-invarian t d e 0 
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dans E  su r u n autre , préservan t U  e t envoyan t F 0,0  su r §  o,e.  L e germ e 

0,0 o, e 
en 0  d e h * 1

 0  h* 1 envoi e alor s bie n p. su r p = [p^]„ f / 0 . • 
2 1  b , e 0, 0 G  x  (0 } 

(A8.3) Remarques . I l n'es t pa s difficil e d e vérifie r qu e le s proposition s 

k 
1 e t 2  son t optimales , e n c e sen s qu e p n'es t pa s e n généra l C  -linéarisa -

ble. 

La mêm e méthod e s'appliqu e au x germe s d'action s d e groupe s élémen -

taires généraux , pou r lesquel s j e renvoi e au x travau x d e l'auteu r cité s dan s 

la bibliographi e de s chapitre s 2  e t 3 . O n n e sai t pa s pa r exempl e prouve r 

autrement l'analogu e suivan t d u théorèm e d e Grobman-Hartma n : 

THÉORÈME. Tout germ e d'actio n holomorphe de Œ  sur un e variét é holomorphe  

M de dimensio n finie , f i xant a  €  M  et d e parti e linéair e hyperbolique. , est 

C^ -li néari sable. 

Il convien t d e remarque r qu e c e résulta t es t fau x dan s l e ca s 

faiblement hyperboliqu e ;  ainsi, l e germ e p  e n Œ  x  {0 } d e l'actio n R  d e 

2 
Œ su r (D ^ donné e pa r 

R(t,(x,y)) - ( x e\(y+tx^ ) e ^ ) 

o 2 
n'est pa s C  -linéarisabl e :  l e seu l germ e e n 0  d e courb e holomorphe de Œ 

qui soi t p-invariant es t celu i d e x  ^(0) , alors qu e le s deu x axe s d e coordon -

nées son t p ''-invariants. 

Néanmoins, l a classificatio n topologiqu e de s germe s faiblemen t 

hyperboliques d'action s d e Œ  n e présent e pa s plu s d e difficult é qu e l a preuv e 

du théorèm e précédent . 
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Sauf mention d u contraire, le s applications considérée s son t d e class e C 

(A.9.1) Soit su r E =  J (1 R , JR ) le système d e coordonnées (x,u,p ) défin i pa r 

x(j* g ) =  y 
l 

u(j g ) =  g(y) p(3 g ) =  g'(y ) 

quels qu e soien t y  t ] R e t g  :  JR—$.JR . 

Etant donné e f  :  E —» M ,  considérons l e problème suivan t :  étudier le s 

fonctions (p : J —> JR ,  où J  (Z JR est un intervall e ouvert , satisfaisan t 1 1 équation  

différentielle implicit e 

(1) f «  j 1 < p = 0 . 

Conformément à  (7.2.2) , E étan t mun i d e l a structure d e contact K  engendr é pa r 

la 1-form e 

c =  du -  pd x , 

nous allons étudie r le s solutions géométrique s d e (1) , c'est-à-dire le s courbe s 

intégrales d e c  contenue s dan s 

S =  f
 1(o) 

Soit (cf.(7.2.2) , proposition 1 ) 

2 =  ( H f)  1(0) c - [v t E : f (v) = f (v) = ( f +  pf )  (v ) =  0 } , 

D X  U  J 

où l'o n a  noté f 
P 

âf 
ÒP 

, etc. Le ferm é 2  es t conten u dan s S  ,  et contien t le s 

v t S où d f (v) =  0 . Les solution s géométrique s d e (1 ) contenues dan s S\ 2 son t 

ici exactemen t le s feuilles d u feuilletag e caractéristiqu e d e S  ,  c'est-à-dire 

383 



M CHAPERON 

les courbes intégrale s d e H^f contenue s dan s S \£ (cf . (7.2.2), corollair e 2 ) . De 

manière plu s géométrique , ce son t le s courbes intégrale s d u champ d e droite s su r l a 

sous-variété S  \ £  éga l e n chaque poin t v  à  l'intersectio n de s deu x plan s 

T^(S \ Z) e t c(v ) *(0) , qui son t distinct s pa r définitio n d e £ . 

Nous allon s précise r l e lie n entr e solution s géométrique s e t "vraies " 

solutions (locales ) d e (1 ) . 

(A9.2) Etant donné s deu x espace s d e Banach B1  e t B2 ,  rappelons qu e J^"(B^,B ) 

s'identifie canoniquemen t à  B^ X B^ X L(B^,B^) pa r l'applicatio n 

j ^ g  |  >  (y,g(y) ,Dg(y)) , et s e trouv e don c canoniquemen t mun i d'un e structur e 

d'espace d e Banach. De même, J°(B^,B^) s'identifi e canoniquemen t à  l'espac e d e 

Banach B , x  B 
1 2 

Nous supposeron s don c E  =  Ĵ "(]R , JR ) et E^ = J°(]R , JR ) munis d e leur s 

structures canonique s d'espace s vectoriel s réel s ;  la projection canoniqu e 

tt :  E —* E 
1 o 

est alor s linéaire . 

Dans l e problème qu i nou s occupe , l e ferm é 

C =  f (0 ) fi S 
P 

joue évidemmen t u n rôl e fondamenta l :  pour tou t z  € S\ C ,  le théorème de s fonction s 

implicites affirm e e n effe t l'existenc e d'un e fonctio n g  :  E^ >  IR tell e qu e 

[s] =  [(p-g-^rV)] 
Z 1 Z 

En d'autre s termes , au voisinage d e z  ,  les solution s géométrique s d e (1 ) son t 

de l a forme j^<p(J ) , où J c 1 R es t un intervall e ouver t e t ( p : J TR satisfai t 

<P' ~ 9o j°<f ,  et don c (1 ) . 

Pour étudier , sou s de s hypothèses d e généricité , ce qui s e passe a u voi-

sinage d e C  ,  nous auron s besoi n d e l a généralisation suivant e d u théorèm e de s 

fonctions implicite s (pou r une preuve, voir le s ouvrages d e Golubitsky-Guillemin , 

Malgrange e t Tougeron cit é a u chapitr e 1)  : 
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THEOREME DE PREPARATION C° (Malgrange) . Pour tou t k t ]N et tou t germ e 

f :  [ lx J ( 0 0) R  vérifiant D ^f (0,0) =  O pour 0  <. j < k et D^ + 1f(o , 0 ) / O 

(où D^ désigne l a dérivation pa r rapport a u premier facteur ) , il existe a

Q > • • • : 

]Rn —> J R ,  nulles e n 0  , et g  :  ]R X JRn — » ] R , non nulle e n (0,0 ) ,  telles qu e 

f = [ F ] ^ 0 Q ^ ,  où F :  B X ] R n — ± JR est donné e pa r 

F(x,y) =  g(x,y) ( k + 1 

(x 
k 

j= 0 
a. (y) x 3 ) 

Soient 5 =  C00 (E,1R), muni d e l a topologie fine, k k 
et J =  J (E,J R ) , 

o <; k < œ Considérons le s sous-variété s fermée s suivante s : 

Vo = 9 € J ! 9 ( 2 ) - 0 î 

Vl - u g 6  J  :  g(z) = g (z ) = o } 
p 

V 2 •  Hz 
2 

g € J :  g(z) = g (z ) = P 
g 
p 2 

(z) = o } 

V 3 - { j g 
z 

E J 3 : g(z ) 
= 9 P ( Z ) = g 9(z) 

p 

= g 

F 3 
(z) =  0 } 

THEOREME 1  . L'ensemble de s f  t g vérifiant j  f f] VR pou r 0  ^ k ^  3  est un ouver t  

dense U1 .  Pour tou t f  tE U1 , on a le s propriétés suivante s : 

(i) 0  est une valeur régulièr e d e f . 

(i i) Le ferm é C = S f 1(o) 
P 

, ensembl e de s point s critique s d e 
K =  "IL S , est 

une courb e C 

(iii) Le ferm é c l =  C n f J ( o : 
p 

, ensemble de s points critique s d e n1 ,  est form é 

de points isolés . 

(iv) Chaque v  t C\ C est un point-pli d e n :  il exist e u n germ e 

[ E ] v A , C E ] O d'automorphisme d e n1 te l qu e H(CS]v3 = C (x-p 2) (0 )3 

(v) Chaque v t C1 est u n point-fronce d e n :  il exist e un germ e 

[E]v —>h[E]0 d 1automorphisme d e T1 tel qu e h ( [ s ] ) = [(x+up+p J) ( 0 ) ] 

Démonstration. La première assertio n résult e immédiatemen t d u théorème d e transver -

salité d e Thom. Etant donn é f  6  %( ,  (i) exprime qu e j° f ff] V ,  et (ii ) (resp . (iii)) 

provient d e ce qu e J f  ft) V (resp.j f  if] V ) et C = ( j1 f)-1 (V1) (resp.C^ = 

(j2f) (v2)) - cf. ( 2 . 2 ) , propositio n 1  . 
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Pour tout v 6 C, un e translation de E (qui est un automorphisme de ji ) 

permet de supposer que v = 0  . 

- Si v t C\C. ,  le théorème de préparation affirme l'existence de a ,  a. : E —̂  ]R, 

nulles en 0  ,  telles que [s] =  [ (p2 + (a (ïïj p + a, ^ ( 0 ) J . E n d'autres 
o o  1  1  1  o 

termes, si P = p +  ̂ao07ri 1  exist e x :  EQ ^   ̂ i nuHe e n 0 > telle que 

[SJq =  [ (P -Xo^^) ( 0 ) ] Q • Comme df (0) est non nul, c'est l e cas de dX(O); on en 

déduit (iv ) avec (x,u,p)°h = Ç(Xo;rt, (J o jr p ) ], où U : E > 1R est choisie 
1 1  o  o 

arbitrairement de façon que U( 0 ) =  0  et dX AdU ( 0 ) /  0  . 

- Si v t C^ , il existe de même P : E >TR , de la forme P = p + a o JI^ , où 

a :  E >  1R s'annul e e n 0  ,  et X, U : E ^  M , nulles en 0  ,  telles que 
o o  7 

[s] =  [ (P + (U o n. )P + Xo7t ) ~ ( 0 ) ] .  Comme 0  es t valeur régulièr e de f et que 
o 1  1  o 

j 2f fj ) V ,  on a dX AdU(O) fi 0 ,  d'où l'on déduit (v ) comme précédemment . • 

Le théorèm e 1 est un résultat su r les surfaces de E et leurs projection s 

linéaires, san s référenc e à la structure de contact ;  celle-ci intervien t dan s le 

THÉORÈME 2. Il existe un ouvert dens e %( c %{ tel que, pour tou t f  6 U,  le fermé 

2 soit form é de points isolé s de C\Ĉ  , et qu'en outre , pour tou t z  € £ , 

d(H f)(z) 6 gi (E) (ou plutôt so n complexifié) ai t ses valeurs propre s distincte s 
c 

et extérieure s à i]R . 

Démonstration. Soi t h-C(E) l'ensembl e de s M 6  gi-(E) à valeurs propre s distincte s 

et extérieure s à  ilR . Je laisse l e lecteur s'amuse r à  prouver que le fermé 

K =  { j2 g 6  J2 :  H g(z ) = 0 
z c 

et (9 2 
P 

( z ) = 0 ot d(H g ) ( z ) £ hJfc(E)) } 
c 

est réunio n d'un nombre fin i de sous-variété K1 de codimension >  3  •  Par conséquent, 

l'ouvert \( =  (f t g :  j f(E) f] K = 0 } est dense, d'aprè s l e théorème de transver-

salité de Thom, appliqu é aux K1 ; c'est don c auss i l e cas de "l( = U1 u U2 f] . • 

DANS TOUT E LA SUITE, f DESIGN E UN ELEMENT DE l( ,  ET LES NOTATIONS SON T CELLE S 

DES THEOREME S 1  ET 2 . 
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(A9.3) Points régulier s e t points -  plis d e Clairaut d e ( 1 ) 

Appelons points régulier s d e (1)  les points d e S\£ ,  et commençon s pa r 

une remarque essentielle : pour chaque v € E , n. ^"(v) f| S est discret: par con-

sequent, les pentes des solutions Y: J—> JR de (1) telles que j°cp(J)3 v et 

ĵ " (p(j) f ] C =  0 son t toute s distincte s e t formen t u n ensembl e discret , c e qui per -

met d e prolonger chacun e d'entr e elle s san s ambigllité a u plu s gran d intervall e 

ouvert J  3  J  te l qu e l a solution géométriqu e j1 Y(J) correspondante n e rencontr e 

pas C .  En d'autre s termes , les singularité s de s solution s d e ( 1 ) sont (contenue s 

dans) celles d e l'équation , c e qui es t tou t à  fait particulie r au x équation s diffé- 

rentielles d u premier ordr e (cf.(7.2.2) , exercic e 2 ). 

PROPOSITION 1 . (i ) Pour tou t z  € S \C ,  il exist e un germ e h : [E] - ^ [ E ] 

z o 
d'automorphi sme 

00 

c de 
*1 

préservant K  tel qu e h([s] ) 
z 

= C P " 1 ( O ) ] O 

(ii) Pour tou t v  t 7 I(S)\7T(C) ayant u n voisinage U  tel qu e - 1 , , 
71 (w ) 

ait 

deux élément s pou r tou t w  t  U  ,  il exist e un germ e h : [E] 
c (v ) 

E d'automorphis-

me 
a 

C de 
*1 

préservant K  ,  tel qu e 

h([s] 
* (v ) 

) =  C ( P - I ) 

-1 
(O)] 

h (r-1(v)) 

Démonstration. Nou s utiliseron s l e trivia l 

LEMME 1 . (a) Tout germe h e n v € E d e difféomorphisme E  > E détermine un 

o s o o 
unique germe en *^(v) \ (D 1(xoh)(v)+pD (xoh)(v) ) (0) d 1automorphisme d e r1  préser-

vant K , où D„ e t D ' 1  2 désignent le s dérivées pa r rapport a u premier e t au secon d 

facteur d e E =  IX ] R . o 

(b) Pour tou t germ e C  de courbe dan s E te l qu e p i  soi t d e rang maxi -
o o  |C * 

mal ( où p^ :  J°(R,]R ) ] R désigne l a projection-source) , il exist e un uniqu e 

germe C  de courbe d e Legendre dan s E tel qu e TX^ (C ) =  C .  • 

L'affirmation (i ) n'est don c qu'un e reformulatio n d u théorèm e d e redres -

sement ( (3 .1 .3 ) ? théorèm e 2 ) -  pour s e ramener e n 0 ,  on utilise l e fait qu e 

t :  E —* E  ,  donné par xot =  x -  x(z), uot =  u-u(z)-p(z)(x-x(z)) e t p°tz = 
z z  z  r

 z 
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= p - p ( z ) , conserv e c  e t T T e t envoi e z  su r 0  . 

Sous l'hypothès e d e (ii) , on peut évidemmen t suppose r qu e v =  0 et 

il ^ (v) = {z +,z_}, o ù p(z +) =  1 et p(z )  = - 1 .  Soient S + e t S le s germes d e S 

en z + e t z  respectivement . Le lemm e 1  et l e théorème d e redressement (appliqu é 

après rotatio n dan s E )  montrent d'abor d l'existenc e d'u n germ e h :[E] f ,  ^ 
o + U+,z_} <r 

d ' automorphisme d e K . préservant K  e t te l qu e h ( S )=[p ''"(l) ] ,  puis cell e d'u n 
1 +  +  z 

+ 
germe h :  [E] 

[z , z j 
d'automorphisme d e r1 préservant K  ,  tel qu e h = h o h+ 

vérifie h(S_) =  [p" 1(-l)] z , et possédan t e n outre l a propriété suivant e :  le 

germe h' d e difféomorphism e d e E sous-jacen t à  h préserv e l e germe e n 0 du feuil -
- o  -

letage d e E^ défini pa r le s solution s d e p =  1. D'après l e lemm e 1  ,  ceci impliqu e 

que h(S )  - h +(S +) = C P _ 1 ( I ) ] 
z 
+ 

, d'où (ii ) . 

THÉORÈME 3  (Tricomi (1923), Lak Darà (1975), Brodsky (197?)) . Pour tou t point-pl i 

régulier z  de_ S ,  il exist e un germ e h :  uEj^ ^ [ e ] q d  ' automorphi sme C°° de _ , 

2 —1 
préservant K  et te l qu e h ([s]z) = [ (x-p )  (0 ) ]Q . 

L'affirmation (ii)  de l a proposition 1  admet l a limit e suivant e quan d 

on ten d vers un point-pl i : 

Démonstration. Soi t J ' l'involutio n C  d e S' =  (x- p )  (0 ) donnée pa r p o J ' = - P | s , 

et ^  o j i = ^ljs' "  ^ 'a P r ^ s I e théorèm e 1  (iv)  , il exjLst e de même un unique germ e 

J :  [s] < p d'involutio n C° ° te l qu e K o J =  [je] e t J / [id ] 

z z  s  z 

LEMME 2  .  L'existence d'u n germ e h  satisfaisant l a conclusion d u théorèm e 3  équi -

vaut à  celle d'u n germ e h. :  [s] >[S' ] d e difféomorphisme C  possédan t le s 

1 z  o 
deux propriété s suivante s : 

(i) h [J' J =  J 

l o 
(ii) h^ envoie l e germe e n z  du feuilletag e caractéristiqu e d e S sur l e 

germe e n 0  de celui d e S' . 

Preuve. Si h  existe , h =  ni satisfai t (i ) et (ii) . Réciproquement, pou r tou t 

K2 ^rifiant (i) , il exist e u n germ e h 
o 

= [E o] *(z) o o 
de difféomorphism e 
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co 

c tel qu e r1* h1 = h0 *r :,l'existence, l'unicit é e t l a bijectivité d e 
ho|*([s] ) 

résultent d u théorèm e 1 (iv) , ainsi qu e l e caractèr e 00 
r. le h 

o|jt([S\ C] ) et d e 

ho | * (Cc ]z ) Pour voir qu e 
hoU ( [ s3z ) est d e class e C 

00 
, on utilise l e théorème 1 

(iv) e t l'o n prouv e pa r récurrenc e su r k  qu e h i  ,r^i .  est d e class e C pou r tou t 
o|^lSj ) 

entier k  ,  et i l ne reste plu s qu' a l e prolonger d e manière C pou r obteni r h ^ . 

Si d e plus h^ satisfai t (ii) , il résulte d u lemm e l(b ) que l'uniqu e germ e h d'au -

tomorphisme d e au-dessu s d e h qu i préserv e K es t te l qu e hi =  h ;  en effet , 
1 o  |  S 1 

h envoi e évidemmen t l'imag e pa r 7 t d u germ e e n z  d u feuilletag e caractéristiqu e 
o 1 

de S  su r 1'imag e par d u germ e e n 0  d e celui d e S' .  • 

Sous l'hypothès e d u théorèm e 3> u n germ e [E] * [ E ] d'automorphism e 

z o 
de n. préservant K  perme t évidemmen t d e supposer qu e £cj =  ^C1j ,  où C' es t l a 1 z  o 

ligne d e pli x =  p =  0 de S1 ;  en d'autre s termes , S a  alors pour équatio n local e 

2 , . v 2  oo , 
x =  p g(u,p ) , ou g  :  JR —> M es t d e classe C ,  et l'o n s e ramené (e n multiplian t 

u e t x par de s constantes) a u ca s où g(]R x {o}) = 1 .  On ne perd rie n à  suppose r 

2 

en outr e (c e que nous ferons ) qu e S a pour équatio n global e x =  p g(u,p) ;  si 

F =  x ^(0 ) e t s i s  :  E —>F  désign e l a projection linéair e parallèlemen t à 
u =  p =  C ,les application s «' = s|s, e t a = s|s sont don c de s carte s (* ) d e S ' et 

5 respectivement. E n notan t U  =  U\F e ^ ^ =  P J j r ,^ exist e un unique germ e Y(p(resp.cp') 

en C' d e difféomorphisme d e F éga l à  l'identit é su r C' ,  conservant chaqu e feuill e 

du feuilletag e P  =  constante(*) e t envoyan t l'imag e pa r a (resp.a' ) d u germ e e n C 

du feuilletage caractéristiqu e d e S (resp.S' ) su r l e germe e n C' d u feuilletag e 

U =  constante(s). On vérifie san s pein e qu e U°(^a,'Xj'] ) = [U+4P-73] 
o 
, que 

p0 (Y*a * [J')] 0) - C - p ] c , que p0 (Y*a * [J')] 0) = [u + 2PJ(l + b)/3 j 
o 

et qu e P . < V * J ) =[-Pa] o ' 

où a , b t C°°(F,](),«,[) sont égale s à  1 sur C .  Si *| > : 
M o est l e germe d e 

difféomorphisme défin i pa r UoVj/ = [и] 
Г) 

et P 0 Í* = [P((l+b)/2) 1/3 , il es t clai r qu e 

A1 conserve l e germe d u feuilletag e U  =  constante(s) e t envoi e p0 (Y*a * [J')] 0) sur p0 (Y*a * [J')] 0) 

En d'autre s termes , par définitio n d e cp et <p » ,  h1 = a,- 1 0 (j)1 " " " ' "o^o (fo a vérifi e le s 

conditions (i ) et (ii)  d u lemm e 2 

(*) voi r figur e pag e suivant e 
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Illustration d e l a page 38 9 P 

a (V 
v 

S 

x 

Le difféomorphisme a (dan s chaqu e pla n u= constante) 

P 

cp1 ( v ; 
v Images pa r a ? 

des feuille s d u 
feuilletage caracté -
ristique d e S' . 

U 

J ' ( v ) i p ' ( J f ( v ) ) 

Le dif f éomorphisme cp T 
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Appelons point-pli d e Clairaut d e (1 ) tout z  6 C \ c1  te l qu e tCj^ soi t 

un germ e d'intégral e singulièr e (7.2.3 ) d e S ,  situation évidemmen t for t pe u géné -

rique. Les mêmes technique s von t nou s permettr e d e prouver l e 

THEOREME 3bi s (Tricom i , Lak Dara) Pour tou t point-pl i d e Clairaut z  de_ S ,  i\_ 

existe un germ e h [ E ] _ ^ [ E ] 
Z '  o 

d•automorphisme 
00 

c de Kl t préservant K  et te l 

que h([s]z) = [(u-p2)_1(0 )3 
o 

2 - 1 - 1 - 1 
Démonstration. Posons S ' =  (u- p )  (0 ) * , il est clai r qu e C =  u (0 ) fl P (0 ) es t 

une intégral e singulièr e d e S' .  D'après l e corollaire ( 8 . 4 ) , "Sj e t [S 1] 

z o 

sont 

tous deu x équivalents , par un germ e d e transformation d e contact d e K ,  au germ e 

en 0  d e l' équation ridicul e u  =  O ,  et don c équivalent s entr e eux . En particulier , 

les feuilletages caractéristique s d e S e t d e S' s e prolongent, a u voisinag e d e z 

et de 0  respectivement , e n de s feuilletage s C  d e S e t d e S' transverse s a  C  et 

Z1 respectivemen t -  mais don t le s feuilles n'on t pa s cett e fois-c i un e tangent e 

verticale pou r K lorsqu'elle s traversen t C  (o u C' ) . A parti r d e cette remarque , 

La démonstration est , mutatis mutandis , celle d u théorèm e 3 « • 

REMARQUES.1 -  Les théorème s 3 e t 3 bis n'ont ét é démontré s pa r Tricomi "que " pou r 

les équation s d e l a form e a(x,u)p 2 b (x ,u) p+c (x ,u) =  O . mais l e théorèm e d e pré -

paration nou s di t précisémen t que , localement , toutes le s équation s (1 ) admettan t 

un point-pl i son t d e ce type. Le ca s particulier d u théorèm e d e préparation utilis é 

pour mettre l e pli sou s form e normale s'obtien t d'ailleur s trè s facilemen t à  l'aid e 

du germ e d' involution J . 

2 -  Géométriquement, l a construction d e h dan s le s théorème s 3  e t 3bi s 

peut êtr e racontée comm e sui t :  on cherche u n germ e h :  [E ] 

O O  7Z\Z) 

[ S,0 ]0 de 

difféomorphisme envoyan t le s image s pa r r1 ies caractéristiques d e [ S, ] sur celle s 

de [ S, ] Pour cela , choisissons un e absciss e s  : TT([C] )  >[]R ] 

z o 

ie class e 
00 

notons e n encor e s  u n représentant , e t remarquon s (c e qui es t facile ) qu'i l exist e 

un voisinage U  d e z  dans S te l qu e tou t poin t v  de 7i(U) soit repér é san s ambiguit é 

par le s abscisses s  (v ) ^ s (v ) des points d'intersection s ave c ;r(C ) des deu x 
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(graphes de ) solution s d e U passan t pa r v ;  on obtient ains i u n homéomorphisme d e 

TT(U) su r un ouver t d u demi-pla n s + ^  s .  Bien entendu , un homéomorphisme analogu e 

est associ é à  S' ,  et h^ est obten u e n composant l'u n ave c l'invers e d e l'autr e • , le 

point no n éviden t de s théorème s 3 e t 3bis es t don c l a différentiabilité d e h 
o 

s_(v) 

s +(v) 
V 

s 

s_(v) 

V 

s (v ) 

s 

cas régulie r (théorèm e 3 ) cas singulie r (théorèm e 3bis ) 

3 -  La simplicit é d e l a proposition 1  et de s théorème s 3  et 3bis provien t 

de ce que, dans le s situation s considérées , l e revêtement ramifi é n a au plus deu x 

feuillets ;  par exemple , l a proposition l(ii ) affirme qu e tou s le s couples d e 

feuilletages d e dimension 1  du plan, transverses l'u n à  l'autre , son t localemen t 

difféomorphes, mais i l es t facil e d e voir qu e le s (germe s de ) n-uples ,  n > 2  ,  de 

feuilletages d e dimension 1  du plan, deux à  deux transverse s son t partagé s e n une 

infinité d e classes d'équivalenc e pa r l a relation "êtr e localemen t homéomorphes " . 

En particulier , d u fai t qu e n a trois feuillet s dan s un ouvert d e tout voisinag e 

d'un point-fronc e d e S  ,  la classification de s points-fronces régulier s à  germ e 

d'automorphisme d e 7t^ préservan t K  prè s (e t même à  germe d• homéomorphisme d e E^ 

près) fournit , ell e aussi , une infinit é d e classes d'équivalenc e -  ce qui n'empêch e 

pas une descriptio n d e l'allur e de s solution s d e (1) , que nous allon s faire , pour 

l'amusement d u lecteur , en terme s d e fonctions génératrices . 
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Soit z  u n point-fronce régulie r d e S  ;  l'application t 
z 

introduite 

dans l a preuve d u lemm e 1  permet d e supposer qu e z  =  0  5  on a alors f 
P 

(0) =  0 

(car 0  € C) e t don c f (0 ) ¿ 0 
x , puisque 0  j2 Z .  L'involution de Legendre J :  E —̂  E 

définie par p 0 J = x , x 0 J = - p e t u 0 J = u - p x es t don c tell e que l e point 

régulier 0  de j(S) n'appartienne pa s au lie u critiqu e d e 
*l|j(s) . D'après l a pro-

position 1  (i ) , il existe un germ e h : [ E] d'automorphisme d e T1 , préservant 
H e t te l qu e h(j([s] ))=[p "* 1 (0) ] 

o o 
, et i l est clai r qu e h 

-1 
admet un e fonctio n géné -

ratrice ((7 .2.1), corollair e 3 ) §(x,u,p) , de l a forme a(x ,u) + P b(x ,u) . En 

d'autres termes , chaque solutio n géométriqu e d e (1 ) au voisinage d e z -  0  s'obtient  

en fixant un e valeur a  6  ] R d e U et e n éliminant X entre le s relation s 

u =  $(X,a,x) 

p =  $ (X,a,x ) 

0 =  § (X,a,x ) 

Désignons encor e par (x,u ) l e système d e coordonnées linéaire s su r E 
o 

obtenu e n 

prenant le s images d e x et u par r1 .  Soient 7r' : E X E 
o o 

E X  1R 
o 

la projectio n 

donnée pa r 7 T ' ( V , W ) =  (v,u(w) ) , et Ti" : E X  ]R —> E 

o c 

la projection canonique . Si 

S' =  f(v,w) 6  E X  E 
^ 1 0 0 

: u(v) =  $(x(w),u(w),x(v))} , le résultat précéden t s'exprim e 

de l a manière suivant e :  chaque solutio n géométriqu e d e (1 ) au voisinage d e z =  0 

se projette pa r 7 t suivant 7T" (( E X  {a} ) H 7t'(C') ) , où C ' est l e lie u critiqu e 

de 
^'IS' ' 

et a € ]R désigne une constante . J e laiss e l e lecteu r établi r l a 

PROPOSITION 2  -  Avec le s hypothèses e t notations précédentes , 1'applicatio n rt | S ' 

admet un e singularité-queu e d'arond e :  il existe un germ e h ( Eo x E0)o (0,0) 
d 1 automorphisme d e 7 1 ' tel qu e h([S'] 

(0,0) 
) soit l e germe e n (0,0 ) de 1'hypersurfac e 

f(v.w) € E X  E 
c '  0 0 

: u(v) =  x(w) 7/7 + u(w) x(w) / 2 +  x(v) x(w)} . 

En outre , la tangente e n (0,0 ) à l'arêt e d e points double s A . d e ^'(C ) n' est 

contenue ni dan s l e plan E 0 x {0 } , ni dan s 7t" % ) 

393 



M. CHAPERON 

La figur e suivant e résum e notr e étud e : 

solutions géométrique s d e (1) 

S 

E 
o 

T - ' ( C ' ) 

R 

U1 T T " 

E 
o 

(graphes de ) 
solutions d e ( 1 ) 

La situatio n e n projection dan s E0  peu t égalemen t êtr e l a suivant e : 
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(A9-4) Points singuliers génériques de (1 ) 

Avec les notations du théorème 2  , on suppose ici que f t %( , et l'on se 

place en un point z € £ .La (complexifiée de la) différentielle d(H f)(z) admet 

la valeur propre ̂ u(z) ~ ÇLui eŝ  non nulle parce que H^fCz) = 0 et df(z) / 0  - et 

deux valeurs propres X et u , de somme f (z). Par définition de 1( , et X et u sont 

distinctes et différentes de f^(z), donc non nulles. On dit que z - qui est un 

point-pli par hypothèse sur f - est un pli-foyer si X = \x , un pli-col si X |i < 0 

et un pli-nœud dan s le cas restant. 

THEOREME 4 . Sous les hypothèses précédentes, il existe un unique a € { - 2 , 1 / 8 , 1 / 2 } 

et un germe h : [ E J , X > [ E J d1homéomorphism e envoyant l'image par nA du 
o 7c (z; o  o 1  — 

germe en z  du feuilletage caractéristique de S  sur 1 1 image par TZ du germe 

en 0  de celui de =  (2 u - ax -p ) (O) . Le point singulier z  d e (1 ) est un pli-

col si a = - 2 , un pli nœud s i a = 1/ 8 et un pli-foyer si a = 1/ 2 . 

Démonstration. Si désign e l e lieu singulier de i  ,  la figure suivante 

représente (à gauche) le feuilletage caractéristique de S -  vu dans la direction 
a 

de projection Ou - et (à droite) son image par n. , successivement pour a = 1/ 2 
a = 1/ 8 et a = - 2  : 

cp (z) Z 

C 
a 

(P (z) a 

sa(w) 

(v

w 

II1(Ca) 

8a(w) 

v 

' 2 
cpa(v) 
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0 

Y1 

C 
a 

x' 

g 

g 

s1 (V 

t(y) 

sS'(ô) 

E 

0 

'e<e; 

y 
y' 

s'(y) 

s'(3) 

r 

c'(E) 
t(a)y' 

s' (a) 
'a 

r'=VCa> 

Supposant prouvée l'existence de a  e t de h  , l'unicité de a  es t claire, car 

(exercice facile) ces trois situations ne sont pas homéomorphes. 
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Pour établir l'existence de h , commençons par le cas du pli-foyer. La situation, 

pour le modèle ,  a = 1/8 ,  est la suivante : l'application Tp^ : >  défini e 

sur la figure est (calcul explicite) un diffeomorphisme fixant 0 ; comme 7î  i 

est un plongement, il envoie TJJ sur (p^ :7tî Câ *> »  enfin, tout point w de (S& ) est 

repéré sans ambiguité pa r deux points sa(w) et sa^w^ de 31 ^^Câ ' GUX auss* définis 

sur la figure précédente - avec s^CO) = sa(0) = 0 • 0r> au voisinage de z , on voit 

facilement que S possèd e des propriétés tout a fait analogues : le théorème de 

Sternberg montre en effet que le germe en z  d e H f i adme t une linéarisation C 

(en fait, Ĉ " suffirait), ce qui permet de définir des dif f éomorphismes locaux 

7$ et (p de C et 7t(C) respectivement de la même manière qu'on a défini (jT et (p 

Comme z  es t un point-pli, on en déduit l'existence d'un voisinage U de z dans S 

et de deux applications s e t s d e 7r (U) dans 7i(C) , faisant pendant as e t s 

En vertu du théorème de Hartman-Grobman, il existe un germe h :  7r([cJ )—»[71. (C )] 

d'homéomorphisme (d e classe C e n dehors de 7r(z) , et tel que h soi t de classe 

C*° en dehors de 0) vérifiant h'x[(P ] = [ <pj , x . Le germe h d• homéomorphisme 

cherché peut donc être défini par s+ oh = h 0[s ] M et s °h = h o[s ] . . . 

Du théorèm e 3 et de la remarque 2, on en déduit le 

SCOLIE 1. Lorsque z . est un pli-foyer, h peut être choisi dans le théorème 4  de 

- 1 0 0 manière que h  et h soient respectivement de classe C en dehors de 7t(z) et de 

о . • 

- Cas du pli-col. Si X' et Y' désignent les deux courbes de Legendre de K contenues 

dans S' , a = - 2 , et passant par 0 , alors X1 =  K (X ' ) et Y ' = 711(YI) son t des 
a 1 1 

paraboles, tangentes en 0 à la parabole f1 =  JZ (C ) . Soient X' ,  Y' e t C 
l a +  +  a  + 

(resp.X' , Y' e t C )  les intersections de X', Y' et C ave c x ([o,°°[ ) 
— —  a — a 

(resp.x"1(]- œ,o])), et X| , Y| et r|d~esp.X^ , Y' et leur s images par 7^ . 

La figure précédente définit deux applications s' : 71. (S )— U X ' U Y' e t 
l a +  +  -

t' : ^(sa) > r1 U X1 U Y| ,  évidemment continues, et il est clair que tout 

point v de ^(S^) es" t déterminé de manière unique par s'(v) et t'(v). Comme H f|^ 
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est C"̂ -linéarisable au voisinage de z (appendice 8) , on n'a aucun mal à voir que 

la situation est tout à fait analogue pour S près de z : à X' et 7' corresponden t 

les germes X e t Y de s v.f.i. de H f en z , et à C l e germe [ c ] \ on pose 
c a  z 

X =  K(X) , Y = 7i(Y) , T = TI([C]z) , et le choix d'orientations de X , Y et p identiques 

en 7i(z) permet de définir les analogues X+ , Y+ , T+ , X_ , Y_ , I _ de X| , Y| , 

f | ,  X1 , Y' , T' respectivement , puis les germes s : ̂ ([s]^) >T+ U x+ U Y e t 

t : 7t([s] ) ^  p |J X (J Y d'application s continues correspondant as' et t1 . Il 
z 7  -  -  + 

existe évidemment un germe h :  p (J X U Y —̂Cr1 U X'U Y'J d  ' homéomorphisme tel 

que h i :  p »  P' , h i :  X —»X' et h i :  Y—>Y ' soient des germes de difféomor-

phismes C ,  envoyant l'orientation choisie a la source sur l'orientation au but 

définie par x ; le germe h  d1homéomorphism e cherché peut donc être défini par 

s'0h=h o s e t t'oh = h o t, d'où le o o 

SCOLIE 2. Lorsque z  est un pli-col , h peut être choisi dans le théorème 4 de  

manière que h et_ h  ̂, avec les notations précédentes, soient respectivement de 

00 

classe C en dehors de X (J Y et en dehors de X ' U Y1 , et qu'en outre 
h I ,  h| ,  h I e t h i f soient des germes de diffeomorphismes C sur leurs |X | Y |X ' |X ' 

images [X'j ,  [Y'j ,  X et Y respectivement . o o 

- Cas du pli-nœud . L'idée est exactement la même : représenter un point de (Ŝ ) 

par les deux projections de feuilles caractéristiques qui s'y coupent. Je laisse les 

détails au lecteur. • 

REMARQUE. Si l'on considère des familles à paramètre f  ̂° =  0 d'équations du 

type (1), telles que 0 soit valeur régulière de f pou r tout X , les considérations 

du début de (A9.4) montrent que la bifurcation de Hopf est un phénomène impossible 

pour le feuilletage caractéristique de f.̂ "(0). Un beau théorème de Daniel Bennequii 

(bibliographie du chapitre 4) montre en fait que, pour toute surface S de classe 

C plongé e dans E , le feuilletage caractéristique de S n'admet pas de feuille 

compacte bordant un disque de S . 
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Aimai-je un rêve ? 
Mon doute, amas de nuit ancienne, s'achève 
En maint rameau subtil, qui, demeuré les vrais 
Bois mêmes, prouve, hélas! que bien seul je m'offrais 
Pour triomphe la faute idéale de roses. 
Réfléchissons... 

Mallarmé 

Nous allons maintenant donner quelques indications supplémentaires sur 

les systèmes dynamiques et leurs singularités, ce qui montrera en particulier des 

exemples de situations auxquelles appliquer les résultats de cet ouvrage. 

Sauf mention du contraire, les variétés et applications considérées sont 

de classe C ,  une surface est une sous-variete de dimension 2, et une courbe est 

une sous-variété de dimension 1. Nous allons commencer par montrer que, même en 

partant du point de vue "myope" selon lequel les singularités d'un système dyna-

mique sont ses équilibres, on est rapidement conduit à envisager des singularités 

plus globales. 

(C 1) Défauts d'hyperbolicité génériques des points fixes d'une famille à un para-

mètre de difféomorphismes. 

Soient M  un e variété de dimension finie n , et J =  J (IRXM,M), 

0 < k < o ° -, pour chaque application f : IX M — M̂ e t chaque A € IR , définissons 

f :  M—̂  M pa r f (x) = f(A,x) % de même, étant donné A c ]R X M o n note 

A A A^ = {x € M : (X,x) Ç A}. Soient 

o = (j(X,x)rEJO f̂ (x) = X 

1 = (j(a,x)fEj1 f, (x) x et a(T O 
X A 

s1 / 0 

Le fermé £̂  admet une stratification possédant la propriété (a) de Whitney, et 

dont la strate de dimension maximale est la sous-variété £^  ̂formée des 

• 1 
(A ,x) 1 

tels que l'on ait § {{a,a] a € a(T f. ) n S } 
X A  J 1 et qu'en outre 
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chaque a (E a(Txf^) 0 s soi t valeur propre simple de f ^ . Il est clair que 

, .  •+ • —  c  , 
^1 O eŜ  ̂ a reunion disjointe des sous-variêtes Z^ , Z^ e t Z^ définie s par 

+ 
1 J(X,x)f 6 21 ,0 a(T f ) 

x A 

s1 ,+ 1 

C 
1 1,0 

+ 
1 1 

D'après le théorème de transversalité de Thom ( 2 . 3 . 1 ) , l'ensembl e des f : 

IRX M—̂  M tels que j f soit transverse a la sous-variete z e t j f , au fermé 

stratifié Z^ J est un ouvert dense ^Hj de la topologie fine ; l'ouvert 

v=U if f (M,M) est donc dense dans Diff (M,M). Comme Z- est de codimension 

j + n pour j = 0 , 1 , on déduit de (2.2 ) , proposition 1 que, pour tout f € y , 

- le fermé C(f) = {(X,x) : f^U) = x} = (3°f)~1(ZQ) est une courbe ; 

- l'ensemble C (f) des (A,X) € C(f) tels que le point fixe x  d e f. ne soit a s 

hyperbolique est formé de points isolés, car on a C (f) = (ĵ f) ̂  (y ) . 

On en déduit que C^(f) comporte trois sortes de points : 

- Ceux où x  es t un point fixe dégénéré de f ,  qui forment l'ensemble 

C*(f) = (A)"1 (z[). 

- Ceux où - 1 es t valeur propre de T^f̂  , qui forment l'ensemble C^(f)=(j f) ^(Z^) 

- Ceux où T̂  f̂  a un couple de valeurs propres imaginaires conjuguées de module 1 , 

c 1 -1 c qui forment l'ensemble C^(f) = (j f) (£̂ ) 

UN ÉLÉMENT f  D E Y ETAN T DÉSORMAIS FIXE, ON POSE C = C(f), -  C^f), 

etc. On peut par exemple appliquer le théorème de Hartman-Grobman à paramètre 

(3.2.4) pou r trivialiser la famille (ï\) au voisinage de chaque composante connexe 

de C \ Ĉ  . Si intéressant que soit ce résultat, nous allons voir que la taille 

du voisinage où il s'applique ne suffit pas à rendre compte des phénomènes intéres-

sants survenant près des points de Ĉ  -, pour étudier ceux-ci, il sera commode 

d'utiliser le résultat suivant, que nous admettrons (cf. Chenciner-Ioos) : 

THÉORÈME DE LA VARIÉTÉ CENTRALE. - Etant donnés un point a d'une variété X et un 

germe (p : [x]^^P d e difféomorphisme, soit E° le plus grand sous-espace vectoriel 
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T (p-invariant E  d e T X vérifiant c(T cpi ) C .1 1 existe un germe W° en a de a" —  a  a T | E 

sous-variete, cp-invariant et tangent a E .  • 

Avec les notations du théorème, on dit que E es t le sous-espace central 

de T (p , et l'on a T X = E 9  E 3  E ,ou E e t E son t les sous-espaces stable 

et instable de T cp . Le germe W es t une variété centrale de ip . 

REMARQUES. - L'énoncé correspondant est vrai lorsqu'on remplace les germes d'actionjs 

de 2Z par des germes d'actions de IR . 

- La variété centrale n'est pas en général unique y ainsi le germe 

2 2 en 0 6 IR d'action de JR engendré par le germe du champ de vecteurs (x,y)| ^ (x ,y) 

laisse invariants les germes de toutes les courbes y = w (x) , c 6 ]R , où (f (x) = O 
-1/x 

pour x < O et (ii (x) = c e pou r x > 0 . ' c 

I - Etude des points de ( points catastrophiques). 

Etant donné a = (X ,x ) 6 C ,  la transversalité de ĵ f à v impliqu e 

(exercice) que C a  un contact d'ordre 1 en a  ave c 1'hypersurface {X }xM de ]RX M ; 

par conséquent, il existe un voisinage V  d e a  dan s C  entièremen t contenu 

dans l'un des "demi-espaces" H =C à ,  00 [x M e t H =  ] - », X ] X M , Si l'on ai 

+ n — Ci 
V c: H (resp. H ) , il y a donc pour X = X naissanc e (resp. mort) en x d'u n + -  o  o 

couple de points fixes de f . 

Appliquons le théorème de la variété centrale à X = IR X M e t w = [F] , 
' a 

où F(X,x) = (X,f̂ (x)) ; s i W° es t une variété centrale de (p , alorŝ par défini-
+ 

tion de T elle est de dimension 2 et coupe transversalement ̂ X } X M . Le germe 

en a  d'u n difféomorphisme local de IR X M d u type (X,x) f ^(X,h (x)) , avec 
A 

h(X ,x ) = x ,  permet donc de supposer que W° est le germe en a  d e IRX F , où 
o o  o 

r 3 x es t une courbe de M . On voit alors facilement que fi _  vérifi e au o H  |IR X r 
voisinage de a  le s mêmes hypothèses de transversalité que f , ce qui prouve 

l'inclusion LCJ C W .  Voici donc un des deux comportements possibles de  ̂j jp  ̂p 

au voisinage de a : 
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x 

C 

' a 

X 
o 

A YIQULMQ. 7 

(les flèches indiquent de quel côté de x  s e trouve f (x) \ l'autre situation 

possible s'obtient en renversant l'orientation de l'axe des A) . 

REMARQUE. - Soit W° un représentant d u germe W° : pour \ f \ asse z proche de A , 

si x € C est un des deux points fixes de f qui sont nés ou vont mourir en x 

pour la valeur A du paramètre, on prouve sans peine que [w°] est l'unique germe 

en x  d e courbe invariant par ^f^J^et dont la tangente en x  n e soit pas trop 

éloignée de la projection de T C . L'unicité de W° au voisinage de C\ [a] étan t 

ainsi prouvée, on en déduit immédiatement (cf. figure 1) son unicité au voisinage 

de R \ [a] , où R  es t le ferm é de W° dessiné ci-dessous : 

C R 

a 

X ¥лдило, 1 

II - Cas des points de Ĉ  (bifurcation de Poincaré-Hopf). 

Etant donné a = (A ,x ) € C„ , la courbe C  coup e cette fois (X ] x M o o  1 o J 

transversalement. Pour voir le phénomène nouveau qui se produit, il est assez 

satisfaisant heuristiquement d'utiliser les concepts introduits dans l'appendice 4  : 

avec les notations de celui-ci (une métrique riemannienne étant choisie sur M) , 
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soit Z  l a sous-variété de d( J°(M,M)) = SM x TM définie par Z = {( (x ,u) , (y ,z) ) : 

y = x et z = - u} ^ par définition de £ ,  la transversalité de ĵ f à  £ s e 

traduit comme suit : la restriction à JR X d ( M) = JR x SM d e l'application G : 

]R x M  x  J°(M,M) donnée par G(A,y) = T° f (y) est transverse à Z  ; en particu-

lier, il existe un ouvert U [Aq ] X Ŝ_ M  d e d^M ) tel que U fl G (Z ) ={Ao]X{V,-V] , 

où v  e t -v son t les deux vecteurs propres unitaires de T f - associé s à la 

valeur propre - 1 . De la transversal i té de G i ,  —N à Z  , on déduit aussi tô1 

le fait suivant : pour toute sous-variété Y  d e ̂ J°(M,M) tell e que ôY = Z , il 

existe un ouvert V 3 [X } X S M  d e U  vérifian t G fi Y . Or , l'exemple le 

plus naturel d'une telle sous-variété Y  es t défini par 

Y \ Z = {((x,y) ,(x« ,y»)) € 2J°(M,M) : x' y e t y' = x] 

La sous-variété Y  ains i choisie, étant donné un ouvert V  comm e ci-dessus, 

G (Y ) H V es t donc une courbe F ; soit K : IR x M  ^  ]R x M l à composée de la 

projection naturelle IR x ̂ M ^  ]R x M e t de l'une quelconque des deux projections 

canoniques JR x M ^  JR x M , et soit F - n(F) . Nos hypothèses sur f  entraînen t 

que Cr ] es t un germe de courbe, transverse à C en a ; la restriction à F d e F : 

(A,x)| }  (A,f (x)) est, au voisinage de a , une involution non triviale fixant a . 

Moyennant une condition de transversalité supplémentaire sur f (qu e je laisse le 

lecteur expliciter) et avec les conventions de la figure 1 , voici comment se 

comporte la restriction de F a  une variété centrale de F  a u voisinage de a : 

x 

fX(Y) 

y=f,2(y) 

r 

c 

X 

c 

X Ьсдиле 3 
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(les autres possibilités s'obtiennent en renversant l'orientation de l'axe des X 

et/ou le sens de toutes les flèches verticales à la fois) . Naturellement, si l'on 

requiert seulement la condition f € '\f , il est parfaitement possible (mais très 

exceptionnel...) que l'on ait Y c {X } x M , comme lorsque f (x) = (-1+X)x a u 

voisinage de a = ( 0 , 0 ) 6 ]R 

La signification de ce très important phénomène sera discutée plus avant 

dans (C2) . 

III - Cas des points de ( bifurcation de Hopf-Naimark). 

L'approche algébrique utilisée dans II - n'est plus ici pertinente, et 

, , o 
nous avons tout intérêt a nous placer d'emblée dans une variété centrale W d e 
F a u point a = (X ,  x ) de considéré . Le même argument que dans I- montre que o o  1 

W contien t le germe de C e n a , lequel est transverse a [X J X M comm e T f 

a cette fois un couple de valeurs propres imaginaires conjuguées, W es t de 

dimension 3 • Nous allons voir que la théorie des formes normales (4.3.1) est ici 

fort utile : 

LEMME 1 - Si a (T f _ ) ne contient pas de racine k-ieme de 1'unité pour k  ̂5 , 

il existe quatre fonctions b, c, a, (3 : IR ̂  telle s que, si n : ]R X Œ ^  Œ es t 

définie par 

(D n(X,z) = z(a(X)+(3(X) |z|2) ei(b(X)+c(X)|z|2) 

les propriétés suivantes soient vérifiées : 

(i) Il existe un germe H : W° —̂  [ ]R X Œ ] . .  de difféomorphisme de la forme 
lu,u) ^ — — — — — — — ^ — ^ — ^ — — — — — 

(X,x)| ±  (X,h(X,x)) envoyant Fi sur [g] , .  , où G : IR X d s'écrit 
I o 10 ,0 ; 

G(X,x) = (X,g(X,x)) et satisfait à l'égalité 

j4(ĝ -n.) = 0 , X t JR 
O À  A 

(en particulier, H([c] ) = [ JR X {o}], . ) 

(ii) On a a(0) = 1 et a'(0) / 0 . 

Preuve. (ii) résulte de (i) et de notre hypothèse sur f et a . Pour prouver (i) , 
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On peut évidemment supposer d'emblée que W° = [ 1R X d]^̂  ^ ,  que 

[c] =  []RX {0}j. . et que le germe Fi adme t un représentant $ : ]R X Œ ^ a (0,0 ) j  o 

de la forme $(A,x) = (A,<p(Â,x)); on voit facilement qu'il s'agit en fait de prouver 

l'existence d'une application A|—^j^ d e IR dans ^ ( ( E ) tell e que, pour A  asse z 

4 4 proche de A =  0 , le jet j (h c p ) commute à la partie semi-simple de j ( p .Or , o 0  A  ' A 0  o 

ce résultat se déduit immédiatement de 1' 

EXERCICE. Etant donné % €  J^iJR^) =   ̂, k, Z € IN*, il existe un ouvert U 3  <T de To o  T o 

£ e t une application analytique h : U —̂  £ tel s que, pour tout (p £ U , la partie 

semi-simple de (p commute a h(cp) (p (l'ingrédient cle est le suivant : si a es t 

une valeur propre de A t GL(Œ ) , si le sous-espace invariant correspondant 

E = Ker(A-aid)"1 es t de dimension d  e t si (E désign e la grassmannienne des 
d 

d-plans complexes de Œ"1 , alors (par le théorème des fonctions implicites) il 

existe un unique germe V  : [GL(Œm)]A ^  ^d^ E d'applicatio n continue (et, en 

fait, holomorphe) V tell e que BV(B) = V(B) pour tout B  asse z proche de A .Le 

résultat s'en déduit par les méthodes de ( 4 . 3 . 1 ) ) . 

Sous les hypothèses et avec les notations du lemme 1, supposons que f 

vérifie la condition de transversalité supplémentaire permettant d'affirmer que 

1 ' on a 

(2) ß(0) / 0 . 

Modulo un dif f éomorphisme local de ]R X d d e la forme (X,x) (<p(A ) ,̂ (A,x) ) , 

(Ibis) n(A,z) = z(l+e(A-|z|2))e i(b(A)+c(A)|z|2) e = t 1 

Il existe donc un disque ouvert D de centre 0  dan s Œ e t un intervalle ouvert 

borné J 3 0 tel s que les propriétés suivantes soient vérifiées pour tout A 6 J : 

(i) La restriction de n à  D  es t un plongement, et on a nf'(D) c D 
A A 

(ii) Pour A > 0 , le cercle n -invariant I\ = f z € Œ : |z| =  X] es t contenu 
A A  J 

dans D . 
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(iii) Quel que soit z € D \(o} 

i 2k i 
a) pour X < 0 , la suite (|(z)|)^ ^ ^ converge exponentiellement 

vers O y 

b) pour X = O , elle converge aussi (mais moins vite) vers O *, 
ek 

c) pour X > 0 , la distance de n (z ) à T tend exponentiellement vers 
0 quan d k +  » • si de plus z  es t intérieur à F ,  la distance de n 8 (z) à 0 ^ ^  _ 

tend exponentiellement vers 0 , et n (z) est intérieur à F ~~ À  À 

Nous allons maintenant expliquer sommairement pourquoi cet énoncé reste 

vrai lorsqu'on y remplace n  pa r g , à condition de substituer à (F )̂ une famille 

( Y ^ ) ^ > Q de cercles plongés (dont la différentiabilité est une fonction décrois-

sante de X) . 

Pour cela, considérons le "voisinage" effilé de T ={j[X]x F  dan s J X D 
A 

défini, pour a > 0 assez petit, par 

V = {(X,z ) :  |X- | z |2 | <  a |z|3 } 

z 

À 

trace de V sur IRxalR, a€S 

Vx 
fi 

•h 

trace V de V sur {\}x{C, A>0 

bu?иле 4 

Par hypothèse,on a 

(3) |g(X,z) |=|z| |l + eU-|z|2) + 0(\z\k) | uniformément par rapport à X G J . 

Supposons que e =1 (l e cas où e = - 1 s'e n déduit en remplaçant g pa r g  ̂) ; 
A A 

en restreignant éventuellement J et D , on déduit de (3 ) que, quels que soient 

(x z) 6 J x D \ V , o na 
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(4) 
g.(z')| :> (1 a 

2 
z' 

¡3 
z' pour X-|z']2  ̂ a ] z ' | 

|gx(z)| s d a 
2 
|z|3 <z pour X - |z|2 < - a | z p 

Il ne reste donc plus, en restreignant éventuellement J , qu'à prouver les faits 

suivants, qui concernent exclusivement gi : 

1) On a G(V) c V 

2) Pour tout X > 0 dans J , l'intersection y de s g (V ), k > 0 , est un 

cerclé plongé entourant 0 . 

3) Plu s précisément, pour tout z t V\ , la distance de g (z) à y ten d 

exponentiellement vers zéro quand k —} + oo . 

L'idée de la preuve est essentiellement la suivante : étant donné un 

entier k > 0 , on considère l'ensemble ( 3 des cercles C -plonges dans D , et, pour 

chaque X 6 J , l'application naturelle g :  C- ^ défini e par g (C) = g (C) . 

L'application g es t 

continue pour la topologie définie sur pa r les cartes suivantes : pour chaque 

Y € (3 ,  on choisit un voisinage tubulaire de Y I c'est-à-dire un C -plongement 

j : X JR D  te l que j(S* x {o}) = y .La carte §̂  correspondant e a pour 

domaine l'ensemble des j(graphe(f)), f € C (S ,TR ), et la topologie est l'image 

réciproque de la topologie C su r C (S ,  ]R ) (attention : les changements de 

cartes ne sont C qu'e n tant qu'applications C (S ,IR) — (S ,1R)) . On se 

place alors, pour chaque X > Ô dans le domaine d'une carte 4> =  $ .  , où 
' ^ Y , 3 

Y = r e t j(S X ]R ) ZD v ,  et l'on montre l'existence d'un sous-ensemble A  d e 

C^(S^,]R) fermé pour la topologie C° , invariant par  ̂q ! , tel que q^ A 
À'/v A \i<" A A 

soit une contraction pour la topologie C° , et vérifiant en outre Û -̂ (A. ) = V- . 
A A A Le cercle invariant y cherch é est donc l'unique point fixe (attractif) de A 

UK l̂ -v (A-\ ) • Je renvoie à Ioos, Chenciner et Chenciner-Ioos pour plus de détails. 

REMARQUES IMPORTANTES. En dépit d'une analogie superficielle, la bifurcation de 

Hopf-Naimark n'est pas de la même nature que celle de Poincaré-Hopf : pour celle 
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ci, le rôle de la condition de transversalité supplémentaire introduite était 

simplement de mettre en position générale la courbe Y , dont l'existence était 

de toutes manières assurée. En revanche, la condition (2 ) intervien t pour assurer 

l'existence même de la famille (v»). Il existe en effet des difféomorphismes h 

du disque ouvert-unité ID de Œ , préservant les aires , fixant O , tangents en 0 

à une rotation d'angle af.K<k et tels que les seuls fermés h-invariants de ID 

soient {0 } et ID ( di ff éomorphismes d ' Anosov-Katok •, cf. Moser, p.56); étant donné 

un tel h , la famille (g«) donnée par g» (z) = (1 +A)h(z) fournit le contre-exemple 

cherché. 

- Nous avons montré une certaine ressemblance entre g et n au voisinage 

de (0,0). On se gardera cependant de croire qu'il y a C°-isomorphisme entre les 

deux au sens de (3.2.4 ) :  en général, il n'existe même pas d'application continue 

(p : J —^ J telle que g (̂ \Iy ^ \ puisse être envoyé sur n̂ if^ pa r un homéomorphis» 

me pour tout A  asse z petit e n effet, l'angle de la rotation n̂ Jr^ es t une 

fonction C ,  en gênerai strictement monotone, de A , alors que ce qui en tient 

lieu pour g_ |Y-x J à. savoir (2rc fois) son nombre de rotation (cf. Hermanl979) va A A 

en général être une fonction discontinue de A , localement constante pour ses 

valeurs rationnelles, d'où le résultat annoncé, le nombre de rotation étant un 

invariant topologique. 

Pour comprendre ce phénomène, remarquons que, lorsque p(n |r^ ) es t rationnel, il 
A A 

existe un entier q > 0 tel que n̂ 11\ soi t l'identité, situation extrêmement ins-

table par perturbation ; au contraire, quand p(ĝ |ŷ ) est rationnel, le difféomor-
A A 

phisme g \y es t en général structurellement stable, c'est à dire que tout dif-

féomorphisme de y asse z proche de g es t conjugué à g dan s le groupe des 

homéomorphismes de y ; par conséquent, pour tout A' assez proche de A , il existe 

un homéomorphisme y ^^S t env°yan t 9-% Iŷ  su r 9-\ , ,  , et on a donc en particu-

lier p( t |ŷ ,) = p(gAIY>̂  • 
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(C2) Cas des champs de vecteurs. 

(C2-1) Etant donnée une famille (Ç̂ ç̂-jp de champs de vecteurs sur la variété M , 

l'ensemble des zéros de Ç : (X,x) |—̂  (x ) est de même, génériquement, une courbe 

C , contenant deux ensembles disjoints Ĉ  e t Ĉ  d e points isoles qui possèdent 

les propriétés suivantes : 

- Pour a = (Â,x) € C\ (C U  C ), le germe d'action de ]R engendré par [EA]x 

est hyperbolique. 

Pour a = (X ,x ) € C ,  une valeur propre simple de la différentielle o o  1 

d Ç  ,  (A,x) £ C , rencontre transversalement l'axe imaginaire il e n 0  pou r 
x A 

(A,x) = a , et a(dx § ) F] iJR = [o] 
o o 

- Pour a = (A ,X ) € Ĉ  , un couple de valeurs propres simples imaginaires 

conjuguées de d § ,  (A,x) (: C rencontr e transversalement i]R en [afa] pour x A 

(A,x) = a , et cKd̂   ̂ ) n iK =  [a ,a) 
o o 

I - Aux points a = (X ,x ) de C. , il y a catastrophe : la courbe C a  un 

contact simple avec[xo ] x  M e n a , et les courbes intégrales du champ X : 

(A,x) I—) (0,^(x)) su r IRX M présentent , au voisinage de a , l'aspect de la 

figure 1 dan s une variété centrale (ici de dimension 2) de X e n a . 

II - En tout point a = (A ,x ) de C^ , la courbe C coup e au contraire fA ]x M 

transversalement. Si l'on appelle orbite de X  l'imag e d'une courbe intégrale, il 

existe une surface S  passan t par a  dan s IR X M e t possédant les deux propriétés 

suivantes : 

(i) X  es t tangent à S e n chacun de ses points ^ 

(ii) Les orbites de x|s son t [a] et des cercles plongés entourant a (les 

courbes intégrales correspondantes de X  son t donc périodiques). 

Génériquement, S  a  un contact simple avec }  x M en a y si W  dési -

gne (un représentant d') une variété centrale (ici de dimension 3) de X e n a , 

voici comment se comportent au voisinage de x ,  pour \ proche de > ,  les orbites 

de  ̂contenue s dans W (le s autres cas possibles s'obtiennent en inversant le 
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sens de parcours sur toutes les orbites des Ç et/o u l'ordre des A) : 
A 

X < X 
O 

x 
o 

4k 

X = X 

o 

s'v 

X > X 

o 

Figure 5 

C'est la bifurcation d'Andronov-Hopf, phénomène dynamique remarquable, 

puisqu'il se traduit (dans le cas delà figure 5 ) Pa^ 1'apparition, à partir d'un  

équilibre stable, d'un régime périodique stable - presque toutes les orbites de 

F son t attirées "très vite" vers S ,  du moins au voisinage de a .Le cas où il 

y a destruction d'un équilibre stable par collision avec une orbite périodique  

instable est également significatif (c'est la situation où toutes les flèches et̂  

l'ordre des \  son t inversés par rapport à la figure 5) • 

Pour prouver ce qui vient d'être avancé, restreignons-nous à W , ce qui, 

à (germe de) difféomorphisme près, revient à supposer que M = Œ ; on peut en outre 

supposer que C  coincid e avec IR X fo] près de a = (A ,0) . Pour chaque réel X 

proche de A e t chaque réel x fi 0 , assez petit, soit alors T(A,X) = 

min{t > 0 :qtr(x)  ̂]  , où (cp̂ ) est le flot de ,  et soi t 

^ ,  , T(A,X) , . 
fx(x) = ^ (X ) . 

Si p : S x  JR—est l'éclatemen t orienté de l'origine défini par le passage 

en coordonnées polaires, c'est à dire par p(u,r) = ru , il existe une (unique) 

famille (Ç ) de champs de vecteurs sur S x  IR dont l'image par p  soi t ) 
À À 

Pour A proch e de A^ , ne s'annule pas au voisinage de S X [o], et admet 

1 

S x  {0} pour orbite ; soit alors (<p̂ ) le flot de £ - , pour chaque x G ]R\{o} 
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près de 0 , si x = ( 1 ,x) <E p~ (x) , on a T̂ (x) = min{t > O : ^(x) G {-1 } x JR} . 
On déduit donc du théorème des fonctions implicites que T s e prolonge de manière 

C e n O , et que (f-) est, pour X proche de X ,  une famille de difféomorphismes 

locaux (IR ,0) —^(IR,0), vérifiant 

f (O) = O , f £ (0) 
o 

- 1 et 
a2f 

aAdx 
(Xq,0)  ̂0 

La famille (f-) satisfait donc aux hypothèses du théorème de bifurcation de 

Poincaré-Hopf, d'où le résultat annoncé (exercice). 

REMARQUE. - Dans les cas génériques, le théorème de bifurcation d'Andronov -Hopf 

peut se déduire de celui de Hopf-Naimark (en appliquant celui-ci pour chaque t à 

F = $̂  , où ($̂ ) est le flot de X). Le gros inconvénient de cette méthode (outre 

qu'elle fait appel à un résultat relativement difficile) est de masquer le fait 

que la surface S  exist e de toutes façons dès qu'un couple de valeurs propres 

imaginaires conjuguées traverse iJR . 

(C2-2) Holonomie d'une orbite périodique. 

Soit C  u n cercle plongé dans une variété M , orbite d'un champ de 

vecteurs § su r M , et soit H un germe en c € C d'hypersurfac e de M transverse 

a C (ou surface de section de C) s i (ty ) désigne le flot de g et H u n représen-

tant de H , le théorème des fonctions implicites entraine l'existence d'un voi-

sinage V de c dans H et d'une unique application continue T  : V —̂  ]R tel s que 

l'on ait  ̂(x ) 6 H pou r tout x Ci V e t qu'en outre T(c) > 0 soi t la période 

primitive de C , i.e. T(c) = min{t > 0 : xl|t(c) = c] .Le germe (p : H ^  H d e dif-

féomorphisme dont un représentant (p est donné par (p(x) = (x ) es t 1'holonomie 

(ou application de premier retour de Poincaré) de l'orbite périodique C de j 

(figure 6). A transport par un germe de difféomorphisme près, c'est un invariant 

du germe [§JC - si l'on remplace H  pa r une autre surface de section H' de C , et 

si (p' : H'_^H' es t l'holonomie associée, il existe un germe f : H ^  H' te l que 

(p' = f (p (étant donne un représentant H ' de H ' , on peut évidemment prendre pour 

f l e germe de l'application f qu i à x 6 H associ e la première intersection 
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avec H1 de l'orbite de x - figure 6). 

Ф(Х! 

x 

H 

H' 

. f(x) 

Figurer 6 

L'orbite C  d e g est dite non-dégénérée (resp. hyperbolique) lorsque 

le point fixe c  d e l'holonomie (p l'est. Les variétés stable W (C) et instable 

W (C) de l'orbite C de r sont les germes en C d e sous-variétés de M obtenu s 

comme suit : si W e t W son t des représentants des variétés stable et instable de 

(p , alors W~(C) a pour représentant la réunion des orbites de §  issue s de W 

En particulier, C est hyperbolique si et seulement si W (C) et W (C) se coupent 

transversalement en C .Si W+(C) = [M] (resp . W  (C) = [M] ), on dit que 
r c 

l'orbite C  es t attractive (resp. répulsive). 

On définit de même la notion de variété centrale W (C) de l'orbite C  d e 

f. 

L'holonomie c p de l'orbite périodique C  de Ç ne dépend pas du para-

métrage des orbites de g : on obtiendrait le même résultat en remplaçant § par 

f£ , avec f : M_ ,̂]o,°°[ .  Le germe P en C d'actio n de IR sur M  obten u en 

germifiant le flot n'es t donc déterminé qu'imparfaitement par (p . Si T es t 

la période primitive de C , alors TS es t le stabilisateur des points de C , et il 

est intéressant de considérer le germe d'action p|(T2Z ) X M , c'est-à-dire le 

germe cp = P (T) = J d e difféomorphisme. Tous les points de C son t des points 
' c 

fixes de cp  ̂en outre, la relation p(t.) O cp = (p Op(t) implique le fait suivant : 

étant donnés x € C e t y = t (x) G c , les différentielles T̂cp e t T̂cp son t 

conjuguées, et ont donc le même spectre a \ les éléments de a  son t les multipli-
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cateurs de Floquet de l'orbite C de r .Du fait que cp fixe tous les points de C , 

on a toujours 1  £ G ; en outre, étant donnés x £ C e t l'holonomie cp associée à 

une surface de section H  d e C  passan t par x , il est clair que T cp s'identifie 
x ' 

canoniquement à 1 1 automorphisme de T M/T C induit par T cp . Dire que C  es t une 

orbite non-dégénérée de £  revient donc à affirmer que 1  est valeur propre simple  

de T (p , ou encore, ce qui revient au même, a dire que l'application 

]o,oo[ X M 3 (t,y) 
P5 

(y,̂  (y)) € M x M 

est transverse à la diagonale AM en (T,x) . L'orbite C  d e £  est hyperbolique  

si et seulement si elle est non-dégénérée et O F] - {1 } . 

Lorsque M  es t compacte, le théorème de transversalité (façon Abraham, 

appendice 3 ) montre, par des techniques tout à fait similaires à celles de l'appen-

dice 5  } le fait suivant : quels que soient les entiers m > 1  e t n > 0  ,  1'ensem-

ble 

^ m ,n 5 = P5 . 1/m,n M 

est un ouvert dense. Etant donné E (- §1/ ,  l'image réciproque de AM pa r p es t 
m >n £ T 

une courbe, dont les composantes connexes sont de deux types bien distincts : 

- des [t] X C , où C  es t une orbite périodique non dégénérée de  ̂et 

t 6 ]l/m,n[ une de ses périodes. 

- des [l/m,nj X {y], où §(y) = 0 e t 0 "(d§(y)) $ O (on dit que y es t un point 

critique non dégénéré de £) . 

Si l'on pose li / = H ̂ 6 f n  ̂ i alors 1 ' ensemble *Ŵ = f] fyO , formé de £ 
m '  n 

dont tous les éléments critiques (orbites périodiques et points critiques) sont 

non dégénérés, est donc résiduel. En outre, pour chaque entier n > 0  , l'ensemble 

C\JI,N i formé de champs P  dont tous les points critiques et toutes les orbites 

périodiques de période primitive au plus n  sont non-dégénérés, est non seulement  

dense, mais ouvert ; en effet, M étant compacte, les éléments critiques d'un 

§ £  ̂son t forcément en nombre fini (faute de quoi certains dégénéreraient) , et 

notre assertion résulte donc de ce que la transversalité est une propriété ouverte. 
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Toutes ces propriétés de densité, d'ouverture et de finitude subsistent  

lorsqu'on y remplace "non-dégénéré" par "hyperbolique" (la démonstration est 

identique). 

REMARQUES. - Comme l'a montré Smale, il peut parfaitement arriver que la réunion  

des orbites périodiques d'un champ £  sur une variété compacte M  soit dense, et 

ce de manière stable par perturbation de ^  . Naturellement, l'intérêt de ce ré-

sultat n'est que théorique : une orbite périodique de très longue période est 

indiscernable dans la pratique, et, si grand que soit l'entier n , nous avons vu 

que les orbites périodiques de période au plus n  formaien t en général un ensem-

ble fini . 

- On dit que x 6 M es t un point périodique de h € Diff (M) lorsque 

c'est un point fixe de h"1 pour un entier m > 0 l'ensembl e fini C = [hm(x):m 6 7Z] 

est alors une orbite périodique de h , de période (primitive) p = # C . Elle est 

dite non-dégénérée (resp. hyperbolique) lorsque le point fixe x de hP l'es t 

(notion évidemment indépendante du choix de x € C). Le théorème de transversalité 

dans les multisets implique immédiatement que l'ensemble des h  dont tous les  

points périodiques sont hyperboliques est résiduel. 

- Les notions d'hyperbolicité, d'attractivité ou de répulsivité pour 

une orbite périodique d'un champ g su r M  son t des cas particuliers des notions 

correspondantes pour les sous-variétés compactes N de M invariante s par le flot 

(̂ ) d e F : grosso modo (cf. Chenciner-Ioos et, si l'on est très courageux, 

Hirsch-Pugh-Shub) , on considère - voir la fin de (Cl) - l'espace cĵ des sous-variétés 

plongées dans M  e t difféomorphes a N  , et le germe p d'actio n de JR sur o r 

fixant N  don t un représentant est (t,S) j—^^(S) ; si la "différentielle" de 

p(l) en N  es t hyperbolique, on dit que N  es t une variété invariante normalement 

hyperbolique du champ ? . Les v.f.i. de p (c'est-à-dire les variétés stable W e t 

instable W d e p(l)) existent et possèdent la propriété suivante : si W ,  W c Cl 

désignent des représentants des germes W e t W respectivement , alors 
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W (F) = [u W J e t W (F) = [j W j son t des germes en N  d e sous-variétés de M N N  N  N 
/v + rJ -

se coupant transversalement en N  e t indépendantes du choix de W e t W :  on dit 
que W (c) (resp.W (£)) est la variété stable (resp. instable) de N  pou r F  . Si N N  * ^ 

l'on perturbe un peu £  , le champ perturbé § ' aur a près de N  un e variété 

normalement hyperbolique N ' difféomorph e à N , et N' , W t(N') et W (N1 ) dépen-

dent continûment de £1 (tout cela se déduit aisément du théorème d'existence et 

d'unicité (et de bonne dépendance par rapport aux paramètres) des points fixes de 

contractions). 

Si la variété stable (resp. instable) de N  pou r £  es t le germe de M  tou t 

entier, on dit que la variété invariante N  d e § es t attractive (resp. répulsive). 

La différence essentielle entre le cas où N  es t une orbite et le cas 

général (outre quelques menus problèmes de différentiabi1ité) est la suivante : 

dans la situation générale, les notions d'hyperbolicité normale et de Mnon-dégéné-

rescence" coincident pratiquement, car il est rare que le spectre de d(p(l))(N) 

(spectrographe de £  e n N) rencontre S  san s contenir 1 . Pour étudier les situa-

tions ainsi crées, il est fréquemment nécessaire de faire de l'Analyse difficile 

(cf. Herman 1983 et Chenciner 1984). 

- Les techniques de (8.4) permettent (cf. Takens) la mise sous forme 

normale des champs de vecteurs au voisinage d'une orbite périodique hyperbolique. 

(C2-3) Bifurcations d'orbites périodiques. 

Avec les notations de (C2-1), pour chaque entier N > 0 , la réunion P̂  

des orbites périodiques, de période au plus N , de X va génériquement comporter 

plusieurs sortes de points a = (> ,x ) : 
o o 

I - Des points réguliers, i.e. tels que par x  pass e une orbite pério-
o 

dique v  hyperboliqu e de F .  Au voisinage de T " ['À } X y l'ensembl e P  es t 
A. o  N o 

une surface S  transvers e à {'A. ) X M , et chaque S. es t une orbite hyperbolique 
o A 

de pou r A  assez proche de 'À 
A o 
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II - Des points catastrophiques : au voisinage de a , es t une sur-

face S  , mais celle-ci admet un contact "simple" avec fX } X M l e long de l'orbi-

te T = X   ̂̂ e ^ passan t par a .  En d'autres termes, un couple d'orbites 

périodiques hyperboliques de c (d e réunion S ) naît ou meurt en y pou r A = \ 

III - Des points de bifurcation par doublement de période, au voisinage 

desquels P̂  (ou en tous cas es t formé de deux surfaces S et S ' se coupant en 

T . Au voisinage de F , la surface S  es t orientable, transverse à [X } X M en T , 

la période primitive de l'orbite S  d e F vari e continûment avec X  : pour X / X 

S. est hyperbolique, et la dimension de W (S.) varie d'une unité quand X-X change A X  o 

de signe. En revanche, S' n'est pas orientable : son modèle local est le ruban de 

Mœbius obten u par identification de (-l,y) à (1,-y) pou r - 1 < y < 1 dans 

[-l,lj X ]-l,l[ dan s ce modèle, T serai t le cercle image de [-l,l] X {o} ,  et 

les autres orbites périodiques de X contenue s dans S' , les cercles images des 

[-l,lj X {-y,y], y / 0 . Quand y  ten d vers 0  (dans ce modèle), la période pri-

mitive de l'orbite correspondante de X ten d donc vers le double de celle de T . 

Génériquement, S1 a un contact "simple" avec {X } x M e n F , et l'on 

peut donc (en inversant l'ordre des X s'il le faut) supposer S' vide pour X < X 
A o 

Pour X > X ,  l'orbite périodique S' d e § es t alors hyperbolique, et W (S') a o A  A  A 

la même dimension que W (S ) . Les deux phénomènes dynamiques les plus remarquables 
—A 

liés à cette situation sont les suivants : si S es t attractive pour X > X ,  il 
X o 

y aura catastrophe, aucune orbite périodique de X attractiv e et proche de T 

n'existant plus pour A < A ;  si S es t attractive pour A < A ,  un phénomène 

plus doux surviendra, puisque l'orbite attractive S' prendr a pour A > A l e re-
A o 

lais de S =  S' =  T , mais avec un doublement de la période. Des cascades de 

bifurcations de ce dernier type sont, en notre fin de siècle, considérées comme 

des modèles de "marche au chaos" . 

IV - Des points de bifurcation de Hopf-Naimark : au voisinage de F , 

P̂  es t une surface S , transverse à [X } X M en T , et la période de l'orbite 
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S d e § vari e continûment avec X \ pour \ fi \ ,  S es t hyperbolique, et la 
A A  O A 

dimension de W (S.) varie de deux unités quand X-X chang e de signe. En outre, il 
X o 

existe une sous-variété T ̂> T , de dimension 3 , de IR X M , ayant un contact 

"simple" avec [X } X M en T , invariante par le flot de X , et possédant les 

propriétés suivantes : si l'on suppose T\ vide pour X  < X  (c e qui revient éventuel 
X o 

lement à restreindre S  e t à inverser l'ordre des X), alors, pour X  > X ^ près de 
X ,  T es t un tore invariant normalement hyperbolique de g . ,  et 
o X  A 

dim W (T ) = dim W+(S -) . En particulier, si S es t attractive pour X  > X  ,  il 
X - A A  O 

y a catastrophe \ si S. est attractive pour X < X ,  alors T. le sera pour X > X , 
A O A  O 

et viendra donc remplacer "en douceur" l'orbite S =  T =  T . Ruelle et Takens 
A X 

O o 
ont proposé ce phénomène comme un modèle de transitions vers la turbulence. 

La démonstration des assertions I à IV consiste à se ramener à (Cl) : 

si Z 3 x es t une surface de section de l'orbite périodique y  d e F passan t o •' X o 
par x ,  alors [ IR X £j es t une surface de section de l'orbite périodique T de X o a 

L'holonomie F  d e F pou r X  (ou plutôt un de ses représentants) définit une 

famille (f..) de difféomorphismes locaux d'un représentant £ de £ . Génériquement, X 

les points fixes de F  formeron t près de a  un e courbe C  passan t par a , et, 

avec les notations de (Cl) (en y remplaçant M par 2), il se pourra seulement que 

a appartienn e à C\Ĉ  (cas I), à (ca s II), à Ĉ  (cas III) on a Ĉ  (cas IV). 

Je laisse le lecteur s'inspirer de (C2-2) pour formuler l'argument de transversa-

lité conduisant à ce résultat. 

(C3) Singularités d'actions différentiables. 

(C3-1) Une classification et quelques exemples. 

Soit p un e action différentiable d'un groupe de Lie G  su r une variété 

de dimension finie M . Au vu de ce qui précède, il est raisonnable de proposer 

plusieurs types de points singuliers de p , chaque type contenant les précédents 

(et correspondant donc à une notion plus faible de singularité) : 

- Les points fixes de p , qui forment un ensemble X!̂ (p) . 

- Les points dont le stabilisateur n'est pas trivial, qui forment un ensemble 
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E 2 ( D ) . 

- Les points x  de M  tel s que, pour tout ouvert U 3 x de M  e t tout voisi-

nage relativement compact V  d e 1 dans G  n e contenant pas de sous-groupe fermé, 

il existe g 6 G \ V vérifian t U f) ^(g) U / 0  -, ils forment un ensemble S^(p) • 

Les ensembles E^(p) et £ (p) sont fermés, alors que peu t ne pas l'être (il 

peut être dense dans M , comme nous l'avons déjà signalé). Une question intéressante 

et difficile (closing lemma de Pugh) est de savoir si, en général, £ (p)= T, (p) . 

Il existe d'autres notions significatives de singularité, pour lesquelles je renvoie 

au début du livre de Shub (bibliographie du chapitre 2). 

EXEMPLES.1. - Si G  es t compact, on a y (p) = y (p). Les points de M  peuven t 

être répartis en strates p-invariantes, chaque strate étant formé des points qui ,à 

conjugaison dans G  près , ont le même stabilisateur. L'image de cette stratifica-

tion par la surjection canonique K d e M su r l'espace Q  de s orbites de p fai t 

de l'espace topologique Q  u n "bon" espace stratifié, et l'application K es t alors 

une "bonne" fibration stratifiée. 

2. - Si G = JR ou ZZ , les éléments de Z^(p) sont les points fixes et les 

orbites périodiques (c'est-à-dire compactes) de p .Si par exemple G = 7L et M = s1 

on voit combien Ŝ (p) est sensible aux perturbations de p : si le nombre de rota-

tion a  d e p es t irrationnel, alors (théorème de Denjoy , cf. Herman 1979) p(l) 

est conjugué dans Diff (M) à la rotation d'angle a , et on a donc £^(p) =  M e t 

T^P) = 0 . Au contraire, si a es t rationnel, ^ ( p ) ~ Z^(p) ser a en général la 

réunion d'un ensemble fini d'orbites périodiques hyperboliques de P . Naturellement 

il s'agit ici encore d'un résultat surtout théorique : si le rationnel a a  un 

grand dénominateur, les orbites compactes de p auront une période si grande que 

rien ne les distinguera d'orbites denses dans la pratique. 

REMARQUE. - Si l'on se place du point de vue des équations différentielles ordinai-

res, c'est-à-dire si l'on s'intéresse au flot (cp̂ ) d'un champ de vecteurs Ç su r 

une variété non compacte M  , il est raisonnable d'appeler singuliers les points 
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x d e M  tel s que t (x ) ne soit pas défini pour tout t  (o u pour tout t > O) . 

Même pour les problèmes les plus classiques, l'étude de ces singularités est encore 

dans un état embryonnaire, malgré son intérêt. 

(C3-2) Quelques remarques sur les actions de IR 

Nous allons brièvement expliquer comment appliquer les résultats du cha-

pitre 3  (§6 ) à  l'étude des points de Ê (p) lorsqu e p es t une action de G = IR 

sur une variété M . 

Etant donné a 6 V^(p) , soient S  l e stabilisateur de a , E le sous-espace vectoriel 

de G engendr é par S  e t F  u n sous-espace vectoriel supplémentaire de E dans 

G . L'ensemble T = p(E x {a}) est donc un tore plongé.dans M  et difféomorphe à 

E/S . L'objet de ce qui suit est de décrire, dans les "bons" cas, à quoi ressem-

blent les orbites de p a u voisinage de T . 

I - Cas où S  es t connexe (ce qui va être dit s'applique dans tous les cas à l'é-

tude du germe de p  en a  , à condition de prendre pour E  l a composante neutre 

de S , et pour F un supplémentaire). On a alors T = [a], et on déduit facilement 

du théorème de redressement qu'il existe un qerme [M] —> T IRnX Fj , .  d e dif-
H y  U JA U J(0.0 ) 

féomorphisme envoyant le germe de  ̂jjr x M &n ^,â  sur 9erm e en d e 

l'action a  d e F  su r IRn X F donné e par 0"(g)(x,y) = (x,y + g). Puisque seul le 

germe en a  d e p nou s intéresse, nous pouvons supposer que (M,a) = (lRnx F,0) . 

Pour (g,(x,y)) assez proche de E X [o] dans E X ( IRnX F), on a donc (G étant abélien 

p(g,(x,y)) = (T(g,x), y + f(g,x));et le germe [T] d'actio n de E sur IR™ 

fixant 0  détermin e la forme des orbites de p a u voisinage de a  (puisqu'elle s 

s'écrivent localement comme produits des "orbites" de T pa r (un voisinage ouvert 

de 0 dans ) F). Supposons que la partie linéaire ^ du germe de T en 0 soit fai-

blement hyperbolique, et qu'en outre tout T' G  Act^(E,IRn) de partie linéaire ^ 

soit C -linearisable, ou k > 0 est un entier fixe (théorèmes du §6 et de l'appen-

dice 7) •, on peut en fait prouver (en linéarisant d'abord le germe de T) le résul-

tat suivant : 
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Si k  est assez grand, il existe un entier i > 0 tel que l'on puisse envoyer 

[p] ;  , , par un germe [M] x  [ IR x F] de di f f éomorphi sme, C ,  sur le germe E X [a] a  0  ———^———————— — 

en E X fO] de l'action p d e G su r IRN X F donnée par 

p (g+g » , (x,y) ) 
o 

(^(g,*) ,y + g') , g t E , g» ,y t F , x t ]R N . 

De plus , si k = oo ì on peut prendre -¿= 0 0. 

En d'autres termes, on a mis le germe de p i sou s forme normale, on 

a linéarisé le germe de T- , et en outre on a fait en sorte que IRn X [O] soit in-
variant par p  I (lorsqu e ^ es t dans le domaine de Siegel, le choix de ce germe 

en a  d e sous-variété de dimension n  invarian t par le germe de Pj^^ es^ 

- exercice - loin d'être unique). 

II - Cas où S  est discret et E = G . L'orbite de a  coincide avec T  , qui est 

un tore de dimension k . Soit H 3 a un e sous-variété de codimension k  de M , 

transverse à T . L'holonomie de p  en T (pour H) est le germe ( p G Act (S ,H) défini 

de la manière suivante : comme H  es t transverse à T , elle est transverse aux 

orbites de p  dans un voisinage de a ; par conséquent, il existe un ouvert U 3 a de 

H e t un ouvert convexe V 3 O d e G tels que j = P |yxy soi t un plongement. Pour 

tout g t S , on a p(g,a) = a , et i1 existe donc un ouvert U' 3 a d e H vérifian t 

'p'(g)U, ci j(V X U) . On définit alors cp(g) t £ (H) comme le germe en a  d e l'appli-1 a 

cation 

U' 3 x \ >pr1(j"1(p(g,x))) f U 

A transport par un germe de difféomorphisme près, l'holonomie ainsi définie est 

unique ; en particulier, l'existence d'une linéarisation C d e (p est une propriété 

intrinsèque du germe de p  en T . On dit que l'orbite T  d e p  es t hyperbolique 

(resp. faiblement, fortement hyperbolique) lorsque c p l'est . De même, les variétés  

fortement invariantes de p  en T son t les germes en T  de s réunions des orbites 

de p  issues (de représentants) des v.f.i. de c p . 

Si l'on oublie le paramétrage des orbites de p  , leur aspect est bien 
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décrit par c p au voisinage de T : supposons par exemple ( p linéarisable ; soit 

L - T H , et soit $  l a suspension de cp̂  défini e comme suit : si Q  es t la va-

riété quotient de G X L pa r la relation d'équivalence "g-g" G  S e t cp"'' ( g '-g ,x) =x ' " 

entre (g,x) et (g 1 ,x*) , alors 11 action (g* , (g,x)) |—̂  (g+g',x) de G su r G X L 

induit une action $  d e G sur Q , et (exercice) il existe un germe de plongement 

RO] . , . c , V [M] don t un représentant envoie localement les orbites de $ 

sur celles de p . (Cette construction peut d'ailleurs être effectuée quel que soit 

p , la linéarisabi 1 i té de cp n'y intervenant que pour simplifier un peu les nota-

tions J cela dit, quand cp n'est pas linéarisable, on sait fort peu de choses en 

général sur la géométrie de ses "orbites"). 

Comme dans le cas où k = 1 , il est possible d'affiner ce résultat en 

respectant le paramétrage des orbites : la clef est une mise sous forme normale de 

[pi J ,  version à paramètre 0 € T d u théorème prouvé dans le 86 (et, dans J SXM S X T ' * * 1 

le domaine de Poincaré, dans (4.4.2)). 

III - Cas général. Il peut être étudié par les méthodes introduites dans I et II . 

(C4) Perspectives. 

La théorie des systèmes dynamiques a connu depuis vingt-cinq ans d'extra-

ordinaires développements, et continue d'abonder en problèmes ouverts de toutes 

sortes. Au terme d'un ouvrage surtout théorique, il n'est peut-être pas inutile 

d'affirmer qu'à mon avis les plus grands progrès en la matière viendront mainte-

nant d'un retour aux origines : on ne peut manquer d'être frappé par le contraste 

entre l'extrême raffinement de certains résultats et l'absence presque totale d'un 

réflexion théorique sur la modélisation des phénomènes dynamiques ; une bonne 

partie de ce qui fait l'intérêt de notre science nous échappe ainsi complètement 

faute de concepts adéquats, que nous serions pourtant bien placés pour forger. 
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théorème de Hartman - Grobman a certains germes d'actions de Rk x Zl , Dumortier 

et Roussarie ont étendu le théorème de linéarisation de Sternberg aux germes 
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tration - notamment grâce au théorème 1 de (4.4.2) - et la rendre entièrement 

géométrique, ce qui permettait d'affaiblir les hypothèses du théorème ( la 

notion d'hyperbolicité forte date de cette époque ) et de l'étendre aux actions 
2 

de Z  e t de RxZ, , ainsi que d'en prouver l'avatar en géométrie de contact qui 

m'intéressait - voir le chapitre 4. J'ai ensuite utilisé le théorème 2 de 
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ment hyperbolique d'action de RkxZm était C°-linéarisable. Tous ces résultats 
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un peu plus primitive que ce qui est présenté ici - a fait l'objet de deux 
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Oshima dans le cas analytique). 

438 



BIBLIOGRAPHIE 
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laire de (8.3), théorème 2 que consitue sa formulation en termes d'équations aux 

dérivées partielles du premier ordre. 
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ABSTRACT 

This work is an expanded version of lectures given at Ecole Normale Supé-

rieure (France) and Universidade Federal de Sao Carlos (Brasil) with the following 

two aims : 

- Introduce some basic tools of differential geometry (Ehresmann's jets, 

Whitney's extension theorem, Thorn's transversality theorem, Moser's infinitésimal 

method, contact and symDlectic structures) in a fashion suitable for applications. 

- Use these tools in the study of singularities of smooth actions (normal forms, 

various versions of Sternberg's theorem, linearisation of abelian group actions, 

singular integral manifolds of p.d.e'.s, etc...). 

One of our goals was to show that rather deep results in the local theory 

of actions could be obtained using quite simple geometric ideas ans very little 

analysis. 

In addition to the examples included in the bulk of the text, a substantial 

conclusion and several appendices should enable the reader to appreciate the impli-

cations of our results and the richness of the subject as a whole. 
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