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T. PETERFALVI 

INTRODUCTION 

Dans cette seconde partie, nous exposons avec certaines simplifications 

l'article de M. Suzuki : 

[s] On a class of doubly transitive groups II. Ann. of Maths, vol.79(1964), 

pp.514-589. 

Nous supposons de nouveau que : 

(BO) G est un groupe fini de 2-rang > 2 et H est un groupe de Bender propre 

de G. 

(Bl) Tout groupe d'ordre < |G| qui vérifie l'hypothèse du théorème B (chap.II) 

vérifie aussi sa conclusion. 

(B2) 0 (G) = 1 . 

Nous gardons les notations générales de l'introduction à la première 

partie. On note t un élément fixé de Inv(G-H), D = H 0 Ht , V = C (t) , 

K = (x e D|x̂  = x ̂ J. D'après le théorème A (chap.I), G opère de manière 2-tran-

sitive sur l'ensemble fi des conjugués de H dans G. D'après le théorème D 

(chap.III), il existe un sous-groupe Q de H tel que H = Q * D . On pose 

W = Cy(K). D'après la prop. 4 du chap.II, §4, W = CD (Inv(H)). 

Notre but est de démontrer la conclusion du théorème B : Ô '(G) est iso

morphe à l'un des groupes PSL(2,q), Sz(q), PSU(3,q) où q est une puissance de 2. 

On supposera connue la classification des groupes de Zassenhaus. Selon 

cette classification, si G est un groupe de Zassenhaus, c'est à dire si le fi

xateur dans G de 3 points de ß est réduit à 1, G est isomorphe à un groupe 

PSL(2,q) ou Sz(q). Il est facile de voir que G est un groupe de Zassenhaus si 

et seulement si V = 1 . Compte tenu de l'hypothèse de récurrence, il suffira 

donc de démontrer : 

Si V £ 1 , alors ou bien 0^ (G) 4 G ou bien G = PSU(3,q) pour une puis

sance q de 2. 
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LE THÉORÈME DE BENDER-SUZUKI, II 

La caractérisation finale de G se fait par la méthode des générateurs 

et relations de Suzuki, déjà utilisée par celui-ci pour la détermination des 

groupes de Zassenhaus. Tout élément x de G-H se met de manière unique sous 

la forme x = adtb où a, b e Q et d e D . La structure de G est alors dé
terminée par la structure de H, l'action de t sur D, et par les applications 

f,g : + et h : + D telles que txt = g(x)h(x)tf(x) pour x e . 
Ces applications satisfont certaines relations, déduites en particulier de 

1'associativité de la loi de G, à partir desquelles on doit les déterminer. 

Mais auparavant, on doit déterminer la structure de H, et éliminer éven

tuellement certains cas où des théorèmes basés sur le transfert assurent que 

02'(G) * G . 

Comme on l'a déjà vu dans la première partie, le cas où V a un sous-

groupe P d'ordre premier p tel que CQ(P) soit de 2-rang 1 présente une diffi

culté particulière, l'hypothèse de récurrence ne s'appliquant pas à CQ(P). 

Le but est alors de démontrer que G a un quotient d'ordre p. Ce cas est traité 

dans le chapitre V. Dans [s], la démonstration est basée sur un lemme assez 

difficile, le lemme 37, qui affirme que si un groupe fini X vérifie certaines 

conditions compliquées, X a un quotient d'ordre p. Dans notre exposé, la for

mule des points fixes de H. Wielandt est utilisée pour calculer |G|^, et la 

plus grande partie du lemme 37 de [s] devient alors inutile. 

Dans les chapitres VI et VII, on suppose que si P est un sous-groupe 

d'ordre premier de V, C (P) est de 2-rang > 2, ce qui permet d'utiliser (Bl). 
G — 

Le chapitre VI a pour but la détermination de H. La principale diffi

culté est de montrer que Q est un 2-groupe. Une fois ceci connu, la classi

fication des 2-groupes de Suzuki par G. Higman (voir [Hi]) permet de déter

miner Q x» KW. Après avoir écarté les cas conduisant à Ô '(G) = PSL(2,q) ou 

Sz(q) (dans ces cas, l'hypothèse V ̂  1 implique G ̂  02'(G)), on voit que 

Q * KW est déterminé par q = |^i(Q)|, par un automorphisme de Fq , et par 

|w|, qui divise q+1 . 

Dans [S], la démonstration du fait que Q est un 2-groupe est longue 

et morcelée en plusieurs cas. De plus, G. Glauberman a trouvé des lacunes 

dans cette preuve. Elle est simplifiée ici par l'utilisation d'un théorème de 

D.A. Sibley. 

Si G est un groupe de Zassenhaus satisfaisant (BO), H = 0 * D est un 

groupe de Frobenius et Q est à intersections triviales dans G. Dans ce cas, 

237 



T. PETERFALVI 

W. Feit avait démontré en 1960 que Q est un 2-groupe en utilisant la théorie 

des caractères exceptionnels. Cependant, dans notre cas plus général, on sait 

seulement que si Q n'est pas un 2-groupe, 0 ,(Q) » D est de Frobenius et 

02'(Q) est à intersections triviales dans G. Le théorème de Sibley (1976), 

généralisant les résultats de Feit sur les caractères exceptionnels, permet de 

conclure dans cette situation. 

Dans l'appendice XII, nous démontrons le théorème de Sibley, sous la 

forme qui nous est nécessaire. 

Dans le chapitre VII, nous passons à la détermination des applications 

f, g, h. Dans [s] , ceci est précédé par la démonstration de l'implication 

V £ W => 0̂ '(G) £ G . En étudiant la situation analogue aboutissant aux groupes 

unitaires en caractéristique ^ 2, W. Kantor et G. Seitz ont trouvé une erreur 

dans cette démonstration. Dans leur article "Finite groups with a split BN-pair 

of rank 1 - II" (J. of Alg. 20, 1972, pp.476-494, paragraphes 14 et 15), ils 

donnent une démonstration valable pour toute caractéristique. Nous avons 

d'autre part trouvé des erreurs dans le calcul final de l'application f dans [s ] . 

Il y est affirmé qu'un certain cas est impossible (cas ii du lemme 64), alors 

que ce cas est réalisé si G = PSU(3,q) et q = -1 (mod 3). Il suffit cepen

dant de modifications peu importantes pour rendre ce calcul valable (paragra

phes 1, 2, 3 du chapitre VII). Dans le cas où V 4 W, nous avons remplacé la 

démonstration de Kantor et Seitz, qui utilise des théorèmes de transfert, par 

le calcul plus élémentaire de l'application f. 

Je remercie le professeur G. Glauberman, qui m'a communiqué ses notes 

sur l'article de M. Suzuki, ainsi que les membres de l'équipe des groupes 

finis de Paris qui m'ont encouragé pour cette rédaction. 
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Références et notations 

On utilisera les rérérences suivantes : 

[H] B. Huppert : Endliche Gruppen I (Springer Verlag, 1967). 

[HB] B. Huppert, N. Blackburn : Finite groups II, III (Springer Verlag, 1982). 

[Hi] G. Higman : Suzuki 2-groups. Illinois J. of Math. 7(1963), pp.79-96 . 

[is] I.M. Isaacs : Character theory of finite groups (Academic Press, 1976). 

Dans le chap. V, §3, on supposera connu le théorème de Hall-Wielandt : 

Soit P un p-groupe de Sylow d'un groupe fini G. Soit A un sous-groupe 

faiblement fermé de P relativement à G (cela signifie que pour g e G , 

AS c= P implique Aê = A). Si A c:Zp_i(P) ou bien si A est abélien, alors 

G/OP(G) = NG(A)/OP(NG(A)). 

Pour une démonstration, voir M. Hall : The theory of groups (The Mac-

millan company, 1959), p.212. 

Rappelons qu'un couple (P,K) est un 2-groupe de Suzuki si P est un 

2-groupe non-abélien tel que |Inv (P)| > 1 et K est un groupe cyclique qui 

opère fidèlement sur P et qui est transitif sur Inv(P). Nous dirons dans ce 

cas, par abus de langage, que P est un 2-groupe de Suzuki. 

Soit (P,K) un 2-groupe de Suzuki, Z = Z(P) et q = | z | . D'après [Hi], 

on a Z = Inv(P) U {1} et |p| = q2 ou q3 . Si |p| = q2 , P est dit "de 

type A", et si |P| = q3 , P est oit "de type B, C ou D". Dans tous les cas, 

P/Z est abélien élémentaire, et P est de type B si et seulement si P/Z est 

somme directe de deux F2[K]-modules isomorphes d'ordre q. 

Pour chacun des types, [Hi] donne une famille d'applications ̂ -quadra

tiques X : E Fq , où E = ou Fq x Fq , telle que l'extension Z •+ P + P/Z 

soit isomorphe à l'extension de SFq par E associée à l'un des X (Appendice VIII, 

lemme 1). Nous n'aurons pas besoin de la définition explicite des types C et D, 

et nous rappellerons au moment voulu quelle est la famille d'applications qua

dratiques définissant les groupes de type B. 

Bien que les opérations d'un groupe sur un ensemble ou sur un groupe 

soient des opérations à droite, les matrices sont multipliées "lignes par co

lonnes" et si f, g, sont des applications, f o g(x) désigne f(g(x)). 
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T. PETERFALVI 

CHAPITRE V . CAS OÙ V A UN SOUS-GROUPE D'ORDRE PREMIER 

DONT LE C E N T R A L I S A T E U R EST DE 2 -RANG 1 

§1.- STRUCTURE DE Q ET DE K 

9/iopo/sLtLon. 1. a) Si. x e K-{1} , on a CQ(X) = 1 . 

b) Q e.^t nLlpotent. 

c) Inv(H) Z(Q) eJ: Inv(H) U tl) e^t un 2-gA.oupe. abéZleri 

élémeiutaOïe.. 

a) Si x e K-{1}, on a |flx| = 2 (chap.II, §4, prop.2). Puisque CG(x) 

opère sur ̂ x , on a CH(x)c D , donc CQ(X) = 1 . 

b) On sait que |K| = |lnv(H)| > 1 (chap.I, §2) donc il existe x e K-{1}. 

Comme <x> cz K , <*> opère alors sans point fixe sur Q d'après a), donc Q est 

nilpotent d'après le théorème de Thompson sur les noyaux de Frobenius. 

c) Puisque Q est nilpotent d'ordre pair, Z(Q) contient une involution. 

Comme D opère transitivement sur Inv(H), on a donc Inv(H) cz Z(Q) et 

Inv(H) U (1} est un 2-groupe abélien élémentaire. 

Dans la suite, on notera QQ = Inv(H) U (1} , q = |Q0|, et on posera 

Q = S x Ql où S est le 2-Sylow de Q. 

V/iopo/sLtl-on 2. К e^t un лоил-длоире no/unal cy.cZ¿que de D. 
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LE THÉORÈME DE BENDER-SUZUKI, II 

Soient D = D/W et A tel que W с: A c: D et A = F(D) . Puisque D opère 
fidèlement sur Q0 et transitivement sur Q0 , on peut lui appliquer la prop. de 

l'appendice X . 

Montrons que A = J(D,t). D'après l'appendice X, A opère sans point fixe 

sur Q0 . Mais V centralise un élément de (chap.II, §4, prop.2), donc 

A П V = 1 , d'où CA(t) = C-(t) = 1 et Â<= J(D,t) d'après l'appendice I . 

D'autre part, D/A est abélien (appendice X), donc J(D/A,t) = B/A est 

un groupe. Puisque t inverse les éléments de B/A et de A/W, CB(t)c: Ĉ (t) c W , 

donc t inverse les éléments de В = B/W , donc В est abélien et В = J(D,t). 
D'après le théorème de Fitting, il en résulte que A = В = J(D,t). 

Puisque t opère sur A, on a A = (A П K)(A П V) (appendice I). Mais, 
puisque J(D,t) Л , on a K<=A et A П V = W , donc A = KW et |Â| = |к| . 

D'après l'appendice X, A est cyclique, donc il existe k e К tel que 
A = <k> . Alors |<k>| > |<k>| = |A| = |к| , donc К = <k> est un groupe cy
clique. On a К <з D d'après l'appendice I . 

Co/ioltaijie. Le 2-Sy.tow S de Q e^t abétien ou e^t un 2-длоире de. Suzuki-. 

En effet, К opère régulièrement sur Inv(S) = Inv(H) (chap.I, §2). 

Si F est un corps et A un sous-groupe de Aut(F), on posera L(F,A) = 

= (F хз F*) xi A , où F* opère sur le groupe additif F par multiplication à 
•M-

droite et A opère naturellement sur F et sur F . 

P/io position 3. 0<l existe un длоире d'autoïïio/ipfbumeA A de F^ et LUX i^omo/iphJUinie 

de Qo * (D/W) лил Z.(IFq,A) qui identifie Qo à (Fq, + ),K à (F* et V/W à A . 

£/г pa/itLcutLe/i, V/W e/bt arctique. 

Puisque К = KW/W est un sous-groupe normal cyclique de D = D/W qui 
opère transitivement sur , on peut appliquer l'appendice V . D'après a) de 
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cet appendice, Q0 est un Fq-espace vectoriel de dimension 1 et K s'identifie 

au groupe des homotéties non nulles de cet espace. Soit s e tel que 

V = CD(s) (chap.II, §4, prop.2) et identifions le (Fq-espace Q0 à f q de sorte 

que s soit identifié à 1 e F^ . D'après b) et c) de l'appendice V, V = V/W 

opère sur Q0 * K = Fq * F* comme un groupe d'automorphismes de corps. 

§2.- LEMMES PRÉLIMINAIRES 

Nous étudions d'abord une famille de groupes qui vérifient des proprié

tés moins restrictives que celles de G : on dira que (L,M) appartient à la 

famille h si L est un groupe fini, M est un sous-groupe propre d'ordre pair 

de L, L opère de manière 2-transitive sur l'ensemble des conjugués de M dans 

L, et pour x e L-M , M fl Mx est d'ordre impair et a un complément normal 

dans M. 

Le sous-groupe /V(L) = (1 L MX sera alors appelé noyau de L . 

On a ainsi (G,H) e F , avec de plus /V(G) = 1 et G de 2-rang •> 2 . 

Lemme 7. Soient ( L, M) e F , te Inv(L-M) , D = M fl M^ et M = Q * D . 

a) I out élément de L-M ^e met de manière unique AOUA la fLo/ime xty, oit x e M 

et y e Q . 

b) 01 existe un couple (s,r) et un /seul tel que tst = r^tr , s e Inv(Q) 

et r e Q . 

c) /V(L) = C (Q) cz C (t) et Al L = L//V(L) , on a ( L ,M) e F , Q = Q et 

Vo/idyie dest e^t le même que celui de st , s étant l'élément défini danA b). 

a) Puisque L est 2-transitif sur (MX|x e L} et t normalise D, on a 

L - M = MtM = MtDQ = MDtQ = MtQ , d'où l'existence de x et y. D'autre part, 

si Xj_ e M , y-j_ e Q (i=l,2) et X\tyx = x2ty2 , alors tx^xlt = y2y~̂ e M̂ fl Q=l > 

d'où l'unicité. 
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b) Soient K = J(D,t) et u e Inv(Q). D'après le §2 du chap. I , 

k *- u^ est une bijection de K sur Inv(Q). Il suffit donc de montrer qu'il 

existe un unique k e K tel que tukt soit de la forme y-1ty, où y e Q . 

D'après a), il existe x e M et y e Q tels que tut = xty . Alors xty.xty = 1 , 

d'où t(yx)t = (yx)"1 et a = yx e J(M,t) = K . 

On a donc, pour k e K : 

tk_1ukt = ktutk-1 = ky-iatyk"1 = (ky-1k-1)kak.t.(kyk-1) , 

et tû t est de la forme voulue si et seulement si kak = 1 , ou k~2 = a . 

p 

Comme kl—• k est une bijection : K -*• K , il existe bien un unique k e K 

tel que k-2 = a . 

c) Puisque Q est un sous-groupe normal régulier de M opérant sur 

{Mx|xeL-M}, le stabilisateur D de dans M opère de manière équivalente sur Q 

et sur (Mx | xeL-M}, donc /V(L) = CD(Q) . Puisque /V(L) < L et t est conjugué à 

un élément de Q, il en résulte que t centralise /V(L) . Puisque /V(L) <= D , on a 

M = Q » D , (L,M) e F et Q = Q . Les éléments de <st> fl /V(L) sont inversés 

par t, centralisés par t et d'ordre impair, donc <st> (1 /V(L) = 1 et l'ordre 

de s t est le même que celui de st. 

L'expression xty de a) sera appelée forme canonique de l'élément z = xty , 

l'élément s de b) sera appelée l'involution distinguée de Q (relativement à t) 

et l'égalité tst = r~̂ -tr l'identité de structure de L . Remarquons que L est 

transitif sur l'ensemble des couples (M',f) où M' est un conjugué de M et 
ti" 

t' e Inv(L-M') (2-transitivité de L et transrvité de D sur Inv(M)), donc l'or

dre de st est indépendant du choix de M et de t. 

Revenons à l'étude du groupe G. On notera s l'involution distinguée de Q, 

relativement à t. 
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Lemme. 2. Soit X un лоил-длоире ¿ 1 de V. 

a) Si. L = CQ(X) , o^Wi (L,L fi H)e F , /V(L) = C^CL fi Q) с L О V e¿ 
M • L П M e^t une bi^.ectlon de fì^ лил. V еплетЫ.е de¿ con^uguéA de L fi H 

dcuriA L. 

bì NG(X) = CG(X)NV(X) ' 

c) SuppoAonA que. C_(X) Aott de 2-д.апд, > 2 . А1ОЯА N (X) = С (X) x N (X) , en G H S D 
pcuztlcutle/L, CQ (X) - 1 , et Ai. F = 02'(Cf;(X)) et l = \CQ (X) \ , on a t'un 

de.A 3 CŒA : 

F/Z(F) = PSL(2,<£) , st eAt d'o/idne 3, CQ(X) e¿¿ abétien étémentaÀJie d1 опале t% 

F/Z(F) = Sz(-£), st eAt d'o/idrie 5, CQ(X) eAt un 2-длоире de Suzuki, de tupa A, 

d'oicUe l2. 

F/Z(F) = PSU(3,^) , st eAt d'o/idsie J,(V(X) eAt un 2-длоире de Sujuki. d1 o/idnç. 
Q 

i3. 

a) D'après le chap.II, §4, prop. 1, M *—L fl M est une bijection de 

sur une classe de groupes de Bender propres de L. D'après l'appendice II, (7), 

on a alors (L,L fl H) e F et CU(X) = CAX) * CAX) . 
H y D 

b) Si g e N_(X) , il existe f e C_(X) tel que gf fixe H et , car 
G G 

C_(X) est 2-transitif sur fiv d'après a). Donc N_(X) = C_(X)N_(X) , mais 
G A G G u 
ND(X) = NK(X)Nv(X)cz CQ(X)NV(X) (chap.II, §4, lemme 1). 

c) Puisque C„(X) est de 2-rang > 2 , |CT,(X)| = |lnvCu(X)| > 1 d'après 
G — K H 

le chap. I, §2, et on peut utiliser la prop. 3 du chap. II, §4. Puisque Ĉ (X) 

est l'unique 2-Sylow de CU(X), on a N„(X) = C (X) * N^(X) d'après le b) de 
H H S D 

cette proposition. D'après l'assertion c) de la même proposition, F = F/Z(F) 

est isomorphe à l'un des groupes indiqués. Puisque F f| H = C (X) x (F f) D) 

et F est 2-transitif sur fi (toujours d'après la même prop.), (F,F fl H) e F et 

/V(F) = 02,(F) = Z(F) . D'après le lemme 1 b), l'identité de structure de F est 

la même que celle de G, donc s est 1'involution distinguée de F, relativement 
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à t. D'après le lemme 1 c), l'ordre de st est égal à l'ordre de s t dans F et 

"l 0 1" "0 0 1' 

0 1 0 et 0 1 0 

.0 0 lj 1 0 0. 

CL(X) = C (X) est le 2-Sylow de C (X). Les assertions sur l'ordre de st et la 
Q Q H 

structure de C (X) résultent donc de la structure des groupes PSL(2,-£), Sz(£), 
Q 

PSU(3,£) (voir la remarque après le lemme 1). 

Pour les 2-Sylow de PSL(2,<6) et Sz(£) voir [H], chap.II, (8-2) et [HB], 

chap. XI, (3-1) et (3-3). La structure du 2-Sylow de PSU(3,-£) est donnée dans 

[H], chap. II, (10-12). Pour l'ordre de st dans PSL(2,̂ ) et Sz(l), où s est 

1'involution distinguée, voir [HB], chap. XI, (10-7). Enfin, en prenant la 

présentation de PSU(3,£) donnée dans [H], chap.II, (10-12), si s et t sont les 

images dans PSU(3,#) des matrices 

2 2 
respectivement, on voit que s = t 

et tst = sts , donc s est 1'involution distinguée de Q, relativement à t, et 

st est d'ordre 3. 

Lemme 3. a) V = CpCs) 

b) Soient X,Y d&A pasi£i.a4 de V con^uguéeA dan/i G. AIOIA X et Y -dont con^ugué-ô 

darui V. 

a) D'après le lemme 2 a), (CL(V),C„(V)) e h . D'après le lemme 1 b), 
G H 

l'identité de structure de C (V) est la même que celle de G, donc s e C (V). 
G G 

Alors V cCD(s) et |v| = |CD(s)| ••= | D/K | d'après le chap. I, §2. 

b) Soit g e G tel que Y = Xg . Alors H, Ht, Hg, Htg appartiennent à 

fi . D'après le lemme 2 a), Cn(Y) est 2-transitif sur fi.,, donc il existe 
Y G Y 

h e CL,(Y) tel que Hgh = H et Htgh= Ht . Alors Xgh= Y et gh e D . En ap-
G 

gh 

pliquant 1'homomorphisme canonique :D + V aux deux membres de X = Y , on 

voit que X et Y sont conjugués dans V. 
Rappelons qu'un élément de G est dit fortement réel s'il est produit de 

deux involutions. 
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Lemme 4. Soit x un élément {Lo/itemenl /léel de G le.1 que x ^ 1 . AtoiA X eAl 

conjugué danA Q à un élément de la £o/une ut,u e Q*f , et |c (x) | e^l impaui. 
G 

Soit x = uv , u,v e Inv(G) . Puisque les involutions de H commutent deux 

2 
à deux (§1) mais x ^ 1 , on a H(u) ̂  H(v) . La première assertion résulte 

du corollaire 1 du théorème A (chap. I, §6). Ensuite, N (<x>) fl H(u) est un 
G 

groupe de Bender propre de N (<x>), donc N (<x>) a une seule classe d'involu-
G G 

tions. Comme C (x) < N (<x>) et u e N (<x>) - C_(x) , il en résulte que G G G G 

|C (x)| est impair. 
G 

Lemme 5. Supposons) que st Aolt d'o/idUie 3 &t que V ̂  1 . AIO/IA <Q0,K,t> = 

= Q0K U Q0KtQ0 eAl lAorïo/ipke à PSL(2,q). 

k —1 

On a tst = sts car st est d'ordre 3. Donc pour k e K , ts t = ktstk 

-1 2 -1 

= ksk ,k t.ksk , d'où tQQt cz Q0KtQD . Compte tenu de ce que t normalise K 

et K normalise Q0 , cela prouve que Q0K U Q0KtQ0 est un sous-groupe de G, 

d'ordre q(q - l)(q + 1) . Ce sous-groupe est d'ordre < |G| , car V ̂  1 , et 

a un groupe de Bender propre Q0K, donc ne peut qu'être isomorphe à PSL(2,q) 

d'après l'hypothèse de récurrence. (En fait, l'hypothèse V ̂  1 est inutile, 

car on voit facilement que la loi de composition de QQK U Q0KtQ0 est détermi

née de manière unique si q est donné). 

Lerrune 6. SuppoAonA que st Aolt d'o/icUie 3 et que Q AOII un 2-g/ioupe de Su^ukt 

d'o/icUie q . AIO/IA w eAl un groupe cuallque et |w| divine q+l . Si de pliiA 

W ̂  1, alo/iA Q eAl un 2-g/ioupe de Sujukt de lupe B . 

Soit w e . Puisque QQ cz Cn(w) et st est d'ordre 3, le lemme 2 
0 

montre que Cn(w) = Q0 ou Q , mais puisque D opère fidèlement sur -{H}, on 
0 

2 
a CQ(W) = Q0 • Soit X un K-sous-groupe d'ordre q de Q (un tel sous-groupe 

existe d'après la description des 2-groupes de Suzuki). Supposons que XW= X . 

2 2 
Puisque w centralise s et |(x e X/x = s}| = (q - q)/(q - 1) = q , w centra-
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lise un élément de (x e X/x = s}, ce qui contredit Cq(w) = Q0 • Donc X ^ X 

w 

et puisque w centralise K, X est un K-sous-groupe de Q isomorphe a X comme 

K-groupe. D'après [Hi], il en résulte que si W ̂  1 , Q est un 2-groupe de Su

zuki de type B et qu'on peut identifier K à (F* et Q = Q/QG à un espace vec

toriel de dimension 2 sur de manière que K opère sur Q comme le groupe des 

homothéties non nulles de Q. 
Alors W s'identifie à un sous-groupe de GL(Q) = GL(2,q) . De plus W 

2 

opère sans point fixe sur l'ensemble des q+1 K-sous-groupes d'ordre q de Q, 

donc |W| divise q+1, et W est cyclique d'après la structure des sous-groupes 

de GL(2,q) (voir [H], chap. II, §8). 

§3.- LE THEOREME F 

Nous supposerons dans ce paragraphe : 

(Fl) V a un AouA-gyioupe p d'o/idbze p/iemleji p tel que C (P) AOÀJL de 2-/iang, 1. 

Remarquons qu'on a alors CT̂ (P) = 1 . Nous démontrerons ici : 
K 

Théo/ieme. F. SOUA V' hiy.pothaAa (Fl), la doncJjuAion du ihéo/ième. B e.4t v/iaie. poun. G. 

Remarque : Si G est l'un des groupes qui figurent dans la conclusion du théo

rème B et si les hypothèses (BO), (B2) et (Fl) sont satisfaites, alors 

G = G0 xi P où G0 est isomorphe à PSL(2,2P), Sz(2P), PSU(3,2P) ou PGU(3,2P). 

Si G a un sous-groupe normal d'indice p, la conclusion du théorème est vraie 

d'après l'hypothèse de récurrence (Bl). On supposera donc : 

(F2) G n'a paA de AouA-QA.oupe no/inoÂ d'indice p. 

{!)_ On a V = W x P , |Q0 | = 2P , N (P) = C (P) et C (P) = Cy(P) x P . 

Puisque P n W = 1 , P opère comme un groupe d'automorphismes de corps 
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sur Q0 (§1, prop. 3). Alors |C (P)| = 2 implique que |Q0| = 2P et puisque 
^ о 

V/W s'identifie à un sous-groupe de Aut(F D), on a V = W * P . On a N (P) = 
2У G 

= Cn(P)N..(P) (§2, lemme 2b)) mais N_,(P) = CW(P)P, donc Nn(P) - С (P) . On a 
CD(P) - Ск(Р)Су(Р) = СУ(Р) d'après (Fl). 

(2) a) (C„(P), CU(P)) e F et АОП nouau eAt N=Cn(Cn(P)) П C(P) . 

b) 01 ex.lAte un p/ieAque-co/ipA F tel que С (P)/N = (F A С (P)) * Z avec 
G Q 

С (P) = F , E = Ĉ (P) A'Identifie à un длоире d'automo/ipk^AmeA de F, 
С (P) A Z opé/iant de jLaçon naturelle Аил F. Q 

a) résulte du §2, lemme 2a) ; b) résulte alors du §2, lemme le) et de 
la prop. 1 de l'appendice XI. 

(3) 'Роил tout nombie p/iemle/i r tel que r| |Q̂ | , Il exlAte i tel que 

0 £ i £ p-1 et r = 21 (mod. 2^-\). Cn ралИсиНел, r ̂  p . 

Soit M un r-sous-groupe abélien élémentaire de normalisé par KP, tel 
que M / 1 et minimal pour ces propriétés. On note additivement la loi de 
composition de M. Puisque KP est un groupe de Frobenius et К opère sans point 
fixe sur M, on a Сод(р) ̂  0 et Ĉ p̂̂  est ̂ e dimension 1 sur Fr d'après (2) b). 

De plus, d'après [is] (15-16), on a dim M = p dim cM(p) = P (dimensions 

sur JFr). D'après le théorème de Clifford ([is](5-5)), M est somme directe de 

tFr[K]-modules irréductibles ayant tous même dimension, et puisque dim M est 

premier, ou bien M a un sous-(Fr[К]-module de dimension 1 sur IFr, ou bien M est 
irréductible comme IFr[K]-module. 

Dans le premier cas, puisque К opère sans point fixe sur M et |к| = 2P- 1 , 
on a r = 1 (mod. 2P- 1). Supposons qu'on soit dans le deuxième cas. D'après 
l'appendice V, on peut munir M d'une structure de corps telle que К * P soit 
un groupe d'applications semi-linéaires : M -*• M, et P = Aut(M) car dim M = p . 
Il existe donc a e P^ tel que xa = хГ pour tout x e К . D'après la prop. 3 
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du §1, K xl P s'identifie aussi au groupe des applications semi-linéaires ̂  0 

a pi 

F̂ p F̂ p . Il existe donc i tel que 1 < i < p-1 et x = x^ pour tout 

x e K . Il en résulte que r = 21 (mod. 2P-1). 

m loi = icQ(p)ip = if*ip . 

Puisque KP est un groupe de Frobenius de noyau K, on a 

£ PX + K = KP + |K|.l dans Z[KP]. En appliquant la formule des points fixes 
xeK 

de Wielandt ([HB], chap.XI, (12-4)) pour KP opérant sur Q, on obtient alors 

|Cg(P)|P = IQI. 

(5) SuppoAonA que F ne Aoit paA un co/ipA, c'eAt à dÀJie que C (P) rte Aoit paA 
Q 

abétien. AIO/IA F eAt iAomo/iptie ou p/ie^que-coipA Fg et Ql = l . 

D'après (2), C (P) est un complément de Frobenius. Puisque Q est nilpo-

tent, il en résulte que C (P) est cyclique, et si C (P) n'est pas abélien, 
w i Q 

Cg(P) n'est pas abélien. D'après le §1, corollaire de la prop. 2, S est alors 

un 2-groupe de Suzuki, donc d'exposant 4. Puisque Cg(P) est de 2-rang 1, il 

est donc quaternionien d'ordre 8. 

Le groupe F* = C (P) a un sous-groupe cyclique d'indice 2, donc F est 

isomorphe à un presque-corps F 2 e"t |Z(F*)| = r-1 (appendice XI. prop. 2). 
^ > 

D'après la structure C (P), on a |F*/Z(F*)| = 4 mais |F*/Z(F*)| = 
Q 

= (r2- l)/(r - 1) = r + 1 , donc r = 3 , |Cn(P)| = 8 , et Ql = 1 d'après (4). 

Soit f l'ordre de st. Alors f est la caractéristique de F d'après (2), 

le lemme 1 c) du §2 et l'appendice JE, (4). 

(6) SuppoAonA que Q1 = i . St F = Fg ̂  , CLIO/LA |Z| = 1 ou 3 . Sinon, 

\F\ = f ou 9 et Z = i . 

Un groupe d'automorphismes d'ordre impair de F ne peut être que d'or-

dre 1 ou 3 car F̂  est quaternionien d'ordre 8. Supposons que F ̂  F . 
y » 2 9 , 2 
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D'après (5), F est un corps et F* est un 2-groupe par hypothèse. Si |F| = fa , 

a b 

il existe donc un entier b tel que f = 2 + 1 . D'après un lemme arithmétique 

([HB], chapitre IX,(2-7)), il en résulte que a = 1 ou fa= 9 . Puisque |z| 

est impair, on a donc E = 1 . 

(7) On a N = P et l = C (P) . (N a été défini dans (2) a)) 

D'après (1) , N = (N fl W) x p. Supposons que N fl W £ 1 . Si R = C (NflW) , 

d'après le lemme 2c) du §2, on a f = 3 et |R| = |Q0| ou |Q0| , ou f = 5 et 

|R| = |0 | . Puisque N centralise C (P), on a C (P)<= R, et 0 est un 2-groupe 

d'après (4). D'après (6) et (2) b), on est donc dans l'un des 3 cas : 

a) |F| = 3 , |CQ(P)| = 2 ; b) |F| = 9 , |CQ(P)| = 8 ; c) |F| = 5 , |CQ(P)|= 4 

D'après (4), on a respectivement pour chaque cas : 

a) |Q| = |Q0| ; b) |Q| = |Q0|3 ; c) |Q| = |0o|2 

Puisque N fl W opère fidèlement sur Q, QD cR cQ , donc le cas a) est 

impossible. Dans les cas b) et c), Cn(P) a un élément d'ordre 4 car |C (P)| = 2 , 
0 yo 

donc QD c R c Q . Donc c) est impossible et dans le cas b), |R| = |Q0|2 d'où 

f = 5 , ce qui est absurde. 

(8) SuppoAonA que Q ! ̂- 1 . Soit t = | z | . Si t 4 1 , ato/iA l e.Al p/ternies. et 
I l i 

F eAl un cio/ipA de ccuidinat 3 , 5 ou 9 

D'après (5), F est un corps. Soit w e Ĉ CP) . D'après l'hypothèse de ré

currence, on a f = 3 ou 5 et Cn(w) est un 2-groupe, donc C *(w) est un 2-groupe. 
0 r 

Puisque C *(w) est le groupe multiplicatif du corps des points fixes de w dans 
F 

F, il existe des entiers a et b tels que |C (w)| = fa et f& = 2̂ + 1 . On a donc 
r 

| C (w) | = f ou 9 . De plus, si f = 3 , il ne peut exister wL et w2 e C (P)** r w 
tels que |C{r(wi)| = 31 ( i = 1,2), sinon wx serait d'ordre pair. Donc | Ĉ C w) | 
est indépendant de w e C..(P) , donc i = |C..(P)| est premier et |F| = |C_(w)| . 

w w r 

(9) SuppoAonA que Qx £ 1 . AÀ.on.4 p = f 4 t . 

D'après (F2) et le théorème de transfert de Burnside, P n'est pas un 
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p-Sylow de G, donc d'après (2) et (7), p divise |F|.|F*|.|Z| . D'après (3), 

p \ |F*| donc d'après (8), on a p = f ou p = i . Supposons p = f = t . 

D'après (8), |F| = 33 , 55 ou 93 , d'où |C_(P)| = |F|-1 = 2.13 , 4.11.71 ou 

8.7.13 respectivement. Mais cela contredit (3) car 13 = 21 (mod.7), 0 < i < 2 

et 11 = 21 (mod.31), 0 < i < 4 sont impossibles. 

Supposons p = Z é f • D'après (8), on a |F| = 3P, 5P ou 9P et d'après 

(4), |Q| = (3P-1)P, (5P-1)P ou (9P-1)P. Puisque p ̂  f, on a |Q| =2, 4 ou 8(mod.p), 

donc |Q| + 1 = 3,5 ou 9(mod.p), donc p^(|Q|+l). Puisque |G| - (|Q|+1)|H|, il en 

résulte que si T est un p-Sylow de W normalisé par P, TP est un p-Sylow de G. 

D'après l'hypothèse de récurrence pour C_,(w), w e , W opère sans point fixe 
G 

sur Ql , donc T est cyclique et TP est nilpotent de classe < 2 < p (voir [H], 

chap. I, (14-9)). D'après le théorème de Hall-Wielandt, on a G/0P(G) = 

^ N (TP)/0P(N (TP)) . 

D'après le lemme 2 b) du §2, N„(TP) = n (TP)N„(TP) , donc [N (TP),TP] = 
b G V G 

= [NV(TP),TP] . Mais [NV(TP),TP] <= (TP) fl W = T car V/W est abélien, donc 

T< N (TP) et N_(TP) centralise (TP)/T . Cela implique que N_(TP) a un quo-
(J G G 

tient d'ordre p car si R est un complément de TP dans Nn(TP) (théorème de 
G 

Zassenhaus), NQ(TP)/T = (TP)/T * (TR)/T , donc TR < NQ(TP) . Ainsi, G a un 

quotient d'ordre p, ce qui contredit l'hypothèse (F2). 

( 10) Po-âonA |F| = fm . On a p = f et on e/st danô V un deA 2 CŒA AulvantA : 

(10-1) P \ I g I et |G|p = pm+2 

(10-2) p = | z | = 3 , F = F g 2 , W eAt cyclique d'oacUe J ou Ç et 

I G I3 = 34|W| . 

Si p \ |Z| , alors p = f d'après (F2) et le théorème de transfert de 

Burnside. Si p||Z|, on a Q1 = 1 d'après (9), donc p = |z| = 3 et F = Fg ̂  

d'après (6). 

Dans les deux cas, |F*| = pm- 1 donc d'après (4), 
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|Q| + 1 = 1 + (-1 + pm)P = 1 - 1 + p.p1 m + P 
pm _ m+1 
i = p 

(mod. p m+2 

donc (|Q| + l)p = pm+1 . On a |G|p = (|Q| + l)p|H|p = pm+1.|W|p.p. 

Si p+|z|, alors p \ |CW(P)I donc p^|w|,d'où |G|p - p1 

Si p ||z|, alors |Q| - |F*|P = 83 . Puisque С (P) = F* n'-

m+2 

n'est pas 
abélien, Q est un 2-groupe de Suzuki et W est cyclique d'ordre 3 ou 9 d'après 

Remarque : Si on ne suppose pas (F2), le cas (10-2) est obtenu effectivement 

pour G isomorphe à PSU(3,8) * Aut F_ ou PGU(3,8) * Aut FQ . 
О С 

(11) Soit R l'image, /téclp/ioque de F dariA G. Alo/i/s R = T x p , où T ел1 un 

лоил-длоире подтаИле рал Cn(P)C (P) , et т A С (P) = F * F* . De р1ил, С (P) 
о реле /1еаиИелетеп1 лил. А-{р], A étant I'еплетЫе deA лоил-длоирел d'од.але р 
de R qui ne лоп1 рал dan^ T . 

Supposons R non abélien. Alors [R,R] = Z(R) = P car Cn(P) est transitif 

sur F*. On a N(R) cz N(P) , et dans le cas (10-1), R est un p-Sylow de N(P), 

donc de G. Mais |R| = pm+1 , ce qui contredit (10). Dans le cas (10-2), 

R Ĉ (P) est un 3-Sylow de N(P). Puisque Z opère non trivialement sur R/P = F , 

on a Z(RC (P)) = Z(R) = P , donc N(RC (P)) en N(P) et RC (P) est un 3-Sylow 

de G. Mais |RC (P)| = 34 , ce qui contredit (10). 

Donc R est abélien et la première assertion est vérifiée avec T = [R,s] . 

On a \A\ = (pm+^ - pm)/(p-l) = pm = |F| . Pour la deuxième assertion, 

il suffit donc de montrer qu'un élément a de Cn(P) ne normalise aucun élément 
0 

de A-iP}. Soit Pi e A tel que a normalise P! . Puisque a normalise T et 

centralise R/T = P , [a,PL]cz pl fl T = 1 et a centralise Px . Mais a opère 

sans point fixe sur R/P, donc C (a) = P , d'où Pi = P . 
R 

(12) On eAt dan* le COA ( 70-2). 

Supposons qu'on soit dans le cas (10-1). 

le lemme 6 du §2. De plus, |G|3 = 3m+2|w|3 = 34|W| . 
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D'après (10), R n'est pas un p-Sylow de N ( R ) , donc N_(P) N (R) . 
b b ^ b 

Soit A* l'orbite de P par N^(R). Soit Pi e A* . Puisque Px est conjugué à P, 
b 

les éléments de P: ne sont pas fortement réels (§2, lemme 4). Mais les éléments 

de T sont inversés par s, donc Pl fl T = 1 et {P} <=p A* <= A . Puisque Ĉ (P) 

opère régulièrement sur //-{P}, il en résulte que A* = A • 

On a donc |N (R) : N_(P)| = \A\ = pm . D'après (10), on a alors m = 1 G G 

et |G|P = |NQ(R)|p = p3 . 

Dans N (R)/R, on a C(P) = Cn(P) * C,.(P) , C (P) opère régulièrement sur b 0 w 0 

//-{P} et C..(P) opère fidèlement sur C„(P). On peut donc appliquer la proposi-
W 

tion 1 de l'appendice XI à N (R)/R opérant sur A, donc 
G 

N_(R)/R = (Ri/R) x C_(P)C,,(P) où Rx est un p-Sylow de G et Cn(P) opère régu-G Q W 0 

Jurement sur (R^R)*. 

3 
Puisque Ri est non-abélien d'ordre p , RL est de classe 2 < p et on a 

G/0p(G) = N (R!)/oP(N (R!)) d'après le théorème de Hall-Wielandt. G b 

Puisque N (R) opère transitivement sur A, on a T < Rx ; puisque Ri/T est G 

abélien et CR /R(s) = 1 , on a Ri/T = (R/T) x (Tx/T) où Tx = [R./T.s] . 

Si Ai est l'ensemble des sous-groupes d'ordre p de Rx/T distincts de Tx/T, on 

voit comme dans (11) que C (P) opère régulièrement sur Al-{R/T], puis comme 
0 

ci-dessus que si N (R) cz N (Rx) , alors N (R^ opère transitivement sur Ai 
b ^ b b 

et |N (Rx): N (R)| = \Ai \ = p , ce qui est contraire à (10). Donc 
b b 

N ( R ! ) = N_(R) . Puisque Tx est normalisé par C (P)C,,(P) et par P, T L C ( P ) C,,( P ) 
b b Q W Q \N 

est un sous-groupe normal d'indice p de N (Rt) et l'hypothèse (F2) est contre-
b 

dite. 

Nous terminons maintenant la démonstration dans le cas (10-2). Pour une 

autre méthode possible de démonstration dans ce cas, voir la remarque à la fin 

du §3 du chap. VII. 

On pose Z = C (P) et Zx = <st> . 
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(13) C (Zx) e^l un 3-gsioupe. 
G 

D'après l'appendice I et le lemme 4 du §2, on a 

|C (ZJ| = | C _ ( Z x ) 0 C(S)|.|J| où J = (x e C (Z,)/xS = x"1}. On a 

G Vj (j 

C{ZX) fl C(s) - C(t) (1 C(s) = V = WP . Il suffit donc de montrer que |j| est 

une puissance de 3. Soit r un diviseur premier de |j|. Alors J contient un é-

lément x d'ordre r ; puisque x est fortement réel, x est conjugué dans G à un 

élément de <Qc,K,t> ̂  PSL(2,8) (lemmes 4 et 5 du §2) . Puisque |PSL(2,8)|= 8.9.7, 
on a r=3 ou 7. Mais si r=7, x est conjugué à un élément de K^etC (x) est conjugué à 

G 
C (K) = K x w (rappelons que les éléments de n'ont que 2 points fixes), donc G 

x ne peut centraliser un élément fortement réel d'ordre 3. 

( 14) Avec la notation, de (11), Z(RZ) = ZXP . 01 e^l^le un 3-<ôou4-cyioupe Rx 

de G tel que N (RZ)/RZ = (Rx/RI) x <s> ̂  (T3 . Soit R2 un 3-Sulow de G conte-G 

nant Rx . AIO/LA |R2:Rj = 1 ̂ ¿¿3 , Zx = Z(RX) = Z(R2) et R2 = C (Zj . 

G 

On a ZjP cZ(RZ) (remarquer que ZlC T) , | RE/Z x P | =9 et RZ est non-

abélien, donc ZlP = Z(RZ) . Puisque Zx - [RZ,RZ], N (RZ) opère sur l'ensemble 
G 

Az des sous-groupes d'ordre 3 de ZXP distincts de Zx . On a Az ̂  A donc <s> 
opère régulièrement sur //2-{P} d'après (11). D'après (10), RZ n'est pas un 
3-Sylow de G, donc N_(RZ) <£ N_(P) . Il en résulte que N (RZ) induit le groupe G G G 

= (T3 de toutes les permutations de A2 . Le noyau de l'opération de N^(RZ) sur 
G 

Az est RE car ce noyau est inclus dans N_,(P) = RC_(P)Z et les éléments de 
G 0 

C (P) sont sans point fixe sur A -{P}. L'existence de Rx résulte alors de la 
0 
structure deÇ"3 . 

On a |R2:Rj = 1 ou 3 d'après (10). On a Z(Rjc CD (P) = RZ , donc 

Z(RX) <= Z(RZ) = ZXP . D'après la transitivité de Rx sur Az » Z(Rj = Zx .On 

a Z(R2 ) «= R2 f] C(P) <= Rx d'où Z(R2) - Z(Rj = Zt . On a donc R2 c= Cn(Zx ) G b 

et R2 - C (ZJ d'après (13). G 

(15) 01 ex.lAte un AouA-g/ioupe L de Rx tel que L AOUL cuctlque d'o/idjie 9, ln-
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veA.sé рал s, nonmalLAé рал V, centralisé рал W macs pas рал P. On a 

| R2: LV | - 3 , Z(LV) = ZXZ et fix(LV) = ZxEP . 

Soit L = С (st) П <Qo,K,t> . Puisque <Q0,K,t> = PSL(2,8), L est cy
clique d'ordre 9 et ses éléments sont inversés par s. On a L с <Q0,K,t> czCG(W). 
Puisque P normalise <Q0,K,t> et centralise st, P normalise L, mais ne le cen
tralise pas d'après la structure de C_(P) (TE est d'exposant 3). Puisque 

G 
|LP:ZIP| = 3 , L normalise ZxP donc L normalise C_(ZiP) = C_(P) П C_(st) = RE , 

G G G 
donc L с Ri . D ' après ( 10 ) , | R 2 : LV | = 3 . On a Z ! Z <= z ( LV ) et Z ( LV ) <= LW 

car LV est non-abélien, donc Z(LV)cr С^(Р) = Zxl . Puisque LV/ZXE est abé-
lien, fix(LV) est l'ensemble des éléments d'ordre < 3 de LV ([H], chap. III, 
1-3-b). On a ZXEP cz fix(LV) et fijLW) = Zxl donc fijLV) = ZjEp . 
( 16) On a ZXPE c= Z2(Ri) , Zj est le леи1 лоил-длоире d'' олале 3 de ZXPE fLowné 

d'éléments fLo/itement лее1л et N (ZXPE) = N (Z x) = R2<s> . 
G G 

D'après (14), Z(Ri ) = Zx cz Zxï> = Z(RE) < Ri , donc ZXP c= Z2(RX ) . 

D'après (15), ZjE = Z(LV) < R1 donc ZXL cZ2(Rj . Soit X un sous-groupe 

d'ordre 3 de ZjPE formé d'éléments fortement réels tel que X П Zx =1 . Puis
que Z(RX) = Z x cz Z XX cZ2(Ri) , Ri permute transitivement les sous-groupes 
d'ordre 3 de ZXX distincts de Z! . Donc les éléments de ZXX sont fortement 
réels, ce qui est absurde car (ZjX) П (PE) ̂  1 . 

On a donc Nn{ZxPZ) cz N ( Z : ) = С (Zj<s> et С (Zj = R2 d'après (14). 
G G G G 

D'autre part, ZXPE = fix(LV) est normal dans R2<s> . 

(17) ConcU.uAi.un. 

Soit x e G tel que (ZXPÏ.)X ^R2 . 

Supposons que Z* qt LV . Alors R2 = (LV) x» Z* et (Z^Z)* = A x Z* où 

A est un sous-groupe de type (3,3) de LV. On a Ac fix(LV) = ZiEP . D'après 

(16), les éléments de A ne sont pas fortement réels, donc A Л Zx = 1 et 
ZXZP = ZXA . Il en résulte que Z? centralise Z^P, donc ZXZ cZ(R2) ce qui 
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contredit (14). 

Donc zf c fl^LV) = ZjZP , d'où Z* = Zt d'après (16) et x e N.iZj = 
G 

= R2<s> , donc x normalise ZXPE . 

Le sous-groupe ZiPE de G est donc faiblement fermé dans R2 , et puisque 

ZiPE est abélien, on a G/03(G) ̂  R2<s>/03(R2<s>) d'après le théorème de Hall-

Wielandt. 

Si Ri = Ri/Zi , Rx est engendré par les sous-groupes RI = T x p x z 

et LEP = L x E x p car L <£. RE . Donc [Rj , Rx ] est le sous-groupe normal de 

Rx engendré par un commutateur [x,y] où xeT^et y e L Mais Rx est de 

classe < 2 car Z^Ec Z2(Rj et | R t : Z x PE | = 9 . Donc [x,y] e Z(Rj et 

[R! ,RI] est d'ordre 1 ou 3. Puisque s centralise EP , R ^ R x , Ri ] a donc 

un sous-groupe d'ordre 3 centralisé par s, donc (Ri/tRx ,Ri]) x* <s> a un quo

tient d'ordre 3. Si |w| = 3 , on a R2 = Ri et l'hypothèse (F2) est alors 

contredite. 

Donc |w| =9 . D'après (14), s inverse les éléments de Rj/RE donc 

C (s) <= RE et C (s) = PE , donc W ç£ Rx . Il en résulte que R2 = RXW , 
Ri Ri 

donc s centralise R2/Ri et Rx<s>< R2<s> . L'hypothèse (F2) est encore con

tredite . 
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CHAPITRE V I • STRUCTURE DE H 

§1.- STRUCTURE DE Q 

<• <• # 

Supposons que V = 1 . Alors G est 2-transitif sur fi, les elements de D 

n'ont que deux points fixes (chap.II, §4, prop. 2) et G n'a pas de sous-groupe 

normal régulier sur fi (car 0̂ ((G) = 1), donc G est un groupe de Zassenhaus. 

D'après [HB], chapitre XI, théorème 11.16, G est isomorphe à PSL(2,q) ou à 

Sz(q) et la conclusion du théorème B est vraie. Compte tenu du théorème F, on 

supposera donc désormais : 

(B3) V ̂  1 et pou/i tout Aou^-gjioupe P d'oicUie p/iemteji da V, C (P) e^t de 2-/iana 
G 

> 2 . 

/ttéo/ieme G. 0 e<ôt un. 2-gsioupe. 

Supposons que Qi /=1 . Soit P un sous-groupe d'ordre premier de D. Si 

|fi | = 2 , on a CU(P)<= D donc Ĉ (P) - 1 . Si | fi | > 3 , P est conjugué P H y p — 

dans D à un sous-groupe de V (chap. II, §4, prop.2), donc d'après (B3) et le 

lemme 2 c) du §2 du chapitre V, C (P) = 1 . Donc D opère sans point fixe sur 
01 

Qi . De plus, pour x e G-H , Q (1 QX c 0 H (H fi HX) = 1 car H D HX est con

jugué à D dans H. Les hypothèses du théorème de Feit-Sibley, tel qu'il est 

énoncé dans l'appendice XII, sont donc satisfaites. D'après ce théorème, 

S = {y e Irr(H)|Q1 cf: Ker X} est cohérent pour Ind^ . 

H 

Soit X un caractère linéaire ̂  1̂  de H tel que QK <= Ker X . Un tel ca

ractère existe car H/QK = V est résoluble et ̂  1 . 
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Puisque D = KV opère sans point fixe sur Qt , on a (|K|,|V|) = 1 

donc QK est un sous-groupe de Hall de H. 

Soient x e H et g e G tels que xg e H . Montrons que X(x^) = X(x).Sj 

7T est l'ensemble des diviseurs premiers de | QK | et y est la TT '-composante de 

x, on a X(x) = X(y) et X(x^) = X(y^) car la ^-composante de x est dans 

QK. On peut donc supposer que x est un TT'-élément. Alors x et x sont conju

gués à des éléments de V dans H, d'après un théorème de Hall, et on peut sup

poser que x e V et xg e V . D'après le lemme 3 du §2 du chapitre V, x et 

x sont conjugués dans V, donc X(x) = X(xs) . 

D'après la definition de Indu , il en resuite que pour x e H , on a 

(Ind^X)(x) = X(x)(lndS )(x) , donc : 
n n n 

[lnd°X,Ind^x] = [Res^ Ind^X.x] = [XRes^ Indjj 1H ,x ] = [ResH Ind° 1H> 1H] = 

[lnd« lH,I„d« 1H] = 2 

car |x(x)| = 1 pour x e H et G est 2-transitif sur fi. 

Q 
Posons InduX= fi + f2 , avec f. e Irr(G) (i = 1,2) . On a H i 

[lnd£x,lG] = [X,1H] = 0 , donc f. ^ 1Q . 

Soit S = (xx , xn) > avec x^(D = a |D| et at = 1 , et soient 

e. e ± Irr(G) tels que Ind^(x. - a.Xi) = e. - a.ex pour i > 2 , qui exis-i H i i i i — 

tent d'après la cohérence de S. 

Supposons que fl=±e^ pour un i. Remarquons que x^ ^ X^ car d'après 

le lemme 2 de l'appendice XII, la restriction de x^ au groupe d'ordre impair 

QXD est irréductible, et x̂  e S . Il existe donc e^ e ^ej/J ^ tel que 

Ind„(x. - x . ) = e. - e! .On a ResrT(e. - e!) = x. - X. d'après [is], 7-7 car H i i i l H i i i l 

Q est un sous-groupe de Hall de H et X^ - X^ s'annule sur H-Q . Donc 

[Ind^X,e. - e ! ] = [ x , x . - X . ] = 0 , donc Ind^X = ±(e. + e!) et |Q| + 1 = 
H i i i l H i l 

= (Ind^X)(l) = ± 2e.(1) ce qui est impossible car |Q| est pair. 
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Il en résulte que pour j = 1 , 2 et i > 2 , [f , - a^ej = 0 , d'où 

r G -i [Res f., x. - a.XiJ = 0 . Il existe donc b . e IN et i>. , caractère de H, H j i i J J 
Q 

tels que Qx cz Ker \p. et Resu f. = b.(Za.x.) + *P. . On a alors : 
J H J J i i J 

|Q| + 1 = fid) + f2(D > (bx + b2) Za.x.d) = (bx + b2)( iHl-lH/Qx | )/|D| 

= (bi + b2)|S|(|QxI - 1) . 

Donc (bl + b2 ) ( | Q j - 1) < |0j et b, + b2 < | Qx |/C|Qi |- 1) < 2 . 

Il en résulte qu'il existe j e (1,2) tel que b. = 0 , donc Qx cz Ker f\ . 

Alors N = Ker f est un sous-groupe normal de G tel que 1 ̂  N ̂  G et 

0 (N) c=02,(G) = 1 . Cela implique que Se N (chap. I, §6, cor. 3) et d'après 

l'hypothèse de récurrence, HflN = S(DflN) ce qui est en contradiction avec 

Q l cz H fl N . 

Remarque. Supposons que nous voulions seulement démontrer la conséquence sui

vante du théorème B : "Si H est un groupe de Bender d'un groupe fini G de 

2-rang > 2 et si O^^G) = 1 , alors 0 (H) = 1" (Cette conséquence est uti

lisée dans la démonstration d'un théorème de Gorenstein et Walter : voir 

"composants et p-composants d'un groupe fini" par J.Y. Hée - Publications de 

l'équipe des groupes finis de Paris, 1980). 

La démonstration pourrait alors s'arrêter ici. En effet, chaque fois que 

nous avons appliqué l'hypothèse de récurrence à un groupe F d'ordre < |G| , 

nous n'avons utilisé que des propriétés de F qui sont maintenant connues pour 

G (chap. II, hypothèse (Bl-a) et démonstration de la prop. 3 du §4 - dans le 

ème 
chap. V, le 3 cas du lemme 2 c) du §2 n'est utilisé que lorsqu'on sait 

déjà que Q = S) ou bien F était un groupe de Zassenhaus (chap. III, §5, prop.2). 

9/IQposition. On a -l'un deA 3 COA Au-LuantA : 

a) S = Q0 , st e-At d'o/id/te 3. 
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b) S est un 2-gsioupe de Suzuki de type A, st est d'o/idjie 5 et W = 1 . 

c) S est un 2-gA.oupe de Suzuki de type B, st est d'o/icbze 3 et W ̂  1 . 

Soit P un sous-groupe d'ordre premier p de V, et si W ̂  1 , supposons 

que P c: W . Soit F = O2'(C (P)) et 1= |C. (P)| . D'après (B3) et le lemme 
G Q0 

2 du §2 du chap. V, on a l'un des 3 cas : 

st est d'ordre 3, C (P) est abélien élémentaire, F/Z(F) = PSL(2,iJ), 

st est d'ordre 5, Cg(P) est un 2-groupe de Suzuki de type A, F/Z(F) = 

Sz(l). 

st est d'ordre 3, C (P) est un 2-groupe de Suzuki d'ordre £3 , F/Z(F) = 

PSU(3,£) . On sait que S est abélien ou est un 2-groupe de Suzuki (chap.V, §1). 
1) Supposons que S soit abélien. 

Alors C (P) est abélien, donc st est d'ordre 3 et C (P) c= Qo . Supposons 

2 
que S 4=- QQ . Il existe alors x e S tel que x = s (car K est transitif sur 

2 

Q*) et puisque S est abélien, {y e S|y = s} = xQ0 . Mais P centralise s 

(chap. V, §2, lemme 3) donc normalise xQQ de cardinal premier à p, donc 

Cg(P) Q0 , ce qui est absurde . Donc S = QQ . 

2 
2) Supposons que S soit non-abélien d'ordre q . 

2 
Alors S est un 2-groupe de Suzuki de type A. Soit x e S tel que x = s . 

2 2 2 Puisque |{yeS|y = s)| = (q-q)/(q-l) = q , on a encore (yeS|y =s}= 

= xQ0 , P normalise xQo donc C (P) est d'exposant 4 . Si W ̂  1 , C (P) est un 

K-sous-groupe de S d'exposant 4 donc CS(P) = S ce qui est absurde car D opère 

fidèlement sur S. Donc W = 1 . D'après la prop. 3 du §1 du chap. V, V opère 

alors comme un groupe d'automorphismes de corps sur Q0 et d'après le théorème 

de Galois, C.;(Cn (P)) = P . 

Mais si G0 = PSU(3,£) , si S0 est un 2-Sylow de G0 et N (S0) = S0* D0 , 
o 

on vérifie que Cn (^l(S0)) 4 1 . 
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Il en résulte que F/Z(F) ne peut pas être isomorphe à PSU(3,£), donc 

puisque CS(P) est d'exposant 4, F/Z(F) = S*(¿) et st est d'ordre 5. 

3 
3) Supposons que S soit non-abélien d'ordre q . 

Si S est un 2-groupe de Suzuki de type C ou D, S/Q0 est un (F2[K]-module 

tel que S/Q0 = X © Y , X et Y étant des F2[K]-modules non isomorphes d'ordre 

q. Il en résulte que X et Y sont les seuls IF 2[K ]-sous-modules 

d'ordre q de S/Q0 . Comme P opère sur (S/Q0) * K , P normalise donc X et Y . 

Supposons que st soit d'ordre 5, donc que C (P) soit de type A. Si S est 

2 

de type B, tout élément d'ordre 4 de S engendre un K-sous-groupe d'ordre q , 
2 

et le nombre des K-sous-groupes d'ordre q de S est q+1 . Puisque P centralise 

un élément d'ordre 4 de S, il en résulte que P normalise au moins deux K-sous-

2 

groupes X, Y d'ordre q de S. Ceci est aussi vrai si S est de type C ou D 

d'après le paragraphe précédent. Comme dans 2), P centralise alors un x e X 

2 2 et un y e Y tels que x = y = s . Mais puisque C (P) est de type A, il en o 

résulte que y e xfijCg(P) et y e X , ce qui est absurde. Donc st est d'or

dre 3. 

Supposons que W = 1 . Alors, comme dans 2), Cy(CQ (P)) - P , F/Z(F) 

n'est pas isomorphe à PSU(3,-£), et puisque st est d'ordre 3, on est dans le 

cas où Cg(P) est abélien élémentaire. Mais [K,p] X» P est un groupe de Frobe-

nius opérant sur S/Q0 et [K,p] opère sans point fixe sur S/Q0 , donc 

C / (P) ̂  1 et on a une contradiction. Donc W ̂  1 . 
b/00 

D'après le chapitre V, §2, lemme 6, S est alors de type B. 

§2,- LE CAS OU st EST D'ORDRE 5 

P/ioposition. ÛartA ¿e CŒA b) de la p/ioposition du §1, (SK) U (SKtS) eAl un 

AouA-gyioupe. de G. 
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Il suffit de montrer que tSt cz SKtS . Soient f,g : S* S et h:S¥ + D 

les applications telles que pour x e S*, txt = g(x) h(x) tf(x) . L'existence 

de ces applications résulte de ce que txt i H U (Ht) U (tH) et du chapitre V, 

§2, lemme 1 . Il suffit donc de montrer que h(x) e K pour tout x e S*. 

a —1 
La mise sous forme canonique de tx t = atxta , pour a e K , montre que : 

(1) f(xa) = f(x)a"1 , g(xa) = g(x)a_1 , h(xa) - ah(x)a (x e S*, a e K). 

Il suffit donc de montrer que h(x) e K pour x parcourant un système de 

représentants de K-orbites de S*. Soit 

(2) tst = r_1tr 

2 r 
l'identité de structure de G(chapitre V, §2, lemme 1). On a (st) = (st) , 

2 2 

et st étant d'ordre 5, (st)r £ st , donc r ̂  1 et r est d'ordre 4. 

D'après (2), on a : 

(3) trt = rts , tr "*"t = str 1 

En particulier h(s) = h(r) - h(r_1) = 1 . Soit k e K -U}, et soit 1 l'élé-
-1 i 

ment de K tel que sksk = s . On a : 
trr ̂ t = trt.tr ̂ t = rts.k.str "*".k ̂  = rt.sksk \tk ^r-^ ̂  = 

o o-l, -2 _k-l .¿-1*2.2. tf-lk-2 _k-l = r£.r tr.-Kr k r K = rr v l k tr* K r K 

c'est à dire : 

fA\ w -k̂  ^_1k"2 -k"1 , -k. -f1 -k. .2,2 
(4) f(rr ) = r r , g(rr ) = rr * , h(rr ) = £ k 

—k —1 En particulier, h(rr ) e K . Il suffit donc de montrer que s, r, r et les 

rr k , k e , forment un système de représentants de K-orbites de S* , ou 

puisque |S*|/|K| = q + 1= |K*| + 3 , que ces éléments sont deux à deux non 

conjugués par des éléments de K. 

D'abord, r étant d'ordre 4 et |K| impair, s, r et r 1 sont dans des 

# —k 2 k 
K-orbites distinctes deux à deux. Si k e K et rr = z e QQ , on a (r ) 

k 2 2 2 —k = (r ) = (rz) = r , ce qui est impossible. Donc rr est d'ordre 4 et n'est 

pas K-conjugue a s pour k e K . 
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# —k —Wt ~̂lk—̂ - —k 
Il en résulte que pour k e K , f(rr ) = (rr ) et g(rr ) = 

= rr"^ ̂  sont d'ordre 4, donc d'après (1) et (3) , rr k n'est K-conjugué ni 

à r ni à r ̂ . Il reste à montrer que les rr k sont dans des K-orbites dis

tinctes deux à deux pour k e . 

Puisque K opère régulièrement sur (S/Q0)* , on peut identifier S/Q0 à 

et K à F^ de sorte que l'opération de K sur S/Q0 soit identifiée à l'opé

ration de F* sur F^ par multiplication (appendice V). Soit a : S + F^ la sur-

jection canonique. 

Soient a e K et ki,k2 e tels que rr kz = (rr kl)a . En appliquant 

a aux égalités rr ̂ 2 = (rr kl)a f h(rr k* ) = h((rr kl)&) et f(rr ̂ 2) = 

-k a 

= f((rr M ) , on obtient d'après (1) et (4) : 

(5) 1 + k2 = a(l + kx) 

(6) -E2k2 = a^ki 

(7) l~\~2 + kl1 = a"1(̂ 71k72 + kT1) 
-1 i • avec sk.sk. = s 1 (i = 1, 2). Donc, en divisant membre à membre (5) par 1 1 

(6) et en multipliant (6) par (7), si x. = l.^(k.^~ + 1) et y. = k."*" + t. , 
1 1 1 1 1 1 

on a xx=x2 et yL = y2 . Mais on a : 

(x. + l)k.1 = x.y. + 1 , donc k, = k2 à condition que x. ̂  1 . 1 1 1 1 i 

3fc ô —1 9 
Montrons que pour k e K* et K, tel que sksk = s , on a 

ê"1(k~1 + 1) £ 1 . Sinon, t = k-1 + 1 et ct(f(rr"k)g(rr"k)) = 

= ̂ _1k~2 + k"1 + 1 + f1 = (k-1 + 1)(1 + ̂ "1(k~1 + 1) ) = 0 . Donc en posant 

f = f(rr k) , g = g(rr k) , h = h(rr k) , on a fg e Q0 et 

(trr"kt)2 = ghtfghtf = gt(fg)h t f 

-k h 
Comme rr est d'ordre 4, f g ̂  1 et t(fg) t fg est une involution. 

C'est absurde car t(fg)ht e Inv(G-H) et fg e Inv(H) . 
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§3.- OPERATION DE KW SUR S 

Supposons qu'on soit dans l'un des cas a) ou b) de la proposition du §1. 

Alors Go = (SK) U (SKtS) est un sous-groupe de G (§2 et chapitre V, §2, 

lemme 5). On a G = H U (HtS) - <G0,V> et V normalise S, K et t donc G0 < G 

et |G/G0| = |V| . La conclusion du théorème B résulte alors de l'hypothèse de 

récurrence. On supposera donc désormais : 

(B4) S est un 2-gjioupe de Suzuki de tupe B, st est d'o/id/ie 3 el W ̂  1 . 

Soient F = et E = (F̂ 2 • Soit 6 11automorphisme d'ordre impair de 

F tel que S soit un 2-groupe de Suzuki de type B(n,8,e), pour l'opération de 

K sur S. Cela signifie que S est une extension centrale : 

F + S + F x F 

l'application quadratique associée x : F x F -»- F étant donnée par 

X(a,b) = a + eab + b 

et e e F est tel que x(a,b) = Oz^a = b = 0 . D'après [Hi], on peut identifier 

K à F* de sorte que les opérations de K sur S/QD et sur Q0 , identifiés respec

tivement à F x F et à F, soient données par : 

(a,b)X = (xa,xb) et cX = x1+9c (x e F* , (a,b) e F x F , c e F). 

Pour x e E , on posera x = xq . 

Proposition. 01 existe un Isomo/ipklsme de s XJ KW SUA. un groupe S1 x K ^ , 

qui. envoie S SUA. Sx , K SUA Kl et s ^UA (0,1) , ou Sx xi K^j véJiLfJLe. les con

ditions suivantes. 

Sj £At Vensemble des couples (x,y) , x,y e E , avec y e F ^ ¿ 6 ^ 1 

et y + y^ = x̂ "+q si E = l« La loi de composition de Sx est : 

(x,z)(y,u) = (x+y,z+u+<J)(x,y) ) 
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Si 9 = 1 , ф(х,у) = xyq . Sinon, ф eAt une, application biadditive : E x E -*• F 
telle que ф(ах,Ьу) = ab%(x,y) роил a,b e F et telle que ф(х,х) ̂  0 pou/i 

x ̂  0 . 
KxWi e/^1 un лоил-длоире de E* , avec Kx = F* , Wx étant un лоил-длоире 

Ф- 1 {x e E*|x1+C1 = lj . 01 existe un aulomo/ip/bL/une о de E dont la л_ел1л1с-

tion à F ел! e et tel que xQ = x-1 роил x e Wt . L'opé/iation de Yix\tx ^u/i 

SL e^l donnée рал (x,y)a = (ax,a1+Qy) роил a eK^!. 

1) Identification de (S/Q0) x» KW à E xj KXWX : D'après le chapitre V, 

§2, lemme 6, W est cyclique d'ordre divisant q+1 et opère sans point fixe sur 

l'ensemble des K-sous-groupes de S/Q0 . Soit w un générateur de W. Alors w est 

un automorphisme F-linéaire de S/Q0 = F x F . 

Si 0 = 1 , une identification de S/Q0 à E, compatible à sa structure 

de F-espace, a été faite dans l'appendice VIII, prop. 2, de manière que l'ap

plication quadratique x associée à l'extension F •*• S + E soit x(x) = x x . 

D'après la prop. 3 de l'appendice VIII, il existe ш e E* et un automorphisme 
x de E tels que pour x e S/Q0 = E , xW = coxT et pour y e Q0 = F , 
w — x — т y = a) go y . Puisque w opère trivialement sur QQ , on a шш = 1 et x = x 
ou xT = x . Mais dans le deuxième cas, w serait d'ordre pair, et on a donc 
w 
x = шх pour x e E . 

Si G ф. 1 f le polynôme caractéristique P(T) de w comme F-automorphisme 
de S/QQ est irréductible car w ne laisse stable aucun sous-espace de dimension 

1 de S/QD , donc S/Q0 peut être identifié de manière F-linéaire à F[T]/(P) = E , 

l'opération de w sur S/Q0 étant identifiée à la multiplication par un élément 

w de E tel que Р(ш) =0 . 

2) Existence de a : Si 6 = 1 et x° = x4 , on a a = 0 et x° = x 1 
I F 

pour x e WT . Supposons que 0 ^ 1 . Soit x : E F l'application quadra
tique associée à l'extension centrale F S E . Soient A v e E tels que 
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x(x) = £X̂ V x̂ xV , la sommation étant étendue aux parties {y,v} de cardinal 

1 ou 2 de Aut(E) (Appendice VIII, lemme 2c)). En écrivant que x(x) = x(x) 

et que x(ax) = a'̂ x̂Cx) pour a e F et x e E , et en appliquant le lemme 

qui vient d'être cité, on voit que X — — = X^ et que si X^ ^ 0 alors 

â aV = aa9 pour a e F , donc que {y.-̂ v. } = {1,9} . Il en résulte que si 
I R | R r 

o est un automorphisme de E qui prolonge 6, on a 

i \ Ï l+a -?—l+a , q+° -r- — q+a X(x) = Xxx + Xxx + X2x + X2x 

avec XX,X2 e E non tous deux nuls. Puisque w opère trivialement sur Q0 , on 

on a x(<*»c) = x(x) , donc d'après le même lemme, u)1+a = 1 si Xx £ 0 et 

q+a q 
w = 1 si X2 £ 0 . Puisque w / w , on a donc en remplaçant éventuellement 

— l+a 
a par a,X2=0 et u> = 1 . 

3) Identification de S à Si : posons <J>(x,y) = xyq si 9 = 1 et 4>(x,y) = 

- Xxxy° + XiXy0 si 9 ̂  1 . On constate alors que la loi de composition don

née dans l'énoncé fait de Si un groupe et que F + Sj + E (avec i(y) = (0,y) 

et ïï(x,y) = x ) est une extension centrale dont l'application quadratique as

sociée est x • D'après le lemme 1 c) de l'appendice VIII, cette extension est 

équivalente à l'extension F -»• S + E . 

4) Opération de KXWX sur Sx : Soit A l'image de KW dans Aut(Sx), KW opé

rant par conjugaison sur S = Sx . On constate que la formule donnée dans 

l'énoncé définit une opération de sur Sx . Soit B l'image de dans 

Aut(SL) pour cette opération. Soit U le groupe des automorphismes de Sx qui 

induisent l'identité sur Z(Si) et sur S1/Z(S1) . Alors U < Aut(SL) et d'après 

1), B ̂  U A . Mais U est un 2-groupe (appendice VIII, lemme 1 d)), donc 

d'après un théorème de Zassenhaus, il existe u e U tel que AU = B , et u 

induit un isomorphisme de Si x* A sur St x B . 

5) Enfin, puisque K est transitif sur çf, on peut supposer que s est 

identifié à (0,1) en composant 11 isomorphisme S xi KW •>• S[ * avec un 

automorphisme intérieur de Si x KXWX . 
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CHAPITRE V I I , CARACTÉRISATION DE PSLl(5 ,q) 

§1.- LES APPLICATIONS f, g, h 

Dans ce chapitre, nous terminons la démonstration du théorème B. Nous 

montrerons en particulier que si V = W , alors G est isomorphe à PSU(3,q) ou 

à PGU(3,q). La démonstration se fera par un calcul explicite de la loi de com

position de G, selon une méthode due à M. Suzuki. 

Supposons que L soit un groupe fini qui opère de manière 2-transitive 

sur un ensemble X, et soient M le stabilisateur dans L d'un point de X, 

t e Inv(L-M) et D = M f| . Supposons qu'il existe un sous-groupe 0 de M 

tel que M = Q *> D (ces hypothèses signifient que L a une BN-paire scindée de 

rang 1). 

u # # 

Il existe alors des applications f,g : Q -»• Q et h : Q -»• D déter

minées de manière unique, telles que pour x e Q^, 

En effet, on voit comme dans le chap. V, §2, lemme 1 que tout élément de L-M 

se met de manière unique sous la forme atb où a e M et b e Q , et puisque 

txt = g(x) h(x) t f(x) 

0t fl M - 1 , on a txt i M U (Mt) U (tM) . 

Ces applications satisfont les identités suivantes 

Hl. f(x 1) = g(x) -1 

H2. f(f(x)) = x 

H3. 
a t f(x ) = f(x)a pour a e D . 

H4. h(xa) - a \{x)a pour a e D , h(x X) = h(x) -t h(f(x)) = h(x) -1 
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H5. Soit j Д'application x Ь-> x 1 de dans Q* (foj)3(x) = xh(x) 
H6. Si x,y e 0* et xy ф 1 , alors f(x)g(y) ̂  1 , 

f(xy) = f(f(x)g(y))h(y)t f(y) et h(xy) = h(x)h(f(x)g(y))h(y) 

Les démonstrations des identités Hl. à H4. se font par des calculs évidents. 
Soit x e Q*. Alors txt = g(x)h(x)tf(x) , donc tf(x)t = h(x)"1g(x)""1tx , 

donc g(f(x)) = g(x)~h(x) . D'après Hl., on a alors (jof)2(x) = (foj(x))h(x) 

et d'après H2 et H3, x = (fоj)2(f0j(x))h(x) = ((f0j)3(x))h(x) , ce qui démontre 
H5. Soient x,y e О**" tels que xy £ 1 et z = f (x) g(y) . Alors 

txyt = g(x)h(x)tzh(y)tf(y) = g(x)h(x)tzt h(y)tf(y) , donc z 4 1 et 

txyt = g(x)h(x)g(z)h(z)tf(z)h(y)tf(y) = g(x)h(x)g(z)h(z)h(y)t f(z)h(y)tf(y) , 

ce qui démontre H6. 

Remarquons que d'après H2,H3,H5, <f,j> opère sur l'ensemble des orbites 

de Q sous D, et le groupe de permutations de cet ensemble induit par <f,j> 

est isomorphe à un quotient du groupe diédral d'ordre 6. 

Lemme. Si L ореле fidèlement лил X,<QXjxeL> est déterminé à isomo/iptiisme p/iès 

рал. la donnée de Q ei de f ei L ел t. déiejmilné à isomo/ipfiisme рлел рал -La don

née de M = Q xJ D et de f . 

Si M = La , on peut identifier X à Q U {a} , x e Q étant identifié à 
tx 

a . Alors l'action de t sur X est déterminée par f et l'action de Q (resp. M) 

est déterminée par la donnée de 0 (resp. la donnée 0 * D). Mais 

<QX| xeL> = <Q,QtX|xeQ> <=<Q,t> et L = <M,t> . 

Dans les calculs qui suivent, on reprend les hypothèses de la fin du 

chapitre VI et on essaie de déterminer f pour L = G et M = H . On identifie

ra 0 x! KW au groupe Si x» défini dans le §3 du chapitre VI. 

§2.- CALCUL PRELIMINAIRE 

D'après (B4), on a tst = sts donc d'après H3 et H4 : 
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(1) Pour a e K , f(Sa) = g(Sa) = sa 1 et h(sa) = a2 . 

D'après H6 appliqué à x = co e 0 - QQ et y — $a on a : 

(2) f(o)Sa) = f (f (a))sa_1)a~2 s3"1 pour a ) e Q - Q 0 , a e K . 

En appliquant H6 à x = sa et y = to , on a aussi : 

(3) f(o)sS) = f(g(u))sa"1)h(a))t f(0)) 

(4) f(u)x) = f(w)y , a) e Q - 0o , x,y e Q0 ̂  x = 1 

Si x ̂  1 , il existe k e K tel que x = s . D'après (3), on a alors 

f(co)y = f(g(u))sk-1)h(œ)t f U ) , donc f(g(oj)sk_1) e Q0 , d'où g(u>) e Q0 puis 

a) e Q0 , ce qui est absurde. 

(5) f(u>) = (œy)a , ù o e Q - 0 0 , y e 0 0 et a e D = } y ^ l e t a j K . 

Puisque |D| est impair, j n'a pas de point fixe dans l'ensemble des or

bites de 0-Qo sous D, et puisque f est conjugué à j dans le groune des permu

tations de cet ensemble induit par <f,j>, f n'en a pas non plus, donc y 4 1 • 

D'après H2 et H3, f(coy) - u)a_t = ( f ( co) a_1y )a-t - ( f ( w )ya ) a~~la_t , donc 

a-1a-t £ 1 d'après (4), d'où a (j: K . 

(6) f(ujx) = (f(u))y)a , a) e Q - QG , x,y e Q0 , x^ 1 e t a e D ^ a ^ K . 

Soit k e K tel que x = sk . D'après (2), (f(w)y)a = f ( f ( w ) sk-1 ) k""2sk" 

d'où f(f(u))sk-1) = ((f(a3)y)ask_1)k2 = (f(a))sk"1.sk_1ysk"la"1)ak2 . D'après 

(5), il en résulte que ak ^ K , d'où a $ K . 

(7) Soient 03,0)' e Q-Q0 et pour i = 1,2 , xi>Yi e QD et a e D tels que 

XJ ^ x2 et f{ux^) = (co'yi)ai . Alors a2 4 at K . 

L'hypothèse entraîne que 

f(a)x2) = (f(o3x1)aTly1y2)a2 = (f(o)x1)(y1y2)ai)aila2. D'après (6), a71a2 * K . 

Posons | W | = m et n = (q+l)/m = |E*/KW| . Pour w e Q , on note oo 
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l'image de co dans Q/QQ . Si OJ = (a,8), u> s'identifie à a e E . Soient 

(DI,...,uin e Q - Q0 tels que les forment un système de représentants des 

orbites de (Q/Q0)* sous KW . 

(8) Le nombre des x e Q0 tels f(oo1x) soit dans l'orbite de OĴ  sous KW est 

m si i > 1 et est m-1 si i = 1 . 

Soit itk le nombre des x e QQ tels que f(a)jx) soit dans l'orbite de 

sous KW . D'après (7) avec u) = ui1 , u)1 = OĴ  , on a nu < m pour i > 1 . 

De même, d'après (7) et (5), on a mx < m-1 . ALors q = Zm < nm - 1 = q , 

donc toutes ces inégalités sont des égalités. 

Soit S un générateur de W. D'après (B4) , " 5 ^ 1 . 

# — 
(9) Pour tout i (1 < i < n), il existe ooj e Q - Q0 et ŷ  e QD tels que w! 

— 5 
soit dans l'orbite de u). sous KW et f(u)J) = (u>!y.) 

i 1 1 1 

Soit w l'un des . D'après (5), (7) et (8), il existe x,z e Q0 et 

k e K tels que f(ojx) = ( OJZ ) .Si a e K , on a 

f((03x)a) = f(a)x)a_1 = (u)z)a~lkT= ((o)x)a(xz)a)a_2k5 

2 a a En prenant a e K tel que a = k et en posant w1 = (eux) , y = (xz) , on 

a f(w') = (w'y) . D'après (5), y ̂  1 . 

On supposera désormais dans le §2 que les ont été choisis de manière 

5 # 
que f(o).) = (w.y.) , y. e Qn . 

i il i 0 
Dans (10)-(18) , oo désigne l'un des OĴ  et on pose y_̂  = y = (0,a) . 

(10) Soient a,b e K tels que b~*"+9 = a + a . Alors f(oosa) = 

= (f(ojSb)sa)5'a~2 . D'après (2), f(wSa) = f ( f ( u> ) sa_1 )a"2 sa_1 = 

= f(u>y sa 1)5a 2 sa_1 = (f(o)sb)sa 

1+6 * * 
On notera T l'application réciproque de u *- u : F F qui est bi-

"5 
jective car 6 est d'ordre impair. Comme f(w) = (u>y) , (10) permet de définir 
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par récurrence des suites (u^), (v ) , (d̂ ) telles que û 'vj[ e F , d̂  e KW 

et f(u)(0,u )) = (a)(0,v.))di : 

(11) ux = 0 , = a , di = 3 • 

si u. ̂  a , u. , = l/(a+u.) , v. = v. + u. d.̂ 1+°̂  , d. , = d.^u.2^ . î î + l î î + l î î + l î î + l î î + l 

Ces suites s'arrêtent dès qu'on a trouvé un indice i tel que lu = a 

Posons 

/ M /° \ . . 
(i > 0 , a.,b. e F). 

— i l ib. ' i 1 a / \ 1 / 

On voit alors par récurrence sur i que si û  ̂  a, alors ^ 0 et 

u. = a./b. . 
î + l i l 

-1 „ 2 Soient 8 et 8 les racines du polynôme caractéristique X + aX + 1 

1 a / 

(12) 8 + 8_1 = a , 8 e E et si 8 <t F , alors B"1 - 6Q . 

Puisque a ̂  0 , on a : 

/o i \ _ / i 1 W s 0 \ 

\l aj \S B-1/ \0 B"1/ B̂ 

1 1 \"1 
J d 1 où 

-1 

/o i\L 1 ji i \ /b1 o \ /e-1 i \ x / 8i-1+8_i+1 b^b"1 \ 

\l a/ = 5 \8 8-1/ \0 B"1/ \B l/ " \ 81 + B"1 8i + 1 + B~i_1/ 

Il en résulte que a.. = (l/a)(81 + 8_1 ) , b.. = ( l/a) ( 81 + 1+8~1_1 ) et 

(13) u. = $—±& — 

L RI O-I 

D'après (11), on voit alors par récurrence sur i que 

(14) D. = S I ( £ ± t i ) 2 T 

(15) Les suites (lu), (v_̂ ), (cL) sont définies jusqu'à i = m-1 et 
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u =a = $m^~+ & . Tout u e F tel que f(u>(0,u)) soit dans l'orbite m—1 

de ûT sous KW est l'un des u. . 

1 

Soit m ! le dernier indice pour lequel û  est défini. On a mt < m-1 car 

sinon d e K d'après (14), ce qui contredit (5). On a um = a et 

.T1 f(a)(0,a)) = (w(0,v )) mi . Mais f(a>) = (a)(0,o)) d'où f(w(0,a)) = œJ 

m 6mi+B~mi 2x -1 D'après (14), il en résulte que dm. = ̂  *( ) ="5 . Puisque a 

K D W = 1 , on a donc B™1 + B-™1 = a et ^mi+1 = 1 . Puique ̂  est d'ordre m, 

m, = m-1 . Les u.(l<i<m-l) sont deux à deux distincts car les d. le sont. La î î 

dernière assertion résulte donc de (8). 

(16) B est un générateur de W. En particulier, BQ = B 1 . 

Pour 1 < i < m-1 , on a b = (l/a)(B"L + B_1) ̂  0 donc B1 ̂  1 . 

D'après (15), Bm-1 est une racine de X2+ aX + 1 donc B™ 1 = B ou B 1 , et 

_m—2 , . nm 
comme B M , on a B = 1 . 

(17) Pour 1 < i < m-1 , f(co(0,ui)) = (o)(0,ui + a))di 

Pour 1 < i < m-2 , on a ^ 0 et d'après (13) et (14) , 

ui (B1"1*!»-"1)^1*1*!»-1-1) B2i,B-2i,g2+B-2 , / 6*6-^2 . .-(l+a) 
= : :— - — ; = 1 + —; -\ = 1 + d. 

u. ., ,„i „-is2 2i -2i 
î+l (B +B ) B +B 

donc v + u = v. + (l + d/1+CT̂ )u. , = v. + u. ,d'où v + u = î+l i+l i i î+l i i ' i i 

vl + ul = a pour 1 < i < m-1 . 

(18) (hU^T1)1" = 1 

D'après (13) et (16) , u^ - IL donc û T = IL . D'après H6 et (1), on 

a pour 2 < i < m-1 , hMO.uJ) = h(w)h( (u>(0,a) ̂ (O,^1) )û T = 

h(to) h(o)(0,ui_1) IL = (h(œ)̂ "1) h( u>(0,u ) ) C3LL ) , donc par récurrence 

h(a)(0,ui)) = (h(co),5~1)1 ̂ 1a/(B1 + B_1) pour 1 < i < m-1 . En particulier, 

h(a)(0,a)) = (h(o3)̂ 1)m~1 "T1 . Mais d'après H4, h(a)(0,a)) = h(f(oo)^"1) = 
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^h(03)"1^T1 , d'où (MaOT-1)"1 = 1 . 

Dans (19)-(20), on suppose que n > 2 et on pose yx = (0,ax) , 

y2 = (0,a2) , de sorte que f(wj = (w^O.aJ)^ , f(o>2) = (w2(0,a2))^ . 

Soient (uj, (v^), (d ) les suites définies par (11) à partir de a = ax , 

et (uj), (vM, (d1) les suites analogues définies à partir de a = a2 . 

D'après (7) et (8), il existe xMx2 e F et k e K tels que 

f(o)1(0,x1)) = (œ2(0,x2))k 

(19) Pour 0 < i < m-1 , on a : 

a) f[u>2(0,x2 + l/(k1+6(x1+u.)))] = [03,(0,vi + l/(dj+a(xx+u.)))]ei 

b) fK(0,x1 + l/(k1+6(x2+u! ))) ] = [u)2(0,v;}+l/(d!1+a(x2+un))]ei 

2t 2t 
avec e. = kd.(x!+u.) et eî = kd!(x2+u!) 

î i i î i i 

Puisque f(o)1(0,x1)) n'est pas dans l'orbite de OJX SOUS KW, Xx ̂  u_̂  

Soit a e K tel que X! + a 1̂+0̂  = û  . Alors d'après (2) , 

f(o)2(0,x2)sak"1)k"1 = f((oo2(0,x2))ksa) = f(o)1(0 .xjs3"1)8'2 sa_1 = 

= f(oo1(0,u.))a"2 sa_1 = (03,(0,v.))dia 2 sa_1 = (o31(0,vi)sadi1)dia_2 , 

ce qui donne a). On a f ( u>2 ( 0, x2 ) )k 1 = oi^O.xJ , donc f(o)2(0,x2)) = 

= (ai! (0,X! ) ) , d'où b), en échangeant les rôles de o)x et de 032 

(20) On a otj = a2 et en posant a = ax , pour tout x tel que f(o)1(0,x)) 

soit dans l'orbite de co2 sous KW, on a 

f(oj1(0,x)) - (oj2(0,x+a) )d(x) , avec d(x) e KW . 

Les éléments xx et xx+1/(k1+6(x2+u|)) sont deux à deux distincts, 

donc d'après (8) et (19), sont tous les éléments x tels que f(o31(0,x)) 

soit dans l'orbite de uj2 SOUS KW. D'après (19) a), on a 

f[o31(0,v.+l/(d̂ +a(x1+u.))) ] = [o>2(0,x2 + l/(k1+e(xl+u.)))]ei 

et d1 après (19) b), 

273 



T. PETERFALVI 

f[a)1(0fx1 + l/(k1+e(x2+u1 .)))] = [u)2(0,vl .+l/(d'1+a(x2+u' . ) ) ) ]emr-i m-i m-i m-i m-i 

D'après (14) et (19), e7^ e .K , donc d'après (7), on a pour 

1 < i < m-1 : 

(*) v.+l/(d1+Q(x1+u.)) = x1+l/(k1+0(xi+u' .)) 1 1 * 1 1 m-i 

(**) v!+l/d!1+a(xi+u!)) = x4+l/(k1+6(x1+u .)) î i i 1 m-i 

(***) d7t(x1+u.)2t = d» .(x1+ u1 .)2t . i л i m-i m-i 
L'égalité (***) pour i = 1 puis pour i = m-1 donne : 

Xl = X2 + a2 » xi + ai = X2 

donc ax = 0-2 = xi + x2 » ce qui prouve la première assertion de (20), et 

la deuxième assertion pour x = xx . Puisque otl = a2 , on a u| = u , 

v! = v. , d! = d. . 
1 1 1 1 

D'après (13) et (11), on a u . = 1/u. л = u. + a pour 1 < i < m-2 
m-i î + l i — — 

donc xx +u . =x,+ a + u. = x2 + u. pour 1 < i < m-1 , et (**) peut m-i i i — — 
s'écrire : 
vi + l/(d̂ +CT(x2+ LU)) = x2+ 1/(к1+е(х2+и_̂  ) ) = Xi+ l/(k1+9(x2+ LU)) + a 

D'après (19) b), on a donc f(w1(0,x)) = (œ2(0,x + a))d^ avec 

d(x) e KW pour x = xx + l/(k1+e(x2+ lu)) . 

VfiopoA-ULLori. SuppoAonA que D ореле лапл point f^bae лил. (Q/Q0)^ . А1олл il 

ек1л1е i , 1 < i < n , tel que роил, ш = ш. on ail f(u)) = (аз-1)"̂  et 

h(w) e W . 

D'après l'hypothèse, les groupes de Sylow de D sont cycliques. Alors 

(18) implique que si u> est l'un des ou , h(oo) e W . En effet, si p est un 

nombre premier, si x est la p-composante de п(ш)^ 1 et P est un p-Sylow 
de D contenant x,on a xmP = 1 et |P f] W| = mp car W < D , donc x e W . 

Posons = (0,r) et soient i,k tels que f(w11) soit dans l'orbite 
de ш sous KW et f(w7̂ (0,a)) soit dans l'orbite de sous KW. Alors, d'a-

274 



LE THÉORÈME DE BENDER-SUZUKI, II 

près (17) et (20),on a : 

f((u)k(0,r))KW) = K (0,a+r))KW 

* •(( fn ^^KW^ KW f o j ( (oji (0,a+r) ) ) = w1 

foj(w1 ) = (oMO.ct+r)) 

De plus, d'après H4, h(a)~1(0,r)) e KW . D'après H5, il en résulte que 

-1 KW KW 2 
(w (0,r)) = (a).(0,a+r)) donc i = k et w. = (0,a) . Alors 
K l i 

f(u>.) = (co.(0,a))̂  = (a):1)̂  . 
i l î 

§3,- DÉTERMINATION DE f 

Proposition. Supposons qu'il existe ш e Q-Q0 et ^ e W* tet̂ i $¿¿6. 
-1 "S — f ( a) ) = ( со ) et h(co)eW. AIOJIA 0 = 1 et роил tout p = ( p, y ) e Q-Q 0 , 

о/г a f(p) = (p/y,l/y) . 
^o—1 2 ô—2 ̂ —1 

(1) Pour а e К , on a f(ojsa)J а sa = f(a)Sa)3 ш3 
On a (foj)3^-1) = (foj)2(œ-̂ ) = f0j(w"^2) = a)"̂ 3 . D'après H5 et 

puisque h(oj-1) = h(co)_t e W , il en résulte que h(oj_1) = T~3 . On a 
-1 -<?-l _1 ^ 

f(w ) = со , g(oo ) = ш donc d'après (2) et (3) du §2 : 
f(a3"1sa"1) = f(u? 1sa)a2sa = f(o)̂ sa)̂  3a?~1 . 

2 ŝ -1 
(2) Pour a e К , f(cosa) = ш/(а ) (le deuxième membre est calculé dans 
E). 

—1 2 —2 —1 
D'après (1),^ a f(o)sa) = ̂  f(ojsa) + ̂  HT , donc 

2 2 
a + T~ )f(wsa) = ш" 

(3) 6 = 1 et w2 - (0,? + 3 X) . 

2 
Posons ш = (0,a) . D'après (2) du §2, on a pour a € К : 

f(cosa) = f(oT5sa 1)a 2 =^a"2 f(a)(0, a+a-(1+0) )) 
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Ai - in\ / ~ t , KI+E - D + E ) 

Donc d'après (2), si a je a e t b = a + a , 

l/(a2 + ^) = \Sa 2/(b2 + "5 1) , d'où b2 = ̂  + ̂  1 + a 2 . Il en résulte 

.2(1+0) 2 -2,1+0 , T ^ 1 -2,1+0 ^ 
que b = a + (a J = ( 5 + 3 + a ) . Comme J e W , on a 

ÇS + \S^^)Q = S° + \S~° = S + . L'égalité ci-dessus s'écrit donc : 

(•) a2 + S2 + T - 2 + (S + - r 1 ) ( a - 2 + a-26) = 0 

Donc X + X6 = c est indépendant de X pour X e F - {0,ot2T} .Si 0 ^ 1 , 

on a |F| > 8 car 0 est d'ordre impair, et il existe donc X,Y e F tels 

que {X,Y,X+Y} fl {0,a2T} = 0 et c = X + Y + (X+Y)9 = c + c - 0 . Donc 

X9 = X pour X e F -{0,a2T} , d'où 0 = 1 . L'égalité (*) donne alors 

a = 3 + r r1 . 

(4) Pour tout y e E tel que y + y^ = âT1+q , f("â7,y) = Cû7/y,l/y) . 

Soit a) = CâT,x) . D'après (1) et (3), on a pour a e F - {0} , 

— 1 2 — 1 
f(ÛT,x + a)-* a (0,a) = f(wtx + a)^~ (û,x)^ 

D'après (2) f("ûT,x + a) = ("ôT/(a + ̂ ~1) , y(a)) où y(a)eE.0na donc : 

(S aôT/(a+̂ ~ ),a y(a)+a) = (T~ o>/(a+T~ )+̂ ~ ôT, y(a)+x+ 

Comme â)~"'"+Cl = ̂  + \S~^~ d'après (3), l'égalité des deuxièmes termes de ces 

couples donne : 

(*) (a2+ 1) y(a) = x + a + (l+T"2)/(a + T "1 ) 

Pour a = 1 , cette égalité devient x + l + ( l + v 5 1 ) = x + - 0 , donc 

x = *Sr^~ . L'égalité (*) s'écrit alors 

(a2 + 1) Y(a) = a + ̂T1 + (1 + ̂~2)/(a + "5"1) = (a2 + l)/(a + N5"1) . Donc 

pour a e F -{0,1} , y(a) = l/(a + "5 "*") . Cela signifie que pour 

y e E -{T"1,̂ "1 + 1} tel que y + yQ = ûTL+q , f(ûT,y) = (ôl/y,l/y) . 

Pour y = ̂ S~^ , ("u7,y) = w et on a encore f(u)) = u> = (ûT,̂ ) = (aT/y,l/y) . 
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Puisque f(u) ) = oj , tous les résultats qui précèdent restent valables 

quand on remplace u> par co ̂  et 3" par ^5 ̂  . En particulier, pour tout 

y e E -{3+1} tel que y + yq = ïïT1 + q , on a f(Zô,y) = (w"/y,l/y) , ce qui 

complète la preuve car 5" + l ̂  l . 

(5) Pour tout p = ("p,y) e Q-Q0 , on a f(p) = (p"/y,l/y) . 

Si f(p~,y) = (p"/y,l/y) et si d e KW , on a d'après H3 : 

1 H t ,-q 1 
f(d̂ ,d1 + Q y) = fCp-,y) = (p/y.l/y) - (̂ /dqy,l/di + qy) . 

Si p" est dans l'orbite de ôT sous KW , (5) résulte donc de (4). Sinon, en 

remplaçant éventuellement p par un élément de pQ0 , on peut supposer 

d'après (8) du §2 que f(p) est dans l'orbite de uj" sous KW . Posons 

p = (p,x) , f(p) = (co',x') . Alors (~p~,x) = f(û',x') - (Wx',l/x') , 

donc ôJ1 = p"/x , x1 = l/x 

D'après (2) du §2, on a pour a e F -{0} : 

f("p,x+a) = f(u>' ,x«+a_1)a (0,a_1) = (û' / ( x » +a_1 ) , 1/( x ' +a_1 ) )a_1 (0,a_1) = 

(ôô'/(ax'+l),a"1(l/(ax'+l) + l) ) = (~p7(x+a) , l/(x+a) ) 

ce qui prouve (5) . 

Co/iollalyie 1. Sous V'hu potties e de la pro position, 02 (G) = PSU(3,q) • &i 

particulier, si V = W , G est Isomorphe à PSU(3,q) ou à PGU(3,q) . 

Si G satisfait l'hypothèse de la proposition, Q et f sont bien dé-

2 ' x 

terminés par la donnée de q . D'après le lemme du §1, 0 (G) = <Q |xeG> 

est donc déterminé à isomorphisme près. 

Supposons que V = W . Alors l'hypothèse de la proposition est sa

tisfaite d'après la proposition du §2. En particulier PGU(3,q) satisfait 

cette hypothèse, donc 02'(G) * Q2'(PGU(3,q)) = PSU(3,q) . Il en résulte que 

(q+l)/(q+l,3) < |W| et si |w| = (q+1)/(q+1,3) , G est isomorphe à 

P,5l/(3,q). Sinon , IWI = ̂ +1 et G est isomorphe à 
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PGU(3,q) d'après le lemme du §1 . 

Conotlai/ie 2. Si G = PSU(3,q) et Ai 3 e , it existe oo e Q-QQ let que 

f(w) = w e£ h(u>) = 3 

On a 5~"'"+5-<̂  ^ 0 , donc il existe cô" e E -{0} tel que âr̂+C* = 5 +̂'3̂ C* . 

Alors a) = (cô̂ T"1) e Q , w 1 = (œ",3) et f(o>) = (3w",5) = w ̂  . En appliquant 

H5, on voit alors que h(w) = ̂  

Remarque. L'étude du cas (10-2) du chap. V, §3 peut être faite en utilisant 

la proposition de ce paragraphe. En effet, dans ce cas, on a h(co) = 1 si 

co e C (P) d'après (11) du chap. V, §3, et on voit que f(œ) = oo pour un 0 

"S e C (P)* en utilisant (5) du §2 du chap. VII et le fait que C (P) est qua-

ternionien et | ( P ) | = 3 

§4.- LE CAS OU V ̂  W 

D'après la proposition du §2 et le corollaire 1 de la proposition du §3, 

on peut supposer pour finir la preuve du théorème B que D a un sous-groupe P 

d'ordre premier p tel que C . (P) ̂  1 . Puisque C (P) ̂  1 , P a trois points 
Q/Q0 Q 

fixes dans fi donc est conjugué dans D à un sous-groupe de V. On peut donc sup

poser que P c V . Puisque W opère sans point fixe sur Q/Q0 , P fl W = 1 . 

(1) Soit U = 02'(C (P)) . Alors U/(P flU) = PSU(3,4) , avec q = £P et l > 2 . G 

D'après (B3), CN(P) est de 2-rang > 2 et d'après le lemme 2 c) du cha-G 

pitre V, §2, U/Z(U) = PSU(3j) pour un l > 2 car st est d'ordre 3 et C (P) 

d'exposant 4. On a |C (P)I = Z donc q = £P car P opère comme un groupe 
y o 

d'automorphismes de corps sur Q0 (chapitre V, §1, prop.3). Comme 

Z(U) <= CV(CQ (P)) , on a Z(U) ci PW d'après le théorème de Galois. Puisque 

PZ(U) centralise C (P) C/L Q0 , on a PZ(U) fl W = 1 , donc Z(U) c= p . 

(2) Il existe CD e Q-Q0 , 5 e W# et n e P tels que f(co) = w ^ , h(a)) = "5̂ n ^ 

et n centralise w et "3. 
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D'après la structure de PSU(3,£), (V flU)/(P fl U) centralise C_ (P). Donc 
0̂ 

V fl U <= PW d'après le théorème de Galois, et puisque Ucr C (P) , 

V fl U cz p x c (P) . De plus, | (V fl U)/(P fl U) | = (l + + 1,3) ï 1 car 

l > 2 . Soit 3\ e (V fl U) - (P fl U) et soit ^ e CW(P) tel que 3\ e?P . 

Si fxjh]. sont les applications f,h relatives à U, U fl H et t, d'après le corol

laire 2 de la proposition du §3, il existe oo e (0-Qo) fl U tel que 

fx(oj) e uT^l(p fl U) et h^w) e ^(P fl U) . D'après l'unicité de la forme oa-
3 

nonique d'un élément de G-H, f(oo) = f̂ co) = oo 1 = OJ et h(oj) = ĥ co) e "5 P . 

Dans le calcul qui suit, nous identifions encore Q * KW au groupe 

Sx * KiWj du chapitre VI,§3. Alors n opère sur Q/Q0 = E comme une applica

tion semi-linéaire (appendice V). On notera y 1'automorphisme de corps de E 

associé à n . Ainsi, si x e E , xn est défini par l'opération de n sur Q/Q0 

et 1'isomorphisme Q/Q0 = E , tandis que x est défini par l'opération de n sur 

KW et 1'isomorphisme KW = KjWi . 

2 — x 
Posons oo = (0,a) . Soient a e K tel que a ̂  a et b e K tel que 

b1+e = a + a . Alors d'après (2) du §2, on a : 

(3) fUs3) = f(a3-5sa~1)a~2 =5a~2 f(oosb) 

(Pour p e Q , p désigne l'image de p dans E = Q/Q0). D'après (2) et (3) du 

§2, on a pour a e K : 

*f -1 /̂ -1n a,o2 a . -1. a,h(oo-1)̂  . -1. 

f(to sa ) = f(f(o) )s )a s = f(g(oo )s ) f(o) ) , donc 

ftoo^'sV2 sa = f(ooV)T"3n , donc : 

(4) a2 f(oosa) = TT1 f(ojsa)T1 + w 

Supposons encore que a ̂  a et dans (4), remplaçons f(oosa) par le 

deuxième membre de (3): 
(5) 3 f(ojsb) = a"2y f(u)sD)n + û 
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L'égalité (4) est valable avec b à la place de a : 

(6) b2 f(cosD) = 5"1 f(ü)sb)ri + u 

Des combinaisons linéaires convenables de (5) et (6) montrent alors que 

a2y + b2 ¿ 0 et : 

2y ~ 
(7) f(u)sb) 

(8) f(o)Sb) 

7̂ 2^ 5(a +b ) 

n b2 + ̂  
w2 "2^ -, b a +1 

Ces égalités impliquent que 

(9) CrKeT2»)» b2+ 1 
2 -2y.y 1 2 -2y (1+b a ) 1+b a 

2 2 
Donc (T-1 + a"2y )/(b2 +5) = X e F et x52 + ( Xb2 + a"2y )5 + 1 = 0 . 

>>l+q , 2 -2y2 Comme 5 =1 et 5 ç F , il en résulte que X = 1 et que b + a 

^ + T"1 . Les dénominateurs des deux membres de (9) sont alors égaux et 

b a y = 0? + T" + a~^ ) a~̂ y est fixe par y . Il en résulte que pour 

X e F -{0,a2x} , on a : 

( io) (5 + y1 + x y ) x = (5 + T"1+ x M x y 

2t 2t 
Soit X e F -{0,ot ,a +1} . En écrivant (10) avec X+l à la place de X 

2 

et en retranchant (10), on voit que X̂1 = X . Il en résulte que y = 1 car 

y est d'ordre impair, et si y ̂  1 , on a |F| > 8 . Donc n e W et 

h(u>) e W . On peut alors conclure par le corollaire 1 de la proposition du §3 . 
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APPENDICE X 

UN CAS P A R T I C U L I E R D'UN THÉORÈME DE HUPPERT 

Nous démontrons ici une proposition qui est un cas particulier du 

théorème de B. Huppert sur les groupes de permutations doublement transi

tifs résolubles (voir par exemple [HB], chapitre XII, §7). 

froposition. Soit D un groupe d'ordre Impair qui opère fidèlement лил un 

q-длоире abéllen élémentaire E (q рлет1ел), et qui est tranAltlf Аил E^ . 
AlorA F(D) eAt cuctlque et о реле АОПА point fixe лил E, et D/F(D) eAt 

abéllen. 

(Remarquer qu'avec les hypothèses de cette proposition, E *1 D opère 

de manière doublement transitive sur E). 

Lemme. Soient p un nombre рлет1ел £ 2 et P un тр-длоире opérant fidèlement 

лил le q-длоире abéllen élémentaire E . On AuppoAe que |р | eAt Indépendant 

de a pour a e E** . AlorA P eAt cuallque et opère АОПА point fixe AUT E . 

Démonstration du lemme : La loi de composition de E sera notée additivement 
et E sera considéré comme un IF̂  [P ]-module. 

1) Supposons d'abord que E = Ex ф ... © E^ où r > 2 et les E^ sont des 
sous-espaces de E permutés par P (c'est à dire (E.)g est l'un des E pour 

i J 
g e P et 1 < i < r). 

Soient a g Ef et b e E J . Si x e Ра+|э , on a (a+b)x = ax + bx = 

= a + b . Comme P permute les Ej_ , il en résulte que ax = a et bx = b , 
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ou ax = b et bx = a . Mais puisque x est d'ordre impair, le deuxième 

cas est impossible. Donc Pa+b = pa H PD • Par hypothèse lpa+bl = lpal = 

i i # 

= IPbI » donc Pa = P̂  . Ceci étant vrai pour tout a e Ex , Pa centralise 

Ex . Puisque Pa = Pb pour tout b e E2 , Pa centralise E2 et de même, Pa 

centralise Ej_ pour i > 1 . Donc Pa centralise E, d'où Pa = 1 . D'après 

l'hypothèse, Pa = 1 pour tout a e E^ et P opère sans point fixe sur E, 

donc P est cyclique. 

2) Fin de la démonstration. 

D'après 1) on peut supposer que P opère irréductiblement sur E . 

Supposons que P soit cyclique. ALors si x e P^ , C„{x) est un sous-espace 
E 

de E stable par P et distinct de E, donc C_(x) = (0} et P opère sans 
E 

point fixe sur E. On peut donc supposer que P n'est pas cyclique. 

Alors d'après [H], chapitre III, (7-5), P a un sous-groupe normal R 

de type (p,p). Puisque P opère fidèlement et irréductiblement sur E, Z(P) 

est cyclique donc |R f| Z(P)| = p etP permute transitivement l'ensemble 

{Ti | i=l, . . . ,p} des sous-groupes d'ordre p de R distincts de R (1 Z(P) . 
Puisque C (R H Z(P)) est un sous-espace de E invariant par P, on a E 

CJRO Z(P)) = {0} . Soit E. = C (T.) . On sait alors que E = ZE. et P E i E i i 

opère sur l'ensemble des E . 

Montrons que la somme des E^ est directe. Supposons que la somme 

E, + ... + E, „ soit directe, et soit x e E, PI (E, + . . . + E, ) . On a k-1 k k-1 

x = x, + ... + x, „ où x. e E. , Si t c T. , xt = x,t + ... + x. , t = 
k-1 i l k k-1 

= xx + ... + x . Comme t opère sur E. = C_(T.) , il en résulte que t k—1 i E i 

centralise x. pour i < k , donc R = <T. ,T.> centralise x. . Donc i k' i i 

x. = 0 et x = 0, et la somme E« + ... + E, est directe, i 1 k 

Mais alors d'après 1), P est cyclique contrairement à l'hypothèse. 

Démonstration de la proposition : 

Soient F = F(D) , p un nombre premier impair et P = 0D(F) . Soient 
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a,b e E . Puisque P < D et D est transitif sur E , P& et P̂  sont conju

gués dans D. D'après le lemme, P est donc cyclique et opère sans point 

fixe sur E. Puisque F = npOp(F) , il en résulte que F est cyclique et 

opère dans point fixe sur E. 

D'après les théorèmes de Feit-Thompson et de Fitting, Ĉ CF) = F , 

donc D/F est isomorphe à un sous-groupe de Aut(F) et par conséquent est 

abélien. 

283 



T. PETERFALVI 

A P P E N D I C E XI 

SUR LES PRESQUE-CORPS 

On dira qu'un ensemble fini F, muni de deux lois de composition + et 

. est un presque-corps si : 

1. F est un groupe commutatif pour la loi + (l'élément neutre est noté 0). 

2. F -{0} est un groupe pour la loi . (l'élément neutre est noté 1). 

3. On a (a + b)c = ac + bc quels que soient a,b,c e F . 

H. Zassenhaus a classifié les presque-corps (finis) dans "Uber endliche 

Fastkorper", Abhandlungen Math. Sem. Hamburg Univ. 11 (1936), pp.187-221 , 

mais nous n'avons besoin ici que de certains résultats élémentaires. 

Si F est un presque-corps, on posera ZL(F) = F * F* , où F* est le 

groupe multiplicatif F -{0} opérant par multiplication à droite sur F. 

Alors F* opère régulièrement sur F -{0}. Réciproquement, si un groupe M 

opère sur un groupe abelien F, M étant régulier sur F , on peut munir F 

d'une structure de presque-corps telle que /1(F) = F xi M : il suffit de 

choisir un élément 1 de F -{0} et de poser (lx)(ly) = l(xy) pour x,y e M . 

Soit F un presque-corps. Puisque F* opère transitivement sur F -{0}, 

F est un f-groupe abélien élémentaire pour un nombre premier f, qu'on ap

pelle la caractéristique de F. 

f/ioposition 7. Soient L un длоире de 2-лапд, 1, Ж un длоире de Bendesi рлорле 

de h, t une lnvoluti.on de L-M , D = M П . On suppose que L о реле fidèle

ment et de тап1еле 2-tAansltlve лил. Vensemble des conjugués de M, et que D 
a un complément полта1 Q dans M. Jl ex.<Lste alors un pлesque-coлps Y, un 
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groupe Z a"' auiomorphismes de Y et un. isomorphisme de L sur Z-(F) * Z 

(F x» F*) >< Z çtẑ. identifie Q à F* et: B à Z 

D'après l'appendice III, ( 2 ) , L = F * M = ( F * Q ) » D OÙ F est un 

f-groupe abélien élémentaire qui opère régulièrement sur A = (MX|xeL} . 

Puisque 0 opère régulièrement sur A -{M}, il opère régulièrement sur F*. 

On peut donc munir F d'une structure de presque-corps telle que F * Q = 

F x? F* . Le groupe D laisse fixe un élément de F**( l'élément x tel que 

x t 

M = M ) que l'on peut prendre comme élément 1 du presque-corps. De plus D 

opère fidèlement sur F, car il opère fidèlement sur A, et puisque D opère 

sur F *t Q, D s'identifie donc à un groupe d ' automorphismes du presque-corps 

F . 

Les presque-corps F̂ 2 2 

Soit r une puissance d'un nombre premier impair, et K = F^2 • Pour 

r 

x,y e K , posons xoy = xy si y est un carré dans le corps K, et xoy = x y 

sinon. On vérifie alors que K, muni des lois de composition + et o est un 

presque-corps. Ce presque-corps sera noté F^2 2 • 

Proposition 2. Soit F un presque-corps ( fini) dont le gyioupe multiplicatif 

a un sous-groupe cuclique d'indice 2. Alors F est un corps, ou bien il existe 

r tel que F soit isomorphe à F 2 2 * ̂ c plus, dans ce deuxième cas, |Z(F ) | = 

= r - 1 . 

Soit A le sous-groupe cyclique d'indice 2 de F . Supposons que A n'o

père pas irréductiblement sur le groupe additif F. Alors F = Yx © F2 , 

F̂  4- 0 et A opère sans point fixe sur F_̂ , donc |F_̂ | > |A| + 1 et |F| = 
2 

=2|A|+1_>(|A|+1) , ce qui est impossible. Donc A opère irréductible

ment sur F. 

Notons 0 la multiplication du presque-corps F. D'après l'appendice V, 
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on peut définir sur F une multiplication . qui en fait un corps K ayant 

même addition et même élément 1 que F, et telle que pour a e A et x e F , 

xoa = xa . De plus, pour a e F -{0}, l'application x * xoa est semi-

linéaire, donc il existe un automorphisme aa de K tel que : 

xoa = (lx)oa = x°a(loa) = x°a a . 

On voit que a est un homomorphisme de F dans Aut(K) dont le 

noyau contient A. Si ce noyau est F , on a F* = K* et F est un corps. Si

non, pour a e F -A , est d'ordre 2, donc il existe r tel que K = W 2 > 

o3 r *• 
et x 01 = x . Comme A est aussi le sous-groupe d'indice 2 de K et xoa = 

= xQa a pour x e F, a e F* , on voit que F = F ? . 

Ve-, 2 

On a dans ce cas Z(F*) c A , sinon F* serait abélien et F serait un 

corps. Si x e A et y e F -A , x0y = x y et y0x = yx , donc x e Z(F ) 

si et seulement si xr = x , c'est à dire x e (Fr . 
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A P P E N D I C E X I I 

LE THÉORÈME DE FEIT~SI BLEY 

Nous démontrons dans cet appendice une forme du théorème 

de Feit-Sibley adaptée à nos besoins. Ce théorème a sa source 

dans les travaux de W. Feit, en particulier dans son article 

"On a class of doubly transitive permutation groups", Illinois 

J. Math, Vol. 4 (1960), pp. 170-186. Un cas laissé de côté dans 

cet article a été traité par D.A. Sibley dans "Coherence in fi

nite groups containing a Frobenius section ", Illinois J. Math, 

Vol. 20 (1976), pp.434-442 . Un cas particulier (qui n'est pas 

suffisant pour notre application) est traité dans le livre 

d'îsaacs. Ce théorème a été généralisé par L. Puig dans "Stru

cture locale et caractères", J. of Algebra, Vol. 56 (1979), 

pp. 24-42 . 

Soient G un groupe fini, H un sous-groupe de G, S une 

partie de Irr(H) et x une isométrie linéaire de Z[5]° dans 

I[lrr(G) ]° (voir [Is] pour les notations). Rappelons que (5,T), 

ou S s'il n'y a pas d'ambiguïté sur x, est dit cohérent si 

\S\ > 2 et si x peut se prolonger en une isométrie linéaire de 

Z[5] dans Z[lrr(G)] . 

Le théorème de Feit-Sibley montre que sous certaines con

ditions particulières sur H et 5, S est cohérent, ce qui donne 

des informations sur les caractères de G à partir des caractè

res de H. On a d'abord : 
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Lemme 1, a) Supposons que. S = SQ[}{i>} , que (5q,t) AOXJL coherent et qu'il 

exÂ^te. x0 e So tel que x0 ( D I Ф( D e¿ 2х0(1)Ф(1) < Z с x(D • /^Wi 

;5, T) e/st cokésient. 

Si \S\ > 2 et si tous les x € S ont même degyié, alo/is (S, t) 

est cokelient. 

Pour la démonstration,voir [ls], 7-14 et 7-15 . 

Hypothèses et notations : 

G est un groupe fini, H = Q » D est un sous-groupe propre de G . On 

suppose que (|d|,|Q|) = 1 et que pour x e G-H , on a Q H QX = 1 (Ces hy

pothèses impliquent que Q est un sous-groupe de Hall de G car si P est un 

groupe de Sylow ± 1 de Q, N (P) <= H). 

G 

Q = S x Q 1 , |Qi| et |s| sont premiers entre eux, D opère sans point 

fixe sur Qx , Qx n'est pas un 2-groupe et S est nilpotent 
S = (x e Irr(H) | Qj. Ker x> 

On pose S' = [S,S], 0' = [Q,Q], d = |d| et si R c= Q, 5(R) = (xe5|R c=Kerx>. 

Lemme 2. a) S est l'ensemble des> IndH 4> ou $ e Irr(Q) et Qx ctrKer<J> • 
Q 
G 0 b) L'application f—* Ind \p est une IsométA-le de IL [S] dans 
H 

Z[lrr(G)]° . 

a) Soit <î> = X6 où X e Irr(S) et 6 e Irr(Q1)-il} .Si x e H est 

tel que 4>X = 4> , alors 0X = 6 , donc x e Q car QXD est un groupe de 

Frobenius ([ls], 6-34). Donc le groupe d'inertie de <J> dans H est Q , donc 

Ind̂  <|> est irréductible ([ls], 6-11). On a Qi 4= Ker Indn * car sur Qi » 

Ind̂  <J> prend les mêmes valeurs que Ind̂ lD 6 . 
Q Q i 

Si x e S , Res^ x a un constituant $ tel que Qx cp Ker 4> . Alors x est 
Q 

un constituant de Ind̂  <J> , donc x = ^n(^l $ 

b) résulte de [ls], 7-7 car les éléments de S s'annulent sur H-Q 

d'après a). 
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Ikéo/ième. Si d ел t. impaisi, S e/st cohérent роил V i/somél/iLe du iemme 2 b). 

Remarquons que |5(Q»)| > 2 car 0 (Ql) *» D est un groupe de Fro-

benius d'ordre impair. D'après le lemme 1 b), S(Q* ) est cohérent. 

(1) SuppoAonA que. | Q x | -ôoil divisible рал deux. потЬл_ел ряетмелл. AtoiA 

S( S 1 ) eAt cohé/ienl. 

On peut supposer que Qx n'est pas abélien. Soit Q2 c [Qi,Qi] tel 

que Q2 < H et tel que 5(S'Q2) soit cohérent. Soit Q3 < Q2 tel que 

Q2/Q3 soit un facteur principal de H. Il suffit de montrer que 5(S'Q3) est 

cohérent car alors, si on prend Q2 minimal pour les conditions ci-dessus, on 

aura Q2 = 1 . Supposons que 5(S'Q3) ne soit pas cohérent. D'après le lemme 

la), il existe Ф e 5(S'Q3) tel que 

EXe5(S'Q2) Xd)2 <2dMl) 

On a zxe5(s,Q2) X(D2 - I H/S » Q2 I - iH/S'Qj - d| S/S » | ( IQ1/Q2 I - D . d'où : 

(1-1) IQI/QAI - 1 < 2Ф(1) 

Soit Z/Q3 = Z(Q1/Q3) . On a Ф(1) = d4>(l) où Ф e Irr(Q/S'Q3) , et 
d'après [is], 2-30, on a Ф(1)2 < |Q/SZ| , donc : 

(1-2) Ф(1)2 < d2IQ/SZI = d2|Q1/Z| 

Puisque Qx est nilpotent, on a (Q2/Q3) П (Z/Q3) ̂  1 , et Q2/Q3 étant 
un facteur principal de H, Q2 с Z . De plus, puisque |Qj| a deux diviseurs 
premiers, on a Q2c Z . D'après (1-1) et (1-2), on a : 

Ф 
2, ( iQx/Qz I - l)2 < 4 d \QJZ\ , d'où : 

IQ1/Q2I(IQ1/Q2I - 2) < 4 d2IQx/ZI , ou : 

|Z/Q2 I ( \QJQ2 I - 2) < 4 d2 . 
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Mais puisque D opère sans point fixe sur QL et Q 
2 / f Z 1 Q , on a 

|Z/Q2| > d+1 et |Q1/Q2| > (d+1)2 , donc 

2 (d+1) - 2 < 4d , d'où d < 2 ce qui est impossible. 

(2) SuppoAonA que 5(S') Aoit cokésient. Aio/iA S e^t cokésient. 

On peut supposer que S' / 1 . Comme dans (1), prenons Sx c: S ' , 

Si o H tel que 5(Si) soit cohérent, S2 < Sx tel que S!/S2 soit un fac

teur principal de H, et supposons que 5(S2) ne soit pas cohérent. Il existe 

alors i> e 5(S2) tel que 

dlS/SjdQxl - 1) = l a. , X(D2 < 2di>(l) xeMSi) -

Soit Z/S2 = Z(S/S2) . Alors S! c Z car S est nilpotent. On a i>(l) = 

= d<D(l) où <D e Irr(Q/S2) et 4>( l)2 < | S/Z |.| Q1/Z(Q1 ) | < | S/S, | . | 01/Z(Q1 ) | , 

|S/S1 | . |Z(QJ | ( |Q1 | - 2) < 4 d2 

Mais puisque d est impair et D opère sans point fixe sur Qx , |Z(0I)I >2d+l , 

2 2 
donc |S/Si| < 4 d /(4d -1) < 2 , ce qui est impossible. 

D'après (1) et (2), on peut supposer désormais que Qx est un p-groupe 

non-abélien, p étant un nombre premier impair. 

(3) Soit 1 ̂  Z < H tel que Z c z(Qj . Alo/iA X = S - 5(Z) e^t coké/ient. 

Montrons d'abord que Xx = X f|̂ S(S1 ) est cohérent. On a |XL | > 2 

car Z ̂  1 et si x e Xx , x~ £ x (la restriction de x au sous-groupe QLD 

d'ordre impair étant irréductible). Soit X, = (Xi , » 

Xi(l) < ... < X (1) • Puisque x. est l'induit à H d'un caractère 4>. de — — r 1 i 
k * 

Irr(S/S' x Ql) f x.(l) est de la forme dp 1 , entier. On a pour i > 1 : 

d ' où 

IS /SjdQj - l )a< 4 d2|Q1/Z(Q1)| et 

i 

Zl<j<i *j X.(D2 = |H/S' | - |H/S'Z| - E 
i<j<r j x.d)2 
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Le membre de gauche de cette égalité est divisible par d , et le 

2 2 

membre de droite par <|> (1) car <|> (1) < \Q1/Z{Ql)\ < \Qx/Z\ d'après [is], 

2-30 . Donc : 
2 2 

(3-1) Pour 1 < i < r , xi(D divise E1<J-<i Xj(1) 

Soit k le plus grand indice tel que X^d) = Xi(l) • on a k >_ 2 car 

Xi / Xi et (Xi,..., X̂ } est cohérent (lemme lb)). Supposons k < r . Pour 

i > k , on a d'après (3-1) : 

2xi(Dxi(D < pxi(Dxi(D < xAD2 < l1<j<± xj(1)2 

D'après le lemme 1, il en résulte que Xx est cohérent. 

Pour montrer (3), on peut alors supposer que S' ̂  1 . Soient comme 

dans (2) Sj c S1 , Sx < H tel que X [\S(Sl) soit cohérent, et S2 < Sx 

tel que Si/Sj soit un facteur principal de H. Supposons que X fl 5(S2) ne 

soit pas cohérent. Un élément \p de X H 5(S2) est de la forme Ind̂  (X6) , 
0 

X e Irr(S/S2) , 6 e Irr(Qj , Z et Ker6 . Comme Ind^ (1.6) e Xi , il en ré-
0 

suite que Xi(l) divise M l ) . D'après le lemme la), il existe donc 

* e X 0 5(S2) tel que 

dlS/Sx | . |0i/Z| ( | Z| - 1) = Exexn5(Sl) X(1)2 - 2Xl(1)Ml) 

On a Xi(D2 < d2|Q1/Z(Q1) | < d2|Q1/Z| et puisque Sx /S2 c= Z(S/S2 ) , 

Ml)2 < d2|S/S! | . |0i/Z| . Il en résulte que : 

d^S/S! |2|Q1/Z|2( |Z| - l)2 < 4 d4|S/Sx | iQi/Zl2 ou : 

I S / S j d z l - l)2 < 4 d2 

Mais puisque D opère sans point fixe sur Z, | z | > 2d + 1 , donc |s/Si| < 1 

ce qui est impossible. 

2 

(4) Notations. 

Soit y = 5(0») = {nx n } . Soit Z = [Q^Oj fl Z(QJ ; puisque 
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Qi est supposé non abélien, Z ̂  1 . Soit X= $ ~ 5(Z) = (Xi , Xn} , 

Xi(l)<...<x(l) et posons X.(l) = a.Xi(l) . Alors a. est entier — — n 1 1 1 

(voir (3)). On a X fl y = 0 et on sait que X et V sont cohérents, c'est 

à dire qu'il existe e_̂  e ±Irr(G) (1 < i < n) et ê. e±Irr(G) (l < j < m) 

tels que 
Q 

IndH (xi - aixj = ei " aiei (2 < i < n) 

Q 
Indu (n. - nL) = e'. - e{ (2 < j < m) 

H J J ~ ~ 

(5) Quais que soient i,j , on a [ e. , ê. ] = 0 . 

Puisque Ind^ est une isométrie sur £[5]°, on a [e.-a.e, , e2- e}] = 0 H 1 1 

pour 2 < i < n . Soit X = [ê - a elf e{] = [ê - a e^e^] .Si X ̂  0 , 

alors a. =1 , X = ±1 et e. - e, = X(e{ + ei) . Mais e.(l) - e,(l) = 0 i i i 

et e|(l) - e2(l) = 0 , d'où e{(l) = 0 , ce qui est absurde. Donc X = 0 

e. et eL ^±e{ i 

(6) Posons Xi(l) = ad . 31 existe X e Z et v e Z[lrr(G)] tels que 

Ind^ (xi - anj = -ae[ + XEm e! + v , [v,el] = 0 (l<i<m) H 1=1 1 1 

S i \ est divisible pan. a, alo/is S est cokeiieni 

La première assertion résulte de ce que [ind̂  (xi-ani),Ind̂ (n.-nl)] 
H n i 

pour i > 1 . Supposons que X = ax , x e Z . On a 

2 2 2 2 2 
1 + a = [xi - an!, Xi - an:] = [v,v] + a (x-1) + (m-l)x a 

2 2 2 donc (x-1) + (m-l)x < 1 + 1/a , et a > 1 car X fl V = 0 . Donc x = 0 

ou x = 1 et m = 2 . Le deuxième cas se ramène au premier en remplaçant 

el,e2 par -e2j-e[. On peut donc supposer que x = 0 , d'oùX=0 , [v,v] = 

et Ind̂ (xi - ani) = v -ae{ . On a -1 = [Ind̂  (x2-Xi),Ind̂ (xi-anL)] = H n ri 

[e2,v] - [elfv] , donc v = ei ou v = -e2 . Dans le deuxième cas, n = 2 

car sinon -a3 = [lnd̂ (x3 - a3 x i ) , Ind̂ ( x i - anj] =0 , et on se ramène 
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Q 

au premier cas en remplaçant elte2 par -e2,-ei • Donc Ind (Xi - anj = 
H 

= e, -ae[ . Alors X U U est cohérent car Ind̂  coïncide avec 1'isométrie 
H 

ê  , n. •—h ê. sur £[X]°, sur Z[i/]° et sur Xi - , qui engen

drent z[X U y}° . 
Soient Xl = X fl -V(S') et te 5(S') - (X l U </) . Comme dans (3-1), 

i|>(l)2 divise Z X(D2 = |H/S'| - | H/S ' Z | , d'où : 
xeA i 

2n1(i)<P(i) 1 P M D ^ I ) < MD2 < ̂ xeXi x(D2 < zxeXiUy x(D2 . 

D'après le lemme la), il en résulte que 5(S') est cohérent, et d'après 

(2), S est cohérent. 

(7) Soit ф e Irr(G) tel que ф confiant ли/i Z . AIU/LA AI Z e Z , 
Ф Ы = Ф(1) rooof. |Q| . 

Remarquons que Ф(г) e Z car Ф est constant sur Z** . Soient К les 
s 

classes de conjugaison de G(s = 0,1,2,...), et Ks la somme des éléments 
de К dans l'algèbre du groupe G. Soit <d 1 ' homomorphisme de Z(E[G] dans С 
associé à ф : ш(К3) = Ф(К5)/ф(1) . On а 

(7-1) w(Ki)aj(Kj) = Zs aijs w(Ks) , où K-̂ Kj = Zs aijs Ks 

Soient i et j tels que Â\ FL Z* ± 0 et Â\ FL Z* ̂  0 . Montrons que : 

(7-2) M l M K . M K . ) = £g K nz^0 ̂ Daijs W(KS) MOD.|Q| 

(On écrit x = y mod.|Q| si x,y et (x-y)/|Q| sont des entiers algébriques). 

Supposons que K 0 Z = 0 . Soient u e A\ , v e K . tels que 
s i j 

uv e K , et w e . Si uW = u et vW = v , on a u e CL,(w) a H et s G 

v c C_(w) crH, donc u € A'. H H et v e K• H H . Puisque Zo H et Q est à intersections G i j 

triviales dans G, KA\ HczZ et KA\ HczZ, donc uv € Z, contrairement à l'hypothèse. 

Il en résulte que Q opère sans point fixe sur {(u, v) | ue/f. , veA\ ,uve/< } de 
1 J s 

cardinal aj_jsl̂ sl «Si x e Ks , |Q| divise donc 

293 



T. PETERFALVI 

a. . \K |\JJ(X) = \p(l)a. . o)(K ) . Cela prouve (7-2). i j s s i j s s 

Soit KQ = {1} . Pour ^ fi Z ^ 0 , a = w(Kg) est indépendant de 

s par hypothèse. La congruence (7-2) donne donc : 

(7-3) ip(l)a =\p(l)(a. . + a. .a) mod. |Q| , avec a. . e iN . 
ijo ij ij 

Puisque d est impair, on peut supposer que Kx {] 4 0 et 

Kz = (Kl)~1 . En appliquant (7-3) à (i,j) = (1,1) puis (i,j) = (1,2) , 

on obtient : 

(7-4) f(l)ana = ^(1)(|G:Q| + a12a) mod. 101 

En appliquant ceci à \p = lç , on voit que 

| G : Q | a ! x = |G:Q| + a12|G:Q| mod.|Q| d'où an = 1 + a12 mod.|Q| car Q est 

un sous-groupe de Hall de G, et (7-4) devient : 

i>(l)(l + a12)ct = \p(l)(|G:Q| + a12a) mod.|Q| 

d'où ip(l)a = ip( 1 ) | G : Q | mod.|Q| . Mais si z e Z^ , a = | G: Q | \p( z )/\p( 1 ) , 

donc | G: Q | ip ( z ) = |G:Q|\p(l) mod.|Q| et il en résulte que 

ip(z) = ip(l) mod. |Q| . 

( 8 ) Conc.lii-4i.ori. 

D'après (5) et (6), on a 

G G [Res„ el , x. - a.Xi] = 0 pour i > 2 et [Resu e{ , Xi - ani] = X - a , donc H 1 1 — H 

Res^ ej = (X + ay) ZR a.x. + x' H 1=1 i i 

où x' est un caractère de H tel que [x'jX̂ ] = 0 pour tout i et 

G n i 
y = [Resu el.nj - 1 . On a Z. a.x. = j-(p„ - Pu/7) , Pv désignant le H i=l i i da n n/ L a 

caractère régulier d'un groupe X. D'autre part, puisqu'aucune composante 

irréductible de x' n'appartient à X , on a Z czKerx' • Il en résulte que 

pour z e Z , 
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e{(z) - e{(l) = (X+ay)(- - -|Q|(- + V) . 
da a 

D'après (7), a divise alors X et la conclusion résulte de (6). 

Remarque. Si d est pair et \S\ > 2 , la conclusion du théorème est encore 

vraie. En effet, dans ce cas 01 est abélien, et |QX| > d+1 ou S ^ 1 . 

On voit alors que 5(Q') = 5(S') est cohérent, et si S n'est pas cohé

rent, S' /S et |S/S'|.|Qi|(|Qi| - 2) < 4d2 (voir (2)). Mais 

|Qi| > d+1 , d'où |S/S » | < 4 d2/(d2-l) < 6 , ce qui est impossible, 

I S/S1 | = 4 étant exclu par l'hypothèse (|D|,|Q|) = 1 . 
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