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RESUME

Ce volume 2 est consacré 3 des théorémes d'existence de courbes invarian-
tes par les difféomorphismes de 1'anneau qui sont des perturbations de difféomorphis-
mes complétement intégrables déviant la verticale. Les nombres de rotations de ces
courbes seront toujours de type constant. Classiquement depuis J. Moser, on considére
(voir chapitre IV) des perturbations en topologie C3+B , B> 0 . Ce volume cherche
3 cerner 1'étude en topologie C3 ou dans des espaces de Besov. Ceci nécessite 1'in-
troduction systématique des espaces Sobolev associés aux espaces P, p=1, et

pour le chapitre V on aura malheureusement besoin de p < 2 .

Nous montrons au chapitre V lanersistance des courbes invariantes par les
difféomorphismes de classe C3 préservant les aires,globalement canoniques,proches
en topologie C3 d'un difféomorphisme compl&tement intégrable et au chapitre VI le
théoréme de la courbe translatée est généralisé aux perturbations dans des espaces
de Besov. Le chapitre VII contient une démonstration élémentaire du théoréme de la
courbe translatée pour les perturbations en topologie C4 . Elle n'utilise que les
espaces de Sobolev associés @ 1l'espace L2 et toutes les constantes sont calculées
explicitement. En utilisant les espaces de Besov du chapitre VI , au chapitre VIII
nous montrons un théor&me de conjugaison différentiable 3 des rotations des difféo-
morphismes du cercle dont la dérivée seconde est 3 variation bornée et dont le
nombre de rotation est de type constant. Ceci permet d'expliquer mathématiquement
1'existence de courbes invariantes pour certains homéomorphismes lin&aires par
morceaux du plan, préservant les aires, ce qui avait &t& constaté numériquement

par 1l'astronome C. Froeschlé en 1968.






INTRODUCTION AUX CHAPITRES V ET VI.

Le chapitre V généralise le théoréme de Jlrgen Moser des courbes inva-

. : . . 3 . 2+Li
riantes et prouve l'existence de courbes invariantes en classe C , voire C p,

lorsque le nombre de rotation est de type constant et que le difféomorphisme préserve

: . ; : a P 3+
les aires et a la propriété d'intersection. Sur le méme théoréme en classe C B,

g >0, mais variable pour un ensemble de mesure de Lebesgue pleine de nombres de
rotation, on peut consulter J. Pdschel [P] et R. Douady [D] pour les difféomorphis-
mes préservant la mesure de Lebesgue, et H. Rissmann [RZ] lorsqu'on suppose seule-
ment la propriété d'intersection. Le résultat de H. Rissmann [Rl](i.e. le théoréme

+
de la courbe translatée) , valable en classe C4 B, O<B <1, pour presque tout nombre

. < N 3+ ,
de rotation, est étendu a la classe C B, 0<B <1, pour les nombres de rotation de

type constant dans le chapitre IV ; on y trouve une démonstration simple du théoré-
me de la courbe translatée sous ces hypothéses.
Dans le chapitre VI, on généralisera les résultats du chapitre IV en

3+8 3+8+1/p,p

remplagant la classe C , 0<B< 1, par les espaces de Besov B avec

0<B< 1, 1< p<+w. Ceci démontrera le théoréme de la courbe translatée pour des

2+Lip

difféomorphismes qui ne sont pas nécessairement de classe C° ou C , mais

n'implique pas le théoréme en classe C3.

Je remercie Michéle Lavallette pour la frappe de ces deux chapitres.






CHAPITRE V

THEOREME DES COURBES INVARIANTES EN CLASSE C3.
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1. INTRODUCTION,

Le résultat principal est énoncé précisément en 7.10 : pour les
difféomorphismes de classe Cr, r= 3, C3-proches d'un difféomorphisme compléte-
ment intégrable Tl' qui dévient la verticale et préservent la mesure de Lebesgue,
nous démontrons l'existence de courbes invariantes dont le nombre de rotation est
de type constant ; on peut remplacer "difféomorphisme"par "plongement globalement
canonique', voir 4.7 a ce propos.

Pour un difféomorphisme f vérifiant les hypothéses ci-dessus, la
courbe invariante de nombre de rotation o (o nombre de type constant) qu'on
obtient ainsi est le graphe d'une fonction Y € Co(’n‘l) ; lorsque f est de classe

o

1
c , VY€ c™(m") et on obtient une estimation I Dzlp o, g < ¢, avec 0 < s < 1/2 ;
L
par un argument de densité, lorsque f est de classe C3 et C3—assez voisin du difféo-

morphisme complétement intégrable T, , la dérivée seconde de |y au sens des

1
distributions appartient a L2 S (m)).
La démonstration qui va suivre est essentiellement en classe Co° ;
elle est basé€e sur des inégalités a priori conditionnelles plus ou moins tarabis-
cotées. Si la démonstration est compliquée, c'est que l'auteur a dd contourner un
certain nombre de difficultés ; celles-ci proviennent probablement de ce qu'on est
proche des hypothéses minimales.
Pourquoi se limiter aux nombres de rotation de type constant ?
Soit B = {0 € R - @| 1'éguation |qo -pl| < (gLog q (Log Log q))_l,p €%Z, g€ N,
g = 3, a un infinité de solutions}. Par le théoréme de Borel-Bernstein, B est de
mesure de Lebesgue pleine. Nous avons montré en [II.4.13] qu'il existe une suite
de difféomorphismes de classe c” de '11‘1 X 1R, notée (fi)i >1' ayant les proprié-

tés suivantes : 1
i) £,(6/r) = (B+x,r+ ©, (8+1)), I wi(e)de =0 ;
[0}
3 .
ii) soit T(B,r) = (B+1r,r) ; la suite (fi) converge vers T dans la C -topologie ;

iii) chaque fi a la propriété d'intersection et préserve la mesure de Haar de

1
T X R .



COURBES INVARIANTES EN CLASSE C°

iv) pour tout g € B, il existe une infinité de fi qui n'ont pas de courbe invarian-
-
te dont le nombre de rotation est o .

Plan :

2. Rappels sur les espaces 23 et BMO .

3. Inégalités pour les difféomorphismes du cercle dont le nombre de rotation est
de type constant ; inégalités pour les équations aux différences .

4. Généralités sur les ;ourbes invariantes et les plongements globalement
canoniques.

5. Théorémes de régularité.

6. Inégalités a priori conditionnelles .

7. Existence en classe C3 des courbes invariantes dont le nombre de rotation
est de type constant.

8. Cas particulier de %(f+ £,

Description de la démonstration.

Nous conseillons au lecteur de lire d'abord le § 8 ; c'est un cas
particulier du théoréme qui en contient toutes les idées mais est plus simple.
On fixe un nombre 0O de type constant et un plongement de classe Coo
globalement canonique complétement intégrable T1 de B&d = 1r1x [-6,+8] dans
n= IJ X R qui dévie la verticale et admet les cercles r = Cte comme courbes
invariantes. On veut alors montrer qu'il existe des réels O < s < %-, cs> 0 et

un voisinage V de T, dans l'espace des plongements globalement canoniques de classe

1

0
C de EG dans B, muni de la C3—topologie, ayant la propriété suivante : soit

Z l'ensemble des F € V qui admettent une courbe invariante de nombre de rotation

~

2
o, graphe d'une fonction VY € Cm(lrl) qui vérifie Yl < -%-, D™yl ,_ < ey
L

C
alors Z est ouvert et fermé dans V.

Pour conclure, il faut montrer l'existence d'un sous-voisinage connexe
V1 de V. Ceci fait 1l'objet de la propriété LC (cf. 4.11 et 4.12) ; bien que compli-

qué & formuler & cause des domaines de définition (cf. 4.9), ce point est relative-
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ment simple en utilisant le formalisme des fonctions génératrices (voir aussi [2]).
C'est d'ailleurs le seul point ol nous ne savons conclure pour les plongements
ayant seulement la propriété d'intersection.

Le théoréme des courbes invariantes démontré en VIII ou [RI] (pour
une topologie plus fine que la C3—topologie !) est utilisé pour montrer que 2
est ouvert dans V ; on se sert de la forme normale de Birkhoff [B] , ou, dans 1le
cas de la seule propriété d'intersection, de son analogue qu'on trouve dans le
travail de R. Douady [D].

Le coeur de la démonstration est la preuve que Z est fermé dans V.
On part du théoréme de conjugaison différentiable des difféomorphismes du cercle
dont le nombre de rotation est de type constant ([H,ch . IX]) ; comme la seule

; ; . : 2 :
information que nous savons obtenir est une majoration de lID"y Il il est

L2—s !
absolument indispensable d'étudier les équations aux différences en basse différen-
tiabilité.

Pour ceci, on utilise le résultat suivant d'vYves Meyer [M] : soit a
un nombre de type constant, p > 1, et nEwl 'p('ll‘l) d'intégrale nulle ; alors il
existe un unique Y € BMO('][‘I) d'intégrale nulle tel que Y - Y o Ra = n. Ce qui
est fondamental pour la suite, c'est qu'on peut prendre p voisin de 1 (mais diffé-
rent de 1) et que, pour tout q = 1, exply|€ Lq(m#) si Dl p est assez petit.

A partir de ce résultat d'Yves Meyer, on obtieﬁt des estimations
sur la conjugaisqn des difféomorphismes du cercle & des rotations (cf. [HzZ], 3.4),
et surtout sur les solutions des équations aux différences (cf. 3.17).

Ces estimations conduisent a des inégalités a priori conditionnelles

sur les courbes invariantes : c'est l'objet du § 6. En 6.7, on prouve que les

, impliquent 1l'estimation fondamentale :

- 2
hypothéses [ID Y Il 3/2 <cp IF -l 2 < c,
L

C

2
DY, < Cy IF-TI 4
L C

aprés qu'on se soit ramené, par changement de variables (cf. 4.1 et 4.2), au cas

10



COURBES INVARIANTES EN CLASSE c?

ot F(O,r) = O+r, r+@(6,xr)) et T(6,r) = (0+1r,r). Cette inégalité a priori
conditionnelle est valable pour les plongements ayant la propriété d'intersection ;
il n'y a pas d'inégalité non conditionnelle, comme le montre la remarque 3 de 6.8.
En contre partie, nous ne sommes pas parvenus a estimer HDzw“ 2+€
ou HD3WH . Mais, en 6.9 , on obtient une estimation a priori conditionnélle de
HD41MIq , ol g ne dépend que de O < s < 1/2 ; c'est le point le plus difficile
L

: s 2 3 .
de toute la démonstration ; on évite les termes en (D Yl 24e et || D™ Yl gréce
L

L2+e
aux inégalités de 2.11. Il est alors assez aisé d'obtenir, en 6.11, des inégalités
a priori conditionnelles surIIDkdﬂl q’ k=5.

Pour n'utiliser simultinément qu'un nombre fini de ces inégalités
conditionnelles, on invoque le théoréme de régularité de 5.6 : pour tout nombre
oy vérifiant une condition diophantienne, il existe un entier ll ayant la
propriété suivante . Seit' F un difféomorphisme de classe C°° de 1l'anneau qui dévie
la verticale et a la propriété d'intersection ; si le graphe d'une fonction
Yy € Czl(ﬂJ) est une courbe invariante par F dont le nombre de rotation est al,
alors Y € c‘?ﬂrl) . Ce résultat s'appuie sur la générxalisation par J. C. Yoccoz du
théoréme fondamental de [H.IX] (voir [Yl] et [Yz] ; lorsque oy satisfait une
condition A plus stricte, on peut appliquer [H.IX]).

Le théoréme de régularité montre que pour les difféomorphismes de
classes C qui ont la propriété d'intersection et dévient la verticale, la
courbe invariante dont le nombre de rotation est ul ne peut disparaitre qu'en deve-
nant de classe Ck, k < Ll.

Toute la démonstration est en classe COo , ce qui permet de contourner
le probléme fondamental de la perte de différentiabilité.

L'hypothése de classe C3 intervient seulement comme suit : soit
G(8) = (6, Y(B)) et ©, une dérivée partielle d'ordre 3 de ( ; on majorera alors

trivialement H@l s Gl p par llo |l 3 i il y a & ce sujet un probléme de trace ( voir
L C

la remarque 6 de 6.8 et le chapitre VI, 4.2).

11
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Pour convaincre le lecteur que des hypothéses de trace ad hoc permettent
d'améliorer un peu le résultat, on_ montre au § 8 l'existence de courbes invariantes
pour des difféomorphismes F de la forme F(0,r) = (0+r,r+¢@(0+r)), o @ € W3 'P(']I‘l)
est d'intégrale nulle, p > 1, et ||D%p" p est assez petit. On a en fait un peu
mieux : il suffit de supposer que esi d'intégrale nulle, que D2(p a une varia-
tion totale finie et que (D3cp)+ € 1P, avec H(D3w)+H o assez petit (ici,(D3q:)+
désigne la partie positive de D%o , qui est une mesuie) ; on obtient ainsi des cour-
bes invariantes pour des difféomorphismes qui ne sont pas nécessairement de classe
C2 (voir 8.9).

En 6.14 et 8.8., on voit qu'une courbe, invariante par un difféomor-
phisme F, qui est graphe d'une fonction Y de classe Cm ne disparait que si

ou HF-TIH 2 > 02 (la constante C1 dépendant de O < s < 1/2).

2
oyl , _=c
L2 s 1 ¢

Commentaires : La démonstration n'est pas effective et il ne semble pas simple

; : . st 3 : 5
d'estimer numériquement la taille des voisinages dans la C -topologie. Le théoréme
8.11 a un caractére semi-global : il ne peut étre obtenu aisément par des techniques

de perturbation ; & ce propos, voir la remarque 8.12.

Remerciements : Je remercie Alain Chenciner de Jean-Paul Thouvenot pour de nombreu-
ses et frucutueuses discussions. Je remercie infiniment Yves Meyer d'avoir démontré
le résultat de [M] et de m'avoir appris de nombreuses choses sur les espaces P et
les espaces de Sobolev. Finalement je remercie infiniment Jean-Christophe Yoccoz

d'avoir considérablement amélioré la rédaction du manuscrit.

Notations et conventions : (voir aussi l'index & la fin du chapitre VI).

1 1
On note 'n'l le tore R/Z , B le cylindre T x R , B 1l'anneau T X [-§,+ 6]
(8§ >0).
k
Pour k € NU {+xo} et M, M' deux variétés de classe c” , C(M,M")

k
(resp. Ck(M)) est l'espace des applications de classe C de M dans M' (resp. R)

12



COURBES INVARIANTES EN CLASSE C’

Si © € Ck(]A ) ou ck(n) , les dérivées partielles sont notées

§ 2
- %0 J:10) -9 t
Pg =36 " P Tar ’ Pee 2 @ erce--
26
Normes : Soit X un espace compact, @ : X > R une fonction continue. On note :
ol ° = ol o = sup lox) | .
C (X) C x € X
k
Pour ¢ € C (]As), k € N , on pose :
k
9 1(9
Il =lloll , = sup I X —x Il .
ck(ms) ck 0<k,<k <k  (30) 2r) 17 %2 o

k, n
Au chapitre VI, p.5 , C (' ) sera muni d'une norme différente de

celle choisie pour Ck(]AG) (mais équivalente).

Convention de parenthéses : Pour alléger 1l'écriture, on écrira

- si wECl(ms), vecmh , e® = (8, ¥©O)

(Deo G = (q)e)o G (et non%— (PoG)) ;

- sifep’m),nen’mH, yecTm), kenN, peR
Log Df o h = (Log(Df))e h ;
DLog Df = D(Log Df) ;

Xy o £ ()P = [(D%Y) o £]1 (DOYP ;

L]

-1 -1
£ , Df pour respectivement le difféomorphisme inverse de f

et sa dérivée , piel)
p -1.p : ‘s .
(pf)~ , (Df ) pour les puissances p-iémes respectives de

Df et DE L .

13
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2. RAPPELS SUR LES ESPACES IX et BMO.
n n, n <
2.1 On note ™ = R /Z , et m = A0 la mesure de Haar normalisée sur
o' .
Pour o € " (resp. ]Rn) y Ra désigne la translation Ra(e) = 0 + a0

de " (resp. ]Rn) .

2.2 Pour p2> 1, ou p = ® , on pose P = Lp(']rn,de) et on munit ¥ de sa

norme usuelle :

ol _ = [J | 0(®1Pa8]1 P Jloll = sup ess lo(®)].
P ']I'n o

L L 6
Py Pq
Pour 1<p, <p, ,onal cL P < .
P1 P2
2.3 1Inégalités de Holder : pour p, p' = 1 avec %+ %' =1, et (S Lp,

.
IIJELp,ona (pthLlet

1
ljwwdel< IquIIp gl ' -

[e] L L
) 1_1 .1 ; p q
2.4 Corollaire : pour p, q, ¥r =2 1 vérifiant = E+ E ;81 @ELY = YELT,
alors @y € L' et on a :
oyl < el [RUR]] .
Lt f g
2.5 Pour r € N et p=>1, Wr'p(']l‘n) est par définition l'espace de Sobolev

des fonctions @ € P telles que les dérivées au sens des distributions de ¢
jusqu'a l1l'ordre r appartiennent & P,

2.6 Pour r € N U {+o} , ¢ (") est 1l'espace des fonctions de classe

r+f

c® de ™ dans R ; pour 0 < B <1, C ('I[‘n) désigne l'ensemble des ¢ € Cr(']I'n)

dont les dérivées partielles d'ordre r sont héldériennes d'exposant 8.

14



COURBES INVARIANTES EN CLASSE c?

2.7 pour ¢ € w'P(wl) , Do désigne la dérivée de © . On munit

W1 'p(']I‘1 ) de la norme © —s sup(ll @ll o’ D ol p ) qui en fait un espace de
L L
1 1
Banach. Pour 1 < p < 4o, Cw('ll‘1 ) est dense dans W 'p(']I‘ ) .

1 1 1 1

2.8 Soient p, p' tels quep>1,p‘>1,§+5.=1. pour @ € w 'y,
|x-yl <1, on a par 1'inégalité de HSlder

Yy 1/p'

lox) - oy = | D@(t)dt | < IIleIPIx—yl

X L

donc Wl'p('ll‘l) c Cl/p (‘I[‘l)
1 1 1

2.9 Soit p>1oup=w; onaw ' Pm) cc®m’) ;si ¢e€wPm)

s'annule, on a

Tl < Dol ,
C L

1

Donc @ - IJ @(t)datl + lipgll p est une norme définissant la topologie de wl’p(':lrl)

o L
2.10 Soit 1 S p < +®; pour @ € Lp(‘II'l) , A >0 , considérons les propriétés
suivantes
. 1
1 eew Py, lImpl _<a;
LP
ii) VEER , llgo Rt—wllp<A|tl.
L

pPar [s, p.139] , la propriété i) implique ii), et ces propriétés sont
équivalentes lorsque p > 1
Il résulte de 2.8, aue pour p>1 et C>1, la boule

1

1 1

B, = {oew ' P(m)| ||D<JJ||P + II ©(0)d0 | < c} est compacte pour la c°
L 0

topologie : de toute suite (cpi) dans B

oron peut extraire une sous-suite qui

converge uniformément vers une limite ¢ € BC.

Pour p > 1, il suit de 2.9 que l'ensemble convexe

1

1 1

{p € w'P(r'y Il ol o <c, J ©(0)dd = 0} est compact pour la Co-topologie .
L [¢]

15
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Cette topologie y est équivalente & la topologie faible sur Dy induite par la

dualité entre IP et LP ( 1-+ l} =1).
P p
2.11 1Inégalités .
Proposition 1 : Soient p> 2, 1 < Py /P, < +o tels que %-= E%-+ 5%— ; pour tout
1 2
(O C2(']I‘1) ,ona :
1/2 2 1/2
Ingl < vB=T lol'/? in%ent/? .
P Py Py
L L
Remarque : Quitte & remplacer Vp- 1 par une constante dépendant de p, cette pro-

position reste valable lorsque p > 1, 1 < P, /P, < 4o : voir [BL, en utilisant

6.4.5 (5)] .

*
Démonstration : On définit, pour x € R, sgn x = -1,0,+1 suivant que x < O ,

=0, > 0 . La fonction :
x(£) = sgn(oe) Ipel P! @

est alors de classe Cl. On a donc :

1 1 > 2 1
I qule a + (p-1) J IDLpIP @D Y a6 = J Dx(t)dt = 0 .
0 0 0

Définissonsr=—p—>1;comme -2—=l+l ,ona1—+—l——+i=1.Par
p-2 p P, P, Py p, T
l'inégalité de HOlder, on a :
! 2 pP-2
J IpplFa6 < (p - 1) Mo ll_ kD@l _ D@
0 Py Py L
L L
P 1 1- 2
=((@- 1) lol I D%ll ( I IpplPa s ) L
Py Py 0

L L

Je remercie Tartar de m'avoir communiqué cette démonstration.

16



COURBES INVARIANTES EN CLASSE c?

d'ou suit 1l'inégalité de la proposition. [

’

Soit p > 1, + =1 ; on suppose dans l'inégalité ci-dessous que

1,1
p p'
L}
@ € w1 P ('1!'1) a un zéro sur '1[‘1, ce qui est le cas par exemple lorsque ¢p = Dy ,

P € cz('u‘l) .

fes 2
Proposition 2 : On a : || ol < 2ol lIogll._,
. c® P ®

Démonstration : Supposons que ‘P‘%) = 0. Pour eo < 6< 9°+ 1, on a alors :

0
@2 =I D@’ ()ae < zllo I, Dol _, - .
) L 2
)
2.12 Pour ¢ € L1 ('II‘1 ) et J un intervalle de '1[‘1 , on note |J| la longuéur
1
de J et - (p)de .
(DJ IJl JJ ©®

On désigne par BMO ou BMO('II'l) 1l'espace des ¢ € L1 (’1['1) tels que :

1
S\JP——J lo - ;1 a8 =l < +o
g Mg J BMO

P < . . 1
la borne supérieure étant prise sur tous les intervalles J de T .

Muni de la normellpll, = llo 1t ||(O||BMO , BMO est un espace de
L
Banach, et || | BMO est une semi-norme qu'annulent les constantes.
. 1
2.13 Soit @ € BMO ; pour A 20 et J un intervalle de T , posons

g5 M) =m{x €31 lo (x)—(PJl > A)h.

Dans le théoréme suivant, dd & John et Nirenberg [IN], [t ] désigne la partie

entiére 4d'un réel t.

Téoréme : On a

A
gJ(M < 2101 exp (_[W] Log 2 ).

17



M. R. HERMAN

on renvoie au livre de Koosis [K] pour la démonstration avec les constantes.

2.14

. . s A 1
Soit ¢p une fonction mesurable a valeurs positives sur T, h une

application de classe C1 définie sur [0, +» ), croissante, et vérifiant h(0)

Définissons, pour A = 0 :

alors g

P

gw(X) = n({x € Tl lo(x)l >a}) .

est décroissante et on a :

|
>3
t o8

I 1 h@w(x))ax =
piy (o]

oo
r Dh())g (ANda.
o ©

h(\)dg (A
()gw()

Il en résulte, pour q =1, @€ BMO :

e -9 I q < aClloll

’
T L BMO

p(6)d6 et C > O est une constante indépendante de q.

Il existe des constantes universelles b, B > 0 telles que pour

-1
< i .
@ € BMO, q bll(plIBMo , on ait :

BMO
ap <1 + ——>2M0
0 b-alleligy,

Il al - ®; | Ballg Il
e

18
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COURBES INVARIANTES EN CLASSE C’

3. INﬁGALITéS POUR LES DIFFéOMORPHISMES DU CERCLE DONT LE NOMBRE DE ROTATION

EST DE TYPE CONSTANT ; INEGALITES POUR LES EQUATIONS AUX DfFFERENCES.

3.1 Dans ce paragraphe, O est un nombre réel de type constant : il
existe y > 0 tel que |o -(p/ql = Yq-z pour tout rationnel p/q. Le nombre

Y = inf q2|a -(p/q) | est appelé constante de Markov_de a . Par Dirichlet, on a
q=>1

Y < 1. On renvoie a [IV.3] pour des exemples.

3.2 Le lemme suivant est dd & Yves Meyer [M], auquel on renvoie pour la
démonstration.
1 1 !
Lemme : Soit p > 1, @ €W P’y telle que I ©(0)ae = 0 = 0 ; l'équation
o

Y-y o R, =0 admet une unique solution P € BMO telle que wI = 0. De plus, il

existe une constante Bp dépendant seulement de p telle que :

< B ﬂupllp.

1
I ovo Y B .

Dans la suite, on n'utilise l'espace BMO que pour estimer [y ||

I

et llexp aly ||l 1 grédce au théoréme de John et Nirenberg (2.13 & 2.16).
L

Remarques : 1. La constante Bp est 0((p-—1)—2) au voisinage de p = 1. Ceci
résulte de [M] en utilisant d'une part que :
1
z = O(—)
n>1 nf p-1
et d'autre part, si @€ Lp et siA(oi sont les blocs obtenus par lissage (chap. VI,
2.8 et 2.10), on a :

1/2 0= .

CZ el 2p )

< a_llol , A
i L P P p

L

Voir [5] & ce propos .
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2. La fonction Y donnée par le lemme est limite dans BMO de polyndmes

trigonométriques ; elle appartient donc a VMO.

3.3 Soit k € N U {+»}; on pose :
1 k 1
Dk('l[‘ )y ={f=1a+ Y€ Diff+(]R) , Y E ck(r )3 .
k, 1 * ; - :

Alors D (') est un groupe topologique, revétement universel du groupe des
difféomorphismes du cercle de classe Ck qui préservent l'orientation.

L'application "nombre de rotation" p & valeurs réelles est définie
et continue sur Do(’I['l) (voir [H.II]). Par [H.II] , pour f € Do(']r1 ) la fonction

£ s'annule en au moins un point.

- R
p(£f)
1
Soit f € Dm(']I‘ ) , tel que p(f) soit de type constant ; par le
- 1
théoréme fondamental de [H.IX] , on a £ = ho Roc o h 1, avec h € Dw(']l‘ ) ; comme
le centralisateur d'une rotation irrationnelle dans Do(']rl) est réduit au groupe

des rotations, la conjugaison h est unique si on impose h(0) = O.

Oon pose, pour k € N U {+x};

k 1 k 1
p(r,0) = {h€pDp (r)| h(o) =0} .
3.4 Le théoréme suivant résulte de [HZ].
Théoréme : Soit p > 1. Il existe des constantes C, C' > 0 dépendant seulement de

p telles que si f € Dm(']I‘l) vérifie p(f) o et

IIDLog DEIl < Ccy,
P

alors £f = ho R o h ,h€D°°('II‘1,O) et on a :

Cl
< = .
Il Log Dh(lBMO Y ID Log DfllL b

Pour la commodité du lecteur, nous incluons une démonstration, différente de celle

de [HZ] .
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©o oo 1
Démonstration : Soit F = {f €D (r’) | p(f) =a} , et pour c >0 ,

3
Vo = {f € F_! Il pLog Dl P < cyl} .

Alors Ra € VC ; montrons que VC est connexe.

Par [H.III.4] , l'application f - R_ f est un homéomorphisme de VC sur

£(0) °
o 1
v, = {f €D (r,0)|lIDLog DEl b <cvyl.
L
SoithVCi ; pour o< t<1, 0< 6 <1, soit :
1 t
a_ = J [Dg(6)] ™ ae6,
[o]
0
- t
g, () = a_' J [pg(®1° a0 .
o
Alors, t - gt est un chemin dans Dm('II‘I,O) continu pour la Cw—topologie tel que

g =1d , g, = g. Comme DLogDg, = t DLogDg , g EV1 pour O S t<1 ;
) Tl 1 t t C
donc VC1 est connexe et VC aussi.

Pour a > O, soit :

=) -1 o 1
= = <
u, {fEFa |1f =hoe Ruoh , h€D (r ,0) , llLog Dhil o al.

Par le théoréme fondamental de [H.IX], l'application f - h de F: dans Dm(’]I‘l,O)

00 00
est continue pour la C -topologie ; donc Ua est ouvert dans Fot, , et non vide car

R €U_ .
o a
i ~p L1 _ 1 ; ; >
Soit p1 2 'p + ql Pl ; par 2.16, il existe aj 0 tel que,
pour f € Ua , on ait (voir aussi 3.5) :
° S 1
ll(Dh ) Py <2 .
94
L

D'autre part, on a :

Log Df o h = Log Dh o Ra - Log Dh ,

donc, lorsque f € Ua , ceci implique par 3.2 :
o
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-1
lLog Dhlly, < Bp Y “ID(Log Dfe h) |l D

1 L 1

-1 1/ -
< By I(Logpfs h)(on) B @ Py oq
Py 23 L

< 28 vy !ipLogDH _ .
P, P

On peut donc choisir C assez petit de sorte que pour f € Vc n Ua :

()
Il Log DhIIBMO < ao/2 .
Alors VC n Uao est ouvert, fermé et non vide dans 1l'ensemble connexe VC , donc
égal & VC . Le théoréme en résulte avec C' = 2 Bp . L]
1
3.5 Corollaire : Soient p > 1, g > 1. Il existe une constante Cq dépendant

1
seulement de p et g telle que si £ € Dm('lr ) vérifie les hypothéses de 3.4 et de

plus

| D Log DE|| < C
g Lp q'Y v

alors on a, pour |r|<qg :

1 r 1 1r
J (bh)~ d6 < 2 , I (bh )" < 2 .
0 0
1 1
Démonstration : Soient 1 = LogDh - J Log Dh(f)de , a =J &V ae .
0 0

Fixons € > 0, p> 1, g > 1. Par 3.4 et 2.16, on peut choisir Cq assez petit pour

que, lorsque f vérifie les hypothéses du corollaire, on ait :

1
J eMlag< 14 ¢
0

1 1

Ceci implique a< 1+¢e , et J e “’de< 1+ €. Comme aj e-wde 21 , on a donc

o (o}
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. 1
aussi a > T+e -

-1

Or Dh = a e , donc :

1 1
J (oh)ae < (1+¢)2 J e¥™Wap < (14+6)T,
0 0

En choisissant & assez petit, ceci donne la premiére inégalité du corollaire ;

la seconde en résulte puisque :

! -1, r 1 1-r
J (Dh ")" 46 =I (Dh) a6 pour ¥ € R . ®
(o]

3.6 Remarque : On ne sait pas obtenir de majoration Loo de Dh et (Dh)-1

(cf [H.XII1I1.4.6]). Mais lorsque g est grand, c'est a dire Cq petit, on pourra
grdce au corollaire appliquer 2.4, et Dh se comporte donc presque comme si on

o
avait des majorations L .

3.7 Soient p > l,p1 =m, + :‘DELP('II'l)-

2

g =
Q=

1
Py
Lorsque f vérifie les hypothéses de 3.5, on a :

o o hil < 2ol
o p ©» p '

Ll L

-1
h < 2 .
ITe o It p Il p

I 1 L
3.8 Les hypothéses sur f sont les mémes qu'en 3.4.
Proposition : Il existe des constantes Cl, C2 dépendant seulement de 1 < p < 2

telles que si f vérifie :

IIb Log DEIl Lp< C Y

alors on a :

-1 3
IIDLogDhIIBM0<c Yy IDEll p°

2 L
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Démonstration : De LogDf o h = Logbh » Ra—];.og Dh , on tire par 3.2 :

-1
©) D Log DL, < Bpl v~ 1l D(DLog Df o h Dh) | b,
L
+
Avecp1 =1—22. Or on a :
2 2 D2h
D(DLogDf o h Dh) = D LogDf o h (Dh)” + DLogDf o h Dh oh -
Par 2.4, on a :
2 2 2 2- 5
Ip°Log Df oh (Dh)“Il < Ip“LogDEll _ lloh) Pl ,
Py LP Lq
L
p’h - D°h
h S =z =
IDLog DE o h Dh =gt Il < IpLogpel _WDm B, 052 L
1 L L L
L
1 1 1
avec — = — + — .
1 p q
Soit C la constante donnée par 3.5 associée & p et 2g. En

2q
choisissant C1 < C2q assez petit, on aura par 2.15 et 3.5
1

1_ —
-1
B, Y lDLog DEl _ IOh) By

2
D'h 1
[} o |L2q< 5 Il D Log Dhl BMO

Py % 12
De @ , on tire alors :
a1
® IpLogphll < 2B Yy Mip’Logpfl _ Iow  PI
BMO Py P g
-1 2
< c' vy  lip"LogDfll ’
P

ou C' dépend seulement de p.

Si C1 est assez petit, on a 3/2 = Df(t) =2 1/2 pour t € R .

2
2 p3f D f 2 )
Comme D LogDf = DF (Df )©, on obtient :

2
Ip’Logpell _ < 2 D€l _ + 2Ip%€ll o ID Lo DE I
P P c L

<ID’El _ (2 + 2¢,),
P 1

car |l D2f|| ° <| D3f|| p* En portant cette estimation dans 1'inégalité @ , on
(o] L
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obtient la proposition. -

3.9 Soit g > 1. On désigne par C la constante associée & p et 2q véri-

2q
fiant la conclusion du corollaire 3.5.

Corollaire : Soit f vérifiant les hypothéses de 3.8 et :

IpLogDfll < cC ;
9Dfl o < Cpq¥

alors on a :

2 -1 ,.3
ID“n Il <c3y ID"£ll .
Lq Lp

ou C3 est une constante dépendant seulement de p et q.

Démonstration : Par 2.15, on a :

2 2
2 D'h Dh
m— <2 — h
Io™n i a <5 IIqu [Iphll 2q qc |l o ] BMO lIohll 2q

L L L
et le corollaire résulte alors de 3.5 et 3.8 . ]
3.10 On se donne dans la suite un difféomorphisme f € Dm('n'l) , dont le

nombre de rotation o est de type constant.
. -1 o 1 .
On écrit £ = ho Rot° h ', h€D (T ,0) . On note U l'unique mesure
de probabilité sur 'n‘l invariante par le difféomorphisme de '1!‘1 induit par f.
00
Soit a € C ('11‘1) , a> 0 ; on suppose que j 1 Loga du = O.
iy

En appliquant 3.2 & 1'équation :
Logaoh=Logboo ho Ra—LOgboeh,
on voit que a s'écrit de fagon unique :

1
o 1
avec bo €C (M) et .{O Logboo hdd =0 .
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3.11 Majorations .

Puisque I 1 ILogadu= 0, a-1 s'annule en au moins un point de '11'1 .
™
Soit p > 1 ; supposons que lla-1l < |pall _ < L.
o P 2
C L
On a alors :
Da
IDLog all _ = ll—all N < 2l pall p i
P L L
2 D2a Da, 2
ID“Log all p- II-—a—~ - (?) 1 ¥
L Lp

2
2
||P~af3|| < 2 ol ;
LP LP

2
_[E“

2 2
< < - -
I (a ) ‘IIIDEIIL2p < 4(2p-Dlla-1ll ° I p™all p’

P Cc L

L
par 2.11.
Ceci donne :

2 2
ID"Log all < 4pip”all .
i 23

On pose b = bo o h, bo étant la fonction définie en 3.10. Définissons P, = itp

2
1 1 1
et q, par la relation — = =+ — . Par 3.2, on a
1 ppb P qQ
-1
<
||Logb||BM0 BP1Y IDLoga o h Dhll .
L
-1 1-1
<B Y  |liDLogall Il (Dh) /P|I
P, P q,
L
-1 2 2 2
IDLog bl <B_ Y I(b'Loga)s h(Dh)” +(DLoga), h D hll p
BMO P1 L

-1 2 2-1/ 2 -1/
< Dh 1
B, Y [ID°Logall I By g *IPragal Io*h(oh) By ok

1 L Ll L Ll

Soit g > 1. On se sert de 2.16, 3.5 et de l'estimation de |l Log bl BMo POUr majorer

Ibll _ , I _ ; de 3.7 pour majorer b Il _ , Ib_ Ml _ ; de 2.4, 2.15, 3.5, 3.7,
Lq Lq o Lq o Lq . )
3.9 pour majorer | Dbl - b DLog bl q puis |l DbOII q= Db, h™ " .Dh i

L L L Lq
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On obtient ainsi la proposition suivante :

3.12 Proposition : Soient p > 1, g > 1. Il existe des constantes Cl" Cé, Cé

dépendant seulement de p et q telle que, si f et a_comme ci-dessus vérifient :

||DLonglle< LY

1 —1-
llpa “LP < cly <2 ,

alors on a :
supdib Il , I, bl I ) <2;
o _q co" _q q . q

L L L L

1
apal _ + D3l ) .
P P

Sup (lipb Il ,ipbl )y <c' vy
° 19 1d L L

L 3

3.13 Oon se donne f et a comme en 3.10 -

Soient k € Z, Y, n € Cw('n‘l) des fonctions vérifiant

1
® Jo V(8)a8 = o

® Yof HX - ay = n.

-1 b

- Dh °

On a (Df) ! = ———_1—1-5- ; par 3.10, a peut s'écrire a = Fgo_f ’ b2 € Cm(’lrl) .

Dh 2
En remplagant dans @les fonctions Df et a par ces expressions, et en multipliant
les deux membres par (Dhql) 'kbz o f , on obtient l'équation équivalente
@ (bl\p)o f—blv.p =b3r] , avec

_ -1, -k

O) b, = oW ) b, ,
/ -1 -k
(&) by = (Oh" )" b, £ .

Comme £f = ho R o h ~, en composant @ 4 droite par h, on obtient :

@ l‘bl ° Ra - '1‘1 = (b3ﬂ) s h ’ avec

Y= (bWe h=b.We h) .
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3.14 On voit donc que si @ est satisfaite, on doit avoir :

1
J(b3n)a ha =0.
(o}

3.15 Réciproquement, si l'intégrale précédente est nulle, 1l'équation @ a
une unique solution Tyl € Cw(’n‘l) d'intégrale nulle ; de plus pour tout Py >1, on

a :

~ -1
® Iy, <B, Y lD(menl .

BMO 1 L 1

La solution générale de @ est alors :

$=;—~°h_1+b}—1—, WER ,

[N

1y - 1 -1
@ u=1u, = -[{ b~ Y, h~ae [{ b~ asl .
1 1 1 1
0 0
3.16 par [1Iv, 3.12] , la solution donnée par ’ @ est 1l'unique

solution du systéme @, @

3.17 Majorations .

Proposition : Soient p> 1, g > 1, k € Z . Il existe des constantes Cl' C,. C3

strictement positives dépendant seulement de p, g, k telles que si £, a, Y, n

comne en 3.13 vérifient (2) , (3) et :

IDLogDfll < C,y < Log2 ,
Lp !

1
< —
Il pa ||Lp < CrYs3z =«
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alors on a :

-1 2 3
Iyl <c,y lionl_+inlt_dd%l _+Io’dl 1.
2 3 P P P jod

Démonstration : Soit p, = .P;_l , 11,1
— p, P q

La fonction ) est donnée par les formules et @ , on a donc :

by .

1 1 ~ -

Il < 5= gt + =l Iy, o h

@ 19 b 1 14 1 b1 L2q 1 L2q
Or on a, avec les notations de 3.10, par la relation @ :

b, = (o H* pt
o

k

~

-1
=1 4q < |l (n )l 8q It boll

L 8a

L

-1 - -1
by, <lon™h 5, -

L L L

2"

Si Cl' C2 sont assez petits, on a donc par 3.5 et 3.12 :

-1
b, "l < 4 , o, Il < 4 .
1 L4q 1 Ll

Cette derniére relation entrafne que

1
[ ;' ae> b 17> 1
o L

De @ , on tire alors :

1
! < 4] b;l(Dho 'l T n Honh a6
o
1, -
4J b "s h.ph |w1| ae
o]

A

~ -1
al p, | Ib,” o h.Dh|| _ .
1 2 1 2
L L
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Or on a :

||b;1° n . ohll , <Ip]tl Ilon3/4)
1 4
L L L

4 ’

Illjllll .2 <2 wlll mmo Par 2.15,

S ITH 4 NenTHTHAY

~ -1

ly,o h 'l
2

1 L9 L L

4q

1/4ay
4

< aqc I, I (on 1)
L

BMO q

On voit donc que, si C, et C2 sont assez petits, la formule @ donne

1

a3 N7 N R
L
Mais on tire de la formule @ :

L

~ -1 1-1/p B .
14) IIWIIIBMO < Bp vy dinl PIIDb3 ° h (Dh) I a + liponl pllb3° h (Dh) I a )i
1 L L 1 L L 1
d'autre part
-1 -k -1 k . -1
b3=(Dh) boof,b30h=(Dh)b ORa,
donc
-1 L ke1-L
oh
Ibyo hioh) By g S 1P gq 1M Vaq,
L L L
® Ibgenon P < g
L
si C1, C2 sont assez petits. On a aussi
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1
1-1/p k-= o i
Il (Db« h)Oh) 1 = Ioh) FkDLogbh b ' R_+ D(b ) R)I

ql a o 1

L —1. L
< Il (ph) B [k IDLog DhII It b-lll + ool Il b_2ll ]
4q1 8q 8q 8 8

q q
L L 1 L ! n 1 !

d'ou on conclut, si C1 et C2 sont assez petits, par 3.8 et 3.12

1-1/p 2 3
Il (Db h) (DR) I g <¢g U7l +up’dl 7.

L 1 L L

En joignant @ , , @ , on obtient le résultat cherché . =
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§ 4. GE{NE':RALITE’S SUR LES COURBES INVARIANTES ET LES PLONGEMENTS GLOBALEMENT

CANONTQUES .

4.1 On désigne par M le cylindre '1!‘1 XIR et par ]AG 1'anneau
' x (-6 ,+8] (8> 0).

00
Soit t une fonction numérique de classe C sur IR qui vérifie

1

- d
t(0) =0 et B~ < IEE(I)I < B pour un certain B > 1 et tout r € R.

Pour tout o, € R, on associe alors a q, et t le difféomorphisme

1 1

'I‘1 de B défini par :

T, (8,1) = (B +a + tlr),x) ,o0em , reR .

00
Le difféomorphisme T, est complétement intégrable, de classe C .

1

* k
Soient alors 61 >0, k€N et F1 un plongement de classe C de

1
]A‘S dans B qui soit C -voisin de la restriction a :lz-\(S de Tl' On peut écrire
1 1

F, sous la forme :

F1(6,r) = (6 + o, + t(x) + (pl(e,r), r +w2(e,r)) ;

on suppose dans la suite que pour tout (6,r) € ms '
1

-1 3
B < IE (t(x) +gp1(6,r))| < B.

Posons :

g(6,r)

[

t(xr) +(pl(6,r) '
G(6,r) = (6,9(0,x)),

Go F, o G_l(e,r) ,

F(0,r) 1

‘I’(Fl) (F,9).

Alors g € Ck(]l-\(S s,R) ; F est un plongement de classe Ck de G(m(S n FIl (IIZ\6 ))
1 1 1

dans B .
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Pour tout € > 0 , il existe ¢ > 0, 8> 0 tels que

si Ilcplll 1 +llw2|I
c(m,.)
8,

< ¢, alors A, © G(RA nFl(]A )), F est un
1 [ § 1 §
c(m,.) 1 1
‘Sl

plongement de classe Ck de I\6 dans B , et on a :

lF- i <Ee,

1
C (RG)

ol on a posé : T(0,r) = (6+ o, + r,r ).

1

De plus, F s'écrit sous la forme :

F(O,r) = (8+ o +r, r+ ©Bx)) , ©€c(m

1 s

L'application VY : l='1 - (F,g), définie sur

YL FE, - T < ¢}

{F1 € ck(m 1 1
c (mg)
1

6y

k
et a valeurs dans Ck(m n) x Ck(:!\ 6) est alors continue pour la C -topologie.

8’

Inversement, on peut reconstituer F, & partir de F et g : si

1

Ihe-Tl ,

et llg-t - a,ll sont assez petits, il existe O <§! < §
c (m 1 1

1
5) ) ) C (1\6) .
tel que F1 = V¥ "(F,g) =G o F o G soit un plongement de classe C de ]A(S,
1

dans B ; l'application ‘P_l ainsi définie, & valeurs dans Ck(]A ,R) , est con-

L]
k 61

tinue pour la C -topologie.

Remarque : On utilise implicitement les deux résultat suivants :

a) On peut prolonger F, en un difféomorphisme Fl de M de fagon continue pour

1
k X

la C -topologie.

b) Si K est un compact de B, U est un ouvert de I 1l'ensemble

— =1 -
{F1 IF1 (k) € u} = {Fll F () 2 K} est un ouvert pour la C°-topologie compacte

ouverte.
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4.2 Soit F1 un plongement de classe Ck de ]A(S dans ]A(S comme précédemment.
1
kl
On dit que F‘1 laisse invariant un cercle C de classe C homotope & r = Cte si
k

F1 (C) = C et C est 1'image d'un plongement ¢ de classe C 1 de 'II‘1 dans A homo-

1 1
tope au plongement T ¢ x {0} ;_)'11‘1 X R .
Le cercle C sera aussi appelé courbe (sous-entendu simple fermée).

~

On choisit une fois pour toutes un relévement T1 de T1 au revéte-
1 N 5
ment universel R X R de T X IR, et on ne considére alors que le relévement

Fl de Fl qui est Cl-proche de %‘1.

Soit C une courbe invarainte par Fl' homotope a

r = Cte ; son relévement ?:' dans R X R est alors invariant par 7 ; on dit que

B € R est le nombre de rotation de '5 si B est le nombre de rotation de la restric-
tion de 'f"l ac.

On dit que C est le graphe de P € CO('].!‘l) si ona :

c=1{®,p®nioem ).
On écrit C = graphe (y).

4.3 Sous les hypothéses de 4.1, F dévie la verticale. Par la théorie de
Birkhoff, il existe a > 0 ne dépendant que de B tel que toute fonction Yy € Co(']rl)
dont le graphe est une courbe invariante par F est lipschitzienne et vérifie
Lip(P) < a (voir [I1.2.2]).

Considérons une suite (Fi)i telle que chaque Fi laisse invariant

=0

1
le graphe Ci d'une fonction q;i € Co(']I‘ ) et que le nombre de rotation de Ci

converge vers F dans la

soit un nombre réel irrationnel B . Si la suite (E‘i)i >0

Cl—topologie et la suite (\bi) a une limite Y dans la Co-topologie, alors
i>o
le graphe C de y est un cercle invaraint par F et son nombre de rotation est B .

De plus | est lipschitzienne. Nous renvoyons le lecteur & [I.5] pour les

démonstrations.
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4.4 On conserve les notations de 4.1. Soient k € 1\1* , O< k1 < k. Alors,
le plongement F1 de classe Ck de m61 dans I laisse invariant un cercle C contenu
dans l\61 n FII(I\GI) de classe Ckl si et seulement si F = G » F e G_1 laisse
invariant le cercle G(C) de classe Ck1 . De plus, les nombres de rotations de C
et G(C) sont égaux, et C est le graphe de \pl € Co('n‘l) si et seulement si G(C)
est le graphe de la fonction P(B) = g(8, wl(e)). En effet, la conjugaison par
G préserve pour une Sous-variété la propriété d'étre un graphe.

Par continuité de la conjugaison, lorsque C est contenu dans

ms n FII (.‘IA(S ), les nombres || wllk et |lF-T k sont petits si et seulement
1 1 c 1 c 1
si les nombres Iltplll k1 et || F, - T I k1 le sont aussi .
C C
k
4.5 Soit F un plongement de classe C de m(S dans A de la forme :

F(6,r) = (6 + a, +r, r+ @(©,r)) ;
on suppose que (p est petit dans la Cl-topologie.
Dans le revétement universel R X R de 'J.I'1 X IR , on considére le

relévement F de F défini par

F(e,x) = (0 +0o, +xr, xr +@B,r)) , (6,r) €ER x R ,

1

et, pour tout A € R, la translation :

f-;\(e,r) = (8,r+A).

On dit que F translate un cercle C, homotope & r = Cte, de ) si le relévement
€ de C est invariant par 'f.'_ 2° F ; le nombre de rotation de C est alors celui de
la restriction de T z° F ac.
1+vb 1

on note ¢ 'V (' ) l'espace des fonctions Y € C1 (‘11'1) dont la

dérivée premiére est & variation bornée.
X ' . 1+vb 1
Si le graphe C d'une fonction Y € C (') est une courbe

translatée dont le nombre de rotation f est irrationnel, C est l'unique courbe

356



M. R. HERMAN

translatée dont le nombre de rotation est B . Ceci résulte du théoréme de Denjoy

[H, VvI] (voir [1Vv, 5.10]).

4.6 On se donne F comme en 4.5.

k
Pour qu'une courbe C graphe d'une fonction ¢ € C 1(']I‘l) soit translatée par F

de A , il faut et il suffit que :

k

£0) =0+ ¥ () +a, £€p L

A+ Yo £(0) =Y(B) + ©(O, P(O))

1
pour tout 6 € T~ . Le nombre de rotation de C est alors celui de f£. En effet la
projection sur la premiére coordonnée de R X R dans IR conjugue f & la restric-

tion de F a C.

4.7 On dit que le plongement F, de classe Ck de IXG dans B a la

1

propriété d'intersection si tout cercle plongé C de classe Co, homotope a

r = Cte, intersecte son image par F1 .

Il suffit de le vérifier pour un ensemble dénombrable de cercles (Ci),
0o
homotopes & r = Cte et de classe C , qui soit dense pour la Co—topologie.
Il n'est pas difficile de voir que si une suite (Fi)i >0 de plonge-

ments de 36 dans A ayant la propriété d'intersection converge dans la Co—topo—
logie vers un plongement F, alors F a la propriété d'intersection. Ainsi, la
propriété d'intersection est fermée pour la Co—topologie.

Par conjugaison, si F, a la propriété d'intersection il en est de

1
o -1
méme pour F = G o F1 o G .
Si le plongement F a la propriété d'intersection et translate le
graphe C d'une fonction Y , C est en fait invariant par F.
On consultera [HB] pour divers exemples de transformations ayant la

proriété d'intersection. Le seul que nous utilisons dans la suite est le suivant :

un plongement F, de Ixé dans B est dit globalement canonique si F

1 est homotope

1
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au plongement canonique de R s dans R, F1 préserve la mesure de Lebesgue et

*
Flv—v est exacte, v désignant la 1-forme r 40 .

©
La formule de Stokes montre alors qu'une courbe C de classe C

homotope & r = Cte doit couper son image par F1 .

4.8 Remarques : 1. Soit 1=‘1 un plongement de classe Ck de I\s dans B homotope

au plongement canonique. Si F, préserve la mesure de Lebesgue et laisse invariante

1

1 :
une courbe C de classe C homotope & r = Cte, alors F1 est globalement canonique.

2. Soit F1 un plongement globalement canonique de ]A6 dans B

1
et C une courbe de classe C, homotope & r = Cte contenue dans I-\G . Pour a > 0
assez grand les anneaux bordés respectivement par C et {r = -a} et par 1.=‘1 (c)
et {r = -a} ont méme aire.

3. Si F1 est globalement canonique, alors pour tout )\ # O,

L F, est un plongement préservant la mesure de Lebesgue, mais n'est pas globale-

PR

ment canonique (L. désignant le difféomorphisme L)\ (0,r) = (B, r+)\) de R).

A

4.9 Opérateurs d'extensions .

On fixe jusqu'ad la fin du paragraphe un difféomorphisme de classe

00
[e] complétement intégrable T, de B , vérifiant les conditions de 4.1.

1
* k
Soient § > 0, ¢ > 0, k € N . On désigne par Pgc (§,c) l'ensemble

des plongements globalement canoniques F de classe Ck de B dans B qui véri-

26
fient :
[ | <c .
1 1
Cc (Ez 6)

. k k .
On munit Pgc (§,c) de la C -topologie.
Proposition : Soit § > 0. Il existe une constante strictement positive ¢, dépen-

dant de § et Tl' et une application E d_ech1 (§,c) dans Diff1 (B) ayant les

propriétés suivantes :
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i) pour tout F € P901 (8§,c), E(F) est un difféomorphisme globalement canonique

de B qui colncide avec F sur B, et coincide avec T, sur B - Bays

k X .
ii) pour tout k > 1, la restriction de E & Pgc (§,c) est une application continue

de chk(é,c) dans Diffk(]A) , muni de la Ck-t.opologie compacte ouverte.

Démonstration : On utilise le formalisme des fonctions génératrices. Ecrivons

comme en 4.1 :

F(@,xr) = (6+ 0, + g(8,r) , r+9@®d,r)) = (O,R).

1

On suppose ¢ > 0 assez petit ; il existe alors des réels a,b,

a < 0 < b, tels que pour tout F € ch1 (§,c) on ait :

i) l'application H(6,r) = (0,g(6,r)) est un difféomorphisme de ]A25 sur son
image ;
ii) le compact K = 'I[‘1 x [a,b] contient H(]AG) en son intérieur, et est contenu
dans l'intérieur de H(]AZ(S)'
Soit v=0 - 06 - a, = g(6,r) ; sur K, on peut écrire :
r = h(0,v),
R = h(0,v) + @(6,h(6,v)).
Soit w la 1-forme :
w = R3O - rd0 = Rdv + (R-1xr)do .

k k X
Si F est de classe C , w est de classe C . La l-forme w est exacte puisque F est
globalement canonique ; elle s'écrit donc w = dS, S étant une fonction numérique de
k+1 ' . s
classe C sur K , qu'on normalise en exigeant S(0,0) = O.

Rappelons que T1 est de la forme :

Tl(e,r) = (0+ t(xr) + oy ex)

On peut choisir a, < a, b, > b tels que |t(x)] <38 pour tout x € [al,bl] .

1 1

. 1 -
Soient alors K1 =T X [al'bll , 2 la primitive de t ! qui
s'annule en 0, et X une fonction numérique positive de classe Cw sur A qui

vérifie
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X (x) o pour x € K

]
-

X (x) pour x € K .

~
Définissons la fonction numérique S sur B par :

S-2 = x(s-2).

k k+1

~ + k+1
L'application S » S de C 1(K) dans C (B) est alors continue pour la C -topolo-

gie, et on a :

(S-2)(x) =0 si x¢K1.

Pour € > 0, on définit :

Y = {Se Ck+1(l\) | (§-2)(x) =0 pour x ¢ K, et I1s- 21 2 < e}

€ c (m)

Pour tout € > 0 fixé, si c est assez petit et F € chk(d,c) , 1l'application S

k+1
construite ci-dessus appartient a Y .

caz ~ k+1 N
Considérons, pour S € Ye , le systéme :

v = E(Q) - 9—(11 '
E(R) (0,v) = g_s_ 6,v)
v
(E(R) - x) (B,v) = g—g 0,v) .

Pour g >0 assez petit (0 < € € ¢ o) , on peut résoudre ce systéme en exprimant E(Q),
E(R) en fonctions de (0,r).

Pour ¢ > O assez petit, F € chk(G,c) , la fonction s appartient a
Yk+1 et on définit E(F) par

€
[e]

E(F) (6,r) = (E(OQ) (0,r), E(R) (0,r)).

Il est facile de voir que 1l'application E - E(F) vérifie les propriétés de la propo-
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sition .
4.10 Pour € < Eo' on note E1 l'application définie ci-dessus qui a
~ +
S € Y:+1 associe la restriction E(f)| R 38 € ck(m36,n) . L'ensemble Y: ! étant
. k+1 . . . k+1 ,
muni de la C -topologie, E1 est un homéomorphisme de Ye sur son image. Celle-

. k .
ci est donc localement connexe pour la C -topologie.

ips ' L k+1 k+1 .
Proposition : L'ensemble YE est dense dans Ye pour la C -topologie.

Démonstration : Pour k = 0, on définit :

cc (m) = {p€ Ck(]z-\)l Support () < Kl}

L k k
Il suffit de montrer que CK (B) est dense dans CK () , muni de la C -topologie.

1 1
Soit ¢ € CI]: (Bn) . Pour 1 > t > 0, définissons :
1
al+b1
Xt(r) = (6,(1-t)r+t __é_)) .

k s
Comme @ o Xt converge vers (¢ dans la C -topologie lorsque t tend vers O, il

00
suffit 4'approcher @ o Xt , pour t > 0 fixé, par des fonctions Y € CK (m) .
1
Fixons donc O < t < 1 . Le support de (01 = Qo ¥ est contenu dans

1

by -ay
Ki = T X [a1+€ b

1—6],avec €=t —

00
Soit X une fonction numérique de classe C sur B qui s'annule hors

o .

de 1(1 et prend la valeur 1 sur K!

1" Par le théoréme d'approximation de Weierstrass

) : s . o y
[NI]' il existe une suite ((pi)i >0 de fonctions dans C (B) qui converge vers

k
(pl dans la C -topologie. La suite de fonctions (Xq)i)i converge aussi vers

=0

k
Lpl dans la C -topologie (par la formule de Leibnitz), et ses éléments appartien-

0
nent a C_, (R). -
K
! o k+1 k .
Corollaire : L'ensemble E:1 (Ye) est dense dans E1 (Y8 ) pour la C -topologie.
Remarques : 1. Si c > 0 est assez petit dans 4.9 et F € Pgc(§,c), E(F) dévie la
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o
verticale. Par la théorie de Birkhoff [I.3-et 4], toute courbe C de classe C , homo-
tope & r = Cte, contenue dans :IZS.‘S et invariante par F est le graphe d'une fonction

1
lipschitzienne sur T .

i 3
2. Soit Y2+LJ‘P la partie de YZ constituée des qJEYz telles que D @ soit

3+Lip

e . En utilisant des partitions de

une application lipschitzienne. Soit pEeEY
1'unité et des opérateurs d'approximation, on peut montrer que  est limite dans

la C3—topologie d'une suite de fonctions ((pi)i >0 de Y: qui vérifient :

suglpo, I <c, el .
i C L

: +Li 2+Li PN
De plus E1 envoie YZ Lip dans C Llp(ll't,j‘5 ,B) , car la primitive d'une forme exacte
. Li

Lip 3+Lip , et le théoréme des fonctions implicites est

2+
de classe C est de classe C

2+Lip

valable en classe C . Ainsi définie, E, est continue pour la Cz—topologie dans

1

2+Lip (n

+Li
C 36,E) et envoie les parties bornées pour la topologie C3 Lip dans des

2+Li
parties bornées pour la topologie C Llp.

3#Lip

On a méme mieux : si S tend vers & dans la topologie C ’ E(E)

tend vers T1 dans la topologie C2+Llp .

4.11 Soit & > 0. On dit gu'une partie P(S g_e_C3(.'A6 ,A) posséde la pro-

priété LC au voisinage de T1 si les conditions suivantes sont vérifiées :

a) T1€P6 .

b) Tout F € P est plongement de classe C3 de B

s dans A ayant la propriété

[
d'intersection.
00
c) PG n c (]I-X‘5 ,B) est dense dans P6 pour la C3-topologie induite sur P(S .
d) Il existe un systéme fondamental de voisinages ouverts (Vi)i >0 de T1 pour

3 s
la C -topologie, tel que les ensembles Vi n P(S n Cm(]AG,]A) soient connexes pour la

0
C -topologie induite.

. 4
4.12 Exemple : Pour € < eo, soit YE l'ensemble convexe défini dans la
démonstration de 4.9. On a associé a 8 € Yg un difféomorphisme globalement canonique

de classe C3 de A, noté E(E) , qui vérifie :
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E(S) (8,1)

T1(9,r) pour |r| = 38 .

Proposition : L'ensemble P36 E(Y:) a la propriété LC au voisinage de T

1"

Démonstration : Il est clair que la condition a) est vérifiée. La condition b)
résulte de 4.7. Comme P36 n dm(336 ,RB) = E(Y:) , la condition c) résulte de
4.10. La condition d) résulte de ce que Y: , muni de la Cw-topologie est locale-
ment connexe et que E est un homéomorphisme de Y: sur E(Y:), les deux ensembles

el
étant munis de la C -topologie. L

Le lecteur peut aussi se rapporter & l'article de Zehnder [2] .
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’
§ 5. THEOREMES DE REGULARITE .

oo
5.1 Soit & > 0, et F une application de classe C de :IZ-\6 dans B de la
forme :

FO,r) = (6+ r +0,r + ©(6,r)).

On suppose gque |l Il 1 est assez petit (par exemple < 1/8) pour assurer que F
C (m )
soit un plongement.

Soit k € N U {+=}; on suppose que F laisse invariant le graphe

d'une fonction Y € Ck(']I‘l) telle que Iyl ° < §/2. Posons alors
C
Hl(e,r) = (0,r- P (6)). On a :

H, o Fo HIl(e,r) = (0 +a+ PO +1r, r+¢1(e,r)),

et F1 = Hle F o H;l laisse invariant ']I‘1 x {0}; la restriction de l“1 a '11'1 x {0}
est 1l'image par la projection canonique de £ =Td + a + P € Dk ('1\‘1) .

Le nombre de rotation de f est, par définition, celui de C.

Supposons de plus que p(f) = al € TR satisfait & une condition diophantienne :

il existe 820 , 7Y > 0 tels que, pour tout rationnel p/q ,
—2-

lag - (/) 2 vaq B,

Par un théoréme de J. C. Yoccoz [YI] (voir aussi [Y2]) , qui généra-

lise le théoréme fondamental de [H,IX] , il existe une entier ko ne dépendant que
alors £ =h o R o nt

de B tel que si f € Dk('I[‘l) , k= ko , et p(f) =a
1

k-1- B -€

17’

avec h € D (‘11‘1) pour tout € > 0.

Dans les paragraphes suivants, nous utiliserons ce résultat dans le

cas particulier oi le nombre o, est de type constant : ce résultat résulte alors

1
du théoréme fondamental de [H,IX] (voir aussi [Y2]) . (Rappelons que tout nombre de

type constant satisfait & la condition A et que tout nombre satisfaisant a la

condition A vérifie une condition diophantienne).

. -1 -1 -1 _ -1
Soient Hz(e,r) = (h “(0), (Dh “(B)) "r) et F,=H, o F, o Hy” .

On a :
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F,(8,2) = (8 + 0, + b(8,1)r , rc(8) + 0(r))

k-2-B-€
ol b,c sont des fonctions numériques de classe C B ,vérifiant b(6,0) > O,

c(f) > O pour tout O € '11‘1 .

5.2 Soit F comme dans 5.1 ; supposons de plus que F posséde la propriété
d'intersection. La proposition suivante est démontrée dans le travail de R. Douady

[D] .

Proposition : Soit £ un entier = 2. Si l'ordre de différentiabilité k de F est

au moins égal & un entier kl qui ne dépend que de B et £ , il existe un difféo-

morphisme GR, de B , un réel 69‘ > 0 possédant les propriétés suivantes.
i) GJL ° HEI est de classe CR' et laisse invariant '1[‘1 x {0} .

-1
ii) G, o F o G est de classe CQ' sur R et s'écrit :

2 L GJL
-1 2
Glo F,,GQ = (6 + a1+r,r+r wl(e,r)),
(DJ?, étant une fonction numérique de classe Cg' sur EZG .
L
iii) lorsque k = + » , GJL et (pl sont de classe Cm N
Remarque : Lorsque F préserve la mesure de Lebesgue, & condition de remplacer

6+ r+ a par 0 + a1+br+...+r2$

1 1 (6,r) ., ou $2 est de classe c¥ ,

2

Birkhoff([B]) montre qu'on peut imposer a Gy de préserver la mesure de Lebesgue.

5.3 Rappelons le théoréme de la courbe translatée, tel que nous 1l'avons

démontré dans [BO] et [BH] ; on peut aussi utiliser [Rll.

Théoréme : Soit o, € R un nombre satisfaisant & une condition diophantienne

(_d'exposant B). Il existe un entier SLO, géggggant seulement de B, et deux

constantes strictement positives c 02 qui possédent la propriété suivante :

1’

soit © € C (B) vérifiant lpll g < ¢, i définissons
soit vé - définissons

44



COURBES INVARIANTES EN CLASSE C’°

FO,r) = (0+ al + r,r + @O,r)), B,r) € A ; alors il existe Y € Cw('n'l) , AER

‘tel que :
i) le graphe C de ¥ est invariant par L_)\ o F, gﬁ_L_)\(e,r) = (B, c+X) ;
ii) le difféomorphisme f = Id + § + al € Dm’('Il‘l) est C.:° conjugué a Ra (en
1

particulier le nombre de rotation de la courbe translatée C est 0, ).

1

o
De plus, l'application F - (y,)) est continue pour la C -topologie

et on a :

IILI.!IIC2 + Al <cz lfo I % .
c (m)

5.4 Unicité des courbes translatées.

Soit F comme en 5.1. On suppose qu'il existe deux fonctions numéri-

ques ll)l ’ 1p2 € Co('n‘l) , de graphe Cl' C2, et deux réels )\1, )\2 qui vérifient :

a) ||llJi Ii o §/2 , I)\il < §&8/2 pour i=1,2 ;
C

b) L,

. F(Ci) = Ci pour i = 1,2 ;

c) 1])1 €ct (‘]1‘1) et D “’1 est & variation bornée ;
N _ o, 1
d) p(f1) —p(fz) ER- Q ,oufi—Id+0L1+lpi € D () .
Alors, on a "’1 = q;z , )\1 =)\2 .
Remarquons que si “‘1 € Wl'p(’xl'l) , alors 1]11 vérifie la condition c) .
Rappelons rapidement la démonstration de [IV. 5.10] :

par [H,III, 4.1.5] , wl- wz s'annule en au moins un point, donc C1 n C2 #0 i

+
on doit donc avoir )\1 = >‘2 ; comme f1 € D1 vb(‘]I‘l) , le théoréme de Denjoy

[H, VI] implique que les orbites de L-)\ o F sur C1 sont denses dans C1 ; mais
1

alors )\1 = )\2 et C1 n C2 # @ impliquent que €, =C, .

5.5 On fixe § > 0 et un nombre réel oy satisfaisant & une condition
diophantienne.

Soit w6 1l'ensemble des applications F de classe Cm de ]AG dans
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A qui ont la propriété d'intersection et sont de la forme

F(6,r) = (8 + 0o +r, r + ©(0,r)) , avec |l 1 < —;—
C

On note V l'ensemble des F € WG pour lesquels il existe une fonction

S, oy
1
Y € c” () , Iyl o < §/2 telle que le graphe C de 1 soit une courbe inva-
C
riante par F de nombre de rotation ozl .
00 00
On munit w6 de la C -topologie induite de C (EG ,B) .

Proposition : L'ensemble V

6,011 est ouvert dans w6 ; l'application F ¢ V(S oy

o 1

F € V(‘5 a - Y € C (') est bien définie (par 5.4) et continue, lorsqu'on

'

. 1 oo 1 oo
munit V(S et C (') de la C -topologie.
,0L1
Démonstration : Nous allons montrer que V6 a est un voisinage de chacun de ses
—_— ’
1

points.

Soient JZ,O l'entier donné par 5.3, et £ un entier au moins égal &

0
2 4+ 2 ; atout FEV , on peut associer un difféomorphisme de classe C de

() §,a

B qui vérifie les conclusions de la proposition 5.2 ; on a donc :

G o Fo Gyl

o 2 ©,r) = (6 + a

2
1 +r, r+ rwz(e,r)).

©o
Soit X wune fonction numérique positive de classe C sur ]R+, qui vaut 1 sur
[O,%] et 0 sur [1,+®).

Pour O < € < 62' (62 étant défini en 5.2), posons :

F (6,r) = ®+r+a, , r+ x(‘—rl—)rl @, (0,r))
1 € 2
Alors Fe et F coincident sur ]AE/Z c ]A‘SQ/Z . De plus, en définissant tpe par
tPe(e /) = x(%)rg' @, (0,r), il existe une constante c > 0 ne dépendant que de

wg et X telle que :

2
||LDE|| Q‘o <ec.
C
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Sy
Soit alors F1 € W5 assez voisin de F dans la C -topologie. Posons :

Fz(e,r) +r+q)1(6,r), r+q>2(9,r)).

G o F, o G l8,r) = (8+a
'y 1

2 1
G(B,r) = (6,r + @, ,r)),

Go F,o G-I(B,r) = (0 +a

F3(9,r) + r, r+(p3(6,r)).

1

Si F1 est assez voisin de F, G définit un plongement de B dans B dont

3 /2)62
1'image contient R .
GR,

P r
De plus on peut supposer que F1 est défini sur ]A(3/2)6;L et F3 su

Définissons T(B,r) = (0 + r + al,r) et, pour O < g < GQ:

= - x|
(F), (B,r) = (0 +ay + 1, v+ x() ws(e,r))

2 .
Si 1?'1 est assez proche de F dans la C -topologie, on aura :

o

IF)_ -l o < IF_-7Tl, FI@F)_ - F g
e c® € c °m) e Ec%m)

(R)

< 252c.

Soient Cl' C2 les constantes données par le théoréme 5.3. On choisit € > 0 assez

petit pour avoir 2 €2c < Ch et Ec02

El € Cw(’n‘l) , de graphe C1

< 1/8 . Par le théoréme 5.3, il existe alors

et }\1 € R tels que :

i) L ° (FTI)

(c,) =¢C
_>‘1 € 1

1

ii) le nombre de rotation de C—1 est a, .

I N b

| < (2e2c)c < e/4 .
c 2

1

Oor (Fl) et F3 coincident sur me/2' et F3 a la propriété d'inter-
section sur ]A(3/2)6 ; donc C_1 est une courbe invariante de F_ ; l'application qui
L
associe “’1 a F1 est définie au voisinage de F et est continue pour la Cm—topologie.

Si € est assez petit, le changement de variable inverse de celui

qui a fait passer de F1 a F3 donne une courbe C1 invariante par FI' de nombre de

47



M. R. HERMAN

rotation oy s qui est le graphe d'une fonction wl € Cm(mﬁ) vérifiant

IRV} < 8§/2 ; de plus, lorsque F, tend vers F dans la Cm—topologie ,
1 CO 1 1

converge dans la Cw-topologie vers la fonction P dont le graphe est la courbe

invariante par F, de nombre de rotation ¢ L]

1

5.6 Soit F € W, ; on suppose qu'il existe un entier k 2 1 et une fonction

$
Y € Ck(irl) Ayl o < 8§/2, tels que le graphe C de Y soit une courbe inva-
C

riante par F dont le nombre de rotation a, vérifie une condition diophantienne

1

(d'exposant f ).

Théoréme : Il existe un entier 11 2 2 ne dépendant que de B tel que si F,

00
Y,k sont comme ci-dessus et k > 21, alors la fonction { est de classe C .

Démonstration : Soit 20 l'entier défini en 5.3, & = £01-2, et kl = 21 l'entier

associé a § par la proposition 5.2.

On associe au plongement F, comme en 5.5, un changement de variables

G et une application.F; , pour 0 < g < § celle-ci est de la forme :

2 L

Fe(e,r) = (0+ r + Oy ¥ +w€(e,r)),

2
avee loldl oo < €%,
c (m)

c étant une constante ne dépendant que de F et de la fonction auxiliaire ¥ .

Soit (Hi)i S 4 une suite de difféomorphismes de classe Cou de A

qui converge vers G dans la CQ—topologie compacte ouverte. Pour tout i = 4,

L

-1 . :
0 < g < 62, on peut construire & partir de Fi = Hio F o Hi une application

(?i)8 par le méme procédé qui a servi en 5.5 & construire (f&)e a partir de

F2 .

Pour € fixé, et i assez grand, les propriétés suivantes ont lieu :

i) F, est défini sur B et (F-i)e est définie sur A ;

GB/2) 8,
‘4 = - 2 .
ii) ||(Fi)e T 9 < 2€'c

c °(m)
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od T(B,r) = (0 + h + r ,r) ;

iid F. a ropriété d'intersection sur B .
iii) (Fi)e la prop S e/2
Si € > 0 est assez petit, et i assez grand, le méme raisonnement qu'en

5.5 montre que (Fi)e posséde une courbe invariante Ci e de nombre de rotation
’

o, qui est le graphe d'une fonction \pi e € Cw('n‘l) vérifiant
’

1

(Le fait que \pi’e soit de classe C~ résulte de ce que (Fi)€ l'est aussi).

Pour € > 0 assez petit , puis i assez grand, on voit que Ci,e
est aussi invartante par Fi. Comme F = Hzl o F o Hi, on en déduit que F laisse
invariante une courbe C de classe c” dont le nombre de rotation est a1 ; de

— 2
plus C est proche dans la C -topologie de c si € est petit, donc est un graphe ;

le résultat d'unicité démontré en 5.4 permet de conclure que C = C . ]

Remarque : La proposition ci-dessus est 1l'analogue des proposition de régulari-

té sur la conjugaison différentiable des difféomorphismes de 'n'n démontrées dans

[H.XI 6.3] et [HD] .
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§ 6. INﬁGALITéS A PRIORI CONDITIONNELLES .

6.1 Dans ce paragraphe, on se place dans la situation suivante : on se
donne &§ > 0, € > 0, 00 un nombre de type constant dont on notera Y la cons-

tante de Markoff, et F un plongement de classe c” de ]AG dans B de la forme :

F(O,r) = (6 + r + o,r + ©(O,r)).

on suppose que |l @l < g, et que F posséde la propriété d'intersection sur
cC (mn,.)
- 9
s -
On suppose enfin que F laisse invariant le graphe C d'une fonction

Y € Coo('n‘l) , vérifiant || Yl < &§/2 , et que le nombre de rotation de C est O .
°

6.2 Posons £ = Id + § + a € D (') , et G(O) = (8, Y(B)).
Par 4.6, Y est solution du systéme :

(+) Yo £- 9

@ oG

p(£) a

Par [H,II] la fonction | s'annule au moins en un point. Par le théoréme fondamen-

-1

tal de [H,IX], on peut écrire £f = h o R o h , avec h € Dw('ll‘l) , h(0) =0 .

6.3 Il existe une fonction universelle croissante £ , définie sur ]R+
et a valeurs > 1, telle que :

Sup (el -, Iloe~ 2y o) S Aol .

1
(o) C C

Ceci résulte de [I.2.3] car F dévie la verticale.

6.4 Proposition : Dans la situation de 6.1, posons :

a = 2lol 1 Lo Nl ) .

(e} C1

On a alors :
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2
sup( Iyl _ . oyl ) < 24 @+ 2)V2
C C

Remarque : Lorsque a tend vers 0, on a :

2
S+ a+ 12 2 0al’?y.
Démonstration : L'équation (+) donne
-1 -1 -1
Y -¢Po £ = @(f ,Po £ "), soit encore :

-1

f+ f 1 -1 -1
———=Id+3x O (", ¥ £ ).
2 2

Par 6.3, on a :

o™, v o €71 <zl 2ol ) =a.

(o] C (o]
-1 _
Posons M = Sup (ll Dfll o 7 lIDE "Il o ). Le méme raisonnement qu'en [II.2.4] montre
C C
que
1 a
M + ﬁ <1+ E ,

et 1l'inégalité de la proposition pour |IDy Il o " résulte comme en [II,2.4].
C

Comme la fonction § s'annule en au moins un point, on a

1
Il < 2oyl _ . .
C C

6.5 On dérive plusieurs fois 1l'éqguation (+), en utilisant les conven-
tions d'écriture indiquées & la fin du § 1.

On a donc :
@ Dwofnf—pw=weoc+(mrac)nw;

@ p%e £(0£)° - a202w =B,

ol on a posé
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a2=1-Dulaf+.(Dro G ,
’ 2
B, = Wg0G+ 2@ o GDY+ © o GODY~ .
@ D3w°f(Df)3—a2D3w +3D211)oszlJlDf=B,

ol on a posé :

. 2
B = Qggq G+3«.peer ° G DY + 3<perr° G(DY) " +

. 3 o 2 R 2
+wrrr G (DY) +3chre G DY +3q>rr G DYDY .

Pour i,j= O, posonsxi=Dllb,V =Df=1+X,Yi= (qu))v £,

o4i+d
Z, ,=(=———— @) o G. On a alors DV = X_ ,
i3 a0t o) 2
DX; = Xypr 7 DYy S ¥ Ve D2y 5= 20,9 T B0 Ky
Posons aussi, pour k = 2 :
k k k
= - = - - +
A = 05y £) O - 2Dy ykvk X (=Y, +2 )
On a donc :
k+1 k-1
DA, =Y, .V + kY, X, - X 43, - Xk(zl,l * 2y % - Y,V
= Fry XV Cx (2 +2 X -Y.V
Aert K2 x'%1,1 7 %,2% 2V -
La formule @ peut s'écrire :
3 3 i
A, = z z + + X X - Y
3 (i=o(i) 3-1,1 %) 3 By 0%p 3% XX, T 3VKY,

c'est a dire que A3 est un polynéme en les variables V, Xi, Yj’ 4 n pour i = 1,2,

2/'
2, 2S<S2+m<3

.
]

En utilisant les formules de dérivation ci-dessus, on voit que pour

k = 3, A, est un polyndme Pk en les variables Xi’ Y pour 1 € i<k-1,

k 3’ ZSL,m

N}
N

j<k-1,2< 2+ m< k, et on a la formule de récurrence
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k-1
- - X + L == X +
21,0 %0,2 % T V) S kX V 3x, X

oF oP
(Y,

__k
Y, ]+1V) +z 9z (Z2+1,m + Zl,m+1 1
3 2,m

P (

kel - Xk

+ I

Cette formule de récurrence et l'expression de A, permettent de voir que :

3

= + =
<:> A4 E1 + E2 + E3 + E4 E5 E , avec

4 eX -6%Y V2X

1 3 3 5 ou e =2 + Z X, -Yv ,

1
]

E2 =-3 Y2 X

=
]
w
N
>

&
0
‘M

2
5 2,1 Xz + 12 Z1’2X2 X1 + 6 Z0,3 X2 Xl H

=
]

o
N

(:) Le polyndme Ak est de degré 1 par rapport a X 1’ et est homogéne de degré

k

1 par rapport a l'ensemble des variables Yj, Z . Le polynéme formé

2 ,m
par les mondmes de Ak contenant Xk_1 est

k e xk_1 =k Xk—l(zl,l + ZO,ZV - sz).

Le seul monéme contenant Yk 1 est

k(k-1) k-2
T T Y XV .

Les coefficients des mondmes de Ak sont entiers positifs ou négatifs suivant que

le monéme contient ou non une variable ZQ m
’

Un mondéme de Ak contenant la variable 2 (2 € 2 + m< k) mais pas

2,m

la variable Xk_1 est de la forme :

P P
1 k-2
Z e
n l,m X1 X

avec n € N , p; €N, Zpi =nm, Zipi = k-2 ; ceci implique que P, < 1 pour

k 2 5.
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Un mondme de Ak contenant la variable Yj (2< j<k-1), est de la
forme :

py P! p'
1 2 k-1
-n Yj v X2 “ee Xk—l ’

avec n € N ,p]!_E:N, Zp]!.=j,2ipi=k .

@ Le polyndéme DAk_1 a les mémes propriétés que Ak, &4 ceci prés que les termes en

Xk_1 sont
(k-1)e RKeq = (k- 1)Xk_1 (Zl,l + ZO,ZV - Y2V) ,
et le terme en Yk—l est
_ (k—l;(k—Z) Yk_l X2 Vk-2 .
6.6 Rappelons que dans la situation de 6.1, F a la propriété d'inter-

section et f s'écrit £ = h o ROL° h_1 avec h € Dm(’]I‘l) , h(0) = 0.

Lemme : On a :

1
I Log Df o hdg =0 ;

0

1

I LOg(l—Dq)of-F(proG)ohde =0 .

0
Démonstration : Comme Log Df o h = Log Dh ¢ R -Log Dh , la premiére intégrale
- a
est nulle.

Posons H( ,r) = @,r+y(0)) ; alors F, = H_lo F o H laisse un

1

1
invariant T " x {0} ; la matrice de DF, en un point 6 ,0 est de la forme :

Df (6) *

0 1- DY (£0)) tO o G(e))
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Si la seconde intégrale n'était pas nulle, le cercle invariant

1

" x {0} serait normalement hyperbolique pour F,, contredisant la propriété

1

d'intersection. L

6.7 Inégalité a priori conditionnelle .

Théoréme : Soient p, p1 € ]1,%[, s € ]0,%{. Il existe une constante universelle

c, et une constante cg dépendant de fagon croissante de s, p et p1 telles que

les inégalités :

Ip%el < cy ,
Pl S
L
It 1l < c Y.
2 s
C (I\d)
impliquent les estimations
2
sl , < clideecl'? + ol , ),
L P c(m )
§
2 [«
ID“£ Il <=lopl
2_ r
i Rt W)
[
ot _on note
3
(D7) » GII _ = sup Iz, N .
P o<i<3 i3-1".p
Démonstration : De (:) , on tire :
G) D Yof - aDoW + 3D2Y o £ DAY (DE) 2 = B(DE) >,
-3
avec a = a2(Df) .
Par 6.6 et 3.10, on peut écrire a = bb £’ b étant une fonction
o

oo
de classe C & valeurs strictement positives.
1 1
Pour ¢_ < =, on a, par 2.9 , Ipf-11 o < 5 i de plus, lorsque
C
c_ est petit llDpall l'est aussi.
s Lpi
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Soit 1 < p < 2-s ; définissons p', q, q', r par :

+ =1, + =1,—1—+

L
1]
-

.

1
>

Q=

1
El

Q=

= 2
a= 3=

En appliquant 3.12, on obtient alors, lorsque cg est assez petit

Ioh Lo gl o' < 2(=lph (bl L <2
*) L L
hoont e VY < 2t/a
12

On multiplie 3; par bo £, on compose alors a droite par h et on intégre sur

1 . X
T , l'équation obtenue ; cela donne

1 1
3[ (b o f Dz‘b o f Dzlb(Df)—z) o hdd = J (b o £ B(DE) 2o hdb .
o o

De l'équation @ , on tire

szp of = aDzw Df + x32(Df)'2

On a donc

1

! 2.2 - ! -3
(%) 3‘[ [b(D“Y)“(Df) "1 o h a8 =J (bo £B(MDF) >)o had -

o

! -4 2
-3J (bo £ B,(Df) DY) o h ad
o 2

Montrons que le membre de gauche de l'écalité (**) est =2 | p? l])||22 _g + En effet
L

- 2
(Df) ! > 3 v donc ce membre est supérieur a

1
zj b%y) % phlae
o

et l'inégalité de H&lder donne
1 1
J ID%p12~ a8 < ¢ j
o

o’ 2e.ont @) wonh U,
o 2

1

1
< 21/9¢ J 0’0? bont @ par (%)
(o]
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d'ot on tire l'estimation cherchée.
Estimons le membre de droite de (k¥*). Par 1l'inégalité de H8lder,

6.4 et (*), ona :

1
- 2
J (b o £ B(Df) 3)o hda <c (l (D3cp) o GlIl _+ligl _liD7yll )
1 P 2 2-s

o) L C L
! -4 2 2

I (b o £B, (Df) " DY) o hdd < clel , oyl ,_ o -
o c (mé)

On obtient donc

+ I, Gl o)

2 .2 2
D™yl < ¢ el , o7yl
L

L2—s C

L2—s

2 . ‘2 A P PR
En résolvant en D Yl g.g < Ceci donne la premiére inégalité du théoréme.

Pour obtenir la seconde, on majore différemment le premier terme
du membre de droite de 1l'égalité (*x).
L'expression B est somme de 6 termes qui contiennent, sauf le

2 2
premier, un facteur DYy ou D“Y . Comme |l D il ° < |Ip7yll { + les termes correspon-

C L
dants dans (**) sont majorés par c, ol 3 “Dzwﬂ 9o ? si cg est assez petit.
1 C (]A(S) L
Il reste A estimer (b o f(Df)_BZ3 o) o h ae .
o ’
On a D(ZZ,O) = Z3,O + Z2,1 Dy , donc
! -3 t -1 -3
(bo £ 2 (Df) ) o hdd = Dh b o £(Df) "2 a =
3,0 3,0
[e] [¢]
r 3 1
= - an - .
JO(Dh b o f£(Df) nzy 0 jozzliwde
Nous affirmons que :
1 -1 -3 -1 2
(%%) I IbDh ~ b, £(Df) “- 1]d0 < ey ¥ el 5 + NID7yI 2o ) v
(e} C L

ol c3 est une constante ne dépendant pas de Y .

En admettant momentanément (*x%), on obtient alors :
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! -3 -1 2 2
[[tesz, 0071 0n <y cnon?, + ot , ol
o ! c L c

le second membre de (*¥*) est alors majoré par g Y-l( ol 23 + |l Dzw I P Slkpﬂ 3)
C L C
et minoré par || D211JII22 _g - La seconde inégalité du théoréme en résulte (car y < 1).

Démontrons enfin (***) . On a

! -1 -3 ! -3
I IDh * bo f(Df) - 1] a8 =J | (b o £)(Df) o h-11 ae ,
(o]

1
l Log[b o f(Df)_3]o ha =0,
(0]

Log bo £ - Logb = - Log a =

3Log Df - Log(1-Dy o £ + ¢, . G) .
Par 3.2 , on voit donc que

lLtog bo £o HI < c, v (iD2WN +lol ).
6 2-s 2
BMO L (o]

et on a aussi

Il Log Df o hit =||Log Dh ¢ R - Log Dhll
BMO e BMO

-1 2
< 2oy Dhlly, < ) ¥ DY, g

x|

par 3.4. On utilise alors 2.16, et le*-1] < e - 1 pour x € R, pour conclure :

1
(bo £)DE o h - 11d0 < c, y L ID%£l +lol ).
3 2-s 2
(6] L C

On en tire (***) et le théoréme est démontré. L

6.8 Remarques

1. On n'utilise 1'inégalité |l @l < c_Y que pour majorer lIpall , qui

c(mg) P
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doit é&tre assez petit si on veut appliquer 3.12. Pour ceci, on pourrait supposer

seulement que |l D2tp « G o < e .Y -
1
L

+L =1ets;>s' . Enetudiant la

2. Soient s' le réel vérifiant 2—%—-5 H

démonstration, on voit que, dans la premiére inégalité du théoréme on peut rempla-

par D% @ o el _, .
1

cer |l @l 2

¢ (F‘G) L

3. Il n'y a pas d'inégalité a priori non conditionnelle, comme le montre 1'exemple

suivant :
r2 2
Exemple : Pour a > 0, on considére le hamiltonien H(0,r) = 5 - a(cos mH)

sur A, et Fal le difféomorphisme de temps 1 du champ de vecteurs associé a H, de

-
30

00
dans la C -topologie. Pour a > 0 fixé, et £ 2 0, il laisse invariant le graphe

coordonnées (%(e,r) ’ (6,r)). Le difféomorphisme Fa dépend continument de a

CE de la fonction we définie par :

we(e) = (2a(cos w0 )2 + E)1/2 .

De plus le nombre de rotation de CE est nul pour € = 0, positif pour € > 0.
Soit o un nombre de type constant positif assez petit. Il existe alors une

courbe CE de nombre de rotation o , et €y tend vers O lorsque o tend vers 0O
o
parmi l'ensemble des nombres de type constant positifs. Pour s > 1 fixé,

tend vers + lorsque O tend vers O (sous les mémes conditions) ;

2
"y 1
+,
€y Ll s
donc une inégalité du type

'1/2

C3

2
D l})e I est impossible .

1+s < cIIFal
a L

De méme on ne peut avoir (si on suppose que la constante de Markov de o > O est
= 0 , lorsque O - 0) :

2 -1
o™y |l < cvy HFE_ll .
€, L1+s a C3

En effet, o et Eot sont liés par la relation
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1
ot = J« (2a(cosT0)? + € )‘1/2de ,
o o

1/2 est assez petit, alors que |l Dzwe I 1

donc 01_1 de l'ordre de lLog t—:al si aa
o L

est au moins de l'ordre de e;s/2(1+s)

+s

L'expression de H dans l'exemple précédent n'est pas essentielle ;

1'important est que le champ de vecteurs associé posséde un point fixe hyperbo-

lique.
2
4. Lorsque llo I 3 =e Y, e <1, la seconde inégalité du théoréme donne
c (n 5)
2

IDEl 2 < ceY . En considérant l'exemple précédent, avec Y - 0 et a = eYz,

L
on voit qu'on ne peut obtenir une majoration de lIsz 1 o_g Par un terme de 1l'ordre

2 L

de y .

5. La propriété d'intersection n'est pas nécessaire pour avoir 6.6 et 6.7 ;
il suffit que le cercle invariant de nombre de rotation 0O ne soit pas normale-

ment hyperbolique.

6. Dans la suite, on majorera trivialement IID3(p o Gl par llo@ |l 3 .
P c(my)

Soit 1 <p <+ , X € Lp('ll'z) ; on définit le module de continuité LP de

w_(x)(8) = Ssup llxo R_ - xll ?
p el < 6 t P

pour O < B <1, on définit 1l'espace de Besov BB ('11'2) comme l'ensemble des

p1
X € LP('II‘Z) qui vérifient :

1
dt
w_(x) (t) < + .,
jo P 18
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Supposons que (¢ dans 6.7 se prolonge en une fonction de période
1 en r et 0 dont toutes les dérivées partielles d'ordre 3 appartiennent a

1
B;/?('ll‘z) . Comme le difféomorphisme (6,r) - (0,xr+Y(0)) de '11‘2 est de classe C ,

un argument d'interpolation (cf [BL] et [vI,2.19]) montre que ®ggg © Hr

H, © o H appartiennent a Bl/P

2
P a
(perr ° v b 1 (r”) , et le théoréme de

Pgpr ° Hr

trace (sur ' x {o}) [BL] implique :

I’ o Gl .

< c_Ipdel
Lp () P B

1P (m?)
p1

C_ > 0 étant une constante qui ne dépend que de p > 1.

7. Soit Otl un réel vérifiant, pour Y > 0, B 2 0 convenables :

la, - (p/a)l = Yq—z_B pour tout p/qg € ¢ , g=1 .

1
Remarquons que pour presque tout otl, tout R > O convient (avec Y = Y(B,cxl)).
Soit t une fonction numérique réelle sur IR, R-analytigue , dont la dérivée ne
s'annule pas ; considérons le difféomorphisme Tl(e,r) = (0 + t(r) + a, r) de
B . On trouve alors dans [D], qui s'appuie sur [P] , le résultat suivant :
Soient € > g >0, § > 0, k = 2(1+8) + 1 + € non entier

1

k1 =2(1+8) +1 + 81 ; si Fl est un difféomorphisme globalement canonique de

k
classe C de B tel que IIF1 - T | soit assez petit, F, laisse invariant

k 1
clmg)
le graphe C d'une fonction Y € Ck—2(1 +8) ('Irl) ; la restriction de Fl a C est
. P  res . k-2 (1+B)
conjuguée a Ra par un difféomorphisme h de classe C , et P et h-1Id
1 1+€ k
tendent vers O dans la C ! topologie lorsque F1 - T1 tend vers O dans la C 1
topologie.
. . 2,2 1
On a en fait un peut mieux : lorsque el >B, YPEW (Ir”) . En

o 1+ 81 1
effet, lorsque F1 est de classe C , on écrit dans @ la fonction a € C (mr”)

b € Co(']I‘l) , et Ib-1]l o est petit lorsque

sous la forme b »
bo £ e
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|IF1 —Tlll " l'est. L'équation (**) donne ensuite une inégalité a priori :

C 1(’II'l)

2
1201, < cllol ;-

C
k1
Lorsque F1 est de classe C , IIF‘1 - Tlll x < v et V est assez
1
C oo
petit, on considére une suite de difféomorphismes Gi de classe C convergeant
vers F, dans la Co-topologie, telle que |l Gi_Tlu " < ev ; l'inégalité a priori
1

C
permet alors de conclure par un argument de compacité (2.10, 4.3, voir aussi

6.12).

+ +
8. Posons  @gge = sup (O, 500 ), Corr = sup (O, werr),

+ =~
orr I L°°’ II(peerll ) - Alors, dans le théoréme de

K =supll @yoq I . 0
L L

ﬁ"' e, 1

6.7, on peut obtenir au lieu de la premiére inégalité :

Iip2gil < cliol + kM2,
s-s 2
L C (]AG)

Voir 8.5 a ce propos.

6.9 Pour O < s < % , on choisit O < £ < % en imposant que 2s + 3% < 1 de

1 3 1 P ' .
sorte que T 2 2-s ° On définit sy >2 ,s'>2, g(s,2) >0 par :
1 _ 1 . 1
1+2 2 -s sy !
1 1
V=gms*t >
1 1 1 1
s =30z * q(s,ﬂ,)) !
1 1 3 1 1 3 1
—_— w2, —— - = - ) ==,
donc G0 (1 e} >3 —s) , et TP < 2(1 4) >

On a les inégalités s' < s,, 2-s > 1+8 , 2(1+Q) < s

1 < q(s,R).

1
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1 L 1 1 1 209
Si s = To on choisit £ = {0 et on a 4 < q(—la— ’ ﬁ) = 50 < 5.
Théoréme : Soient O < s < %», 0< & < %-, q = q(s,?) comme ci-dessus . Il existe
une constante 64 € Jlo, —;—[telle que, si £ et ¢ comme en 6.1 vérifient :
0 Io’ell < ye
~ 2-s 4
L
@ o Il < ye
g 2
@y 4

alors on ait :

4 2
< C'
IID u)llq c ol

+||th|5 )
L c (mn

5) C(I\G)

oa C' désigne une constante qui dépend de Y, s, 2, q.

Démonstration : Dans la suite la lettre C désigne diverses constantes dépendant
de s, %, q mais pas de Y; la lettre C' désigne diverses constantes dépendant de
s,2,9,Y -

L'estimation :

@ 1/2 < Df < 3/2

résulte de @ ;i la formule de changement de variable donne alors, pour tout

1
netPa),p>1 -

-1
In o £l _< 21l _» lina £701 _<2nll _,
P P P P

inégalité qu'on utilisera implicitement dans la suite.

On applique les résultats de 3.17 & 1l'équation A4 = E obtenue en
6.5 @ . Les hypothéses@ et @ montrent que les hypothéses de 3.17 sont

vérifiées ; on obtient donc, avec 0< &< %— :
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4 -1 3 2
Il o \]J"Lq <cCcy [IIDEIIL“_Q + IIEIIHQ (I'p f"L1+Jl + Ip a2II L1+2)]

Or on a

2 2 2
Ip a2|IL1+£ =D ©, . G) -D(DY o f)"L1+5L <

< ¢ ll ot 103y o £(pf) 2l

v

2 2
+ llp Yo £ D\M|L1+

C3 L1+!L

<oyl e,y .
L 4

1+ 2

D%y D% o £ 1l reg
L

< | DzlbllollDzw o
C L

On obtient donc :

2
o a2II 3 )

3
<cdo £l + lleoll
+£ L1+SL c

Ll

4 -1 3
@ 1o Vg < ey LURN g (DD 4 + ol 5) + Hoel 0.

c L1+SL

On suppose que {&,s,q,s' 'Sy vérifient les hypothéses du début de

ce numéro. Il résulte alors de @ et 2.11 que :

Il _ <coeptZuntent/?
s 4 q
1 L
L
® o2yl < cioyn/2  yodyn /2
(] 2- s
C L
< aye 2 undpit? .
L

On estime maintenant ||E||1+£ (voir 6.5 @) .
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10 vel |, < cip®wl_ llel par 1'inégalité de Holder
L

s
L 1 L

3 2
< clp7yll s dlu)llC2 + lp wIILz_S)

Ll

< clo’yil . par @ et @ ;
1

L
1% e £ 0% oo |, <cio®yl_ Io*pl, _ par (6) et 1'inégalite de
L. L
L
HSlder .
ponc el ,,,<clio’ i
1 L1+£ sy °
L
2) - 2 2,2
NE, I 4, = 3ID%e €W o
L L
2, .2
<clp®y i, ot ®*
L Cc
3
<clioiul,  par @ et (9 .
L
2 2 3
D Nl <clel, I0tyi’ eyl par ® .

L

4 HE M ;o <Cllol ,
L C

5 gl 4 g <clloll ,  por @ .

On obtient donc, gréce a :

@) ol 5 Wl <clol ;e 22 v ion

C L C L C

3 3,2 3
®) ID N | MEN o < CUD YT, + IDYl _ ol

L L Li L 1 C
4
<clve ol + (ye b )M %ien , 1.
A ? c

Passons a l'estimation de ||DE|| . On prend k = 5 dans 6.5 @, G qui donne les

L1+1L

différents monomes a estimer :
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1 intp.ell, , <dciptul_ el ,
L

! L

4
<c e4ylln Yl L par @@ et s, < q(s,) :

2) Io%y, £ p2woe) 3, < antyi_ 10w
L1+!l s L2-.s

Ll

< ce,vll phpil
Lq

3) Monémes ne contenant pas les variables X,, Y, , 2 : 1ils sont multiples de

4 4 £,m

2 2
12x2x3 v Y3V x3 ou Y3VX2 , et on a

2 2.3 2 .2 3
Ip"ye £ D"y D ML1+£<CII lelco o™y IIIJS1

3 .2
<cloyi®, par (9)
Ll

< C €4Y|| D4!1JIILq par ;

] D3d1o f(Dzlp)sz I <Ce YIID4lb I de la méme fagon ;
L1+1 4 i

3 3 2 3 2
ID"yo £ DY (DE) Il 1+z<c Il Dyl 2(1+4)
L L
3
<clioyl?,
L 1

4
<CE4’Y||D‘J)|| .
12

4) Mondémes contenant une variable Z!l, m avec £ + m 2 4 : ils sont multiples entierg
’
m m-1
X +m = X + . i
de ij"m 1 lorsque £ +m 5, de zR,,m 1 x2 lorsque £ +m = 4. Par @ , ils

sont majorés dans tous les cas par C [ gl 5 -
C

5) Mondémes contenant une variable ZJL . avec 2 <%+m < 3 ; mais pas la variable
’

. . . 2 2
X4 : ils sont multiples entiers de ZO’2X2X3, 22'1X3, Zl’lexa, 21’2X2, ZO,BXIXB'
2
ou ZO,3 X1 X2 , et on a
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Iz .p%y poull, ,<cllel , IDyI b3l
0,2 1+2 2 s
L C L 1 L2-s

< clioll 2
c

4 1/2
intyit/?
Lq

par l'inégalité de H&lder, @ et H

3 4, .1/2
125, W1 <€ loll 5 1071 G° + pax (&)

~

3 4 1/2
121,200 00 |1y < Clob 3 100l 7%, par

~

23 4 ,1/2
12,5 @0 D0y o < cliol 5 ID*u(® , par

C
2, .2 2 .2
Iz, o2 <cliel , 1%yl
1+ 8

1,2 L C3 Co
4..1/2 )
<clol 5 WIS par (8) et ®
lz . xx ., <clol .1 p*yit/? ge 1a méme fagon
0,3 M1727 142 @ 3 g gon.

En rassemblant 1), 2), 3), 4), 5), on a donc :

1/2

4 4
@ IoEl < ce,vIp?ul _ + ol o + ol 5 uptyut/?) .
L1+SL 4 ! CS C3 14

En reportant ,@ ’ @ dans @ , cela donne

4 4 4 1/2
D < ! D
@ bl g < csiotyl g+ et dliol 4 g

2
o’ +loll o) .
L [} C (o}

On choisit 64 de sorte que Ce, < % , ce qui implique

4

4 4 2
ol o <ctilon , tyte? v e’y + ol o)
L C L C (o}

4 1/2 2
< 2c' supll ol , Y172, Hon?, + ol )
4 q 4 5
C L (o] C

et chacune des alternatives pour le sup de 1'inégalité précédente conduit a
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1'inégalité du théoréme. L

6.10 Remarques

1. On utilise 1l'hypothése @ 4 deux moments : pour pouvoir appliquer 3.17 et

. 4
pour majorer lID Y.ell .
L1+2,

oo 4 3 : fr ses R :
2. On a majoré DYy et non DY , ce qui aurait été a priori plus simple : la
raison en est qu'il semble' nécessaire pour estimer D3¢ d'avoir une inégalité a

priori conditionnelle pour || D2f|| 24 6 > 0, que nous ne savons pas obtenir.

6 r
On con.vzcne cecte difficulté grdce aux inégalités et @, qui estiment les

2 . . . :
termes || D31p 1 s et [ID"YIl o sans qu'on sache en obtenir une majoration directe.

Ll C

6.11 Soient 0 < s < % , O < 2 < % , 9 = q(s,%) comme en 6.9, et k un entier au

noins égal a 4.

Proposition : Il existe une constante E:k, 0o < ek < 64, telle que les majorations

2
LEIPURENE

Il < Y .
2 k
c (md)
impliquent :
"yl o < w ol
L (¢}
ol u, désigne une fonction continue croissante positive nulle en O dépendant de

Y, s, % et k.
Démonstration : Elle se fait par récurrence sur k,le cas k= 4 résultant de 6.9.
Supposons donc la proposition valablea l'ordre k-1 2 4.

On obtient, comme en 6.9 pour 1l'inégalité @

k. -1 3
o™yl <c_ vy = [lball + Al CID™£ 1) el 301
= o k L1+9, k L1+2’ L1+11 C3
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ou Ak est défini en 6.5.

1) Majoration de IlAk" 1+ 9
L

o} AN
en norme C , en utilisant que

IlYi|| o = IIXiII o< Il X I 1 < w4 (It x) Ppour i <k-2 ;

C C L C

on a aussi :

ol ) ,

e x [ +R,*glleIIQHX Il +£<Ilello u "

k-1 Ll c k-1 Ll c k-1 c

2
lell < clloll , + 1D U )
o 2 o
C C C

k-1 2 k=2 2
o™ "y o £ D7 ()" "Il , ,<cClD lb“co u cpllck) ;

1
L
donc, on obtient :

1
Na i <u ol ),
Ay L1+ X o

: 1 . . 144 = s s
pour une fonction uk continue croissante positive nulle & l'origine.

2) Comme || D3f|| 142 < | D3lpll q’ on a aussi en utilisant 6.9 :
L L

k)'

3
AN, WD El o +loll 5) < uZdlol
C (o

L1+ 2 L1+,Q,

la fonction ui ayant les mémes propriétés .

3) Majoration de c, I DAk"L1+£ . On utilise 6.5 @ et @

Les termes contenant X, ou Y

X X sont majorés par :

k 2 k.
clp™ I _dle Il + D7y Il )<ceg ylDdDYI_,
@ Lq C2 L2—s k Lq

69
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par 1'inégalité de HOlder, et 2—1_-—5 + %

< T -

2 1
s 1+ 2

1

D'autre part, le polynome DA, est de degré 1 par rapport au couple de

k

variables (X ). On majore les Z , 2+ m< k+1, et Xi' Yi , i< k-2

k-1"Yk-1 2.m

o
en norme C

Ceci permet de voir que 1l'ensemble des termes de DAk ne contenant
2

)y U.3

s +
pas X, et Y est majoré en norme L1 %

3
" x par u, o Il

k1 ayant les mémes
1 C
propriétés que u .

On choisit enfin t-:k de sorte que dans 1'inégalité @ ’

cek soit inférieur & 1/2. On obtient alors a partir de H

3
) +u (ol I1- o=

k -1, 2
o™l < 2cy " [u (ol
L9 ° k c

k+
cl

6.12 Soient k El\l,k>4,0<s<;—,0<l<%,q=q(s,l) comme en 6.9 et

Ek le réel déterminé en 6.10.

Soit (Fi)i > o une suite de difféomorphisme qui vérifient les
hypothéses de 6.1 : pour i = O, Fi laisse donc invariant le graphe d'une fonction
\bi € Cw('ll‘l) , et le difféomorphisme fi =Id + wi + 0 et a pour noémbre de rota-

tion a.

On suppose que, pour tout entier i, on a :

2
o DUPL L

. [
II(piII 2 < gy , avec O < € < 1nf(E ’ Ek),
(e (R‘S)

et Fi(e,r) = (0 +r+a,r+ tpi(e,r))-

1 : [ 1 $ .
Comme €, < 3, on a par 2.9 I|D1.pi||Co < inf - 2) , donc Ilwi Hco < 7 Puisque
wi s'annule en au moins un point de '1[‘1. On a aussi, pour tout i, %< Dfi < % .

k+
On suppose que la suite (Fi) a une limite F dans la C 1-topologie.
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Proposition : Sous ces hypothéses, la suite (Y i) converge vers une limite

Y € Wk'q(’n‘ 1) pour la Ck_l-topologie, qui vérifie :

Iyl < 38/4,
CO

~

D%l ,__ < ey
L =S

de plus, le graphe de { est l'unique graphe invariant par F qui ait pour nombre

de rotation a .
Voir aussi 4.3 a ce sujet.

Démonstration : Soit A = Sup Ilgoi I .Uy la fonction définie en 6.11, et
i

k

k+1
1 C
K la partie convexe de W ’q('l‘[‘ ) définie par :

x = {n e Wy [1oknl _ i <o @ + 23 .
Lq Co 4

k 1
Par 2.10, K est compact pour la topologie faible de W 'q(']I' ) ;i par
3 !
6.11, la suite (wi)i >0 est contenue dans K .
Soit P une valeur d'adhérence de (lj)i) pour la Ck_l—topologie.

AlorstWk'q('ll‘l) ; posons £ = Id + Y + a ; on a%< Df<%~.

On peut passer & la limite uniforme dans 1l'équation (+) de 6.2, ce
qui montre que le graphe de | est une courbe invariante par F dont le nombre de
rotation est a. De 5.4, on déduit 1l'unicité de la valeur d'adhérence y . Les
inégalités sur Y s'obtiennent de celles sur wi par passage & la limite dans la

C2—topologie . L]

6.13 Soit 21 l'entier déterminé en 5.6 ; on se place dans la situation de

6.12 en supposant de plus que k > 21 + 1 et que F est de classe <.

Corollaire : Sous ces hypothéses, la fonction | est de classe c” 7 osi (Fi)

00
converge vers F dans la C -topologie, ("Ui) converge vers y dans la Cw—topologie.
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Démonstration : Par 4.7, F a la propriété d'intersection. Comme
L

k 0
Y EW 'q(’ll‘l) c C 1('I.[‘ ) , on déduit de 5.6 que VY est de classe C . La continui-

té dans la Cm—topologie résulte de 5.5. L]

o
6.14 Remarque : Soit (F‘i)i une suite de plongements de classe C de ]AS

<0
dans B ; on suppose que :

- Fi(e,r) = (6 + r + u,r+—wi(6,r), a étant un nombre de type constant fixé.

- chaque Fi a la propriété d'intersection ;

- chaque Fi laisse invariant le graphe Ci d'une fonction wi € Cw(ﬂﬂ) , et le
nombre de rotation de Ci est o .

- pour tout i, ||Fi - Tl < n avec n assez petit, ol on a posé

clm g
T(O,r) = (6 + r + a,r) ;

- la suite (Fi) converge dans la c” ~topologie vers un plongement F de ECS dans
n.

Supposons de plus qu'il existe au plus une courbe C homotope a
r = Cte, invariante par F, qui ait pour nombre de rotation a ; c'est le cas
lorsque 1 est assez petit et F préserve la mesure de Lebesgue (cf.4.10, Remarque
1, 5.4, 6.4).

Le méme raisonnement qu'en [I.5.4] montre que la suite (U}i)i >0
converge dans la Co-topologie vers une fonction lipschitzienne J dont le graphe
est l'unique courbe invariante par F de nombre de rotation o .

Pour tout o de type constant, on peut construire une suite
(Fi)i >0 avec les propriétés ci-dessus de sorte que | ne soit pas de classe

00
C ; on peut méme supposer que la suite (Fi) est contenue dans un voisinage

i=2o
arbitraire de T pour la C3_€-topologie (avec € € (0,1) arbitrairement choisi) ;

voir {II,III] & ce sujet.

Soit € = inf( S ’

&y €£1+1) comme en 6.13 ; alors par 6.13, on doit

avoir

-soit o, 2 > ey pour i assez grand (mais ceci ne se produit pas si
[ (]AG)
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Fi reste voisin de T dans la c3—e—top0101;ie) ;

s

- soit |l Dzwi I > gy pour i assez grand ;

2—
Al !
rappelons que € dépend de s € (0,5).
Notons bien qu'aucune hypothése n'est faite sur la proximité de Fi & T dans la
3 :
C™ -topologie.

Cette remarque donne une information sur le mode de disparition

0
des courbes invariantes ée classe C , et souléve la question suivante :
o 1

Question : Dans la situation ci-dessus, si Y € C (M) (ou ce qui revient

2
au méme, si Y €cC 1('1[‘1)) , a-t-on "en général" :

~

2
lim Dy Il , =+
io 4w T
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§ 7. THEOREME DES COURBES INVARIANTES EN CLASSE C3 POUR LES NOMBRES DE ROTATION

DE TYPE CONSTANT.

7.1 Soient 0 < s < % , et 0 un nombre de type constant, on note Y la

constante de Markov de O .
Pour € > 0, on note Be l'ensemble des applications F de classe

C3 de JA(S dans B de la forme :

F(B,r) = (B + r + a,r + @(0,r)) avec Il @l < €,
C(mg)

Les ensembles wcS et V6 a ont été définis en 5.5.
’

Soit ¢ la constante définie en 6.7. L'ensemble des F € V(S o bour
S ’

$ 2 <
lesquels la fonction associée | vérifie ||1J1||o <=5, IDYl 372 < CsY est noté
C L
U(S,OL .
7.2 Théoréme : Il existe une constante ¢, > 0 dépendant seulement de s avec

1

la propriété suivante :

pour O < € < clyinf(Y,G) , 1l'ensemble U n Be est ouvert et fermé dans W, N Be

§,0 [

muni de la Cw—topologie.

1
Démonstration : Par 5.5, l'application qui & F € VG o associe Y € Cm('l‘[‘ )
est continue pour la Cw—topologie , donc U(S o est ouvert dans w6 .
'
Supposons ensuite que €< c_ Yy , donc |l @l < c Yy pour
s s
C (Rg)
F € w6 n BE . Par 6.7, on a donc, pour F € UG.OL n Bt—: :
2 -1 -1
7.3 o™ ¢l 2_s< cy "ol 3 < cy e < clcinf(Y,ﬁ) ;
L c (11\6)
donc pour cy assez petit, on aura :
2 1 [
< = < —
o wuLz_s 5 e Y . Wi o< =
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o
Ceci montre que U6 o n Be est ouvert et fermé dans VG a n Be muni de la C —-topo-
r

’

logie.

Soient 21 l'entier défini en 5.6, € le réel > 0 déterminé en

+
2,11

6.11. Ssi cy est assez petit, on a, pour F € U&a n BE :

2
ID wlle_s < clc inf (y,8) < €£1+1Y y

ol , < cyy inf(y,8) <e

Y .
2,+1
C(]Aa) 1

Oon applique alors 6.12 et 6.13, qui montrent que 06 an BE est fermé dans w6 n BE
’

muni de la Cw—topologie. =

1
7.4 Soient 0 < s < =, 61>0,etT

3 un difféomorphisme complétement intégra-

1

ble de B de classe Coo de la forme :

'1'1 (6,x) = (6 + t(x) + a,r) ,

0, 7t <« Ig—:'(r)l < B (cf. 4.1). Soit aussi P

avec t € Cw(R), t(0) une

61
la propriété LC définie en 4.11.

partie de C3(:I!\‘,s +BA) qui a au voisinage de T

1 1

7.5 Théoréme : Il existe, pour la C3—topologie, un voisinage ouvert V de Tl

dans P ayant la propriété suivante : pour tout F € V, il existe une unique

61
2,2-s
fonction ¢ € W'

1
() telle que |l ¢l ° < 61 et que le graphe de Yy soit une
C

courbe invariante par F de nombre de rotation a; de plus Y est de classe Coo
2,2-s

lorsque F l'est, et | est petite dans la W -topologie si F est proche de
T1 dans la C3-topologie.
Démonstration : A tout Fy Cl-voisin de T,, on peut associer, comme en 4.1, une

conjugaison G, et le conjugué F = G o F1 ° G_l, qui est un plongement de

-1
G(I\6 n 1=‘l (IIA(S )) dans B . Donc on peut choisir 0 <§< 61 et un voisinage ouvert
1

1

Vv, de T, pour la C3—topologie, tels que pour F

1 1 EVI’ G(R

-1 .
1 s n F1 (]A(sl)) contienne

1
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I\(S ; la restriction de F & mé est notée ‘1’1 (Fl) ; on a ainsi défini une applica-

tion ‘}'1 de Vv, dans C3(}\6 ,A) .

1
L'application ‘!’1 est continue pour la C3-topologie ; sa restriction
0 =l 00
a V1 nc (a 5 ,B) est a valeurs dans C (]AS,JA) et est continue pour les C -
1

topologies sur ces deux espaces . Enfin ¥ (F,) € W, si F, € P nv, n Cw(]A ,R) .
171 [ 1 61 1 61

On choisit 0 < € < cY inf(y,§) tel que les conclusions de 7.2 soient
vérifiées. Par 4.11 c), il existe pour la C3-topologie un voisinage ouvert V2 de

T, dans P qui vérifie :
1 61

. V2 < V1 H

y nc n
c R
. 1(V2 c (n 61,}\)) WG Be i
0 0

. V2 nc (m6 ,A) est connexe pour la C -topologie.

1

Par le théoréme 7.2, l'ensemble B = )-1(05 o n BE) est
’

v o
1|V2 nc

00 o 00
ouvert et fermé dans V, N C pour la C -topologie. Mais V2 N C est connexe, et

2

T1 € B, donc B = V2 n Cw. Pour tout l=‘1 € V2 n Cw, ‘l’l(Fl) laisse invariant le

graphe C d'une fonction 1 € Cw('n‘l) qui vérifie :

7.6 ||Dz\l}|| < cY_le <L (c£. 7.3),
L2-s 2

7.7 IFyl ° < §/2 ;
C
de plus le nombre de rotation de C est o .
Or G préserve la propriété d'étre un graphe ; écrivons
1@, = (8,9.,6,m) = O£ ) +o_©8,:0), et $O) =g_ (0, ¥(©®) ; le
graphe de $ est G-1 (C), donc est une courbe invariante par F, dont le nombre de

1

~ o0
rotation est 00 . La fonction Yy est de classe C , et on a :

2~ 2
7.8 o7yl <c (g, l Iyl +1lle | )
- - 2 - - 4
L2 s 2 1 c L2 s 1 C2

avec une constante c2 > 0.
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Supposons de plus que V2 soit borné pour la Cz—topologie. Soit

. o .
F1 € V2 n P(s1 , (Fi)i >0 une suite dans V2 nc (1\61,10 qui converge vers F1

3 ~
dans la C -topologie. Pour chaque Fi, il existe une unique fonction wi dont le

graphe soit invariant par Fi et de nombre de rotation o ; on a wi = g_l( ,¢i) ou

1
wi € dm(ﬂ‘) est 1l'unigue fonction dont le graphe soit invariant par Wl(Fi) et

de nombre de rotation o .

Par 7.6, 7.7, 7.8, et 2.10, il existe une suite d'entiers croissante

(i telle que les suites (wi ), 6;1 ) convergent dans la Cl—topologie vers

n n
A . ~ . . « 2,2-s
des limites respectives Y, y qui appartiennent a W '

n)n =0
(Tﬂ) et vérifient les
estimations 7.6, 7.7, 7.8.

En passant & la limite dans 4.6 (pour la Cl—topologie), on voit que
le graphe de Y est invariant par Wl(Fl) et que son nombre de rotation est ¢ ;
comme DY est & variation bornée, son graphe est l'unique courbe invariante par
Wl(Fl) qui ait pour nombre de rotation @ et soit un graphe (cf. 5.4).

Comme G préserve la propriété d'étre un graphe, le graphe de
$J€ w2,2—s(mﬂ) est l'unique courbe invariante par Fl qui ait pour nombre de rota-
tion O et soit un graphe.
dans la C3—topologie, Wl(Fl) est proche

Lorsque F, est proche de T

1 1

de T dans la C3—topologie (ot on pose T(0,r) = (6+a + r, r)), donc par 7.6

2 '~
I D q)||2_s est petit, et par 7.8 HD2¢H ,_g ©St petit (car v, est C2-borné).
L L

La derniére assertion du théoréme en résulte. -
7.9 Remarque : Le lecteur consultera aussi 4.3 et les références qui y sont
citées.
00
7.10 On se donne comme en 7.4 un difféomorphisme de classe C complétement

intégrable T1 de M et § > O.
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Corollaire : Il existe n > 0, dépendant de Y, §, '1‘1, ayant les propriétés

suivantes : soit F un plongement globalement canonique de RZG dans B de classe

C3 vérifiant

I, - FI <n;
1 3
C (mza)

alors il existe une unique courbe C homotope & r = Cte qui soit invariante par

F et ait pour nombre de rotation a; de plus, C est le graphe d'une fonction

- ~ e T
Y€ w22 s('1['1) , U est de classe C si F l'est, et Jy est petit dans la
2,2

W

_s_topologie si F-T1 est petit dans la C3-top0101Lie.

Démonstration : On suppose que 1, est assez petit pour que l'opérateur d'exten-

sion F » E(F) introduit en 4.9 soit défini pour IIF—TllI 3 <n.
C (Rys)

Soit P36 = E(Y: ) l'exemple introduit en 4.12 ; l'application E,

N X 3 : P
a valeurs dans P , est continue pour la C -topologie, et E(F) coincide avec F

36
sur ]AS' Appliquons 7.5 a P Si n est assez petit et F vérifie les hypothéses

2,2-s

38 °

du corollaire, il existe une fonction Y € W (']I‘l) ’ ||'IIJ' I o < § , dont le

C
graphe C est invariant par E(F) et a pour nombre de rotation o .

Comme C ¢ B, , C est aussi une courbe invariante pour F. L'unicité

)

résulte de 4.10, remarque 1, et les deux derniéres assertions du corollaire

résultent de 7.5. =

+Li
7.11 On peut dans 7.10 supposer que F est de classe C2 Lip avec

Ie-ml s <n ’
1" 2+Lip 1
(o] (1\26)

pour une constante n1 ne dépendant que de Yy, § et Tl'
0
En effet, on peut construire une suite Ei dans Ye telle que

(E(Ei)) converge vers E(F) dans la C2-topologie et vérifie, pour tout i :

IIE(Si) - T1|| c3 <n
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Cette construction se fonde sur la remarque 2 de 4.10.

Le reste du raisonnement est alors analogue & la démonstration de
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£4g !

§ 8. LE CAS PARTICULIER DE T
£ 1
8.1 Soit ¢ une fonction numérique de classe C et d'intégrale nulle sur T .

On s'intéresse dans ce paragraphe aux difféomorphismes F de B qui sont de la

forme :

F(B,r) = (B +r, r+ @OB+T1)).

Notons que F préserve la mesure de Lebesgue et est globalement canonique ; F
posséde donc la propriété d'intersection.

Pour que le graphe d'une fonction Y € Co(ﬂJ) soit une courbe
invariante par F de nombre de rotation o, il faut et il suffit que 1 vérifie

le systéme fonctionnel :

Yof= 9o f+y,

f=Ia+y€e DT, plf) =a .

La premiére équation s'écrit encore :

£e £t

_ 1
> = Id + E—w .

Pour r € N U {+o} , définissons :

|
[

{f € D" () | p(£) = a} ,
1

{£ € D" (") | J (£-1d)a® = 0} ;
(o]

R Q

5}
[}

00 00
on est donc conduit & étudier 1l'application ¢ de Fa dans H définie par

-1
+
d(f) = E—ag—— ; pour voir tout ceci, on se rapportera a [II].

On se propose de montrer comment les résultats et méthodes des

paragraphes précédents se simplifient et se généralisent dans ce cas particulier.

8.2 On suppose que o satisfait & une condition diophantienne. En utilisant
[Y1] [Y2] , on peut reformuler 5.5 de la fagon suivante : 1'image Q(F:) est
ouverte dans H°° , et & est un difféomorphisme de classe Cw au sens de Hamilton

00 00
de Fa sur son image ; en particulier ¢ est un homéomorphisme pour la C ~topologie
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(voir aussi [II.2.6]).

On peut traduire 5.6 de la fagon suivante : il existe un entier
L2

2, = 2 , dépendant de 0. , tel que £ € ]E‘C"1 et &(f) € i impliquent f € F:.

1

-1
+
8.3 On dérive plusieurs fois 1'équation fonctionnelle f2f = I1d + %cp , avec

f = Id+y ; on obtient

1 -1
DE+ oo £ =2+Dg ;
D2y - D2\p o £ e 3 2 p%p

Py - £ e s +30% . £ H2meH5 =

® ® o6

oty - pYype e toe™hHd = N, , avec
4 - - - - -1.6
N,=Do+ 15(D2wof L3 7 <10 D3¢ o £1 DZUJo et he,
DN, = Do - 100w « £ 92 o7 - 10 0411;, £! Dzl])o e e 7 4
+ 105 D3¢° £ o%y . 2 e H® - 105(0%y o £ HdmeH? .
Poson v=Df_1 X =Di f_1 ; on a DV = =X 3 DX, = X \Y Oon a our
s v Xy boe i o 2V DXy S XV + P
k> 4
Ky - b5y o £ e - N, = pXo + M
ol Mk est un polynéme enV et Xi’ 2 < i< k-1, qui se déduit de Mk-l par la

relation de récurrence

M oM
3 My k-1 +2
= - V7 —_— -
M = % vt O X axi) k XX 1 Al
~ 2 s
M3 = 3 XZ v

Les coefficients de Mk sont entiers ; si on affecte V du poids O et chaque X, du
i

poids i-1 , M, est homogéne de poids k- 1. Pour k 2 4, l'unique mondéme de

k
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k (k+1) k+2
i _—— g >
Mk contenant la variable X] 1 est 2 sz’ 1V . Pour k 5, M est de

degré 1 en xk_2

Enfin, DMk—l est un polynéme en V et (Xi), 2<i<k-1, qui a
les mémes propriétés que Mk & ceci prés que le mondéme en xk~1 est
k(k-1) k+2
ST B ARV -

8.4 On suppose dans la suite que 0 est un nombre de type constant ; on note

Y sa constante de Markov.

+
Pour ¢ € Co('JI'l) , on pose ¢ = sup(y,0).
-1
oo f+f . 1 Lo ‘s R fas
8.5 On suppose que f € Fa T = id + Ew . L'inégalité a priori condition~

nelle qui suit est l'analogue de 6.7.

Proposition : Soient 1 < P, < E2 ,» 1 <p«<

> . Il existe une constante c > O,

3
2
0

1
et, pour tout s € ]0,5[, une constante ¢ > telles que l'inégalité :
—_— s e _ S

2
< <
o=yl P e Y 1/2

L 1

implique :

2
i, <clo’e 1/
178 P

L

- -1 i :
Démonstration : Ecrivons f ! =h e R—ot o h °, ce qui implique

-1
pe ! = X
Dh "o £

On multiplie @ par (Dh_l)-4 et on compose a droite par h ; on

obtient alors :

D’poh Do h
1

1
-1 .4 - )
(Dh “oh) (Dh "o h)

SonH 4 o%. £HY)

o R _+ 3[(DE”
-0
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En intégrant de O & 1, cela donne :

1
f D0 o h(ph)? a6

1
* 3 I ton H ™4 oe > %o £7)21 o n as
0 o]

1
J pd (oh h)73 e .
o

Définissons p' par % + l} 1. Le membre de droite de (*) est alors majoré par

1ot non™H3y .
P P

Le]

Comme en 6.7, on peut, si cg est assez petit, faire un changement
de variable dans le premier membre de (%) et utiliser 3.5 pour voir que ce

. . < 2, .2 . . .
premier membre est minoré par [ID"YII 2 ; on a aussi, si c_ est assez petit,
- s
L

"(Dh—l)_3“ , <2 ; la proposition en résulte. »
LP
Remarques : 1. On n'a pas dans la proposition fait d'hypothése surIIDzwu .
o

C

2. On pourrait, comme en 6.7 et par une démonstration analogue

obtenir aussi :

1.3
D
D"y Hp

2 -
D"l ,_ < cv
-s

L L

3. Il n'y a pas ici de probléme de trace comme en 6.8.6. En effet,

3 -
ID"wo £ll _ < HD%OH || D 1" , puisque f est de classe C1 ; en écrivant 1'équa-
L P c°
1

. f+f
tion sous la forme

= I4 + 0 , cela supprime complétement ce probléme.

L

8.6 Les hypothéses sont les mémes qu'en 8.5. On prend s = 10

1
, L= qo ' °n

. 1 1 1 1
' — —_— c— —_—
définit s', Sy q(10 ,10) en 6.9 et on a alors 4 < q(10 ’ 10) < 5.

Proposition : Pour k = 4, il existe ek > 0 telle que l'inégalité :

2
IID q)IILz_s < €Y , s=1/10 ,
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implique 1l'estimation

k
o™yl o < u WUl )
5 k K+

ou u, est une fonction positive croissante nulle & l'origine qui dépend de Y

et k.

Démonstration : Pour k = 4, la méme démonstration qu'en 6.9 fonctionne, en

utilisant 6.9 . et @ : 1l'hypothése sur || thpvll ° n'est ici pas nécéssaire : voir
C
6.10, Remarque 1 ; la seule différence est le terme 105 (qu; o £ 1)‘;‘(Df 1)9 dans

. 1+s 2 4
DN, qu'on majore en norme L par clb wllco ; par 6.9 et @ , ona :

4 2 4

io%ul? <c ey unduit. < c &3 yduptun
o 4 s 1 74 q
C L 1 L

on obtient ainsi :

1/2

5 ol 4+IIq>II 5)
L C

4
by i 5 <ce, D% ¢ +c wpiyl
L L C

et on conclut comme en 6.9.

Pour k 2 5, on procéde comme en 6.11, en utilisant la forme des

polyndmes Mk et DMk donnée en 8.3 . L]
Remarque : Il n'y a pas d'hypothése faite sur | D%dl °"
C
8.7 Soit SLl l'entier défini en 5.6. On considére une suite (fi) dans FZ et
-1
fi + fi 1
i —_—= + = .
on écrit 5 1d > (pi
Corollaire : Soit eJ?, 1 > 0 le réel défini en 8.6 associé a 21 + 1, (il ne
1 L.+ 2
dépend pas de Y). Supposons que, la suite ((pi) converge dans la C topologie

00
vers une limite ¢ de classe C , et que pour tout i on ait :
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2
Ip fi" 1 < 621” Y

alors la suite fi converge dans la C 1-1:opologie vers un difféomorphisme f de

00
classe C et de nombre de rotation o .

La démonstration, qui utilise 8.6, est la méme que celle de 6.12

et 6.13. Notons l'absence d'hypothése faite sur |l || 5 -
C

8.8 Remarque (cf. 6.14) : Par [II.2.6] , pour tout nombre o de type constant

1

o 1 - 1
s : = + = -
on peut construire une suite (fi)i dans Fa , avec 2(fi fi ) Ia + > Lpi,

=0
telle que (gpi) ait une limite (p dans la Cw—topologie, (fi) ait une limite f
dans la Co—-topologie, mais f n'est pas de classe ¢ . (Mais par [II] , £ et f“1

3 -
sont lipschitziens). On peut méme supposer ¢ petit dans la C € -topologie. Par

8.7, cette situation implique, pour i assez grand :

2
> .
LR ,_ L > 621+1 Y i
L 10
i . ' 2
il n'y a pas d'hypothése faite sur | D @, Il o -
C

8.9 On prend ici et dans la suite les dérivées au sens des distributions

1
On note VB(T' ) 1l'espace des fonctions & variations bornée sur '11'1 :

1
vB(r') = { @€ Lm(']rl) ID@ = u est une mesure de Radon} ;
1
pour @ € VB(T"') , DP =u , on a J' 1 du =0, var(e) =l ull, oa Iyl
iy
désigne la norme de u .
1
Muni de la norme | ¢ll = II ©O)adl+ var ¢ , VB(’]I‘I) est un espace
(o]

s . s . A +
de Banach. La décomposition de Jordan qui & ¢ associe la partie positive yu et

la partie négative u_ de D= |y est continue. On définit la valeur absolue |ul
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de y par |yl = u+ + u_ ; si ul, u2 sont des mesures de Radon, on a
gl = Ju, i< Ilul- u2I| .

L'inégalité a priori conditionnelle de 8.5 conduit a définir les

espaces curieux ci-dessous ; pour 1 < p < +®© , soit
3 1 o 1 ! 3
v Pty = {p € c (") IJ ©(6)3 = 0, D¢ est une mesure de Radon U ,
0

+ 1
et U = nde avec n € F(wrH} .
. 3,p,..1 2 . - 1
Si p €V (') , D@ appartient & VB(T ) et DY est
: sy . 3,P,..1 2, 1
lipschitzienne, mais V (') n'est pas contenu dans C (T ) .
. 3,p,..1 3 _ _ 3
Soient ©, . 0, €V (r") , avec D 0, = Wy ooy nide ; on

définit :

~

d(‘oirwz) = ||<01— (pzlle + Ilnl— nzll P + |Iu1 - u2II

3 1
et on munit V ’p('n' ) de la topologie définit par la distance d.

L'ensemble V3'p(’n‘1) est un cdne positif complet : si
3,p .1 3, il
“’1""2 € V (') et }\1,)\2€]R+, A1w1+)\2w2€v (™) .
. . . 3,0 ,nl s
Il est facile de voir que 1l'hyperplan de W (") constitué par

3 1
les fonctions d'intégrale nulle s'injecte continfiment dans V 'p(']I‘ ) .

Exemple : Soit @, la fonction Z- périodique qui coincide avec 1l'identité sur
1 1 1
(- 5 -2—] , @ la fonction Z-périodique d'intégrale nulle sur T dont la dérivée

seconde est (p2 .

Alors ¢ € V3’°°('I[‘1) , mais ¢ n'appartient pas a W3’1 (']I‘l) .

8.10 Pour p 21 et ¢ > 0 , définissons :
3 1 3 .+
NW=foevPa) | 1ol <c} .
c P
L
L'ensemble Np est convexe donc connexe par arcs pour la topologie de V3'p(‘1[‘1)

c
définie en 8.9.
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1
Proposition : L'ensemble NE n Cco('n‘i) est dense dans NE pour la C -topologie.

_ , . P 3 + -
Démonstration : Soit @ € Nc , DO = U =y -Hu .

+ L o
Soient (n i) deux suites de fonctions positives de classes C

izo’ Midiso

1 sy .
sur T ayant les propriétés suivantes :

S ]
i) la suite ( nide) converge vaguement vers U ;
ii) IIni Il b < ¢ pour tout i = 0 ;
1 . 1
iii) J n, 46 =J n. A6 pour tout i = 0 .
o * o *

On peut par exemple choisir nti de = ].1:t * (Qide) , ou (Zi) est une suite de
fonctions positives de classe Cﬁ0 et d'intégrale 1 sur 'II'1 telle que la suite
(Jlide) converge vaguement vers la mesure de Dirac 60 en 0 .

Soit alors, pour i = 0, (pi la fonction d'intégrale nulle sur '1['1

- + - : .
dont la dérivée d'ordre 3 est ni - n, . Il est alors facile de voir que tpi con-

i
verge vers (@ dans la Cl—topologie. L}
8.11 On suppose que p > 1, et que o et Y sont donnés comme précédemment.
2,s, 1 ' 1 1
Pour 1 <K s < +o , D (") est l'ensemble £ = Id+yY € D () tels que

v e wrsSrl) .

Théoréme : Il existe un réel € > 0,dépendant seulement de p, ayant la propriété
i p .2 -TO-I 1

suivante : pour tout ¢ € N 5 v il existe un unique f € D (') qui

€Y
vérifie :

-1
£+ f 1
= —_— = + =
p(f) =a , > 1d 0.

D€l , 1 <cVEy ,
I

ol ¢ > 0 est une constante.

N 00 (o]
De plus, si ¢ est de classe C , f est de classe C .
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- - 1
Démonstration : On note Co le réel Cq déterminé en 8.5 pour s = T0

Considérons 1l'ensemble :

1

- oo 2
u, = {£+f -21d If € F, . lD fl|L3/2 < coy} .

Par 8.2, Uot est ouvert pour la Cw—topologie dans 1l'hyperplan de Cm(']rl) formé

par les fonctions d'intégrale nulle.

-1
Sigw€eEU an ,Id+ltp=£i£——,onapar8.5 H
o 2 2 2
€Y
2
G D€l , 1 < oVEy ,
I 10
et si € est assez petit, cela implique :
2 1 1
(® el 5, <tcy <3
L
2 1
@ ||Df||2__1_<5€2+1‘y,
10 1
L
ou € est défini en 8.6, 8.7.

p
eYz
P
ey2
contient O ; enfin, par 8.7, @ et @ , 11 est fermé dans V. On a donc :

szncm('lrl) = Uaan

2
3% €Y

e
L'ensemble V = N n Cw('ll‘l) est étoilé donc connexe pour la C -

topologie. L'ensemble Ua n N est ouvert dans V ; il est non vide car il

Soit p € Np 2 ; par 8.10, il existe une suite (Lpi) dans ~NP n Cw('n'l)

i=20 2
&Y 1 ey
qui converge vers (¢ dans la C -topologie. Pour tout i = 0, la relation

vy . s eex X o PP @ @
montre qu'il existe un difféomorphisme fi € FOL , vérifiant @ et
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La relation @ implique que —;— < Dfi < -:;— ; et que les suites (fi) B

(f;.:l) sont d'adhérence compaéte pour la Cl—topologie. Par conséquent _lil:‘le
2,2~
1 L ! 1

sous—-suite (fi ) converge dans la C -topologie vers une limite £ € D 10 (m) .

n

Par passage & la limite, on voit que :

g+ £t 1
> =I:d+5w, p(f) = «a,

et par 2.10, f vérifie aussi @ .

L'unicité de f résulte de 5.4 ou [II.2.5.4] , et implique que fi
converge vers f dans la Cl-topologie. L
8.12 Remarques :
1. Soit 0o un nombre de type constant. Considérons 1l'application

- - 1
h-—-)%(h ° Roh Line R_oh ') aefinie sur {h € 0 (w}) I|' (h-1a) = 0} et
o

sa différentielle £a en h =1d :
1
= = ° + ° - .
£ o (Ah) > (Ah Ru Ah R 2Ah)

oo
L'opérateur £a est un automorphisme de Co('ll‘l) . Comme h doit é&tre un homéomor-
phisme, on pourrait penser que .C;l(n) est & variation bornée lorsque
3,P,.1 ' 3,p,..1 X
nev (') . C'est le cas lorsque neEw ('), p> 1, est d'intégrale nulle

3 1
'1(’11" ) est d'intégrale nulle, l'unique

(cf. 3.2). Or en général, si ny EW
fonction “’1 d'intégrale nulle qui vérifie .Ca(wl) = nl au sens des distribu-
tions n'est pas & variation bornée.

En effet, si le appartient toujours a Ll(’]I‘ 1) , par le théoréme du

graphe fermé la distribution

1 2min®
e

T = z 5
n# O n (cos2Tna- 1)

est un multiplicateur borné de L1 ('I[‘l) , car :

3 L) 2
Tcx * D n = -(2mi) lel , donc une mesure.
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Mais la méme démonstration qu'en [H,XIII 4.6] montre que Ta n'est

pas une mesure.

22- 75
2. La remarque 1 explique pourquoi l'application ¢ € NP Pind £fE€ED (ﬂr%
€y
de 8.11 est seulement h&lderienne d'exposant 1/2 (et non lipschitzienne) au point
@ = 0.
. NP 3,p 1 Lt £

3. Il existe 81 >0, ¢ >0 tel que, pour Y € 2 A W (") wvérifiant

2,2 - €Y -1
o3l <€ v2, il existe £ € D '~ 10 (ml) tel que Eiif~——= 1a + %w et

L

2 - 3
%l , _ 3 <cY hoden .
- P
L 10 L

Ceci résulte de la remarque 2 de 8.5.
4. Les remarques 1 et 2 montrent le caractére semi-global du théoréme 8.11. Il
ne semble pas facile d'obtenir ce résultat par des techniques de perturbation,

car ceci nécessiterait des techniques de prolongement de proche en proche qui

ne sont pas simples, méme en dimension finie.
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CHAPITRE VI

THEOREME DE LA COURBE TRANSLATEE EN CLASSE BESOV.
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1. INTRODUCTION .

Au § 4 nous démontrons le théoréme de la courbe translatée de nombre

3+8

+
de rotation un nombre de type constant, si on remplace la classe C (i.e.

+ 2 3
Q€ C3 B(‘]I‘ )) , par @ € w3,p(,m2) et le module de continuité LP de D (0]
satisfait & une condition de HSlder d'exposant %+ B avec B> O et p > 1. C'est
ce que nous appellerons la classe B3+B+1/p,p. Le théoréme de la courbe transla-

tée étant valable pour les nombres de type constant si [l est assez

133+ B+1/p,p
petit.
Au § 2 nous exposons, pour la commodité du lecteur, ce dont nous avons

besoin sur les espaces de Besov (avec les notations de [BL] , 1'espace B;m (']I'n)

a € ]R+, p 2 1) ce que nous écrirons plus simplement Ba'p('lrn) . Si aﬁ N on a
%% (r") = @™ .

Nous exposerons rapidement (avec des démonstrations) ce que nous
utiliserons et nous espérons que notre présentation "self-contained" sera utile
pour le lecteur non averti. Le lecteur peut aussi consulter [BL] et [N].

Nous utilisons la présentation, basée sur les opérateurs de lissages ou
d'approximations, analogue & celle que nous avons adoptée pour les espaces

r + 1 . . <
o] B('m ) [1v,2] . La raison en est que nous avons besoin de ces opérateurs

d'approximations au § 3.

3+B8+1/p,

Le fait que 1l'on a besoin de supposer que QE B p('11'2) (et non

(D€B3+B’p(']r2)) vient de ce que l'on doit considérer la trace sur {r=0} de la
2
fonction (8,r) ——> @, (8, r + P(B)) oa P € C2+B('n‘1) et @ .. = s ; on
66 06 392
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perd par le théoréme des traces un facteur 1/p (cf. 2.21).

Nous n'introduisons pas les espaces B:)q puisque pour g = 1 , on a
a-¢g a
B < B et pour tout € > O et tout g =1, on a B c B .
pPg po A bPqg

Au § 3.2 se produit la proposition qui fait tout marcher :

1
si nE€ B“B'p(qu), 0O<B<l,p>1, I n@)a =0 et si a est
[¢]
un nombre de type constant alors il existe un unique 1] GCB ('1!‘1) vérifiant

1
j P(B)dod =0 et ip-qua=n .
o

Nous nous servirons, pour démontrer 4.4, d'un certain nombre de lemmes
sur les équations aux différences (i.e. § 3), comme les démonstrations sont les
mémes que celles de [IV,3] nous indiquons seulement les modifications qu'il
faut apporter par rapport & [IV, 3 et 4].

Le théoréme de la courbe translatée en classe Besov pour les courbes
translatées de nombre de rotation de type constant est démontrée en 4.4 et est
presque la méme que cellede([1IVv, 5.6] .

Au § 5, nous démontrons le théoréme local de conjugaison des difféo-

1
morphismes du cercle T & des rotations de nombres de rotation un nombre de
2+8,p '
type constant en classe B (0O<B<1 ,p>1) (l'analogue de [1IV,4.2]).

Le fait que les démonstrations soiemtpresque toujours les mémes que

celles de [IV] vient du fait quesi on résout les équations aux différences finies

+ 1
1+8.p sur T , pour O un

(3.2, 3.6 et 3.8) si on part d'une donnée de classe B
nombre de type constant, alors la solution est de classe CB et de ce que nous

avons utilisé dans [1V].

2. PRELIMINAIRES SUR LES ESPACES DE BESOV .

n n, n

2.1 On pose T = R /Z et on note les translations de T par R(x :0-0+a
n n

o0 € T . Sur T on met la mesure de Haar normalisée, notée par d6 . Dans la suite

toutes les constantes dépendent de la dimension n de 'Il‘n.
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2.2 Si 1 < p< +» , on désigne par P 1'espace P = Lp('I'n,dG,JR) avec

la norme, si @ € Lp,

1

ol _ = ([ 108)1%a0) /P et lloll _ = sup ess lo .

P " L x
Soit p une mesure de Radon sur un espace localement compact X,

@: t € X — 5 @(t) € B une application de X dans un espace de Banach B de norme

notée || || .

si ] e (£)l alul(t) < + ©» , alors @ est u-intégrable et on a :
X
III o)au()ll < J o)l atul (t)
X X

Nous 1l'appliquerons surtout ainsi : [ON(S f , 1< p< +o et

t € ']I‘n__yq)oRtE P .

2.3 Si r € N, on désigne par wr,p(,mn) 1l'espace de Sobolev des classes de

fonctions ¢ € Lp('n'n) telles que toutes les dérivées partielles jusqu'a 1l'ordre

r de @ (au sens des distributions) appartiennent a Lp.

wo'p('n‘n) =1F etsirew , r=>1 on peut identifier
-1 -
Wl = {p € ot (™), o* ! @ est lipschitzienne} .
k
On met sur R , k € N, la norme : si x = (xl,...,xk), I x|l = sup |xi|-
i

si 9 €w'P(r™), 0< k< r, on désigne par D¢ 1la dérivée k"¢

de ¢ (sik=1, Dk @ est une application k linéaire symétrique de (]Rn)k dans
R a coefficients dans Lp) et pour k = O, Docp =y . (Dk(p est bien symétrique
puisque les dérivées au sens des distributions vérifient le théoréme de Schwarz).
on définit |l Dk(pll b= ( J n 1 Dktp(x)llp dx)l/p et |l chplloo= sup ess || Dktp(x)ll ol

L L

I Dk(p(a)ll désigne la norme au point x de la forme k-linéaire induite par la norme

standard de (Rn)k .
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sur W 'P(r™) on met la norme

ol = swp ldel _
w'P o< i<k P
1'espace wr'P(']I'n) est alors un espace de Banach. Pour 1 < p < +%, 1l'espace
Sad n r,p n . N
C (') est dense dans W (') pour sa topologie d'espace de Banach. (Cela
suit en utilisant les opérateurs d'approximations définis en 2.8 et 2.9).

Sir=1etyk€ wr'p('n'n) ,alors on a la formule de Taylor

r-1 1 r-1
D Lp(tr—l)+J (1-9)

@ R = O+ ...+ ot (r_l)!DrcpoRst(t,...,t)ds

00
si Y € C ('II‘n) , c'est la formule de Taylor.

si © € w'P(m™ avec 1< p < + © par densité de c® dans w'P, on

interpréte cette formule comme une égalité dans Lp et on interpréte le dernier

terme comme 1l'intégration de la fonction continue :

a-s*"! « p
S € R —1o» W—- DV, Rst(t,...,t) ds €L
(en utilisant 2.2).
Si p=+° , c'est une égalité vraie pour presque tout 6 € m”

et pour la démontrer on utilise le fait que toute fonction lipschitzienne sur un

]Rk est presque partout dérivable et, si k = 1 , elle est absolument continue.

2.4 si @ € wl'p(']rn), on a pour tout t € r"

* lo, R - ol < lipg@l _ Il tll.
t P P

(Cela résulte immédiatement de 2.2 et 2.3 :
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1
I 9o R, -l o= IIJ Do , Rst(t)dsll

L o L
1
< j Il bp .o Ry (E)asll Pds < lipol p el )
o L L
Si 1 < p< +® , alors * implique que @ € WI’P('I!‘n) . (voir [s , p.139]).
. 1,p 0 *
Lemme : si QEW (') et a € R*alors on a

9 1 -1
ezl < =g e Rv = @ oR~l Jal = +
aei P 2 a arp
LI} I0) 3P
+1l sup JR~+—=—"— R ~ -2 —I
o<t<1 aei ta aei ta 801 Lp

Lo~ n ~ i s . <
ol a € R et toutes les coordonnées de a sont nulles sauf la iéme qui est égale &

o

Démonstration : On écrit

1
~— - ~= 23 30 X ey B0 o~ 220
Ge Ry @TO-@eRT= 230, v 2] D6, " Reat o8, Rosa T %30, %"

et donc

cr~ + X g ~_ 2 ds.
S . -sa
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2.5 Si 1< p< +x et wIE Lp, alors l'application t € 'n‘n_)chRt € P
est continue et a donc un module de continuité.

Si on choisit pour module de continuité t € R_,ItlB, o< B<1, il

B8

est naturel de généraliser les espaces C ('n'“) , 0< B <1, par

BB'P(’I[‘n) = {p€erP| suwp e, Ry — @ "LP
o<l “t"B

lol < + o} .
®lg,p
Il revient au méme de dire que la fonction suivante

tem'— @, R, € 23
est holdérienne d'exposant B .
Pour r € N, on définit, si 0< B <1 ,

gt B(".ll‘n) = {p € wr'P('n‘n) | chaque composante de Dr(p € Br'p('ll'n)} .

+8,p

. r
Avec la norme suivante B est un espace de Banach :

ol = + D"
® Br+8'p “w"wr,p | lDIB'p
. Ip"e o R - Dol
oa |ID q:olB = sup —————p—— P .
'Poo<dl el
. r+B,o n r+8, n .
On a, si 0<B< 1, B (') =cC (r') et on écrit Il |l =0 |l
Br+B,oo r+B
11 =11, = | .
g™ lg=11p
On convient que, si r € N, alors BX'P(r") = w™'P(r™) et | =0 .
wrlP Br'p

Remarques : 1. En choisissant a=1 dans 2., il en résulte que, si O<B <1,

+ - . =
alors © —ll @l p + IDq)IB,p est une norme sur B1 B'p('I[‘n) équivalente a la

L

norme || |l BI+B'p
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Si1<p1<p2,alorsona

BIP2 BIPI n

B (™) < B (™ et | <o

B8,p
s 1

B

2. sipeB”'P(™), o<B<1, vérifie I ©(8)d8 = 0, alors on a

< .
|Iq;llLP Iq)ls'p
En effet, comme
Q= I ((D-woRt)dt v

avec t= (tl,...,tn) et dt=dt1® ®dtn, on obtient

Il el < J e, r_-dl dat
P " P

et le résultat suit.

n
L'espace BB'p('n‘ ) est l'espace de Besov, avec les notations de [BL],
n
ng('zr ) ou avec les notations de E. Stein AIB)'OO ; [sD.
%P
Pour r € N, r 2 1, on définit B (") par : l'espace des classes

. -1 -
de fonctions ® € W P telles que p* lto» soit "smooth au sens de Zygmund"
(i.e. si r =1, sup ( IlcpoRt + ® oR_ - 20l _/ltlh) < +o ),

o<litl P

2.6 Par 2.4 * et [1v,2.2.4], si @ € W 'P(m™) et 0 < B < 1, alors

lol, < 2lol © ool
(0] 2l Dy H
B.p P P

et, siO<Bl<82< 1 et B= (1- Q) Bl+)\82 avec 0O < A < 1, alors on a

1- A

A
lol <lol lol .
B.p Byp T Byep
1+ n
2.7 Proposition : Soient O < B <tet ¢ €B B'p('I.[‘ ) , alors on a
1-8
el _ < clol® Ipel 0
P B.,p
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Démonstration : Pour a > O , par 2.4, on a

lol
1 B.p B
ol b < > c( al-B + 2a 'D“"B,p)

L

oia C > O est constante.
Si ID(DIB p = 0 , l'inégalité est triviale puisque ¢ est constante.
r

si Dl # O, on pose a = It.plB p / |Dtl)|B _ on remplace et on
r r

B.p

obtient 1'inégalité cherchée . L]

2.8 Opérateurs d'approximations (voir IV, 2.5 ).

® n
Soit n € C (R') vérifiant

supp(n) < {xlIIxll <1}
n(-x) = n(x)

nity =1, si lell<%

soit la transformée de Fourier de n :

e-21ri<F, , X>

®x) = J n nerae € F=rY
R

ol <E,x> =1 Ei X, i et on pose, si t =1, (Dt(x) = t" o (tx)

on aéfinit pour Y € L!(r®, ®)
S Y = Pk, = ( (y)a ("
tq;_\p @, = =P wx—y)npty)yec('n').

. . s s n
Par la formule d'inversion de Fourier, on a, si k € Z ,

2mi<k,6>

S, e = n(-%)

e21ri <k,0> |
t

i

S ¥ est donc un polynéme trigonométrique de degré < n|t|.
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2.9 On rappelle que l'on convient que, si r € N, Br'p('n‘n) = w'P™
et ||l =\ | .

Br:P wrrp
Proposition : Si a,b sont des nombres réels 2 0, il existe des constantes

C ne dépendant que de p et de sup([a], [b]) (oi [a] est la partie entiére de a)

telles que l'on ait, pour t > 1 et ¢ € B%'P(mx") .

.
i) IIStUJII Bb:p <cll gyl a,p ,sib<a ;
B
i) syl <c @yl sia<b ;
t blp a,p ! - !
B B
iii) I y- syl < ct®T 3y si b<a ;
t b,p a,p’' = !
B B
_n
) s yll o< ce Pyl
c P 2

Cp étant une constante dépendant de p.

iv') s il q=<C¢ tn/p Iyl ou L,1_1 et C est une constante
t L p.q LP q o P P.q
dépendant de p et q .
Démonstration : Par l'inégalité de Young (ou par 2.2) on a, si b<a ,
o, * Yl < ol Iyl
, 1
¢ PP L p?'P

d'ou i) .

Si b et a € N, ii) résulte par dérivation de i).
Si b =a+k, k € N , ii) résulte par dérivation du cas précédent et de i).

Sia+k<b< a+k+ 1, en utilisant 2.7 on interpole la norme Bb'p entre

Ba+k,P Ba+k+1 P

et .Sib=0etO0O<a<1, iii) résulte de

0
o
<
[
<
|

= LR" (d}(x-%) - Y(x)) @ly)dy
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et on en conclut en utilisant 2.2

-a
|Ist\p- Yyl < ct

P
Si a € ]R+ , on raisonne comme ci-dessus en utilisant la formule de Taylor.

Si b € ]R+ , 1iii) suit par dérivation et par interpolation de

Y- Std)ll b,p entre B[b]'P et Bd'p od 4 = Inf ([b] + 1,a ), en utilisant 2.6.
B ’

iv) et iv') résultent de la formule de Young :

1 1
s, vl _ <lloe_l , lpll =+ =, =1.
t L°° t LP L p P
1 1 1 1 1
s, vl <l , Il y o, =1, =+ === -
t Lq t LD LP P P q 4] p
2.10 Corollaire : Soit [a,b] R, , a<b. Il existe une constante C

ne dépendant que de [b] et telle que, si Y € Bb'P('lrn) et o< A< 1, alors

on ait
1-X A
< C .
] w"B(l-)\)a+)\b,p I w"Ba,p Iy "Bbrp
Démonstration : On écrit

Vo= v-sS¥ +S_ ¥

et donc par 2.9

-A(b- a)“ vl

R TR
B ’

< C(t

T (10 asxp,p a,p

et on pose g®-a) _ [RVA] Al b chyl # 0 , le cas contraire
Ba:P B P BbrP

étant trivial). g
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2.11 Décomposition de ¢ € B2 P(m™) , a> o0, a€ R .

Oon définit, si k = O, St étant les opérateurs définis en 2.8, la

décomposition de J en blocs (Alpk)k >0 °

AN, = [s - s 1y , si k=2,
k ok Jk-1
Awl = Slw - AUJO
MY =J L V(®ae .
iy

On a, si k=21, par 2.8 :

\

supp( A ¥ ) < {ve z" | 2¥72

< vl < 2K},

® O

Albk ne dépend que Y - A wo (puisque StC =C si C € IR)

O

D(A‘Jlk) - A(Dw)k -
En appliquant 2.9 on a, en écrivant

v

A, = s Yy -y +yY -8
k 2k 2k
sia=r+B8, r€ N, OSB<1etO<B'<B :

r -(r+B-B")k
||Albk|| 8',p < 2cClp wl}LB.—P 2

B
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On a aussi (en utilisant 2.9 iii))

k(1-r-B8 + B'
ID@YONl o,  <2¢ IpTyl , 22X -r=B+ 8D
k 8 P B:P
B B

2.12 En utilisant 2.4 * et 2.10 par la méme démonstration que [IV , 2.6.3]
en utilisant 2.5, on a
Proposition : Soit (Afk)k > o une suite de wl,p(“p) vérifiant pour un £ >0 et
wn 0 <<t

-k

W fagl < e2™®
P
L
-B)k
(11) DA £ < 28
P
L
alors on a £ = z Afk € BB'p
k=20
el < c, R
gBP B

oi C, > O est une constante ne dépendant que de B > O .

B

2.13 Il en résulte par dérivation (en utilisant 2.9 ii) (i.e. 1'inégalité

de Bernstein)

Corollaire : Soient r € N, 0O < B <1 et une suite (Awk)k > de polyndmes

trigonométriques vérifiant

!2k-2

A\ n k
supp(Ay ) = {vE Z < llvll< 27}

s w < g2 (x* Bk
L
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pour un ¢ > O, alors

Vo= 5 AV E prt8.p
k> 1
et on a
<
gl 4B Cr+B L .
B

2.14 Corollaire : Soit b > % , b —g £ N, alors on a

b b_2 n

B P < ¢ Pr").
Démonstration : Soit Y € Bb'p(‘n‘n) et (AY k)k >0 la décomposition de 2.11,
par 2.8 et 2.9 (iv) on a

k+1 lpk wk

2

et donc
&
IlAwkIl o S C2 IlAwkll P< c 2 Iyl b,p
L L B
et on conclut par 2.13 . -
Py < N s 93 N . n
Remarque : Par la méme démonstration (eg uﬁll;sant 2.9iv') on a, si b > B ’
1 1 1 b n “p’ n
== = - € P = .
P ° b’ b n/ P N, B () B ()
«© B,p, n

2.15 si Vet WEL AN B (') (0 <B<1) alors on a

X < .
N“'DIB,p llll)lch,o lo| +||(p||Lm|lP|e

B,p P
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(11 suffit d'écrire (Yw) o R - Yo = Yo R (@e R - ®) + ©(YP e R - Y)).
2.16 Soient 0 < B < 1, @ € CS(']I'n) et Y € Be'p('n‘n) alors on a :

Ill).tDIB’p < Ilwllco 1yl 8.p + Ilv.bllLp Itpls'w

2.17 Soient 0 < B < 1, ¢ € c'*Bm™ , ver'* B Pr®) ajors

gpweB1+B'p(']I‘n) et on a

.ol < cllell gy Il + @l Ny il )
pltB/p ci*B P c® pltB.p

ol C est une constante.

Démonstration : On applique 2.16 a

*] _ LK)
0, (V9= Vg
1 1

et donc

IDW.@ <l IIC“_’3 Iyl ot "w"BB,p loll | + Ikollcolltpll +

B,p 2 c BI+BIP

+ llell ;DY
CB

L

si A= B /(1+B8), par 2.10, on a
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1ox A A 1-2
I lol , < cliyl el ol Nl -
BB.p ot 1 P BI+B,p ° C1+B
12 A
=c. el el .. 2 Xaw loll )
1 Lp C1+B B1+B,p co
holl g liopll _ < c, diol Nyl 12 e A
CB P 1 ° B1+8,p @ C1+B I P )

ou C1 > O est une constante.

En remplagant la moyenne géométrique par la moyenne arithmétique, on

obtient en utilisant la remarque de 2.5

I I < c, (ol Iyl + I
Yo B1+B'p 2( (0] © ] p 1 tpllco ] "Bl+B,p+ "w"cl-'-B IltpllLp )

C2 étant une constante. Ceci démontre le résultat. -

2.18 si p et @ €8°?P(m") (0 < B < 1) alors on a
<yl + | Il oli ;
lpolg,p <IVH oplol g op * Wig pplel 2
a,q a,q
si @€B (") et veEB 2(r") avee -+ L1 =1 ajors
= = q a, P
Woly, <yl _lol + 1yl leol .
B.p - B.p B,q2 qu

(i1 suffit d'écrire (PYP )o R -@W =Y e Rt((p— o Rt) + @Yo Rt -y) et

d'appliquer 1'inégalité de H6lder , chap. V, 2.3 et 2.4).
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2.19 Proposition : Soient 0< B <1, p=2 1, il existe une constante C (dépen-

dant de B est p) telle que pour tout difféomorphisme f de 'n‘n de classe C1 et
B B

o € B'P(m™) alors ¢, £ € B*'P(w") et ona

< clholl , aet el Josi®

e o £l
BB' BB' L L

Démonstration : On décompose, comme en 2.11, ¢ en blocs (A k)k >0 " On a
-k
It <
o c 278 o1 e
et
ool < ¢ 20 Bey .
L gBP

En utilisant la formule de changement de variable, il suffit d'appliquer 2.12 &

(Aq)k° £) . Pour 1'inégalité nous renvoyons & la démonstration [IV, 2.6.3].

k=0

(Cela résulte aussi de la théorie de 1l'interpolation, ce qui est la méme chose que

ce que nous venons de faire !) L

2.20 Corollaire : Soient 0 < B < 1 et p=>1 , il existe une constante C > O

telle que pour tout. difféomorphisme de classe C1+ 8 £ , et @€ B1+B

'P™) alors

@ o f € B1+B'P('1!‘n) et on a

1

- 140
o , £l < C ol lldet Df "Il (I DEll + |l pfll )
1+ 1+ °
gltB/p gltB.p = B c°
Démonstration : Par un argument de densité, on vérifie que la matrice dérivée

de D(@w, f) =Dy, £ Df € f et il suffit d'appliquer 2.16 et 2.19 . ®
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2.21 Traces : On se donne O < B < 1, p= 1. On écrit o = x

6= (x,y) € '11‘1 x ‘JI‘n_1 .

Nous allons définir l'opérateur trace

Y
Tr :gl*B Y5 P gy | gl*Bip (-l

- )
{o} xm™!

qui prolonge l'opérateur (on écrit aussi Tr pour Tr pour alléger)

{o}xm™ !

= i € c ("
Tr(p) = (‘Dlx=o , si © C )

1+B+ 1 1

(si 1 + B + ée N on convient que B P 'p('n‘n) = w1+8+ P’ P(']I‘n)) .

Proposition : Il existe une constante C et un opérateur
1+ 8 + 1l P
’
+ -
Tr n-1 B P ('11'“)__,131 B'p('lrn 1)
{o} xmr
vérifiant
Il ol < cllo 1 .
{0} x 'n'n_l B1+B,p B1+B+ B /P
Démonstration : Elle résulte de la théorie de 1l'interpolation [BL]. On peut

(ce qui revient au méme) procéder directement ainsi :

1+B+ !

Par 2.11, on décompose QE B E'p('n'n) en bloc (A(.pk)

k=0

Par 2.9,iv) appliqué a la variable x

k

3
A, ( ,y) |l < ¢, 2 o, (¢l ’
k (rt) ! k P (rt)

d'ol en intégrant
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k
P
A, (0, )l o, < c2 lae
k Pt ! kP ™)
% -(1+B+%)k
< c,2¥ 2 = ol 1
2 pl+ B+ 5 P
(par 2.11)

C1 et C2 étant des constantes.

k
Par 2.8, A(pk est un polynéme trigonométrique de degré < n2 et

donc en appliquant 2.9 ii) a s k+1(A(.pk(o,y)) = A(pk(o,y), on a, si r € N ,
2

(r+é—)k - (1+B+ %)
A @ 0, )i P 1, < cp2 2 o "BI+B+ 15

LeR

Pour conclure on définit

etonatro € BBPr™ !y (ce qui résulte de 2.12). L'inégalité résulte

aussi de 2.12. L]

2.22 Proposition : Soient 0 < 8 < 1, p= 1. Il existe une constante C > O

+
/PP (?) or y € c!*Pm!) alors 1a fonction

telle que si @ € B
1+B8

o (,y) € B 'p('lI‘l) et on a

1+8
o Yl < clol . (DYl + DYl ) .
B“’B:P(,u.l) B1+B+1/P,P(,n,2) c° CB
Démonstration : Soit £ : W> - mW> , £(0 Lr 8,0 = (8, 8, +¥(8,)). Come
1
¢ € C1+B_ Iy ('n'z) on a
oY) =@, £ _a=Tr (@, £)
18, =0 mix {0}
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Comme f est un difféomorphisme la proposition résulte de 2.20 et 2.21. ®

2.23 Proposition : Soit a > 1/p, a € R :alors Ba’p('lrl) est une algébre topo-

logique pour la multiplication des fonctions et on a si ¥ et ¢ € Ba,p(Tl)

I I < c lol Iyl oli C est une constante dépendant de a.
e¥lap Ol ap Wl ap <2 E

alp

Démonstration : Comme B (']1‘1) c Co('u'l) (cf. 2.14), pour 1/p < a < 1,

on utilise 2.15. Si 1< a <2 , on vérifie (par argument de densité si

1<a<2, et directement, si p = + ®) que si ¢ € Wl'p('ﬂ‘l)
(1) D(@.Y) = VD@ + ©DY.
Puis, on applique 2.16, en utilisant que Ba'p(']I‘l) [ Ca—l/p('ll‘l) .
Si a 2 2, on raisonne par récurrence sur [a] en utilisant @ . L]
1
2.24 Proposition : Soit a > 1/p, si ¢ € 82'P(rl), ¢ > o alors% € 82'P(m’) .

Démonstration : Si % < a<1, on écrit

-1
=(9-@°R)(P Q°R)
t t

sl
o
Sl

et donc
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Si 1< a< 2, on vérifie que

-2
©) D‘(lp) =-Doy

et on utilise 2.23.

Si a = 2, on raisonne par récurrence sur [a] en utilisant @ L]
X 1
2.25 Soit a > 1 + ; et

> P!y = {fe Diffi(IR) | £=1a+0, ¢ € 2Pl .

1 *
on écrit D2 " ('1[‘1) Da(']r ) , sia ﬂf N , notation introduite dans ([H], [zv],..)

On a

a 1 2 o 1 1

p*Prhe b P ., st oa-- f W
et

p* Pty « ol (!
*
oi si a€ N Uf{e},
p*(r!) = (fe Diffi(]R) |£=1d+9, ©€cm) .

2.26 Proposition : Soit a>1+1/p . Si ¢ € Ba'P('JI’l) et £ € Da'p('n'l) alors

ona @, fEBa"p(’n‘l).

Démonstration : Si 1 < a < 3, on applique 2.19 et 2.20, si a > 3, on raisonne

par récurrence sur [a] en utilisant

D(@Wof) = D@ of Df
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et 2.23 . L]
cas . 1 a,p 1
2.27 Proposition : Soit a > 1 + ; , alors D (") est un groupe.
- ) s a,p 1
Démonstration : Si f et g € D (r”) on a

D(fo g) = DfogDbDg

et il suffit d'utiliser 2.26 et 2.23 pour conclure que f o g € Da’p('n‘l) .

si £€0*P(rl) ¢ pl(w!) et on ap(e!) = 1/Df o £ ! et il suffit

d'utiliser 2.24 et 2.26 pour conclure que f_1 € Da'p(’lI'l) . .

+
2.28 Proposition : Soit f € D2+B'p('11‘1) (0 < B < 1) alors Log Df € sl 8'p('11‘1)
et on a
2 2
| bLog Dfl < |Ipb flB o I DE BI|1/Df|l °
B,p ’ c c

Iofl < c(p?sl  + 1) .

C B,p
ou C > O est une constante.
- . st 1,p 1
Démonstration : On vérifie que Log Df € W (Ir') avec

DLog Df = p2£/DE .

On applique 2.16, d'ou

2
|D Log Df| < |D f| Il 1 /DSl

B.p B ,p B
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On a

hi/fl g <UDEN g l1/DEl 2]
C C C
2t par 2.14
IDf—.ll <c |D2f| - -
B 1 gBP
2.29 Proposition : Si a > % , alors Ba'P(']I‘Z) est une algébre topologique pour

2
la multiplication des fonctions et on a si @ et Y € Ba'p('n' )

[RORV] < C ol gl
Barp BarP Ba'P

old C > O est une constante dépendant de a.

Démonstration : Si 2/p < 1, la méme démonstration que 2.23 convient .

Si 2/p 2 1 on vérifie, en utilisant que Ba'p(']I‘z) c Co('1['2) que

3) DY) = @Dy + YD .

~-7

Si 1l < 2/p<a<2, par 2.18 on a

D
lo Dyl —<lol Dyl o+ ol y,Jiovl
L 2
L
~1—+L=l.Soient-—=1,~1-+-—=l,Z=£-1,-1—+—=l.
9 9, P 1 9 1 P Py P 9, 2 P
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a-1 (-2- 1) ,q q
- 2 S +) - [0
Par la remarque de 2.14, ona ¢ € B trqy (r”) , Dy € B cL 2

a-1,p a-1,p

et il suit que @Dy € B On a de méme YyDY € B et donc

2
ov € B P (@) . 2 2
Si 2 < a <3 , on considére D" (py) on a des termes YD @ et

(pDzw qu'on majore en utilisant 2.16 et 2.14. On a aussi le symétrisé de Dy .DY

qu'on majore en utilisant 2.18 et la remarque de 2.14 :

1
-1-1 2
Do € 13q P’ PcBa—z,zp

si a > 3 , on raisonne par récurrence sur [a] en utilisant @ .

2.30 Proposition : Soient a > % et x € '11‘2 -+ A(x) € GL(k,R), k € N, une matrice

4 coefficients dans Ba’p(’n‘l) alors la matrice A_1 a ses coefficients dans Ba'P (']I'z).

La démonstration pour k = 1 est analogue & celle de 2.24 et 2.29 (en
utilisant 2.29). Si k 2 2 on se raméne au cas k = 1 en utilisant 2.29 en exprimant

A_l grdce aux cofacteurs ... =

2.31 Soit a > 1 +

LRI

(ona1<1+%< 3). On pose

-

piff2'P(w?) = {£ € pife'(wr?) Ipf € B2 1'P} oa piffl (w?) est le groupe des

difféomorphismes de classe C1 de ']1‘2 .
En utilisant 2.29, 2.30, 2.19 et 2.20 par une démonstration analogue

a celle de 2.26, 2.27 et 2.29 (si f—) > 1) on montre que Diffa'p(’mz) est un groupe.

P N n . ;
On définit si Uc IR est un ouvert les espaces Bié‘:(u) ainsi :

@ € Biég , si pour toute fonction n € c” dont le support est compact, conte-
nu dans U et de diamétre < 1/4, alors la "fonction" obtenue par prolongement
n e a,p,. n , .
Z - périodique de n.@ est dans B (') ( ¢ étant une fonction mesurable
Lebesgue) .
Il suit du fait que Diffa'p('n‘z) est un groupe que le théoréme des

. . s a
fonctions implicites est valable pour les espaces B P
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Soit £ : (R2,0) - (R%,0), £ € B?élc) (a>1 + %) vérifiant £(0) = O,
det (D£(0)) # O , alors l'application réciproque, au voisinage de 0, vérifie
£! e g2/P

loc

’
3. EQUATIONS AUX DIFFERENCES EN CLASSE DE BESOV.

3.1 Dans la suite a est un nombre de type constant de constante de

Markov Y :

Inf qzla—gl = y>O0.
q=1 d
cos . a 1 a 1
Par Dirichlet, on a Y < 1. Si a € ]R+ , on pose Co('n‘ ) ={p € c () ,

1
J ©(0)d8 = o }.
0

3.2 Proposition : Soient p > 1, O0< B < 1,il existe une constante C X.0 dépen-

dant seulement de B et p telle que pour n € Br+B'p(']r1) , r € N* vérifiant
1 r-1+8 1
J n(6)dd = 0 alors il existe un unique @ € c, (") vérifiant

0
P-Po R(’t =n

et de plus on a

-1 -1 r
1, = Ip" [ <c D .
@lg = Ip7 ol ,<cy  Ipnlg

Démonstration : On décompose N en blocs comme 2.11, puis on utilise [ IV,

3.8.3 remarque 1] et 2.5, remarque 2. L

On a par la méme démonstration que [IV, 3.9] :

3.3 Proposition : On suppose que A € ]R+ , pour tout n e Br"'BrP(.n,]), r € 1\1*

1
O<pB <1, p>1, vérifiant 0 = I n(6)dd il existe un unique
o]

-1 Z_1+ B (‘11‘1) vérifiant

L(!,)\n = (D)‘ € C

0y - MerRa =n
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et on a

sup ) < c' Y_l IDrnI

B,p
A€ R,

ol C' est une constante dépendant de B et p mais indépendante de o et A

1
3.4 Proposition : On se.donne a € c(r),a>0,0<B<1,p>1, il
1+8

1
Py, si o est

existe 60 > 0 et une constante C > 0 telles que sin € B

une mesure de probabilité sur ‘1['1 et si a vérifiella - 1l 1+ B< GOY alors il
C

existe d'uniques Y € Coo('ll‘l) et VER tels gque l'on ait :

\j}—a\(}oR{x =n +v

II\Vd0=O
by
et on a :

-1 -1
+ - .
IIQJIICB I < Ccy (v " lla 1l 2+ 8 Il p + il 148,p )
C L B
La démonstration est la méme que celle de [IV, 3.15] en utilisant 3.3, 2.17 et le
fait que
I < |
Br+BIP I | Cr+B
Sous les mémes hypothéses qu'en 3.4 et par la méme démonstration que [IV, 3.16] en

utilisant les remarque ci-dessus on a :
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3.5 Proposition : Il existe § > O tel que si
- <
Iha-1l cl+8 Sy

alors la fonction Y de 3.4 vérifie :

-1, -1 .
Iopll ,<cy “(y Hla-1l (I pnil + Syl ) +
P c2*B o c®

+ llpall Iy + linl ).
C1+B Co B2+[3,p

3.6 Proposition : On_se donne O < B <1, p> 1, alors il existe § > O,
e

+
C2 > O telle que si a € C1 (’1!‘1) vérifie,

la-1ll <v¥S§.
c1+6
. it 1 : 1+8,p 1 ; ;
si O est une mesure de probabilité de T et si n€B (') alors il existe
d'unigques Y € CB('II‘I) vérifiant I q V4o =0etv €R tel que l'on ait
’ i
b-avboR =n+v

et de plus on a :

-1
lyll g * vl < c, v Iin i

1+
c pl*E/p

La démonstration est la mfme que celle de [IV , 3.17] en utilisant les mémes

remarques qu'en 3.4 et 3.5 & cette différence prés qu'on décompose n € Bl+6'p(']r1)
1 N-1

en utilisant 2.10, en bloc (Ar]k)k >0’ Ano = IO n(e)ae , ny = g Ank R

n = Y  An avec les inégalités si k2 0, N2 1 et O < B' < B (cf. 2.9

k=0

et 2.10) en supposant que linll =Y

gl+8.p
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v o~k (1+B)
han.d pS €2 Y

L
IIAnk||B1+B"p< cr 2—k(8— B')Y
10 g, < C (- (B- B
® Ing 14gr,p < C'Y
B
n i < N - (B- B

B2+B’ P

ou C' est une constante dépendant seulement de B, B' et de p.

i i > < B< >
3.7 par [1Iv , 4.2] il existe €2+B o (O B<1) et C2+B O telle que

ai £ € D2+ B('ﬂ‘l) et vérifie

i - <
(5 Il £ Ra||c2+8 €ougY
et p(f) = a, alors

f=h  _R h avec un unigue h € D1+B(-1r1) , h(0) =0

et on a

1
Ifh - z4ll 1+B<3

C
In - 1l <c . yle-rl
1+8 2+8 o 2+B
C C
1+ 1
On suppose que f vérifie @ . Par 2.19, si neEBs B'p("m ) , alors on a

+1
ii < C
@ Ine B g Il g,
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ol C est une constante dépendante seulement de p et B .

B

On se donne a € C1+ (1r1) (a > 0) vérifiant

-1 < vy§8 < 1/2
la IIC1+B YB,p /

ce qui implique, si § > O est assez petit ,

B.p

la e h - 1l <y6

C1+B

ot § est le nombre de 3.6 (dépendant de p > 1 et O < B < 1).

3.8 Proposition : Sous les hypothéses ci-dessus, si n € B1+B'p(mﬂ) (p > 1)
B

alors il existe un unique Y € Co(ﬂs) et VvV € R vérifiant

Y-ayP o f=n+v

et de plus on a

Tl g+ vl < ey b

c gltB.p

od C > O est une constante dépendant seulement de B et p>1.

La démonstration est la méme que celle [IV,4.10] en utilisant 3.6 et
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4. THEOREME DE LA COURBE TRANSLATEE EN CLASSE BESOV

4.1 On se donne

F:ml x R —,m x R

F(@,r) = (06 +r +0a, r + (B,r)) od o est un nombre de type constant de

3+8+1/PIP(T

constante de Markov Y et © € B 2) oip>1, 0<BKX< 1—%.

4.2 Pour voir, que le théoréme du § 4.4 implique le théoréme des courbes

1
invariantes pour les plongements de T x [- §, 8] dans ']1‘1 x IR qui ont la

s B+1/p,p

propriété d'intersection et qui sont dans et assez voisin d'un

loc
difféomorphisme complétement intégrable Tl' Tl(e,r) = 'I‘1 0,r) = (6 + t(r) +a ,x),
+B+ a
¢ € g3t B*L/PiP fy ’a% # O et t(0) = O , nous renvoyons & la réduction de [IV.5.3].

loc
Cette réduction n'utilise que le théoréme des fonctions implicites, qui est,

3+B +1/p,p

loc et on se raméne facilement au

par 2.31 et 2.14, valable en classe B

3+ B +1/p,p ('11‘2)

cas o @ € B et la continuité de courbe translatée (i.e. 1l'inéga-

lité de 4.4).

4.3 Puisque, si p > 1, on a

C3+B+l/p('1r2)c B3+B+1/p,p(T2) 3—1/p+B(T2

c C )

(cf. 2.14) avec la notation pour p = + » ,

B3+B,oo - 3+8

3+B+1/p,pm

2
si - t/p + B < 0, alors B ) ne contient pas et n'est pas contenu

dans 03 ('I[‘2) .
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3+ B +1/p,p(T2) - C2+B

On a B ('11‘2) puisque 3-1/p+ B > 2 + B .

Le théoréme suivant généralise [IV, 5.6] mais est différent du résultat du

chapitre V.

+B8+1 2 . .
En effet, si -1/p+B8 <@, l'espace B3 B /P’p(‘n‘ ) ne contient, ni

n'est contenu dans C3 ('11‘2) . Le résultat qui généraliserait le chapitre V, c'est

3+1/p

que le corollaire [V.7.10]r¢ste valable si on remplace la classe C3 par B 1.1
p 1,loc

(avec les notations de [BL]). Cela résulte de la méme démonstration qu'au

chapitre vy, en utilisant 6.8.1, remarque 6, et en montrant que 2.31 reste

valable en classe B;-;l{zc (en utilisant par exemple la théorie de l'interpolation).
4.4 On suppose que o est nombre de type constant de constante de Markov Yy .
Théoréme : Soient 0 < 3 < 1, p> 1. Il existe des constantes C1 et C2 ne
dépendant que de B et p telle que si F(B,r) = (6 + r + a,r + ¢ (6,r)) avec
3+8+ 1/p,p,..2 e 2 . .
@ EB (™) vérifiell ¢l B3+B+1/P:P < C1 Y alors il existe une
2+ B8 1 ~ :
courbe C, graphe de Y €C (I*") translatée par F de X € R (i.e. L_AoF(C) =C
ﬂL)‘(e,r) = (8,r+)\) et_telle que l'on ait
o I FIr1< oy el
2+8 2 3+ +1/p,p
C B
P(L_, o FlC) = a.
Remarque : Je ne connais pas d'exemples montrant que le facteur 1/p dans
3+B +1/p, . . . )
B B+1/p.p est nécessaire bien que cela soit probablement le cas.
Démonstration : La démonstration est presque la méme que celle [IV,5.6] ,
démonstration que nous allons reproduire. Soit O < g < -;— ’
2+ 2+B 1
K2 B {f=1d+0a+y €D B('u* Yl p(£) =a, |Dzw|8< €Y}. L'ensemble Ki* B

P 2 X : <
est compact métrisable pour la C -topologie car il est homéomorphe & 1l'ensemble
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2 1 2 2 .
{y € Co('E‘ )] ID ¢|B < €Y} compact convexe pour la C“-topologie (cf.[1Vv,2.9]).
2+4R

L'ensemble K‘Z a la propriété du point fixe pour les applications continues :
: : . 2+ B 2+8 : P
toute application continue ¢ : K — KE: a un point fixe par le théoréme

de Schauder-Tychonoff.

On suppose que € < € et donc 3.7 s'applique. On suppose que

2+8

2
< e’ v> .
llcpIIB3+ B+ 1/p,p €'y~ , € 0

L'équation fonctionnelle qu'on doit résoudre est :

]

o ,¥)- A

® Vo £- ¥

avec f=Ida+y +a, p(f) = a , (i.e. pour tout 0 € ']1‘1

Y(Ed)) - Y(B) = @B, Y(B)) -A)

et on cherche f € K§+B .

On dérive @, 2 fois par rapport & O( ¢ € B3+8+1/p.p c C2+B ), d'oa

szpo £(Df) 2 —D2¢A—1 = B,
avec
Dzw ° f(Df)2 = (Dzlp)o f(Df)2
A= (1-Dy.of + ®, 0 G)_1 (qu'on suppose inversible)
2
B, tpeeo G+2Lper°GDw+wrr°G(D\b)
22 52
Vgg = m(p: ¢®., = 3'?(0 yeeos G(0) = (6, Y (0))

On a donc
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a qu;,, £ - Dzw = H, (.

avec Hz(w,dl) = AB a = A(Df)2 .

2 !

Si € et €' sont assez petits, on peut supposer

1
- < < =
@ Ia 1uc1+8 Y8 o < 3
ol 68 p est défini en 3.8. La fonction A est donc inversible.
r
1+ 1
Par 2.20, @zu0G, @Oy o G, © o GEB Bty .

+
Par 2.22, H{o,Y) € BB P!y, et st (@ est verifige, on a par 2.17 et 2.22,

H <cC
1B yyg o < ClOl s g/

ol C > O est une constante.

B

Par 3.8, il existe un unique VY € C(ZD+ et VE R vérifiant

@ aDPof - DZ'EI = Hy(0 ) + v .
et

4 <

@ "DZMCB 100 36, 1/p

ou C2 est une constante.
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Si € et €' sont asséz petits (€ doit vérifier @ et € < € )

+ +
on définit ¢ : Kz B — Kz 8 telle que si £ = Id + Y + o  alors

248

d(£) = 14 +$+a+()\a @’) - a)

ou )\a(ﬁ;’) est l'unique aombre tel p(d (£)) =a et Y vérifie @
(c£.[1v,2.9] , en utilisant A, @) - ol <UPN | ,i.e. [1v, 2.9.6], et @ ;
(o
Par unicité, l'application ¢ : K§+ Sh——)K5+B est continue pour la

Cz—topologie. L'application ¢ a donc un point fixe f par le théoréme de

Schauder-Tychonoff d'oa :

2 -1
D°’( Yo £ ~-0w( ,)) =A2"Vv .
En intégrant par rapport a la mesure de Lebesgue, on a VvV = O. D'ou
Ve £ - ¥ =0 ) - A .

On intégre par rapport a l'unique mesure de probabilité invariante par f(mod 1)

sur ']I‘l, d'ol
A= I 1 ©(©; Y())au ©) ,
piy

et

Al <ol

l'autre inégalité résulte de @ L]
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5. COMPLE’IMENT : ﬂ]éOREME LOCAL DE_CONJUGAISON DES DIFFEOMORPHISMES DU CERCLE

2+
EN crassE B2 PP o<, ET p > 1.

5.1 On se donne p > 1 et 0< B <1 . Soit D2+B'p('11‘1) le sous-groupe de

D1 ('1!'1) défini en 2.25. On suppose que 0 est un nombre de type constant ayant pour

constante de Markov Y . On rappelle que l'on a

D2+B ’m(']rl) = D2+B('n‘1) .

La proposition suivante généralise [IV, 4.2].

Proposition : Il existg € > O dépendant @?, B et dep>1, (ma“ids_"p‘a_sﬂde a ni v)
+
tel que si f € 02 B'p(']I'l)

SR _ < _
vérifie |If RaIIBZ+B,p €Yy et p(f) o alors

f=hoR oh ! avec h € '8!y, h(o) = 0.

a

On a de plus 1'inégalité

-1
I h-14ll 1+ < Cc, Y Ilf—Rall

2
B 2 B +B,p

ou C2 > O est une constante.

Esquisse de démonstration : Soit 1l'ensemble convexe

1+ B

K = {h€D1+ L

B .1 _ _ 1
(") | h(0) =0, Ilh-1dll 1+B<2 }.

B8

1 . 1+
Avec C -topologie K est compacte, convexe, métrisable et on construit comme

+ +
K 1 6»——» K1 8 continue pour la Cl—topolo—

dans [IV, 4.2] une application ¢ :
gie qui a donc, par la théoréme de Schauder-Tychonoff, un point fixe et par la

méme démonstration que celle de [IV, 4.2] ce point fixe h donne le résultat.
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Nous allons indiquer les petites différences avec [IV, 4.2] pour la
construction de 1l'application &.

On utilise que (cf. 2.14) :
D2+B,p('n|1) cD2+(3—1/p,oo (’n‘l) - D2+B-1/p(T1)

si h € k'™*®, alors par 2.20 et 2.28 ,

€ B1+B

(Log Df), h Pty

et si € y < 1/2 alors lIDf- 1l ° < 1/2 et on a l'inégalité
Cc

ID((Log Df) o h)l 8

<clllf—RlI
gB/P

o B2+B,p

ol C1 > O est une constante.

1
si A(£,h) = I (Log Df) , h d® , alors par 3.2 il existe un unique
o
@ € CB(TPI) vérifiant
1
J’ ‘~D(9)d9 =0,
(o)

(+) (Log Df) o h + A(f,h) = @Yo R - ©®

et on a de plus, par 3.2 ,

loll o < c v~ ! Iip(zog DEf o W

-1
< cc,y HE-rI|
c B 172 o

B.p g2*tB.p

Le reste de la construction de ¢ et de la démonstration est identique & celle

[1v , 4.2]. L]
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Remarque : On peut aussi montrer ce résultat par un argument de densité
s . cex o 1 2+ 2
analogue & [1v, 4.9] (i.e. densité de D (T ) dans D B.p pour la W P topologie) .
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CHAPITRE VII

CALCUL DES CONSTANTES INTERVENANT DANS LE THEOREME DE

LA COURBE TRANSLATEE POUR UN NOMBRE DE ROTATION DE TYPE CONSTANT.

Plan

1. Introduction.

2. Notationms.

3. Rappels sur les espaces de Sobolev.

4. Les difféomorphismes du cercle et la fonction nombre de rotation.

5. Espaces de Sobolev et composition.

6. Espaces de Sobolev et compacité.

7. In&galités.

8. Nombres de type constant et &quations aux différences 3 coefficients
constants.

9. Equations aux différences 3 coefficients variables.

10. Théoréme local de conjugaison.

11. Constantes explicites pour le théoréme de la courbe translatée.

12. Constantes explicites pour (f*—f—l)/Z.

13. Cas ol la torsion est différente de 1 et généralisations.

La démonstration du théor&me des courbes translatées que nous donnons ici est
celle que nous avons exposée en séminaire aux Houches ainsi qu'd 1'IMPA en 1981.

Dans ce chapitre, nous calculons toutes les constantes.
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1. INTRODUCTION.

Nous nous proposons de calculer explicitement les constantes intervenant dans
le théoréme des courbes translatées (théoréme 11.3) dans le cas d'un nombre de
rotation o de type constant ayant une constante de Markov y= inf qlqo - pl.

1 p/q€Q 4

Soit F :A6->']I xR, oli §>0, A‘Ss]—é,d[xm , un plongement de classe C de

la forme :

©) FO,r) = (@+r+a , r+@(0,r)) .

Si lel 4 <c 72 alors F translate une courbe C qui est le graphe d'une fonction
[ (As)

Yy de W3’2(’II‘1) telle que le nombre de rotation de Id+y +a est a. Nous donnons en

11.11 des valeurs explicites de c qui dépendent dey (et d'autres variables a, &, ©).
Une valeur qui convient dans tous les cas oll §=>Y est c¢=5,04 (voir 11.11, 4).

Nos résultats améliorent considérablement ceux obtenus par H. Rissmann [R]
dans le cas oli a est de type constant.

Pour des difféomorphismes de la forme particuliére :

©) F(8,r) = (8+x+a , T+0(8 + 1))

! 1+V5

ol € WZ.’Z(’]I‘I) vérifie J @(6)d6 =0 et oli o est le nombre d'or : a= 5 , on
0

obtient en 12.5 le résultat suivant

©) si In%el , < 5,09
L
alors F laisse invariante une courbe C qui est le graphe d'une fonction y de
‘43’2(”11‘1) et pour laquelle p(FIC) =qa.
L (6) =2 sin 216, a€ R, 1'inégalits (3) érifie I<
orsque @ =5, sin 276, a . inégalité est vérifiée pour |a}<1/34,5.
La méthode utilisée pour démontrer ces th&or&mes est presque identique 3 celle

4+8

de [IV, 5.4 et 5.5] que nous avons donnée en classe C * , O<B<1, 3 cette
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différence prés que l'on prend ¢ de classe 64 et qu'on remplace la conclusion

3+8

YEC ('!I‘l) par \b€W3’2('E1) . La raison principale de cette modification est la

suivante : si o est un nombre de type constant, r un entier > 1 et nEWr’Z('I.I‘l)

(! r-1,2

vérifiant n(6)d6 =0, alors il existe une fonction YEW (‘II‘l) telle que
Jo

@ ¢'¢0Ra=ﬂ

< cte. lnl .

wr,Z

M
et v GE1s2

r—l+B(nJ) . la

Un résultat analogue est valable lorsque n € Cw”3 ('11‘1) et yEC
constante est plus agréable & calculer et meilleure dans le cas des espaces de
Sobolev que dans 1'autre cas (cf. [IV, 3.8]).

. - . 4

Pour les difféomorphismes de la forme , nous prenons (Y de classe C et
non w4’2 pour éviter le probléme de trace que nous avons rencontré au chapitre VI

. 4 o s < .
(si W€ W ’2(@. ), sa restriction 3 une courbe n'est plus nécessairement de classe
[

w&,Z)'
Les paragraphes 2 3 6 sont des rappels de résultats bien connus sur les espaces
de Sobolev (nous en donnons les démonstrations pour la commodité du lecteur). Il est
3 noter que les inégalités du § 3 sont toutes optimales ; nous les utiliserons
sans cesse par la suite.

Le § 7 contient des inégalités permettant d'améliorer en 10.5 les constantes

de 10.3.

Au § 8, nous rappelons comment calculer la constante de Markov y (sa plus

. 3- . ~ .
grande valeur possible est 2\/5— , atteinte pour le nombre d'or) ; nous &tudions
ensuite 1'équation aux différence @ et donnons des valeurs explicites des cons-
tantes.

Au § 9, nous étudions 1'équation

w—a\poRa =n+v
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2 2,2

lorsque newl’ , a€EW’7, a>0 et (V,III)E]RXLZ (théoréme 9.3), puis lorsque

2,2 22 250 et (v,3) €R x W' *2 (théoreme 9.6).

neEw , a€W

Le théor&me 9.3 est 1'analogue de [IV, 3.11] avec, en plus, le calcul explicite
de la constante. L'expression de celle-ci n'est pas la méme suivant que le nombre
Log A = Il Log a(6)d® est nul ou non. Dans les estimations qui suivent, on retran-
chera chgque fois qu'on le pourra des intégrales qui sont nulles. Ces modifications
peu intuitives améliorent les résultats numériques (cf. 11.3 et 12.5).

En 10.3, on montre que si f est un difféomorphisme de 'II‘1 de classe W3’2 et de

nombre de rotation a tel que :

ID2 log Dfll 2<Cl Y
L

alors f=h, Ra oh—‘, ol h est de classe w2,2.

La valeur de la constante ¢y est donnée en 10.2. On pourrait utiliser le théoréme
du point fixe de Schauder-Tychonoff, mais nous préférons la méthode de [V, 3.4]
qui fournit une meilleure constante e -

Pour majorer Log h°= ILog Dhl o® On est amené 3 résoudre en 10.4 une &quation
transcendante. Puis 10.5 affine cette majoration.

La démonstration du théoréme des courbes translatées se trouve en 11.3. La
constante c dépend de plusieurs paramétres x, v, y, T, k. Les nombres Yy et r
dépendent uniquement de a 3 k= (k] ,kz,k3) est un vecteur dont les coordonnées
vérifient 0<k3<k2<kl<l et des inégalités faisant intervenir les dérivées de ¢
(dans le cas général, k1 =k2=k3=1 et si @ est Z-périodique en 6 et r, alors

] et k=)

k=% k=3 3-T1927°

I1 est important de calculer chaque constante en fonction de x, v, v, T, k. on
cherche ensuite dmaximiser la fonction c(x,v,y,r,i) par rapport aux variables x et v.
L'expression de c se trouve en 11.9. Nous donnons en 11.1]1 des ré&sultats numériques
obtenus grdce 3 une machine & calculer. Le choix de certains procé&dés de calcul

(par exemple 10.5 et 10.6) est motivé par le fait que la fonction ¢ prend numéri-

quement son maximum pour des valeurs relativement petites de x et v.
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Au § 12, nous étudions les difféomorphismes de la forme (:) . On obtient pour
le nombre d'or une constante environ trois fois plus grande. Le lecteur pourra
consulter le graphique de 12.6.

Le § 13 est consacré au cas ol la torsion e est différente de 1 et & diverses
généralisations.

Les constantes obtenues sont, 3 mon avis, tr&s raisonnables. Cependant leur
rapport aux constantes optimales demeure un myst&re. Je pense qu'il est de 1l'ordre
de quelques unités (voir 3 ce propos les problémes soulevés en 11.12, 4)et 12.6, 3)).

Ainsi que le montre [III, 8], ce travail ne donne qu'une idée de la taille
d'une boule de CAGAS) dans laquelle on peut appliquer le th&oréme des courbes trans-
latées de nombre de rotation donné. D'aprés [V], il serait plus naturel de consi-
dérer une boule en norme C3. Le calcul des constantes est beaucoup plus délicat
dans ce cas.

Nous nous sommes efforcés de rendre ce chapitre aussi indépendant des autres
que possible pour &éviter un travail superflu au lecteur uniquement intéressé& par

les valeurs explicites des constantes.
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2. NOTATIONS.

On désigne par ']1‘]=]R/Z le tore de dimension 1, aussi appelé cercle ; il est
muni de la mesure de Haar normalisée d6.

Si aE’lI'l , on note Ra :0» 0 +0a la translation de vecteur o (ou rotation
d'angle o) de 'lI‘l .

Pour 1<p<+m, 1l'espace Lp=LP(‘II‘l ,d®O,R) est la classe des fonctions de puis-
sance p-iéme intégrable, munie de la norme :

1 1/
ol = (J lo(e) 1P a8) /P |
P 0

L

De 1'inégalité de Holder, on déduit que lql P est une fonction croissante de p.
L
L'espace L” des fonctions essentiellement bornées de 'II.‘1 dans R est muni
de sa norme usuelle I | o Si0€ LP et ll;ELoo, on a 1'inégalité &vidente :
L
ho .yl < Iyl Il .
P > P

1
Pour r€ N U {e«}, on note Cr(’ll‘]) 1'espace des fonctions de classe ct de T

dans R, identifiées aux fonctions de R dans R qui sont Z-périodiques.

On munit Co(’ll']) de la norme :

lleplh = lel = sup, |@(0)|
c® ° eeT’

et si r€E N, r>1, on munit Cr(’II‘l) de la norme

Tol _ = ol + D%l ,
ct c® c®

ol Drcp est la dérivée r-iéme de ©.
Pour r€ N, on considére 1'espace de Sobolev :

r,2

wo? =Wty - e’ e , < b,
L
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~ nf, P P ‘o . . .
ol D ¢ désigne la dérivée r-iéme de ¢ au sens des distributions :

si 0= % a_ e2111n9
n€z
alors Drtp = (2115.)r r of a Eane
n#0

r,2 .
L'espace W ’” muni de la norme :

lol _, = (la |2+||qu>||22)‘/2
W ° L
est un espace de Hilbert ; sa topologie est appelée WF’Z-topologie.

On pose Wz’2={w€ wr,Z | J ©(e)de =0}.
0

3. RAPPELS SUR LES ESPACES DE SOBOLEV.

3.1 Quelques propriétés &lémentaires.

On a 1'inclusion continue : Cr(’II‘I) (= wr’?'(’I[‘l) .

Les polynfmes trigonométriques sont denses dans wr,2.

2

. : . r s,2 . P
Si s<r, 1l'inclusion W *>“& W *" est compacte (raisonner sur les coefficients

de Fourier).

2 1,2

- s . s s . apot r r-
L'opérateur de dérivation D induit une isométrie de Wo’ sur Wo

. 1 . y
Si @EW ’2, alors @ est absolument continue et @(y) - @(x) =J D(t)dt pour
0 x
tous réels x et y, en effet les fonctions ¢ et 1y : e»[ Dp(t)dt de L2, ayant les
0
mémes coefficients de Fourier d'indice non nul, différent d'une constante.

3.2 Lemme : S_itDGWl’z, alors on a, pour x, y, réels

1/2
lo(y) - 0G0 | <IIDoll , 1y-xI"/
L
Démonstration : On peut supposer x<y<zx+l, et on écrit :
x-1

(t) Dp(t) dt

lo(y) —o(x)| = Jr N X[x’y]
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ol X[x vl est la fonction caractéristique de 1l'intervalle [x,y].
’

Le lemme ré&sulte alors de 1'4négalité de Cauchy-Schwarz. =
. 1,2 o, 1
3.3 Lemme : Si WEW , alors WEC (T’ ) et on a :
! 1
lo- J @(e)dell < IDell .
0 c° 2V3 L2

Démonstration : Par 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, si

1 2min6d
©(8) -J o(t)de = T a e ,
0 n#0
1 ® gy Mz
on a : T lal < —=Ilppl ,(2 £ =) =~ I Depll .
R A 23 12

Remarque : L'inégalité est optimale, ainsi que le montre 1l'exemple suivant :
o

PB)= % LZ cos 2mnb .
n=1 n
3.4 Lemme : Soit @€ Wl’z une fonction qui s'annule en x €R, alors ona :
lol <5 Ipol , .
C L
Démonstration : Soit y€ [xo,x°+ 1] tel que |o(y)| =1l o On a
C
y x0+l
2le(y) 1 = IJ Dp(t)dt] + lj Do(t)dt|
x y
o
< Ipol 1
L
< lpol .
LZ
Remarque : L'inégalité est optimale ainsi que le montre 1'exemple suivant
©8) = I8l si 96[—%,%] et ® est Z-périodique .
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3.5 Proposition : Si r=>1, wr’z est une algébre de Banach pour la multiplication

r,2

des fonctions et on a, pour tout ¢, YEW , la formule :

D(@.y) =DP.Y+@.DY .

Démonstration : Soient @ et ¥ deux polyndmes trigonométriques. On a :

r r ry nk r-k
D (p.y) = X (k) D D ¥
k=0
donc
r I r
ID™ (.l < Nl Iyl + T () lot iyl
L2 c° wr,Z k=1 k wr,2 Cr]
I Iyl
< Cr A wr,Z v wr,Z °
Ces inégalités s'étendent, par densité, 3 des fonctions @ et Yy quelconques

de wr,Z’ ainsi que 1'égalité

D(p.p) = $D + @Dy

valable pour tout couple de polyndmes trigonométriques. ™

3.6 Soit @€ W 2(w!) . L'inégalits

1
uw—J o@)del ,< L_ gl ,
0 L (27) L

résulte de la décomposition de ¢ en série de Fourier ; la fonction 6+ sin 218

réalise 1'égalité.
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3.7 Proposition : Soit Q€ Wz’z('ll‘l) . 0On a

1
1 2
||(p-J0 o©)®1 < i 1l

S_iq)€W3’2('II‘I) ,ona :

1
1 3
o - ( @(@)dsl < D=l .
Jo ©  T2VITS L2

Démonstration : Elle est analogue 3 celle du lemme 3.3 ;on utilise les formules [B]

2 w[‘ Jagy' 1r6
pe b %0 o 8 s T
(==}
Remarque : Ces inégalités sont optimales (considérer les fonctions I -—lz- cos 2mn8
et OZOI —lg cos 2mn6). En particulier, elles sont plus fines que celleanll)thues
n=l n

en appliquant successivement 3.3 et 3.6.

1
3.8 Proposition [N] : Soit @€ C3('II‘1) telle que I @(0)de = 0. On a les indga-

0

lités

lol < u, 1Dl k=1,2,3

(0] Uk (0] ° E) I )

c C

ol u, =4 wo=-l et u =-l_
XY TZE T3 L Y37 T2
Démonstration (J.C. Yoccoz [Y]) : Nous la donnons pour k=1 et laissons les

autres cas au lecteur. Supposons que (0) = lol o et que I Depll o=l. On a, pour
C C
11
tout 6 € [—5,7], ©()=>9(0) - 16|, donc

N —

0> [ % @ -100d0 = 00 -F . =
2
Remarque : Ces inégalités sont optimales.
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4. LES DIFFE".OMORPHISMES DU CERCLE’ET LA FONCTION NOMBRE DE ROTATION.

4.1 Pour r€ NU{e,w}, on considére le groupe
PT(T') = {£E€DiffT(R) | £=Id+y , p€CT(T )

des Cr—difféomorphismes de ‘R commutant 3 la translation xbx+ 1. Muni de la
Dr—topologie, c'est un groupe topologique qui est le revétement universel du groupe
des Cr—difféomorphismes de 'El préservant l'orientation.

On rappelle que, si a € R (resp. c:tG'II‘1 ), Ra : xp x+a désigne la translation

de vecteurs o (resp. rotation d'angle a).

4.2 Soit p: D°(1r1) + R la fonction qui 3 un homé&omorphisme f € D°(1r1) associe son

nombre de rotation p(f). Ce nombre est caractérisé de la manid&re suivante

vV XER, p(f) = 1lim 1 £ x) -x) .
n—»-hon

Nous rappelons quelques propriétés du nombre rotation qui seront utiles par

la suite (voir [H, II]).
(i) 1l'application p : DO('!I‘]) + R est continue pour la Co—topologie H
(1) pR o f)=p(H) +1 3
(iii) p(R ) =a 3
a

. -1

(iv) p(f)= p(g ofog) 3

(v) sip(f)=o et n€Z , 1'"homéomorphisme £, R—na a un point fixe, ou

. n . .
encore la fonction f _Rna s'annule en au moins un point ;

(vi) si o €ER-Q et p(Rx‘,f)=p(f)=a, alors A =0 (voir [H, III.4]).

. . 1 . .
4.3 La propriété 4.2 (vi) montre que si o€ R-Q et fEDO('II ), il existe un

unique nombre Aa(f) € R qui vérifie :
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p (R o f) = a .
Xa(f)

De plus, l'application )\a : DO('JI‘]) + R ainsi définie est continue pour la Co—topo-
logie (cela résulte de 1'unicité du nombre )\a(f), cf. [H, III1.4.2]). D'aprés

4.2 (v), si £=Td+v€D°(T!), on a 1'inégalité :

Ma(f)-al < iyl ° .
C
4.4 Soient e et y des fonctions de Cl('I[‘I) vérifiant e> 0 et, pour tout A tel
<A =yl 'iné ité
que [A] )\0 V] o? 1'inégalité

C

(+) 1+D(e(¥+2)) >0 .

Alors pour tout o € R-@ , on peut trouver un unique nombre ')\\'u(w) €R tel que 1'on

ait
p(Id+e(y +7a(w)) +a) = a.

En effet, soit f)‘=1d+e(w+)\)+a. D'aprés 4.2 (v), on a p(f—k Y<a et p(f>\ Y=Za .
L'existence de Tu(w) est assurée par la continuité de 1'app1icgtion M-»p(f)\;, (qui
est bien définie tant que I>\I<)\°). Son unicité résulte de [H, III.4.1.5]. De méme
que précédemment, celle-ci entraine la continuité de la fonction Ta pour la c®-

topologie induite sur 1l'ensemble des fonctions wECl('II‘l) vérifiant (+). Par cons-

truction, on a 1'inégalité

W< 1yl
a CO
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5. ESPACES DE SOBOLEV ET COMPOSITION.

5.1 Rappel.

Pour qu'une fonction ¢: 'II] > R soit absolument continue, il faut et il suffit
qu'elle vérifie les conditions suivantes :

(i) @ est continue et 3 variation bornée ;

(ii) pour tout compact I(::'II‘1 de mesure de Lebesgue nulle, @(K) a aussi une
mesure de Lebesgue nulle (voir [HS]).
5.2 Soient @: ']I‘] + R une fonction a variation bornée, de variation totale Var ¢,
® un homéomorphisme de 'I.l‘l et Y : gp(’II‘l) -+ R une fonction lipschitzienne, de rapport

de Lipschitz Lip y. Alors les fonctions @o f et § o ¢ sont 3 variation bornée et

on a :

Var (9o f) = Var ()

Var (¢ < ) < Lip (¥ )Var (9)

5.3 Changement de variable.

si @elP(m!), 1<p<w, et fen(w!), ona :

1 1
J ©(8)do =J ©o £(8) DEO)E .
0 0

On en déduit 1'inégalité

loo £ _ < Il IlDf_III](/,p
LP P c

5.4 Lemme : si @€w'*? et £€0!(r') alors ¢o €W %, D(@o £) = (D9) o £ . DE et
4172
o

oo £l < gl +Ippl . IDE
w's? c® 12 c
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Démonstration : D'apré&s 5.1 et 5.2, @ o f est absolument continue et on a
D(Po f)=(DY) . f.Df dans Ll. Le fait que D( o f)EL2 et 1'in8galité du lemme résultent

de 5.3. =

5.5 Pour tout entier r>2, on définit

b 2(r!y = (fen'(mly | £-1ae WA

D'aprés 3.2, on a les inclusions continues :

r-1/2 1,1

22 ¢!y cp (r'y ep™ 1wl

Par récurrence sur r, en utilisant 3.3, 3.5 et 5.4, on montre la proposition sui-

vante

2 et £ len™ (! .

. 1
Proposition : Si r=>2, wEWr’Z et fEDr’Z('II‘ ) alors @o fEWr’
L'ensemble Dr’z(’]I‘l) est donc un groupe pour la composition.

5.6 Lemme : 5i wew?'? et £ep®%(m'), ona

/2 1 2
° +m Ip fIle)

102 o )1 , < ID%0l ,(IDEI>
C

L2 L

Démonstration : On a

D2 (0o £) = D% o £ (DE)2+Dpo £ D2f
donc
In*o 1 _<ID? oo £0)' /21, llDf||3£2+IID<,p|I L Io%e
L2 L c c L

Le lemme résulte de 5.3 et 3.3. =
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2

5.7 Lemme : Soient QE Wt , T>1, et P u)('n‘]) € R une fonction de classe C .

Alors wowewr’z, D(Y o) =DY oo Dp et on a :

Iy ol < Iyl + oyl ool .
wls? c° c® L2

La démonstration, par récurrence sur r, est laissée au lecteur. On notera que

(p(‘l[‘l) est un intervalle compact et que 1l'identité& D(y o @) =Dy , ¢ DY est valable

1 .. .
dans L~ dés que ¢ est absolument continue (et y de classe Cw).

2 2

5.8 On déduit du lemme précédent que si Q€ Wt , r=1, alors ePewt’ et si, de

plus, >0, alors LogwEWr’z.

6. ESPACES DE SOBOLEV ET COMPACITE.

6.1 Pour r€ N, on considére sur wr’2 la topologie faible

. . . . 2
- si r=0, la suite (q)n) converge faiblement vers ¢p si pour tout y€ L™, on a
1

1
limJ(plpd0=j @y do ;
oo 0 n 0

- sir>1, la suite ((,pn) converge faiblement vers ¢ si (Dr(pn) converge fai-
1 1
r 2 o s
blement vers D ¢ dans L™ et si lim | ¢ _df = ¢ doé (puisque D' est une isométrie de
meo ‘0 O Jo

1
w2’2={wewr’2 | I © do =0} sur L?).
0
Si r>1, 0<k<r-l1 et x€ ’II‘l , la forme linéaire @p Dk(p(x) sur wr’2 est conti-

nue pour la topologie de la norme, doncpour la topologie faible.

6.2 Si c>0, la boule Bc={(D€ w2 | Hel 2 r< c} munie de la topologie faible de
W

r,2

W est compacte, convexe et métrisable (car séparable).

6.3 Soit r=1. On rappelle que Wr’zc Cr_l('ﬂ‘l) .

Lemme : La topologie faible de wr,2

et la Cr_l-topologie induites sur Bc sont les

P
memes .
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Démonstration : D'aprés 3.2 et le théoréme d'Ascoli, Bc est compacte pour la
Cr_l—topologie qui coincide alors avec la topologie de la convergence simple des
dérivées k-idmes, O<k<r-1. D'aprés 6.1, si la suite (wn) de Bc converge faiblement
vers , alors pour tout x€ 'ﬂ‘l et tout k<r-1, lim Dk ton(x) =Dk @(x), donc (q)n) con-
verge vers (p au sens Cr_l. Le lemme dé&coule den-]): compacité de BC pour les deux

topologies. ®

6.4 Si r=2 et ¢>0, 1'ensemble T(‘c= {p€ B, | ©(0) = 0} muni de la topologie faible
de wr’z est compact, convexe et métrisable.
Si c est assez petit, 1l'ensemble Kc= {f£=1d+vy | \P€'I\('c} est inclus dans

Dr’z('ﬂ'l) et homéomorphe 3 ch .

6.5 Caractérisation de Wl’z.

c s . 2 1,2 . .
Proposition : Soit WEL". On a Y € W si et seulement si
sup-l—-‘lwﬂtpoRt—w" g < tm.

t#0 L

Pour la démonstration, le lecteur se reportera i [V, 2.10] et [VI, 2.4].

6.6 Lemme : Soit (tpn) une suite de L2 convergeant faiblement vers @€ LZ et

(wn) une suite de L™ convergeant vers wELw pour la topologie de la norme. Alors

la suite ((prl \pn) converge faiblement dans L2 vers .

Indication : Si la suite (wn) de L2 est faiblement convergeante, alors les normes

2 <
des (_Dn dans L~ sont bornées.

6.7 Corollaire : Soit ((pn) une suite de L2 convergeant faiblement vers @€ L2 et

(fn) une suite de Dl(’II]) tendant, dans la Cl-topologie, vers fEDl('II‘l) . Alors

la suite (Lpno fn) converge faiblement vers @, f.
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Démonstration : Soit WGLZ. On a :

1 1
D'aprés le lemme précédent, lim Jr @ - Dfn1 Y o f ! de =f 9o f.y d9. D'autre
0
part,
1

1
-1 -1 -1 -1 -1 N
IJo © Df "(Wof -vof DI< nwnan Ing_ “c° ot -y of ||L2 .

Comme la suite (q)n) converge faiblement supﬂ(pnll 5 <+w. De méme, sup ||Df;l|| oSt .
n
L n C
I1 reste 3 voir que lim ly . £ l—\b ° fnlu 2=0.
oo L

La suite d'applications gy ¢ LZ—> Lz, VY Y, f;l est €quicontinue (voir 5.3) et
converge simplement vers g: yb P o f_1 sur le sous—-ensemble dense Co(’ll‘l) de Lz.

P s 2
Par conséquent elle converge simplement sur L°. =

7. INFGALITES.

7.1 Soit a€ Co('ll'l) tel que a>0. On pose

a,_ = sup a(6) , a_ = inf a(e)
[¢]
et ILog al
Cc
a =e =sup(a+,l/a_) .
On a L-<a < a<a, K <a
a - + o
o
et, si la-1l <1,
c®
l+la-1l <a <1/(1-la-10 ) .
c°® o c°
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1
7.2 Soit a€wl’2 vérifiant a>0 et I a(®@)de=1. D'aprés 3.3, on a
0 a
1 a, +
la- ]lIC°< PIV:] IIDaJIL2 <m ID Log allL2 et a+<l+m ID Log alIL2 .

a
Si _ZV% ID Log all 2 < 1, on obtient les deux inégalités suivantes :

L
1
@ a, < 1/(]—m ID Log ale)
a,
@ ao < 1/(1 -m“D Log aBLZ) .
7.3 Remarque : Comme la fonction a-1 s'annule, par 3.4, on a

ILog all < 1 ID Log al donc
c° 2

>
LZ

1
> ID Log al 2

@ ao<e L .

Si ID Log al , est assez petit, a_ est proche de 1 et 1'inégalité @ est plus
L

fine que 1'inégalité @ .

7.4 Majoration de ID’ Log al 9
L
2

2
Soit aewz’ tel que a>0. D'aprés 5.8, Log a€W2’2 et D2 Log a=-D—a-a—~ (%) .

Ip2 Log al , <a D% I _+a® IDal _ NDal
2 o 2 o o

L L C L2

donc, d'apréds 3.3 et 3.6,

2
2 2 3 2 .2
® ID” Log al , < a IDal ,+ 72w ID%al”,
L L L
(!
Si J a(@) d8 =1, on a, d'aprés 3.7,
0
©) la-1l < —— ipZal
© TV5 L2
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et

® a, < 1/(1-Ila-1uco)

7.5 Soient h€D2’2('L[‘1) et hOER tels que hL<Dh<ho . De 5.6, on déduit que pour

o
tout (.D€W2’2, ona

h
2 . 2 3/2.
©) Do M), < ID%I , (7% + 5o

ID Log Dhl 2) .
L L L

Si nEwl’z, alors r“,h—lel’2 et on a :

IDtn o b I - < tonon ton H Y2 1onHy/2

2 2 o

L L C
d'oll
ID(oh I, < Ipnd wl/2

L - °
I Log DfI
. 3,2, 1 c°

7.6 Soient fED (M) et f°=e . On a, d'aprés 3.7,

1 3
IDf - l||Co < e Ip fHLZ

et, si IDf-1l <1, alors £ <1/(1~-IDE-11 ).
c° o c°
De @, on déduit 1'inégalité

f2

2 3 o 3
ID® Log DEN , < ID £l (£ + Io”gl ) .
I_'2 L2 o 4mV3 LZ

D'autre part, on calcule :

1,7

3 e tooe He s 1s%e . £ HZ e

(o Hd = -3

d'oll 1'on tire 1'inégalité
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-1,3 3 11/2 15 3.,2 13/2 ¢
) )III‘:2 <3 1Ip flL2 fo +m||D fIIL2 fo

I ( (Df

7.7 On consid&re toujours une fonction f€D3’2('I.[‘I) et on suppose que

0<$— IID3fII 2<x, oli y et x sont des réels, 0<Y<3;2VE . Si yx<12\5, alors
L
1 2
— ID® Log Dfll 2 < g (%)
Y L Y
X X 2
o WO =TT T (1— 1) -
12\5 125

La fonction !LY est strictement croissante, convexe, et si y<vy', alors

X< ILY(x)<ILY,(x). I1 est possible de calculer explicitement la fonction 2,;].

8. NOMBRES DE TYPE CONSTANT ET L{ZQUATIONS AUX DIFFFTRENCES A COEFFICIENTS CONSTANTS.

8.1 Si 6 est un &lément de R ou ’Il‘l , on note el =inf|6 - pl. On conviendra que
PEZ
si p/q€Q, alors p€EZ , qEN, q>0 et p et q sont premiers entre eux.

Dans toute la suite, o désigne un nombre de type constant ayant pour constante
de Markov y =inf q lqull. On définit aussi Y= 1lim inf q lqoll. Les constantes y et
a1 q>+o

Y, sont inchangées si 1'on remplace o par -a et il est facile de voir, par le prin-

cipe de Dirichlet, que Y<Yl < 1. En fait, on a mieux. Les nombres o et B sont dits

équivalents s'il existe une matrice (2 3) € GL(2,Z) telle que B =aa:‘z . Dans ce cas
ca
Yl(on) =yl(B). Si o est équivalent au nombre d'or ]+2\/5, alors ) =V]5, s dans tous
1 . -
les autre cas, YISVF (voir [S, th. 5E, p. 21]). Si o= ! +2\/5- , alors y=3 2\/3—.

C'est la plus grande valeur de y possible.
On rappelle que a est un nombre de type constant si et seulement si a € R-Q

et si son développement en fraction continue a=a +—— (ol 1les a;

sont entiers et ai>l si i=>1) vérifie :

Que le lecteur ne s'inquidte pas, ces inégalités serviront effectivement par

la suite.
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M = sup ai<+°° .
i>l
On a alors L<Y <% (voir [H, V.71 ou [SD).

M+2

1

Petite note : Notons pk/qk=ao+———— , KEN, les réduites de a et
L1
2
Q. =g +—1—— .
k k a4 + ...
On a, pour k=1,
P _1 Kk
a-ali = ___(‘)_q__
k 2 k-1
q (a, . +—)
kk+1 a
donc
q
1 ( 1 k-1
— = sup | o » SuUp (a +—)
Y a =1 k+1 9
q.
1 . k-1
et — = lim sup (a + —)
Y oo k+l g

On a pour tout a € TC, y(a) < (3-V5)/2.

En effet, si y=> 2\/5- , alors y>71§ est o est &quivalent au nombre d'or. S'il

existe un k=2 tel que ak>2 et ai=1 pour i=>k+l, alors on a :

i ac3V5 _ 1 1+2\/§= ! 3-V3

1+ T alors y = ~0,381966011...

1

+ —
I+...

8.2 Equations aux différences.

sin (vlal)

On pose =TT - On a 1<r<% . Pour kEN et A\ER, on considére 1'opé-
rateur
L . wk,Z k,2

’ -
—)Wo » W20 M’JoRa
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1
(o @€ w‘;’z si peWS? et J ©(8) do =0).
0

Soient KEN, k=1, A_€ER, A_>0 et n€Wl;’2.

Proposition : Pour tout A>)_, il existe un unique ¢A€W§—l’2 tel que
* = - =
(*) La,x(“’x) ®, =~ A, o R =n.
De plus, on a
sup ||Dk_l(p>‘|| , < c i,
AS>A_ L L
2imna, -1 1 1
ol C= sup 2rn(l - X e ) et C< < .
ASA_,n#0 lm(l+)\_)ry 4 (142 )y
. . . ~ k-1,2 ~ o~
Remarque : Il existe aussi un unique "Dkewo tel que Mp)\ —(D}‘ o Ra=n. Les

inégalités précédentes sont valables pour &)')\, puisque 6)\ = -L:olt 2 Mo R-a) .
’

Démonstration : En dérivant 1'équation (*), on se raméne au cas ol k=1. Si

Dn(e) = x 15;1(11) e211me’ on a nécessairement :
n#0
~ 3
‘D)\(B) = 5 Dn (n) o 2imn6 i
n#0 2imtn(l - X e )

A . s = 2 . .
On en déduit l'existence et 1l'unicité de (p>\€L et la majoration

e, < C lIDnl .
A L2 L2
Nous allons a présent majorer la constante C.
Soit n€Z, n#¥0. On a :
i 2 . .
1T =2a e211rna| = ((1+2) slnzwmx+ (1 -)\)2 coszwnm)l/2 = (1+)x_) |sin mna]| .
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D'autre part,

2ry

Isin ( 7na)l = sin(nlinal)=> Tl °
en effet, la fonction t & Ej'—;gi) est décroissante sur 1l'intervalle [0,—;—] . Si
Inoll <Mall, alors

sin(wlnal)> 2r Inal 2—?—% ,
et si lnal >1lall, alors

sin (nlnal) > sin (vlal) > 2ry > % .
Finalement, on obtient
21 =22 T < Grea e L

8.3 Dans le cas ol A=1, on obtient 1'inégalité :

k‘b}u , < — D%y
L 8rry L

Ip

2

Remarques : i) Cette majoration est optimale pour les nombres o tels que y =lal
(par exemple pour le nombre d'or), comme le montre 1'exemple n(8) =sin 2m6

ii) Si y<% lall, on peut améliorer la constante r de la mani&re suivan-
te. On suppose 0<a<% et on considére les réduites pn/qn, n€EN de a (voir la
petite note de 8.1).

On a q,= 1 et, pour tout naturel n, q est le plus petit entier qui vérifie

n+l
I anII < IanuII . Par conséquent,y =:,2i1 a, [ qnaﬂ (voir [S]).

Soit o le plus grand entier tel que q, ||qn all> % y. Nous allons montrer que
o o
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sin (nll q, all)

' "= 2> i I
1'on peut remplacer r par r W r (puisque a,

o
g

voir que, pour tout entier q=1, on a :

o

Al
sin (rllqal) > g_ra_y .

Si lqal < lqn all, alors
o

Ll
sin(mlqal)> 2 lqal r' >2_21 .

'ﬂ'

al < llall). I1 s'agit de

Supposons que lqall > llqn all . Dans ce cas, on a qlqul>2 Y, en effet, si q=> q, »

o

o

alors qﬂqaﬂ > qn "qn al >-12L Y et si q<qn , on peut trouver un unique entier

o o

[}

< . 1 Iy. i
n<n_ tel que q <q<q_,, . Onaalors g qall=> 9, “qnaﬂ >2 Y . Par suite,

2r'y

sin(nliqal)=> 2 lqal = = %; ry .

q

iii) Lorsque Yy tend vers 0O, soit la constante r tend vers % , Soit y

. PO 2
devient inférieur 3 = lall et r' tend vers

2,2

7 -

8.4 Soit a €W™’", a>0. On définit les réels a et A par :

Log a_ = ILog al

C

1
Log A = J Log a(8) do .
0

1
On —< A< i -1 - -
a = A a_ et, si la-1 o<l’ alors ao<(l la-11 0)

o C
1-tla-1l o<)\<l+|la—lll
c c®

D'aprés 8.2, il existe un unique b€ Wl’2

+) a =2\

163

-1
C

vérifiant b> 0,

et

rl

Jo

Log b(8) do =0 et



M. R. HERMAN

en effet, on a b=ew, ol WE th)’2 est 1'unique solution de 1'&quation :
(pcRa—w = Log a-Log A .

Les fonctions b1 qui vérifient a=)\(bl o Ra)/bl sont les fonctions de la forme

b1 =cb, avec c€ R¥ .

L'inégalité de 8.3 nous fournit la majoration :

ID Log bl , <

2
L2 8mry 10" Log af 2

L

et, de 3.3, on tire :

1
I I
Log b © < VT ID Log bﬂLz .

9. FQUATIONS AUX DIFFERENCES A COEFFICIENTS VARIABLES.

9.1 On se donne une fonction a€ wz’z, a >0, une mesure de probabilité do =2 d6 sur

2,2

’n‘l , avec !Z,ECO, 2 >0 et une fonction n€w(1)’2 (resp. n € W0

). On cherche a résous

dre 1'équation :
Yy—-a. ‘lJoRa =n+v

. 1,2 P
oti 1'inconnue est le couple (v,P) ER x L2 (resp. (V,P)ERx W °>7) et ol y vérifie

1
J Y do=0.

0

Nous utiliserons la méme méthode qu'en IV, 3.11 oli nous renvoyons le lecteur

désirant plus de détails. Dans ce paragraphe, nous nous proposons de calculer expli-
citement toutes les constantes.

9.2 Proposition : Soit A€ER tel que A>0 et A # 1. Pour tout nGWI’Z, il existe
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un unique q))‘EWl’z tel que :
@, - A @) o Ra =n
et on a minn<(l—)\)np)\<maxn.
En particulier, si n>0, alors (I —)‘)WA > 0.

Démonstration : Si A<1, ona :

k
@, = EOA ne Ry,
et si A>1, alors
+oo 1
9, = - X —'ﬂoR_
A k=1 }\k ka

La proposition en résulte immédiatement. =

9.3 Soient do=2(0)d9 une mesure de probabilité& sur 'II‘l , ol JLGCO(']I‘I) s, >0 et
ILog 2l o
(o

SLO =e .

1
Théoréme : Soit aGWz’Z, a>0. Pour tout nEWl’z (i.e. J n(e)de =0), il existe

un unique couple (v,y) € R x L2 tel que J Y do=0 et
E— 'II']
- oR = .
® vomayeR =n+v

De plus, il existe une constante Cl(lo,a) ne dépendant que de Jl,o et a telle que :

e

1
©) Iyl , < cf2_,a) = HDnl
L2 1( o Y L2
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on a aussi |v|<cste IDni . -
L

Nous donnerons en 9.4 des formules explicites de la constante Cl(lo,a).

1
Démonstration : Soit a_=min a>0. On définit le réel )\ par Log A=I Log a(6)de.
0
On a \>a_ et si la-1l <1, A=21-la-11 >0.
- c® c®
D'aprés 8.4, on peut trouver une fonction b€ Wl’z vérifiant b>0,
1
J Log b(p)de =0 et
0

a=XAbeR /b .
a

ILog bl o

Si b =e c,ona:
o

@ bo < ez/s

oll z=l IID2 Log al ,, s=167V3 r et r=Sl“""°‘I , ainsi que les inégalit&s :
Y L2 2 Ta
@ ID Log bl , < —— z
2 8nr
L
® IDbl , <b_ D Log bl , .
LZ o LZ

En multipliant 1'équation @ par b, on est amené 3

O) by =A(byp) o R = bn+bv .

1
Soit Vo le réel tel que I (bn+\)o b)de =0. On a :
0

1 1
\)OJ bd9=—J bnde =I (l—b)nde
0 0

1
puisque J n(6)de =0. On en déduit :
0
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b, (b = 1)
@ vl < b (b -1) unuL2 <2 - lanlle

On note L/ 1'opérateur Wb Q- AP, Ra étudié en 8.2 et 9.2. Soit @, 1'unique

WA
1

fonction de L2 vérifiant J (po(e)de =0 et
0

La’)\(wo) = bn +v b

1,2

On considére la fonction A€W *” définie par

(]-)\)L;lx(b) si A#1  (cf. 9.2)

B

>
]

On a dans tous les cas 0<bl~<A< b0 . La solution générale de 1'équation @ dépend
o
d'un paramétre réel p ; elle est donnée par :

yoo= ! (tD°+uA)

=
o

<
[

v, * (1 =-Mu

De 8.2 et du fait que A= a_, on déduit :

o I -— (
wo LZ < 4m(1+a_)ry IIDmb'*\)ob)"LZ °

Puis, d'aprés @ . @ s 3.3 et 3.6, ona :

b (b ~-1)
I oo 1
@ HD(nb+v0b)|L2 < (ID Log blILZ (e P+ D by ||nnnL2 .

Comme A>0, il existe un unique M tel que

1
Yy do =0 .
'[0 Yo
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Si 1'on pose Y =wu et v =v + (1 —A)uo, le couple (y,v) est l'unique solution du
o
probléme posé. On a :

1 1
[* AL I o J 2
u —do = -] — do = (1-32) ¢ do .
o]y b o P 0 b’ Yo
On en déduit la majoration :
lu 1<z b2 b -1) Il
o o o0 o o LZ
@) ol , <b (ol ,+lu 1 b) .
L L
Si A=1, alors A=1 et on a :
7N < _
12 lu I <& b (2 b -1) ||q>o||L2
i3 IIWIILZ < bo(ﬂwoll 2+ Iuol)

L

D'autre part, les inégalités @ et @ permettent de majorer tholl , en fonction
L
de Ipnl g+ On en déduit 1'inégalité @ . On peut aussi majorer |v| en utilisant

< - .
(@D, @0 et IvI<Iv I+ 1Al | . =

9.4 Calcul de la constante Cl(lo,a).

En combinant les inégalités N @ N et @ , on obtient la valeur

suivante de Cl(zo,a) :

@ ( ) 1 2( 3( I I bo(bo_l) 1 ) )
C, (2 ,a)= —— b (1+2¢ b (2 b ~-1))(ID Log b (—————+ +1 s
170 4n(1+a_)r o o o oo L2 27 2V3
o 4 sinw lal . 1 2 I
ol 1l'on rappelle que r= R > 1 et, si z=7 ID” Log a 2 et s=16 ™ V3 r, aloms
L

(cf. 3 et (B)) bo<ez/s,
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z
ID Log b"L2 < =

et a =mina=>1-la-11 .
- o
C
Dans le cas ol A =1, la valeur de C](JLo,a) obtenue en utilisant @ et @
est inférieure a& la précédente :

L, L @)
@ Cl(lo’a) = Brr ho(1 +boko(b020_ 1) D Log b LZ (T+2—\E) D

9.5 Remarques : 1) Si Jfl n(6)dd # 0, on remplace la fonction n par
n =n -I:} n d6. La constantz obtenue C](lo,a) reste inchangée, puisque Dn1 =Dn.

2) Contrairement a IV, 3.11, nous avons imposé 3 b la condition
r Log b d6 =0 au lieu de Jlb dd =1, ce qui ne change pas grand-chose.
° 3) Nouson'imposons ici aucune condition supplémentaire 3 la
fonction a comme nous 1l'avons fait en IV, 3.11, car nous avons utilisé la Proposi-
tion 9.2 au lieu de IV, 3.3.

4) La constante Cl(lo,a) dépend de y par 1'intermédiaire de z,
donc de bo . Lorsque nous aurons & utiliser 1'inégalité @ , nous ferons appel
3 d'autres arguments pour majorer bo de fagon indépendante dey (cf. 11.9, 3)).

5) Si a et n sont de classe Cm, alors b et y le sont aussi.

6) Je ne connais pas le rapport de Cl(zo,a) a la constante

optimale.

9.6 Soient do=2(0)d0 une mesure de probabilité sur 'II'] , ol R,GCO('II‘I) , £>0 et

aGWZ’z, a>0. On pose

ILog 2l

g =e ¢, a_ =mina>0 et ¢, (@) = ¢ (1,a)

oll 1'expression de Cl(l,a) est donnée en 9.4, @ et @ . On définit
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R -1 .2
d(a) = ( 3 +73-) C](a) vy Ip a||L2 .

Théoréme : Si d(a)<1, alors pour tout newg’z, il existe un unique couple
1

(V) ER xwl’z tel quej Y do=0 et
0

y-ayp °Roz =n+v .
De plus, on a les inégalités :
C
Iyl <1—-]d((;)) v o,
L a L
@) bl <4 iDyl
C L
@ vl < cste HIDnl 9 -
L
Démonstration : On suppose d'abord que a et n sont de classe . D'aprés la remar-—

1
que 5) de 9.5, il existe un unique couple (v,y) € R x C°°('1[‘1) tel que I p do=0 et
0
Y-a weRa =n+v .
En dérivant cette &galité, on a

Dy -a Dq“,Rm=A+\J0

1
oll vo=J Da.\boRade
0
et A=Dn+D3-'l'oRa‘Vo .

1
De 1'inégalité 9.3, @ et du fait que J[ py(e)de = 0, on déduit :
0
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-1 2 2
oyl < ¢c,(a)y UID°nll _+1D"all iyl + Ipal Iogl .) .
L2 1 L2 LZ c° c® L2

1
Comme J Y do=0, la fonction ¥ s'annule et on a :
0

1
lhplco <z IDq;IIL_2 .

Si !Lo—l est assez petit, .on peut améliorer cette inégalité

1
1
llw—J y dol < 1Dyl
c® 2V3 LZ

0
rl 1
et J wde=J (1-2) y de
0 0
1 go—l
donc IIo vdel < (g -1 Wc° <= "D‘l'“Lz .

Par suite

[

o 1
@ "“’"Co<( D wq,le .

D'autre part ,

1 2
lDa"C0<-2—\7; ID aIle

En insérant ces deux inégalités dans 1'inégalité on obtient :
g g s

-1,.2
|D.;,||L2 <c (@ vy Il ,+d(a) Ilele ,

L

d'od 1'inégalite ({6) .

On revient maintenant au cas général : les fonctions a et n sont de classe
2,2 !

W et vérifient d(a) <1 et I n(6)d6 =0. Soient (an)nEN et (nn)EN deux suites

0
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de fonctions de classe C° convergeant dans la Wz’z—topologie (forte) vers a et n
1 1

respectivement. On suppose que J nn(e)de =0 et que, si J Log a(p)do =0, alors

0 0

1
J Log an(e)de =0. On a alors lim C](an) = Cl(a) et lim d(an) =d(a). En particulier,
0 oo oo
d(an) <1 si n est assez grand.

Pour tout entier n assez grand, il existe un couple (wn,vn) €W1’2 x R vérifiang
1
_ _ _ PR Ve < sz sz
IO “’n do=0 et d}n a, wno R0l nn+ V,» ainsi que 1'inégalité . Par compacité
(cf. 5.3), on peut, quitte 3@ extraire une suite de la suite (l})n,vn), supposer que la
suite (\pn) converge dans la CO-topologie vers wewl’z et que la suite (\)n) converge
1
vers un réel v. Puisque la forme linéaire (p»[ y do est continue pour la Co—top0101
1

gie, on a J y do=0 et, d'autre part,
0

- R =n+ .
v ayoR =n+vy

Comme lIDyll 5 <1lim sup ||Dwn|| 5 » l'inégalité est vérifiée par passage 3 la limi-
L
te. Les inégalités @ et proviennent respectivement du fait que la fonction

Yy s'annule et du théoréme 9.3 ., =

9.7 Remarque : En utilisant directement 1'inégalité au lieu de @ , on

peut remplacer d(a) par d(a) = (%+ﬁ3-) Cl(a) Y-l ||D2al| 2 -
L

10. THEOREME LOCAL DE CONJUGAISON.

10.1 Nous nous proposons d'énoncer et de démontrer un théor&me local de conjugaison

3 des rotations des éléments de D3’2

('1[‘1) ayant un nombre de rotation de type cons-
tant,par un difféomorphisme de classe w2’2. L'énoncé de ce théoré&me comporte des
constantes explicites ; sa démonstration utilise le théoréme global de conjugaison
de [H, IX]. Nous utiliserons une méthode analogue 3 celle de V, 3.4.

En 10.5, nous améliorons les inégalités obtenues. Les § 10.6 3 10.9 sont consa-

crés 3 1'étude des &quations aux différences au-dessus d'un difféomorphisme du
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cercle (voir 1V, 4.10).

10.2 On considére toujours un nombre a de type constant, dont la constante de Markov¥

est notée y. On pose :

_ sin(ma) , s = 16mV3r

-1/3
k = —25—— = 0,21617...
2c +3V3

-2/3

c, =s ke =rx9,6628... .

10.3 Soit f€D3’2(’II’]) un difféomorphisme ayant o pour nombre de rotation et tel que

2<c] .

y = 1 ID2 Log Dfll
Y L

Théoréme : Il existe un unique h€D2’2(TI‘l) tel que h(0) =0 et

£=h oR oh ' .
o

ILog Dhll °
De plus, si h°=e ¢ , on a les inégalités
©) 1<h <e2/3
o
y hg/z
@ ID Log Dhl ), < ser—p 7y 0)
L o
B ILog Dhl _ < ID Log Dhl , .
o 2 2
C L
Schéma de la démonstration : On se fixe ¢>0 et on pose :

Fo= (£e0™(m!) 1o () =al
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B={f€F | ||D2 Log Dfl <y c,(1-¢)}
a LZ 1
rd
U={f€F | f=hofoh | avec lLog Dhl <2}
a Co 3
V= {f€EF | f=hofoh | avec lLog Dhl <2 (1-¢)} .
a c° 3

On commence par montrer une inégalité "a priori" qui entraine que BN UcV.

Puis, d'aprés le théor2me de [H, IX], U est ouvert dans F: (muni de 1la C -topologie)
et V est un fermé inclus dans U, donc BNU est ouvert et fermé dans B. Il est non
vide puisque Ra€ BN U. On montre ensuite la connexité de B, qui implique que BcU.

On conclut en utilisant 6.3.

Démonstration : 1) 1Inégalité "a priori".

Soit fEDw(’II'l) tel que p(f) =a. D'aprés le théoréme de [H, IX], il existe
un unique homéomorphisme h de 'ﬂ?] tel que h(0) =0 et
-1
f=hoR oh
o

et hep™(m)) .

Supposons que Log h°= ILog Dhl <% . On a

CO

D Log Dho Ra_D Log Dh = D(Log(Df) o h) ,
donc, d'aprés 8.3,

ID Log Dhl . < =—— D% (Log(DE) o h)I

L2 8nry LZ

1
<
8rry

3/2
o

(10% Log Df 1, h>/2+ 1D Log DEI _h_ID Log Dhl
L CO o

)
1.2

On pose y=-¢— IID2 Log Dfll 9 et on suppose que
L
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2/3

y<cl(l—e)=ske_ (1-¢)

ot €>0.

On a alors

1 hoy
= ID Log Dfll h <—<k<l
TrY © ©° s

y hglz cle(l—e)
donc ID Log DhIIL2 < =gl -hoy/s) < ST (T=5)

1
D'autre part, J Dh(6) d6 =1, donc la fonction Log Dh s'annule et on a :
0

1
ILog Dhll © < 7 ID Log DhllLz .

On en déduit :

1/3 _k

- =2 a-0

lLog Dhl < V3 e
c®

2) Soit F:={f€D°°('II‘]) | p(f) =a} muni de la Cw-topologie. On considére les

. . oo
parties suivantes de Fa

B ={£f€F | ID? Log DEl , <y c,(1-¢)}
a .2 1
- © 2
U= {f€Fa | ILog Dhllc°<§}
V =

2
{(£€F| lLog Dhllco<§ (1-¢)} ,

oti €>0 et, dans les définitions de U et V, h désigne 1l'unique Cw-difféomorphisme
tel que h(0) =0 et f=h°Ra ° h-].
L'inégalité "a priori" que 1l'on vient de montrer entraine que BN UcV, donc

que BNU=BNV. D'autre part, d'aprds [H, IX], 1'application fb h est continue pour
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la Cm—topologie, donc U est ouvert dans F: et V est fermé. Comme RaGBﬂ V, si 1'on-
montre que B est connexe, alors on a B&VcU, ce qui revient 3 dire que le théoréme
est vrai pour tout f de classe ¢ tel que y<c, .

3) Connexité de B.

Soit Doo('ll‘l,O) ={g€ D°°('II") | g(0) =0}. Pour tout g€D°°('II1,0) , 11 existe un
unique réel Xa(g) tel que (Rxa(g) og) =0 et 1'application gt f=R)\a(g) o g est un
homéomorphisme de D€(’II‘],0) sur F: (voir [H, III.4.2]).

I1 suffit donc de voir que
oo 1 2
A ={g€D (T ,0) | ID° Log Dgl 2<y cl(l—e)}
L

est connexe. Soit g€ A, on définit g, par gt(O) =0 et

- t Log Dg
Dg, =u. e
! t Log Dg(8) -1
ol u, = ( e de) .
]
. . . o 1 . _ 5
Le chemin (gt)t€[0,l] est un chemin continu de D (' ,0) reliant 8, = Id 3
8, =8- De plus, comme D2 Log Dg =t D2 Log Dg, on a thA pour tout t. Par suite,
t

A est connexe.

4) Conclusion.

< ¢é,. On considé@re une
LZ 1

Soit f€D3’2('II‘]) tel que p(f)=a et y=—¢— ||D2 Log Dfll
. oo 3,2,..1
suite (fn)n€l\1 de Fa convergeant dans D (') vers f et telle que

<c, pour tout n (ce qui est possible, la démonstration de la

2 1

y =+ 10% Log DE I
n vy n
connexité de B montre comment diminuer l&gérement Yn s'il est trop grand).
. . . 1 . . .
Pour chaque entier n, il existe un hn€ Dw('ll‘ ,0) qui conjugue fn a R et qui
vérifie les inégalités @ N @ , et @ . En particulier, la suite (hn)nEN est
" 2,2 S . .
bornée en norme W ’" donc, d'aprés 6.3, on peut en extraire une suite convergeant

au sens C1 vers un h€ D2’2('1I1) et tel que
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ID Log Dhll , < 1im sup ID Log Dh_Il .
2 n .2
L oo L

Un tel difféomorphisme h satisfait les conclusions du théoréme. u
Remarques : 1) Sia= l+2\/§ est le nombre d'or, on a vy =§-T\/§-= 0,381966...,

r=1,22005... et ¢, =11,7891...

1

2) On aurait pu utiliser le th@oréme du point fixe de Schauder-
Tychonoff pour démontrer ce théoréme (cf. IV, 4.2) mais cette méthode fournit une

moins bonne valeur de cp -

2/3

. L . .
3) C'est en e que la fonction x»—%—g7—2§ atteint son maximum.
X

4) En utilisant la méme méthode, il est possible de démontrer le

théoréme suivant

>0 telle que si f€ DH"Z(TI'I)
2-1,2

Pour tout entier & = 3, il existe une constante c

2-1

L

vérifie p(f) =a et ID Log Dfl ,<c, vy alors f=h, Ra ° h_l pour un h€D ('II‘I) M
L

2 2
En outre, on obtient des inégalités, portant sur h, analogues 3 @ N @ et @ .

5) Il est vrai que tout difféomorphisme f € D3’2(’]I‘l) tel que p(f) =a
est de la forme f=h¢,R0Lc.h—l avec h€D2’2('II‘l) . La démonstration utilise des idées
similaires 3 celles de [H]. Cependant il est difficile d'obtenir de bonnes inégalités
concernant h.

6) On peut améliorer la constante cps voir & ce propos 10.4 et 10.5.
10.4  Inggalités pour h .

Les notations sont les mémes qu'en 10.3. D'apré&s les inégalités @ et @ .

on a H

3/2
y ho

@ h, < exp 167rr(]-ho y/s) =Gy(ho) :

La fonction Gy(t) est une fonction croissante de t et de y. Si y<s, on a
Gy(])>l et Gy(t) tend vers +w lorsque t tend en croissant vers —;— . 81 y< e, s oll

co/ru 9,767687441..., alors la fonction Gy a deux points fixes h] et hi tels que
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l<h,<h'<3 .
1 17y

1 h ' S 8
1 o ¥
' 2/3 ' . .
Pour y=cy, on a h] =e et h1 est une fonction croissante de y alors que hl est

une fonction décroissante de y.

On déduit du théoréme 10.3 et de @ que l'on a ho<h pour tout y<c En

1 1°
fait cette inégalité est valable pour tout y< c, en utilisant le méme raisonnement

2/3

qu'en 10.3 et en remplagant e par un nombre compris strictement entre h, et h' .

1 1
Pour y=c,, on a h =hiﬂ1,771886883...

Si y< ¢ s on peut obtenir hl sous la forme
h, = lim z

' . P =e2/3 4j
ol h1 < zo<h1 (ce qui est assuré par Gy(zo) <z, par exemple z =e si y<cy)et

Zn+l - Gy(zn) :
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10.5 Une meilleure inégalité.

’
Si y<ec_, on a h°<h1<2, donc IDh - 11 0<1 et, d'aprés 7.1,
C

D'aprés 3.3, on a :

h
o
IDh - lllco < mlln Log DhIL2 .

En combinant ces deux inégalités et @ , on obtient :

l—ho y/s

h < =H_ (h) .
@ () 1- (h°+hc5>/2)y/s y o

La fonction Hy a un comportement en tous points analogue 3 celui de Gy . Si

y<c', avec ¢'/r=~9,160766712..., alors H_ poss&de deux points fixes h, et h! tels
o o y 2 2

que l<h2<hé<h'2', ol h; est le pdle de Hy (on a h'2'+h'2'5/2=§). De méme que pré-
cédemment, lorsque y croit, h2 décroit et hé croit. On a hé=e2/3 pour :
e2/3 -1
= s .

y=c¢c,=
2T 773, A73 _ 273

On a cz/rm6,786532808...
Le théoréme 10.3 et 1l'inégalité @ entrainent que ho<h2 pour tout y<c, .
En fait, cette majoration est valable pour tout y<c(') (cf. 10.4).

1 = = 'N
Si y=cl alors h2 h2_1,374657868...

. f _qs ~ v ogs
Si1 y< Cye O A h2 lim z , ol ‘n2<zo<h2 (i.e. Hy(zo)<zo, par exemple
z=e2/3 si y<c,) et z =H (z)
o y<¢ n+l y ‘n’’

Constante cq-

On considére la fonction JLY définie en 7.7 et on pose :
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Si f€D3’2('lT]) et ||D3f|| <c, y , alors ||D2 Log Dfl ,<ec, v .
L2 3 L2 2
Le nombre cq dépend de ¥ et de r (par l'intermédiaire de c2) mais on a toujours
1'encadrement :
CZ m
5,63 < cq < c, <T-2— = 10,661...
Remarques : 1) Le point fixe h2 de la fonction Hy décroit si s (ou r) croit.
2) Aux paragraphes 11 et 12, nous utiliserons les inégalités de 10.5
et non celles de 10.4, car elles permettent de mieux majorer IDh- 1l ° lorsque f

C
est voisin de 1l'identité (cf. 7.3 et 11.12, remarque 1).

3) Les constantes c_ et c(',

o sont peu importantes car, dans la suite,

la condition IlD3f|l 2 <c3 Y sera impliquée par d'autres conditions plus sévéres
L

(cf. 11.12, remarque 2).

10.6 Equations aux différences_au-dessus_d'un difféomorphisme.

On considére un difféomorphisme f€D3’2('II']) de nombre de rotation a et qui

satisfait aux hypoth&ses du théor&me 10.3. Etant donnés a€ wz’z, >0 et nEWZ’z,

on cherche 3 résoudre 1'é&quation :

® V-F Yo E=n+y

oli 1'inconnue est le couple (yp,v) EW 22y R.
=hoR oh', od hep®?(w') vérifie h(0)=0

et les inégalités @ . @ et @ de 10.3. En composant 1'équation @ par h 3

1
o
£

D'aprés le théoréme 10.3, on a

droite, on obtient :

@ Yoh-ayohoR =noh+v
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~
oli a=a, h.

Si 1'on pose :

h
3/2+

o
1
o vy P les Pl ,

H=h
on a, d'aprés 7.5, les majorations :

102 (n o B)I , < Ip%nl

L L

2H

In2al ) < In? 31
L L

2 H .
Soit C1 =C1(l,a) la constante donnée en 9.4. Si la condition suivante est
vérifiée :
h -1

1 -1, 2~
d=(2—+) C, Hy ID°31 , <1
7 "V Y L2

alors, d'aprés le théor&me 9.6, 1'&quation @ a une unique solution
1

(wch,\))Ewl’sz qui vérifie J Y o h Dh de=J Y d6 =0. De plus, on a
0 (o]
G a 2
ID(y o W)U 2 <l—-i Y H Dl 2
L L
[ s 1/2
et, d'aprés 7.5, oyl , <h ID( o D)
LZ o LZ

On obtient finalement la proposition suivante :

Proposition : Soient fED3’2('lI'l) vérifiant les hypothéses de 10.3, 3 € w2,2’

~ 2,2 . o< s s . . . . .
a>0 et n€W™*". Si 1'inégalité @ est satisfaite, alors il existe un unique couple

@, €W 2 xR rel que

w-3¢°f=n+\,
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De plus, on a :

gl < —L_ p1/2 5 7V g2y )
LZ 1-d o L2

: P ~ . ~ -1
Remarques : 1) Si on veut résoudre 1'équation y-a yof =n+v ou

Yy of£-al = n+v on procdde de la méme fagon et on obtient les mémes constantes.
2) Soit §>0. Si nnznn <y §,, ol §, = 2\/31—'-‘-1- nl/2 nls , alors
. LZ 1 1 [§ o

1

1
|Iw||c°<mID¢IL2 <s .

Soit f€D3’2('II‘1) un difféomorphisme satisfaisant aux hypothéses de 10.3. Si
1'on cherche & résoudre 1'équation

v-vof e =y

z, R, on peut appliquer la proposition précédente. On pourra utiliser

ot (y,n) €Wc1)’
7.6 pour évaluer la norme HDZ(Df—l)BlI 2 qui intervient dans le calcul de d (voir ).
L
D'autre part, comme

Log(Df_l)3°h =3 Log DhoR_ -3 Log Dh ,

1,2 . PR, -13 (!
la fonction beW > qui vérifie 5= (Mf )" oh et J Log b d§ =0 est de la
0

forme b=cstex (Dh)3. En particulier, D Log b=3 D Log Dh et

Log b = lLog bl _ < vi ID Log Dhll
o c° 2 LZ

3

1
De plus, Log A =Jr Log(Df_l) o h d8 =0, donc dans le calcul de la constante Cl’
0

on peut prendre 1'expression 9.4, ng (avec toujours L= 1).
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10.8 On considére ici 1'équation

@ V=T et =nwy

ol f€D3’2(’II‘l) satisfait aux hypoth&ses de 10.3, 3 € w2’

2

5 2>0 et n€EW

1,2

L'incon-

1
nue est le couple (w,v)Esz R ; on demande en outre a y de vérifier ( v do =0.

Jo

P -1 P . N .
On écrit £ =ho Ra oh et on compose l'équation @ a droite par h, ce

qui donne :

l[:.,h-;.,h.wohoR_u=noh+v .

Le théoréme 9.3 assure l'existence d'une unique solution (¥ , h,V) €L2" R telle

1
queJ Y o h Dh dG=Jw de =0.
0

De plus, si Cl =Cl(h0,a) est la constante dont 1'expression est donnée en 9.4

pour 1°=h0 (ona ¢ =Dh) et a=;oh, on a

lyonl , <y ' € ID(nomI
L L
D'autre part, Myl <hl/2 Iy o hll et ID(no h)I <h”2
2 o 2 2 o
L L L
Iyl , <y~ " ¢, h_lDnl
LZ 1 "o L2
10.9 Cas_particulier.
boR_ . _
Si a= (Df 1)4 et bew!*? vérifie —b——g=aoh et I
D Log b = 4 D Log Dh
donc ID Log bl g = 4 ID Log Dhll 2
L L
2
Log b < Vi3 ID Log Dhl 2

L
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et on peut, dans le calcul de C], utiliser 1l'expression 9.4, @ (avec £ _=h))
o o

1
puisque Log )\=J( Log (Df_l) oh d6=0.
0

11. CONSTANTES EXPLICITES POUR LE TH.E".ORﬁME DE LA COURBE TRANSLATEE.

11.1 Soient §>0 et 4\6=‘]1‘1 x [-§,8]. Si KEN, l'espace Ck(A‘S) des fonctions de

classe Ck de A dans R est muni de la norme ll o = max lpl si k=0 et de la semi-
C AS
norme
i+j
llpll K =  Sup max | ol .

C I<i+j<k A, 80 ar’

Si @€ 04%5) , on consid&re un vecteur k= (k1 ,kz,k3) tel que 1>k1 >k2>k3> 0

et, pour 1<j<3,

Il . <k, lol .
C4 j j Clb

On peut toujours choisir kl =k2= k3= 1. Si la fonction ¢ est définie sur ’1['l xR et

Z-périodique en r (i.e. ©(8,r+1) =@(8,r) ; voir 12 pour les fonctions¢p de la forme

©(O,r) =@(® +r), avec QE Ca('ll‘l) ), alors, d'aprés 3.8, on peut prendre k1 =% N

1 1
ky=37 et k3= 753 -
Si € Ck([As) et i+ j<k, on note

i+j
(O] ———
0...0 r...r 391 BrJ
i k]
' - 4
D'aprés 3.8, pour tout @€ C (AG), on a :

sup(ll(perrllco , "“’eer"co , "“’eee“co) <u, nwnc4

<
sup(ﬂcperll o . II(.peell Co) u, llepll 04

o Il < u, lol
] c° 3 04
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ol u, =4, u =, uw =t

1 4 7232° "3 192 °
11.2 Nous renvoyons le lecteur 3 IV, 5.3 ol 1'on montre comment déduire du théoréme
11.3 le théoréme des courbes invariantes pour un plongement

F :12\‘S ——)'Il‘lx]R N 61>0

! 1
de classe C4, ayant la propriété d'intersection et tel que F] est assez proche,
en topologie CA, d'un difféomorphisme complétement intégrable T qui dévie la verti-
cale.

La démonstration du théoréme 11.3, dit "de la courbe translatée', est analogue

+
3 celle que nous avons donnée en IV.5, en classe C3 8

, 0<B<1. Elle est allégée
par le fait que la proposition 8.2 est plus simple a démontrer que la proposition
1V, 3.8.

Nous calculons ici toutes les constantes qui interviennent dans ce théoréme.

On trouvera en 11.11 des valeurs numériques explicites des constantes c et C2 .

11.3 Théoréme de la courbe translatée : Soient §>0, a un nombre de type constanti

ayant pour constante de Markov y= inf qzla—%l >0 et F :12\6»’11'l x R un plongement
p/q€q

de la forme
F(6,r) = (B+a+r, r+@(B,r))

avec (€ C(‘(AG).

Il existe des constantes ¢>0 et C,>0, dont les valeurs sont données en 11.11,

2

telles que, si

Ilq;oﬂ4<c y2 .
C

alors il existe un unique couple (u,y) € R x w3’2(1r1) tel que f=1d j tV+ao a pour
T
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nombre de rotation p(f) =a et

F(6,p(8)) = (£(8),¥ - £(6) +n)

1 .
pour tout 8 €T (i.e. le graphe de y est translaté de u par F).

De plus, on a les inégalités :

-1
Iyl <c, v ol ,
W32 2 ch

lul < loll .
CO

Si §>vy, on pourra, dans tous les cas, choisir pour c et C, les valeurs suivan-

2
tes (cf. 11.11, 4))

c=5,04 et C, = 0,153 .

2

Démonstration du théoréme : Soit ¥, sz’z tel que lqu;llI o< 1. D'aprés 4.3, il
C
existe un unique réel )\a(w]) tel que, si f=Id+v,pl +)\a(\pl), alors p(f) =a.

Si 1'on pose w=w‘+)\a(w]) -a alors, d'aprés 4.2, (v), la fonction ¥ s'annule,

donc

Ilq;llCo <2 Ilq;lll o

C
Soit 0<x<c3, ol la constante ¢y est définie en 10.5 ; on a c3<]0,67. Si ¢€W3’2
3 Xy 3-V§ 3,2,..1 .
et ID \plle <xy, alors ||D¢HC°<]—2—VS- <mx 10,67<1, donc Id+ y€D"’" (T ) . On pose :

Kx={w€w3’2|lln3wl 9 < XY et p(Id+y+a)=a} .
L

Muni de la Cz-topologie, 1'ensemble Kx est homéomorphe au compact convexe métrisable

176



CALCUL DES CONSTANTES DANS LE THEOREME DE LA COURBE TRANSLATEE

3,2 3
K = {y, €w>“ 1D ¢1|L2<xy}

muni aussi de la Cz-topologie, par l'application:K;{-» Kx . wlt-nbl +>\a(\bl) -a

Si wEKx, et w=\bl+>\a(wl)—a, on a (cf. 3.7) :

gl hy 1 XY
wco<2 ‘1'] co<67§w

Pour que le graphe de Y soit inclus dans AG , i1 suffit que

O, AT < -

P : Py . 8
Cette condition est automatiquement vérifiée si 7> 0,123 (car x<10,67).

Le probléme revient 3 chercher un couple (u,y) ER X Kx qui vérifie 1'équation :
@ Vof- ¥ =0,G+u

ol f=Id+y+a et G:'II‘1—>[A(S , 6 (6,9(8)) (on rappelle que si W€Kx alors p(f) =a).

En dérivant deux fois 1'équation @ , on obtient :

Dzwof (Df)z—DZW(]—DW°f+wr°G) = B2

N _ 2
ol Bz—q)ee oG+ 2 nperoG Dw+wrroG(Dw) N

puis, en divisant les deux membres par (Df)z,

p2y,f-a D%y = n

avec

©) a= )2 (1-Dyof+y_o0)
. -2

Y n = B,(Df) .
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Comme ¢ est de classe C4, les fonctions a et n sont de classes Wz’2 et on a

“Dzn “2 < cste lol

L C4

4,2

. . v s PP s

Remarque : Si ¢ n'avait &té que de classe W sur AG , alors Pgg » "Der et (.pn_
auraient été de classe w2’2 et leur restriction 3 1'image de G seulement de classe

w2,

On se fixe un vecteur k= (kl ’kZ’k3) tel que l>k1>k2> k3>0 et, pour

j=1,2,3,

< k, ol

Hepll .
C4~J 3j C4

(voir 11.1). Soit v un réel tel que v>0 et

loh , <v2v .
C
On a :
- xy 2
I Dw°f+‘pr°G"Co<T2’\7§+k3 Y v
donc si 1'inégalité suivante est vérifiée
XY 2
® Tavs kY vl
alors a> 0. Dans ce cas, notons :
ILog Dfl|Co
f =e
o
ILog al
c®
a =e .
o
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On a 1'inégalité :

2,0 %y _ 2 -1
R b1 T

Comme x<c3, il existe, d'aprés 10.3, un unique h€D2’2(’II‘],0) tel que

ILog Dhl

On pose ho=e ¢ et on définit le réel A par :
1
Log)\=J Log aoh ds .
0

Puisque Log(Df)_.2 oh = =2(Log Dh, Ra -Log Dg), on a

et X?X_=I-m5--k3'y v .

Supposons les inégalités @ et @ satisfaites. D'aprés la proposition 10.6,1il

_sinnlal

existe une constante d, dépendant de x, v, y, T A

et K= (kl’k?_’k3) telle que

si

® d, <1

alors pour tout wEI(x, il existe un unique couple (v,'\\p'l) € Rx Wz’z vérifiant :
@ ¥ ef-aD’F =nty

ol les fonctions a et n sont définies par @ et @ .
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De plus, comme IIDznll 2 <cste.lll 4 il existe une constante C2 dépendant de x, v, v,
L
>
r et k telle que :

3~ -1
<
ID ¢l||L2 <y g, n(p||04 YCv .

On posera '11:'1 =%, (@).

Les constantes d2 et Ce sont croissantes avec x, v, y et les ki et décroissent

si r croit (pourvu que 1'on adopte le procé&dé de 10.5 pour majorer ho)' Si x etv
XY XY 2

tendent vers 0, alors VITO” W;& k3 Y~ v et d2 tendent vers O (car a tend vers la

constante en 1), donc les inégalités @ N @ et @ sont satisfaites pour x et v

assez petits.

Soit c= inf(—CE— , V). Si

ol , <v%ec
C

et si les inégalités @ R @ et @ sont satisfaites, on peut définir 1'applica-

tion :

ot P=F A () —a et Py=0, @) (c£. (D).

L'application ¢ est continue pour la Cz—topologie, en effet soit (wn)nel‘l une

suite de K_ qui converge au sens C2 vers yEK_. Notons § =0 (y.). Si P, est une
X X 1,n 1'"n 1

valeur d'adhérence de la suite (J, ) du compact K', alors J, satisfait 1'équa-
X 1

1,n"n€EN

tion (7) donc, par unicité de la solution, "I;l =<I>1(xp). On en dé&duit la continuité de

] puis celle de ¢ puisque l'application )\a est continue (cf. 4.3). D'aprés le

1 ’
théoréme de Schauder-Tychonoff, 1'application & poss&de un point fixe ve Kx , qui

vérifie donc :
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Dzwof-a D2¢ =n+v

soit, en multipliant cette équation par (Df)z,

® D2Wof-v-0,C) = vdE)?

oll 1'on rappelle que G(8) = (0,9(0)).

Comme (Df)2>0 et comme le membre de gauche de 1'équation @ a une intégrale

1 P . . . 2
nulle sur T , on a nécessairement v=0 ; il existe donc un réel p tel que

YVof =Y+0oG+u .
De 1l'inégalité @ , on déduit que

il , <y ¢, lol ,
L C
et en composant 1'équation 3 droite par h, on a wohoka—woh=®°Goh—u,

d'oli 1'on tire :

et ul <lol . "
C

11.4 Remarques : 1) Parmi les conditions @ R @ et @ , la plus rectrictive
en général est la condition @ .

2) Les valeurs de y, r et % &tant fix&es, on cherche & maximi-

. _ *2 ™ PR X

ser la fonction c(x,v) sur 1l'ensemble A={(x,v) € ]R+ | @ ,CS) et @sont vérifiées}.
Les expressions de c et d2 étant relativement compliquées, nous indiquerons en 11.11

des valeurs numériques de max c(x,v) et de la constante C2(x,v) correspondante
A
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obtenues 3 1'aide d'une machine 3 calculer.

3) Si §<y, il existe une constante c' telle que les conclusions
du théoréme 11.3 sont assurdes pour lol 4<c' yS. Se reporter & 11.11, B) pour des
C

valeurs numériques de c'.

4) D'aprés II, 4.12, une majoration du type ||<ollc4< cste. y2
est nécessaire pour obtenir les conclusions du théoréme.

5) Si 1'on utilise 10.5 pour majorer ho , alors, x et VvV étant
fixés, c(x,v,y,r,i) est une fonction décroissante de y et r et croissante des ki .

11.5 Calcul de D2a.

a = (Df)-2 g

ol g=1-Dyof+@ oG, f=Id+y+a et G(8) = (6,9(8)), donc

3 2.2 2
D2a=(_2 Df3+6 (Df)z.) _4 Df3Dg* lzng
(Df) (Df) (D£) (Df)
Dg=—D2\bef+gp G+@__oG Dy
° er° rr’
2 _ _ .3 2 2 2
D°g = = D¢ of (DE)" +D"yYof D f+Lpeer°G+ ngerroc Dy

2 2
+0,poC DD+ oG DY

Df =1+Dy ; Df=D°% et DFf=Dy .

On a :
Log a = -2 Log Df +Log g
2 2
donc D2 Log a = -2 D2 Log Df—D—gg-LD—gz)——

g
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11.7 Calcul de D2n.

n = o077 s,

~ _ 2
oli Bz—toeeoc+ Zweroc D:p+corr.,G (DY)~ donc

3 2..2 2
pPn = (-2 2E .6 £ B,-4 2L + L o’
(Df) (Df) (Df) (pf)
DB, = @ G+ 3¢ G Dy + 3¢ G (Dw)ZHp oG(D\b)3
2 066° e6r°® orr® rrr

2
+ Z(peroc Dzw + thrr.,G Dy D¢

2 _ 2
D7B, = Bgggp°C* 4PggyC DV * 604 oG (DY)

3 4 2
* 4w6rrr°c (@) 'Hprrrr"G )"+ 5w69r°G Dy
2 2 2
+ lOLDerrgG Dy Dy + SLDrerG Dy (DY)

3 2.2
+ Zmeroc D3w + anrr.,G D™y Dy + Zwrroc (D7) .

Nous allons utiliser les inégalités suivantes (cf. 3) :

I3yl <xy , ID%l L <XL | Ipyl , < —XX_
vl 5 Y vl o s 57 2

L L L2 (2m?
2 X: Xy
D%yl < % , Dyl < .
c° 2 c° 12\/5

si k> 2, tow* , < ||D¢||k;' Iyl
L C L

10%.£ D%yl , < ID%l LLETI
L C L

1ID%p.£e) /21, = 1Py , -
L L
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D'aprés 7.1,

ILog Dfl
Co Xy -
fo = e < (1 —Wsp) .
D'aprés 7.6, et comme x<c3,
= Lp? rog sl < f(1+XYf° - <
y Y g 2 X ° m) = ly(x) \CZ -

L

Majoration de A=—1— IIDZall .
Y 2

L
On a
3 foo Xy 2
< — 2
A 2f° x(1+34“\/3_)(l+mg+y k3 v)
2 X .xy 2 Xy
A o Gurt i, v vtk o)
T
[ o1
x2 Xy Xy XY
o A= Atviy Ay A2=“1+(2")2 Quprk) oy tky 3 -
. . 1 2
Majoration de A' =~ ID” Log al .
et AL L v Lz
On a
A{Z A,Z v
2
Al Al 1
A' S 2y A} MY —— o

oll y=l llD2 Log Dfll 2<% (x),
Y L Y

Voo 1 _ XY _ 2 -1
A] |lg||c°< (1 T2V5 k3y v)

3/2+A 2

v 212
Aj = - Ip g||L2<x fo 1 fo

g = l—Dw°f+wroG .
. . 2
Majoration de D™l 9 -
L

Si ||D2n||<J Hc.pllcl‘, on a J<JI+J2+J3, oll
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[
|

2 -2
= ID"((DE) I s I /il
L2 2 c° c4

(&
[}

-2
2ID((DE) "M, IDB Il _/lel
2 LZ 2 c°’ @ Cl’

«
[}

I (o£) 2 . HDZBZH Lol
L C

On a

3xyf
3 o) 2
JI < 2xYy fo(]+W)(u2+u2 %+k2(_%;]2 ) )

< Xy 3.0 "
Ty <4 5 £,U5+ 39

. Xy Xy 2 Xy 3
oll 5 u1(1+375-12 +3(—7§12 ))+k1(75'12 )

2
x (xy)
> = 2 35t 2 &) Gy vy

el
1

2 ’ " "
et J, < fo(J3+J3+J3 )

2
oil R EUE IR 2 Y S €.57) +4 (xy)3 + (xY)4
en?  enfizs enlawm? enlas)’
4
XY

3
" =54 Xy, 10 u (x ) (xy)
3 1 2w 1 24 05 1 2"(]2\/5-)2

Jm Xy+2 Kk ((xv) (XY)

=2u2 74

11.9 Calcul de la constante c.

1) Estimation de h0 . On a

< (1‘75

L yp? I, < *v fo
et y=?DLongL2\xf(I+——73-)
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On majore ho de la maniére suivante (cf. 10.5). Posant s = 161V3 r, ol

inm lol . . - .
p=S1RT ¢ , on considére la fonction H_: tb s-ty . 51z =e2/3 et
2 o 5/2 o
s-y(t+t™"7)
- < . o s :
LI Hy(zn), on a ho z pour tout n. On choisit un n suffisamment grand pour que

-8
z - Hy(zn) <10 .

Le théoréme 10.3 nous fournit ensuite la majoration :

3/2
y hy

K = ID Log DhnL2<81Tr(l—hoys) ;

puis on pose, comme en 10.6,

h
_.3/2 o
H=h'"+3mK -

2) Connaissant x, v, y et fo, on calcule A, A' et J en utilisant les estima-

tions de 11.8.

1
3) Majoration de bo . Soit bewl’2 tel que bl‘;f=a et J Log b d6=0. On a,
0

d'aprés 10.6,

1,2 _—
7IID (Log a o h)l 2<AH—z

L

z
L2 < 8nr -

et ID Log bl

ILog bl _

Sib =e ¢ , alors b < ez/S .
) o

Remarque : On obtient ici une majoration de bo qui reste bornée lorsque y tend

vers 0, car on a su majorer % ||D2(Log a,h)l 2 de fagon adéquate (cf. 9.5, 4)).
L

1
4) Calcul de CI . Soit A € R défini par Log A =I Log aoh d®. On a :
0

N e e L IL 4 Al
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D'aprés 9.4, si A#1, alors

€, = i b2+ b (b —1))(—Z—-(E‘L(_t,_‘°_—l)+ Ly+D)
1 4n(1+x)r o oo 8rr 2m 2V3
et, si A=1,
b (b -1)
_ 1 2 _ z , 0 O 1
€y = Bt bo(l+bo(bo 1))(81rr 27 +ZV'3)+1) :

5) Calcul de d2 .On a, d'aprés 10.6,

ho_l 1
d2=( 5 '5‘73-)AHC1 .

On suppose que d2< 1.

6) Calcul de C2 . On a, d'aprés 10.6 et 11.8,

C
8
G T BT

7) On a enfin :

c = inf(Ci,v) .

11.10 Conditions 3 satisfaire.

1) v>0, 0<x<c3 .

D gye<s
Xy 2
3) 1—275-+kvy <l1.

4) d2<l.

. Cette condition est entrainée par la précédente si $< 0,123.

Remarques 1) Si le difféomorphisme F a la propriété d'intersection, alors on a

1
nécessairement A =1 (i.e. I Log aoh d8 =0) (cf.[V, 6.6]).
0

2) Lorsque y tend vers O, de nombreux termes tendent vers 0, ce qui
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implique que A tend vers 3x, A' vers 2y+ x-et J vers 1.

11.11 Résultats numériques.

Nous proposons ici des valeurs numériques explicites des constantes c et CZ'
Les résultats que nous obtenons améliorent considérablement ceux de H. Riissmann
[R] lorsque a est un nombre de type constant. Les résultats de H. Riissmann ont
1'avantage d'étre valables 1orsque a satisfait une condition diophantienne :
inf q2+B|a-(p/q)'|>0 pour un certain B=>0. Ils traitent le cas oll §=y, A=1 et

p/q€Q
k.=|1i(cas A, 1) ci-dessous).

1

La méthode utilisée est trés simple. Elles consiste 3 programmer la fonction
c(x,v,Y,r,t) puis, pour y, r et % fixés, 3 faire varier x et v de fagon discréte et
3 choisir pour c la plus grande valeur obtenue. Nous calculons alors C2 pour les
valeurs correspondantes de x et v. La valeur de c ainsi obtenue n'est pas nécessaire-
ment la valeur maximale mais seulement une valeur possible qui en est proche. Il
serait d'un intérét 1limité de déterminer la valeur maximale de c puisque, par de
petits raffinements locaux de la méthode, on pourrait encore l'améliorer un peu.

Nous donnons la valeur de c par défaut en donnant trois chiffres significatifs

et celle de C, par exc&s en donnant deux chiffres significatifs.

A) On_suppose que §/y=0,123. La condition 2) de 11.10 est alors automatique-
ment vérifiée.

1) On_suppose que ki= us, i=1,2,3 et que A=1 (cf. 11.1).

Si a=%§ N y=¥5- , r=~1,22..., alors pour x = 1,65 et v, = 19, on obtient
c = 18,9 et C2 = 0,088 .
. o s 3-V5 . _
Si on choisit y = 5 et r=1, on obtient, pour x = 1,35 et vo-IA,], les

valeurs suivantes de c et de C2, valables pour tout nombre o de type constant :

c =14,0 et 02 = 0,097 .
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Si 1'on choisit r=%ﬂ—Y— (cf. 8.3, remarques (ii) et (iii)), on obtient le tableau

de valeurs suivant

Y xo Vo ¢ C2

0,25 2,1 29,3 29,2 0,072
107! 2,85 47,6 47,5 0,060
1072 3,55 66,55 66,5 0,053
1073 3,65 69,15 69,1 0,053
1074 3,65 69,4 69,3 0,053

Remarque : Pour utiliser ce tableau, on notera que si Y <Y et si
sin my

r, =T , alors

> >
C(XO’VO’Yl’rl ,k) = C(XO)V09Y’r9k)

(voir 11.4, 5)).

2) On_suppose ici que A =1 et que k1 =k2—k3= 1.

Sia= 1+V5 , on obtient, pour x =0,51 et v_=6,16, les valeurs suivantes :
2 o o

c =6,16 et C2 = 0,083

Siys= 3_2‘/5 et r=1, on obtient, pour xo=0,47 et vo=5,8 les valeurs suivantes :
= 0,081

c=5,8 et C

. in « .
Si r=—s——2Y—Y , on a le tableau suivant
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Y xo v, c C2
0,25 0,83 13,3 13,3 0,063
107! 2,33 39,5 39,5 0,059
1072 3,56 66,4 66,3 0,054
1073 3,66 69,2 69,1 0,053

3) On suppose que A#1 ﬂki=ui, i=1,2,3.

Si y= 3-2\/5- et r=1, on obtient, pour X, = 1,35 et v, = 13,7 les valeurs suivantes

c=13,6 et C, = 0,099

2
Pour r=51;—Y“Y , on a le tableau suivant
Y xo v c C2
3'2‘/) 1,58 18,4 18,3 0,087
107! 2,77 46,45 46,4 0,060
1072 3,45 65,2 65,1 0,063
1073 3,55 67,7 67,6 0,053

4) On suppose que XA # 1 et que k1 =k2=k3= 1.

Sivys= 3_2\/3 et r=1, on obtient, pour x0=0,77 et vo=5,04 les valeurs suivantes

de c et C2, valables dans tous les cas :

c =5,04 et C2=0,153 .
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sin 7y

o , on obtient le tableau suivant :

Sir=

Y x0 Ve c C2
§l2‘/-§ 0,61 5,5 5,5 0,111
107} 2,25 32,4 32,4 0,070
1072 3,44 64,65 64,6 0,054
1073 3,54 67,7 67,6 0,053

B) On_suppose que §/y<0,123.

I1 faut,dans ce cas, ajouter la condition
x < 6 VZIO &§/y

pour que le graphe de y soit inclus dans AG.
Si, pour des valeurs données de y, r et i, les nombres c et C2 convenaient

pour 8/y=>0,123, alors on peut remplacer c par

emb'cs)

inf (c,
C2 Y

(méme si ces valeurs de c et C, ont &t& obtenues pour un x >6 V2T0 §/y), puisque si
lol ,<ec v, alors ID%I ,<6 VZTO § et Iyl o<6 (e£. 11,3, (O ).
C L C
Si § est trés petit par rapport 3 y, on obtient de plus grandes valeurs de ¢

par tdtonnements numériques que par cette méthode.

11.12 Remarques sur les calculs numériques.

1) Dans tous les cas considérés, le procédé adopté en 11.9, 1) pour estimer

ho fournit le résultat pour un n <9. L'estimation obtenue est meilleure que si on
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avait utilisé 10.4 au lieu de 10.5.

2) On ne rencontre pas la condition x€!c3 ; on constate, en effet, que la
fonction ¢ prend son maximum pour un xo< cq -

Nous avons choisi certains procédés de majoration plutdt que d'autres (par
exemple dans 1'&valuation de hO ou dans le calcul de la constante d de 10.6 en uti-
lisant 1'expression de 9.6 et non celle de 9.7) 3 cause des valeurs relativement
petites de x pour lesquelles la fonction c(x,v) atteint son maximum.

Dans les cas considérés en 11.11, 1) et dans tous les cas oli Yy est petit, c'est

la condition 4) de 11.10 (i.e. d,<1) qui est la plus difficile & satisfaire. Dans

2
tous les autres cas, c'est la condition 3).

3) Si 1l'on se référe 3 II, 3 et 4, ainsi qu'a III.9, la constante c est tou-
jours finie. Néanmoins, il parait &tonnant que ce soit la constante d2 qui dépasse
avant que x ne devienne supérieur i cy, ce qui signifie que T=Id+®(W)+a n'est plus
un difféomorphisme avant que f=1Id+{ +a ne satisfasse plus aux hypothé&ses du théo-
réme local de conjugaison a Ra (cf. 10.3).

Cela semble dfi 3 1'accroissement conjugué des nombres f,, y, h, et v, inévi-

(o]

table si 1'on veut agrandir la constante c.

4) Soit Sa 1'ensemble des @€ C4QA6) pour lesquels le plongement F défini en

s8
11.3 ne vérifie pas les conclusions du théoréme 11.3. Il serait d'un certain intérét

de déterminer le nombre inf el 4 intérét cependant limité puisque d'aprés[V]),
([ESOL S ¢
’

il est plus naturel de poser la question en norme C3 qu'en norme C4 (voir 12.6,

remarque 3).
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-1
12. CONSTANTES EXPLICITES POUR E—fz-—— .

12.1 Soit F un difféomorphisme de 'ﬁ‘lx R de la forme :
F(6,r) = (8+r, r+0(6+r))

ot @: >R vérifie Il ©(8)de = 0.
Un tel difféomorphismeoest symplectique et posséde la propriété d'intersection
(cf.[1, 11).

La courbe I', graphe de la fonction ¢€C°('II‘1) est invariante par F si et seule-

ment si f=1Id+y est un homéomorphisme de 'II‘] qui satisfait 1'équation :

Dans ce cas, le nombre de rotation de FII' est égal a celui de f (voir [II, 2]).

12.2 Théoréme : Soit o un nombre de type constant ayant pour constante de Markov
y = inf q2 la-Bl >0. Il existe des constantes c, >0 et C,>0 telle que si
p/q€Q 4 o=

QE Wg’z vérifie

2

HDALD" Se, v

L2

alors il existe un difféomorphisme f € D3’2(’II'1) de nombre de rotation p(f) =a et

tel que :

f+f 1
7 " ld*ze
De plus, on a la majoration
©) e, <oy v el
L L
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Démonstration : Soit 0<x< €4, ot ¢y est la constante définie en 10.5. On pose

_ 3,2 3
K}'{ = {wlewo | ip ‘pllIL2<xy}
et
K = {¢=‘JJ1 +>\a(¢l) I'leeK)'{}

ol Aa(wl) est l'unique réel tel que p(Id+wl +)\a(¢1))=a .
Munis de la Cz-topologie, K et I()'( sont des compacts homéomorphes par 1'applica-
tion ¢Jl >y =\b] + Xa(\b]) ; d'autre part, K)'( est convexe et métrisable.

On cherche un WGKX tel que, si £=1Id+ ¢y, alors

En dérivant deux fois cette &quation, on obtient

b2y -p%y . £ e )3 = po

Soit y un Elément quelconque de Kx et f=Id+y. On a p(f) =a donc, d'aprés 10.6 et

sin (7 lal)

> Ta , telles

10.7, il existe des constantes d3 et C3, dépendant de x, y et r=

que si

d 1

3<

alors il existe un unique couple (V"Jl) € Rx Wg’z vérifiant :

~ ~ =13 2
Dzwl-nzwlof'(Df )" =Dip+v .

De plus, on a 1'inégalité :

3~ -1 4
@ ID “‘1'L2 <y CgID (plle .
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Remarque : La fonction ¢ &tant ici une fonction d'une seule variable, on n'a pas
besoin, comme en 11.3, qu'elle soit de classe Ca.

La constante d3 tend vers 0 lorsque x tend vers 0, donc d3<l si x est assez
petit.

Si ¢

<x/C, et si “D4(p| <c YZ’ alors J, €K' . On pose dans ce cas
4 3 LZ 4 1 X

M) =Y +A G .

On montre comme en 11.3 que 1'application ¢ : KX—>KX ainsi définie est continue
pour 1la Cz—topologie. D'aprés le théoréme de Schauder-Tychonoff, ¢ possé&de un point

fixe w€Kx. Si f=Id+vy, on a p(f) =a et

2 f+f-l

D (-——2——) =D2(Id+—;—<p)+v .

S - s N 1
En intégrant cette &quation par rapport a la mesure de Lebesgue sur T , on remar-

que que v =0, donc

e E
_fz_f_= Id+%@+u

oi HER.

D'aprés II, 2.3.2, on a :

1 -1
I EE 14y a0 =0
0
donc u=0.
L'inégalité @ résulte de @ . L]
12.3 Remarques : 1) Les nombres y et r &tant fixés, on cherche 3 maximiser la
fonction

X P——c,(x) = x/C3(x)
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sur {x>0ld3(x)<l} .

2) Si l'on utzlise le procé&dé de 10.5 pour &valuer ho’ alors

c4(x,y,r) est une fonction décroissante de y et croissante de r.

12.4 Calcul de la fonction c4(x).

1) On majore fo’ v, ho et K=1D Log Dhl o, comme en 11.9, 1).
L

2) A 1'aide de 7.6, on majore E=$ |D2((Df_l)3)|| 5 en fonction de x, y et fo
L
11/2 15 2 13/2
E<3x fO +mx Y fO .

3) On majore b0 en utilisant 10.7 :

ID Log bl , = 3K
L

et
V3
Log b, < 5K .

4) On calcule la constante C1 de 9.4. D'aprés 10.6, on est dans le cas ol

b

1 2 o 1
C1 = §n—rbo(]+bo(bo_ l))(3K(E (bo-l)+W3')+ 1) .

5) On calcule d3 en utilisant la formule de 10.6

ho_1 1
d3=( 5 +-\73.)CIHE

h
S oy 1 3/2 o
ouH—ho +mK .

6) On obtient la valeur de C3 par la proposition de 10.6

C h1/2H
c.=_L o
3 l—d3
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7) Enfin,

Les conditions 3 satisfaire sont :

1) 0<x<c3

2) d3<l .

12.5 Résultats numériques.

La méthode est la méme que celle 11.11.

1) si a=% et vy =3—_2[5— , on obtient, pour x = 2,15, les valeurs suivantes
= 34,95 2. 5,09
C4 s s C4 Y = 9
Cy = 0,0615

En particulier, si @(8) =§r—- sin(27r6), a€ R, le difféomorphisme F défini en 12.1

+V5

o : . . 1
posséde une courbe invariante de nombre de rotation a = 5 pour tout a tel que

Remarque : D'apré@s un résultat de J. Mather (cf.[III, 9]),si |a|>~§ , le difféo-
morphisme F ne laisse invariante aucune courbe homotope a ﬂJx {0} (par la théorie
de Birkhoff, cf.[I] il est &quivalent de dire que F ne laisse invariante aucune

courbe qui soit un graphe d'une fonction continue ¥ :ﬂﬂ-+ R).

Nous montrerons ailleurs (en [Hl]) comment améliorer les résultats numériques
dans le cas particulier de la fonction @(x) =3?% sin(27 x), en utilisant une machine

3 calculer.

D'aprés [III, 9]et[II, 2.5.3],i1 existe une plus grande valeur de a pour laquelle
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le difféomorphisme F posséde une courbe invariante qui est un graphe. Si le lecteur
est prét 3 prendre pour argent comptant les résultats d'expériences numériques
(cf. [G]), ce qui est loin d'é&tre le cas de l'auteur de ces lignes, cette plus gran-

de valeur de a est :

a =~ 0,971635... !

et le nombre de rotation de F sur la courbe invariante est * ki\-/—g .
) . 3-V5 _ . B .
) Si v= 5 et r=1, on obtient, pour X, = 1,85, les valeurs suivantes de <,

et C3, qui conviennent pour tout nombre o de type constant :

c, = 24,1 et C

4 = 0,077 .

3

3) Si r=S—lnzy—"Y (cf. 8.3, remarques 2 et 3) on obtient le tableau de valeurs

suivant (voir la remarque de 11.11, A, 1) et la remarque 2 de 12.3)

Y %o % Cy
0,25 2,65 48,7 0,055
107! 3,24 62,7 0,052
1072 3,62 68,8 | 0,053
1073 3,65 69,3 | 0,053
1074 3,67 69,4 0,053

12.6 Remarques sur les résultats numériques (cf. toutes les remarques de 11.12).

1) C'est la eondition d_, <! qui est toujours plus restrictive que x<c, .
3< 4 3
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+V5

2) Graphe de la fonction c4(x) pour a = ! 5 -

e, (®) 'r

c4(x0) __________

B3 4

3) Soit o un nombre de type constant et Sa 1l'ensemble des @€ wz’z pour
lesquels F ne possé&de pas de courbe invariante dont le nombre de rotation est o
On peut poser la question de déterminer inf ||D4to|| 5 + Ce nombre est &videmment stric-
tement positif. Il dépend de o et de y (fi?a[II, 2.12] et [I1I, 9]).D'aprés[v, 8], il
est plus naturel de déterminer inf ||D3lD|| , - Malheureusement, cela semble difficile

PESy L

de calculer de "bonnes constantes" pour le théoréme [V, 8].

12.7 Une deuxiéme démonstration du théoréme 12.2.

Les notations sont celles de 12.2.

Nous allons construire, pour O<x<c3, une application ¢' :Kx—> l(X dont les

points fixes sont solution de

f+f _ 1
@ —-2—-1d+7(p .

En dérivant trois fois 1'&quation @ , on obtient :

4 3 1,5

Do - pPo-30% . £ H2 e hH® .

D3w - D3W o f_
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Pour tout ¢€Kx, on considére 1'unique solution (\),'Jl) €ER x wz’z de 1'équation :

3~

DY, -D&'T;l N

o H% = plo-300% . £H2 e Ho ey

assurée par 10.8.

On a :

10%5,0, <y c %l L, +3 In(% . £7H2 7))

L L L2

olli la constante C4 dépend de x, Y et r.

D'autre part,

2 in@X . £7H% e , SE'(®)
Y L
ol
6 x> _11/2. 15 y x> _13/2
@ E'(x) = ™V f +—2 Y X ¢ .

° 2m2vPZ °

5C4

we E‘l + )\a('q\fl) =7 . Cette application est continue pour la CZ-topologie (voir 6.6 et

Si HDl'(pl 2<c5 YZ’ oli ¢ =L—E'(x), on peut définir 1'application ¢' :Kx+ Kx N
L
6.7) et un point fixe Yy de ¢' est tel que £f=Id+¢ vérifie p(f) =a et @

Remarque : On cherche 2 maximiser la fonction cs(x) sur 1l'intervalle ]O,c3] .

12.8 Calcul de la fonction CS(X)'

1) On majore fo’ Y, ho et K comme en 11.9, 1).
2) On calcule E'(x) par @ .

3) D'aprés 10.9, on a :

ID Log bl , = 4K
L

et

2
Logb°<73-l< .
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4) On calcule la constante Cf par la formule de 9.4, avec A =1 et £o==ho
(cf. 10.8 et 10.9).

5) D'aprés 10.8, on a :

C4 = ho C1 .
6) On calcule enfin
X
c, = =—-E'
5 C4
La seule condition 3 satisfaire est
0<x<c3 .

Nous n'indiquons pas de résultats numériques, car ceux-ci sont un peu moins

bons que ceux de 12.5.

13. CAS OU LA TORSION EST DIFFERENTE DE 1 ET GENERALISATIONS.

13.1 Torsion différente de 1.

13.1.1 On considére ici les plongements de la forme

F2 : A6—>@

(8,r)w»> (B +er+a,r+@(6,r))

ol o est un nombre de type constant ayant y pour constante de Markov, e est un réel
non nul et QE Ca(mé,]R) .

Par une démonstration analogue 3 celle du théor&me 11.3, il existe des cons-

tantes e et C, dépendant de e, § , v , T et ¥ telles que si

6
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2
el 4 < Ce Y

c

alors il existe un couple (u,¥) € R x W3’2 ayant les propriétés suivantes :

p(£) = o f =TId+ep+a

@ Vof =¥+0oG+u ol G(8)=(6,4(0)) .

La deuxiéme E&quation signifie que le graphe de y est translaté de la constante

u par Fe' En outre, on a

D%, < Cq v e,
L C
13.1.2 Cas |e| <.
Dans ce cas, on peut prendre pour valeurs respectives de cg et C6 les valeurs
de c et C2 données en 11.11. En effet, en reprenant les notations de la démons-

tration du théoréme 11.3, si UJIEK;( alors fe= 1'd+ew1 +Aa(ewl) est plus proche de

R, que £=TId+y, +x (¥)).

Remarques : 1) Il est possible d'améliorer les constantes g et C6 en calculant

fo’ y et hO 3 partir de fe au lieu de £.

2) Si e=0, la méme démonstration donne le théoréme 11.3 3 condition
d'imposer une condition qui assure 1l'unicité de ¢. Par exemple :

1
a) J $(6)do =0 .
0

1
b) Si F(8,r) = (8+a , r+r2+p(8,r)) I Log (149 (8))d6 = 0.
0

13.1.3 Cas lel>1.

I1 est possible ici de prendre respectivement pour valuer de g et C6 les
valeurs de c et C2 obtenues en remplagant, dans les expressions de fo’ y et ho’ le
difféomorphisme f par fe.

On peut aussi procéder ainsi. Posant b=ep et we(e,r) = e(d ,E), 1'équation @
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devient :

‘J’eofe = ¢e+¢eoGe+eu

ot G (8) = (8,9 (8)).
e e

Siv =y—2 loll , < ev=e y~2 lol , on peut prendre pour c, et C, les valeurs
e e c4 4 6 6

suivantes :

0
[]

1
6 o C(X,Ve,Y,G,r,t)

C6 = Cz(x,ve,y,d,r,i) .
I1 reste 3 maximiser cg Par rapport aux valeurs convenables de x et Ve (voir 11.11),

Remarque : Dans certains termes des expressions de A, A' et J, on peut remplacer

X . .
X par -—, ce qui affine un peu les constantes c

et C_.
lel

6 6

13.2 Perturbations de difféomorphismes laissant un cercle invariant.

13.2.1 Formes normales (d'apré&s R. Douady [D]).

On se donne un plongement

F:AG——FA

(6,r) ——>(0,R)

préservant l'orientation, déviant la verticale, laissant Ao='II‘1x {0} invariant et

tel que D(FIA ) =a. D'aprés [H, IX], Fm est conjugué 3 la rotation Roz’ donc il
o ()

est possible de changer de coordonnée 6 pour que F(8,0) = (8 +a,0). Comme F dévie

la verticale on peut remplacer la coordonnée r par © -6 —a de sorte que F est un

plongement de la forme suivante

203



M. R. HERMAN

F(O,r) = (B+a+r ; ru(e)+0(r2)) .
Effectuons un changement de variables H: (6,r)m (5,?) ol

9 =6+n()r

T =0+n(@)R-8-0 .

si HoF.H @D = @0 ,

on a : 9 =0+n@R =8+a+T N
~ 2
r =r v(6)+0(r")

et R=r u(8) v(e +a) +0(r2)
oll v(®) = 1+u(®) n(@+a)-n(e) .

1
Si F est assez différentiable et si Log A =J Log u(6)d6, il est possible
0

de trouver, d'aprés 8.2 , une fonction v> 0 telle u=2x vVR . I1 existe alors un
o

scalaire uy>0 et une fonction n tels que u.n, Ra—n = pv-1. Pour un tel choix de n,

on a :
1 o~ ~ ~ ~ ~ 2 ~ ~
HoFo.H (6,r) = (B+a+r, Ar+r w](e,r)) .

Nous nous intéresserons exclusivement au cas A =1 puisque, dans le cas contraire,
le cercle Ao est normalement hyperbolique, donc isolé et persiste sous une pertur-—

. . 1
bation petite en norme C .

Remarques : 1) Si F poss@de la propriété d'intersection, on a nécessairement

A=1.
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2) Si F est de classe Wk’z, alors H est de classe wk-Z,Z

4,2 (donc Ck—s).

et wl de

classe wk'

13.2.2 Perturbations de difféomorphismes laissant un cercle invariant.

On considére un plongement de la forme

F:As—'—"lA

B,r) —— (B +a+r, r+(0,r))

2
ol V(B,r) =% (0](0 ,E) +e wz(e ,g). On suppose que ¢, et ®, sont de classe 04 et que
e>1. On posera lllo Ill ,=sup(lo I ,l¢ I ) (voir 11.1) ; le vecteur kK est défini
1 C4 1 c° 1 Clo

comme en 11.1.

Théoréme : 11 existe des constantes c, et C7

dépendant de e, §, y, T, Mo, 1,
C

et k telles que si

2
<
||(p2||C4 e v,

alors il existe un unique couple (u,y) ER x W3’2 vérifiant :

F(6,9(8)) = (£(8),¥ 0 £(8) + 1)
et p(f) =a, ot £f=Id+y+ao. De plus, on a
-1
Tyl <C, vy [FON | .
w3,2 7 2 CA

Démonstration : Nous reprenons les notations de la démonstration du théordme 11.3.

On cherche un 11:61(x , 0<x<c3, tel que

WOf=‘P+(-poG+U ’
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ol f=Id+y+a et G(0) =(6,y(0)). En outre, x doit satisfaire la condition

xy<68e V210. Posons v, = HthHl 4 Y—2 et v, = lhoﬂl 4 Y—Z. Pour x et v, assez petits
. C

(cf. 11.3 @ et @ ), & un wEKx, on associe l'unique solution ¢ =0 (y) de 1l'équa-

tion 11.3, @ qui vérifie p(Id+y+a) =a. On a une majoration du type :

3 < v, +
IIDxpll2 l"lxy lr‘zyvz,

ol I‘I et I‘2 sont des constantes dépendant de e, donc, si vy et x sont assez petits,

1'application ¢ sera bien 3 valeurs dans Kx et on pourra conclure comme en 11.3. =
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13.3 Difféomorphismes préservant les aires.

13.3.1 Soit F un difféomorphisme de A='II‘1 x R préservant l'orientation et la mesu-

re de Lebesgue et déviant la verticale. Si 1'on pose :
F(e,r) = (0,R) >

la forme différentielle R do - r d6 est fermée. Nous la supposerons exacte (i.e.
F est un difféomorphisme globalement canonique). Puisque F dévie la verticale, on
peut repérer A 3 1'aide des coordonnées 6 et v=0-6. On considére alors une fonc-

tion S(6,v) telle que dS= (R-r)d6 +R dv (ol R et r sont considérés comme des fonc-

tions de 68 et v). Si F est classe Ck alors S est de classe Ck+l. On a
-9 =9 -
R = ==5(,v) = 36 5(6,0-9)
_ 9 9 9
et r—-%—S(e,vHW S(e,v) = - 55 5(6,0-9)
Si 1'on pose
S.(6,0) = == S(6,0-0)
1'° 08 >
S.(6,0) = > S(8,0-0)
27 90 ’

la recherche d'une courbe C invariante par F telle que p(F'C) =qa équivaut 3 celle
d'un difféomorhisme du cercle f=1Id+y +0 de nombre de rotation o vérifiant

1'équation

@ $,(0,£(6)) +5,(£7 (0),0) =0 .

1

La courbe C est alors le graphe de la fonction —Sl 0o G= S2 oGof ol G(o) = ®,£(8)).

I1 est possible d'améliorer les constantes données en § 11 d'une mani&re com-
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parable 3 celle du § 12. On suppose que SGCS(A) est une perturbation

petite en norme C5 d'une fonction S0 de classe C" ne dépendant que de v=0-6 et

dSo dzso
telle que —— (a) =0 et (v) # 0 pour tout v.
dv dvz

Le compact Kx étant défini dans la démonstration de 11.3, on cherche une fonc-
tion w€KX telle que f=Id+y +a satisfasse 1'équation @ . En dérivant trois fois

cette équation, on obtient une nouvelle &quation 3 résoudre

-1 .3 - -
® EDXy-Eof | Dypof ! (e % = p(e,s)
82
ol E(0) =Slz(6,f(9)), SIZ(S,O) =3830 S(6,0-0) et P(f,S) est une fonction polyno-

miale des dérivées de f jusqu'a 1'ordre 2 et de celles de S jusqu'd 1l'ordre 4.
Comme S dévie la verticale, E est une fonction Z-périodique de 6 qui ne s'annule
pas. On procéde alors de fagon analogue a 12.7. A un ¢€KX, on associe l'unique
$=®(¢)€w3’2 tel que p(Id+'lI;+a)=a et

~ -1 3~ - _
® ED P -Eof 'D3T.f ! Yt = pE,8) +v

- . 2 . . .

oi VER . Si "S—SO“ 5 <YV et si x n'est pas trop grand, on a une majoration de
C

la forme suivante

I D}J" < cste(yv+y xz)
L2

Par suite, si x et v sont assez petits, l'application ¢ est 3 valeurs dans I(x

On démontre qu'elle est continue pour la topologie faible induite sur K et on con-

clut comme en 12.7 (en utilisant 6.6 et 6.7 pour voir que l'application ¢ est

continue) qu'on peut trouver une solution y de @ . En intégrant @ on obtient

5,(0,£(0)) +5, (£ (9),0) = c

oli c€ R est indépendant de 6. Il suit que le graphe de —S] o G est translaté par F

et comme F a la propriété d'intersection, on a c=0.
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Notant cg la valeur maximale autorisée 3 v et C8 la valeur minimale de X , on a
v

finalement obtenu le théor&me suivant :

PR . 2 P :
Théordme : Si HS-SOIICS<c8 Yy~, alors 1'équation @ posséde une solution unique

f€D3’2(']I‘1) de nombre de rotation o. En outre, si f=Id+y+a, alors

3 “1yge
D2yl 2<08y I's soll

L C5

13.3.2 Esquisse du calcul des constantes cg et 08 .

Si f=h, Ra ° h—], on compose l'équation @ 3d droite par h et on obtient :

)(—a)(aR_(x =n+v

bo R—u 4
> b= (Dh) ' (voir 10.9) et
1
n=P(f,S) o h. L'inconnue x doit vérifier JO x(8) 2(6)d6 =0 avec !L=Peh . D'aprés

o x=e D oh, e=Eoh, a=(Df H*.h=

9.3 et 9.4, @ , on a la majoration

-1
Iyl <C, v Ipnll
® PR
b (b -1)
_ 1 2 o o 1
avec CI —m—bo(l"'l')("D Log b"LZ (——211‘_+m)+1)

-~ __sin(lol _ .4 _
ol r==—p4 »b =h_, Log ho—llLog Dhll o et

C
_ . [ . 2.-1_1 max &/b _ . P _
T = ;réfR "E zl © (min F) =3 (m 1),(voir le calcul de v dans la démonstra

tion de 9.3). On a toujours

max £/b < hg (min e)_] et min 2/b > h;3 (max e)_1

6 max e _

donc T < 12 .
o min e

1)
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Cette majoration est meilleure que la majoration 1-<bo Q,O(boko— 1) proposée
par 9.3, (:) car, dans le calcul de %/b apparait une simplification par Dh et,

d'autre part, le choix de z=1 peut, pour certaines fonctions e, ne pas &tre le

meilleur.

On déduit de 1'inégalité (:) la majoration :

I3, < (min e)~! h_c, v~} Ipp(E,S)!
LZ o 1 LZ

(voir 10.8).
L'estimation de IDP(f,S)ll 5 en fonction des normes des dérivées de f et S permet
le calcul explicite des constantes cg et C8' On procéde de fagon analogue & 11.9

et 12.4. Les améliorations obtenues par rapport au § 11 sont comparables 3 celles

du § 12.

Nous n'indiquons pas ici de nouveaux résultats numériques.
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CHAPITRE VIII

COURBES INVARIANTES POUR UNE CLASSE D'HOMéOMORPHISMES

DU PLAN PRESERVANT LES AIRES

Plan
1. Introduction.
2. Le groupe de Froechlé
3. Le groupe D2+Vb(ﬂJ)
4. 1Inégalités
5. Conjugaison différentiable en classe C2+Vb

6. Tentative d'extension de l'ensemble des nombres de rotation autorisés

7. Conjugaison différentiable en classe V3’m
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1. INTRODUCTION.

On adopte les notations des chapitres précédents. Soit f € Dl(ﬂﬂ) un difféomor-
phisme dont la troisiéme dérivée D3f , au sens des distributions, est une mesure,
c'est a dire que D2f est 3 variation bornée (mais pas forcément continue) ; cette

2+vb

classe de régularité sera désignée par C .

Nous démontrons au §5 que si p(f) = o est un nombre de type constant, i.e. :

Y
il existe un y > O tel que, pour tout % € qQ, |ot ——g |> — s alors f est
. . PR . 2~
conjugué 3 la rotation R : 9 >0+ 0o par un difféomorphisme h de classe C 6 .
L1
pour tout § > O .

. 1 s P
On en conclut le résultat suivant. Pour chaque A € T on considére 1'homé&omor-

phisme de Rz , lindaire par morceaux et préservant les aires :
6, (x,y) = ((cos2m)x - (sin2mA) (x+|y|), (sin2ma)x + (cos2mr) (x + |y|))

I1 existe un ensemble non dénombrable de A € ﬂJ pour lesquels GA est topologique-
ment conjugué 3 une rotation de RZ et donc complé&tement intégrable ; de plus GX

~ . . . 1-8
préserve une famille de courbes invariantes, de classe C pour tout § > O . On

introduit au § 2 un groupe F d'homéomorphisme de Rz , appelé groupe de Froeschlé;

les GA appartiennent & F et tous les résultats cités dans 1'introduction restent
valables pour les €léments de F .

Soit g le difféomorphisme de ﬂJ induit par 1l'action de GA sur les
demi-droites issues de 1'origine. On vérifie aisément que g, est de classe C2+Vb .
Si son nombre de rotation D(gk) = o est irrationnel alors, d'apré&s [GH] , 1'homéo-
morphisme GA posséde une orbite dense dans RZ si, et seulement si, gy n'est pas

. _ 1 . . .
conjugué de fagon C 3 Ra (voir 2.4). Dans le cas contraire, G est topologique-

A
. - . 2
ment conjugué 3 une rotation de R” ; ce sera le cas, d'aprés le théoréme du §5,
lorsque p(gx) est de type constant. Ce fait avait été constaté numériquement par
C. Froeschlé[F]] . Cependant, dans le cas d'un difféomorphisme du cercle de classe
2+vb

C dont le nombre de rotation a une mauvaise arithmétique, 1'inégalité de

Denjoy-Koksma [H, VI.3, p.73] laisse penser que la divergence des dérivées des
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itérées est tré&s lente, et donc difficile 3 constater numériquement.

I1 dépend en général de 1l'arithmétique de son nombre de rotation (supposé irra-
tionnel) qu'un difféomorphisme du cercle de classe ¢” soit conjugué de fagon
différentiable 3 une rotation (voir [H], [Yl] et [YZ]) ; c'est sans doute aussi le
cas pour les g, (voir 2.7). Les auteurs de [HW] ne semblent pas avoir remarqué que,
pour expliquer 1'exemple de C.Froeschlé, la principale difficulté consiste précisé-
ment 3 savoir quand &, est conjugué de fagon C1 3 une rotation.

La démonstration du théoréme 5.1 suit d'assez pr&s celle du théoréme fondamen-
tal de [H] et utilise le résultat de [H2] (voir aussi [V,3.4]). Malheureusement, si

f est un difféomorphisme de classe C2+Vb

, la dérivée schwarzienne ne fournit que
des estimées en norme L2 de DLog Df" (voir 4.2), et pas en norme L” comme dans le
cas oi f est de classe C3 (voir [H] et [Y]]). Ceci rend la situation présente
plus délicate et, en particulier, nous limite aux nombres de type constant. Les
espaces de Besov &tudiés au chapitre VI constituent un outil esentiel. Notons que

ce résultat est de nature globale:si, dans 1l'expression de G , on remplace |y|

A
par e|y| , ol ¢ est un paramétre petit, alors, en s'appuyant sur 3.6, le §[VI.5]
permettrait de conclure.

Au §7, nous améliorons légérement le résultat de J.C. Yoccoz [Yl] (voir aussi
[Y,D.

C. Froeschlé a constaté numériquement, dans [FZ] , l'existence de courbes in-

variantes pour des difféomorphismes de RZ de la forme :

(x,y) » ((cos2mAa)x = (sin27m)) (x+@(y)), (sin2mA)x + (cos2mi) (x+@(y)))

ol oly) = - y2 siy=>0 et o@(y) = - y3 si y<O0O.

. . . +
Bien que la fonction  soit de classe C2 vb

, i1 semble nettement plus compliqué
d'expliquer 1'existence de courbes invariantes. D'une part on est au voisinage d'un

point fixe elliptique ol G, n'est que de classe C2 , ce qui rend difficile la ré-

A
duction en forme normale de Birkhoff ; d'autre part les résultats obtenus en
[V, 7.10] et en [VI, 4.4] sont insuffisants. Malgré les remarques [V, 6.8.6 et

6.8.8] , et le théoréme [V,8.11] , la situation est loin d'étre complé&tement &clair-
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cie.
Je remercie Raphaél Douady d'dvoir considérablement amélioré le manuscrit en
le rédigeant 3 nouveau et Claudine Harmide d' en avoir assuré la frappe avec son soin

habituel.

e
2. LE GROUPE DE FROESCHLE.

. 2 P
2.1. Soit F le sous—groupe du groupe des homéomorphismes de R~ engendré par les
.
€léments de SLZ(IU et les transformations du type suivant :
(%) > (%3 + y (X))

ofl k = (k;,k,) € R? et

klx si x>0
by (%) ={

kzx si x <O

Chaque élément G de F fixe 1'origine, préserve la mesure de Lebesgue et vérifie :
G(sx,sy) = sG(x,y)

2
pour tous (x,y) € R™ et s € R, .
En faisant agir G sur les directions de demi-droites issues de 1l'origine,
on obtient un homéomorphisme du cercle g .

Identifions T' = R/Z 3

$! = tv=(y) €ER® /Wl = 1}, onlivl = Viley?

par le difféomorphisme ¢ : 6 > (cos 276 , sin2w9). L'application g est alors
définie par :

£8) = @ (G®(8))/ Ic(w(e)I)
et, comme G préserve les aires, g est dérivable, de dérivée

Dg(8) = IGGo(8))l 2

. . . . 1

Bien que la fonction continue Dg ne soit pas de classe C , on remarque qu'elle est
. s PRI, 2 aps s .

lipschitzienne. Sa dérivée Dg est définie et continue partout sauf en un nombre

fini de points oll elle possé&de une limite & droite et & gauche. Elle est au surplus
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3 variation bornée.

Le groupe F se plonge donc canoniquement dans le groupe Diff2+Vb(']Il) formé

des difféomorphismes de classe Cl de 'I.I‘l possédant une dérivée seconde 3 variation
bornée.

2+vb

Lorsque G €F et que g € Diff ('III) est le difféomorphisme du cercle corres-

pondant, on notera indifféremment p(G) ou p(g) son nombre de rotation.

Si maintenant, pour A € 'I.l‘l , on pose Gk =1, 0 G, oll r, est la rotation de
cos2wA  -sin2m
matrice ), 1'application g5 correspondante est définie par
sin2wA  cos2wA

g,(8) = g(8) + 1 .
La fonction A p(g)‘), de ’]1‘1 dans lui-méme, est continue, croissante et
de degré 1 , donc surjective. De plus, si o € 'II‘l\(Q/Z) alors il existe un unique
)\u € '11‘l tel que p(gx ) = a (cf.[H, III.4,p.34]) .
a
2.2. Soit G EF et g 1le difféomorphisme du cercle correspondant. Si
p(g) =a ¢ Q/Z , alors, d'aprés le théoréme de Denjoy (cf.[H,VI.5 p.76]) comme

la fonction Log Dg est A variation bornée, on a :

g=h°Raoh-l

ol h est un homéomorphisme de 'Il‘l et

R :'11‘1->'11‘l,6|+6+a.

En particulier, g est minimal.
2 . .
Revenant au plan R~ , un passage en polaires permet de conjuguer de fagon
. s s s 2 . .
R-analytique 1la restriction de G 3 R"~{0} aux deux transformations suivantes :

1 * 1 *
Fl.’II‘ XR++'II' XR+

1/2

(6,r) B (g(8), r(dg(®) ')

et
1 1
F,: T x R > T x R

(6,5 v (8(8), r- 3 Log Dg®)) -
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2.3. D'aprés [H, IV.6, p.48] , lorsque o = p(g) est irrationnel, une condition

. . . 1
nécessaire et suffisante pour que h soit de classe C est :

sup max | |Log Dg(0) | < + =
n€Z 6€ET
2.4 On suppose toujours o irrationnel. Soit

H(6,r) = (h(6),r) ;

on a :

oH '(6,r) = (06+a, r - = Log Dgoh(6))

HoF 5

2
et, d'aprés [H, VI.l.,p.71],

1
[ Log Dgoh(8)de =0 .
0

On rappelle qu'un homéomorphisme f d'un espace topologique X est dit topo-

logiquement transitif s'il existe un x € X dont 1'orbite {fn(x)/nE Z} est dense

dans X .

De la proposition de Gottschalk et Hedlund (cf.[G, §14.13] ou [H, IV.4,p.45]),
on déduit 1'équivalence des propriétés suivantes :

(i) L'homéomorphisme h n'est pas de classe C] s

(ii) h n'est pas un difféomorphisme de classe C1 .

-1 1

(iii) L'homéomorphisme HoF,oH de M x R est topologiquement transitif,

2
(iv) L'homéomorphisme G de Rz est topologiquement transitif.

I1 est clair que (iii) et (iv) sont &quivalentes ; (i) et (ii) le sont d'aprés

[H, IV.6,p.51]. D'apré&s Gottschalk et Hedlund, (non iii) équivaut 3 1'existence

d'une fonction continue k : ’II.‘l > R telle que

Log Dg = k - kog

soit, posant g = ek/_f1 ek(e)de >0 log Dg = &
o
JU— o . ) . 1 I
On définit t(p) = f 2(u)du qui est un difféomorphisme de classe C de T puisque
t(e+1) = t(6)+1. On :
D(tog) = Dt

et donc
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tog = Cc + U c €R
ce qui implique
= t R ot
g ° co .
L'invariance du nombre de rotation par conjugaison implique que c = a de sorte que
nous obtenons (non i). ®
Lorsque ces propriétés sont satisfaites, on pose :

1/2

H'(6,r) = (h(8), r(Dh(8)) ')

et on a :

-1
H1°F2°Hl ®,r) = (86 + a,r) ;

1'homéomorphisme G est topologiquement conjugué 3 une rotation de I(Z donc complé-

tement intégrable (i.e.RZ\ {0} est feuilleté& par des courbes invariantes).

Remarque: L'application G n'a pas de propriétés de torsiom.
B

Si h est de classe Cl+ , 0< B8 <1 (puisque B = 1 est impossible d&s que

B

2 . . .
g n'est pas de classe C”) alors G laisse invariantes des courbes de classe C .

Le scolie suivant résume ce paragraphe :

Scolie 2.4 : Si p(g) = a ¢ Q©/Z , les propriétés suivantes sont &quivalentes :

(i) L'homéomorphisme h est de classe C1 .

(ii) L'homéomorphisme G n'est pas topologiquement transitif,

css ~ . . . . [ ~ s
(iii) L'homéomorphisme G laisse invariante une courbe C~ , fermée et simple

de RZ\{O} , d'indice 1 autour de O ,

(iv) L'homéomorphisme G est complétement intégrable, au sens défini plus

haut.

2.5 On sait que, si p(g) = % € Q/Z , et si g n'est pas topologiquement conjugué
3 la rotation RP/q , alors il existe un intervalle ouvert non vide de ’lI'1 sur lequel
la suite (Dgn)nEN tend simplement vers O . En utilisant [H,IV.5.3,p.48] , on en
déduit 1'équivalence des propriétés suivantes :

(i') il existe un difféomorphisme h € Di.ff.z-"Vb

1 .
iy jug t aR .
(') conjuguant g 2 p/q
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crs ~ . . . . o < .
(iii') L'homéomorphisme G laisse invariante une courbe C , fermée et simple

de Rz ~{0} , d'indice | autour de O .

Remarque : Si p(G) = p/q € W/Z et si g a un nombre fini d'orbites périodiques
alors pour presque tout X € Rz (Gn(x))n €z tend vers 1'infini lorsque n + % « .
2.6 Lorsque f est un difféomorphisme du cercle dont le nombre de rotation
a = p(f) est irrationnel, la classe de différentiabilité de 1'homéomorphisme h ,
fourni par le théoréme de Denjoy et conjuguant f 3 Ra , dépend non seulement de
la classe de différentiabilité de f , mais aussi de 1l'arithmétique de o (voir [H],
(Y, et [V, ]).

D'aprés 2.4 et [H, XI,4.2, p.160] , si o est un nombre de Liouville, on peut
trouver un difféomorphisme f de classe c” , vérifiant p(f) = a et tel que la

. 1 *
transformation de T x R+

F: (6,r) » (£(8), r(DE(e)) /2

)
soit topologiquement transitive. Quitte 3 restreindre la classe des nombres de rota-

tion autorisés (on en conserve tout de méme un G dense) on peut choisir f de

[
telle sorte que F soit ergodique pour une mesure de Haar (voir [HE] et [K] pour

la construction de tels difféomorphismes appelés "de type III]").

2.7 On peut se demander s'il existe des &€léments de F transitifs. Nous posons ici

une conjecture impliquant une réponse positive 3 cette question.

Conjecture : Il existe un homéomorphisme G € F et une partie dense D de Q/Z

1 ces
tels que, pour tout p/q € D et tout A € T vérifiant p(G)\) =p/q , on a :

q
G' # Id
A RZ

oli 1'on rappelle que G)\ = oG et que r, est la rotation de R2 d'angle 2m\
autour de O .

Cette conjecture revient 3 trouver, dans F , un &lément G pour lequel les
intervalles compacts

e /06, = p/a}

soient d'intérieur non vide pour tout %E D (cf.H, II1,2.7, p.32]).
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Ceci est légérement moins restrictif que la propriété Ao de [H, III.4.5.p.37] , ol
la requéte s'applique 3 t‘.out’.-qE eEq/z .

Supposons que 1'hom&omorphisme G € F satisfasse aux conclusions de la conjec-
ture. Par un raisonnement analogue 3 celui de [H, XII.1.12,p.169] , on peut trouver
un )‘o € 'I.I‘l pour lequel le difféomorphisme g)‘o a un nombre de rotation a = p(g)‘o)

irrationnel et n'est pas Cl-conjugué a Ru . D'aprés 2.4, 1'homéomorphisme G)‘ est
o

topologiquement transitif.
2.8. L'exemple suivant a pour but de convaincre le lecteur du bien fondé de la
conjecture précédente.

Soit Fe ) € F défini par :

B

Fs A(X,y) = ((cos2mA)x = (sin2mr) (y +e|x|), (sin2mA)x + (cos2mr) (y +e|x|)).

Proposition : Soit p/q € @/Z ol q est impair. Il existe un e, >0 (dépendant

de q) tel que, si 0 < |e| < o alors l'intervalle compact :

mex / o )y =2

E5A

est d'intérieur non vide.

Démonstration : Elle s'inspire de 1l'article de R. Hall [Ha] . On fait agir , comme

1 . a s .
en 2.1, Fe A sur T , puis sur son revétement universel R et on obtient :
’

R)\ o fe(e) =0 + ) + W(Eae)

L“ Arctg(tg(2m0) + ¢) si —l< 6 <l

0 + @(e,0) = 2 4 N
1 .1 3
e Arctg (tg(2m6) - ¢) si % < 8 < %

et (e, 6+ 1) = @(e,0)

La fonction ¢ ainsi définie est une fonction continue du couple (£,6) . Soit :

VO = 0o, g -

9
doe

On a :
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-41—"‘(1 + cos4mh) si —-[I:< [} <%

1 .1 3
—4—"-(1+c0541r6) si & <9<4 .

v(e) =

On en déduit aisément que les coefficients de Fourier de y d'ordre pair sont nuls
(puisque Y(0 + %) = - ¢(8)), alors que ceux d'ordre impair sont tous non nuls
(calcul).

Comme q est impair, la fonction :

q-1
¥ = 2z VoR,

Pla 50, ip
q

vérifie :

1 = -
wp/q(ewi) = wp/q(e)

et elle n'est pas nulle, puisque :

n "
= 0.
wp/q(q) qy(q) #
Lorsque ¢ tend vers O , on a :
d -9 -p-=
(Rp/qof )'(®) -8 -p=c¢ ‘Jip/q(e) + ¢ R(e,0)

ol le reste R(e,0) tend uniformément vers O avec ¢ , donc, si ¢ est assez petit,

mais non nul, cette fonction s'annule sans étre identiquement nulle. Par suite,

p (R £f) = P pais R f n'est pas conjugué a R . La proposition résulte
P/qo q p/qe e P jug p/q prop

alors de [H, III.2.7, p.32] . =

2.9. Le théoréme 5.1 affirme que, si G € F a un nombre de rotation o de type

constant, alors G est complétement intégrable (au sens de 2.4) et laisse invarian-

€

1- . .
tes des courbes de classe C pour tout ¢ > O ; ces courbes sont donc de dimension

de Hausdorff 1.

=

On peut aussi montrer, par une démonstration presque identique i celle de [HMI,

(en utilisant que les nombres de type constant sont de dimension de Hausdorff 1 [J])

que, G € F &tant fixé, 1'ensemble {)\ € ’II‘I/p(G)\) est de type constant} (ol

G)‘ = r)\OG) a pour dimension de Hausdorff 1.
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3. LE GROUPE D2V ¢!y

3.1. On note VB(‘II‘I) 1'espace des fonctions 3 variation bornée de ']I‘l dans R , ol
1'on a identifié deux fonctions différant sur un ensemble au plus dénombrable. Pour
plus de détails, voir [V,8.9] .

Muni de la norme :

ol g = | Inl ©(e)de | + Var(e) ,

1'espace VB('II'I) est une algébre de Banach, en particulier, le produit de deux

fonctions 3 variation bornée l'est aussi.

3.2. Si ¢ € VB(’II']) , ona:

1
o - f o@)de Il <
o L

1
E Var ((p) .

3.3. Pour toute fonction @ € VB('II‘]) , on peut trouver une suite ((pi) de fonctions

ieEN
. 1
de classe C~ convergeant simplement vers ¢ sur T \A oll A est un ensemble au

plus dénombrable et vérifiant :
Var(9;) < Var(o)

pour tout i € N . Il suffit, pour cela, d'approcher dans la topologie vague la
mesure Tp par une suite de mesures Dq).1 3 densité C° vérifiant

1 1
J Do, (8)de = 0 et [ |Dp, (8)]|de < Var(yp).

o o

3.4. Soit

D2+Vb('1rl) = {fe€ Dl('II‘l‘)/D3f est une mesure de Radon}

ol D3f désigne la dérivée troisiéme de f au sens des distributions. On vérifie
que cet ensemble est un sous—groupe de Dl(’ll‘l) .

. 2+vb 1 . P . ' - .

Si £f €D (Ir') , alors Df est lipschitzienne mais f n'est pas nécessaire-
ment de classe 02 (c'est le cas par exemple des difféomorphismes du cercle associés
3 des Eléments du groupe de Froechlé F)

Si f € D1+L1p(']1‘1) = {fe€ Dl('ﬂ‘l)/ Df est lipschitzienne}

alors
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£ep?Pm!y o D Log Df € VB(T))

De plus, si f € D2+Vb('11'l) , on a

] D2ﬂ| m< Var (sz)

L
et
2 1 2 sz
ID Log DAl _ <Var(D Log Df) < Var(D"f) II-I-)—f-II o ¥ o=ar 1l 2|| 1 -
L C L (Df)" L
. 2+vb 1 ' . . . Y212
3.5. Soit £ €D (') . D'aprés 3.3, il existe une suite (fj)j € N d'éléments

de Dm('ll'l) vérifiant :
. 2 2 .
(i) Vvar(D fj) < Var(D"f) pour tout j .

(ii) La suite (fj) converge vers f en topologie Cl .

(iii) I1 existe un ensemble AC'E] au plus dénombrable tel que, si x € ’11‘1 NA,
lim D%, (x) = D’f (x)
Joteo J

(iv) Si 1<p < +o , 1lim ID*. - D’ _ =0
j++m J Lp

(c'est une conséquence de (iii)).

(v) Soit S 1'opérateur 'dérivée schwarzienne"

S(f) = p? Log Df —% (D Log Df) .

On a :

2 1

ISCEN 1 < Var(D Log Df.) + 1 ID Log Df.ll
iy j i L

< C(f) <+ o

oli C(f) ne dépend (comme son nom 1'indique) que de f (en fait que de Var(DZf) et

de llLog Dfl ) .
o
C
(vi) p(fj) = p(f) pour tout j

(voir [H,III] pour se convaincre de la possibilité de cette restriction).
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3.6. Soient 1 < p < + ©» et 0 < B < 1. L'espace de Besov Be’p(’l[‘l) a été défini en
[vi,2.5 ].

Proposition : Si ¢ € VB('JI‘I) , alors @ € B]/P’p(ﬂ?l) et |o| 1/p,p < Var ()
’

Démonstration : D'aprés 3.3 , il suffit de montrer 1'in&galité lorsque ¢ est declasse

oo

[ . On a, pour tout t # O :
1 1 1/p ——p;l
751 WR. — 0l _ < l< (@R - @)l I @R -0l
tI/p t 1P t t 1! t L
p-1
1
< IDepll {p(Var((p)) F < Var (¢)
L
(la deuxiéme inégalité résulte de [VI,2.4] et de 3.2). =

. ~ P +
3.7. De la proposition précédente, on déduit que le groupe D2 Vb(']I‘l) est contenu

dans le groupe D2+l/p’p(’n‘l) défini en [VI,6] , et que la suite (fj)j de 3.5 vérifie :

(vii) |D2fj | 1/p,p < var D’f pour tout j .

4. INEGALITES.
4.1. La dérivée schwarzienne S définie, sur un élément f de D3(’11‘l) , par la

formule :

S(f) = D2 Log Df - % (D Log Df)2 .

vérifie, pour tout entier n € N

2

*) S(E™) = 1 s(B)lf (e

. + . =
4.2. Proposition : Soit f € D2 Vb(’Ilfl) . I1 existe une constante < (ne dépendant

que de f ) satisfaisant, pour tout n € N , 3 1'inégalité :

2 n-1 . .
ID Log DEM , < c, | Dfd o £
2 1 . o
L j=o C
Démonstration : On consid&re une suite (fi)iEN de Dw(’II’l) remplissant les condi-

tions de 3.5. En intégrant sur ']I‘l 1'égalité (*) appliquée & chaque f.1 , on obtient:
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1 n-1 1

1L o Log pEM2a6 = - 1 [ S(£.).£) fd)%ao
2 1 . i i i
(0] j=o o
1 n-1 i i
=~ S(£;) (x Dfjof.")do
o j=o
n-1 s .
<USCEDN | Iz D o £ .
L j=o c°

On conclut grice a 3.5, (ii) et (v). m

4.3. On rappelle que les espaces V3’p ('n?l) ont été définis en [V,8.9] . Soit

f e D]('II‘I) de la forme : £ = Id + ¢ , ol @ vérifie :
! 3,0, 1
—@+ [ @)de € V()
o
En suivant la méthode de [V,8.10] , on peut trouver une suite (fi)i €N de Dm('lrl)

vérifiant les propriétés (i) i (vii) de 3.5 et 3.7, et, en outre, la condition :
PP +
(viii) (NGEICFDDIN | <cC
1 o
L
ol \p+ = sup(0,y) et C est une constante ne dépendant que de f . La plus petite

$nsi ~ +
constante C ainsi obtenue sera notée |l (-S(£f)) |l - .
L

4.4, Proposition : Pour tout difféomorphisme f vérifiant les hypothéses de 4.3,

il existe une constante c telle que, pour tout n € N ,

2
-1 .
2 n
ID Log DEMI° <c, I = o2
L j=o c°
Démonstration : On consid&re une suite (fi)i €N d'éléments de Dw('ﬂ']) remplissant

les conditions (i) 3 (viii) de 3.5, 3.7 et 4.3. Fixons les entiers i et n et
choisissons un point x € '11‘l ol la fonction |D Log Dfx.11| est maximale. En ce

. 2
point, D"Log Dfl.;l =0 (car fi est de classe C ) et :

n - n - n
ID Log Df; “C° = |D Log Dfi(xo)l 2 8(£) () .

D'aprés 4.1, (x), on a :
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n-1 . .
ID Log DE® I < 2 sup, (- £ S(£.)(E )0 @N?H
i ° 1 . i i i
Cc x€T j=o
n—-1 .
<ziGsEN I 0z o) .
L j=o c°

L'inégalité analogue est valable, par passage a la limite, pour £ grice 3 3.5,

(ii) et 4.3, (viii). =

4.5. Proposition : Soit f € Dl('ll‘l) un difféomorphisme vérifiant 1'hypothése de

4.3. Pour tout n € N , on a :
1/2 1/2

. .
ID Log DE"Il < 21(-S(£)" Il _ /a lLog D" | sup  IDET .
L L c® 1I<j<n-1 c®

Démonstration : On se raméne, grdce a 3.5, 3.7 et 4.3, au cas oi f est de classe
C” . De 1'identité (*), on déduit que :
2 n + . 2
min(D” Log D) > - n I (-S(£))" I _ sup  IDEl ;
L” o<j<n-1 c®

La proposition résulte du lemme suivant appliqué 3 la fonction Log D™ .

Lemme : Soit y € CZ('II‘l) et M2 = - min Dzw . On a:

1/2
IDul < 2 Iyl uy/?
c° c°

- . . ~ . .
Démonstration : Quitte 3 changer y en P : x > Y(-x), on peut supposer qu'il existe

un point x € R tel que Dw(xo) = |IDyll . Pour tout y > 0 , on a :
CO

POx4Y) > (e ) +y Dplx) - 3 M, ¥

d :
one V)
Dy(x ) < ———— t3 My
< 2 y
< + LM .
y ol c° 2 2
On suppose que M, # O car sinon 1'inégalité est trivialement vérifié si 1'on
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choisit y = 2 |lyll 172 M;l/z , on obtient 1'inégalité requise. ®
o
/, 2+vb
5. CONJUGAISON DIFFERENTIABLE EN CLASSE C .
5.1. Théoréme : Soit f € D2+Vb(']I‘]) un difféomorphisme dont le nombre de rotation
a = p{f) est de type constant. Il existe un h € n D2_6(']I‘1) tel que :
0<é<1

Ce théoréme implique l'existence de courbes invariantes sous 1'action des &léments

F de F dont le nombre de rotation p(F) est de type constant.

5.2 Démonstration :
5.2.1. Dans cette partie, on supposera seulement que a est irrationnel et que
1+Lip , 1 . . .
f €D (). Soit n € N , n> 1. On pose, en suivant les notations de [H,VII.2,
p.93-95] :
n-1

() - )
j=o

1

et

_ -1
fn_gn"f"gn :

2+vb

On a p(fn) = p(f) = o et si fE€ DHLIP('H‘I) (resp. £f€ D (’I.I‘I)) , alors g, et

fn appartiennent & D1+L1p('11‘]) (resp.D2+Vb('11‘])).

L'identité suivante est valable presque partout (i.e. dans L’ ) et au sens des

distributions.
n-1 2.1
2 n L Df
2. _ D°f _ n _ i=o0 -1
m DE, = T 12 O =D =3 |0 &
;'ZDf) ;('Z Df™)
i=o i=o
(voir [ H, VII.2.6,p.95) .
Soit, pour n € N ,
2
V_ = Var(Df_ ) = IID°f_I .
n n n Ll

D'aprés [H, VII.2.5.1, p.94] et la remarque [H,VII.1.5, p.87], on sait que :
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(2) lim V_ =0 .
n->+owo n

En particulier,

lim |PDf_ - 1) =0 .
n>+eo n c°

Le théoréme [H,VII,2.5.1] suppose que £ est de classe C2 ,mais n'utilise, en fait que
1'ergodicité de f qui reste vraie lorsque f € D1+Llp(ﬂl) d'aprés la remarque
[H, VII, 1.5]

5.2.2. Définition : Le nombre irrationnel o est dit de densité bornée si son dévelop-

pement en fraction continue

=8, * 1
4 * a2+. .
vérifie :
n-1
sup a )y ai <+ o
=1 i=1

Si o est de type constant, alors les a, sont bornés (condition nécessaire et
suffisante), donc a est de densité@ bornée. Les nombres de densité bornée forment un

ensemble de mesure nulle (voir [H,V.10,p.67]).

Proposition : Soit f € D1 Llp(ﬂ#) un difféomorphisme dont le nombre de rotation

o = p(f) est de densité bornée. Pour tout ¢ > O , il existe une constante CE

*
telle que, pour tout k € N et tout 0 € ﬂﬂ , on ait :

3) C;l K < pef(e) < c, k€

La démonstration est faite dans [H,VIII;1.7, p.104] dans le cas oi f est de classe
C2 mais n'utilise que le fait que les Vn tendent vers O (cf.(2)). Elle s'applique
donc lorsque f € D1+Lip(ﬂj) .
On déduit de cette proposition les inégalités suivantes, valables pour tout entier
n=1 et tout ¢ > 0 :

n-1

(4) r IDE'l <cC n R
i=o c® €
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! Il <c al*te |

) I n-1 i ¢° €
¥ Df
i=o
P 2+vb , 1 .
5.2.3. On suppose 3 présent que f € D (L") et que son nombre de rotation a = p(f)

est de densité bornée. D'aprés 4.2 et (4), on a, pour tout ¢ > O :
l+e
(6) ID Log DE™l ,<c_ n >
L €

ol c est une constante ne dépendant que de f et de e .
€

Proposition : On a :

lim UD€ I =0.
n->+oo n L

Démonstration : La formule (1) fournit :

2
IDfl ,<A + B
n

LZ n n
ol
2.n
f -
A = | D_ o g
n 1 n=1 1.2 n LZ
Y (zZ DfY)
i=o
n-1
et z szl
n i=o -
Bn = || (Df -1) . P s o8 IIL2 .
o (‘Z DEf™)
=0
On a :
2.n,2 -1
2 2 (D)8, -1 -1
Ay = f 1t 14 -1 D808, D, do
iy (ZDf") °gn
2.n,2
= I 1 n .(D—fl.% de
o (zDf7)
par définition de g, (cf.5.2.1.).
En utilisant :
p?f® = ™. D Log DET
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on obtient la majoration :

3 n 2
I I D Log Df Il
c* L

2 P-
A2 <nipe™? o peh! , -
n Co

. 1 s .
Soit ¢ € ]O, % [ . On peut trouver une constante Cé vérifiant, pour tout entier
n>1, 1'inégalité :

2 J*26 =3 +3e + 1+ e

AS < ¢ o l¥6e
n €

Cl
€
donc

lim A =0 .
n->+o n

On procéde de méme pour majorer Bn :

2,i.2 -1
_, ((EDf) 7.8 _ _
B2 - f nz(Dfn—l)zog b~ ™ pe g ling lae
n 1 n 1,6 -1 n -n n
T (zDf™) ogn
2.i.2
= | noe"-n? (EDED 4
™ (zDf™)

On remarque alors que :
0%6%)? = (zp£t D Log DEH)?
< ¢@H? @O Log peH?)
d'aprés 1'inégalité de Cauchy-Schwarz. Par suite,

2 2 i,-1,5 i.2 i 2
B2 < nlipe®u% ez peH N> @ioet? ) (z D Log eI, .
n c° o c° L

C

. . s 1
Si 1'on choisit un € € ]O, ) [ , on peut trouver une constante C; telle que,
pour tout n=1 , on ait :

B2 < C'e' nl+25-5+59+1+25+2+e

-1+10¢
n
n

=Cc"
€
et

lim B_=0.
n->+oo n

Remarque : Nous avons en fait montré que, pour tout € > 0 ,

1

~ —€
lim o’ DN ,=0.
n->-+e n L
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5.2.4. On suppose 3 présent a de type constant. D'apr&s le théoréme [V,3.4] (voir

aussi [HZ]), si n est un entier assez grand, alors

£ =h oR o h !
n n o n

ol hn est un homéomorphisme dérivable presque partout qui vérifie Log Dhn € BMO('El)
et
(8 I Log Dh |l ..~ < C, ID%f | .
n BMO 3 n LZ
la constante c ne dépendant que du nombre de rotation a . On rappelle que 1l'espace

3
BMO('II'I) et sa norme ont &té définis en [V,2.12] .

5.2.5. La proposition suivante montre que, pour tout p € ]J1,2[ , il existe un

n_ € N tel que, pour tout n > np , Log Dhn € C”p('ll‘l) . De cette proposition résul-
te le théoréme, puisque chaque fn est conjugué 3 f par le difféomorphisme

g_ € D1+Lip('ll‘1). On rappelle que les espaces de Besov BsP ainsi que leurs normes

n

ont été définis en [VI,2.5] .

2+vb

Proposition : Soit f € D ('I.[‘l) un difféomorphisme dont le nombre de rotation

a = p(f) est de type constant, et p € J1,2[ . Il existe une constante 2 > O,

ne dépendant que de a et p , telle que, si :

2
-ty , <
L

alors :
-1
f=hoR oh ,
ot he I)]+l/p(u,1) et
9 L Dh
(9) |Log 'cl/p < c, |Log Dfll/p,p < ¢, Var(D Log Df)

La constante ¢, he dépend que de £ , o et p.

Démonstration : Nous supposerons que f est de classe ¢” et montrerons 1'inégalité

(9). Les résultats de densité& de 3.5, 3.7 et 4.3 permettront de conclure grice au
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théoréme d'Ascoli (voir & ce propos [IV,4.9, vol.l p.192]). Notons que la seconde
inégalité de (9) résulte de 3.6.

D'aprés le théoréme fondamental de [H] (cf. [H, IX.5.1, p.127]) on peut &crire

f=hoR oh !
o

ol h € D°°(’ll‘l).

Choisissons des réels P, et p, vérifiant 1 < Py <P <Pet soient q, 5 9 » 9

tels que :

1 1 1 1 1
(C)) -— = 5 * -
P, 2 q; P, P, a,

1 =
P

+

o |-

1
’
qO

En dérivant 1'équation :

puis en en prenant le logarithme, on obtient :

Log D h o Ra - Log Dh=LogDf o h .
D'aprés [VI,3.2] , on a :

(10) |Log Dh | |/ < ey [D(Log DE o W),
C S ’ p2

oli la constante cg ne dépend que de o , p et Py -

De la formule

D(Log Df o h) = (D Log Df)oh . Dh

et de (10), on déduit que :

(11) |Log Dh| < ¢, (] (D Log Df).h]| IDhll  + Il (D LogDf)ohll _ |Dh| ).
ct/p 5 1. 9, P 1. g
p P L L P’ 2
En effet, d'aprés 1'inégalité de Holder, si >0, — +—=— , QEB
Py 9 P
B>,
et y €B , alors, pour tout t > 0 , on a :

1
— R_ . R_-oull p
tB Il o t Yo t L 2
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1 1
< — - —_ -
5 I tDoRt(w.Rt Pl p, + 5 I ('DoRt @)yl »,
L L
<
ko'l pllwle’q2 + lw[ﬁ’]Jl Iyl 6,
L L
B’pz
Donc oY EB et :
v <lgl _ vl + |l Il .
Bst Lpl B’qz B:P] qu

Par ailleurs, on rappelle (cf.[V,3.4] et (8)) que si & est suffisamment petit, alors

Log Dh € o(T!) et :

(12) Il Log Dhll Mo S C3 % -

3

D'aprés [V,3.5] et [V,2.16], pour tout q € [l,+~ [ et tout s € R , on peut trouver
un %(s,q) > O tel que, si & < 2(s,q), alors des inégalités du type suivant sont

satisfaites :
o <1+ u(s,q)2
Lq

(13) .
ton 1 <1+ uis,a)e
Lq

ol u(s,q) est une constante ne dépendant que de s,q, 2(s,q) et ey -

On a alors (cf.(+)) :

-1 l/pl
I (D Log Df),hll Py - Il (D Log Dh). (Dh ) I p
L 1 L !
1/p
2 - -
< uo’a ,upen _neonhy hq, .
L L L
-1 -1,/
Lorsque % tend vers O , les quantit& IIDf Il _ et [[(Dh ') I 1, tendent vers 1,
L L

donc, si % est assez petit,
on a :

(14) Il (D Log Dh),hll P < 2% .
1
L
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Nous devons 3 présent estimer | (D Log Df)°h11 . Pour ce faire, on dé&compose
P
1

8 0|

la fonction y = D Log Df (qui est de classe C ) en blocs Awk , k€ N , comme en

[VI,2.11] . On a, pour tout k € N ,

Napd <clyl , 27
LP = »P
p ’
et 1
k(-=)
oAyl < cC |y] 2 P
k.p 1
L _p' P 1
ol 1a constante C ne dépend que de p (on notera que, comme | ¢(8)d6é = O , on
o
a pu remplacer, dans les inégalités de [VI,2.11] , la norme |l yll 1/p,p Par la semi-
B t
norme |y 1 -
;sp

Les inégalités (13) entrainent, si £ est assez petit :

1/p

_ -1 1
I (Awk)ohll p = |l (Awk).(Dh ) IILp1
L
-1 177
< llap,l Il (Oh™ ") I q
LP L
< 2c |y, 27k/p
"I; sP
De méme,
1
— -1
-1.P1
I D(AYkoh)II = | (DAwk).(Dh ) I P
L1 L1
L
< st e HTl
k' p q
L 1
. L
k(1= =)
< 2c¢ |y, 2 P
'; sP
On déduit alors de [VI,2.12] que :
(15) | (D Log Df)oh|, < cg |D Log Df|,
; ,P] ; s P

dés que 2 est suffisamment petit.
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I1 nous reste i contrdler |Dh|, . Soit t E R, t #0 .
;9q2
On a :
LogDh,Rt-LogDh
(16) lIDhoR_ — Dhll = | Dh(e =D
t q, q,
L L
|LogDh,R ~LogDh|
< || Dhll zqzlle =1 2q2 .
L L

en vertu de 1'inégalité |eX—1| < elxl—l et de celle de Cauchy-Schwarz.

D'aprés (12), on a :

p = |lLog Dh,,Rt - Log Dhll BMO < 2 ¢y 2 .

Si 1'on applique le théoré&me [V,2.13] 3 la fonction ¢ = Log Dh°Rt - Log Dh et 1la
2q
formule [V,2.14] 3 la fonction A - (e)‘-l) 2 , on obtient des constantes ¢y et cg

vérifiant :
-2
|Log DheR_ - Log Dh| 2q ) 2q.,-1 cop
e t -1 22 <c;, f fet-n e 8w
L LY o
-2
o Zq -1 c
¢y p f ep)‘(ep)‘-l) 2 e 8 dx .
o
La fonction : _
o 2q.,-1 c
o> J epx(epl-l) 2 e 8 dx
o

est de classe C* au voisinage de O et toutes ses dérivées 3 1'origine jusqu'a

1'ordre 2q2—2 inclus sont nulles. On en déduit que :
A

® 2q.-1 o 2q,-1
f ey 2 e B m06 %)
o

et qu'il existe une constante c, vérifiant :
9

|Log DhoR_ - Log Dh|
a7) e = 1 2q2 < Cg p
L
< c9II Log DhoR_ - Log Dhll .
t L°°
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La constante c, ne dépendant pas du réel t , on obtient, en conjuguant (16) et (17)

9
et en divisant par t]/p :

(18) |Dh|l < ¢ | Log Dh|C1/p .

P 24,

Enfin 1'inégalité (11) devient, aprés intervention de (13), (14), (15) et (18) :

| Log Dh[C]/p < 2 cgeq |D Log Df]l + 2 cgeq 2|Log Dh|C]/p .

P’p

Dés que g < , On a :

4c509

|Log Dhlcl/p < 4egep |D Log DfJ .

;’P

Comme nous l'avons annoncé, cette inégalité, identique a (9), valable pour toute

f € Dw(ﬂﬂ) dont la norme HszH est suffisamment petite entraine la proposition.®
2

L

6. TENTATIVE D'EXTENSION DE L'ENSEMBLE DES NOMBRES DE ROTATION AUTORISéS.

6.1. Conjecture : Il existe une partie B de ﬂﬂ de mesure de Haar | telle que

+
tout f € D2 Vb('11‘]) dont le nombre de rotation o = p(f) appartient 3 B , est con-

jugué 3 R de fagon c!*® , ot s > 0 peut dépendre de « .

La proposition suivante et le théoré&me 7.2, sans y donner de réponse, justifient
cette conjecture.

2+vb

6.2. Proposition : Soit £ € D (BJ ) un difféomorphisme dont le nombre de rota-

tion o = p(f) est un nombre de densité bornée. Il existe une fonction n € L4(1rl)

telle que :
x) noe f-n==LogDEf .
On rappelle que les nombres de densité bornée ont &té définis en 5.2.2.

Remarque : L'égalité@ (X) implique que la mesure o-finie sur ﬂﬂ de densité e "
Remarque q

est invariante par f .

6.3. Démonstration : On suppose d'abord seulement que f € D]+L1P(El) et que o

satisfait 3 la condition A (cf.[H,V.10,p.67] ; c'est le cas de tout nombre de densi-
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P
té bornée). On note (—E) la suite des réduites de a .
n n€N

D'aprés 5.2.1.,(2) et [H, VIII,2.3, p.108] (voir aussi [H,VIII.2.4,p.109]), on
a, pour tout ¢ > O :
- q
(19) lim ¢/ S f -1d-pl =0 .
n o
n->+o C

D'autre part, si V = Var(Log Df), 1'indgalité de Denjoy (cf[H,VI.4.4., p.75]) four-

nit :
q
(20) lLog DfE I < V.
CD
. 5 P . . 2+vb 1
On suppose maintenant les hypoth&ses de la proposition satisfaites (f€ D ()

et o de densité bornée). On déduit de 5.2.3, (6) et de (20) que, pour tout € > O :
q l+€
2 2
1) 1D M , = o(q ) .
n
L q
L'inégalité [V,2.11, prop.l] appliquée 3 la fonction f n_14 - 1 donne :
1/2 q 1/2

2 4
4</3IIDfnllzllfn—Id—pnll .
L L c°

q
IDg ™ - 1

Puis, en utilisant (19) et (21), on obtient, pour tout € > O :

Sl

q
2
(22) I ™ - 11 4700 )

q
D'aprés (20), les fonctions Log Df T sont uniformément borndes. L'estimation (22)

entraine donc, pour tout € > O :
q

(23) I Log DE ™M , = O “ . )

L

v
(on a, pour tout x € [-V,V] , |x| <e |- 1])
Soient, 3 présent, q et r des entiers ; on a :

174
< IDf Y ll Log DEY
Co
rd

q T,
lILog Df £l .
L4 Lz.

On déduit de 5.2.2., (3), que, pour tout ¢ > 0 , il existe une constante . telle

que, pour tous entiers q et r , on ait :
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(24) lLog DEL£™ , <c, |r| NLog DEYN , .
4 2 4
L L
On veut montrer que la suite (|l Log DE”I 4) est bornée. Pour ceci, on fixe un
L nEN
entier n et on choisit k vérifiant :

9 < n< Uy -

On décompose alors n sous la forme

k
n= .Z bi 93
i=o
oli 0 < bi < a0 (cf.[H, VIII.1.2.2., p.101]) ; cette décomposition est unique si
1'on requiert, de plus, les conditions :
i-1
r. = ¥ b.q, <q,
i juo i i
pour 0< i<k (on a r, = 0 et = n).

De la formule, valable pour tout entier q = O ,

q-1
Log DfY = 1  Log Df.f’
r=o
on déduit :
b.-1 .
n ki 93 ritq
(25) Log Df" = 3 I Log Df “of
i=o j=o

(cf. [H, VIII.1.2.3, p.102]).

En appliquant 1'inégalité (24) et l'estimation (23) 3 la formule (25), on

obtient, pour tout ¢ > O , une constante c. telle que :

k -1 €

(26) Il Log DEMI 4<c I b oq 2 (a.q,)¢
€ . i i*i
L i=o0
1
k 2—3"'25
< c L a, q, .
€ . i
i=o
Comme o est de densité bornée, on a :
a, = 0(i)

1

alors que, comme pour tout nombre irrationnel, les q; vérifient :
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q; > ,G-D/2

On en déduit, en choisissant un € € ]O, % [, que
(27) sup Il Log DfT Lt
nEN L
La proposition résulte alors du lemme [H, XIII.3.3.2,p.183] appliqué a 1'opérateur

A Ll'('l'r1 ) > L4(HJ) , @ > (Pof et & la fonction ¢ = Log Df .=

7. CONJUGAISON DIFFERENTIABLE EN CLASSE V3’w .

7.1. Soit £ = 1Id + @ € Dl(ﬂﬂ) un difféomorphisme pour lequel la fonction ¢ vérifie :
° ! 3,0, 1
) -+ [ @@)de € VT (m) ,
o
(on rappelle que 1l'ensemble V3’m(’]1‘l) a 8té défini en [V,8.9]). Dans ce cas,

D2+Vb(ﬂﬂ) mais la réciproque est fausse ; de plus, D2f est bornée mais pas

f e
nécessairement continue.
On suppose que o = p(f) satisfait 3 une condition diophantienne d'exposant

compris entre 2 et 3 :

I1 existe un B € [0,1[ et un y > O tels que, pour tout p/q € @ , on ait :

* |a - % =y q-z—B .

7.2. Théoréme : Sous les hypothéses précédentes, on a :

£ = hoR oh |
o

ol h € Dlﬂs(’]I‘l) pour tout & €]O, 2;3: [ .
7.3. Démonstration : C'est la méme que celle de J.C. Yoccoz [Yz] (voir aussi [YI])’

3 quelques petites modifications pr&s que nous allons indiquer. On montre d'abord
que h est de classe Cl . Le lemme 4 de [Y2] nécessite 1'inégalité 4.4 et, dans

le §1.5, comme Df n'est pas de classe C1 , mais est seulement lipschitzienne, on

utilise 1'inégalité :

|Log DE?(x) - Log DEY(y)| <UD Log DEVN _|x-y| .
L

241



M. R. HERMAN

Le reste de la démonstration convient et montre que h € Dl(Il). Pour voir que Dh

est holdérienne, on utilise les in&galité&s de convexité&, valable pour toute fonction

lipschitzienne ¢ : ’II‘I—> R et tout § € ]JO,1[ :

lol . <20 ¢ow®_ .
§ c® L
On déduit alors de 4.5 que :
q L 8/2 q 1-6/2 .
(28)  |Log Df "| < 4 (-sD"I _ liLog DE "I S/ sup wped® .
L c° n 1<j<q_-1 c®

pour tout dénominateur a, d'une réduite de o . Le reste de la démonstration de [YZ]

convient parfaitement et prouve le théoréme. ®

7.3. Remarque : Si on suppose que a est de type Roth (i.e. diophantien d'exposant
2 + g pour tout B > 0), le lemme [H,IX.6.3.1, p.129] , montre que h est de classe

CZ_e pour tout ¢ > O .

7.4. Quitte @ remplacer f par f—1 on peut changer dans le théoréme 7.2. la condi-

tion (o) par o)y -J’;(p(e)deev3’1’(n‘)
BIBLIOGRAPHIE

[F]] C. Froeschlé, Etude numérique de transformations ponctuelles planes conservant
les aires, C.R. Acad. Sci. Paris t.266 (1968), 846-848.

[FZ] C. Froeschlé, Etude numérique de transformations ponctuelles planes conservant

les aires, C.R. Acad. Sci. Paris t.266 (1968), p.747-749.

[G] W.H. Gottschalk and G.A. Hedlund, Topological dynamics, Am . Math. Soc; Provi-
dence (1953).

[Ha] G.R. Hall, Resonance zones in two-parameter families of circle homeomorphisms,
Siam. J. Math. Anal. 15 (1984), 1075-1081.

[HW] M. Hénon et J. Wisdom, The Benettin-Strelcyn oval billiard revisited, Physci-
ca 8D (1983), 157-169.

[H] M.R. Herman, Sur la conjugaison différentiable des difféomorphismes du cercle
3 des rotations, Pub. I.H.E.S. v.49 (1979), 5-233.

242



[Hz]

[HE]

[aM]

[J]

[x]

[y,]

[y,]

COURBES INVARIANTES POUR UNE CLASSE D’HOMEOMORPHISMES

M.R. Herman, Sur les difféomorphismes du cercle de nombre de rotation de type

constant, Proc. Conf. in Chicago (1981), Conferences on Harmonic Analysis in
Honor of Antoni Zygmund, Edited Beckner and..., Wardsworth Belmont (1982),vol:

II, p.708-725.
M.R. Herman, Constructions de difféomorphismes ergodiques, en préparation.

M.R. Herman, Mesure de Lebesgue et nombre de rotation, Lec. Notes Math.n®597,

Springer Verlag, Berlin (1977), 271-293.

V. Janik, Uber die simultanen diophantischen approximationen, Math.Z, 33
(1931), 505-543.

Y. Katznelson, Sigma-finite invariant measures for smooth mappings of the

circle, J. d'Analyse Math. 31 (1977), 135-147.

J.C. Yoccoz, Conjugaison différentiable des difféomorphismes du cercle dont
le nombre de rotation vérifie une condition diophantienne, Ann. Sci. Ec. Norm.

Sup. 4éme série t.17 (1984), 333-359.

J.C. Yoccoz, C]—conjugaison des difféomorphismes du cercle, Springer Lec.

Notes in Math. n°1007, Springer Verlag, Berlin (1983), 814-827.

M.R.HERMAN

Centre de Mathématiques (*)
Ecole Polytechnique

F-91128 PALAISEAU Cedex

(*) U.A. du CNRS n°169

243






CORRECTIONS DU VOLUME I .

Notations : p = page, 1 = ligne

p.5 1+ 12 et 13 : on ait pour tout x , b(x) < 0 , |d(x)| <cC |b(x)| et

lax)| < € |b(x)]| .

p.11 1 - 10 : 3 3.5.6. (iii) on obtient puisque
p.191 -7 : 1'angle orienté dE la verticale v = (0,1) avec _c%(t)_
(i.e. angle (v, dwét)))est
p-26 1 + 4 : la 1-forme Rd® - rdo = ....
—s1 1 C n(a/2)+€
p.77 1 + 7 : C3n (1+n—aE) >+ o
p.82 1+ 9 : aN=[ao,al,...]
p-120 1 - 10 : si 0<x<a'
p 145 1 + 12 : <P, R
p.150 1 - 2 et - 3 : remplacer dans les formules les signes = par <
p-153 1 -1 : o gl cBS----
p-154 1 + 9 : IIlDogHCO < IanpIICOII gll ©
p.154 1 - 6 : oo <2 IDr(p|B < 2ol or*8
p.155 1 + 5 : o€ c™Bly , o) = o0
P 1551 + 6 : c™*B _topologie
p.182 1 + 5 : implique :
p.186 1 - 4 : [H, XIII.4.6]
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p.186 1 - 6 :
p-207 1 -1 :
p.209 1 - 6 :

Couverture au

dos lire H.

M. R. HERMAN

[H, XIII. 4.6]
Dans 1'expression C Y-lﬂw I
2 Ck

-1 3.,2
< C5 v (Y"‘”"Ck+3 +I D™ £l Ck—4+B)

Riissmann.
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SUMMARY

Classically, since the work of J. Moser, for perturbation theorems in
small divisors (the existence of invariant curves, the problem of conjugating dif-
feomorphisms of the circle to rotations) one uses HOlder spaces. In this volume we
study and prove existence theorems of invariant curves when one weakens the HSlder
conditions on the 3rd derivatives (see chap.IV) by LP conditions ; this imposes
that we require the rotation numbers to be of constant type.

Chapter V is devoted to the proof of persistence of invariant curves whose
rotation number is of constant type for C3-area preserving, globally canonical, that
are C3—perturbations of a completely integrable monotone twist maps of the annulus.
The proof requires almost all the chapter and is, the least one can say, a rather
elaborate continuation argument. The main difficulty being that only an estimate
on the second of the invariant curve in L°® , % < s < 2, is obtained and this forces
us to use Yves Meyer's Lemma on the finite difference equation in order to get p4
estimates on the derivatives of the mapping that conjugates, to a rotation,diffeo-
morphism of the circle whose rotation number is of constant type. At the end of
chapter V we show the C3 invariant curve theorem can be generalized to the Sobolev
spaces W3’p , p>1, for certain special classes of twist maps. Chapter V is inde-
pendent of the rest of the volume.

In chapter VI the translated curve theorem is proved for Besov spaces
3+8,n ©
5370 s
almost the same as that of chapter IV once standard preliminaries on the regulari-

(i.e. .8>1/p, p>1, or with E. Stein's notations ) . The proof is
zed dyadic decompositions are obtained. These preliminaries will also be used in
chapter VIII.

In chapter VII a proof, only using L2 Sobolev spaces of the translated
curve theorem for perturbations in the Ca—topology,is given when the rotation num-
bers invariant curves are once again of constant type. The proof is probably the
most elementary, in low differentiability, existing at the present date. The use
of L2 Sobolev space enables us to compute , in a natural way and without too
much work, a series of general constants which, when applied for example to the
"standard map" , gives the correct result up to a factor smaller than 50 .

In chapter VIII the main (global) theorem is that a Cl—diffeomorphism
of the circle, having a second derivative of bounded variation (but no necessarily
continuous) and a rotation number of constant type, is C2-6-conjugated to a rota-
tion for every § > 0 . The corresponding perturbation theorem is much more elemen-—

tary and is given at the end of chapter VI. This explains mathematically the
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existence of invariant curves for certain piecewise linear area preserving homeomor-—
phisms of the plane studied by C.Froeschld, who observed this phenomemon numerical-
ly in 1968.
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