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RÉSUMÉ 

Ce volume 2 est consacré à des théorèmes d'existence de courbes invarian
tes par les difféomorphismes de l'anneau qui sont des perturbations de difféomorphis-
mes complètement intégrabLes déviant la verticale. Les nombres de rotations de ces 
courbes seront toujours de type constant. Classiquement depuis J. Moser, on considère 
(voir chapitre IV) des perturbations en topologie C , g > 0 . Ce volume cherche 

à cerner 1 étude en topologie C ou dans des espaces de Besov. Ceci nécessite 1 in
troduction systématique des espaces Sobolev associés aux espaces L , p > 1 , et 
pour le chapitre V on aura malheureusement besoin de p < 2 . 

Nous montrons au chapitre V la persistance des courbes invariantes par les 

difféomorphismes de classe C préservant les aires,globalement canoniques,proches 
3 

en topologie C d'un difféomorphisme complètement integrable et au chapitre VI le 
théorème de la courbe translatée est généralisé aux perturbations dans des espaces 
de Besov. Le chapitre VII contient une démonstration élémentaire du théorème de la 

4 
courbe translatée pour les perturbations en topologie C . Elle n 'ut i l ise que les 
espaces de Sobolev associés à l'espace L et toutes les constantes sont calculées 
explicitement. En utilisant les espaces de Besov du chapitre VI , au chapitre VIII 
nous montrons un théorème de conjugaison différentiable à des rotations des difféo-
morphismes du cercle dont la dérivée seconde est à variation bornée et dont le 
nombre de rotation est de type constant. Ceci permet d'expliquer mathématiquement 
l'existence de courbes invariantes pour certains homêomorphismes linéaires par 
morceaux du plan, préservant les aires, ce qui avait été constaté numériquement 
par l'astronome C. Froeschlé en 1968. 
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INTRODUCTION AUX CHAPITRES V ET VI. 

Le chapitre V généralise le théorème de Jürgen Moser des courbes inva

riantes et prouve l'existence de courbes invariantes en classe C"̂ , voire C^ + L ^ , 

lorsque le nombre de rotation est de type constant et que le difféomorphisme préserve 

les aires et a la propriété d'intersection. Sur le même théorème en classe C , 

8>0, mais variable pour un ensemble de mesure de Lebesgue pleine de nombres de 

rotation, on peut consulter J. Pôschel [P] et R. Douady [D] pour les difféomorphis

mes préservant la mesure de Lebesgue, et H. Rûssmann lorsqu'on suppose seule

ment la propriété d'intersection. Le résultat de H. Rûssmann [R^](i.e. le théorème 

de la courbe translatée) ,valable en classe C , 0<g< 1, pour presque tout nombre 

de rotation, est étendu à la classe C , 0<8< 1, pour les nombres de rotation de 

type constant dans le chapitre IV ; on y trouve une démonstration simple du théorè
me de la courbe translatée sous ces hypothèses. 

Dans le chapitre VI, on généralisera les résultats du chapitre IV en 

remplaçant la classe C , 0<8< 1, par les espaces de Besov B 3+8+l/p,p 
, avec 

0<8< 1, l<p<+». Ceci démontrera le théorème de la courbe translatée pour des 

difféomorphismes qui ne sont Das nécessairement de classe C"̂  ou C 2+Lip , mais 
n'implique pas le théorème en classe C*̂ . 

Je remercie Michèle Lavallette pour la frappe de ces deux chapitres. 
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CHAPITRE V 

THÉORÈME DES COURBES INVARIANTES EN CLASSE C 3 . 
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M. R. HERMAN 

1. INTRODUCTION . 

Le résultat principal est énoncé précisément en 7.10 : pour les 

difféomorphismes de classe C , r > 3, C -proches d'un difféomorphisme complète

ment integrable T^, qui dévient la verticale et préservent la mesure de Lebesgue, 

nous démontrons l'existence de courbes invariantes dont le nombre de rotation est 

de type constant ; on peut remplacer "difféomorphisme"par"plongement globalement 

canonique" voir 4.7 à ce propos. 

Pour un difféomorphisme f vérifiant les hypothèses ci-dessus, la 

courbe invariante de nombre de rotation a (a nombre de type constant) qu'on 

obtient ainsi est le graphe d'une fonction \\) € C° (Tf1 ) ; lorsque f est de classe 

C , \¡) G C (Tf ) et on obtient une estimation II D II 
L 2 " s 

< c avec O < s < 1/2 ; s 
par un argument de densité, lorsque f est de classe C et C -assez voisin du difféo

morphisme complètement integrable T , la dérivée seconde de au sens des 

distributions appartient à L 2-s (Tf ). 

oo 
La démonstration qui va suivre est essentiellement en classe C ; elle est basée sur des inégalités a priori conditionnelles plus ou moins tarabis

cotées. Si la démonstration est compliquée, c'est que l'auteur a dû contourner un 

certain nombre de difficultés ; celles-ci proviennent probablement de ce qu'on est 

proche des hypothèses minimales. 

Pourquoi se limiter aux nombres de rotation de type constant ? 

Soit B = {a € 3R - $1 l'équation |qa - p | < (q Log q (Log Log q) ) *,p € 7L , q G JJ , 

q > 3, a un infinité de solutions}. Par le théorème de Borel-Bernstein, B est de 

mesure de Lebesgue pleine. Nous avons montré en [il.4.13] qu ' i l existe une suite 
oo 1 

de difféomorphismes de classe C de Tf x UR , notée (f^)^ > 1 # ayant les proprié
tés suivantes : 

i) f i (6,r) = (0 + r , r+ cp±(0 + r ) ) , ι : 
ip. (6)d0 = O ; i 

i i) soit T(0,r) = (6 + r,r) ; la suite (f±) converge vers T dans la C -topologie ; 

i i i ) chaque f± a la propriété d'intersection et préserve la mesure de Haar de 

TT1 x 3R . 
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COURBES INVARIANTES EN CLASSE C3 

iv) pour tout a € B, il existe une infinité de qui n'ont pas de courbe invarian-

te dont le nombre de rotation est a . 

Plan : 

2. Rappels sur les espaces L et BMO . 

3. Inégalités pour les difféomorphismes du cercle dont le nombre de rotation est 

de type constant ; inégalités pour les équations aux différences . 

4. Généralités sur les courbes invariantes et les plongements globalement 

canoniques. 

5. Théorèmes de régularité. 

6. Inégalités a priori conditionnelles . 

7. Existence en classe C des courbes invariantes dont le nombre de rotation 

est de type constant. 

8. Cas particulier de 1 
2 

(f + f -1 

Description de la démonstration . 

Nous conseillons au lecteur de l ire d'abord le § 8 ; c'est un cas 

particulier du théorème qui en contient toutes les idées mais est plus simple. 

On fixe un nombre a de type constant et un plongement de classe C oo 

globalement canonique complètement intégrable T de JÂ  = Tf* x [-ô,+ô] dans 

TA = Tf1 x TR aui dévie la verticale et admet les cercles r = Cte comme courbes 

invariantes. On veut alors montrer qu' i l existe des réels 0 < s < 1 
2 

, cs> 0 et 

un voisinage V de T̂  dans l'espace des plongements globalement canoniques de classe 
o° 3 C de 3ft~ dans 3A , muni de la C -topologie, ayant la propriété suivante : soit 

Z l'ensemble des F G V qui admettent une courbe invariante de nombre de rotation 

oo 2. 
a, graphe d'une fonction E C (Tf ) qui vérifie llipll o 

C 

< 
a 
2 

, IID2IH 
L 
2-s < c ; 

s 
alors Z est ouvert et fermé dans V. 

Pour conclure, il faut montrer l'existence d'un sous-voisinage connexe 

v1 de V. Ceci fait l'objet de la propriété LC (cf. 4.11 et 4.12) ; bien que compli

qué à formuler à cause des domaines de définition (cf. 4.9), ce point est relative-
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M. R. HERMAN 

ment simple en utilisant le formalisme des fonctions génératrices (voir aussi [z]) 

C'est d'ailleurs le seul point où nous ne savons conclure pour les plongements 

ayant seulement la propriété d'intersection. 

Le théorème des courbes invariantes démontré en VIII ou [R^] (pour 

une topologie plus fine que la C^-topologie !) est uti l isé pour montrer que Z 

est ouvert dans V ; on se sert de la forme normale de Birkhoff [B] , ou, dans le 

cas de la seule propriété d'intersection, de son analogue qu'on trouve dans le 

travail de R. Douady [D]. 

Le coeur de la démonstration est la preuve que Z est fermé dans V. 

On part du théorème de conjugaison différentiable des difféomorphismes du cercle 

dont le nombre de rotation est de type constant ([H,ch . IX]) ; comme la seule 
2 

information que nous savons obtenir est une majoration de II D II L 
2-s , il est 

absolument indispensable d'étudier les équations aux différences en basse differen

t iab i l i t é . 

Pour ceci, on uti l ise le résultat suivant d'Yves Meyer [M] : soit a 

un nombre de type constant, p > 1, et n. € W* ' P (TT1 ) d'intégrale nulle ; alors i l 

existe un unique i|; GBMOCir1) d'intégrale nulle tel que \\) - \p © R

a

 = n · Ce qui 

est fondamental pour la suite, c'est qu'on peut prendre p voisin de 1 (mais diffé

rent de 1) et que, pour tout q > 1, exp|i|; |€ L̂ CH?1) si II D n|| 
L P est assez pet i t . 

A partir de ce résultat d'Yves Meyer, on obtient des estimations 

sur la conjugaisQn des difféomorphismes du cercle à des rotations (cf. [HZ], 3.4), 

et surtout sur les solutions des équations aux différences (cf. 3.17). 

Ces estimations conduisent à des inégalités a priori conditionnelles 

sur les courbes invariantes : c'est l'objet du § 6. En 6.7, on prouve que les 

hypothèses II D 2 4>ll 
L 
3/2 < C , Il F - T H 

C 
2 < Ĉ  , impliquent l'estimation fondamentale : 

Il D Vu 
L 2-s 

< c 2 n F - T n 3 

C 

après qu'on se soit ramené, par changement de variables (cf. 4 .1 et 4 . 2 ) , au cas 
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COURBES INVARIANTES EN CLASSE C3 

où F(6,r) = (0 + r , r + tp(0,r)) etT(6,r) = (0+r , r ) . Cette inégalité a priori 

conditionnelle est valable pour les plongements ayant la propriété d'intersection ; 

il n'y a pas d'inégalité non conditionnelle, comme le montre la remarque 3 de 6.8. 
2 

En contre partie, nous ne sommes pas parvenus à estimer ||D L 2+e 
ou ||D3# . Mais, en 6.9 , on obtient une estimation a priori conditionnelle de 

Il D4 tyll 
L q 

, où q ne dépend que de 0 < s < 1/2 ; c'est le point le plus difficile 

2 
de toute la démonstration ; on évite les termes en II D \¡) Il L 

2+e et II D3 ipil 
L 
2+e grâce 

aux inégalités de 2.11. I l est alors assez aisé d'obtenir, en 6.11, des inégalités 

a priori conditionnelles sur II D x/> Il 
L q 

, k > 5 . 

Pour n 'ut i l iser simultanément qu'un nombre fini de ces inégalités 

conditionnelles, on invoque le théorème de régularité de 5.6 : pour tout nombre 

vérifiant une condition diophantienne, i l existe un entier £ ayant la 

propriété suivante . Soit F un difféomorphisme de classe C oo de 1'anneau qui dévie 

la verticale et a la propriété d'intersection ; si le graphe d'une fonction 

\p e c (ir1) est une courbe invariante par F dont le nombre de rotation est , 

alors £ C oo Tf1) . Ce résultat s'appuie sur la généralisation par J. C. Yoccoz du 

théorème fondamental de [H.IX] (voir [Yj] et » lorsque a. satisfait une 

condition A plus s tr icte , on peut appliquer [H.ix]). 

Le théorème de régularité montre que pour les difféomorphismes de 

classes C oo qui ont la propriété d'intersection et dévient la verticale, la 

courbe invariante dont le nombre de rotation est ne peut disparaître qu'en deve-

nant de classe C , k < . 

Toute la démonstration est en classe C oo , ce qui permet de contourner 

le problème fondamental de la perte de différentiabilité. 

L'hypothèse de classe C _3 intervient seulement comme suit : soit 

G(0) = (0, i/;(0)) et une dérivée partielle d'ordre 3 de ip ; on majorera alors 

trivialement ||<p a G|| 
L P 

par il cp II 
C 3 ; il y a à ce sujet un problème de trace ( voir 

la remarque 6 de 6.8 et le chapitre VI, 4.2 ) . 
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M. R. HERMAN 

Pour convaincre le lecteur que des hypothèses de trace ad hoc permettent 

d'améliorer un peu le résultat, on contre au § 8 l'existence de courbes invariantes 

pour des difféomorphismes F de la forme F(9,r) = (0 + r ,r + tp(0 + r) ) , où (p G W '̂̂ CIT1) 
3 

est d'intégrale nulle, p > 1, et II D cpII est assez peti t . On a en fait un peu 

mieux : il suffit de supposer que (p est d'intégrale nulle, que D 2 
cp a une varia

tion totale finie et que (D3(p) + € iP, avec II (D3cp) + ll 
I 
LP 

assez petit (ici,(D3cp) + 

désigne la partie positive de D (p , qui est une mesure) ; on obtient ainsi des cour

bes invariantes pour des difféomorphismes qui ne sont pas nécessairement de classe 

C VX (voir 8.9). 

En 6-14 et 8.8., on voit qu'une courbe, invariante par un difféomor

phisme F, qui est graphe d'une fonction \p de classe C oo ne disparaît que si 

Il D i|> II 
L 2-s 

> Cx ou ||F - Tx H 
C 
2 >C2 (la constante c1 dépendant de 0 < s < 1/2). 

Commentaires : La démonstration n'est pas effective et il ne semble pas simple 

d'estimer numériquement la ta i l le des voisinages dans la C3-topologie. Le théorème 

8.11 a un caractère semi-global : il ne peut être obtenu aisément par des techniques 

de perturbation ; à ce propos, voir la remarque 8.12. 

Remerciements : Je remercie Alain Chenciner de Jean-Paul Thouvenot pour de nombreu

ses et frucutueuses discussions. Je remercie infiniment Yves Meyer d'avoir démontré 
p 

le résultat de [M] et de m'avoir appris de nombreuses choses sur les espaces L et 
les espaces de Sobolev. Finalement je remercie infiniment Jean-Christophe Yoccoz 

d'avoir considérablement amélioré la rédaction du manuscrit. 

Notations et conventions : (voir aussi l'index à la fin du chapitre VI). 

On note Tf1 le tore JR/ZZ, , ]A le cylindre Tf1 x 3R , m ~ l'anneau Tf1 x [-6 , + 6 ] 

( ô > 0). 

Pour k G U U {+°°} et M, M' deux variétés de classe C oo , Ck(M,M') 

(resp. C k (M)) est l'espace des applications de classe C k de M dans M' (resp. JR) 
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COURBES INVARIANTES EN CLASSE C3 

k k 
Si cp € C (m. ) ou C (m) , les dérivées partielles sont notées 

Normes : Soit X un espace compact, cp : X -» M une fonction continue. On note 

Ilcp II = IMI = sup lip(x) I . 
C (X) C x € X 

Pour cp€C (RS )) k€3N ,on pose : 

3 Acp 
Il cp II = Il cpll = sup II ^ E r—Il 

C (3AÔ) C 0 < k 2 < k 1 < k (36) 2(3r) 1 2 ^ 0 

^0 = 
3φ 
8Θ , cp = 

3cp 
3r ' ^00 = 

3 l 
302 cp , e tc . . . 

Au chapitre VI, p.5 , C k (TT ) sera muni d'une norme différente de 

celle choisie pour C ( 3Ag ) (mais équivalente). 

Convention de parenthèses : Pour alléger l 'écriture, on écrira : 

- Si c p e c ^ m . ) , \J/ € C 0 ^ 1 ) , G(8) = (0, (6) ) : 

(pg o G = (cpQ) o G (et non 3_ 
80 (cp o G) ) ; 

- SÌ f e D 2 ^ 1 ) , h e D°(ir1 ) , ìp € c^cir1) , k e u , P e m : 

Log Df o h = (Log(Df))° h ; 

DLogDf = D (Log Df ) ; 

D^of (Df)P = [ (Dklp) o f] (Df)P ; 

Df"1 pour respectivement le difféomorphisme inverse de f 

et sa dérivée , D(f _ 1) ; 

(Df)P , (Df"1)15 pour les puissances p-ièmes respectives de 

Df et Df""1 . 
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M. R. HERMAN 

2. RAPPELS SUR LES ESPACES LP et BMO . 

2.1 On note TTn = 3R n/z n , et m = d0 la mesure de Haar normalisée sur 

i r n . 

Pour a € 1Tn (resp. JRn) , désigne la translation R

a ($) = 6 + a 

de T?n (resp. 1R1) . 

2.2 Pour p > 1, ou p = o° , on pose LP = LP(TTn,d9 ) et on munit LP de sa 

norme usuelle : 

llcpll = [[ | cp(B) | pdG] 1 / p ,lkp II = Sup ess |cp(6) | . 
LP J i r n L 9 

*>2 P l 
Pour 1 < p, < p_ , on a L <= L , Il II < Il II 

1 2 LP1 LP2 

2.3 Inégalités de Hôlder : pour p, p ' > 1 avec — + — = 1 , et tp € L P, 
P P 

lp £ LP , on a ipip 6 L1 et : 

| [ # d 9 | < llcpll II "«p II . . 
J 0 LP LP 

2.4 Corollaire : pour p, q, r > 1 vérifiant i- = ^ + ~ , s±_ cp G LP Ip € L^, 

alors cpip € L et on a : 

H<P*H r < IkP H D HiM _ · 
L LP Lq 

2.5 Pour r € U et p > 1, w r ' PCir n) est par définition l'espace de Sobolev 
p 

des fonctions cp € L telles que les dérivées au sens des distributions de cp 

jusqu'à l'ordre r appartiennent à L P. 
2.6 Pour r € U U {+00 } , CrCirn) est l'espace des fonctions de classe 

C r de TT11 dans 3R ; pour 0 < 3 < 1, c r +^(1Tn) désigne l'ensemble des ip € CrCirn) 

dont les dérivées partielles d'ordre r sont hôldériennes d'exposant $. 
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COURBES INVARIANTES EN CLASSE C3 

2.7 Pour cp € W '̂̂ CIT1) , Dcp désigne la dérivée de cp . On munit 

W1,P(1T1 ) de la norme cp * sup ( Il cpll , Il D cpll ) qui en fait un espace de 
LP LP 0 0 1 1 ,p 1 Banach. Pour l < p < + o o , c ( T T ) est dense dans W (TT ) . 

2.8 Soient p, p' tels que p > 1, p' > 1, 1 
P + 1 

P' 
= 1. Pour cp € W1 ^(TT1) , 

| x - y | < 1, on a par l 'inégalité de Hôlder : 

lcp(x) - cp(y) I = I T Dcp(t)dt I < IlDcpll | x - y | 1 / p ' 
J x LP 

donc W1,P('3r1) c: C^ 'c iT 1 ) . 

l o i . o 1 l u i 2.9 Soit p > 1 ou p = oo ; on a W 'Ρ(ΊΓ ) <= C (ΤΓ ) ; si φ E W (Tf ) 

s'annule, on a : 

Il ψ II < Il D φ II χ . 
C L 

Donc φ -> I 
fò 

ip(t)dt| + llDipll 
L p 

l,p 1 
est une norme définissant la topologie de W (TT ) 

2.10 Soit 1 < p < + oo ; pour cp € LP (TT ) , A > 0 , considérons les propriétés 

suivantes : 

i) cp e W 1 , p('ir 1) , Il Dcpll 
LP 

< A ; 

ii) Vt £ 1 , Il cp o Rfc -cp II 
LP 

< A|t| . 

Par [S, p.139] , la propriété i) implique i i ) , et ces propriétés sont 

équivalentes lorsque p > 1 . 

I l résulte de 2.8, que pour p> 1 et O 1 , la boule 
1 1 f1 

B = { cp € W ,P(TT ) | Il Dcp II + Il cp(6)d9 | < c} est compacte pour la C° 
LP J 0 

topologie : de toute suite (cp̂ ) dans Bc,on peut extraire une sous-suite qui 

converge uniformément vers une limite tp Ç B o. 

Pour p > 1, il suit de 2.9 que l'ensemble convexe 
1 1 f1 

{cp G W ,PCIT ) | IlDcpll < C , tp(0)d0 = 0} est compact pour la C°-topologie 

15 



M. R. HERMAN 

Cette topologie y est équivalente à la topologie faible sur Dtp induite par la 
dualité entre LP et LP (—+—,= 1 ) . 

P P 

2.11 Inégalités . 

Proposition 1 : Soient p > 2, 1 < p. ,p < +<» tels que 1 
P 

1 
2P. + 1 

2 P 2 
; pour tout 

2 1 
cp € C (TT ) , on a : 

Il D cpll 
LP 

< vp~=n: ncpii 1/2 

L 
P l 

Il D2cp II |l/2 

L *2 

Remarque : Quitte à remplacer vp - 1 par une constante dépendant de p, cette pro

position reste valable lorsque p > 1, 1 < p^,p^ < + 0 0 : voir [BL, en utilisant 

6.4.5 (5)] . 

Démonstration : On définit, pour x € 3R , sgn x = -1,0, + 1 suivant que x < O , 

= 0, > 0 . La fonction : 

X(t) = sgn(Dcp ) |Dcp| P 1 cp 

est alors de classe C . On a donc : 

f |ϋφΙΡ d6 + (ρ- 1) f |lxp|P 2 ψϋ2φ d9 = f Dx(t)dt = 0 . 
J 0 J 0 J 0 

Définissons r = P 
p-2 

> 1 ; comme 2 
P 

1 
P l + 1 

P2 
, on a 1 

P l + 1 
P2 

+ 1 
r = 1. Par 

l 'inégalité de Holder, on a : 

f1 |αρ|ράθ < (ρ - 1) IIφ II llD2(fll IMI iDtpF* 2II 
JO P l T

P 2 L r 

L L 
= (p- 1) llcpll ||D2cp|| 

L P l L P 2 

rl 
( |Dcp|Pd6 ) 

J 0 
1 - 2 

P 

* Je remercie Tartar de m'avoir communiqué cette démonstration. 
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COURBES INVARIANTES EN CLASSE C3 

d'où suit l ' inégalité de la proposition. • 

Soit p> * ' p + p « ~ ^ ' on suppose dans l 'inégalité ci-dessous que 

tp £ W* , P (TT*) a un zéro sur TT1, ce qui est le cas par exemple lorsque cp = Djp , 
2 1 if, € C (TP ) . 

Proposition 2 : On a : llcpll2. < 2 ||tp|| || ixpll. , 
C LP LP 

Démonstration : Supposons que cp(0.) = O. Pour 0 < 0<0 +l,on a alors : o o o 

5» f0 2 
(cp(0)) = D(cp ) (t)dt < 2||cp II IlDcpll . . • J 0 L p L p 

o 

2.12 Pour cp € L1 (IT1 ) et J un intervalle de TT1 , on note |J | la longueur 

de J et cpj = yjj- J cp(0)d0 . 
J 1 1 1 On désigne par BMO ou BMOCIT ) l'espace des cp € L (TT ) tels que : 

S u p nT I l<P ~ <pTl
 d9 = llcpll < +°° , 

J 1 1 J j BMO 

la borne supérieure étant prise sur tous les intervalles J de TT* . 

Muni de la norme llcpll̂  = Il cp II x + 'M'^o » B M 0 est un espace de 
L 

Banach, et || Il est une semi-norme qu'annulent les constantes. BMO 

2.13 Soit cp € BMO , pour X > O et J un intervalle de TT1 , posons : 

gT(X) = m({* € J I |cp (x) - cp | > A}) . 

Dans le théorème suivant, dû à John et Nirenberg IjN ], [ t ] désigne la partie 

entière d'un réel t . 

Téorème : On a : 

gj(A) < 2 U I exp ( -[ ^ — | 3 Log 2 ) . 
BMO 
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On renvoie au livre de Koosis [K] pour la démonstration avec les constantes. 

2.14 Soit cp une fonction mesurable à valeurs positives sur TT* , h une 

application de classe C1 définie sur [0, + 0 0 ) , croissante, et vérifiant h(0) = 0. 

Définissons, pour X > 0 : 

g^X) = m({x € TT1! |cp(x)|>X>) . 

alors 9ys est décroissante et on a : 

f h№(x))dx = - P h(X)dg (A) 
ir o 

= f Dh(X)g (X)d X . 

2.15 II en résulte, pour q > 1, cpç BMO 

Il cp - cp H < qCHcpllBMO , 

f1 

ou cpi = J cp(0)d0 et C > O est une constante indépendante de q. 

2.16 II existe des constantes universelles b, B > 0 tel les que pour 
cp € BMO, q < b II cpll"1 , on ai t : BMO 

ι : 
e 
ql cp - cp̂ .1 

de < i • ^ " B M O 
^ ^ " B M O 
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COURBES INVARIANTES EN CLASSE C3 

3. INEGALITES POUR LES DIFFEOMORPHISMES DU CERCLE DONT LE NOMBRE DE ROTATION  

EST DE TYPE CONSTANT ; INEGALITES POUR LES EQUATIONS AUX DIFFERENCES. 

3.1 Dans ce paragraphe, a est un nombre réel de type constant : i l 

existe y > 0 tel que la -(p/q)l > Yq pour tout rationnel p/q. Le nombre 
2 

Y = inf q |a -(p/q)I est appelé constante de Markov^de a . Par Dirichlet, on a 
q > 1 

Y < 1. On renvoie à [lV.3] pour des exemples. 

3.2 Le lemme suivant est dû à Yves Meyer [M] , auquel on renvoie pour la 

démonstration. 

1 1 f1 

Lemme : Soit p > 1, cp G W 'PCIT ) telle que I cp(6)d8 = <p = 0 ; l'équation 

- $ o R^ = cp admet une unique solution TJI G BMO telle que ^ = 0. De plus, i l  

existe une constante B dépendant seulement de p telle que : 

Il UHI < ^ BMO 
1 
Y 

G W 'PCIT ) 

Dans la suite, on n 'uti l ise l'espace BMO que pour estimer II ij; Il 
L q 

et llexp q|\p | Il 
L 

1 grâce au théorème de John et Nirenberg (2.13 à 2.16). 

_2 
Remarques : 1. La constante B̂  est 0((p - 1) ) au voisinage de p = 1. Ceci 
résulte de [M] en utilisant d'une part que : 

Z 
n > 1 

1 
n P = 0(- 1 

et d'autre part, si cp€ LP et si A cpi sont les blocs obtenus par lissage (chap. VI, 

2.8 et 2.10) , on a : 

( 
i 

Il A cp. Il 2 
LP 

) 1 / 2 < A Hcpll / A = 0( 
P LP P 

1 
p-1 

Voir [5] à ce propos . 
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2. La fonction donnée par le lemme est limite dans BMO de polynômes 

trigonométriques ; elle appartient donc à VMO. 

3.3 Soit k G U U {+°°}; on pose : 

DNTT1) = {f = id + if, G DiffNm) , \\) G cNir 1)} . 

k l * 
Alors D (Tf ) est un groupe topologique, revêtement universel du groupe des 
difféomorphismes du cercle de classe C qui préservent l 'orientation. 

L'application "nombre de rotation" p à valeurs réelles est définie 

et continue sur D°(Tf1 ) (voir [H.II]). Par [H.Il] , pour f G D°(Tf1 ) la fonction 

f - R ^ s'annule en au moins un point. 

co i 
Soit f G D (Tf ) , tel que p(f) soit de type constant ; par le 

— 1 oo i 
théorème fondamental de [H.ix] , o n a f = h o R o h , avec h G D (Tf ) ; comme 
le centralisateur d'une rotation irrationnelle dans D°(Tf ) est réduit au groupe 

des rotations, la conjugaison h est unique si on impose h(O) = O. 

On pose, pour k G U U {+ 0 0 } ; 

Dk(Tf1,0) = {h G Dk(TfS I h(O) = 0} . 

3.4 Le théorème suivant résulte de [HZ]. 

Théorème : Soit p > 1. I l existe des constantes C, C > 0 dépendant seulement de 
oo 1 

p telles que si f G D (Tf ) vérifie p(f) = a et 

Il DLog Df II < C y , 
LP 

-1 oo 1 
alors f = h o R o h , h G D (Tf ,0) et on a : 

l l L ° g Dh,lBMO < 
C 
Y 

||D Log Df II 
LP 

Pour la commodité du lecteur, nous incluons une démonstration, différente de celle 

de [HZ] . 
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Démonstration : Soit F = {f € D^CIT1) I p (f ) = a} , et pour C > 0 , 

srr = {f € F°°| HDLogDfll 
LP 

< cy} . 

Alors R € V ; montrons que V est connexe, a C C 
Par [H. I I I . 4] , l'application f -* R 

-f (0) 
o f est un homéomorphisme de V sur : 

VC1= {f G D^Cir^O)! HDLogDfll 
LP 

< cy} . 

Soit g € V1C ; pour 0 < t < l , 0 < 6 < l , soit : 

a = t i : 
[DgO)]1" d0 , 

gtœ> = a"1 

r 
:Dg(9) ] t d0 . 

oo 1 oo 
Alors, t g est un chemin dans D (TT ,0 ) continu pour la C -topologie tel que 
g = Id ^ , ĝ  = g. Comme D Log Dg = t D Log D g , g^ 6 V* pour O < t < 1 ; 

donc est connexe et Vc aussi. 

Pour a > O, soit : 

U = { f € F ° ° | f = ho Ro h _ 1 , h € D°° (TT1,0) , Il Log Dh II < a } . 
a OC 01 BMO 

oo c» 1 
Par le théorème fondamental de [H.IX], l'application f -> h de dans D (TT ,0) 

oo oo 
est continue pour la C -topologie ; donc Ua est ouvert dans F^ , et non vide car R € U . 
a a 

Soit = 1+p 
2 

1 
P + 

1 
q i 

1 
P l ; par 2.16, il existe aQ > 0 tel que. 

pour f € U 
o 

, on ait (voir aussi 3.5) : 

ll(Dh ) 
1 - 1 

p l l 

L 
q i 

< 2 . 

D'autre part, on a : 

Log Df © h = Log Dho - Log Dh , 

donc, lorsque f € U , ceci implique par 3.2 : 
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" L O g D h | lBMO < B

P l 

y 1 II D (Log Df e h) Il 

L 
P l 

< B 
P l 

-1 
Y 

Il (D Log Df o h ) (Dh) 1/P„ 
LP 

Il (Dh) 
1 - 1 

pll 
L 

q i 

< 2 B 
P l 

-1 
Y 

H D Log Df H 
LP " 

On peut donc choisir C assez petit de sorte que pour f £ Vc fl U& : 
o 

l | L ° 3 D h " B M o < V 2 

Alors V_ n U est ouvert, ferme et non vide dans l'ensemble connexe V , donc C a C o 
égal à V .Le théorème en résulte avec C = 2 B . • 

C Pi 

3.5 Corollaire : Soient p> 1, q> 1. I l existe une constante C dépendant 
q  

oo 1 
seulement de p et q telle que si f € D (TT ) vérifie les hypothèses de 3.4 et de 
plus : 

Il D Log Df H < C y , 
LP q 

alors on a, pour | r | < q : 

ί 
1 
0 

(Dh)r d6 < 2 , 
l 1 

o 
(Dh V < 2 . 

Démonstration : Soient ìp = Log Dh - f 
1 

0 
Log Dh(6)de , a = 

1 
1 

0 
ê  de . 

Fixons £ > 0, p > 1, q > 1. Par 3.4 et 2.16, on peut choisir C assez petit pour 
q 

que, lorsque f vérifie les hypothèses du corollaire, on ait : 

J 
1 

0 
e q l * l a e < î + e 

Ceci implique a < 1 + e , et I 
1 

o 
e ^d0< l + £ . Comme a 

Í 

1 

o 
e ^d6 > 1 , on a donc 
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aussi a > 1 
1 + e 

Or Dh = a 
-1 ev 

, donc : 

j 
1 

o 
(Dh)rd9 < (1 + e ) q 

C 
e ± r * d 6 < (1 + e) q+1 

En choisissant e assez peti t , ceci donne la première inégalité du corollaire ; 

la seconde en résulte puisque : 

rl 

0 
(Dh~1)r d6 = 

C 
(Dh)1 r de pour r € IR . • 

3.6 Remarque : On ne sait pas obtenir de majoration L oo de Dh et (Dh) -1 

(cf [H.XIII.4.6]). Mais lorsque q est grand, c'est à dire cq peti t , on pourra 

grâce au corollaire appliquer 2.4, et Dh se comporte donc presque comme si on 

avait des majorations L oo 

3.7 Soient p > 1, P1 = p+ 1 
2 

1 
P l 

1 
P 

+ 1 
q 

, v E Lp (TT1). 

Lorsque f vérifie les hypothèses de 3.5, on a : 

Il cp o h || 
L 

P l 
< 2 II (pli 

L P ' 

Il cp 0 h \\ 

L 
P l 

< 2|| cpll 
L 
P 

3.8 Les hypothèses sur f sont les mêmes qu'en 3.4. 

Proposition : Il existe des constantes C., C- dépendant seulement de 1 < p < 2 

telles que si f vérifie : 

Il D Log Df || 
LP 

< C1 Y. 

alors on a : 

II D Log Dh II 
BMO < c γ 1 II D3f II 

L Ρ 
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Démonstration : Pe Log Df o h = Log Dh o R - Loa Dh , on tire par 3.2 : α 

1 Il D Log Dh II BMO < Β γ 1 II D (D Log Df o h Dh) || 
L 

P l 

Avec P1 = 1 + P 
2 . Or on a : 

2 2 D (D Log Df o h Dh) = D Log Df o h (Dh) -f D Log Df o h Dh D
2h 

Dh 

Par 2.4, on a : 

I) D Log Df o h (Dh) Il 
L 

P l 
< Il D Log Df II 

L P 
Il (Dh) 

2 - 1 
pll 

L q ' 

Il D Log Df o h Dh D
2h 
Dh D 

L 
Í3I < Il D Log Df II 

L P ll(Dh) 
1 - 1 

ni 
L 

2q II 
D2h II 

L 
2q ' 

avec 1 
P l 

1 
P 

+ 1 
q 

Soit C la constante donnée par 3.5 associée à p et 2q. En 2q 
choisissant C1 < C2q assez pe t i t , on aura par 2.15 et 3.5 : 

B 
p l 

Y 1 II D Log Dfll 
L P 

lltoh) 
î - 1 

pll 
L 2q II 2 

D h| Dh L: 2q < 1 
2 

Il D Log Dhll 
BMO 

De 1 , on tire alors : 

1 1 Il DLog Dh II 
BMO 

< 2B 
P l 

Y 1||D2Log Dfll 
L P 

IICDh) 
2 - 1 

pll 
L 
q ' 

< c 1 y 1 2 
||D Log Dfll L 

P ' 

où C" dépend seulement de p. 

Si C est assez petit, on a 3/2 > Df (t) > 1/2 pour t E 1 . 
2 

Comme D Log Df = 
D3f 
Df 

/ D V 2 
Df on obtient : 

2 
Il D Log Df II 

< 2 llD3fll 
L P 

+ 2llD2fll 
c° 

Il D Log Df II 
L P 

< llD3f II (2 + 2C^) , 

car II D2 fil 
C° 

< llD3f II 
L P . En portant cette estimation dans l ' inégal i té 1 \ , on 
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obtient la proposition. • 

3.9 Soit q > 1. On désigne par C_ la constante associée à p et 2q véri-
2q 

fiant la conclusion du corollaire 3.5. 
Corollaire : Soit f vérifiant les hypothèses de 3.8 et : 

Il D Log Df II < C Y ; 
LP 2q 

alors on a : 

HD2h II q < c 3 y" 1 | | D

3 f II p , 

où C3 est une constante dépendant seulement de p et q. 

Démonstration : Par 2.15, on a : 
2 2 

llD2h|| < Il £-11 . llDhll 0 < 2qc II0-—!! ^ ||Dh|| 0 q Dh T2q _2q ^ Dh BMO _ 2q L L L L 

et le corollaire résulte alors de 3.5 et 3.8 . • 

oo i 
3.10 On se donne dans la suite un difféomorphisme f € D (TT ) , dont le 
nombre de rotation a est de type constant. 

-1 oo 1 
On écrit f = h o R̂ o h , h G D (TT ,0) . On note y l'unique mesure 

de probabilité sur TT1 invariante par le difféomorphisme de TT1 induit par f. 
» 1 f Soit a € C (TT ) , a > 0 ; on suppose que i Log a dy = 0 . 

J r— 
En appliquant 3.2 à l'équation : 

Log a o h = Log b o h o R - Log b o h , o a * o 

on voit que a s 'écrit de façon unique : 

b o f 
о 

a • — — 
о oo 1 Г1 

avec b Є С (ΊΓ ) et Log b o h d θ = 0 . о ln о 
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3.11 Majorations 
Puisque I ^ Log a d u = 0, a - 1 s'annule en au moins un point de TT 

^ TT 1 

Soit p > 1 ; supposons que lia - 1 II < Il Dali < — . 
C° LP 

On a alors : 

llDLogall ^ = 11—11 „ < 211 Dali ^ 
iF a L p LP 

2 
||D2Loga|| = 11 - (—) 2|l 

LP a

 L

p 

2 
11°-^ Il < 2 llD2all 

a LP LP 

Il (— )2H <4||Da||2 < 4<2p- l) | |a- 1|| n II D2all ^ , 
LP L 2 P C° LP 

par 2.11. 
Ceci donne : 

llD2Logall < 4p||D2all 
LP LP 

On pose b = b o h , b étant la fonction définie en 3.10. Définissons p„ = * * p 

* o o 1 2 
et q. par la relation 1 = — + — . Par 3.2, on a : 

1 P l P q i 

Il Log b II D M_ < B y _ 1 II D Log a 0 h Dh II 
BMO p^ p^ 

L « B Y 1 llDLogall Il (Dh)1_ 1 / p l l „ . 
p i L P

 L

q i 

- 1 2 2 2 Il D Log b|| < B Y || (D Loga)0 h(Dh) +(DLoga):0 h D h II p 

BMO P l L 1 

<B Y"1[l|D2Logall J |Dh 2 " 1 / p | | + ||DLagall II D2h (Dh) " 1 / p | | ]. 
P l LP

 T

q i LP q i 
L L 

Soit q > 1. On se sert de 2.16, 3.5 et de l'estimation de II Log bll fiMQ pour majorer 

Il II , \\h~\\ ; de 3.7 pour majorer II b II , llb"1» ; de 2.4, 2.15, 3.5, 3.7, 
L q

 L

q ° L

q L q _ 
3.9 pour majorer II Dbll = HbDLogblI puis II Db II = Il Db 0 h .Dh II 

Lq Lq ° Lq Lq 
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On obtient ainsi la proposition suivante : 

3.12 Proposition : Soient p > 1, q > 1. I l existe des constantes C1 , C^, C3 

dépendant seulement de p et q tel le que, si f et a comme ci-dessus vérifient : 

Il D Log Dfll < C ' y , 

ilDa il < C:Y < ~ , 
LP 2 2 

alors on a : 

Sup (lib II , lib ̂ 11 , llbll lib *ll ) < 2 ; 
Lq L q L q ' L q 

Sup (Il Db II , IlDbll ) < C' Y" 1 (llD2all + ||D3fll ) 
° L q L q 3 LP LP 

3.13 On se donne f et a comme en 3.10 · 
oo i 

Soient k 6 Z , ij), TI € C (TT ) des fonctions vérifiant 

2 í 
rl 

O 
lf>(0)d9 = O 

3. \¡) o f (Df) - aip = n . 

On a (Df) -1 Dh"1» f 
Dh"1 

; par 3.10, a peut s'écrire a = 
b 2 
b 2 « f 

oo 1 
, b 2 € c (ir1) . 

En remplaçant dans 3 les fonctions Df et a par ces expressions, et en multipliant 

les deux membres par (DIT1) b o f , on obtient 1 * équation équivalente : 

4 (b1 ip ) 0 f - b 1 ip = b 3 n , avec 

5 bx = (Dh _ 1)- k b 2 , 

6 b 3 = (Dh_1) k b2<? f . 

Comme f = h o Ra ° h 1 , en composant 4J 
à droite par h, on obtient : 

7 ^1 ° Ra " *1 = ( b 3 n ) ° h ' a v e c 

8 ^1 = ( b i ^ ° h = b * ^ ° h > * 
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3.14 On voit donc que si (T) est satisfaite, on doit avoir : 

f (b n) « h d0 = 0 . 
J0 J 

3.15 Réciproquement, si l 'intégrale précédente est nulle, 1'équation (T) a 
~ oo i 

une unique solution ij/̂  E C (TT ) d'intégrale nulle ; de plus pour tout p^ > 1, on 
a : 

9 || v || 
BMO 

< B 
P l 

Y 1 il D((b3n) o h)ii 

L 
P l 

La solution générale de 3 est alors : 

10 V = 1 
b i 

o h 1 + y 
b i 

, y E 3R , 

et pour vérifier 2, , on doit avoir : 

11 y = vx = -C ! 
a 

o 
b" 1 ^ o h - 1 ae] [ 

j 
B 
0 

' I 1 de] 
-1 

3.16 Par [IV, 3.12] , la solution donnée par (fo) , (H) est l'unique 

solution du système (?), (?) . 

3.17 Majorations . 

Proposition : Soient p > l , q > l , k £ Z 3 . 1 1 existe des constantes C1 , C2,C3 

strictement positives dépendant seulement de p, q, k telles que si f, a, ip, rj 

comme en 3.13 vérifient (?) , (?) et : 

Il D Log Df|| 
LP 

< C y < Log 2 , 

Il Da II 
LP 

< c 2 Y< 1 
2 
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alors on a : 

Hip II 
Lq 

< c Y - 1 [Ilorili 
Lq 

+ Il n II (Il D2all 
LP 

+ Il D 3 fil 
LP 

)] . 

Démonstration : Soit p1 = p+1 
2 

1 
P l 

1 
P + 

1 
q i 

La fonction \p est donnée par les formules 10" et 11 , on a donc : 

12 Il iM 
L q < II-

1 
b l 

II 
Lq 1̂ 1 + II 1 

b i 
-Il 

Lq \ \ \ „ h 1 II L 2q 

Or on a, avec les notations de 3.10, par la relation (?) : 

b 1 = ((Dh)"1) k b" 1 

1 o 

Ci 1 
b l 

II 
L 4 q 

< Il (Dh"1)1"!! 
L 8 q 

llb II o L8q ; 

HbJI . <ll (Dh"1) kH 0 lib"1!! . . 
1 L1 L2 ° L2 

Si C 1, C sont assez pet i ts , on a donc par 3.5 et 3.12 : 

Il b h 
L 4q 

< 4 llbjll 
L1 4 . 

Cette dernière relation entraîne que : 

Ί, 

.1 
o 

B1 de > lib II' -1 
L1 

1 
4 

De 11 , on t ire alors : 

lu I < 4 ί 
1 

o 
b^Dho h 1 I 5^ ° h 1\ Dh S de 

= 4 
ι 
i 

1 
o 

b1 +1 h.Dh lîTji de 

< 4|| v1 II 2 llb^o h.Dhll 2 . 
L L 
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Or on a : 

llb1

1o h . Dhll 2 L 
< Il b 1

1 II . 
1 L4 

llDh3/4|| , 
L 

11̂  Il 
1 L2 

< 2C || V1 || BMO par 2.15 , 

ll? to h _ 1 | | 
L2* 

< ll̂ jll L4q Il (Dh-1) -1 / 4q|| 
L4q 

< 4QC || V1 || BMO Il (DlT 1 )" 1 '* 1 Il 
L4* 

On voit donc que, si C1 et C2 sont assez pet i ts , la formule (l2) donne : 

.13 Il ^ Il 
Lq 

< C4 II ^ Il BMO 

Mais on t i re de la formule (jT) : 

14) || V || BMO 
< B 

p i 
Y - 1 (Un II j\ Db3 « h (Dh) 1-1/P, 

L 
q i + Il D nll 

LP 
Jlb3o h(Dh) 1 - 1 

Pll 
L 
q14* 

d1 autre part : 

b 3 = (Dh "S -k b 1 e f , b o h = (Dh)k b 1 o R , 
o 3 a 

donc : 

llb « h(Dh) 1 - 1 
Pll 

L 
q i 

< llb *|| 

L 
2 q i 

Il (Dh) 
k+ 1 - 1 

P II 
L 

2 q i ' 

fis) ||b3<> h(Dh) 
1 - 1 

P II 
L 

q i 
< C 5 

si Cj , C2 sont assez pet i ts . On a aussi. : 
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Il (Db3a h)(Dh) 
1 " 1/p 

II 
L4q. 

= Il (Dh) 
k - 1 

q (k D Log Dh b -1 o R a + D(b ) o Ra)ll 
L4q. 

< Il (Dh) 
k - • 

L 
4q. 

[k II D Log Dh II 

L 
8 q i 

llb *|| 

L 
8 q i 

+ IlDbll 

L 
8 q i 

llb 2|| 

L 

8qi 

d'où on conclut, si C1 et C2 sont assez pet i ts , par 3.8 et 3.12 : 

rie) Il (Db o h) (Dh) 
1 - 1/p 

II 
L 

q i 
< Cc [Il D2all 

D Lq. + Il D3fll 
y -

En joignant (Í3) , (íjj) , (Í5) , (l6) on obtient le résultat cherché . • 
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§ 4. GENERALITES SUR LES COURBES INVARIANTES ET LES PLONGEMENTS GLOBALEMENT  

CANONIQUES . 

4.1 On désigne par m le cylindre TT1 X3R et par 3A ^ l'anneau 

TT1 x [- Ô ,+ 6] (6 > O) . 
oo 

Soit t une fonction numérique de classe C sur 1R qui vérifie 
t(0) = O et B -1 < I .dt 

1 dr 
(r)| < B pour un certain B > 1 et tout r € DR . 

Pour tout a1 6 3R , on associe alors à a1 et t le difféomorphisme 

T. de ]A défini par : 

T 1(0,r) = (0 + a x + t ( r ) , r ) , 0 6 ïï , r € M . 

Le difféomorphisme T\ est complètement intégrable, de classe C oo 

Soient alors ô > 0 , k € U * et F1 un plongement de classe C de 

]A p dans HA qui soit C -voisin de la restriction à ]A ~ de T, . On peut écrire 
6 1 ô i 1 

F sous la forme : 

F (0,r) = (6 + a + t(r) + cp (0,r) , r + ip (6,r)) ; 

on suppose dans la suite crue pour tout (6,r) € , 
6 1 

B"1 < | 3 
3r 

(t(r) + cpx (0,r)) | < B . 

Posons : 

g(9,r) = t(r) + tp± (0,r) , 

G(0,r) = (0,g(0,r)), 

F(0,r) = G o F o G _ 1 (0 , r ) , 

^(Fj) = (F,g). 
k k —1 Alors g € C (]A ̂  ,3R ) ; F est un plongement de classe C de G ( l . fl F. (Jkr )) 

1 1 
dans m . 
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Pour tout e > 0 , il existe c > 0", 6 > 0 tels que 

si ||cp1H 1 +||tp II x < c, alors TV¿ <= G(IVÔ fi F j U ^ ) ) , F est un 
c (IV . ) c (iv x ) i 1 

ô l ô l 
plongement de classe C de IV ^ dans IV , et on a : 

Il F - Tll . < e , 
c (m ô) 

où on a posé : T(8,r) = (6+ 0^ + r , r ) . 

De plus, F s 'écrit sous la forme : 

F(0,r ) = ( e + ax + r, r + cp(9,r)) , cp € c k ( m ô ) . 

L'application P : Fj -» (F,g) , définie sur 

{F. e c k (m ,m ) I II F. - T II < c } 
1 6 i 1 1 c 1 ^ . ) 

Ô l 
k k k et à valeurs dans C (3A x C (m est alors continue pour la C -topologie. ô o 

Inversement, on peut reconstituer F 1 à partir de F et g : si 

| |F-T|| et llg - t - a. Il , sont assez pet i ts , i l existe O <ô' < 6 
c ( m j 1 c (m.) 

6 -1 -1 6 k tel que F = Y (F,g) = G o F o G soit un plongement de classe C de 3A «*, 
1 -1 k dans m. ; l'application ¥ ainsi définie,à valeurs dans C (m ̂ , ,1) , est con-

tinue pour la C -topologie. 

Remarque : On util ise implicitement les deux résultat suivants : 

a) On peut prolonger en un difféomorphisme F̂  de Jk de façon continue pour 

la C -topologie. 

b) Si K est un compact de , U est un ouvert de TPL l'ensemble 

{Fj I F"1

1(K) cz u} = {F | F 1 (U) Z3 K} est un ouvert pour la C°-topologie compacte 

ouverte. 
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4.2 Soit F1 un plongement de classe C de JA ^ dans EV̂  comme précédemment. 

On dit que F laisse invariant un cercle C de classe C k1 
homotope à r = Cte si 

F (C) = C et C est l'image d'un plongement cp de classe C k1 
de TT dans Jk homo

tope au plongement TT* c >TP̂  x {o} c ^ TT1 x IR . 

Le cercle C sera aussi appelé courbe (sous-entendu simple fermée). 

On choisit une fois pour toutes un relèvement T de T au revête

ment universel 3R x 3R de IT x 1 , et on ne considère alors que le relèvement 

F de F qui est C -proche de T . Soit C une courbe invarainte par F , homotope à 

r = Cte ; son relèvement C dans 3R x M est alors invariant par F ; on dit que 

3 € H est le nombre de rotation de C si B est le nombre de rotation de la restric

tion de F*, à C . 

On dit que C est le graphe de \\) € C° (TT ) si on a : 

C = {(0, ip (6)) I 6 G TT1 }. 

On écrit C = graphe (ij;) . 

4.3 Sous les hypothèses de 4.1, F dévie la verticale. Par la théorie de 

Birkhoff, il existe a > 0 ne dépendant que de B tel que toute fonction \p € C°(Tr1) 

dont le graphe est une courbe invariante par F est lipschitzienne et vérifie 

LipOJO < a (voir [1.2.2]). 

Considérons une suite (F )̂ i > O telle que chaque F^ laisse invariant 

le graphe Ĉ  d'une fonction ty^ E. C°(TT ) et que le nombre de rotation de 

soit un nombre réel irrationnel 3 · Si la suite (F )̂ i > O converge vers F dans la 

C -topologie et la suite (i/> ) 
i > G a une limite v dans la C -topologie, alors 

le graphe C de îj; est un cercle invaraint par F et son nombre de rotation est $ · 

De plus v est lipschitzienne. Nous renvoyons le lecteur à [l.5] pour les 

démonstrations. 
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* ^ 
4.4 On conserve les notations de 4.1. Soient k € U , O < k̂  < k. Alors, 
le plongement de classe C de ]A ~ dans 3A laisse invariant un cercle C contenu 

1 k 1 1 dans ~ fl F, (1 f ) de classe C 1 si et seulement si F = G « F. ° G laisse 0. 1 o. i 
1 k i invariant le cercle G(C) de classe C 1 . De plus, les nombres de rotations de C 

et G(C) sont égaux, et C est le graphe de ijî  € C°(TT*) si et seulement si G(C) 

est le graphe de la fonction ij>(6) = g(6, 1^(0)). En effet, la conjugaison par 

G préserve pour une sous-variété la propriété d'être un graphe. 

Par continuité de la conjugaison, lorsque C est contenu dans 

3A - 0 F 1 (]A f ) , les nombres Il il; Il . et II F - Tll sont petits si et seulement 6 1 6X k k 
C c 

si les nombres II iĵ  Il k et II F^ - 1̂  Il k le sont aussi . 
C 1 C 1 

4.5 Soit F un plongement de classe C de ]& ^ dans de la forme : 

F(0,r) = (0 + a1 + r , r + cp(0,r)) ; 

on suppose que cp est petit dans la C^-topologie. 

Dans le revêtement universel E x 1 de f 1 x]R , on considère le 

relèvement F de F défini par 

F(0,r) = (0 + a x + r , r + cp(0,r)) , (0,r) E M x M , 

et, pour tout X G 3R , la translation : 

LA(0,r) = (0,r + X). 

On dit que F translate un cercle C, homotope à r = Cte, de A si le relèvement 

*C de C est invariant par L ^ o F* ; le nombre de rotation de C est alors celui de 

la restriction de L F à c' . 

On note C*+vk(Tr*" ) l'espace des fonctions \p € C^CIT1) dont la 

dérivée première est à variation bornée. 

Si le graphe C d'une fonction G C1+Vk(TT*) est une courbe 

translatée dont le nombre de rotation $ est irrationnel, C est l'unique courbe 
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translatée dont le nombre de rotation est $ · Ceci résulte du théorème de Denjoy 

[H, VI] (voir [IV, 5.10]). 

4.6 On se donne F comme en 4.5. 

Pour qu'une courbe C graphe d'une fonction ip E C 
k1 

(TT1) soit translatée par F 

de X , il faut et il suffit que : 
f (9) = 6 + (9) + a. , f € D 

k i (ir1) 

X + \p o f(9) = I/J(9) + tp(9, ip(0)) 

pour tout 0 € TT1 . Le nombre de rotation de C est alors celui de f. En effet la 

projection sur la première coordonnée de H x JR dans 1R conjugue f à la restric

tion de F à C. 

4.7 On dit que le plongement F. de classe C k de m ^ dans m a la 

propriété d'intersection si tout cercle plongé C de classe C°, homotope à 

r = Cte, intersecte son image par F . 

Il suffit de le vérifier pour un ensemble dénombrable de cercles (C^)( 

homotopes à r = Cte et de classe C 
oo O 

, qui soit dense pour la C -topologie. 
I l n'est pas difficile de voir que si une suite (F.). 

i i > O 
de plonge

ments de HA dans 3A ayant la propriété d'intersection converge dans la C -topo

logie vers un plongement F, alors F a la propriété d'intersection. Ainsi, la 

propriété d'intersection est fermée pour la C°-topologie. 

Par conjugaison, si F̂  a la propriété d'intersection il en est de 

même pour F = G o F o G 1 . 

Si le plongement F a la propriété d'intersection et translate le 

graphe C d'une fonction i|, , C est en fait invariant par F. 

On consultera [HB] pour divers exemples de transformations ayant la 

proriété d'intersection. Le seul que nous utilisons dans la suite est le suivant : 

un plongement F̂  de HA ^ dans HA est dit globalement canonique si F est homotope 
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au plongement canonique de 1 ^ dans m , F 1 préserve la mesure de Lebesgue et 

F^v-v est exacte, v désignant la 1-forme r d 0 . 

La formule de Stokes montre alors qu'une courbe C de classe C 

homotope à r = Cte doit couper son image par F̂  . 

4.8 Remarques : 1. Soit F̂  un plongement de classe C de 1 ^ dans IV homotope 

au plongement canonique. Si F̂  préserve la mesure de Lebesgue et laisse invariante 

une courbe C de classe homotope à r = Cte, alors F̂  est globalement canonique. 

2. Soit F̂  un plongement globalement canonique de IV̂  dans IV 

et C une courbe de classe C 1, homotope à r = Cte contenue dans IV ^ . Pour a > 0 

assez grand les anneaux bordés respectivement par C et {r = - a} et par F (̂C) 

et {r = - a} ont même aire. 

3. Si est globalement canonique, alors pour tout X ^ O, 

L̂  o Fj est un plongement préservant la mesure de Lebesgue, mais n'est pas globale
ment canonique (L désignant le difféomorphisme L (0,r) = (Q,r+\ ) de IV). 

À A 

4.9 Opérateurs d'extensions . 

On fixe jusqu'à la fin du paragraphe un difféomorphisme de classe 
oo 

C complètement intégrable de M , vérifiant les conditions de 4.1. 

Soient ô > 0, c> 0, k 6 K .On désigne par Pgc (6,c) l'ensemble 

des plongements globalement canoniques F de classe C de IV 2^ dans IV qui véri

fient : 
Il F - T H < c . 

C (* 2 f i ) 
k k On munit Pgc (Ô/C) de la C -topologie. 

Proposition : Soit 0 > 0. I l existe une constante strictement positive c, dépen 

dant de 6 _et , et une application E de_ Pgc1 (6 / c) dans Dif f1 (IV) ayant les  

propriétés suivantes : 
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i) pour tout F € PgcA(ô,c), E(F) est un difféomorphisme globalement canonique 

de A qui coïncide avec F sur JA ̂  et coincide avec T1 sur Jk - A38; 

ii) Pour tout k > 1, la restriction de E à_Pgc (ô,c) est une application continue 
k k k de Pgc (<5,c) dans Diff (]A) , muni de la C -topologie compacte ouverte. 

Démonstration : On uti l ise le formalisme des fonctions génératrices. Ecrivons 

comme en 4.1 : 

F(9,r) = ( 9 + a + g(6,r) , r + cp(6,r) ) = (0,R) . 

On suppose c > 0 assez petit ; i l existe alors des réels a,b, 

a < 0 < b, tels que pour tout F £ Pgc*(ô,c) on ait : 

i) l'application H(9,r) = (6,g(6,r)) est un difféomorphisme de A28 sur son 

image ; 

ii) le compact K = IT* x [a,b] contient H(]&-.) en son intérieur, et est contenu 

dans l ' intérieur de H(]A ). 
^ ò Soit v = 0 - 6 ~ o t

1

= g(6,r) ; sur K, on peut écrire : 

r = h(0,v) , 

R = h(6,v) + tp(0,h(0,v) ) . 

Soit w la 1-forme : 

w = RdG - rd6 = Rdv + (R - r)d0 . 

k k Si F est de classe C . w est de classe C . La 1-forme w est exacte puisque F est 

globalement canonique ; elle s 'écri t donc w = dS, S étant une fonction numérique de 

classe C k+1 sur K , qu'on normalise en exigeant S(0,0) = 0. 

Rappelons que est de la forme : 

T (6,r) = (9 + t(r) + a ,r) , 

On peut choisir â  < a, b^ > b tels que |t(x)| < 36 pour tout x € [a^,b^] . 

Soient alors K = TT1 x [a ,b ] , £ la primitive de t 1 qui 

s'annule en 0, et \ une fonction numérique positive de classe C oo sur m qui 

vérifie : 
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X(x) = O pour x g K1 

X(x) =1 pour x G K . 

Définissons la fonction numérique S sur Tk par : 

S- l = x(S- £ ). 

k+1 k+1 k+1 L'application S -» S de C (K) dans C (m) est alors continue pour la C -topolo

gie, et on a : 

(S - l ) (x) = 0 si x f. Kx . 

Pour e > 0 , on définit 

Y k + 1 = {S € C k + 1(m) I (S- Ü) (x) = 0 pour x jÉ K et Ils - £11 < e} 
e 1 c (m) 

Pour tout e > 0 fixé, si c est assez petit et F G Pgc (ô,c), l'application S 
k+1 

construite ci-dessus appartient à Y 
~ k+1 

Considérons, pour S G Y£ / l e système : 

v = E(0) - 6 - a1 , 

E (R) (6,v) = as 
8v (e,v) 

(E (R) - r) (0,v) = 3S 
80 (0,v) . 

Pour e >0 assez petit (O < e < e ) , on peut résoudre ce système en exprimant E(0), 

E(R) en fonctions de (0,r). 
k ~ Pour c > 0 assez peti t , F G Pgc (<5,c) , la fonction S appartient à 

k+1 
Y£ et on définit E(F) par : 

o 
E(F)(0,r) = (E(0)(0,r), E(R)(0,r)). 

I l est facile de voir que l'application E -* E(F) vérifie les propriétés de la propo-
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sition . 

4.10 Pour e ^ £ q , on note l'application définie ci-dessus qui à 
~ k+1 k k+1 S € Y associe la restriction E ( f ) | l ^ € C . L'ensemble Y étant e 3o 3 o e 

k+1 k+1 muni de la C -topologie, Ê  est un homéomorphisme de Y£ sur son image. Celle-

ci est donc localement connexe pour la C -topologie. 

oo k+1 k+1 Proposition : L'ensemble Ŷ  est dense dans Ŷ  pour la C -topologie. 

Démonstration : Pour k ~> 0, on définit : 

Ck A = {cp £ Ck(m)l Support (cp) c: K. } 
K l 1 

oo k k Il suffit de montrer que C (3A) est dense dans C (]A) , muni de la C -topologie. 
K l K l 

]̂  
Soit (p 6 C (m) . Pour 1 > t > 0, définissons : 

K l 

X t(r) = (9,(l-t)r + t 
a l + b l 

2 
i ) -

Comme cp o x converge vers cp dans la C -topologie lorsque t tend vers 0, i l 
oo 

suffit d'approcher cp o x , pour t > 0 fixé, par des fonctions i[i 6 C . 
Fixons donc O < t < 1 .Le support de tp̂  = cp o x est contenu dans 

K! = TT x [a + e ,b - e] , avec e = t b - a-
2 

> 0 . 

Soit X une fonction numérique de classe C oo sur JA. qui s'annule hors 

de K et prend la valeur 1 sur K'. Par le théorème d'approximation de Weierstrass 

[N^], i l existe une suite (ijO 
i > O 

de fonctions dans C oo (]A) qui converge vers 

cp̂  dans la C -topologie. La suite de fonctions (XiJ/̂ K > Q converge aussi vers 

cp dans la C -topologie (par la formule de Leibnitz), et ses éléments appartien

nent à C (m). • 

Corollaire : L'ensemble oo 
E l ( V 

est dense dans E Y k + 1 

e 
pour la C -topologie. 

Remarques : 1. Si c > 0 est assez petit dans 4.9 et F € Pgc(ô,c), E(F) dévie la 
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verticale. Par la théorie de Birkhoff [(1.3 et 4], toute courbe C de classe C°, homo

tope à r = Cte, contenue dans et invariante par F est le graphe d'une fonction 

lipschitzienne sur OT1. 

2. Soit y ^ + L i p la partie de Y3 constituée des tp € Y3 telles que D3<p soit 

une application lipschitzienne. Soit cp G Y^+L:i"p . En utilisant des partitions de 

l 'unité et des opérateurs d'approximation, on peut montrer que cp est limite dans 
3 oo la C -topologie d'une suite de fonctions (tp̂ K > ^ de Ŷ  qui vérifient : 

SUPIIDV » Q < c- HD\PII . 
i C L 

De plus envoie y^ + L i f > dans C 2 + L i p (m.^ ,1) , car la primitive d'une forme exacte 

de classe c 2 + L ^ P est de classe C 3 + I j ^ P , et le théorème des fonctions implicites est 

valable en classe C2+L:*"P. Ainsi définie, est continue pour la C^-topologie dans 

C 2 + L i p (]Â  ^ ,]A) et envoie les parties bornées pour la topologie c 3 + L *"P dans des 

parties bornées pour la topologie C 2 + L ^ P . 

On a même mieux : si *S tend vers JL dans la topologie C 3 ^ L i p , E (S?) 

tend vers dans la topologie c 2 + L ^ P . 

4.11 Soit 6 > 0. On dit qu'une partie P^ de_ C3 (JÂ  ,1k) possède la pro 

priété LC au voisinage de si les conditions suivantes sont vérifiées : 

a) T l 6 PF I . 

b) Tout F G Pg est plongement de classe C3 de 1 ^ dans 3A ayant la propriété 

d'intersection. 
oo 3 

c) P^ n C (m^ ,1) est dense dans P^ pour la C -topologie induite sur P^ . 
d) I l existe un système fondamental de voisinages ouverts (V.). ^ de T pour 

3 oo 
la C -topologie, tel que les ensembles Vi fl P̂  fl C (m^,]A) soient connexes pour la 
oo 

C -topologie induite. 
4 

4.12 Exemple : Pour e < £ q , soit Ŷ  l'ensemble convexe défini dans la 
o, 4 

démonstration de 4.9. On a associé à S G Y£ un difféomorphisme globalement canonique 

de classe C3 de HA , noté E (s") , qui vérifie : 
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E(^) <6,r) = (0,r) pour | r | > 30 . 

Proposition : L'ensemble P ~ = E(Y ) a la propriété LC au voisinage de T 

Démonstration : I l est clair que la condition a) est vérifiée. La condition b) 
résulte de 4.7. Comme P̂ g fi C oo (m. x , i ) = E(Y ) 

3 o e 
oo , la condition c) résulte de 

4.10. La condition d) résulte de ce que Y oo 
e 

muni de la C oo -topologie est locale

ment connexe et que E est un homéomorphisme de Y oo 
e 

sur E(Y ) oo 
e r les deux ensembles 

étant munis de la C oo -topologie. 

Le lecteur peut aussi se rapporter à l 'a r t ic le de Zehnder [z] . 
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§ 5. THEOREMES DE REGULARITE . 

5.1 Soit 6 > 0, et F une application de classe C de dans m de la 

forme : 

F(9,r) = ( 0 + r + a ,r + cp(0,r) ) . 

On suppose que IIcp II , est assez petit (par exemple < 1/8) pour assurer que F 
C (3AÔ) 

soit un plongement. 

Soit k € U U {+ °°} ; on suppose que F laisse invariant le graphe 
k 1 

d'une fonction \\) € C (TT ) telle que II \\t II < 6/2. Posons alors 
C 

HX (0,r) = (0,r- Tj; (0) ) . On a : 

HX o F o H^(0,r) = (0 + a + i|,(8) + r , r + cp 1(0,r)), 

e t F l = H l * F o H^ 1 laisse invariant Tf1 x {O}; la restriction de F̂  à T?1 x {o} 
k 1 

est l'image par la projection canonique de f = Id + a + \\) G D (Tf ) . 

Le nombre de rotation de f est, par définition, celui de C. 

Supposons de plus que p(f) = 6 1 satisfait à une condition diophantienne : 

il existe $ > 0 , y > 0 tels que, pour tout rationnel p/q , 

\a1 (p/q)| > Tq" 2" 3 . 

Par un théorème de J. C. Yoccpz [Yj] (voir aussi [Y^]), qui généra

lise le théorème fondamental de [H,ix] , il existe une entier kQ ne dépendant que 
k l -1 de 3 tel que si f € D (Tf ) , k > kQ , et p(f) = 0̂  , alors f = h « oh 

avec h € Dk 1 ^ ^iTf1) pour tout e > 0. 

Dans les paragraphes suivants, nous utiliserons ce résultat dans le 

cas particulier où le nombre est de type constant : ce résultat résulte alors 

du théorème fondamental de [H,IX] (voir aussi [Y 2]). (Rappelons que tout nombre de 

type constant satisfait à la condition A et que tout nombre satisfaisant à la 

condition A vérifie une condition diophantienne). 

Soient H 2(0,r) = (h 1 (0 ) , (Dh"1(6))"1r) et F 2 = H 2 o F 1 o H^ 1 . 

On a : 
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F 2(6,r) = (6 + .OL1 + b(0,r)r , r c(0) + 0(r 2 )) 

où b,c sont des fonctions numériques de classe c

k ^ ^ e

 fvérifiant b(6,0) > O, 

c(6) > 0 pour tout 9 6 TT1 

5.2 Soit F comme dans 5.1 ; supposons de plus que F possède la propriété 

d'intersection. La proposition suivante est démontrée dans le travail de R. Douady 

[D] . 

Proposition : Soit £ un entier > 2. Si l'ordre de différentiabilité k de F est  

au moins égal à un entier k^ qui ne dépend que de 3 et £ , il existe un difféo-

morphisme G^ de m , un réel a2 > 0 possédant les propriétés suivantes. 
— 1 £ 1 i) G^ o H2 est de classe C et laisse invariant Tf x {0} . 

-1 £ ii) G£ ° F ° G£ est de classe C sur Jb. ^ et s 'écrit : 

G £ 0 F 0 G~* = ( 0 + a t + r, r + r1 cp£(0,r)) , 

cp. étant une fonction numérique de classe C sur ]AoX. I 20^ 

i i i ) lorsque k = + oo , G^ et tp̂  sont de classe C°° 

Remarque : Lorsque F préserve la mesure de Lebesgue, à condition de remplacer 
£ ~ ~ £ 0 + r + a1 par 0 + a1 + b^r +...+ r cp^(9,r) , où tp̂  est de classe C , 

Birkhoff([B]) montre qu'on peut imposer à G^ de préserver la mesure de Lebesgue. 

5.3 Rappelons le théorème de la courbe translatée, tel que nous l'avons 

démontré dans [BO] et [BH] ; on peut aussi uti l iser [R ] . 

Théorème : Soit a1 G 3R un nombre satisfaisant à une condition diophantienne 

(d1 exposant 3 )· I l existe un entier lo dépendant seulement de p , et deux 

constantes strictement positives , ĉ  qui possèdent la propriété suivante : 

soit (p 6 C (]A ) vérifiant II (p II £ < c ; définissons 

c ° ( m ) 
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F(6,r) = (6+0^ + r , r + cp(0,r) ) , (6,r) G m ; alors il existe \p € C^CIT1) , X € M 

tel que : 

i) le graphe C de i|) est invariant par L_ ^ » F, où L_-̂  (6,r) = (0,r+X) ; 
OO 1 CD 

i i) le dif féomorphisme f = Id + ^ + a E D "'('ir ) est C conjugué à R (en 
" " a i ' ' 

particulier le nombre de rotation de la courbe translatée C est OL^ ) , 
De plus, 1 ' application F -» (l̂ ,À) est continue pour la C -topologie 

et on a : 

llip II 2 + Ul < c 2 II co II 
c °(*> 

5.4 Unicité des courbes translatées . 

Soit F comme en 5.1. On suppose qu'i l existe deux fonctions numéri

ques l/̂  , v2 G C°(rrr1) , de graphe , , et deux réels X̂  , X^ qui vérifient : 

a) llip II > 6/2 , IX I < 6/2 pour i = 1,2 ; 
C 

b) L -i „ F(C.) = C. pour i = 1,2 ; 
-X. 

c) l/̂  G (^(Tf1) et D v1 est à variation bornée ; 

d) p(f x) = p(f 2) G 3R - © , où f± = Id + a x + ipi G D°Cir1) . 

Alors, on a ^ = t 2 ^ = ^ 

Remarquons que si iĵ  G W*'P(Tf*) , alors ip̂  vérifie la condition c) . 

Rappelons rapidement la démonstration de [IV. 5.10] : 

par [H,111, 4.1.5] , v1 ^2 s'annule en au moins un point, donc fl ^ 0 ; 

on doit donc avoir X̂  = X̂  ; comme f̂  G D*+vl3(Tf*) , le théorème de Denjoy 

[H, VI] implique que les orbites de L , o F sur C sont denses dans C ; mais 
—A ̂  1 1 

alors X̂  = X̂  et c1 fl c2 ^ 0 impliquent que c1 = c2 . 

5.5 On fixe ô > 0 et un nombre réel a1 satisfaisant à une condition 

diophantienne. 

Soit l'ensemble des applications F de classe C de 1 P dans ò o 
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]A qui ont la propriété d'intersection et sont de la forme 

F(0,r) = (0 + a + r , r + cp(0,r)) , avec || ip|| 1 1 C < 1 
8 

On note V0- a1 l'ensemble des F € W~ pour lesquels il existe une fonction 
oo l 

ifi € C (IT ) , H if; H C° 
< 6/2 tel le que le graphe C de \\) soit une courbe inva

riante par F de nombre de rotation a1 . 

On munit W~ de la C -topologie induite de C ( 1 . ,3A) . 

Proposition : L'ensemble est ouvert dans W~ ; 1'application F £ V 
aez 

F e v 
ô,a1 

oo 1 
-» € C (TT ) est bien définie (par 5.4) et continue, lorsqu'on 

munit V oo 1 oo 
et C (TT ) de la C -topologie. 

Démonstration : Nous allons montrer que V~ est un voisinage de chacun de ses 

points. 

Soient &o l 'entier donné par 5.3, et £ un entier au moins égal à 
oo 

£ q + 2 ; à tout F € ^ , on peut associer un difféomorphisme de classe C de 

A qui vérifie les conclusions de la proposition 5.2 ; on a donc : 

G o F o G% (0,r) = (0 + a l + r , r + r cp̂ (0 ,r) ) . 

Soit x une fonction numérique positive de classe C sur TR+, qui vaut 1 sur 

[o. 1 
2 et 0 sur [1 ,+ °° ) . 

Pour O < £ < ô0 (<50 étant défini en 5.2) , posons : 

F (0 ,r) = (0 + r + a , r + x( Ir| 
e 

) r £ cp£(0,r)) 

Alors F et F coïncident sur ]A . cz ]A_ / 0 . De plus, en définissant cp par 

cp (0,r) = x< 
Irl 

)r cp (0,r), il existe une constante c > 0 ne dépendant que de 

cp̂  et x telle que : 

ll«PEB 

C 
o 

^ 2 < e c . 
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Soit alors F, € W- assez voisin de F dans la C -topologie. Posons : 1 o 

F„ (0,r) = G a F o G 1 (6,r) = (6 + OL + r + cp. (0,r) , r + cp (6,r) ) , 2 o 1 a i l ¿ 

G(0,r) = (0,r + ^ (0,r)), 

F 3(0,r) = G o F 2 o G _ 1 (0,r) = (0 + 0̂  + r, r + cp3(0,r) ) . 

Si F 1 est assez voisin de F, G définit un plongement de IV^^g dans m dont 

1 1 image contient HAR 

De plus on peut supposer que F̂  est défini sur 3A •<3/2)ôA 

et F 3 sur 

A 
5* 

Définissons T(0,r) = (0+ r + a ,r) et , pour O < e < 6Qz 

(F ) (0,r) = (0 + a + r, r + x( Irl 
E 

-) cp£(0,r)) 

Si F est assez proche de F dans la C -topologie, on aura : 

Il (F1 ) - T H i e ¿o c (m) 
< Il F - T | | 

e (m) 
+ 11 ( V e - V *o C °(10 

< 2 e 2c . 

Soient C1 , ĉ  les constantes données par le théorème 5.3. On choisit e > 0 assez 

petit pour avoir 2 e c < c1 et eccQ < 1/8 . Par le théorème 5.3, i l existe alors 
— c» 1 
\p* € C (TT ) , de graphe C1 et X € M tels que : 

i) L , o (F.) (C.) = C 

ii) le nombre de rotation de C est a . 

ü i ) lll̂ ll 2 
C 

+ IAJ < (2e2c)c < e/4 . 

Or (F )̂ et F^ coïncident sur m , et F^ a la propriété d'inter

section sur E (3/2)6 ; donc est une courbe invariante de F^ ; l'application qui 

associe V1 à F̂  est définie au voisinage de F et est continue pour la C°°-topologie. 

Si e est assez peti t , le changement de variable inverse de celui 

qui a fait passer de F à F donne une courbe C invariante par F , de nombre de 
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rotation a 1 > qui est le graphe d'une fonction ìp. £ C (IT ) vérifiant 

|| V1 || 
o 

C 

< ô/2 ; de plus, lorsque F tend vers F dans la C -topologie , V1 

converge dans la C -topologie vers la fonction \\) dont le graphe est la courbe 

invariante par F, de nombre de rotation · • 

5.6 Soit F G ; on suppose qu' i l existe un entier k > 1 et une fonction 0 
ij, e CNTT1) , iiij, H o C 

< Ô/2, tels que le graphe C de soit une courbe inva

riante par F dont le nombre de rotation vérifie une condition diophantienne 

(d'exposant $ ). 

Théorème : I l existe un entier ÏL > 2 ne dépendant que de B tel que si F, 

i|>,k sont comme ci-dessus et k > £ , alors la fonction \|, est de classe C 

Démonstration : Soit £ l 'entier défini en 5.3, £ = £ +2, et k. = £„ l 'entier o o £ 1 

associé à £ par la proposition 5.2. 

On associe au plongement F, comme en 5.5, un changement de variables 

Gn et une application F , pour 0 < e < ô„; celle-ci est de la forme : 

F (9,r) = ( 6 + r + a , r + ip (0,r)) , 

avec B<pell ¿0 c (m) 
2 

< e c , 

c étant une constante ne dépendant que de F et de la fonction auxiliaire x . 

Soit (H.) 
1 i > 4 une suite de difféomorphismes de classe C 00 de Jh 

qui converge vers dans la C -topologie compacte ouverte. Pour tout i > 4, 

O < £ < ô 0 , on peut construire à partir de F. = H < 0 F oH. 1 une application 

(Fj par le même procédé qui a servi en 5.5 à construire (Ej) à partir de 

F 2 · 

Pour e fixé, et i assez grand, les propriétés suivantes ont lieu 

i) F. est défini sur P et (F. ) est définie sur m ; 1 (3/2) <5£ 1 e 
ii) Il (F.) - T II < 2e 2

c ; 1 e £ 
c ° (m) 

48 



COURBES INVARIANTES EN CLASSE C3 

où T(0,r) = (G + a 1 + r ,r) ; 

i i i ) ^ F i ^ e a la Propriété d'intersection sur Am. 

Si e > 0 est assez pe t i t , et i assez grand, le même raisonnement qu'en 

5.5 montre que (F~. ) possède une courbe invariante C. de nombre de rotation 
1 F. l.£ 

a qui est le graphe d'une fonction V1. E G C (TT ) vérifiant 

|| Vi,e || 2 
C 

< e 
4 

(Le fai t que *// £ soit de classe C résulte de ce que ( F ^) £ l ' e s t aussi). 

Pour e > 0 assez pet i t , puis i assez grand, on voit que C. 
1, £ 

est aussi invariante par F^. Comme F = H * o F o 1^, on en déduit que F laisse 
invariante une courbe C de classe C dont le nombre de rotation est ; de 

_ 2 plus C est proche dans la C -topologie de c si £ est petit, donc est un graphe ; 

le résultat d'unicité démontré en 5.4 permet de conclure que C = C . • 

Remarque : La proposition ci-dessus est l'analogue des proposition de régulari

té sur la conjugaison différentiable des difféomorphismes de TT11 démontrées dans 

[H.XI 6.3] et [HD] . 
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§ 6. INEGALITES A PRIORI CONDITIONNELLES . 

6.1 Dans ce paragraphe, on se place dans la situation suivante : on se 

donne ô > 0 , £ > 0, a un nombre de type constant dont on notera y la cons-
oo 

tante de Markoff, et F un plongement de classe C de 3Â  dans ]A de la forme : 

F(0,r) = (6 + r + a,r + cp(0,r)). 

On suppose que II cp 11 . < £ et que F possède la propriété d'intersection sur 
C ( I . ) 

3A 6 

On suppose enfin que F laisse invariant le graphe C d'une fonction 

\p € C°° (IT ) , vérifiant II ìp II 
C° 

< 6/2 , et que le nombre de rotation de C est a . 

6.2 Posons f = Id + i|; + a € D̂ CIT ) , et G(0) = (0, i|/(6)). 

Par 4.6, v est solution du système : 

(+) \p o f- l[) = tû o G 

p(f) = a 

Par [H,II] la fonction s'annule au moins en un point. Par le théorème fondamen

ta l de [H,IX], on peut écrire f = h ° R

a

 Q h"1 , avec h € D°°(TT1 ) , h(0) = 0 . 

6.3 II existe une fonction universelle croissante £ , définie sur 3R+ 

et à valeurs > 1, tel le que : 

SupdlDfll q , llDf'1!! ) < ¿(11 (pli 1 ) . 
c e c 

Ceci résulte de [1.2.3] car F dévie la verticale. 

6.4 Proposition : Dans la situation de 6.1, posons : 

a = 2 II «f> Il . JUHtp 11 t ) . 
C C 

On a alors : 
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Sup( Hip II C° , llDipil C° 
) < à 

2 + (a + 
2 

a 4 
) 1 / 2 . 

Remarque : Lorsque a tend vers 0, on a : 

a 
2 + (a + 

2 
a 4 

) 1 / 2 = 0 (a 1 / 2 >. 

Démonstration : L'équation (+) donne : 

ip - ip o f = cp(f , ip o f ) , soit encore : 

f + f"1 

2 
= Id + 1 

2 
cp (f , i|) » f V 

Par 6.3, on a : 

HD(<p(f , Ui . f )) Il 
C° 

< 2 H cp II 1 C 
¿(llcp II 

C1 
.) = a . 

Posons M = Sup (Il Dfll _o 
. llDf""1!! o C 

). Le même raisonnement qu'en [II.2.4] montre 

que : 

M + 1 
M 

< 1 + a 
2 

et l ' inégalité de la proposition pour II D II 
c° 

en résulte comme en EII,2.4]. 

Comme la fonction v s'annule en au moins un point, on a 

Hip II 
c° 

< 1 
2 HDipil o C 

6.5 On dérive plusieurs fois l'équation (+), en utilisant les conven

tions d'écriture indiquées à la fin du § 1. 

On a donc : 

(T) Dlp o f Df - Dlp = cpQ © G + ( Cp r o G)Dip ; 

(T) D2ipo f(Df)2 - a2D
2lp = B2 , 

où on a posé : 
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a 2 = 1 - Dip o f +' cp̂  o G , 
• 

B2 = ^69° G + 2y atr o G D Ip + (p o G(Dlp) 2 

(7) D3lp ° f (Df)3 - a D3lp + 3 D2lp o f D2lp Df = B , 

où on a posé : 

B = <P e e e° G + 3<P «*G D*+ 3 V f l r r » G(D*> + 

+ Cp ° G(Dlp) + 3 (p Q ° G D l|i + 3cp ° G Dl(i D l|; . 

Pour i , j > 0, posons X. = D1^ , V = D f = l + X , Y. = (D1^ ) o f , 

Z. . = ( 
ai+j 

301 ar 3 
cp) o G . On a alors DV = X , 

DX. = X . . , DY. = Y.^.V , DZ. . = Z. . . + Z. . . X. . i î+l i î+l JL.i i+l, l i,T+l 1 

Posons aussi, pour k > 2 : 

Ak = (DklP o f) (Df)k - a2D
kip = YkV* - Xfc(l - Y1 + Zq ^ 

On a donc : 

DA = Y k k+1 
v k + 1 

+ kY 
k 
vk+1 

X2 " V i a 2 " V Z 1 , 1 + Z0,2X1 " Y 2 V ) 

" V i + k V 2 V ' " V Z 1 , 1 + Z0,2X1 " Y 2 V ) · 

La formule (jT) peut s'écrire : 

A, - ( 
3 

i=0 
(3> 
i 

Z 3 - i , i Xl> + 3 Z1,1X2 + 3 Z 0,2 X 1 X 2 " 3 V X 2 Y 2 ' 

c'est à dire que Â  est un polynôme en les variables V, X^ Y ̂  , z ^ m Pour i = 1/2, 

j = 2, 2 < £ + m < 3 . 

En utilisant les formules de dérivation ci-dessus, on voit que pour 

k ^ 3, A, est un polynôme P, en les variables X. , Y., Z„ pour 1 < i < k - 1, k k 1 3 l,m 
2 ^ j < k - 1, 2 < £ + m < k, et on a la formule de récurrence : 
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P

k + 1 - V Z 1 , ! + Z0,2 X ! - V > - k \ X 2 V " + Z X! - V> 
3 X. 
3 X. i i+1 + 

+ m 
apk 

3Y. 
(Y V) + E 

apk 
dzo 

( V l , m + Z£,m+1 X l ) * 

Cette formule de récurrence et l'expression de A_ permettent de voir que : 

a A = E + E + E + E + E = E , avec 

E l • 4 6 X3 - 6 Y3 V S ' oÙ 6 = V i + Z0,2X1 - V 'yv2 

E2 * - 3 Y2 X22 
E 3 = 3 . Z 0 .2 X22 
E4 -

4 
Z 

i= O 
( 4) 

1 
ZA • • X t 4-1,1 1 

E 5 = 6 Z 2 , 1 X 2 + 1 2 Z 1 , 2 X 2 X 1 + 6 Z 0 , 3 X 2 X 1 ' 

b Le polynôme A est de degré 1 par rapport à X, / et est homogène de degré 

1 par rapport à l'ensemble des variables Y. , Zp .Le polynôme formé 

par les monômes de Â  contenant X^-i e s t : 

k 6 Xk-1 • k V l ( Z l , l + Z 0,2 V - Y 2 V ) -

Le seul monôme contenant Y, A est : 
k-1 

k(k-l) 
2 V i X, V 

k-2 

Les coefficients des monômes de Â  sont entiers positifs ou négatifs suivant que 

le monôme contient ou non une variable Z„ 

Un monôme de A, contenant la variable ZN (2 < & + m < k) mais pas k J6,m 
la variable X, 4 est de la forme k-1 

P l Pk-2 n Z 0 x 4

1 . . . x &,m 1 k-2 

avec n € IN , p_̂  € U , Zp̂  = m, Eip^ = k - £ ; ceci implique que Pk_2 ^ 1 pour 

k > 5. 
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Un monôme de Â  contenant la variable Y ( 2 < j < k - l ) , est de la 

forme : 
P l P2 P 'k -1 -n Y.V X 2

2 . . . Xk_
k , 

avec n E IN , p | € E , Zp'± = j , lip!^ = k . 

c Le polynôme DÂ _̂  a les mêmes propriétés que A^, à ceci près que les termes en 

X^-i sont : 

(k - l)e X. 
k-1 = (k- 1)X. k-1 

( Z 1.1 + Z 0,2 V " V ' 

et le terme en Y, . est : k-1 

(k-1)(k-2) k-2 
2 k-1 2 

6.6 Rappelons que dans la situation de 6.1, F a la propriété d'inter-
-1 oo 1 section et f s 'écrit f = h o R o h avec h £ D (TT ) , h(0) = 0. 

Lemme : On a : 
i: 

Log Df o h d0 = 0 ; 

i : 
Log(l -Dipof+cp o G ) o h d 0 = 0 , 

Démonstration : Comme Log Df o h = Log Dh o R - Log Dh , la première intégrale 

est nulle. 

Posons H(e,r) = (0,r + lp(0)) ; alors F. = H o F o H laisse un 

invariant TT *x {0} ; la matrice de DF„ en un point 0 ,0 est de la forme : 

Df (0) 

0 1 - Dip (f (0)) + cp o G(0) r 
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Si la seconde intégrale n 'étai t pas nulle, le cercle invariant 

TT1 x {0} serait normalement hyperbolique pour F , contredisant la propriété 

d'intersection. • 

6.7 Inégalité a priori conditionnelle . 

Théorème : Soient p y p1 € ]1, 3 
2 

I, s e ]0, 1 [. I l existe une constante universelle 

c, et une constante c dépendant de façon croissante de s, p et p. telles que 

les inégalités : 

Il D2f II < csY 

II cp II 
c (Ä f i) 

< c Y, 
s 

impliquent les estimations 

llD2f II 
L 2" S 

< c(||D3cpo Gli3 .1/2 
L2S 

+ llcpll 
c 2 <*6> 

) , 

Il D2f II 
L 2 " S 

< c 
Y 

Il cp II 
c 3 (m x ) 

où on note 

Il (D cp) o Gli 
LP 

= sup 
O < i < 3 

Hz 
i,3 - i 

II 
LP 

Démonstration : De 3 , on t ire : 

3 Dlpof-aDlp + 3 D l p o f D ^ (Df) = B (Df ) , 

avec a = a (Df) 3 . 

Par 6.6 et 3.10. on peut écrire a = b 
b o f , b étant une fonction 

de classe C à valeurs strictement positives. 

Pour c < s 
1 
2 , on a, par 2.9 , Il Df - 1 II o C 

1 
2 ; de plus, lorsque 

c est petit II Dali 
LP1 

l 'es t aussi. 
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Soit 1 < p < 2 - s ; définissons p ' , q, q' , r par : 

q = 
2 

2 - s 
1 
q 

+ 1 
q* = i , i 

p 
+ 1 

P' = i , 1 
2 - s + 1 

r 
= 1 . 

En appliquant 3.12, on obtient alors, lorsque c est assez petit : 

(*) 

Il Dh \ (b o f ) Il 
LP* 

< 2( => ||Dh (b o f)|| 
r 

L 

< 2 ) 

Il (Dh 1 .b) 1 / q l l L2"S < 2 1/q 

On multiplie {3y par b o f , on compose alors à droite par h et on intègre sur 

TT* , l'équation obtenue ; cela donne : 

3 
ri 

O 
( b o f D l p o f D tp(Df ) ) o h d9 = 

C 
(b o f B(Df) ) o h d 6 . 

De l'équation (J) , on t ire : 

D2\\) o f = aD2\p Df + B2 (Df ) 2 

On a donc : 

(** ) 3 [ [b(D2ip)2(Df) 2 ] o h d9 = f (b o f B (Df ) 3 ) o h d0 
Jo Jo 

f1 -4 2 - 3 (b o f B (Df) D 40 o h de . 
Jo Z 

2 2 
Montrons que le membre de gauche de l 'égalité ( ** ) est > Il D ipll ^ s · En effet 

-1 2 
(Df) > — , donc ce membre est supérieur à : 

2 f b(D2lp)2 Dh_1de , 
•'O 

et l ' inégalité de Holder donne : 

r |D2iM2 Sd6 < ( 
f i 

!D2i|i)2b.Dh 1 d 9 ) 1 / q II (b Dh *) 
1 
qll 

L q ' 

< 2 1 / q ( 
C 

ID\)2 b Dh 1 d 9 ) 1 / q par (*) 
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d'où on t i re l'estimation cherchée. 

Estimons le membre de droite de C** ) . Par l ' inégalité de Hôlder, 

6.4 et (* ) , on a : 

f, 
Β 
O 

( b o f B (Df ) )o h d6 < c (H (D cp) ° G II + M l II D tyW ) 
1 L P C L 2 ~ S 

! 
1 

O 
( b o f Bn (Df) 4 D2ip) o h d8 < c Hcpll llD2^|| _ 

2 1 c 2 (m ô ) L 2 " S 

On obtient donc 

H D W < c. (2llcp II . ||D2# 9 o + llD3cp0Gll ) 
L2-s 1 C S

 L P 

2 
En résolvant en ||D ipll , ceci donne la première inégalité du théorème. 

L 

Pour obtenir la seconde, on majore différemment le premier terme 

du membre de droite de l 'égalité (**). 

L'expression B est somme de 6 termes qui contiennent, sauf le 
2 2 premier, un facteur D ip ou D \p . Comme IlDipll q < Il D ip II ^ , les termes correspon-

C° L 
dants dans (**) sont majorés par llcpll " D ^" 2 s ' si c est assez petit . 

, c (m r) L ~ S S 

f -3 
I l reste à estimer (b o f(Df) Z ) o h d0 . 

On a D(Z2 ) = Z3 + Z2 D ip , donc 

J : 
(bo f Z3 Q(Df ) 3 ) o hd0 = 

ι : 
Dh 1 b o f(Df) 3 Z 3 o d6 = 

J : 
(Dh b o f (Df) - 1)Z de -ι 3,0 C Z D+d6. 

Nous affirmons que : 

<***) f iDh"1 b o f(Df)" 3- Il d0 < c 3 y" 1 (llcpll 2 + ||D2y|| 2 _ g ) 
0 C L S 

où ĉ  est une constante ne dépendant pas de Y . 
En admettant momentanément (***), on obtient alors : 
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l1 
[b o f z o (Df)"3] o h < c. Y ( ll<p II , + Il D 1(1 II 0 II cp II ) , 3,0 4 c ^ L ^-s Qs 

le second membre de (**) est alors majoré par c. y ^ ( Il (pli 3 + IID> || 
L 2 " S 

ikp n 3 ) 
c 2 

et minoré par II D ipll 

2 
L2-S La seconde inégalité du théorème en résulte (car Y < 1). 

Démontrons enfin (***) . On a : 

i : 
iDh"1 bo f (Df)"3 - Il d0 = 

C 
|(b o f) (Df)"3 o h - Il de , 

t 
Log[b o f(Df) ]o h de = 0 , 

Log b o f - Logb = - Log a = 

= 3Log Df - Log(l - D\p o f + cp̂  o G) . 

Par 3.2 , on voit donc que : 

Il Log b o f o h! Il 
BMO 

< c Y" (llD iĵH 
L 2 " S 

+ Il cp II >. 
c 

et on a aussi 

Il Log Df o htt 
BMO 

= Il Log Dh o R - Log Dh II 
BMO 

< 2|| Log Dh|| 
BMO 

< c Y" 1 ||D2I|; Il 1 2-s ' 
L 

par 3.4. On uti l ise alors 2.16, et | e X - 11 < e - 1 pour x € 1R , pour conclure ; 

C 
I (b o f ) Df 3 o h - 11 de < c Y 1 (|| D2f H 

L 2 " S 
+ llcpll 9 ) . 

On en t i re (*** ) et le théorème est démontré. • 

6.8 Remarques : 

1. On n 'ut i l ise l ' inégalité II cp II 0 < c Y que pour majorer ||Da|| , qui 
c 2 (m ô )

 s L P I 

58 



COURBES INVARIANTES EN CLASSE C3 

doit être assez petit si on veut appliquer 3.12. Pour ceci, on pourrait supposer 
.. 2 „ seulement que II D (p Q G II 

L - P l 
< c Y . 

s 
2. Soient s* le réel vérifiant 1 

2 - s 
+ 1 

s 
= 1 et s* > s' . En étudiant la 

démonstration, on voit que, dans la première inégalité du théorème on peut rempla

cer Il cpll 
c 2 (m 6 ) 

2 
par II D cp o G II L 

3. I l n'y a pas d'inégalité a priori non conditionnelle, comme le montre 1'exemple* 

suivant : 

Exemple : Pour a > 0, on considère le hamiltonien H(8,r) = 
2 

r 2 
- a (cos 7T6 ) 2 

sur JPL , et F le dif f éomorphisme de temps 1 du champ de vecteurs associé à H, de 

coordonnées ,3H 
%9r 

(0,r), -
3H 

80 (6,r)). Le difféomorphisme F dépend continûment de a 

dans la C -topologie. Pour a > 0 fixé, et £ > 0, il laisse invariant le graphe 
C de la fonction vc définie par : 

\b (6) = (2a(cosTT0)2 + e ) 1 / 2 . 

De plus le nombre de rotation de C est nul pour e = 0, positif pour e > 0. 

Soit a un nombre de type constant positif assez peti t . I l existe alors une 

courbe C de nombre de rotation a , et e tend vers O lorsque a tend vers 0 

parmi l'ensemble des nombres de type constant positifs. Pour s > 1 fixé. 

II D 
e aa L 1 + S 

tend vers +°° lorsque a tend vers 0 (sous les mêmes conditions) ; 

donc une inégalité du type 

Il D% e 
a 

L1+S < ciiFjr 1/2 
c 3 

est impossible . 

De même on ne peut avoir (si on suppose que la constante de Markov de a > O est 
> a . lorsaue a -+ O) : 

Il D2ij, 
e 
a 

L1 + S 
< c Y""1 HFJI 1 3 « 

C 

En effet, a et e sont liés par la relation 
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-1 
a t 

(2a(cosïï6) 2 + e^) - 1 / 2 d 6 , 

— 1 —1/2 2 donc a de l'ordre de (Log si aa est assez peti t , alors que II D Il 1 + g 

-s/2 (1+s) a L 

est au moins de l'ordre de £ a 

L'expression de H dans l'exemple précédent n'est pas essentielle ; 

l'important est que le champ de vecteurs associé possède un point fixe hyperbo

lique . 

4. Lorsque II cp II 
c 3 (m 6 ) 

2 
= e y t e < 1, la seconde inégalité du théorème donne 

Il D̂ f II 
L2+S < cey .En considérant l'exemple précédent, avec Y - » O e t a = ey , 

on voit qu'on ne peut obtenir une majoration de ||D f II L2+S 
par un terme de l'ordre 

- 2 de Y 

5. La propriété d'intersection n'est pas nécessaire pour avoir 6.6 et 6.7 ; 

il suffit que le cercle invariant de nombre de rotation a ne soit pas normale

ment hyperbolique. 

6. Dans la suite, on majorera trivialement ||D3cp ° G II par llcp II ^ 
L P c J ( m ô ) 

Soit l < p < + oo, x € LP(*ir2) ; on définit le module de continuité I? de 

X : 

o> (X) (6) = Sup II x o R - x | | ,· 
P Util < 6 Z LP 

8 2 
pour O < R < 1, on définit l'espace de Besov B (TP ) comme l'ensemble des 

P 1 
y G LPCir2) qui vérifient : 

t 
<op<X>(t) dt 

t 1+B < + oo . 
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Supposons que cp dans 6.7 se prolonge en une fonction de période 

1 en r et 0 dont toutes les dérivées part iel les d'ordre 3 appartiennent à 

B^lfeir 2) . Comme le difféomorphisme (0,r) -* (0,r + i|/(9)) de TT2 est de classe C1 , 
P 1 

un argument d'interpolation (cf [BL] et [vi,2.19]) montre que ^QQQ ° H' 

c p û û 0 H , c p _ 0 H , cp 0 H appartiennent à B 1 / / P (Tf2 ) , et le théorème de 00r 0rr r r r p 1 
trace (sur TT* x {o}) [BL] implique : 

HD3cp o G II , < c llD3cp|| . . _ , 
LP(TT ) P B 1 / P (TT2) 

P i 

C > 0 étant une constante qui ne dépend que de p > 1. 

7. Soit a1 un réel vérifiant, pour Y > 0, 8^*0 convenables : 

— 2— 8 
IGL

1 ~ (p/q) I > Yq pour tout p/q € $ , q > 1 . 

Remarquons que pour presque tout a1 , tout 8 > 0 convient (avec Y = y($,CL ) ) . 

Soit t une fonction numérique réelle sur 1R , 3R-analytique , dont la dérivée ne 

s'annule pas ; considérons le difféomorphisme T1 (0,r) = (0 + t ( r) + a1 , r) de 

m . On trouve alors dans [D] , qui s'appuie sur [p] , le résultat suivant : 

Soient e > e 1 > 0 , ô > 0 , k = 2(1 + 8) + 1 + e non entier 

k̂  =2(1+8) + 1 + £̂  ; s i F1 est un difféomorphisme globalement canonique de 

classe C de JA te l que II F. - T II 
k1 

C 1 (m<s) 

soit assez pe t i t , F laisse invariant 

le graphe C d'une fonction ip € C ,k-2(l + 8) (TT ) ; la restr ict ion de F à C est 

conjuguée à R par un difféomorphisme h de classe C k-2(1+8) , et \¡) et h - ïd 

tendent vers O dans la C 
1+e 

topologie lorsque F - T tend vers 0 dans la C k1-

topologie. 

On a en fait un peut mieux : lorsque e1 > 8 , ll> G W 
,2,2 

(TT ) . En 

effet, lorsque F1 est de classe C , on écri t dans (5*) la fonction a G C 
1+ £ 1 (T1) 

sous la forme b 
b o f 

, b € C0(Tr1) , et lib - 111 
C° 

est pe t i t lorsque 
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Il F - T II 
c 

k i (ir ) 
l ' es t . L'équation (**) donne ensuite une inégalité a priori : 

Il D> Il 2 L 
< clltpll 

c 3 

Lorsque F. est de classe C , H F - T II 

c 
k i 

< V et V est assez 

peti t , on considère une suite de difféomorphismes G. de classe C convergeant 

vers F dans la C -topologie, telle que II G. - T II 
k i 

< CV ; l ' inégalité a priori 

permet alors de conclure par un argument de compacité (2.10, 4.3, voir aussi 

6.12) . 

8. Posons cp 0 0 0 = sup(0, cp 0 0 0 ) , cp 0 r r = sup(0, cp^) , 

K -sup II t p 0 0 0 | | o o, H^Perrll oo ' ' ' ' 'Woo' l , t p r r r" co} " AlorS ' dans le théorème de 

6.7, on peut obtenir au lieu de la première inégalité : 

Il D2f II 
LS~S 

< C( llcpll 
c 2 (m 6 ) 

+ K 1 / 2 ) . 

Voir 8.5 à ce propos. 

6.9 Pour O < s < 1 
2 

, on choisit O < il < 1 
2 en imposant que 2s + 35, < 1 de 

sorte que 1 
1+ l > 3_ 

2 
1 

2 - s 
. On définit s > 2 , s' > 2, q(s,£) > 0 par : 

1 
1 + £ 

1 
2 - s + 1 

s i 

1 = 1 
2 - s + • 

s ' 

1 
S l 

1 
2 ( 

1 
2 - s + 1 

q(s,£) ) , 

donc 1 
q(s,£) = 2( 1 

1 + l 
3 
2 

1 
2 - s ·) , et 1 

q(s,£) < 2(1 - 3 
4 ) = 

1 
2 

On a les inégalités s' < s , , 2 - s > l + £ , 2(1+il) < s, < q(s,£). 
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Si s = 1 
10 , on choisit £ = 1 

10 
, et on a 4 < q(- 1 

10 
1 
10 ) = 

209 
50 

< 5. 

Théorème : Soient O < s < 1 
2 

, O < £ < 1 
2 , q > q(s,£) comme ci-dessus . I l existe 

une constante e. € ] O, 1 
2 

[ telle que, si f et cp comme en 6.1 vérifient : 

4 H DZf II 
L 2 " S 

< y e 4 

5 Il cp II 
c ( Ä 6 ) 

< y e 4 

alors on ait : 

Il D <p II 
L Q 

< C • (Il cp II 2 
C (A ) 

+ Il cp II 
c (m,) 

) , 

où C* désigne une constante qui dépend de y, s, l, q. 

Démonstration : Dans la suite la lettre C désigne diverses constantes dépendant 

de s, £, q mais pas de Y; la lettre C désigne diverses constantes dépendant de 

s,£,q,Y . 

L'estimation : 

6 1/2 < Df < 3/2 

résulte de 4 ; la formule de changement de variable donne alors, pour tout 

H £ LF(TT ) , p > 1 · 

lin o fil 
LP 

< 2 Un II 
LP 

HIT f II 
LP 

< 2|| n II 
L P 

inégalité qu'on utilisera implicitement dans la suite. 

On applique les résultats de 3.17 à l'équation A = E obtenue en 

6.5 a . Les hypothèses 4 et 5 montrent que les hypothèses de 3.17 sont 

vérifiées ; on obtient donc, avec 0< £< 1 
2 : 

63 



M. R. HERMAN 

IID^II Q < c y" 1 [IIDEII 1 + t + HEll 1 + J l (llD f̂ll 1 + , + I I D ^ I I 1 + , > ] 

Or on a : 

llD2a2ll 1 + A = llD2(cpr 0 G) -D2(DiJ, o f)ll 1 + % < 
L L 

< C llcpll 3 + Il D2xp o f D2# 1 + A + HD3* o f (Df)2H M 

C L L 

llD2ip D2I|; o f II llD2\pll oIID2\|I o fil 1 + & < cil D3I|HI x e4Y -
L C L L 

On obtient donc : 

HD2a2ll 1 + ,<C(l | D

3 fl l M + llcpll 3 ) , 
L L C 

© llD4ipilq < c y ^(HEII 1 + A (llD3f|| 1 + £ + llcpll 3 ) + Il DE II 1 + ^ 1 -
L L L C L 

On suppose que Jl,s,q,s*,s^ vérifient les hypothèses du début de 
ce numéro. I l résulte alors de ( 4 ) et 2 . 1 1 que : 

8 Il D"> Il 

L 
S l 

< C(Y£ 4 ) 
1/2 I I D V / 2 

L* 

9 Il D\ Il 
c° 

< Cil D2 II 1/2 

I .2-s 
Il D3ty II 1/2 

LS 

< C<Y£ 4) 
1/2 Il D3I|> Il 1/2 

L 

On estime maintenant II E II 
l+£ 

(voir 6.5 a . 
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1) Il D 3 ^ e II 0 < C IIDVH II 6.11 par l ' inégalité de Holder 
L l+ J6 ^ L 2 - s 

< C||D3i|;|| dkpll 9 + IID2IMI o ) 
L

S 1 C L S 

< C||D>|I par (7) et (T) ; 

llD3i|;o f D 2^ (Df)2H 1 + £<cllD3 i|;lls Il D Vil 2 _ g par (S) et l ' inégalité de 
L « 1 L 

L Holder 

Donc 11 E i " I + £ < C | I D 3 " ' " « 
1 L T

S 1 

2) HE2II m = 3llD 2Kf( D

2*) 2H m 

< C II D 2^ I l 1 + ¿II (D2i|;)2|| o 

< C II D 3 i[> Il s par @ et ® . 
L 

3) llE3ll < C llcpll 2 HD 2 i | ; | | 2 < C Ito3 II s par 0 . 
L C C° T

S 1 

4> 11=4" 1+* < C , M I 4 ; 

L C 

5) ||E5II 1 + £ < Cllcpll 4 par (T) . 
L C 

On obtient donc, grâce à (jT) : 

@ Il cpll 3 II E II < Cllcp II ( (ye ) 1 / 2 HD% II 1 ' 2 + llcpll ) ; 
C L C L C 

(Tl) ||D3f|| J E U < C(||D3!/,||2 + HD^II llcpll .) 
L L 1 + J t

 T

S 1 T

S 1 C L L 

< c [ y e | |D%| | + (yeJlD4iJj|| ) 1 / 2 | |cp| | ] . 
T. 4 

Passons à 1 ' estimation de II DE II L 1 + Jt . On prend k = 5 dans 6.5 (b ) , i c ) qui donne les 

différents monômes à estimer : 
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1) HüVell 1 + l < C\\O4m s Hell 2 _ g 

L T 1 L 

< C £4yllD4i|;|| ^ par © ® et s x < q(s,£) : 

2) ||D4iK f D2i|; (Df ) 3 II .< Cil D4!]; Il Il D2i/*|| 
L 1 + Ä

 L

S 1 L 

< ce .y II D4i|;|| 
4 L q 

3) Monômes ne contenant pas les variables X., Y., Z0 : i l s sont multiples de 
4 4' £,m 2 2 

Y2X2X3 ' Y3V X3 °U Y3VX2 ' et on a : 

||D2i|;o f D2I|/D3I|/# 1 ç < Cil D 2 ^ | | 2 || D3i|; || s 

L C L 

< C llD3i|;l|2 par © 
L S l 

< C e 4 y llD4i|;|| par © ; 
L 

Il D3ip o f (D2i|;)2Df II 1 + l <C e4yllD4ip|| g de la même façon ; 
L L 

||D3iJ>o f D3i|; (Df)2|| m < c H D V 2 ( 1 + £ ) 
L L 

< C II D3iJ,||2

s 

< C e v II D4\JHI . 
4' r

 T q 

4) Monômes contenant une variable Z. avec £ + m > 4 : i l s sont multiples entier^ 
36 ,m 

de Z X™ lorsque £+m = 5, de Z Xm 1 X lorsque £ + m * 4. Par (T) , i l s 
sont majorés dans tous les cas par C llcpll 1 5 C 

5) Monômes contenant une variable Z 
£,m avec 2 <£ + m < 3 ; mais pas la variable 

X4 : i l s sont multiples entiers de ZQ 3X3X3, *2 ^ 3 , Z 2\*y Z 2X2 ' z0 3XiX3' 

ou Z 0,3 
X l X2 ' et °n a : 
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llz^ _D2ip D3ipll . 0 < cil cpll 0 ||D 3^H Il D2ipll 
0 , 2 L * c T

S 1 2-s 

< cllcpll 2 I I D 4 ^ 7 2 , 
C Lq 

par l 'inégalité de Hôlder, © et © ; 

, | Z 2,1 ^ 1+A < C I | C P H 3 ^ ^ q 2 ' P a r © ? L C L 

HZ DiJ, D \ H 
L1+* 

< cllcpH 
C3 

Il D%|| 1/2 
L q 

, par © ; 

Il z Q 3 W ) Dif; Il 
'l+Jl 

< Cllcpll 
c 3 

Il D* iffl 
L q 

, par ; 

HZ (D*l,)2li '1+ £ L 
< C ||<p|| Il D ip II 

C° 

< Cllcpll 3 l|D4i|;||1/2 par © et © ; 
C Lq 

2 
" Z0 3 X1X2" 1+A < C" ^ 11 3 11 1,1/2 de la même facon* ' L C Lq 

En rassemblant 1), 2), 3), 4), 5), on a donc : 

12) Il DE II 
L 1 + * 

< C(e4 YllD4ip|| 
L q + llcpll 

C5 
+ llcpll 

C3 
Il D i|> Il 1/2 

Lq 

En reportant QO) , (il) , (12) dans 17 J , cela donne : 

13 Il D\\\ 
L q 

< ce II D> Il 
L q 

+ C (llcpll 
c 4 

HD4il; Il 1/2 
Lq 

+ HCPII2. 1 4 C 
+ llcp II 

c 5 
) . 

On choisit e de sorte que Ce. < 1 
2 

, ce qui implique : 

l|D4iM < C'( llcpll ||D% II 1/ 2 + llcpll2 + llcpll ) 
L q C Lq C C 

4 1/9 9 
< 2C« supdlcpll JlDiM ' r llcpll + llcpll ) 

C Lq C c 

et chacune des alternatives pour le sup de l 'inégalité précédente conduit à 
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l ' inégalité du théorème. • 

6.10 Remarques 

1. On uti l ise l'hypothèse Çsj à deux moments : pour pouvoir appliquer 3.17 et 
4 

pour majorer II D îp.ell L
1 + * 

2. On a majoré D ip et non D if; , ce qui aurait été a priori plus simple : la 

raison en est qu ' i l semble* nécessaire pour estimer D̂ lp d'avoir une inégalité a 
2 

priori conditionnelle pour II D f II ' 2+6 L 
, 0 > 0, que nous ne savons pas obtenir. 

On coix -̂Li.ne cecte difficulté grâce aux inégalités ÇQJ et Ç?J, qui estiment les 

termes II D ih II 

L 
S l 

et H D if, Il 
C 

sans qu'on sache en obtenir une majoration directe. 

6.11 Soient O < s < 1 
2 

, O < l < 1 
2 

, q = q(s,J6) comme en 6.9, et k un entier au 

moins égal à 4. 

Proposition : I l existe une constante e , O < e < e , tel le que les majorations 

Il D2f II 
L 2 " S 

< E k y. 

Il cp II 
C2 A0 ) 

< E k y. 

impliquent : 

Il D\ H 
Lq 

< u (Hip II L1 + * 

où u. désigne une fonction continue croissante positive nulle en 0 dépendant de 

Y, s , l et k. 

Démonstration : Elle se fait par récurrence sur k,le cas k= 4 résultant de 6.9. 

Supposons donc la proposition valable à l'ordre k - 1 > 4. 

On obtient, comme en 6.9 pour l 'inégalité (7) : 

14 Il D% Il 
Lq 

< C Y o ' [ HDAK II L1 + * 
+ «Vi L1 + * 

(||D3f II L1 + * 
+ llcpll 

3>] ' 
C 
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où A, est défini en 6.5. 

1) Majoration de II A l̂ 
L1+A . On majore les monômes ne contenant pas Xk-1 e t V l 

en norme C , en utilisant que 

HYJI = llx II O < llx II x < ^ k _ 1 (llcpH k ) pour i < k -2 ,· 
C 1 C 1 L C 

on a aussi : 

Ile Xfc_1 II L1+A < Ile II 
L1+A " V i " L1+A < Il e II 

C° 
u k-l (»<P H v ) r 

Il e II 
C° 

< c (llcpll 2 c 
+ Il D t II ) 

C 

||Dk ^ o f D2^ (Df) k" 2|| 
L1+A < CllD lM 

L1q llcpH llx k5 <· 
c 

donc, on obtient : 

HYJI 
L 1+Α < u 1 

k ( Il Φ II K2 

pour une fonction u^ continue croissante positive nulle à l 'origine. 

2 ) Comme II D f || 
L1+l « HD3ipll 

Lq , on a aussi en utilisant 6.9 : 

• V 1+* (llD3fl1 1+* + II<P" 3> <Uk("«>" k>' L L C C 

la fonction u ayant les mêmes propriétés . 

3) Majoration de C II DA, Il o k L 1 + A 
. On uti l ise 6.5 (b) et (c). 

Les termes contenant X̂  ou YK sont majorés par : 

15 C\\D\ Il 
Lq (llcp II 

c 2 
+ Il D> H " 2-sJ 

L 
.) < c ekYllD> | | q , 

L 
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1 1 2 1 par l ' inégalité de Hôlder, et + — = — < , , n . ^ ^ 2 - s q s 1 l + £ 

D'autre part, le polynôme DÂ  est de degré 1 par rapport au couple de 

variables (X k-1 ,Y k-1 ). On- majore les Z , £ + m < k + l , e t X . , Y. , i < k - 2 

en norme C 

Ceci permet de voir que 1'ensemble des termes de DÂ  ne contenant 

pas X et Y est majoré en norme HYJI par u?(||ip II . ) , uf ayant les mêmes k k k K+l k 
. . . 1 propriétés que u^ . 

On choisit enfin de sorte que dans l ' inégalité (^5) , 

ce^ soit inférieur à 1/2. On obtient alors a partir de (T2) : 

||D%|| < 2C OY" 1 [u^dlcpll k + 1 ) + u£<|| cp II k> ] . • 
L c e 

6 . 1 2 Soient k € JST , k > 4, 0 < s < —, 0 < ^ < \ q = q(s,£) comme en 6 .9 et 

r le réel déterminé en 6 .10 . k 
Soit ( F ^ ) i > 0 une suite de difféomorphisme qui vérifient les 

hypothèses de 6.1 : pour i > 0, laisse donc invariant le graphe d'une fonction 
oo i 

\\)̂  € C (1 ) , et le difféomorphisme f ̂  = I d + V1 + a et a pour nombre de rota

tion a. 
On suppose que, pour tout entier i , on a : 

llD2ip. Il _ < £Y , 
1 L 2 " S 

HcpJI 2 < £J , avec O < e < inf (— , e k) , 
1 C (m^ ) Y 

et F ±(e,r) = (9 + r + a,r + cp i(0,r)). 

1 <5 1 <5 Comme e, < TT, on a par 2.9 ||DiJj. Il < inf (— , —) , donc \\\b.\\ < — puisque k 2 Ti o 4 2 r i o 4 C C 
ty^ s'annule en au moins un point de TT1. On a aussi, pour tout i , ^ < Df_̂  < — . 

k+1 
On suppose que la suite (F.) a une limite F dans la C -topologie. 
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Proposition : Sous ces hypothèses, la suite (ip̂ ) converge vers une limite 

\p € Wk'q(1T 1 ) pour la Çk 1-topologie, qui vérifie : 

Il îj; Il o < ô / 4 * 

Il D2ip II 0 _ e < ey 
L S 

de plus, le graphe de ^ est l'unique graphe invariant par F qui ait pour nombre 

de rotation a -

Voir aussi 4 .3 à ce sujet. 

Démonstration : Soit A = Sup ||tp. Il , u la fonction définie en 6 . 1 1 , et 
i 1 c 

K la partie convexe de W 'HCir ) définie par : 

K = { n e w K ' q ar A ) |iiDKnii 
L q 

+ lin II < u, (A) + A 
4 

Par 2 . 1 0 , K est compact pour la topologie faible de W '̂ (TT ) ; par 

6 . 1 1 , la suite (T//. ) 
i > O 

est contenue dans K . 

Soit Î\) une valeur d'adhérence de (I/K) pour la C -topologie. 

Alors }\f £ Wk'q(TT*) ; posons f = Id + ip + a ; on a 1 
2 

< Df < 3 
2 

On peut passer à la limite uniforme dans l'équation (+) de 6 . 2 , ce 

qui montre que le graphe de ip est une courbe invariante par F dont le nombre de 

rotation est a. De 5 . 4 , on déduit l 'unicité de la valeur d'adhérence V . Les 
inégalités sur i(j s'obtiennent de celles sur TJJ par passage à la limite dans la 

2 

C -topologie. • 

6 . 1 3 Soit il l 'entier déterminé en 5.6 ; on se place dans la situation de 

6 . 1 2 en supposant de plus que k > £ 1 + 1 et que F est de classe C oo 

Corollaire : Sous ces hypothèses, la fonction i|/ est de classe C ; si (F.) 

converge vers F dans la C -topologie, (\p. ) converge vers \p dans la C -topologie. 
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Démonstration : Par 4.7, F a la propriété d'intersection. Comme 
l 

k q 1 1 1 oo ij; € W (TT ) c: C (TT ) , on déduit de 5.6 que \\) est de classe C . La continui-
oo 

té dans la C -topologie résulte de 5.5. • 

6.14 Remarque : Soit (F ) 
i < 0 une suite de plongements de classe C de Jk ^ 

dans Jk ; on suppose que : 

- F.(6,r) = (0 + r + a,r + ip,(0,r), a étant un nombre de type constant fixé. 

- chaque F. a la propriété d'intersection ; 

- chaque F. laisse invariant le graphe C. d'une fonction \p. € C (TT ) , et le 

nombre de rotation de C. est a 

- pour tout i , Il F . - T II 
C <» ) 

< n avec n assez pet i t , où on a posé 

T(0,r) = (0 + r + a,r) ; 

- la suite (F.) converge dans la C -topologie vers un plongement F de Jk ~ dans 

A. 

Supposons de plus qu'i l existe au plus une courbe C homotope à 

r = Cte, invariante par F, qui ai t .pour nombre de rotation a ; c'est le cas 

lorsque T) est assez petit et F préserve la mesure de Lebesgue (cf.4.10, Remarque 

1, 5.4, 6.4). 

Le même raisonnement qu'en [1.5.4] montre que la suite (ip.) i > O 
converge dans la C -topologie vers une fonction lipschitzienne i|i dont le graphe 

est l'unique courbe invariante par F de nombre de rotation a . 

Pour tout a de type constant, on peut construire une suite 

(F.) i > 0 avec les propriétés ci-dessus de sorte que \J, ne soit pas de classe 

C ; on peut même supposer que la suite (F.) i > O 
est contenue dans un voisinage 

arbitraire de T pour la C ,3-e -topologie (avec e € (0,1) arbitrairement choisi) ; 

voir [II,111] à ce sujet. 

Soit e = inf( Ô 
4y 

e £ 1 + l } comme en 6.13 ; alors par 6.13, on doit 

avoir : 

- soit Hip. Il 
c 2(m ô) 

5* ey pour i assez grand (mais ceci ne se produit pas si 
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F. reste voisin de T dans la C 
1 

3-e 
-topologie) ; 

- soit II D \J>. Il 
i _ L

2"S 
> ey pour i assez grand ; 

rappelons que e dépend de s € (O, 1 
2 

Notons bien qu'aucune hypothèse n'est faite sur la proximité de F. à T dans la 

C -topologie. 

Cette remarque donne une information sur le mode de disparition 
« 

des courbes invariantes de classe C 
00 , et soulève la question suivante : 

Question : Dans la situation ci-dessus, si V i|, £ C (TT ) (ou ce qui revient 

au même, s i V \p g C (IT ) ) , a-t-on "en général" : 

lim 
i -> + oo 

Il D Il 
L 2 " S 

= + oo ? 
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§ 7. THEOREME DES COURBES INVARIANTES EN CLASSE C POUR LES NOMBRES DE ROTATION 

DE TYPE CONSTANT. 

7.1 Soient O < s < 1 
2 , et a un nombre de type constant, on note y la 

constante de Markov de a . 

Pour e > 0, on note B l'ensemble des applications F de classe 

C de 3A~ dans 3A de la forme : 

F(6,r) = (9 + r + a,r + ip(0,r)) avec II cpll 
c <mô) 

< e. 

Les ensembles W~ et V a.a ont été définis en 5.5. 

Soit c la constante définie en 6.7. L'ensemble des F 6 V. pour 

lesquels la fonction associée ip vérifie Hip II o C 
< 6 

2 , Il D> Il 
L 3/2 < c y est noté 

U6,a · 

7.2 Théorème : I l existe une constante c. > 0 dépendant seulement de s avec 

la propriété suivante : 

pour O < e < c, yinf (y ,<5) , l'ensemble U ô ,a fi B est ouvert et fermé dans Wa fi B 

muni de la C -topologie. 

Démonstration : Par 5.5, l'application qui à F € V 
ô,ot 

associe ip € C (TT ) 

est continue pour la C -topologie , donc U a.a 
est ouvert dans W . 

Supposons ensuite que e < c y , donc II tp H C (3A6) 
< c y pour 

F € W- fi B . Par 6.7, on a donc, pour F € U 
<5,a fi B : 

7.3 Il D ij; Il 
L 2" S 

< c y 1 II II 
C <*.) 

< c y 
-1 

e < cx c inf (y ,6) ; 

donc pour c assez peti t , on aura : 

Il D> Il 
L2"S 

< 1 
2 

c Y s Hip II 
c° 

< ô 
4 
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Ceci montre que U ô ,a fi B est ouvert et fermé dans V a,a fi B muni de la C -topo

logie. 

Soient %. l 'entier défini en 5.6, £ 
V 1 

le réel > 0 déterminé en 

6.11. Si c est assez peti t , on a, pour F € U 
Ô,OL fi B : 

c 
IID 

L 2 " S < CjC inf (y,<5) < + 1 y , 

Il cp II 
c <* > < c y inf (y,ô) < el1 + 1Y 

On applique alors 6.12 et 6.13, qui montrent que U 6,a fi B est fermé dans W~ fi B 

muni de la C -topologie. • 

7.4 Soient O < s < 1 
2 

, ô > 0, et T un difféomorphisme complètement integra

tile de m de classe C de la forme : 

T (0,r) = (0 + t(r) + a,r) , 

avec t € C (]R ) , t(0) = 0, B < | dt 
dr (r)I < B (cf. 4.1). Soit aussi P 

a.a une 

partie de C (3A a1 fJk ) qui a au voisinage de T la propriété LC définie en 4.11. 

7.5 Théorème : Il existe, pour la C -topologie, un voisinage ouvert V de T 

dans P a1 ayant la propriété suivante : pour tout F € V, il existe une unique 

fonction \\> E W ,2,2-s (TT ) tel le que || ib || 
C° 

< ô. et que le graphe de ij> soit une 

courbe invariante par F de nombre de rotation a; de plus \b est de classe C 

lorsque F l ' es t , et ip est petite dans la W 2,2-s -topologie si F est proche de 

T1 dans la c -topologie. 

Démonstration : A tout F. C -voisin de T., on peut associer, comme en 4.1, une 

conjugaison G, et le conjugué F = G o F o G" , qui est un plongement de 

G(3A 
a1 fi F̂  ( 1 ^ )) dans 1A . Donc on peut choisir O < <5 < ô et un voisinage ouvert 

Vx de T1 pour la C -topologie, tels que pour F J G Vx, G(DA fi F (m fi )) contienne 
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JPL ^ ; la restriction de F à 1 ^ est notée ^(F^) ; on a ainsi défini une applica

tion H'1 de V dans C3 (m^ ,3A) . 

L'application V^ est continue pour la C3-topologie ; sa restriction 
OO OO OO 

à V„ flC (m x ,m) est à valeurs dans C (m r.,3A) et est continue pour les C -l o ^ o 
topologies sur ces deux espaces . Enfin ^(F^) € wa si F1 6 PA1 fl V1 fi C (3A ^ ,1k) . 

On choisit O < £ < c^y inf{y,ô) tel que les conclusions de 7.2 soient 

vérifiées. Par 4.11 c), i l existe pour la C3-topologie un voisinage ouvert v2 de 

T dans P~ qui vérifie : 

• V„ C V ; 

. Y (v. n c (A £ ,m)) c n B 
1 2 ô. o e 

. v„ n c (m 6 1 
,3A) est connexe pour la C -topologie. 

Par le théorème 7.2, l'ensemble B = PP oo) 
Hv n e ' 

-i ( u 6,a n
 V EST 

ouvert et fermé dans V« fi C pour la C -topologie. Mais V fi C est connexe, et 

T1 € B, donc B = V2 n C . Pour tout F € V fi C , Y ̂  (F ) laisse invariant le 

oo i 
graphe C d'une fonction ijj € C (IT ) qui vérifie : 

7.6 llD2iMI 
L 2 " S 

< CY ^ < B 
2 

(cf. 7.3), 

7.7 ll̂ ll o < <S/2 ; 

de plus le nombre de rotation de C est a . 

Or G préserve la propriété d'être un graphe ; écrivons 

G _ 1(e,r) = (6,g (6,r)) = (0 , t _ 1 ( r ) + <p (0 ,r) ) , et ¡̂ (0) = g (0 , ip (0 ) ) ; le 

graphe de ip est G 1 (C), donc est une courbe invariante par F 1 dont le nombre de 
r*j OO 

rotation est a . La fonction ip est de classe C , et on a : 

7.8 llD2^ll 9 < c ( || g l| ||D2<M + Il cp || ) , 
L S ^ _ 1 C L S ~1 C 

avec une constante c^ > O . 
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Supposons de plus que V soit borné pour la C -topologie. Soit 
F. € V_ D P r , (F. ) . ^ _ une suite dans V~ fi C (3A . ,]A) qui converge vers F. 1 2 o, i i ^ 2 ¿ o.. 1 

dans la C -topologie. Pour chaque F., i l existe une unique fonction ip. dont le 

graphe soit invariant par F. et de nombre de rotation a ; on a ip. = g ( ,ip.) ou 

Ip. € C (TT ) est l'unique fonction dont le graphe soit invariant par m (F.) et 

de nombre de rotation a . 

Par 7.6, 7.7, 7.8, et 2.10, i l existe une suite d'entiers croissante 

(i ) > telle que les suites (ip . ) , (tp. ) convergent dans la C -topologie vers 
~ 2 2-s 1 des limites respectives ip, ip qui appartiennent à W ' (TT ) et vérifient les 

estimations 7.6, 7.7, 7.8. 

En passant à la limite dans 4.6 (pour la C -topologie), on voit que 

le graphe de ip est invariant par v1 (F ) et que son nombre de rotation est a ; 

comme Dip est à variation bornée, son graphe est l'unique courbe invariante par 

¥ (F ) qui ait pour nombre de rotation a et soit un graphe (cf. 5.4). 

Comme G préserve la propriété d'être un graphe, le graphe de 

ÍT € W' 2,2-s (TT ) est l'unique courbe invariante par F, qui ait pour nombre de rota

tion a et soit un graphe. 

Lorsque F est proche de T dans la C -topologie, y (F ) est proche 

de T dans la C -topologie (où on pose T(0,r) = (9 + a + r, r ) ) , donc par 7.6 

Il D il; Il 
L 2 " S 

est peti t , et par 7.8 ||D \b\\ 
L 2~S est petit (car V est C -borné). 

La dernière assertion du théorème en résulte. • 

7.9 Remarque : Le lecteur consultera aussi 4.3 et les références qui y sont 

citées. 

7.10 On se donne comme en 7.4 un difféomorphisme de classe C oo complètement 

integrable T de a et ô > O. 
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Corollaire : I l existe r) > O, dépendant de y, ô, T̂  , ayant les propriétés 

suivantes : soit F un plongement globalement canonique de dans JPL de classe 2ô 
C3 vérifiant 

HT - F|| < ri; 
c <m 2 6) 

alors il existe une unique courbe C homotope à r = Cte qui soit invariante par 

F et ait pour nombre de rotation a; de plus, C est le graphe d'une fonction 
y e w 2 ,2-s (Tf ) , ip est de classe C si F l ' es t , et ip est petit dans la 

W 
2,2-s 

-topologie si F - T. est petit dans la C -topologie. 

Démonstration : On suppose que n, est assez petit pour que l'opérateur d'exten

sion F -* E (F) introduit en 4.9 soit défini pour II F-T. Il 
c 3 

(m 2 ô ) 
< n . 

Soit P 
36 

E (Y r4 
e ) l'exemple introduit en 4.12 ; l'application E, 

à valeurs dans P 36 , est continue pour la C -topologie, et E(F) coïncide avec F 

sur ? . Appliquons 7.5 à P ~ . Si n est assez petit et F vérifie les hypothèses 

du corollaire, il existe une fonction ip G W 
2,2-s (IT ) , Hip H 

C° < ô , dont le 

graphe C est invariant par E(F) et a pour nombre de rotation a . 

Comme C c: lA» , C est aussi une courbe invariante pour F. L'unicité 

résulte de 4.10, remarque 1, et les deux dernières assertions du corollaire 

résultent de 7.5. • 

7.11 On peut dans 7.10 supposer que F est de classe C 2+Lip avec 

Il F - T1II 

c 
2+Lip <m2 6) 

< n1 . 

pour une constante n ne dépendant que de y, ô et T . 

En effet, on peut construire une suite S. dans Y tel le que 

(E(S.)) converge vers E(F) dans la C -topologie et vérifie, pour tout i : 

Il E (S±) - T II 3 
C 

< n 
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Cette construction se fonde sur la remarque 2 de 4.10. 

Le reste du raisonnement est alors analogue à la démonstration de 

7.5. 
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§ 8. LE CAS PARTICULIER DE f + f -
x 

2 
00 1 

8.1 Soit cp une fonction numérique de classe C et d'intégrale nulle sur TT . 

On s'intéresse dans ce paragraphe aux difféomorphismes F de 3A qui sont de la 

forme : 

F(0,r) = (6 + r , r + cp(0 + r) ) . 

Notons que F préserve la mesure de Lebesgue et est globalement canonique ; F 

possède donc la propriété d'intersection. 

Pour que le graphe d'une fonction lp G C°(TT*) soit une courbe 

invariante par F de nombre de rotation a, i l faut et il suffit que ip vérifie 

le système fonctionnel : 

lp » f = cpof + ip, 

f = ld + ip € D^CIT1) , p(f) = a . 

La première équation s 'écrit encore : 

f+f" 1

 T J 1 
— = Id + - cp . 

Pour r € IN U {+00 } , définissons : 

F^ = {f € DrClT1) | p(f) = a} , 

Hr = {f € Dr(TT1) I [ (f-Id)dØ = O} ; 

oo oo 
on est donc conduit à étudier l'application $ de dans H définie par 

*(f) = 
f+f" 1 

2 
On se propose de montrer comment les résultats et méthodes des 

paragraphes précédents se simplifient et se généralisent dans ce cas particulier. 

8.2 On suppose que a satisfait à une condition diophantienne. En utilisant 

[Y ]̂ E^l r on peut reformuler 5.5 de la façon suivante : l'image $(F^) est 
00 00 ouverte dans H , et $ est un difféomorphisme de classe C au sens de Hamilton 

de F^ sur son image ; en particulier $ est un homéomorphisme pour la C -topologie 
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(voir aussi [II .2.6]). 

On peut traduire 5.j6 de la façon suivante : il existe un entier 

jt > 2 , dépendant de a / tel que f € F 
a1 

a et $(f) 6 H impliquent f € F^. 

8.3 On dérive plusieurs fois l'équation fonctionnelle 
f+f-1 

2 = Id + 1 
2 cp , avec 

f = Id + \h ; on obtient 

X Df + 
1 

"3F 
o f"1 = 2 + Dcp ; 

2 
2 2 - 1 - 1 3 2 D - D \p o f (Df ) = D cp ; 

3 D3ip - D3^ o f ' ^Df" 1 ) 4 + 3(D2i|; o f" 1 ) 2 (Df~ 1 ) 5 = D3cp ; 

4^ 
4 4 - 1 - 1 5 D ijj - D i() o f (Df ) = N , avec 

N4 = D4ip + 15 (D2T|; o f S 3(Df 1 ) ? - 10 D3^ o f 1 D2\p o f"1 (Df S 6 , 

DN = D

5tp - 10(D3i|; « f " 1 ) 2 (Df" 1) 7 - 10 D% o f 1 D^ o f " 1 (Df ~* ) 7 + 

3 - 1 2 - 1 2 - 1 8 2 - 1 4 - 1 9 + 105 D i¡) o f (D o f ) (Df ) - 105 (Dip o f ) (Df ) . 

Posons V = Df 1 , Xi = D"Sj/ o f 1 ; on a DV = -X2V
3, DXi = x

i + 1

v - ° n a , pour 

k > 4 : 
k k -1 —1 k+1 k D ip - D l o f X(Df ) = Nk = D cp + Mk , 

où M est un polynôme enV et X. , 2 < i < k - 1, qui se déduit de M par la 

relation de récurrence : 

a = -x y 
ak-1 

ay 
+ < v S X

i + 1 
3MK-1 
3X. 

- k x2 x k-1 v k + 2 

2 5 
M = - 3 X̂  V . 

Les coefficients de M sont entiers ; si on affecte V du poids 0 et chaque X. du 

poids i - 1 , M est homogène de poids k - 1. Pour k > 4, l'unique monôme de 
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k(k+1 ) k+ 2 M contenant la variable X est — XX V . Pour k > 5, M est de K. K.~ 1 /L Z. K.~ 1 JC 
degré 1 en X̂  . 

Enfin, DM̂  ^ est un polynôme en v et (Xj , 2 < i < k - 1, qui a 

les mêmes propriétés que MK à ceci près que le monôme en X est 

k(k-l) 
2 X9 X k-1 

v k + 2 

8.4 On suppose dans la suite que a est un nombre de type constant ; on note 

Y sa constante de Markov. 

Pour cp € C^TT1) , on pose cp+ = sup(cp,0). 

8.5 On suppose que f € Fa , 
f+f- 1 

2 = id + 1 
2 cp . L'inégalité a priori condìtionr-

nelle qui suit est l'analogue de 6.7. 

Proposition : Soient 1 < p < 3 
2 , 1 < P < 3 

2 
. I l existe une constante c > O, 

et , pour tout s € ]0, 1 
2 •[ , une constante c > 0 telles que l ' inégalité : 

Il D2ip II 
L 

P l 
< c y < 1/2 

s 

implique : 

Il D 2 ipil 
L' 2-s 

< c||(D cp) Il 
LP 

1/2 

Démonstration : Ecrivons f = h * R oh , c e qui implique 

Df"1 - Dh"1 

Dh~1o f"1 

On multiplie [3j par (Dh ) et on compose à droite par h ; on 

obtient alors : 

D3\lj o h 
-1 4 (Dh oh) 

3 . ^ D ]ho h 
-1 4 (Dh o h) 

o R + 3[(Df 1) 5(Dh S 4(D2ipo f 1)2] o h = 
—Ci 

D cûo h 
-1 4 (Dh o h) 
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En intégrant de O à 1 , cela donne : 

(*) 3 
C 

[(Dh V (Df"1) (D 1¿> o f " 1 ) 2 ] o h d6 = 
( I 

D3ip o h(Dh)4 d6 

I 
•1 

o 
D3cp (Dh S 3 de . 

Définissons p' par 1 
P 

+ 1 
p' = 1. Le membre de droite de (*) est alors majoré par 

ll(D3cp)+|| 
LP 

IKDh"1) 3 H 
LP* 

Comme en 6.7, on peut, si c est assez peti t , faire un changement 

de variable dans le premier membre de (*) et uti l iser 3.5 pour voir que ce 

premier membre est minoré par II D II 
L 2-s ; on a aussi, si c est assez pet i t . 

IKDh"1) 3 II 
L P ' 

<2 ; la proposition en résulte. • 

Remarques : 1. On n'a pas dans la proposition fait d'hypothèse sur II D (p|| 
C° 

2. On pourrait, comme en 6.7 et par une démonstration analogue 

obtenir aussi : 

Il D2ib II < c Y_1ll D3(p II 

3. I l n'y a pas ici de problème de trace comme en 6.8.6. En effet. 

Il D3cp of II 
LP 

< riD3<pii 
LP 

Il Df"1!! o' 
C 

puisque f est de classe C ; en écrivant l'équa

tion sous la forme f+f-1 
2 

= Id + 1 
2^ , cela supprime complètement ce problème. 

8.6 Les hypothèses sont les mêmes qu'en 8.5. On prend s = 1 
10 

, l = 1 
10 , on 

définit s ' , s^, q( J_ 
10 

_1_ 
10 ) en 6.9 et on a alors 4 < q( 1 

10 , 
1 
10 

) < 5. 

Proposition : Pour k > 4, il existe e > 0 telle que l 'inégalité : 

Il D2ib II 
L2-s 

< e k Y , s= 1/10 , 
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implique 1'estimation 

HD\,|| 5 < u k ( I M I k + 1 ) , 
L C 

où u^ est une fonction positive croissante nulle à l'origine qui dépend de y 

et k. 

Démonstration : Pour k = 4, la même démonstration qu'en 6.9 fonctionne, en 
2 utilisant 6.9 (IT) et (?) : l'hypothèse sur II D2 cp II n'est ici pas nécessaire : voir 

C 2 - 1 4 - 1 9 6.10, Remarque 1 ; la seule différence est le terme 105 (D lp o f ) (Df ) dans 

DN̂  , qu'on majore en norme L * + S par c||D2i|/||^o ; par 6.9 (IT) et (9) , on a : 

llD2iMI4 < c ε 2 γ 2 ΙΙϋ3ψΙΙ2 < c. є 3 γ 3 |Ιϋ4ψΙΙ 
с° 4

 T

s l 1 4 L q 

on obtient ainsi 

ΙΙϋ4ψ II 5 < с є 4 11 4 || 5 + c 1 (IlD^II1/2 II φ II 4 + Пер II 5 ) 

et on conclut comme en 6.9. 

Pour k > 5, on procède comme en 6.11, en utilisant la forme des 

polynômes et DM̂  donnée en 8.3 . • 

Remarque : Il n'y a pas d'hypothèse faite sur H O cpll 
C° 

8.7 Soit l 'entier défini en 5.6. On considère une suite (f ) dans F et 1 1 a 
f i + h1 1 

on écrit = Id + — cpi . 

Corollaire : Soit £^ + ^ > 0 le réel défini en 8.6 associé à l1 + 1, (il ne 
1 l + 2 

dépend pas de Y) . Supposons que, la suite (cp.) converge dans la C topologie 
00 

vers une limite cp de classe C , et que pour tout i on ait : 
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HD2f. II < eQ Y ; 
L 10 

alors la suite f̂  converge dans la C -topologie vers un difféomorphisme f de 

classe C et de nombre de rotation a . 

La démonstration, qui util ise 8.6, est la même que celle de 6.12 

et 6.13. Notons l'absence d'hypothèse faite sur II cp II 2 * 
C 

8.8 Remarque (cf. 6.14) : Par [il .2.6] , pour tout nombre a de type constant 

on peut construire une suite (f.) i > 0 dans F 
a , avec 1 

2 
(f. + f : - l 

i ) = ld + 1 
2 cp.. 

telle que (tp.) ai t une limite <p dans la C -topologie, (f.) ai t une limite f 

— 
dans la C -topologie, mais f n'est pas de classe C . (Mais par [II] , f et f 
sont lipschitziens). On peut même supposer tp peti t dans la C 3 - e -topologie. Par 

8.7, cette situation implique, pour i assez grand : 

Il D2f H 
L 2 " 

1 
10 

> 
V 1 

Y i 

i l n'y a pas d'hypothèse faite sur Il D tp. Il 
c3 

8.9 On prend ici et dans la suite les dérivées au sens des distributions 
On note VBCIT ) l'espace des fonctions à variations bornée sur TT : 

VBCIT ) = { cp 6 L (IT ) JDcp = y est une mesure de Radon} ; 

pour tp £ VB (IT ) , Dtp = y , o n a 
l 

ir 1 
dy = 0 , Var(tp) = Il y II , où ||y|| 

désigne la norme de y . 

Muni de la norme ||cp|| = | l 
3 

O 
tp(6)d0|+ Var tp , VB(TT ) est un espace 

de Banach. La décomposition de Jordan qui à tp associe la partie positive y et 

la partie négative y de Dtp = y est continue. On définit la valeur absolue ly| 
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de y par |y| = y + + y ; si y^, y 2 sont des mesures de Radon, on a 

Il U|| - ly2lll < Il yx - u 2 II -

L'inégalité a priori conditionnelle de 8.5 conduit à définir les 

espaces curieux ci-dessous ; pour 1 < p < + °° , soit 

V 3 , P( ' ir 1) = {cp € C°(TT1 ) | [ cp(6)d9 = 0, D3cp est une mesure de Radon y , 
J 0 

et y + = n d 0 avec n € LP('ir1) } 

Si cp € V 3 , P(1T 1) , D2cp appartient à VBCIT1) et Dcp est 

lipschitzienne, mais V 3 , P( ' ir 1) n'est pas contenu dans C2 (TT1 ) . 

Soient cp. , cp0 € V 3 / P( 'ir 1) , avec D3cp. = y. , y + = n.d9 ; on 

définit : 

d(tp1,cp2) = Il cpx — cp2ll LP 
+ Il TÎ1 - n2H 

LP 
+ Hy1 - y2ll , 

et on munit V (TT ) de la topologie définit par la distance d. 

L'ensemble V 3 , P(TrS est un cône positif complet : si 

tp^ cp2 € v J , p Cir ) et A1,À2 € m + , X1 cp1 + \ 2 cp2 € v J # pCir ) . 

I l est facile de voir que l'hyperplan de W 'PCIT ) constitué par 
les fonctions d'intégrale nulle s'injecte continûment dans V ,P(TC ) . 

Exemple : Soit tp_ la fonction 2L- périodique qui coïncide avec 1 1 identité sur 

(- 1 
2' 

1 
2 , tp la fonction Z-périodique d'intégrale nulle sur TT dont la dérivée 

seconde est cp2 . 
3 oo 1 3 1 1 Alors (p G V ' (TT ) , mais cp n'appartient pas à W ' (TT ) . 

8.10 Pour p > 1 et c > 0 , définissons 

NP = {cp € V^OIT1) | Il (D3cp) + ll 
LP 

< c} . 

L'ensemble NP est convexe donc connexe par arcs pour la topologie de V 3 ' P ( i r 1 ) 

définie en 8.9. 
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p 0 0 1 p 1 Proposition : L'ensemble N fi C (TT ) est dense dans N pour la C -topologie. 

Démonstration : Soit tp € N 
P 
c D tp = y = y - y 

rl rl 
i i i ) I n. d6 = n- d 0 pour tout i > 0 . 

J n 1 J n 1 

On peut par exemple choisir d 0 = y* * (JLd0) , où (JL) est une suite de 
00 1 

fonctions positives de classe C et d'intégrale 1 sur TT telle que la suite 

(iLd0) converge vaguement vers la mesure de Dirac ô en 0 . 

Soit alors, pour i > 0, tp̂  la fonction d'intégrale nulle sur TT* 

dont la dérivée d'ordre 3 est r}* - n1 . I l est alors facile de voir que tp̂  con

verge vers tp dans la C1-topologie. • 

8.11 On suppose que p > 1, et que a et y sont donnés comme précédemment. 

Pour 1 < s < + 00 , D2,S(TT1) est l'ensemble f = Id + £ D1 (TT^ ) tels que 

i|/ € W2,SCIT1) . 

Théorème : I l existe un réel e >O,dépendant seulement de p, ayant la propriété 
2 ? _ 1 ^ 

suivante : pour tout tp € NP , il existe un unique f £ D TŒ"(TT ) qui 
vérifie : 

p(f) = a , 
f+f- 1 

2 
= Id + 1_ 

2 v, 

Il D2f H 2 - 1 
10 

< c Y / 

L 

où c > 0 est une constante. 

De plus, si tp est de classe C°° , f est de classe C°° . 
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Soient (n + 
i 

} i > O ' ( n .) 
1 

L > 0 deux suites de fonctions positives de classes C 

sur TT ayant les propriétés suivantes : 

i) la suite ( n ± 
i 
d0) converge vaguement vers y ± 

ii) lin. Il 
Lp 

< c pour tout i > 0 ; 
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Démonstration : On note c le réel c déterminé en 8.5 pour s = 1 
10 

Considérons l'ensemble : 

U = {f + f 1 - 2 Td |f C F°° , ||D2f II _ / 0 < c y} . a a L 3/2 o' 

Par 8.2, Ua est ouvert pour la C -topologie dans l'hyperplan de C (TT ) formé 

par les fonctions d'intégrale nulle. 

Si cp e u a n Np

 2 , id + l_ 
2 

tp = f+f- 1 

2 , on a par 8.5 : 

© llD2f|| 2 _ 
L 

1 
10 

< c \Z"F y , 

et si e est assez pet i t , cela implique : 

G) Il D2f II 
L 3 / 2 

< 1̂  
2 c y < o 

1_ 
2 

© llD2f n 2 _ 

L 
10 

< 
2 % + 1 Y ' 

où £^ + 1 est défini en 8.6, 8.7. 

L'ensemble V = N P 

2 ey 
oo 1 oo 

n C (TT ) est étoile donc connexe pour la C -
topologie. L'ensemble U fi NP o a ey z est ouvert dans V ; il est non vide car i l 

contient O ; enfin, par 8.7, (J) et (7) , il est fermé dans V. On a donc : 

(S) NP n CMTT1) = u a n NP . 
ey ey 

p p 0 0 1 Soit tp G N _ ; par 8.10, il existe une suite (tp. ) . ^ n dans N 0 fi C (TT ) 2 i i ^ u 2 
ey ! ey 

qui converge vers tp dans la C -topologie. Pour tout i > 0, la relation (8) 

montre qu' i l existe un difféomorphisme f̂  € F , vérifiant (5^) (J) (J) et : 

f1 + f -1 
i 

2 = Id + 1_ 
2 

cp. . 
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La relation (e) implique que |- < Dfi < j ; et que les suites (f ±), 
-1 1 (f. ) sont d'adhérence compacte pour la C -topologie. Par conséquent une 
1 1 2,2—L- 1 

sous-suite (f i ) converge dans la C -topologie vers une limite f € D 1 0 (TT ) . 
n 
Par passage à la limite, on voit que : 

f + f-1 

2 
= i;d + 1_ 

2 Ф , p(f) = α. 

et par 2.10, f vérifie aussi (5) 

L'unicité de f résulte de 5.4 ou [il.2.5.4] , et implique que f i 

converge vers f dans la C1-topologie. • 

8.12 Remarques : 

1. Soit a un nombre de type constant. Considérons l'application 
h —» (h o R o h" 1 + h o R oh""1) définie sur {h € D°°(Tf1 ) I (h-Id) = 0} et 2 a -a J 0 

sa différentielle £ ̂  en h = Id : 

£ (Ah) = -̂(Ah o R + Ah o R - 2Ah) . a 2 a -a 

c» 1 
L'opérateur £. est un automorphisme de C (Tf ) . Comme h doit être un homéomor-a o 

phisme, on pourrait penser que JC^1 (n.) est à variation bornée lorsque 

r| € V 3 , P(Tf 1) . C'est le cas lorsque n € W 3 , P(Tf 1), p > 1 , est d'intégrale nulle 

(cf. 3.2). Or en général, si n1 € W3 ,1(Tf1) est d'intégrale nulle, l'unique 

fonction v1 d'intégrale nulle qui vérifie £^ (^ ) = rĵ  au sens des distribu

tions n'est pas à variation bornée. 

En effet, si Dî  appartient toujours à L1 (Tf 1 ) , par le théorème du 

graphe fermé la distribution 

T = Z Î e 2 i r i n e 

et 2 n o n (cos 2TT n a- 1 ) 

est un multiplicateur borné de L^Tf1) , car : 

3 2 T̂  * D = -(2TTi) Diĵ  , donc une mesure. 
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Mais la même démonstration qu'en [H,XIII 4.6] montre que T n'est 

pas une mesure. 

2. La remarque 1 explique pourquoi l'application (p 6 r 2 
ey 

-* f € D 
2,2 - 1 

10 mi 

de 8.11 est seulement hôlderienne d'exposant 1/2 (et non lipschitzienne) au point 

cp = 0. 

3. Il existe e1 > O, c > 0 tel que, pour cp € N 
p 

ey 2 
fl W ,P(*IT ) vérifiant 

Il D cpll 
LP < e y , il existe f € D 

2,2 - 1 
10 Cir1) tel que 

f + f P-1 

2 
= Id + 1 

2 
-cp et 

HD2f II 
2 -

L 
1 
1C 

< c y -1 UDCPII 
LP 

Ceci résulte de la remarque 2 de 8.5. 

4. Les remarques 1 et 2 montrent le caractère semi-global du théorème 8.11. I l 

ne semble pas facile d'obtenir ce résultat par des techniques de perturbation, 

car ceci nécessiterait des techniques de prolongement de proche en proche qui 

ne sont pas simples, même en dimension finie. 
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CHAPITRE VI 

THÉORÈME DE LA COURBE TRANSLATÉE EN CLASSE BESOV. 

91 



M. R. HERMAN 

1. INTRODUCTION . 

Au § 4 nous démontrons le théorème de la courbe translatée de nombre 

de rotation un nombre de type constant, si on remplace la classe C ,3+3 (i .e . 

cp € C ,3 + 3 (TT ) ) , par cp € W „3 ,p (TT ) et le module de continuité L de D cp 

satisfait à une condition de Holder d'exposant 
1 

P 
+ 3 avec 3 > O et p > 1. C'est 

ce que nous appellerons la classe B~ 3+ 3 +1/P,P 
. Le théorème de la courbe transla

tée étant valable pour les nombres de type constant si llcpll 
B 3+ 3+l/p,P est assez 

peti t . 

Au § 2 nous exposons, pour la commodité du lecteur, ce dont nous avons 

besoin sur les espaces de Besov (avec les notations de [BL] , l'espace B a 
poo 

Tn 1 

a € HR+, p > 1) ce que nous écrirons plus simplement B ,a,p (TT ) . Si a ^ 3N on a 

B a .oo fir") = c a ( ir n ) . 

Nous exposerons rapidement (avec des démonstrations) ce que nous 

utiliserons et nous espérons que notre présentation "self-contained" sera utile 

pour le lecteur non averti. Le lecteur peut aussi consulter [BL] et [N]. 

Nous utilisons la présentation, basée sur les opérateurs de lissages ou 

d'approximations, analogue à celle que nous avons adoptée pour les espaces 

C 
r + 3 (TT ) [IV,2] . La raison en est que nous avons besoin de ces opérateurs 

d'approximations au § 3. 

Le fait que l'on a besoin de supposer que cpEB 3+$+l/p,p (TO (et non 

cp€B 
3+3,p, 

(TT1 )) vient de ce que l'on doit considérer la trace sur {r = 0} de la 

fonction (9,r) > cp '69 (9,r + ty(Q) ) où ij, € C 2 + 3 (TT ) et ^99 = 
2 

3 cp 
2 

99 

; on 
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perd par le théorème des traces un facteur 1/p (cf. 2.21). 

Nous n'introduisons pas les espaces B& puisque pour q > 1 , on a 
pq 

Ba c: Ba et pour tout e > O et tout q > 1 , on a B& £ c: B a 

p q poo P°° P q 

Au § 3.2 se produit la proposition qui fait tout marcher : 

si n € B 1 + ^ ^(TC1) , 0 < $ < l , p > l , [ n(6)d0 = O et si a est 

un nombre de type constant alors i l existe un unique 

ί 
ri 

Ό 

\p E C (TT ) vérifiant 

Ip(0)d0 = O et - tyoR = n . 

Nous nous servirons, pour démontrer 4.4, d'un certain nombre de lemmes 

sur les équations aux différences (i .e. § 3), comme les démonstrations sont les 

mêmes que celles de [lV,3] nous indiquons seulement les modifications qu' i l 

faut apporter par rapport à [IV, 3 et 4]. 

Le théorème de la courbe translatée en classe Besov pour les courbes 

translatées de nombre de rotation de type constant est démontrée en 4.4 et est 

presque la même que celle de [IV, 5.6] . 

Au § 5, nous démontrons le théorème local de conjugaison des difféo-

morphismes du cercle TT _1 à des rotations de nombres de rotation un nombre de 

type constant en classe B' 2+3 ,P ( 0 < 3 < 1 , p > l ) (l'analogue de [lV,4.2]). 

Le fait que les démonstrations sodmtpresque toujours les mêmes que 

celles de [iv] vient du fait que si on résout les équations aux différences finies 

(3.2, 3.6 et 3.8) si on part d'une donnée de classe B l+3,p sur TT 1 , pour a un 

nombre de type constant, alors la solution est de classe C .3 et de ce que nous 

avons uti l isé dans [ iv]. 

2. PRELIMINAIRES SUR LES ESPACES DE BESOV . 

2.1 On pose TT = 3R /ZZ et on note les translations de TT par R : 0 -+ 0 + a 

a € TT . Sur TT on met la mesure de Haar normalisée, notée par d0 . Dans la suite 

toutes les constantes dépendent de la dimension n de TT . 
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2.2 Si 1 < p.< +<» , on désigne par LP l'espace LP = LPCirn,d 0 ,JR) avec 
p 

la norme, si tp E L , 

lltpll = ([ |tp(0) | P d 0 ) 1 / p et ||(p|| œ = sup ess |tp(x)l. 
LP J-rf1 L X 

Soit y une mesure de Radon sur un espace localement compact X, 

tp : t € X ^tp(t) E B une application de X dans un espace de Banach B de norme 

notée || || . 

Si I lltp (t) || d |y |( t) < + 0 0 , alors tp est y-intégrable et on a : 
Jx 

II 
χ 

tp(t)dy(t)|| < ι 'X 
Il tp(t) Il d|y| (t) 

Nous l'appliquerons surtout ainsi : t p € L P , l < p < + ° ° et 

t € Ti?n— t̂po Rfc € Lp . 

2.3 Si r £ E , on désigne par W (TC ) l'espace de Sobolev des classes de 

fonctions tp G L (TC ) telles que toutes les dérivées partielles jusqu'à l'ordre 

r de tp (au sens des distributions) appartiennent à L . 

W (TC ) = LP et si r € U , r > 1 on peut identifier 

W ' (TT ) = {tp G C (TT ) , D tp est lipschitzienne} . 

On met sur JR , k £ K , la norme : si x = (x , . . . ,x, ), llxll = sup 
i 

l x i l . 

Si tp G W (TC ) , O < k < r , on désigne par D tp la dérivée k . ème 

de tp (si k > 1 , D k 
tp est une application k linéaire symétrique de (1R ) n. k dans 

JR à coefficients dans L ) et pour k = 0,Dtp = tp . (Dtp est bien symétrique 

puisque les dérivées au sens des distributions vérifient le théorème de Schwarz). 

Dn définit II D cp II 
LP 

= ( l 
Tn 

llDktp(x)||p dx) 1/P et il Dktp|| oo L 
= sup ess llD tp(x)H où 

Il D tp(a)|| désigne la norme au point x de la forme k-linéaire induite par la norme 

standard de (3R ) n k 
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Sur w r , P Cir n ) on met la norme 

llipll = sup IlD^pll 
w r ' P O < i < k L P 

l'espace w r 'P(TT n) est alors un espace de Banach. Pour 1 < p < +°°, l'espace 

C° (1Tn) est dense dans w r , P ( i r n ) pour sa topologie d'espace de Banach. (Cela 

suit en ut i l i sant les opérateurs d'approximations définis en 2.8 et 2.9). 

Si r > 1 et cp € w r ' PCir n) , alors on a la formule de Taylor 

cp 0 R = cp + . . . + r-1 
D Cp_ 
(r-1) ! 

( t r " 1 ) + ί 
1 

o 

(1 - s) r - 1 
Dr<p „ R s t ( t . . . . , t)ds 

si cp € C (TT ) . c 'est la formule de Taylor. 

Si cp € W ,P(1T ) avec 1 < p < + 0 0 par densité de C dans W , on 

interprète cette formule comme une égalité dans L et on interprète le dernier 

terme comme l ' intégration de la fonction continue : 

s € R + 
(1 - s) 

( r -1 ) ! D rtp o R s t ( t , . . . , t ) ds€L P 

(en ut i l isant 2.2). 

Si p = + 0 0 , c 'est une égalité vraie pour presque tout 6 € TT11 

et pour la démontrer on utilise le fait que toute fonction lipschitzienne sur un 

2R est presque partout derivable et , s i k = 1 , el le est absolument continue. 

2.4 Si cp € W 1 ' P(1T n), on a pour tout t € JRU 

* Il cp0 R - cpll < Il D (pli II t II. 
L p L p 

(Cela résulte immédiatement de 2.2 et 2.3 : 
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Il cp* R — cp II = Il 
Z LP J 

1 
o 

Dtp o R (t)da|| 

1 
rl 
O 

Il Dtpo Re+. (t)dsll 
I? 

ds < Il Dtp II 
LP Util ) 

Si 1 < p < +co , alors * implique que cp € W1 ,p(TT11) . (Voir [s , p.139]). 

Lemme : Si Φ € W1'P(TCn) et a € 3R* alors on a 

lllfitpll < ^(Hcp«R~- (poR~ll lai"1 + 39. L p 2 a a L p 

+ 11 sup 
o<t<i 

3cp 36 . i . R ~ + 
• ta 

9cp 36 . i » R - t i - 2 
3cp 
36. i 

-Il 
LP 

où a £ H et toutes les coordonnées de a sont nulles sauf la iême qui est égale à 

a. 

Démonstration : On écrit 

cp « R~ - cp + cp - cp o R ~ = 2a 
3cp 
3 9 i 

+ a 
C 

,3<P 
v39. i 

o R ~ + 
sa 

3_Ç£_ 
39./ 

R ~ - 2--sa 
3_Ç£_ 
39./ 

dt 

et donc 

2 lai II 3 cp 
30. i V 

< Il cp « R. - cp » R ~ Il + |a| a -a Lp J o 
3cp 
1er 

1 

R ~ + sa 
7kn 
3Θ. 

ι 

R ' 2 
-sa 

3çp 
39̂ ." LP 

ds. 
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2.5 Si 1 < p < + «> et cp̂ € LP, alors l'application t € TTn—>cp <, Rfc € LP 

est continue et a donc un module de continuité. 
g 

Si on choisit pour module de continuité t € 3R j . | t | , O < 8 < 1 , i l 

est naturel de généraliser les espaces C (TT ) , O < 8 < 1 , par 

Bß'P(1rn) = ( » 6 L P | sup IUp»Rt ' ""'if 
o<lltll ¡ ¡5 ' «"B .P < + ~ } · 

Il revient au même de dire que la fonction suivante 

t € TTn—ytpo Rt € LP 

est holdérienne d'exposant ß . 

Pour r £ W , on définit, s i O < 8 < 1 , 

r + 8 n Br P(TTn) = { cp € wr'PCirn) | chaque composante de Drcp € Br'PCirn)} . 

Avec la norme suivante Br+^'P est un espace de Banach 

LL(P,LBR+e,P=««>V,P+ iD^ie,P 

r II Drcp . R - Drtp|| 
où |D cp| = sup 5 Lp . 

P'P O < Util | |t | | P 

on a, s i o < 8 < i , Br + ̂ '̂ cir11) = cr+ 30irn) et on écri t II II II II 
Br+3'°° cr+^ 

1 1 ' e s 1 ' c e -

On convient que, s i r € U , alors Br,PCirn) s wr'PCirn) et II II s || || 
wr'p Br'p 

Remarques ; 1. En choisissant a = 1 dans 2 . , il en résulte que, si 0 < ß < l , 
alors tp glicoli + iDcpIrt est une norme sur B1+ '̂PCirn) équivalente à la 

Lp 3'P 
norme II II . Q . 

B1 3,P 
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Si 1 < p^ < p2 r alors on a 

3,P2 n 3 'P1 n B ^ (1Tn) c: B 1 (1Tn) et II II Q < Il II fl PfP, P/Po 

2. Si tp€B '̂P(TCn) , 0 < 3 < 1 , vérifie J tp(6)d6 = 0, alors on a 

11 Ρ * Ι ψ , β , ρ 

En effet, comme 

tp = J (tp - tp o Rt) dt , 

avec t= (t„ , , t ) et dt = dt« ® . . . ®dt , on obtient 
l n i n 

Htpll < [ Iltpc R -tpll dt TP J^n t p 

et le résultat suit . 
8 p n 

L'espace B (TC ) est l'espace de Besov, avec les notations de [BL] , 
B̂  (TCn) ou avec les notations de E. Stein AP'°° ; [s]). 

P°° 3 
r ,p 

Pour r € 3N , r > 1 , on définit B (TC ) par : l'espace des classes 
de fonctions tp € wr 1 ,P telles que Dr * tp> soit "smooth au sens de Zygmund" 

(i .e. si r = 1, sup ( Il tp 0 R + tp 0 R - 2tp|| / Il tll ) < + °° ) . 
O < Il t II Z - t LP 

2.6 Par 2.4 * et [iv,2.2.4], si tp € W1/P(TCn) et O < 3 < 1,alors 

1-3 3 
|tp|ft < 2 Htpll II D tpll 3,P P LP 

et, si O < 3X < 32 < 1 et 3 = (1 - X) 3X + X 32 avec O < X < 1, alors on a 

X X 
3,P 3i'p 32,P 

2.7 Proposition : Soient O < 3 < 1 et tp € B1+B'P(TCn) , alors on a 

llDtpll p < C|tp|^ |Dtp| * ^ 
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où C > O est constante. 

Si lDtpl0 = O , l 'inégalité est triviale puisque cp est constante. 
P,P 

Si |rxpl _ ^ O, on pose a = |cp|„ / lDcpl0 , on remplace et on 
P,P P,P P,P 

obtient 1'inégalité cherchée . 

2.8 Opérateurs d1 approximations (voir IV, 2.5 ). 

Soit n € C°°(3Rn) vérifiant 

supp(n) c {x| || x || < 1} 

n(-x) = n(x) 

nd) = i , si Hxii < j 

soit la transformée de Fourier de n : 

Φ(» = n e"27ri<5 >x>n(C)d? € tf(*n] 
J TP 

où <£,x> = E ±̂ x± ; et on pose, si t > 1, <Pt(x> = tn <P (tx) 

On définit pour \\) € L1 (TCn,nR) 

Sti[, = i/,*cpt= I ip(x-y) cpt(y)dy € ^(IT11 ) . 

Par la formule d'inversion de Fourier, on a, si k € Zn , 

Ste2iri<k'9> - n < - * > e — * > 

Sfĉ  est donc un polynôme trigonométrique de degré < n | t | . 
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2.9 On rappelle que l'on convient que, si r € U , B*(TTn) = Vir (TT*1) 

et || Il s II || 
Br'p wr'p 

Proposition : Si a,b sont des nombres réels > O, il existe des constantes 

C ne dépendant que de p et de sup([a], [b]) (où [a] est la partie entière de a) 

telles que l'on ai t , pour t > 1 et ip € Ba'PCirn) 
« i) lls.ipll . < C|| ipll , si b < a ; t Bb,p Ba,p — 

ii) IIS iH . < C tb"a|| tyll , si a < b ; 
* Bb'p Ba'p ~ 

i i i ) Il lp - II . < C tb " a II ty|| , si b < a ; t Bb,p Ba,p — 

n 
iv) IIS i|; || < C t p II tyH 

étant une constante dépendant de p. 

iV ) Il s II a < C tn>/p || t/, || où — + — = — et C est une constante 

t Lq p,q LP — q P p — p,q 
dépendant de p et q . 

Démonstration : Par l'inégalité de Young (ou par 2.2) on a, si b < a , 

ll<pt. n b/P < M «Pli ! Il*" a#p 
B L B 

d'où i) . 

Si b et a € 1 J , ii) résulte par dérivation de i) . 

Si b = a+k, k 6 ïï , ii) résulte par dérivation du cas précédent et de i) . 

Si a + k < b < a + k + l , en utilisant 2.7 on interpole la norme Bb,P entre 

ga+k,P et Ba+k+l,p < si b = 0 e t 0 < a < l f ii±) résulte de 

Stip-iJ> = n ( U ) - i)(x)) (p(y)dy 
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et on en conclut en util isant 2.2 

11 – φ II < c t a |ψ | 
t LP а,В 

Si a € M+ , on raisonne comme ci-dessus en utilisant la formule de Taylor. 
Si b € 1R+ , i i i ) suit par dérivation et par interpolation de 

Il ty- S tyll , entre B ^ ' P et Bd,P où d = Inf ([b] + l,a ) , en uti l isant 2.6. 
fc Bb'P 

iv) et iv') résultent de la formule de Young : 

iist*iiL<o<n<ptiiLp, 11*11 lP | + f - = 1 · 

l s t w l ' < " p t l 1 " l * l 1 p ' W - = 1 - W = Ï - -

2.10 Corollaire : Soit [a,b] c l+ , a < b . I l existe une constante C 

ne dépendant que de [b] et tel le que, si ty € Bb,PCirn) et O < À < 1 , alors 

on ait 

H *l M u Alu < C Il tyll 1 "X llty llX. y B(l-A)a + Xb,p r Ba,p Y fîb,p 

Démonstration : On écrit 

* = * - st^ + st ty 

et donc par 2.9 

'1*1' d x>a+>b » < c(t-x<b-a>i#i a o + t ( 1 - X ) ( b - a ) i * i . > 
B(l-A)a+Ab,p r fia,p r gb,p 

et on pose tib a* = Il ty II /II ty II . ( Il ty II . ŕ O , le cas contraire 
Ba,p Bb'P Bb,P 

étant t r iv ia l ) . a 
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2.11 Décomposition de lp € Ba'P(Tfn) , a > O, a € JR . 

On déf in i t , s i k ^ O, étant les opérateurs définis en 2 .8 , la 

décomposition de lp en blocs > q : 

Афк = [S к - S к-1]ф , s i к > 2 , 

Δψ„ = S-Ψ - Δψ 1 1 ο 

AipQ = f n iM6)dG -
J rrp 

On a, s i k > 1, par 2.8 : 

(T) supp( A^k) <= { v€ ZZn | 2k"2 < Il vil < 2k } . 

(2^) A ne dépend que lp - A ip^ (puisque S^C = C s i C € JR) 

(3 ) D(Atyk) = A(Dip)k . 

En appliquant 2.9 on a, en écrivant 

A k̂ = s^k ty - ty + ty - s k_1 ty , 

3 i a = r + 8 , r € J N , 0 < 8 < l et O < 8 ' < 8 : 

Ι Ι Δ ^ " Β Β · , ρ < 2 С | | ° Г * | 1 Е . . р 2 
(r+a- e*)k 
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On a aussi (en utilisant 2.9 i i i ) ) 

ΙΙθ(Δψκ)|| 33',Ρ 
<2C ||ϋΓψΙΙ Β3,Ρ 

2k(l - r - 3 + 6') 

2.12 En utilisant 2.4 * et 2.10 par la même démonstration que [IV , 2.6.3] 

en utilisant 2.5, on a : 

Proposition : Soit (Af ̂ ) ^ une suite de W1 ,P (Tf11) vérifiant pour un l > O et 

un O < g < 1 

(i) Il A f .11 n < il2_k3 
K LP 

(Ü) 41D A f.ll n < £2(1"6)k ; 

alors on a f = E Af € B3,P 
k > O k 

«'•BB.p< c 6 * 

où Cp > O est une constante ne dépendant que de $ > O . 

2.13 II en résulte par dérivation (en utilisant 2.9 i i) (i .e. l ' inégalité 

de Bernstein) : 

Corollaire : Soient r £ U , 0 < 3 < l et une suite (Atyk)k > 1 de polynômes  

trigonomètriques vérifiant 

supp( A^k) c { v € Zn ! 2k"2 < Il v ll< 2k} 

HA ty. Il < £2"(r+ 3)k 
* LP 
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pour un £ > O, alors 

ty = £ Aty € Br+3'P 
k > 1 

et on a 

II ψ II 0 < с 0 £ 

2.14 Corollaire : Soit b > — , b - — ^ N , alors on a p p 

Bb,p(irn) c c p( irn) . 

Démonstration : Soit € Bb'PCITn) et (A\p ^) ̂  > q la décomposition de 2.11, 

par 2.8 et 2.9 (iv) on a 

S AIJJ = A û k+1 k k 
2 

et donc 

*a -k<b-£> 
Il A ^ Il ^ < C 2P iiA*kn^p< c 2 P I I * 1 1 ^ ^ 

et on conclut par 2.13 

Remarque : Par la même démonstration (en ut i l i sant 2.9 iv ·) on a, s i b > — 

i + I - i . b - n / p e w, Bb'p(irn) c Bb P 'q(irn) . 

2.15 Si_ • et » € L fl B 'P(1Tn) (O < 6 < 1) alors on a 

l ^ l 6 , p < l " " , l L » l<PlB,p +"*l l I i - l*le .p · 
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( I l suff i t d 'écr i re (tycp) o Rfc - tycp = tyo ^ ( (po _ cp) + (p ( ty « Rfc - ty ) ) . 

2.16 Soient O < 3 < 1 , (P € C^(Trn) e t ty € B3'P(Tfn) alors on a 

Ιψ.ψΙ < Пф II |ψ I + Ц ψ Ц' ^ |ф| œ ρ,ρ С ° Ρ , Ρ LP 3,°° 

2.17 Soient O < 3 < 1, cp€ C1+e(Tŕn) , ty€ B1 + e'P(TTn) alors 

tptye B1+e'P(Trn) e t on a 

ΙΙψ-ФІІ < С(ІІф II . ß II ф II + II ФІІ II ψ II 1 . ) 
В1+Є,Р c1+3 LP c° B1+ß 'P 

où C est une constante. 

Démonstration : On applique 2.16 à 

Ә 
ӘӨ. і ( . ) = Ψ Э ф 

ӘӨ. і + ф 
Эф 
ӘӨ 

et donc 

|0(ψ.Ψ)ΐΒ>ρ < ц φ ц 1+е ц ψιι р + ιιψιι &iī> Пф,, ί + ||ф п οΐιψ„ i+e>p + 
С L В С С В 

+ Hcpll g II D tyll 
cp LP 

Si λ = 3 /(1 + 3), par 2.d0, on a : 
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n *n 3(P n * n j < Cln* u 1 ; * II*II\+6,p « «pli AQH « " 'V+E = 
B C L B C C 

- V I * » I «PII I+B)1 ' ACB 1+fJ,pH«pH Q )Â 

ll<P"cB "D*"LP * S(lllpllco 11 * ' ^ î W * (LL(P|lci+6 « <M p )X 

où Ĉ  > O est une constante. 

En remplaçant la moyenne géométrique par la moyenne arithmétique, on 

obtient en u t i l i san t la remarque de 2.5 

H^11 1+R n < c9(llcp|| Il ip 11 +|| cp II II ip II + llcpll Il ip II ) b1+3,P 2 co Lp co Bl+3,P cl+6 LP 

C2 étant une constante. Ceci démontre le résul ta t . • 

2.18 Si ip et cp € B '̂2p(Tfn) (O < 3 < 1 ) alors on 

'••«"B,p <»*'l2p1*1 «,2p + ^ ' B ^ p 1 1 ^ 2p '· 
L LJ 

s i cp € B 1 (irn) et lp G B ^2 (1Tn) avec — + — = — alors 
— — qx q2 P — 

lip cpl 3 p < llip II ^ lep I + I i|/ | ^ g II cp II g . 

( i l suffit d 'écrire (cpip )o - cp*p = ip o R^ ( cp - cp o Rfc) + cp ( lp © Rfc - lp ) et 

d'appliquer l ' inégal i té de Hôlder , chap. V, 2.3 et 2.4). 
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2.19 Proposition : Soient 0 < 8 < l , p ^ l , il existe une constante C (dépen 

dant de 8 est p) tel le que pour tout difféomorphisme f de Tfn de classe et 

cp € B ,̂P(1Tn) alors cp o f € B3'PC!rn) et on a 

Il cp o f II 0 < clkp n 0 II det Df 1H II Df II 3 
B3'P B3,P L L°° 

Démonstration : On décompose, comme en 2.11, cp en blocs (Acp ^) > q . On a 

IIAcp II < C 2~k3ll cpll 0 
K LP B3'P 

et 
IlDAcp II ^ < C 2k(1 3)||cp || Q 

K LP B3'P 

En utilisant la formule de changement de variable, il suffit d'appliquer 2.12 à 

(Acp̂ o f)^>0 · l ' inégalité nous renvoyons à la démonstration [ IV, 2.6.3]. 

(Cela résulte aussi de la théorie de l'interpolation, ce qui est la même chose que 

ce que nous venons de faire !) • 

2.20 Corollaire : Soient O < $ < 1 et p > 1 , il existe une constante C > O 

tel le que pour tout- dif féomorphisme de classe C*+ 3 ,f , et cp € B1+3'P(irn) alors 

cp 0 f € B1+3,P(lTn) et on a 

^ »n i+R « < c i+ft o lldet Df"l!l oo(l|Df|1 a + llDfll1""3 ). Bi+8,P BI+8,P L<x> c8 co 

Démonstration : Par un argument de densité, on vérifie que la matrice dérivée 

de D( cp0 f) = Dcpo f Df € LP et i l suffit d'appliquer 2.16 et 2.19 . • 
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2 . 2 1 Traces : On se donne O < 8 < 1 , p > 1 . On éc r i t TI?n = TT1 x TTn 1 

0 = (x,y) € TT1 x TT11"1 . 

Nous allons définir l 'opérateur trace 

Tr y : B1 + 3 + t 'P (TT") - B ^ ' V 1 ) 
{o} xirn 1 

qui prolonge l 'opérateur (on éc r i t aussi Tr pour Tr pour alléger) 
{o}xTTn"1 

oo JI 
Tr(cp) = cp . , s i cp € C (TT ) |x=o 

(si 1 + 3 + — £ H on convient que B1+3+ P 'P(Tfn) = W1+3+ P ' P(TTn)) . 
P 

Proposition : Il existe une constante C et un opérateur 

Tr {o} xTTn_1 : B 
B1+6+ p'P(arn ^ ^ p ^ n - l , 

vérif iant 

Il Tr 
;0}xTrn-1 

«p)ll 
BI+3,P 

< c II cp II 
Bi+3+ 1_ 

P 

Démonstration : Elle résulte de la théorie de l ' in terpolat ion [BL]. On peut 

(ce qui revient au même) procéder directement ainsi : 

Par 2 . 1 1 , on décompose cp € B1 + 3+ p'P(TTn) en bloc ^C^JC^JC>0 * 

Par 2 .9 , i v ) appliqué à la variable x 

k 

11 A V 'y) 11 oo i < ci 2P IIAcp ( ,y)ll , 
K L (TT1) 1 K L (TT ) 

d'où en intégrant 
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IIAipk(0,y)|| 
IIAipk(0,y)|| 

< C 2 
R+ -II ΔψκΙΙ 

LP(Trn) 

C 2* 2 P II Φ II -(1 + R+ -) 
P 2 p II (par 2.11) 

et étant des constantes. 

Par 2.8, Acp̂  est un polynôme trigonométrique de degré < n2 et 

donc en appliquant 2.9 i i ) à S k+1 ^°,y* ̂  = A<Pk(0,y), on a, s i r € U , 

HA cp. (O, ) Il 
W (TT ) 

< c,2 
(r+i)k -(1 + R+ -) 

P 2 p II (r+i)k -(1 + R+ -) 
P 2 p II 

Pour conclure on définit 

Trcp = E A cp (O, ) 
k >o 

et on a Tr cp € B1+3,p(Tfn 1) (ce qui résulte de 2.12). L'inégalité résulte 

aussi de 2.12. • 

2.22 Proposition : Soient 0 < $ < l , p > l . Il existe une constante C > O 

telle que si cp € B1 + 3+1 ̂ P ,P (TT2 ) et ijj 6 C1+̂ (TT1) alors la fonction 

cp ( ,tp) € B1+3'P(Tr1) et on a 

LLTP( ' " " V + ^ p , ^ < CLLLP V + B + I / P , ? , ^ . a i D * i ^ + iiD*ii > 
B (TT ) B (TT ) C C 

Démonstration : Soit f : Tf -» TT , f l Ô ^ 0^ = ( 8 ^ 92 +1)1(8^). Comme 
1+8- — 2 cp € C p p (TT ) on a : 

cp( ,ip) = cpQ f _ = Tr (cp0 f) 
|U2 " ° TT x { O } 
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Comme f est un difféomorphisme la proposition résulte de 2.20 et 2.21. • 

2.23 Proposition : Soit a > 1/p, a € JR alors Ba,P(ir1) est une algèbre topo-

logique pour la multiplication des fonctions et on a si ty et cp G Ba,P(TT ) 

Il cp tyll < C Hcpll lltyll où̂  C est une constante dépendant de a. 
Ba,p Ba,P Ba,P 

Démonstration : Comme Ba,P('ir1 ) c: c°(TT*) (cf. 2.14), pour 1/p < a < 1, 

on uti l ise 2.15. Si 1 < a < 2 , on vérifie (par argument de densité si 

1 < a < 2 , et directement, si p = + oo) qUe si cp G W*'P(Tf*) 

(T) D(lP-ty) = tyDcp + cpDty . 

Puis, on applique 2.16, en utilisant que Ba'P(TT*) c c& *̂ P(TT*) . 

Si a > 2, on raisonne par récurrence sur [a] en utilisant (jT) . • 

2.24 Proposition : Soit a > 1/p, si cp G Ba,P(ir1) , cp > O alors — G Ba'P(TT1) 

Démonstration : Si — < a < 1 , on écrit P 

1 1 -1 — ° R - — = (<p-cp° R)(cp cp°R) cp t cp t t 

et donc 

-1 -1 2 
|tp 'a.p < l<pla,p 11 * "^o 
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Si 1 < a < 2 , on vérifie que 

2 D 
-2 

= - D tp <P 

et on util ise 2.23. 

Si a > 2, on raisonne par récurrence sur [a] en utilisant (^). 

2.25 Soit a > 1 + 1_ 
P 

et 

Da,P('ir1) = {f € Diff^(JR) I f = Id + tp , tp € Ba,PClT1)} . 

On écrit Da'°° (TC1) = D T̂C1) , si a f. 3ST *, notation introduite dans ([H], [iv] , . • ) 

On a 

Da,P(TC ) c: D 
1 

a 
P 

(TC1) , si a -
P e nn 

et 

a,p .1 1 1 D (TC ) c D (TC ) 

où si a 6 H U {oo}. 

Da(TC1) = {f G Diffa(lR) I f = Id +tp, tp € C^TC1)} 

2.26 Proposition : Soit a > 1 + 1/p . S i tp € Ba,P(TC1) et f € Da,P(TC1) alors  

on a tp 0 f G Ba ,P (TC1) . 

Démonstration : Si 1 < a < 3, on applique 2.19 et 2.20, si a > 3, on raisonne 

par récurrence sur [a] en utilisant 

D(tpof) =Dtp0fDf 
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et 2.23 . • 

2.27 Proposition : Soit a > 1 + — , alors Da'P(1T1) est un groupe. 

- a, p 1 
Demonstration : Si f et g t D (Tf ) on a 

D(f o g) = Df o g Dg 

et il suffit d 'u t i l i se r 2.26 et 2.23 pour conclure que f o g € D (Tf ) . 

Si f G Da'P(Tf1) c D1(Tf1) et on a D(f_1) = 1/Df o f"1 et il suffit 

d 'u t i l i se r 2.24 et 2.26 pour conclure que f * € Da,P(Tf*) . • 

2.28 Proposition : Soit f £ D2+3,P(Tf1) (O < 3 < D alors Log Df £ B ^ ' ^ T f 1 ) 

et on a 

I DLog Df I < I D2f I 0 llDfll û||l/DfH2 
3,P ß,p CB C° 

|Df|| _< C(|D2f| + 1) 
Cß 3,P 

où C > O est une constante. 

Démonstration : On vérifie que Log Df £ W1,P(Tf1) avec 

2 
DLog Df = D f/Df 

On applique 2.16, d'où 

I D Log Df I < |D2f I II 1/Df|| 
3,P 3 ,p C*5 
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On a 

||l/Dfll a < Il Df II a IU/Df II 2 
c c6 c° 

et par 2.14 

|Df - 11 ft < C |D2fI 
c 1 B3'P 

2.29 Proposition : Si a > ~ , alors Ba'P(TT2) est une algèbre topologique pour 

la multiplication des fonctions et on a s i cp et ty € Ba,PCir2 ) 

ΙΙψψΙΙ < С II φ II Ц ψ Ц 
Ba,p Ba,p 

où C > O est une constante dépendant de a. 

Démonstration : Si 2/p < 1, la même démonstration que 2.23 convient . 

Si 2/p > 1 on vérifie, en ut i l isant que Ba,PCir2) c C°Cir2) que 

3 ΙΙψψΙΙ < С II φ II Ц ψ Ц 

Si 1 < 2/ρ < a < 2 , par 2.18 on a 

ІФ οψ| <ΙΙφΙΙ |ϋψ| + |φ| II D φ II 
a-l,p °° r a - l , p a - 1 ,qį Ύ  

1 ^ 1 1 о · _ 2 ι 1 1 1 2 2 ι 1 1 1 + = — . Soient — = 1 , — + — = — , — = 1 , — + — = — 
qi q2 p pi pi P p2 Р ч2 P2 P 
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a-1 Q 2 a_1-(p " 1) '<Ï2 ^ 
Par la remarque de 2.14, on a cp € B 1 (Tf ) , Dip G B c: L 

et il suit que cpDip € B& * ,P . On a de même ipDcp G B& 1'P et donc 

cpip G Ba,p(ir2) . 2 2 
Si 2 < a < 3 , on considère D (cp$ on a des termes ipD cp et 

cpD ip qu'on majore en utilisant 2.16 et 2.14. On a aussi le symétrisé de Dcp .Dip 

qu'on majore en utilisant 2.18 et la remarque de 2.14 : 

p '2p a-2,2p Dcp G B P C B ' P 

si a > 3 , on raisonne par récurrence sur [a] en utilisant (T) . 

2.30 Proposition : Soient a > — et x G TT A(x) G GL(k,2R). k G 3U , une matrice p — 
à coefficients dans Ba'P(TfS alors la matrice A 1 a ses coefficients dans Ba'PC3r2). 

La démonstration pour k = 1 est analogue à celle de 2.24 et 2.29 (en 

utilisant 2.29). Si k > 2 on se ramène au cas k = 1 en utilisant 2.29 en exprimant 

A * grâce aux cofacteurs . . . • 

2.31 Soit a > 1 + — (on a l < 1 + — < 3). On pose 

Diffa'P(ir2) = {f G Diff1(1T2) |Df G Ba"1,P} où Diff1(TT2) est le groupe des 

difféomorphismes de classe C de TT . 

En utilisant 2.29, 2.30, 2.19 et 2.20 par une démonstration analogue 

à celle de 2.26, 2.27 et 2.29 (si — > 1) on montre que Diffa,P(TT2) est un groupe. 
On définit si U c ]Rn est un ouvert les espaces B̂ Q̂ (U) ainsi : 

cp G B_ , si pour toute fonction n G C dont le support est compact, conte-loc 

nu dans U et de diamètre < 1/4, alors la "fonction" obtenue par prolongement 

Zn- périodique de n.cp est dans Ba,PCITn) ( cp étant une fonction mesurable 

Lebesgue). 

I l suit du fait que Diffa,P(TT2) est un groupe que le théorème des 

fonctions implicites est valable pour les espaces Ba,P 
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Soit f : (3R2,0) -* (M2,0) , f G B?'P (a > 1 + -) vérifiant f (O) = 0, 
loc p 

det(Df(0)) ^ 0 , alors l 'application réciproque,au voisinage de 0f vérifie 
f"1 € Ba'p . 

loc 
3. EQUATIONS AUX DIFFERENCES EN CLASSE DE BESOV. 

3.1 Dans la suite a est un nombre de type constant de constante de 

Markov y : 

Inf q2 | a - — I = y > 0 . 
q > 1 q 

Par Dirichlet, on a y < 1. Si a G 1R+ , on pose ca(Tf*) = {tp G C^TT1) , 

f cp(0)d6 = O }. 
J0 

3.2 Proposition : Soient p > l , 0 < 8 < l , il existe une constante C >.0 dépen 

dant seulement de 8 et p telle que pour T] € B**^'^ (TT* ) , r G U* vérifiant 

J l r-1+8 1 

n(0)d6 = 0 alors il existe un unique cp G C (TT ) vérifiant 
0 — ° 

cp - cp o Ra = n 
et de plus on a 

lDr-\pl ^ l ^ ' ^ I o œ < c y"1 |Drn| . 
P P/°° p,p 

Démonstration : On décompose n en blocs comme 2.11, puis on ut i l i se [IV, 

3.8.3 remarque 1 ] et 2.5, remarque 2. • 

On a par la même démonstration que [IV, 3.9] : 

3.3 Proposition : On suppose que À G 1R+ , pour tout T] G Br+&P (r̂ .1), r G 3N* 

0 < 8 < l , p > l , vérifiant 0 = n(6)d0 il existe un unique 
J 0 — 1 r—1+ 6 1 L , n = cp. G C (TT ) vérifiant 

Ot , A A O 

n - X«VRa • n 
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et on a 

sup |Dr_1 tp | < C1 Y"1 |Drnl R 
XG 3R+ X 3 3'P 

où C' est une constante dépendant de 8 et p mais indépendante de a et X 

°° 1 
3.4 Proposition : On se» donne a G C (TC), a > O , O < p* < 1, p > 1, i l 
existe 6 >0 et une constante C > 0 telles que si n G B1+3,P(TC1) , sî  O est 
une mesure de probabilité sur TC1 et si a vérifie II a - lll . , 0< 6 Y alors i l 1+ p o 

oo i u existe d'uniques lp G C (TC ) et V 6 1 tels que l'on ait : 

lp - a ip o R =rj+v 

f ^ ip da = O 

et on a 

llipll fi+ Ivl < C Y"1 (Y"1 Ha - 1|| Il nll „ + Il nll 1+ft > · 
c6 c 3 Lp B1+e'p 

La démonstration est la même que celle de [IV, 3.15] en utilisant 3.3, 2.17 et le 

fait que 

Il II Br+8,P < Il II Q cr+8 

Sous les mêmes hypothèses qu'en 3.4 et par la même démonstration que [IV, 3.16] en 

utilisant les remarque ci-dessus on a : 
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3.5 Proposition : Il existe ô > O te l que si 

l la- l l ic l+6<ôY 

alors la fonction ty de 3.4 vérifie : 

HDtyH a < C Y"1(y"1lla- lll . 0 (Il Dn Si + ôylltyll ) + P +̂ B P O c c p ir c 

+ llDa|lci+ell*"co + B"iiB2+(jfP). 

3.6 Proposition : On se donne 0< 8 < 1 , P > 1, alors il existe ô > O, 
1+G 1 

c2 > ° te l le que si a Ç C (Tf ) vérifie. 

Ha- lll q <yô. 
c1+3 

si Q est une mesure de probabilité de Tf* et si n GB*+̂  'P (Tf1 ) alors il existe 

d"uniques "1(y"1lla- ll vérifiant 
1 ipdO = O et v € 3R te l que l'on a i t 

ty-aty0Ra = n + v 

et de plus on a : 

11*1 cB • IvI < c2 y"1 lin II el+e>p . 

La démonstration est la ms me que celle de [IV , 3.17] en ut i l isant les mêmes 

remarques qu'en 3.4 et 3.5 à cette différence près qu'on décompose n € B1+ ,̂P(TT1 ) 
j-l N-l 

en ut i l isant 2.10, en bloc ^j^jç ^ Q , AriQ = n(9)d8 , nN = £ Ank ' 

n = £ An, avec les inégalités si k > O, N > 1 et O < 3' < 3 (cf. 2.9 
k>0 K 

et 2.10) en supposant que II nll 1+g p = Y : 
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IIAnll < c 2~k(1 + 6)Y 
k Lp 

IIΔ η II Β1+β·,Ρ < с- 2-k(ß- & \ 

II Δ nk II B2 + B\p 
< c - 2k<1- ( ß - Є ' \ 

© "V 'Bl+ß. ,p < C-Y 

ln-iB2*B-.P « c.2"« « 8 " B ' ) ) Y 

où C est une constante dépendant seulement de 3 , 3' et de p. 

3.7 Par [IV , 4.2] i l existe G2+g > ° <° < B<1) et C2+ft > O tel le que 

ài f 6 3(TT* ) et vérifie : 

0 11 f ^ 2 + 6 ^ 2 + 6 * 

et p (f) = a, alors 

f = h"1 _ R 0 h avec un uniaue h £ D1+3(1T1) , h(0) = 0 

et on a 

lih - idii 1+ß < 1_ 
2 

llh-Idllcl+B<C2+B ï~1|lf-Ra"c2+e 

On suppose que f vérifie (±) . Par 2.19, si n € B1+^'P(ir1) , alors on a 

@ llrl° h±1|lDi+e,P < CIIT1V+B.P 
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où C est une constante dépendante seulement de p et B 
1 + 6 1 

On se donne a € C (Tf ) (a > O) vérifiant 

ce qui implique, si <50 > O est assez petit , P,P 

Ha o h - lll 4j_Q < yô 
c1+3 

où ô est le nombre de 3.6 (dépendant de p > 1 et O < B < 1). 

3.8 Proposition : Sous les hypothèses ci-dessus, si n € B* + 3,PCir*) (p > 1) 
8 1 

alors il existe un unique lp € C (Tf ) et V 6 I vérifiant 

lp - a lp o f = n + v 

et de plus on a 

Il i|; Il R + Ivl < cy"1 || n II 14_R ^ 

où C > O est une constante dépendant seulement de 3 et p > 1 . 

La démonstration est la même que celle [IV,4.10] en uti l isant 3.6 et 

" - V E ' 6 T W 1/2 

i i 
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4. THEOREME DE LA COURBE TRANSLATEE EN CLASSE BESOV 

4.1 On se donne 

F : TT1 x ]R f Tľ1 x TR 

F (0 ,r) = ( 9 + r + a , r + tp(0 ,r) ) où a est un nombre de type constant de 

constante de Markov y et tp € B3+̂  + 1/p,P (Tf2 ) o ù p > l , 0 < 3 < l - ^ . 

4.2 Pour voir, que le théorème du § 4.4 implique le théorème des courbes 
1 1 invariantes pour les plongements de Tf x [- ô , ô] dans Tf x 1R qui ont la 

propriété d'intersection et qui sont dans € B3+ ̂  +1/P' dfs et assez voisin d'un 

difféomorphisme complètement intégrable T^, T1(0,r) = T^(0,r) = (0 + t(r) +a , r ) , 

t € B3+ ^ +1/P'P ÉË. ^ q et t(0) = O , nous renvoyons à la réduction de [lV.5.3]. loc dr 
Cette réduction n 'uti l ise que le théorème des fonctions implicites, qui est, 

par 2.31 et 2.14. valable en classe B3+^ +^/P'P et on se ramène facilement au 
loc 

cas où tp € B3+ ^ +1/P'P (-ni2) et ia continuité de courbe translatée (i .e. l'inéga
lité de 4.4). 

4.3 Puisque, si p > 1, on a 

3+ 8 +i/p, 2 „3+ 8 +i/p,p/fm2, 3-i/p+8/fm2 x 
C M ť (Tľ ) c B f r >r (TT ) c: C (TT ) 

(cf. 2.14) avec la notation pour p = + <» , 

B3+P'°° _ c3+ 8 

si - 1/p + 8 < O, alors B3+ ^+l/p#P,^2 ^ ne contient pas et n'est pas contenu 
3 2 dans C (TT ) . 
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On a B3+3+1/p'PClT2) cz C2+B(TT2) puisque 3 - l / p + 3 > 2 + 3 . 

Le théorème suivant généralise [IV, 5.6] mais est différent du résultat du 

chapitre V. 

En effet, si - l /p+$<0 , l'espace B3+3+1//p,P(TT2) ne contient, ni 

n'est contenu dans C (TT ) . Le résultat qui généraliserait le chapitre V, c'est 
que le corollaire [v.7.10]reste valable si on remplace la classe C3 par B3+^P 

(avec les notations de [BL]). Cela résulte de la même démonstration qu'au 

chapitre v, en utilisant 6.8.1, remarque 6, et en montrant que 2.31 reste 

valable en classe Bp^^QC ên utilisant par exemple la théorie de l'interpolation). 

4.4 On suppose que a est nombre de type constant de constante de Markov y . 

Théorème : Soient 0< 3 < 1/ P> 1· I l existe des constantes Ĉ  et Ĉ  ne 

dépendant que de 3 et p telle que si F(6,r) = (8 + r + a,r + cp(9,r)) avec 

cp € B3+ 3 + 1/,p,pCir2 ) vérifie II cp M _ D . . < C y2 alors il existe une 
BJ+p+i/p,p 1 

courbe C, graphe de i|) 6 C (Tf ) translatée par F de X G JR ( i .e. L_̂ oF(C) = C 

où_L, (9,r) = (8,r+A)) et telle que l'on ait 

II Ψ II Cb2sz + I λ I < с γ \\φ II вЗЧ-В +1/ρ,ρ 

p (L_̂  © F| C) = a. 

Remarque : Je ne connais pas d'exemples montrant que le facteur 1/p dans 
3+ 8 + I / P , P 

B est nécessaire bien que cela soit probablement le cas. 

Démonstration : La démonstration est presque la même que celle [IV,5.6] , 

démonstration que nous allons reproduire. Soit O < £ < \ ' 

K2+ 3 = {f = Id + a+ ip € D2+ ^Tf1) I p (f) = a , |D2 ip| _ < ey}. L'ensemble K2+ 3 
£ p e 

est compact métrisable pour la C -topologie car i l est homéomorphe à l'ensemble 
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{lp € C d̂T ) | |D i|/|R < ey} compact convexe pour la C -topologie (cf.[lV,2.9]) 
2+8 

L'ensemble K£ a la propriété du point fixe pour les applications continues : 
2+ 6 2+8 

toute application continue $ : K£ —• K£ a un point fixe par le théorème 
de Schauder-Tychonoff. 

On suppose que e < eo.oet donc 3.7 s'applique. On suppose que 2+p 

»«P«b3+B+ i / P , P < E " Y2 ' E* > 0 

L'équation fonctionnelle qu'on doit résoudre est : 

® i P o f - i p = c p ( , i M - À 

avec f = ld + ip + a , p ( f ) = a , ( i . e . pour tout 0 € TT1 

i|i(f (6)) - lp (6) = cp(0, i[>(9)) - X ) 

2+R 
et on cherche f € K£ 

On dérive (T), 2 fois par rapport à 0 ( tp € B3+^+1/ 'P 'P C: C2+ ^ ), d'où 

D2lp o f (Df)2 -D2lp A"1 = B2 

avec : 

D2i|; 0 f (Df)2 = (D24>) Q f (Df)2 

A = (1 - DIJJ o f + (Pro G) * (qu'on suppose inversible) 

B2 = ^00 ° G + 2 ^0 r ° ° + Prr °G (D )̂2 

2 2 

'"ee ~ afl1" ' r T ' P G<o>-<e, •«)> 
3r 

On a donc 
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2 2 aDty0f Dty =H2 (tp,ty) 

avec H2(<p,ty ) = AB2 , a = A (Df ) 2 . 

Si e et e ' sont assez pe t i t s , on peut supposer 

2 Il a - 1 II 1+ß < γδ 
β,Ρ < 

2 

où ô- est défini en 3.8. La fonction A est donc inversible. 8,P 

Par 2.20, tpûQ o G, tp. o G, tp o G € B1 + ^(Tf1) . 
t)o Dr rr 

Par 2.22, H(tp,ty) G B1+ '̂P(Tf1) , et s i (?) est vérifiée, on a par 2.17 et 2.22, 

l |Hi^> 11 l + e,p<ClUp" 3+f5+1/p,p 
В В 

où C > O est une constante. 

Par 3.8, il existe un unique ty € C2+ ̂  et V € JR vérifiant 

(?) aD2|of - D2ty = H2(tp,ty) + V 

et 

Ө II D^ll 
с* 

< C2 II φ II ß3+ß+ l/p,p 

où C2 est une constante. 
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Si e et e ' sont assez pet i ts (e doit vérifier (T) et e < e2+g) 

2+R 2+8 
on définit $ : K p » > K te l le que si f = Id + ty + a alors 

$(f) = Id + ty + a +(AA (ty) a) 

où X̂  (ty) est l'unique nombre te l p ( $ (f ) ) = a et ty vérifie (3) 

(cf.[iv,2.9] , en ut i l isant |X (ty) - al < Il tyll , i . e . [iv, 2.9.6], et (7) . 
a co 

Par unicité, l 'application <& : K2+ ^\ yK^+^ est continue pour la 

C -topologie. L'application $ a donc un point fixe f par le théorème de 

Schauder-Tychonoff d'où : 

D2( ty o f - tp( ,ty)) = A_1v 

En intégrant par rapport à la mesure de Lebesgue, on a V = O. D'où 

tyo f - ty =cp( ,ty) - X . 

On intègre par rapport à l'unique mesure de probabilité invariante par f(mod 1) 

sur Tf* , d'où 

λ = f φ(θ, ψ (θ)) d у (θ) , 
•' ΊΓ 

et 

IXI < llcp II 
c Cir ) 

l 'autre inégalité résulte de ( J ) 
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5. COMPLEMENT : THEOREME LOCAL DE CONJUGAISON DES DIFFEOMORPHISMES DU CERCLE  

EN CLASSE B2+3,P, O < 3 , ET p > 1 . 

5.1 On se donne p > l et O < 3 < ! - Soit D2+3 ,P (TT* ) le sous-groupe de 

D*(Tf* ) défini en 2.25. On suppose que a est un nombre de type constant ayant pour 

constante de Markov y . On rappelle que l'on a 

2+3 ,°° 1. 2+3, lx D (TT ) = D (Tf ) . 

La proposition suivante généralise [IV, 4.2]. 

Proposition : I l existe e > O dépendant de 3 et de p > 1, (mais pas de a ni v) 
tel que si f G D2+3,P(TfS vérifie || f - R || _ 0 < ey et p(f) = a alors A 2+$,p 

-1 1 + 8.00 1 f = h o Ra o h avec h € D P ' ( T f ) , h ( 0 ) = O . 

On a de plus l 'inégalité 

11 h - Idil < r γ 1 lif - R II . . 
cl+ß 2 α ß2+ß,p 

où > О est une constante. 

Esquisse de démonstration ; Soit l'ensemble convexe 

K1+3= {h € D^Cir1) I h(0) = O, llh-Id|| 
c!+6 

< 1_ 
2 }. 

Avec C -topologie K est compacte, convexe, métrisable et on construit comme 

dans [IV, 4.2] une application 0 : K —> K1 + ^ continue pour la C1-topolo

gie qui a donc, par la théorème de Schauder-Tychonoff, un point fixe et par la 

même démonstration que celle de [IV, 4.2] ce point fixe h donne le résultat. 
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Nous allons indiquer les petites différences avec [IV, 4.2] pour la 

construction de l'application $. 

On ut i l i se que (cf. 2.14) : 

DEPÓIT1) C D2*8-1^ ' - (1Г1) S D 2 ^ - 1 ^ ^ 1 ) . 

1 + 8 
Si h € K , alors par 2.20 et 2.28 

(Log Df)0 h G B ^ ^ t T r 1 ) 

et si e y < 1/2 alors II Df - lll < 1/2 et on a l ' inégali té 
C 

llD((LogDf)e h)ll ß <Cİ | f -Rİ I л gP,P і ot B-¿+p,p 

où Cj > O est une constante. 
r1 

Si X(f,h) = ļ (Log Df) o h d6 , alors par 3.2 il existe un unique 8 1 
G C (TT ) vérifiant 

í φ(θ)άθ = О, 
• 

( + ) (Log Df) o h + X(f,h) - cp o Cp 

et on a de plus, par 3.2 , 

ll(p"c3 < C Y 1 llD<L°9Df · h)llBB,P < cic2 Y 1|lf-Ra"B2+6,P 

Le reste de la construction de $ et de la démonstration est identique à celle 

[IV , 4.2]. • 
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Remarque : On peut aussi montrer ce résultat par un argument de densité 

analogue à [IV, 4.9] (i .e. densité de D°°(TTS dans D 2 + p ' P pour la W 2 ' P topologie). 
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CHAPITRE VII 

CALCUL DES CONSTANTES INTERVENANT DANS LE THÉORÈME DE 

LA COURBE TRANSLATÉE POUR UN NOMBRE DE ROTATION DE TYPE CONSTANT* 

Plan 

1. Introduction. 

2. Notations. 

3. Rappels sur les espaces de Sobolev. 

4. Les difféomorphismes du cercle et la fonction nombre de rotation. 

5. Espaces de Sobolev et composition. 

6. Espaces de Sobolev et compacité. 

7. Inégalités. 

8. Nombres de type constant et équations aux différences à coefficients 

constants. 

9. Equations aux différences à coefficients variables. 

10. Théorème local de conjugaison. 

11. Constantes explicites pour le théorème de la courbe translatée. 

12. Constantes explicites pour (f+ f-1)/2. 

13. Cas où la torsion est différente de 1 et généralisations. 

*La démonstration du théorème des courbes translatées que nous donnons ici est 
celle que nous avons exposée en séminaire aux Houches ainsi qu'à l'IMPA en 1981. 
Dans ce chapitre, nous calculons toutes les constantes. 
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1. INTRODUCTION. 

Nous nous proposons de calculer explicitement les constantes intervenant dans 

le théorème des courbes translatées (théorème 11.3) dans le cas d'un nombre de 

rotation a de type constant ayant une constante de Markov y = inf q |qa -p | . 

Soit F : Ag •+ Tf x]R, où ô>0, A^sJ-ô ,ô [x]R , un plongement de classe C de 

la forme : 

(T) F(0,r) = (9 + r + cx , r + cp(6,r)) 

Si Hcpll , <c y alors F translate une courbe C qui est le graphe dfune fonction 
c < V 

ty de W ' (Tf ) telle que le nombre de rotation de Id + ty + a est a. Nous donnons en 

11.11 des valeurs explicites de c qui dépendent dey (et d'autres variables a, ô, cp)· 

Une valeur qui convient dans tous les cas où ô > y est c = 5,04 (voir 11.11, 4). 

Nos résultats améliorent considérablement ceux obtenus par H. Riïssmann [R] 

dans le cas où a est de type constant. 

Pour des difféomorphismes de la forme particulière : 

(ľ) Ғ(Ө,г) = (Ө + г + α , г + ср(Ө+г)) 

où ( p € W ^ , 2 C i r S vérifie | cp(6)de = 0 et où a est le nombre d'or : a = *+9 , on 

obtient en 12.5 le résultat suivant : 

(?) si llD4cpll 2 < 5,09 

alors F laisse invariante une courbe C qui est le graphe d'une fonction ty de 

W ' (Tf ) et pour laquelle p(FJC)=a. 

Lorsque cp(9) =- sin 2TT0 , a G ]R, l 'inégalité (T) est vérifiée pour |a |< 1/34,5. 

La méthode utilisée pour démontrer ces théorèmes est presque identique à celle 
4+6 

de [IV, 5.4 et 5.5] que nous avons donnée en classe C , 0<6<1 , à cette 
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différence près que l'on prend cp de classe G et qu'on remplace la conclusion 
3+ 3 1 3 2 1 ip € C (TT ) par ip € W ' (TT ) . La raison principale de cette modification est la 

r 2 1 
suivante : si a est un nombre de type constant, r un entier > 1 et n € W ' (TT ) 
vérifiant n(9)d9 = 0, alors i l existe une fonction ip £ Wr *̂̂ (TT )̂ telle que 

J0 

© i|> - ip o R - n 

et IlifJ ip o R < ete. lin» ^ 7 . 

Un résultat analogue est valable lorsque n € Cr+3 (TT1 ) et i|> € Cr~1 +3 (TT1 ) . La 

constante est plus agréable à calculer et meilleure dans le cas des espaces de 

Sobolev que dans l 'autre cas (cf. [IV, 3.8]). 

Pour les difféomorphismes de la forme il) , nous prenons cp de classe C et 

non W ' pour éviter le problème de trace que nous avons rencontré au chapitre VI 
4 2 

(si cpG W ' (^~), sa restriction à une courbe n'est plus nécessairement de classe 
w2,2) 

Les paragraphes 2 à 6 sont des rappels de résultats bien connus sur les espaces 

de Sobolev (nous en donnons les démonstrations pour la commodité du lecteur). I l est 

à noter que les inégalités du § 3 sont toutes optimales ; nous les utiliserons 

sans cesse par la suite. 

Le § 7 contient des inégalités permettant d'améliorer en 10.5 les constantes 

de 10.3. 

Au § 8, nous rappelons comment calculer la constante de Markov y (sa plus 

grande valeur possible est 3-vT 
2 , atteinte pour le nombre d'or) ; nous étudions 

ensuite l'équation aux différence 4 et donnons des valeurs explicites des cons

tantes . 

Au § 9, nous étudions l'équation 

ip-aipoR = n+ v 
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1 2 2 2 2 lorsque n€W 9 9 a€W ' , a>0 et (v,f) € RxL (théorème 9.3), puis lorsque 

riGW2,2, aGW2,2, a>0 et (v,ip)G!R xW1,2 (théorème 9.6). 

Le théorème 9.3 est l'analogue de [IV, 3.11] avec, en plus, le calcul explicite 

de la constante. L'expression de celle-ci n'est pas la même suivant que le nombre 

Log X = Log a(9)de est nul ou non. Dans les estimations qui suivent, on retran-

chera chaque fois qu'on le pourra des intégrales qui sont nulles. Ces modifications 

peu intuitives améliorent les résultats numériques (cf. 11.3 et 12.5). 

En 10.3, on montre que si f est un difféomorphisme de TT de classe W ' et de 

nombre de rotation a tel que : 

BD2 log Dfl 2 < c. y , 
L 

-1 2 2 alors f = h0R oh , où h est de classe W ' . a 

La valeur de la constante Cj est donnée en 10.2. On pourrait uti l iser le théorème 

du point fixe de Schauder-Tychonoff, mais nous préférons la méthode de [V, 3.4] 

qui fournit une meilleure constante ĉ  . 

Pour majorer Log h = Il Log Dhll , on est amené à résoudre en 10.4 une équation o co 

transcendante. Puis 10.5 affine cette majoration. 

La démonstration du théorème des courbes translatées se trouve en 11.3. La 

constante c dépend de plusieurs paramètres x, v, y, r , le. Les nombres y et r 

dépendent uniquement de a ; te- (kj,!^,!^) est un vecteur dont les coordonnées 

vérifient 0<k^<k2<kj<l et des inégalités faisant intervenir les dérivées de tp 

(dans le cas général, kj = ln^ = k^ = 1 et si cp est 2Z-périodique en 9 et r , alors 

k1 = 
4 

k2 = 1 et k3 = α 
am 

) . 
I l est important de calculer chaque constante en fonction de x, v, y, r, k. On 

cherche ensuite à maximiser la fonction c(x,v,y,r,£) par rapport aux variables x et v. 

L'expression de c se trouve en 11.9. Nous donnons en 11.11 des résultats numériques 

obtenus grâce à une machine à calculer. Le choix de certains procédés de calcul 

(par exemple 10.5 et 10.6) est motivé par le fait que la fonction c prend numéri

quement son maximum pour des valeurs relativement petites de x et v. 
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Au § 12, nous étudions les difféomorphismes de la forme \2J . On obtient pour 

le nombre d'or une constante environ trois fois plus grande. Le lecteur pourra 

consulter le graphique de 12.6. 

Le § 13 est consacré au cas où la torsion e est différente de 1 et à diverses 

généralisations. 

Les constantes obtenues sont, à mon avis, très raisonnables. Cependant leur 

rapport aux constantes optimales demeure un mystère. Je pense qu'il est de l'ordre 

de quelques unités (voir à ce propos les problèmes soulevés en 11.12, 4)et 12.6, 3)). 

Ainsi que le montre [III , 8], ce travail ne donne qu'une idée de la ta i l le 

d'une boule de C (Jk^) dans laquelle on peut appliquer le théorème des courbes trans

latées de nombre de rotation donné. D'après [V], il serait plus naturel de consi-

dérer une boule en norme C . Le calcul des constantes est beaucoup plus délicat 

dans ce cas. 

Nous nous sommes efforcés de rendre ce chapitre aussi indépendant des autres 

que possible pour éviter un travail superflu au lecteur uniquement intéressé par 

les valeurs explicites des constantes. 
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2. NOTATIONS. 

On désigne par TT̂  =]R/ZZ le tore de dimension 1, aussi appelé cercle ; i l est 

muni de la mesure de Haar normalisée d0. 

Si a € TT̂  , on note R :8H-6 + a la translation de vecteur a (ou rotation a 

d'angle a) de TT1 . 

Pour l<p<-K», l'espace LP = LP(TT̂  ,d9,]R) est la classe des fonctions de puis 

sance p-ième intégrable, munie de la norme : 

II ω» ( 
1 
о 

Ιφ(ί)ΙΡ d9)1/p . 

De l ' inégalité de Holder, on déduit que Hcpll est une fonction croissante de p. 
L? 1 

L'espace L des fonctions essentiellement bornées de TT dans H est muni 
de sa norme usuelle II H . Si cp€Lp et ty € L , on a l 'inégalité évidente : 

L°° 

lUp . tyll < Il tyll Hcpll 
LP L~ LP 

r 1 r 1 Pour r€ W U {»} , on note C (TT ) l'espace des fonctions de classe C de TT 

dans ]R , identifiées aux fonctions de TR dans ]R qui sont 2-périodiques. 

On munit C0(TL̂ ) de la norme : 

Hcpll = Hcpll = sup, |cp(0) | 
C° L°° 96TT1 

r 1 
et si r € H , r> 1, on munit C (TT ) de la norme 

HcpH = Hcpll + HDrcpN 
cr c° c° 

r . . 
où D cp est la dérivée r-ième de cp. 

Pour r€ JH , on considère l'espace de Sobolev : 

Wr»2 = Wr'2(TL]) = (cpGL2^1)! ||Drcp|| < -*»} , 
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où Drcp désigne la dérivée r-ième de cp au sens des distributions 

si 2irin9 
tp = I a e 

nGZ n 

alors Drtp = (2-rri)r Z nT a e 2TTÌn6 
n̂ O n 

r 2 
L'espace W ' muni de la norme : 

M _ -> = ( U |2+llDr<pll29)1/2 
Wr'2 ° L 

r 2 
est un espace de Hilbert ; sa topologie est appelée W-' -topologie. 

On pose Wr'2 = {tp£ Wr>2 | [ tp(0)d0 = 0} . 
° J0 

3. RAPPELS SUR LES ESPACES DE SOBOLEV. 

3.1 Quelques propriétés élémentaires. 

On a l'inclusion continue : Cr(TD ) ^ Wr' (TT ) . 
^ r 2 Les polynômes trigonomëtriques sont denses dans W * . 

r 2 s 2 

Si s < r , l'inclusion W ' W ' est compacte (raisonner sur les coefficients 

de Fourier). 
L'opérateur de dérivation D induit une isométrie de W ' sur W ' . 

12 r Si tp€W ' , alors tp est absolument continue et tp(y) - tp(x) = Dtp(t)dt pour 
A X 

f 2 
tous réels x et y, en effet les fonctions to et ip : 9->- Dtp(t)dt de L , ayant les 

•'0 
mêmes coefficients de Fourier d'indice non nul, diffèrent d'une constante. 

1 2 
3.2 Lemme : Si tp€W ' , alors on a, pour x, y, réels : 

lcp(y) -tp(x) KHDtpll |y-x |1/2 . 

Démonstration : On peut supposer x<y<x+l, et on écrit : 

r x-1 
Up(y)-tp(x)| = x[x,y](t) Dcp(t) dt ' 

136 



CALCUL DES CONSTANTES DANS LE THÉORÈME DE LA COURBE TRANSLATÉE 

où YR -i est la fonction caractéristique- de l ' intervalle [x,y]. [x,y] 
Le lemme résulte alors de 1''inégalité de Cauchy-Schwarz. • 

3.3 Lemme : Si cp€W1,2, alors cp€ C° (TT* ) et on a : 

I<p- [ cp(9)d9l! ^ynT llDcp" 2 ' 
J0 C V L 

Démonstration : Par l ' inégali té de Cauchy-Schwarz, si 

<p<6) - f' <p(t)dt = r an e2,line , 

ona : Z |« | < ^ «tXpl (2 " ' V ^ - ^ «DcP», · 
n̂ O L n=l n L 

Remarque : L'inégalité est optimale, ainsi que le montre l'exemple suivant : 
~ 1 

tp(9) = I — cos 2irn9 . 
n= 1 n 

12 
3.4 Lemme : Soit cp€ W ' une fonction qui s'annule en XQ€!R, alors on a : 

Hcpll < 4 liDtpll 0 . 
c° 2 L2 

Démonstration : Soit y € tx0>x0+ ^ te* 1ue l*P(y) I = "̂ P" 0- ^n a 

ry rX +1 
2|cp(y)|=| Dcp(t)dt| + | ° IXp(t)dt| 

X J V 
O Y 

< H Dcpll 
L 

< IlDcpll 
L 

Remarque : L'inégalité est optimale ainsi que le montre l'exemple suivant 

cp(6) = |9 | si e e [ - I , i ] et cp est Z-périodique . 
2 2 
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3.5 Proposition : S i^r>l , W ' est une algèbre de Banach pour la multiplication 

des fonctions et on a, pour tout cp, ip € W ' , la formule : 

D(cp.ip) = Dcp . ip + cp . D ip . 

Démonstration : Soient cp et ip deux polynômes trigonométriques. On a : 

Dr(cp.<p) = Z (£) Dkcp Dr S 
k=0 

donc 
llDr(cp.ip)H 9 < llcpll llipll + I (f) llcpll Ĥ Il 

LZ C° Wr,Z k-1 k Wr,Z Cr 1 

< C llcpll 1*1 
r wr'z wr,z 

Ces inégalités s'étendent, par densité, à des fonctions cp et ip quelconques 
r 2 

de W ' , ainsi que l 'égalité 

D(cp.ip) = ipDcp + cpDip 

valable pour tout couple de polynômes trigonométriques. • 

3.6 Soit cp€ Wr,2(ir1) . L'inégalité 

llcp-f cp(0)dell 9<—llDrcpH 9 
J0 LZ (2Tr)r LZ 

résulte de la décomposition de cp en série de Fourier ; la fonction 9+sin 2TT9 

réalise l 'égal i té . 
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2 2 1 
3.7 Proposition : Soit cp€ W ' (Tf ) . On a 

llcp- F 
J0 

1 1 2 Φ(θ)άθΙΙ ο < ΙΙϋζψΙΙ 2 

Si cpG W3,2(Tf1) , on a 

f1 1 3 llcp-j cp(6)d0ll o < 12^10 llD̂ cpll 
L2 

Démonstration : Elle est analogue à celle du lemme 3.3 ;on uti l ise les formules IB] 
oo 4 oo 6 
Z _L = I_ z _L = J _ . . 4 90 ' ^ 6 ÛK * n=l n n=l n 945 

oo 
Remarque : Ces inégalités sont optimales (considérer les fonctions Z —̂  cos 27rn9 

00 j n=l n 
et Z —g- cos 2ITn9) · En particulier, elles sont plus fines que celles obtenues 

n=l n 
en appliquant successivement 3.3 et 3.6. 

З 1 г1 
3.8 Proposition [N] : Soit φ€ С (TT ) telle que φ(θ)αθ = 0. On a les inëga-

li tés : 

ΙΙφΙΙ < u, ІЮкфІІ , к = 1,2,3 
C° k c° 

°* ul = 4 ' u2 = 32 Ü U3 = T92 · 

Démonstration (J.C. Yoccoz [Y]) : Nous la donnons pour k= 1 et laissons les 

autres cas au lecteur. Supposons que cp(0) = lltpll et que HlXpll =1. On a, pour 
11 c° c° 

tout 0 € [ 2 »2 ] , (P(6)>cp(0) - je | , donc 

0 > 2 
2 
2 

(<P(0) le Dde = <p(0) - I · • 

Remarque : Ces inégalités sont optimales. 
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4. LES DIFFEOMORPHISMES DU CERCLF/ ET LA FONCTION NOMBRE DE ROTATION. 

4.1 Pour r£ WU {oo,(o}, on considère le groupe 

Dr('ir1) = {f€DiffrCR) | f - I d + * , i|;GCr('ir1)} 

des Cr-difféomorphismes de*H commutant à la translation XH- x+ 1. Muni de la 

Dr-topologie, c'est un groupe topologique qui est le revêtement universel du groupe 
r 1 des C -difféomorphismes de TT préservant l 'orientation. 

On rappelle que, si a 6 JR (resp. a € ) , R̂  : xH-x + a désigne la translation 

de vecteurs a (resp. rotation d'angle a) . 

4.2 Soit p : D°(TT̂ ) ·+ H la fonction qui à un homéomorphisme f €D°Cir*) associe son 

nombre de rotation p (f). Ce nombre est caractérisé de la manière suivante : 

V x € le , p (f ) - lim - (fn(x) - x) . 
n 

Nous rappelons quelques propriétés du nombre rotation qui seront utiles par 

la suite (voir [H, I I ] ) . 

(i) l'application p : D°(ir^)-> ]R est continue pour la C°-topologie ; 

(ii) p(Rj o f) -p(f) + 1 ; 

( i i i ) p(R ) - a ; 

(iv) p (f ) = p (g 1 o f o g) ; 

(v) si p (f) = a et n Ç.7L , l'homéomorphisme fn 0 R_na a un point fixe, ou 

encore la fonction fn - R s'annule en au moins un point ; net 
(vi) si a€ K-Q et p(Rx o f) =p(f) =a, alors X = 0 (voir [H, I I I .4] ) . 

4.3 La propriété 4.2 (vi) montre que si a € ]R - Q et f€D°(,ir1) , i l existe un 

unique nombre X̂  (f) € ]R qui vérifie : 
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P (R̂  o f ) 8 a 

De plus, l'application X̂  : D0(TL^) -»· R ainsi définie est continue pour la (^-topo

logie (cela résulte de l 'unicité du nombre X^(f), cf. [H, III .4 .2]) . D'après 

4.2 (v) , si f = Id + ty € D°('ir1) , on a l 'inégalité : 

IX (f) a| < HtyH 
C° 

4.4 Soient e et ty des fonctions de Ĉ CH )̂ vérifiant e>0 et, pour tout X tel 

que |X|<Xo=HtyH q, l 'inégalité : 

(+) 1 + D(e(ty + X)) > 0 . 

Alors pour tout a Ê E - M , on peut trouver un unique nombre \^(\p)€lR tel que l'on 

ait : 

p(Id+ e (ψ + ~α(ψ)) +α) = α. 

En effet, soit f = Id + e(ty + X) + a. D'après 4.2 (v) , on a P (f _X ) < OT et P(f^ )>a . 

L'existence de Xa(ty) est assurée par la continuité de l'application XH-P(f^) (qui 

est bien définie tant que |X|<XQ). Son unicité résulte de [H, 111.4.1.5]. De même 

que précédemment, celle-ci entraîne la continuité de la fonction X̂  pour la C°-

topologie induite sur l'ensemble des fonctions ty€C^(TL^) vérifiant (+) . Par cons

truction, on a l 'inégalité : 

Ιλα(ψ)I< |ψ| 
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5. ESPACES DE SOBOLEV ET COMPOSITION. 

5.1 Rappel. 

Pour qu'une fonction cp : TT* •> TR soit absolument continue, i l faut et i l suffit 

qu'elle vérifie les conditions suivantes : 

(i) cp est continue et à variation bornée ; 

(ii) pour tout compact KcTT* de mesure de Lebesgue nulle, cp(K) a aussi une 

mesure de Lebesgue nulle (voir [HS]). 

5.2 Soient cp : TT*TR une fonction à variation bornée, de variation totale Var cp, 

cp un homéomorphisme de TT* et ip :cpClT*) -» H une fonction lipschitzienne, de rapport 

de Lipschitz Lip ip. Alors les fonctions cp o f et ip 0 cp sont à variation bornée et 

on a : 

Var (cpo f) = Var(cp) 

Var (ip 0 (p) < Lip dp)Var (cp) 

5.3 Çhangemen^_d^_variable. 

Si cpeLP(,n 1) , Kp<oo , et f ED^ÏÏ1) , on a : 

[ cp(0)d0 = [ cpof(e) Df(0)d0 . 

On en déduit l ' inégalité : 

llcpo f" < Hcpll llDf"1!!1/p 
Lp Lp C° 

5.4 Lemme : S^ cp € W1 '2 et f € D1 (TT1 ) alors cp 0 f 6W1,2, D(cp0 f) = (Dcp) 0 f . Df et 

llcp0 fil . 0 < llcpll +HDcpll 0 II Df II1/2 . 
w c° L2 c° 
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Démonstration : D'après 5.1 et 5.2, cp 0 f est absolument continue et on a 
1 2 D(cp0f ) = (Dcp) 0f .Df dans L . Le fait que D(cp 0 f ) G L et l ' inégalité du lemme résultent 

de 5.3. • 

5.5 Pour tout entier r > 2 , on définit 

Dr'2(Tf1) ={f€D1(ir1) | f - Id€Wr'2} 

D'après 3.2, on a les inclusions continues 

Dr'2Or') cCr-1/2( l ' ) ^ - ' ( T T 1 ) 

Par récurrence sur r, en utilisant 3.3, 3.5 et 5.4, on montre la proposition sui

vante : 

Proposition : Si r> 2, cp€ Wr'2 et f £ Dr ̂ (Tf1) alors cp o f £ Wr '2 et f 1 £ Dr ,2 (TT1 ) 

r 2 1 
L'ensemble D ' (TT ) est donc un groupe pour la composition. 

5.6 Lenirne : Si cp€W2,2 et f €D2,2(1T1) , on a : 

llD2(cp0f)ll 2 < llD2cpll 2(|lDfll3/2 + -—^ llD2fll 2) 

Démonstration : On a 

D2 (cp o f ) = D2cp o f (Df ) 2 + Dcp o f D2f 

donc 

llD2(cpof)H <HD2 cpo f (Df)1/2II 0 llDfll 3/2 + IlDcpll llD2fll 0 
L2 L2 C° C° L2 

Le lemme résulte de 5.3 et 3.3. • 
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r 2 1 oo 5.7 Lemme : Soient cp€ W ' , r> 1, et ip : cp(TT ) £ R une fonction de classe C . 
r 2 

Alors ip 0 cp £ W ' , D( ip <, cp) = Dtp 0 cp Dcp et on a : 

Hip o cpll < llipll + Il Dif, Il IlDcpll 
w1,z C° C° L 

La démonstration, par récurrence sur r, est laissée au lecteur. On notera que 
cpCff1) est un intervalle compact et que l ' identité D(ip <> cp) = Dip 0 cp Dcp est valable 

dans L dès que cp est absolument continue (et ip de classe C ) . 

5.8 On déduit du lemme précédent que si cp€Wr'2, r> 1 , alors e^>€Wr'2 et s i , de 

plus, cp> 0, alors LogcpGW ' . 

6. ESPACES DE SOBOLEV ET COMPACITÉ. 

6.1 Pour r6 U , on considère sur W ' la topologie faible : 

- si r = 0, la suite (cp ) converge faiblement vers cp si pour tout ip £ L , on a 
r1 f1 

lim cp ip de = cp ip de ; 
- si r> 1, la suite (cpn) converge faiblement vers cp si (Drcpn) converge fai-

r 2 f* f* blement vers D cp dans L et si lim j cp de = i cp de (puisque Dr est une isométrie de 
ir*» '0 n J0 

Wr'2 = {cpG Wr'2 | f cpde = 0} sur L2). 
° Jf> 

Si r> 1, 0< k< r-1 et x£ TT , la forme linéaire cp̂  D <p(x) sur W * est conti
nue pour la topologie de la norme, donc pour la topologie faible. 

r 2 6.2 Si c>0, la boule B = {cp€ W ' I Hcpll < c> munie de la topologie faible de c wz,r 

W ' est compacte, convexe et métrisable (car séparable). 

6.3 Soit r> 1. On rappelle que Wr,2<z Cr"1(*lT1) . 

Lemme : La topologie faible de W * et la C -topologie induites sur Bc sont les 

mêmes. 
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Démonstration : D'après 3.2 et le théorème d'Ascoli, B est compacte pour la c 
C -topologie qui coïncide alors avec la topologie de la convergence simple des 

dérivées k-ièmes, 0 < k < r - l . D'après 6.1, si la suite (<Pn) de Bc converge faiblement 

vers cp, alors pour tout xGTf et tout k < r - l , lim D cp (x) = D cp(x) , donc (cp ) con-
n+oo n 

verge vers cp au sens C . Le lemme découle de la compacité de B̂  pour les deux 

topologies. • 

6.4 Si r>2 et c> 0, l'ensemble Kc={cpGBc | cp(0) = 0} muni de la topologie faible 

de W ' est compact, convexe et metrisable. 
Si c est assez petit , l'ensemble Kc = {f = Id + ty I ty G lO est inclus dans 

D ' (Tf ) et homéomorphe à Kc . 

1 2 
6.5 Caractérisation de W ' . 
Proposition : Soit cpG L . On a cp G W ' si et seulement si 

sup T |T llcp o R - cpll 9 < -H» . 
t*0 l t | Ù L 

Pour la démonstration, le lecteur se reportera à [V, 2.10] et [VI, 2.4]. 

6.6 Lemme : Soit (cpn> une suite de L convergeant faiblement vers cp G L e_t 

(tyR) une suite de L°° convergeant vers ty G L°° pour la topologie de la norme. Alors 

la suite (cp̂  ty^) converge faiblement dans L vers cpty. 

Indication : Si la suite (cpn) de L est faiblement convergeante, alors les normes 

des cp dans L sont bornées. 

2 6.7 Corollaire : Soit (cpn) une suite de L convergeant faiblement vers cpG L et 

(f ) une suite de D1 (Tf1 ) tendant, dans la C^-topologie, vers f G D1 (Tf1 ) . Alors 

la suite (cp o f ) converge faiblement vers cp 0 f. n n 
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2 
Demonstration : Soit ip € L . On a : 

[ cp o f ip de - f cp Df 1 ip o f 1 d6 JQ n n J n n n 

-1 -1 f 
D'après le lemme précédent, lim cp.Df . ip 0 f d6 = cp 0 f . tp d9 . D'autre 

rr~»J0 n n Jo part, 

I f cp Df *0p 0f 1 -ip 0 f J ) | < llcpll iDf ]l ft Hip 0 f"1 - iP o f 1 " 9 J0 n n n n ^2 n co n L2 

Comme la suite (cp ) converge faiblement supllcp II « <+». De même, sup II Df II < + oo 
n tn W A n n 

I l reste a voir que lim Hip 0 f - Tp o f H 0 = 0. 
n-x» L 

La suite d'applications gR : L -*• L , ip ip 0 f est équicontinue (voir 5.3) et 

converge simplement vers g : ipH- ip 0 f 1 sur le sous-ensemble dense C°CE^) de L2 
2 

Par conséquent elle converge simplement sur L . • 

7. INEGALITES. 

7.1 Soit a€C°('ir1) tel que a>0. On pose 

a+ - sup a(6) , a_ = inf a(e) 
e 

et IlLog ail 
a = e o = sup(a+,l/a_) 

On a : — < a < a < a, < a a + o o 

et, si II a - HI q < 1 , 

1 + Il a - 1 II < a < 1 /( 1 - Il a - 1 II ) 
C° ° C° 
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1 2 
7.2 Soit a€W ' vérifiant a > 0 et 

• 1 

0 
a (6 ) de = 1. D1après 3.3, on a 

Il a - 1 II < 
C° 

1 Il Dali 
L 

<a+ IID Log ail 2 et a+ < 1 + 
a+ llD Log ail « . 

L 

Si a+ 
27T 

IID Log ail 9<1, on obtient les deux inégalités suivantes : 
L 

1 a+ < 1/(1 1 
2v? 

IID Log ail ?) 
L 

2 a < 1/(1 -o 
a+ 
27T 

IID Log ail 2) 
L 

7.3 Remarque : Comme la fonction a-1 s'annule, par 3.4, on a 

Il Log ail < 
C° 2 IID Log ail 2, donc 

L 

3 a < e o 

2_ 
2 

IID Log ail 2 
L 

Si llD Log ail 2 est assez petit , a+ est proche de 1 et l ' inégalité ( 7 ) est plus 

fine que l 'inégalité ( 3 ) . 

2 
7.4 Majoration de llD Log ail 2 . 

L 2 2 2 2 2 Soit a€W * tel que a>0. D'après 5.8, Log a€W ' et D Log a = a+ 
27T 

a+ 
27T On a : 

llD2 Log ail « < a llD2a II « + a2 «Dali II Dali 0 
L2 ° L2 ° C° L2 

donc, d'après 3.3 et 3.6, 

4 Il D2 Log ail 2 < a II D2all 2 + 
L ° L 

2 a o 2 2 IID air 
L 

Si 
• 1 

0 
a(e) de = 1, on a, d'après 3.7, 

5 Ha- 111 < 
C° 

1 
T2vT 

HD2all 
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et 

6 a < 1/(1 - «a- Il ) . 
C° 

7.5 Soient h € D (TT ) et h CE tels que h 
o 

<Dh<ho . De 5.6, on déduit que pour 

2 2 
tout tpE W ' , on a : 

7 ll-D2(cp0 h)H 9 < «D2cpll 0 (h3/2 + 
L2 L2 ° 

h 
o 

2W 
IID Log DhH 9) . 

L 

Si n€W1,2, alors n o h 1 € W1,2 et on a : 

«D(noh ^ll < Il Dn 0 h^1 (Dh_1) 1/2II II (Dh"1)1/2 II 
L L C° 

dfoù 

8 »D(n o h 1 )Il 9 < IlDnII 9 h1/2 . 
L L ° 

Il Log Dfll 
7.6 Soient feD3,2('ir1) et f = e . On a, d'après 3.7, 

llDf - m < 
C° T2\75" HD3fll 

L 

et, si HDf-lll <1 , alors f < 1 / ( 1 - Il Df - 1 II ) . 
C° ° C° 

De 4 , on déduit l ' inégalité : 

«D2 Log DfH 9 < HD3fll (f + 
LZ L ° 

f2 o 
4 ^ HD3fll ) . 

L 

D'autre part, on calcule : 

D2((Df_1)3) =-3 D3fQf ^Df"1)6-^ 15(D2f o f S2(Df 1 )7 

d'où l'on t ire l 'inégalité : 
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HD2((Df S3) Il 0 < 3 llD3fll 0 fU/2 + 
L2 L2 ° 

15 
4TTVT 

«D3fl2, f13/2 * 
L ° 

3 2 l 
7.7 On considère toujours une fonction f€D ' (TT ) et on suppose que 
0< 

Y 
3 

llD fil 2^x> ou Y et x sont des réels, 0<y< 
L 

3-vS 
2 

. Si yx<12v5", alors : 

_1_ 
Y 

llD2 Log Dfll 0 < % (x) 
L2 Y 

où l1 (x) z e x 
1 - Y y 

+ 4-iïVJ x 
1 - 12y5~J 

2 

La fonction £̂  est strictement croissante, convexe, et si Y < Y ' , alors 

x<£ (x) < £ · (x) . I l est possible de calculer explicitement la fonction % ^ . Y Y Y 

8. NOMBRES DE TYPE CONSTANT ET ÉQUATIONS AUX DIFFERENCES A COEFFICIENTS CONSTANTS. 

8.1 Si 9 est un élément de TEL ou ïï' , on note II 0II = inf |9 - p | . On conviendra que 
p€2 

si p/q€(Q, alors p € Z , q € IN , q>0 et p et q sont premiers entre eux. 

Dans toute la suite, a désigne un nombre de type constant ayant pour constante 

de Markov Y = inf q HqoJ . On définit aussi y^ = lim inf q Hqall . Les constantes Y et 
q>l q-*+oo 

Yj sont inchangées si l'on remplace a par -a et i l est facile de voir, par le prin
cipe de Dirichlet,que Y<y. < 1. En fait , on a mieux. Les nombres a et 6 sont dits 
équivalents s ' i l existe une matrice 

a b 
c d e GL(2,Z) telle que B = aa + b 

ca + d . Dans ce cas 

Yj(a) =Yj(3). Si a est équivalent au nombre d'or 1 + V5 
2 9 alors y ^ = 1 

vT 
; dans tous 

les autre cas, Yj< 1 (voir [S, th. 5E, p. 21]). Si a = 1 + vT 
2 

, alors y = 3 -vT 
2 

C'est la plus grande valeur de y possible. 

On rappelle que a est un nombre de type constant si et seulement si a € ]R-(Q 

et si son développement en fraction continue a = â  + 1 
al + 1 

a 2 + . . . 

(où les â  

sont entiers et a. > 1 si i > l ) vérifie : 
1 

Que le lecteur ne s'inquiète pas, ces inégalités serviront effectivement par 

la suite. 
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M = sup < +°° 
Î>1 

On a alors 1 
M+2 

< Y < M (voir [H, V.7] OU [S]). 

Petite note : Notons p. /q , = a + k M k o 
1 

" ' •+-L 
ak 

, k€l ï , les réduites de a et 

\ = a k + 1 
a (k + 1.... 

On a, pour k> 1, 

a - h. le 
(-D 

qk(ak+i + 
qk-l 

donc 

]_ 
Y = sup 1 , sup (ak+1 + 

V i 
qk 

et J_ = lim sup (ak+j + qk-l 
qk 

On a pour tout a G TC, y(a)<(3 - V5)/2. 

En effet, si y> 
3-v5~ 

2 , alors y > 1 
W 

est a est équivalent au nombre d'or. S'il 

existe un k>2 tel que afc> 2 et â  = 1 pour i>k+l, alors on a : 

Y >ak = \ + 2 > 2 
3=75 

Si a = 3-V5 
2 

1 
2 + 1 

1 + 
1 

1 + . . . 

ou si α = 2 = 1 + 1 
1 + 1 

1 + . . . 
, alors γ = 

3-v3 
2 ^0,381966011... 

8.2 Equations_aux_differences. 

On pose r = s in (π II α H ) 
2 Hall . On a 1 < r < IL 2 . Pour k€ li et λ £ I , on considère l'opé

rateur 

L Λ : Wk'2—»Wk'2 , φΐ->φ-λφοΚ α,λ o o α 
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(où <pewk'2 s i cpewk'2 et j 
1 

0 
φ(θ) άθ = 0) . 

Soient k€ U , k> 1, X € M , X > 0 et n€Wk>2. 
— — o 

k—1 2 
Proposition : Pour tout X>X_, il existe un unique tp̂€WQ * te l que 

(*) La,x<V = % " XTT>X°\ = N-

De plus, on a 

sup llDk Vil < C llDknll 9 
X>X_ A IT i / 

où C = sup 2irn(l - X Q^i-Tina^ 1 et ç 
À>À_,n^0 

1 
47r(l+X_)ry < 

1 
4TT(1+X_)Y 

,v k-1 2 ~ ~ Remarque : Il existe aussi un unique (p € W ' tel que Xcp - cp <, R = n. Les 
A O A A CX 

inégalités précédentes sont valables pour cp , puisque cp= -L ^ (n 0 R_ ) · 
À A OL 9 A 01 

Démonstration : En dérivant l'équation (*), on se ramène au cas où k= 1. Si 

Dn(6) = Z Dn (n) e2̂"71119 , on a nécessairement : 

cp, (6 ) = Z 
À n̂ O 

Dn(n) 
0. ,, , 2iimou 2i7rn(l - X e ) 

2i7rn9 
e 

2 
On en déduit l 'existence et l 'unici té de cp̂  € L et la majoration 

llip I < C iDnl 9 . 
A IT i / 

Nous allons à présent majorer la constante C. 

Soit n £ Z , n^O. On a : 

| 1 - X e2l1Tna| = ((1 + X)2 sin27rna + (1 - X)2 cos27rna)1/2 > (1 + X_) | sin irna | . 
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D'autre part, 

|sin(7rna)l = s in( TT H net H ) > 2ry 
In| 

en effet, la fonction t sin(-rrt) 
2t 

est décroissante sur l ' intervalle [0, 2 
I 

. Si 
IlnotH < Hall , alors 

sin(7rllnall)> 2r llncJ > 2ry 
In| 

et si Una H > Hall , alors 

sin ( πΙΙηαΙΟ > sin (τΗΙαΙΙ) > 2τγ > 2rY 
Ini 

Finalement, on obtient 

|2irn(l -Xe2l7rm) T1 < (4TT(1 + Xjry) 1 

8.3 Dans le cas où À = 1 , on obtient l ' inégalité 

«Dk mil < 
1 L 

1 
8irrY 

HDknll 9 
L 

Remarques : i) Cette majoration est optimale pour les nombres a tels que y = Hall 

(par exemple pour le nombre d'or), comme le montre l'exemple n(0) = sin 2TT0 

i i ) Si y< 2 Hall , on peut améliorer la constante r de la manière suivan

te. On suppose 0<a< 2 et on considère les réduites p / q , n € U de a (voir la 
n n 

petite note de 8.1). 

On a qQ= 1 et, pour tout naturel n, Qn+j est le plus petit entier qui vérifie 

Il q .11 < Il q all. Par consequent ,v = inf q II q ail (voir [S]). n+1 n n " n n 

Soit nQ le plus grand entier tel que q̂  Il q̂  a\\> 2 y. Nous allons montrer que 
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sinCirlIq^ ail) 
l'on peut remplacer r par r ' = —*TI n — r (puisque Hq aB < HaB). Il s 'agit de z Q a H n Tl o o 
voir que, pour tout entier q> 1, on a : 

sin (TTII qall) > 2r'y 
q 

Si HqoJ<Hq ail, alors 
o 

sin(Trllqall)> 2 BqaH r ' > ^ L 

Supposons que Hqall > Hq aH . Dans ce cas, on a qllqall >^r y, en effet, si q^q n z n o o 
alors qllqall > q " q̂  a| >Z. y et si q< q^ , on peut trouver un unique entier 

no no no 
n<nQ tel que cln^cl<(ln+i · 0n 3 alors qHqall> q^ Hqnall>^-y . Par suite, 

sin(7rllqall)> 2 llqall > TT 2rq > Zlll. 

i i i ) Lorsque y tend vers 0, soit la constante r tend vers y , soit y 

devient inférieur à — Hall et r* tend vers . 
TT 2 

2 2 
8.4 Soit a €W ' , a>0 . On définit les réels a et X par : 

Log a = H Log ail 
° C° 

Log λ = [ Log a(θ) de . 
J0 

On a a 
o 

<\<a et, si lia- lll < 1 , alors a < ( l - l l a - l l l )-1 et 
C° ° C° 

1 - Il a - 1 II < X < 1 + Il a - 1 II 
C° C° 12 

D'après 8.2, i l existe un unique b€W ' vérifiant b>0, 

ri 
Log b(0) d0 = 0 et 

J0 

(+) a =X 
b o R a 

b 
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en effet, on a b = e^, où cp€W '̂2 est l'unique solution de l'équation : 

cp o R - cp = Log a - Log X 

Les fonctions bj qui vérifient a=X(bj 0 Ra)/b| sont les fonctions de la forme 

bj = cb, avec c€ ]R* . 

L'inégalité de 8.3 nous fournit la majoration 

IID Log bll < 
L 

1 
8ττΓγ 

2 
IID Log all 9 

L 

et, de 3.3, on t i re : 

«Log bll 
C° 

< ^ IlD Log b» 2 . 

9. EQUATIONS AUX DIFFERENCES À COEFFICIENTS VARIABLES. 

9.1 On se donne une fonction a€W ' , a>0, une mesure de probabilité do = Z de sur 

TT, avec £ 6 C°, £ > 0 et une fonction nEW^'2 (resp. n € W2,2). On cherche à résou*-

dre l'équation : 

\[> - a . ^ ° Ra =n + v 

2 12 où l'inconnue est le couple (v,i|>)€R xL (resp. (v,f)EEx W ' ) et où \p vérifie 

[ \\> do = 0. 
Jo 

Nous utiliserons la même méthode qu'en IV, 3.11 où nous renvoyons le lecteur 

désirant plus de détails. Dans ce paragraphe, nous nous proposons de calculer expli

citement toutes les constantes. 

9.2 Proposition : Soit X € K tel que X >0 et X ^ 1. Pour tout n € W * , il existe 
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1 2 
un unique € W ' tel que 

if> -aiI/oR = n + v 

et on a min n < (1 - A^A ^ max n 

En particulier, si n>0, alors (1 - X)ip̂  > 0. 

Demonstration : Si X < 1, on a : 

4x30 k ip - Z X n o R, 
k=0 to 

et si X > 1, alors 

ax = sz 
+00 
Z 

k=l n ° R-ka 

La proposition en résulte immédiatement. • 

9.3 Soient da = £(0)d0 une mesure de probabilité sur TT1 , où £ € C°(TT1 ) , Z > 0 et 
Il Log £ll 

*o =e 

2 2 12 Théorème : Soit a€W ' , a>0. Pour tout n G W ' ( i .e . n(0)d0=O), il existe 
J0 2 

un unique couple (v,i|;) € B x L tel que 
i) do = 0 et 

J-U-l 

1 if> -aiI/oR = n + v . a 

De plus, il existe une constante C.(Z ,a) ne dépendant que de Z et a telle que : 

2 lifil 9 < ClZ ,a) 
L r ° Y 

Il Drill 7 ; 
L 
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on a aussi | v | < este IlDnll 2 

Nous donnerons en 9.4 des formules explicites de la constante Cj(£ ,a) . 

Demonstration : Soit a_ = min a>0. On définit le réel X par Log * = j 
1 

0 
On a x > a et si II a - 1 II < 1, X > 1 - Il a - 1 II > 0. 

C° C° 12 
D'après 8.4, on peut trouver une fonction b€W ' vérifiant b>0, 

[ Log b(e)de =0 et 
Jo 

Log a(9)de. 

a = X b o R /b . 
a 

Il Log bll 
C° Si b = e o , on a : 

3 b <ez /s 
O 

où z = 
Y 

2 
Il D Log all 7, s = 16 TT r et r = 

L 

sin TT II q II 
2 IIa« , ainsi que les inégalités î 

4 HD Log bll 2 < 
L 

1 
8-rrr z 

5 «Dbll < b II D Log bll ? . 
L̂  ° L 

En multipliant l'équation 1 par b, on est amené à : 

6 bib - X(bî ) o R = bn + bv . a 

Soit v le réel tel que (bn + v b)d0 = O. On a : 
° Jo ° 

v [ b de = - f b n de = [ ( 1 - b)n de 
° Jo Jo J0 

f1 
puisque n(e)de = 0. On en déduit : 

Jo 
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7 lv I < b (b - 1) M 9 < o o o ^J. 

b (b - 1) o o  
2TT 

llDnll . 
L 

On note L . l'opérateur cpH-cp-Xcp0R étudié en 8.2 et 9.2. Soit cp l'unique 
Ot , A Ot O 

fonction de L vérifiant ι : 
cp (G)d9 = 0 et o 

L . (cp ) = bn + v b . a, À o o 

On considère la fonction A€W ' définie par 

A= ( l - X ^ J ^ b ) si À = X # 1 . (cf. 9.2) 

A = 1 si À = 1· . 

On a dans tous les cas 0 < 1 
b 
o 

<A<bQ . La solution générale de l'équation 6 dépend 

d'un paramètre réel y ; elle est donnée par : 

\ - b (cpQ + yA) 

v = v + (1 - X)y y o 

De 8.2 et du fait que X>a_, on déduit : 

8 llcp II < 
° L2 

1 
4TT ( l+a_)ry 

IlDCnb + v b)H _ . 
° L2 

Puis, d'après n 5 , 3.3 et 3.6, on a : 

9 llD(nb +v b)ll 2 < (llD Log bll 
° L L 

b (b - 1 ) f o o 
{ 2TT + 2 ^ + 1) b llDnll 0 . 

L2 

Comme A>0, i l existe un unique yQ tel que : 

[ i|> da = 0 . 
JO Uo 
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Si l'on pose îjj = et v = VQ + (1 - X)yQ, le couple 0/>,v) est l'unique solution du 
o 

problème pose. On a : 

ri . fl φ l ri μ ψ de = - - 2 - de = ( i - h ψη de o J0 b j b j b o 

On en déduit la majoration : 

(fu) Ivi I < A b2(A b - 1) Hep II 0 ' o o o o o o T 2 
L 

(Tj) H\\ < b (HepI 9+ |y ! b ) 
L L o o 

Si X = 1, alors A = 1 et on a 

© lyJ < A b (A b - 1) Itpl 9 
> — o o o o o o 

© ll̂ ll < bo(llcpoll +hlo|) 
L L 

D'autre part, les inégalités (?) et (jT) permettent de majorer IÎP0̂  2 en fonction 

de HDnll 2. 0n en déduit l ' inégalité (?) . On peut aussi majorer |v| en utilisant 

(?) , (TÔ) et |v |< |v | + |1-X| |y | . • 
— v—- o o 

9.4 Çalcul_de_la_constante C j( Aq,a). 

En combinant les inégalités (?) , (?) , (TÔ) et (Tj) , on obtient la valeur 

suivante de C,(£ ,a) : 1 o 

_ , o o b (b -1) 
(U) C.a ,a)= l- b^(l+£ b^U b -1))(ID Log bl 9 ( ° ° t ^ ) + 1) , 

1 ° 47r(l+a_)r o o o o o L2 2TT 2V3 

où l'on rappelle que r = ~^~f^J|~~ ^ * et> s^ z = y~ " L o g a" 2 et s= 16 TT V3 r , aloris 

(cf. @ et © ) bQ<eZ/s, 
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llD Log bll ? < 
L 

a = min a > 1 - Il a - 1H 

z 
8Trr 

et 
c° 

Dans le cas où X = 1, la valeur de Cj(£Q,a) obtenue en utilisant (Q) et (ÎJ) 

est inférieure à la précédente : 

15 Cl(Va) = 1 
8-rrr 

b2(l + b Z (b Z - 1)) (Il D Log bll 0 o o o o o ^J. 
b (b -1) , o o 

2-ÏÏ 
1 

8-rrr) 
+ 1° 

9.5 Remarques : 1) Si f1 
Jo 

n(9)d9 ^0 , on remplace la fonction n par 

n j = n - n d9. La constante obtenue C^(Z^9a) reste inchangée, puisque Drij = Dn. 

2) Contrairement à IV, 3.11, nous avons imposé à b la condition 
r1 

Log b d9 = 0 au lieu de 
J0 

f1 
b d9 = 1, ce qui ne change pas grand-chose. 

J0 3) Nous n'imposons ici aucune condition supplémentaire à la 

fonction a comme nous l'avons fait en IV, 3.11, car nous avons uti l isé la Proposi

tion 9.2 au lieu de IV, 3.3. 

4) La constante Cj(&o,a) dépend de y par l'intermédiaire de z, 

donc de bQ . Lorsque nous aurons à uti l iser l ' inégalité (?) , nous ferons appel 

à d'autres arguments pour majorer b^ de façon indépendante dey (cf. 11.9, 3)). 

5) Si a et n sont de classe C°°, alors b et i|i le sont aussi. 

6) Je ne connais pas le rapport de C^(ZQ,a) à la constante 

optimale. 

9.6 Soient da = £(9)d9 une mesure de probabilité sur TT1 , où £€C°('ir1) , £ > 0 et 
2 2 

a€ W ' , a> 0. On pose 

£ = e o 

II Log All 
C° , a_ = min a > 0 et Cj(a) = Cj(l,a) 

où l'expression de Cj(l,a) est donnée en 9.4, (Î4) et (ÎJ) . On définit : 
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d(a) = 
ι - 1 

^ 2 + 
1 

TT 
C (a) y"1 llD2all . 

L 

2 2 
Théorème : Sî  d(a) < 1, alors pour tout n € W ' , il existe un unique couple 1 2 f1 (v yip) € !R x W * tel que if; da = 0 et 

J0 

i(/ - a i() o = n + v . 

De plus, on a les inégalités : 

16 HDijJ 7 < 
L 

Cj(a) 
1 -d(a) Y 1 llD2nll 9 

L 

17 ìibì < 
C° 

2 Il Dip II 
L 

18. |v| < este HDnll 9 . 
L 

Démonstration : On suppose d'abord que a et n sont de classe C°°. D'après la remar

que 5) de 9.5, i l existe un unique couple (v,i/>) C ~R x(f°(T£^) tel que 
i : 

\l> do = 0 et 

^ - a ^ 0 R a = Ti + v · 

En dérivant cette égalité, on a : 

Dd> - a DilioR = A + v r et o 

où v = Da . il; o R de 
° Jo a 

et ABDn+Da.iboR - v a o 

fl 
De l ' inégalité 9.3, (7) et du fait que D^(e)de=0, on déduit : 

Jo 
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(f§) llDif,ll 9 < C,(a)Y 1 CiD2nl 9+"«D2all 9 Ht/J + Il Dali HDifJ 9) 
^ L L IT C C L 

Comme 
C 

^ do=0, la fonction \b s'annule et on a : 

20 II ib II < 
C° 2 IID̂ II ? . 

L 

Si A - 1 est assez peti t , «on peut améliorer cette inégalité o 

Hip-
c 

ip deH < 
C° 

1 
ITT 

Il Dip II 9 
L 

et 
c 

rp de = (î - il) ip de 

donc I 
c 

l> dei < U Q - î) a v x 0 < 
2 

IID̂ II 9 . 
L 

Par suite : 

21 1*1 < 
C° 

a - 1 
(_2 
k 2 + 

1 
277 

) iDijJ 9 . 
L 

D'autre part , 

Il Dali < 
C° 

1 
2v^ 

HD2all 9 . 
L 

En insérant ces deux inégalités dans l 'inégalité ¿9 , on obtient : 

llltyll < C (a) y"1 llD2nll 9 + d(a) llltyll 9 , 
IT i / IT 

d'où l 'inégalité 16 

On revient maintenant au cas général : les fonctions a et n sont de classe 
2 2 

W ' et vérifient d(a)< 1 et i : 
n(e)de=0. Soient (a ) _̂_T et (n )__, deux suites n ntrî n t!K 
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de fonctions de classe C convergeant dans la W ' -topologie (forte) vers a et n 

respectivement. On suppose que n (6)d0 = 0 et que, si Log a(9)d6 = 0, alors 
j J0 n J0 

Log an(9)de = 0. On a alors lim Cj (a ) = Cj (a) et lim d(a )=d(a) . En particulier, 

d(a^) < 1 si n est assez grand. 
1 2 

Pour tout entier n assez grand, i l existe un couple (̂ n>vn) €W ' x 1R vérifiant): 

{ i> da = 0 et ip - a ip 0 R = n + v , ainsi que l ' inégalité U6) . Par compacité Q n n n n et n n —̂' 

(cf. 5.3), on peutj quitte à extraire une suite de la suite (̂ n»vn)> supposer que la 

suite (\pn) converge dans la C°-topologie vers ij> € ,2 et que la suite (v^) converge 

vers un réel v. Puisque la forme linéaire r . 
ip da est continue pour la C°-topolo-r 

gie, on a 
i : 

T|> da = 0 et, d'autre part, 

ip - aip0Ra=Ti + v 

Comme HDipH 2^li-m SUP 'Ity H 2 
L n-*» _ L 

, l ' inégalité (T5) est vérifiée par passage à la limi-» 

te. Les inégalités (Î7) et (TS) proviennent respectivement du fait que la fonction 

s'annule et du théorème 9.3 . • 

3.7 Remarque : En utilisant directement l ' inégalité (20) au lieu de 21 , on 

?eut remplacer d(a) par d(a) = 
1/2 -

1/2V3 C (a) y"1 HD2all . 
L 

10. THEOREME LOCAL DE CONJUGAISON. 

10.1 Nous nous proposons d'énoncer et de démontrer un théorème local de conjugaison 

à des rotations des éléments de D ' (TT ) ayant un nombre de rotation de type cons-

tant,par un difféomorphisme de classe W ' . L'énoncé de ce théorème comporte des 

constantes explicites ; sa démonstration uti l ise le théorème global de conjugaison 

de [H, IX]. Nous utiliserons une méthode analogue à celle de V, 3.4. 

En 10.5, nous améliorons les inégalités obtenues. Les § 10.6 à 10.9 sont consa

crés à l'étude des équations aux différences au-dessus d'un difféomorphisme du 
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cercle (voir IV, 4.10). 

10.2 On considère toujours un nombre a de type constant, dont la constante de Markot 

est notée y. On pose : 

sin(Tra) 1£ xpr 
r " 211 ail ' S = 16W5r 

2 e~1/3 k = — ^ 5 * 0,21617. 
2c /J + 3>/3 

Cj = s k e"2/3 = rx 9,6628... 

3 2 1 . . 10.3 Soit f €D ' (TT ) un difféomorphisme ayant a pour nombre de rotation et tel que 

1 ., 2 y = — Il D Log Df II « < c , y L2 1 

2 2 1 
Théorème : Il existe un unique h G D ' (TT ) tel que h(0) = 0 et 

f = h o R o h 1 
a 

Il Log Dhll 
C° 

De plus, si hQ = e , on a les inégalités 

1 1 < h < e2/3 o 

2 IID Log Dhll < 
L 

,3/2 
y ho 

8Trr(l »hoy/s) 

( D II Log Dhll o < 2 IID Log Dhll 2 . 
L 

Schéma de la démonstration : On se fixe ε > 0 et on pose : 

F = {feD^ÏÏ1) I p(f) -a} 
a 
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B = { f£F" | HD2 Log Dfll 2 <<y Cj(l - e)} 

oo -1 U = {f ÉF I f = h0f oh avec H Log Dhll < 
a C° 

2 
3 } 

V = {f€F°°| f = he f oh 1 avec IlLog Dhll < 
C° 

2_ 
3 (1-e)} . 

On commence par montrer une inégalité "a priori" qui entraîne que BDUcV. 

Puis, d'après le théorème de [H, IX], U est ouvert dans F~ (muni de la (f-topologie) 

et V est un fermé inclus dans U, donc B fl U est ouvert et fermé dans B. I l est non 

vide puisque R^GBflU. On montre ensuite la connexité de B, qui implique que BczU. 

On conclut en utilisant 6.3. 

Démonstration : 1) Inégal ité_"a__2IÎ2î:i". 

oo 1 

Soit f GD (H ) tel que p(f)=cu D'après le théorème de [H, IX], il existe 

un unique homéomorphisme h de ïï^ tel que h(0) = 0 et 

f = h « R o h 1 a 

et heD^ClT1) . 

Supposons que Log hQ = "Log Dhll q< 2 
3 . On a : 

D Log Dh o Ra - D Log Dh - D(Log(Df) 0 h) , 

donc, d'après 8.3, 

Il D Log Dhll ? < 
L 

1 
8irry 

HD2(Log(Df) 0h)ll 
L 

1 
87Try 

(IID2 Log Df ll2 h3/2+ Il D Log Dfll q hQ II D Log Dhll 2) 
L C L 

On pose y = 
y 

., 2 
IID Log Dfll „ et on suppose que 

L 
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y < C j ( l - e ) = s k e~2/3 (1 - e) 

où e > 0. 

On a alors 

1 
8-iïrY 

H E) Log Dfll h < 
C° ° 

V 
s 

< k < 1 

donc IlD Log Dhll < 
L 

u3/2 
y ho 

8Trr(l - hQy/s) < 
CjeCl-e) 
8Trr(l-k) 

D'autre part, 
r . 

Dh(9) d9 - 1, donc la fonction Log Dh s'annule et on a : 

Il Log Dhll < 
C° 

\_ 
2 

IlD Log Dhll 7 
L 

On en déduit : 

Il Log Dhll < y/5 e1/3 
C° 

k 
1-k 

(1-e) = 2 
3 (1-e) . 

2) Soit F ={f€D (TT ) |p(f)=a} muni de la C -topologie. On considère les 

parties suivantes de F°° : 

B = {f € F°° I II D Log Dfll 9 < y c (1 - e)} a Lz 1 

U = { f € F°° I II Log Dhll < 
a C° 

2 
3 

} 

V = { f G F°° I II Log Dhll < 
C° 

2 
3 (1-e)} , 

où e>0 et, dans les définitions de U et V, h désigne l'unique C -difféomorphisme 

tel que h(0) = 0 et f = h 0 Ra o h"1. 

L'inégalité "a priori" que l'on vient de montrer entraîne que BflUcV, donc 

que Bnu = BflV. D'autre part, d'après [H, IX], l'application f h-h est continue pour 
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la C -topologie, donc U est ouvert dans F et V est fermé. Comme R EBflV, si l'on 

montre que B est connexe, alors on a BcVcU, ce qui revient à dire que le théorème 

est vrai pour tout f de classe C tel que y<Cj . 

3) Çonnexite_de B. 

Soit D^CIT^O) ={g€ D̂ OIT1) | g(0)=0}. Pour tout g € D°°(Tr̂  ,0) , i l existe un 

unique réel X (g) tel que (K , . 0 g) = a et l'application gH- f = R 0 g est un 
a j V 8 ^ a(g) 

homéomorphisme de D €(T£ ,0) sur Fa (voir [H, III .4 .2]) . 

I l suffit donc de voir que 

A = {ge^OT1,*)) | Il D2 Log Dgll 2< y c (1 - e)} 
L 

est connexe. Soit g€A, on définit gfc par gt(0)=0 et 

Dgt = Vt e ' L°8 D8 

où y = ( 
C 

et Log Dg(e) d9)-i_ 

Le chemin (gt)t€£o 1] est Un chemin continu de D̂ ClT1 ,0) reliant gQ = Id à 

gj =g. De plus, comme D Log Dg = t D Log Dg, on a gt G A pour tout t . Par suite, 

A est connexe. 
4) Ç2S£lli§i2S' 

Soit f€D3,2(1T1) tel que p(f)=a et y = 
Y 

Il 2 
IID Log Dfll «<c , . On considère une 

L suite (f ) _._T de F°° convergeant dans D ' (TT ) vers f et telle que n ntJN a 
1 2 

yn = — Il D Log Df̂ l 2<C1 Pour tout n (ce *lu*- est possible, la démonstration de la 

connexité de B montre comment diminuer légèrement y^ s'il est trop grand). 
Pour chaque entier n, i l existe un h^ € D (IT ,0) qui conjugue f̂  à R et qui 

vérifie les inégalités (T) , (?) , et Q) . En particulier, la suite (nn)nçjj est 

bornée en norme W ' donc, d'après 6.3, on peut en extraire une suite convergeant 
au sens C vers un h € D ' (TT ) et tel que 
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Il D Log Dhll 2 < lim sup IlD Log Dh II 2 
L n-*» L 

Un tel difféomorphisme h satisfait les conclusions du théorème. • 

Remarques : 1) Si a = l+N/5 
2 est le nombre d'or, on a y = 3-V3-

2 
= 0,381966..., 

r - 1,22005... et c. = 11 ,7891... 

2) On aurait pu uti l iser le théorème du point fixe de Schauder-

Tychonoff pour démontrer ce théorème (cf. IV, 4.2) mais cette méthode fournit une 

moins bonne valeur de ĉ  . 
2/3 

3) C'est en e que la fonction xt* 
Log x 

3/2 x 
atteint son maximum. 

4) En utilisant la même méthode, i l est possible de démontrer le 

théorème suivant : 
l 2 1 

Pour tout entier l > 3, i l existe une constante c^> 0 telle que si f€ D * (TT ) 
vérifie p (f ) = a et IID*"1 Log Dfll 9<c y alors f = hQR oh"1 pour un h G D*"19 2 (1T1 ) , 

L * a 
En outre, on obtient des inégalités, portant sur h, analogues à (T) , (?) et (?) . 

3 2 1 
5) I l est vrai que tout difféomorphisme f£D ' (TT ) tel que p (f ) = a 

-1 2 2 1 est de la forme f = heR oh avec h € D ' (TT ) . La démonstration util ise des idées a 
similaires à celles de [H]. Cependant i l est difficile d'obtenir de bonnes inégalité* 

concernant h. 

6) On peut améliorer la constante Cj, voir à ce propos 10.4 et 10.5. 

10.4 In§g§Iités_pour hQ. 

Les notations sont les mêmes qu'en 10.3. D'après les inégalités (T) et (3) , 

on a : 

4 h < exp o 

,3/2 
y ho 

16 TT r(l - hQ y/s) 
= G (h ) . 

y o 

La fonction G^(t) est une fonction croissante de t et de y. Si y<s , on a 

G (1)> 1 et Gy(t) tend vers -K» lorsque t tend en croissant vers ŝ  
y 

. Si y < c , où J o ' 
cQ/rûi 9,767687441 . . . , alors la fonction G a deux points fixes hj et hj tels que 
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1 <hj <hj < s 
y 

G c o 

G 
y 

1 h, h1 s 
c 
o 

s 
y 

Pour y=Cj, on a hj =e 2/3 et hj est une fonction croissante de y alors que est 

une fonction décroissante de y. 

On déduit du théorème 10.3 et de (Y) que l'on a h^<hj pour tout y<Cj . En 

fait cette inégalité est valable pour tout y< C q en utilisant le même raisonnement 
2/3 

qu'en 10.3 et en remplaçant e par un nombre compris strictement entre hj et hj . 
Pour y = c , on a h. = h!^ 1 ,771886883... J o* 1 1 ' 
Si y<c , on peut obtenir h. sous la forme 

h. = lim z 1 n n-x» 

où h. < z < h! (ce qui est assuré par G (z ) < z , par exemple z = e^/3 si y<ci) et 1 o 1 ^ r y o o r o 1 

z = G (z ) . n+1 y n 
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10.5 Une_meilleure_inégalite. 

Si y<c , on a h <h. < 2, donc llDh - 1 II < 1 et, d'après 7.1, 
J O* O l 9 CO 9 f y 

h < o 
1 

1 - llDh-lll 
C° 

D'après 3.3, on a : 

Il Dh - III < 
C° 

h 
o 

2\/T 

HD Log Dhll ? 
L 

En combinant ces deux inégalités et (?) , on obtient : 

5 h < o 
1 - hQ y/s 

1 - (h +h5/2)y/s o o 
= H (h ) 

y ° 

La fonction a un comportement en tous points analogue à celui de . Si 

y<c^, avec c^/rc* 9,160766712. . . , alors Hy possède deux points fixes h^ et h^ tels 

que l<h2<h^<h£, où h^ est le pôle de H (on a h£ + ĥ 5/̂ 2 = ŝ  
y 

) . De même que pré-

2/3 
cédemment, lorsque y croît, décroît et h^ croît. On a h^= e pour : 

y - c2 = 
e2/3- l 

„ 7 / 3 . 4 / 3 2/3 e + e — e s 

On a c2/r^6,786532808. . . 

Le théorème 10.3 et l ' inégalité (?) entraînent que hQ^n2 Pour tout Y < c2 * 

En fait , cette majoration est valable pour tout y< c^ (cf. 10.4). 

Si y=c» , alors h0 = hl a* 1 ,374657868.. . o 2 2 ' 
Si y < c ' , on a h = lim z , où h. < z < h' ( i .e . H (z )<z , par exemple o' 2 n 2 o 2 y o o r r 
2/3 ^ ZQ=e si y<c2) et zn+1=Hy(zn). 

Constante c^. 

On considère la fonction l définie en 7.7 et on pose : 
Y 
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c3 = r1(c2) . 

Si f €D3,2('ir1) et llD3fll 2<c3 Y > alors II D2 Log Dfll 2<c2 Y * 

Le nombre dépend de y et de r (par l'intermédiaire de c^) mais on a toujours 

1'encadrement : 

5,63 < c3 < c2 < C_2 
r π 

2 - 10,661... 

Remarques : 1) Le point fixe h2 de la fonction Hy décroît si s (ou r) croît. 

2) Aux paragraphes 11 et 12, nous utiliserons les inégalités de 10.5 

et non celles de 10.4, car elles permettent de mieux majorer II Dh — X II q lorsque f 

est voisin de l ' identité (cf. 7.3 et 11.12, remarque 1). 

3) Les constantes Cq et c' sont peu importantes car, dans la suite, 
3 

la condition IID fil « < c~ y sera impliquée par d'autres conditions plus sévères 
L 5 

(cf. 11.12, remarque 2). 

10.6 E^uations_aux_differences_au-dessus d'un difféomorphisme . 

3 2 1 
On considère un difféomorphisme f € D ' (TT ) de nombre de rotation a et qui 

~ 2 2 ~ 2 2 satisfait aux hypothèses du théorème 10.3. Etant donnés a€W * , a > 0 et n € W ' , 

on cherche à résoudre l'équation : 

6 ij>-a ^ o f = n + v 

où l'inconnue est le couple Oj;,v) €WQ' X H . 

D'après le théorème 10.3, on a f = h 0 Ra o h"1, où hGD2,2^1) vérifie h(0) = 0 

et les inégalités (T) , (?) et (?) de 10.3. En composant l'équation (?) par h à 

droite, on obtient : 

(j) ij; o h - a IJJ o h o Rfl = n 0 h + v 
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où a = a o h. 

Si l'on pose : 

H = h3/2 + 
O 

h 
o 

27? 
IID Log Dhll „ 

L 

on a, d'après 7.5, les majorations 

Il D2 (n o h)ll < llD2nll 2 H 
L L 

llD2a II < IID2 al H 

Soit Cj = Cj(l,a) la constante donnée en 9.4. Si la condition suivante est 

vérifiée : 

8 d = 
h - 1 . o 

2 + 1 
v3 

) C H Y 1 IID2 al 9 < 1 
1 IT 

alors, d'après le théorème 9.6, l'équation \7j a une unique solution 
12 

(i|^oh,v)€W ' x ]R qui vérifie i : 
\p o h Dh de = 

i : 
de = 0. De plus, on a : 

llD(ifi o h) Il 2 < 
L 

Cl 
1 - d Y""1 H HD2nll 2 

L 

et, d'après 7.5, iDtfil 2 < h1/2 IlDCjj o h)Il 0 . 
L ° L 

On obtient finalement la proposition suivante : 

3 2 1 ^ 2 2 Proposition : Soient f €D ' (TT ) vérifiant les hypothèses de 10.3, a£W ' , 

*a> 0 jat r) € W2,2. Si l ' inégalité (?) est satisfaite, alors i l existe un unique couple 
1 2 

(^,v)eWo' x ]R tel que 

i | i - a^of = rl+v 
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De plus, on a : 

llDrjJ O < 
L 

C l 
1 - d 

^1/2 „ -1 - 2 „ 
hQ H y II D n'I 2 

Remarques : 1) Si on veut résoudre l'équation - a" 0 f =n +v ou 

^ 0 f - a ^ = n + von procède de la même façon et on obtient les mêmes constantes. 

2) Soit 6>0. Si UD2nU 2<Y ô.j, où 6j = 2\/3" 1 -d 
c1 

.1/2 -1 h H 6 , alors o ' 

Il ̂  Il < 
c° 

1 
2vT 

HDijJ ? < 6 
L 

10.7 Ças_£articulier. 

3 2 1 

Soit f€ D ' (TT ) un difféomorphisme satisfaisant aux hypothèses de 10.3. Si 

l'on cherche à résoudre l'équation 

ty-4> o f^CDf" 1) 3 = n + v , 

12 · · 
où Ojj,n) 6Wo' x K , on peut appliquer la proposition précédente. On pourra uti l iser 
7.6 pour évaluer la norme II D2 (Df *)?ll 9 qui intervient dans le calcul de d (voir (5) ) . 

L 
D'autre part, comme 

Log(Df_ 1)3 o h = 3 Log Dh o R_a - 3 Log Dh , 

1 2 b o R 
b = (Df" 1) 3 o h et 

la fonction b£W ' qui vérifie c 
Log b de = 0 est de la 

3 
forme b = este x (Dh) . En particulier, D Log b = 3 D Log Dh et 

Log b Q = Il Log bll q < vT 
2 

IID Log Dhll ? 

L 

De plus, Log X = f
1 

Jo 
-1 3 

Log(Df ) 0 h de=0, donc dans le calcul de la constante Cj, 
on peut prendre l'expression 9.4, (Î5; (avec toujours ZQ= 1). 
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10.8 On considère ici l'équation 

9Ì i^-aipof * = n + v 

où f€D 3 , 2 ( r i r 1 ) satisfait aux hypothèses de 10.3, a€W 2 , 2 , a>0 et n€W 1 , 2 . L'incon-
2 

nue est le couple (\p,v)€L x ]R ; on demande en outre à ip de vérifier 
A 

• 0 
de = o. 

On écrit f = h o R̂  o h et on compose l'équation (?) à droite par h, ce 
qui donne : 

K h - a 0 h 4 0 h 0 R_a = n 0 h + v . 

2 
Le théorème 9.3 assure l'existence d'une unique solution 0 h,v)G L x H telle 

que 
1 
o 

i> o h Dh de = I i> de = o. 

De plus, si Cj=Cj(h o,a) est la constante dont l'expression est donnée en 9.4 

pour l = h (on a l = Dh) et a = a 0 h, on a : r o o 

llif, o nil ? < y 1 C. HD(n o h) Il 
L L 

D'autre part, ll̂ ll 9 < h l / 2 11̂  0 h II 9 et llD(noh)ll ? < h 1 / 2 llDnll 9 , donc : 
L ° L L ° L 

111//H 9 < Y" 1 C, h llDnll 9 . 
L ° L 

10.9 Cas_garticulier. 

Si a= (Df" 1) 4 et b€W 1 > 2 vérifie 
b ° R - g 

b • a o h et 
r . 

Log b de = 0, on a : 

D Log b = 4 D Log Dh 

donc IID Log bll = 4 IID Log Dhll 9  

IT L 

Log b < ° o 
2 
\75 

IID Log Dhll 9 

L 
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et on peut, dans le calcul de C , utiliser l'expression 9.4, (15) (avec Z =h ) i 1 v--' o o 
puisque Log X= u 

O 
Log (Df 1 ) o h de = 0. 

11. CONSTANTES EXPLICITES POUR LE THEOREME DE LA COURBE TRANSLATEE. 

1 k 11.1 Soient 6>0 et Afi = TT x[-ô,ô] . Si k € U , l'espace C (A )̂ des fonctions de 
k 

classe C de A. dans ~R est muni de la norme Hcpll * max |cp| si k=0 et de la semi-
6 

norme 

8 1 + J 

Il (pli , = sup max I—-. *- cp I 
C Ki+j«Oc A 6 86 hr3 

Si <J)€ C1*(Jh$) 9 on considère un vecteur k= (kj,k2»kg) tel que \>]n^>k^>k^> 0 

et, pour 1<j < 3 , 

Hcpll < k Hcpll . 
C J c 

On peut toujours choisir k̂  = k^ = k̂  = 1. Si la fonction cp est définie sur IT1 x TR et 

Z-périodique en r ( i .e . cp(6 ,r+1 ) = cp(6 ,r) ; voir 12 pour les fonctions cp de la forme 
— — 4 1 tp(6 ,r) = cp(6 + r) , avec cp€ C (TT ) ) , alors, d'après 3.8, on peut prendre kj = I 4 * 

k 2 = 1 
32 

et k 3 = 1 
192 " 

Si (p€ C (Ag) et i + j<k , on note : 

a1....0 

i 
r . . . r 

j 

= 
3 i + j 

361 8r J 
a 

4 
D'après 3.8, pour tout cp€ C (À.), on a : 

ô sup(llcpQ II , lien II , HcpQ « ) < u, Hcpll . 
^ v ^err c o ' ^eer c o ' ^eee o' 1 ^ c 4 

8 u p ( , , p e T ,

c o ' , < p 9 e ,

c o ) < u 2 M

c 4 

• ^ ' c o < U 3 l l t p B

c 4 
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où Uj = 1 
4 ' U2 = 1 

32 •
 U3 = 1 

192 

11.2 Nous renvoyons le lecteur à IV, 5.3 où l'on montre comment déduire du théorème 

11.3 le théorème des courbes invariantes pour un plongement 

Fj : /A6 *TTlx 3R , 0 ^ 0 

de classe C , ayant la propriété d'intersection et tel que Fj est assez proche, 

en topologie C , d'un difféomorphisme complètement integrable T qui dévie la vert i

cale. 

La démonstration du théorème 11.3, dit "de la courbe translatée", est analogue 

à celle que nous avons donnée en IV.5, en classe C , 0<$< 1. Elle est allégée 

par le fait que la proposition 8.2 est plus simple à démontrer que la proposition 

IV, 3.8. 

Nous calculons ici toutes les constantes qui interviennent dans ce théorème. 

On trouvera en 11.11 des valeurs numériques explicites des constantes c et . 

11.3 Théorème de la courbe translatée : Soient 6 > 0, a un nombre de type constant!  

ayant pour constante de Markov y - inf q 2 | a - — | > 0 e_t F : ZA - -*· TT * x ]R un plongement 
p/qerç q 

de la forme : 

F(6,r) = (e+a + r , r + cp(e,r)) 

4 
avec cp € C (¿k. ) . 

I l existe des constantes o 0 ejt > 0, dont les valeurs sont données en 11.11, 

telles que, si 

Hcpll , < c y 2 

C 

3 2 1 
alors i l existe un unique couple (y € ]R x W ' (TT ) tel que f = Id . + \p+ a a pour 
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nombre de rotation p(f) = a et 

F(e,iKe)) = (f (e),* o f (e) + y) 

pour tout 9 € TT1 ( i .e . le graphe de \p est translate de y par F) . 

De plus, on a les inégalités : 

«+« , 2 < c. y 1 M , 

lui < M 
c° 

Si 6>Y, on pourra, dans tous les cas, choisir pour c et les valeurs suivan

tes (cf. 11.11, 4)) : 

c = 5,04 et C9 = 0,153 

Demonstration du théorème : Soit ipj€WQ' tel que Il Dip j II 0<1« D'après 4.3, i l 

existe un unique réel ^ (^ j ) tel que, si f = Id + ip j + A(tp^) , alors p(f)=a. 

Si l'on pose ip=ipj+Xa(ipj)-a alors, d'après 4.2, (v) , la fonction ip s'annule, 

donc 

IUI < 2 IUJI 
c° 1 c° 

3 2 
Soit 0<x<c^, où la constante c^ est définie en 10.5 ; on a c^< 10,67. Si \p € W ' 

3 
et IID ipH 9 <XY, alors iDifil <-

L C° 

χγ 
Ï2V5 < 

3-vS" 
247^ x 10,67 < 1, donc Id + ty€D 9 (TT ) . On pose : 

Kx - {<K W3'2 |IID3̂ II < xY et p(Id + ip+a) -a} 
X L 

2 
Muni de la C -topologie, l'ensemble est homéomorphe au compact convexe métrisable 
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Kf = {ψ e W3,2 î IIϋ3ψ, Η 9<χγ) 

2 
muni aussi de la C -topologie, par l'application: K̂ -> Kx , ip j H- ip ̂  + X̂  (ip ̂  ) - a 

Si iKKx , et ù-ùj +Xa(*j) -a , on a (cf. 3.7) : 

Irti < 2 llipjl < 
c° 1 c° 

XY 
6V2T0 

Pour que le graphe de ip soit inclus dans (kR , il suffit que 

1 XY 
6V2TO < 6 

Cette condition est automatiquement vérifiée si 6 
Y 
>0,123 (car x< 10,67). 

Le problème revient à chercher un couple (u,i|>)£]Rx Kx qui vérifie l'équation : 

© tp0f-iJ>=tp0G + l! 

où f = Id + ip + a et G : TT1 , en- (e ,ip(0)) (on rappelle que si ip € Kx alors p (f) = a) . 

En dérivant deux fois l'équation (?) , on obtient : 

D2î of (Df)2 - D2ip(l - Dip o f + tPr o G) = B2 

où B2 = cpee °G+2(P9roGD* + (|)rroG(D^2 * 
2 

puis, en divisant les deux membres par (Df) , 

9 2 Dzipof-aDip=n 

avec 
(5) a = (Df) 1 (1-Dip of+<proG) 

K!ù n = B2(Df) 2 
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Comme cp est de classe C , les fonctions a et n sont de classes W ' et on a 

!lD2n II < este Hcpll , . 
IT C 

Remarque : Si cp n'avait été que de classe W ' sur Ag , alors <p̂ ^ , cpQ̂  et cp^ 

auraient été de classe W ' et leur restriction à l'image de G seulement de classe 
W1,2 

On se fixe un vecteur k = 0a^^^9\i^) tel que \>VL^>\L^> k^>0 et, pour 

j=1,2,3, 

Hcpll < k Hcpll 
c* 2 J C 

(voir 11.1). Soit v un réel tel que v>0 et 

2 
HcpH < y v 

C 

On a : 

Il - Dip o f + cpr o Gll Q < XY 
\2V5 

2 
+ k 3 Y v 

donc si l ' inégalité suivante est vérifiée 

5 XY 
1275 

f- k 3 Y 2 v < 1 , 

alors a>0. Dans ce cas, notons : 

Il Log Dfll 
C° f = e o 

H Log ail 
a = e o 
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On a l ' inégalité : 

a < f (1 -o o v 
XY 

\2V5 
- k 3 y v) 

2 2 1 
Comme x < c 3 , i l existe, d'après 10.3, un unique h G D ' (TT ,0) tel que : 

f = h o R o h"1 . 
a 

On pose = e 
Il Log Dhll 

C° 
et on définit le réel X par : 

Log X = 
C 

Log a o h de 

-2 
Puisque Log(Df) © h = -2 (Log Dh 0 Ra - Log Dg) , on a 

Log X = 
i : 

Log ( 1 - Dip o f + cpr o G) « h de 

et X > X_ = 1 -x 
\2V5 

, 2 - k 3 Y v 

Supposons les inégalités (T) et (T) satisfaites. D'après la proposition 10.6,il 

existe une constante d 2 dépendant de x, v, Y, r = s in ir II a H 
20 ail 

et (kj,k 2 ,k 3) telle que 

si 

6. d 2 < 1 

~ 3 2 
alors pour tout ij>€KX, i l existe un unique couple (v,ùj) € R x W q ' vérifiant : 

7 
2 ~ 2 ~ D ipj o f - a D ^ = n + v , 

où les fonctions a et n sont définies par (Y) et (J) . 
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2 
De plus, comme llD nil 9 <cste.Hcpll i l existe une constante C« dépendant de x, v, Y, 

lS C 
r et k telle que : 

@ Il D3 3^1 2 < y""1 C2 Hcpll 4 < y C2 v . 

On posera = $ j (rt) . 

Les constantes d 2 et sont croissantes avec x, v, y et les k^ et décroissent 

si r croît (pourvu que l'on adopte le procédé de 10.5 pour majorer h Q ) . Si x et v 

tendent vers 0, alors XY 
bVZlU 

XY 
\2V5 

2 
.+ k^ y v et d 2 tendent vers 0 (car a tend vers la 

constante en 1), donc les inégalités (T) , (̂ T) et (jf) sont satisfaites pour x et v 

assez pet i ts . 

Soit c = inf( x 
C2 

, v). Si 

Hcpll 4 < y2 c 

et si les inégalités (T) , (jT) et (jT) sont satisfaites, on peut définir l'applica

tion : 

$ : K >K 
x x 

ip » > ? 

où ? = +Xa(i|>1) - a e t ^ - ^ G p ) (cf. (f) ) . 

2 
L'application $ est continue pour la C -topologie, en effet soit (^n)n£jg une 

2 ~ ~ suite de K qui converge au sens C vers ip G K . Notons iK -^Op ) . Si iK est une 

valeur d'adhérence de la suite (ifj n̂ nGU Û comPact Kx» al°rs 7] satisfait l'équa

tion Çl) donc, par unicité de la solution, rt^ =$j(rt). On en déduit la continuité de 

$ j , puis celle de $ puisque l'application X̂  est continue (cf. 4.3). D'après le 

théorème de Schauder-Tychonoff, l'application $ possède un point fixe ip € Kx , qui 

vérifie donc : 
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2 2 D rt0f-aD rt=n+v 

2 
soit, en multipliant cette équation par (Df) , 

@ D2(rt 0 f -r t-cp 0 G) = v(Df)2 , 

où l'on rappelle que G(0)= (6,ip(0)). 

Comme (Df)2>0 et comme le membre de gauche de l'équation a une intégrale 

nulle sur TT̂  , on a nécessairement v = 0 ; i l existe donc un réel \i tel que : 

(K)) \l> o f = ip+tpoG + y 

De l 'inégalité (8j , on déduit que 

llDnll < y 1 C9 Hcpll 
L Z C 

et en composant l'équation (fo) à droite par h, on a ^ 0 h 0 o h*(p 0 G 0 h - y , 

d'où l'on tire : 

y = -
1 

0 
cp o G o h d0 

et |y| < Hcpll Q . • 

11.4 Remarques : 1) Parmi les conditions (T) , (?) et (?) , la plus rectrictive 

en général est la condition (?) . 

2) Les valeurs de Y, r et î étant fixées, on cherche à maximi

ser la fonction c(x,v) sur l'ensemble A = { (x,v) G 1R*2 I (j) ,(?) et (?) sont vérifiées}. 

Les expressions de c et étant relativement compliquées, nous indiquerons en 11.11 

des valeurs numériques de max c(x,v) et de la constante C9(x,v) correspondante 
A 
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obtenues à l 'aide d'une machine à calculer. 

3) Si Ô<Y, i l existe une constante c' tel le que les conclusione 

du théorème 11.3 sont assurées pour Hcpll A ^ C ' yô. Se reporter à 11.11, B) pour des 

valeurs numériques de c ' . 

4) D'après I I , 4.12, une majoration du type Hcpll , <cste. y 

est nécessaire pour obtenir les conclusions du théorème. 

5) Si l'on ut i l ise 10.5 pour majorer hQ , alors, x et v étant 

fixés, c(x,v,y,r,î) est une fonction décroissante de y et r et croissante des L . 

11.5 Calcul_de D2a. 

On a : 

a = (Df)"2 g 

où g = 1 - Drt o f + cpr o G, f = Id + ijj + a et G(8) = (9 ,ip(0)) , donc 

D2a = (-2 D3f 
(Df)3 

+ 6 (D 2f) 2 

(Df)4 •)g-4 
D2f 

(Df)3 
Dg + 1 

(Df)2 
D2g 

Dg = - D rtof Df+tp „G + (p oG Drt 

D2g = - D3if/ 0 f (Df)2 + D2rt0f ° 2 f + ^ 0 e r °
G + 2 t P Q r r < > G D^ 

+ tf> (Drt)2+tp 0G D2rt rrr r r 

Df = 1 + Drt ; D2f = D2rt et D3f = D3rt . 

2 
11.6 Çalçul_de D Log a. 

On a : 

Log a = -2 Log Df + Log g 

donc D2 Log a = -2 D2 Log Df - D2g 
g 

(Dg)2 

2 
g 
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11.7 Calcul de D2n. 

On a 
n = (Df) 2 B 2 

? où B0 = <Pûû0G + 2cp_ 0G Dip-»-cp CG (Dip) donc 2 or r r 

D2n = (-2 D3f 
(Df)3 

+ 6 
2 2 (D^f)Z 

(Df) 4 
) B 2 - 4 D2f 

(Df)3 
DB2 + 1 

(Df) 2 
D2B 

D B 2 = %eeoG+ 3 c p e e r o G Dl'' + 3 l Per r o G ( D*> + ( P r r r <> G ( D ^)~ 
+ 2cp 0G D2ip + 2w0G Dip D2ip o r rr 

D B 2 - c p 0 0 e e o G + 4 ( P 0 0 0 r o G ^ + 6 c p 0 9 r r o G ( D * } 

+ 4 t p 0 r r r o G <D^>3 + ^ r r r r < > G (Dip)4 + 5cpeer<)G D2ip 

+ 10cp6rroG D2ip Drt + 5cprrroG D2ip (Dip)2 

3 3 2 2 + 2cpQroG D ip + 2cprroG D ip Dip + 2cprroG (D ip) . 

11.8 Majorâtions. 

Nous allons u t i l i s e r les inégalités suivantes (cf. 3) : 

llD3rtll 9 < xy , HD2ipll 9 < 
L L 

xy 
2TT 

, llDnll < 
L 

xy 
(2TT)2 

HD2ipll < 
C° 

xy 
2\/T 

, Il Drt II o < xip 
\2V5~ 

Si k> 2, Il (Dip)kH < HDipllk 1 iDipB 
IT C° IT 

llD2ip0f D2ipll < llDnll HD2ipll 
IT C° L 

HD3ip0f (Df) 1 / 2II = llDnll . 
L L 
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D'après 7.1, 

f = e o 

Il Log Dfll 
L < (1 • XY 

12^ ' 

-1 

D'après 7.6, et comme x<c^, 

y = 
1 
Y 

HD Log Dfll 2 < xfQ(l + 
xyf 

1 o. 3 = ÄY(X) < c 2 . 

Majoration de A = 
1 
Y 

HD2all . 
L 

On a : 

A < 2 f3 x(l + 3 o 
xyf 1 o 

)(1 + • xy 
12\/5 

2 , 
+ Y k 3 v) 

+ 4 f2 

O 

X 
2TT 

( xy 
2vT 

+ f o Y v <« 2

 + k 2 xy 

+ f 1 / 2 x + f 2 A, o o 1 

où Aj = 
2 

x y 4TT\/3 + v y A2 , A2 = Uj + 
XY 

(2TT)2 
(2UJ +kj xy 

12\/5 
) +k 2 

xy 
2ir 

Majoration de A' = 1 
Y 

2 
Il D Log all 2 -

On a : 

A' < 2y + Aj Â  + 
» 12 2 
Aj A2 Y 

où y = D 

Y 
HD2 Log Dfll 7<l (x) , 

L Y 

A; = n-il < ci -
1 g ^° 

xy 
\2VT 

u 2 >>_1 

- k 3 y v) 

A 2 " 
1 
Y 

l D

2 gl 2 < x f*/2 + Aj f2 

g=l -Di | ; o f + CProG . 

2 
Majoration de HD n" 2 · 

Si II D n II < J Hcpll on a J < J j + J 2 + J 3 , où 
C 
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J. = HD2((Df) 2)H , HBJI /llcpll , 
1 L2 2 C° C 

J 2 = 2||D((Df)"2)«L2 BDB2lco/Itplc4 

J_ = ll(Df)"2ll HD2BJI /l<pl . 
C L C 

On a : 

Jj < 2x V f 3 (l + 
3xyf 1 o 
4TT\/3 

) (u2 + u 2 

XV 
6v/5 

xy 
\2\/5 

>2> 

J 2 < 4 XV 
2TT 

f o ( J 2 + J2> 

où JJ - Uj(l + 3 xy 
Ï2V5 .+ 3 ( XY 

12\/5 
r )

2 ) +kj(- xy a 
3 

J 2 " 2 U 2 
xy 
2VJ + 2 k 2 

(XY) 2 

(2v3)(12v5) 

et J_ < f 2 (J l + J" + J" 1) 3 o 3 3 3 

où = 1+4 xy 
(2TT)2 

+ 6 (XY) 2 

(2TT)212\5 
+ 4 (XY) 3 

(2TT)2(12v

/5)2 + 
(XY) 4 

(27r)2(12v5)3 

3>/5" 
, 2 (1 + xy 

Ï2V5' 
4 

J» - 5 u, Xy 
2u + 10 u 

(XY) 2 

24 W5 
+ 5 kj (XY) 3 

27r(12v5) 

3 = 2 u 2 x y + 2 k 2 ( (XY) 2 

12v5 + 
(XY) 2 

4TTVT 

11.9 Calcul_de_la_constante c. 

1) Estimation de h . On a o 

f < (1 -
o 

XY 
12V5 

-1 
) 

et y = 1 
Y 

IID2 Log Dfll < x f (1 + 
L ° 

xyf 
a o 4TTV3 
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On majore h de la manière suivante (cf. 10.5). Posant s= IÔTTVS" r, où 

r = 
s in TT II a II 

2 » ail 
, on considère la fonction H : tt*-

y 
s - ty 

s - y ( t + t 5 / 2 ) 
2/3 Si z = e ' et o 

z = H (z ) , on a h <z pour tout n. On choisit un n suffisamment grand pour que n+1 y n ' o n r & r n 
z -H (z ) < 10" 8. n y n 

Le théorème 10.3 nous fournit ensuite la majoration : 

K = llD Log Dhll 9 < 
L 

,3/2 
y h o 

8 Trr(l - hQ y/s) 

puis on pose, comme en 10.6, 

H = h 3 / 2

 + 

O 

h 
o 2V3 

K 

2) Connaissant x, v, y et fQ, on calcule A, A1 et J en utilisant les estima

tions de 11.8. 
1 2 

3) Majoration de b Q . Soit b£W ' tel que 
b o f 

b 
= a et 

• 1 
o 

Log b de = 0. On a, 

d'après 10.6, 

1 
Y 

IID2 (Log a o h) Il 2 < A'H = z 

et llD Log bll 2 < z 
8-rrr 

Si b - e 
o 

Il Log bll 
C° , alors b < eZ^S 

o 

Remarque : On obtient ici une majoration de b Q qui reste bornée lorsque y tend 

vers 0, car on a su majorer 1 
Y 

2 
Il D (Log a 0 h ) Il o de façon adéquate (cf. 9.5, 4)). 

L 
4) Calcul de Cj . Soit X € 1R défini par Log X = 

C 
Log a o h de. On a : 

X > X_ = 1 -x 
Ï2V5 

2 
- k 3 v y 
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D'après 9.4, si X^ l , alors 

1 
4TT(1+À_)r o o o z 

8irr 

b (b -1) 
, o o 2TT + 

1 
2V3 

) + D 

et, si X = 1, 

C l " 
1 

8-rrr 
b*(l + b (b - 1))( o o o 

z 
'8-rrr 

b (b -1) • o o 
2ir + 1 

2V3 
•) + D 

5) Calcul de d 2 . On a, d'après 10.6, 

d 2 « 
h -1 / o 

2 + 1 
V3 

AH Cj . 

On suppose que d 2 < 1. 

6 ) Calcul de C2 . On a, d'après 10.6 et 11.8, 

C2 " i-d 2 

h 1 / 2 H J . 
O 

7) On a enfin : 

c = inf( x 
'C2 

, v) . 

11.10 Çonditions__à_satisfaire. 

1) v > 0, 0 < x< c^ . 
2) X Y 

6V2TÏÏ < 6 . Cette condition est entraînée par la précédente si 6 
Y 

<0,123. 

3) xY 

1273 
2 

+ k v Y < 1. 
4) d 2 < l . 

Remarques : 1) Si le difféomorphisme F a la propriété d'intersection, alors on a 

nécessairement X = 1 ( i .e . 
1 

0 
Log a Q h d6 = 0) (cf.[V, 6.6]). 

2) Lorsque Y tend vers 0, de nombreux termes tendent vers 0, ce qui 
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implique que A tend vers 3x, A' vers 2y+x-et J vers 1. 

11.11 Resuitats_numerÎ2ues. 

Nous proposons ici des valeurs numériques explicites des constantes c et C .̂ 

Les résultats que nous obtenons améliorent considérablement ceux de H. Riissmann 

[R] lorsque a est un nombre de type constant. Les résultats de H. Riissmann ont 

l'avantage d'être valables lorsque a satisfait une condition diophantienne : 
2+8 

inf q la-(p/q)|>0 pour un certain B>0. Ils traitent le cas où ô>y, X = 1 et 
p/qCQ! 
ki = Ui ĈaS A' ^ ci~dessous) · 

La méthode utilisée est très simple. Elles consiste à programmer la fonction 

c(x,v,y,r,1c) puis, pour y, r et î fixés, à faire varier x et v de façon discrète et 

à choisir pour c la plus grande valeur obtenue. Nous calculons alors pour les 

valeurs correspondantes de x et v. La valeur de c ainsi obtenue n'est pas nécessaire

ment la valeur maximale mais seulement une valeur possible qui en est proche. Il 

serait d'un intérêt limité de déterminer la valeur maximale de c puisque, par de 

petits raffinements locaux de la méthode, on pourrait encore l'améliorer un peu. 

Nous donnons la valeur de c par défaut en donnant trois chiffres significatifs 

et celle de C2 par excès en donnant deux chiffres significatifs. 

A) On suppose que ô/y>0,123. La condition 2) de 11.10 est alors automatique

ment vérifiée. 

1) On suppose que k̂  = u^, i = 1 ,2,3 et que X = 1 (cf. 11.1). 

Si a = l+N/5" 
2 » Y = 

3-V5-
2 

, r 1,22..., alors pour X q = 1,65 et V q= 19, on obtient 

c = 18,9 et C2 = 0,088 . 

Si on choisit y = 3-v5 
2 

et r= 1, on obtient, pour X q = 1,35 et V q = 14,1, les 

valeurs suivantes de c et de C2 > valables pour tout nombre a de type constant : 

c = 14,0 et C2 = 0,097 . 
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Si l'on choisit r = sin ixy 
2Y 

(cf. 8.3, remarques (ii) et (iii)), on obtient le tableau 

de valeurs suivant : 

Y X 
O 

v 
o 

c C2 

0,25 2,1 29,3 29,2 0,072 

I0-
1 

2,85 47,6 47,5 0,060 

I 0 - 2 3,55 66,55 66,5 0,053 

I0-
3 

3,65 69,15 69,1 0,053 

io" 4 3,65 69,4 69,3 0,053 

Remarque : Pour util iser ce tableau, on notera que si y^ <y et si 

t1= 
sin TTYJ 

2^1 

C(X Q ,V O ,Y 1 , r j ,k) > c(x o ,v o ,y,r ,k) 

, alors 

(voir 11.4, 5)). 

2) On suppose ici que X = 1 et que kj = k̂  = k̂  = 1. 

Si a 1+vT 
2 

, on obtient, pour x =0,51 et v =6,16, les valeurs suivantes : o ' o 

c = 6,16 et C2 = 0,083 . 

Si Y = 
3-V5 

2 
et r= 1, on obtient, pour X q = 0,47 et VQ = 5,8 les valeurs suivantes : 

c = 5,8 et C2 = 0,081 . 

Si r = sin TTY 
2Y 

, on a le tableau suivant : 
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Y 

0,25 

10"1 

lo"2 

10-3 

X 
O 

0,83 

2,33 

3,56 

3,66 

v 
o 

13,3 

39,5 

66,4 

69,2 

c 

13,3 

39,5 

66,3 

69,1 

C2 

0,063 

0,059 

0,054 

0,053 

3) On suppose que X ^ 1 et^k^ = u^, i= 1,2,3. 

Si Y — -3-v^ 
2 et r=l, on obtient, pour Xq - 1,35 et Vq= 13,7 les valeurs suivantes 

c = 13,6 et C2 = 0,099 

Pour r = • sin TTY 
2Y 

, on a le tableau suivant : 

Y 

3-V5 
2 

.o"1 

.o"2 

10-3 

X 
O 

1,58 

2,77 

3,45 

3,55 

v 
o 

18,4 

46,45 

65,2 

67,7 

c 

18,3 

46,4 

65,1 

67,6 

C2 

0,087 

0,060 

0,063 

0,053 

4) On suppose que X ^ 1 et que kj = k2 = k^ = 1. 

Si Y = 3-V3 
2 

et r= 1, on obtient, pour x =0,77 et v =5,04 les valeurs suivantes ' ' v o o 
de c et C2> valables dans tous les cas : 

c = 5,04 et C2 = 0,153 . 
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Si r = • 
sin 7TY 

2TT 
, on obtient le tableau suivant : 

y X 
O 

v 
o 

c C2 

3-v§" 
2 0,61 5,5 5,5 0,111 

lO"1 2,25 32,4 32,4 0,070 

lO"2 3,44 64,65 64,6 0,054 

!0-3 3,54 67,7 67,6 0,053 

B) On suppose que ô/y < 0,123. 

Il faut,dans ce cas, ajouter la condition 

x < 6 VTTÔ 6/y 

pour que le graphe de ip soit inclus dans A . 

Si, pour des valeurs données de y, r et te, les nombres c et convenaient 

pour ô/y> 0,123, alors on peut remplacer c par 

inf(c, 6 vOTT 6 
c2 y 

(même si ces valeurs de c et ont été obtenues pour un XQ>6 V210 ô/y), puisque si 

Hcpll ,<c y2, alors IID\|I 9<6 \/2Tïï ô et Ilipll <6 (cf. 1 1 . 3 , © ) . 
C L C° 

Si 6 est très petit par rapport à y, on obtient de plus grandes valeurs de c 

par tâtonnements numériques que par cette méthode. 

11.12 RË™ËE3yËË_ËHE_lÉË_9Êl£HlË_BH5Êli3HÉË* 

1) Dans tous les cas considérés, le procédé adopté en 11.9, 1) pour estimer 

hQ fournit le résultat pour un n <9. L'estimation obtenue est meilleure que si on 
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avait ut i l isé 10.4 au lieu de 10.5. 

2) On ne rencontre pas la condition x<c^ ; on constate, en effet, que la 

fonction c prend son maximum pour un XQ<C^ . 

Nous avons choisi certains procédés de majoration plutôt que d'autres (par 

exemple dans l'évaluation de hQ ou dans le calcul de la constante d de 10.6 en u t i 

lisant l'expression de 9.6 et non celle de 9.7) à cause des valeurs relativement 

petites de x pour lesquelles la fonction c(x,v) atteint son maximum. 

Dans les cas considérés en 11.11, 1) et dans tous les cas où y est peti t , c'est 

la condition 4) de 11.10 ( i .e . d^< 1) qui est la plus difficile à satisfaire. Dans 

tous les autres cas, c'est la condition 3). 

3) Si l'on se réfère à I I , 3 et 4, ainsi qu'à I I I .9 , la constante c est tou

jours finie. Néanmoins, i l paraît étonnant que ce soit la constante à.^ qui dépasse 

avant que x ne devienne supérieur à c3, ce qui signifie que f = Id + $ 0j;)+cx n'est plus 

un difféomorphisme avant que f= I d + + a ne satisfasse plus aux hypothèses du théo

rème local de conjugaison à (cf. 10.3). 

Cela semble dû à l'accroissement conjugué des nombres fQ, y, hQ et v, inévi

table si l'on veut agrandir la constante c. 

4) Soit Ŝ  ^ l'ensemble des tp€ C (Ag) pour lesquels le plongement F défini en 

11.3 ne vérifie pas les conclusions du théorème 11.3. I l serait d'un certain intérêt 

de déterminer le nombre inf Htpll intérêt cependant limité puisque d'après [V]), 
cpGS . C* a ,6 

il est plus naturel de poser la question en norme C qu'en norme C (voir 12.6, 

remarque 3). 
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12. CONSTANTES EXPLICITES POUR f+f"1 

2 
12.1 Soit F un difféomorphisme de ff x ]R de la forme : 

F(6,r) = (0 + r , r + cp(9 + r)) 

où cp : Tf1]R vérifie 
D 

cp(6)d0 = 0. 

Un tel difféomorphisme est «ymplectique et possède la propriété d'intersection 

(cf . [ I , 1]). 

La courbe r, graphe de la fonction ip€C°Cir^) est invariante par F si et seule

ment si f = Id + ip est un homéomorphisme de Tf̂  qui satisfait l'équation : 

f + f-' 
2 

= Id + 1 
2 

Dans ce cas, le nombre de rotation de F ^ est égal à celui de f (voir [II , 2]). 

O 

12.2 Théorème : Soit a un nombre de type constant ayant pour constante de Markov 
. . 2 y = mf q 

p/qeo? 
la- P 

q 
I > 0. Il existe des constantes c^ > 0 e_t Ĉ  > 0 telle que si 

4,2 
tpe Wq verif ie : 

IID ipll < c Y 

L 

3 2 1 

alors i l existe un difféomorphisme f € D ' (TT ) de nombre de rotation p(f) = a et 

tel que : 

f f - 1 

2 
= Id + 1 

2 cp 

De plus, on a la majoration : 

1 llD3fll < c, Y 1 HD4cpll 9 . 
LZ J LZ 
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Démonstration : Soit 0<x<c^9 ou c^ est \a constante définie en 10.5. On pose 

K = {*1 € Wo'2 1 ll)3*il 2<xy} 

et 

KX =KXKXKX + xo(*1) l ^ e n 

où ^OPj) est l'unique réel tel que p (Id + j + X̂  (Î/> j)) = a . 

Munis de la C -topologie, Kx et sont des compacts homéomorphes par l'applica

tion -»· ^ = ipj + Xa(ipj ) ; d'autre part, est convexe et métrisable. 

On cherche un ^ € Kx tel que, si f = Id + î , alors 

f r 1 
2 

= Id + 1 
2 0 

En dérivant deux fois cette équation, on obtient 

2 2 - 1 - 1 3 2 D > - D > o f (Df 1)J = D cp 

Soit ip un élément quelconque de Kx et f = Id + ^. On a p (f ) - a donc, d'après 10.6 et 

10.7, i l existe des constantes d^etC^, dépendant de x, y et r = sin (ir IIalO 
2 H ail 

, telles 

que si 

d3 < 1 

~ 3 2 
alors i l existe un unique couple ( v j ) € Hx W ' vérifiant 

D2? -D2?* o f'^Df"1)3 = D2cp+v · 

De plus, on a l ' inégalité : 

@ llDnll 2 < Y 1 C3 11 d4^" 2 
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Remarque : La fonction cp étant ici une fonction d'une seule variable, on n'a pas 
4 

besoin, comme en 11.3, qu'elle soit de classe C . 
La constante d̂  tend vers 0 lorsque x tend vers 0, donc d^< 1 si x est assez 

peti t . 

Si c^<x/C 3 et si llD̂ cpll 2^ c 4 Ŷ » a l ° r s ^ K

x · On Pose dans ce cas 

Φ (Ψ) = ψ , + w · 

On montre comme en 11.3 que l'application $ : Kx+Kx ainsi définie est continue 
2 

pour la C -topologie. D'après le théorème de Schauder-Tychonoff, $ possède un point 

fixe i/> G Kx . Si f = Id + , on a p (f) = a et 

D2C f f " 1 

2 
) = D2(Id + 1 

2 cp) + v 

En intégrant cette équation par rapport à la mesure de Lebesgue sur Tf̂  , on remar

que que v = 0, donc 

f + f-1 

2 
- Id + 1 

2 cp+ y 

où y € ]R . 

D'après I I , 2.3.2, on a : 

1 

0 

, f + f - ] 

2 
- id) de = o 

donc y = 0. 

L'inégalité (T) résulte de (T) . • 

12.3 Remarques : 1) Les nombres y et r étant fixés, on cherche à maximiser la 

fonction 

x j >c^(x) = x/C3(x) 
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sur {x> 0 I d3(x) < 1} 

2) Si l'on ut i l ise le procédé de 10.5 pour évaluer h Q , alors 

c^(x,y,r) est une fonction décroissante de y et croissante de r. 

12.4 Çalcul_de_la_fonction c^(x). 

1) On majore fQ, y, hQ et K = Il D Log Dhll 2 comme en 11.9, 1). 

1 n 2 -1 3 « 2) A l'aide de 7.6, on majore E= — Il D ((Df ) )l 0 en fonction de x, Y et f Y L 2 o 

E < 3 x f 1 1 ' 2

 + o 
15 

4TTV3 
2 .13/2 x y f o 

3) On majore b Q en utilisant 10.7 : 

llD Log bll 2 = 3K 
L 

et 

Log b Q < 
2 K . 

4) On calcule la constante Cj de 9.4. D'après 10.6, on est dans le cas où 

À = * 0 = 1 

c i -
1 

8rrr 
b 2 ( l +b (b - 1))(3K( o o o 

b 
o 2TT 

( b o - l ) + 
1 

2V3-
0 + D 

5) On calcule d̂  en utilisant la formule de 10.6 : 

d 3 = 
h - 1 / o 

2 
1 ) Cj H E 

où H = h 3 / 2 + o 
h 
o 2\/T K 

6) On obtient la valeur de par la proposition de 10.6 

C 3 -
C, h ' / 2 H 1 o 

! - d 3 
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7) Enfin, 

C4 " 
X 

C 3 

Les conditions à satisfaire sont : 

1) 0 < x < c 3 

2) d 3 < l . 

12.5 Resultats_numeriques. 

La méthode est la même que celle 11.11. 

1) Si a = 1+V5 
2 et y = 3-v5 

2 
, on obtient, pour X q =2 > 15 , les valeurs suivantes : 

c 4 = 34,95 , c 4 y 2 = 5,09 

C3 = 0,0615 . 

En particulier, si cp(9) = a 
2TT 

sin(27r9), a £ M , le difféomorphisme F défini en 12.1 

possède une courbe invariante de nombre de rotation a = l+\/5~ 
2 

pour tout a tel que : 

|a| < 0,029 ~ 1 
34,5 

Remarque : D'après un résultat de J. Mather (cf . [ I I I , 9]) ,si |a | > 4 
3 

, le difféo-

morphisme F ne laisse invariante aucune courbe homotope à Tf*x {0} (par la théorie 

de Birkhoff, c f . [ l ] } il est équivalent de dire que F ne laisse invariante aucune 

courbe qui soit un graphe d'une fonction continue ^ : TT^ ]R) . 

Nous montrerons ailleurs (en [Hj]) comment améliorer les résultats numériques 

dans le cas particulier de la fonction cp(x) = a 
2TT 

sin(2TTx), en uti l isant une machine 

à calculer. 

D'après [III, 9]et[II , 2.5.3 ] ,il existe une plus grande valeur de a pour laquelle 
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le difféomorphisme F possède une courbe invariante qui est un graphe. Si le lecteur 

est prêt à prendre pour argent comptant les résultats d'expériences numériques 

(cf. [G]), ce qui est loin d'être le cas de l'auteur de ces lignes, cette plus gran

de valeur de a est : 

a ^ 0,971635... ! 

et le nombre de rotation de F sur la courbe invariante est ± l+\/5 
2 

2) Si Y = 3-vÇ 
2 

et r = 1, on obtient, pour x =1,85, les valeurs suivantes de c^ 

et C ,̂ qui conviennent pour tout nombre a de type constant : 

c 4 = 24,1 et C3 = 0,077 

3) Si r = sin 7TV 
2Y 

(cf. 8.3, remarques 2 et 3) on obtient le tableau de valeurs 

suivant (voir la remarque de 11.11, A, 1) et la remarque 2 de 12.3) : 

Y X 
o 

c 4 C3 

0,25 2,65 48,7 0,055 

lO"1 3,24 62,7 0,052 

lO"2 3,62 68,8 0,053 

lO"3 3,65 69,3 0,053 

« r 4 3,67 69,4 0,053 

12.6 5Ë™ËESliËË_ËHE_lËË_IÉËHl̂ .ËtË_BH™Éi!iSiHÊ£ (cf. toutes les remarques de 11.12). 

1) C'est la condition d̂  < 1 qui est toujours plus restrictive que x< c^ . 
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2) Graphe de la fonction c^(x) pour a = 1 + V5" 
2 

c4(x) 

c4(xo> 

x=0 X 
o 

d3-i c3 X 

3) Soit a un nombre de type constant et Ŝ  l'ensemble des cp€WQ' pour 

lesquels F ne possède pas de courbe invariante dont le nombre de rotation est a . 

On peut poser la question de déterminer inf llD̂ tpll ^ · Ce nombre est évidemment stric-
cp€Sa L 

tement positif. I l dépend de a et de y (cf. [II, 4.12]et[lII, 9] ).. D'après [V, 8 ] , i l 
3 

est plus naturel de déterminer inf llD cpll ^ · Malheureusement, cela semble difficile 
cpESa L 

de calculer de "bonnes constantes" pour le théorème [V, 8]. 

12.7 Une_deuxième_démonstration du théorème 12.2. 

Les notations sont celles de 12.2. 

Nous allons construire, pour 0<x<c^, une application $ ' : Kx~»-Kx dont les 

points fixes sont solution de 

3 
f + f'1 

2 
= Id + 1 

2 cp 

En dérivant trois fois l'équation (5) , on obtient 

3 3 -1 -1 4 3 2 - 1 2 -1 S Di|>-D>of (Df ) - D ip-3(Dlof ) (Df T 
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~ 3 2 
Pour tout ip€Kx, on considère l'unique solution (v,i/>j)€]R x W q ' de l'équation 

3~ 3~ _i - 1 4 3 2 - 1 2 - I S D Ì ' j - D l i j . f (Df ly = DJcp-3(D> 0 f V (Df V + v 

assurée par 10.8. 

On a : 

llD^jll 2 < Y 1 C4(«D4cpll 2 + 3 llD((D2^0f V (Df"1)5)» 2 

L L L 

où la constante dépend de x, y et r . 

D'autre part, 

3 
Y2 

lD((D2* o f S2(Df l)5)W < E'(x) , 
L 

où 

4 E'(x) = 6 x 2 

2\/T 
f l l / 2 + 

o 
15 y x 3 

2TT(2\/3)2 

f 13/2 
o 

4 2 Si II D cpll «<c_ y , où c_ = 
L ^ * 

x 
C4 

-E ' (x ) , on peut définir l'application $ ' : K

X -*" K

X » 

\\)H~ if>j + ^ a(^j) = ^ · Cette application est continue pour la C -topologie (voir 6.6 et 

6.7) et un point fixe \p de $ ' est tel que f = Id + \\> vérifie p (f ) = a et (3) . 

Remarque : On cherche à maximiser la fonction c^(x) sur l ' intervalle ]09c^] . 

12.8 Çalcul_de_la_fonction c^(x). 

1) On majore fQ, y, hQ et K comme en 11.9, 1). 

2) On calcule E'(x) par @ . 

3) D'après 10.9, on a : 

IID Log bll 2 = 4K 
L 

et 
Log b < 2 

y/3 
K 
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4) On calcule la constante C( par la formule de 9.4, avec A = 1 et £ =h 
' 1 o o 

(cf. 10.8 et 10.9). 
5) D'après 10.8, on a : 

C, - h C. . 
4 o 1 

6) On calcule enfin 

C5 = X 
C4 

- E ' . 

La seule condition à satisfaire est 

0 < x < c 3 

Nous n'indiquons pas de résultats numériques, car ceux-ci sont un peu moins 

bons que ceux de 12.5. 

13. CAS OU LA TORSION EST DIFFERENTE DE 1 ET GENERALISATIONS. 

13.1 Torsion_differente_de 1. 

13.1.1 On considère ici les plongements de la forme : 

F 2 : A 6 + A 

(G ,r) v> (6 + er + a,r + tp(e ,r)) 

où a est un nombre de type constant ayant y pour constante de Markov, e est un rée 

non nul et cp £ C (cAr,]R) . 

Par une démonstration analogue à celle du théorème 11.3, i l existe des cons

tantes C6 et C, dépendant de e, 6 , y , r et k telles que si 
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l l ( p " c 4
 < c 6 y 2 

alors il existe un couple (y,i|/)€]Rx W ' ayant les propriétés suivantes : 

p (f ) - a où f = Id + &b + a e e 
(T) i> o fe = $ +tPo G + y où G(0) = (e,^(e)) 

La deuxième équation signifie que le graphe de est translaté de la constante 

y par F . En outre, on a : 

llD3ijjll 0 < C. Y" 1 Hcpll , . 
L2 6 C4 

13.1.2 Cas |e | < 1. 

Dans ce cas, on peut prendre pour valeurs respectives de c^ et les valeurs 

de c et C2 données en 11.11. En effet, en reprenant les notations de la démons

tration du théorème 11.3, si ijjjGK^ alors f e - Id + j + Xa (e^ j) est plus proche de 

R que f = Id + îK + A (ilO. a 1 a l 

Remarques : 1) I l est possible d'améliorer les constantes c^ et en calculant 

fQ, y et hQ à partir de au lieu de f. 

2) Si e = 0, la même démonstration donne le théorème 11.3 à condition 

d'imposer une condition qui assure l 'unicité de il». Par exemple : 

a) 
r . 

ψ(θ)αθ=0 . 

b) Si F(9,r) = (9+a , r+r2-Kp(0,r)) , 
1 ; 

Log(l+i|;(e))de - 0. 

13.1.3 Cas | e | > l . 
I l est possible ici de prendre respectivement pour valuer de c^ et Ĉ  les 

valeurs de c et obtenues en remplaçant, dans les expressions de fQ, y et h Q , le 

difféomorphisme f par f . 
On peut aussi procéder ainsi. Posant = &\> et cp (9,r) = ecp(0, r e ) , l'équation ÇT) 
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devient 

ψ of = ψ + φ ο G + εμ e e e e e 

où G (e) = (e,* (e)). 
e e 
Si v^ = y Hcp̂H ^< ev = e "tpll ^ , Gn peut prendre pour et les valeurs 

C C 
suivantes : 

C6 = 
1 

e 
=(x,v e ,y,ô,r,î) 

C6 = C 2 ^ X , V e , γ , 6 , r , ^ * 

I l reste à maximiser par rapport aux valeurs convenables de x et v g (voir 11 .11) , 

Remarque : Dans certains termes des expressions de A, A' et J, on peut remplacer 

x par x 
Ie| , ce qui affine un peu les constantes c, et C, . 

o 6 

13.2 Per turbat ioris_de_di £ Ë ËÏÏË Ë-lÊi^ sant_un_cercle_invar iant. 

13.2.1 Formes normales (d'après R. Douady [D]). 

On se donne un plongement 

F : A f i ¥ A 

(6,r)l >(G,R) 

préservant l'orientation, déviant la verticale, laissant A =TC^x{0} invariant et 
o 

tel que p(F^ )=a . D'après [H, IX], F ^ est conjugué à la rotation R ,̂ donc i l 
o o 

est possible de changer de coordonnée 0 pour que F(0,O) = (0 +a,0). Comme F dévie 

la verticale on peut remplacer la coordonnée r par 0-0 - a de sorte que F est un 

plongement de la forme suivante : 
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F(9,r) = (9+a + r 5 ru(0)+O(r 2)) 

Effectuons un changement de variables H : (0,r)n- (Q,T) où 

? = e + n (e)r 

r = 0 + n (0)R - ? - a . 

Si H o F o H"1 (e^r) = (0,R) , 

on a : © = © + n(©)R = 0+ a + r , 

r = r v(G) + 0(r 2) 

et R = r u(0) v(6 + a) + 0(r 2) 

où v(0) = l+u(0) n(0+a)-n(0) 

Si F est assez différentiable et si Log X = 
ι : 

Log u(0)d0, i l est possible 

de trouver, d'après 8.2 , une fonction v>0 telle u=X v 
VoR 

a 

. I l existe alors un 

scalaire y >0 et une fonction n tels que u.n 0 R̂  - n = yv - 1. Pour un tel choix de n, 

on a : 

H o F o H 1 (? , r ) = (e'+a + r , Xr + r 2 cPj (?,r)) 

Nous nous intéresserons exclusivement au cas X = 1 puisque, dans le cas contraire, 

le cercle A q est normalement hyperbolique, donc isolé et persiste sous une pertur

bation petite en norme . 

Remarques : 1) Si F possède la propriété d'intersection, on a nécessairement 

X = 1 . 
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k 2 k-2 2 2) Si F est de classe W ' , alors H est de classe W ' et cPj de 

classe W (donc C ) . 

13.2.2 Perturbations de difféomorphismes laissant un cercle invariant. 

On considère un plongement de la forme : 

F : Aô • A 

(9 ,r) * y (9 + a + r , r + cp(0 ,r)) 

r 2 r r 4 où cp(0,r) =— cp j (9 ) + e cp^e,—). On suppose que CPj et cp̂  sont de classe C et que 

e ^ l . On posera IlUOj III ^ = sup(HcPj II Q >"
tPj" ^) (voir 11.1) ; le vecteur ïc est défini 

comme en 11.1. 

Théorème : Il existe des constantes e_t dépendant de e, ô, y, r, |||cpj III ^ 
+ . c 

et k telles que si 

2 lltP?" à<C7 Y Z C 

3 2 
alors i l existe un unique couple (y,i|;)€lR xW ' vérifiant : 

F(efip(9)) = (f (9),^ o f (6) + y) 

et p (f ) = a, où f = Id + ip + a . De plus, on a : 

1*1 o 9 < C y" 1 llcp II . 

Démonstration : Nous reprenons les notations de la démonstration du théorème 11.3. 

On cherche un ij> € Kx , 0 < x < c 3 > tel que 

ipof=^+tPoG + y , 
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où f= Id+ty +a et G(9) = (8,ty(6)). En outre, x doit satisfaire la condition 

xy<6ôe v210. Posons Vj = i11cp̂  II! ^ y et v 2 = llcp̂ l ^ y . Pour x et assez petits 

(cf. 11.3 Çb) et (jT) ) , à un ty€Kx, on associe l'unique solution ty = $(ty) de l'équa

tion 11.3, Q) qui vérifie p(Id + ty + a )=a . On a une majoration du type : 

llD3ty!l 2̂ < Tj x 2 y Vj + r 2 y v 2 , 

où Tj et I 2 sont des constantes dépendant de e, donc, si v 2 et x sont assez pet i ts , 

l'application $ sera bien à valeurs dans K et on pourra conclure comme en 11.3. • 
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13.3 5îf f É25î2i!2lîiËîïîÈË_2ï!ÉËËIYÊî}̂ _lÊË_ÊiïËË · 

13.3.1 Soit F un difféomorphisme deA=Tr^ x ]R préservant l'orientation et la mesu

re de Lebesgue et déviant la verticale. Si l'on pose : 

F(G,r) = (0,R) 

la forme différentielle R d© - r d0 est fermée. Nous la supposerons exacte ( i .e . 
F est un difféomorphisme globalement canonique). Puisque F dévie la verticale, on 
peut repérer A à l'aide des coordonnées 9 et v = 0 - 9. On considère alors une fonc
tion S(9,v) telle que dS = (R-r)d9+R dv (où R et r sont considérés comme des f onc

le k+1 
tions de 9 et v). Si F est classe C alors S est de classe C . On a : 

R = 8 
8v 

S(9,v) = a 
80 

S (9,0 - 9) 

et r = - a 
80 

S(9,v) + 8 
8v 

S(9,v) = - 8 
89 S(9,0-9) . 

Si l'on pose : 

S,(9,0) = 8 
80 

S(0,0-9) 

S2(0,0) = 8 
80 

S(0,0 -0) 

la recherche d'une courbe C invariante par F telle que p(F ) =a équivaut à celle 
I 

d'un diffêomorhisme du cercle f= Id+^ +a de nombre de rotation a vérifiant 

l'équation : 

2" Sj(0,f(0)) + S 2(f~ 1(0),0) = 0 

La courbe C est alors le graphe de la fonction -Sj 0 G=S2 0 G c f 1 où G(0) = (0 ,f (0)) . 

I l est possible d'améliorer les constantes données en § 11 d'une manière com-
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parable à celle du § 12. On suppose que SGC (A) est une perturbation 

petite en norme C d'une fonction S de classe C ne dépendant que de v = 0-9 et 

telle que 
dS 

o dv 
(a) = 0 et 

d2S 
O 

dv2 
(v) ï 0 pour tout v. 

Le compact étant défini dans la démonstration de 11.3, on cherche une fonc

tion G Kx telle que f = Id + + a satisfasse l'équation (?) . En dérivant trois fois 

cette équation, on obtient une nouvelle équation à résoudre : 

3 E D \ - E o f D o f (Df ) = P(f ,S) 

où E(9) = S 1 2 (0,f(9)) , S 1 2(9,0)= 
3 2 

9980 S(9,0-9) et P(f,S) est une fonction polyno-

miale des dérivées de f jusqu'à l'ordre 2 et de celles de S jusqu'à l'ordre 4. 

Comme S dévie la verticale, E est une fonction Z-périodique de 0 qui ne s'annule 

pas. On procède alors de façon analogue à 12.7. A un ij;GKx, on associe l'unique 
~ 3 2 ~ 
i/; = $ (i|; ) € W ' tel que p (Id + i/; + a) = a et 

(4) E D 3 ÎT- E o f 1 D3îTo f 1 (Df *) 4 = P(f ,S) + v 

2 
où v 6 E . Si IIS-S^H ^ <Y v et si x n'est pas trop grand, on a une majoration de 
la forme suivante : 

3~u 2 llD _ < cste.(yv + y x ) 
L 

Par suite, si x et v sont assez peti ts , l'application $ est à valeurs dans . 

On démontre qu'elle est continue pour la topologie faible induite sur Kx et on con

clut comme en 12.7 (en utilisant 6.6 et 6.7 pour voir que l'application $ est 

continue) qu'on peut trouver une solution de (3) . En intégrant (T) on obtient : 

Sj(0,f (0)) + S 2 (f _ 1 (0),0) = c 

où c€ H est indépendant de 9. Il suit que le graphe de -Sj 0 G est translaté par F 

et comme F a la propriété d'intersection, on a c = 0. 
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Notant cQ la valeur maximale autorisée à v et CQ la valeur minimale de — , on a o o v 
finalement obtenu le théorème suivant : 

Théorème : Si_ Ils-Sjl 5 < c g y , alors l'équation (?) possède une solution unique  

f G D 5 (Tf ) de nombre de rotation a. En outre, si f = Id + ij; + a , alors : 

IID3^H 0 < CQ y" 1 IIS-S II . . 
L2 8 ° C5 

13.3.2 Esquisse du calcul des constantes Cg et_ Cg . 

Si f=ho Ra oh ^, on compose l'équation (T) à droite par h et on obtient : 

X - a x o R_a = n + v 

3~ - 1 4 où x = e D f o h, e = E o h, a = (Df ) 0 h = 
b o R 

-a 
b 

, b = (Dh) (voir 10.9) et 

n=P(f,S) 0 h . L'inconnue x doit vérifier •ι 
c 

X(0) £(9) d9 = 0 avec £ = Dh 
e . D'après 

9.3 et 9.4, (fB) , on a la majoration : 

5 llxll < c. Y 1 llDn» 9 

LZ 1 LZ 

avec C l " 
1 

8-iïr 
b2(l+x) («D Log bll 2 

b (b -1) 
, o o 2TT 

1 
2V3 

) + D 

où r = · sin (TTII a h 
211 a II 

, b =h , Log h =llLog Dhll , et ' o o' & o 0

 r o ' 

T = inf II 
z£lR b 

zll (min 
C° b 

-1 = 
1 
2 

,max l/b 
mn SL/b 

- l),(voir le calcul de y dans la démonstra-o 

tion de 9.3). On a toujours : 

3 -1 . -3 -1 max &/b < h (min e) et min £/b > h (max e) o o 

donc T < 1 
2 

max e 
min e 

- D . 
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Cette majoration est meilleure que la majoration x<b l (b l - 1) proposée 

par 9.3, (12) car, dans le calcul de l/b apparaît une simplification par Dh et, 

d'autre part, le choix de z= 1 peut, pour certaines fonctions e, ne pas être le 

meilleur. 

On déduit de l ' inégalité (jT) la majoration : 

IID ÎI < (min e) 1 h C y 1 «DP(f,S)ll 
L 0 1 L 

(voir 10.8). 

L'estimation de II DP (f, S) Il « en fonction des normes des dérivées de f et S permet 

le calcul explicite des constantes Cg et Cg . On procède de façon analogue à 11.9 

et 12.4. Les améliorations obtenues par rapport au § 11 sont comparables à celles 

du § 12. 

Nous n'indiquons pas ici de nouveaux résultats numériques. 

BIBLIOGRAPHIE 

[ I ] , [ I I ] , ... désignent les chapitres I , I I , . . . de ce travail. 

[B] N. Bourbaki, Fonctions d'une variable réelle, chap. VI. 

[G] J.M. Greene, A method for determining a stochastic transition, J. Math. Phys. 
20 (1979), 1183-1200. 

[H] M.R. Herman, Sur la conjugaison différentiable des difféomorphismes du cercle 
à des rotations, Publ. Math. I.H.E.S. 49 (1979), 5-233. 

[H1] M.R. Herman, En préparation, probablement au volume 3 de ce travail. 

210 



CALCUL DES CONSTANTES DANS LE THÉORÈME DE LA COURBE TRANSLATÉE 

[HS] E. Hewitt et K. Stromberg, Real and abstract analysis, Springer-Verlag, 
Berlin-Heidelberg (1965). 

[N] D.G. Northcott, Some inequalities between periodic functions and their deri
vatives, J. London Math. Soc. 14 (1939), 198-202. 

[R] H. Rüssmann, On the existence of invariant curves of twist mappings of an 

annulus, Lect. Notes in Math. n° 1007, Springer (1983), 677-718. 

[S] W. Schmidt, Diophantine approximation, Lect. Notes in Math. n° 785, Springer 
(1980). 

[Y] J.C. YOCCOZ, notes manuscrites (1983). 

[D] R. Douady, Applications du théorème des tores invariants, thèse de 3ème cycle, 
Université Paris VII, 1982. 

211 





CHAPITRE VIII 

COURBES INVARIANTES POUR UNE CLASSE D'HOMÉOMORPHISMES 
DU PLAN PRÉSERVANT LES AIRES. 

213 



M. R. HERMAN 
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1. INTRODUCTION. 

On adopte les notations des chapitres précédents. Soit f € D*(Tf*) un difféomor-

phisme dont la troisième dérivée D f , au sens des distributions, est une mesure, 

c'est à dire que D f est à variation bornée (mais pas forcément continue) ; cette 

classe de régularité sera désignée par C 2 + V ^ . 

Nous démontrons au §5 que si p(f) = a est un nombre de type constant, i .e . : 

il existe un y > 0 tel que, pour tout 
P 
q 

€ Q , |a - P 
q l> 

Y 
2 

q 

, alors f est 

conjugué à la rotation R : 9 -> 9 + a par un difféomorphisme h de classe CZ ° , 

pour tout 6 > 0 . 

On en conclut le résultat suivant. Pour chaque X € Tf1 on considère l'homéomor-

phisme de Ü , linéaire par morceaux et préservant les aires : 

Gx(x,y) = ((COS2TTX)X - (sin2TrX) (x+1 y | ) , (sin2TrX)x + (COS2TTX) (X + |y|)) 

I l existe un ensemble non dénombrable de X G Tf* pour lesquels est topologique-

ment conjugué à une rotation de H et donc complètement integrable ; de plus Ĝ  

préserve une famille de courbes invariantes, de classe C* ^ pour tout <5 > 0 . On 

introduit au § 2 un groupe F d'homéomorphisme de ]R , appelé groupe de Froeschlé ; 

les Ĝ  appartiennent à F et tous les résultats cités dans l'introduction restent 

valables pour les éléments de F . 

Soit g le difféomorphisme de Tf* induit par l'action de GA sur les 

demi-droites issues de l 'origine. On vérifie aisément que g^ est de classe C 2 + V ^ . 
Si son nombre de rotation P(ê^) = a est irrationnel alors, d'après [GH] , l'homéo-

morphisme Ĝ  possède une orbite dense dans H s i , et seulement s i , ĝ  n'est pas 

conjugué de façon C* à R̂  (voir 2.4). Dans le cas contraire, Ĝ  est topologique-

ment conjugué à une rotation de H ; ce sera le cas, d'après le théorème du §5, 

lorsque p(ê^) est de type constant. Ce fait avait été constaté numériquement par 

C. Froeschlé [Fj ] . Cependant, dans le cas d'un difféomorphisme du cercle de classe 

C2 V^ dont le nombre de rotation a une mauvaise arithmétique, l ' inégalité de 

Denjoy-Koksma [H, VI.3, p.73] laisse penser que la divergence des dérivées des 
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itérées est très lente, et donc difficile à constater numériquement. 

I l dépend en général de l'arithmétique de son nombre de rotation (supposé irra

tionnel) qu'un difféomorphisme du cercle de classe soit conjugué de façon 

differentiable à une rotation (voir [H], [Yj] et [Y2]) ; c'est sans doute aussi le 

cas pour les ĝ  (voir 2.7). Les auteurs de [HW] ne semblent pas avoir remarqué que, 

pour expliquer l'exemple de C. Froeschlê, la principale difficulté consiste précisé

ment à savoir quand ĝ  est conjugué de façon à une rotation. 

La démonstration du théorème 5.1 suit d'assez près celle du théorème fondamen

tal de [H] et ut i l ise le résultat de [H2] (voir aussi [V,3.4]). Malheureusement, si 

f est un difféomorphisme de classe C2+vb , la dérivée schwarzienne ne fournit que 

des estimées en norme L̂  de DLog Dfn (voir 4.2), et pas en norme L comme dans le 

cas où f est de classe C (voir [H] et [Yj]). Ceci rend la situation présente 

plus délicate et, en particulier, nous limite aux nombres de type constant. Les 

espaces de Besov étudiés au chapitre VI constituent un outil esentiel. Notons que 

ce résultat est de nature globale:si, dans l'expression de G , on remplace |y| 

par e|y| 9 où e est un paramètre peti t , alors, en s'appuyant sur 3.6, le §[VI.5] 

permettrait de conclure. 

Au §7, nous améliorons légèrement le résultat de J.C. Yoccoz [Y ]̂ (voir aussi 

[Y2]). 

C. Froeschlê a constaté numériquement, dans [ï^] » l'existence de courbes in-

variantes pour des difféomorphismes de R de la forme : 

(x,y) ((COS2TTX)X - (sin2irX) (x+cp(y)), (sin2TrX)x + (COS2TTX) (x+cp(y))) 

où tp(y) - ~ y si y > 0 et (p(y) = - y si y < 0 . 

Bien que la fonction cp soit de classe C2+V̂  , i l semble nettement plus compliqué 

d'expliquer l'existence de courbes invariantes. D'une part on est au voisinage d'un 

point fixe elliptique où Ĝ  n'est que de classe C , ce qui rend difficile la ré

duction en forme normale de Birkhoff ; d'autre part les résultats obtenus en 

[V, 7.10] et en [VI, 4.4] sont insuffisants. Malgré les remarques [V, 6.8.6 et 

6.8.8] , et le théorème [V,8.11] , la situation est loin d'être complètement éclair-
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cie. 

Je remercie Raphaël Douady d'avoir considérablement amélioré le manuscrit en 

le rédigeant à nouveau et Claudine Harmide d' en avoir assuré la frappe avec son soin 

habituel. 

2. LE GROUPE DE FROESCHLE. 

2.1. Soit F le sous-groupe du groupe des homéomorphismes de R engendré par les 

éléments de SL2(H) et les transformations du type suivant : 

(x,y) (x,y + ipk(x)) 
2 

où k = (kJ ,k2) € 3R et 

Ψ1ζ(χ) =' 
k.x si x > 0 

tk2x si x < 0 

Chaque élément G de F fixe l 'origine, préserve la mesure de Lebesgue et vérifie : 

G(sx,sy) = sG(x,y) 

pour tous (x,y) £ "R et s € ]R+ . 

En faisant agir G sur les directions de demi-droites issues de l'origine, 

on obtient un homéomorphisme du cercle g . 

Identifions Tf1 = ]R/2 à 

S1 = {v = (x,y) € ]R2 / Il v|| = 1 } , où II v|| = A2+y2 " 

par le difféomorphisme cp : 9 H- (cos 2TT9 , sin27r9). L'application g est alors 

définie par : 

g(9) = ^(GOpO))/ HG(cp(0))||) 

et, comme G préserve les aires, g est dérivable, de dérivée : 

Dg(9) = HG(cp(6))ir2 . 

Bien que la fonction continue Dg ne soit pas de classe C* , on remarque qu'elle est 

lipschitzienne. Sa dérivée D g est définie et continue partout sauf en un nombre 

fini de points où elle possède une limite à droite et à gauche. Elle est au surplus 
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à variation bornée. 

Le groupe W se plonge donc canoniquement dans le groupe Dif f 2 + V^(Tf * ) formé 

des difféomorphismes de classe C* de Tf* possédant une dérivée seconde à variation 

bornée. 

Lorsque G €F et que g E Dif f 2 + V ^ (Tf * ) est le difféomorphisme du cercle corres

pondant, on notera indifféremment p(G) ou p(g) son nombre de rotation. 

Si maintenant, pour X G Tf* , on pose G = r o G, où r est la rotation de 
X X X 

matrice 
COS2TTX -sin2-iïX' 

sin2irX COS2TTX 
|, l'application ĝ  correspondante est définie par : 

g x O) = g(6) + X . 

La fonction X h- p(g^), de Tf dans lui-même, est continue, croissante et 

de degré 1 , donc surjective. De plus, si a€ Tf*\(Q/2Z) alors i l existe un unique 

Xa € Tf1 tel que p(g x ) = a (cf.[ H, III.4,p.34]) . 
a 

2.2. Soit G € W et g le difféomorphisme du cercle correspondant. Si 

p(g) = a $ Q/2Z , alors, d'après le théorème de Denjoy (cf.[H,VI.5 p.76]) comme 

la fonction Log Dg est à variation bornée, on a : 

g = h © R o h * a 

où h est un homéomorphisme de Tf* et 

R : Tf* Tf* , 6 h > e + a . a ' 

En particulier, g est minimal. 
2 

Revenant au plan 1R , un passage en polaires permet de conjuguer de façon 
2 

]R-analytique la restriction de G à "R MO} aux deux transformations suivantes : 
1 * 1 * 

Fj : Tf x !R+ Tf x H + 

(6,r) H- (g(6), r(Dg(0)) 1 / 2 ) 

et 
F 2 : Tf1 x ]R -> Tf1 x ]R 

(6 ,r) ^ (g(6), r - 1 
2 Log Dg(6)) . 
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2.3. D'après [H, IV.6, p.48] , lorsque a = p(g) est irrationnel, une condition 

nécessaire et suffisante pour que h soit de classe est : 

sup max . iLogDg1^©)! < + 0 0 

nez 0€TL 

2.4 On suppose toujours a irrationnel. Soit 

H(6,r) = (h(0),r) ; 

on a : 

HoF2oH 1 (e , r ) = (0+ct, r - -| Log Dg0h(e)) 

et, d'après [H, VI.1.,p.71], 
1 

ƒ Log Dg0h(e)d8 = 0 . 
0 

On rappelle qu'un homéomorphisme f d'un espace topologique X est dit topo- 

logiquement transitif s ' i l existe un x € X dont l 'orbite {f n(x)/n€ 2Z} est dense 

dans X . 

De la proposition de Gottschalk et Hedlund (cf.[G, §14.13] ou [H, IV.4,p.45]), 

on déduit l'équivalence des propriétés suivantes : 

(i) L*homéomorphisme h n'est pas de classe , 

(ii) h n'est pas un difféomorphisme de classe , 

( i i i ) L'homéomorphisme HoF2<>H 1 de ïï1 x 1 est topologiquement transitif, 
2 

(iv) L'homéomorphisme G de R est topologiquement transitif. 

I l est clair que ( i i i ) et (iv) sont équivalentes ; (i) et (ii) le sont d'après 

[H, IV.6,p.51]. D'après Gottschalk et Hedlund, (non i i i ) équivaut à l'existence 

d'une fonction continue k : Tf1 R. telle que 

Log Dg = k - k0g 
k ^ k(0) 

soit, posant % = e /ƒ e 'd0 > 0 log Dg = % 
o 

9 1 1 On définit t(0) = ƒ £(u)du qui est un difféomorphisme de classe C de Tf puisque 
o 

t(0+l) = t(0)+l. On a 
D(tog) = Dt 

et donc 
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t 0 g = C + t c £ R 

ce qui implique 

g = t ot . 
c 

L'invariance du nombre de rotation par conjugaison implique que c = a de sorte que 

nous obtenons (non i ) . • 

Lorsque ces propriétés sont satisfaites, on pose : 
H^e.r) = (h(6), r(Dh(9))" 1 / 2) 

et on a : 

H1oF2oH^1(6,r) = (6 + a,r) ; 

1'homéomorphisme G est topologiquement conjugué à une rotation de B donc complè-
2 

tement intégrable (i.e.]R {0} est feuilleté par des courbes invariantes). 

Remarque. L'application G n'a pas de propriétés de torsion. 
1 +8 

Si h est de classe C , 0 < 3 < 1 (puisque 3 = 1 est impossible dès que 
g n'est pas de classe C ) alors G laisse invariantes des courbes de classe C 

Le scolie suivant résume ce paragraphe : 

Scolie 2.4 : j5i p (g) = et (f Q/2Z , les propriétés suivantes sont équivalentes : 

(i) L'homéomorphisme h est de classe C1 , 

(ii) L'homéomorphisme G n'est pas topologiquement transitif, 

( i i i ) L'homéomorphisme G laisse invariante une courbe C° , fermée et simple 

de ]R ^{0} , d'indice 1 autour de 0 , 

(iv) L'homéomorphisme G est complètement intégrable, au sens défini plus 

haut. 

2.5 On sait que, si p(g) = ^ G CQ/Z , et si g n'est pas topologiquement conjugué 

à la rotation Rp/q > alors i l existe un intervalle ouvert non vide de TT1 sur lequel 

la suite (Dgn) _ tend simplement vers 0 . En utilisant [H,IV.5.3,p.48] , on en nfcxJ 
déduit l'équivalence des propriétés suivantes : 

( i ' ) il existe un difféomorphisme h G Diff 2 + v b (Tf1 ) conjuguant g â. R

p / q 
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(iiiT) Lfhoméomorphisme G laisse invariante une courbe C , fermée et simple 

de H ^{0} , d'indice 1 autour de 0 

Remarque : Si p (G) = p/q £ Q/Z et si g a un nombre fini d'orbites périodiques 

alors pour presque tout x G H2 (Gn(x))n ^ tend vers l ' infini lorsque n •> ± «> . 

2.6 Lorsque f est un difféomorphisme du cercle dont le nombre de rotation 

a = p(f) est irrationnel, la classe de différentiabilité de 1'homéomorphisme h , 

fourni par le théorème de Denjoy et conjuguant f à , dépend non seulement de 

la classe de différentiabilité de f , mais aussi de l'arithmétique de a (voir [H], 

[Yj] et [Y2]). 

D'après 2.4 et [H, XI,4.2, p.160] , si a est un nombre de Liouville, on peut 

trouver un difféomorphisme f de classe C°° , vérifiant p(f) = a et tel que la 

transformation de TC x H+ : 

F : (6,r) - (f(6), r(Df(6))"1/2) 

soit topologiquement transitive. Quitte à restreindre la classe des nombres de rota

tion autorisés (on en conserve tout de même un G dense) on peut choisir f de 

telle sorte que F soit ergodique pour une mesure de Haar (voir [HE] et [K] pour 

la construction de tels difféomorphismes appelés "de type I I I j" ) . 

2.7 On peut se demander s'il existe des éléments de F transit ifs . Nous posons ici 

une conjecture impliquant une réponse positive à cette question. 

Conjecture : I l existe un homéomorphisme G E F et une partie dense D de_ Q/Z 

te ls que, pour tout p/q G D et tout X G Tf1 vérifiant p(G )̂ = p/q , on a : 

Gx * Id 2 

où l'on rappelle que Ĝ  = r^ eG et que r^ est la rotation de U d'angle 2TTX 

autour de 0 . 

Cette conjecture revient à trouver, dans F , un élément G pour lequel les 

intervalles compacts 

{X € TT1 /p(Gx) - p/q} 

soient d'intérieur non vide pour tout ^ € D (cf.H, 111,2.7, p.32]). 
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Ceci est légèrement moins restrictif que la propriété A q de [H, III.4.5.p.37] , où 

la requête s'applique à tout -jj € Q/2Z . 

Supposons que 11homéomorphisme G e l " satisfasse aux conclusions de la conjec

ture. Par un raisonnement analogue à celui de [H, XII.1.12,p.169] , on peut trouver 

un X € ÏT* pour lequel le difféomorphisme g a un nombre de rotation a = p(g ) 

irrationnel et n'est pas C -conjugué à . D'après 2.4, 1'homéomorphisme est 
o 

topologiquement transitif. 

2.8. L'exemple suivant a pour but de convaincre le lecteur du bien fondé de la 

conjecture précédente. 

Soit F , £ F défini par : 
£,X 

F ,(x,y) = ((COS2TTX)X - (sin2TrX)(y +e |x| ) , (sin27rX)x + (COS2TTX) (y +e|x|)) . 
£ > X 

Proposition : Soit p/q € (Q/Z où q est impair. I l existe un eQ > 0 (dépendant  

de q) tel que, si 0 < |e\ < e Q , alors l ' intervalle compact : 

{X € TT1 / p(F .) = 
E , A 

P 
q 

} 

est d'intérieur non vide. 

Démonstration : Elle s'inspire de l 'a r t ic le de R. Hall [Ha] . On fait agir , comme 

en 2.1, F sur TT̂  , puis sur son revêtement universel R et on obtient : 
£ » X 

R. o f (e) = e + x + <p(£,e) 
A £ 

où : 

e + cp(e,e) = 
1 

2TT 
Arctg(tg(2<rre) + £) si - 1 

4 
< 0 < 1 

4 
1 

2TT 
Arctg (tg(27T0) - E) si 1 

4 
< 0 < 3 

4 
et tp(£, 0+ 1) = cp(e,0) . 

La fonction (p ainsi définie est une fonction continue du couple (E,0) . Soit : 

Me) = 9 
de 

cp(£,e) | e = 0 . 

On a : 
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<K6) = 
1 

4TT 
(1 + COS4TT0) si -

1 
4 

< e < i 
4 

1 
4TT 

(1 + cos4ir6) si 1 
4 

< 0 < 3 
4 

On en déduit aisément que les coefficients de Fourier de \p d'ordre pair sont nuls 

(puisque i|>( 0 + 1 
2 

= - M©)), alors que ceux d'ordre impair sont tous non nuls 

(calcul). 

Comme q est impair, la fonction : 

V q = 
q-1 
E 

i=o 
v 00r1 P_ 

q 
vérifie : 

W 6 * 
1 
2' 

= - V q ( 6 ) 

et elle n'est pas nulle, puisque : 

$p/q(q) = q$ (q) ¿ 0 . 

Lorsque e tend vers 0 , on a : 

(Rp/qof )q(0) - 0 - p = E ^p/q(6> + e R<e,0) 

où le reste R(E,0) tend uniformément vers 0 avec E , donc, si E est assez petit , 

mais non nul, cette fonction s'annule sans être identiquement nulle. Par suite, 

p(R , of ) = 
p/q 

P 
q 

mais Rp^0f£ n'est pas conjugué à Rp/^ · La proposition résulte 

alors de [H, III .2.7, p.32] . • 

2.9. Le théorème 5.1 affirme que, si G € F a un nombre de rotation a de type 

constant, alors G est complètement integrable (au sens de 2.4) et laisse invarian-
. tes des courbes de classe C pour tout E > 0 ; ces courbes sont donc de dimension 

de Hausdorf f 1. 

On peut aussi montrer, par une démonstration presque identique à celle de [HM], 

(en utilisant que les nombres de type constant sont de dimension de Hausdorff 1 [J ] ) 

que, G E W étant fixé, l'ensemble {X € ïïVpiG^) est de type constant} (où 

G = r 0G) a pour dimension de Hausdorff 1. 
A A 
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3. LE GROUPE D^^CH1) 

3.1. On note VB(IT̂ ) l'espace des fonctions à variation bornée de TT̂  dans R , où 

l'on a identifié deux fonctions différant sur un ensemble au plus dénombrable. Pour 

plus de détails, voir [V,8.9] . 

Muni de la norme : 

11 ^'v* = I / 1 <P(e>d9 I + Var(tp) , 
ir 

l'espace VB(Tr*) est une algèbre de Banach, en particulier, le produit de deux 

fonctions à variation bornée l 'est aussi. 

3.2. Si cp € VBCir1) , on a : 

1 
ll(p - / cp(e)de II œ < 

o L°° 

1 
2 

Var(cp) . 

3.3. Pour toute fonction cp G VB(TT̂ ) , on peut trouver une suite frP^)^^ de fonctions 

de classe C convergeant simplement vers tp sur TT \A où A est un ensemble au 

plus dénombrable et vérifiant : 
V a r ^ ) < Var(tp) 

pour tout i € U . 1 1 suffit, pour cela, d'approcher dans la topologie vague la 

mesure IXp par une suite de mesures Dtp. à densité C°° vérifiant 

J Dcp. (6)d9 = 0 et J |Dtp. (6)|d0 < Var(tp). 
o o 

3.4. Soit 

D2+vb(1T1) = {f € (TT̂  ) /D f̂ est une mesure de Radon} 

où D f désigne la dérivée troisième de f au sens des distributions. On vérifie 

que cet ensemble est un sous-groupe de D̂CTC1) . 

Si f E D V (TT ) , alors Df est lipschitzienne mais f n'est pas nécessaire-

ment de classe C (c'est le cas par exemple des difféomorphismes du cercle associés 
à des éléments du groupe de Froechlé F ) 

Si f G D1+Lip(TT1) = {f G DlCEl)/Df est lipschitzienne} 

alors 
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f G D^^Or 1 ) <* D Log Df € VBOT1) 

De plus, si f € D 2 + v b(TT 1) , on a 

||D2f]| < Var(D2f) 
L° 

et 
2 

||D Log DAI ^ <Var(D Log Df) < Var(D f) Il 
L°° 

1 
Df 

Il + Il Dzf|| Il 
C° L°° 

D2f 
(Df)2 

3.5. Soit f € D 2 + v b ( lT 1 ) . D'après 3.3, i l existe une suite ( £ j ) j € K d'éléments 

de D°°(Tr1) vérifiant : 

(i) Var(D f.) < Var(D f) pour tout j . 

(ii) La suite (f..) converge vers f en topologie . 

( i i i ) I l existe un ensemble A <= TT* au plus dénombrable tel que, si x € A , 

lim D2f .(x) = D2f (x) . 
j-M-co J 

(iv) Si 1 < p < + » , lim IID f. - D f II = 0 
j->+oo J LP 

(c'est une conséquence de ( i i i ) ) . 

(v) Soit S l'opérateur "dérivée schwarzienne" : 

S(f) = D2 Log Df - 1 
2 

(D Log Df) . 

On a : 

||S(f .)|| . < Var(D Log Df.) + 
3 L J 

1 
2 

IID Log Df.H . 
J L 

< C(f) < + oo 

où C(f) ne dépend (comme son nom l'indique) que de f (en fait que de Var(D f) et 

de II Log Dfll q ) . 

(vi) pCfj) = p(f) pour tout j 

(voir [H,III] pour se convaincre de la possibilité de cette restriction). 
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3.6. Soient 1 < p < + » et 0 < B < 1. L'espace de Besov B '̂P(TT*) a été défini en 

[VI,2.5 ] . 

Proposition : Si tp G VBCIT1) , alors tp E B1/p,P(ir1) et |tp| J/p < Var(cp) 

Démonstration : D'après 3.3 , il suffit de montrer l ' inégalité lorsque tp est déclasse 

C°° . On a, pour tout t ^ 0 : 

1 
t l /p 

Il <PoRt - (pli p < H 1 
t 

(cp0Rt - tp )ll 
1/P 

L1 
Il (p0Rt — cp II 

P-1 
P 
00 

L 

< IHXpll 1/P 
1 L 

(Var(ip)) 
p-1 

P < Var(tp) 

(la deuxième inégalité résulte de [VI,2.4] et de 3.2). • 

3.7. De la proposition précédente, on déduit que le groupe D +V (TT ) est contenu 

dans le groupe D +1 p,p('ir1) défini en [VI,6] , et que la suite (fj)j de 3.5 vérifie : 

(vii) 2 2 ID f. I . , < Var D f pour tout j 1 j '1/PtP J 

4. INEGALITES. 

4.1. La dérivée schwarzierme S définie, sur un élément f de D"(TT') , par la 

formule : 

S(f) = D2 Log Df - 1 
2 

(D Log Df) , 

vérifie, pour tout entier n E H : 

(*) s(fn) = n-1 
Z 

S(f)0fJ(Dfj)2 . 

4.2. Proposition : Soit f € D2+vb(TT1) . I l existe une constante c} (ne dépendant  

que de f ) satisfaisant, pour tout n E U , à l 'inégalité : 

||D Log Df "il 
2 

L2 
< Cj II 

n-1 
E Dfj0f jll 

c° 

j=0 

Demonstration : On considère une suite ( f ^ ) ^ ^ de D (TT ) remplissant les condi

tions de 3.5. En intégrant sur Tf* l 'égalité (*)appliquée à chaque f̂  , on obtient: 
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1 
2 ; 

1 

0 
(D Log Df̂ )2d6 - -

n-1 
Z 

1 
; 
o 

s(fi)0f|(Df|)2de 

l 1 

o 
s(f.) 

n-1 
( Z Df̂ ofT )̂de 

i 1 

<IIS(f.)ll , Il 
1 L 

n-1 
Z Df] o f. j II 

1 1 co 

On conclut grâce à 3.5, (ii) et (v). • 

4.3. On rappelle que les espaces V ,P (TC ) ont été définis en [V,8.9] . Soit 

f € D^TT1) de la forme : f = Id + cp , où tp vérifie : 

- (p + 
1 

/ 
o 

(p(e)de e v ^ o r 1 ) 

En suivant la méthode de [V,8.10] , on peut trouver une suite (f^)^ ^ de D (TT ) 

vérifiant les propriétés (i) à (vii) de 3.5 et 3.7, et, en outre, la condition : 

(viii) Il (-S(f.))+ Il w <C 
L00 

où \\)+ = sup(0,ip) et C est une constante ne dépendant que de f . La plus petite 

constante C ainsi obtenue sera notée II (-S(f)) + || 
L°° 

4.4. Proposition : Pour tout difféomorphisme f vérifiant les hypothèses de 4.3, 

il existe une constante c„ telle que, pour tout n G TU , 

HD Log Dfn H2 < c0 II Σ (Dfj)2|| 
L°° 1 j=o C° 

Démonstration : On considère une suite (f.) 
i e U 

oo 1 
d'éléments de D (TC ) remplissant 

les conditions (i) à (viii) de 3.5, 3.7 et 4.3. Fixons les entiers i et n et 

choisissons un point Xq € TT1 où la fonction |D Log Dfn| est maximale. En ce 

point, D Log Df? = 0 (car f̂  est de classe C°° ) et : 

||D Log Df? H = |D Log Dfn(x ) | = - 2 S(f?) (x ) . 
1 ço 1 O 1 o 

D'après 4.1, (*), on a : 
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Il D Log Df ? H < 2 sup (-
1 C° XGTT1 

n-1 
S(f i)(fJ(x))(Df|(x)) 2) 

< 2 H (- S(f . ) ) + II II 
L" 

n-1 
(Dfh2H 

1 C° 

L'inégalité analogue est valable, par passage à la limite, pour f grâce à 3.5, 

(ii) et 4.3, (vi i i ) . • 

4.5. Proposition : Soit f G D*(T£̂ ) un diffébmorphisme vérifiant l'hypothèse de 

4*3. Pour tout n G U , on a : 

||D Log Dfn|| < 2 H (-S(f)) + | | 
L°° 

1/2 
oo 

L 

v̂T H Log Dfn II 
1/2 

C° 
sup HDf1!! 

Kj<n-1 C° 

Démonstration : On se ramène, grâce à 3.5, 3.7 et 4.3, au cas où f est de classe 

C°° . De l ' identité (*), on déduit que : 

min(D2 Log Dfn) > - n II (-S(f)) + Il 
L°° 

sup 
CXj<n-l 

Il DfJ|| 
2 

C° 

La proposition résulte du lemme suivant appliqué à la fonction Log Dfn 

2 1 2 Lemme : Soit ^ G C (Tf ) et M = - min D . On a : 

HDi/,11 < 2 114,11 
C° 

1/2 

C° 
M

1 / 2 

2 

Démonstration : Quitte à changer ip en ^ : x ij>(-x), on peut supposer qu'il existe 

un point x G H tel que D (̂x ) = || Di|j|| . Pour tout y > 0 , on a : o o co 

ijKxo+y) > *(xQ) + y Dif>(xo) " 1 
2 

M2 y 2 

donc : 
D\p(xQ) < 

iKx0+y)-<KxQ) 

y 
+ 

1 
2 

M2 y 

2 
y 

Il 01 + 
c° 

y 
2 

M2 . 

On suppose que M- ^ 0 car sinon l ' inégalité est trivialement vérifié si l'on 
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choisit y = 2 ĤH 
1/2 

C° 
sdsls , on obtient l 'inégalité requise. • 

5. CONJUGAISON DIFFERENTIABLE EN CLASSE c
2 + v b . 

5.1. Théorème : Soit f € D un difféomorphisme dont le nombre de rotation 

a = p(f) est de type constant. I l existe un h € fi 
0«5<1 

n1-8 

(ir 1) tel que : 

f = h0R oh 1 

a 

Ce théorème implique l'existence de courbes invariantes sous l'action des éléments 

F de W dont le nombre de rotation p(F) est de type constant. 

5.2 Démonstration : 

5.2.1. Dans cette partie, on supposera seulement que a est irrationnel et que 

f £ D 1 + L i p ( ' i r 1 ) . Soit n G JH , n > 1. On pose, en suivant les notations de [H,VII.2, 

p.93-95] : 

g n = 
1 
n 

n-1 
Σ 

j=0 
(f3 - jet) 

et 
f = g o f o g 
n n n 

On a p(f n) = p(f) = a et si f € D^^CTf 1 ) (resp. f £ J)2+VHÇEL ) ) , alors g n et 

f appartiennent à klykhklma (resp.D' uoùlnoz 

L'identité suivante est valable presque partout ( i .e . dans iT ) et au sens des 

distributions. 

(D D2f -
n 

D2fn 

1 
n 

n-1 
E 

i=o 

. 2 
Df1) 

- (Dfn -1) 

n-1 
E 

i=o 
D V 

1 
n 

n-1 
E 

i=o 

Df1) 
3 

-1 
• g n 

(voir [ H, VII.2.6,p.95) . 

Soit, pour n £ H , 

V = Var(Df ) = Il D2f II , n n n ^1 

D'après [H, VII.2.5.1, p.94 ] et la remarque [H,VII.1.5, p.87], on sait que : 
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(2) lim V = 0 . , n n->-+oo 

En particulier, 
lim 
n->+oo 

ll'Df - 1 II = 0 . η co 

Le théorème [H,VII,2.5.1] suppose que f est de classe C ,mais n 'ut i l ise , en fait que 

l'ergodicité de f qui reste vraie lorsque f € D +̂L̂ P(1T*) d'après la remarque 

[H, VII, 1.5] 

5.2.2. Définition : Le nombre irrationnel a est dit de densité bornée si son dévelop

pement en fraction continue 

et = a + o 
1 

ai + 1 
a2+... 

vérifie : 

sup 
n>l 

1 
n 

n-1 
E 

i=l 
a. < + » i 

Si a est de type constant, alors les â  sont bornés (condition nécessaire et 

suffisante), donc a est de densité bornée. Les nombres de densité bornée forment un 

ensemble de mesure nulle (voir [H,V.10,p.67]). 

Proposition : Soit f € D l+Lip/mil x F(Tf ) un difféomorphisme dont le nombre de rotation 

et = o(f) est de densité bornée. Pour tout e > 0 , i l existe une constante C 
* 1 telle que, pour tout k G U et tout 9 G TT , on ait : 

(3) C_1 k~e < Dfk(0) < C ke 

La démonstration est faite dans [H,VIII;1.7, p.104] dans le cas où f est de classe 

C mais n 'ut i l ise que le fait que les V tendent vers 0 (cf.(2)). Elle s'applique 
donc lorsque f € D Llp(TT ) . 

On déduit de cette proposition les inégalités suivantes, valables pour tout entier 

n > 1 et tout e > 0 : 

(4) 
n-1 
Z 

i=o 
HDf1!! < C n1+e 

C° e 
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(5) II 1 
n-1 

E 
i=o 

Df1 
Il < C 

c" E 
Dg 1 de 

5.2.3. On suppose à présent que f € D 2+vb(Tr') et que son nombre de rotation a = p(f) 

est de densité bornée. D'après 4.2 et (4), on a, pour tout e > 0 : 

(6) IID Log Dfn|| 
L2 

< c n 
e 

1+e 
2 

où est une constante ne dépendant que de f et de e . 

Proposition : On a : 

lim 
n-M-oo 

HD2f II 
n L2 

= 0 . 

Démonstration : La formule (1) fournit : 

Il D f H < A + B n L2 n 

où 

An= „ 
D2£n 

1 
n 

n=l 
E 

i=o 
Df1)2 

Dg 1 den L2 

et 

B = H (Dfn-1) n 

n-1 
E 

i=o 
D2fi 

1 
n 

n-1 
: E 
i=o 

Df1)3 Dg 1 den L 

On a : 

A2 = n s 
nkz 

2 
n 

._2.n>.2 -1 (D f ) og 
i 4 -1 (EDf1)^0gn1 

Dg og"1 η η Dg 1 de η 

- svea n 
(D2fn)2 
(SDf1)3 

de 

par définition de g (cf.5.2.1.). n 
En utilisant : 

^ 2 _n _ ..n _ ., _ _n D f = Df . D Log Df , 
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on obtient la majoration : 

3 2 
A2 < n HDf11!!2 || (EDf1)"1!! Il D Log Dfn II 9 . 
n C° C° lT 

Soit e E ]0, -g- [ . On peut trouver une constante vérifiant, pour tout entier 

n> 1 , l ' inégalité : 

.2 f l+2e - 3 + 3e + 1 + e -l+6e A < C n = C n n e e 

donc 
lim A = 0 . 

n 
On procède de même pour majorer : 

B2 = n ; 
ir1 

n (Dfn-1)2„ -1 ( I D V ) 2 ^ : 1 

((ZDV)2 = (Z 

(ZDV)2 = (ZDf1 D 

l 
ir1 

n(Dfn-l)2 ( E D V ) 2 

(EDf1)5 
de 

On remarque alors que : 

( Z D V ) 2 = (ZDf1 D Log Df1)2 

< (E(DfV (E(D Log Df1)2) 

d'après l ' inégalité de Cauchy-Schwarz. Par suite, 

B2 < n||Dfn-l||2 I! (E Df1) ]|| 5 (Ell Df 2 ) (E II D Log Df "il 2 ) . 
n C° C° C° L 

Si l'on choisit un e € ]0, 1 
10 

[ , on peut trouver une constante telle que, 

pour tout n>l , on ait : 

B2 < C" n n e 
l+2e-5+5e+l+2e+2+e = CM n 

e 

-l+10e 

et 

lim 
n->+oo 

B = 0 . n 

Remarque : Nous avons en fait montré que, pour tout e > 0 , 

lim 
n-H-oo 

1 
2 -e HD2f II 9 = 0 . 

n L2 
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5.2.4. On suppose à présent a de type constant. D'après le théorème [V,3.4] (voir 

aussi [HZ]), si n est un entier assez grand, alors 

f = h o R oh" 1 

n n a n 

où h^ est un homéomorphisme derivable presque partout qui vérifie Log Dĥ  € BMO(TT*) 

et 

(8) , | L o g D h n"BM0 < C 3 l | D 2 f n B 

L2 

la constante ĉ  ne dépendant que du nombre de rotation a . On rappelle que l'espace 

BMOCir1) et sa norme ont été définis en [V,2.12] . 

5.2.5. La proposition suivante montre que, pour tout p E ]1,2[ » il existe un 

n p € H tel que, pour tout n > n^ , Log D ĥ  £ C1 /' ?(Tf1) . De cette proposition résul

te le théorème, puisque chaque f est conjugué à f par le difféomorphisme 
g n e D (1+Lip Or 1 ) . On rappelle que les espaces de Besov B , P ainsi que leurs normes 

ont été définis en [VI,2.5] . 

Proposition : Soit f € D 2+vb (TT* ) un difféomorphisme dont le nombre de rotation 

a = p(f) est de type constant, et p G ]1,2[ . Il existe une constante Z > 0 , 

ne dépendant que de a et p , telle que, si : 

Il D2f H 
L2 

alors : 

f = h « Ra o h 1 , 

où h € D ' • " P a r 1 ) et 

(9) |Log Dh| 
C 1 ^ < c 4 l L ° g D f l l / p , p < c 4 Var(D Log Df) 

La constante c, ne dépend que de 1 , a et p . 

Démonstration : Nous supposerons que f est de classe C°° et montrerons l 'inégalité 

(9). Les résultats de densité de 3.5, 3.7 et 4.3 permettront de conclure grâce au 
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théorème d'Ascoli (voir à ce propos [IV,4.9, vol.l p.192]). Notons que la seconde 

inégalité de (9) résulte de 3.6. 

D'après le théorème fondamental de [H] (cf. [H, IX.5.1, p.127]) on peut écrire 

f = h o R o h 1 

a 

où h G D°°(Tf1)-

Choisissons des réels pj et p^ vérifiant 1 < p 2 < pj < p et soient qQ , q̂  > q 2 

tels que : 

1 
P l = 

1 
2 + 1 

qo , 
1 

P l 
= 1 

P + 1 
«1 + 

1 
p 2 

1 
p l 

+ 1 
q 2 

En dérivant l'équation : 

f o h = h o R 
a 

puis en en prenant le logarithme, on obtient : 

Log D h o Ra - Log D h = Log D f e h 

D'après [VI,3.2] , on a : 

(10) |Log Dh | 1 / p < c 5 |D(Log Df , h)| 
1 
P 

, P 2 

où la constante c,- ne dépend que de a , p et 

De la formule 

D(Log Df o h) = (D Log Df)Qh . Dh 

et de (10), on déduit que : 

(ll)|LogDh| 1 7 <c 5 ( | (DLog Df)0h| 
1 
P ' P l 

Il Dhll + Il (D LogDf)0h|| 
L P l 

|Dh| 
1 
P 

, q 2 

) . 

En effet, d'après l 'inégalité de Holder, si $ > 0 , 1 
p l 

+ 
1 

q 2 
+ 1 

p2 
, cp € B 

3,Pj 

et \p E B 
3,q2 

, alors, pour tout t > 0 , on a : 

1 
tB 

||cp0R_ . tyo Kr ~ H P 2  11 z L 
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< 1 II <PoRt(*oR -<|0II 
L 

p 2 
+ 1 

tB 
Il (<p0R -<p)*ll 

L 
P 2 

< Ikpll 
L 

P l 
1*1 3,q2 

+ M 3,Pj 
Il 4» Il 

L 

(p \¡> e B 

q 2 

3,P 2 

et : Donc 

I<P*I 3,P 2 

< Il (Pli 
L 

p l 
1*1 3,q2 

+ M 
3,Pj 

Il 01 
L 

q 2 

Par ailleurs, on rappelle (cf.[V,3.4] et (8)) que si l est suffisamment petit , alors 

Log Dh £ BMOCTf1) et : 

(12) 11 L o g D h | lBMO < C3 1 * 

D'après [V,3.5] et [V,2.16], pour tout q € [ l ,+»[ et tout s € 1R , on peut trouver 

un £(s,q) > 0 tel que, si l < £(s,q), alors des inégalités du type suivant sont 

satisfaites : 

Il (Dh)S|| 
L Q 

(13) 

< 1 + y(s,q)£ 

-1 s 

Il (Dh ) Il 
L q 

< 1 + u(s,q)Jl 

où u(s,q) est une constante ne dépendant que de s,q, £(s,q) et c^ . 

On a alors (cf.(+)) : 

Il (D Log Df).h|| 

L 
P l 

= Il (D Log Dh). (Dh"1) 
1/P! 

Il 
L 

p l 

< Il D2f|| 
I 

IIDf"1» 
00 

L 

Il (Dh"1 ) 
/ p l 

1 L 
qo ' 

Lorsque % tend vers 0 , les quantités II Df 1̂ 
oo 

L 

et II (Dh"1) 
1/P, 

II 
L 
I 

tendent vers 1, 

donc, si Z est assez petit , 

on a : 

(14) Il (D Log Dh)0hll 

L 
P l 

< 2% 
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Nous devons à présent estimer I (D Log Df)0h| 
1 
P ' P l 

. Pour ce faire, on décompose 

la fonction ^ = D Log Df (qui est de classe C°° ) en blocs Aif̂  , k € !N , comme en 

[VI,2.11] . On a, pour tout k G H , 

Il A*kll LP < C |V| i 
P ,P 

2-k/p 

et 

Il DÂ kll 
LP 

< C |V| 
i 
P 

2 
k(l-

1 
P' 

où la constante C ne dépend que de p (on notera que, comme l 
1 

0 
\K0)de = 0 , on 

a pu remplacer, dans les inégalités de [VI,2.11] , la norme II 01 
B I / P , P par la semi-

norme |V| 
i 
P »P 

Les inégalités (13) entraînent, si £ est assez petit : 

Il (AiPk)oh|| 

L 
P l 

= Il (Aip,) . (Dh " S 
1 / p i . 

Il 
L 

p l 

<llAi/>ll II (Dh"1) 
LP 

1 / p l 
L 

q i 

< 2 C |T|I| 1 
P >P 

2-k/p 

De même, 

llD(A*k0h)|| 

L 
P l 

= Il (DA^k).(Dh-1) 

1 
P l 

- 1 

D 
L 

P l 

< l|DA*kll 
LP 

Il (Dh l ) 

1 
P l 

- 1 
II 
L 

q i 

< 2 c 1*1 1 
P 

,P 
2 
k(l- 1 

P 

On déduit alors de [VI,2.12] que : 

(15) |(D Log Df)0h| 1 
P ' P l 

< c 6 |D Log Df|j 

P , P 

dès que £ est suffisamment peti t . 
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I l nous reste à contrôler |Dh| 
1 
P '

q 2 
. Soit t € Il , t 9* 0 . 

On a : 

(16) ||Dh0Rt - Dh|| 

L 
q 2 

= IIDh(e 
LogDh0Rt-LogDh 

-1)11 

L 
q 2 

< Il Dhll 
L 

2 q 2 
Ile 

|LogDh0Rt-LogDh| 
-III 

L 
2 q 2 

en vertu de l ' inégalité | e X - l | < e -1 et de celle de Cauchy-Schwarz. 

D'après (12), on a : 

p s H Log Dh0Rt - Log Dh|| 
BMO < 2 c 3 l . 

Si l'on applique le théorème [V,2.13] à la fonction (p = Log DhGR - Log Dh et la 

formule [V,2.14] à la fonction X -+ (e X-l) 
2q2 , on obtient des constantes c_ et cQ 

/ o 
vérifiant : 

Ile 
|Log Dh0Rt - Log Dh| 

-m 
2 q 2 

L 
2 q 2 

< c 7 ; 
00 

O 
e A (e X - l ) ' 

2q2"I 
e 

X 
C 8 p 

dX 

= C_ p 
oo 

O 
e p X ( e p X - l ) 

2q 2-l 
e 

X 
C8 

dX 

La fonction : 

P 
oo 

; 
o 

e p X ( e p X - l ) 
2q2"l 

e 

X 
C8 

dX 

est de classe C au voisinage de 0 et toutes ses dérivées à l'origine jusqu'à 

l'ordre 2q -2 inclus sont nulles. On en déduit que : 

00 
; 
o 

e p X ( e p X - l ) 
2q2"l 

e 

X 
c 8 

dX = 0 (p 
2 V 1 

et qu'i l existe une constante c^ vérifiant : 

(17) Ile 
|Log DhoR - Log Dh| 

- III 
L 

2 q 2 
< c 9 P 

< c9HLog Dh0Rt - Log Dh|| 
oo 

L 
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La constante c^ ne dépendant pas du réel t , on obtient, en conjuguant (16) et (17) 
. . . 1/p et en divisant par t r : 

(18) |Dh| 1 
P ,q 2 

< c 9 |Log Dh| 
c 1 / p 

Enfin l ' inégalité (11) devient, après intervention de (13), (14), (15) et (18) : 

|Log Dh| c1p3 < 2 c 5 c 6 |D Log Df| 
1 
P 

+ 2 c 5 c 9 £|Log Dh| 
C ] / P ' 

Dès que a < 1 
4 C 5 C 9 

, on a : 

|Log Dh| c1p3 < 4c 5 c 6 |D Log DfI 
1 

Comme nous l'avons annoncé, cette inégalité, identique à (9), valable pour toute 

f € D°0(TT1) dont la norme || D2f|| 
L2 

est suffisamment petite entraîne la proposition." 

6. TENTATIVE D'EXTENSION DE L'ENSEMBLE DES NOMBRES DE ROTATION AUTORISÊ . 

6.1. Conjecture : I l existe une partie B <te 1T1 de mesure de Haar 1 telle que 

tout f € D 2+v1 (IT1) dont le nombre de rotation a = p(f) appartient à B , est con

jugué à R de façon C 1+6 , où 6 > 0 peut dépendre de a . 

La proposition suivante et le théorème 7.2, sans y donner de réponse, justifient 

cette conjecture. 

6.2. Proposition : Soit f G D 
2+vb (ir1 ) un difféomorphisme dont le nombre de rota-

tion a = p(f) est un nombre de densité bornée. I l existe une fonction n € L (T£ ) 

telle que : 

(X) n o f - n = Log Df . 

On rappelle que les nombres de densité bornée ont été définis en 5.2.2. 

Remarque : L'égalité (X) implique que la mesure cr-finie sur TT1 de densité e n 

est invariante par f . 

6.3. Démonstration : On suppose d'abord seulement que f G D * + I i l p (TT * ) et que a 

satisfait à la condition A (cf.[H,V.10,p.67] ; c'est le cas de tout nombre de densi-
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té bornée). On note 
Pn 

2n - e nN 
la suite des réduites de a . 

D'après 5.2.1.,(2) et [H, VIII,2.3, p.108] (voir aussi [H,VIII.2.4,p.109]), on 

a, pour tout e > 0 : 

(19) lim 
n->+oo 

q\ e|| fq n - Id - p H = 0 . n n co 

D'autre part, si V = Var(Log Df), l ' inégalité de Denjoy (cf[H,VI.4.4., p.75]) four

nit : 

(20) Il Log Df S, || < V . 
C° 

On suppose maintenant les hypothèses de la proposition satisfaites (f € D 2+vb 'Or1) 

et a de densité bornée). On déduit de 5.2.3, (6) et de (20) que, pour tout e > 0 : 

(21) IID2f% 
L2 - ° ( q n 

1 
2 + e 

L'inégalité [V,2.11, prop.l] appliquée à la fonction f qn - Id - p̂  donne : 

Il Df - HI 
L4 

< /3 H D2f "il 
1/2 

L2 llf S - Id - pjl 
1/2 

C° 

Puis, en utilisant (19) et (21), on obtient, pour tout e > 0 : 

(22) Il Df 
q n - Ill 

L4 = 0(q n 

1 
2 

+ e 

D'après (20), les fonctions Log Df sont uniformément bornées. L'estimation (22) 

entraîne donc, pour tout e > 0 : 

(23) q 
Il Log Df "il L4 = 0(q n 

1 
2 + G 

. ) 

(on a, pour tout x € [-V,V] , |x| < e

V | e* - 1 | ) . 

Soient, à présent, q et r des entiers ; on a : 

Il Log Dfqofr|| 
L4 

< Il Df " rn 
1/4 

C° 
Il Log Df*1!! 

On déduit de 5.2.2., (3), que, pour tout e > 0 , il existe une constante c telle 
e 

que, pour tous entiers q et r , on ait : 
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(24) Il Log DfqofrH , <c | r | e || Log DfqII . 
L L 

On veut montrer que la suite 01 Log Dfn|| ,) est bornée. Pour ceci, on fixe un 
L n£K 

entier n et on choisit k vérifiant : 

q k < n < qk+i · 

On décompose alors n sous la forme : 

k 
n = z b. q. 

1=0 

où O < b^ < a i+i (C I*[H> VIII.1.2.2., p.101]) ; cette décomposition est unique si 

l'on requiert, de plus, les conditions : 
i-1 

r. = E b. q. < q. 1 1 j 1 

pour 0 < i < k (on a = O et = n). 

De la formule, valable pour tout entier q > 0 , 

q-1 
Log Dfq = E Log Df0f

r 

r=o 

on déduit : 
1 b.-l 
k i q. r.+jq. 

(25) Log Df = E E Log Df l . f 1 1 

i=o j =0 
(cf. [H, VIII.1.2.3, p.102]). 

En appliquant l ' inégalité (24) et l'estimation (23) à la formule (25), on 

obtient, pour tout e > 0 , une constante c^ telle que : 

k - j + z 
(26) Il Log Dfl 4 < c E b q Z (a q . ) E 

L i=o 
k 2 - I + 2e 

< c E a. q. e . 1 1 1=0 

Comme a est de densité bornée, on a : 

& i = 0(i) 

alors que, comme pour tout nombre irrationnel, les q̂  vérifient : 
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q. > 2 ( Ì " 1 ) / 2 . 
1 

On en déduit, en choisissant un ε € ]0, 1 
4 

[ , que 

(27) sup II Log Df ̂ 1 . < + « . 
nGU L 

La proposition résulte alors du lemme [H, XIII.3.3.2,p.183] appliqué à l'opérateur 

A : L̂ CTT1 ) -> L^TT1) , tp tp0f et à la fonction ip = Log Df .• 

3 oo 
7. CONJUGAISON DIFFERENTIABLE EN CLASSE V ' 
7.1. Soit f = Id + (p € D^Cff*) un difféomorphisme pour lequel la fonction tp vérifie : 

o - tp + 
1 

; 
o 

(P(e)de € v 3 , 0 O('ir 1) , 

3 oo 1 
(on rappelle que l'ensemble V ' (1T ) a été défini en [V,8.9]). Dans ce cas, 
f G D2+vk(TT*) mais la réciproque est fausse ; de plus, D f est bornée mais pas 

nécessairement continue. 

On suppose que a = p(f) satisfait à une condition diophantienne d'exposant 

compris entre 2 et 3 : 

I l existe un $ G [0,1[ et un y > 0 tels que, pour tout p/q G Q , on ait : 

(°°) Ια - Ρ 
q 

-2-0 
Y q 

7.2. Théorème : Sous les hypothèses précédentes, on a : 

f = h0R oh 1 , a 
1 +6 1 

où h Ç D (TT ) pour tout ô G]0, 
2-23 
3+3 [ . 

7.3. Démonstration : C'est la même que celle de J.C. Yoccoz [Y2] (voir aussi [Yj]), 

à quelques petites modifications près que nous allons indiquer. On montre d'abord 

que h est de classe C1 . Le lemme 4 de [Y2] nécessite l ' inégalité 4.4 et, dans 

le §1.5, comme Df n'est pas de classe Ĉ  , mais est seulement lipschitzienne, on 

uti l ise l 'inégalité : 

|Log DfJ(x) - Log Df j(y)| < Il D Log Dfj|| |x-y| . 
L°° 
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Le reste de la démonstration convient et montre que h G D (̂Tf̂ ) . Pour voir que Dh 

est holdérienne, on ut i l ise les inégalités de convexité, valable pour toute fonction 

lipschitzienne ty : TT1 R et tout ô € ]0,1[ : 

|tyl < 211 tyll 1 - 6 HDtyll6 . 
6 c° L00 

On déduit alors de 4.5 que : 

% + 6 / 2 l - 6 ' 2 A/9 · r (28) |Log Df n | < 411 (-Sf) Il II Log Df n | | q ô / Z sup II Df J|| Ô . 
Ô L°° C° n Kj<qn l C° 

pour tout dénominateur q^ d'une réduite de a . Le reste de la démonstration de [Y2] 

convient parfaitement et prouve le théorème. • 

7.3. Remarque : Si on suppose que a est de type Roth ( i .e . diophantien d'exposant 
2 + $ pour tout g > 0), le lemme [H,IX.6.3.1, p.129] , montre que h est de classe 

C2 E pour tout e > 0 . 

7.4. Quitte à remplacer f par f ^ on peut changer dans le théorème 7.2. la condi
tion (o) par (o')<p -J^cp(e)deeV3 , p(Tf1) 
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CORRECTIONS DU VOLUME I . 

Notations : p = page, 1 = ligne 

p.5 1 + 12 et 13 : on ait pour tout x , b(x) < 0 , |d(x)| < C |b(x)| et 

|a(x)| < C |b(x)| . 

p.11 1 - 10 : à 3.5.6. ( i i i ) on obtient puisque 

p.19 1 - 7 : l'angle orienté de la verticale v = (0,1) avec 
dcp(t) 

dt 
( i .e . angle (v, 

dcp(t) 
Ht ))est 

p. 26 1 + 4 : la 1-forme Rd0 - rde = 

p.77 1 + 7 : " S l C3n '(1 + 1 . 
a/2' 

η 

r (a/2)+e C2n 
-> + OO . 

p.82 1 + 9 : aN = [ a ^ , . . . ] 

p. 120 1 - 10 : si 0 < x < a' 

p. 145 1 + 12 : Cr+3(M1,]R) 

p.150 1 - 2 et - 3 : remplacer dans les formules les signes = par < 

p. 153 1 - 1 : llcpo gli c 3< 

p.154 1 + 9 : IliPogll Q<llDtp|| J| gli q 

p. 154 1 - 6 : . . . < 2 |Drcp| < 2||cp|| 

p. 155 1 + 5 : {cp G C^^dT1) , cp(0) = 0} 

p.155 1 + 6 : CT+^ -topologie 

p.182 1 + 5 : (5) implique : 

p.186 1 - 4 : [H, XIII.4.6] 
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p.186 1 - 6 : [H, XIII. 4.6] 

p.207 1 - 1 : Dans l'expression ν 1 IIΦ II 
c k + e supprimer -1 

Y 

p.209 1 - 6 : < C5 y 1 (y\ïp\\ 
c k + $ 

3 2 +11 DJf|| 
ck-4+$ ) 

Couverture au dos l i re H. Riissmann. 
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SUMMARY 

Classically, since the work of J. Moser, for perturbation theorems in 
small divisors (the existence of invariant curves, the problem of conjugating dif-
feomorphisms of the circle to rotations) one uses Holder spaces. In this volume we 
study and prove existence theorems of invariant curves when one weakens the Holder 
conditions on the 3 rC* derivatives (see chap.IV) by LP conditions ; this imposes 
that we require the rotation numbers to be of constant type. 

Chapter V is devoted to the proof of persistence of invariant curves whose 
rotation number is of constant type for C -area preserving, globally canonical, that 

are C -perturbations of a completely integrable monotone twist maps of the annulus. 
The proof requires almost all the chapter and i s , the least one can say, a rather 
elaborate continuation argument. The main difficulty being that only an estimate 
on the second of the invariant curve in LS 

3 
2 < s < 2 , is obtained and this forces 

us to use Yves Meyer's Lemma on the finite difference equation in order to get Lq 

estimates on the derivatives of the mapping that conjugates, to a rotation,diffeo-
morphism of the circle whose rotation number is of constant type. At the end of 

chapter V we show the C invariant curve theorem can be generalized to the Sobole\ 
spaces W" T3,P , p > 1 , for certain special classes of twist maps. Chapter V is inde
pendent of the rest of the volume. 

In chapter VI the translated curve theorem is proved for Besov spaces 
( i .e . 8 ,3+6, T) 6> 1/p, p> 1, or TTith E. Stein's notations A P,oo 

3+6 ) . The proof is 
almost the same as that of chapter IV once standard preliminaries on the regulari
zed dyadic decompositions are obtained. These preliminaries will also be used in 
chapter VIII. 

In chapter VII a proof, only using L r  Sobolev spaces of the translated 
curve theorem for perturbations in the C -topology,is given when the rotation num
bers invariant curves are once again of constant type. The proof is probably the 
most elementary, in low differentiability, existing at the present date. The use 
of L 2 Sobolev space enables us to compute , in a natural way and without too 
much work, a series of general constants which, when applied for example to the 
"standard map" , gives the correct result up to a factor smaller than 50 . 

In chapter VIII the main (global) theorem is that a C^-diffeomorphism 
of the circle, having a second derivative of bounded variation (but no necessarily 
continuous) and a rotation number of constant type, is C ,2-0 -conjugated to a rota
tion for every 6 > 0 . The corresponding perturbation theorem is much more elemen
tary and is given at the end of chapter VI. This explains mathematically the 
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existence of invariant curves for certain piecewise linear area preserving homeomor-
phisms of the plane studied by C.Froeschlê, who observed this phenomemon numerical
ly in 1968. 
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