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ARITHMÉTIQUE ET AUTOMATES FINIS 

par 

Jean-Paul ALLOUCHE 

Introduction 

Le calcul classique d'extraction dJune racine carrée permet 
de produire par exemple la suite des décimales de sjT de façon 
"algorithmique". Que recouvre en général la notion cl' al gor i tîime ? En 
un sens "naïf" on peut concevoir un algorithme comme une suite d'ins
tructions prises dans un ensemble fini d'instructions, et permettant, 
par exemple, de fabriquer une suite finie ou infinie de nombres. 
En ce sens, et de façon toujours informelle, un algorithme fournit 
du déterminisme, de "1 ' antihasard". 

Nous nous proposons ici de définir une classe d'algorithmes 
connus en informatique théorique sous le nom d'automates finis, et de 
montrer au cours d'une promenade à travers la théorie des nombres de 
nombreuses propriétés arithmétiques de ces automates : précisons 
tout de suite que l'algorithme évoqué ci-dessus du calcul de \]"2 ne 
rentre pas dans cette catégorie, il est, en un sens que nous ne pré
ciserons pas ici , plus "complexe". 

Le plan de cet article est le suivant ; après avoir défini la 
notion d'automate fini, on étudiera successivement les rapports avec 
la théorie algébrique des nombres, les fractions continues, les 
systèmes de numération, la transcendance, les séries de Dirichlet, la 
répartition modulo un et l'analyse harmonique, l ' i tération des 
fonctions continues et les objets fractals, des problèmes de 
combinatoire. On terminera par un paragraphe où on montrera des 
rapports, via les automates finis, entre physique théorique et 
ar i thmét ique . 
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J.-P. ALLOVCHE 

I . - Automates finis ; définitions 

1°) 2-au tomate s 

Un 2-automate A est constitue d'un ensemble fini S 
d 'états , (dont l'un, noté i , est appelé état i n i t i a l ) , de deux ap
plications de S dans lui-même notées 0 et 1 , et d'une applica
tion ip de S dans {0,1} . 

L'image par A d'un entier n se calcule ainsi : on écrit 
n en base 2 : n = cd_i cd_2 . . . c0 ; les c-, valent 0 ou I 
et sont identifiés aux deux applications de S dans lui-même ci-des
sus. On calcule alors 

U.i = Cd-i (CD-2 ( • - • (C0 (ï) ) ) . 

L' image de n par A est : 

A (n) = ip (n. i ) 
Donnons un exemple : 

S = {i, a,b} 

Oi = a , li = = i 
Oa = b , la = = i 
Ob = i , lb = : b 

ip(i) = ip(a) = = 1 
ip(b) = 0 • 

Pour calculer A(23) , on écrit en base 2 : 23 = 10111 d'où : 

A(23) = ip (10111 i) = ip(lOlli) = ip(101i) = ip=(10i) = ip(la)= ip(i) = 1 . 

La suite (A(n))nçw est dite reconnue (ou engendrée) par le 2-auto
mate A . 

Une suite (u(n))neN est dite reconnue par 2-automate, ou en
gendrée par 2-automate, ou 2-automatique, s ' i l existe un automate B 
tel que : 

VnetH u(n) = B(n) . 
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ARITHMÉTIQUE ET AUTOMATES FINIS 

2 0 ) 2 - substitution 

Soit E un alphabet (ensemble fini). On noie E* le monoïrle 
libre engendré par E , les éléments de ft* sont dits mois sur E . 

line -̂ subtitution sur E est une application de E dans les 
mots de longueur 2 sur E . Cette application définit un morphisme 
de E* , qui peut être prolonge en une application de KN dans lui-
même . 

Par exemple soit E = {0,1} , on définit la 2 - subtitions a 
sur E par : 

cr(0) = 0 .1 

li est clair que lorsque n tend vers +œ , ern (0) a une limite (pour 
la topologie de la convergenre simple) dans KN , qui commence par 

0 i I 0 1 0 0 1 l 0 0 1 0 1 . . . . 

Lette suite limite est point fixe du prolongement, fie <r a EN , elle 
est connue sous le nom de suite de Thue - Mo rse. 

Une suite (u(n))n£M à valeurs 0 ou 1 est dite image (Pun 
point fixe d'une 2-s ubstitution, s'il existe un alphabet II , une 
2-substitution <y sur E , une suite (v(ni)(l€N point fixe du pro
longement de o à. KN , et une application y de V, dans (0,1} 
tels que : 

VnÇIH u(n) = vv(v(iO) 

3 " ) p - a ut orna te , p - s.ubs.t 11jlLLì> U 

Si p est un entier ^ 2 , on definii de même : 

. un p-automa te : il y a p applications de l'ensemble S 
des états dans lui-même, notées 0 , 1 , . . . , p-1 , et l'application ip 
va de S dans {0 , l , . . . , p - l } . 
Pour le calcul de A(n) , n est écrit en base p . 
Une suite est dite reconnue ou engendrée par p-automate, ou encore 
p-automatique, s'il existe un p-automate A tel que cette suite soit 
égale à la suite (A(n))n€N . 

. une p-susbstitution : c'est une application de E dans les 
mots de longueur p sur E . 

er CO) = 0 .1 
A (J ) ^ I О 
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Une suite (u (n) ) n à valeurs dans {0, . , . ,p-l> est dite image d'un 
point fixe d'une p-substitation s' il existe an alphabet E , une p-
substitution cr sur E , une suite (v(n))n point fixe du prolonge
ment de <j à EN , et une application de E dans ( Q , l , . . . , p - J > 
tels que : 

VnÉIH u(n) = ^(v(n)) 

40) Le théorème de Cobham ; exemples 

Théorème de Cobham [14].- Une suite est y-automatique si et seulement 
si elle est l'image d'un point fixe d'une y-substitution. 

Exemple s (voir [133 pour plus de détails) : 

. la suite de Thue-Morse évoquée en b) ci-dessus. 

. la suite de pliage régulier de papier : si Pou plie toujours 
dans le même sens en 2, 4, 8, . . . une feuille de papier, la suite des 
plis obtenus en dépliant est 2-automatique. 

. la suite de Rudin-Shapiro : toutes les suites (6n)n à. 
valeurs +1 vérifient 

sup 
9 n<N 

i n Q i 
n̂ N 

i n 8 M £ « e h = N 

Presque toutes les suites (£n)n à. valeurs ±1 vérifient 

sup 
Ci n̂ N 

sls + ss d < SJN log N . 

La suite de Rudin-Shapiro (voir [373, [40]) vérifie 

sup 
ô n<N 

& n e (£n)n (£n)n 

Cette suite (renommée à valeurs 0 ou 1) est 2-automatique. 

II.- Automates finis et théorie algébrique des nombres 

Le théorème de Christol, Kamae, Mendès France et Rauzy que 
nous allons donner maintenant est le premier résultat de nature arith
métique sur les suites automatiques : 
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THÉORÈME ([13]),- Soit p un nombre premier, et soit (n(n))n€N une 
suite à valeurs dans -CO, 1, . . . ,p-1} ; alors les propriétés suivantes 
sont équivalentes : 

a) (u(n))n est p-automat ique y 
b) (u(n))n est image d'un point fixe d'une p-substitution, 

c) la série formelle Z u(n)Xn est algébrique sur le corps 
o 

Fp(X) des factions rationnelles modulo p . 
Remarque s : . DJ après le théorème de La diagonale de Fiirstenberg ([ 25 3 ), 
la série formelle £ u(n)Xn est algébrique sur FP (X) si et seule
ment sJii existe une série formelle double ï. v(n,m)XnYm dans 
f:p(X,Y) dont (u(n))n soit la diagonale (cy e s t-à-d i re : 
Vn u(n) = v(n,n)). 
On peut alors se demander ce q\i3 on peut dire de la série formelle 
£ v(n,n)Xn lorsque la série double Z v(n,m)XnYm est algébrique sur 
f-p(X,Y) : la réponse est que cette série £ v(n,n)Xn est algébrique 
sur fp(X) (résultat d3 abord démontré par De 1igne [22], puis par Denef 
et Lipschitz par des méthodes directes et dans un cadre plus general 
[23], voir aussi Christol [12]). 

. Il résulte du théorème fondamental de ce paragraphe 
(mais on peut démontrer directement) quJ une suite périodique a partir 
(certain rang est automatique. 

N I . - Automates finis et fractions continues 

Nous donnerons ici deux résultats, 13 un concernant le corps 
F2(X) des fractions rationnelles modulo 2 , 1Jautre concernant le 
corps fR des nombres réels : 

- Dans [9] Banni et Sweet étudient la suite (f(n))n qu'on 
peut définir ainsi : 

f(n) = 

1 si toutes les plages de 0 du développement 
binaire de n sont de longueur paire, 

0 sinon. 
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Ils montrent que la série formelle £ f(n)X~n est cubique sur F2(X) 
o 

(ce qui entratne bien sïïr la 2-antomaticité de la suite (f(n))n) et 
que son développement en fraction continue est à quotients partiels de 
degré borné ; rappelons qu'on ne connaît pas de nombre réel cubique sur 
les rationnels, et dont le développement en fraction continue soit à 
quotients partiels bornés. 

- Shallit étudie dans [38] les nombres Z q~2 , q entier >2 , 
o 

et établit un algorithme qui donne leur développement en fraction con
tinue, et qui est lié à la suite de pliage de papier (voir [10]) : on a 
ainsi un rare exemple de nombre irrationnel (en fait transcendant) dont 
on connnaît explicitement à la fois le développement en hase q et le 
développement en fraction continue. 

IV.- Automates finis et systèmes de numération 

- Dans un genre voisin, on peut s' intéresser à des suites dont 
le neme terme est calculé à partir des chiffres du développement de 
n en base p . Ainsi, notons sp (n) la classe modulo p de la som
me des chiffres de l 'entier n écrit en base p . 

Il n'est pas difficile de montrer que la suite (s2(n))n nJ est 
autre que la suite de Thue-Morse (voir 1.2°), et plus généralement que 
la suite (sp(n))n est p-automatique. Que dire des sous-suites d'une 
telle suite ? 
On peut montrer facilement (voir par exemple [2]) que si a et b 
sont deux entiers, la suite (sp(an+b))n est encore p-automatique. 
Certains auteurs se sont intéressés à la répartition des valeurs d'une 
telle suite, en particulier 

x vd 

S ( 3 n ) 
(-D 2 

cette quantité tend vers l'infini avec N , comme Nlog 3/log 4 mul
tiplié par un facteur oscillant borné qui fait intervenir une fonction 
continuey nulle part derivable (voir les travaux de Newman [32], 
Dekking [17], Duuiont [24], et Coquet [16]). 

- Si F on remplace an+b par P (n) où P est un polyn8me à 
coefficients rationnels qui envoie les entiers dans les entiers, on 
peut montrer que, dès que le degré de P est supérieur ou égal à 2 , 
la suite (sp(P(n)))n n'est pas y-automatique ([2]), ce point montre 
déjà que les automates finis sont une classe très particulière dJ al-
go r i tiime s . 
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- Enfin citons pour terminer ce paragraphe un résultat de 
Rauzy ([36]) : 

Soit g un entier supérieur ou égal à 2 , et soit C une 
partie finie de IH ; on note E lf ensemble des entiers x pour les
quels il existe une suite (cn)n d'éléments de C telle que 

x = Z cn gn . 

Alors cet ensemble E est g-automatique, et il existe un algorithme 
permettant de décider si E contient tous les entiers assez grands. 

V.- Automates finis et transcendance 

Un apsect du "hasard" est la transcendance d'un élément sur un 
corps. Comme plus haut nous allons donner des exemples sur f-q (X) et 
sur IR : 

1°) sur F,. (X) 

Te théorème de Christol, Kamae, Mendès France et Rauzy cité au 
premier paragraphe de cet article est un critère de transcendance sur 
f-q (X) . 11 résulte par exemple de ce théorème et du résultat de [2] 
cité plus haut que, si P est un polynôme à coefficients rationnels, 
qui envoie IH dans îH et de degré au moins égal à 2 , alors la série 
formelle Z sp(P(n))Xn est transcendante sur Fp (X) . 

Une autre application de ce théorème, découlant d'un résultat 
de Cobham, et citée dans [1.3], est la suivante : 

Soit (&n)n line suite à valeurs 0 ou 1 , telle que la 

série formelle Z enXn soit algébrique à la fois considérée comme au-

dessus de f-2 (X) , et cornue au-dessus de ¥3 (X) > alors la suite (6n)n 

est périodique à partir d'un certain rang. 

Ce résultat ressemble à (mais ne permet pas de répondre à) une conjec
ture due à Mahîer et citée dans [13] : 
(&n)n étant à valeurs 0 ou 1 , si les deux réels Z 6n/2n et 
Z 6n/3n sont algébriques sur $ , alors ils sont rationnels. 
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2°) sur IR 

Un résultat important sur "transcendance et automates" est le 
suivant, dû à Loxton et van der Poorten ( [ 2 7 ] ) : 

Soit une suite y-automatique, alors le nombre réel 
£ an p~n est soit rationnel y soit transcendant sur Q) . 

En fait le résulat de Loxton et van der Porten est plus général 
et repose sur le fait que la série entière £ anzn vérifie des équa
tions fonctionnelles "à la Mander" lorsque la suite (an)n est auto
matique, (voir aussi [ 2 6 ] ) . 

Remarque s : 

- Ce résultat implique, comme annoncé dans l'introduction, que 
l'algorithme donnant les décimales de \J~2~ n'est pas réductible à un 
automate fini, et illuste une sorte de "métaprincipe" suivant lequel 
si les décimales d'un nombre irrationnel sont trop "régulières", alors 
ce nombre est transcendant (penser par exemple à 
0 , 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2 . . . ) . 

- Les nombres transcendants ainsi détectés ne représentent 
qu'un ensemble dénombrable. Néanmoins en appliquant de telles méthodes 
aux nombres engendrés pas pliage (pas nécessairement régulier) de pa
pier, on fabrique une classe de nombres transcendants, non nécessaire
ment automatiques, ayant la puissance du continu (voir [ 3 0 ] , voir aus
si [ 2 0 ] ) . 

- Une sorte de "morale" des résultats du 1° et 2° ci-dessus, 
est que le changement de base (passage de F2 (X) à F3 (X) , ou de 
Fp (X) à IR ) "tue" 1' a 1 gébr ic i té d'un nombre irrationnel. 

- Pour un résultat de transcendance d'un autre type sur les 
suites automatiques, on pourra se reporter à [31 ] . 

VI-- Automates finis et séries de Di ri chi et 

Deux motivations pour ce paragraphe : une première est qu'après 
avoir étudié des séries formelles automatiques au premier paragraphe 
et des séries entières automtiques au paragraphe précédent, on peut se 
demander si les séries de Dirichlet automatiques ont des propriétés in
téressantes ; une seconde moditivation est dans l'étude du curieux 
produit infini qui va suivre. 
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1v) Un curi eux produit infini 

ïî s'agit du produit 
+ œ_ 

(l/2)a(0) (3/4) a ( 1 } (5/6) a (2) . . . = | | (2k + l / 2k + 2)aUO 
sv (k) 

où a(k) = (-1) , s2(k) étant comme précédemment la suite de 
Thue-Morse. Il est connu que ce produit vaut 1/\J 2 (voir par 
exemple l 'ar t ic le de Shallit [39] où d'autres produits du même type 
sont étudiés). Dans [5] nous montrons comment l'étude de ce produit 
est reliée à celle des séries de Dirichlet £ a(n)/ns et 
£ a(n)/(n+l)s . Ces séries se prolongent à. des fonctions entières, qui 
vérifient une "équation fonctionnelle infinie" semblable à l'équation 
fonctionnelle infinie que vérifie la fonction £ 

2 °) Quelle généralisation ? 

Si (b(n))n est une suite 2-automatique, on peut montrer 
que la série de Dirichlet £ b(n)/ns se prolonge en une fonction iné-
romorphe dans tout le plan complexe avec des candidats p81es situés 
sur un nombre fini de demi-réseaux à gauche. De plus cette série 
est une composante d'un vecteur de Dirichlet qui vérifie une 
équation fonctionnelle infinie vectorielle du même type que celle 
évoquée ci-dessus. Enfin on peut espérer que l'étude de cette 
fonction au voisinage de la droite verticale de pôles d'abs
cisse maximale donne des résultats sur le comportement de la 
fonction sommatoire £ b(n) , et peut-être permette de retrouver 

n<x 
et unifier ainsi des résultats obtenus par Delange [21], Brillhart, 
Erdôs et Morton [11], et Coquet [16]. 

VII.- Automates finis, répartition modulo un et analyse harmonique 

Dans ce paragraphe et comme pour la transcendance, on va dis
tinguer deux familles de résultats : ceux qui concernent Fq(X) d'une 
part, ceux qui concernent IR d'autre part, 

1°) rq(X) 

Soit 9 une série formelle à coefficients dans Fq , quelle 
est la répartition modulo un des puissances de 9 ? 

Dans un article de Deshoui11er s, il est d'abord montré que 
si ô est "décimal"y la suite (&n)n n'est pas équirépartie modulo 
un et une étude de la mesure de répart it ion de $n est faite. Puis 
dans un travail en commun avec Deshouillers (voir [3], 5e partie), 
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nous montrons que si £ est algébrique sur ïq(X), la suite (&R)n 
n'est pas équirépartie modulo un . Rappelons que pour le problème 
analogue dans les réels, on ne sait même pas si l'ensemble des points 
d'accumulation modulo 1 de la suite (3/2)n est dense dans l'in
tervalle [0,13 . 

2°) (R 

Citons ici d'abord un problème résolu par Mauduit ([293 ; voir 
aussi l'article [153 de Coquet) ; soit (u(n))n une suite croissante 
d'entiers dont la fonction indicatrice est automatique, donner une 
condition sur un automate qui reconnaît (u(n))n pour que l'ensemble 
normal de (u(n)9)n soit R-Ç (en d'autres termes pour que (u(n)S)n 
soit équirépartie si et seulement si 9 est irrationnel). 

Un autre exemple d'étude de répartition modulo un est donné 
dans [83, où la suite automatique étudiée est la suite de Rudin-Shapiro. 

Enfin les suites automatiques se prêtent à une analyse harmo
nique particulièrement riche : nous indiquerons les travaux de Dekking, 
Kamae, Mendès France, van der Poorten et M. Queffelec (on pourra se 
reporter à [353 et à ses bibliographies). 

VIII.- Automates finis, itération des fonctions continues et fractals 
Les automates finis permettent de fabriquer des objets frac

tals (au sens de [283), ou sont parfois cachés dans des structures 
frac taies : 

Ainsi la suite de Thue-Morse joue-t-elle un rOle fondamental 
dans l'étude de l'itération des fonctions continues unimodales (c'est-
à-dire croissantes puis décroissantes) d'un intervalle dans lui-même 
(voir [63). 

Une interprétation arithmétique des résultats obtenus fait ap
paraître un curieux ensemble fractal r de nombres réels : 

r = <x€C0,l] ; Vk > 0 1-x < -C2kx> < x> , 

dont les propriétés bizarres peuvent se trouver dans [33. Pour une 
étude systématique de 1'engendrement de figures fractales par des 
substitutions, on peut se reporter aux articles de Dekking ([183 et 
[193, voir aussi [203), et il faut enfin citer les travaux de Peyrière 
où les substitutions utilisées sont aléatoires ([333 et [343). 
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IX.- Problèmes de combinatoire 

Le problème que nous allons décrire ici est celui des répéti
tions dans les mots. L'une des origines de ce type de questions est le 
problème de Burnside en théorie des groupes : si un groupe est fini-
ment engendré et d'exposant fini, est-il nécessairement fini ? (la ré
ponse est non, voir [1]). 

Après avoir rappelé le premier résultat sur les répétitions 
dans les mots : la suite de Thue-Morse ne contient pas de cube (Thue 
démontre un peu plus que (qe résultat, voir [41] et [42]), nous nous 
contenterons de citer rapidement les travaux (plutôt classés en in
formatique théorique) de Morse, Arson, puis Berstel, Cerny, 
Crochemore, Dejean, Pansiot, Seebold... (on pourra consulter la bi
bliographie de [4]). 

X.- Automates finis, théorie des nombres et physique théorique 

Nous donnerons ici une première référence ([7]) où on montre 
que le modèle d'ising, proposé en physique pour interpréter les pro
priétés magnétiques de la matière, s'identifie dans le cas unidimen-
sionnel à la suite de Rudin-Shapiro* 

Nous citerons enfin les travaux en cours sur les pavages de 
Penrose, qui peuvent être engendrés par des substitutions (de longueur 
non constante il est vrai), et dont une justification expérimentale a 
été récemment trouvée avec la mise en évidence de "cristaux" possé
dant une symétrie pentagonale. 

ConcI us i on 

Nous espérons que cette promenade à travers la théorie des 
nombres, avec comme fil conducteur la notion d'automate fini, bien 
que nécessairement rapide et incomplète, aura convaincu le lecteur 
des liens étroits qui existent entre ces deux théories, et, 
peut-être l'aura incité à faire flirter sa spécialité avec quelques 
automate s . . . ? 
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