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FORMES DE JACOBI ET QUELQUES ELEMENTS DE LA THEORIE
DES REPR@SENTATIONS DU GROUPE DE JACOBI
Par Rolf Berndt

Il s'agit de traiter un exemple pour la théorie des formes
automorphes pour un groupe non réductif, d'étudier un peu les
séries discrétes pour cet exemple et d'indiguer que plusieurs
théorémes de la théorie générale peuvent aussi &tre prouvés
dans ce cadre: c'est 4 dire le théoréme de reductibilité compléte,
la caractérisation des formes automorphes comme fonctions sur le

groupe et un théoréme de dualité.

1. Le groupe de Jacobi

Le groupe de Jacobi GJ est le produit semidirect d'un groupe de

Heisenberg Hpe de dimension trois et de SL, (R )

J _
G" = Hpp ¥ SL,(IR)
{g = [Xig;M]; X E]P.Z,C € S1, M =(2 g) € SL, (R )}

1]

avec la loi de composition

gg' =[X'+XM§Cc'e(det(§M));MM'](e(z)=exp 2miz).
GJ opére sur T x V} = {(v,w); v,0 € T, Im v > 0} de la fagon
suivante (g = [A,p;¢;M])

v+Awtp awtb
cuotd ' cw+d

(Vvyw) » g(v,u) = ( )

et fait de T x ¥4 un espace homogéne non symmétrique

GJ—-;GJ/KJ=<|:x<q
g +—— g(0,i) = (v,w)
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avec v = pwt+q,w = x+iy, si on prend pour GJ les coordonnées

g = (quiClM) = [)‘IU;C;M]I (p,q)=()\,U)M_1
1 x
(o7

M=n(x)t(y)r(a)

(V) = (cos& sin &

nix) = -sing cos;)')

2. Le théoréme de réductibilité compléte

DansGJ on a les sousgroupes suivants
M = m2a SL,(7)
N = {(0,9,1 n(x)); q, x € R}
a7 = ((p,0,11t(y)); PER, y€R*)
k7 = s'x50(2) = ((0,0,c1x (@) = r(c,H)].

Avec ces groupes, on a une sorte de décomposition d'Iwasawa

.
I = Iadgd

et on distingue dans LZ(FJ\GJ) le sous-espace Li(FJ\GJ) des fonctions
®, qui remplissent une condition cuspidale:

[ @®(gh)dhn = 0 pour g € ¢’ .

J J

N nFJ\N
Si en plus, R désigne la représentation reguliére donnée par

R(g")®(g) = ®(gg') pour g,g'E€ o
on peut démontrer comme dans la théorie de SL? le résultat suivant

Théoréme: Li(rJ\GJ) se décompose en une somme directe dénombrable

de sousespaces irréductibles invariants sous la représentation

réguliére R.

3. Séries discrétes

Pour dire plus des représentations intervenant dans la
décomposition de Lg , i1 faut étudier la théorie des représentation

de GJ. Elle est en principe bien connue par la méthode de Mackey[5]
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pour les produits semidirects. Alors on sait qu'on a deux séries
+
k,
gui sont caractérisées par des vecteurs f de poids minimal resp.

discrétes T m(k,mEﬁZ ) avec poids minimal respectivement maximal,

maximal avec

T m(r(g,[)’))ft= c

. melk& £t

Une réalisation d'un tel vecteur comme fonction sur T x ¥ est donneé
en utilisant un résultat de Satake[6] par
2

. v
-2mim 27T (0+i) k

f+(v,w) = e

.

Comme d'habitude, on a aussi des réalisations infinitésimales de

T; o &n partant de la structure de 1l'algébre de Lie de GJ et son
complexifié G - I1 y a deux fagons de procéder.
i) Avec la méthode de Mackey en [2] on obtient une représentation
de ¢ sur un espace vectoriel
\Y = VVZ @ wk1/2 ,
k,m
o1/2
ou Vm est l'espace d'une représentation de Shale-Weil de G
et wk'1/2 l'espace d'une représentation de poids k-1/2 de 612.

ii) En partant d'un isomorphisme non canonique des algébres

enveloppantes (voir par exemple Borho[3])

ulg)' = U ' @ U( 42,)

(m = Lie an® T ,"dénotant une certaine localisation),
on a aussi
k-1/2

, - .
Vk,m Um @ W

ou U, est l'espace d'une représentation de poids m de # .

4. Les formes de Jacobi et le théoréme de dualité.

Comme dans la théorie de SLZ(IR) on peut aussi interpréter

J

P = . .
la multiplicité m de dans la représentation R de G~ sur

+
P
k,m “k,m
J J

2 \ .
LO(F \G ) comme dimension d'un espace de formes modulaires: Pour
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l'action de GJ sur € x %X on a un facteur d'automorphie canonique,

déterminé déjd par Satake[6] mais donné par la formule

c(v+xw+u)2

m( -k m
cw+d

(g: (v,w)) = ¢ (cw+d) "e (- + A2w+2xv+ku)

]k,m
dans Eichler et Zagier [4], od les auteurs suivant les lignes de la
théorie classique dévéloppent une théorie extensive des formes

correspondants en partant de la

Définition: Une fonction f definie sur T x& & valeurs complexes

est appelée forme de Jacobi de poids k et index m si les

conditions suivantes sont remplies
i) flv(v,w))3y o (yi(v,0)) = £(v,u) pour tout y € rJ
4

ii) f est holomorphe

s

iii)f posséde a l1l'infini un développement de Fourier de la forme
by c(n,r)qner g =e(w),e = e(v)

avec

c(n,r) = O pour 4mn < r2 .

f est dite parabolique si on a en plus

iii') c(n,r) = 0 pour 4 mn < r2 .

cusp
k,m

Les espaces de ces formes sont nommés J resp. J

k,m

Et comme dans la théorie générale, on peut aussi caractériser ces

. J P
formes comme fonctions sur G”; plus précisement, les relévements

@) : £ » ®_ avec Qf(g) = f(g(0,1))]

,m £ (g;(0,1))

k,m

. . cus
donnent isomorphisme entre Jk m resp.Jk mp et les espaces A
O ’ ’

Ak n des fonctions complexes sur G avec
4

resp.
k,m E

1.) ®(yg) = ®(g) pour tout y € ™
o (gr(z,¥)) = cmelkaé(g) pour tout r(c,) € KJ,
2.) f,x 3 =[Y & =0, od z& et I, sont certains opérateurs

différentiels, qui s'expliquent par ¢ ,
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2
3.) 1&8(a)l =M yk/2e—2nmp y pour y resp.
J
3') [ @(gh)dn = O pour tout g € G .
rI
.+
Alors on a pour la multiplicité me o le
cusp

P A+ R + = i
Théoréme de dualité: mk,m dim Jk,m

5. Un modéle projectif de la courbe elliptique universelle de

niveau N.

Pour donner une sorte d'application de ce formalisme on indique

encore une observation contenue dans la thése de Bartsch[1].

Les fonctions 2 N-1 . .
ﬂ_z(l.'_w_)v_ T pv-gie) - Plgiw) &)(v,w)-P(%,w)
f (v,w) = e g (v,w) 2 . 3 m
° o PG peEmfew
a =1,2,...N, N premier 2 5 ,

qui sont essentiellement celles que Klein a utilisdes pour ses

. a . . e -
"courbes elliptiques normales" peuvent &tre identifiées commes formes

- . N
de Jacobi non holomorphes de niveau —3% ! et index 5 et donnent

un modéle de la courbe elliptique universelle de niveau N, parfois

aussi nommée surface de Shioda, c'est 4 dire le compactifié& de

z? x TO)N\T x %.
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