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THÉORIE DE NEVANLINNA ET THÉORIE 
D'ARAKELOV 

Par C. Soulé* 

P. Vojta s'inspire dans [7] de l'analogie entre la théorie des hauteurs et celle de 
Nevanlinna pour proposer des conjectures très générales sur les équations diophantiennes en 
dimension arbitraire. Or on constate que l'extension en dimension supérieure de la théorie 
d'Arakelov ([1][2]) s'appuie sur les mêmes notions fondamentales que la théorie de 
Nevanlinna [5], en particulier celle de courants de Green (voir la définition au paragraphe 3.1 
ci-dessous). Le but de cet exposé est d'illustrer ce fait dans le cas de l'espace projectif. La 
théorie de Nevanlinna pour la distribution des valeurs des applications holomorphes d'un 
espace affine dans un espace projectif utilise des courants appelés "formes de Levine" [4] dont 
on montre qu'ils donnent les classes de Chern du fibre quotient universel en théorie d'Arakelov. 
Les résultats exposés ici sont repris de [5] et [2]. 

1. Forme de Leyine [4] 
Soient X = Pn l'espace projectif complexe de dimension, n, X0,...,Xn des coordonnées 

homogènes sur X, p > 1 un entier, et Y la sous-variété de X d'équation 
x0 = x] = ...= xp.]=o. 

On pose 
x = log(|X0|2 + |X1|2+...+ |Xn|2) 

et 
a = log(|X0|2 + |X1|2+...+ |Xp.1|2). 

* IHES, 35 Route de Chartres, 91440 BURES sur YVETTE 
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C. SOULE 

Si d = d + 5 est la décomposition standard de la différentielle sur X, on note d° = —— . La 
4rci 

forme a = ddcx est lisse sur X, et p = ddca est lisse sur X - Y. 

On appelle forme de Levine la forme différentielle 

(D A = (T-O) ÏaVpPlV 
v =0 
\ / sur X - Y. Si Z= n¡ Z¡ est un cycle sur X, on désigne par 5Z= n¡ 8Z le courant 

d'intégration sur Z. 

THÉORÈME 1 [4] 
La forme A est integrable sur X. Le courant associé [A] vérifie l'équation 
(2) ddc[A]= ap-5Y. 

EREUYÊ ([2],Prop. 5.1): 
L'éclaté X' de X le long de Y est la sous-variété de Pn X P1*"1 formée des couples 

<*;y>-(x0 W - V 
tels qu'il existe t € Œ avec 
(3) Xa = lYct pourtout a = 0,...,p-l . 

Notons f : X' —> X = Pn et g : X' —» Z = Pp_1 les projections évidentes. En dehors du 
diviseur Y' = f *(Y) l'application f est un isomorphisme X' - Y' —» X - Y. 

- Soit Ex (resp. 3SZ ) le faisceau inversible canonique sur X (resp. Z). On peut définir sur X' 
un morphisme 

p:f*Cx->g*£z 
de la façon suivante. Si s est une section de Lx on a 

s(x;y) = (X0,...,Xn), 
où (X¿) est soit nul, soit un système de coordonées homogènes de x. On pose 

p(s)(x;y) = (X0f...fXp.1). 

L'équation (3) montre que p(s)est une section de g*Ez. On vérifie aisément que la section p 
du fibre inversible g*Ez®f*£x a pour diviseur Y'. 
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NEVANUNNA ET AR AK FT dV 

Si on munit Jox et £z de leur métrique standard, la norme carrée de p est 

||p||2(x;y) = Jx0|2 .̂.̂ |Xp.1|2)/ÎXo|2-K ...̂ Xn|2). 

- Rappelons l'équation de Poincaré-Lelone [3]. 
Soit L un fibre holomorphe inversible sur une variété complexe X, h une métrique sur L et 
s * 0 une section méromorphe de L. Alors la fonction log h(s,s) est localement integrable sur 
X et le courant associé [log h(s,s)] vérifie l'équation 
W ddc[logh(s,s)] = ôdiv(s)-co, 
où û) = Cj(L,h) est la première forme de Chern de L associée au choix de la métrique h. 

• On a donc 
ddc log P 

2 
.cû' + ( p')P - (aa 

où a* (resp.p') est la première forme de Chern de f*JSx (resp. g*Zz ). Posons 

co' = 
p -1 

v = 0 
. о' В' лр- 1 V 

et 
A' = -(û' log||p| ,2 

On a 

-ddc[A']=ôr. cû'+ip'-a'jû)' 

= 5r.cû'+(p')P - (af 
p 

= ô r CD' - a' 
puisque P' provient de Z et dim Z = p - 1. 
Sur X' - Y' = X - Y on a A* = A, done A est integrable et le courant f JA'] coincide avec 
[A]. De plus a' = f*(a) et f.(a')P = ap. Done - ddc [A] = f.(5y,. co') - a? 

Comme Y' = Y x Z et 

z 
i-c,(Sz))k = 1 si к = p - 1 

0 sinon, 

on obtient 
f.(8y.. co') = ÔY 

d'où l'équation (2) . 
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2. Théorie de Neyanlinna [5] : 

2.1 Soit m > 1 un entier et 
f:Œm->Pn 

une application holomorphe. On s'intéresse à la question suivante : f((Em) rencontre-t-il Y ? 

Si z = (zj) G CEm on pose 
|Z|2= m 

i = 1 
N2 

et, si r > 0 est un nombre réel, 

Br = ZG CE tel que |z|<r 

et 

Sr = ,ze CE tel que |z|=r 

Soit co = ddcloglzl2. 
On fait l'hypothèse que f(0) n'est pas dans Y et que f~l(Y) est soit vide, soit de 

codimension p dans CEm. On introduit les fonctions suivantes : 

Tf(r) = 
r 

0 

dt 
t 

f*(a) CD m-k 
, k>0, 

Nf(r) = 
r 

0 

dt 
t f (Y)nBt 

CO m - p 

mf(r) = 1 f *(A)dclog|zrcû m-p 

et 
Rf(r) = 1 

2 
f (A)CÛ 

m-p + 1 

On notera que 1^ (r) ne dépend pas de Y et que Rf (r) = 0 si p = 1 (car com = 0). 

THÉORÈME 2 ("1er théorème principal") : 
Nf(r) + mf(r) = T?(r} + Rf(r) + 0(l) 

PREUVE [5] : 
D'après le Théorème 1 

d dc [A] = ccP - ÔY , 

donc 
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NEVANUNNA ET ARAKELOV 

[^/Bddcf-(A)a>mP=T?|r)-Nf(r|. 
Jo 1 

Utilisant la formule de Stokes et l'égalité y = jd log Izl2 sur St on trouve 
r 

О 
dt 
t Bt 

ddcf Л со m - p 

1 
2 

г 

О 
dlog|z| 2 

St 
dcf (Л) со m - p 

1 
и В, 

d f (A)dlog|z| ,2 СО 
m - p 

+ 0(1) 

(car f(0)eY) 
= rn^r) -Rf(r) +0(1). 

COROLLAIRE : 
Nf(r)£TJ?(r) + Rf(r) + 0(l) 

PREUVE : La forme A est positive d'après (1), car a et p sont positives et x-a>0. 
Donc m r̂) £ 0 et le corollaire résulte du Théorème 2. 

2.2. Soient G la grassmannienne des sous-espaces projecufs Y de codimension p de P n, et 
H la mesure sur G qui est invariante par l'action du groupe unitaire U(n + 1) et de masse totale 
î(G) = 1. Posons 

tfW = 
B1 

f*(a) p - 1 
Cû 

m - p +1 

On fait l'hypothèse que, pour [i-presque tout Y, f 1(Y) est vide ou de codimension p. 

THÉORÈME 3 : Supposons que 

I V (H) Bminf tf(r)/TF(r)) = 0. 
r—> oo 

Alors, pour |i -presque tout Y, f(Œm) H Y est non vide. 

N.B. : Si D = 1 l'hvDothèse H) est toujours vérifiée. 
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EREUYE [5] : 
- Notons Nf (Y,r), mf (Y,r) et Rf (Y,r) les fonctions associées à f et Y comme dans 2.1. 

Ona 
(5) /GNf(r)d̂ i(Y) = T?(r). 

En effet les formes harmoniques sur Pn sont les formes U(n + l)-invariantes. Donc le 
courant 

/ Syd^Y) 
•'G 

est la projection harmonique de 5y, c'est à dire la forme ocp. 

- Si l'on applique (5) et le Théorème 2 on obtient 
(6) /Gmf (Y,r) du (Y) = /GRf (Y,r) d|i (Y} + 0(1). 

- Soit E l'ensemble des Y e G tels que f(Œm) fl Y soit non vide. Supposons par 
l'absurde que \iÇE) = 1 - e, e > 0. Si Y é E on a Nf (Y,r) = 0 donc, d'après (5), 

T?(r)=/ENf(Y,r)dn(Y) 

Par le corollaire il vient 

T?(r) <, / Tfr)dn(Y) +/Rf(Y,r)<m(Y) + 0(l) 

s(l-e)l?W +/oRf(Y,r)dn(Y) + 0{l) 

-(l-e)T?W +/Gmf(Y,r)dn(Y) + 0(l} 
(grâce à (6)). Mais 

/cmf(Y,r)d (̂Y)= j/sf*(/oA(Y)*in0) dclog|z|2G>M"P 

et la projection harmonique G I A (Y) d|i (Y) du courant A est nécessairement un multiple 

c(ntp)aP~l de la forme aP~^. On obtient ainsi 
/Gmf(Y,r)d̂ (Y) = c(n,p)tf(r) 

et 

T?(r)<(l-e)T?(r) + c(n,p)tf(r} + 0(l). 

Ceci contredit l'hypothèse H). 
2.3. La constante c(n,p) qui apparaît dans la preuve ci-dessus a été calculée par W. Stoll. 
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THÉORÉME 4 [6] : 

c(n,p) = 
p 

v = l 

n-p 
H = 0 

1 
U + V 

3. Théorie d'Arakelov [1] [2] : 

3.1. Soient X un schéma régulier, projectif et plat sur Z, Xp l'ensemble des points de 
codimension p deX et ZP(X) le groupe libre engendré par Xp (les cycles de codimension p 
sur X). Si Ze ZP(X), on note 6Z le courant d'intégration sur Z(Œ) C X(Œ). On appelle 

courant de Green pour Z la donnée d'un courant g réel de type (p -1, p -1) sur X((C) tel que 
d dc g = 5Z - co, 

où co est une forme C°° (de type (p,p)). 

Les équations (2) et (4) donnent des exemples de tels courants. Le groupe de Chov 
. . p 

artithmétique CH (X) est le groupe engendré par les couples (Z,g), où Z e ZP(X) et g est 
un courant de Green pour Z, soumis aux relations suivantes : 

a) (div (0, - log Ifl2) = 0 
pour toute fonction rationnelle f * 0 sur une sous-variété fermée irréductible Y c X de 
codimension p -1 courant log Ifl2 sur X(Œ) étant donné par l'intégration sur Y(Œ) contre la 
fonction integrable log Ifl2). 

b) (0, du + 5v) = 0 
pour tous les courants u et v de type (p - 2, p - 1) et (p - 1, p - 2). 

3.2. Si E est un fibre algébrique sur X, h une métrique hermitienne sur le fibre holomorphe 
sur X(Œ) associé à E, et p £ 0 un entier, on définit dans [2] une classe de Chern 

— p 
c0 (E,h) e CH (X) caractérisée par les propriétés suivantes : 

i) c0= 1 

ii) Si L est un fibre inversible, Cj (L, h) est la classe du couple (div(s), - log h(s,s)) 
pour toute section rationnelle non nulle de L (voir (4)). 

iii) Si E = Lj ©...© LR est une somme directe de fibres inversibles, une métrique sur 
L̂  1 £ i £ n, et h la somme directe orthogonale des hi? on a 

SplE.hHOpfclL* hi)), 
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où GP est la p-ième fonction symétrique élémentaire. 

iv) Si E (resp.L) est un fibre de rang n (resp.l) sur X et h (resp.h*) une métrique 
hermitienne sur E (resp. L) on a 

cp(E®L, h®h')= l(""1i)ci(E)clmpi. 
i =C 

v) Si f : Y -» X est un morphisme algébrique on a 
Sp(f*E,f*h}= f*3p(E,h). 

On trouvera dans [1] la définition de 
f*:CHP(X(->CHP (Y) 

et celle du produit 
CHP(X) 0CH1(X)->CHP+1 (X). 

3.3. Sur l'espace projectif X = Pn sur Z on désigne par Q le fibre canonique de rang n 
(quotient de ©£+1 par 0(1)) et h la métrique induite sur Q par la métrique standard sur (En+1 

. Soit Y C X la sous-variété d'équation 
x 0 - x i - - - x p . i - ° 

et A la forme de Levine. 

THÉORÈME 5 ([2], Thm. 5.2.) : 
La classe du couple (Y, A) dans CH \P / est la p-ième classe de Chern cp (Q, h}. 

PREUVE : Notons ôn p la différence de ces deux éléments de CHP(pn). Du Théorème 1 et 
des propriétés i) à v) de cp on déduit que l'image 8n dans le groupe de Chow usuel CHP 
et dans le groupe APP(X) des formes de type (p,p) sur X(Œ) (par l'application qui à (Z,g) 
associe & = + ddcg) est nulle. Or le groupe 

Ker(cHP(X)-»CHp(X)© APP(X)) 
s'identifie au groupe de cohomologie 

Hpl'pl(pn((E),lR)=IR 
([1] et [2] loc-cit.). Si P̂ 1 C Pn est le sous-espace défini par les équations Xp = = ... 
= Xn = 0, on constate que le morphisme de corestriction 

Hp-1-p-1(pn(<cLR)-»Hp-1-p-1(pp",(aU) 
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est un isomorphisme envoyant ônp sur ôpl ^ j . Mais si n = p - 1 la variété Y est vide et 
a = x, donc A = 0. Par conséquent 8p_ip_i=0 et 8np =0. 

APPLICATION : Du Théorème 5 on déduit dans [2], Prop. 5.4, une nouvelle preuve du 
Théorème 4. 
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