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THEORIE DE NEVANLINNA ET THEORIE
D'ARAKELOV

Par C. Soulé*

P. Vojta s'inspire dans [7] de l'analogie entre la théorie des hauteurs et celle de
Nevanlinna pour proposer des conjectures trés générales sur les équations diophantiennes en
dimension arbitraire. Or on constate que l'extension en dimension supérieure de la théorie
d'Arakelov ([1][2]) s'appuie sur les mémes notions fondamentales que la théorie de
Nevanlinna [5], en particulier celle de courants de Green (voir la définition au paragraphe 3.1
ci-dessous). Le but de cet exposé est d'illustrer ce fait dans le cas de l'espace projectif. La
théorie de Nevanlinna pour la distribution des valeurs des applications holomorphes d'un
espace affine dans un espace projectif utilise des courants appelés "formes de Levine" [4] dont
on montre qu'ils donnent les classes de Chern du fibré quotient universel en théorie d'Arakelov.
Les résultats exposés ici sont repris de [5] et [2].

1. Forme de Levine [4]

Soient X = IP" I'espace projectif complexe de dimension, n, X---»X,, des coordonnées

homogenes sur X, p2>1 unentier, et Y la sous-variété de X d'équation
Xo=X;=..=X,,=0.

On pose
t=log (|X0|2+|X1|2+ ...+|anz)
et
& = log [Xof + X1 + .t X
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C. SOULE

Si d =9 + J est la décomposition standard de la différentielle sur X, on note d”= i—g .La
i

forme o =dd®t est lisse sur X, et B= dd°c est lisse sur X - Y.

On appelle forme de Levine 1a forme différentielle

<l v pilwv
1) A=(t-o)ta B
v=0
sur X -Y.Si Z= Znizi est un cycle sur X, on désigne par §,= Z niSZ‘ le courant
i i
d'intégration sur Z.
THEOREME | [4]
Laforme A estintégrable sur X.Le courant associé [A) vérifie I'équation
) dd’[A] = oP- dy -

PREUVE ([2], Prop. 5.1) :
L'éclaté X' de X lelongde Y est la sous-variété de P" x PP! formée des couples
x;y)=Xgpe-- Xy s Yopuros Yp—l)

tels qu'il existe t € € avec
3) X,=tY, pourtout a=0,..,p-1.

Notons f: X' = X=P" etg: X' = Z=PP! les projections évidentes. En dehors du
diviseur Y' = £1(Y) l'application f est un isomorphisme X'- Y' = X - Y.

- Soit .‘Bx (resp. 32 ) le faisceau inversible canonique sur X (resp. Z). On peut définir sur X'
un morphisme
p:fBy—og B,
de la fagon suivante. Si s est une section de f Ly ona
s(x; y) = (X X))
ol (Xi) est soit nul, soit un syst¢me de coordonées homogenes de x. On pose

PO Y) = (Xgo o X )

L'équation (3) montre que p(s) est une section de g‘SZ. On vérifie aisément que la section p
du fibré inversible g’ L, ® f By a pour diviseur Y
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NEVANLINNA ET ARAKELOV

Si on munit By et B, de leur métrique standard, la norme carrée de p est

ol )= (X ot +- X paf) /[ X + 4% ).

- Rappelons I'équation de Poincaré-Lelong [3].

Soit L un fibré holomorphe inversible sur une variété complexe X, h une métrique sur L et
s # 0 une section méromorphe de L. Alors la fonction log h(s,s) est localement intégrable sur
X et le courant associé [log h(s,s)] vérifie 1'équation

@ dd[log h(s,s)]= 845y~ @,

ou W= cl(L,h) est la premiére forme de Chern de L associée au choix de la métrique h.

-Onadonc
c 2
dd log”p" =8y+p'-a’,
ol o (resp.p’) est la premitre forme de Chern de f‘Sx (resp. g'bz ). Posons

-1 v o1 -
o=3 (o)
v=0
2
A=-0 log"p" .

Ona
-ddc[A']=8y.. o +(B -a)o
=5y 0 +(p) - (@)
=8y. @' - a'p

puisque B' provientde ZetdimZ=p- 1.

Sur X'-Y'=X-Y ona A'=A, donc A estintégrable et le courant f,[A'] coincide avec
[A]. De plus o' =f"(a) et f,(a')P=0oP. Donc -dd[A] = f,(8y.. ) - oP

Comme Y'=Y xZ et

I

fuBy. . ) = dy

on obtient

d'ou I'équation (2) .
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2. Théorie de Nevanlinna (5] :

2.1 Soit m 21 un entier et
f:CM > pP"

une application holomorphe. On s'intéresse a la question suivante : f(C™) rencontre-t-il Y ?

Siz=(z)e C™ on pose

m
2= 3 [z

i=1

et,si r>0 estun nombre réel,

B,=<ze c" el que |z|<r}

m
S,={ze C tel que |z|=r}.

Soit @ =d d° log lz%.
On fait I'nypotheése que f(0) n'est pas dans Y et que f l(Y) est soit vide, soit de
codimension p dans €™. On introduit les fonctions suivantes :

b ¢
. k m-k
T}‘(r):f%[f (@) @ , k20,
B,
0

r
dt m-p
Nf[r)=f't_f_ o ’
0

£ [Y)inB,

m-p
m¢(r) = %fsf*(A)dclogldzm ,
1 . m-p+1
Rf(r]= f,ll;f (A)O) .

On notera que 'I‘lf( (r) ne dépend pas de Y et que R, = 0 si p=1(car @™ =0).

THEQOREME 2 ("ler théoréme principal”) :
N¢(r) + mgr) = TF (1} + R¢fr) + 0(1)

PREUVE [5} :
D'apres le Théoréme 1
dd®[A]l= of - 8,

donc
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r
. m-p
fdt—‘ded% (Ao "= T?(9-N¢(r).
0 t

Utilisant la formule de Stokes et I'égalité %‘-: i—d log Iz sur Sl on trouve

b 4
fd_‘fdd%'ﬂlx)mm'p
0

r N m-p
=%fdlog|z|2_/; d°f (A)(o
0 t

. m-p
=% f a’f (A)dloglzlz(o +0(1)
B

(car f(0)eY)
= mf(r) - Rf (r) +0(1).

N ®STF () +R; (1) +0(1)

PREUVE : Laforme A est positive d'aprés (1), car a et B sont positives et T- G 20.
Donc m‘(r) 2 0 et le corollaire résulte du Théoreme 2.

2.2. Soient G la grassmannienne des sous-espaces projectifs Y de codimension p de P", et
u lamesure sur G qui est invariante par l'action du groupe unitaire U(n + 1) et de masse totale
1(G) = 1. Posons

. P-1 m-p+l
te(r) = j f (a) w .
B,
On fait I'hypothese que, pour p-presque tout Y, f° 1Y) est vide ou de codimension p.

THEOREME 3 : Supposons que
®) tim inf (1) / TE(r) = 0.

Alors, pour | -presque tout 'Y, f(C™)NY est non vide.

N.B. : Si p = 1 I'hypothese H) est toujours vérifiée.
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PREUVE [5] :
- Notons Nf (Y,n), m; (Y,r) et Rf (Y,r) les fonctions associées 2 fet Y comme dans 2.1.

Ona
® J Nt au(m=TH.

En effet les formes harmoniques sur IP" sont les formes U(n + 1)-invariantes. Donc le
courant

f 8vanm

est la projection harmonique de Sy, c'est 2 dire la forme aP.

- Sil'on applique (5) et le Théoréme 2 on obtient
©) S metvan ) = f Relvadum+of).

- Soit E l'ensemble des Y € G tels que f(C™) N Y soit non vide. Supposons par
I'absurde que UW(E)= 1-¢€,€>0.Si Ye¢ E on a Nf (Y,r) =0 donc, d'apres (5),

T = J N((Y.Adu ()

Par le corollaire il vient
T2 < fBTRr) au(¥) + [ Re(Y.hdn (1) +01)
s(1-¢ 120 + [ Rel¥.hdu(v)+ o)
=(1-¢ T2 + [ mel¥.au ) +0()
(grice a (6)). Mais
Jmvnaum= 1 fsf( JAman) o oglaf o™ ”
et la projection harmonique fGA (Y)du (Y) du courant A est nécessairement un multiple

c(n,p)aP! de la forme oP 1. On obtient ainsi
S melY Hdn ) =clnpl e

TP ) <(1- €) TP (1) + c (n,p) tslr) + O (1),
Ceci contredit I'hypothése H).

2.3. La constante c(n,p) qui apparait dans la preuve ci-dessus a ét€ calculée par W. Stoll.
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THEOREME 4 [6] :
cn,p)= i i !
v=lu=0u+v
3. Théorie d'Arakelov (1] [2]:

3.1. Soient X un schéma régulier, projectif et plat sur 2, XP l'ensemble des points de
codimension p de X et ZP(X) le groupe libre engendré par XP (les cycles de codimension p
sur X). Si Z € ZP(X), on note 62 le courant d'intégration sur Z(C) € X(C). On appelle

courant de Green pour Z la donnée d'un courant g réel de type (p- 1,p - 1) sur X(C) tel que
dd°g=38;-0,

ol ® estune forme C™ (de type (p,p)).

Les équations (2) et (4) donnent des exemples de tels courants. Le groupe de Chov

—~.P
artithmétique CH (X} est le groupe engendré par les couples (Z,g), ot Z € ZP(X) et g est
un courant de Green pour Z, soumis aux relations suivantes :

a) (div (), - log 1fi2) =0
pour toute fonction rationnelle f # 0 sur une sous-variété fermée irréductible Y C X de
codimension p - 1 (le courant log Iff? sur X(@) étant donné par l'intégration sur Y(C) contre la
fonction intégrable log If2).

b) (0, u + ov) =0
pour tous les courantsu et vde type (p-2,p-1)et(p-1,p-2).

3.2. Si E est un fibré algébrique sur X, h une métrique hermitienne sur le fibré holomorphe
sur X(C) associé a E, et p 20 un entier, on définit dans [2] une classe de Chern

~ - p
cp(E;hje CH (X) caractérisée par les propriétés suivantes :
i)co=1

ii) Si L est un fibré inversible, El (L, h} est la classe du couple (div(s), - log h(s,s))

pour toute section rationnelle non nulle de L (voir (4)).

iii) Si E= L ©...® L est une somme directe de fibrés inversibles, h; une métrique sur
Li’ 1<i<n,et h lasomme directe orthogonale des hi' ona

&p(E,h) =0, (Cy(Ly hy).
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ou o), est la p-i¢me fonction symétrique élémentaire.

iv) Si E (resp.L) est un fibré de rang n (resp.1) sur X et h (resp.h’) une métrique
hermitienne sur E (resp. L)ona

- D [n-il~ an [
leeL nen)- 3 (0 aminr

v) Si f: Y — X est un morphisme algébrique on a
cof*E.f*h)= f*c, (E,h).

On trouvera dans [1] la définition de
£+:CH (X)— CH' (V)
et celle du produit
ci'(x) @ G ()= CH " ().

3.3. Sur l'espace projectif X = IP" sur Z on désigne par Q le fibré canonique de rang n
(quotient de ®F'' par ©(1)) et h la métrique induite sur Q par la métrique standard sur C™!

. Soit Y C X la sous-variété d'équation

Xo=X;=..=X ;=0

et A la forme de Levine.

THEOREME S ([2], Thm. 5.2.):
La classe du couple (Y, A) dans CH'® l]p ") est la p-iéme classe de Chern Ep Q. h).

PREUVE : Notons §_ > la différence de ces deux €léments de aip(]pn) . Du Théorgme 1 et
des propriétés i) a v) de Ep on déduit que l'image & np dans le groupe de Chow usuel CHP

et dans le groupe APP(X) des formes de type (p,p) sur X(C) (par l'application qui a (Z,g)
associe © =8, +dd°g) est nulle. Or le groupe

Ker |CH' (X) 5CHP(X) ® APP(XI)
s'identifie au groupe de cohomologie
H"""’“(p"(a:l, R): R
({17 et [2) loc-cit.). Si PP € P™ estle sous-espace défini par les équations )(p = Xp+l =..
=X, =0, on constate que le morphisme de corestriction

HP""’“(P"(c). m)anp"'P“(mp"(a}, m)

134



NEVANLINNA ET ARAKELOV

est un isomorphisme envoyant 8np sur 89.‘ p-1- Mais si n=p-1lavari€t Y estvide et

o =1,donc A = 0. Par conséquent § =0 et Sn p = 0.

p-1,p-1

APPLICATION : Du Théor¢me 5 on déduit dans [2], Prop. 5.4, une nouvelle preuve du
Théoreme 4.
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