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Sur le calcul explicite des “classes de Chern” des
surfaces arithmétiques de genre 2.

Jean-Benoit BOST, Jean-Fran¢ois MESTRE, Laurent MORET-BAILLY.

Introduction
Soient K un corps de nombres, A I’anneau des entiers de K et B =
Spec A. Dans cet article, nous expliquons comment calculer les invariants
deg fuwx/s et
(wx/B-wx/B) = deg {wx/B,wx/B),

définis & la Arakelov, attachés a une courbe semi-stable f : X — B, de
fibre générique lisse et de genre 2.

Rappelons que ces deux nombres jouent un role analogue, en géométrie
arithmétique, a celui des invariants c¢? et ¢; d’une surface projective irréduc-
tible lisse sur un corps (¢f. [7]). En effet, si f: X — B est un morphisme
surjectif d’une telle surface vers une courbe lisse de genre ¢, qui fait de
X une B-courbe semi-stable de genre g, alors ¢2(X) et c(X) s’expriment
simplement en fonction de g, ¢ et des entiers deg fuwx,s et (wx/B-wx/B)
(définis au moyen de la théorie classique de I'intersection). Explicitement,
il vient d’apres [7] (1.2.1 — 1.2.2) et les formules de Riemann-Roch et de
Noether:

1(X) = (wx/p-wx/p) + 2(29 — 2)(29 — 2)
co(X) = 12deg fiwx/p — (wx/B-wx/B) + (29 — 2)(29 — 2).

En géométrie arithmétique, I'auto-intersection (wx/g. wx,p) est, de loin,
le plus difficile a évaluer des deux nombres réels deg f.wx/p et (wx/B.wx/B).
Pour le calculer, lorsque X est de genre 2, nous procédons en deux étapes:

- Au §1, nous exprimons (wx/p.wx/p) au moyen de I'intersection d’Ara-
kelov (P.Q) de deux points de Weierstrass P et @ de X.

- Au §2, nous évaluons la “composante archimédienne” de (P.Q): si o
est un plongement archimédien de K et si X, désigne la surface de Riemann
X ®, C, la valeur G,(P,Q) de la fonction de Green-Arakelov de X, peut

s’exprimer au moyen des valeurs en des points de 2-torsion de la fonction
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de Néron ||6]| sur la jacobienne Pic X, et de I'intégrale sur Pic X, de log ||6]|
(cf. [2)).

Indiquons que 'on aurait pu calculer 'invariant (wx/p.wx/p) en utili-
sant la formule pour I'invariant § de Faltings donnée dans [2] et la formule
de Noether pour une surface arithmétique (cf. [5]) sous la forme précisée
figurant dans [8]. La méthode suivie dans cet article évite de recourir a ce
dernier résultat.

Dans les §3 et §4, nous effectuons le calcul numérique de deg fuwx/p et
(wx/B-wx/p) dans des cas particuliers explicites. Nous considérons ainsi la
courbe sur Q, lisse, admettant comme modele plan

y? = z(z — 1)(4z° + 132% — 17z + 4).

Cette courbe a réduction semi-stable sur Q et a bonne réduction en dehors
de 21737. Son modéle stable X — B = Spec Z est régulier, de fibre en
21737 une courbe nodale irréductible possédant un unique point singulier.
On trouve:

degf,.wx/g = —1,466599. ooy (w,\'/B.wxlB) = 2,32 e

Nous considérons ensuite la courbe sur Q, lisse, admettant comme
modele
y'+y =21
Cette courbe, dont la jacobienne est & multiplications complexes par Z[(s],
ou (s désigne une racine primitive cinquiéme de 1, a bonne réduction poten-
tielle partout. Sur I’anneau des entiers B’ du corps K’ = Q(v/1 = (s, v2),
elle admet un modéle X’ ayant bonne réduction partout. Le calcul donne:

1 deg fiwxygr = logdm — %log I'(1/5)°T'(2/5)°T(3/5)I'(4/5)™"

(K : Q]
= —=2,597239125...
1
m(wx'/shwx'/sf) = 0,2162....

Au moyen de ces valeurs, on vérifie que X' fournit un contre-exemple a
certaines conjectures sur les “classes de Chern” des surfaces arithmétiques,
du moins dans leur version la plus naive (c¢f. §4.5). Le lecteur pourra
d’ailleurs constater qu’il en est de méme de ’exemple précédent.

Signalons que les invariants des surfaces arithmétiques deg f.wx;p et
deg (wx/B,wx/B) considérés dans cet exposé sont en fait des invariants de
courbes sur Q. Plus précisément, pour toute courbe C lisse, irréductible
et compléte sur Q, de genre > 1, on peut trouver un corps de nombres K
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sur lequel C est définie et a réduction semi-stable. Considérons alors un
modeéle semi-stable X — B de C sur ’anneau des entiers de K et posons

e(X) = [K : Q"' deg (wx/B,wx/B)-

On peut montrer que le nombre réel e(X) est indépendant du choix du
corps K et du modéle X ([7], §5.4). Il en va de méme du quotient

h(X) = [K : Q]! deg f.wx/s,

qui n’est autre que la hauteur géométrique (ou hauteur de Faltings stable)
de la jacobienne de X.

Nous utilisons dans cet exposé les définitions et notations introduites
dans [9], auquel nous renvoyons pour tout ce qui concerne la géométrie
d’Arakelov sur les surfaces arithmétiques. En fait, nous ne faisons appel
qu’a la théorie de 'intersection d’Arakelov (cf. [1] et [5], §2) dans la version
que permet d’en donner l’accouplement de Deligne (cf. [9] et [4]).

Précisons que, si M est une surface de Riemann compacte de genre
g 2 1, nous munissons Opxar(Apr) de la métrique bipermise normalisée
comme en [9], (4.11.4.2), condition 4 — c’est-a-dire de la métrique définie
par la fonction de Green-Arakelov sur M x M — et wps de la métrique
qui s’en déduit (cf. [9], §4.11.3). Les “crochets de Deligne” considérés plus
loin seront munis des métriques déduites de ces derniéres. En outre, nous
munissons H°(M,wys) du produit scalaire (. | .) défini par

1 =
= AB,
(«18)=75 [ anB (1)
et AH°(M,wpr) de la métrique ||.|| qui s’en déduit:
”O(l A...A 019”2 = det((ak l al))ISkJSy (2)

(¢f [9], §4.12). Ce dernier choix de métrique intervient pour définir
deg fuwx/p. 1l est malheureusement quelque peu arbitraire. La métrique
[I-|I définie par

l —
lax A ... A ag||? = det (2_7r /M ax A a,)

est peut-étre plus naturelle. Nous noterons deg’ fuwx,p le degré d’Arakelov
de f.wy/p calculé en munissant A?f.wx,p de cette métrique aux places
archimédiennes. Il vient

1<k,I<g

deg’ fuwx/p = deg fuwx/p + g[K : QJlogm

et

K(X) = [K : Q] deg'fuwxss = h(X) + L1og .
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1. Faisceau canonique et points de Weierstrass des
courbes de genre 2

1.1. Calcul du faisceau canonique

Dans ce paragraphe et le suivant, on se donne un schéma B et une B-
courbe f : X — B projective lisse a fibres géométriquement connexes de
genre 2.

Le Og-module f.wy/p est localement libre de rang 2 et le morphisme
“canonique”

n: X — I':=P(fuwx/B)

est un revétement double (génériquement séparable dans chaque fibre) de
I', qui est une B-courbe localement isomorphe & P} pour la topologie de
Zariski sur B. Par définition de m, on a un isomorphisme canonique

Wx/B ; W-Or(l). (3)
On note o 'involution hyperelliptique de X, z.e. I'involution associée a 7.

Si L et M sont deux faisceaux inversibles sur X, on note (L, M) I'accou-
plement de Deligne de L et M: c’est un faisceau inversible sur B, défini
a isomorphisme unique prés. Si D est un diviseur de Cartier sur X, on
notera (D, M) pour (Ox (D), M).

Soit P : B — X une section de f: I'image de P est un diviseur relatif
dans X, également noté P. Ainsi, si M est un faisceau inversible sur X,
on a (par définition de {, )) un isomorphisme canonique P*M = (P, M).

Le diviseur P + o P est image réciproque par 7 du diviseur 7(P) sur I'.
Ce dernier est I'image d’une section de I' sur B, de sorte que Op(7(P))(—1)
provient de B. Compte tenu de (3), on en déduit que wx;p® Ox(—P—0oP)
est de la forme f*L, ou L est un faisceau sur B. On calcule L par restriction
a la section P; on obtient ainsi

L= (P,wx/g) ® (P, —-P - O'P)
La formule d’adjonction
(P, P) = (=P,wx/p)

donne alors
L= (P,-2P —oP).

On dispose ainsi d’un isomorphisme canonique
wx/p — Ox(P +0P)Q f*(P,—2P — o P). (4)

Le cas qui nous intéresse est celui ou P est un point de Weierstrass de
X, c’est-a-direout P =0oP:
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PROPOSITION 1 - Pour toute section P o-invariante de f, il eziste un
unique 1somorphisme

wx/p == Ox(2P)® f*(P,P)®~* (5)
induisant par restriction d la section P l'isomorphisme d’adjonction

(P’“"X/B) — (P7 P)®_l'

De plus, lorsque B = Spec C, l'isomorphisme (5) est une isométrie lorsque
lUon munit les deuz membres de leurs métriques hermitiennes canoniques
d’Arakelov-Faltings.

Démonstration. L’existence d’un isomorphisme (5) résulte des calculs qui
précédent; il est clair qu’on peut, en multipliant par une section de Oy, im-
poser la condition d’adjonction qui détermine alors (5) de maniére unique.
Enfin, si B = SpecC, 'isomorphisme (5) multiplie les métriques d’Arakelov
par une constante, car ces métriques sont admissibles et ont donc méme
courbure. Comme 'isomorphisme d’adjonction est une isométrie, (5) est
une isométrie au point P, donc partout. B

1.2. Auto-intersection du faisceau canonique

Conservons les notations du paragraphe précédent, et considérons deux
sections o-invariantes P et ) de f. Outre 'isomorphisme (5), on a aussi

wx/p — Ox(2Q) ® f(Q,Q)®°. (6)

On peut alors calculer (wx/p,wx/p) en utilisant respectivement (5) et (6)
pour chacun des arguments, ce qui donne

(wx/B,wx/8) — (P,Q)®' ® (P,P)®*°®(Q,Q)®*°. (M

Pour se débarrasser des auto-intersections au second membre, on remarque
que le faisceau Ox (2P —2Q) provient d’un faisceau sur B, comme il résulte
par exemple de (5) et (6). Donc (2P —2@Q, P— @) est canoniquement trivial,
ce qui donne

(P,Q)* = (P, P)** ® (Q,Q)*". (8)

On obtient ainsi, en reportant dans (7):

PROPOSITION 2 - Pour tout couple (P, Q) de sections o-invariantes de f,
il eziste un isomorphisme canonique de faisceauz inversibles sur B

{wx/B,wx/B) — (P,Q)®%. 9
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De plus, lorsque B = Spec C, l'isomorphisme ci-dessus est une isométrie
lorsque l'on munit les deuz membres de leurs normes hermitiennes cano-
niques.

Démonstration. L’assertion sur les normes découle du fait que les isomor-
phismes (5), (6), (8) sont des isométries: cela résulte de la proposition
1 et, pour (8), du fait que la métrique d’Arakelov sur Ox(2P — 2Q) de-
vient une métrique constante lorsque I'on trivialise Ox (2P — 2Q) (puisque
(5) et (6) sont des isométries) et que, par conséquent, la métrique sur
(2P — 2Q, P — @), canoniquement trivialisé, est la métrique triviale. B

1.3. Extension aux courbes singuliéres

On considére maintenant une B-courbe f : X — B projective et plate, a
fibres géométriquement connexes de genre arithmétique 2 et de Gorenstein.
Ainsi, 'on dispose encore d’un faisceau dualisant wx,p qui est un Ox-
module inversible. On suppose de plus que f est lisse au-dessus d’un ouvert
schématiquement dense U de B.

Soit P une section de f contenue dans l'ouvert de lissité de X sur B
(de sorte que son image est un diviseur de Cartier dans X), et telle que
Py soit invariante par l'involution canonique de Xy. La proposition 1,
appliquée au-dessus de U, affirme l’existence d’une section partout non
nulle sur U du faisceau wy/s @ Ox(—2P) ® f*(P, P)®* laquelle, d’aprés nos
hypothéses, peut étre vue comme une section méromorphe sp de ce faisceau
sur X. Notons Vp le diviseur de sp. Son support est disjoint de Xy, et I’on
dispose d’un isomorphisme canonique

wx/p — Ox(2P)® f*(P,P)®~°® Ox(Vp). (10)
PROPOSITION 3 - Conservons les hypothéses et les notations des deuz der-
niers alinéas.

i) La restriction du diviseur Vp d la section P est le diviseur nul; en parts-
culier le faisceau (P, Vp) est trivial.

11) Si B est normal, ou 31 X est une B-courbe stable, alors le support de
Vp est disjoint de P.

111) St X est normal ou est une B-courbe stable, et 31 de plus les fibres de
f sont irréductibles, alors Vp = 0.

Démonstration. 1) Si l'on restreint sp a la section P, on trouve une section
méromorphe de (P, wyx,5)®(P, P) prolongeant la trivialisation sur U donnée
par la formule d’adjonction. Or celle-ci se prolonge en une trivialisation sur
B puisque f est lisse au voisinage de P, d’ou ’assertion.
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ii) Si B est normal, on le remplace par son localisé en un point maximal
du fermé P~!(Supp Vp), et X par son localisé au point correspondant de
P. Alors B est de dimension 1 (le point fermé est support d’un diviseur
de Cartier) et X est lisse sur B donc Vp est simplement un multiple de la
fibre fermée. La conclusion résulte alors de i).

Le cas stable se déduit du précédent par réduction au cas "universel”
ou B est le champ des courbes stables de genre 2 (qui est lisse sur Z donc
normal).

iii) résulte de ii) dans le cas normal: le support de Vp est de codimen-
sion 1 et disjoint de Xy donc est image réciproque d’un fermé de B, et
i1) s’applique car B est automatiquement normal, X étant lisse sur B au
voisinage de P. Le cas stable s’en déduit comme ci-dessus, la courbe stable
de genre 2 universelle étant lisse sur Z. ®

PROPOSITION 4 - On conserve les hypothéses de la proposition précédente,
et on considére une section @ de f satisfarsant auz mémes hypothéses que
P. L’isomorphisme (9) sur U se prolonge en un isomorphisme

(wx/B,wx/B) = (P,Q)*° @ (P,Vo)® ' @ (Q,Ve)® ' @ (Vp, Vo). (11)

Démonstration. Il suffit de reprendre les calculs de 1.2. en utilisant (10).
Les termes (P, Vp) et (Q, V) disparaissent en vertu de la proposition 3 i),
et l'on remarque que le faisceau Ox(2P — 2Q + Vp — Vj) provient de la
base, de sorte que son intersection avec P — @ est triviale. W

Résumons les résultats obtenus dans les trois derniers paragraphes:

THEOREME 1 - Sotent B un schéma, et f: X — B une B-courbe projec-
tie et plate, d fibres géométriguement connezes de genre arithmétique 2 et
de Gorenstein, tel que f soit lisse au-dessus d’un ouvert schématiquement

dense U de B.

Soient P et Q deuz sections de f contenues dans louvert de lissité de f,
tels que Py et Qu soient invariantes par linvolution hyperelliptique de Xy .

Supposons X normal ou B-stable, et les fibres de f irréductibles.
1) On dispose d’un isomorphisme canonique
{wx/B,wx/B) — (P,Q)®~%. (12)

2) Supposons de plus que B soit le spectre de l'anneaw des entiers d’un
corps de nombres et notons (. ) lintersection d’Arakelov sur X. Alors on
a légalité numérique

(wx/B-wx/B) = —8(P.Q). (13)
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Démonstration. 1) résulte de (11) et de la proposition 3, iii), et 2) de
ce que l'isomorphisme (12) est une isométrie aux places archimédiennes
d’apres la proposition 1. ®

2. La fonction de Green-Arakelov d’une surface de
Riemann de genre 2

2.1. Rappels sur la fonction ||| et la fonction G

Rappelons quelques formules données dans [5].

Soit X une surface de Riemann compacte et connexe de genre g > 0.

La courbe X s’identifie & une sous-variété complexe de Pic! X grace au
plongement jacobien j : X — Pic' X, qui associe & un point z de X
la classe du fibré O(z) dans PicX. On désigne par © le sous-ensemble
analytique de Pic?~! X, de codimension 1, constitué des sommes de g — 1
éléments de X.

Soit (ay,...,ay) une base orthonormée de H°(X,wy), muni du produit
scalaire défini par la formule (1) (avec M = X). Notons «} 'unique forme
différentielle de type (1,0) sur Pic X invariante par translation et telle que
ay = j"aj et posons :

i 3
=35 &N
-3

_/
Q

,,..s

Ce sont des formes différentielles posntlves sur X et Pic X, respectivement,
indépendantes du choix de la base (ay,...,a4). On a :

1.
/V‘:l et v=—j"p. (14)
X g

La 2g-forme é p? définit une mesure de Haar sur Pic X, pour laquelle cha-

cune des composantes Pic* X de Pic X est de mesure 1.
Le fibré en droites O(©) sur Pic?~! posséde une unique métrique || . [|o(e)
telle que :

1. la forme de courbure de O(©) muni de cette métrique soit —2miy;

2. si 'on pose |6 = ||1|lo), ou 1 désigne la section canonique, de

diviseur O, du fibré O(0), alors :
1
2,9 —9-g/2
/Picg"xllgu g!“ =2
Si Z est unec matrice dans le demi-espace de Siegel H,, on pose pour
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tout z € C9 :
6(2;2) = Tpezsexp(mitn.Z.n + 2mi'n.z)
I6lo(z3 2) = (det Y)¥ exp(—7 'y.Y ".y) | 8(2; 2) |,
ou Y (resp. y) désigne la partie imaginaire de Z (resp. z).
On pose aussi, pour tout (a,b) € R? x R? :

0[ Z 1(0; Z) = exp(mi‘a.Z.a + 27wi‘a.b)8(Za + b; Z).

Supposons maintenant le groupe H;(X,Z) muni d’une base symplec-
tique, c’est-a-dire d’une base B = (ay, ..., a4, by, ..., b,) telle que

a;.a; = 0, b,‘.bj = 0, a,-.bj = 6,']'.

Notons (wy, ...,w,) la base "canonique” de H(X,wx) et @ = (Q;)1<i,j<y la
matrice des périodes associées a B. Elles sont définies par les relations :

ij=6§j et /bij"—‘Q,'j (ISZ,]Sg)

La variété abélienne Pic® X s’identifie alors & C9/Z¢ + QZ9. Compte tenu
de cette identification, on a ’égalité de formes différentielles sur Pic® X :

g
i
H= 3 Z (Y_l)k( dzk A dE,,
< k=1
ou Y désigne la partie imaginaire de . Le diviseur des zéros de 6(.;2) est
Z9 + QZ9-périodique et définit donc un diviseur @y de Pic® X. 1l existe un
unique élément Ag de Pic? ! X tel que © = Oy + Ag, et I'on a pour tout
z2€CI:
I161([2] + As) = [16]lo(z; ).
De plus, 2Az est la classe de wy dans Pic?~2 X.
Rappelons aussi que la fonction de Green-Arakelov de X est 'unique
fonction
G . X X X -_— R+
non nulle en dehors de la diagonale telle que pour tout z € X, log G(z,.)
soit une fonction intégrable sur X et vérifie les conditions :

J, Jog Glz,v)v(w) = 0 (15)
d' d"logG(z,.) = mi(v - §,), (16)

ou 4, désigne la masse de Dirac en z.

Enfin, nous notons ||.||4 la métrique d’Arakelov sur wy. Sa 2-forme de
courbure est égale a —2mi (29 — 2)v.
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2.2. Les invariants ||A;|(X) et |H[|(X) et la fonction ||J|

Nous supposons dorénavant que le genre de X est égal a 2. La courbe
X est donc hyperelliptique. Nous noterons o 'involution hyperelliptique
et W I’ensemble des six points de Weierstrass de X, c’est-a-dire des points
fixes de o (cf. §1.1).

La courbe X s’identifie au diviseur © par le plongement jacobien j.
Nous pratiquons désormais cette identification. Nous considérons ainsi les
points de X comme des éléments de Pic' X.

Notons K la classe d’isomorphisme de wx dans Pic? X. L’involution
t — K —t de Pic' X laisse invariants ||0]|, ¢ et ©; sa restriction a O,
identifié a X, coincide avec ¢. En particulier, pour tout point W € W, on
a 2W = K. De plus, “ywew W = 3K.

Il est assez facile d’exprimer a@ une constante additive prés la fonction
log G au moyen de la fonction log||6|| (¢f. infra, identités (34) a (37)).
La constante additive en question est déterminée par la condition (15) et
son calcul exige donc a priori I’évaluation de l'intégrale sur X de log ||6]|
composé avec le plongement jacobien, convenablement translaté. Heureuse-
ment, il est possible d’exprimer une telle intégrale au moyen de certaines
valeurs de log ||6]| et de I'intégrale de log ||6|| sur Pic' X. Cela permet de
calculer G(P, @), lorsque P,@Q € W, directement a partir d’'une matrice des
périodes de X, sans faire intervenir le plongement jacobien de X.

Il est commode, pour ce calcul, d’introduire deux invariants [|A,]|(X)
et ||H||(X) attachés a la courbe X, ainsi qu’une fonction ||J|| sur X x X
(cf. [2))

Nous posons, pour toute matrice Z dans le demi-espace de Siegel H, :

Bo(Z)=2"" T 6[;1(0;2),
(a,b)€EP

ou P désigne un ensemble de représentants, modulo Z? x Z?, des couples
(a,b) € (3 Z)*x(3 Z)? tels que 4 'a.b soit pair. Comme fonction de Z, A, est
une forme Sp,(Z)-modulaire, de poids 10 et non nulle sur le complémentaire
de l'orbite sous Sp,(Z) des matrices diagonales dans H,. Nous définissons
alors une fonction || A, || sur H;, invariante sous Sp,(Z), en posant :

[ 22](Z) = (detIm Z)* | Ao(Z) | .

Soit €2 la matrice des périodes de X associée a une base symplectique B
de H,(X,Z). Le nombre réel strictement positif || A, ||(2) ne dépend que
de X' nous le noterons || A, ||(X). Soit P ’ensemble des 10 points P de
Pic' X \ O tels que 2P = K; c’est aussi I'ensemble des points de Pic! X de
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la forme P+ Q + R— K, ou P, @Q et R sont trois points de Weierstrass de
X distincts. Il vient :

a2 lI(X) = 27" TT 18 1°(M).
MeP

Par ailleurs, nous posons
2

7
log |HI(X) = [, 1og 6115

Nous posons, pour tout (z,2') € C? x C%:

o) L
J(z,2") =

2:,0) £,
Nous définissons alors une fonction ||J|| sur X x X, indépendante du choix
de B, en posant pour tout couple (z,z') € X x X:

I171l(z,2") = (detY) exp[~7 ‘y.Y "y — 7 'y" Y "1y'] | (2, 2)],

ou z (resp. z’) désigne un point de C? tel que z—A = [2] (resp. z'—A = [2'])
dans Pic’(X) = C?/Z*+QZ?, et ol y (resp. y’) désigne la partie imaginaire
de z (resp. 2').

Pour tout couple (P, Q) de points de Weierstrass de X distincts, on
dispose de la relation de Rosenhain (cf. [14], p. 433):

1P == II  lI6l(P+Q+W - K). (17)
wWew\{PQ}

2.3. Fonction de Green et points de Weierstrass

Pour évaluer les termes archimédiens dans l'intersection d’Arakelov de
deux points de Weierstrass d’une surface arithmétique de genre 2, nous
ferons appel au théoréme suivant:

THEOREME 2 (cf. [2])- Pour tout couple (P,Q) de points de Weierstrass
de X distincts, on a

G(P,Q)* = (2m)™% | Ao|[(X)™V* I HII(X) IT (P, Q).

En posant, pour tout M € P, epg(M) = 1 si M est de la forme P +
Q+W — K avec W € W\ {P,Q}, et epg(M) = -1 sinon, on peut réécrire
cette formule comme suit:

G(P,Q)" =4 [T l161(M) =™ || H]||(X ).
MeP
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On en déduit:
COROLLAIRE — Pour tout point de Weierstrass P de X, on a
[I GPQ)°=4lal(X) " IHI(X)".
QEW\{P}

La démonstration du théoréme 2 figure en appendice, a la fin de l'article.

3. Une famille de courbes de genre 2

3.1. La courbe Cr d’équation y> +y = F(z)/z(z - 1).

Dans ce paragraphe et les suivants, on considére un polyndme unitaire
de degré 3
F(X)=X*+aX*+bX +c

a coefficients dans un anneau intégre A, tel que F(0) et F(1) soient in-

versibles dans A. On s’intéressera notamment au cas universel ou a,b,c

sont des indéterminées et ou A est ’anneau Z[a,b,c,c™!,(1+a+b+c)7?).
Posons B = Spec A et notons F' ’homogénéisé de F:

F(X,T) = T*F(X/T).

Vu ’hypotheése sur F, la fonction rationnelle F(z)/z(z — 1) sur P} déter-
mine un B-morphisme

B:Py — P}

(X:T) — (F(X,T): XT(X -T)).

De méme la fonction y% + y détermine un B-morphisme
a:Py — Pj
(Y:2) — (Y?+YZ:2%

(par convention on identifie A € A & (A :1) € P!, et on pose oo = (1: 0)).
On définit alors la courbe Cr “d’équation y*+y = F(z)/z(z—1)”" comme le
B-schéma produit fibré au-dessusde Py dea: Py — Phet 5: Py — Pp.
On dispose ainsi d’'un diagramme cartésien

cr 2 Pl
7] la
P, £ pL.

80



CALCUL EXPLICITE EN GENRE 2

PROPOSITION § -

i) Le morphisme structural f : Cr — B est plat et localement d’intersection
compléte; ses fibres géométriques sont intégres, de genre arithmétique 2 et
ont au plus un point singulier.

1) Le morphisme f admet trois sections Wy, W, et W, contenues dans le
lieu de lissité de f et se projetant respectivement par 7 sur les sections 0,
1, oo de P} et par (' sur la section co de P}; le revétement double m est
ramifié le long de Wy, W) et Wy, tandis que ' y est étale.

111) §1 2 = 0 dans Uanneau A, 7 est étale hors de Wy, Wy et W, et C est
lisse sur B.

iv) Supposons que A soit un corps de caractéristique # 2. Notons R(X) le
polynéme (de degré 3) X(X — 1) + 4F(X) et désignons par Ci la courbe
dans (P! x P')p d’équation affine

2 _ R(z)
z(z—-1)

On dispose d’un diagramme commutatif, dont la premiére ligne est un iso-
morphisme:

Cr — C
7] 1
P}g = P}g

ou ' et « sont donnés en coordonnées affines par
m'(z,z) =z et «z,y) =(z,2y +1).

Par conséquent, m est ramifié ezactement auz points 0, 1, 0o et au-dessus
des zéros de R. De plus, un point de C est singulier (resp. singulier or-
dinaire) 31 et seulement si son image par B dans P} est @ distance finie
et est racine multiple (resp. double) de R(z). En particulier, la courbe Cr
admet au plus un point singulier.

Démonstration. Par définition, Cr est définie dans (P! x P!)g par le
polynéme bihomogene Z2F(X,T)— XT(X =T)(Y?+Y Z). Ainsi Cr est un
diviseur relatif dans (P! x P!)g; il est donc plat et localement d’intersection
compléte sur B.

Montrons ii). L’existence de Wy, W, et W, est immédiate. De plus la
réunion (disjointe) de ces trois sections est I'image réciproque par A’ de la
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section a 'infini de P}. Cela implique que (' est étale, et donc que C est
lisse sur B, le long de Wy, W, et W,,. Enfin a est ramifié a I'infini, d’ou
I’assertion sur =.

Si 2 = 0 dans 4, a est étale en-dehors de la section a I'infini de Pj.
L’assertion sur 7 dans iii) en résulte par changement de base, ainsi que la
lissité de C compte tenu de ii).

Supposons maintenant 2 inversible dans A. Les assertions de iv) sont
évidentes. De plus, lorsque A est un corps de caractéristique # 2, Cr
est irréductible: sinon, comme elle est revétement double de P}, elle serait
réunion de deux composantes isomorphes a P}; cela est exclu, compte tenu
par exemple de la ramification en Wj.

Reste a établir que les fibres géométriques de Cr sont de genre arith-
métique 2. Il suffit pour cela de considérer le cas universel. L’assertion est
alors claire au point générique de B et donc toujours vérifiée, puisque B
est irréductible et f plat. B

REMARQUE. Si A est un corps algébriquement clos de caractéristique
# 2, toute courbe sur A, compléte, lisse et de genre 2 est isomorphe a une
courbe Cr de la forme ci-dessus, avec R sans racine multiple.

3.2. Calcul! de (wer/ByWerB)

Conservons les notations de 3.1. et plagons-nous dans le cas universel.
Le schéma B est alors lisse sur Z et de dimension relative 3, de sorte que,
d’apres la proposition 5 i), Cr est un schéma de Cohen-Macaulay et de
dimension 5. D’autre part, il résulte de la proposition 5, iii) et iv), que le
lieu singulier relatif de f est fini sur B et se projette sur un fermé strict
de B; il est donc de codimension > 2 (égale a 2, en fait) dans Cp. On
en conclut (critéere de Serre) que Cg est un schéma normal et 'on peut
donc appliquer le théoréme 1 & f : Cr — B, en prenant pour P et @
deux des sections Wy, W, W,,. On obtient ainsi, pour 7,j € {0,1,00}, un
isomorphisme

(pr/BawCF/B) = (VVU Wj)®_8‘

Si de plus i # j, alors W; et W; sont disjoints donc (W, W;) est canonique-
ment trivialisé; il en est donc de méme de (wc,/B,wc/B), cette trivialisation
dépendant a priori de i et j.

Par changement de base, cela s’é¢tend immédiatement a une base B
quelconque; d’ou:

!Les résultats de cette section ne sont pas utilisés dans la suite de I’article.
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PROPOSITION 6 - Pour (i,5) € {0,1,00}?, on dispose d’un isomorphisme
commutant d tout changement de base

{wep/Bywer/B) = (Wi, W;)®8 (18)

qui, lorsque Cp est lisse sur B, coincide avec l'isomorphisme (9) (pour
X =Cp, P =W, Q = W,;). De plus il existe une trivialisation de
(wep/BswepyB) sur B, commutant é tout changement de base. B

3.3. Calcul de f.wc,/B

Sous les hypothéses de 3.1. notons z et y les fonctions rationnelles sur
CF définies respectivement par les morphismes 7 et §’ et posons z = 2y +1.
Supposons d’abord CF lisse sur B. On laisse au lecteur le soin de vérifier
que l'on a alors

div (z) 2Wo — 2W,,
div(z) = div(R(z)) — Wo — W, + 2W,
div(dz) = div(R(z))+ Wo+ W,

de sorte que si l'on pose

_zdz _  dz
“ro= R(z) z(z-1)z
d d
w, = 29T _ T (19)

- R(z) (z-1)z’

alors le diviseur de w; (resp. w;) est 2W,, (resp. 2W;). Ceci implique que
(w1,w2) est une base du Og-module f.wc,/B.

Sans hypothése de lissité sur f, il est clair sur les formules (19) que w,
et w, sont définies et non nulles au point générique de chaque fibre de f.
En particulier, dans le cas universel, leurs diviseurs (lorsqu’elles sont vues
comme sections rationnelles du O¢,-module inversible w¢,.,g) sont finis sur
B et par suite, puisque Cr est normal, égaux respectivement a 2W,, et
2W,. On en déduit, pour B quelconque (puisque la formation de f.wc, /s
commute a tout changement de base):

PROPOSITION 7 - Les formes w; et w, de (19) forment une base du Og-
module fuwc,/B.

On retrouve ainsi le fait que (wc,./g,wcp/g) est trivial puisque wc,/p admet
deux sections globales dont les diviseurs sont disjoints.
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3.4. Construction de courbes de genre 2 sur un corps de nombres

Dans ce paragraphe et le suivant, on se donne un corps de nombres K.
On note A ’anneau des entiers de K et B = Spec A.

PROPOSITION 8 - Soit F € A[X] un polynime unitaire de degré 3 tel que
F(0) et F(1) soient des unités de A et que le discriminant A de

R(X) = X(X — 1) + 4F(X)

soit non nul. La fibre générique Crx de la B-courbe Cr d’équation y*>+y =
F(z)/z(z — 1), définie en 3.1, est lisse, géométriguement conneze et de
genre 2 sur K. La B-courbe Cr a bonne réduction en caractéristique 2,
et mauvaise réduction en une place finte v de K de caractéristique # 2
s1 et seulement si v(A) > 0. Dans ce cas, la fibre de Cr en v est une
courbe intégre de genre géométrigue 1 avec un unique point double ,, d
savoir le point de coordonnées (zo,0), ot zo est l'unique racine multiple de
R modv; ce point est ordinaire (resp. cuspidal) si zo est une racine double
(resp. triple) de R modv; lorsque zo est racine double de R modv, L, est
un point régulier de Cr si et seulement si v(A) = 1.

Cet énoncé est conséquence directe de la proposition 5, a ’exception de
la derniére assertion, qui découle d’un calcul local facile.
On a vu (prop. 5, iv)) que la courbe Cr x admet comme modéle plan
2 _ _R(z)
2P = ————.
z(z — 1)

On en déduit, en posant t = z(z — 1)z, qu’elle admet aussi le modele plan
t? = z(z — 1)R(z).

La proposition suivante rassemble des conséquences directes des propo-
sitions 8, 5, 7, du théoreme 1 et des définitions de deg fuwc,/p et de
Pintersection d’Arakelov.

PROPOSITION 9 - Reprenons les notations de la proposition précédente, et
supposons que, pour toute place finte v de K, les racines de R modv sont
de multiplicité < 2. Alors la courbe hisse Crx sur K de modéle plan

t? = z(z — 1)R(z) (20)

a réduction semi-stable sur K et a bonne réduction en dehors des places

fintes v de K telles que v(A) > 0 et Carv # 2. Son modéle stable sur B
est Cr.
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Les points Wy et W, de Cry d’abscisse 2 0 et 1, et le point d linfini W,
(dans le modéle (20)) définissent des diviseurs disjoints dans Cr.
Les formes différentielles
dz zdz
t

w1=-t— et Wy =

forment une base de l'espace des formes différentielles de premiére espéce
sur Crk, qui est aussi une base du Op-module fuwc,/B-

Pour tout plongement o de K dans C, notons C, la surface de Riemann
déduite de Cr i par o et G, la fonction de Green-Arakelov de C,, et posons

3 1 1
Aa—_"i/ wy A Wy, Ba:_/ w1 Awy et Da=_/ wa AW
2 Je, 2 Je, 2 Je,

Il vient alors
1
degf-wCF/B = ) Z lOg(AaDv_ I B, |2))
o: K—~C
et, pour tout (i,5) € {0,1,00)%, i # 3,

(wCF/B'wCF/B) =38 Z log GJ(VVI" VVJ)
a:K—~C

REMARQUE. La condition de la proposition précédente sur les multi-
plicités des racines de R modv est vérifiée dés que v(A) < 1 pour toute
place finie v de K telle que Carv # 2. Dans ce cas, le modele stable Cr est
régulier.

3.5. Applications numériques

Au moyen de la proposition 9, on peut construire des surfaces arithmé-
tiques f : Cr — B pour lesquelles le calcul des invariants deg f.wc,/p et
(wep/B- wep/B) se raméne a des calculs “aux places infinies”.

Pour évaluer numériquement ces invariants, on choisit, pour chaque
plongement ¢ de K dans C, une base symplectique

Ba = (aa,h Qs,2, ba,h ba,Z)

de H,(C,,Z). Puis on calcule les périodes de w, et w, dans cette base. On
forme ainsi les matrices

Qﬁ,=(/ w,) et QZ=(/ wj) :
Qo4 ls,"js'z b’" lgi,jSZ

2Par abscisse, nous entendons la coordonnée z.
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La matrice des périodes de C, associées a B, est alors
na—-1
Q, =Q,Q".

Le calcul de ces périodes peut s’effectuer avec une grande précision, au
moyen, par exemple, de l'algorithme quadratiquement convergent de Ri-
chelot (du moins lorsque C, est définie sur R; ¢f. [13] ou [3]).

Grace aux relations bilinéaires de Riemann

Joano=S[f o) o=f o[ ]

on déduit immédiatement des valeurs des matrices §2) et Q7 celles des
produits scalaires A,, B, et D,. On obtient finalement

A,D,— | B, [*=detImQ,. | det 2, | (21)

Pour calculer G,(W,, W;), on peut utiliser les formules des paragraphes
2.1 et 2.2 et le théoréme 2. Le lecteur se reportera & [10], p. 3.82, pour la
détermination du vecteur de Riemann Ag, .

Appliquons ce qui précéde au cas ou K = Q. Les polynomes unitaires
F € Z[X] de degré 3 tels que F(0) et F(1) soient des unités s’écrivent soit

F(X)=X(X —1)(X —t) +e,

soit

FX)=X(X-1)(X-t)+e(1 -2X),

avect € Z et ¢ = £1.
Considérons par exemple la famille

FX)=X(X-1)(X-t)+ 1
Le discriminant de R,(X) = X(X — 1) + 4F,(X) vaut
256 t* + 256 1> — 15681> — 816¢ — 5591.

Pour tout ¢t € Z,t # 5 mod 7, on peut vérifier que F, satisfait aux conditions
de la proposition 9, i.e. que, pour tout nombre premier p impair, les racines
de R, mod p sont de multiplicité au plus 2.

Prenons par exemple t = —4. Le discriminant de R_, vaut 21737, qui
est un nombre premier, et une équation de Cr_, sur Q est (¢f. (20))

y? = z(z — 1)(42° + 1322 — 17z + 4).
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On remarquera le caractére “particuliéerement simple” de cette courbe par-
mi les courbes de genre 2 définies sur Q: elle a réduction semi-stable sur Q,
son modele stable sur Z est régulier et posséde une seule fibre de mauvaise
réduction, qui est irréductible et posséde un unique point singulier 3. En
appliquant les méthodes expliquées plus haut, on obtient

h(Cr.,) =degfiwc, B = —1,466599. ..
h'(CF_‘) = deg' f.wcF_‘ /B = —-0, 321869...
e(Cr.,) = (wcp_‘/a- wcp_./s) = 2,32....

Pour le calcul de l'intégrale quadruple log || H|| nécessaire & 'obtention de
I'invariant (wcp_‘/g. wcp_‘/g), on a utilisé la méthode de quadrature de
Gauss et, a titre de vérification, une méthode de quadrature de Monte-
Carlo. Les calculs ont été effectués sur 'IBM 4341 de I’Ecole normale
supérieure. Les temps de calcul ont été négligeables, hormis celui de cette
intégrale, qui a nécessité une dizaine de minutes de temps CPU.

4. La courbe y% +y =z°

Nous calculons dans cette section les invariants e et k de la courbe sur
Q dont une équation affine est

y +y=2°
ou encore, grace aux changements de variable z = 2y + 1 et t = 2%/,
22=42°+1 ou 22=t"+1.

C’est une courbe de genre 2 remarquable; elle est caractérisée par ’'une
quelconque des propriétés suivantes (cf. [6]):

e Son groupe d’automorphismes est le groupe Z/5Z x Z/2Z.

e Son groupe d’automorphismes n’est pas réduit a Z/2Z, et sa jacobi-
enne est simple.

e Le point correspondant dans la variété de modules des courbes de
genre 2 est singulier.

3Rappelons que, d’aprés Fontaine, la jacobienne d’une courbe C de genre 2 ayant
réduction semi-stable sur Q ne peut avoir bonne réduction en toute place; il existe donc
une place v de Q en laquelle la réduction du modéle stable de C, ou bien posséde deux
points singuliers, ou bien posséde un unique point singulier et est irréductible.
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4.1. Bonne réduction

Montrons que la courbe X, propre et lisse sur Q, d’équation affine
Yy +y=2z°

acquiert bonne réduction sur une extension convenable de Q.
Le changement de variables

établit un isomorphisme entre des ouverts des courbes affines lisses sur
Z[1/5] d’équations y2 +y = z° et ' + 2%y’ = y'2. Ainsi, X admet un
modele lisse sur Spec Z[1/5].

Vérifions que X a bonne réduction potentielle sur Zs. On a vu plus
haut qu’elle admet comme équation 2% = t° + 1 sur le corps Q(v/2). Cette
équation s’écrit encore *

4
22 = [[(t+¢)
1=0

Sur le corps Q(1/1 — (5), elle devient

w? = ul:[l(u - ), (22)

ou a; désigne I'unité cyclotomique (1 — ¢{)/(1 — s), grace au changement
de variables
t=(1-Clu—-1, z=(1-¢)"?w. (23)

Si v est une place de caractéristique 5, alors a; = }:;-;}, ¢ =i (mod )
de sorte que les a; sont distincts et non nuls mod v et que (22) définit une
courbe lisse en v (de réduction modv t? = u® — u).

La démonstration qui précéde montre aussi que X a bonne réduction

sur le corps K' = Q(v/T =G, V2).

4.2. Points de Weierstrass.

Notons R’ I'anneau des entiers de K', R; = R'[1/5], B’ = Spec R’ et
B, = Spec R,. Notons W, (resp. W;,7 = 0,...,4) le point de X (k")
au-dessus du point a l'infini de P! (resp. du point d’abscisse 2 = —(}/v/4).
Nous désignons encore par W,y(a € {00,0,...,4}) les sections correspon-
dantes du modele propre et lisse X' de X au-dessus de B’. Ce sont les
points de Weierstrass de X' — B’ (¢f. 1.1).

4Rappelons que (s désigne une racine primitive cinqui¢me de Punité.
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PROPOSITION 10 - Pour a # 3 € {00,0,....4}, le sous-schéma W, N W
de X' s’identifie a Spec R'/(V/2).

Démonstration. Il est clair sur I’équation (22) que W, et Wy ne se ren-
contrent pas au-dessus d’une place de caractéristique 5 (en fait, au-dessus
de toute place de caractéristique différente de 2). Soit A} I'image inverse
de B, dans A”. Il suffit, pour démontrer la proposition, de prouver que le
sous-schéma W, N Wz N A; de A, s'identifie & Spec R, /(V/2).

Les W N X sont contenus dans 'ouvert affine de X, d’équation z' +

zy’ = y'? considéré plus haut, et admettent comme équation

We: a'=y'=0
W,: o'=-('V4, y=—Cv2 (0<i<4).

Compte tenu du fait que 1 — (¥ est inversible dans R; si k¥ # 0 mod 5, on
en déduit 'assertion annoncée. W

Notons X¢ la surface de Riemann déduite de X (rappelons que X est
définie sur Q) et G la fonction de Green-Arakelov sur X¢ x X¢. Compte
tenu de la définition de 'intersection d’Arakelov, on déduit immédiatement
de la proposition précédente:

COROLLAIRE - Pour a # 8 € {0,0,...,4}, on a

1
(WaWp)ar = 5[1{’ :Qllog2 — Y logG(oW,,oWps).  (24)
g:K'-C
Remarquons que le point oW, de X¢ est indépendant du plongement
o de K' dans C: c’est toujours le point a I'infini de X¢. Les autres points
de Weierstrass de X¢ sont permutés par 'automorphisme T de X¢ défini
par
T(z,y) = (¢ '2,9),
qui admet le point & I'infini comme un point fixe. Par suite, G(6W,,,ocW;)
est indépendant de o et de i € {0,...,4}. Notons-le G(W,,, W,). Le corol-
laire du théoréme 2 donne
1/5
G(Wes W) = | T1 G(Wee, W, >} = 28| (X &) O H | (Xc)

3=0

Il vient donc

PROPOSITION 11 - Pour tout i € {0,...,4}, on a
1
[I'r .

et les deuz membres de (25) sont indépendants de i.

gy WeWoher = g5 108 ll8all(Xe) ~ g |HI(Xe).  (25)
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Le théoréme 1 donne alors:
COROLLAIRE — L’invariant e(X) vaut

1 1 .
W (wrr/pr-wxrypr) = 5 log [|Az||(Xc) + 4log | H||(Xc)- (26)

4.3. Différentielles

Gardant les notations de 4.2., notons f : X’ — B’ le morphisme struc-
tural, et considérons le R’-module localement libre de rang deux

E = f..w;ln /B'-
Pour calculer le degré d’Arakelov de E muni de ses métriques canoniques,
considérons sur X les 1-formes
dr dz dy

wq = —=2y_|-1=5:1:4
Wy = Tw). (27)

On constate sans peine que w; et w, définissent des 1-formes globales sur
le modeéle propre et lisse de X sur Spec Z[1/5], a diviseurs disjoints. Con-
sidérant w, et w, comme des sections rationnelles de E, nous voyons donc
qu’elles forment une base du R'[1/5]-module E®g: R'[1/5]. Pour voir ce qui
se passe en une place v de caractéristique résiduelle 5, on utilise ’équation
(22). Le changement de variables (23) donne

w, = 2—2/5 (1 _ Cs)—3/2 (iv_u
wy = 275 (1—¢)% (1 - G)u —1] d—;)‘.

Or il est immédiat d’apres I’équation (22) que du/w et u du/w forment une
base de E ®g R), ou R, est le complété de R' en v. Comme on a
d d
€ i=w /\wg = 2_6/5 (1 - <5)_2 —u A 'u-—u
w w
dans A%.(E) ®z Zs, on en déduit que le diviseur de € (vue comme section
rationnelle de A%, (E)) est celui de (1 — {s)~2. Si v est normalisée de sorte
que v(5) =1, on a donc v(e) = —1/2 puisque v(1 — {5) = 1/4.
Pour calculer le degré de E, il reste a déterminer la norme archimédienne
de ¢, qui est définie sur Q. Il vient en effet, d’aprés ce qui précede,
1

1
wqQ degE = -3 log 5 — log ||<]|. (28)
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Rappelons que, par définition, on a
lel> = AD — BB
ou

i i __ i __
A=—- w; A7, B=—/ wiAlo; et D= wq N\ 3.
2 XC 2

2J/x¢c Xc

4.4. Calcul des périodes de X

Les valeurs des intégrales A, B et D se déduisent de celles des formes
différentielles w, et w,, grace aux relations bilinéaires de Riemann.

Par le changement de variables r = —2725y-1  z = VU3, I’équation
22 = 4z% + 1 de X sur K' devient V2 = U® — U. Dans ce nouveau
modele, les points de Weierstrass de X sont les points d’ordonnée nulle,
et les différentielles w; et w, du paragraphe précédent s’écrivent

w =2"MUdUIV et wy=—-27Y°dU/V.

Pour calculer les périodes de la courbe X ¢, choisissons la base symplec-
tique (a,, az, b, b;) de Hy(Xc, Z) représentée sur le dessin suivant, figurant
Xc comme revétement ramifié a 2 feuillets du “plan des U”:
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Posons, comme en 3.5,

Q’=(/wj) et Q":(/wj) .
a; 1<4,j<2 bi 1<1,5<2

Le calcul de ces matrices est facilité par ’existence de ’automorphisme T
de X défini par (U, V) — ((sU,(3V), déja considéré en 4.2. L’action de T

sur les différentielles de premiére espéce de X est donnée par les formules
T wi = (3w, Trw = (5w, (29)
et celle sur les cycles par °

T(al) = —a;— b] T(az) = a4 + bl - bg
T(b]) = a + az T(bg) = aj.

On en déduit immédiatement que
by = —a1-T(a1), a2= —a;—T(a;)=T*(a1), b= T*(a))+T%(a;). (30)
Compte tenu du fait que, pour toute forme différentielle w,

o L

les relations (29) et (30) permettent d’exprimer ' et 2" en fonction des

périodes
Bl =/ w1y et B'z:/ wa.
a) a

On trouve ainsi

Q- 1 1 ) B, 0
T\ -1=G-¢ -1-¢E - 0 B
Q' = _1_<g _l—cg)(Bl 0

SN GG G+ 0 B,

On en déduit la valeur de la matrice des périodes de X¢ associée a la base
(al’ az, b17 b2):
4 2
- +1
Q= QIIQI—I — ( <5 (5 ) ,
G+1 ¢-¢
puis, grace a la formule (21) et aux relations

1++/5
2

|det V' [P=2-¢2 - =5

5 Au signe prés, on trouve ces formules dans [12].
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56+ ) _ 51+ vB)
4 8 ’
e = 242

Par ailleurs, les périodes B, et B, s’expriment simplement au moyen de
la fonction B d’Euler, définie par

detImQ =

on trouve

|B1B,|* . (31)

1
B(a,b) :=/ $9-1(1 — t)P1dt.
0

En effet, on a

dz 1 dr
B =2 [ ZZZ_ et |By|= 2‘/5/ =
|B1| o Vz —z8 |B2| 0o vz —z8
donc, grace au changement de variable t = z°,

3/5 91/5

1By |= 2?3(3/10,1/2) et |Bil= -B(1/10,1/2).  (32)

La formule d’Euler B(a,b) = I'(a)['(b)/T'(a + b) jointe a la formule de
duplication v/27I'(22) = 2%~1/20'(2)['(z + 1/2) permet d’écrire, pour tout
z >0,

I'(2z)
B(:l?, 1/2) = 27"m ’
d’ou
B, = 25—"r(3/5)r(4/5)-2, B, = :%7r1“(1/5)1“(3/5)‘2
et

Jel? = 22 (a1 /5)T(3/5) T (4/5) )

En recourant a la formule
V5T(1/5)I(2/5)T(3/5)[(4/5) = 4n?,
conséquence de la formule de multiplication de Gauss, on obtient finalement

PROPOSITION 12 - La hauteur de Faltings stable h(X) de la jacobienne de
X vaut

ﬁ deg E = log 4w — %log I'(1/5)°T(2/5)°T(3/5)I'(4/5)".

Observons que la hauteur h'(X) admet I’expression suivante, peut-étre
plus élégante:

K(X) = 2log 2r — = log [(1/5)°T(2/5)°T(3/5)T(4/5)"".
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4.5. Résultats numériques et remarques

Apres calculs sur ordinateur, on trouve

lAz]|(Xc) = 0,2070469497...10~*
log || Az||(Xc) = —10,78515008.. ..
log |H||(Xc) = —0,4854...

e(X) = 0,2152. ..

h(X) = —2,597239125 . .

h'(X) = —1,452509239.. ..

Observons que nous aurions pu calculer e(X) & partir de h(X) et de
Pinvariant de Faltings 6(X¢), grace a la formule de Noether ([8]) qui s’écrit
ici, puisque X a potentiellement partout bonne réduction,

12h(X) = e(X) + 6(Xc) — 8log(27),
et a la formule (cf. [2])
6(Xc) = —16log(2m) — log | A;|(Xc) — 4log || H]|.
Si 'on compare ces relations aux formules (26) et (28), on trouve
A(X) = ~2log(2m) — - log [|Agl|(Xc)
puis
llell = (2m)* 5772 || Aq | (X )™

En fait, cette derniere équation découle directement des formules de Tho-
mae ([10], p. 3.121).

Montrons maintenant que X contredit ’analogue arithmétique “naif”
de l'inégalité c¢? < 3c, de Bogomolov-Miyaoka, et méme, plus généralement,
I'analogue de l'inégalité

¢t < Aey, (33)
pour tout A > 0.

Rappelons que les classes de Chern d’une surface projective X fibrée

sur une courbe B de genre ¢ sont données par

i(X) = (wx/p-wx/B) + 2(29 — 2)(2¢ - 2)

c2(X) = 12deg fuwx/s — (wx/B-wx/B) + (29 — 2)(29 — 2),

tandis que ’analogue arithmétique de 2q — 2 est le logarithme de la valeur
absolue du discriminant D) du corps de base K. Ainsi, la traduction
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arithmétique de (33) affirmerait que, s X est une courbe de genre g lisse
sur Q, admettant un modéle stable sur un corps de nombres K, on a

2(29_ ) ) — e
K qQ log D] < M12h(X) — &(X) + ——= [I' Q]

(¢f. Parshin [11] et [7], 3.2.3.2) c’est-a-dire, lorsque g = 2,

e(X) + 2 log IDxl)

e(X) < M12h(X) — e(X) + == log [Dx]) — log |D.

[K:Q]

Lorsque X est la courbe d’équation y2+y = z

Q(V2,v/T=(s),on a

[K:Q] =40, Dg=2"5%,

[K:q] Q]

° et que K est le corps

(Kl: gj o5 DK = 4,667720.,
et compte tenu des valeurs de h(X) et e(X) données plus haut, le membre
de gauche de l'inégalité précédente est positif, alors que le coefficient de A
dans le membre de droite est strictement négatif.

On peut s’assurer qu'il en va toujours ainsi si 'on consideére certaines
variantes de cette inégalité, par exemple si 'on substitue h'(X) a h(X),
ou 27Dy a Dg, r, désignant le nombre de places complexes de K (ici
ro = 20), ou encore en substituant & K le corps K(1/—30030), et donc
tous les corps apparaissant dans la tour de Golod-Shafarevich qui lui est
classiquement associée.

Signalons enfin que ces vérifications n’exigent pas de connaitre une
valeur numérique de e(X ), mais seulement I'inégalité e(X) > 0, démontrée
par Faltings dans [5] et la valeur de h(X ), exprimée plus haut au moyen de
la fonction T'.

Appendice: démonstration du théoréme 2

A.l. Quelques formules relatives aux surfaces de Riemann de
genre 2

La démonstration du théoreme 2 va procéder en deux étapes. Tout
d’abord, nous établirons les formules suivantes, qui relient les fonctions ||6)|
et G, mais font intervenir des constantes “inconnues” §(X), A(X) et B(X).

i) Il eziste §(X) € R tel que, quels que soient (z,,24,y) € X3, 1, # z,,
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et (wl,WQ) € HO(X,WX)27

wi(z1) wo(z)
wl(a:g) wg(zg)

G(l‘], y)G(xQ’ y)
A G(.’El,xz) )
(34)

_zm“
8

6]|(z1 + 22— y)||lwr Aw2|| = e

i1) Il eziste A(X) € R tel que, pour tout couple (z,y) de points de X
distincts,

1
== log ||6 A(X).
log G(z,4) =5 [ log 6l + A(X) (35)
i11) Quel que soit (z,y,z) € X3, on a

G(z,0(y))G(z,2)G(y, 2) = e*N)||6]|(z + y — 2). (36)

w) Il eziste B(X) € R tel que, quel que soit (z,y) € X2,
G(z,y)G(z,0(y)) = #X) || J||(2,y). (37)
Ensuite, nous établirons la proposition suivante, qui permet d’exprimer

les constantes §(X), A(X) et B(X) au moyen de ||A,]|(X) et ||H||(X).

PROPOSITION 13 - Pour tout couple (P, Q) de points de Weierstrass de X
distincts, on a

log |71(P,Q) ~ [ 1og 6ol 1 ~ 21og | H[(X) = 2log(2m).  (38)

Déduisons a présent le théoréme 2 des formules (34) a (38).
D’apres (37), il vient, pour tout couple (P, Q) de points de Weierstrass
de X,

G(P,Q)* = X | J|I(P, Q). (39)pq

L’identité (36) montre que, pour tout triplet (P, @, R) de points de Weier-
strass de X, on a

G(P,Q)G(Q,R) G(R,P) = ™ ||6||(P + Q@ + R- K). (40)

De plus, on déduit facilement de la définition de ||A;[|(X) et des relations
de Rosenhain

I7I(P, @) I71(Q, R) | JII(R, P) = (27)° |6]I(P + @ + R — K)* IIAzII(Xg’“-
41)
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En éliminant les valeurs de G, ||J|| et ||6]| entre les identités (39)pq, (39)gr,
(39)rp et (41), nous obtenons alors:

2A(X) - 3B(X) = 6log(2r) + -;—log | Azf|(X). (42)

Par ailleurs, les relations (39) pq et (35) donnent, pour tout couple (P, Q)
de points de Weierstrass de X distincts:

- log ||6]|px = 2A(X) — B(X). 43
log | 7I(P.@) = [ loglfllu=24(X) = B(X).  (43)

La proposition 13 montre alors:
2A(X) - B(X) = 2log(27) + 2log || H||(X). (44)

On déduit immédiatement de (42) et (44) les valeurs de A(X) et B(X):

A(X) = 5108 [A4]1(X) + 3 log | H [(X)

1 'q
B(X) = ~2log(2r) - log |Aal|(X) + log [H|(X),  (45)
puis on obtient le théoréme 2 en reportant (45) dans (39)po.
A.2. Démonstration des formules (34) a (37)

Démonstration de (34). Cette formule est établie dans [5], p. 402.
On peut en donner une démonstration directe — qui n’est en fait qu'une
variante de la démonstration de [5] — en montrant que, comme fonction
de chacune des trois variables z,y et z décrivant X, les logarithmes des
deux membres de (34) ont méme image par d'd”: cela découle de (16) et
des valeurs des courbures des métriques ||.|oe) et ||.]|]4. B

Démonstration de (35). En prenant le logarithme de I'identité (34), puis
en l'intégrant par rapport a la mesure v(z,), on obtient, compte tenu des
relations (15) et (14),

1
5 L ogl6llu + log Jwr Aw]
2 JO+12-y

wl Il w?(zl)
w1(12) wz(»’l?z)

Par conséquent, il existe une fonction ¢ : X — R telle que

v(z1) + log G(z2,y).
A

08 Glz,9) =5 [ log 6l = o(x). (46)
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Or on sait que

log G(z,y) = log G(y, z).

De plus, comme ||6]|, 4 et © sont invariants par l'involution ¢t — K — t de
Pic' X, il vient

log 16| = / log ||6||x = / log 1611,
L., toglls e oryn IO = [ log 6]

Ainsi, le premier membre de (46) est symétrique en z et y, et ¢ est
constante. W

Démonstration de (36). 1l suffit de démontrer (36) lorsque z est distinct
de y et de o(y). Dans ce cas, = +y est distinct de K et z +y — © rencontre
transversalement © en z et y. De plus, d’apres (34), il existe C(z,y) € R
tel que, pour tout z € X \ {z,y}

log ||6||(z +y — z) — log G(z, 2) — log G(y, 2) = C(z,y). (47)

Sil'on integre cette égalité relativement a la mesure v(z), on trouve, d’apres

y 2 r+y—9 g

Comme z+y— 0 = K — (0 +0(z) — y) et que log ||6|| et  sont invariants
par linvolution t — K —t de Pic' X, on en déduit

1
Cv)=3 [, lsl6lle (48)

L’identité (36) découle immédiatement de (35), (47) et (48). ®

Démonstration de (37). La fonction ||J|| (sur X x X) s’annule exacte-
ment sur les couples (z,y) € X? tels que z et y aient méme image par
Papplication de Gauss

X ~ 0 - P(TyPic X) ~ P(H(X,wx)).

Or cette application n’est autre que le morphisme “canonique” et s’identifie
a l'application évidente X — X /0. On prouve ainsi que le quotient

[RACY)
G(z,y)G(z,0(y))

se prolonge en une fonction continue non nulle sur X x X. De plus, les
relations (14) et (16) montrent que le logarithme de cette fonction est har-
monique en chacune des variables. Elle est donc constante. B
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A.3. Démonstration de la proposition 13

A.3.1. Soit D I’hypersurface dans H, orbite sous Sp,(Z) des matrices
diagonales dans H,.

Pour toute base symplectique B de Hy(X,Z), la matrice des périodes
Q de X associée a B appartient a H,. De plus, les points de Weierstrass
de X sont en bijection avec I'ensemble 7 des classes, modulo Z? x Z?, des
couples (a,b) € (3Z)? x (3Z)? tels que 4-'a.b soit impair, par I'application

T - Picd X
[(a,b)] = [a + Q] + Ag,

ot [a + Qb] désigne la classe dans C?/(Z? + QZ?) ~ Pic® X de a + Qb.
Réciproquement, tout élément de H, \ D est la matrice des périodes
d’une surface de Riemann de genre 2 dont I’homologie est munie d’une base
symplectique. Cela se prouve facilement en considérant “’application des
périodes” M, — A,, qui est un morphisme dominant, et son prolongement

de M, vers la compactification de Satake de A,.
Par suite, la proposition 13 peut s’exprimer comme une identité entre

fonctions sur H, \ D.
Il est commode, pour formuler et établir cette identité, d’introduire

quelques notations.
Soit T le quotient de C? x H, par I'action de Z? x Z? définie par

(n1,n2)(z;Z2) = (2 + n1 + Zny; Z),
ou (n1,ny) € Z2 x Z%, z € C? et Z € H,. L’application

e T — H,
(z2) — Z

est un morphisme lisse entre variétés C-analytiques. Sa fibre en Z € H,

est la surface abélienne C?/(Z? + ZZ?).
Pour tout n = [(n,,n,)] € (R* x R?)/(Z?* x Z?), nous poserons

Sn: Hy = T
Z — [(n+ 2Zny 2))

tp: T - T
[(z;2)] — [(z4n1+ Zny; 2)).

Il est clair que ce sont des applications C-analytiques, que s, est une section
de 7 et que t, est un automorphisme de 7 préservant les fibres de .
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La fonction ||8||o sur C? x H; est invariante sous l'action de Z? x Z? et
peut donc étre considérée comme une fonction sur 7. Le lieu Oy des zéros
de ||6]|o est une hypersurface lisse dans 7 et le morphisme

m: Qo \ 7 (D)= H,\ D

est lisse.
L’espace H; est muni d’une forme de Kahler naturelle

k= — Te(Y~1.dZ.Y " .dZ), (Y = Im 2).
167

Par ailleurs, la forme de type (1,1) sur C? x H,
= % Ydz — dZ.Y )Y (dF — dZ.Y ' y)

est invariante par l'action de Z? x Z? et définit donc une forme de type
(1,1) sur 7, que nous noterons encore y,. De plus, pour tout n € (R? x
R?)/(Z? x Z?),0on a
sppr =0 et thpy = py. (49)
Nous poserons enfin
Ho = 1 + T K. (50)

On vérifie facilement 1’égalité de courants ® sur 7
1 '
—d'd"log||8ljo = p10 — [Oo]. (51)

Notons / Popération “d’intégration le long des fibres de n” des formes

différentielles ou des courants sur 7. On établit aisément les identités

[(@cno=[u3=2 et [ui=6x. (52)

A.3.2. Il découle des formules précédentes et des formules des para-
graphes 2.1 et 2.2 que la proposition 13 peut se réécrire comme suit:

PROPOSITION 14 - Pour tout couple (I,,1;) d’éléments de I distincts,
lidentité suivante est satisfaite sur H, \ D:

Y Stinenlog ||9||0'/[th—lz(90)] log ||9||o#o-/ log ||6]|op3 = 2log 2.
1€7\{1,I3) 4 ”
(53)

5Si C est un cycle analytique dans une variété analytique, nous notons [C] le courant
d’intégration sur ce cycle.
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On remarquera que chacune des sections sy 41, ne rencontre pas Qg
au-dessus de 'ouvert H, \ D. De plus le morphisme

7 t-(Q)\ 77 I(D) > H,\ D

est lisse, et @ est transverse a t,_1,(0o) dans chaque fibre 7~(Z), pour
Z € H; \ D; par conséquent, la fonction généralisée

[ ltn-1(®0)]1og 161l o

est continue, et sa valeur en Z € H, \ D coincide bien avec

] - [t1-(@0) o Bl o

Une remarque analogue s’applique a la fonction généralisée

[ 1og 16110 22

Notons ¢ la fonction sur ‘H, \ D définie par le membre de gauche de
(53). On sait déja, d’apres I'égalité (43) (démontrée plus haut & partir de
(34-37) sans faire appel a la proposition 13), que cette fonction ne dépend
pas de (1), I3), mais que, pour tout Z € H, \ D, ¢(Z) ne dépend que de la
classe d’isomorphie de la surface de Riemann @y N 7~(Z). La fonction ¢
est donc invariante sous l'action de Sp,(Z).

L’identité (53) résulte des énoncés suivants:

LEMME 1 - Lorsque Z' € H,\ D tend vers un point Z de D, p(Z2') tend
vers 2log 2.

LEMME 2 - La fonction ¢ est plurtharmonique sur H, \ D.

En effet, le lemme 1 montre que la fonction ¢ se prolonge en une fonction
¥ continue sur Hs, qui, comme ¢, est Sp,(Z)-invariante. De plus, d’apres le
lemme 2, 3 est pluriharmonique sur le complémentaire de I’hypersurface D,
donc pluriharmonique partout (“théoréme de prolongement de Riemann”).
Ces propriétés de 7 entrainent qu’elle est constante, donc égale & 2log 2:
toute fonction pluriharmonique sur I'espace analytique quotient H,/ Sp,(Z)
est constante, car 'espace H;/Sp,(Z) est le complémentaire d’un fermé
analytique de codimension 2 dans sa compactification de Satake, qui est
une variété projective normale.

A.3.3. Démonstration du lemme 1
Pour tout 7 € C tel que Im7 > 0, on note E, la courbe elliptique
C/(Z + 7Z), ey(7) la classe de (1 + 7)/2 dans E, et v, la 2-forme sur E.

1

dz A dz.

v, =
" 2ImrT
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On rappelle que ||6]|o(z;7) définit une fonction sur E. dont I'unique zéro
est ex(7).
Comme ¢ est Sp,(Z)-invariante, on peut supposer Z de la forme

7 0
0 1_” *

La fibre 77!(Z) s’identifie & E,» X E,»; on notera p’ et p” ses projections
sur E, et Eon.
Nous pouvons de plus choisir I; et I; de sorte que, en posant

Pi=pos;(Z) et P'=p"0s1(2), i€{1,2},
on ait
P/ #P, e¢ P'#+P. (54)
Il suffit par exemple de prendre

e ((05) () =om= () (9))

On vérifie alors que, pour tout I € T\ {I;,,},on a

P’ ° sl+h+’2(z) 79 ez(T,) et p” ° 81+ll+12(Z) 7& 62(7'”)'

Par suite, la fonction

Y. Sin+rlogll8llo
IGI\{II ,’2}

est définie et continue au voisinage de Z. De plus, comme
©oN77Y(Z) = P (ex(")) U p" (e2(7")),

la condition (54) assure que Oq et t;,_1,(©o) sont transverses dans 77!(Z).
Cela entraine que

[ ltn-1(@0)tog 18] o

est elle aussi définie et continue au voisinage de Z. Il en va clairement de
meéme de

[ 1og 18110 .

On obtient ainsi que  admet une limite en Z, qui vaut

S toglblo(sranen(2) = [ 1ogl6lo(s Z)ud

’GI\{I;,Iz} I X By

- /E QY x B U En x Q"N 10g 1Bllo( 5 Z)ho,
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avec Q' = ey(7') + P| — P, et Q" = ey(7") + P — P;. On vérifie sans
difficulté que cette expression vaut 2log2, au moyen des formules

16llo(2", 2"; 2) = [16llo(2"; ") l16]lo(=", ),

po = P vy + p" vy sur 7Y(2),
et du lemme suivant:

LEMME 3 — Pour tout 7 € C tel que Im7 >0, on a

. 108 18lla(z57) ve(z) = 5108 [ 516103 7) 1Bla(557) 16153 )] -

Démonstration. Ce lemme se déduit immédiatement des formules de
[5]), p. 417, lemma a) et proof a). On peut aussi le démontrer directement
a partir du développement en produit infini de 6(z;7). &

A.3.4. Démonstration du lemme 2
Soient ¢y, 2 et 3 les fonctions sur H, \ D

Y1 = Z s;+11+12 log “8”0’
I1€I\{h,I2}

@2 = L[th—lz(@c:)] log [|6]lo o,

#s = [ 10g [6llo 1.
Il vient, d’apres (49), (50) et (51),

;rlqd'd"‘Pl = ZleI\{!;,lg} SI+h+LHo
(55)
= 4k.

Le calcul de d'd"¢, fait intervenir des produits de courants. L’existence
de ces produits et la validité des calculs qui suivent résultent de la transver-
salité des hypersurfaces © et t;,_1,(0,). De plus on a

{eo N {11—12(60)} \ W_I(D) = 311(H2 \ D) U 312(H2 \ D) (56)

Cela découle du fait que, si P et @ sont deux points distincts d’une surface
de Riemann de genre 2, alors les diviseurs © et © + P — Q sont transverses
dans Pic' X et 'on a

ON(O+P-Q)={PQ}.
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Comme [t;,_1,(©0)] et po sont d’ et d”-fermées, il vient
1 Lo
—dd'¢; = [ [ty,-1(O0)] =d'd" log [16]o o,
i x mi
puis, d’apres (51),
1 i
—d'd"ps = [ [t1,-1,(00))(ko - [Oo]) ko (57)

De plus, on tire de (56), (49) et (50)
[tn-1(@0)1Ooluo = [ (ls1,(Ha\ D)] + [s1s(Ha \ D))o
= s}, o + ST, Ko (58)
= 2x,
tandis que, d’apres (49),
[ itn-(@0) = [ [Ooli (59)

On trouve enfin, en utilisant le fait que p2 est d’ et d”-fermée, puis les
égalités (51) et (52):

aiddes = [ ;log Bllo 13
= [ 13- [0 (60)

= 6x— [ [Oo]u.

Les identités (55), (57), (58), (59) et (60) montrent que d'd"» =0. &
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