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INTRODUCTION 

Un théorème bien connu de de Rham exprime que l'algèbre ft (X) des formes 

différentielles sur une variété différentiable X permet de calculer la cohomolo-

gie réelle de X. L'une des conséquences de la théorie de Sullivan est que cette 

algèbre fournit bien d'autres informations sur la topologie de X ; par exemple, 

si X est simplement connexe, elle détermine entièrement le "type d'homotopie 

réel" de X (i.e. les groupes IT (X) 8 B. et les invariants de Postnikov 

réels), résultat qui se généralise au cas des espaces nilpotents (c'est-à-dire 

dont le groupe fondamental est nilpotent, et opère de façon nilpotente sur les 

groupes d'homotopie d'ordre supérieur). 

Le théorème principal de la théorie affirme l'existence d'une équivalence 

entre la catégorie homotopique des espaces rationnels, et la catégorie (<̂ -ADG)̂  

des Q-algèbres dites "minimales" (qui est une certaine sous-catégorie de la caté

gorie des Q-algèbres différentielles graduées commutatives, avec comme morphisme 

les "classes d'homotopie")» 

Associant alors, à chaque espace topologique nilpotent X, son type d'homo

topie rationnel X̂ , le problème se posera 

- d'apprendre à calculer, au moins dans certains cas, la Q-algèbre minimale 

associée à X̂ , (par exemple, si X est muni d'une structure de variété 

différentiable, ^ x ® (R se calcule à partir de ftDR(X)), 

- d'apprendre à utiliser le dictionnaire 

d+dr (Jt>-ADG) , 

afin de lire sur ^ x des informations concernant la topologie de X. 

Nous rappellerons pour commencer les principaux ingrédients dont nous aurons 

besoin : 
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- tours de Postnikov, localisation des espaces nilpotents, et en particulier 

définition de la catégorie T , au chapitre I, 

- algèbres différentielles graduées commutatives, modèles minimaux, et en par

ticulier définition de la catégorie -ADG)̂ , au chapitre II, 

- formes différentielles simpliciales, et foncteur (ĉ -ADG)̂  -> 7̂  au 

chapitre III. 

Au chapitre IV, la transgression sera l'outil principal qui nous permettra de 

faire le joint entre l'algèbre et la topologie, et d'esquisser une démonstration de 

ce que le foncteur {Jù -ADG)̂  -v est une équivalence. [Nous nous contenterons 

en fait de démontrer qu'il induit une bijection entre les classes d'isomorphie 

d'objets de chacune de ces 2 catégories]. Au cours de la démonstration, nous verrons 

apparaître quelques éléments du dictionnaire (û >-ADG)̂ . 

Le chapitre V, enfin, sera consacré à la description d'exemples, et à l'évoca

tion de que quelques applications. 

Sullivan dit que la théorie "était presque comprise dans les années 50". Certes 

la transgression et la formule de Chevalley étaient déjà connues, au moins pour les 

fibrations principales en groupe de Lie (A. Borel [4], H. Cartan [ë] , G. Hirsch [28]) 

ainsi que le modèle des espaces homogènes (H. Cartan [f] , J.L. Koszul [29], 

J. Leray [3l] , l'idée de construire des formes différentielles simpliciales 

(H. Whitney |48] , R. Thom [43] , et de les utiliser inductivement dans les fibrations 

de Postnikov (R. Thom [43] ). D'autre part, dès 1968,D. Quillen avait montré l'existenc( 

d'équivalences entre la catégorie et différentes catégories de nature algébrique 

([35]),et, depuis 1967,K.T. Chen avait exhibé des liens entre l'homotopie et les for

mes différentielles Jjo] [l l] . 
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La contribution de Sullivan a cependant été essentielle : sa technique des al-

gèbres minimales (qui constituent le pendant algébrique des tours de Postnikov en 

topologie) a permis de rendre la théorie aussi simple sur le plan théorique qu'effi

cace et opérationnelle dans les calculs pratiques et les applications. Ses idées ont 

été annoncées dans les proceedings de la conférence de Tokyo (1973) [38], et ont été 

rédigées avec de nombreux développements dans "Infinitesimal computations in Topology" 

[39] (cf. aussi diverses rédactions et mises au point, en particulier : 

E. Friedlander, P.A. Griffiths et J. Morgan [l5] , Anonymus [2] , A.K. Bousfield et 

V.K.A.M. Gugenheim [5], et S. Halperin [25]). 

L'exposé qui suit n'est qu'un résumé de la théorie. Quelques résultats particu

lièrement typiques ont été choisis, dont nous avons essayé de donner une idée de la 

démonstration, sans traiter tous les développements possibles ni rechercher le 

maximum de généralité. Nous nous sommes efforcés, cependant, de rendre ce texte à 

peu près "self-contained", bien que cette notion soit très subjective, en énonçant 

au moins explicitement les définitions et les principaux résultats dont nous avions 

besoin. 

C'est à la suite des conférences faites par les collègues du séminaire Lille-

Valenciennes durant l'année 1975-76 ainsi que par les participants aux journées sur 

les formes différentielles organisées en juin 1976 au C.I.R.M. de Marseille-Luminy, 
qu'une première version abrégée de ce texte a été rédigée. 

Le rédacteur qui > bien entendu , n'est pas l'auteur des résultats exposés, 

remercie vivement J. Cerf de l'avoir encouragé à rédiger cette seconde version. 

Il remercie également tous les mathématiciens avec qui il a pu s'entretenir du 

sujet, entre autres B. Callenaere,D. Evrard, J.C. Thomas, C. Watkiss, M. Zisman, 
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et en particulier S. Halperin qui a bien voulu relire le manuscrit et permettre 

ainsi de rectifier certaines erreurs [Le rédacteur prend l'entière responsabilité 

de celles qui sont restées '.] . 

Une reconnaissance particulière est due enfin à Mesdames Bérat, Lengaigne et 

Tatti,du Secrétariat Scientifique de 1'U.E.R. de Mathématiques de l'Université de 

Lille 1, qui ont réalisé la dactylographie de ce texte avec rapidité et compétence, 

malgré les continuelles corrections apportées au manuscrit en cours de frappe. 
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CHAPITRE I - {RAPPELS VE TOPOLOGIE] 

Il sera toujours sous-entendu, dans la suite, que les espaces topologiques 

X considérés 

- seront connexes, 

- auront le type d'homotopie dfun C.W.-complexe, 

- auront tous leurs groupes d'homotopie de rang fini [pour n £ 2, cela 

voudra dire dim (Q ® ÏÏ (X)) < + 00 ; pour n = 1, cela signifiera que TT (X) 
"l L n 

est limite d'une suite finie d'extensions 0 A TT . -> TT -> 1 (a = 0, . . . ,r, 
a ot+1 a avec TT = {0}, TT , = 7r,(X)) où A est un groupe abélien de rang fini : o r+1 1 a o r 

dim.(Q 0 A ) < + «H . Q a ~J 

Parmi eux, nous allons en considérer certains, dits "nilpotentst:, dont 

l'étude est due à P. Hilton [27] (cf. aussi M. Zisman [50]) qui nous seront utiles 

pour une triple raison : 

- leur tour de Postnikov admet un "raffinement principal", 

- i l y en a "beaucoup" (en particulier tous les espaces simplement connexes, 

les H-espaces, certains espaces fonctionnels), 

- on peut les "localiser". 

7) EàpacoA d'EiJtmbeAg-Mac land. 

Soit II un groupe abélien de rang fini, n un entier £ 1, et K(TI,n) 

l'espace d'Eilenberg-Mac Lane correspondant, dont le type d'homotopie est bien 

dpfini nar 1PS rnnrii finns • 

Tri(K(n,n)) =0 si i * n 

7Tn(K(n,n)) = n 

K(IT,n) a le type d'homotopie d'un C.W.-complexe. 

Rappelons que K(JI,n) est un représentant du foncteur Hn(.,II) dans la ca

tégorie homotopique : 
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HOMOTOPIE DES FORMES DIFFÉRENTIELLES 

Hn(x,n) = [x,K(n,n)] 

On donnera au chapitre III une interprétation homotopique analogue pour la 

cohomologie relative et l'homomorphisme de la suite exacte longue (cf. 

[Pour n = 1, on sera amené à considérer aussi des espaces K(n,l) avec un 

groupe II de rang fini, non nécessairement abélien] . 

Pour tout groupe abélien II (de rang fini) et tout entier n > 1 , on a : 

[K(II,n),K(Q,n)] = 1101̂ (11,0)) 

= Hom<n(Q 0 II,<Q). 

Donc Hn(K(II,n),Q) est égal au dual W du Q-espace vectoriel Q 8 n. 
Z 

Nous utiliserons dans la suite, le résultat suivant, que nous admettrons 

(cf. par exemple R. Thom ( [42] ) : 

l'algèbre de cohomologie H (K(n,n),Q) s'identifie à l'algèbre graduée 
L (W) associative et commutative (au sens gradué : a.8 = (-1^ a • ^ ^3#A) n 
librement engendrée par W = Hn(K(II,n),Q) : 

- c'est l'algèbre symétrique S(W) si n est pair, 

- c'est l'algèbre extérieure E(W) si n est impair, 

(les éléments de W, étant, dans les 2 cas, considérés comme de dimension n). 

RmoAque..- On en déduit, plus généralement, un résultat analogue, pour tout 

corps k de caractéristique 0. 

2 - Decompositions de Postnikov, 

On sait que tout espace X possède une tour de Postnikov [36] : on appelle 
q 

ainsi une suite (X ̂ , —^ X ,f ) ^ de fibrations q et d'applications n+1 n n n̂O n 
f : X ->• X possédant les propriétés suivantes : n n r 

(i) induit un isomorphisme TT̂ (X) •> ^O^) pour i ^ n, 

(ii) ^0^) = 0 Pour i > n, 
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/ - RAPPELS DE TOPOLOGIE 

(iii) q .f , = f . nn n+1 n 

(TTj (X) n'est pas nécessairement abélien ; Xq = point ; Xj = K(tTj (X), 1 ) ). 

Il résulte immédiatement de la suite exacte d'homotopie de la fibration qu'elle 

a pour fibre un espace KCRR̂  (X) ,n+l ). Pour un espace X donné, il n'existe qu'une 

seule tour (à "isomorphisme" près, en un sens qu'il est facile de préciser). 

RmaSiqlie.- Si X n'a qu'un nombre fini de groupes d'homotopie non nuls, X = X 

pour n assez grand, et par conséquent, le type d'homotopie de X est bien défini par 

le type d'homotopie de chaque espace Xr de la tour de Postnikov. Dans le cas général 

nous admettrons que le type d'homotopie de X est défini par la classe d'isomor

phic de sa tour de Postnikov. 

On est donc amené à considérer plus généralement les fibrations Y X 

de fibre K(II,n). La suite exacte d'homotopie implique l'existence d ' isomorphisme s 

TT̂ (Y) ——y TT̂ (X) pour i ^ n, n+1 et d'une suite exacte 

0 -+ 77 , . (Y) -> 7T t(X) -+ n -+ TT (Y) ÏÏ (X) + 0. Une telle fibration n+1 n+1 n n 
sera dite principale, si Tt est abélien et si elle est induite par une applica

NT 
tion classifiante X • BK(IÏ,n) = K(ÏI,n+l), 

K(n,n) flK(II,n+l) 

i i 
Y + PK(n,n+l) 

l 
X • K(n,n+1) 

c'est-à-dire si elle est image réciproque par t de la fibration 

ftK(IÏ,n+l)) -+ PK(n,n+l) K(n,n+1), 

où PK(II,n+l) désigne l'espace (contractile) des chemins dans K(II,n+l) d'origine 

fixée yQ, ŒK(IÏ,n+l) = K(IT,n) l'espace des lacets en yQ, et p l'application qui, 
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HOMOTOPIE DES FORMES DIFFÉRENTIELLES 

à tout chemin, associe son extrémité. 

Rojma/iquQ..- Notons E(X,K(n,n))) l'ensemble des classes d'isomorphie de fibra

tions principales de base X et fibre K(n,n), et 

Y : Hn+1(X,n) y E(X,K(n,n)) 

l'application qui, à e [x,K(IÎ,n+l)] = Hn+1(X,n), associe l'image réciproque 

de p par £ : par définition d'une fibration principale, l'application ¥ est 

surjective ; en fait, elle est bijective, l'application inverse V 1 consistant à 

associer, à la fibration q, la 1ère (et unique) obstruction Y 1 (q) e Hn+* (X,11) 

à l'existence d'une section de q (cf. par exemple E. Spanier J36J). 

Lemme 1.7. - Pour qu'une fibration K(IT,n) • Y X soit principale, i l faut 

et i l suffit que II soit abélien et que l'action de TT̂  (X) sur irn(K(II,n)) - II 

_ soit triviale. 

Puisque K(II,n+l) est simplement connexe, i l est clair que l'action de 

TT j (K(II ,n+l ) ) sur II définie par la fibration p est triviale, donc - par image 

réciproque - l'action de TT̂  (X) sur II est triviale pour toute fibration q 

principale. 

Réciproquement, si dans la fibration Y X de fibre K(II,n), l'action de 

TT j (X) sur II est triviale, la première obstruction u e Hn+1 (X,II) à l'existence 

d'une section de q, qui - dans le cas général - est une classe de cohomologie à 

coefficients dans un système local II de coefficients (cf. Steenrod [37 ~\ ) , est 

ici une classe de cohomologie à coefficients constants u = \t\ e Hn \x,n) = 

= [k,K(n,n+l )] , et, puisque Y est bijectif d'après la remarque ci-dessus 

q - n [â> . 

doKoVLaJjid 1.2. - Toute fibration K(n,n) •> Y -> X de base X simplement con-

_nexe est principale. 

En particulier, si X est simplement connexe, (ou, plus généralement, si 

TT (X) est abélien et opère de façon triviale sur TT (X) pour n > 2, ce qui est 
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/ - RAPPELS DE TOPOLOGIE 

par exemple le cas pour les H-espaces), toute fibration -+ de la tour 
de Postnikov est principale. La classe d'homotopie +jj € |ĵ n»̂ (7rn+] »N+2)] = 

= HN+2(X ,TT ,(X)) d'une application classifiante l . : X -> K(TT , , (X),n+2) n n+1 n+1 n n+1 
de X , •+ X s'appelle alors le (n+1)ieme-invariant de Postnikov. n+1 n rr 

3 - Espace* ,yillpote.nti>. 

On dira, d'une fibration Y -̂ -+ x de fibre K(IT,n), qu'elle admet un raf 

finement principal, s'il existe une suite finie de fibrations 

(K(ïï _ ,n) —> X«+1 Xa) . , 
a+1' a=0,1,...,r-l 

toutes principales et associées au même entier n, telle que 

o 1 r-1 q=q 0q o . . . c q , 

(tous les groupes II sont abéliens, bien que, pour n = 1, II puisse ne pas 

l'être). 

L'espace X sera dit nilpotent si chacune des fibrations X •+ X de la 

tour de Postnikov admet un raffinement principal. 

R2.maA.quQ..- L'origine de cette terminologie provient du résultat suivant 

(dont nous ne nous servirons pas ici), qui généralise le lemme 1.1. : 

(i) Pour que la fibration qQ : X] •+ XQ (avec X] = K(TT1(X),1), 

Xq = {point}) admette un raffinement principal, il faut et i l suffit 

que le groupe TT̂  (X) soit nilpotent. 

(ii) Pour que la fibration q : X •+ X admette un raffinement principal, n n̂ n+1 n r r > 
(n^l), il faut et il suffit que l'action de TT, (X) sur TT , (X) soit nil-

1 n+1 
potente. 

Exemple* : 

(i) On a déjà vu au § précédent que les espaces simplement connexes d'une part, 

les H-espaces d'autre part, étaient nilpotents, ainsi - plus généralement- que les 

espaces simples (c'est-à-dire tels que (TT̂ (X) soit abélien et opère trivialement 

sur chaque 7Tn(x) pour n ^ 2) . 
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HOMOTOPIE DES FORMES DIFFÉRENTIELLES 

(ii) Hilton démontre aussi que 

- la fibre de toute fibration Y •> X dont l'espace total est nilpotent (et 

la base X connexe) est un espace nilpotent. 

- toute composante connexe de l'espace C((X,Xq),(Y,yQ)) des applications con

tinues pointées d'un espace pointé dans un autre, est un espace nilpotent. 

- toute composante connexe de l'espace C(X,Y) des applications continues 

d'un polyèdre fini X dans un espace nilpotent Y, est un espace nilpotent. 

4 - Lo cotisation des os paces nULpotcnts. 

On dira, d'un espace nilpotent X, qu'il est un Q-espace si 

(i) ^n^) est un Q-espace vectoriel pour tout n >. 2, 

(ii) la fibration K(TT (̂X),1) -> {point} est la composée d'une suite finie 

de fibrations principales 

XA+1 -> XA (a = 0,1,...,r-1), de fibre K(Aa,l), 

où chaque groupe possède une structure de Q-espace vectoriel [_il revient au 

même de dire que le groupe nilpotent TT̂ (X) est limite d'une suite finie d'exten

sions centrales 

0 A -> ÏÏ , -> ii -> 1 (a = 0, l , . . . ,r- l) 
a a+1 a 

par des groupes abéliens Aa qui sont des espaces vectoriels sur Q, ou encore que 

l'application x •> x11 de TT̂  (X) dans lui-même, est bijective pour tout entier 

n > q]. 

Rema/ique..- La donnée d'une structure de Q-espace vectoriel est entièrement dé

finie par la structure de groupe abélien sous-jacente : un groupe abélien II est un 

Q-espace vectoriel si, pour tout entier n > 0, la multiplication par n dans II, 

n Xn> II, est bijective, c'est-à-dire si II est divisible et sans torsion). 

Notons T la catégorie dont les objets sont les espaces nilpotents et les mor-

phismes les classes d'homotopie d'applications ; notons la sous-catégorie 
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/ - RAPPELS DE TOPOLOGIE 

pleine des Q-espaces : on appellera la catégorie homotopique rationnelle. 

On appelle localisation d'un espace nilpotent X la donnée dTun Q-espace XQ 

et d'une application continue f : X Xq possédant la propriété suivante : 

pour tout Q-espace Y et toute application 

continue g : X -»• Y, i l existe une application 

g : Xq Y, unique à homotopie près, telle 

que g o f soit homotope à g. 

Y 

d+ 

X f 

vr 

X 
N 

Tk2.0K.2mQ. 1.3.- Pour qu'une application continue f : X •> X , définie sur un 

espace nilpotent X et à valeurs dans un Q-espace Xq, soit une localisation 

de X, il faut et i l suffit que f induise un isomorphisme en cohomologie 

rationnelle 

f : H (XQ,Q) —> H (X,(Q). 

Tout d'abord, la condition est nécessaire. En effet, K(Q,n) est un Q-espace, 

et par conséquent, si f est une localisation, elle induit une bijection de 

[XQ,K(Q,n)] sur [x,K(<Q,n)] . 

Supposons réciproquement que f induise un isomorphisme en cohomologie ration

nelle. Soit g : X -> Y une application continue de but Y dans T̂ . Notons 

Y >- Y la n" fibration de Postnikov de Y et g la composée de g 

avec l'application naturelle Y -* Y . Supposons avoir déjà construit une applica

tion gn telle que et Sn-f soient homotopes. On se propose de relever g 

X 8n+l 
Yn+1 

f gn +d+r qn 

X 
o 

d+r 
Y 
n 

en une application gn+] telle que gn+] et g .f soient homotopes. Décomposons 

pour cela q en suite finie de fibrations principales 

13 
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HOMOTOPIE DES FORMES DIFFÉRENTIELLES 

(KOI* ,,11+1) -> Ya*! + Y * ) _ , avec Y°x1 =Y et Y* = Y . n+1 n+1 n+1 a=0,...,r-l n+1 n n+1 n+1 

Les obstructions à relever en 8n+j appartiennent aux espaces de cohomolo

gie relative 

Hn+2(f,n^+1) (a = 0, . . . ,r- l ) . 

Puisque Y est un ^-espace, chaque groupe abélien est un espace vectoriel 

sur Q et par conséquent Hn+2(f ) = Hn+2(f,Q) ® n̂ +l * îs*!116 f induit un 

isomorphisme en cohomologie rationnelle, tous les groupes Hn+2(f,Q) sont nuls, 

et par conséquent on peut relever ĝ  en 8n+j ^ homotopie près. 

[si f était un CW complexe relatif, et si on avait déjà 8n»f = 8n» la nul

lité des espaces Hn+2(f,IÎ +j) permettrait de relever ĝ  en ĝ +j de façon que 

q o I = i et I 0 f = 8 (cf. E. Spanier [36 1 ) ; ici f se factorise n n+1 n °n+1 n+1 r L J ' ' 
seulement à travers un CW complexe relatif après composition avec une équivalence 

d'homotopie, et les égalités ci-dessus ne sont valables qu'à homotopie près]. 

Par induction sur n, on en déduit l'existence d'une application g telle que 

g o f et g soient homotopes. 

Si g est une autre application telle que g o f et g, soient homotopes, 
% r -i et si l'on note f : X x I -+ XQ x 1 C1 = L0»1.!) 1Tapplication 

f(x,t) =(f(x),t), on démontre de même que les obstructions à l'existence d'une 
— = n+2 ^ a homotopie entre g et g appartiennent aux espaces H (f,n j), et sont toutes 

nulles pour les mêmes raisons. L'application g est donc unique à homotopie près. 

Ceci achève la démonstration du théorème. 

Th&otàmn 1.4.-

i) Tout espace nilpotent X admet une localisation f : X •+ XQ. 

ii) L'application f induit un isomorphisme ^00 ® Q ""n̂ ô  ' Pour 

tout n > 1. 
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Rema/iques. 
i) Pour n = 1, ce "produit tensoriel" désigne le Q-localisé du groupe nil

potent TT j (X) (cf. Hilton Q27J : "completion de Malcev") . Pour éviter d'expliciter 

les détails techniques correspondants, nous nous contenterons de démontrer cet iso-

morphisme pour n > 2. Plus généralement, si ïïj(X) est nilpotent, on peut défi

nir TT - (X) "0" k pour tout corps k de caractéristique 0. 

ii) Il suffit en fait, réciproquement, que l'application f induise des iso-

morphismes TT (X) 0 Q -> TT (X ), pour qu'elle soit une localisation de X. Mais 

nous ne nous servirons pas de ce résultat. 

i i i) L'espace Xq, dont le type d'homotopie est bien défini puisque la localisa

tion est la solution d'un problème universel, sera désormais noté X .̂ Le type 

d'homotopie de X^ sera appelé le type d'homotopie rationnelle de X. 

Soit II un groupe abélien, et i : II •> II 0 Q l'homomorphisme naturel de 

groupes abéliens. Pour tout n :> 1 , notons 1 : K(II,n) -> K(II 0 <Q,n) l'applica-

tion (définie à homotopie près) induite par i : c'est une localisation de K(II,n) 

puisque \^ induit un isomorphisme en cohomologie rationnelle. On a alors : 

Lemme 1.5. -

Soit K(II,n) >• Y > X une fibration principale et f : X •+ Xq une loca

lisation de X. Il existe alors une localisation g : Y •> Yq et une fibra

tion principale 

K(II 0 Q,n) > Y —2+ X , 
0 0 

telles que le diagramme ci-dessous soit commutatif 

K(n,n) • Y X 

1 
n 

g f 

K(n 0 Q,n) • Y ——> X 
Z ° qo 

15 



HOMOTOPIE DES FORMES DIFFÉRENTIELLES 

K(n 8 Q,n) 
i 
n 

il 
K(n,n) 

K(n 8 Q,n) K(n 8 Q,n) 

K(n,n) 
n n+1 

0̂ 
f Y' -

o d 
Y 
o 

g 
Y 

re 
q 

:qo 

fed 

l 
O PK(n 8 Q,n+1) 

E 
dr 

PK(n,n+l) 
vre 

K(n e Q,n+1) 
dd K(n,n+1) 

P 
4 

f X 

X X v Z 

Considérons en effet une application classifiante Z : X -+ K(IT,n+l) de la 

fibration q et l'application relevée £ : Y -* PK(TI,n+l). Dans le diagramme ci-

dessus, o Z est une flèche de X dans un Q-espace : puisque f est une 

localisation de X, il existe une flèche £ : X •+ K(II 8 (D,n+1), bien définie 
o o £ 

à homotopie près, telle que ln+j 0 Z et £q o f soient homotopes. Notons 
Y q° ) X , Y1 — x et Y" — X les fibres de fibre K(II 8 Q,n) o o o o „ E 
obtenus respectivement comme images réciproques par Z , Z ^ o f et 1n+] 0 ^ 

P0 ° * 
du fibre PK(n 8 Q,n+1) K(n 8 Q,n+1), et notons Z : Y PK(n 8 Q,n+1) et 
^ E L ° ° E 
f : Ŷ  -> Yq les applications canoniques au-dessus de ZQ et de f. Puisque 

ZQ o f et ln+i 0 Z sont homotopes, i l existe un isomorphisme de fibres 

Yo 1 Yo tel que ql 0 ̂  = q"' Puisque PQ 0 (Pln+i 0 Z) = dn+1 o £) o q 

(où Pi , désigne le morphisme de fibres au-dessus de i ^,) , on en déduit l'exis-n+1 n+i 
tence d'une unique application ¥ : Y -*» Ŷ  telle que q" o V = q et 

(i +1 o Z) o ¥ = Pln+i 0 £ (ou" ^^n+T^^^ désigne l'application canonique 

Y" •+ PK(II 8 Q,n+1) au-dessus de i f o £). Notons g : Y -> Y l'application o _ n+I o 
'L 

composée f o | o f. De l'égalité q" o ¥ = q, on déduit que g commute avec 
les projections. De l'égalité ( i . , o~Z) o ¥ = Pi ,, o Z et du fait que Pi ^ r J & n+1 n+1 n+1 
induit fil = i sur les fibres, on déduit que g induit un morphisme n+1 n 
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K(n,n) Y 
q x 

i g f 
n 

K(n 0 <Q,n) 
Z 

Y 
o X o 

de fibres ; puisque et f induisent des isomorphismes en cohomologie ration

nelle, un argument standard de comparaison de suites spectrales implique qu'il en 

est de même pour g ; puisque Yq est un Q-espace (c'est l'espace total d'une 

fibration principale dont la fibre et la base sont toutes deux des Q-espaces), on 

en déduit que g est une localisation. Le lemme en résulte. 

V&monA&icubLon du tkeohzmo, 1.4. - Elle est évidente, à partir du lemme, puisque 

tout espace nilpotent s'obtient à partir d'un point par une suite de fibrations prin

cipales . 
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CHAPITRE II - lALGÈBRES DIFFERENTIELLES GRADUEES COMMUTATIl/ESl 

1 - La catégonÀo. ADG .̂ 

Soit k un corps commutatif de caractéristique 0 et k-ADG, x (ou ADG, N 

s'il n'y a pas d'ambigùité sur k) la catégorie des k-algëbres différentielles 

N-graduées, associatives, et commutatives (au sens gradué) : 

A = @ AP , 

la différentielle d : AP + AP+1 vérifie : d(a.b) = da.b + (-l)'a'a.db , et la 

multiplication AP 0 Â  -> AP+C* vérifie : b.a = (-1)̂ a^ '^^a.b (où 

|a| = p si a e AP). 

(Exemple : si X est une variété différentiable, l'algèbre ^^(X) des 

formes différentielles de de Rham est une IR-ADG, x). 
(c)y 

Dans ADG, N les produits tensoriels A 0 B considérés seront des produits 

tensoriels gradués : 

(a 0 b)(aT 0 b') = (-1) lbl ' la? La' 0 bb' , 

d(a 0 b) = da 0 b + ( - l ) ' a l a 0 db . 

(La notion de produit tensoriel gradué correspond à celle de produit de 

variétés : si X et Y sont 2 variétés différentiables, les formules ci-dessus 

sont définies de façon que l'inclusion naturelle 

r^(X) 0 Q (Y) c y fi (X x Y) 

devienne un morphisme dans la catégorie IR-ADG )̂. 

On notera ^(c) catégorie des k-algèbres IN-graduées, commutatives 

(considérée parfois comme la sous-catégorie pleine de ADG. v formée des algè-

bres à différentielle nulle), et on notera H : ADG, * • AG, N le foncteur 

cohomologie. D'une k-ADG ,̂ on dira qu'elle est connexe si H°(A) = k , et 
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qu'elle est simplement connexe si H°(A) = k et H1(A) = 0. 

Nous allons maintenant définir le pendant algébrique de la notion d'homotopie 

différentiable 

t=0 
X y X x (R • Y 

t=l 
entre 2 applications différentiables de X dans Y. 

Soit k(t,dt) = S(t) 0 E(dt) la k-ADG. . (acyclique) définie par 
k U; 

|t| = 0, |dt| = 1 et d(t) = dt (produit tensoriel gradué de l'algèbre symétrique 

S(t) sur t, et de l'algèbre extérieure E(dt) sur dt). 

(IR(t,dt) s'identifie à la sous-algèbre de ^̂ (fR) formée des formes dif-

férentielles à coefficients polynomiaux). 

Soient fQ et f̂  deux morphismes B ^ A de k-ADG^ . On appelle 

homotopie de f sur f tout morphisme F : B • A 0 k(t,dt) tel que 
° k 

p o F = f et p o F = f 
Ho o Kl 1 

F po 
B — A 0 k(t,dt) • A 

k p 

où pQ et pj sont définis par 

pQ(a 0 p(t)) = p(0) a, pQ(a 0 p(t)dt) = 0 , 

et Pj(a 0 p(t)) = p(l) a, Pj(a 0 p(t)dt) = 0 . 

On dira que fQ et f̂  sont homotopes s'ils sont équivalents pour la 

relation d'équivalence engendrée par l'existence d'une homotopie. 

RmaAquz. - Il existe une autre définition de l'homotopie, mieux adaptée à 

certains problèmes , équivalente à la précédente (cf. Sullivan |~39]). 

Lemme II. 7.- Si 2 morphismes f̂  et f̂  de ADG^ sont homotopes, ils 

induisent la même application en cohomologie. 

Notons en effet •- : A 0 k(t,dt) -> A 
J k 
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l'application k-linéaire -(a 0 p(t)) = 0 

(a 0 p(t)dt) = ( -L) la l 
RL 

dr 
D(t)dt)a 

Rejma/iquQ.. - C'est ici, pour pouvoir donner un sens à l'intégrale p(t)dt 

que l'on a besoin de supposer k de caractéristique 0). 

Supposons qu'il existe une homotopie F de sur f̂ , et posons 

h = j" o F : on vérifie alors sans peine que fj - fQ = d.h + h.d , et par consé

quent H(fJ = H(f ). 

Le cas général où f et f̂  sont homotopes en résulte immédiatement. 

On notera [B,A] l'ensemble des classes d'homotopie de morphismes 

f : B -> A d'ADG, . . 
(c) 

Soit W un k-espace vectoriel, supposé de dimension finie, n un entier :> 0, 

et W son dual. Notons L (W) l'ADG, N libre engendrée par W en dimension n, 

avec différentielle d = 0. (Si n est impair L (W) est égal à l'algèbre exté-

rieure E(W) sur W ; si n est pair L̂ (W) est égale à l'algèbre symétrique 

S(W)). 

Lgjnine II.2.- Pour toute ADG, v A, on a un isomorphisme naturel : 

[L (W), A] 
dr 

Hn(A) 0 W* . 
k 

En effet, Horn (L (W),A) = Horn. (W,Zn(A)) = Zn(A) 0 W* , où l'on a AUG, s n k , 

noté Zn(A) les n-cocycles de A. Si 2 morphismes de L̂ (W) dans A sont 

supposés homotopes, ils ont même image par l'application 

Homk(W,Zn(A)) + Homk(W,Hn(A)) = Hn(A) 0 W* 

(à cause du lemme II.1). 

Réciproquement, supposons que 2 applications k-linéaires $ et ¥ de W 

dans Zn(A) aient même image par composition avec Zn(A) ->• Hn(A) : à l'aide 

d'une base de W, on construit une application h : W -> An ^ telle que 
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Y - $ = d o h. 

Définissons alors F : L (W) -> A 0 k(t,dt) 
n k 

par sa restriction F : W -+ Zn(A k(t,dt)) à W, 
k 

en posant 

F(ç) = <fKO + t.dh(ç) + (-i)n h(Odt 

puisque p o F = | et o F = | et Y sont les restrictions à W de 2 appli

cations homotopes. 

Par analogie avec le fait que, pour tout groupe abélien II de rang fini, et 

tout CW.-complexe X, on a : 

et 

H (K(n,n),k) = Ln(W) 

[x,K(W*,n)J = Hn(X,k) 0 W* 

pour W « k 8 II, 1TADG, v (L (W), d = 0) sera appelée algèbre d'Eilenberg-Mac Lane  

de type (W,n). 

2 extensions principales et algèbres minimales. 

A la notion topologique de fibration principale 

K(n,n) = K(n,n) 

Y 

q 

1 PK(n,n+l) 

P 

X vr K(n,n+1) 

va correspondre la notion algébrique d'extension principale 
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Ln(W) LN(W) 

A 0 L (W) T L (W) 9 L (W) n+1 i n 

a dr 

A T Ln+.(W) 

de la façon suivante : A désigne une k-ADG ,̂ W un k-espace vectoriel de 

de dimension finie, T un morphisme de (L (W), d = 0) dans A, A H (W) 
n+1 ^ n 

désigne le produit tensoriel gradué de A et L (W) , muni de la différentielle 

d̂  définie par d̂ (a 8 1) = d̂ a 0 1 (d^ désignant la différentielle de A), 

et d (1 0 w) = xw 8 1 , 
tandis que Ln+j(W) 0 Ln̂ ŵ  correspond au cas particulier où l'on prend pour i 

i 
l'algèbre (L (W), d = 0), et pour x l'identité dans L +j(W). 

Lemme II.3.-

i) L'algèbre L̂ +̂  (W) 0 ^n^^ est ^cyclique, 
i 

ii) La classe d'isomorphie de A 0 L (W) dans k-ADG, v ne dépend que de 
la classe d'homotopie \T~] de T dans |_Ln+j(W), Aj , 

iii) Le carré (3»T,T,a) est cocartésien i.e. A 8 L (W) est une somme 

amalgamée ("push out"). 

Notons $ l'homomorphisme de k-ADG, x de L , . (W) 8 L (W) dans v (c) n+1 i n 
Il ,(W) 0 L (W)l 0 k(t,dt) défini par <Î>(1 0 w) = t(l 0 w) ("d'où 

n+1 £ n -* 

$(w 0 1) = dt(l 0 w) + t(w 0 1)] , et 

11'application linéaire de degré - 1 de 
I l ,(W) 0 L (W)l 0 k(t,dt) dans 1 1 . (W) 0 L (W)l n+1 n J *- n+1 n J 

définie comme dans la démonstration du lemme II.1. 

Posant s = -f o $, on a alors ds + sd = Id (en effet, d o I + I » d s p, - p , 
J J 1 o 
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4> commute aux différentielles, et (pi"pQ) * = Id) • 0n en déduit la partie 

(i) du lemme. 

Soient T et T1 2 morphismes homotopes de (Ln+j(W), d = 0) dans A : il 

existe donc une application linéaire a : W -> An telle que, pour tout w e W, 

xf(w) - T(W) = da(w). On définit alors un isomorphisme de k-ADG^ 

A 0 L (W) -
n 

T 

G 
Or 

A 0 L (W 
T u 

T T en posant : o(a 8 1) = a 8 1, et a ( 1 8 w ) = 1 8 w - a(w) 8 1. Ceci prouve 

la partie (ii) du lemme. 

La partie (iii) se vérifie sans difficulté. 

Nous aurons besoin, au chapitre IV, d'un résultat un peu plus précis que la 

partie (ii) du lemme II.3. 

Pour toute k-ADG/ . A, notons tout d'abord A-ADG, x la catégorie des (c) (c) & 
flèches de source A dans k-ADG, N : un objet de A-ADG/ . est donc la donnée 

(c) ïï (c) d'une k-ADG. N B et d'un morphisme A —-—> B de k-ADG. . ; un morphisme de (c) r (c) p 
(Bj,lïj) dans est un morphisme ij) : B̂  -> B̂  de k-ADG^ tel que 

IJ) * IL = IL . Toute extension principale A 8 L (W) sera considérée comme un obiet I L T n 
de A-ADĜ ĉ  grâce à l'inclusion naturelle a -> a 8 1 (qui commute aux différen

tielles). Tout morphisme $ : A 8 L (W) -> (B,rr ) est défini par sa restriction 
$o : W -> Bn aux éléments de la forme 1 8 w avec w e W, qui vérifie 

d $ = TT • t . Inversement, toute application linéaire IS : W -* Bn vérifiant 

la relation ci-dessus se prolonge de façon unique en un morphisme 

ijji : A 0 L (W) > ( B , 0 de A-AD G t r On a alors le t n B (c; 
Lmme II.4.-

Pour que deux extensions principales A 8 L (W) et A 8 L ,(W') soient iso-

morphes dans la catégorie A-ADĜ ,̂ il faut et il suffit que soient vérifiées 

simultanément les conditions suivantes : 

n = n' ; il existe un isomorphisme a : W — • W' d'espaces vectoriels et 
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me application linéaire a : W AN tels que T1 • a - x = da. 

En particulier, l'ensemble E(A,Ln(W)) des classes d'isomorphie d'extensions 

principales de A par (̂W) est isomorphe à 

[(Ln(W),d = 0),A] = HOII^CW^^VA)). 

Il est clair que ces conditions sont suffisantes : l'application 

\f : W + A 8 L (W1) ro T» n • 

définie par ^Q(W) = 1 0 a(w) - a(w) 0 1 se prolonge en effet de façon unique en 

un morphisme i/) : A 0 L (W) -> A 8f L (W!), qui est un isomorphisme dans A-ADG, . 
x n xf n (c; 

(l'inverse étant défini par l'application w' ->• 1 0 a (̂w') + aa (̂w') 0 1 de 
W' dans A 0 L (W)). 

Réciproquement, i l est tout d'abord clair que la condition n = n' est néces

saire. Soit donc ij?o : W [A 8tLn(W')]n la restriction à W d'un isomorphisme 

ip, et ô : W' -> [A 0 Ln(W)]n la restriction de 1 'isomorphisme inverse. Puisque 

[A 0f Ln(W')]n = W ® AN, ipQ se décompose de façon unique sous la forme 

$ (w) = 1 0 a(w) - a(w) 8 1 o 

et la commutation avec les différentielles $ c d = d , « ip impose la relation 

x' * G -x = da. 

De même i// se décompose de façon unique sous la forme 

\\) (w') = 1 0 a'(w') + 3(w') 0 1 o 

et la relation O (W) = 1 8 W implique a' - a = 1̂  et 3 ••• a = a ; en 

particulier, on voit que a est inversible, d'où le lemme. 

RomaAquo,. - Nous n'avons fait, pour l'instant, que mimer algébriquement la dé

finition d'une fibration principale, mais nous verrons au chapitre IV que, pour 
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certaines algèbres A telles que H*(A) s H*(X,k), on a bien H*(A 8 L W) s H*(Y,k) 

comme on pouvait lfespérer (W désignant le dual du k-espace vectoriel k 8 II, et 

x correspondant à l'application classifiante de la fibration principale Y -> X 

par 1 *isomorphisme du lemme II.2). 

De même qu'un espace nilpotent X s'obtient à partir d'un point par une suite 

de fibrations principales (K(II ,n ) •+ X •+ X ) où n est une fonction 

croissante de et, finie en chaque dimension (i.e. : Vn, l'ensemble des a e I 

tels que na = n est fini), on va s'intéresser aux k-ADG^ it] obtenues 

à partir de (LQ(k), d = 0) par une suite d'extensions principales. 

Ofr) -+ TA ,"*"L (W)) T , o ù n est une fonction croissante de et finie v 'a ya+1 na cr'ael * a ' 
en chaque dimension. De telles algèbres seront dites nilpotentes (ou minimales 

nilpotentes). 

On qualifiera, plus généralement, de minimale une k-ADG^ 4?/ possédant les 

propriétés suivantes 

i) ô)J est libre en tant que k-AG^ : il existe un k-espace vectoriel 

gradué W = Wn tel que 

17/ = L(W) = E(Wimpair) 0 S(WPair) 
k 

[produit tensoriel gradué de l'algèbre extérieure E(Wimpair) construite sur 

© Ŵ +* , et de l'algèbre symétrique S(Wpa*"r) construite sur ® 
i*0 î l 

ii) il existe un ensemble bien ordonné I tel que 

. W = © W , 
ael 

. chaque espace W est formé d'éléments homogènes [i.e. Va € I 
n a 

(nécessairement unique) tel que W C W ^ , 

n est une fonction croissante de a, 
a 

. Va e I , d W C L( © W ) . 
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Remarques 

i) Par définition d'une algèbre minimale, W° = {0}, d'où = k = H°(^). 

ii) Dire que la différentielle dç de tout générateur £ e s exprime a 

l'aide des générateurs de dimension £ n , équivaut à dire qu'elle est 

decomposable : 

notant + l'idéal maximal © VJn de ^ , d WnC + . ?n+ . 

n£ 1 / 

D'une algèbre minimale , on dira qu'elle est nilpotente si chaque espace 

W" est de dimension finie (1.1 revient au même de dire que chaque espace W est 

de dimension finie et que la fonction croissante a -> n̂  est finie en chaque 

dimension]. 
RemcUique. - Soit 11) = L(W) avec W = © Wn une algèbre minimale nilpotente 

et 

1 2 1 d : W y A W 

la restriction à de la différentielle. Par dualité, on en déduit une appli

cation bilinéaire alternée 

A IIj > n 

1 2 (où iij désigne l'espace vectoriel dual de W ), et la condition d =0 exprime 

que le crochet ci-dessus vérifie l'identité de Jacobi : TE est donc muni d'une 

structure d'algèbre de Lie. La décomposition 

W1 = © W et la relation d W c L( © Wn ) 
n =1 3<a 

expriment que cette algèbre de Lie H est nilpotente. Cette algèbre de Lie est la 

transcription algébrique de la notion de groupe fondamental TT̂ (X) nilpotent, en 

le sens suivant : si k = îR , et si 71J "représente" un espace nilpotent X, en 

un sens qui sera précisé plus loin, le groupe TT (X) "®" !R est égal au groupe de 
Z 

Lie réel connexe et simplement connexe G(ïïj), admettant IT̂  comme algèbre de Lie. 
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De façon analogue, pour n £ 2 , la différentielle d, restreinte à Wn , 

prend ses valeurs dans Cw1 0 Wn)e (or)++)n+] (aver <̂ 7++ = ffi ^7p,>. Nnf-nn.Q 

w11 
3 
n W1 0 Wn 

P*2 

l'application obtenue par composition de d avec la projection sur 0 Wn. Par 

dualité, on obtient une application TT̂  • End TÎ  (où désigne l'espace vec

toriel dual de Wn). La relation d̂  = 0 implique alors que est un homomorphis-

me d'algèbres de Lie. La décomposition Wn = @ W et la relation d W C L(̂ @ W„) & v n =n a a V3<a 6 a 
expriment que l'action pn de II t sur n est nilpotente. L'interprétation est 

analogue au cas n = 1 : si k = (R, et si nfTj "représente" l'espace nilpotent X, 

II = ÏÏ (X) 0 E , et la structure de G(nt) module sur II définie par p n'est n n ^ 1 n r n 
autre que l'action canonique de TT̂  (X) sur (après tensorisation par IR) . 

Même lorsque le mot "représenter" aura été défini, nous ne démontrerons pas 

ces affirmations, que nous' n'utiliserons pas. 

Caô d1 une, algèbre minimale, ^Implement conne.x.2.. 

On a alors le 

Lemme. II. S.~ 

i) Pour qu'une algèbre minimale ^nj- (L(W),d) soit simplement connexe, il faut 

et i l suffit que W1 = 0 (W = © Wn) . 
n*2 

ii) Soit W = © Wn un espace vectoriel gradué sans élément de dimension 
n*2 

0 ou 1. Les 4 conditions suivantes sont alors équivalentes : 

a) (L(W),d) est une ADG, x minimale, 
(c; 

b) la différentielle de tout générateur w e W est decomposable , 

c) d W11 C L( © W1) , 
i^n-l 

d) d Wn C L( © W1) . 
i$n 
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Il est clair que si W* = 0 , ^ est simplement connexe, car alors jTJ^ - 0. 

Réciproquement, soit aQ le plus petit élément de I : on a nécessairement 

d W = 0 , et W Îmd puisque tout cobord est decomposable. Donc, si n 
o o ao 

désigne l'entier tel que ~W C W , la cohomologie H (w) est certainement 
ao / 

non nulle. Si <7>J est simplement connexe, doit donc être au moins égal à 2, 
o 

d'où la partie (i) du lemme. 

On suppose désormais W = © Wn , et on suppose que (L(W),d) est une 
n*2 

ADG, (c) 

a) =*=> b) est une propriété évidente qu'on a déjà notée, et qui n'a rien à 

voir avec le fait que =0. 

b) => c) ; soit w e w11 : dw est un élément de dimension n+1 , qui s'exprime 

donc à l'aide des générateurs de dimension au plus n+1 . Comme W° = = 0 , 

dw ne peut être decomposable que s'il s'exprime à l'aide des générateurs de dimen

sion au plus n-1. 

c) —> d) est évident. 

d) a) ; i l suffit de prendre pour I l'ensemble (bien ordonné) des entiers 

n * 2, pour que la définition d'une algèbre minimale soit satisfaite , compte tenu 

de ce que = 0. 

Catégorie (M-ADG)̂  : on notera ainsi la catégorie dont les objets sont les 

k-ADG^ qui sont minimales nilpotentes, et les morphismes les classes d'homotopie 

de morphismes f : OTj -> Vj de k-ADG .̂ 

3 - Modèle minimal d'une ADG connexe. 
• c • • — 

Dans ce paragraphe les seules ADG^ considérées seront des algèbres avec 

élément unité. 

Appelons quas i - i s omo rphi sme f : A -> B tout homomorphisme f d'ADG^ 

induisant un isomorphisme en cohomologie et appelons c-équivalence dans k-ADG^ 

la relation d'équivalence engendrée par l'existence d'un quasi-isomorphisme. 
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Tko.on.2mQ. Il.6.-

i) Pour toute k-ADG. . A supposée connexe (au sens cohomologique : 
P A 

o *v» A H (A) = k), i l existe un quasi-isomorphisme ^ y A. où est 
une algèbre minimale. 

ii) L'algèbre ^ ^ est bien définie à isomorphisme près ^7^ s'appelle 

le modèle minimal de A ) . 

i i i) Tout homomorphisme f : A B de k-ADG^ se relève en un homomorphisi 

f, rendant commutatif à homotopie près le diagramme ci-dessous : 

A 
f 

PA 

drd 

PB 

f A B 

iv) Si f est un quasi-isomorphisme, f est un isomorphisme entre algèbres 

minimales. 

R&ma/ique.. - Ce théorème admet une généralisation importante à la catégorie 

des A.-ADG, N> le théorème énoncé ci-dessus étant relatif au cas A = (L (k), d=0) . (c) o 

CqKJQJULcuJiQ.. - Dans toute classe de c-équivalence de k-ADG. . connexes, 
——————— \CJ 

i l existe une algèbre minimale, et une seule à isomorphisme près. 

Nous nous contenterons de démontrer le théorème dans le cas d'une algèbre A 

simplement connexe (démonstration initiale de Sullivan), en nous inspirant de 

f 15] et [45] . Le cas général a été rédigé par S. Halperin dans [25] . 

70 ) ExsUtmcz de, -*ik —̂—> A . 

Soit donc A une k-ADG^ vérifiant H°(A) = k et H1 (A) = 0. Posons 

W2 - H2 (A), -7 (̂2) = (L(W2), d - 0), et définissons p2 : (L2(W2), d = 0) + A , 
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2 2 2 
après avoir choisi une section a de la projection Z (A) >> W = H (A) , 

a 
en posant p2(w) = a(w). Il est clair que H (p^) est bijectif pour i = 0,1 et 2, 3 2 tandis que H (p^) est injectif (puisque L̂ (W ) n'a pas d'élément en dimension 3). 

L'algèbre d'Eilenberg-Mac Lane >7J?(2) est d'autre part une algèbre minimale. 

Supposons avoir défini plus généralement une algèbre minimale ^(n) et 

un morphisme p : 2#(n) A de k-ADG, possédant les propriétés suivantes n / (c) 
(notées * ) : n 

i) (n) = L( <B W1) a tous ses générateurs de dimension au plus n, 
7 2$i<n 

ii) HX(pn) est bijectif pour i $ n , 

i i i) Hn+1(p ) est injectif . n 

Nous allons alors définir une extension principale 

-^(n) • V (n+1) > L (Wn+1) 

de ^yin) ainsi qu'un prolongement pn+] ê pn * ^(n+1), vérifiant *̂n+î ' 

L'idée est d'ajouter 2 sortes de générateurs de dimension n+1 : les premiers pour 

rendre Hn+1(pn) surjectif en ajoutant des cocyeles correspondant à son conoyau, 

les deuxièmes pour rendre Hn+̂ (Pn) injectif en "tuant" son noyau. De façon 

précise, posons 

W?t' = Coker [Hn+'(P ) : Hn+Wn)) -> Hn+1(A)1 

W"t' = Ker |Hn+2(p ) : Hn+2(^(n)) - Hn+2(A)] 

I7n+1 n+1 ^ TTn+l ET 

Notons a une section de la projection Zn+̂ (?;?(n) 
dr 

ad 
Hn+2(7r?(n)) et 

définissons 

TTn+l T : W 
n+ 1 

zn+2 (-77(11)) 

en posant Tn+](w) = 0 pour w e W ĵ 

Tn+1(w) = a(w) pour w e W ĵ 
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Prenons alors pour ^(n+1) l'extension principale 7W(n) 8 L +j(Wn+1) 
A * ' Tn+I 

correspondante. 
Pour définir p - , on se donne n+1 

i) une section a de la projection Hn+̂ (A) >-+ Coker Hn+*(p ) 
< < n 

a 
ii) une section 3 de la projection Zn+̂ (A) <J^j > > Hn+̂ (A) 

•••\ j i • ..• An+1 d T,n+2/A\ in) une section y de la surjection A y B (A) 
Y 

(où Bn+2(A) désigne les n+2 - cobords de A) et l'on définit l'extension p 
n+1 

Pn a ^(n+1) en Posant : 

Pn+1(l ® w) = (3 * a) (w) pour w e W ĵ , 

P +10 ® w) = (y.Pn.a)(w) pour w e Ŵ+1 . 

- On vérifie sans difficulté que PR+j commute aux différentielles, que 

HX(p j) reste bijectif pour i £ n, et que Hn+1(pn+î  reste injectif.. 

- Mais H (Pn+j) est surjectif, puisque H (A) = Im H (p ) © (W| ) , 

et que chacun de ces 2 facteurs appartient à Im Hn+\p 
n+1 

- â+^^n+\̂  est injectif : en effet, puisque = 0 , 

(^(n+l))n+2 = (^(n))n+2 , et par conséquent Pn+j et Pn coïncident sur 

Zn+ (^7(n+0) ; en particulier, si x est un tel (n+2) - cocycle vérifiant 

p (x) = dy , i l existe w e tel que x et d (1 0 w) soient cohomo-
logues ; la classe de cohomologie de x est donc nulle et H (p ,) est 

n+1 
injectif. 

- On obtient alors nrj A comme limite inductive des homomorphismes 
P 

9T7(n) ±> A , où ^(n) désigne la sous-algèbre de 79J engendrée par les 
générateurs de dimension £ n ( ir] est la réunion des algèbres ^ (n)). 
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RemaAque,. - L'hypothèse H1 (A) = 0 

- d'une part a permis de faire démarrer la récurrence en construisant 

(^(2), p2) vérifiant (*2) , 

- d'autre part a été utilisée dans la démonstration de ce que Hn+̂ P̂n+j) 

était injectif. 

2°) Tout quasi-isomolplusme. en#te alge.bA.es minimales est un isomoKpkisme.. 

Soit $ : L(V) —> L(W) un quasi-isomorphisme entre 2 algèbres minimales 

W) - L( © Vn) et 47 = L( © W11), que nous supposerons toujours simplement 
n*2 / n*2 

connexes. Notons 

i0n : L( © V1) —y L( © W1) 
2$î n 2 î$n 

la restriction de 4 aux sous-algèbres minimales 4y(n) et ^ (n) engendrées 

par les générateurs de dimension $ n. 

2 2 2 Puisque d V = 0 , et puisque tout cobord est decomposable, H (y) = V ; 

de même Ĥ (̂ ) = W2 , et puisque i/) est un quasi-isomorphisme, \(J induit un 
2 2 isomorphisme V —*- W : 

Autrement dit ^ : WJ (2) —* ̂ (2) est un isomorphisme. 

Supposons avoir démontré plus généralement que if)̂  est un isomorphisme : 

nous allons montrer qu'il en est de même pour <Pn+j* Soit i : ^(n) <—• l'in

clusion canonique , induisant [i]* en cohomologie. Soit j : Hn 1 (^) —y Vn 

l'application ainsi définie : puisque ^n+1 = ^n+1(n) © Vn+1 , tout cocycle 

x e Zn+1(/̂ 7) se décompose de façon unique sous la forme x = y + v ; on pose alors 

j [x] = v , après avoir remarqué qu'un cobord de /7̂ n+̂  ne contient certainement pas 

de générateur de dimension > n est minimale, tout cobord doit donc être 

decomposable), et que, par conséquent, v ne dépend que de la classe de cohomologie 

de x. Soit 3 : Vn+1 —y Hn+2(^(n)) l'application qui, à tout générateur 

v e Vn+1 , associe la classe de cohomologie du cocycle dv e Zn+2(4jKn)) de ^(n) . 
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lOMïïVL 11.7.-

La suite 

Hn+1(7(n)) I î l ! l L Hn+1 - J — ^ ddd Hn+2(̂ (n)) dsd d Hn+2(̂ ) 

est exacte. 

En effet, j [x] =0 signifie que x e Zn+̂  (-7 (̂n)), c'est-à-dire que 

[x] e Im |V]N+* > dfoù l'exactitude en Hn+*(4̂ ). La condition 3v = 0 signifie 

qu'il existe un élément y e ̂ n+^(^) tel que d(y + v) = 0 , c'est-à-dire que 

v = j (V + v] > d'où l'exactitude de Vn+*. Soit z e Zn+2(-7̂ (n)) ; dire que 

[i]n+2 [z] = 0 signifie que z est un cobord dans ^ ; parce que est mini

male, ceci n'est possible que s'il existe v € Vn+* tel que z = dv , soit 

[z] = 3vf d'où l'exactitude en Hn+2(^(n)). 

Montrons alors que n̂+j est un isomorphisme, sachant que l'est. La 

naturalité de la suite exacte du lemme implique que i/? induit un morphisme de 

suites exactes. 

Hn+I(̂ (n)) • Hn+1(̂ ) • V**1 y Hn+Wn)) • Hn+2(̂ ) 

A* dd d re dvr 

Hn+1(^(n)) • Hn+1(7) • W»+1 • Hn+2(7(n)) qsddd dsd•sdsddd 

où il) , est l'application induite par îj? sur les générateurs de dimension n+1. n+1 
Or est un isomorphisme d'après l'hypothèse de récurrence, et aussi puisque 

$ est un quasi-isomorphisme ; le lemme des 5 nous permet alors de conclure : 

5 , est un isomorphisme, donc aussi il? , , = (il? , 3 LT). rn+l r rn+l rn rn+l 

On en déduit, par induction, que tous les il? sont des isomorphismes, 
n 

donc $ = lim $ aussi. 
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3°) Tout komomosipkUme, de. k-ADG^,dont la aou/lcz eMt une, algèbre, minimale., 

&e, lactjonÂAe,, a komotople, pnèA, à t/iaveAA un CjVJXbi-iAomoKphU>me, au^but. De façon 

précise, nous allons montrer que, pour tout quasi-isomorphisme $ : A •> C , et 

tout morphisme g : Wj -* C dont la source est 

une algèbre minimale, i l existe h : ^ ->• A 

telle que ij) o h et g soient homotopes. 

non 

h 

g 

A 

vrr 

C 

Puisqu'une algèbre minimale s'obtient par une suite d'extensions principales, 

i l suffit de montrer que pour tout quasi-isomor

phisme $ : A •> C , toute extension principale 

B — B O L (V) et tout couple (f,g) de 
T N 

morphismes f : B A et g : B 8 L (V) + C 
T N 

tels que $ « f et g « i soient homotopes 
on peut étendre f en un morphisme h : B Q L (V) •> A (h o i - f) tel que 

T N 
i/) o h et g soient homotopes. 

Tout d'abord, on va montrer qu'on peut se ramener au cas où | « f s g • i, 
grâce au lemme suivant (qui correspond algébriquement à la propriété de "relèvement" 

des homotopies pour une fibration principale) : 

C H 

dv 

g B 0 L (V) 

- "h 

A f B 

d 

Lemme 11.8.-

Soit F : B -> C 8 K(t,dt) une homotopie de P O F = g O i sur P « F - $ o- f. 

Il existe alors une homotopie 

H : B 8 L (V) C 8 k(t,dt) , 
T N 

prolongeant F, de PQ • H - g 

sur une flèche o H = g' 

telle que g' © i - îj) « f . 

C drd B 8 L (V) 
T n 

po 
H 

C 8 k(t,dt) F 

11 

B 

Soit K = Ker PQ ; puisque PQ est un quasi-isomorphisme surjectif, 

HX(K) - 0 pour i * 0. Soit a : Zn+1(K) >—• Kn une section de d : Kn —»Zn+1(K). 
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Il est facile de vérifier que, pour tout v e V , Ft(v) - (g * \ * t(v)) 8 1 est 

un n+1-cocycle de K. 

Soit alors H l'extension de F définie par : 

H(l 0 v) = (g(l 0 v)) 0 1 + o-[ft(v) - (g » i , t(v)) 8 l] : 

puisque a prend ses valeurs dans K , pQ o H = g ; et le terme correctif 

o\j t(v) - (g»i»T(v)) 8 lj est précisément ajouté pour que d H(l 8 v) = F x(v), 

c'est-à-dire pour que H commute aux différentielles. Prenant pour g' le 

morphisme pj ° H , ceci achève la démonstration du lemme. 

Supposons donc désormais que i/7 © f = g « i . Observons tout d'abord que 

f o t prend ses valeurs dans les 

cobords de A : en effet, pour tout 

v e V , t(v) e Zn+1(B) , donc 

f • x(v) e Zn+1(A), mais 

JL B 8 L (V) 
T n 

C i 

4 fry 

A 
f B 

ij) a f o T(v) = g « l»x(v) 

• g d (1 0 v) 

= de(l 8 v) 
est un cobord de C ; comme i(/ est un quasi-isomorphisme, f <» T(V) ne peut 
quTêtre un cobord de A. Soit donc y une section de A -—Z_ît.d(A ) C Z (A) : 

on définit une extension h : B 8 L (V) —*• A de f, en posant 

h (̂l 8 v) = yf x(v) ; puisque d h (̂l 8 v) = fx (v), ĥ  commute aux différentielles. 

Le problème va consister à modifier h en un morphisme h , de telle façon 

C x C 
G Y B 0 L (V) _ n 

P-(P0.P,> 
H 
Y. 

C 0 k(t,dt) 
g 

B 

h 

que ij) o hj et g soient homotopes. 

Soient donc g : B + C 0 k(t,dt) 

1*application 

g(b) = (g c i )(b) 0 1 = (tf * f)(b) 0 1 

et G : B 8 L (V) •> C x c l'application Y x n 
GY = (g, I 5 hy). Soit H : B 8 Ln(V) C 8 k(t,dt) l'unique homomorphisme 

d'AG^ prolongeant g défini par 
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H (1 9 v) - (1-t) g(l 0 v) + t tP . h (1 0 v) ; 

posant p = (pQ>pj), i l est bien clair que p o = Ĝ . Mais, en général, 

ne commute pas aux différentielles : l1expression ô(v) = d 8 v) - g(x(v)) 

nfa aucune raison d'être nulle : 

ô(v) = dtA(iP - g) (1 0 v) . 

Toutefois (i/) rî  — g) (1 0 v) est un cocycle de C. Puisque ij) est un 

quasi-isomorphisme, i l existe une application linéaire ¥ : V -> Zn(A) telle que 

pour tout v e V , $ o ¥(v) et (ifî ĥ  - g)(l 0 v) soient cohomologues. Soit 

donc 4̂  : V Cn ^ une application linéaire telle que 

(ij) ĥ  - g)(l ô v) . ty(v) = d^(v) . Soit h, l'unique extension de f 

à B 0 L (V) définie par ht(l 0 v) = h (1 0 v) - ¥(v) [puisque d¥ • 0 , T n 1 y 
dhj(l Q v) = dh (̂l 0 v) » fT(v) , et hj commute aux différentielles]. Définissons 

alors l'homotopie H, : B 0 L (V) C 8 k(t,dt) comme l'unique homomorphisme 1 x n 
d'ADG étendant g , et vérifiant : c 

Hj(l 0 v) - (1-t) g(l 0 v) + t $ h,(l 0 v) + dtAY(v) : 

on a évidemment pQ o Hj = g et p j • Hj - ij? • hj . [Le fait que Hj commute 

aux différentielle se vérifie aisément] . 

4°) Conclusion de la démon* tnatlon du tne.on.lme. U.S.-

La partie (i) résulte de 1°), (ii) de 2°), et (iii) de 3°). Considérons 

deux quasi-isomorphisme s 1)FA et NY1 A1 : puisque est minimale 

et que p1 est un quasi-isomorphisme, i l existe ft'après 3°) un morphisme 

T/7 : 1J -* WJY tel que p* » ij) et p soient homotopes ; puisque p et p' sont 

des quasi-isomorphismes, i l en est de même de $ : puisque WJ* est minimale, 

\J) est un isomorphisme d'après 2°, on en déduit (i i) . 
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CHAPITRE III -\EORMES DIFFERENTIELLES SIMPLICITIES] 

Pour relier la topologie du chapitre I et l'algèbre du chapitre II (les fibra

tions principales et les extensions principales, les décompositions de Postnikov et 

les algèbres minimales,...)» nous aurons besoin d'une "bonne" théorie des cochaînes 

commutatives permettant d'associer fonctoriellement à tout espace X une Q-ADĜ  

Aç(X) dont la cohomologie soit naturellement isomorphe à H (X,Q) . On pourra alors, 

en particulier, associer à tout espace topologique X le modèle minimal 9% de 

A (̂X), défini à isomorphisme près. 

Puisque la cohomologie singulière de X n'est autre que la cohomologie de 

l'ensemble simplicial Ŝ (X) des simplexes singuliers de X, il suffira 

évidemment de définir A^(.) sur les ensembles simpliciaux, pour obtenir un fonc-

teur sur T par composition avec Sm(.). Par abus de notation, on conviendra de 

noter encore A^(.) : T Q-ADĜ  ce foncteur composé. 

/) Le problème. doj> cockalneA cormutoutiveA. 

Soit donc S la catégorie des ensembles simpliciaux, k un corps commutatif 

de caractéristique 0, et k-ADG la catégorie des k-algèbres différentielles gra

duées (non nécessairement commutatives). 

On appelle théorie de k-cochaînes la donnée d'un foncteur contravariant 

(.) : S -+ k-ADG 

vérifiant les axiomes suivants : 

(i) Pour tout ensemble simplicial K, A(K) possède un élément unité, et toute 

application simpliciale K ->• K' induit un morphisme A(K') -> A(K) respectant les 

éléments unités. 

(ii) Pour tout sous-ensemble simplicial L de K, l'inclusion simpliciale 
A(i ) 

i : L K induit un homomorphisme A(K) > A(L) surjectif. 
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[bn notera alors A(K,L) la k-ADG, sans élément unité, égale au noyau de 

A(i)]. 

(iii) Pour tout sous-ensemble simplicial L de K, la suite exacte longue 

de cohomologie associée à la suite exacte courte 

0 + A(K,L) -> A(K) + A(L) -* 0 

est naturellement isomorphe à la suite exacte longue de cohomologie simpliciale : 

... y HP(K,L;k) —y HP(K;k) y HP(L;k) HP+1 (K,L;k) 

RojnOAquz, - L' axiome (ii) permet dT étendre le foncteur A à la catégorie S 

des paires simpliciales (K,L) [S s'identifiant à la sous-catégorie pleine de 

dont les objets sont les paires (K,0)] . 

DTune théorie de k-cochaînes, au sens précédent, on dira 

- quTelle est une solution au problème des k-cochaînes commutatives, si A prend 

ses valeurs dans la sous-catégorie k-ADĜ ^ des k-ADG commutatives, 

- quTelle vérifie l'axiome de dégénérescence si, pour tout ensemble simplicial K 

de dimension £ n (i.e. dont tous les simplexes sont dégénérés en dimension > n), 

on a AP(K) = 0 pour p > n. 

•- qu'elle vérifie l'axiome des limites inductives si elle transforme toute limite 

inductive en limite projective. 

Exempte*.- Le foncteur C*(.,k) (cochaînes simpliciales à coefficients dans k) 

tst une théorie de k-cocharnes, mais n'est pas une solution au problème des cochaînes 

commutatives, car la multiplication d'Alexander-Whitney n'est pas commutative. 

1) Comt/tuctton de. &oZuttovu> au pn.obZe.me. de* cockaZne* commutative*. 

Le principe de la construction, du à Thom [43] et Whitney |48] pour k = IR, 

et adapté par Sullivan pour k = Q (donc pour tout corps de caractéristique 0), 

est de généraliser la situation d'un polyèdre dont les faces sont des simplexes 

affines d'un espace euclidien : sur un tel polyèdre, i l est "naturel" d'appeler 

p-forme différentielle w une collection (w ) de p-formes oo sur chaque face 
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a, se recollant convenablement sur les intersections (ai et u) coïncident sur 

a O T) ; on définit alors un produit (commutatif au sens gradué) et une différentielle, 

en posant : 

<eo A<o')ff- <o„ A et (dw)a = dDR(ua). 
n j 

Notons A le n-simplexe euclidien ( £ t. = 1 , t ^ 0) dans »R et 
n i=0 1 i cr. î A . •+ A , les opérateurs habituels de (co)-face et de (co)-dégénérescence n <3. n+1 

9i(tQ,. • • ,tn) = (to, . . . , t i_1,0,ti , . . . , tn), pour 0*i £ n+1, 

°i(to9'"9tn+\) = (to»-""fti-rti + ti+l'ti+2'--"tn+l) P̂ ur 0*i S n. 

Soit A la catégorie dont les objets sont les ensembles AN et les morphismes 

les applications obtenues par composition de 8^ et de CK. Rappelons alors qu'on 

appelle objet simplicial dans une catégorie C la donnée d'un foncteur contravariant 

K : A -+ C (ou - ce qui revient au même - la donnée d'une famille (K ,d.,s.) d'objets 
de C et de morphismes K , < — K —• K , , (0 £ i £ n) vérifiant 

r n-1 n n+1 
les habituelles formules de commutation), et morphisme simplicial dans C la donnée 
d'une transformation naturelle entre deux tels foncteurs. 

Notons Â _>(A > la tR-ADG, . des formes différentielles sur A (i.e. des DR n (c) n 
restrictions à A de formes différentielles définies sur un voisinage de A dans n n 
l'hyperplan tQ + t̂  + . . . + t^ = 1 de (Rn+̂ )« Les applications(différentiables) 

d. s. 
°i 6t î induisent des opérateurs \)R^n_l^ \)R^n^ ^DR n̂+P 

de sorte que la famille (A^^A )̂ ,d^,s^) est une ÎR-ADĜ ^ simpliciale (i.e. un 

objet simplicial de JR-ADG )̂, noté ÂR dans la suite. 

De façon générale, soit A une k-ADG simpliciale, avec élément unité, non 

nécessairement commutative : 
(pour tout n > 0, A = £ AP, est une k-ADG avec élément unité, et les morphismes 

n p>0 n 
s. 

A > A , , de face et de dégénérescence sont des morphismes de k-ADG n A— n+1 & v d. î 
respectant les éléments unité ; pour tout p > 0, AP est un k-espace vectoriel 

simplicial). 

Pour tout ensemble simplicial K et tout entier p > 0, on notera 

39 



HOMOTOPIE DES FORMES DIFFÉRENTIELLES 

AP(K) = Homç(K,AP) l'espace vectoriel des applications simpliciales o w de 
o 

K dans AP ; sur A(K) = © AP(K), on définit une structure de k-ADG en 

posant (w.o)') = w .w' et (dw) = d(u) ). On définit ainsi un foncteur contra-

variant A(.) : 5 -> k.ADG associé à A. 

RomaSique,. - Soit u : K AP un élément de AP(K). Dire que u> commute aux 

opérateurs faces sert à exprimer, dans ce contexte plus général, la condition de 

recollement u I ^ = w _ sur les polyèdres. Dire que u) commute aux opé-

rateurs de dégénérescence sert à éviter qu'il y ait "trop" d'éléments dans A (K) : 

si AP = 0 pour p > n (ce qui est le cas, par exemple, pour Â R), -et si A(.) 

est une théorie, elle vérifiera l'axiome de dégénérescence. 

Pour pouvoir espérer que A(.) puisse être une théorie de k-cochaînes, i l est 

évidemment nécessaire qu'elle satisfasse aux 2 axiomes suivants (exibés par 

R. Swan [41 ] ) : 

(a) Pour tout n £ 0, la k-ADG, A = © Ap est acyclique 

(i.e. H°(An) = k, HP(An) = 0 pour p :> 1 ) . Plus précisément, la suite 

0 + k + A° -+» A1 + A2 . . . 

est exacte (dans la catégorie abélienné des k-espaces vectoriels simpliciaux, k 

étant identifié à l'espace vectoriel simplicial simplicialement trivial : (k)^ = k 

pour tout n ^ 0, tous les opérateurs de face et de dégénérescence étant l'identité 

lk : k k). 

(b) Pour tout p 0, le k-espace vectoriel simplicial Ap = (Â )n>Q est 

contractile ["i.e. la suite AP -̂ -»- Ap , •+ . . . •> Ap AP -> 0 est *- n n-1 1 o 
exacte , où 6 désigne la différentielle simpliciale ^(-l)1d. (notant AP le 

i ' 
sous-espace des éléments u de AP tels que, pour tout i £ 1, d̂ u =0, i l 

revient encore au même de dire que la suite 

d d 
. . . AP — >̂ AP , — # < # + -+ 0 est exactel . 

n,o n-1 ,o o,o -J 
Si l'on veut en outre que A(.) vérifie l'axiome de dégénérescence, i l faut 
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supposer vérifié en plus l'axiome : 

(c) AP = 0 si p > n. 

Notons en effet A[n~| l'ensemble simplicial engendré par un seul simplexe en 

dimension n, 3A[nj son bord, et i : 3A[n] —> [̂n] l'inclusion simpliciale 

naturelle. La condition (a) exprime alors que l'algèbre A(A[n]) (qui est égale à 

A )̂ a même cohomologie que A[n] , ce qui résulte de l'axiome (i i i ) . La condition 

(b) , elle, exprime que AP(i) : AP(A|~nJ) AP(9A|ji]) est surjectif, ce qui résulte 

de l'axiome (ii). La condition (c) est évidente si A(.) vérifie l'axiome de dégé

nérescence. Réciproquement, on a le : 

T/ieô ëme III. 7 (ou "thèoièrm de de Rham simptlclaZ") .-

(i) Si la k-ADG simpliciale avec éléments unité A vérifie les axiomes (a) 

et (b) de Swan, le foncteur A(.) est une théorie de k-cochaînes véri

fiant l'axiome des limites inductives. 

(ii) Si, en outre, A est une k-ADG^^ simpliciale, A(.) est une solution 

au problème des cochaînes commutatives. Et si A vérifie l'axiome (c), 

A(.) satisfait à l'axiome de dégénérescence. 

La 2ème partie du théorème est évidente. Nous allons nous contenter de résumer 

la démonstration de la 1ère partie, renvoyant à H. Cartan [[8] ou C. Watkiss [46] 

pour une rédaction détaillée. 

Notons L(p) l'espace vectoriel simplicial Ker(AP —• AP+^). La suite 

d'espaces vectoriels simpliciaux 

0 • L(p-l) • AP_1 -^U L(p) > 0 

est exacte, d'après l'axiome (a). Comme toute suite exacte courte de groupes abé-

liens simpliciaux, c'est une fibration de Kan, et AP ̂  est contractile, tandis que 

k = L(0), d'après l'axiome (b). On en déduit, par récurrence sur p, que L(p) a 

le type d'homotopie d'un espace d'Eilenberg Mac Lane K(k,p), de sorte que la fi

bration de Kan ci-dessus s'interprète comme la fibration principale universelle 
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K(k,p-1) PK(k,p) K(k,p). 

Dire qu'un cocycle f e Hom (̂K,L(p)) de AP(K) est un cobord, signifie alors 

que f se relève à AP * qui est contractile, donc que f est homotope à 0. La 

cohomologie HP(A(K)) s'identifie donc à l'espace [K,L(p)] des classes d'homotopie 

de K dans L(p). Puisque L(p) est un classifiant pour HP(.,k), HP(A(K)) est 

naturellement isomorphe à HP(K,k), en tant que groupe abélien. 

Le cas relatif se traite de façon analogue, sachant que HP(K,L;k) s'identifie 

cette fois à l'ensemble [l>dl des classes dThomotopie de couples (f,g) tels que 

dp.g = f . i (on dit que (f0>gQ) et (fpgj) 

sont homotopes s'il existe F : K x I -* L(p) 

et G : L x I -> AP 1 tels que 

d . G = F . (i x 1 ) , avec p I ' 

L g ddr 

vr d 
P 

K f L(p) 

( f , g ) = (F,G) 
IKX{0},LX{0} 

et (fj,gj) = (F,G) 
'Kx{l},Lx{l} 

(cf. par exemple 9 

Eckmann [J4] > ̂  l'adaptation près au contexte simplicial) . 

Que A(i) : A(K) -+ A(L) soit surjectif, résulte de l'axiome (b) qui permet 

de démontrer par récurrence sur n que A(sknK) A(sknL) est surjectif, sk̂  dé

signant le n-squelette (cf. Watkiss ([46]) pour plus de détails). 

Que les suites exactes longues de l'axiome (iii) soient naturellement isomorphes, 

résulte de l'interprétation homotopique de cette suite exacte (cf. Ql4] ) : 

. . . —• [L,L(p-0] [i.dp] ^ [K,L(p)] ^ [L,L(p)] —> . . . 

g 

L ' 

1 

K • 
0 

_g_ 

fL(p-l) i 

vrd 

d 
p 

L(p) 

L g A*"1 

I 

f K -

d 
P L(p) 

On a en effet les formules 

8 [g] = [(0,1)] 

(où g désigne la composée 

L L(p-l) —• A** ), ainsi que 

A[(f ,g) ] ) = [f] et 

l*([f]) = [f o l ] . 

42 



/// - FORMES SIMPLICIALES 

Il reste à démontrer 

1°) que 1? isomorphisme de groupes abéliens 'gradués 

(H.A)(.) = H(.,k) 

défini ci-dessus est en fait un isomorphisme de k-algèbres : nous le verrons au 

§ 3 (corollaire III.6). 

2°) que A(.) vérifie l'axiome des limites inductives : ceci résulte du fait, 

qu'en tant que foncteur covariant de dans k-ADG, il admet un adjoint à 

gauche <.>A : k-ADG -> S°PP défini par <.>A = Hom^ .̂jA) (pour toute ADG A, 
(<A> ) = Horn (A,A ) les opérateurs de face et dégénérescence étant induits par A n AJL/vj n 
ceux de A) ; la formule d'adjonction 

HomADG(A,A(K)) = Hom5(K,<A>A) 

se vérifie sans difficulté. 

Exemple*.-

1°) ADR, définie plus haut, est une R-ADG^ simpliciale vérifiant les 

axiomes (a), (b) et (c) : 

- Le lemme de Poincaré (appliqué à n'importe quel voisinage ouvert convexe de 

dans l'hyperplan tQ + tj + . . . + t = 1 de Rn+̂ ) permet de démontrer que 

ADR(An) = (ADR)n est acyclique, d'où (a). 

- Soit u)(t. . . .t ) une p-forme sur la O16-6 face t =0 de A , nulle sur le 
I n o n bord de cette 0 - face : on définit alors une p-forme w(t . . . t ) sur A 

t t2 ln ° n 
en posant o)(t . . . t ) = i|î(t )w( , , ——), $ désignant une fonction 

° n ° i-t i-t i-t 

C à valeurs réelles, définie au voisinage de [p>G> égale à 1 en 0, et iden-

tiquement nulle au voisinage de 1 ; il est clair que la restriction de w aux 

faces t̂  = 0 est nulle si i > 1 et est égale à w pour i = 0. Ceci prouve 

que ÂR est contractile, d'où (b). 

- La vérification de (c) est immédiate. 

43 



HOMOTOPIE DES FORMES DIFFÉRENTIELLES 

[pans ce cas où X est une variété, on prendra garde à distinguer l'algèbre 

ŒDR(X) des formes différentielles sur X, et l'algèbre A^R(X) des formes diffé

rentielles simpliciales au sens précédent sur l'espace topologique sous-jacent] . 

2°) Soit Ac la Q-ADĜ  simpliciale obtenue en prenant pour ê 

sous-espace de (^tjr^ = r̂jR̂ n̂  constitué par les formes différentielles 
ij i 

£uk ^ dt A . . . A dt P dont les coefficients w. . par rapport aux coor-
r ' * p Lr * * p 

données barycentriques (tQ>tj,...»t ) sont des polynômes à coefficients ration
nels fpuisque la relation t + t, + . . . + t =1 est un polynôme à coefficients 

rationnels, cette condition ne dépend pas du choix de celle des coordonnées bary

centriques qu'on a exprimée en fonction des autres Q ; cette Q-ADG^ simpliciale 

vérifie aussi (a), (b) et (c) : 

- l'opérateur classique d'homotopie h : AJL (A ) •+ A^ (A ) tel que 1 = dh + hd UK n Dis. n . p 

vérifie : h(Ap) c (A.)P ; (AM) est donc acyclique, d'où (a), n n QJ n 

- la vérification de (b) est analogue à celle faite pour q̂̂ > à condition de rem

placer la fonction (iP(tQ), de classe C , par le polynôme (l-tQ)N, où N 

désigne un entier suffisamment grand pour que 1-t ne figure pas dans les déno-
tl Ùn ° minateurs des coefficients de w( »•••> )• 

- (c) est évident. 

3°) Plus généralement, définissons = 8 k (i.e. (Ak)n = ^AQ^n q k^ 

pour tout corps k commutatif de caractéristique 0 : c'est une k-ADG^ qui 

vérifie encore (a), (b) et (c), puisqu'il en est ainsi de A .̂ 

Q,OKolloJji<L III. 2. - Pour tout corps k commutatif de caractéristique 0, 

A^(.) est une solution au problème des k-cochaînes commutatives, vérifiant 

l'axiome de dégénérescence , et l'axiome des limites inductives. 
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Rmcuique . -

De même que le théorème classique de de Rham est un cas particulier d'un 

résultat de théorie des faisceaux, le théorème de de Rham simplicial se généralise 

aussi de la façon suivante : Notons /Ab (resp. Sfab) la catégorie abélienne des 

groupes abéliens (resp. des groupes abéliens simpliciaux). Pour tout ensemble sim

plicial K, le foncteur Hom (̂K,.) : $&b •+ Ikb est exact à gauche. La catégorie 

S&b possédant "suffisamment" d'objets injectifs (i.e. tout groupe abélien simpli

cial se plongeant dans un objet injectif de Skb), on a une "bonne" théorie des 

foncteurs dérivés à droite : on définit la cohomologie HP(K,G) à valeurs dans un 

groupe abélien simplicial G comme étant égale à la "valeur" en G du p1-™6 fonc

teur dérivé à droite 

RP Hom5(K,.) . 

Les groupes abéliens simpliciaux contractiles jouent alors le même role que les 

faisceaux flasques : 

- tout groupe abélien simplicial se plonge dans un groupe abélien simplicial 

contractile, 

- tout facteur direct d'un groupe abélien simplicial contractile est contrac

tile, 

- s i 0->-A->B + C + 0 est une suite exacte de groupes abéliens simpliciaux, 

C est contractile pourvu que A et B le soient, et l'application 

Hom̂ (K,B) •+ Hom<,(K,C) est alors surjective. 

Un argument standard d'algèbre homologique (R. Godement [l ô] , A. Grothendieck 

[l9]) permet alors d'affirmer : 

(i) que tout groupe abélien simplicial contractile C vérifie HP(K,C) = 0 

pour p :> 1 , 

(ii) que tout groupe abélien simplicial G admet une résolution contractile 

0 + G + CQ + Cx -> C2 + 
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(suite exacte dans S&b, avec contractile pour tout p 0), 

(iii) que, pour une telle résolution contractile de G, HP(K,G) est isomorphe 

au p1-™6 groupe de cohomologie du complexe 

0 -* Hom5(K,CQ) •> HomçOCjCj) -> Hom^K^) + 

[pire que la suite 0 + G Cq + C j •+ ĉ "̂  ••• est exacte généralise 

lfaxiome (a). Dire que est contractile généralise (b) ] . 

Bien entendu, si le groupe abélien simplicial G est simplicialement trivial 

H (K,G) est la cohomologie simpliciale ordinaire comme il résulte du théorème III.1, 

3) Ticrns AoHmcutlonA. 

Pour l'étude des variétés, il nous sera utile de savoir que la transformation 

naturelle A^(.) -> définie par l'inclusion de R-ADG^ simpliciales, 

Â  induit un isomorphisme en cohomologie. 

Tout morphisme X : A B de k-ADG simpliciales induit une transformation 

naturelle X(.) : A(.) -*B(.). 

Tk2.OH.2mQ, 111,3. - Si A et B vérifient chacune les axiomes (a) et (b) 

et si, pour tout n 0, X̂  : Â  •> B̂  est un homomorphisme respectant les 

unités (ce qui implique que X(A[nJ) induise un isomorphisme k —^ k en 

cohomologie de dimension 0), X(.) induit alors un isomorphisme d'algèbres 

en cohomologie (H.A)(.) -+ (H.B)(.). 

Notons, en effet, L(p) et M(p) les espaces vectoriels simpliciaux noyaux 

respectifs de AP AP+1 et BP BP+1 . Notons : L(p) -> M(p) le 

morphisme d'espaces vectoriels simpliciaux induit par X : le diagramme 
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0 L(p) AP L(p+1) 
fv 

dv dd Xp+1 

0 M(p) vfd M(p+1) 0 

commute. Puisque,par hypothèse, X° est un isomorphisme, que A° et B° sont 

contractiles, X° et X° sont des équivalences d'homotopie, donc aussi X̂  

d'après le lemme des 5. Puisque AP et BP sont contractiles, XP est une équi

valence d'homotopie ; par récurrence sur p, on en déduit que tous les XP sont 

des équivalences d'homotopie. Or XP(.) : (HP.A)(.) •> (HP.B) s'identifie à la 

transformation [. ,L(p)J -> Q ,M(p)J induite par XP : L(p) -> M(p) . Le théorème 

en résulte. 

Soient A et B deux k-ADG simpliciales avec élément unité. On définit aie 

une 3eme K-ADG avec élément unité, notée A 0 B, en prenant pour (A 0 B)̂  le 
A0B A8B 

produit tensoriel gradué Â  8 B̂  et pour opérateurs d̂  et ŝ  les applica 
.A8B ,A _ ,B _ A8B A 0 B _ fc , ^ ^ tions d. = d. 8 d. et s i = s. 8 s.. On notera : A -> A 8 B et i l l x i i A8B 

i.̂ T, : B A 8 B les inclusions simpliciales canoniques. J A8B r n 

Lemme. 111.4.- Si A et B vérifient toutes deux les axiomes (a) et (b), 

A 8 B les vérifie aussi. 

. Si A et B sont acycliques, A 8 B l'est aussi, d'où l'axiome (a), n n J ^ ' n . n ' 7 k 

. Soit A le complexe 

d+drd 6A 
A 

I 

vr A 1 
n-1 

(où ôA = ^(-l)1 d^). Définissons, de façon analogue les complexes B# et (A 8 B)̂  

à partir des k-ADG simpliciales B et A 0 B. Le théorème d'Eilenberg-Zilber 

(cf. Godement QÔ]) affirme que (A 0 B)̂  a même homologie que le complexe produit 

tensoriel A 0 B .En particulier, si A et B ont une homologie nulle, 

(A 0 B)̂  aussi, d'où l'axiome (b). 
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CoKoVLxLOVL III.5.- Soit K un ensemble simplicial. 

Sous les hypothèses du lemme III.4, les algèbres de cohomologie de A(K) et 

B(K) sont naturellement isomorphes. 

XA8B(K) jA0B(K) Il suffit d'appliquer le théorème à A(K) - • (A 0 B) (K) B(K) 

CoK-oUjOUAQ, 111.6,- (fin de la démonstration du théorème de de Rham simplicial). 

Si A est une k-ADG simpliciale vérifiant les axiomes (a) et (b), l1isomor

phisme H(A(K)) —* H(K,k) du théorème III.1 est en fait un isomorphisme de 

k-algèbres. 

Appliquons en effet le corollaire III.5 au cas où l'un prend pour B la 

k-ADG C ^ définie par ( C j P n = C*(A[n],k) (avec les opérateurs face et dégénéres-

cence évidents), en observant que C. (.) est isomorphe à C (.,k). 

Remarque 

Pour toute k-ADG simpliciale A vérifiant (a) et (b), C. Watkiss introduit 

dans [46] une k-ADG simpliciale A, autre que A 0 Ĉ , et 2 morphismes de k-ADG 

simpliciales respectant les unités 

A -
yA • A H 

d+fe 
d+f 

Il démontre que X vérifie encore les axiomes (a) et (b) (donc que et 

induisent encore des isomorphismes en cohomologie. Bien que plus compliquée à 

construire que A 0 Ĉ , la k-ADG simpliciale A présente 1 intérêt suivant. Pour 

tout ensemble simplicial K, notons 

I : A£R(K) —* CP(K,R) 

l'intégration de de Rham qui, à toute p-forme simpliciale oj = (u)̂ ) e Hom̂ (K,APR), 

associe la p-cochaîne loi : K -> 1R définie par 

(Iw) (a) = 

B 

0) 
a 
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D'après la formule de Stokes, lu) commute aux opérateurs d et définit donc 

un homomorphisme d'espaces vectoriels gradués H (Â CK) —• H (K,IR) . Watkiss démontre 

alors que vA (K) . 1 et y (K) coïncident en cohomologie. Cela prouve que 

I induit en cohomologie un isomorphisme d'algèbres. 

Le même résultat vaut aussi, bien entendu, en remplaçant ÂR par et (R 

par k (on remarque, si we AP(K) , que l'intégrale oj est un nombre 
J A 

rationnel). p 

C'est parfois cet énoncé, plutôt que celui du théorème III.1, que certains 

auteurs appellent "théorème de de Rham simplicial". 

Nous avons construit, au corollaire III.2, une solution A^(.) au problème 

des k-cochaînes commutatives, vérifiant l'axiome de dégénérescence, et l'axiome 

des limites inductives. Bien que nous ne ferons pas un usage explicite de ce résul

tat dans la suite, il appartient à la philosophie générale de la théorie, de com

prendre que le modèle minimal de la k-ADG^ associée à un ensemble simpli

cial K ne dépend pas, en fait, du choix de cette solution. C'est ce qui va 

résulter du 

Tko.OH.mo. III. 7.- Soient A(.) et B(.) 2 solutions au problème des 

k-cochaînes commutatives, vérifiant l'axiome de dégénérescence, et l'axiome 

des limites inductives. 
Il existe alors une c-équivalence naturelle entre A et B (i.e. : une 

suite A = A, A.,...,A = B de foncteurs A. : S°PP •+ k-ADG. . et de o 1 ' n i (c) 
transformations naturelles À. : A. •+ A. . ou À. : A. , •> A. induisant 

un isomorphisme (H.A^)(.) = (H.A^+j)(.) en cohomologie). 

En particulier, pour tout ensemble simplicial K, les modèles minimaux 

^MK) 6t ^B(K) SOnt isomorPhes-

1°) Nous allons d'abord nous ramener au cas où A(.) et B(.) sont définies 

à partir d'une k-ADĜ ^ simpliciale par le procédé du théorème III. 1. 
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Soit A(.) : S —*• k-ADG, N un foncteur contrevariant. On lui associe naturel-Ce) 
lement une k-ADG^ simpliciale Â , en restreignant A(.) à la catégorie _A , 

identifiée de façon naturelle, à une sous catégorie de 5 : (A )̂n = A(A[n]) , les 
3. 

morphismes de face et dégénérescence étant induits par A[n-l] • ^[n]. On 
' °i 

en déduit un autre foncteur contrevariant A^(.) i S —> k-ADG^ en posant 

A^(.) = Hom (̂.,A )̂, ainsi qu'une transformation naturelle Ya : A(.) —> A^(.) 

définie de la façon suivante : à tout élément u> e AP(K) on associe 

YA(w) = w e Hom̂ (K, Ap) par la formule : w(a) = A(a) (w) [a e Kr est interprété 

comme une application simpliciale a : A[nJ ->- K , qui induit 
A(a) : AP(K) ->AP(A[n]) = (AP)n ] . 

le/urne 111.S.-

Si A(.) est une solution au problème des k-cochaînes commutatives, vérifiant 

l'axiome de dégénérescence et l'axiome des limites inductives, induit un 

isomorphisme(H o A)(.) (H e A )(.) en cohomologie. 

Tout d'abord, si A(.) est une solution au problème des k-cochaînes vérifiant 

l'axiome de dégénérescence, il en est nécessairement de même pour A^(.), car 

A vérifie alors les axiomes (a), (b) et (c) du théorème III.1. 
A 

Soit alors K un ensemble simplicial, et Î£ = sk K son n squelette. 

Pour tout entier n ^ 1, induit un homomorphisme de suites exactes 

courtes 

0 A(K ,K ,) n' n-1 • A(V - A(Vi> 0 

drd dr Yn-1 

0 W K n - l > " A n V V l > 0 

d'où un homomorphisme de suites exactes longues : 
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H *(A(K )) - H (A(K ,K )) n n— 1 HP(A(K )) n HP(A(Kn_,)) H*"'(A(K ,K )) n n — I 

V i dr gf Yn-1 Yn 

H' ' A 'n-1 ' ' ~+ ' A ' n ' n-1 ' ' ~* ^ (A.(K )) - ^ A 'n-1 ~* ̂ ' ^ ^ ' V l " ' 

Ces suites exactes longues appartiennent à des couples exacts définissant des suites 

spectrales convergeant respectivement vers (H o A)(K) et (H « A )(K) et admettant 

respectivement (HP * A)(K ,K ,) et (HP o A.)(K ,K J comme termes E?,P~n, le 

morphisme de suites spectrales défini par ŷ  induisant ŷ  au niveau des termes 

Ej. Il suffit donc de démontrer que ŷ  est un isomorphisme pour tout entier n £ 1, 

pour pouvoir en déduire que YA(K) : (H 6 A)(K) (H © Â )(K) est un isomorphisme. 

Puisque y^ transforme les sommes en produits, il suffit de démontrer que 

A(A[n], 8A[n]) ^A.(A[n], 3A[ii]) 

induit un isomorphisme en cohomologie, pour démontrer qu'il en est de même de y^. 

D'après le lemme des 5, tout revient donc à démontrer que Yn_j = YA^ [̂n]) induit 

un isomorphisme en cohomologie. 

0 - A(A[n] , 3A[n]) - • A(A[n]) 
A(i) 

AOA[n]) 0 

n̂ V l 

0 A (A[n] ,8A[n]) - (Vn 
d+rd 

AA(9A[n]) 0 

(i désignant l'inclusion simpliciale 9A[n] —>• A[nJ). On sait déjà que les 

2 algèbres (H.A)(9A[n]) et (H.Â ) (9A [n] ) sont toutes 2 isomorphes à HCS11"1,*), 

puisque A et Â  sont 2 théories de k-cochaînes. 

Il reste donc à démontrer ŷ  ^ est surjectif en cohomologie 

de dimension n-1. Soit donc [CO] un élément non nul de Hn '(A (3A[nJ)), 

défini par une forme W e An ^(8A[n]) , Puisque est surjectif 
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Yn_j lTest aussi au niveau des formes : il existe donc ojj e An ^(8A^i]) telle 

que y _j (o)j) = co. Mais puisque A vérifie l'axiome de dégénérescence, du)j est 

nécessairement nulle, et définit par conséquent une classe de cohomologie [cjj] 

dont l'image est [w]. Ceci achève la démonstration du lemme. 

2°) Démonstration du théorème. 

La suite de transformations naturelles 

A ( . ) * A (.) ^®i)(Aû « B ^ ( . ) <A8b( ' ) B a ( . ) B ( . ) 

réalise la c-équivalence naturelle cherchée. 

4) toncte.UA F : (c/fc -ADG)̂  + 7 .̂ 

On note ainsi le foncteur composé 

(e/f-ADG)̂  — • [Q-ADG(c)] 11 > [S] ^ ^ > T , où 

. I désigne l'inclusion naturelle de (dt> -ADG)̂  dans la catégorie [(Q-ADG ]̂ 

dont les objets sont les Q-ADG^ et les flèches les classes d'homotopie 

de morphismes d'ADG, N, (c) 

. II désigne le foncteur obtenu à partir de <*>A Par passage aux classes d'ho

motopie ([5] désignant la catégorie homotopique simpliciale), 

. et I•I désigne le foncteur réalisation géométrique de Milnor (sur les classes 

d'homotopie). 

Nous verrons au chapitre IV que F prend ses valeurs dans 7̂  et est une 

équivalence de catégories. 
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CHAPITRE IV -[TRANSGRESSION 

Soit la solution au problème des Q-cochaînes commutatives, définie 

au chapitre III. Soit II un groupe abélien de rang fini, W le Q-espace vectoriel 

Horn (II,Q), et X un espace topologique. Notons £ (X,K(Q 0 n,n)) [resp. 

?(Â (X),L̂ (W) )] l'ensemble des classes d'isomorphie de fibrations principales 

de base X et fibre K((Q 8 n,n) [jresp. d'extensions principales de A (X) par 

Ln(W)]. 

On obtient, par composition de (a), (b), (c) et (d), une bijection $ 

£(X,K(Q 0 n,n)) 
!7 

dv 
vd 

<S(AQ(X),Ln(W)) 

(a) (d) 

[X,K(Q 0 II,n+1)] 
7 

(b) 
IomQ(W,Hn+1(X,(iJ)) 

(c) 
HomQ(W,Hn+1(AQ(X))) 

où (a) a été défini au chapitre I (remarque précédant le lemme 1.1.) , 

(b) résulte de la représentation du foncteur Hn+1(.,Q ® IT) par K(Q 0 II,n+1), 

(c) résulte des propriétés de A.̂ (.) étudiées au chap. Ill , 

(d) résulte du lemme II.4. 

Cette bijection associe, à chaque (classe d'isomorphie de) fibration princi

pale 

K(Q ® n,n) + Y X 
drd 

une (classe d'isomorphie de) (Q-ADG, . 

$(q) = AQ(X) Ln(W) 
vre 

Mais, pour que cette bijection puisse s'étendre par récurrence aux différentes 

fibrations principales de la tour de Postnikov du localisé X d'un espace nilpo-
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tent (correspondance entre Q-espaces et Q-algèbres minimales), il est indispensa

ble que les algèbres Â CX) ® L (W) et A (Y) soient c-équivalentes, i.e. aient 
même modèle minimal. 

La propriété qu'ont les fibrations principales d'être "totalement transgressi-

ves", va être l'argument fondamental qui permettra de le démontrer. 

7) TlbKœtlonA totalement tAanô>qsieJ>AlveJ>. (cf. C. Chevalley, H. Cartan et G. Hirsch, 

J.L. Koszul, A Borel [7], [28], [29] et [4]). 

Soit F — Y — X une fibration , où F désigne la fibre en un point 

de base aQ de X (supposé connexe comme toujours). 

Soit k un corps de caractéristique 0. Un élément [y] e Hn(F,k) sera dit 

transgressif , s'il existe [x] e Hn+1 (X,k) tel que q*[x] = d [y] dans le diagramme 

Hn(Y,k) vr Hn(F,k) 3 Hn+1(Y,F;k) Hn+1(Y,k) 

q q 

Hn(Pt;k) - îin+1(x,k) Hn+1(X,k) . 

Dans le cas où II (X,a ) opère trivialement sur Hn(F,k), il revient au 

même de dire que [yl appartient au sous-espace 

des éléments de E°'n = Hn(F,k) tels que 

[y] = 0,...,dn[y] =0, et que fx] se projette 

sur [y] par l'application naturelle : 

Hn+1(X,k) = E2+1'°—» ENLI'° de la suite spectrale du fibre (cf. par 

En+1 

d+dr 

F~n+l,o' 
En+1 

exemple, Spanier [36]). 
On dit alors que [x] est une transgression de [y]. 

Si A(.) est une solution au problème des k-cochaînes commutatives et s'il 

existe un cocycle y e ZnA(F), de classe de cohomologie [y] , un cocycle 

x e Zn+1 (ACXjp1") de classe [x] et un élément u e An(Y) tels que q*aQx = du 
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et i u = y (a désignant l'inclusion naturelle A(X,p ) -> A(X)), il est alors 

clair que [y] est transgressif et que [x] en est une transgression. 

Réciproquement, on a le 

Lgjnmg. II/./.- Si [y] est transgressif et si [x] en est une transgression, 

il existe alors, pour toute solution A(.) au problème des k-cochaînes com-

mutatives, pour tout cocycle y e ZnA(F) dans la classe de cohomologie £y] 

et pour tout cocycle x e Ẑ ÂCXjp*") dans la classe de cohomologie [x] , 

un élément u e An(Y) tel que i*u = y et du = q̂ â x. 

Considérons en effet le diagramme commutatif 

0 A(Y,F) a A(Y) x A(F) • 0 

|1 q 

0 —y ACX )̂ a 
o A(X) \ 

o 
ACp1) 

Soit y e Zn(A(F)). Puisque i* est surjectif, il existe u} e An(Y) tel 

que i*u = y. Puisque 3 [y] = q*[x], il existe A € Zn+1A(Y,F) et \} e An(Y,F) 

tels que q x = À + dÂ  et aA = dû  . On en déduit 

aq*x = aA + adÂ , soit q*â (x) = d(û  + otÂ ). 

Or i (uj + cxAj) = y ; l'élément u = û  + aÂ  répond donc aux conditions 

cherchées. 

On dira que la fibration F —̂> Y — X est totalement transgressive 

(relativement à k) si 

1) IT j (X, â ) opère trivialement sur H (F,k), 

2) La cohomologie H (F,k) est libre en tant qu'algèbre graduée associative, 

et commutative : il existe un k-espace vectoriel gradué V tel que 

H*(F,k) = L(V) , 
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3) Tout générateur v e V est transgressif . 

Supposons la fibration F —^ Y —SU- X totalement transgressive (relati-

vement à k), avec H (F,k) = L(V), et soit Â X») ^a solution au problème des 

k-cochaînes commutatives définie en III : i l existe donc une application 

y : V -> A^ )̂ linéaire et de degré 0, ainsi qu'une application T ; V •> Z(A (̂X)) 

linéaire et de degré + 1, telles que, pour tout élément v de V, i U(v) soit 

un cocycle, |j*u(v)] = v , et dy (v) = q*T (v) . 

XI'application composée [T] : V —Z(A^(X)) —-— >• H(Â (X)) s'appelle une 

transgression de la fibration). 

Soit Â (X) ® L(V) le produit tensoriel gradué des algèbres Â (X) et L00> 

muni de la différentielle d̂  définie par d̂ (x 8 1) = dx 8 1, à^(\ 8 v) = T(v) 9 1, 

et soit : \ 0 0 8 L(V) \ 0 0 le morphisme de Afc(X) - ADG^ défini par 

T (x 8 1) = q*(x) et R (1 8 v) = y(v). 
y y 

Thèorème IV. 2. 

est un H (X,k) - quasi-isomorphisme (i.e. induit un isomorphisme de 

_H (X,k)-AG^ en cohomologie). 

L'espace X ayant le type d'homotopie d'un C.W.-complexe, on peut se ramener 

au cas où i l est un C.W.-complexe, dont on notera X_ le p-squelette. Posons 

sksks = kd =+d)r 

L'application T induit, pour tout entier p £ 1, un morphisme de suites 

exactes : 

0 Ak(X X ) 8 L(V) — Ak(X ) 0 L(V) — Afc(X ) 8 L(V) 0 

P P P-1 

f 
P 

R 
. p v . 

0 \ ( Y P » V I ) v y qksksks 0 
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(où Tp désigne l'application composée V -> ZÂ (X) ZA^X )̂), induisant un 

morphisme de suites exactes longues 

. . . —> H^CX X )® L(V)) • H ( V V 0 L(V)) ' H ( \ ( V l } 0 L(V)) 
P P V i 
sd+r d+rdx * d+rdx * 

qsd < H ' V < W l > — <=-V<V > <H'V<Vl> ^ ••• 

Ces suites exactes longues appartiennent à des couples exacts définissant des 

suites spectrales convergeant respectivement vers H(Â (X) ® L(V)) et (H.A )̂(Y). 

L'application r définit un morphisme de suites spectrales, et r est y r p 
l'application induite sur les termes Eq. Il suffit donc de montrer que rp 

induit un isomorphisme en cohomologie, pour que l'argument classique de comparaison 

permette d'achever la démonstration. 

Notons (V̂ )S le sous-espace vectoriel de L(V) engendré par les produits 

Vj .V£ de r éléments de V, qui sont de dimension s dans L(V) 
r 

( I dim vi = s), et posons Fr = 0 pour r > 0, et = Â X ,X ) 0 ( £ V_,) 
i=l 1 r r P P -r̂ î O 1 

pour r $ 0. 

On définit ainsi une filtration décroissante de A. (X ,X ,) ® L(V) et chaque 
Te p p-1 

terme de la filtration est respecté par la différentielle d T P 
La suite spectrale associée vérifie 

Er'S = [A, (X ,X , ) 8 V ]r+S o L R p' p-1 -rJ 

et Ê ,S = [H(X ,X ; k) 0 V_r]r+S pour r * 0 

(et Ê 'S = 0 pour r > 0). 

Puisque H (X ,X _] ; k) = 0 pour î f p, 
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ET'S = HP(X ,X , ; k) e [V ]r+S_P . 1 p p-1 1—rJ 

La différentielle d, : HP(X ,X ,) 0 [v ]r+s"P -> HP(X ,X ,) 0 [v ]r+s"P+1 1 p p-1 1—rJ p* p-1 1—rJ 

ne peut qu'être nulle,car d n'augmente pas le degré des termes en L(V). Par 
P 

récurrence, toutes les différentielles sont nulles (même argument), et 

HX[Â (X ,X ) 0 L(V)] = HP(X X ; k) 0 [L(V)]X'P, 
T P P 
P 

(où = désigne un isomorphisme de k-espaces vectoriels). 

Par excision, on a aussi : 

H1 (Y Y . ; k) s HP(X ,X̂  ; k) 0 [L(V)]i_P . p p-1 p p-1 k i- -J 

Puisque et r̂ _j sont respectivement des morphismes de A (̂X )̂-algèbres 

et Â (Xp_1 )-algèbres, est un morphisme de Â (X ,X j )-algèbres et induit en 

cohomologie un morphisme de HP(X ,X ^-modules. Soit [x] 0 v, v. un 

élément de HP(Xp,Xp_J) 0 (L(V)]1-p, et x € ZPAk(Xp,Xp_] ) un cocycle représenta

tif de fx] : F. (x 0 v, v.) = q*(x). R (v. ) T (v.) et l'élément 

qui lui correspond par l'excision 

H1 (Y Y ) = HP(Xn,X ; k) 0 [L(V)]1_P . p p-1 P p-1 k u J 

est [x] 0 vt v. (car [i*r (v )] = v ) . 

[c'est parce que IljCX.a^ opère trivialement sur H*(F,k) que 1 'isomorphisme 
d'excision ci-dessus est bien défini .J 

Ainsi induit un isomorphisme en cohomologie, d'où le théorème. 

Rma/ique. - Dans le cas général où la fibration F —• Y n'est plus 

nécessairement totalement transgressive, le "modèle" de la A(X)-ADĜ ĉ  ^k^^ 

(au sens de la remarque qui suit l'énoncé du théorème III.6) prend la forme d'un 
quasi-isomorphisme Â (X) 0 ^ic^ ê ^k^~^^*(c)9 désignant une 

T 
k-algèbre minimale, et T un terme de "transgression" intervenant dans la diffé-
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rentielle (en tant qu'algèbre graduée, A(X) ® n'est rien d'autre que le pro

duit tensoriel gradué A(X) 8 rrj ). P.P. Grivel [\s] et S. Halperin [24] ont 

démontré que, pour une classe assez large de fibrations, ftj est bien égal au k-

modèle minimal k % de la fibre, comme on pouvait l'espérer [si H*(F,k) 

est l'algèbre graduée libre L(V), k 8 ^7?J est égal à (L(V),d = 0)J . 
Q 

2 - AppJU.ccuti.onA aux ̂ ÂJoticutLoviÂ phsLvicJjpaJLzÀ. 

Soit IT un groupe abélien de rang fini et X une fibration principale 

de fibre K(IT,n) induite par une application classifiante t : 

K(n,n) ftK(IÏ,n+l) 

Y PK(n,n+l) 

q p 

X 
d+fe 

K(n,n+1) 

Posons W = Hom (ïï,k) (W = k ® II), et rappelons que les espaces 
n+1 Z H (K(II,n),k) et H (K(II,n+l ) ,k) sont tous deux isomorphes à W. 

LEMME ÏI/.3. -

La fibration principale Y -3-* X est totalement transgressive (relativement 

à tout corps k de caractéristique 0). Il existe en outre un isomorphisme 

a : Hn(K(n,n),k) Hn+1(K(n,n+1),k) d'espaces vectoriels, tel que 

l'application composée [x] : Hn(K(n,n),k) Hn+1(K(n,n+1),k) Hn+1(X,k) 

soit une transgression de la fibration. 
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La conclusion étant évidemment respectée par image réciproque, il suffit de 

démontrer le lemmê dans le cas de la fibration principale universelle 

PK(n,n+f) -2-* K(ÏÏ,n+l). Or : 

1) Puisque K(II,n+l) est simplement connexe, son groupe fondamental n'a 

aucune peine à opérer trivialement sur H (K(n,n),k). 

2) La cohomologie de la fibre est libre, puisqu'isomorphe à L̂ CW). 

3) Puisque la suite spectrale de la fibration p vérifie 
M* 

=0 pour 0 < m < n 
on a nécessairement : 

o,n _ o,n 
E2 " En+1 

et n+1 ,0 _ n+1 ,0 
E2 ' En+1 * 

+d1r+d 

n+1 ,0 

E2 ' 

La première de ces 2 égalités signifie déjà que tout élément 

[yj e W = Hn(K(Il,n),k) est transgressif. 

La seconde signifie que ^n+i prend ses valeurs dans Hn+1 (K(II,n+l ,k) = W, 

Montrons que l'application linéaire n̂+̂  est injective. On en déduira 

qu'elle est un isomorphisme. Or Ker d^+] = E°̂ n = E°,n = Hn(PK(n,n+l),k) = 0. 

Il suffit donc de prendre d̂ +j comme isomorphisme a, pour achever la 

démonstration du lemme IV.3. 

CokqJULoUjkl IV.4. -

Soit donc A^C») solution au problème des k-cochaînes commutatives défi

nie en III. 

Identifions Hn(K(IÏ,n) ,k) à W et Hn+1 (K(ïï,n+1 ,k) à Hn(K(IÏ,n) ,k) « W 

par l1isomorphisme a du lemme IV.3. Alors : 
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(i) Les AK(X)-ADG, . \^X^ 9 Ln^ et \ ^ SOnt \(x)~quasi"isomorPhe 

où [T] : W + (Hn+1.AK)(X) correspond à t : W + HN+1(X,k) par lfiso

morphisme naturel (H^ .̂A^HX) S Hn+*(X,k) défini au chapitre III (un 

AK(X)-quasi-isomorphisme, est un morphisme de AK(X)-ADĜ ^ induisant un 

isomorphisme en cohomologie). Elles ont donc en particulier même modèle minimal. 

(ii) Pour k = Q, on trouve en particulier que l'extension principale $(q) 

de A_(X), associée à une fibration principale Y —̂U- X par la bijection 

$ définie dans l'introduction du présent chapitre, est c-équivalente à A^(Y). 

Rejma/ique..- Si k ^ Q, cela n'a pas d'intérêt de parler des fibrations de 

fibre K(k ® IT,n) car le n1-1116 groupe d'homotopie de cet espace n'admet aucune 
Z 

structure naturelle de k-espace vectoriel (la structure de groupe abélien ne suf

fisant plus, alors, à définir une telle structure). 

D'autre part, il n'est plus vrai que : 

Horn (k ® IT,k) soit égal à Horn (k ® II,k). 
Z k Z 

3) Application aux espaces nilpotents. 

Soit X un espace nilpotent : il s'obtient à partir d'un point par une 

"suite" de fibrations principales 

qa 
(K(n ,n ) y X . X ) a a a+1 a ael 

où . I est un ensemble bien ordonné, 

. Xq = {point} , 0 désignant le plus petit élément de I, 

. la fonction a -* n de I dans N est croissante et finie en chaque 

dimension (i.e. V n, l'ensemble des indices a tels que n = n est 
a 

fini). 
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Notons Z : X •+ K(ïï ,n +1) une application classifiante de q . 

Etant donné un corps k de caractéristique 0, notons Va le k-espace 

vectoriel Hom̂ Ol̂ jk) et Vn = © Va . Soit ^ ( 0 La solution au problème 

des k-cochaînes commutâtives définie au chapitre III et /)7J a Â CX̂ ) 

le k-modèle minimal de Xa dont le théorème II.6 (partie (i)) affirme l'existence 

(l'algèbre est minimale, pa est un quasi-isomorphisme : on notera [pj] 

1'isomorphisme induit en cohomologie). 

Soit Z^ e Homk(Va,H (X,k)) l'application induite par Z^ en cohomologie, 

n +1 
[TJ e Hom̂ (Va,H (Â CX )) l'application qui lui correspond par 1'isomorphisme 

(H.Ak)(.) s H(.,k) du chapitre III, 

et K J - |PJ • LTJ £ Hom(V ,H 
n +1 
a (7a)). 

Lemme II/.5. -

(i) / a+l 7 a ft-, n / a' 

(ii) .W £ L( e v ) (isomorphisme de k-AG. v, les éléments de 

Vc étant considérés comme de dimension nQ). 
P P 

[iii) © Vn s Hom(n (X ),k) 6 n n 
3<a 

n =n F s Hom(nn(X),k) pour n < n̂  

n +1 
Choisissons une application linéaire T : V -+ Z (4?7 ) dont la composée rr, , a a /a 

avec la projection Z Œ (*7a) H Soit égale à LTAL * L'application 

Ta = pa ' Ta : Va Z ddd ddd permet alors de prolonger pa en un homo-
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morphisme p : -777 ® L (V ) + A. (X ) ® L (V ) de k-ADG. . qui est v a fa °o n a k a n a (c) x a x a a a 

un quasi-isomorphisme, puisque en est un. Comme, d'autre part, 

Â CX̂ ) 8 Ln (V̂ ) est quasi-isomorphe à Â CX̂ j) d'après le lemme IV.3., on 

obtient en composant un quasi-isomorphisme 

Ot) 0 L (V ) •+ A. (X ) . 
/CL ̂  n a la a+1 L 

a 
Supposons alors avoir déjà démontré, par récurrence sur a, que ^ a est 

isomorphe à L( @ V ) en tant que AG, N , avec dim VQ = nQ. 
3<a 3 (c) 3 3 

L'algèbre /?» 0 L (V ) est alors isomorphe à L( @ V0) . Or, pour ' a ^ n ot „ , p T a 3<ct+l a 
faire démarrer la récurrence, il suffit d'observer que Xq = {point} et 

<W = (L (k), d = 0). / o o 

Puisque 7/J' est une algèbre minimale, la différentielle d̂ , des éléments 
a 

de pour 3 < a, qui est la même que la différentielle dans /̂ a» appartient 

à L( © V ). Pour 3 = a, d% V = x (V ) appartient à <rr) = L( @ V ) . Y T a a a r / a Y y<3 a y<a 

Ceci prouve que la k-ADG. N O?) ® L (V ) est minimale. La partie (ii) du v (c) 'a ^ n or r v ' X ot a 
théorème II.6 permet de conclure que cette algèbre minimale, quasi-isomorphe à 

A (̂X^+j), ne peut qu'être égale à ^a+j« Ceci achève la démonstration des par

ties (i) et (i i) . La partie (iii) s'en déduit immédiatement, par récurrence sur a, 

grâce à la suite exacte d'homotopie de la fibration q̂ , et du fait que la 

fonction a -> n est croissante. Ceci achève la démonstration du lemme. 
a 

Puisqu'en outre, la réunion = lim 1ï) des algèbres W est le modèle —• /a /a a 
de lim A (̂X )̂ , et que l'application naturelle lim A (̂X ) •+ A^(X) est un 

a a 
quasi-isomorphisme, ;" est le modèle de A^(X). 
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On en déduit le 
Tho.on.lm2. IV.6. -

La réunion 7^ - lim des algèbres 49/^ est une algèbre minimale 

- dont l'espace des générateurs de dimension n est naturellement isomorphe 

à Hom(n (X),k), n 

- et dont la différentielle est définie par la donnée des invariants de 

Postnikov partiels 1 8 [ £ l e k 8 H a (X ,n) . 

Cette algèbre ^ est égale au modèle minimal de A (̂X). 

Réciproquement, pour k = Q, on a le 

Lemmo. II/. 7. -

Toute Q-algèbre minimale TT) - L( 9 V ) est le modèle d'un Q-espace X, 
Bel P q 

obtenu comme limite d'une tour : (ÎC(II ,n ) -* X , ——> X ^ T , où 
chaque X̂  est un Q-espace topologique, le Q-espace vectoriel 

dual de V (supposé de dimension finie), et n la dimension des éléments a 9 a 
de dans /W] . Le modèle minimal de X̂  est égal à la sous-algèbre 

In = L< « V -
d3rd 

Supposons en effet avoir déjà construit le Q-espace ayant pour modèle 

Of] = L( © V„). Soit o : nV Â (X ) un quasi-isomorphisme, et 
/a. $<0L & a /ot * a 

n +1 
x : V -> Z (Â CX )) l'application composée 

V 
a 

vf+d n +1 
Z a v+d dd n +1 

2 " AQ(Xa). 

En tant que k-ADG, /yrj est quasi-isomorphe a A_<X ) 8 L (V ). ^ (c) / a+1 Q a _ n a 
a 

L'unique fibration principale 
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K<Vna> ' V , Xa <avec ïïa= Ho>(Va^»> 

qui lui correspond par la bijection 

$ : -£(X ,K(n ,n )) (̂A (̂X ) ,L (V )), 

a un espace total X qui a même modèle minimal que A (X ) 0 L (V ) 

(Corollaire IV.4) : ce modèle ne peut donc qu'être égal à ^a+j• 

Tkeotôme II/.S. [tke.on.eme principal). -

Il existe une correspondance bijective (encore notée 0) entre types d'homo

topie de Q-espaces X (ou classes d'isomorphie de tours de Q-espaces) et 

classes d'isomorphie de Q-algèbres minimales *7 = (L(V),d). 

Dans cette correspondance, 
- l'espace Vn = ® va des générateurs de dimension n de est 

n =n 
a 

isomorphe à Hom̂ (TIn(X) ,Q) , 
- la différentielle d est définie par les invariants de Postnikov 

n +1 fa le H a (X ,ïï ) où n = Hom.(V L or a a a Q a 

Caô pa/vticuLioA doj> Qj>pcLcoj> AÂmplment conne,xej>. 

Si X et /W = L( © V1) sont simplement connexes, on note /WJ (n) la 

sous-algèbre L( © V1) de Of) engendrée par les générateurs de dimension 
2<ci.<n 

au plus n : /yrj (n) est alors le modèle minimal du n16-6 espace Xn de la tour 

de Postnikov. A la fibration principale : 
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K(Nn+1(X),n+l) ^K(Nn+1(X),n+2) 

Xn+1 PKNN+1(X),n+2) 

X 
n 

l 
n K(nn+1(X),n+2) 

correspond alors l'extension principale : 

Wvn+1> K(nn+1(X), 

^(n+1) = ^(n) 0 Ln+](Vn+1) — Ln+2(Vn+1) 0 L 0^ ' ) 
LU 1 

-7(11) 
T 
n (Ln+2(Vn+,),d=0) 

[ i j et • [ j j se correspondant par la bijection du lemme II.2. 

4) Remarques sur l'équivalence de catégories. 

dq (ô -ADG)̂  : 

(cf. la définition de au chap. I § 4 
et de (C -̂ADG)Q au chap. I I , fin § 2). 

Nous venons d'établir une bijection entre les classes d'isomorphie d'objets 

de chacune de ces 2 catégories. Ainsi que nous l'avons annoncé dans l'introduction, 

il existe en fait entre elles une équivalence de catégorie. Nous allons nous contenter 

d'esquisser les idées essentielles permettant de le prouver, renvoyant à Bousfield 

66 



IV - TRANSGRESSION 

et Gugenheim |j5 ~| pour une démonstration détaillée. 

Tout d'abord, il faut noter que la correspondance X 'w* <?̂ x qui, à tout 

espace X, associe le modèle minimal de A (̂x) n'est pas fonctorielle : 

n'est en effet défini qu'à isomorphisme près. 

Par contre, on a déjà observé au chapitre III que le foncteur contravariant 

A^(.) : S -> Q-ADG, x admettait un adjoint <•>. : Q-ADG, . + S [à Q (c) (c) 

gauche quand on considère ces foncteurs comme covariants sur : pour tout 

ensemble simplicial K, et toute Q-ADC. . A : Homç(K,<A> ) = Horn (A,A (K))], 
\C) o A^ Q|—AUG Q 

Notons | • | : S •> T le foncteur réalisation géométrique de Milnor [32] , 

et prenons pour A une Q-algèbre minimale TTj : Sullivan démontre alors ([39]) 

que l'espace X = |<?>?> | est un Q-espace, et qu'il admet 1)1 comme modèle. 
/ Q 1 

DTautre part, les foncteurs <->A et |-| passent aux quotients modulo les 
\ 

homotopies, et définissent donc, sur les catégories homotopiques, le foncteur com

posé (̂ -ADG)̂  —̂—> T défini au chapitre III. Nous venons de montrer en outre 

que F C?}/) admet TTj comme modèle minimal. 

TkeoKlmd II/.9. -

Le foncteur (̂ -ADG)̂  —-—• est une équivalence de catégories. En 

outre la bijection qui lui est associée entre classes d'isomorphie d'objets 

n'est autre que la bijection $ du théorème IV.8. 

Puisqu'on sait déjà que $ est bijective, il suffit de montrer que F est 

bijectif sur les homomorphismes ; on démontre pour cela, la suite d'identifications 

(Y étant un espace, et nfj une Q-algèbre minimale) : 

Y IY,X^I = rs.(Y),<^> i & rw,A.(Y)i 2 r>m.-»?j 
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(a) est le théorème de Milnor : S^(.) et | • | sont adjoints en tant que fonc-

teurs sur les catégories homotopiques. 

(3) résulte de ce que l'adjonction entre les foncteurs A (.) et <•> passe 

aux catégories homotopiques. 

(y) résulte du théorème II.6. 

Bien entendu, on peut aussi démontrer que l'application IJ^»^] > [x^ »X 1̂ 

est bijective par récurrence sur les fibrations de Postnikov : posons 

s*/ = L( © Va) et ^ = L( © Wi). 
a i 1 

Puisque les fonctions a -> n̂  et i n̂  sont finies en chaque degré, on peut 

toujours se ramener au cas où les 2 ensembles d'indices {a} et {i} sont égaux 

et les fonctions a -> n̂  sont les mêmes (quitte à ajouter, si besoin est, des espaces 

= {0} ou = {0} pour égaliser le nombre d'indices a en chaque degré). La 

démonstration se fait alors par récurrence sur a : soit if! e Horn (*?},*/) 
(c) 

induisant if̂  : nrj ^ -> a> où l'on a posé : 

<rr) = L( © Vn) 
/ A 3<a 3 

et T) = L( © Wo) 
/A 3<a 3 

Soit X = et Y = X_ . 

Supposons avoir déjà démontré que l'application F̂  : [p^^t &A>XJL 

induite par le foncteur F est bijective, et soit if) e Horn (fttj ,41 ) . 

On est alors ramené à démontrer le 

Lemme.-

L'ensemble des classes d'homotopie Y appartenant à CYa+i ,Xa+l-̂  ' 

rendent le diagramme ci-dessous homotopiquement commutatif 

68 



IV - TRANSGRESSION 

Ya+1 ' 
a» 

Xa+1 

Y 
a 

F (tf ) 
a a X 

a 

correspond biunivoquement aux classes d'homotopie [Y] e G7J7a+j »a+i-l 
induisant ffj par restriction à -fl̂  de l'application [ f ] [?] • F(V|. 

PK(W*,n +1) a' a PK(V*,n +1) 
a a 

h 
as 

Y 
a+1 

a. 

K(W*,n +1) 
a a 

a+1 

4 
a 

K(V*,n +1) a' a 

h 
a 

Y 
a 

F (1/) ) a a X 
a 

'1 
a 

C'est une version relative du corollaire IV.4. La démonstration, qui se fait 
par une méthode analogue, est laissée au lecteur. 
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CHAPITRE 1/ - [QUELQUES EXEMPLES ET APPLICATIONS] 

Pour tout espace nilpotent on notera Iff x son modèle minimal (i.e. le modè

le de la Q-ADG^ A (̂X)). Pour tout corps k de caractéristique 0, on notera 

(^x>k la k-ADG^ k 0 irj^ (égale au modèle de A^X)). 

1 - Coa ou. 1'algebn.c de cohomologie QAt libre. 

Soit L(V) = H (X,Q) l'algèbre de cohomologie d'un espace connexe X, où 

V = © Vn désigne un (Q-espace vectoriel gradué, de dimension finie en chaque 
n *1 

degré. 

Proposition V.1. -

Posons ïïn = Hom̂ (Vn,Q) ; on a alors : X̂  = n K(ïïn,n) 

(tous les invariants de Postnikov sont nuls et n = Q Ô ÎT (X)), et 

47) x est égale à l'algèbre de cohomologie L(V) elle-même, munie de la 

différentielle d = 0. 

Notons en effet p : V -> Z(A (̂X)) une application (Q-linéaire, associant 

à tout élément v e Vn C Hn(X,Q) un cocycle représentatif p(x) e ZnÂ (X). 

Cette application s'étend, de façon unique, en un quasi-isomorphisme 

(L(V),d = 0) AQ(X). 

Puisque (L(V),d = 0) est une algèbre minimale, la clause d'unicité (partie ii 

du théorème II.6) implique que cette algèbre minimale ne peut qu'être celle de X. 

Exemples. -

a) Pour X = Ŝ n+̂  (sphère de dimension impaire), on a alors 

^a+l-(E(C2n+l)'d-0)-

(algèbre extérieure à 1 seul générateur de dimension 2n+l). 
zn+1 

70 



V - EXEMPLES 

b) Si X = G est un groupe de Lie connexe, il a même type d'homotopie qu'un 

sous-groupe compact maximal K : sa cohomologie réelle est alors égale à la (R-

algèbre extérieure E(P̂ ) construite sur l'espace vectoriel gradué P̂ . des élé-

merits primitifs de K (qui sont tous de degré impair ; (irj G)jR est donc égal à 

(E(PR), d=0). 

c) Plus généralement, si X est un H-espace connexe de type fini, on sait que 

sa cohomologie est une algèbre libre [c'est en particulier le cas de l'espace ft(Z,x ) 

des lacets d'un espace simplement connexe Z en un point de base x ; 

^ft(Z x ) 6St àlors éSal à (L(V), d=0) avec Vn = Hom(IIn+1 (Z) ,<Q) , n * 1 ; 

si Z n'est pas simplement connexe, l'algèbre (L(V), d=0) est le modèle de la 

composante connexe du lacet constant en x "] . 

d) Si X = BG où G désigne, comme en b, un groupe de Lie connexe, admettant 

K comme sous-groupe compact maximal, on désigne par J P̂  le lR-espace vectoriel 

gradué obtenu par suspension de P : (Y P„)n = (Pv)n ' pour tout n ^ 2. 

On sait que H*(BG,|R) est alors égale à l'algèbre symétrique S( J P ) ; donc 

K(Q,4n-l) ksks e+s 

2 - Sphe.ft.2A S n de. cLLmzyiAlon pouUie,. 

Voici le diagramme topologique représentant la construction du localisé 

< s 2 \ = 

K 

K(Q,4n-l) K(Q,4n-l) 

+dr+drd 

s2n 

PK(d),4n) contractile 

K(Q,2n) x 2 
K(Q,4n) 

x2 ^ 0 

localisationr 

71 

http://Sphe.ft.2A


HOMOTOPIE DES FORMES DIFFÉRENTIELLES 

(x représente la classe fondamentale [x] e H2n(S2n,$) et i la classe fonda

mentale [i] e H2n(K(Q,2n),Q), de sorte que [\2 o x] = [x]2 = 0) . 

Voici le diagramme algébrique dual : 

|n| = 4n-l 
E(N) = = = = = = = = = E(N) 

S(Ç) 0 E(n) •< S(Sf) 0 E(N) acyclique 
6>isomorphisme 

DN = Ç2 
dÇ = 0 DÇ1 = 0 

AQ(S-) X S(Ç) 
Ç = 2n 
dÇ = 0 

-s2 
1 S(Ç') 

+dr+d= 4n, 
dÇ1 =0 

~2 2 
(avec i (£f) = £ , x(£) = n'importe quel 2n-cocycle représentant x). 

Ainsi 

^ 9 = S(Ç) 0 E(N) avec |Ç| = 2n, |N| = 4n-l 

DÇ = 0 DN = 

On retrouve en particulier : 

rg(7T (S2n)) = 
0 i ^ 2n, 4n-l 

1 i = 2n, 4n-l 

3 - Espace* pJiojcctifa compl<LXQj> Pn((C). 

Voici le diagramme topologique représentant la construction du localisé 
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K(Q,2n+l) K(<Q,2n+l) 

(PnW)^ 

livrakisation 

PK(Q,2n+2) 

Pn«E) X K((Q,2) 
n+1 

\ K(Q,2n+2) 

x ^ 0 

(x représente ici la classe rationnelle de Chern (Cj)̂  e H (P (<C) ,Q) du fibre 

canonique en droites complexes de base Pn((E)), et \ la classe fondamentale 

[i] e H2(K((Q,2),Q). 

Voici le diagramme algébrique dual : 

E(N) 

|N| = 2n+l 
E(N) 

SCO ® E(N) S(Ç') ® E(N) 

s+isomphismem dn = £ 
dÇ = 0 

dn = R' 
dÇ* = 0 

AQ(Pn«E)) - x 
sa) 

~n+l 
S(Ç') 

1*1 = 2 
dÇ = 0 

k ' I = 2n+2 
àV = 0 

(avec în (̂£f) = Çn+̂  et x(Ç) = n'importe quel 2-cocycle représentant x). 

Ainsi : 
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on = S(0 8 E(N) avec 
/Pn(Œ) 

I C I = 2 
DÇ = 0 

| n I = 2n+l 
DN = K 

On retrouve en particulier 

rg(TT.(Pn(C)) = 
O pour i # 2, 2n+l 

Théorème I/.2. -

1 pour i = 2, 2n+l 

4 - Caô dej> v<v\JjQ\t&> du.^Q^KQjAtLahloji. 

Dans le cas ou X est une variété C , i l est plus commode de manipuler 

l'algèbre usuelle P̂ (̂X) des formes différentielles que les algèbres Â (X) 

Â (X) = IR 8 Â (X) ou ApR(X) de formes différentielles simpliciales sur l'espace 

topologique sous-jacent, d'où l'utilité du 

""Les R-ADG^ %R(X) ET = ̂  ® A^(X) sont c-équivalentes? En par

ticulier, le modèle (X) ê D̂R̂ ^ 6St ŝomorPne ^ ^̂ 7x̂ (R* 

Notons, en effet, Ŝ (X) le sous-ensemble simplicial de Ŝ (X) formé des 

simplexes singuliers qui sont C°° : l'inclusion naturelle simpliciale 

a : Ŝ (X) Ŝ (X) est une équivalence d'homotopie. 

Soit p : ftpp(X) •> Â R(Ŝ (X)) l'application qui, à toute p-forme 

o) e ftJL(X), associe la p-forme simpliciale p : S°°(X) •+ A?_(A ) définie par 

(p )a = a*w Qrappelons que a : An -> X est une application différentiable, 

qui induit par conséquent a* : p̂CX) -> ^ (̂A )̂ = ADR(An)] . 

On en déduit une suite d'homomorphismes de fR-ADĜ ^ : 

^ ( X ) ^ ( S - f f ) ) ^ - A^S-a)) 
d+d1r 

AR(S(X)) 

ADR(S"(X); 
V ( a ) 

- v ( s ( x ) ) • v ( x ) 

74 



V - EXEMPLES 

Or p est un quasi-isomorphisme (qui sert d'intermédiaire dans la démonstra

tion du théorème de de Rham classique) ; u est aussi un quasi-isomorphisme d'après 

le théorème III.3., ainsi que Â 01) et AnR̂ â  puisque a est une équivalence 

d'homotopie. Cette suite de quasi-isomorphismes réalise les c-équivalences cherchées. 

Rewa/LQUC - Nous avons déjà observé qu'il n'y a pas de "bonne" théorie de la 

(R-localisation, en particulier parce que cela n'a aucun sens de supposer que les 

groupes d'homotopie 7Tn(x) d'un espace X (n ^ 2) sont des (R-espaces vectoriels. 

Par abus de langage, nous appellerons quand même type d'homotopie réel d'un 

espace topologique X la classe d'isomorphie de |R 0 dans IR-ADG, et plus 

généralement k-type d'homotopie (k corps de caractéristique 0) la classe d'iso
morphie de k ® ''77v» 

Q /X 

Le théorème V.2. conduit alors à poser le problème suivant : existe-t-il deux 

espaces nilpotents ayant même k-type d'homotopie pour une certaine extension k 

de Q, et des types d'homotopie rationnelle distincts ? La réponse est oui : il suf

fit de construire des algèbres minimales à l'aide de formes quadratiques sur les réels 

ayant même signature, mais non rationnellement équivalentes. 

5 - VibnJés principaux c°° qJl G-ADG . 

Sur l'ADG, x Œ (P) des formes différentielles sur un G-fibré principal {c) DR 
différentiable P -> X, le groupe de Lie G opère, induisant une représentation 

infinitésimale x -> 9^ de son algèbre de Lie , et des champs de vecteurs 

fondamentaux permettant de définir, pour tout élément x de Cp, un produit 

intérieur i . 
x 

Plus généralement, on appelle G-ADG, une ÏR-ADĜ  U, sur laquelle opère 

un groupe de Lie G ; pour tout élément x de l'algèbre de Lie Cp de G, 

on note 8 : UP -v UP la dérivation de degré 0 telle que x 0 soit 

la représentation de dans U associée à celle de G. On suppose enfin 

donnée une application linéaire x i qui, à tout élément x e Of , associe 
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une antidérivation ix : UP •> UP 1 de degré -1, telle que soient vérifiées 

les relations de Cartan £ô] : 

ir -i = i . 8 - i . 9 
|x,yj x y y x 

0 = i . d + d . i 
x x x 

G Notons .IU = U la sous-ADG, . de U formée des éléments invariants de U (c) 
a r c n Ker 0 ; si G est connexe, cette inclusion devient une égalité). 

.SBU = r~\ Ker i la sous-AG, . de U formée des éléments semi-

basiques. 

.BU = IU H SBU la sous-ADG. . formée ,des éléments basiques 

[si U = D̂R(p) où P est un G-fibré principal C°° de base X, BU = %R(XÏ] • 

Si H désigne un sous-groupe de Lie de G, toute G-ADG^ U est aussi 

une H-ADĜ ^ par restriction de l'action de G à H, et des opérateurs 0x 

et i aux éléments x de l'algèbre de Lie n de H : on note alors IUU, X f H 
SB U et BU les algèbres correspondant à cette restriction. 

H. H 
Supposons G connexe et son algèbre de Lie reductive. 

Notons Pn l'espace vectoriel gradué des éléments primitifs G 
de G [PGC H*(G,R) = E(PG)] 

et QG = ï PG [ QGC H*(BG,R) = S(QG)], 

Rappelons alors ( [ô] , [l7]) la 

VnopQâUlQYi 1/.3. [CkevaJUey-CaJtUanl 

(i) Si G opère sur U de façon complètement réductible ou si U est l'espace 

D̂R(P) des formes différentielles sur un G-fibré principal P, l'inclusion natu

relle IU c——U est un quasi-isomorphisme. 
(ii) S'il existe une connexion sur U, il existe une inclusion 

BU 0 E(P ) ( S -> IU d'ADG, . qui est un quasi-isomorphisme (où G ( c ) 
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T : (P̂ ,)11 Zn+ (BU) est la composée de la transgression G 

(P )n y (Q̂ )n+1 avec l'homomorphisme de Chern-Weil S(Q_J Z(BU) 
G = G G 

associé à la connexion). 

Si P -> X est un G-f ibré principal C°° , il admet toujours une connexion. 

Si G est compact connexe, la fibration P X est totalement transgressive et 

le théorème V.3 est un cas particulier du théorème IV. 2. Le modèle -p^iEL ^& P 

est donc le même que celui de BU 0 E(P ). 

kppticatton aux &6pac2A komog(ineJ>. 

Soit G un groupe de Lie compact connexe, H un sous-groupe de Lie connexe 

fermé et G/H l'espace homogène correspondant. Notons Oj et ^ les algèbres 

de Lie de G et H, \ : H G l'inclusion naturelle et Bi : BH -> BG la fi

bration induite (de fibre G/H). 

On a alors un diagramme commutatif : 

Rmcutquo, : 

H*(G,R) = E(P ) D P 
TG 

Q̂ C S(Q„) = H*(BG,R) 

d+r *dr (BO* 
V 

(Bi)* 

H*(H,R) = E(PR) D PR S(QR) = H (BH,R) 

Notons C (G/H) la IR-ADĜ ^ égale au produit tensoriel gradué 

S(Q__) 0 E(Pn), muni de la différentielle D égale à 0 sur S(Q__) 0 1, et n G H 
vérifiant D(l 0 O = (Bi)* . (T ) (O 0 1 pour £ e P_. 

Rappelons (H. Cartan \_1 J ) que la cohomologie de cette algèbre est isomorphe 

à celle de G/H. Plus précisément, on a la 

Proposition 

I Les (R-ADG, >. C(G/H) et ^(G/H) sont c-équivalentes. 
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Elles ont donc même modèle minimal. 

Voici en effet une suite de quasi-isomorphismes réalisant la c-équivalence 

cherchée : 

n^CG/H) +2- c(rf.fl) +2- b h ( w ( ^ ) ectof) - J - C(G/H) 

. On a désigné par a l'inclusion dans BT7(ft (G)) = ^„(G/H) de dsffdfg 

(ou est identifié aux formes différentielles sur G invariantes à gauche) 

d'après J.L. Koszul [30], a est un quasi-isomorphisme : 

. Notant W(̂ ) l'algèbre de Weil de ^ (cf. [6 ] ), C(0p et W(̂ ) sont 

deux H.ADG^ ; donc aussi leur produit tensoriel gradué W(3̂i ) 0 ^(0J) , et 3 

est 1'homomorphisme induit sur les éléments basiques par l'inclusion de H.ADĜ ^ : 

C(<tf) + W( #) 0 C(tf). 

Puisque W(̂ ) est acyclique cette inclusion est un quasi-isomorphisme, i l 

en est donc de même de l'inclusion 3 induite sur les éléments basiques. 

La structure naturelle de G-ADG sur C(̂ f) en induit une sur W(̂ ) 0 

(g(u 0 v) = u 0 g.v, i-x(u ® v) = u 0 iXV>9X(U ® v) = u 0 x̂v) et la sous-algèbre 

BH(W(̂ ) 0 C(^f)) en est une sous-G-ADG. L'homomorphisme 

Y : S(QR) 0 E(PQ) -> BH(W(̂ ) 0 C(< )̂) n'est autre que la composée s 0 r 

des homomorphismes définis à la proposition V.3 : c'est donc un quasi-isomorphisme. 

6 - Espace djassl^lant d'un groupe. niZpotent. 

Traitons explicitement l'exemple prototype du groupe N̂  des matrices de la 

forme 

1 m p 

0 1 n 

0 1 , 

avec m, n, p e Z. 
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Si l'on note N le groupe de Lie des matrices fR '1 a ĉ  

0 1 b ] 

\0 0 1 y 

avec a, b, c e (R, le N -revêtement galoisien N •+ N \N est universel, car 
3 N est contractile (difféomorphe à IR ). Par conséquent, la variété compacte IR 

de dimension 3 égale à N_\N_ est un espace classifiant BN pour le groupe N_. 

Les produits de matrices : 

1 m py 

0 1 n 

0 1. 

' 1 a c 

0 1 b 

.0 0 \y 

' 1 a+m c+p+anN 

0 1 b+n 

,0 0 1 

et 
'1 a c\ 

0 1 b 

\ 0 0 \y 

' 1 0 A > 

0 1 0 

\0 0 1 , 

' 1 a c+A 

0 1 b 

\ 0 0 1 

montrent que la IR-fibration principale IR •+ N —(R^ définie par 

p(a,b,c) = (a,b) définit, par passage aux quotients mod N une S^-fibration 

principale C au-dessus du tore s' -> BN̂  

IR Z\IR = S1 = K(£,l) 

+ftf N \N = BN_ Z (R l 

P P 

,R2 2 2 2 2 £ \|R = T = K(Z ,1) 
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Puisque tout fibre principal C admet une application classifiante, il 

existe donc t : K(Z ,1) K(Z,2) tel que la fibration p s'écrive comme image 

réciproque par £ 

K(Z,1) = K(Z,1) 

+ft+ft PK(Z,2) 

P 

K(Z2,1) - l K(Z,2) 

La classe de cohomologie [£] e H2(T2,Z) = Z est non nulle : elle est en 

effet égale à la classe d'Euler de la fibration p ; or celle-ci est donnée 

par la formule de Gauss-Bonnet [£\ = ~ où Q, désigne la 2-forme de cour-

bure de n'importe quelle connexion sur p . Nous allons en choisir une particulière. 

Notons A, B, C les champs de vecteurs invariants à gauche sur N engendrés 

par les éléments 

A = 

0 1 0 
0 0 0 

v 0 0 0 
B = 

0 0 0 
0 0 1 

v 0 0 0 
C = 

0 0 1 
0 0 0 

0 0 0 y 

de l'algèbre de Lie ^jflj de N , et notons a, 3, y la base duale dans le module 

(libre) des 1-formes sur N : puisqu'elles sont invariantes à gauche, ces formes 

définissent par passages aux quotients mod N̂  des 1-formes a, 3 et y sur 

W 

Puisque [A,B] = C, [A,C] = 0, [B,C] = 0, on obtient par dualité da = 0, 

d6 = 0, d y = - a A 3 , d'où : dâ =0, dg =0, dy = - a A $. 

80 



V - EXEMPLES 

Les 1-formes a, $ et y sont invariantes par l'action à droite de S , 

est une forme de connexion, a et 3 sont des formes basiques (relativement à 1 

S*-fibration principale p) et Q = - a A 3 est la 2-forme de courbure de y. 
f — — 2 2 Puisque « a A 3 = 1, on en déduit que est un générateur de H (T ,Z). 

Par localisation, on obtient : 

K(Q,1) K(Q,1) 

f+tf55tf+ PK(Q,2) 

K((Q2,1) A . K(Q,2) 

d'où le modèle minimal de BN̂  : 

E(w) E(w) | w | = 1 

dw = -u A v E(u,v) 8 E(w) S(r) ® E(w) dw = r 

E(u,v) 

| u | = l v | = l 
du = 0 = dv 

T S(r) x(r) = -u A v 

k l = 2 
dr = 0 

On a donc démontré la 

PlopoA-vtion 1/.5. -

Le modèle minimal de BN̂  est égal à l'algèbre extérieure E(u,v,w) à 

3 générateurs u,v et w de degré 1, avec du = dv = 0, dw = -u A v. 
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On observe en particulier, en tensorisant par R, que le modèle minimal réel de 

BN est isomorphe à l'algèbre C(7t) des cochaînes (scalaires) sur l'algèbre de 

Lie % de N . 

Rma/ique*. -

7) Ce résultat est général. Si II est un groupe nilpotent, limite d'une suite 

finie d'extensions centrales 

0 —• A —y n , —y n —y 1 a a+1 a 

(a = 0 ,1 , . . . , r-1 avec Iïq = 1 , 11̂  = n) 

par des groupes abéliens Aa de rang fini, il admet une "completion de Malcev" 

(notée II "8" R au chapitre I), qui est un groupe de Lie contractile, dont 
Z 

l'algèbre de Lie 0^ (n) est nilpotente. 

Le modèle minimal réel du classifiant BIT de II est alors isomorphe à 

l'ADG^̂  C(^(n)) des cochaînes (scalaires) sur l'algèbre de Lie CP (II). 

Réciproquement, toute algèbre minimale dont les générateurs sont tous de 

degré 1 est l'algèbre des cochaînes sur une algèbre de Lie nilpotente 0P . 

Cette algèbre minimale est le modèle du classifiant BII de n'importe quel groupe 

nilpotent II admettant comme completion de Malcev le groupe de Lie simplement 

connexe (donc contractile) d'algèbre de Lie ^. 

En particulier, soit = /#/x le modèle minimal d'un espace nilpotent X 

et 'fl^(l) la sous-algèbre minimale engendrée par les générateurs de degré 1 : 

l'inclusion ^7(1) ^ représente alors l'application classifiante du revê- 

tement universel X de X, tandis que le modèle minimal de X s'obtient 

à partir de sffj en identifiant à 0 tous les générateurs de degré 1 ; /^( l ) 

est donc l'algèbre des formes invariantes à gauche sur le groupe de Lie G(II1(X)) 

obtenu à partir de II (X) par completion de Malcev. 
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2) Soit o) e ^R(X) ® ùj une 1-forme sur une variété différentiable X, à 

coefficients dans l'algèbre de Lie ùj d'un groupe de Lie G, vérifiant l'équation 

de Maurer-Cartan 

do) + - w A u = 0. 
9 

P 

On sait qu'elle définit un homomorphisme de groupes TT (X,Xq) • G, une 

fois fixé un point de base Xq dans X. Si l'algèbre de Lie Oj. est nilpotente, 

se calcule alors en termes d'intégrales itérées (Chen Q2]) m 

Par exemple, si G = NR, se donner u) consiste à se donner trois 1-formes x, y, 

z e ^R(X) vérifiant dx = dy = 0, dz = -x A y. Pour tout lacet A : [o,l] ->• X en 

en x , différentiable par morceaux, notons X^ la restriction de A à [o,t] et 

T x la fonction t -> x. On a alors : 

P [À]"' = 
0) 1—1 

1 X 
A 

z + 
A 'A 

•• x)y 
A 

0 1 y 

o o i 

(en particulier, z + (i x)y ne dépend que de la classe d'homotopie de [A]). 

7 - EApac&A ioncttonnelA. 

L'idée essentielle, due à Thom [44], est de considérer certains espaces 

fonctionnels comme solution d'un problème universel dans une catégorie d'espaces 

topologiques, de transposer ce problème universel dans la catégorie des ADĜ ,̂ 

de construire une solution au problème universel algébrique, et de montrer enfin 

que cette solution algébrique est - sinon égale - du moins c-équivalente au modèle 

de l'espace fonctionnel. 

A titre d'exemple, nous allons calculer le modèle minimal de l'espace ^(s'jX) 
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des lacets (libres) sur un espace topologique simplement connexe X (cf. D. Sullivan 

et M. Vigue [40] ) . 

Supposons la topologie de X définie par une métrique, et *C(Ŝ ,X) muni de 

la topologie de la convergence uniforme. Puisque X est simplement connexe, t!(S ,̂X) 

est connexe ; et c'est un espace nilpotent, d'après Hilton [27] . 

Pour tout espace compact Z, l'application naturelle d'adjonction 

,Ç(Z,,e(S1,X)) -> ?(Z x s\x) 

Z x S1 

d+dr+d 

«(s'.X) x s' 

J 

vrd X 

est bijective. [Elle associe, à toute application 10 : Z £(S^,X), l'application 

$ : Z x s1 X définie par $(z,6) = e(i|)(z),6)> e désignant l'application 

d* évaluation]. 

Soit s?y = (L(V),d) le modèle de X, et (L, (£),d = 0) le modèle de S1. 

On va chercher à résoudre, de façon duale, le problème universel suivant : 

trouver une ADG^ 3& et un morphisme e : irj -> X 0 Lj(0 d'ADG^ tels que, 

A 0 L (O 

f 0 1̂  

d+rd+dr+d52r 

d+r 

v r d+r 

pour toute ADG. . A, l'application naturelle 

HomADG <*'A) H°mADG, , ( 7 ' A 0 L i a ) ) 
(c) (c) 
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qui, à Y : 3£ A, associe l'homomorphisme Y = (Y 0 lç).e de ^ dans 

A 0 Lj(£) soit bijective. 

Un homomorphisme d'algèbres V : L(V) •> A 0 L, (O est défini par sa restric

tion V -> A 0 Lj (£) aux générateurs de et cette restriction s'écrit d'une 

façon et d'une seule sous la forme 

Y(v) = r(v) 0 1 + r(v) 0 £ 

où r : V A est une application linéaire de degré 0 , 

et r : V -> A est une application linéaire de degré -1. 

Notons alors V = @ (V)n l'espace vectoriel gradué défini par (V)n * = Vn 

(n >, 2 ) . 

Soit % l'algèbre graduée L(V @ V) = L(V) 0 L(V) et 

e : -> 3L 0 (O = L(V) 0 L(V) 0 L, (Ç) l'homomorphisme d'algèbres graduées 

défini par : 

e ( v ) = v 0 1 0 1 + 1 0 v 0 Ç 

où v désigne l'image de v par l'identification Vn = (V)n ^ : il est alors clair 

que (3£,e) ainsi défini est solution du problème universel que l'on peut définir 

de façon analogue dans la catégorie ^(c) au lleu de ADĜ ^ . 

On va définir maintenant une différentielle d^ sur OS de façon que e 

commute aux différentielles : 

d (v 8 1) 8 1 + d (1 0 v) 0 £ = e(dv). 

Si l'on note i : 06 -+ 3£ 1'antidérivation de degré -1 définie par 

i(v 0 1)= (~1)'V' 1 0 v et i(l 0 v) = 0, 

bn vérifie que e : L(V) X 0 L, (ç) satisfait, pour tout élément 
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a e L(V) à la formule : e(a) = (a 0 1) 0 1 + (-1)'a'i(a x 1) ® £. 

On en déduit la différentielle d^ : 

d^(v 0 1 ) = dv 0 1 , 

d^(l 0 v) = ( - l ) ldVl i(dv) . 

Il est aisé de vérifier alors que (jÉ,d^,e) est solution du problème uni

versel donné dans la catégorie ADG^ . On observe que l'algèbre ^ ' ^ ^ est 

minimale si Offj = (L(V),d) l'est. 

Notons alors H le modèle minimal de l'espace des lacets x(S ,X) : 

l'application d'évaluation e : ̂ (S ĵX) x -* X donne naissance à un homomorphisme 

d'ADGc A : SMf % 0 L̂  (O : par définition du problème universel dont X 

est solution, il existe donc un homomorphisme A : Ot X tel que 

<xe iL](ç)).s A. 

Soient alors x un point de base dans X, et 0 un point de base dans o o 
S1. L'application p : ̂ (S ĵX) -> X définie par p(y) = T(9Q) est une fibration, 

dont la fibre en x est l'espace Œ(X,x ) des lacets en x . Cette fibration o r o o 
admet une section s : X -+*6(s',X) qui associe, à tout point x, le lacet cons

tant égal à x. Cette fibration donne naissance au diagramme 

L(V) +bt 

s 

btf L(V), 

où s o p = ^L(V) 6t (L(v)>^=°) est ê modèle de Œ(X,Xq) d'après la propo

sition V.1 (exemple c). Le diagramme ci-dessous étant commutatif : 

L(V) 
* 

P 
s 

: 36 L(V) 

f+ft+f 

L(V) 
(s.) 

X 

I 
O6=L(V)0L(V) 

L(V) 
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$ * % — (où (pj) (v) = v 0 1 et (s,) (v 0 1 ) = v, (s,) (1 0 v) = 0), A ne peut qu'être 

bijectif : c'est donc un isomorphisme. On a ainsi démontré la : 

Proposition V.6. -

Si un espace simplement connexe X admet pour modèle minimal = (L(V),d), 

l'espace ~C(Ŝ ,X) des lacets libres admet pour modèle minimal. 

OC = L(V © V) = L(V) 0 L(V) (où (V)11"1 = Vn) 

avec d ̂ (v 0 1 ) = dv 0 1 

et d^d 0 v) = (-1 ) 'dvU (dv) . 

Exemple : 

Si X = S2n, le modèle Ot de ^(S*,S2n) est l'algèbre 

S(Ç0 ,n, o) ® E(Ç0 ,,11, ,) muni de la différentielle : zn 4n-z zn-1 4n-l 

dÇ2n " °> dÇ2n-l " ° 

dn4n-1 = (Ç2n)2'dV-2 = 2Ç2n 0 *2n-l 

RmoAquo* : 

1) D. Sullivan et M. Vigue ( 0+oJ ) ont utilisé ce calcul de 36, pour rendre 

opérationnel un théorème de Gromoll et Meyer affirmant l'existence, sur toute 

variété riemannienne sur X, d'une infinité de géodésiques périodiques géomé

triquement distinctes, pourvu que la suite des nombres de Betti de ^(S^X) ne 

soit pas bornée : il suffit pour cela que l'algèbre H (X,Q) ne puisse être en

gendrée par un seul élément. 

2) On peut calculer plus généralement, par un procédé analogue, un modèle al

gébrique pour l'espace des sections d'un fibre (cf. [44]). Haefliger a en parti

culier utilisé ce calcul pour démontrer la conjecture de Bott qui affirme que la 
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cohomologie de Guelfand Fuks de l'algèbre de Lie des champs de vecteurs sur une 

variété est isomorphe à la cohomologie de l'espace des sections d'un certain fibre. 

Bien entendu, l'ADG^ exhibée par Haefliger est intéressante en elle-même, car 

plus manipulable que l'espace des sections d'un fibre ! (cf. [2l] , [22]) 

3) Le fait que l'ADG^ construite dans le cas de ^(S^X) soit minimale 

est exceptionnel ; dans le cas général, le modèle algébrique trouvé est seulement 

une algèbre libre, qui peut avoir des générateurs de degré 0 ou négatif. 

On peut cependant en calculer le modèle minimal (cf. Watkiss [47]), en se déba-

rassant d'abord des générateurs de degré £ 0, puis en appliquant une méthode généra

le, due à Sullivan,pour calculer le modèle minimal d'une ADG^ libre connexe que nous 

allons exposer au § suivant. 

S - Modèle, minimal a" una ÀPĜ j libre, connexe et simolemeyvt connexe.. 

Nous avons vu déjà plusieurs exemples d'ADG^ libres (L(V) ,d) non minimales, 

mais c-équivalentes au modèle minimal des espaces étudiés (cas des espaces homogènes, 

ou d'espaces fonctionnels), d'où l'intérêt d'une méthode générale de calcul de leur 

modèle minimal. 

D'une ADG, N, on dira qu'elle est contractile si elle est libre,de la forme (c)' 
(L(W' © W),d) où d|w, = 0 et d|w est un isomorphisme de W sur W'. 

Soit donc (L(V),d) une ADG. v libre, connexe (V = © Vn), et simplement 

connexe [H (L(V),d)) = o] . 

Notons L++(V) l'idéal de L(V) engendré par les éléments décomposables, et 

d' : Vn •+ Vn+1 la composante sur Vn+1 de la différentielle 

d : Vn - (L(V))n+1 = vn+1 <9 (L++(V))n+1 . 

Proposition V.l. -

Le modèle minimal L(V') de (L(V),d) est alors engendré par l'espace vecto

riel gradué V = H*(V,d') (cohomologie de V, muni de la différentielle d'). 
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Soient en effet v' un supplémentaire de Im d' dans Ker d' et W un 

supplémentaire de Ker d* dans V : 

r v = im d1 e v1 e w 

t d' est nul sur Im d1 et sur V1 

. d* I est un isomorphisme W • Im d1 
N IW = 

Soit W* l'image de W par d dans L(V) : d est un isomorphisme de W 

sur W1. 

Montrons que W + (Vf © W) engendre tout L(V) ; Vn+1 = d'Wn © V|T1+1 © Wn+1 

sera engendré par W .+ (V © W) si dfWn l'est ; or d'Wn e (W')n+1 + |L++(V)]n+1 
n 

il suffit que © V1 soit engendré par W' + (V © W), pour qu'il en soit de 
i=l 

même de (V)Jn+1, donc de d'Wn, donc de Vn+1 ; puisque, pour n = 1, 

[L++(V)22 est engendré par V'1 © W1, la récurrence peut démarrer. Puisque 

dim W = dim Im d', la somme W + V © W est donc directe, et 

L(V) = L(W © V © W). 

= L(V') 0 L(W © W). 

En outre, la sous-algèbre C = L(W! © W) est stable par d et contractile, et 

V est isomorphe à H(V,df). 

Notons <C > l1idéal homogène engendré par les éléments degré > 0 de C : 

il est stable par d, de sorte que la différentielle d de L(V) définit par passa

ge aux quotients une différentielle d̂  sur l'algèbre quotient L(V)/<C+>. 

Cette algèbre quotient est évidemment isomorphe à L(VT), et la différentielle 

de tout générateur v* e V1 est decomposable puisque df|v, = 0. Elle est donc mini

male, pourvu qu'elle soit simplement connexe. Tout revient donc à démontrer le 

Lemme l/.S. -

Soit A une ADĜ ,̂ C = L(W' © W) une sous-ADG^ contractile de A, et sup

posons qu'il existe une sous-ADG, v B de A (non nécessairement stable par d) 
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telle que A = B 0 C (en tant quTalgèbres graduées). Notant <C+> l'idéal 

homogène (nécessairement stable par d) engendré par les éléments de degré > 0 
7T + 

de C, l'application naturelle A >• A/<C > est un quasi-isomorphisme. 
Bien entendu, il suffit de démontrer ce lemme lorsque dim W (= dim Wf) = 1 , le 

cas général s'en déduisant ensuite par récurrence (éventuellement transfinie) sur dim W. 

Soit donc {x} une base (homogène) de W et {y = dx} la base correspondante 

de WT. 

Supposons d'abord l'élément x de dimension paire. Tout élément 

u e A = B © <C+> s'écrit de façon unique, sous la forme : 

u = b + l b' xr + l b" y x 
r*l r r*0 r 

r 

où b, b', b" e B. On a alors r' r 

du = db + 
vrd 

• dbf . xr + y 
vrd 

db"+(-l) r 
dd 

sdr+dr 
r 

y . x . 

Dire que u est un cocycle équivaut donc à db = 0, bf = (-1) 
1 r -TT dbM r+1 r 

pour r £ 0 (dbT = 0 pour r ^ 1), et l'on a alors : 

u = b + d( } 
r*0 

(-0 
|b"| 

b" r 
r+1 

x r+1 ' 

Si b = 0, on obtient en particulier que tout cocycle dans <C+> est un cobord, 

et par conséquent si un cocycle u e A est un cobord modulo <C+>, c'est un cobord : 

c'est dire que TT : A A/<C+> est injectif en cohomologie. Le calcul montre aussi 

que si un élément u e A = B © <C+> a une différentielle du dans <C+>, c'est que 

sa composante b sur B est un cocycle : on en déduit que TT est surjectif en 

cohomologie. 

Si x est de dimension impaire, la décomposition de u s'écrit cette fois : 

u = b + 
d+rd 

b' yr + 
r J r>0 

b" yr x, 

du = db + 
r̂ O 

db' + ( - 1 ) 
|b"| 

b" r r+1 
y r̂ O 

db" yr. x r 
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par conséquent u est un cocycle si db = 0 et b̂  = (-1] 
dre 

r+1 pour 

r > 0, de sorte qu'on a alors : 

u = b + d( y 
r̂ O 

, .v lbr+lI t r . 
("0 b£+l . y . x). 

Le reste de la démonstration est inchangé. 

ROJnaSiquQ,. - Sullivan en déduit que (L(V),d) est isomorphe au produit tensoriel 

•77? 8 C où ,1VJ est minimale et C contractile, ce qui est un résultat un peu plus 

fort, (il s'agit d'un produit tensoriel d'ADG ,̂ c'est-à-dire que stf) 8 C est muni 

de la différentielle totale du bicomplexe). 

Exemple d}œppLLccubLon. 

Reprenons l'exemple de l'espace homogène G/H (G compact connexe et H 

fermé connexe) du § 6, et supposons en outre G simplement connexe. On a alors 

V = Qu © Pn et d' = D, de sorte que : Hom(Tr . (G/H) ,R) est isomorphe à H tr pair 
coker(Bi : QG Q )̂, tandis que Hom(ïï̂  a (̂G/H) ,(R) est isomorphe à 

Ker i* : PQ + PR (Olnischik [34], Wu Wen Tsiln [49], Greub Halperin Van Stone [l7]) 

Rewigiteô. -

Le calcul de V = H*(V,d') 

= Hom(7î (X),Q) 

suffit pour certaines applications. Voici quelques exemples, de certaines d'entre 

elles 

l) S. Halperin appelle complexes finis les espaces connexes et simplement 

connexes X tels que les Q-espaces vectoriels Hom(7r̂ (X) ,Q) et H (X,Q) soient 

tous deux de dimension totale finie. 

Posant alors : x (X) = \ (-1)1 dim H1(X,Q) et 

X7r(X) = I (-1)1 dimQ Hom(7Ti(X),Q) 

il démontre ( C l̂ ) clue l'on a toujours, pour ces espaces : 
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X̂ CX) * 0 et XC(X) * 0, 

ainsi que l'équivalence des 3 conditions : 

xv00 < o 

xc(x) = 0, 

apair(x,Q) = 0 . 

Par exemple, pour X = G/H comme au § 6, avec G simplement connexe, 

X̂ CG/H) = - (rg G - rg H). 

Plus généralement, si un groupe de Lie compact connexe K opère presque libre

ment sur X (i.e. avec des groupes d'isotropie tous finis), alors X̂ CX) £ -rg K 

(cf. C. Alldayet S. Halperin [ l j ) . 

2) Sullivan calcule les groupes d'homotopie de n'importe quelle composante 

connexe d'un espace d'applications (̂X,Y) avec Y nilpotent (cf. par exemple ^2^). 

9 - Espace* &onmdU>. 

En général, la donnée du type d'homotopie rationnelle d'un espace X est plus 

fine que celle de sa seule cohomologie rationnelle, et le calcul de dépend de 

l'algèbre Â (X) elle-même, (conformément à un principe qui s'est appliqué assez 

souvent en géométrie différentielle ces dernières années : ne pas se précipiter 

trop vite sur la cohomologie de de Rham, les formes pouvant aussi être intéressantes 

en elles-mêmes ; cf. une autre application de ce principe à la formation d'inva

riants secondaires du type Chern-Simons). 

Il se peut, cependant, dans certains cas particuliers, que le type d'homotopie 

rationnel de X puisse se déduire "formellement" de H (X,($) . 

De façon générale, on dira, d'un espace topologique X, qu'il est formel si 

les Q-ADG^ Â (X) et (H*(X,Q),d = 0) sont c-équivalentes (i.e. si ^ 

est égal au modèle minimal de (H (X,Q),d = 0)). Lorsqu'il en est ainsi cela 
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reste évidemment vrai pour M 0 k et H (X,k) pour tout corps k de caracté-

ristique 0. Mais réciproquement, s'il existe un corps k de caractéristique 0 

tel que 4T) 0 k soit le modèle minimal de (H (X,k) ,d = 0), X est formel : ce 

résultat a été démontré indépendamment par D. Sullivan, et - suivant une autre 

méthode - par S. Halperin et J. Stasheff |j>6] )• 

Exemples d'ej>pacej> formels. 

1°) Si H (X,Q) est libre (en tant que AG^), X est formel : nous 

l'avons vu au § 1 de ce chapitre. 

2°) Les espaces Ŝ n et Pn(Œ) du § 7 sont également formels :. 

en effet : 

H(S2n,Q) = Q[Ç]/Ç2 avec |ç| = 2n 

et l'application (Q[ç]/Ç ,d = 0) -> Â (S ) envoyant ç sur n'importe quel 

2n-cocycle dans Â (Ŝ n) représentant la classe fondamentale £ est un quasi-

isomorphisme ; pour Pn(Œ), la démonstration est analogue. 

3°) Les sphères, les espaces projectifs complexes, les groupes de Lie compacts 

connexes, admettent tous une structure d'espace riemannien symétrique compact. Plus 

généralement, on a le 

ThloKlma 1/.9. iSutUvan) .-

Tout espace nilpotent X qui possède une structure d'espace riemannien symé

trique compact orientable, est formel. 

En effet, pour un espace riemannien compact orientable, l'inclusion : 

(H(X),d=0) Œ (X) de l'espace H(X) formes harmoniques dans l'algèbre de DR 
de Rham induit un isomorphisme en cohomologie ; cependant, cette inclusion n'est 

pas un homomorphisme d'algèbres en général, car le produit extérieur de 2 formes 

harmoniques peut ne pas être harmonique ; toutefois, pour les espaces riemanniens 

symétriques G/H, les formes harmoniques sont les formes invariantes par G : 
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* elles constituent donc une sous-algèbre de Œ (X), de sorte que (H (X,R),d=0) DR 
est quasi-isomorphe à n̂R(x)• Le théorème V.2. permet d'achever la démonstration. 

4°) Dans le même ordre d'idées, utilisant cette fois-ci les formes holomorphes 

en plus des formes harmoniques comme algèbres intermédiaires, P. Deligne, P. Griffi 

J. Morgan et D. Sullivan ont démontré (Q^Q) que les espaces simplement connexes 

admettant une structure de variété kaehlerienne compacte sont également formels. 

Exemple d1 espace non jonmeZ. 

Soit X l'espace BN̂  du § 6 avec <7p ̂  = E(u,v,w), (|u| = |v| = |w| = 1, 

du = dv = 0, dw = u A v). 

Il est clair que u A w est un cocycle non cohomologue à 0. 

Supposons que E(u,v,w) soit le modèle minimal de (H,d =0) où H = H (E(u,v,w)) 

puisque H1 admet pour base ( \u] , [y] ) et que [u] . [v̂  = 0, tout quasi-isomor

phisme p : E(u,v,w) -> (H,d=0) vérifierait : p (u) = [u] , p (v) = [v] , 

p(w) = X[u] + y [y] et p(u A w) = 0, ce qui est impossible puisque [u A î 0 : 

ceci prouve que X n'est pas formel. 

RemaAqueà. 

1) J. Stasheff et S. Halperin ont pu construire des "obstructions à la for

malité" de la façon suivante : à toute k-ADG, . (A,d) ils associent un "modèle 

bigradué" qui n'est rien d'autre que le modèle minimal (L(V),ô) de (H(A),d = 0), 

puis un "modèle filtré" : c'est une k-ADG^ c-équivalente à A, isomorphe à 

L(V) en tant que k-AG^ mais avec une différentielle D différente de ô ; 

c'est la"perturbation" D-6 de ô qui exprime plus ou moins l'obstruction cher

chée à la formalité, et c'est parce que la nullité de ces obstructions ne dépend 

pas du corps de base k (pourvu qu'il soit de caractéristique 0), que la k-

formalité de (̂ x^k équivaut à celle de 
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2) En remplaçant tours de Postnikov par structures cellulaires, en permutant 

les roles de 1'homotopie et de la cohomologie, ainsi que ceux des algèbres diffé

rentielles graduées commutatives et des algèbres de Lie graduées, divers auteurs 

(H.J. Baues et J.M. Lemaire [3], Niessendorfer [33] et Miller ) ont construit 

une théorie duale de celle de Sullivan, conduisant à une notion duale de formalité 

qui n'est pas équivalente à la première. 
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- type d'homotopie rationnelle . 

CHAPITRE II -
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- algèbre de de Rham fi _(X), 
- produit tensoriel gradué, 
- algèbre connexe, algèbre simplement connexe, 
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- algèbre d'Eilenberg-Mac Lane, 
- extension principale d'une k-ADG, 
- algèbre nilpotente ; algèbre minimale, 
- catégorie (pfô-ADG)̂  , 
- quasi-isomorphisme, c-équivalence, 
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- catégorie S des ensembles simpliciaux, 
- théorie de k-cochaînes, 
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BIBLIOGRAPHIE EN HOMOTOPIE RATIONNELLE. 

Daniel TANRÉ 

Comme le montre la longue l iste ci-après, la théorie du 
type d'homotopie rationnelle d'un espace a fourni de nombreux 
résultats. Dans "Infinitesimal Computations in Topology", Dennis 
Sullivan montre que les idées étaient déjà chez H. Poincaré, E. 
Cartan, G. De Rham, H. Cartan, J.L. Koszul, R. Thom, H. Whitney et 
D. Kan. Le support algébrique, sous sa forme actuelle, apparaît 
dans D. Quillen (1967). On peut ensuite distinguer deux courants : 

- une vision de l'espace en CW-complexe dans J.F. Adams 
et P. Hilton (1956) et dans D. Quillen (1969) ; 

- une vision de l'espace en tour de Postnikov, avec une 
structure commutative venant des formes différentielles : D. 
Sullivan (1971, 1977), S. Halperin (Mémoires S.M.F., 1983). Pour 
ces deux derniers articles, la date de parution tardive cache leur 
influence. Circulant sous la forme de preprint, de notes 
d'exposés, de cours, l'article de D. Sullivan pose les fondements 
mêmes de la théorie. Quant à "Lecture on minimal models", 
plusieurs tirages de preprint des universités de Lille et Toronto 
ont été épuisés avant cette parution à la S.M.F.. 

Une algébrisation du type d'homotopie rationnelle existe 
également dans les travaux de K.T. Chen. Ses connexions 
homologiques formelles ont la particularité de faire intervenir 
les formes différentielles et la structure cellulaire. Parmi les 
résultats cités en référence, le texte de Chen (1977, Bull. 
A.M.S.) fournira une vision d'ensemble des résultats et 
définitions. 

Outre les travaux purement d'homotopie rationnelle, 
cette bibliographie comprend les principaux "articles historiques" 
ainsi que les développements dans d'autres domaines apportés par les 
techniques du modèle minimal : modèles en homologie cyclique, 
homotopie modérée (tame homotopy), feuilletages, enlacements,... 
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Récemment, J.E. Roos a mis en évidence un l ien entre 
l'homotopie rationnelle et l'algèbre locale : un dictionnaire 
s 'est alors développé pendant plusieurs années. I l a été mis à 
jour par L. Avramov et S. Halperin en 1986. Par homogénéité, l es 
seuls art ic les d'algèbre locale c i tés i c i sont ceux comportant 
un l ien direct avec la topologie. 

L i l l e , le 27 novembre 1986 
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ABSTRACT 

A very well known theorem by de Rham says that the real cohomology of a 
smooth manifold X may be computed from the algebra ft (X) of differential forms 
on X. 

As an important corollary of his theory, Sullivan proves in fact that this 
algebra contains much more topological information about X. For instance, if X 
is simply connected, the algebra gives the whole "real homotopy type" of X (that 
is the groups ïïn(X) ® IR and the real Postnikov invariants). This result may be 
generalized to the case of "nilpotent" spaces, that is to spaces whose fundamental 
group is nilpotent and acts nilpotently on higher homotopy groups. 

The principal tool, making the theory very efficient and computable for the 
applications, is that of minimal algebra (which is, in some sense, the algebraic 
counterpart to the Postnikov decomposition of a space) : to any topological space X, 
Sullivan associates some commutative differential graded algebra Â (X) over Q 
(improvment to Q of a construction made over IR by Thorn and Whitney). Then to 
any commutative DGA, A, over a field k with characteristic 0, Sullivan 
associates its "minimal" model ^ anc* exPlains (at least if X is nilpotent) 
how to read the rational homotopy type of X on (X)" furthermore, if X is 

a smooth manifold, he proves : sffl _ /Tr. - /?*7 A /TrN ® IR. 
DR /AQ(X) d 
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