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Miroirs et involutions sur les surfaces K3 

Claire Voisin* 

§0 - Introduction 

0.1. On propose dans ce travail une construction explicite de la "mirror 

symmetry" prédite par les physiciens et portée récemment à l'attention des 

mathématiciens par le travail de D. Morrison ([21]), pour un certain nombre de 

familles de variétés de Calabi-Yau, construites à l'aide de surfaces K3 munies 

d'une involution. Les numéros 0.2 à 0.5 sont une tentative de description des 

idées des physiciens sur le sujet (voir aussi [21]). 

0.2. La prédiction du phénomène de miroirs entre variétés de Calabi-Yau 

provient de la théorie des supercordes et des cr-modèles et de la recherche 

d'un modèle consistant mathématiquement et physiquement, rendant compte 

de différents types d'interactions, reflétées dans l'allure générale de l'action S, 

et quantifîable. L'action classique en théorie des cordes (se propageant dans 

une variété Riemannienne (M, g)) associe à une surface de Riemann avec bords 

(S, 7) et à une application <x M son énergie S(tp) wmmm 

les solutions classiques sont des extrémales de 5, par rapport à ip et 7. 

L'introduction de fermions (variables anticommutatives à considérer comme 

des sections tordues de <¿>*TM), permet d'ajouter à cette action des termes 

fermioniques, où interviennent la connexion de Levi-Civita de M, et la 

courbure de M. 

* Avec le support partiel du projet Science "Geometry of Algebraic 

varieties", Contrat SCI-0398-C(A) 

S. M. F. 
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a VOISIN 

L'action peut enfin être modifiée par l'ajout d'une terme du type 

S= JE OÙ UJ est une 2-forme fermée sur M. La somme de ces trois 

actions est invariante sous certaines transformations. L'action classique est 

invariante par difféomorphisme de E et changements conformes de métrique 

7. L'introduction des variables fermioniques permet de définir au moins 

localement la supersymetrie, et l'existence de deux supersymetries dont le 

supercommutateur engendre les transformations conformes, recherchée pour 

des raisons physiques, conduit à prédire l'existence d'une structure complexe 

sur M. 

Les physiciens cherchent à quantifier la théorie, c'est-à-dire à calculer des 

valeurs probables de certaines fonctionnelles (les "observables") sur l'espace 

des applications <p : E —• M (et d'autres données comme les variables 

fermioniques), ayant des valeurs fixées sur le bord de E. L'instrument 

principal est fourni par les intégrales de Feynman. 

Pour préserver les symétries de l'action lors de ce processus de quantifi­

cation, les physiciens sont menés à imposer certaines conditions à la variété 

M, dont dimiR M = 10, et en supposant, dans une théorie à la Kaluza-Klein, 

que M = R4 x K avec K compacte de dimension 6, la préservation de la syper-

symétrie mène à imposer que (K,gx) soit une variété Kâhlerienne à courbure 

de Ricci nulle, c'est-à-dire une variété de Calabi-Yau. (Ce résultat qui résulte 

d'un calcul perturbatif au deuxième ordre, est d'ailleurs contredit par le calcul 

des termes d'ordre supérieur). 

En admettant la possibilité de quantifier rigoureusement la propagation 

des supercordes dans une variété de Calabi-Yau de dimension trois, on est 

amené à associer à la donnée d'une telle variété X, d'une forme de Kahler 

77 (correspondant à une métrique de Kahler Einstein) et d'une classe réelle À 

dans H2(X) (correspondant au terme ip*X de l'action), une théorie N = 2 

surperconforme des champs. a = 77 + iX est alors un element de H1 (fix) tel 

que Re a soit une classe de Kahler. 

0 .3. Gepner [14] a conjecturé que cette correspondance est bijective à 
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MIROIRS ET INVOLUTIONS SUR LES SURFACES K 3 

condition de ne considérer que les théories conformes à charges U(\) entières 

et à charge centrale c = 9. D'autre parc, il existe une involution naturelle 

sur l'espace des théories N = 2 surperconformes, qui consiste à considérer la 

même théorie conforme des champs sous-jacente, mais à changer le signe de 

certaines "charges" g, déterminées comme les valeurs propres d'un opérateur 

de l'algèbre super conforme, représentée sur l'espace de Hilbert de la théorie. 

Si X est une variété de Calabi-Yau, et a G H1 (fix)> l'espace tangent à 

la variété paramétrant les déformations de (X, a) se scinde naturellement 

en H1 (Tx) © H1 (Qx)- Witten [24] a expliqué comment construire un 

isomorphisme entre H1 (Tx) © H1 (fîx) et les champs primaires "chiraux" 

(correspondant à H1 (Tx)) ou "antichiraux" (correspondant à H1 (fîx)) de 

charge conforme h = 2 de la théorie conforme associée, qui décrivent l'espace 

tangent aux déformations (générateurs) de la théorie conforme. L'effet 

de l'involution mentionnée ci-dessus est le suivant: les champs primaires 

"chiraux" satisfont la condition h = 2g, tandis que les "antichiraux" satisfont 

h = — 2q. A supposer que la théorie superconforme obtenue par involution 

provienne d'une donnée (X',af), on doit donc avoir des isomorphismes 

H1 (Tx) ^ H1 (nx')^H1 (Qx) ^ H1 (TV); (X',af) est appelé le miroir de 

(X, a). Notons que les isomorphismes ci-desus doivent être obtenus comme la 

différentielle de l'application miroir, dont l'existence résulte de la conjecture 

de Gepner. 

0.4. Finalement, un des aspects les plus fascinants de cette application 

miroir réside dans la formule précise, annoncée par les physiciens, comparant 

l'accouplement de Yukawa sur H1 (Tx) et la forme d'intersection sur H1 (Qx') 

où (X',a') est le miroir de (X,a). L'accouplement de Yakawa sur H1 (Tx) 

est la forme cubique I/J donnée par l'application naturelle S3H1 (Tx) —> 

H3 (A3Tx)- Ce dernier espace est rendu isomorphe à C.par le choix d'une 

section de K®2- La formule est alors la suivante: soit u G H1 (Tx) et 

v G H1 (Qx1) l'élément correspondant à u par l'isomorphisme : H1 (Tx) — 
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C. VOISIN 

Hx(Qx>)- Alors: 

(0.4.1) tb(u) 
IX' 

v3-
/:1я1->X 

e pi a'n(f) 
pi 

v 
3 

où la somme est effectuée sur toutes les composantes de l'ensemble des 

applications holomorphes / : P1 —• X, et où n(f) est un entier. Aspinwall 

et Morrison [4], ont montré, en utilisant la définition précise de n ( / ) (cf [24]) 

que n( / ) = 1 pour une immersion P1 C X' avec fibre normal 0{—1) © 0{—1), 

ainsi que pour les familles données par les revêtements ramifiés d'une telle 

courbe. 

0.5. Les exemples connus de phénomène de miroir sont essentiellement fournis 

par les intersections complètes "du type Fermât" dans les espaces projectifs 

anisotropes, et leurs quotients par des sous-groupes du groupe d'isomorphimes 

agissant sur celles ci en préservant "la" forme holomorphe. 

Cela tient à la construction de Gepner, qui constitue une des évidences 

pour la conjecture de Gepner, et qui produit une série de théories supercon­

formes satisfaisant les conditions de 0.3, essentiellement obtenues par pro­

duits tensoriels de modèles Ek (connus) formant une série discrète indicée 

par les entiers. Le kîeme modèle de la série discrète a une charge centrale 

Ck = 3k/k + 2. Pour obtenir, en composant les modèles Ekl , • • •, Ek5, une 

théorie conforme E(k\ de charge centrale c = 9, on doit imposer la condi­

tion 3 
5 

Kki/{ki + 2) = 9, ce qui est équivalent au fait que l'hypersurface de 

Fermât M^) définie par 
5 

¿=1 

Xki+2 0 dans l'espace projectif inhomogène 

p(d / (*1 + 2)) , . - - , (d / (*5 + 2); où d = PPCM(ki + 2) est à fibre canon 

ique trivial. 

Gepner ^ suppose alors que E^ est la théorie conforme des champs 

En fait, Gepner n'a noté cette correspondance que pour les hypersur-

faces de Fermât dans l'espace projectif usuel. L'extension au cas anisotrope 

est due Greene-Vafa-Warner [16]. 
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associée à la propagation des cordes dans M^) et donne les justifications 

suivantes: H1 (TM^) et H1 (ftM{k)) ont la dimension de l'espace des champs 

primaires "chiraux" et "antichiraux" respectivement de charge conforme h = 2 

de E(k) (cf. 0.3). De plus Mç^ et E^) ont le même groupe d'automorphismes, 

représenté de façon isomorphe sur les générateurs de E^) et sur H1 (TM^) 

et H1 (QM ) . 

Enfin les sous-groupes agissant trivialement sur la (3,0)-forme de M^) 

d'une part, de façon compatible avec la supersymétrie d'autre part sont 

identiques. 

Dans [15], Greene et Plesser ont montré comment l'involution de 0.3 

peut-être réalisée concrètement sur les modèles E^) construits par Gepner, et 

ceux qui en sont déduits en prenant l'espace des invariants par un sous-groupe 

H des isomorphismes de E^) compatibles avec la super symétrie. La théorie 

conforme miroir est obtenue en prenant l'espace des invariants de E(Q par un 

sous-groupe iï7, dual natural de H. Cela suggère que le miroir géométrique 

(0.3) de M(k)/H (probablement munie de la forme a la plus naturelle du 

point de vue géométrique) est M^/H'. Roan [23] a montré rigoureusement 

que M(k)/H et M^)/H' admettent des désingularisations qui sont des variétés 

de Calabi-Yau et a exhibé un isomorphisme naturel: 

H1 TMW/H H1 ÏÏM(k)/H> 

0.6. Les variétés que l'on considère dans ce travail sont obtenues par 

désingularisation de quotients X = E x S/(j, i) où j est l'involution standard 

d'une courbe elliptique, de quotient E/j ~ P1, et i est une involution sur une 

surface K3 5, de quotient T = S/i rationnelle. 

En utilisant les résultats de Nikulin on montre comment (avec quelques 

exceptions) on peut associer à z, caractérisée par son action H(i) sur H2 (S, Z), 

une involution miroir H(i'). On construit dans la section 2 une correspon­

dance bijective entre les structures complexes i invariantes marquées de S et 

les formes a invariantes sous H(i'), satisfaisant la condition (Rea)2 > 0. 
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C. VOISIN 

Dans la première section on calcule les nombres de Hodge de X et ses 

accouplements de Yukawa. On voit facilement alors que X = E x S/(j,î) et 

X' = E x S'/(j, i'), où (S',i') est une surface K3 munie d'une involution i' 

agissant comme H(if) sur H2(5", Z), satisfont: 

b2(X) = h2>1(X') b2(X') = h2>1(X). 

De plus, la construction de la section 2, ainsi que la contruction des 

miroirs pour les courbes elliptiques, [10], fournissent l'application miroir 

(X, a) —• (X' ,a / ) , mais seulement sur un sous-espace de la famille paramé­

trant les données (X, a). 

Dans la troisième section, on calcule le comportement asymptotique des 

accouplements de Yakawa de X, lorsque S dégénère, et l'on montre que le 

résultat obtenu confirme la formule 0.4.1, lorsque l'on fait tendre la partie 

réelle de a' vers l'infini. 

§1 - Construction de variétés de Calabi-Yau 

1.1. Soit S une surface K3 munie d'une involution i holomorphe, agissant 

par —1 sur la deux forme holomorphe w G H2>°(S). Le lieu fixe de i est 

alors contitué d'une union disjointe de courbes lisses Ci,*--,Cyv de genres 

respectifs gi,-' ,9N-

Par le théorème de l'indice de Hodge, et par la relation C2 = 2gi — 

2,C{Cj = 0, on voit qu'il existe au plus un entier i tel que gi > 1, et que si 

un tel entier existe, Cj est rationnelle pour j ^ i. Si d'autre part toutes les 

courbes Ci sont de genre 0 ou 1, on a les quatre possibilités suivantes: 

1.1.1. 

o) iV = 0 

i) Toutes les Ci sont rationnelles. 

ii) L'une des courbes Ci est elliptique et les autres sont rationnelles. 
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iii) N = 2 et C\, C2 sont elliptiques. 

En effet, notons T la surface quotient 5/z, U = T\ U Ci, et V = 5 \ U Ci. 

Notons (p : V —» C/, : 5 —• T les applications quotients. Par le théorème 

de Castelnuovo, T est rationnelle, donc simplement connexe, dès que N > 0. 

Supposons iV ^ 0; on a la suite exacte de faisceaux de Z/2Z modules sur U: 

(1.1.1) 0 - (Z/2Z)f/ - y*. ((Z/2Z)v) - (Z/2Z)t, -> 0, 

qui montre que Ker<y5* : H1(U,1/21) -f iï1(V,Z/2) est isomorphe à Z/2Z. 

Pax ailleurs on a le diagramme commutatif suivant de suites exactes de 

cohomologie relative : 

0 H1 {U,1/21) H° (Ci,l/22) OCT H2 (T, 1/21) 

wc 0 

0 Hl{V,l/22) )H° {Ci,!/21) 
oc s 

H2 (S,2/22) 

où les applications as et ar s'identifient par la dualité de Poincaré aux ap­

plications ®H2 (Ci,2/22) -+ H2 (5,Z/2Z) et ®H2 (C,-,Z/2Z) -+ #2 (T,Z/2Z) 

induites par les inclusions de C% dans S et T. 

Ceci montre que le noyau <%T est de rang 1 et nécessairement engendré 

par 0 [d]. 

Si au moins deux des courbes d sont elliptiques, soit Ci et C2, elles 

sont homologues dans S, par le théorème de l'indice, donc aussi dans T, 

puisque H2(T,2) n'a pas de torsion, et [Ci] + [C2] est dans Ker a j . On a 

donc [Ci] + [C2] 

i 

[Ci] ce qui entraîne iii). 

1.2. Fixons une courbe elliptique i?, munie d'une involution j telle que le 

quotient E/j soit isomorphe à P1. Le lieu fixe de j est alors constitué de quatre 

points pi , • • • ,p4. Soit k = (j, i) l'involution agissant sur le produit E x S. 

k a pour lieu fixe les courbes disjointes pt x C5, r = 1, • • •, 4, s — 1, • • •, N. 
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C. VOISIN 

Les variétés que l'on considérera sont obtenues par éclatement des quotients 

E x S Ik le long de 

(r,s) 

Pr X Cs, Ce que l'on notera: X = (E x S/fc). On a: 

1.3. Lemme: X est lisse, à fibre canonique trivial et est simplement connexe 

dès que N > 0. 

Démonstration: La lissité est facile à montrer; X peut-être définie de 

manière équivalente comme le quotient E x S/k de l'éclatement de E x S 

le long des courbes pr x Cs, par l'involution k agissant naturellement sur 

E x S. Comme t a au moins un point fixe 0 dès que N > 0, et agit 

par - 1 sur 71-1(1? x 5,0), on a ni(X) = 0. Donc H2(X,1) n'a pas de 

torsion et il suffit de montrer que le pull-back tp* (ci (Kx)) est nul dans 

H2(E x 5, Z) où cp : E x 5 —> X est l'application quotient. Soit D le diviseur 

exceptionnel de l'éclatement T : E x S —> E x S, on a <p*Kx = ^^xh ~ 

et Kcr— = T*KEXS + -D- Comme KEXS est trivial, on en déduit que (f*Kx 
xi/ X O 

est aussi trivial. 

1.4. Par le Lemme 1.3 on voit donc qu'on a, pour chaque type d'involution i 

comme en 1.1 (avec N > 0) un type de déformations de variétés de Calabi-Yau 

de dimension trois simplement connexe. La suite de cette section est consacrée 

à la description de la structure de Hodge, de l'accouplement de Yukawa, et de 

la forme d'intersection de ces variétés. 

1.5. On commence d'abord par calculer les nombres de Hodge de X. 

En utilisant la représentation X = Ex S/k, on voit que H2(X,Q) = 

H2(E x S,Q)+ est l'espace des invariants sous k de H2(É~x^S,Q). De 

même H3(X,Q) = H3(E x 5,Q)inv, cette égalité étant un isomorphisme de 

structures de Hodge. Il vient alors: 

1.6 Lemme: H2(X,Q,) est engendré librement par les classes des diviseurs 

exceptionnels Dr s = T~1 (pr x Cs), H2(E, Q) et H2(T,Q). De plus on a: 

rang #2(T, Q) = 10 + iV - N', où N' = 

Démonstration: k agit sur H2(E x 5, Q) 
(r,s) 

• [A . , . ] -Qeff2(s ,Q)e 
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H2(E,Q) en laissant fixe les [DriS], et comme (j, i) sur la somme H2(E) © 

H2(S), i agit trivialement sur H2(T), et l'espace des invariants sous i de 

H2(S,Q) est isomorphe à H2(T.Q). b»(T) = rang#2(T,Q) se calcule par la 

formule de Noether: On a x [ÇT) = 1 
c\{T) + c2{T) 

12 
avec C2 = b2 + 2. 

Enfin, le diviseur ) d de T est un membre du système linéaire |—2iïTx|, 

puisque 0 Ks = ¥>*#T + i 
2 r* Ci et que i/2(T, Z) est sans torsion; on 

a donc: \K% Ci 2 
T 

1 
2 *Ci 2 

5 2 C2 2 
S où dans le dernier 

terme Ci est considéré comme une courbe de S. Finalement comme les Ci 

sont disjointes et que Ks est trivial, on trouve: Ci 2 0î 2iV 

d'où A-2 
T AT,-Aret62(r) = 1 0 - Ä ' 2 10 + N - N'. 

Pour le calcul du nombre de Hodge h2yl(X) = dimiï1 (fî^) on a: 

1.7 Lemme: iJ2,1(X) est engendré librement par les jr,«* (r*s (H° (Sic,))) 

où rr^s : Dr^s pr x Cs est la restriction de r et jr,5 : Dr^s <^-> E x S est 
l'inclusion, et par H° (ÇiE) ® i ï 1 © H1 (OE) ® #° 

Démonstration: On a ff2'1^) = H2^(E x S)+ et 

H2^(ExS) 

(r.s) 
Jr,s r;)S ( t f ° ( f i c j H° (iiE) 

H1 (fis) H1 (OR) #° (ni) 

agit trivialement sur le premier terme et agit comme (j, i) sur les deux 

derniers. Comme j agit par —1 sur agit par —1 (8) -BT(i) sur 

H1(E) ® iï"2(5), ce qui donne immédiatement le résultat. 

1.8 Corollaire: On a b2(X) = 11 + 5N - N' et h2^(X) = 11 + 5N' - N. 

Démonstration: 

b2(X) = b2(E) + b2(T) + ${(r,s)} : 1 + 10 + N - N' + AN = 11 + 5N - N' 

h2>4X' 
r.s 

Kh°(nc.) + 1+Ä1(n5)" 4iV' + l + 10-iV+iV/ 11+5N'-N, 
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où l'égalité h1 (fis) 10-N+N' vient de h1 (fi5) = 20: h1 (nsy + b2(T), 

et du Lemme 1.6. 

1.9. La "mirror symmetry" Xi X2 est supposée échanger les nombres b2 et 

h2'1, i.e. b2{Xi) h2'1 (X2),b2(X2) Z*2'1 (Xx) et d'après le corollaire 1.8, 
on voit qu'à supposer que le miroir X2 de X\ = E x Si f j , i\ ) soit encore de 

la forme X2 = E x S2i ;'»*2 cela revient à échanger les nombres N et N', 

i.e.: N1=NLN2=N[ Ceci bien sûr n'est possible que si N[ > 0 (on exclut 

désormais le cas N = 0). On montrera dans la section suivante en utilisant les 

travaux de Nikulin, comment étant donné une involution i\ sur une surface 

Ks S\ agissant par —1 sur H fàs!) on Peut construire un second type i2 

d'involution sur une surface /^3, satisfaisant la même condition, à condition 

que Ni > 0 et à l'exception d'un cas (cf. 2.17), et telle que Ni = NUN{ = N2. 

1.10. On va décrire maintenant la forme d'intersection sur H2(X, Q), dans 

la base décrite en 1.6. Notons (d + a + ¡3) G #2(X,Q) ~ 

r,5 

(Dr,s)Q 

H2(T, Q) © H2(E, Q). On a alors: 

1.11 Lemme: (d + a + /3)3X = (d3)x + 3 {d2a)x + 3 {a2$)x. De plus 
pour d dr,sDrjS on a (d3)x ]d3D3 avec D3 = 8 - 8gs, et 

[à2«)x 2 :d2ryS(Cs-a)T. Enfin (a2(3)x = {a2)T-JE(3. 

Démonstration: Soit (p : E x S —» X l'application quotient, r : E x S —* 

ExS l'éclatement et pi , les projections de Ex S sur E et S respectivement. 

On utilise aussi la notation (p : S —> T pour l'application quotient. 

On a alors 

(d + a + (3fx 
1 
2 (¥>•(<* + « +exs 

1 

2 
( ^ d + pJ/J + p ^ a ) 3 . 

Comme est supporté sur les diviseurs exceptionnels de r et que les 

courbes éclatées sont contenues dans des fibres de pi , on voit facilement 

qu'on a les relations suivantes dans l'anneau de cohomologie de ExS: 

(PW? = o, V/3 G H2{E),p\l3-d : o, y/3 e H2(E) Vd supporté sur les 

diviseurs exceptionnels de r,d • {p^)2 = 0, V7 G iï2(S),Vd supporté sur 
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les diviseurs exceptionnels. Cela montre immédiatement la première assertion 

du Lemme. Comme les diviseurs exceptionnels sont disjoints on a d'autre 

part Dr,$ • DrfiSi 0 pour (r, s) t¿ (r')S') et donc (d ) x (DrfS) (^*,Dr,5) 
3 

4(DrfS) 4(DrfS) Dls-<*)x Finalement (DriS)x I 
2 

(<p*Dr<s)~ 

4(DrfS)g^~s où dans le dernier terme Dr^s est considéré comme le diviseur 

de E x S au dessus de pr x Cs. Le FIBRE normal de pr x Cs dans ExS étant 

égal à Oc, © Kc. on a Dr* P{Oc.®K£),Dr^B_ ODr, .(- l ) , soit 

(ör,ä)£xS {°Dr„{l)fDTs 2-2gs, et (A-, .)* = 8 - 8gs. 

Enfin (D2)S-a)x 1 

2 
(^*,Dr,5)2-p^o^*« 

EX5 
2 Dr,s • Vi О ExS 

2 P2* (A- ,*)2 * Oí 
S 

-2 Cs • (p*a s - 2 Cs • (p*a T où l'on a utilisé 

l'égalité 

P2* ( A , * ) — . -Cs dans H2(S). On a aussi (a2ß)x I 
2 {<p*af-4>*ß 

ExS 
1 
2 PÎ/J-(p5¥>*a)2 

ExS 
1 
2 

4(DrfS) 4(DrfS) 2 
1S Eß a2 T ce qui termine 

la preuve du lemme. 

1.12. On va calculer maintenant l'accouplement de Yukawa sur H1 (Tx)- Cet 

accouplement est une forme cubique dépendant du choix d'une section u non 

nulle de Kx, et peut se définir en termes de variations infinitésimales de struc­

ture de Hodge de la façon suivante: la variation infinitésimale de structure 

de Hodge de X est décrite par une application cp = 
P+<Z=3 

<fP« : H1 (Tx) 

H4liì 

Horn H4liì<r) H4liì nv1 . Le composé <fP« : H1 ( donne alors 

une application xb : 1 (Tx) • Horn H3>°(X),H°>3(X) qui est la forme 

cubique cherchée moyennant l'isomorphisme Horn (H3>°(X),H°>3(X)) c 
donnée par UJ®2 . 

1.12.1. Par les résultats de Griffiths décrivant la variation infinitésimale de 

structure de Hodge en termes d'accouplements de Yoneda, on peut aussi 

définir i/; comme le produit S3H1 (Tx) —» H3 (A3Tx), le dernier terme étant 

isomorphe à C par la multiplication avec u;®2. 

1.12.2. On utilisera aussi la variante suivante: u fournit, via </?3,0 un 
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isomorphisme H1 (Q^) ~ H1 (Tx). La forme cubique ip, vue sur H1 (Q2X) 

est alors obtenue comme le produit S3 H1 fax) ~~> H3 (A3 fa*x)) sn^Yl de 

l'isomorphisme: u~l : H3 (A3 fa2x)) ~> H3 (Kx) ^ C. 

D'après le lemme 1.7 on a une décomposition naturelle: 

H1 (nx) 

(r,s) 
H°(nc.) H1 (Qs)~ H° (QE) Я 0 ( П | ) H° (QE) 

En utilisant l'isomorphisme H1 (Tx) ^ H1 (Q,2X) de 1.12.2, on obtient 
une décomposition naturelle: 

H1 (Tx) 

(r,s) 

H°(nc.) )Hl (Ts)+ H1 (TE). 

Dans cette décomposition, il est clair que le sous-espace W = H1 (Ts)+ffi 

H1 (TE) 

correspond aux déformations de X données par une déformation de E x S 

préservant l'involution k. 

Sur W', la variation de structure de Hodge ©<£p'9 préserve la décomposi­

tion de la structure de Hodge de X en somme de H3 (E x 5)inv et 

(r,s) 
H1 (Cs), 

et l'on a donc: 2,1 
<P\W 

(¿/2,1 _F_ ^"2,1 OÙ '2 1 décrit la variation de structure 

de Hodge de 
wc 

pr x C5, lorque 5 varie infinitésimalement en préservant 

l'involution i et (p"2'1 décrit la variation de structure de Hodge de E x S 

lorsque E et S varient. 

Soit : 

tp'2*1 : W 

(r,s) 

Hom(H° ( f i e . ( O c . ) ) 

et v?"2'1 

W -» Horn H° (QE) H1 (fi5) # 1 (0e ; H1 (Cs), 
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H1 (0E) H1 (îîs) H° (ÇlE). H2 (Os) 

La flèche (p"2'1 décrit la restriction de l'accouplement de Yukawa à W, 

modulo l'identification donnée par w: 

W ~ H° (QE) H1 (fis)~ H1 (OE) 
H2 (Os) 

W* ~ H1 (OE) H1 (QsT H2 (Os) H2 (Os) 

par la relation: xb(u) = U»V2.1 («)(«) pour u E W. Finalement, si on écrit 

u = (uE,us) pour u Ç W, avec UE G H1 (TE) ,us € H1 (Ts)+, il est clair 

que ip(v,E,us) = ^ (UE-,US)I OÙ est l'accouplement de Yukawa pour la 

variété Ex S, restreint à H1 (TE) X H1 (TsV C fi"1 (TE* s). D'après 1.12.1 

on a: </>' : S'fpjff1 ( T * , ) ( T s ) ) (A3(ptTE(Bp*2Ts)} est donnée par 

le produit et on voit immédiatement que é' (UE,V>S) 3^1 (UE) ® ^2 (^tf) OÙ 

V>i (ti£?) ^UEEH1 (TE), V>2 (t*s) « | e я 2 (л2т5). On a donc montré: 

1.13 Lemme: Sur W', l'accouplement de Yukawa est décrit à un coefficient 

près par ij; {UE, US) = 3^i ^2 (us)> où rpi est une forme linéaire non nulle 

sur H1 (TE) et ip2 est une forme quadratique non dégénérée sur H1 (Ts)*. 

Si l'on choisit une 2-forme u>s € H2,0(S), fournissant un isomorphisme 

H1 (Ts)* H1 ( ¡^5 )" s'identifie à la forme d'intersection sur H1 (fis)". 

1.14. On revient à l'application <̂ '2,1 qui décrit les accouplements de Yukawa 

du type ift(w,r],y), pour w G W,rj G 

(r,s) 

H0(QCs),7 e H1 (Q2X) où V est 

la forme trilinéaire symétrique correspondant à la forme cubique Le fait 

que (Û 2,1 soit à valeurs dans 
(r,«) 

Horn ( # ° ( f icJ (OcJ ) est équivalent à 

l'annulation des termes ij)(w, 77, w;) où w G W, 77 G 

(r,s) 
i î ° (fics), et des termes 

ip(w,Vr,s,Vr's') pour w G VT,r?r,5 G #°(NPRXCS) (n,s) G F0(fiPr,xC8/) et 

( r , s ) ^ ( r ' , s ' ) . 

D'autre part, comme (p'2'1 décrit la variation de structure de Hodge d( 

s 
Cs lorsque S varie infinitésimalement (en préservant i), elle est obtenue 
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par le composé de la projection W —• H1 (Ts)+, de l'application v : 

H1 (Ts)+ 

s 

IH (Tcs), différentielle de l'application naturelle Def (5, i) — 

Def 

s 

cs , et de l'application décrivant la variation de structure de Hodge 

de 

S 

cs 
s 

H1 (Te,) 

S 

Hom(#° (Qc,)^1 (Oc,)). Il est bien 

connu que cette dernière flèche est duale de produit: 
s 

itf°(îic.)®2 

S 
#° (Qc,)^1 Finalement la flèche v : H1 (Ts)+ 

S 
ÌH1 (TCa) se dualise, 

modulo le choix d'une forme cjg G H2'0 (S), en une flèche: 

1.14.1. v' : ®H° (Q®2) -+ H1 (Qs)' qui permet de réécrire les accouple­

ments ^{w, r/,7) sous la forme îp(w, 77,7) = (w, ^/(7?7))s Pour w £ H1 (Tg) ~ 

H1 (nsy 

•7,7 e © « " ( f W . ) . On utilisera dans la section 3 l'interprétation Suiv­
ES) 

ante de l'application v : 

1.15 Lemme: Fixons u G H°(Kg),a G H° (—2KT) une équation pour 

C = UCS; pour P G H° (—2KT), la forme méromorphe à pôles d'ordre 

2 le long de UCS est sans résidus sur C. Sa classe dans H2(S,C) est en fait 

dans F1H2(S) , et son image dans H1 (ttg) ne dépend que de la restriction 

P\c £ ®H° (Q®2). Ceci fournit l'application v' à un coefficient près. 

Cette correspondance, qui est une variation due à Clemens ([8] de la 

construction de Griffiths [171 est décrite précisément dans [81. On résume 

ici l'argument: Pu, 
a 

étant antiinvariante sous i n'a pas de résidu sur C. Elle 

définit donc une classe dans i ï2(5, C). Comme elle est à pôle d'ordre au 

plus 2 le long de C, la théorie de la filtration par l'ordre du pôle pour la 

construction de la structure de Hodge mixte sur H2(S\C) montre que 

définit une classe dans F1H2(S,C)~, donc dans F1!!2^)'. Si P s'annule 

le long de C, n'a pas de pôle et définit un multiple de uo. Donc la classe 

de ^ dans H1 (£lg)~~ ne dépend que de P\q. Notons finalement que la suite 
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exacte 0 -> OT -2KT -> £^2 0 et i ï1 (OT) = 0 montrent la surjectivité 

de la restriction 11° (2KT) -> # ° (fig2)-

Il reste à montrer que l'application ainsi construite est bien égale à 

Mais il suffit pour cela de noter que P G H° (—2KT\C) détermine une 

déformation infinitésimale ep de C dans T, et donc une déformation in­

finitésimale e'p i-invariante de 5; on a donc une application 

v" : H° (—2KT\C) —• H1 (T$)i . On peut montrer alors, comme dans le cas 

des hypersurfaces [7], que (p2>°(i/n\P)(UJ) est égale à la classe de Pu/a dans 

fi^fis)", où ^2'° : Hl(Ts)+ HomtiJ2 '0^) ,^1 (£)<?)") est la variation 

infinitésimale de structure de Hodge de S. 

Il reste alors à voir que v" : H° (-2KT]C) fi'1 (Ts)+ est duale de 

z/ : H1 (Ts)+ -f fi1 (Tc) (modulo le choix de LJ). 

1.15.1. On montre d'abord que v" est donné par le cobord associé à la suite 

exacte: 

1.15.2. 0 —• Ts <p'TT —• NCT —• 0. 

Considérons une déformation infinitésimale de C dans T : 

C c T x C 

Ce = SpecC[£]/e2 

correspondant à P G H° (NCT). 

La déformation infinitésimale 

Se g T x C f 

Ci 

de 5 qui lui est associée par v" est le revêtement double de T x C£ ramifié le 

287 



C. VOISIN 

long de Ce. Le diagramme 

0 0 0 

0 Te Tscis Os 0 

0 <p*TT <P*TTXCC\T Os 0 

0 NCT NCT 0 

0 0 

ou la seconde ligne est scindée et où la classe d'extension de la première ligne 

est i>"(P), tandis que la section de NcT obtenue grâce au scindage est P, 

donne maintenant 1.15.1. En dualisant 1.15.2 on obtient : 

1.15.3. 0 -» <p*nE -^ns^ NCS* -» 0 

et l'on en déduit que le dual de v" est donné par l'application H1 (Ts) ^ 

Hx (Qs)~ —> H1 (Tc)+ induite par a, où o; est donné par le scindage 

^ s | c = NcS* © Qc- De façon équivalente, le dual de u" est l'application 

v'" : H1 (Ts)~ -» H1 (Tc) induite par la décomposition Ts\c ^Tc® NCS. 

1.15.4. On montre enfin l'égalité de v et v'": On considère une déformation 

infinitésimale 

Se 

C? 

Tc 

Ck 

Ce 

Ce 

, avec paramètre infinitésimaux u G 

H1 (Tc), v G H1 (Ts). On a le diagramme commutatif suivant: 
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0 Ts Tse\s Os 0 

0 Ts\c Tst\c Oc 0 

0 Тс Tce\c Oc 0 

où les classes d'extension de la première et dernière ligne sont respectivement 

v et u, et la flèche verticale T$e\c —• Tce\c es* donnée par le scindage naturel 

Tse\c — Tce\c © Ne S. On en déduit immédiatement que u = v'"(v), et que 

le lemme 1.15 est prouvé. 

Le calcul de l'accouplement de Yukawa se termine enfin par la preuve 

de: 

1.16. Lemme: La restriction de l'accouplement de Yukawa au sous-espace 

r,s 

H° (fie.) de H1 (n2x) ~ H1 (Tx) est nulle. 

Démonstration: On utilise la troisième description suivante de X. Soit 

E/j = P 1 , ^ ! : E —+ P1 l'application quotient, de lieu de branchement A = 

{Pi, ' ' 'Pi) C P . De même, soit T = (p2 : 5 —• T l'application quotient, 

ramifiée le long de C = UCS C T. L'application ((p1,(p2)ExS-+P1xT 

fournit une application ((pi,(f2) : E x S ^ P1 x T où E x S et P1 x T sont 

les éclatés de E1 x 5 et P1 x T respectivement le long de 

(г,*) 
Pr x Cs. 

Cette application descend en une application <p : X —> P1 x T et fait de 
X le revêtement double de Y = P1 x T, ramifié le long du transformé propre 

de A x T U P 1 x C On notera I l'évolution agissant sur X au dessus de Y. 

Comme Y est l'éclaté de P1 x T le long de 
(r,s) 

pr x Cs on a une inclusion 
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)if or* JJr,s ' r,s 
(r,«) 

Я°(Пс . ) H1 (n2Y), oÙ fr,s Er,s —*• y est l'inclusion du 

diviseur exceptionnel au dessus de pr x Cs et r'rs : ErfS —• Cs est la restriction 

de r ' : 7 P1 x T. On a alors: 

(r,s) 
jr,s* O TriS = if* O 

(r,s) 

7' or'*о т' 

(r,s) 
H°(QCa)^H' (fi2*). 

Soit r? E 
(r,a) 

# ° ( n c J ; alors 

(r,s) 
'Jr,5. OR*5(i/) 

3 

Q 
(r,s) 

7' or '* (»7) 

3\ 

dans H3 (A3 (fi2 ) où: <p* : H3 (A3 (fi2 )) H3 (A3 (fi3,)) est induite par 
(p* : ip*Cly —> fix-

Mais A3 (fi2,) K®2 et njA3(n2XY -KV © CV, et comme 

l'application (A3 (n2Y)) 1 . A3 (fi2,) s'annule doublement le long du lieu de 

ramification de 7r, on voit que l'application induite Л3 (СЦг) TT*(A3 (fi2x)) 
se factorise par A3 (fi2r) A 0 r , où a est l'équation du diviseur de ramifi­

cation dans Y. Comme H3(Oy) = 0 l'application (p* H3 (A3 {Q2Y)) 
H3 (A3 (Q2X) est nulle. 

Utilisant la définition 1.12.1 de l'accouplement de Yukawa, on obtient 

donc le Lemme 1.16. 

L accouplement de Yukawa de X est maintenant complètement calculé, 

et les numéros 1.12 à 1.16 se résument de la façon suivante: 

1.17 Proposition: Soit (w + us + UE) e 

(r,s) 
я ° ( а д H1 (fi5)~ 

H1 (QE) H1 (Tx) où l'isomorphisme dépend du choix de us G H2,0(S), 

UE e H° (QE). Alors i\) (w + us + UE) 3(v'(w2)-us) 3 
E 

UP • 
's 

u% où 
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v' 

(r,s) 
H1 (Qs) H1 (Qs)~ est décrite en 1.14.1 et 1.15. 

1.18. Il y a évidemment une analogie entre la forme d'intersection cubique 

sur H1 (fix) (Lemme 1.11) et la forme cubique de la proposition 1.17. 

Dans la section suivante on construira le miroir X2 = E2 x S2/ J2,¿2 

de Xi Ex x Sly i b H et on montrera qu'on a: dimiî1(fÎT1) 

dimiî1 (Vts2)' 

dimiï1 (QT2) = dimiï1 ( f i s j " , et le rang du sous espace de H1 ( f i x j en­

gendré par les diviseurs exceptionnels de X\ est égal au rang du sous espace 

de H1 (^x2) engendré par la cohomologie des diviseurs exceptionnels de X2. 

Cependant la forme d'intersection du Lemme 1.11, calculée sur H1 (fixj? 

n'est pas une spécialisation de l'accouplement de Yukawa sur H1 (^x2) ' ^ 

cause du terme en d3 qui est non nul. Dans la 3ème section de cet article, on 

suggère une interprétation possible de ce défaut, en spéculant sur la formule 

0.4.1. 

§2 - Miroirs 

2.1. On va utiliser dans cette section les résultats de Nikulin ([11], [1], [22]) 

sur les involutions i sur les surfaces K3 5, agissant par —1 sur la deux forme 

holomorphe LUS de S. L'involution i agit par une isométrie H(i) sur H2(S, Z) et 

H2(S, C), et par hypothèse la forme us est dans iif2(5, C)" . Par le théorème 

de l'indice de Hodge appliqué aux surfaces S et T = S/i (T est lisse, projective 

et H2,0(T) = 0), on voit que i?2(5, Z)~ muni de la forme d'intersection de 

S est de signature (2,6^ — 2). Par le théorème de Torelli pour les surfaces 

K3, et la surjectivité de l'application des périodes, on peut associer à chaque 

involution H(i) sur i ï2(5, Z) satisfaisant cette condition sur la signature de 

i î2" , et définie à conjugaison près par le groupe des isométries de i î2(5, Z) 

une famille de surfaces K3 St munies d'une involution i agissant par H(i) sur 

H2(S,2). 

2.1.1. On considère en effet D • u>€P(#2(S ,C)- ) 'LU - u = 0 et LU - LO > O] 
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et U C défini par la condition : $a G H2 (S, Q)~, a =̂  0 et a • u = 0. Alors 

U a deux composantes connexes isomorphes et chaque point t de U paramètre 

une surface K3 St, projective car H2 (S*,Z)+ est orthogonal à H2'°(St) donc 

de type (1,1), et contient un élément de self-intersection > 0. Comme St est 

projective, il existe une classe de Kâhler entière c G H2 (5*,Z) fl H1'1 (St) 

et comme u G U,c G i /2(5t ,Z)+. Comme H(i) agit trivialement sur 

H2 (5f, Z)+ , H(i) préserve c, et est donc une isométrie de structure de Hodge 

préservant une classe de Kâhler. Donc par [27], Th. 11.1, H(i) est induite 

par une involution i sur St. 

2.1.2. On travaillera en fait sur D, pour H(i) fixé. Les points de D\U 

correspondent à des surfaces K3 S munies d'une involution i' n'agissant pas 

comme H(i) sur H2(S, Z). Par exemple lorsque la courbe de ramification de 

l'application quotient St St/i acquiert un nœud, par une dégénération 

de Lefschetz, on peut construire une résolution simultanée de la famille 

(S^) mais l'involution agissant sur la fibre centrale n'a plus le même type 

topologique que it. Cela est dû au fait que l'espace total de la résolution 

simultanée est une petite résolution d'une variété de dimension trois avec un 

point double, et l'involution agissant sur cette variété de dimension trois ne 

se prolonge pas à la petite résolution; elle se prolonge en un isomorphisme de 

l'une des petites résolutions sur l'autre. 

Ceci étant dit, on voit que ces différentes familles sont essentiellement 

caractérisées par la classe de conjugaison de l'involution H(i) et le résultat de 

Nikulin que l'on utilisera est le suivant (cf [11],[22]): 

2.2 Théorème : 

i) La classe de conjugaison de H(i) (qui est déterminée par la classe 

de l'immersion primitive H2(S,Z)~ C H2(S,2) ne dépend que de la classe 

d'isométrie du réseau H2(S,~L)~ muni de la forme d'intersection induite. 

ii) Cette classe d'isométrie est sujette aux conditions: 

a) Sign H2(S,2)- (2 ,&2--2) 
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b) Le conoyau K de l'application H2(S,Z) —• H2(S,1) * donnée par 

la forme d'intersection est un groupe de 2-torsion. 

iii) La classe d'isométrie du réseau H2(S, Z)~ est déterminée par trois 

invariants fc,6) où frj = rang H2(S,Z)~, k = range z ^ et 6 G {0,1} 

est l'entier déterminé de la façon suivante: 

La forme d'intersection sur i72(5, Z)~ se prolonge uniquement en une 

forme quadratique à valeurs dans Q sur H2 (S, Z)~*. On peut construire 

alors une fonction quadratique q sur K à valeurs dans Q/2Z, en posant 

q(x) = q(x) (mod2Z). On pose 6 = 0 si q est à valeurs dans Z/2Z,£ = 1 

sinon. 

2.3. On revient maintenant à la situation géométrique (p : S —> T = S/i du 

§1. On rappelle que iV = nombre de composantes de la courbe de ramification 

et N' = somme des genres des composantes de cette courbe. On commence 

par calculer les invariants &7, A; en fonction des nombres N et Nf. On a: 

2.4 Lemme: 

i) b~ = 12-N + N' 

ii) k = 12 - N - N' 

Démonstration: 

i) a été montré en 1.6 (compte-tenu de b2 = 22 — fcj"). 

ii) 2k est le discriminant de la forme d'intersection induite sur H2(S, Z) , 

donc aussi le discriminant de la forme d'intersection induite sur i î2(5, Z)+. 

D'autre part, on a une suite exacte: 

(2.4.1) 0 - + # 2 ( T ) ^ # 2 ( S , Z ) + (Z/2Z)"-1 -+0 

En effet, reprenant la notation C 
N 

5=1 

Cs pour le lieu de ramification 
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de ip, et notant U = T\C, V = S\C, on a le diagramme commutatif suivant : 

H2 (S,1/22) c H2(T, 1/21) 

H2(V,1/21) 
0 

H2(U,1/21) H3(U,1/2T H3(V,1/21) 

H3(U,1/21) 0 

s 
H\CS,1/21) 

S 
Hl(Cs,l/21) 

0 0 

où la ligne du milieu est induite par la suite exacte 1.1.1. On en déduit 

immédiatement que le conoyau de (p* est égal au conoyau de 3, et comme 

H3(V, 1/21) et H3(U,1/21) sont de dimension (sur 1/21) N - 1, on a coker 

y?* ~ (1/21)N~1. D'autre part les applications de cp+ de 2.4.2 et (p* de 2.4.1 

sont reliées par la relation suivante: 

Considérons le composé 

tl>:H2(S,l) 
Poincaré 

H2(S,1)* H2(S,1) 
H1 (Qs) 

H2(T) 
Poincaré 

H2(T) 

alors la réduction de z/>mod2 est égale à Comme la flèche i î2(5, Z)* —• 

i î2(5, Z)+* est surjective et que l'on sait que (p* a un conoyau de 2-torsion on 

obtient immédiatement coker (p* ~ (1/21)N~1 et donc 2.4.1. est démontré. 

Sur H2(T) C #2(5,Z)+ la forme d'intersection de S est égale à 2 fois 

celle de T qui est unimodulaire. Donc son discriminant est égal à 2b2^T\ La 

suite exacte 2.4.1 montre alors que: discriï2(5, Z)+ = 2b2^ 2(̂N l \ ce qui 

donne k = 10 + N - N' - 2(N - 1) = 12 - N - N'. 

Les entiers N et N' déterminent donc b2 et k. Le Lemme suivant permet 

de construire topologiquement la "mirror symmetry" échangeant les nombres 

N et N' compte-tenu du théorème de Nikulin: 
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2.5 Lemme: Soit i une involution sur S agissant par (—1) sur H2,0(S) et 

d'entiers N,N',6 associés satisfaisant iV > 0, iV' > 0 et (N,N',6) ^ (5,1,0). 

Alors H2(S,~L) contient un plan hyperbolique. 

Démonstration: 

2.5.1. Supposons d'abord N' > 2. Soit L C H2(S, Z)" ® Z/2Z un sous espace 

isotropique maximal pour la forme d'intersection réduite modulo 2 (~) . Soit 

L C i ï2(5, Z)~ l'image réciproque de L par l'application de réduction mod2. 

La forme ( ) restreinte à L est divisible par 2, soit ( )|L = 2 ( )L et ( )L est 

unimodulaire. ( )L étant indéfinie et n'étant pas paire, (on peut toujours le 

supposer par un choix adéquat de L), ( )T est diagonale, soit dans une base 

convenable (e;), (x,x) L = x\ + x\ — 

i>2 
x\. Notons que de k = 1 2 - N - N ' > 0 

et N > 2 on tire iv < 10 et b2 > 4 ce qui montre bien que ( ) L est indemne. 

On voit alors facilement que l'ensemble {x G (x, x) L = 0} engendre modulo 

2 l'hyperplan {X^^T = 0mod2}. On en déduit qu'il existe x G L tel que 

(x, = 0 et l'image de x dans H2(S, Z)~ a une réduction mod 2 qui n'est pas 

dans Ker (~) car les éléments satisfaisant cette dernière condition engendrent 

un espace de codimension Nf > 2 dans L®Z/2Z. On peut supposer que x est 

primitif dans L, et alors il existe y G H2(S,~L)~ tel que = 1. Comme 

(y, y) est pair x et y engendrent un plan hyperbolique dans i î2(5, Z). 

2.5.2 Supposons maintenant N' = 1: de A: = 12 - TV - JV7 > 0 on tire N < 11. 

Si iV = 11 on a k = 0 et b~ = 2 et la forme d'intersection sur H2~ est paire, 

unimodulaire et définie positive, ce qui est absurde. Donc N < 10 et b2 > 3. 

Reprenons maintenant la construction de 2.5.1: on a L C H2(S,Z)~~ avec 

) L indéfinie de la forme x) L = x\ + x\ -

i>2 

sd 

2.5.3 Supposons qu'il existe x E L primitif tel que (x,x)L = 0 et x est 

divisible par 2 dans i î2(5, Z)~; alors x = 2y, et la projection de y dans 

H2(S, Z)" (g) Z/2Z n'est pas dans Ker (") donc il existe z G H2(S, Z)~ tel que 

(z,y) = 1 et comme en 2.5.1, i î2(5, Z)~ contient un plan hyperbolique. 

On sait d'autre part que le noyau de L ® Z/2Z —• H2(S,1)~ (g) Z/2Z 
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est de rang 1, représenté par un élément x = Ylxieî € ^> avec xi = 0 ou 1. 

Comme x = 2y,y G H2(S, Z)~ on a: (x,x) = 4 (y, y) = 2(x,x)r, et comme 

(y,y) est divisible par 2, on a (x,x)L divisible par 4. Si (x,^)^ = 0, on a fini 

par ce qui précède. Comme b2 = 13 — N < 12 on voit que (x,^)^ = —4 ou 

—8 sont les possibilités restantes. Si (x,x)L = —8, et x\ = x2 = 0 on prend 

xf = x + 2ei + 2e2 et alors (x', x')L = 0. 

Si (x,x)L = — 8 et x\ = 1 on prend x' = x + e\ et alors (x',x')L = 0. 

De même si #2 = l5#i = 0 . Dans tous les cas on est ramené à la situation 

2.5.3 et donc H2(S, Z)~ contient un plan hyperbolique. 

Supposons donc (x,x)L = —4. Si l'une des coordonnées Xi,x2 est nulle, 

soit # 1 , il suffit de prendre x1 = RR + 2ei, et alors (xf ,x') T = 0. Si x\ = x2 = 1, 

et l'une des coordonnées Xi,i > 2 de x s'annule, soit £3, il suffit de prendre 

x' = x + 2ei + 2e% pour obtenir (x1', RR')^ = 0. 

En conclusion, si 2.5.3 n'est pas satisfait, on doit avoir: toutes les 

coordonnées de x sont égales à 1. Comme (x,x)L = —4 on a donc rang 

L = 8, soit encore 12 - N + N' = 8 et N = 5. De plus on a: 

2.5.4. H2(S,Ï) est engendré par e\---e% et y I 
2 

8 

1 

e¿, la forme 

d'intersection sur iï"2(5, Z) étant donnée par (x,a;) = 2 X л ~\~ Х*2 
i>2 

xi 

dans la base (sur Q) de H2 (S, Q) donnée par les e¿ 

Le dual i î2(5, Z) * est engendré par les ! x,-eî tels que £¿ = 0mod2, 

et l'application x/J donnée par ( ) : i\) : Jï2(5, Z) —• i ï2(5, Z) * est 

déterminée par les conditions: 

W>(e¿) = 2e7*, pour i = l,2;^(e¿) = —2e* pour ¿ > 2. La forme 

( ) obtenue par prolongement de ( ) à H2(S,1) * est donc telle que 

j Xieì ? S Xieï)* 1 
4 1 

£^2 *^ 2 ^ z £̂2 *̂  2 ̂  z OÙ £¿ = 1, Z < 2, £2 = — 1? 
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i > 2. Ce qui donne encore xiei* xiei* 1 
2 X-^ ~\~ X*£ 

i>2 

x2i Mais 

;x,-ej e # 2 ( s , z ) ui 0mod2 x2 ~f" x2 
Z>2 

x2i 0mod2. 

Donc la fonction (x,x) est à valeurs dans Z/2Z et 6 est nul. 

Le cas peut être exceptionnel 2.5.4 est donc caractérisé par les invariants 

N = 5, N' = 1,6 = 0 et le lemme est démontré. 

2.6. Construction de la "mirror symmetry" topologique: 

Supposons que iï2(5, Z)~ contienne un plan hyperbolique P . Soit rp 

la réflexion par rapport à P , définie sur H2(S, Z) par la condition rp|p = 

Idp,rpip_L = —1dpi.. Considérons l'involution i' = rp o H(i). Pour i', on a 

#2 (S ,Z )+« ' = H2(S,2)~ H P 1 . Donc #2(S,Z)-(*)' a la signature correcte 

(2,62~^^ - 2). De plus, on a clairement = fc, S' = 6, où et 6' sont les 

invariants de 2.2 iii associés à z', puisque kf et <5' sont déterminés par la forme 

discriminante q de 2.2 iii, qui est la même pour H2(S, Z)~ et H2(S, Z)~ H P 1 , 

donc aussi pour H2(S,2)~ et iî2(5,Z)-<f"> = (#2(S,Z)" n P x ) x . 

Ecrivant = H (ii) pour une involution z'i agissant sur une surface 

K3 Si (cf 2.1), H(ii) agissant sur (-1) sur H2>°(Si), on a les entiers Ni et 

N[ définis comme en 2.3, pour (5i,z'i) et par le Lemme 2.4 appliqué à Si et 

S, on a: 

2.6.1: 
12-Ni+N[ =b~(Si) b+(S) + 2 = 12 + N-N' 

k(Si) k(S) = 12 - Ni - N{ = 12 - N - N' 

On en déduit immédiatement: Ni = N',N[ = N. 

On appellera (H2 (5i, Z), H (ii)) (ou par abus (5i , i i )) le miroir 

topologique de (H2(S,T.),H(Ï)) (ou par abus (5, i)): le théorème de Nikulin 

justifie ceci puisqu'il montre que la classe de conjugaison de H(ii) ne dépend 

pas du choix du plan P . Remarquons que l'opération (S,i) —* (Si, i i) est 

clairement involutive. 
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2.7. Cette construction montre aussi que le cas (N,N',6) = ( 5 , 1 , 0 ) est bien 

une exception au Lemme 2.5, compte-tenu de la classification complète des 

invariants (N,N',6) possibles données par Nikulin ([22]). En effet, d'une part 

il existe bien une involution d'invariants (5 , 1, 0 ) associés, d'autre part, il 

n'existe pas d'involution d'invariants ( 1 , 5, 0 ) , donc, par la construction 2.6, 

pour l'involution d'invariants associés (5 .1 .0) , H2(S,Z)~ ne contient pas de 

plan hyperbolique. 

2.8. Soit maintenant donnés (H2 (S i ,Z) ,H (ii)) et son miroir topologique 

(H2 (S2, Z) ,H (12)), où H (i\) et H (i2) satisfont la condition 2.2 ii) a): On 

va construire précisément un isomorphisme entre le domaine Di des périodes 

marquées pour Si, et l'ensemble D'2 des formes 77 G i?2(S2,C)+ telles que 

(Rer;)2 > 0 . 

2.9. Ce qu'on appelle domaine des périodes marquées pour (Si,i\) est 

l'ensemble Dx = {u G P(H2(SU C)")/a;2 = 0,uûJ > 0 } . Un point général 

de Di détermine une structure complexe sur Si, avec une involution ¿1 

agissant comme H(ii) sur i ï 2 ( S i , Z ) (cf 2 .1 .1) , ainsi qu'un marquage de 

(H2 ( S I , Z ) , H (H ) ) , mais d'après 2.1.2 ces données différent en général. Ceci 

étant noté, la construction est la suivante: 

2.10. Le plan hyperbolique P C H2 (S\)~ est fixé. P possède deux éléments 

a , /3 G Pi bien définis au signe près, tels que a2 = 2,/32 = —2, et a/3 = 0. 

Soit LJ G D\(UJ définie à un coefficient près); alors u £ P ® C car sinon on 

aurait : P ® R = (Recu^Imuj) C H2 (Si,R)~, ce qui contredit le fait que la 

forme d'intersection sur P®R est indéfinie, tandis que celle de (RETT>, Imo;) est 

définie positive. Notons C H2 (Si)" le sous-espace complexe de dimension 

trois engendré sur C par P et u. 

Comme la forme d'intersection de iï"2(Si,C)~ a une restriction non 

dégénérée sur P , se scinde en la somme directe orthogonale: Qu = P _L A, 

où A est la droite complexe fi P x . On a alors: 

2.11 Lemme: La forme d'intersection de i ï2 (S i ,C)~ , restreinte à Q^, est 

non dégénérée. 
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Démonst ra t ion : Soit u G P ® C, tel que u + u engendre A. Il suffît de 

montrer que (u + u)2 ^ 0. 

Comme co + u est orthogonal à P , on a: \fv G P, (UJ + U) -V = 0 = u>v + uv. 

En particulier (u + u)2 = u>2 + u2 + 2uu = — m2, puisque u2 = 0. 

Si (u; + u)2 = 0, w2 = 0, et donc u = \u', où A G C et u' G P ® R. 

On a w ^ O , car sinon u; serait orthogonale à P; ceci entraînerait que Reo; et 

Im<x> sont orthogonales à P , et contredirait le fait que la forme d'intersection 

de H2 (Si, R)", restreinte à P1 est la signature (1, b2 — 3), tandis qu'elle est 

définie positive sur (Reo;,Imu;). 

Maintenant, de uu + u2 = 0,IA2 = 0, on tire um7 = 0, avec u' réel ^ 0, 

d'où Reco • i / = 0 = Imcj.u' = 0, ce qui contredit le fait que u2 — 0, tandis 

que ( ) est définie négative sur l'orthogonal de (Reo;, Imu) dans H2 (Si)"". 

L'hypothèse {u + u)2 = 0 est donc absurde. 

2.12. Soit a' = ^ j a , / ? ' = ^ / 3 , et x € A tel que x2 = 1, où a,/3 sont définis 

au signe près en 1.10 et x est défini au signe près. 

(a', /?', x) fournissent une base de Q^, et on peut écrire: LO = \a' + /J,(3' + 

v\, où (A,//,*/) sont des coordonnées homogènes, pour P(QU). On 

puisque CJ ^ P (cî 2.20). On a alors: 

2.13. Lemme: Soit u G P(QW) telle que.u;2 = 0, soit rj = i X—u 
v 

x e A. 

Alors on a l'équivalence des deux conditions suivantes: 

i) ULÜ > 0 

ii) (Rerj)2 > 0 

Démonst ra t ion : Comme a' et ß' sont réels, on a w = Ac/ + /jl ß' + u x-

Comme x est orthogonal à P , qui est réel, x est orthogonal à P , et l'on a: 

2.13.1. 

oouo = AA — /i/i + i/i/xx 

u;2 = A2 - /i2 +1/2 = 0 
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Quitte à remplacer u par ^ et À par À' = ~, /i par //' = ^, on peut supposer 

u = 1. 

On a alors 77 = i(A' — //)X- 2.13.1 devient 

2.13.2. 

Ï)LJLJ = A'A - / / / / ' + XX 

ii)u;2 = À 2 - ,/2 + 1 = 0 

Maintenant Re 77 \{V + rj) i (¿(A' - / , ' )* - - Л')х) d'où 

(Re 7/)2 i ( - ( A ' - M')2 U - ü')2 + 2(X' - u')(X -Tt)yy). D'après 2.13. 

2 ii) on a (A' - n')(\ - Ji') 0 et il vient: 2(Rerç)2 (A' - /z')(A - Jt) 

_1 
1 

X'-u' 

X - P' 
A - 77 
A ' - / / + XX Utilisant 2.13.2 ii) sous la forme A' + /x' = 

- 1 
A -77 

il vient 2(Re77)2/(V-/iO(A,-/ïO R e ( ( A ' - / ^ ( V + /!')) +XX = 

AA - /i /i +XX = uuo. Le Lemme est donc prouvé. 

2.14. Notons finalement que 77 G A C H2 (SUC) fl P x = H2 (S2,C)+ ne 

dépend pas du choix de x à ±1 près, et ne dépend que du point projectif 

défini par u dans P ÇH2 (Si, C)~~) • On a donc bien construit une application 

Mi, clairement holomorphe: Mi : D\ ^ D2. Il reste à voir que M\ est un 

isomorphisme. On a d'abord: 

2.15 Lemme: Soit 77 G D2\ alors 772 ^ 0. 

Démonstration: Ecrivons 77 = Re 77 + ilm77; alors rj2 = 0 entraîne Re 77 • 

IïïiT? = 0, et (ReT?)2 = (IÏÏIT?)2. Comme (ReT?)2 > 0, si T?2 = 0,#2(S2,R)+ 

contient un plan réel sur lequel la forme d'intersection est définie positive, ce 

qui contredit le fait que la signature de H2 (S2,R)+ est (l,bJ(S2) — 1). Par 

l'isomorphisme H2 (S2,R) ~ H2 (Si,R)~ fl PL, voyons 77 G D2 comme un 

élément de iJ2(Si ,R)~, orthogonal à P . Soit l'espace de dimension 3 

complexe engendré par P et 77. Ecrivons enfin 77 = e\ avec e G C*, et x2 = 1 

(Lemme 2.15); Le Lemme suivant est évident: 
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2.16 Lemme: Pour e ^ 0 fixé, il existe un unique couple (À, /i) de complexes 

tels que À2 — fi2 + 1 = 0 et i(X — fi) = s. 

Posant alors uo = \af + /¿/3' + x, on note que le point projectif défini par 

u dans P(Qrj) ne dépend pas du choix de x> et satisfait J1 = 0, et uSU) > 0, 

par le Lemme 2.13. On a donc construit M f 1 : D2 —» D\. 

Echangeant Si et 52, on dispose de M2 : D2 —» £>'i et M^"1 : DJ —• D2. 

Le couple (Mi,M2~1) : Di x D[ —> D2 x D2 fournit une application "miroir" 

holomorphe et bijective. Ces résultats se résument de la façon suivante: 

Théorème: Soit Si une surface K3 munie d'une involution ii telle que 

H (ii) agit par (-1) sur H2,0 (Si). Supposons que les invariants (Ni^N[,6) 

associés satisfont iV{ > 0 et (Ni,N[,6i) ^ (5,1,0). Fixons un plan P 

hyperbolique dans H2 (Si, Z) . Alors il existe un miroir (H2 (S2, Z ) ,H (i2)) 

topologique de (H2 (Si, Z), H(¿1)), qui ne dépend pas du choix de P , et 

satisfait Â2 = N[,N2 = Ni,62 = ¿1, et un isomorphisme de domaines de 

périodes marquées: (Mi,M2_1) : Di x D[ —» D2 x D2 (qui dépend de P) . 

2.18 Remarques: 

a) Une direction possible d'investigations sur la structure de l'applica­

tion miroir serait l'analyse de la compatibilité avec l'action des groupes 

orthogonaux, de manière à supprimer autant que possible le marquage. 

b) Il y a évidemment d'autres choix possibles pour Mil pour tout réel 

A ^ 0, on pourrait aussi bien définir Mi(w) = \Mi(w). Peut-être l'étude de 

a) fournirait elle des raisons pour privilégier l'une de ces applications. 

c) Comme noté en 2.1.2 il existe un ouvert U[ de J5i, avec Ui C U[ C Di 

(où Ui est défini en 2.1.1) sur lequel la structure complexe sur Si paramétrée 

par t G U[ est effectivement compatible avec une involution %i sur Si, agissant 

comme H(ii) sur H2 (Si,Z). Il serait intéressant de décrire précisément U[ 

et son image Mi (U[) C D2 pour comprendre le domaine de définition de 

l'application miroir géométrique (0.3, 2.2.1); il y a en effet une incertitude sur 

le domaine de définition de la forme a de 0.2, pour laquelle le miroir (Xf,af) 
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serait défini; la condition "Re a Kâhler" est probablement trop contraignante; 

cependant la condition (Rer;)2 > 0 de 2.8 est trop faible. 

(Cette dernière remarque suppose la lecture des numéros suivants, où 

l'on contruit à l'aide de 2.17 la "mirror symmetry" pour les variétés X de la 

section 1). 

2.19. On revient maintenant aux variétés de Calabi-Yau 

Xi = Ei x Si/ (ji^ii^ construites dans la section 1. On suppose que le 

miroir topologique de (Si, i i) existe. On supposera donné un marquage de 

2.19.1 Hd (Xu2) 

(Г,5) 
я 1 ( c „ z ; H1 (Ег] tf2(SbZ)-: 

incluant un marquage de chacun des termes intervenant dans cette décompo­

sition. L'inclusion de 2.19.1 induit le Q isomorphisme de 1.5 : H3(X, Q) ~ 

H3(E x S, Q)lnv. De même on se donne un marquage de 

H2(XU1) H2(EU2) H2 (SbZ) 
(r,s) 

(Dr,s). 

2.20. L'application miroir a été construite explicitement pour les courbes 

elliptiques (cf. [10], [2]). Cette application que nous noterons (m^m^1) 

pour la distinguer de la précédente, est l'involution sur l'espace paramétrant 

la donnée d'une courbe elliptique E ~ C /r , où T = (ei,e2) est un réseau 

d'orientation positive dans C, et d'une classe de type (1,1) OLE telle que 

Re (fE OLE) > 0, simplement définie de la façon suivante: soit e2 = тех, r G C; 
alors Im r > 0 et j détermine E. D'autre part soit A = JE(XE- Alors Re A > 0 
et A détermine С*Е- On associe alors à (£ i , le couple (а#2, E2) , où E2 est 

définie par: r2 = i\i et OLE2 est définie par: A2 = JEAE2 = —iT\. On a utilisé 

la notation (m^m^1) par analogie avec l'application M, et pour souligner 

le fait que l'application miroir préserve la structure de produit de l'espace 

considéré ci-dessus en échangeant les facteurs. Ici mi (ri) = A2 = — iri , et 

m 2 = mi. 

2.21. On effectue maintenant la synthèse du théorème 2.17, et de la 

construction 2.20. 
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Donnons nous une deux forme sur X\ de la forme + as1 où 

Re JEaEi > 0 et (Rec^)2 > 0 (plus précisément as1 G M2 (U2) où U2 

est définie dans la remarque 2.1.8.c). Alors via m2l aE1 détermine une 

courbe elliptique marquée E2 , et via M2l asx détermine une surface K3 

marquée S2 munie d'une involution i2 agissant comme H (i2) sur H2 (S2,Z) 

qui est marqué. De même pour une structure complexe sur I i , on a la 

droite projective if3,0 (Xi) C H3 (Xi,C) qui détermine, grâce au marquage, 

les droites projectives H1*0 (Ei) C H1 (EUC) , et H2>° (Si) C # 2 ( S i , C ) ~ . 

Via mi et M\ on alors des formes a#2 G H1 (^E2)'> et as2 G H1 (Cls2) ? 

avec Re JE2aE2 > 0, (Reas2)2 > 0 d'où une deux forme OLE2 + &s2 sur 

X2. On définit le miroir de ( -Xi . a^ . a s , ) comme étant (X2,a^2,A52) avec 

X2 = E2 x S2/(j2,i2) où j2 est l'involution (-l)j52 - C /r2. 

2.22. Comme on a JV2 = N[ et N2 = N1, le lemme 1.8 montre que Xi 

et X2 satisfont b2(X1) = h2'1 (X2) et b2(X2) = /i2'1 (Xx). L'application 

miroir que l'on a construite ici est donc parfaitement conforme à la "mirror 

symmetry" prédite par les physiciens (0.3). On peut noter cependant que 

l'on n'a construit ici l'application miroir que sur un sous-espace H\ x K\ 

du produit { structure complexe marque sur X\\ x { formes de type (1, 1) 

sur X\ satisfaisant certaines conditions de positivité }, H\ étant l'ensemble 

des structures complexes pour lesquelles X\ est du type E\ X S i / ( j i , i i ) et 

Ki correspondant à l'ensemble des formes sur X\ de type C^E1 + as!- Cete 

application est à valeurs dans les sous-espace H2 x K2 correspondant pour 

x2. 

2.23. Si l'on tient pour vraie la conjecture sur l'existence de la "mirror 

symmetry", on peut imaginer que l'on a construit ici l'application miroir 

des physiciens, restreinte à un sous-espace du type H\ x K[, mais il est 

possible que K[ ne soit pas l'espace K\ considéré ci-dessus mais par exemple 

un translaté de K2 par une constante c(X\) G H1 (F^XI) supportée par les 

diviseurs exceptionnels de X\. On propose même dans la section suivante une 

valeur de c(X\) qui rendrait valide les prédictions des physiciens concernant 

la comparaison des accouplements de Yukawa et la forme d'intersection, en 

prenant la limite de 0.4.1 de façon adéquate. Mais ceci est très spéculatif et 
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il est peut-être préférable de considérer le problème suivant comme ouvert: 

2.24. Problème : A quel sous-espace de H1 (fîxi)? naturellement isomorphe 

à Ki, correspond (via le miroir des physiciens supposé égal au notre) le sous-

espace de l'espace des structure complexes sur X2 constitué des variété du 

type E2 x S2/(j2,i2)7 

§3 Accouplements de Yukawa et formes d'intersection. 

3.1. On se propose dans cette section de "tester" la formule 0.4.1 pour 

l'application miroir construite en 2.17, 2.21, au sens suivant: supposons que 

la formule 0.4.1 soit bien donnée par une série convergente; supposons aussi 

que OL' satisfasse: Rea ' est une forme de Kâhler; alors on doit pouvoir prouver 

que l'accouplement de Yukawa sur Xt := miroir de (X',ta'), où t est un réel 

positif tendant vers +oo, correctement normalisé, converge vers une forme 

cubique isomorphe à la forme d'intersection v —» Jx, v3 sur H1 (fix')- (Ce 

type de calcul a été aussi effectué dans [3] pour certaines variétés du type 0.5). 

3.2. On travaillera avec l'hypothèse naïve 2.23. Cela signifie qu'on sup­

posera que le miroir (X2,<XE2 +£*s2) de (XI,ŒE1 +<*S i ) construit en 2.21 

s'identifie au miroir des physiciens (X2,a2) —• (Xi,ai), à condition de 

poser OL2 = aE2 + c*s2 + c(X2), ax = aEl + + c(Xi) où c(X2) 6 

H1 (ftx2) (resp .c(Xi) G H1 (Qxi)) est une constante supportée sur les di­

viseurs exceptionnels de X2 (resp. de Xi) . A ce moment là on doit 

avoir la variante suivante de 3.1: Supposons a En > 0,Qfco > 0; alors poui 

t e R+,* -> + o o , e " J p i _ a # 2 + as2) + c(X2)Q dès que / : P1 -+ X2 n'est 

pas un revêtement d'une courbe rationnelle Pj.?5 C X2i fibre de l'une des 

applications : DrjS —> CVî<s de 1.7. On doit donc pouvoir prouver que 

l'accouplement de Yukawa sur Xij := miroir de (X2, t (a#2 + as2) + c(X2)) 

converge vers une forme cubique isomorphe à la forme sur H1 (ftx2)' 

(3.2.1) v 
]x2 

v3 

<n(fk,r,s) 

e 'pl Kr..«**)) 
'pi 

fk,r,sv 
3 

<n(fk,r,s) 

où fk,r,s est la composante de l'ensemble des applications holomorphes de P1 

dans X2 donnée par les revêtements ramifiés de degrés k de P* . Evidemment 
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il faut pouvoir donner un sens à la somme de cette série. On peut utiliser pour 

cela le résultat de Aspinwall et Morrison [4], et le lemme suivant : 

3.3 Lemme: Pour une déformation générique X2 de X2, et pour g(C2iS) > 

1, les courbes rationnelles obtenues par déformation de Pj:5 consistent en 

exactement 2g(C2yS) - 2 courbes rationnelles P1 C X2, de fibre normal 

NpiX^ ~ e>Pi(-i)©e>pi(-i). 

Démonstration: On reprend les notations de 1.16. X2 est la désingularisa-

tion du revêtement double de P1xT2, ramifié le long de la surface d'équation 

A2F2 = 0 où A2 G H°(Opi(4)) et F2 G H° (-2KT2). Soit C2 = \JC2jS. 

la courbe d'équation F2 = 0 dans T2. C2yS est une composante de C2. 

L'application composée: H° (~KT2) —> H° (Qc2) -* H° (Qc2,a) est surjec-

tive, et il existe donc G2 G H° (-KT2), telle que pour chaque s tel que 

g(C2yS) > 1 la restriction de G2 à C2,s ait exactement 2g(C2,s) — 2 zéros. 

Soit B2 G H° (Opi(4)) générique. On vérifie facilement que pour t G C assez 

petit, la surface d'équation A2F2 + tB2G2 est singulière seulement le long de 

A2 = F2 = G2 = 0 avec des singularités quadratiques ordinaires de rang 3 

(nœuds) aux points de p2^r x C2jS fl {G2 = 0} pour g(C2iS) > 1, et avec des 

singularités quadratiques ordinaires de rang 2 le long des courbes pr x C2yS> 

avec g(C2jS) = 0. On pose t = v et on considère la variété de dimension 

quatre W obtenue comme le revêtement double deP1 x T x A (A un petit 

disque, muni de la coordonnée v) ramifié le long de l'hypersurface d'équation 

•^2^2 + v2B2G2. Il n'est pas trop difficile de montrer que W admet une 

désingularisation VF, satisfaisant: 

i) les fibres de l'application naturelle W A donnée par la coordonnée 

v sont lisses; 

ii) pour v ^ 0 7T 1(v) est une désingularisation du revêtement double 

de P1 x T ramifié le long de la surface d'équation ^ i 5 ^ + v2B2G2, obtenue 

par éclatement des courbes singulières pr x C2iS avec C2 s rationnelle et par 

petite résolution des nœuds au dessus des points pr x C2,s fl {G2 = 0} pour 

0 ( C 2 . . ) > 1 . 

305 



C. VOISIN 

iii) 7r 1(0) est isomorphe à X2. 

On a donc montré que dans 7r 1(V) les courbes Pj. s sont remplacées par 
les 2g(C2jS) — 2 courbes exceptionnelles de la petite résolution de Wv, pour 
g(C2,s) > i. 

3.4. Par le Lemme 3.3, et par le résultat de Morrison et Aspinwall, on peut 
faire alors n (fk,r,s) = 2g (C2,5) - 2 pour tout k > 1 et 2g (C2,s) > 1, dans la 
formule 3.2.1. On admettra que ceci reste vrai pour g (C2,s) = 0. 

On peut alors pour les valeurs adéquates de c(X2) assurant la conver­
gence de la série, remplacer 3.2.1 par : 

гр'2 : г 
x2 

v3 

3.4.2 

r,5 
{2g(C2,s)-2)e r,8 1-e L, <=№) 

r,a pi 

3 

3.5. La forme ipf2 est facile à décrire dans la base 

xsv 
^2,r,s Q H2 (T2,Q) 

H2(E2,Q) de #2(X>,Q) compte-tenu de 0 
pi 

a 
'pi 

r,s 

/3, pour 

a G #2(T2,Q), /3 G H2(E2,Q), et 
fpi 

r, s 

[̂ 2,̂ ,5' 0, pour (r', s') 

(r>*)> pi 
r,s 

£>2,r,s] —2. Du Lemme 1.11, on tire immédiatement : 

:3.5.N 
rP'2(d + a + f3) 

K d3 
<r,s ur,s 

D2,r,s 
3 
X 8(2ff(C2,,) 2)e 

c(x2) 
1 - e r1 :3.5.N 

h3(d2a)x + 3(a2/% 

où d 

r,s 

AS D2,r,s 

3.6. D'après 1.11, on a l?2,r,s = 8 — 8g(C2^s), et l'on voit donc que le 
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premier terme s'annule pour e fri 
r,s 

c(X2) 
1-e NJH c(X2 

- ì , c'est-

à-dire e n1 
c{X2) 

— 1, soit (pi c(X2) in, ou encore: c(X2) 

iir/2 

r,5 
[£>2,r,5 

Pour cette valeur de la constante c(X2) l'accouplement ip2 prend la 

forme simplifiée : 

3.6.1 i/>'2(d + a + (3) = 3 (d2a)X2 + 3 (d2p)X2 

Or d'après la proposition 1.17 c'est précisément la forme générale 

de l'accouplement de Yukawa \j> pour X\, puisque l'on a dans la base 

ir<sl)H0(ücus') H1 ( f t s j - H1 (QEi ) de H1 (TXl ):xP(w + uSl+ uEl ) 

:3 W W + 3 
Si 

«EL 
5i 

, et que : 

rang 

(23f) 
D2,r,s C 47V 4iV{ rang 

(r,s) 

(Q5l)-

rang!/2 (T2,C; 10 + iV2 - rang H1 (Q5l)-

On continue désormais en supposant dans l'hypothèse 2.23 que c(X2) = 

ÌTT/2 

r,s 
D2,r,s-

3.7. Il reste maintenant à raffiner 3.6, en montrant que les accouplements ip2 

et if) deviennent bien isomorphes "à la limite", c'est-à-dire lorsque la structure 

complexe sur X\ dégénère, ou lorsque la forme as2 de X2 tend vers l'infini. 

On reprend d'abord les notations de §2, et on étudie la différentielle de 

Mi : Z?i —» Z?o (cf. 2.14), et sa compatibilité avec les formes d'intersection 

sur TDl{uj)=uLl(u) et TD'2(r9) H1 (fts2)+, où rj = Afi(cj). On a: 

3.8 Proposition: Soit rj = Mi(o;), et pour <GR+ soit u)t = M^l(tr]). Alors 

lorsque t tend vers +oo, ut converge vers a1'—¡3'', et convenablement multipliée, 

la différentielle (dM\)^t tend vers un isomorphisme (a' — (3')1-/ (a* — /3') ^ 
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H1 (fis, Г compatible avec les formes d'intersection. 

Démonstration: On reprend les notations de 2.10. 2.13. On a donc 
w, = XW + n'(3'+ X e P(QW) = P(Q„), et trt = . ( A i - u ' ) Y, avec: 
a;2-m;2 + i = o. 

Soit 77 = e\\ on a donc: \'t — [i\ = —its et \'t + //J = soit 

Л1 = 2 У1й - UE) EL /*« = 2 \Ш + U£ Lorsque t tend vers +00, — (7^) ut 

converge donc vers a — p . 

On calcule maintenant la différentielle dMi^) : du —> dr], avec du G 

u;±/ où ^X est l'orthogonal de u dans iî2 C)~. On a À' = u • a7, /i' = 

—u;-/3,et77 = z(À — // )x- En différent iant ces relations, on obtient: 

3.8.1 dcj = d\'a' + dfi'ß' + dx,d\' = du • a ' ,d / / = -du - /3', dr/ = 

t(dÀ' - d/i,)x + i(X' - n')dX; d'où: 

3.8.2 drj = i(d\' - dn')X + î(A' - ^)(du - dXW - < W ) - Soit ti = 
(fjif + A')(c/ + /3') + x £ alors l'espace engendré par u et l'orthogonal 

de Qu dans H2 (5i ,C) , est naturellement isomorphe à u^/u, et l'on a e 

appliquant 3.8.1 et 3.8.2. 

3.8.3 dM1{uj)(v) = - ti')v pour v G Q i , et 

dM1(w)(w) = z(A' - + i(u • ol + u • /3')x - i(A' - / / ) 

((и-a' Va'- и-в')-в') г(A^/i,)(^-((/i, + A , y + (iu,+A,)/3,)• 

Ceci fournit encore: 

3.8.4 1 dMlM(u) v, pour v G et 1 
0, ut 

•dM1(ü,)(u) и - (fi' + 
ХМа' + в'У 

Faisons maintenant rjt = trj avec t —> +00, et soit o;t = M, (r/tl 

On a alors Ai + /ii 1 
He 0, ut X, et par le calcul précédent 

2 uj^a' - ß ' . 
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lu4Z converge donc vers Y, WZ qui est naturellement isomorphe a 

У-ßTi 
(a'-ß' par l'inclusion [x,w¿ (a'-ß')X et par 3.8.4 i 

i(A'-M') 
dM1(LJt] 

converge vers l'isomorphisme composé: (a' — /3') / (a' — (3') ~ — 

H2(SUC)~ H PL = #2(S2,C+) ~ TD'2. Il est clair que cet isomor­

phisme préserve les formes d'intersection sur ces espaces, induites par celle 

de H2 (5i ,C)~. La proposition 3.8 est donc montrée. 

3.9. La proposition 3.8 montre que la différentielle de l'application miroir, 

restreinte au sous-espace H1 ( T ^ ) © H1 (T^ )+ de H1 (TXl ) et à valeur dans 

H1(QE2) © H1 (Qs2) C H1 (Qx2) converge, à condition de prendre la 
limite dans le précisé en 3.8, vers une application transformant la limite de 

l'accouplement de Yukawa i\) de X \ , restreinte à H1 {TE1 ) © H1 (Ts1 ) , en 

l'accouplement x/>'2 de 3.6.1 sur H1 (QE2) ®HX (ns2)+, lorsque as2 "tend vers 

l'infini". 

Il reste maintenant à étudier le comportement asymptotique des ac­

couplements de Yukawa du type xpfw^w^us.) (ici i\) est la forme trilinéaire 

associée à é, w € 

(Г,5) 
Н'{ПС113), uSl б Я ' ^ Г ) On ne fera pas cette 

étude en considérant des limites du type as2 —> tas2, t G R, t —> +oo, mais en 

construisant des dégénérations adéquates de Si; pour compléter ce travail il 

resterait encore à montrer qu'on peut réaliser la limite 3.8 et les limites 3.10, 

3.14 en même temps. De plus les propositions 3.13, 3.17, 3.19 ne donneront 

une confirmation du fait que %j) devient isomorphe à i\)'2 "à la limite" que dans 

les cas où C\ 

s 
C\i8 n'a pas de composantes rationnelles et sous des hy 

pothèses géométriques supplémentaires sur 7\. (cf. 3.20.1). On va d'abord 

étudier le comportement de l'application v' (1.14.1) lors d'une dégénération 

de Lefschetz de la courbe de ramification Ci C Ti, telle que la fibre centrale 

ait p nœuds imposant les conditions indépendantes à H° (—K^)- On utilisera 

pour cela le lemme 1.15. 

3.10. Soit Fi G H° (—2KTÏ ) définissant une courbe ayant p nœuds çi, • • •, qp 

imposant des conditions indépendantes à H° (—KT^)-
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Soit F{ G H° (~2KTl) telle que F{(qi) ^ 0 

Pour t petit, la courbe C\ d'équation F\ + tF[ est lisse; soit t = v2, 

et soit X —> T\ x A le revêtement double de T\ x A ramifié le long de la 

surface d'équation F\ + v2F{. X a des nœuds au dessus des points (#¿,0), 

et un choix de petite résolution en chacun des nœuds fournit une application 

lisse X ^ Ti x A. La fibre centrale Xo est la désingularisation minimale 

de XQ et admet une involution i\ dont le quotient est l'éclaté de Ti aux 

points qi. On a H2 X0,2 H2 Xv,2 mais sous cet isomorphisme on a : 

H2 xv,q 
ii 

H2 Xa.O 
il 

% 

[Eqi] Q où Eqi est la courbe exceptionnelle 

de Xo au dessus de gz. 

Ici i\ est l'involution générique de X\^v au dessus de T\. Sur A, on a 

le fibre vectoriel W1'1 de fibre H1^ ~ H1 ( î î - ) et le sous-fibré W1'1" défini 

sur A* par H\ï~ • H1 xv se prolonge naturellement en H1,1 C W1,1 

tel que Ti^ H1 Xo io i 
[Eqi] C, où [Eqi] est la classe de Eqi vue 

comme un élément de H1 (ftg ^ 

Soit (uv)v£A une section partout non nulle du fibre W2,0 sur A de 

fibre W2;° = H° (n2- V Pour P G (-2tfT), on définit une section <pP 

de W1'1 sur A* par (fp(v) = v'v(P), où est l'application z/' de 1.14.1, 

pour la courbe d'équation F\ + v2F[, et pour u = uv. Par le lemme 1.15, 

(fp(v) est la projection dans H1 
x 

de la classe de la forme méromorphe 

Puv/ (Fi + v2F[) sur Xv. On a le lemme suivant: 

3.11 Lemme: i) Si P s'annule en g;,Vz G {1, • • • <̂ p se prolonge 

holomorphiquement en 0. 

ii) De plus si P s'annule doublement en (fp(0) G H1 [tto ) , et 

^p(O) = V'Q(P), OÙ I/Q est l'application z/' de 1.14.1, pour la courbe normalisée 

T7j C XQ, qui est la courbe de ramification du revêtement double X0 —• ï \ , et 
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pour la deux forme wQ. (P\c° est alors considéré comme une section de Îîf^) 
i i c1 

iii) en général v<pp se prolonge holomorphiquement en 0, et il existe 

un isomorphisme naturel ©resgi H° (Oqi(-2KT)) H°(Oqi) tel que 

v(fP(0) 

i 

iesqi[Eqi\. 

Démonstration: Au voisinage de qi, on pose / i = F\/F[. On peut trouver 

des coordonnées locales x,y pour Ti, telles que f\ = —(x2 + y2). Alors, au 

voisinage de (ç2-, 0), X est décrit par l'équation u2 = — (x2 + y2) + v2, dans des 

coordonnées (u, x, y, v) paramétrant un ouvert de C4 centré en 0. La famille de 

formes méromorphes pcov/ (Fi + v2F[) fournit une famille continue de deux-

formes fermées sur les ouverts X\B fl XV, où B est un voisinage dans X de 

la surface de ramification 
i 

Cvx. Donc si (7v)u€A est une famille continue de 

classes d'homologie supportées en dehors de BC\XV, PUJV/ + v2F[) se 

prolonge continûment en 0, et J VPCJV/ (F\ + v2F[) tend vers 0 avec v. 

D'autre part, H2 (XV,Z)~ est engendré par les classes supportées sur 

XV\B fl XV (pour B petit) et les classes des sphères evanescentes S2.(^), 

décrites dans les coordonnées (u,x,y,v) par: u = vu0,x = vxo,y = vyo, avec 

ô,#Ch2/o réels et UQ + x% + y^ = 1. La limite de S2.(v) est égale à la classe 

de EQI dans H2(XQ,Z). S2.(V) est aussi homologue au contour suivant: on 

remplace S2.(v) par la réunion Tqi(v) de S2.(v) fl |i¿o| > \ et de l'ensemble 

{(u,x,y,v)/u = (v/2)eîd\x = ve%ex\,x\ réel, y = velQy\,y\ réel avec 0,0' G 

[0,7r] et e2î<9 (x2 + y2) = 1 — | e 2 ^ ' } , qui est une partie d'un fibre en cercle au 

dessus du cercle evanescent de C^, décrit par: u = 0, x = vari, y = vyi, #i , yi 

réels, et a;? + y? = 1. 7V(t0 est construit pour éviter l'ensemble {u = 0}. On 

vérifie facilement que, au voisinage de c¿, on a cvv DF dxAdv 
V 

où <p est une 

fonction non nulle. Il reste à montrer: 

3.11.1 i) si xj;(x,y) s'annule en 0, 
T9i(v) 

ibdx A dy 

u3 
a une limite finie quand v 

tend vers 0, nulle si é s'annule à l'ordre 2 

iii si =¿ 0 
T9¿(<>) 

vxbdx A cfy 

u3 
a une limite finie non nulle lorsque v 
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tend vers 0. 

3.11.2 i) peut se montrer en supposant que xp est homogène de degré 1 ou 2 en 

x et y. Comme les Tq.^ sont isomorphes par la multiplication par v, on voit 

immédiatement que dans le premier cas T4i(v) 
rudxAdv 

u3 
est constant, tandis que 

dans le second cas i 
V T4i(v) 

ifrdxAdy est constant. 

Pour 3.11.1 ii), on suppose xp = 1, alors v 
T4i(v) 

ipdx A dy 
u3 est constant. 

Pour voir que v 
DF 

dx A dy 

u3 
est non nul, on se place dans le quadrique 

projective de dimension deux Q d'équation U2 + X2 + Y2 = V2 dans P3 

de coordonnées homogènes (U,X,Y,V): elle contient la quadrique affine 

u2 + x2 + y2 = 1 et on vérifie que dxAdy 
ir 

engendre H1 (ÌÌQ)pnm, ce qui 

se montre par la construction 1.15 appliqué au revêtement double Q —> 

P2, (U, X, y, V) (X, y, V), tandis qu'il est bien connu que 52(1), donc T(l) 
engendre H2(Q,l)pr[m. 

Le Lemme 3.11 résulte de 3.11.1 de la façon suivante: 

i) si P s'annule en zéro Puv/ [F, + v2F[) a une limite finie pour jv 

supportée dans XV\B fl Xv, et aussi pour jv = Tqi(v); donc ^ se prolonge 

holomorphiquement en zéro. 

ii) si P s'annule doublement en zéro, on a lim 
T4i(v) 

Puv i i + v2F[ 

0 
Eu 

<PP(0) tandis que par la définition de uL (ci 1.15) on a lim 

lv 
PUv F1 + v2F[ 7o M O ) 

7o 
u3 pour (7v)vçA une famille 

continue de classes d'homologie supportées dans XV\B fl XV. Comme 

F v'o(P) = 0, on a donc <£>p(0) = ^ó(P). 

iii) l'isomorphisme Resqi est fourni par 3.11.1 ii) 

PF _ i 
2 

P/FKQÌ) V 
ÌT<li(v) 

dxAdv 
n3 

On a alors E.. MO) 
-2Resqi(P) T<li(v) 0 pour 7 supportée dans XQ\B fl XQ. Ce qui mon-
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tre 3.11. iii). 

3.12. On travaille encore avec les hypothèses et les notations de 3.10. On 

note Aw(respAv) le disque de coordonnées w(resp .v); soit p 

le revêtement double donné par v = w2. Sur Av on a la famille de courbes 

d Л Av de fibre C\. On a aussi les fibres T = R°TT* (fc* (-2KTl)), où 

k : Ci —> Ti est l'application naturelle, et W1,1 . Notons T1 le fibre vectoriel 

sur A„, défini comme le noyau de l'application d'évaluation composée de 

T -» Я " -2KTl\Co et de H° -2KTl\Co 
i 

(Oqi(-2KTl)) D'après 

3.11, l'application v1 = (v'v)veA* se prolonge en une application que l'on 

notera encore v1 : T1 —> Ti1,1 . On en déduit donc aussi une application 

v1 : p*^' —• (W1,1 ). Considérons maintenant sur A^ la famille p*Cx ^ AW! 

et soit Q le fibre vectoriel i?°7r™ (kw* ( - / ! » ) , où fcw = k o p : p*Cl -h 

TI. Notons le sous-fibré de G défini comme le noyau de l'application 

d'évaluation, composée de G —» H° (—KTI\C{) et de fi-0 f—^Ti|C°) 

Я0(О9<(-^Г1)). L'application naturelle donnée par le produit: p, : 

S2G —* />*̂ r induit alors une application: /i' : S2G' —» p*?7', et l'on a une 

application composée p!' = v' o / / : S2G' —• /^W1,1 . Pour w ^ 0, d'après 

1.14, on a pour 77,7 G ~ Я0 (ПРгХС-) et a G Wf^" - Я1 (QXJ' 
l'égahté: i/jw(rj, 7, a) = //'(77(8)7) £*, où ^ est la forme trilinéaire associée 

à l'accouplement de Yukawa sur X\,w := E\ x X ^ / (71,21 j . 

Les accouplements /in(^7o®7o) v ao, pour 770,70 G ^ et ao G 

H1 ) © S (Fg.) • C décrivent donc une limite des accouplements ipyj. 

Cette limite est complètement décrite dans la proposition suivante: 

3.13 Proposition. GQ est isomorphe à la somme directe GQ © où 

C " ~ K e r # ° -KT\co 
i 

{-I<T\qi) et pour r/o = r/o 4 
i 

otgi €G'o,où 

TJÖ G Gü et a9. G C, on a 

/4' ( *Л 4 4' (*Л 
i 

al • Ea 
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Démonstration. Choississons des éléments E H° (—K^) tels que 

fi(Qi) 7̂  = 0, pour i ^ j . Alors Q' admet une base de sections 

holomorphes donnée par w • pour i = 1, • • • ,p et 1 x g pour g E öo (on 

considère Q' comme un sous-fibré du FIBRE trivial H° (-K^) ® @Aw)> Go et 

(w • fi)0 donnent une base de Q'0. Pour g E Go,g2 s'annule doublement en G,-, 

Vi, et donc /1q (g2) = ^(g2) par 3.11. ii). Pour g E £/q > i = 1 • • -p,gfi s'annule 

en GJ, Vj, et donc par 3.11.i, lim v1 (wg • fi) = 0, soit (g • (wfi)Q) = 0. 
iy—• () 

De même, si i ^ j , /,-/-• s'annule en ç^, VA;, et donc lim z/' (v/,- • /7) = 0, 
in —•O 

soit fiö((wfi)Q (wfj)Q) = 0. Enfin on a pour i = 1, • • • ,p, ^ ( (u;/,-)® J = lim 
V / iü—•() w ' (/?) = Resg. (/2) •E'i par 3.11 .iii, ce qui montre 3.13, à condition de choisir 

de façon adéquate l'isomorphisme 

S 
(wfi)o • C'. 

I 

)(wfi)Cqi. 

3.14. On va maintenant considérer un type complètement différent de 

dégénérations de Si. On suppose dans ce qui suit que la courbe Ci de 

ramification de (p : Si —• ï \ n'a que des composantes elliptiques. Ci peut 

avoir une ou deux composantes dans ce cas, d'après 1.1.1, et dans la suite 

"cas i" et cas ii, signifient que la première, ou la seconde de ces conditions 

respectivement, est satisfaite. 

Dans le cas i), h° (—K^) = 1 et le diviseur de l'unique section a de 

—KTX est une courbe elliptique connexe, qu'on supposera lisse. Dans le cas 

ii), h° (—KT^) = 2, et le diviseur d'une section générique a de —î Xi est une 

courbe elliptique connexe et lisse, puisqu'en particulier chaque composante de 

Ci appartient à \—KTX |- Dans les deux cas on choisit a telle que V(a) =: Ea 

est lisse elliptique connexe et ne rencontre pas C\. Soit Fi E H° (—2/0^) une 

équation pour Ci. Soit A un disque de coordonnée t. La surface C d'équation 

a2 + tFi dans 7\ x A est lisse. Soit <p : X —• ï \ x A le revêtement double 

ramifié le long de C. X est lisse, 7R : X —> A est lisse au dessus de A*, pour A 

petit et ses fibres sont des surfaces S\ —• Ti comme ci-dessus. Pour t = 0, Xq 

est la surface à croisements normaux obtenue en récoltant deux copies de Ti le 

long de EG. Sur Xq l'involution de X agit en inversant les deux composantes 

deX0. 
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Pour t ^ 0, on reprend la notation v[ : H{ -2KTl\c\ H1 ( f i ­
de 1.14; la proposition suivante décrit le comportement asymptotique de 

("«)«=Д.-

3.15 Proposition 

i) Le FIBRE Hl'1 sur A*, de fibre H\f ~ H1 (fi5;J s'étend en un FIBRE 

W1'1 sur A, tel que l'involution (i\)iaA* sur W1'1 s'étende en une involution 

il sur W1'1, et que la forme d'intersection (i{)t non dégénérée, donnée par la 

dualité de Serre sur Ti\'1 ~ H1 ^fisj^, s'étende en une forme d'intersection 

non dégénérée sur Wj'1, et H1Q1 , qu'on notera ( )0. 

ii) Pour P(t) une section holomorphe de H° (—2ÄTi) ® ^ A , telle que 

P(0) zà 0 soit un multiple non nul de <72,v!(P(t)) E H}'1 s'étend en une 

section holomorphe de H1'1 , et v'0(P(0)) satisfait: (^(F(0)) , ^(P(0)))o = 

0 X ( P ( 0 ) ) ^ 0 . 

Démonstration: (cf. [28]) On considère sur X le FIBRE vectoriel de rang 

2 fix/A (LogX0) := tïx (LogX0) /7r* (LogO)); En coordonnées locales 

X est décrit par u2 = a2 + tf, où a est une coordonnée sur 7\, w une 

coordonnée sur X: posant x = u — a,y = u + a on a donc xy = t. 

fix (Log XQ) est engendré localement par ^ et dz, où z est une coordonnée 

supplémentaire sur Ti, tandis que HA (LogO) est engendré par ~ . Donc 

fix (LogX0) /n*QA (LogO) est engendré par ^ , ^,dz, avec la relation + 

!f = 0. Pour t ^ 0, on a fix (LogX0)/7r*fiA (LogO),Xt - et sur A* 

on a W1,1 ~ i î 1 ^ (fix (LogX0) /7r*fiA (LogO)). On vérifie facilement que 

sur X0 ~ T\UE(TTi on a: fix (LogX0)/7r*fiA (LogO)|Tii ~ fiTji (LogE^) et 

fix (LogX0) /7r*fiA (LogO),T2 fi^2 (LogF^). On a donc une suite exacte: 

0 ^ ( f i x (LogXo) /7T*fiA (LogO))|Xo 
3.15. 

• fiTi (LogEa) QT2 (LogE«) • fiTl ( L o g ^ ) , ^ •0. 

Comme H° fiTi (Log Ev) : 0, on en déduit 

H°{üx (LogXo) TT*Qa (LogO)). 0. 
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Comme le faisceau dualisant de XQ est trivial et que le déterminant de 
nx (LogXo)/n*QA (LogO) est également trivial on a aussi 

H2 (Qx (LogXo) <n*QA (LogO))|Xo = 0 

donc H1 (nx (LogX0)1 Vf iA (LogO))|Xi est constant et 

и1-1 Л1 тт. (Qx (LogXo) 'TT*QA (LogO)) 

est localement libre et fournit l'extension cherchée de WÎ'1. Clairement 

l'involution i agissant sur X au-dessus Ti x A agit sur 

Qx (LogXo) ITT*QA (LogO) 

et donc aussi sur W1,1 

Finalement, comme le fibre dualisant relatif de X/A est trivial, 

et que R1*;* (Qx (LogX0) /n*QA (LogO)) est libre de fibre 

W};1 =H1 [px (LogXo) /TT*QA (LogO)|X< J , Vt G A, la dualité de Serre rela­

tive fournit Ti1'1 ~ (W1'1)V. Ceci montre i), avec l'information supplémentaire 

suivante: 

3.15.2: Til'1 : H Qx (LogXo) 'n*nA (LogO)|JCo 

Pour montrer ii) on utilise la description suivante de v\ (cf. preuve d( 

1.15). Soit a C SI la courbe de ramification du revêtement double S\ —• T\ 

En utilisant l'application i\ qui agit sur ̂ ^ ^ t , on obtient une décompositioi 

canonique: 

3.15.3: fi* lr,t ~fic< © (TVtV ô: Wn«(-/rri)lc!) Ceci fournit une inclu­

sion naturelle: H° (—2KT\ct \ —• H° (Qst ( — ) i c t ) ^ composée avec le 

cobord 

ô: Wn«( - / r r i ) l c ! ) H1 ( n « ) associée à la suite exacte: 0 —• fi^t 

ils* (-KTì)-+nst {-KTi\r, -> 0 fournit v[ 

Pour mettre cette construction en famille, on considère dans X la surface 

d'équation u = 0, lieu de ramification de <p : X —• 2\ x A. Cette surface est 
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clairement isomorphe à un voisinage de Ea dans Ti. L'involution i de X agit 

sur Qx (LogX0) /7T*£ÎA (LogO)^u=0j ce qui fournit une décomposition: 

3.15.4 Qx (LogX0) /7r*fiA (L°gO)|{w=o} — ¿1 © ¿2 où Li et L2 sont des 

fibres en droites sur {u = 0}. Par restriction à la courbe C\ d'équations 

u = 0, a2 + tFi = 0, 3.15.4 induit 3.15.3. Cependant on vérifie facilement 

que Li ~ OT1,L2 OT2, (et non pas L\ ~ -KT^^LI ~ i^rj? de sorte 

que la restriction de 3.15.4 à C\ ne fournit 3.15.3 que modulo l'isomorphisme 

OCT ~ —KTAC1 fourni par a G H° (—if 7̂ ). 

3.15.5 Considérons la courbe E^ C {u = 0} définie par a2 = 0. On peut 

aussi l'identifier à un diviseur de X0, faisant partie du système linéaire |—KTI \ 

sur X0, puisqu'elle est décrite par l'équation u = 0 dans Xo. Alors 3.15.4, 

restreint à E& , fournit: 

Qx (LogXo) x*nA (Log0)|£w OoO d'où une application: 

7o : H (-KTL) w H3 (üx (LogXo) 7R*nA (Log0)(-KTl))[Ew 

donnée par l'inclusion du premier facteur; finalement la suite exacte: 

0^(iix (LogXo) ir*nA (Log0)),v 
U [Qx (LogXo 7T*nA ÇLog0)(-KTl))ix-

(Qx (LogX0] TT*QA (Log0) (-ÜTTl - 0 

fournit 

d0:H° QX (LogXo) TT*Qa (LogOK - t f r , ) ,^ ) 

if1 fix (LogXo) /7T*fiA (LogO) (-ÜTTJIX, 

d'où finalement une flèche 

u'0=d0o j0 : H° -KT,Ew H' (Qx (LogXo), 7R*fiA (Log0)W 

qui par ce qui précède est la limite des flèches : 

v\ o a : H0 -KTl\ci 3 H3 
—2KTl\c* 

V, 
H 7T*f 
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3.15.6. On termine la preuve de 3.15. ii) 

Soit P(t) = aa2 + tO(t) une section de H° (~2KT,) ® OA. Alors 

P(t)\ci converge vers aa G H ~KTAEÍ2> On en déduit que lim 
t—o 

V4 P(t)\ci : "Ó(a<7). 

Notons que aa € Ker | -KT>\E?\ H°(-KTIÏE.) donc 

jo(acr) 6 Keriï0 (Qx (LogX0)/7r*fìA (LogO)(-^Tl))|£(T 

H° (Qx (LogX0; TT*Qa (LogO)(-^Tl))|Eff 

H3 (Qx (LogXo) 7T*fiA (LogO)(-^Tl))|£(T 

Notons j'Jaa) e H° (Qx (LogXo) n*QA ( L o g O ) W l'image de 

jo(oca) par cet isomorphisme. Considérons la suite exacte: (cf 3.15.1) 

0 Qx (LogXo) <ir*QA (LogOW 
3.15.7 

QTi (LogE^eQ^ ( L o g ^ ) (Qx (LogX0)/7T*QA (LogO)),^ 0. 

Elle donne 
d>0:H° (Qx (LogXo /TT*QA (Log0))|£ 1 

H1 (Qx (LogXo TT*QA (LogO))|Xo 

et il immédiat de montrer que 

do ojo(aa 9 S ( J S H ) 
dans H1 Qx (LogX0 7c*QA (LogO))|Xo 

On a donc: lim v't[p(t)\Ct^j = d'0 (j'Q(aa)). Comme il résulte de 

3.15.7 que d'Q est injective, on a 6'Q(jfQ(aa)) ^ 0, pour a 7̂  0. En­

fin il est facile de vérifier que 6'0 (j'0(aa)) est de self intersection 0 dans 

H1 ((fix (LogXo)/7r*fiA (LogO)) |XJ pour ( )0 donnée par la dualité de 

Serre. Donc 3.15 (ii) est prouvé. 
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3.16. On utilise maintenant la proposition 1.17 et la proposition 3.15 pour 

étudier la limite des accouplements de Yukawa sur X\ := E\ x S\/ (ji,«î), 

du type Î/>(W,77,7) pour w e H1 ( f i^) ,77,7 G 0r#° (ftPrXcî), lorsque S{ 

dégénère comme en 3.14. On considère d'abord le cas i). On a d'abord en 

reprenant les notations précédentes, la conséquence immédiate suivante de 

1.17 et 3.15. 

3.17. Proposition: 

(Cas i) Soit (wt)teA une section holomorphe de W1,1 sur A. Soit a le 

générateur de H° (—KT,)'- alors o\Ct est un générateur de H° [Qc*] — 

(—KTl\ci^ pour t / 0, et donc a = (aPL<7, • • • ,aP4<7), pour aPr G C peut 

être considéré comme un élément de 0 r H° [OlprXct ) pour t ^ 0. On a alors 

lim ip(wt,a,a) = J2ral (WO,VQ(<72))0 où m G #0M, ^(a2) G Wj'1 est défini 

en 3.15. ii, et est non nul de self intersection 0. 

3.18. Le cas ii) est un peu plus compliqué: les courbes C{ ont alors 

deux composantes, et il est naturel si l'on veut obtenir une limite cor­

recte de l'accouplement de Yukawa de x\, de les ordonner en passant à un 

revêtement double de A, c'est-à-dire à un disque A^, muni de p : A^ —• A 

donnée par t = w2. Alors l'équation a2 + tF\ peut s'écrire sous la forme 

(a + wcpi(w)) (a + w<p*z(w)) où <p2(w), <pi(w) G H° (—K^) sont holomorphes 

en w. Cf2 est la réunion de C™x (décrite par l'équation a + W(p\(w) G 

-H"0 (—KTX) et Ci 2 (décrite par l'équation a + W(p2(w)). 

Alors a + W(p2(w)\c^ est un générateur de HQ ктлс?л , et s'annule 
sur C12 de sorte qu'il est naturel de l'identifier à un générateur d 

HO 
1.1 

HO 
1,1 

HO 1̂,2 
HO aPr,S On a donc une trivial-

isation naturelle de 

(r,8) 

H° (nPr x crs) (où r G {1, • • •, 4}, s G {1, 2}, donnée 

par: 

a (CXpi l,LXp ,2, ' ' * ^p4,bŒP4,2 
(r,s) 

aPr,S a + w(ps,\c^sxPr 

où s' = 2 pour s = 1, s' = 1 pour 5 = 2. 
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La proposition 3.15 et la proposition 1.17 donnent alors immédiatement 
(avec les notations de 3.16): 

3.19. Proposition: (Cas ii) Soit (xt)*c\ une section holomorphe de W1,1 . 

Alors on a Um гИу*,а,a) 
ги-»0 (rvO 

aPi,s X0,^(^2; /О OÙ Um гИу*,а,a 

satisfait: v'0(a2) ф 0 et {v'0(a2), i/¿(<72))0 = 0 

3.20. On va maintenant rassembler les résultats 3.13 et 3.17, 3.19. On fera 

l'hypothèse suivante sur 7\: 

3.20.1 

i) Ci n'a pas de composantes rationnelles. 

ii) Si C\ a une composante de genre > 1 (donc C\ est connexe par 

(1.1), Ci admet une dégénération de Lefschetz sur une courbe Ci5o dont la 

normalisée C\p est elliptique et connexe. 

iii) Soit î \ la surface obtenue en éclatant les nœuds qi de Ci$\ alors 

l'unique section de —K^ définit une courbe lisse Ea. On a alors sous les 

hypothèses 3.20.1: 

3.21. Théorème: Si g(Çi) > 1, considérons une dégénération de Lefschetz 

de Ci comme en 3.20 ii; puis faisons dégénérer la courbe Ci5o sur 2Ea, comme 

en 3.14. Si Ci a deux composantes elliptiques, faisons dégénérer Ci sur 2Ea. 

Alors quitte à passer à un revêtement ramifié de la base de la dégénération, 

l'accouplement de Yukawa ip de X\ = Ei x Si/ ( j i , û ) admet une limite 

naturelle, qui est isomorphe (comme cubique) à la forme d'intersection 

corrigée sur H1 (Îîx2), et l'isomorphisme M : limif1 (Q2Xl) —• H1 (Qx2) 

qui transforme limxp en ^2 peut-être choisi de la façon suivante: 

- M induit: 

s 
Um гИу*,а,a 

s' 
(DrtS,)C,Vre { i , . . . , 4 } 

- M induit H° (nEl) ^ H1 (QEl) et H1 ~ H1 (Qs2V, le derniei 
isomorphisme étant compatible avec les formes d'intersection. 
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Démonstration: Dans le premier cas en faisant la synthèse de 3.13 et 3.17, 

on voit qu'il existe (après passage à un revêtement ramifié de la base), une 

limite naturelle de 

s 
)H°(QPrxCs) isomorphe à 

Щ-1 

»=1,C=1 
Cqi,r ф С • a, où 

(a) = H° -K9 une limite lim H1 ( î l ^ ) munie d'une forme d'intersection 

limite non dégénérée, et des classes Eqi,v'Q((T2) € Я1(П^1) satisfaisant 

El - -2(I/0(CT2)2 = 0 Х ( а 2 ) ф 0,Eqi.Eqj 0, Eqi • ̂ (a2) = 0 telles 

que: pour w G limff1 (fis,) ,V € 
r,s 

Н°(ПРгхС,),т1 (aqiir,ar), on 

ait (lim^)(«;,r|,r/) w 0, Eqi • 
r 

a¿v'(a¿ D'autre part 

(limip)(w + r¡ + UE 3(Umt/0(w,4,q) 3(w • w) x 7(иE) où 7 est une 

forme linéaire non nulle sur H° (JÌE) (cf. 1.17) 

Rappelons d'autre part la formule 3.6.1 qui décrit ф2 : V4(^ + X + P) = 
4d2x)x2 + 3(x,x)52 • L A pour ß e Н1(ПЕ),х e H^QsXid 

4 N 2 

r=l,s' = l 
dr,s'D2,r,s' •> avec la relation (Lemme 1.11) (d2x)x2 = 

- 2 
r' 

dis' CV-x с,-

Il reste simplement à noter que X\ a par hypothèse les invariants iVi = 

l,iV{, et X2 a donc les invariants N2 = N[,N2 = 1. Donc nécessairement 

la courbe C2 a une composante elliptique et N2 — 1 = N[ — 1 composantes 

rationnelles. 

L'existence d'un isomorphisme M transformant lim ̂  en ip2 et jouissant 

des propriétés énoncées dans le théorème 3.21 est alors claire: 

Supposons que la composante elliptique de C2 est la composante C2,N^ 

Il suffit alors de faire: 

a) M (lïliP) ^D2,r,i pour i 1,N[-1, M(aPr) ^D2,r,i 

b) M(Eqi) C2,i pour i l , - . . , iV; _ l , M{v'Q{a2)) ^D2,r,i 
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puis d'étendre l'application M construite en b) (Eqi, ^(cr2)) ~ (£2,1) en 

un isomorphisme M : lim (iJ1 ( f i ^ ) " ) —* H1 (fîs2)+ préservant les formes 

d'intersection. 

Le second cas se montre de façon similaire. 
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