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LES PAIRES DUALES DANS LES ALGEBRES DE LIE 
REDUCTIVES 

HUBERT RUBENTHALER 

INTRODUCTION 

Ne t'attarde pas à l'ornière des résultats. 
René Char 

Si 0 est une algèbre de lie réductive complexe, un couple (a, b) de sous-algèbres 
réductives dan s 0  est appel é paire duale s i a  est l e commutant d e b  dans 0  et 
vice versa. 

Soit G l e group e adjoin t d e 0 . L'obje t d e ce t articl e es t d e donne r un e 
classification de s paire s duale s à  conjugaiso n pa r G prè s (sou s un e certain e 
condition d'irréductibilité) . 

La notion de paire duale dans le groupe symplectique a été introduite par Roger 
Howe [Hl] en liaison avec la correspondance ou conjecture qu i porte son nom. 
Rappelons brièvement, et sans être trop précis, l'énoncé de cette conjecture. Soit 
G = 5p(n,fc ) l e groupe symplectiqu e habitue l su r un corps local k. Soien t G\ 
et C ?2 deux sous-groupes réductif s d e G qui forment un e paire duale (i.e . dont 
l'un es t le commutant de l'autre...). Soit u la représentation métaplectique de G 
construite par Shale et Weil ; le spécialiste saura qu'il vaut mieux se placer sur un 
revêtement de G. Soit n1 une représentation irréductible de G\ qui apparaît dans 
u, c'es t à dire telle que Hon^ 7Ti )  ̂0 . La conjecture d e Howe dit alors qu'il 
existe une unique représentation 7r 2 d e G2 tell e que HomGlXG2(wi ̂ 1 ®  ̂ 2) 7^ 0 
et la correspondance TTJ h- > 7r2 s'appell e l a correspondance d e Howe. 
Cette conjecture , qu i a  auss i so n analogu e dan s l e cadr e global , a  suscit é d e 
très nombreu x e t souven t difficile s travau x qu'i l es t impossibl e d e cite r ic i 
(mentionnons l'article de Howe ([H2]) dans le cas réel et l'exposé de Waldspurger 
([Wa]) sur la question a u séminaire Bourbaki) . 
Howe donn a l a classificatio n de s paire s duale s d e Sp(n,k) dan s [Hl] , san s 
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H. RUBENTHALER 

détailler les démonstrations. On pourra trouver une démonstration détaillée pour 
les groupes classiques dans [M-V-W]. 

L'intérêt d'un e classification de s paires duales dans le cadre des algèbres de Lie 
réductives trouv e ce s dernières année s un e motivation supplémentair e ave c la 
construction explicite pa r Kazhda n e t Savi n ([K-S],[S] ) d'un e représentatio n u) 
qui devrai t joue r l e rôle d e la représentation métaplectiqu e pou r tou t group e 
semi-simple. De ce fait i l nous semble intéressant d e donner cett e classificatio n 
ne serai t c e que pou r fourni r d e nombreu x exemples . Le s travau x récent s d e 
Rallis e t Schiffman n ([Ra-Sch] ) qu i utilisen t certaine s d e nos constructions e t 
qui obtiennen t de s correspondance s "géométriques " entr e orbite s co-adjointe s 
nous confortent dan s cette idée. Nous pensons d'autre par t que , même dans le 
cas classique, notre construction donn e une image nouvelle des paires duales. 

Dans cett e étud e nou s nou s plaçon s don c a u nivea u de s algèbre s d e Lie . 
La classificatio n dan s le s algèbre s classique s étai t "connue" , mai s utilisai t d e 
manière essentiell e l e fai t qu'un e algèbr e d e Li e classiqu e es t un e algèbr e d e 
forme, c'es t à  dire qu'elle laisse invariante une forme bilinéaire. 
Dans le s faits , le s paire s duale s de s algèbre s classique s apparaissen t surtou t 
comme produit s tensoriel s (d'algèbres ) d e formes . Cett e visio n de s chose s ne 
se transpose évidemment pa s aux cas exceptionnels. Il fallait don c trouver une 
manière de fabriquer de s paires duales, qui se réduise essentiellement au produit 
tensoriel dans le cas classique. 

Pour cela, nous introduisons la notion de sous-algèbre admissible que nous avions 
décrite dan s [Ru4] . Grosso mod o une sous-algèbre admissibl e d'un e algèbr e 0 
semi-simple est obtenue de la manière suivante. Soit p = [© n la décomposition 
de Lev i d'un e sous-algèbr e paraboliqu e p. Soi t Z(V) le centr e d e l e t k l a 
dimension d e Z(l). Soi t 7Z l'ensembl e de s racines restreintes à  Z(l). Un e sous-
algèbre g  admissible d e 0  est un e sous-algèbr e semi-simpl e don t Z(t) es t un e 
sous-algèbre de Cartan e t qu i est engendrée par k s[2-triplets (X-y., H^., Xy. ) 
où les éléments Hy. forment un e base de Z(i)  o ù les racines 7; sont les racines 
simples définissant p (l a "barre" désign e la restriction à  Z(l)) e t o ù X& est un 
vecteur propre de Z(l) pou r la valeur propre â. 
Alors, dans beaucoup de cas, l e couple (0 , Z0(g)), o ù ZQ($) désign e le central-
isateur de 0 , est une paire duale dans 0. 

Cette constructio n es t justifié e pa r l e théorèm e principa l d e ce t articl e qu i 
dit que , sou s un e certain e hypothès e d'irréductibilit é qu e nou s appelon s S -
irréductibilité, toute paire duale est du type précédent ( à deux exceptions près, 
parfaitement contrôlées) . 

Ce résultat , lon g à  obtenir , n e surpren d pas , v u qu e l'o n démontr e d'abor d 
facilement ,  que si (a, b) est une paire duale semi-simple alors les sous-algèbres de 
Cartan de a et b  sont des centres de sous-algèbres de Levi de 0 (Th. 5.4.). D'autre 
part, dans les cas classiques, cette construction correspond assez fidèlement à la 
notion de produit tensorie l (§7). 
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PAIRES DUALES 

La notion de S-irréductibilité évoquée précédemment est la suivante. Nous dirons 
qu'une paire duale (a, b) semi-simple est S-irréductible si la sous-algèbre a©b est 
une S-sous-algèbre au sens de Dynkin ([D]), c'est à dire qu'elle n'est incluse dans 
aucune sous-algèbre propre qui est invariant e par l'action adjoint e d'un e sous-
algèbre d e Cartan . O n montre que dans le cas de l'algèbre symplectiqu e cett e 
notion d e S-irréductibilité , pou r de s paire s semi-simples , coïncid e exactemen t 
avec la notion d'irréductibilit é donné e par Howe ([Hl]). 
Les résultats de cet article ont été annoncés dans [Ru6]. 

Indiquons à présent l e contenu des paragraphes. 

Les paragraphes 1,2 , e t 3  fixent les notations e t donnen t l a classificatio n de s 
sous-algèbres admissibles et C-admissibles (le s algèbres C-admissibles étan t des 
algèbres admissibles d'un type particulier). 

Dans le paragraphe 4 nous montrons que toute sous-algèbre C-admissible fourni t 
une paire duale . Les démonstrations e t résultat s d u paragraph e 4  constituent 
la clé de voûte de notre construction. Très curieusement, on remarquera que ce 
sont les espaces préhomogènes commutatifs (o u encore si l'on préfère les espaces 
hermitiens symétriques ) qu i fournissen t le s objet s élémentaire s qu i serven t à 
construire la plupart de s paires duales. 

Dans l e paragraphe s 5  nou s donnon s d e nombreu x procédé s générau x pou r 
construire des paires duales. Nous y démontrons aussi que si (a, b) est une paire 
duale semi-simpl e no n S-irréductible , alor s i l existe une sous-algèbre régulièr e 
de rang maximal dans laquelle (ci , b) est S-irréductible . 

Le paragraphe 6  est consacr é à  la détermination de s sous-algèbres admissible s 
non C-admissibles , qu i fournissen t de s paire s duales . O n y  étudi e auss i l a S-
irréductibilité de s paires construites . La table 5  du paragraphe 6  résume alors 
tous les résultats obtenus. 

Dans l e paragraph e 7 , nou s donnon s l a classificatio n de s paire s duale s S -
irréductibles dan s le s ca s classiques . Dan s ce s ca s tou t étai t "connu" , mai s 
rien n'étai t vraimen t écrit . Nou s avons cru bon d e donner de s démonstrations 
détaillées, d'autan t plu s qu'i l nou s fallai t travaille r ave c la S-irréductibilit é e t 
comparer à  tou t momen t ave c l'irréductibilit é classique . Bie n entendu , notr e 
exposé dan s c e paragraph e paraphras e souvent , dan s l e cadr e de s algèbres , 
l'exposé analogue dans le cadre des groupes de [M-V-W]. 

Le paragraphe 8  es t consacr é à  l'énonc é e t à  l a démonstratio n d u théorèm e 
principal qu i dit qu e "presque toute" pair e duale S-irréductible provien t d'un e 
sous-algèbre admissible. 

L'exception la plus marquante au théorème principal se produit dans le cas Dn. 
Nous en donnons dans le paragraphe 9 une étude détaillée. 

La notio n d e tou r dual e qu e nou s introduison s dan s l e paragraph e 10 , n'es t 

5 



H. RUBENTHALER 

qu'une évident e généralisatio n d e l a notio n d e "see-sa w pair " introduit e pa r 
Kudla ([Ku]) . Nou s indiquon s de s procédé s systématique s pou r construir e 
(surtout dan s les cas exceptionnels) de s tours "très hautes". 

Enfin, dan s l e paragraphe 11 , nous donnon s un e constructio n qu i associ e des 
paires duale s à  tout e orbit e de s espace s préhomogène s commutatifs . Dan s l e 
langage équivalent et sans doute plus connu des espaces hermitiens symétriques, 
nous associon s un e pair e dual e à  tout e iïx-orbit e d e p + (dan s le s notation s 
traditionnelles). 

Remerciements. Ce t articl e doi t beaucou p à  l'enthousiasm e manifest é pa r 
David Ginzburg, Stephen Rallis, Gérard Schiffmann e t Robert Stanton lors d'un 
séjour stimulan t qu e j'ai effectu é à  Ohi o Stat e University , Columbus , e n juin 
1991. Je les en remercie chaleureusement . 
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Sauf mention express e du contraire toutes les algèbres de Lie considérées dans 
cet article sont complexes. 

1. Notations et généralités. 

1.1. Paires duales, sous-algèbres de Howe. 

Soit g une algèbre de Lie semi-simple et soit G le groupe adjoint d e g. 
Si E e t F son t des sous-espaces vectoriels de 0, nous désignerons par ZE(F) l e 
centralisateur d e F dan s E, c'es t à  dire : 

ZE(F) = {X G  E, [X , Y] = 0 W e F}. 

Pour toute sous-algèbre 0 nous noterons ZS ou Z(B) le centre de 0 et 0 ' = [0,0 ] 
son algèbre dérivée. 

Définition 1.1.1 . —  Soit g une algèbre de Lie réductive. Un couple (a , b) de 
sous-algèbres de g est appelé paire duale si : 

1 ) les sous-algèbres a et b sont réductives dans 0 . 
2) le centralisateur de a dans g est b et vice-versa. 

Notons qu e l a deuxièm e conditio n d e la définitio n précédent e di t simplemen t 
que les sous-algèbres a  et b  sont leur propre bicommutant . 

Définition 1.1.2 . —  Si une sous-algèbre a réductive dans g est un des membres 
d'une paire duale (i.e. est égale à son bicommutant), nous dirons que a est une 
sous-algèbre de Howe de g (en accord avec la notion de sous-groupe de Howe 
introduite dans [M-V-W]). 

Le but de cet article est de classifier le s paires duales à conjugaison pa r G près. 

1.2. Sous-algèbre s paraboliques . 

Soit g une algèbre de Lie simple sur C  .  Choisissons une fois pour tout e un e 
sous algèbre d e cartan 1 } d e 0 . O n désign e pa r TZ l e système d e racines d e la 
paire (0 , f)). Soi t *  =  (ai,...,an ) un e base de racines d e TZ; o n désigne alor s 
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par 7£ + (resp . 1Z ) les racines positives (resp . négatives) relative s au choi x de 
la base 

Pour a E  R,  o n désign e pa r Qa l'espac e radicie l correspondan t à  a. Nou s 
désignerons par Xa u n élément non nul de 0e* et par HQ l a coracine habituelle 
de a dan s f) . Quan d cel a ser a util e nou s choisiron s Xa e t X-a d e sort e qu e 
(X-a,Ha,Xa) soi t un s^-triplet . 

Pour une partie V C TZ on pose 

0r =  © 0 a -
x E R. 

En posant n+ =  gn±, on a la décomposition triangulaire classique : 

0 = n " © f) 0 tt+ 

et b  = f ) © n+ es t la sous-algèbre de Borei standard associé e à (g , f V), 

Pour une partie 0 de \t on désigne par <  9 > l'ensemble des racines de TZ qui sont 
combinaisons linéaires d'éléments de 9. On pose également <  9 >±=< 9 > f)1Z±. 
Soit 

t)e = {He ï) , <*(# ) = OVaE0 } 
et soit iï# l'unique élémen t de f ) (en fait d e f)#) défini par les équations 

a(He) = 0 si a e 6 

a(H0) = 2  si a e * \  9 

On pose également 
Ь(0) = 0 С Я „ . 

a€0 

Posons alors, pour p G Z  : 

dp(6) = {Xe$, [He,X] = 2pX}. 
On obtient l a Z-graduation suivant e : 

8 = 0 w 
a€0 

Les sous-espaces dp(6) son t les diagonales définies par 6 (ou par H$). 
Dans la suite nous noterons dtop(0) l e sous-espace dp(0) no n réduit à  {0} dont 
l'indice p est maximal et par d-top(0) celui dont l'indice est minimal. 
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PAIRES DUALES 

L'algèbre lg = do(9) est reductive (c'est c e qu'on appell e la sous-algèbre de 
Levi standard associé e à 6). Le centre de ig es t t)g e t son algèbre dérivée Ve es t 
égale à f)(0 ) © g<^> h(0)  es t une sous-algèbre de Cartan de Ve). 

L'algèbre 

Nous noterons TZ (respectivemen t TZ , TZ )  l'ensemble de s restrictions no n 
nulles de s élément s d e TZ (respectivemen t 7£+ , TZ~) à  [) # et pou r un e racin e 
a ETZ nous désignerons par a s a restriction à  f)#. 

Nous poserons 

"t = ®dp(6) = g 7£+\<0> + 

P>0 
est nilpotente et est le plus grand idéal nilpotent de la sous-algèbre parabolique 
standard pg associée à 6 qui est définie par 

Po = (&dp(6)= ïg®nj. 
p>0 

f3=â 
On a alors la décomposition en blocs de Q : 

0 =  h © ©  A" . 

f3=â 

0" = ф/0 B 

Notons également que si u désigne la plus grande racine de TZ relativement à  \I> 
on a :  _ 

çT = dt0J6) 
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2. Le s espaces préhomogène s d e type parabolique . 

Soit G l e group e adjoin t d e 0  e t Le l e sous-group e analytiqu e d e G qu i 
correspond à  1$. L e sous-groupe Le es t auss i l e centralisateur d e H$ dans G. 
Posons NQ~ = exp(n^) e t P$ =  LQ.N'Q . Le sous-groupe P # es t alor s le sous-
groupe analytique de G correspondant à  pe. 

D'après un théorème de Vinberg [Vi] , la représentation naturell e de Le dans 
d\ {6) possède un nombre fini d'orbites, donc une orbite ouverte pour la topologie 
de Zariski . I l s'agi t don c d'u n espac e préhomogèn e a u sen s d e Sato . Nou s 
renvoyons l e lecteu r à  l'articl e d e Sat o e t Kimur a ([S-K] ) pou r tou t c e qu i 
concerne la théorie générale des espaces préhomogènes. 

Puisque l a notio n d'espac e préhomogèn e es t essentiellemen t un e notio n in -
finitésimale, nou s parlerons aussi bien de l'espace préhomogène (Lg,di(0)) qu e 
de l'espace préhomogène (l$,di(0)). 

Ces espace s son t appelé s espace s préhomogène s d e typ e paraboliqu e ([R u 
1]). Il s son t don c simplemen t e n bijection ave c les sous-algèbres parabolique s 
standards d e 0 , c'es t à  dir e ave c le s partie s 0 de l a bas e \£ . Autremen t di t 
un te l espac e préhomogèn e es t entièremen t caractéris é pa r l e diagramm e d e 
Dynkin d e 0 , où, par convention on a encerclé les sommets correspondant aux 
racines de v/o  Dan s ce cas les racines non encerclées sont celles du diagramme 
de Dynki n d e l a parti e semi-simpl e V$ = [0,0]de  l0  l e nombr e d e racine s 
encerclées étan t éga l à  la dimension d u centre t)e d e 1$. U n tel diagramme de 
Dynkin à poids sera simplement appelé le diagramme (ou le graphe) de Dynkin 
de l'espace préhomogène (ou encore le diagramme (graphe) de Dynkin de (\I/, 9)). 
Par exemple pour le diagramme suivant : 

•D9 

l'algèbre VE es t d e typ e A\ x  Ai x  D 4 e t l e centr e d e \Q est d e dimensio n 
3. L a proposition suivant e es t bie n connu e (voi r pa r exempl e [Rul ] pou r un e 
démonstration). 
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Proposition 2.1 . — La représentation (Le,di(9)) est irréductible si et 
seulement si Cardin \ 9) = 1. 

Remarque 2.2. . — 
Calcul du poids dominant de la représentation (lo,d-i(9)) dans le cas irréductible. 

Supposons qu e ^  \  9 =  ^ es t rédui t à  un e seul e racine . Soi t h(9) = 
(Baço^LLa une sous-algebre de Cartan de Ve = [1$, l̂ J. Alors le poids dominant de 
(i0,d_i(0)) (qu i est la representation contragrediente de (lo^d1(9))) pa r rapport 
à l a bas e 9 du systèm e d e racine s TZg d e ((# , ()(#)) es t —7 7 où 75 " désigne l a 
restriction d e 71 à  f )(0). L e calcul d e ce poids dominan t comm e combinaiso n 
linéaire de poids fondamentaux es t aisé à partir du graphe de Dynkin de Q. O n 
procède comme suit. Soien t OJ^ (a G  9) les poids fondamentaux d e Ve :  ce sont 
les éléments de la base duale des Ha {a G 9). Soient ai (i = 1,2 ou 3) les racines 
de 9 reliées à 71, c'est à  dire telles qu'il existe au moins une arête entre ai e t 71 
dans le graphe. On a —j{ = ^2,cOCiwoli e t cai = —71(iïa.) . Rappelons comment 
on calcule 71 (HQi ) à partir d u graphe de Dynkin : 

- s i 7 1 e t ai son t relié s pa r a u moin s un e arêt e e t s i ||7i| | <  ||Û^|| , o n a 
7i(fT«.) =  - l . 

- s i 71 e t ai son t relié s pa r j arête s ( 1 <  j < 3 ) e t s i 11 a 11 >  11°̂ II , on a 
yi(Hai) = -j. 

Soit 9* la composant e connex e d e 9 contenant ai e t soi t igi la sous-algèbr e 
de lg engendrée pa r 9\ Alor s I ^ C x Yl{ [gi e t l a représentation (I'̂ , GL-I(0)) 
est isomorphe à Oi  Ji(HQ.)uQi), le centre de lg opérant par un caractère que 
nous ne précisons pas. 

Notons égalemen t qu e l e poid s dominan t d e l a représentatio n (l#, dTOP{9)), 
qui es t l a restrictio n d e la plus grande racin e à  h0  s e calcule e n fonction de s 
poids fondamentau x pa r l a mêm e règl e appliqué e a u diagramm e d e Dynki n 
complété, o ù l'o n prendr a gard e toutefoi s au x question s d e sign e puisqu e l e 
sommet supplémentair e d u graph e complét é correspon d à  l'opposé d e la plu s 
grande racine. 

Une notion important e d e la théori e de s espaces préhomogènes es t cell e de 
régularité. Rappelons (voi r [S-K]) qu'un espace préhomogène dont le groupe est 
réductif (c e qui est toujours le cas ici puiqu'il s'agit de Lg) es t régulier si l'orbite 
ouverte est le complémentaire d'une hypersurface . 

Les espaces préhomogènes irréductible s d e type parabolique qu i sont régulier s 
sont caractérisé s par le théorème suivant : 

Théorème 2.3 . — voi r [Rul ] ou [Ru2] 
Suposons que Card(^ \ 9) = = 1  (c'est à dire que la représentation (Lg,di(9)) 
est irréductible). 
Alors l'espace préhomogène (L$,di(0)) est régulier si et seulement si il existe 
X G  d1(9), Y G  d-i(9) tel que le triplet (Y,He,X) est un ôi2-triplet. 
(Rappelons que cela signifie que [HB,Y] =  -2Y , [H0,X] = 2X e t [Y,X] = Hg ; 
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les éléments X e t Y son t alors dans l'orbite ouverte respective de d\{6) et d-\{0) 
et o n peut montre r qu e tout élémen t X d e cette orbit e ouvert e peut êtr e mis 
dans un tel $[2-triplet. ) 

Les classe s d e conjugaiso n d e 5 [2-triplets on t ét é classifié s pa r Dynki n 
([Dy],[Bo 2]). Rappelons le principe de cette classification. S i (y, /1, x) est un b(2-
triplet dans 0 on peut supposer modulo conjugaison par G que a(h) =  0,1 , o u 2 
pour a G  v  c e qui perme t d'attache r à  chaqu e $[2-triple t u n diagramm e d e 
Dynkin à poids qui le caractérise (le poids de la racine a étant a(h) = 0,1 ou 2). 
Bien entendu (malheureusemen t !) toutes les combinaisons de 0,1 ou 2 ne corre-
spondent pa s à  un s^-triple t ;  la liste complète des diagrammes qu i classifien t 
les $l2 -triplet s se trouve dans le travail de Dynkin ([Dy] , pour les groupes ex-
ceptionnels la liste est explicite :  ce sont les tables 1 6 à 20 p. 176-185). 

Le théorème 2.3. ci-dessus ramène la classification de s espaces préhomogènes 
irréductibles de type parabolique à la classification d e certains ô(2-triplets, plus 
précisément ceu x qu i corresponden t à  un diagramm e d e Dynkin o ù une seule 
racine (l a racine 7 1 qui es t l'uniqu e élémen t d e \I> \ 6) a un poid s éga l à  2  et 
où toutes le s autres racine s (celle s de 6) ont u n poids éga l à 0 . La liste qu'on 
obtient ains i figure dans [Rul] et [Ru3] et on y retrouve de manière surprenante 
la plupart de s espaces préhomogènes irréductibles réguliers de Sato et Kimura . 

Cette list e étan t important e pou r l a suite , nous l'insérons pou r l a commodit é 
du lecteur. 

TABLE 1  :  Espace s préhomogène s irréductible s régulier s d e typ e 
parabolique 

1) A2njtl 
a1 an + 1 a2n + 1 

2) Bn 
a1 ak an 

n > 2, 3k < 2n + 1 

3) Cn 
a1 ®2k an 

n > 3, 6k <2n 

4) Cn 
a1 an 

n > 3 

5) DN 

ak 
n > 4, 3A; <  2n 

6) D2M m > 2 
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7) E6 8) Е6 

9) Er 10) Е7 

П) Е7 12) Е7 

13) £7 14) Е7 

15) £7 

16) £8 17) Е8 

18) Es 19) Е& 

20) £ 8 21) £8 

22) FA 23) F4 

24) F4 

25) G2 

Une class e particulièremen t important e pou r l a suit e es t cell e de s espace s 
préhomogènes irréductible s d e type parabolique qu i sont commutatifs. Il s sont 
appelés ains i parce que le plus grand idéa l nilpotent n0  d e p$ est commutati f 
(dans ce cas donc, di(0) =  n̂ ") . Soit uo la plus grande racine de 7£+ ; les espaces 
préhomogènes irréductibles de type parabolique commutatif s (nou s dirons plus 
simplement les espaces préhomogènes commutatifs) son t obtenus en imposant à 
la racine 71 (qui constitue l'ensemble \& \ 0) d'avoir un coefficient 1  dans u. O n 
obtient l a liste suivante, où la racine encerclée est la racine y1. 
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Table 2 :  espaces préhomogène s commutatif s 

0 i¿ = [le, w régularité 

An 
ai ap an 

Ap~\ x  An—p régulier si n=2p-l 

Bn Bn-i régulier 

Cn An-! régulier 

Dn,1 Dn-1 régulier 

Dn,2 An-i rég . si n pair 

E6 D5 no n régulier 

E7 EQ régulie r 

Remarque 2.4 . — 
a) On pourra trouver une étude plus détaillée des espaces préhomogènes commu-
tatifs dans [M-R-S] et [R-S]. Certains résultats de ces deux articles seront décrits 
au début du paragraphe 11 . Les articles récents de Howe et Umeda [H-U] et de 
Wallach [W ] concernent auss i ces objets. 
b) Soi t 0  un e algèbr e d e Li e simple . Dan s l e ca s d'u n espac e préhomogèn e 
commutatif la décomposition 0 = n^"©[^©n ^ est une Z-graduation courte, c'est 
à dire une Z-graduation d e la forme 0  = 0 i © 0o © 0i e t il est facile de voir que 
toute Z-graduation court e (où l'action de 0O su r 0! est irréductible) correspon d 
à un espace préhomogène commutatif. Autrement di t les espaces préhomogènes 
commutatifs ne sont rien d'autre qu e les Z-graduations courtes . 
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c) Désignons par X = G/K u n espace symétrique hermitien irréductible ([He] , 
chap. 8) . Ici G est es t u n groupe de Lie semi-simple réel e t K u n sous-group e 
compact maxima l d e G possédan t u n centr e Z(K) no n trivial . Ecrivon s l a 
décomposition d e Carta n classiqu e 0  =  t © p d e l'algèbre d e Li e réelle 0  ; le 
centre de t possède alors un unique élément H dont le carré de l'action adjoint e 
sur p est —Idp. 
Soient 0c, te, Pc les complexifiés respectifs de 0, É, p. On a alors classiquement 

la décomposition 0 c =  P~ © te ©  P+ o ù p+ (resp . p") es t l'espac e propr e de 
adiï" pour la valeur propre i (resp. -i). Cette décomposition est une Z-graduation 
courte, donc (6c, p+) est un espace préhomogène commutatif et on peut montrer 
qu'inversement tou t espac e préhomogène commutati f es t ains i obtenu à  parti r 
d'un espac e hermitie n symétrique . O n peu t égalemen t montre r qu e dan s c e 
contexte la régularité es t équivalente au fait qu e l'espace hermitien symétriqu e 
est de type tube. 

Nous n'avons jusqu'à présent considéré que le cas où la représentation (t# , d\ (9)) 
était irréductible. Nous allons maintenant considérer le cas général. La décomposition 
de [l0, d1 (0)) en composantes irréductibles s'obtient d e la manière suivante. 
Désignons pa r 71,.. . ,7* le s racines d e \I > \  6. Pour chaqu e i £  {1 , . . . , k} o n 
désigne par ^  l a composante connexe de ^ U  {7;} qui contient j{. O n désigne 
par Di l e graphe de Dynkin de vi  (c'es t u n sous-graphe du graphe de Dynldn 
JD de v)  o ù on a encerclé la racine 7,-. 

Donnons un exemple. Si D est le diagramme de Dynkin à poids suivant : 

alors les sous-diagrammes Di sont les suivants : 

D1 •—©—•—• D2 •—• 

Les espaces préliomogènes iréductibles de type parabolique correspondant à  ces 
sous-diagrammes son t naturellemen t plongé s dan s 0  (voi r Remarqu e 2.6 . ci -
dessous). 

Posons encore 9{ = $i \ {7^ } et désignons par T{ l'ensemble des racines a de 
1Z+ d e la forme a = 7» + 7 où 7 est une combinaison linéaire d'éléments d e 6{ 
et définissons : 

dUe) = cf'. 

La proposition suivant e est alors facile à  démontrer. 
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Proposition 2.5 . —  Ladécomposition d\{8) — @\=\d\[&) est la décomposition 
de di{6) en ig-modules irréductibles. 

Remarque 2.6 . — 
On constate facilement (c'es t implicite dans la démonstration de la proposition 
précédente) qu'e n général , seul e une partie d e 1$ agi t d e manière non trivial e 
sur d\(0). 
Soyons plus précis. Posons hi = X)7€# i CHy> 0* = f)i+0<iir,> e t l$i = t)i®Q<$i>. 
Alors 1$. es t une sous-algèbre de Levi d'une sous-algèbre parabolique maximale 
de Qi (ell e est maximale car Card(\Pi\0i)=l).- Désignons par Hi l'unique élément 
de t)i te l que y(H{) = 0 si 7 G  0{ e t 7i(£Tj) = 2 . Il est clair que Yli=o C-̂ * = §o 
et o n voit facilemen t qu e la diagonale d'indice 1  (cf. §1.2. ) de Qi défini e pa r 0i 
ou Hi est d\(0). 

Posons V = Yjj^i CHi ©  Eî ° ù Ei désign e l'orthogonal d e 1$. ©  Y^j^i CHJ 
dans le pour la forme de Killing. La sous-algèbre V est réductive dans 1$, o n a 
h — h- © (somm e directe d'algèbres de Lie) et V n'agi t pas sur d\(0) puisque 
[l\d\(0)}= 0. 
De plus (l$i,d\(0)) es t un espace préhomogène irréductible de type parabolique 
dans Qi don t le diagramme de Dynkin à poids est Di. 

Pour des raisons qui sont maintenant évidentes nous dirons que les diagrammes 
de Dynkin à poids Di sont les composantes irréductibles du diagramme D. 

2.7. Elément s génériques , isotropie générique, isotropie partielle. 
Un élément dans l'orbite ouverte de l'espace préhomogène (L$,di(0)) (ains i que 
de tout espac e préhomogène) ser a appelé élément générique. 
Le sous-group e d'isotropie (resp. l a sous-algèbr e d'isotropie) d'un élémen t 
générique ser a appel é sous-group e d'isotropie générique (resp . sous-algèbr e 
d'isotropie générique). Nou s diron s parfoi s simplemen t "isotropie générique" 
pour désigner l'un d e ces objets. 
L'isotropie générique d e l'espac e préhomogèn e (h,d\(0)) (i =  1,....,k)  ser a 
appelée "isotropie partielle". 
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3. Les sous-algèbres admissibles et C-admissibles. 

Définition 3.1 . — Le couple (^,0 ) est dit admissible si les composantes 
irréductibles D{ du diagramme D associé à (^,0) figurent tous dans la Table 1 
(c'est à dire que les espaces préhomogènes (loi,d\(0)) sont tous réguliers). Dans 
ce cas le diagramme à poids D de (^,0) sera également dit admissible. 

Définition 3.2 . — 
Le couple (\&,0) est dit C-admissible si les composantes irréductibles D{ du 
diagramme D associé à (^,0) sont tous réguliers dans la Table 2 (c'est à dire 
que les espaces préhomogènes (hi,d\(6)) sont tous commutatifs réguliers). Dans 
ce cas le diagramme à poids D de (^,0) sera également dit C-admissible. 

Notons qu e puisque l a Tabl e 2  est inclus e dan s la Tabl e 1 , un diagramm e C -
admissible est admissible. 

Supposons à  présen t qu e le couple (#,0 ) es t admissible . Rappelon s qu e nous 
notons 71,. . ., jk le s racines de (\I>, 0). Pour i G {1 , . . . , fc}, posons, comme dans 
la Remarqu e 2.6. , t)i — X^7e ;̂ ^-iî7. L a sous-algèbr e \)i est un e sous-algèbr e 
de Cartan d e 0 ; =  ï) ; + 0<xi't'> . Rappelons égalemen t qu e Hi désign e l'uniqu e 
élément de \ji défini par les équations : 

7l-(£Ti) = 2 , a(Hi) = 0 si a e0i. 

Puique (\&,0 ) es t admissible , l'espac e préhomogèn e (i$i^d\(0)) est u n espac e 
préhomogène irréductibl e régulie r d e typ e paraboliqu e dan s 0; , pou r chaqu e 
¿£{1,...,&}. 
D'après l e Théorème 2.3 . il existe X{ G  d\(0),Yi G  d_1(0 ) tel s que (Yi,Hi,Xi) 
est un 5^-tripiet . 

Théorème 3.3 . — ([R u 4]) 
Si le couple (\P,0) est admissible, la famille des $l2-triplets (Yi,Hi,Xi) engendre 
une sous-algèbre simple 0# dans 0 . 

Il est facile de voir que le centre 1)Q d e IQ es t une sous-algèbre de Cartan de 0#. 
Les racines d e la paire (0# , i)g) son t alor s des restrictions d e racines de (0 , f)). 
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Soit TZnd l'ensembl e de s racines non divisibles de TZ (i.e . l'ensemble de s 7 G  71 
tels qu e ^  £ 1Z pou r n=2,3,...) . Soi t d'autr e par t 7£ ~ l e système d e racine s 
de (00,f)#) . O n a  montr é dan s [R u 4 ] que 7 ^ =  TZnd- O n remarquer a qu e 
d\(0) = gai 

Définition 3.4 . — 
a) Si le couple (^,0 ) est admissible, la sous-algèbre 0# sera appelée sous-algèbre 
admissible associée à ($,0). 
b) Si le couple (\I/,0 ) est C-admissible, nous dirons que 0 # est une sous-algèbre 
C-admissible . 

Exemple 3.5 . — 
a) I l ressor t d e l a définitio n 3.1 . qu e le s diagramme s d e l a Tabl e 1  son t 
admissibles. L a sous-algèbr e admissibl e correspondant e étan t simplemen t l a 
sous-algèbre isomorphe à $l2 engendrée par le $i2-triplet décrit dans le Théorème 
2.3. 
b) L'exemple suivant, pour trivial qu'il soit nous semble important car il montre 
que dan s u n certai n sens , les élément X¿,Y¿ et leur s crochet s généralisen t le s 
sous-espaces radiciels habituels. Soit 0  une algèbre de Lie simple quelconque et 
considérons la partie 9 = 0. Dans le diagramme de Dynkin correspondant toutes 
les racines sont encerclées , ce diagramme es t don c admissible (d'ailleur s même 
C-admissible) puisqu e le s sous-diagrammes irréductible s son t tou s égau x à  O 
qui figure dans la Table 2. 
Les £l2-triplets correspondants sont simplement les s^-triplets usuels (Ya, Ha, Xa)a^\¡ 
donc 00 =  0 . L'algèbre 0  elle même est donc admissible. 
c) Considérons le diagramme D suivant dans Es : 

Les composantes irréductibles de D sont : 

D1 D2 D3 

Les diagrammes D\ e t D2 sont dan s la Table 1  ; par contr e l e diagramme D3 
n'y figure pas. Le diagramme D n'est don c pas admissible. 

Etant donn é la description combinatoire des parties admissibles (à savoir que 
les sous-diagrammes irréductible s Di d e D doiven t apparteni r à  la Table 1 ) il 
est facil e d e donner l a liste de s parties admissibles . La détermination d u typ e 
de l'algèbr e admissibl e nécessit e u n calcu l don t le s résultat s on t ét é publié s 
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dans [Ru4] . Signalon s auss i qu e d'autre s propriété s de s algèbre s admissible s 
(paramétrisation d'orbite s dan s certaines nappes de Dixmier) on t ét é obtenues 
dans [Ru5]. 
Pour l a commodité du lecteur nous reproduisons dans la Table 3 ci-dessous la 
liste des parties admissibles et des sous-algèbres admissibles correspondantes. 

Donnons quelques explications concernant la Table 3. Dans la première colonne 
de cette Table se trouve le diagramme de Dynkin à  poids associé aux données 
{^,0) (o n rappell e qu e le s sommet s encerclé s son t ceu x correspondant s au x 
racines d e *  \  0) , dan s l a deuxièm e colonn e o n trouv e l e typ e d e l a sous -
algèbre admissibl e Q# associé e au diagramme , l a troisièm e colonn e mentionn e 
éventuellement s i la partie 6 est C-admissible. Cette Table ne mentionne pas en 
général le cas "trivial" d e l'Exemple 3.5.a ) o ù l'algèbre fl est un e sous-algèbre 
admissible d'elle même (cas où toutes les racines sont encerclées). 

Table 3  :  Sous-algèbres admissibles . 

Type An : n = (k + l)p - 1 , к > 1 , n > 1 , p > 1. 

Ak C-admissibl e 
t*l OLv 0¿2p Oíkp an 

Type Bn :n>kp, (2k + l)p < (2n + 1) , p > 1. 

o¿i ap a2p Oíkp an 
Bjç C-admis-

sible si p = 1 

Type Cn : 
1) p pair, (2k + l)p < 2n. 

Bk 

«1 0¿p a2p 0¿kp an 

2) n = (k + l)p, k > 0, p > 1. 

ufi ap o¿2P Oikp Oín 

Ck+i C-admis -
sible 
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Type Dn : 

1) n > kp + 2, (2k + l)p < 2n. 

ai o¿p a2p akp 
Bk C-admis -

sible si p = 1 

2) n = (к + 1) p, p pair, p > 1. 

ai ap a2p akp 
Ck+i C-admis -

sible 

Type E6 : 

1) A1 

2) A2 

3) A2 C-admissibl e 

4) (?2 C-admissibl e 

Type E7 : 

1) Ai 

2) Ai 

3) Ai 

4) Ai 

5) Aj 
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6) Ai 

7) Ai C-admissibl e 

8) B2 

9) C?2 C-admissibl e 

10) G2 

11) Cs C-admissibl e 

12) Fi C-admissibl e 

Type E8 : 

1) Ai 

2) Ai 

3) Ai 

4) Ai 

5) Ai 

6) Ai 
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7) 

8) G2 C-admissibl e 

9) G2 

10) ¿4 C-admissible 

Type F4 : 

1) A1 

2) A1 

3) Ai 

4) C?2 C-admissibl e 

Type G2 : 

1) Ai 

Terminons ce paragraphe par deux résultats utiles par la suite. 

Proposition 3.6 . — 
Si 00 est une sous-algèbre C-admissible on aTZ = TZnd ( = T̂ r )? c'estf à dire que 
toutes les racines restreintes sont des racines de la sous-algèbre C-admissible. 

Démonstration. —  Soi t a un élément divisible de TZ. Alors a =  rvy où 7 G 7£nd 
et o ù n es t u n entie r >  1 . D'après l a théorie générale des systèmes de racines, 
il exist e w G  W(R,~6) (le group e d e Weyl de TZ~&) e t i G  [1,.....,k]  tel s qu e 
uf) =  7̂ . Donc tu a =  rrj^ . I l exist e don c une racine ¡3 G  TZ te l qu e / 3 = /27 ; 
modulo < 0 > et ceci est en contradiction avec l'hypothèse de C-admissibilité. \ \ 
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La démonstration ci-dessu s contient cell e de la proposition suivante. 

Proposition 3.7 . 
Soit 0 0 une sous-algèbre admissible non C-admissible de 0 . Soit â £ 7Z\ TZnd> 
Alors il existe w G W(7l~ ) , i G  { 1 , . . . , k} et un entier n > 1  tels que wâ — rij^ 
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4. Paires duale s associées au x sous-algèbre s C-admissibles . 

Le but d e ce paragraphe es t de démontrer le résultat suivant . 

Théorème 4.1 . — Soit ^ \ 0 un couple C-admissible et Q$ la sous-algèbre 
C-admissible correspondante, alors 0 0 est une sous-algèbre de Howe de 0 (c'est 
à dire, rappelons le, que ($o-> ZQ(&O)) est une paire duale). 

Remarque 4.2 . — 
a) Désignon s comm e précédemment pa r (Yî , £Tj,Xj) l a famille de s 5[2-triplet s 
construits à  parti r d e l a famill e {7i}ï=i,...,f c =  \ & \  0 . Poson s X$ = 5Zf=1-X"j. 
Alors XQ est u n élémen t d e l'orbit e ouvert e d e l'espac e préhomogèn e (no n 
irréductible) (L$, d\ (0)) et on voit facilement, en utilisant le fait que pour chaque 
i e {1 , . . . , k} o n a Zi$ (Xi)=Zi9 (Yi), que Z?(fl,))=Zi, (Xe). 
Cela signifie très exactement que le deuxième membre de la paire duale con
struite dans le théorème 1^.1. est simplement Visotropie générique de Vespace 
préhomogène (É0,di(0)) . 
b) S i on pren d 0  =  0  (i.e . tous le s sommets son t encerclés ) l e Théorème 4.1. 
fournit simplemen t l a paire duale triviale (0 , {0}). 

La démonstration d u théorème 4.1 est asse z longue. Nous allons la développer 
ci-dessous. Le point cl é est le théorème suivant qu i en est un cas particulier. 

Théorème 4.3 . —  Soit (^,di(0)) un espace préhomogène irréductible régulier 
de type parabolique commutatif (c'est à dire un élément régulier de la Table 2). 
Soit (Y,H$,X) un des ^-triplets associés à (l$,di(0)) par le Théorème 2.3. Soit 
06> la sous-algèbre admissible isomorphe à ôl2 engendrée par ce triplet. Alors 0 0 
est une sous-algèbre de Howe. 

Démonstration. — 
Posons w = exp(adX)exp(adY)exp(adX), o n sai t alor s ([Rul],[Ru2] ) qu e s i 
a = w \{e, o n a  a2 = Id, c'est à  dir e qu e l a restrictio n d e w à  1$ es t un e 
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involution dont l'ensemble des points fixes est exactement l'isotropie générique 
Z[9(X) = Z[E(Y). Noton s auss i qu e d'aprè s l a remarqu e 4.2 . cett e isotropie 
générique est le deuxième membre présumé de la paire duale, c'est à dire Z0(Q$). 

Pour simplifie r nou s poseron s 5  =  {X G  1$, a(X) = X} =  ZQÇQQ) e t 
q = {X E 1$ , cr(X) = — X} e t nous aurons alors la décomposition 1$ = 5 © q. 
Rappelons qu e puisqu e (\e,d\{6)) es t commutati f o n a  la décompositio n 0  = 
d-i ©  l$(Bdi(0). Soit x un élément de 0 qui commute à 5. Nous devons montrer 
que x G  Q$. Ecrivons x = X-i + XQ + x\, (x - 1 G d_I , x0 G  t# , x\ G  d\{6)). 
Puisque B Ç l# , il est clai r que si x commute à 5, chacun des éléments x-1,  x0 
et xi commut e à $. 
Puisque [l0, X] = d\{6) (c'est la version infinitésimale d e l'existence de l'orbite 
ouverte), o n a  [q , J] =  d\{6). Plu s précisémen t i l exist e u n uniqu e élémen t 
qi G  q tel que [qi,X] = xi. 
On a alors (en utilisant l'identit é de Jacobi) : 

o =  [S1. X1] = [«,[«!,-Y] ] =  [[«,«i],-x:] . 
Donc [s, q1] G Z{e(X) = s , d'autr e par t o n a  [0 , q] C  q . O n e n dédui t qu e 

C'est à  dire que q\ est orthogonal à [s , q]. Or 

[le,[e] = l'g = [ s + q, s + q ] =  [q,q ] + [a,a] + [q,a] . 

Puisque [q , q] et [0,0 ] sont dan s 0 et que [q,s ] est dans q , on déduit d e ce qui 
précède qu e qi es t orthogona l à  V$, don c que ç i =  XHQ(X G  C) . O n a  alor s 
x\ — [q\,X\ — 2XX. Ains i x\ es t bien proportionnel à  X, comm e il fallait l e 
démontrer. Un argument similair e montrerait qu e X-i =  jiY (/ I G  C). 
Il n e rest e plu s alor s qu' à démontre r qu e x 0 =  ẑ H^ . Puisque l e croche t d e 
deux élément s qu i commuten t à  5  est u n élémen t qu i commut e à  s , o n a , a u 
vu d e ce que l'on vien t d e démontrer qu e [x0,X ] =  aX (a G  C). Mais alors 
#0 — 2 H0 commute à  X et es t dan s 1$, don c £0 =  2H0  + r o ù r  G  £. Mais 
[5, xo] = 0  =  [5 , r], donc r appartien t au centre de 0. On conclut en remarquant 
que le s ca s An , Bn, Cn, Dn,i> ^2n,2, £7 d e l a Tabl e 2  qui nou s concernen t ic i 
correspondent respectivemen t au x cas n° 1,15,2,15,3,2 7 d e la classification de s 
espaces préhomogène s régulier s irréductible s d e Sat o e t Kimur a ([S-K],par . 
7, Tabl e p . 144). Dan s c e travai l le s auteur s on t calcul é toute s le s isotropics 
génériques e t o n pourr a constate r qu e ce s isotropie s son t semi-simples , don c 
n'ont pa s d e centr e ( à vra i dir e l e calcu l es t trivia l sau f dan s l e ca s E7 où 
apparaît l e group e EQ et s a représentatio n d e dimensio n 27 , don t l'isotropi e 
générique est de type F4). 
En tout ca s cela montre que r =  0  et donc que XQ = y  H$. \\ 
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suite de la démonstration du Théorème 1^.1. 

Pour simplifier les notations, nous allons toujours désigner par (ci, b) les paires 
duales. 

Nous allons prouver que si a = Q$ e t b  =  ZQ(Q$) =  Z\E (X$), alors (ci, b) est une 
paire duale. 

D'après la Remarque 2.6. on décompose [Q comm e suit : 

k = к e e 

Nous allons d'abord démontrer le théorème sous l'hypothèse restrictive suivante : 

Hypothèse (Hi) : 
Pour tout i G {1 , . . . , k}, pour tout u G Z\e, (Xi), il existe v G l% tels que u+v G  b 
(cf. l a décomposition (4-1)) . 
Les sous-algèbres admissible s qu i ne vérifient pa s (Hi) constituen t l a Tabl e 4 
ci-dessous et nécessiterons des démonstrations spécifiques . 

Lemme 4.4 . —  Soit a — Q# une sous-algèbre C-admissible qui vérifie 
Vhypothèse (Hi) et soit b = Z^Çès)- Alors Zdl^)(b) = ®i=1CXi. 

Démonstration. —  I l est clai r qu'i l suffi t d e démontrer qu e Zd^e^(b) = CX¿. 
Soit X G  Zdt(0)(b) En utilisant Vhypothèse (Hi) e t le fait qu e [(<\d\(6)} — 0 (cf. 
Remarque 2.6.), on voit que X G  Zdi^(Zi0, (Xi)), don c d'après le théorème 4.3. 
on a X = XXi} A G  C . Q 

Lemme 4.5 . —  Sous les mêmes hypothèses que celles du Lemme 4-4-> 071 a 
Zie(b) = ®ï=1CHl = t>0. 
Démonstration.— Soi t Xo G  Z[e(b). Puisqu e le s élément s Xi commu -
tent à  b , l'élémen t [X0,X¿] commute à  b  et appartien t à  d\{6). D 'après l e 
Lemme précédent , i l exist e de s constantes A¿ G C telles qu e [X0,X¿] = A¿X¿ 
(i = 1,.. ., k). Puisque les Hi forment un e base de h0 i l existe une unique com-
binaison linéaire ^¿=i Vi^i =  ^° tell e que [HQ,Xi] = A¿X¿ ( les formes linéaires 
jî constituen t un e base de (jj) . Mais alors r0 = X0 — HQ G Z\9 (X$) = b. 
Puisque XQ et Ho commutent à  b, l'élément T 0 appartient a u centre de b . Pour 
tout i G {1 , . . . , k} o n écrit : 

r0 = <+ < , 

où<0 G  l0i,vlTo et. 
Soit également X G  b  et écrivons la décomposition correspondant e : 

X = uix + v*x. 
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Puisque [ TO, X] — 0, on a : 

[ < „ , ^ ] =  K ^ x ] =  K , ^ ] =  o. 

L'hypothèse H1  impliqu e alor s notammen t qu e [ulr ,Z[9.(Xi)] — 0. D'aprè s 
le théorème 4.3 . cela implique que ulTQ =  0  pour tou t i G  {1 , . . ., k}, don c que 
TO e  nf=0 f =  {0} . Q 

Lemme 4.6 . —  Sous les mêmes hypothèses que celles du Lemme 4-4- 071 a 
Zdj(e)(b) = dj(0)na VjGZ . 

Démonstration. —  Rappelon s qu e nou s avon s pos é X$ — ̂ f=0-X"i- Poson s 
encore Y$ = X^f=o^- Alor s (YO,HQ,XQ) es t u n 5 ^-triplet (c'es t u n ô[2-triple t 
principal de a  (cf. [B 0 2], [K]) 
Soit 

wo = exp(adYe)exp(adXo)exp(adYo). 

alors 
w0 : d-j(0) f l a —> dj(0) n a 

est une bijection qu i commute à  adb. 
Il suffit don c de démontrer le lemme pour j > 0. Pour j =  1  c'es t l e Lemme 4.4. 
Supposons donc j > 2 . Avec les notations introduites au §1.2 . on a : 

dj (0) = ga. 
a(Hô)=2j 

Désignons par TZa l e système de racines de la paire (a , ï)#). Rappelons que , vu 
l'hypothèse d e C-admissibilité, on a TZ = TZa (Prop . 3.6.). Soit alors a £ TZ tell e 
que a(Hg) = 2j. I l existe donc w G W(TZa) (l e groupe de Weyl de TZa) te l que 
wâ = aï pou r un indice i G {1 , . . . , k}. Mai s alors w$a = 0e** . Cela signifie que 
dim(Z^(b)) =  dim(Z0^(b) ) =  1 . Donc Z^(b) =  Cur1*,- . Q 

iVô 3 avons donc démontré le Théorème J^.l. dans le cas d'une sous-algèbre 
C-admissible qui vérifie Vhypothèse (H\). 

Nous allons maintenant étudie r le s cas restants don t l a liste constitue la Table 
4 ci-dessous . Dan s cett e Table , à  l a suit e d u diagramm e C-admissibl e nou s 
indiquons l e typ e d e l a sous-algèbr e admissibl e a  =  g0  correspondant e (i.e . 
la première sous-algèbr e d e Howe de la paire) , puis nous indiquons l e type de 
b = ZQÇQS) (i-e - la deuxième sous-algèbre de Howe de la paire). 

La justification d u typ e d e b  dans cett e Tabl e s e trouvera dan s l a suit e d e la 
démonstration. 
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Table 4  :  Parties e t sous-algèbre s C-admissible s qu i n e vérifien t pa s 
Phypothèse (H1). 

1) Type C„, n = (k + l)p, k > 0, p > 1. 

Cife+i 0(p ) 
7i 7/ > 72 P lkP 7(ib+i) p 

2) Type Dn, n = (k + 1) p, p pair, p > 1. 

Cfc+i CE 

71 7 p 72 p 7* p 

3) Type £6 

A2 G2 

4) Type £7 

C3 G2 

5) Type £8 

F4 G2 

Fin de la démonstration du Théorème 4-1-

Remarquons que , d'aprè s l'argumen t développ e dan s l a démonstratio n d u 
Lemme 4.6. , i l suffi t d e prouve r qu e Z\e(b) =  ®\=1CHi e t qu e Zdl^(b) = 
©f=1CXi. Nou s allons étudier l'un aprè s l'autre les différents ca s de la Table 4. 

1) 
7i lp l2p Jkp 7(*+ I)P 

Notons qu'ici le nombre de racines encerclées est k + 1. 
On a l a = gl(p) x flf/(p) x .. . x  gl(p) 

(k+l)x 
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et di(0 ) =  Mp x Mp x .. . x  Mp xSp o ù Mp désign e l'espac e de s matrice s 

kx complexes d e typ e (p,jp ) e t o ù Sp désigne l'espac e de s matrice s symétrique s 
complexes de type (p,p) . 
L'action d e (<?i,... , gk+i) G  ̂su r ( # 1 , . . . , xk, s) G d1 (0) est la suivante : 
(fll?; • • ,9k+l){Xl, •(x1  xk) =  (gi^ i -#1#2, ; • • i9kxk ~ xk9k+l i 9k+l s ~\~ ^ 9k-\-l)-
L'élément XQ = (Jdp,... , Idp) G d\ [6) est générique et son isotropie est b = o(p) 
plongé diagonalement dan s t # = (g/Q?))*"1"1 . La représentation naturell e de o(p) 
dans C7 étant irréductible , le Lemme de Schur implique immédiatement qu e 

Zu(b) = (CIdp,CIdp) = ®î+*CHi 

(ici les Hi sont les matrices scalaires) e t que 

ZdlW(b) = {(Xyld,,,.. .,\k+1Idp),\u.. .,\k+i G  C} =  ®ï+}CXi. 

2) p pair. 
7l 7 p 72 p 7* p 

La démonstration pour ce deuxième cas est similaire au cas précédent. L'algèbre 
le est encore (gl(p))k~*'1, l'espace d1(6) d e la représentation es t (Mp)k x  ASP o ù 
ASp est l'espace de matrices antisymétriques de type (p,p) (rappelon s que p est 
pair ) . S i on pren d pou r élémen t génériqu e l'élémen t XQ — (Idp,... ,Idp, Jp) 
où Jp es t l a matric e antisymétriqu e classiqu e (associé e à  sp(|)) , l'isotropi e 
générique est sp(§ ) plong é diagonalement dan s le. 
La représentation naturell e d e sp(§) dan s C 2 étan t irréductible , l e Lemme de 
Schur donne le résultat. 

3) a1 cl2 a3 

7i 72 
a4 

Il ressort d e la Table 3 que dans ce cas a = g0 = A2. Commençons par montrer 
que b = Z^^ = G2. Ici 1$ ~  L f̂fiC2 . Soien t CJ1,CJ2,^3,^4 les poids fondamentaux 
de D 4 correspondan t respectivemen t au x racine s a1,  a2, Qf3, <x* ainsi qu'elle s 
sont indiquée s su r l e diagramm e ci-dessus . L a représentatio n d e 1$ su r d\(9) 
est l a représentatio n u\ ©CJ3 . L e groupe Le es t alor s nécessairemen t d e typ e 
Spin(8) x  C*2 car Tune des deux représentations w\ e t iv$ n e s'intègre pa s sur 
50(8). 
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Quitte à  choisir la projection 

Spin(8) x 50(8) 

on peut suppose r qu e W\ s  integre sur Su(8) (s i ce n était pa s le cas on peut 
transformer x Pa r un automorphisme non trivial du graphe D4). 
Donc, puisqu e l'isotropie générique d e (50(8 ) x  C*,C8 ) (représentatio n na -
turelle) es t 50(7) , l'isotropie générique d e (Le,d\(0)) es t Spin(7) x  C* . L a 
restriction d e (Spin(8) x  C*,^), qu i est la représentation spin, à Spin{7), est 
la représentation spin de Spin(7) ([S-K ] p.114). 
Finalement b est l'isotropie générique de Spin(7) x C* et cette isotropie est G2 
d'après [S-K ] (Prop. 25, p.116). 
Nous allons maintenant prouve r que Zdl^(G2) —  CX\ 0  CX2 (Xi e t X2 ayant 
été choisis génériques dans d\(6) e t d\(9) respectivement ) . 
Soient 

/1 =  {* e i* ,Mi(0) ] =  o } 

et 
h = {ze k,[z,d2M] = o}. 

Il est immédiat qu e /1 et I2 sont des idéaux de 1$ qu i sont inclus dans if$ = D±. 
Donc h = I2 = {0}. 
Supposons qu e Zdl^(G2) ^ CX\ 0  CX2. Alors on peut suppose r qu'i l exist e 
Yi G  Zdi(0}(G2) te l que Yi ^  CX i (dan s le cas où un te l élément Y2 existerait 
dans d\(0) l e raisonnement serai t le même que celui qui suit). 
La plus petit e représentatio n no n trivial e d e G2 étant d e dimensio n 7  ([S-K] 
p.21) et d\{6) étant de dimension 8, l'existence d'un élément Y\ différent d e X\, 
commutant à  G2, implique que d\{0) est un (̂ -modul e trivial , ce qui contredi t 
le fait qu e Ii =  {0}. 
Il reste encore à démontrer que Z\e (G2) =  Ci? ! ©Cff2. Soi t X0 G  Z\0 (G2), alors 
[Xo,Xi] G  Zdl(#)(G2) e t [X0,X2 ] G  Zdl^(G2). I l existe donc , d'après c e que 
nous venons de voir, Ài,À 2 G  C  tels que [X0,Xi ] =  X\Xi e t [X0,X2 ] =  X2X2. 
Mais alors il existe fii et fi2 uniques tels que X0 — H\Hi —^2H2 G  Z\e (X\ +X2) = 
G2. D'autre part , clairement , [XQ — H\H\ — /i2H2,G2] =  {0 } ; or 02 n' a pas de 
centre donc XQ = fJt\Hi + fi2H2. 

4) 
7i 72 7 3 

Ici le = D4 © CH1 © CH2 © CH3 e t i l est clair que D4 © Ciïi ©  CH2 est inclus 
dans la sous-algèbre E$ définie par le sous-diagramme correspondant . 
Il est clai r également qu e d\(0) es t de dimension 1  et que seul CH2 ©  CH3 agit 
sur cet espace. L'isotropie générique de (l$,di(0)) es t donc la même que dans le 
cas précédent, c'es t G 2 ("tout se passe dans le diagramme E^). Puisqu e d\(0) 
et d\(0) son t toujour s le s mêmes représentations d e dimension 8  de D4, on en 
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déduit qu e Zdi^ED2^(G2) = CX1 © CX2. Puisque dl(0) es t d e dimension 1 , 
on a que Zdl(Q)(G2) = CX1 © CX2 © CX3. La démonstration s e termine alors 
comme dans le cas précédent. 

5) 

La démonstration es t analogue à celle de 4). 
Le Théorème 4.1 . est démontré . [ ] 

Remarque 4.7 . — 
L'espace préhomogèn e (Spin(7), spin) fai t parti e de s quelques exemple s d e la 
liste de [S-K] qui n'apparaissent pas commes espaces préhomogènes paraboliques 
réguliers irréductibles ([Rul], [Ru2]). L'exemple 3) de la démonstration précédente 
montre qu e (Spin(7), spin) apparai t comm e "isotropi e partielle " d'u n es -
pace préhomogèn e irrégulie r d e typ e paraboliqu e ayan t deu x composante s 
irréductibles. 
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5. Principes de classification. 

Les notations sont celle s de 1.1. 
Quelques remarques faciles sont résumées dans les Lemmes suivants . 

Lemme 5.1 . — Ecrivons 0 = Zfl©0' . Si (a, b) est une paire duale dans 0  alors 
a = ZQ 0 a ! et b =  Z$ © bi o û (ai, bi) est une paire duale dans Qf. Inversement 
toute paire duale dans Qf fournit ainsi une paire duale dans 0 . 

On est donc ramené à chercher les paires duales dans les algèbres semi-simples. 

Lemme 5.2 . —  Soit 0  semi-simple et soit (a , b) une paire duale dans 0. 
Si a  possède un centre ZA non trivial, alors a D b = ZA = Z^ = Z. Posons 
lz =  ZQ(Z). L'algèbre lz est une sous-algèbre de Levi de 0 dont le centre est Z. 
Si on écrit lz =  Z ©  Vz, a — Z © a' et b = Z © b!, alors (a' , b') un e paz're 
duale dans Vz. Inversement toute paire duale d'une sous-algèbre de Levi de 0 est 
une paire duale de 0. 
Démonstration. —  L'assertio n concernan t l'égalit é de s centre s es t facile . 
Ecrivons alor s a  = Z  ©  a' e t b  = Z ©  bf (a e t b  sont réductives) . Pou r qu e 
lz soi t un e sous-algèbre d e Levi, il faut qu e Z soi t constitu é d'élément s semi -
simples dan s 0 , c e qui es t l e cas car a  et b  sont réductive s dan s 0  d'après l a 
définition de s paires duales. Soit Z\ l e centre de lz ;  on a à priori Z C  Z\. Mai s 
Z\ commut e à b, donc Z\ C  Z. On a donc bien Z — Z\. Le s assertions suivantes 
du Lemme sont alor s évidentes. [ ] 

On est donc ramené à chercher les paires duales semi-simples dans les algèbres 
semi-simples. 

Lemme 5.3 . —  Soit 0  une algèbre de Lie semi-simple et soit 0  —  0i x 
02 X .. . x  0n sa décomposition en idéaux simples. Si on se donne pour chaque 
i G  {1,. .. ,n} une paire duale (â , bi) dans Qi, alors (ÜILi a^nr=i ^i ) est une 
paire duale dans 0 et toute paire duale de 0 est obtenue de cette manière. 

Démonstration. —  L'assertio n direct e est évidente. Soit (a , b) une paire duale 
dans 0. Montrons par exemple que a=af l0 iX. . .xari0n. Puisqu e a = ZQ(b) 
on a, pour (ai , a2•> • • • ?  an) € a  : 
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[(aua2,... ,an),(bub2,... ,bn)} =  [ai , .  .+[an, bn] =  0  V(&i , b2)..., bn) G b 

ce qui implique que 

[ai, 61] = [a2,b2] = ... = [an,bn] =  0  V(&i , 62,..., 6n) G b . 

D'où : 

[(0,...,0,an0,...,0),(6!,62,...,6n)] =  [ai,bi] =  0  V(^ , 62,..., 6n) G b , 

ce qu i impliqu e qu e (0,.. . , 0, â , 0,..., 0) G  Z 0(b) =  a , c e qu i donn e l e 
résultat. [ ] 

Tout ceci montre qu'il suffit d e chercher les paires duales (ou les sous-algèbres 
de Howe ) semi-simple s dan s le s algèbre s simples . Sau f mentio n express e d u 
contraire, nou s supposeron s don c désormai s qu e 0  es t simpl e e t qu e a  e t b 
sont semi-simples . 

Nous avons vu au Paragraphe 4 que toute sous-algèbre C-admissible était une 
sous-algèbre d e Howe et nou s détermineron s a u Paragraph e 5  quelles son t le s 
sous-algèbres admissibles non C-admissibles qui sont des sous-algèbres de Howe. 
Les sous-algèbres admissibles de 0 sont, par construction, des sous-algèbres dont 
les sous-espaces de Cartan son t des centres de sous-algèbres de Levi de 0 . Ceci 
est une propriété générale des sous-algèbres de Howe semi-simple comme le dit 
le Théorème suivant . 

Théorème 5.4 . —  Soit a une sous-algèbre de Howe semi-simple de 0 et soit 
fja une sous-algèbre de Cartan de a. Alors t)a est le centre d'une sous-algèbre de 
Levi de 0. 
Démonstration. —  I l suffi t d e prouve r qu e f) a =  Z(Z0(f)a)) . I l es t clai r 
que f) a C  Z(Zç>[\)c)). D'autr e par t le s élément s d e Z(Z0(i)a) ) son t dan s l e 
bicommutant d e a , on a donc : 

f)a C  ZtZM) C  a. 

On a donc 
Z(Za(tfa)) C  Za([)a) = f>fl . 

Ce qui implique f) a = Z(Zs(t)a))- D 
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Remarque 5.5. — 
Le but d e cette Remarque est d e montrer (grâc e au Théorème précédent) qu e 
les sous-algèbres de Howe semi-simples sont des sous-algèbres de nature proche 
de celle des sous-algèbres admissibles. 

Soit a  une sous-algèbre de Howe et soi t f) a une sous-algèbre de Cartan d e a. 
D'après ce que nous venons de voir f)f l es t le centre d'une sous-algèbr e de Levi 
de 0 . Soi t alor s f ) une sous-algèbre d e Cartan d e 0  qui contien t f)a . Soi t 7Z l e 
système d e racines d e (0 , f)), i l existe une base Í de 71 e t un e parti e 6 de ^ 
telles que ï)f l = f) # et Z0(f)fl ) =  U ([Bo2] VI, par.l, 7 , Prop.20). Posons comme 
d'habitude &\0 = {71,72,.... 7*} et reprenons les notations du paragraphe 1.2 . 
Soit 7Za l e système de racines de (a, [)$). On a évidemment 7la C 71 e t on pose 
nf = K± nna. 
La partition 

7la = R n i \ J K -

où 7Z~ = — 7££, définit classiquemen t une base /31,f32,... ,/3* de 7£a (on pourra 
noter qu'on a également 7Z~^ = {(3 G 7£a, /3(H$) > 0}). 

Pour chaqu e i G {l,...,fc} , noton s (X_- ^ ,iî^ , ) l e £l2-triple t dan s a 
classiquement associ é à  /3¿. Posons 0¿ = ©nez0n/?t " o ù o n a  pos é 0 ° =  1$. 
L'algèbre 0¿ est réductiv e e t es t naturellemen t Z-graduée . O n voi t san s peine 
que la Z-graduation d e 0¿ est défini e pa r l'élémen t Hj qu i joue donc le même 
rôle que l'élément H$ défini au paragraphe 1.2 . 

Comme pou r (l0, d1 (0)) le Théorèm e d e Vinberg ([Vi] ) nou s di t alor s qu e 
(0° =  l0, gBi) est u n espac e préhomogène qu i es t pa r ailleur s irréductible . Le 
Théorème 2.3. s'applique alors (avec pour $[2-triplet le triplet (X-B, HB , X-j ) . 

Tout ceci montre qu'une sous-algèbre de Howe a a pour sous-algèbre de Cartan 
le centre f) # d'une sous-algèbr e d e Levi \g et qu e les espaces radiciels a 7 de a 
par rappor t à - f)# son t des_droite s engendrée s pa r de s élément s régulier s de s 
espaces préhomogènes (i# , 07). La seule différence es t que, contrairement a u cas 
admissible, où les racines de la base de 7Za sont les racines 7¿ où V0ji G (c'es t 
à dire sont e n "position minimale") , les racines /3¿ de 71 a peuven t êtr e dans les 
"diagonales supérieures" d¿(0) (avec i > 1). 

Nous allons maintenant rappele r le s notions de sous-algèbre régulière, de R-
sous-algèbre e t de S-sous-algèbre due s à Dynkin ([Dy] , voir aussi [T]). 

Définition 5.6 . —  Soit 0 une algèbre de Lie serai-simple. Une sous-algèbre u 
de 0 est appelée régulière s'il existe une sous-algèbre de Cartan f ) de 0 telle que 
u soit invariante par adçfy (i.e. [f),u] C uj . 
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5.7. Constructio n de s sous-algèbre s régulières , d'aprè s Dynkin . 
Soit 0  un e algèbr e d e Li e simple , soi t D so n graph e d e Dynki n e t soi t D 

son graphe de Dynkin complété. Le graphe D n'est pas le graphe d'une algèbre 
semi-simple, mais dès qu'on enlève un sommet s1 à D et toutes les arêtes qui y 
aboutissent, on obtient un graphe de Dynkin DSl1 non nécessairement connexe . 
La sous-algèbre de 0 engendrée par les espaces radiciciels Q±a (a G  DSl ) est une 
sous-algèbre 0Sl régulière de rang maximal (c'est à dire égal au rang de 0) et de 
graphe DSl. 

L'opération passan t d e 0  à  05 l qu e nou s venon s d e décrir e s'appell e un e 
opération élémentaire. O n peut alor s refaire une opération élémentair e su r DSl 
(ou plutô t su r un e composant e connex e d e DSl) e t ains i d e suite . Dynki n a 
alors montré que toute sous-algèbre régulière semi-simple de rang maximal est 
obtenue ( à conjugaison près ) par un nombre fini d'opérations élémentair e ([Dy] 
Th. 5.3 . et Tables 9 et 10 , [T] Th. 3.4. ) 

Les sous-algèbres régulières maximales sont toutes obtenues au moyen d'un e 
seule opération élémentaire et à quelques exceptions près la réciproque est vraie 
(voir le Th. 5.5. de [Dy] et la remarque qui suit le Th 3.5. de [T]). Une explication 
rationnelle pou r ce s exceptions es t fourni e pa r [Bo2 ] (exercice 4 , par.4, p.229) 
et par [Bo3 ] (exercice 2, par.3, p.222). 

Signalons pour terminer qu'une sous-algèbre régulière semi-simple quelconque 
de 0  es t l a parti e semi-simpl e d'un e sous-algèbr e d e Lev i d'un e sous-algèbr e 
régulière de rang maximal ([Dy] , Th 5.1 . et Th. 5.2) (cett e dernière étant don c 
obtenue par un nombre fini d'opérations élémentaires ) . 

Définition 5.8 . — ([Dy] ) Soit 0  une algèbre de Lie semi-simple. Une R-
sous-algèbre de 0 est une sous-algèbre contenue dans une sous-algèbre régulière 
propre. 

Définition 5.9 . — ([Dy] ) Soit 0 une algèbre de Lie semi-simple. Une S-sous-
algèbre de 0 est une sous-algèbre qui n'est pas une R-sous-algèbre. 

Remarque 5.10 . — 
a) D e manière général e l e centralisateur d'un e S-sous-algèbr e es t rédui t à  {0} 
([Dy] Th 7.4.) . 
b) Si 0 est de type An, les S-sous-algèbres de 0 sont exactement les sous-algèbres 
irréductibles, c'es t à  dir e le s sous-algèbre s $  pour lesquelle s l a restrictio n d e 
la représentatio n naturell e d e 0  à  ô est irréductible . Pou r l e voi r considéron s 
une sous-algèbr e $  qui es t irréductible . S i ell e n'étai t pa s S-irréductible , ell e 
serait contenu e dan s une sous-algèbre régulièr e propr e maximal e d e An. Mai s 
la considératio n d u graph e d e Dynki n complét é d e An e t l a descriptio n de s 
opérations élémentaires dans le §5.7. ci-dessus montre que An ne possède pas de 
sous-algèbre régulière propre de rang maximal. 
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Définition 5 .11. — Soit (ci, b) une paire duale semi-simple d'une algèbre semi-
simple 0. Nous dirons que la paire (a , b) est S-irréductible si l'algèbre a © b  est 
une S-algèbre. 

Théorème 5 .12. —  Soit (ci, b) une paire duale semi-simple non S-irréductible 
dans 0 . Il existe alors une sous-algèbre semi-simple régulière u  de rang maximal 
de 0 telle que a © b C  U C  0 et telle que a  © b est une S-sous-algèbre de u . 
Démonstration. —  I l existe, d'après le Th 7.7. p.161 de [Dy], une sous-algèbre 
semi-simple régulière propre u  de 0 telle que a © b C u. On choisit u  minimale 
pour ces propriétés. 

Montrons qu'alors a  © b est une S-sous-algèbre d e u. Si ce n'était pa s le cas, 
toujours d'aprè s l e Th.7.7 . p.161 de [Dy] , il existerai t un e sous-algèbr e semi -
simple régulière propre th de u telle que a © b C  th C  u. 

Mais alors th es t régulière dans 0. , comme nous allons le voir. Puisque u  est 
régulière dans 0 il existe une sous-algèbre de Cartan f ) de 0, une sous-algèbre de 
Cartan f) u de u, telle que f)u C f} , et une partie close et symétrique T du système 
de racines de (fl, F)) tels que : 

U = ï )u0 0". 
a E R 

Puisque U i es t régulièr e dan s u , il existe une sous-algèbre d e Cartan i); u de u, 
une sous-algèbre de Cartan ï)U l de Ui telle que ï)U l C  ï)'u et une partie close et 
symétrique T ' du système de racines de (u, f)'u) tels que : 

Ui = f )ux © u B, 
B E R' 

où les espaces uB sont les espaces radiciels par rapport à  ï)'u. 
Soit U le sous-groupe du groupe adjoint G de 0 correspondant à  u. I l existe 

g G U tel que g, h'U = J)u - On aura donc : 
p.(a© b) C p.Ui C  u . 

Mais alors g.Ui est régulière dans 0 car 

0.Ui =  0 .ï)Ul © u7 
y E g, R' 

où les espaces u7 sont les espaces radiciels de u par rapport à  g.l)'u = l)u. Puisque 
u7 = 07 , l'algèbre g.Wi es t bien régulière, il en est donc de même pour Ui. 

Et ceci contredit la minimalité de u. Donc a© b es t bien une S-sous-algèbre de 
u. Mais d'après ce que l'on a vu en 5.7., l'algèbre u est la partie semi-simple d'une 
sous-algèbre de Levi d'une sous-algèbre semi-simple régulière de rang maximal. 
Si ce Levi était propre , alors la sous-algèbre u  commuterait à  son centre (non -
trivial) e t (a , b) ne serait pa s une paire duale semi-simple (Lemm e 5.2.). 
Donc u est semi-simple régulière de rang maximal. [ ] 
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Remarque 5.13 . — 
Dans le cas bien connu de l'algèbre symplectique ([H1],[M-V-W]) la classification 
classique de s paire s duales utilise un e notio n d'irréductibilit é qu i sembl e à 
priori différente . S i W es t u n espac e symplectiqu e e t s i o n s e donn e un e 
décomposition orthogonal e W = W\ © W2, il s'en dédui t de s plongements des 
algèbres symplectiques sp(W\) e t sp(W2) dans sp(W) e t une paire duale (a, b) 
dans sp(W) es t dit e réductibl e s i ell e es t inclus e dan s sp[W\) © sp{W2). La 
considération du graphe de Dynkin complété de Cn, montre facilement qu e pour 
les paires semi-simples dans sp(W) le s deux notions d'irréductibilité coincident . 

Remarque 5.14 . — 
La réciproque du Théorème 5 .12. est cependan t fausse . I l se peut qu'un e paire 
duale dans une sous-algèbre régulière de rang maximal de 0 ne soit soit pas une 
paire duale dans 0 . En voici un exemple. Plaçons nous dans E7 et considéron s 
le graphe de Dynkin complété : 

(5 -1) 

Le symbole V désigne l'opposé —UÛ de la plus grande racine et le sommet barré * 
indique le sommet enlevé dans l'opération élémentaire. La sous-algèbre régulière 
de rang maximal de E? est don c ici de type A7 ~ 5/(8) . Dans A7 on considère 
la sous-algèbre C-admissible défini e par le diagramme : 

•—•—•—©—•—•—• 

La sous-algèbre admissible a est ici de type Ai e t b est isomorphe à 5/(4) plongé 
diagonalement dan s \Q C± si (4) x si (A). Mai s si (A) x  s /(4) tou t entie r centralis e 
l'espace radiciel correspondant au sommet barré (car il n'y a pas d'arête entre * 
et les sommets correspondant à  5/(4) x 5/(4) dans le diagramme (5-1) ci-dessus). 
On en déduit qu e le centralisateur d e b  dans 0  est strictemen t plu s grand que 
a. 

La proposition suivante fournit une construction de paires duales liée à certaines 
opérations élémentaires. 

Proposition 5.15 . —  Soit 0 une algèbre de lie simple. Soient 0i et 02 deux 
sous-algèbres semi-simples de 0 (en particulier non réduites à {0}) telles que 
0i x  02 soit une sous-algèbre régulière maximale de 0. (fc x  02 est donc obtenue 
par une seule opération élémentaire). Alors (01,02) est une paire duale. 

Démonstration. —  O n a  évidemmen t 0 2 C  ZQ(Qi). Il s'agi t d e montre r 
l'inclusion inverse . Soient f) i e t ï) 2 des sous-algèbres de Cartan respectives de 0i 
et 02 - Puisque 0 i x  02 est de rang maximal la sous-algèbre f ) = f h x  i}2 es t une 
sous-algèbre de Cartan d e 0. 
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L'algèbre ZQ(QI) es t stabl e pa r adf) . E n effe t pou r X  G  Zg(fli) , pou r 
H = (HUH2) et) {Hi £ fo,  z  = 1,2 ) e t pour Y G 0 i o n a : 

[[#, X], Y] = [[# , Y], X] + [H, [X, Y]] = 0 
car [H, Y] — [iîi , Y] G 0 i e t [X , Y] = 0 . Cela montre bien que ZQ(Qi) es t stable 
par adf) . Puisque 0i es t semi-simple on a 0i fl Z0(0i) = {0}. 

L'algèbre 0 ! © ^(fli) es t don c un e sous-algèbr e ad()-invariante contenan t 
strictement 0 i x  0 2 s i e t seulemen t s i ZQ(Qi) contien t strictemen t 02 . Si cela 
était l e cas la maximalité d e 0 i x  02 impliquerait qu e 0 ! + ZQ(QI) =  0 . Mais 
alors 0 i serai t u n idéa l propre , c e qu i es t impossibl e puisqu e pa r hypothès e 
l'algèbre 0  est simple. [ ] 

Nous allons maintenant décrire une nouvelle construction de paires duales. Cette 
construction va fournir un e classe de paires duales non S-irréductibles . 

5.16. Nou s supposons g simple et utilisons les notations habituelles . Soi t UJ l a 
plus grand e racin e d u systèm e d e racines TZ d e la pair e (fl , f)) relativemen t à 
une base v.  Considérons le diagramme à poids (au sens du paragraphe 2) où les 
sommets encerclés (correspondant donc aux racines de \I/ \ 6) sont ceux qui sont 
reliés par au moins une arête au sommet correspondant à  — uo dans le graphe de 
Dynkin complété. Notons que dans ce cas Card(\I> \ 9)—l sauf dans le cas où g 
est de type An auquel cas Card(\I/ \ 6)=2. Il est connu que dans ce cas l'algèbre 
n+ est un e algèbre d'Heisenberg de centre dtop{0) =  d2{9) = g" ([J],Corollary 
2.3. et [K-S] , par. 3). 

On a donc une Z-graduation de la forme : 

0 = d_2(0) © d_i(0) ©  l9 © d1(6) © d2(9). 

Appelons ctu , la sous-algèbre isomorphe à $l2 engendré e par (X-^, H^, Xw). 

Proposition 5 .17. —  Supposons que 0 ne soit pas de type An. La paire (aw, Ve) 
est alors une paire duale non S-irréductible. 

Démonstration. —  Un e première démonstration consiste à appliquer la Propo-
sition 5.15 . Nous en donnons ici une deuxième démonstration. 
Puisque d2(6) = 0^ es t de dimension 1 , ainsi que d_2(#), on a : 

[l'0,d2(6)] = [i'0,d_2(0)} = {0}. 

On en déduit qu e au et Ve commutent , ce qui implique que —  puisqu e 
le centre fyo est d e dimension 1 . Puisque au contient Ho, le commutant d e au 
est donc V0. 

Si le commutant de l'e étai t plus grand que aw, il existerait un élément X no n 
nul de di (0) ou de d_i (6) qui commute à l'e. Mais comme nous avons supposé que 
nous n'étions pa s dans le cas An, le s représentations (l'0,di(6)) et (lg,d-i(0)) 
sont irréductibles, d'où la première assertion. 
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Cette paire duale n'est pa s S-irréductible puisqu e 

a„ @ l'$ c d-2(0) ® le ® d2(0) 

et que d-2(0) © 1$ © d2(0) es t une sous-algèbre régulière de 0. [ ] 

Remarque 5.18 . — 
Supposons toujour s qu e Q n'est pa s d e typ e An. Alors , e n illustratio n d u 
Théorème 5.12, on constate sans peine que a^© \'e est la sous-algèbre régulière de 
rang maximal obtenue par l'opération élémentair e consistant à  enlever l'uniqu e 
racine reliée à —UJ dans le graphe de Dynkin complété. De plus, bien que ce soit 
évident, signalons que la paire duale (aw , i'e) dan s aw © l'e es t du type de celles 
construites dans la Proposition 5.15. 

Voici encore une autre construction de paires duales, qui permettra notammen t 
d'utiliser le s listes des S-sous-algèbres de s algèbres exceptionnelles données par 
Dynkin ([Dy]) . 

Proposition 5.19 . —  Supposons que g soit simple. Soient a et b des sous-
algèbres semi-simples de Q telles que a x b soit une S-sous-algèbre maximale. 
Alors (a, b) est une paire duale (évidemment S-irréductible). 

Démonstration. —  Supposon s que (ex, b) ne soit pas une paire duale. On peut 
alors supposer que l'inclusion 

b c ZB(a) 

est stricte. Puisque a  est semi-simple on a afiZ0(a) =  {0} . Donc , puisque g est 
simple, on a la suite d'inclusions stricte s : 

a x b  c  a  x Zs(a) c  g. 

L'algèbre a  x  ZQ n e peut êtr e u n S-sous-algèbr e à  cause d e l a maximalit é d e 
a x  b . Mais a  x ZQ n e peut pa s non plus être une R-sous-algèbre, ca r dan s ce 
cas, l'algèbre ax b serait une R-sous-algèbre, ce qui est contraire à l'hypothèse. [ ] 

Voici un critère pour obtenir des paires duales S-irréductibles util e par la suite. 

Proposition 5.20 . —  Soit a une sous-algèbre admissible. Soit b = ZQ(a) et 
supposons que b soit une S-sous-algèbre de Ve, alors (a, b) est une paire duale 
S-irréductible. 
Démonstration. -— Commençon s par montre r qu e nous avons bien un e paire 
duale. D'aprè s l a généralisatio n d u Lemm e d e Schu r pou r le s S-sous-algèbre s 
([Dy],Th. 7.4 . p. 160) on a : 

ZiJb) = be, 

ce qui signifie e n d'autres terme s que 
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Zh(b) = kna. 

Supposons que (a , b) ne soit pas une paire duale. Alors il existe X fi a tel que 
[X, b] =  0 . On peut supposer que X es t "homogène", c'est à  dire que X G  d{(0) 
pour un entier i ^ 0  et par la suite nous supposerons également que i > 0. 
Soit (Y0,H$,Xe) le 5[2-triplet principal ([K]) de a relativement à  t)g e t à la base 
7j, 72,... ,7fe d e T̂ û (c'es t à  dir e qu e XQ = Yl,k^^ ° ù ^  ^  3̂ * ' ^ a  e t <lue 
Y# = 52* . VJ, °ù ^  ^  3_7 t ^  a) - Désignons par $t2(0) la sous-algèbre engendrée 
par ce triplet. 
L'algèbre ZQ(b) es t u n a -module, donc un 0[2(#)-module . On aurait don c une 
décomposition 

Za(b) = a®Q)V6 

les espaces Vs étant de s 0[2(#)-modules irréductibles, e t o n peut suppose r que 
X£di(0)n V6. 
Mais alors (adYo)lX G  VBr\Z\9(b) = {0} , ce qui impliquerait X — 0. Donc (a, b) 
est bien une paire duale. 
Montrons à présent que cette paire est S-irréductible . Pour cela nous montrons 
que si a © b était une R-sous-algèbre de 0, alors b  serait une R-sous-algèbre de 
tfl, ce qui est contraire à l'hypothèse. 
Si a © b est une R-sous-algèbre, il existe une sous-algèbre régulière semi-simple 
propre u  contenant a © b  ([Dy], Th. 7.7. p. 161). 
Alors HQ G u et u  se gradue en u  = ffiun par rappor t au x valeurs propres de 
HQ. On a les inclusions 

b Ç u ° =  ZU(HE) C le. 

On a nécessairement u° ^ 1$. Car si on avait égalité de ces deux espaces, l'algèbre 
U contiendrait a  et L# . Or la sous-algèbre engendrée par \g e t a  est 0 , on aurait 
donc il = 0  ce qui contredit l e fait qu e u soit propre. [ ] 

Lemme 5.21 . — Soit u une sous-algèbre régulière semi-simple de 0. Soit u° 
une sous-algèbre de Levi de u. Alors u° est une sous-algèbre régulière de 0. 
Démonstration du Lemme 5.21. —  Soi t f) i un e sous-algèbre de Cartan d e 0 
par rappor t à  laquelle u  est régulière . D'après [B o 3] (Prop. 2, chap. 8, par. 3, 
n° 1 ) on a 

u= f) f ©0 P 
où P es t un e partie clos e et symétriqu e du système de racines de (fl , I)) et où 
f)f =  Y^aeP^Ha (les Ha étan t défini s pa r rappor t à  c e dernie r systèm e d e 
racines). 
Soit ()u une sous-algèbre de Cartan de u par rapport à laquelle u° est "déployée" 
(c'est à dire que f)u est aussi une sous-algèbre de Cartan de u° et que Z(u°) Cl)). 
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Il existe alors u EU (le sous-groupe de G correspondant à u) tel que u(fy[ ) = l)u . 
dans ce cas w(f)i) =  F ) es t une sous-algèbre de Cartan d e g  telle que [fy,u ] Ç  u 
(car [f) , u] = u[fh , u] Ç u(u) = u). 
Donc f) est une sous-algèbre de Cartan de g par rapport à laquelle u est régulière. 
Dans les notations déjà utilisées ci-dessus on a 

U=f)P' ©gp' 

où PF est une parties close et symétrique du système de racines de (g, f)). Puisque 
u° est déployée par rapport à  f) , on en déduit le Lemme. [ ] 

Lemme 5.22 . —  5oi t [ # une sous-dlgèbre de Levi de g et soit u° C  \g une 
sous-algèbre régulière de g contenant Ho- Alors U° est régulière dans \Q. 
Démonstration du Lemme 5.22. —  Soi t ï )i un e sous-algèbr e d e carta n d e g 
telle que [ï )i, u°] Ç u°. Puisque H0 Ç u° on a 

[f)i ,^]Çu° Ç  [ , 
et cel a implique facilement qu e f) i Ç  t# . donc f) i es t auss i une sous-algèbre de 
Cartan de l0  c e qui implique que u° est régulière dans 1$. [] 

Fin de la démonstration de la proposition 5.20. 

D'après ce qui précède u° est une sous-algèbre régulière propre de \Q contenant b. 
On en déduit que b es t une R-sous-algèbre de l'e, contrairement à  l'hypothèse. [ ] 

Nous allons maintenant décrire une condition nécessaire de S-irréductibilité. Soit 
(a, b) une paire duale dans une algèbre simple g. Nous reprenons les notations de 
la Remarque 5.5. Soit ï} a une sous-algèbre de Cartan de a et soit TZa l e système 
de racines de la paire (a, ïjfl). Soit f ) une sous-algèbre de Cartan de g qui contient 
i)fl. Soien t TZ l e système de racines de (g , f)), \£ une base de TZ e t 0 une partie 
de * tel s que f)f l = f)0 . Comme d'habitude o n pose * \  6 = {71,72,. . • ,7fc}- En 
posant TZf =TZ f) TZQ on définit un e base /31,/32, •.. ,/3^ d e Re-
considérons le réseau r  d e f)* = h0 défini par 

r = 
k 

i=l 
Zyi 

et posons 

R' = 
k 

i=l 
ZiBi 

On a  R' Ç  r  e t le s racines d e TZa son t de s éléments d e r' . D'autr e par t o n a 
l'égalité r ' =  f  s i et seulement si 
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det {y,, y2,...., yk} (B1, B2,....., Bk) = + 1 

où ̂ et{7l?72̂ <M7fe}(/?1,/?2, • • • ,Pk) désigne le déterminant d e y81,/32,... ,fik dan s 
la base {71,72, •. • ,7fc}-
Si r; es t strictement inclu s dans T, alors l'algèbre 

gR' = 0* 
0 E R' 

est une sous-algèbre régulière propre de 0 qui contient a© b (ca r b  Ç  0° C  01 ). 

Nous avons donc prouvé la proposition suivante : 

Proposition 5.23 . —  (On utilise les notations précédentes) Si (a, b) est une 
paire duale S-irréductible alors det{yi^2^/3 2,b  •  • •,Pu) ~ ^ 1 -

Corollaire 5.24 . —  Soit (a, b) une paire duale S-irréductible. Supposons que 
a soit de type A\. Alors a est admissible. 

Démonstration. —  O n a (31 — rrf-^, avec n G N. La condition sur le déterminant 
qui figur e dan s l a propositio n précédent e di t qu e /3 j = y1, c e qu i donn e l e 
résultat [ ] 

Malheureuseument cett e condition sur le déterminant n'es t pas tout à  fait assez 
forte pour impliquer la S-irréductibilité, comm e le montreront les exceptions au 
théorème principal de cet article (§8). 
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6. Déterminatio n de s sous-algèbre s admissible s qu i son t 
des sous-algèbre s d e Howe . Etud e d e l a S-irréductibilité . 

Nous avons vu dans le paragraphe 4  (Théorème 4.3.) que toute sous-algèbre 
C-admissible es t une sous-algèbre de Howe. Nous allons maintenant détermine r 
(malheureusement par un calcul cas par cas) quelles autres sous-algèbres admis-
sibles sont de Howe. 
Comme nous examinons aussi la S-irréductibilité, nou s reprendrons néanmoins 
les cas C-admissibles. 
Comme précédemment nous désignerons par a  la sous-algèbre admissible et par 
b son centralisateur dan s 0. 
Nous désignerons par Mp l'espace des matrices carrées de type p x p, par MVA 
l'espace de s matrices de types p x q, par Sp l'espace de s matrices symétrique s 
de type p x  p, e t pa r MAS(p) l'espac e de s matrices anti-symétrique s d e type 
p x p, étant entend u qu'i l s'agit ici de matrices à coefficients complexes . 
Nous désigneron s égalemen t pa r gl(n) l'algèbr e d e Li e de toute s le s matrice s 
complexes d e typ e n x  n , pa r sl(n) l a sous-algèbr e d e Li e de s matrice s d e 
trace nulle , pa r o(n ) l a sous-algèbr e d e Li e de s matrice s orthogonale s (i.e . 
antisymétriques) e t pa r sp(n) l'algèbr e d e Li e des matrice s symplectique s d e 
type 2n x 2n. 

6.1. Convention . 

Commençons par fixer quelque s notations utiles pour la suite. Soient 0i , 02, 
• ••• > fljb 0fc+i une famille de k + 1 algèbres simples. Nous aurons à considérer des 
représentations de Ck x 0i x  02 x ... x  0& x  Qk+i °lu i se décomposent en somme 
de k représentations irréductibles V1, V2,..., V * de sorte que seules les algèbres 
Si x  0ï+ i agissen t su r V{ pa r l a représentatio n pi ® ai o ù pi (respectivemen t 
(Ji) es t une représentation irréductible de 0; (respectivement 0i+i ) ; le centre Ck 
agissant scalairemen t dan s chaque composante Vi par un caractère que nous ne 
préciserons pas en général. Nous noterons une telle représentation pa r : 

(pi <8> (Ji) © (p2 ®  <J2) © ... ©  (pk ®  <?k) 
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6.2. Diagrammes en dualité. 

Nous dirons que deux diagrammes admissibles correspondant à des paires duales 
respectives (a , b) e t (a' , b') son t e n dualit é s i a  es t conjugué e à  b ' e t b  est 
conjuguée à  a' , autrement di t si la sous-algèbre admissible correspondant à  Tun 
des diagrammes est l'isotropie générique de l'autre. 
On prendr a gard e cependan t a u fai t qu e les sous-algèbres a  et b  ne son t pa s 
réalisées simultanémen t comm e sous-algèbres admissible s e t qu'u n diagramm e 
admissible n'admet pa s forcément u n diagramme dual. 

6.3. Typ e An 

n = (k + l)p - 1 , k > 1, n > 1, p > 1. 

a~ Ak 
Oil ap a2p akp &n 

C-admissible 

Nous savons déj à qu e (a , b) es t un e pair e duale. On vérifi e facilemen t qu e la 
sous-algèbre b  ~  sl(p) est réalisée dans 0  ^ sl((k + l)p) pa r le plongement 

b 3 x \-± 
x .. . 0 
0 0 
0 .. . x 

esl((k + i)p) 

est un e S-sous-algèbr e d e \'e . Donc d'après l a proposition 5.20. , (ci , b) es t un e 
paire duale S-irréductible . 
Le diagramm e ci-dessu s es t e n dualit é ave c l e diagramm e analogu e o ù o n a 
échangé les rôles de p et k. 

6.4. Typ e Bn 

n > kp, (2k + l)p < (2n + 1), p > 1. 

a ~ Bk 

&\ av a2v &kv an 
C-admissible s i p = 1 

Puique l e diagramm e es t C-admissibl e s i p = 1 , nous supposon s d'abor d qu e 
p > 1. 
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Nous avons l$ ~ gl(p)k x  o(2(n - kp) + 1) et di(0) ~ (M ,̂)*" 1 x Mpa{n_kp)Jtl. 
Désignons par A j ( z — 1,.. . ,p — 1 ) la représentation fondamental e d e sl(p) 

correspondant à  l'indice i dans la numérotation traditionnell e des racines dans 
le système Ap-1} e t désignons aussi par Ai la représentation naturelle de Bn-kp 
(cet abus de notation ne prêtera pas à confusion) . 
La représentation (i$^d1(6)) es t alors (dans les notations de 6.1.) : 

(A,-! ® Ai) © ... © (A,-! ® Ai) 0(Ap_i (g ) Ai). 

(k-l)x 
La sous-algèbre d'isotropie générique b  d u préhomogène ([#,di(0) ) (qu i est égal 
à ZQ(à) d'aprè s l a remarqu e 4.2. ) a  ét é calculé e dan s l e ca s irréductible (i.e . 
k — 1 ) dans [S-K] (exemple 15 p.145). Ici le calcul est quasiment le même et on 
trouve que b  ~ o(p) x o(2(n — kp) + 1 —  p) est réalisé dans i$ comm e suit : 

(6 - 1 ) o(p) x o(2(n -kp) + l-p) 3 (a, b) \—• (a,... . a, a, b) G l0 

kx 

le dernier couple (a , b) étant plongé naturellement dan s o(2(n — kp) + 1). 
Nous examinons d'abord l e cas p > 2. Commençons par montrer que dans ce 

casZdlW(b) =  CXi©CX2©...©CXfc_iffiCXA ; oùX i =  X2 = .. . =  X*_i =  Ip, 
Ip étant l a matrice unit é de type (p,p) , et o ù X* = (J p 0 ) G  MP)2(n_fcp)+ i . 
Il est facile de voir qu'il suffit pou r cela, de démontrer que si X G  Mp^(n-kp)+i 

vérifie aX = X a 0 
0 b pout tout coupl e (a , b) G o(k) x o(2(n — fcp) + 1 — p) 

alors X =  CXfc , ce qui ressort d'u n simpl e calcul. 
Montrons à présent que 

(6-2) Zdj(e}(b) = an dj(6). 

La même démonstration qu e celle figurant dan s le Lemme 4.6. montre qu'i l 
suffit d e démontre r (6-2 ) dan s l e ca s o ù j es t strictemen t positif . Autremen t 
dit,il suffit d e prouver que si a G 7£+ alors : 

(6 -3) Z^{b) =  afig" . 

Toujours d'après la démonstration du Lemme 4.6. la relation (6-3) est vérifiée 
si a n'es t pa s divisible . S i a es t divisibl e i l suffit , d'aprè s l a proposition 3.7. , 
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de prouver qu e la relation (6-3 ) es t vrai e pour â = nrfi (où, comm e toujour s 
7,- est un e des racines encerclée s du diagramme) . Remarquons que dans le cas 
que nous considérons ici, la seule racine ji qu i possède un multiple positi f non 
trivial dont la restriction à  f)# est non nulle est 7 ^ = 0 ^ . 

Nous sommes ainsi ramenés au problème de prouver la relation (6-3 ) dans le 
cas du (sous)-diagramm e irréductible (correspondan t à  k — 1 ) : 

Bn n>2, 3p < 2n + 1, p > 2 
o?i a p ûf n 

La consultation de [Bo2] (Planche II p.252) montre alors que le seul multiple 
de âp qu i soi t un e racin e restreint e es t 2âp. Dans c e ca s l a représentatio n 
(h,82oip) a pou r plu s hau t poid s (relativemen t à  9...) la plu s grand e racin e 
u d e 1Z relativement à  \I>. La considération du diagramme complété : 

ai ap an 

où le symbole V  désign e comme précédemment l'oppos é —uo d e la plus grande 
racine, montre que seul gl(p) agit su r Q2oip (parc e que nous supposons p >  2  !) 
et qu e l a représentatio n correspondant e es t l a représentatio n A 2 qu i es t l a 
représentation "naturelle " de gl(p) dans MAS(p). 

Lorsqu'on restreint cette représentation à b, seul o(p) agi t sur MAS(p) :  c'est 
la représentation adjoint e d e o(p) qui est simple. On a alors : 

Zg 20k (b) — (0) 

ce qui démontre la relation (6-3). 
Il reste encore à montrer que : 

Zi,(b) = ïj, = 
k 

i = 1 
CHt. 

Cela s e fai t d e manièr e analogu e à  l a démonstratio n d u Lemme 4.5. O n 
prend XQ G  Z[e(b). Il exist e alor s de s constantes ji G  C telles qu e l'élémen t 
r0 = XQ — liHi appartien t a u centre de b  qui est réduit à  {0}. 

Finalement nou s avons trouvé dans ce cas une paire duale de type (Bk*o(p) x 
o(2(n-kp)-p+l)). 
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Considérons à  présent l e cas où p — 2 . Regardons alors ce qui se passe dans 
le sous-diagramme irréductible (complété ) : 

«1 0¿n 

La racine encerclée est celle qui est connectée à — CJ. Nous avons considéré cette 
situation en 5.16. et dans la proposition 5.17. Il résulte de ce qui a été dit en 5.16. 
que l'espace 02c* 2 est de dimension 1  (c'est le centre de l'algèbre d'Heisenberg), 
et donc que l'action d e Ve su r Q2a2 es t triviale. 
On en déduit qu e : 

ce qui prouve qu e dans l e cas p = 2 , la sous-algèbre admissibl e n'es t pa s une 
sous-algèbre de Howe. 

Remarquons qu'o n aurai t auss i pu dir e que dans le cas p = 2 , la sous-algèbre 
b ~ o(2 ) x  o((n — 2p) — 1) est réductive de centre non trivial, puisque o(2) est 
commutative, et que d'après les considérations générales vues au paragraphe 1, 
si une sous-algèbre réductive est de Howe alors l'autre membr e de la paire (i.e. 
a) a le même centre. Cela montre également que dans ce cas (a, b) n'est pas une 
paire duale puiqu'ici a  ~ Ai . 

Examinons maintenan t le s paire s duale s obtenue s d u poin t d e vu e d e l a S -
irréductibilité. 
Nous avons vu précédemment que l'isotropie générique de X = (Xi, X2,..., Xk-i, 
Xk) =  (/p , Ip, •. •, Ip, (Ip,0)) es t b  =  o(p) x  o(2(n — kp) + 1 —  p) réalisée comme 
en (6-1). 
Si (2k + l)p =  2 n +1 ("position limite à droite pour les racines encerclées") alors 
b es t une S-sous-algèbre d e l'e. O n en déduit que dans ce cas (a, b) est une paire 
duale S-irréductible . S i on pose p = 21 + 1, alors on a une paire duale de type 
(o(2k + 1) , o(2l + 1)) et on verra grâce au §7 qu'il s'agit du produit tensorie l de 
deux formes symétriques en dimension 2k +1 et 2t+l. L e diagramme considéré 
ici est en dualité avec le diagramme analogue où on a échangé les rôles de p et 
L 
Si (2k + l)p < 2n + 1, considérons la sous-algèbre u0 = gl{p)k x  o(p) x o(2(n — 
kp) +1 — p) de \Q réalisée par le plongement naturel de o(p) xo(2(n — kp) +1 — p) 
dans o(2(n —  kp) + 1). 
Le u0-module Ui engendré par u0 et X es t isomorphe à (Mp)k, donc est distinct 
de d\(6). D e même si on choisit Y G  d-\{Q) de sorte que (Y,H$,X) es t un ôi2-
triplet, le u0-module u_i engendr é par Uo e t Y es t distinct de d-i(9). Comm e le 
rang de u0 est éga l au rang de l0  c'es t à  dire au rang de 0, on en déduit qu e la 

Zg 2a2 (b) — g 2a2 
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sous-algèbre engendrée par u0 ,Ui et u_i es t une sous-algèbre régulière propre de 
0 = Bn qui contient a  (car les Xi e t les Y{ son t dans u1 et u_ i respectivement ) 
et b  (car b G u0) . 
En conclusion (a , b) n'est pa s S-irréductible lorsqu e (2k + \)p < 2n + 1. 

Remarque 6.5 . 
Notons l'argument généra l utilisé ci-dessus. Si on se ramène, pour décider si une 
sous-algèbre admissible a  est une sous-algèbre de Howe , à un sous-diagramm e 
irréductible qu i n'es t pa s d e type An e t o ù la partie \I / \ 6 est l'uniqu e racin e 
de \I/ qui est connectéee à —  LO dans le graphe de Dynkin complété, alors on sait 
d'après 5.16 . que l'action de l'e su r d2(6) es t triviale et on en conclut que a n'est 
pas une sous-algèbre de Howe . 

6.6. Typ e Cn 

1) p pair, (2k + l)p < 2n. 

a ~ Bk 
&i ap a2p Q>kp ®n 

Ici on a : 

k = (gi(p)) x  sP(n ~ kp), 

où sp(n — kp) désign e l'algèbr e d e Li e de s matrice s symplectique s d e typ e 
(2n — 2kp) x  (2n — 2kp). Dans l a conventio n 6.1 . la représentatio n d e \ $ sur 
(1^6) est : 

(Ap_i ® A1)©...0(Ai?_i ®  A1)0(Ap_1 ® Ai). 

(Jk—l)x 

où l e dernie r A i désign e ic i l a représentatio n naturell e d e sp(n — kp) dan s 
Q2n-2kp 
Comme dans le cas précédent le calcul de b se ramène au cas irréductible (k = 1) 
qui a été fait par Sato et Kimura ([S-K], exemple 13 p.145). Finalement on trouve 
que b  ~  *p( f ) x sp(n — kp — | ) es t réalisé dans 1$ comm e suit : 

p p 
sp(-) x  sp(n - kp - -) 3 (a, b) i— > (a,... , a, a, b) G k 

kx 
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le dernier couple (a , b) étant plong é naturellement dan s sp(n — kp). 
A nouveau , e n utilisan t comm e dan s l e ca s précéden t l a Propositio n 3.7. , 

on démontr e qu'o n a  un e pair e dual e s i e t seulemen t s i l e sous-diagramm e 
irréductible (complété ) 

Oik an 

correspond lu i aussi à une paire duale. Or ici on a :  dtop(6) = d2(0) — ^ o ù u 
désigne la plus grande racine . La considération d u graphe complété précéden t 
montre que dans la représentation (^e,d2(6)) ,  seul gl(p) agit dans ¿2(6) pa r la 
représentation 2A i (Remarqu e 2.2. ) qu i est la représentation classiqu e de gl(p) 
dans l'espace Sp des matrices symétriques de type (p,p). On en déduit que dans 
la restriction de cette représentation à  b, seul sp(f ) agit sur d2(6) ~  Sp et cette 
représentation es t encor e irréductibl e (ell e es t équivalent e à  l a représentatio n 
adjointe d e sp(%)). On a  donc Zd2(#)(b) =  0 . On démontre alor s comme dans 
les cas précédents qu'on a  une paire duale de type (Bk,Ct x  Cn_fcp_£). 

Comme dans le cas £n, o n démontre que cette paire duale n'est S-irréductibl e 
que si les racines encerclées sont dans la "position limite à droite", c'est à  dire 
si (2k + l)p = 2n. On a  alors une paire dual e de type (o(2k + l),sp(|)) dan s 
sp((2k + l)%) e t on verra grâce au § 7 qu'il s'agit du produit tensoriel d'un forme 
symétrique en dimension 2k + 1 et d'une forme alternée en dimension p. 
Dans ce cas le diagramme considéré ici est en dualité avec le diagramme suivant 
où o n a  pos é k + 1 = |  e t p  =  2f c + 1  (dans ce s égalité s l e premie r entie r 
correspond au diagramme suivant e t le deuxième au diagramme considéré ici). 

2) n = (k + l)p, k > 0, p > 1. 

ai ap a2p akp an 

a ~ Cfc+ i C-admissibl e 

Comme le diagramme es t C-admissibl e o n sai t qu e (ci , b) est un e paire duale . 
La sous-algèbre b  ~  o(p) (plongée diagonalement) es t une S-sous-algèbre d e Ve. 
Donc (a , b) ~  (Cfc+i,o(p) ) es t S-irréductibl e (Prop. 5.20.). O n verra grâc e au 
§7 qu'il s'agit du produit tensorie l d'une forme alternée en dimension 2k + 2 et 
d'une forme symétrique en dimension p. 
Lorsque p — 21+1 le diagramme considéré ici est en dualité avec le précédent où 
on a posé k = É et p = 2k + 2 (dans ces égalités le premier entier correspond au 
diagramme précédent e t le deuxième correspond au diagramme considéré ici). 
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6.7. Typ e Dn 

1) n > kp + 2, (2k + l)p< 2n. 

ai otp a2p akp 
a ^ Bk C-admis -

sible 
si p = 1 

Pour décider si (ci, b) est une paire duale on traite ce cas de manière totalement 
analogue au cas 6.4. et on trouve : 

- une paire duale de type (B^ , o(p) x o(2n — 2kp — p)) si p ^ 2 . 
- il n'y a  pas de paire duale si p = 2. 

En ce qui concerne la S-irréductibilité, l e même argument qu e pour Bn montre 
que (a, b) n'est pa s S-irréductible s i p est pair e t s i (2k + l)p < 2n. 
Si (2k + \)p = 2n , c e qu i impliqu e qu e p — 21 et qu i constitu e l e ca s 
"limite à  droite " pou r le s racine s encerclées , o n montr e comm e dan s l e ca s 
Bn qu e b  es t S-irréductibl e dan s Ve c e qu i impliqu e l a S-irréductibilit é d e 
(a, b) ~ (o(2k + 1), o(2l)) dans o((2k + 1)21). 
Nous verron s grâc e a u § 7 qu'i l s'agi t d u produi t tensorie l d e deu x forme s 
symétriques en dimensions 2k + 1  et 2L 
Ce diagramme n'adme t pa s de diagramme dual puisque Dt n'apparai t jamai s 
comme sous-algèbre admissible. 
Suppsons à  présent qu e p — 21 + 1 est impair . U n calcul direc t montr e qu e b 
est isomorphe à  o(2£ + 1) x o(2n — 4k£ — 2£ — 1) et que la projection d e b  su r le 
"dernier" facteur o(2n-4H ) d e ^ es t encore o(2£+1) x o(2n -4k£- 21- 1) . Ce 
plongement de b  dan s o(2n — 4k£) correspon d à une décomposition orthogonal e 
de type 

Q2n-4k£ _  q2£+1 ^ Q2n-4k£-2£-l 

et on sait d'après [Dy] (Th. 7.2. p 159) que ce plongement est une S-sous-algèbre. 
On en déduit alors facilement qu e b es t une S-sous-algèbre de Ve, donc que (a, b) 
est une paire duale S-irréductible (Prop. 5.20.). 
Dans le cas p = 1 , le diagramme précédent es t en dualité avec le diagramme où 
p = 1 et où les k' — n — k — 1  premiers sommets sont encerclés (cel a découlera 
du §7). 
Le lemme suivant ser a utilisé dans le paragraphe 10. 

Lemme 6.7.1 . —  Considérons deux diagrammes du type précédent avec p = 1 
et où les k et k + 1 premiers sommets sont encerclés. Alors on peut choisir les 
générateurs des sous-algèbres admissibles, qui sont respectivement de type Bk et 
Bk+i, de sorte que Bk C  Bk+i-
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Démonstration. —  Poson s 0i =  Zr>n{Bi) i = A; , k + 1. Il s'agit de montrer que 
Dfc+i C  3*;. Or c)^ est engendré par les vecteurs Xi1  , . . . , X±ak_1, -X"-tajb + X±3 
où a es t l a plu s grand e racin e d u sous-systèm e Dn-k+i (cel a résult e d e l a 
classification de s orbite s dan s l'espace préhomogèn e commutati f d e type DUyi 
(cf. Tabl e 2) que l'on trouve dans [M-R-S]) . Il s'agit donc de montrer que Ok+1 
commute ave c ce s vecteurs . Comm e Qk+i C Z?n_fc_i , i l es t clai r qu e D +̂ i 
commute au x vecteur s X±ai,..., X±Qk. Comme d'autr e par t l a racin e a es t 
uniquement connecté e à ajfc+i, l a sous-algèbre Qh+i commut e aussi à  X±a. [] 

2) n = (к + l)p, p pair, p > 1. 

oii OLV a2p o¿kP 
a = Ck+i C-admissible 

Le diagramme étant C-admissibl e on sait que (a, b) ~ {Ck+i,Cz) es t une paire 
duale dans C(k+i)p- Ic i encore on montre que b  est une S-sous-algèbre d e \' e ce 
qui implique que (ci , b) est S-irréductible . 
Nous verron s grâc e a u § 7 qu'i l s'agi t d u produi t tensorie l d e deu x forme s 
alternées en dimension 2  (A; + 1) et p = 2t. 

Considérons à présent l e cas des algèbres exceptionnelles. 

6.8. Typ e E6 

1) a ~ A1 

Ici \Q ~  5 /(3) x  5 /(3) x  gl(2) et la représentation (iô,d1(0)) est A1 ® A1 ® A1 
(cf. Remarqu e 2.2.) . D'après [S-K ] (Proposition 1 6 p.100) l'isotropi e génériqu e 
infinitésimale es t isomorphe à  C2, donc réductive à  centre non trivial . D'aprè s 
le Lemme 5.2. le couple (a , b) ne peut donc être une paire duale. 
Un autre argumen t consist e à  dire que d'après l e graphe complété (Planch e V 
p.260 de [Bo2] ) on a  [5 /(3) x  5/(3), d3(0)] = {0 } et qu e b  ~ C 2 est inclu s dans 
5/(3) x  5 /(3) d'aprè s le s calculs effectifs d e Sato et Kimura ([S-K ] p.99), ce qui 
implique que Zd3^)(b) = d$(0) et cela prouve bien qu'il n'y a pas de paire duale. 

2) #  #  #  #  #  a~ Ai 
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Ici le ~ gl(6) et l a représentation ([e,di(8)) est A3 . D'après [S-K ] (Exemple 
5, p. 145) l'isotropie générique b  es t semi-simple et isomorphe à s 1(3) x  5/(3). Ici 
encore l'unique racine encerclée est celle sur laquelle se connecte la plus grande 
racine dans le graphe de Dynkin complété. On déduit de la Remarque 6.5. que 
(a, b) n'est pas une paire duale. 

3) a~ A2 

Ce diagramme étan t C-admissible , nous savons d'après le s calculs du § 4 qu'il 
correspond à  une paire dual e (A2,G2). Prouvon s que b  = G2 es t un e S-sous-
algèbre de D± = VE. S i ce n'était pa s le cas elle serait inclus e dans une sous-
algèbre régulière maximale propre d e D±. Or par de s opérations élémentaires 
(cf. 5.4. ) à  partir du graphe complété de Z}4, la seule sous-algèbre propre qu'on 
obtienne est A \ x  A \ x  A \ x  A \ . O r G2 n'es t pas inclus dans A \ x  A \ x  A \ x  A \ . 
D'après la Proposition 5.20. la paire duale considérée est S-irréductible . 
Le diagramme considéré ici est en dualité avec le suivant EQ4) car d'après [Dy] 
(p 233) il n'existe qu'une seule S-sous-algèbre de J56 qui est de type A2 x G2 ce 
qui implique que cette algèbre est conjuguée à  (a, b) dans les deux cas. 

4) a~G2 

Le diagramme es t C-admissibl e e t d'aprè s le s calculs du § 4 on obtient ic i une 
paire duale de type (G?2 , A2). 
Vu la configuration, l'isotropie générique est la même que celle du diagramme 

C'est à  dire que b  = A2 est plongé diagonalement dan s l'e =  A2 x A2, ce qui 
montre, e n utilisant l a Remarqu e 5.10.b) , qu e b  est un e S-sous-algèbr e d e \'e. 
D'après la proposition 5.20. , la paire duale (a, b) ~ (G2,A2) es t S-irréductible . 

Nous avon s déj à v u qu e l e diagramm e considér é ic i es t e n dualit é ave c l e 
diagramme E$,3) précédent. 
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6.9. Typ e E7 

1) a = Ai 

Ici encore l'unique racine encerclée est celle qui est connectée à la plus grande 
racine dans le graphe complété. 
D'après la Remarque 6.5. il n'y a pas de paire duale. Notons que la représentation 
([0,di(0)) es t un e représentation Spin d e o(12) e t qu e d'après [S-K] , exemple 
23 p. 146, on a b  ~ ¿7(6) . 

2) a ~ Ai 

Ici 1$ ~ gl(2) x 5/(6) e t la représentation (lo,di(0)) es t Ai x  A2 (Convention 
6.1.). I l s'agi t d e l'exempl e 9  p . 145 d e [S-K ] e t l'isotropi e génériqu e b ~ 
sl(2) x  si (2) x si (2). L e calcul explicit e fai t pa r Sat o e t Kimur a ([S-K ] p.92-
93) prouve que b est inclus dans 5/(6). La considération de la liste de racines de 
E7 qu'on trouve dans la Planche VI p.264 de [Bo2] prouve que dtop{0) = d^(0) 
est d e dimension 2  et surtou t qu e [5 /(6), d^(0)] =  {0} , ce qui prouve que (a , b) 
n'est pa s une paire duale. 

3) a ~ Ai 

On a 1$ ~ 5 /(3) x 5/(2) x gl(4) et la représentation (lo,di(0)) es t A2 0 Ai ® Ai. 
L'espace préhomogèn e correspondan t à  ce diagramme n'es t pa s réduit a u sens 
de Sat o e t Kimur a ([S-K] , 2  p.35). I l es t don c dan s l a même "castlin g class " 
([S-K], p.39) qu'un espace préhomogène réduit qu e nous allons calculer. On a : 

sl{3) x sl(2) x gl(4) X sl(3) x sl(2) x gl(6 - 4 ) X gl(3) x sl(2) x 5/(2) 
x gl{3 - 2 ) x 5/(2) x  sl(2) x gl(2) x s/(2), 

où le signe X désigne une "castling transform". Le dernier espace préhomogène 
(5/(2) x  5 /(2), Ai ® Ai) a  pou r isotropie générique l'algèbr e sl(2) et , puisqu e 
d'après l a Propositio n 7  p.3 7 d e [S-K ] le s "transformation s d e castling " n e 
changent pa s l'isotropie générique, i l e n es t d e mêm e pou r (l$,di(0)). Don c 
b ~ 67 (2) ~ Ai. 
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Nous allons montre r qu e (a , b) ~  (Ai , Ai) es t un e pair e duale S-irréductible. 
L'argument n'étan t pa s très direct nous introduisons d'abord l a notion d'inde x 
d'une sous-algèbre due à Dynkin [Dy]. 

6.9.1. Inde x e t notation s d e Dynkin . 

Soient 0 i e t 0 2 deux algèbres de Lie simples telles que 0i Ç  02 et soien t B\ e t 
B2 leur forme s d e Killing respectives. Soi t J3 3 la restriction d e B2 à 0i . O n a 
évidemment B$ = ji,2Bi o u j es t un entier ([Dy] , Th. 2.2.) appelé l'index de 0i 
dans 02, qui caractérise presque toujours l a classe de conjugaison d e 0i dan s 02 
lorsque 0 2 est d e type exceptionne l (l a conjugaison étan t entendu e a u sen s du 
groupe adjoint d e 02). Dans le cas d'une suite d'inclusions 0 i Ç  02 Ç 03 l'index 
vérifie la propriété multiplicative suivante : 

(6 - 4 ) jl, 3 = Jl,2j2,3 

Dans l'articl e [Dy] , Dynki n not e l'inde x e n exposan t d e 0 i (pa r exempl e 
Aj4 C  E7 désign e 1 ' unique sous-algèbr e d e typ e A i e t d'inde x 2 4 dan s E7). 
Si l'index ne suffit pa s à préciser la sous-algèbre en question (ce qui n'arrive que 
rarement), Dynkin rajoute de s "prime" (pa r exemple B2) B2 o u B2 dan s Es). 

Revenons à notre cas. 

Dans la table ([Dy] p.233) des S-sous-algèbres de E7 figure A24 x A\5 et de plus 
cette algèbre est maximale dans E7. Or la description de A\A qu'on trouve dans 
[Dy] (p 180) montre que A24 n'est autre que notre algèbre admissible a . D'après 
la proposition 5.19. , l a paire (A24,Aj5 ) es t un e paire dual e S-irréductible . O n 
en déduit qu e (ci , b) est une paire duale S-irréductible . 
Nous verrons que le diagramme correspondant es t en dualité avec E75). 

4) 

Il s'agi t d e l'exempl e 6  de [S-K ] (p . 144-145) . L'isotropie générique b  est d e 
type G2 et le plongement G2 C  1$ ^  gl(7) fournit l a représentation irréductibl e 
de dimension 7  de G2 (p. 20 et 8 3 de [S-K]) . Ici b  = G2 est un e sous-algèbr e 
irréductible de i'$ ~ s/(7) , elle est donc S-irréductible (Remarqu e 5.10. b)), donc 
d'après la proposition 5.20. , (a, b) ~ (Ai, G 2) es t une paire duale S-irréductible . 
Nous verrons que le diagramme considéré ici est en dualité avec £710) 

a — Ai 
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5) a = Ai 

Il s'agit de l'exemple 1 0 p. 145 de [S-K] . On y trouve le calcul de b  qui est ici 
de type Ai. Nou s avons vu en 3) ci-dessus que (Aj4, A{5) (notations de Dynkin) 
était une paire duale S-irréductible dans E7. D'après le Corollaire 5.24. les sous-
algèbres A\A et A{5 doivent chacune apparaître comme sous-algèbre admissible. 
Or le diagramme considér é ic i est l e seul (mi s à part E? 3) où le couple (a , b) 
est d e type Ai x  Ai. Donc on a que (a , b) = (Aj5 , A\A) est une paire duale S-
irréductible et le diagramme considéré ici est bien en dualité avec celui considéré 
en 3). 

6) a = Ai 

D'après [S-K] , exemple 20 page 146, l'isotropie générique b  es t de type G2 x Ai. 
Nous allon s montre r qu e (a , b) es t un e pair e dual e S-irréductible . Ic i encor e 
l'argument n'es t pa s très direct . 
Commençons pa r considére r le s tables de s S-sous-algèbres de s algèbres excep-
tionnelles fournies pa r Dynkin (p . 233). On y voit les inclusions suivantes : 

G\ x  A\ x  A\ ^ Fl x  A\ <-+ E7 

GlxA*<-+ F} 

chaque sous-algèbre étant une S-sous-algèbre dans les suivantes ,  G\ x  A \ étan t 
maximale dans Fl e t Fl x  A \ étan t maximale dans E7. 

D'après l a Propositio n 5.19 . (G\,A\) es t alor s un e pair e dual e dan s Fl e t 
Fl x  A \ es t une paire duale dans E7 

On en déduit qu e ZE7[G\ x  A\ ) = ZFA(G\) =  A\. 

On a aussi Ai x  G\ Ç  ZE7(KA\). O n en déduit l a suite d'inclusions : 

A\ Ç ZE7(ZE7(A\)) Ç ZE7{G\ X  A?) = A\. 

L'algèbre A ? es t don c un e sous-algèbr e d e Howe . Montron s qu e ZE7{A\) = 

G\ x A\31 . 
On a les inclusions : 
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A\ x G\x A\ ÇA\x ZER{A\) Ç E7 

(on notera que puisque (A\,ZE7{A\*)) es t une paire duale dont la première sous-
algèbre d e Howe est simple , on a  bien A\ f i ZE7{A\) — {0}, ce qui justifie l a 
notation A\ x  ZE7(A\)). 

Puisque, d'aprè s Dynki n ([Dy] , p . 233) , l a sous-algèbr e A \ x G\ x A \ es t 
maximale parm i le s S-sous-algèbres d e E7 contenant l e facteur 4J , o n a  bien 
ZE7{A\) = G\ x A \ .  Nous avon s ains i mi s e n évidenc e un e pair e duale S-
irréductible {A\,G\ x A \ ). 
D'après le Corollaire 5.24. l'algèbre A \ es t admissible. Or parmi les sous-algèbres 
admissibles de type Ai, celle que nous considérons ici est la seule dont l'isotropie 
générique b est d e typ e G2 x A i (cel a nécessit e d e regarde r toute s le s sous-
algèbres admissibles de type Ai dans E7, y compris celles considérés ci-dessous). 

Finalement (a , b) = (A\,G\ x A \ )  est une paire duale S-irréductible dan s E7. 

7) a = Ai 

Nous savons qu'il s'agit là d'un diagramme C-admissible et par conséquent (a, b) 
sera une paire duale (Théorème 4.1.) ; Il s'agit d e l'exemple 27 p. 147 de [S-K], 
on y trouve le calcul de b qui est ici de type F± (l a représentation (Ve,di(6)) es t 
ici la fameuse représentation de dimension 27 de E$). 
En compulsant à nouveau les tables de Dynkin ([Dy], p. 233) on trouve la S-sous-
algèbre maximale Fl x  A\ déj à utilisée précédemment. D'après la Proposition 
5.19. o n e n dédui t qu e (A\ ,Fl) es t un e pair e dual e S-irréductible . Mai s 
d'après l e Corollair e 5.24 . l'algèbr e A\ es t alor s admissible . O r l'algèbr e a 
que nous considéron s ic i es t l a seul e sous-algèbre admissibl e d e type A\ don t 
le centralisateur b est d e type F4. Donc (a , b) = (A\ ,F±) est une paire duale 
S-irréductible. 
Nous verrons que le diagramme considéré ici est en dualité avec E? 12). 

8) a = B2 

La représentation (i$,di(0)) n'es t plu s irréductible puisque le diagramme com-
prend deu x racin e encerclée s .  Il y  a  deux composante s irréductible s d\(0) e t 
d\(0) (Propositio n 2.5. ) e t l'e ~  D 4 x  A i ~  0(8 ) x  Ai . L a représentatio n 
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(\'e,d\(6)) est l a représentatio n naturell e d e 0 (8) (A\ n'agi t pa s su r d\{6)) e t 
la représentation (Vg->d\(6)) es t Spin 0 A i o ù Spin désign e une représentatio n 
spinorielle de 0(8) et où Ai désigne comme d'habitude la représentation naturelle 
de A1. 
L'isotropie générique d e l a premièr e es t o(7 ) x  Ai x  C  e t l a représentatio n 
(o(7) x A\,d\(6)) es t (o(7) x Ai, Spin x Ai) où Spin désigne ici la représentation 
spinorielle d e o(7) . Cett e dernièr e représentatio n figur e dan s l a list e d e Sato-
Kimura (exemple 17 p. 146 de [S-K]). On y trouve le calcul de l'isotopie générique 
qui est ic i b  ~ A2 x C. L'algèbre b est donc réductive non semi-simple. 
D'après le Lemme 5.2. la paire (a , b) n'est don c pas une paire duale. 

Remarque 6.9.2 . 
L'espace préhomogène (Spin(7) xgl(2), Spin® Ai) qui apparaît comme isotropie 
partiel d'un espace préhomogène de type parabolique non irréductible fait partie 
des quelques exemples d'espaces préhomogène s de la liste de Sato-Kimura qu i 
n'apparaisent pas comme espaces préhomogènes paraboliques irréductibles, c'est 
à dire qui ne figurent pa s dans la Table 1. 

9) a = G2 

Nous savons, puisque le diagramme est C-admissible, que (a, b) va être une paire 
duale. Le calcul de b es t aisé, on trouve b C=LCZ — sp{3). Mais sp(3) est une sous-
algèbre irréductible d e l'e 5 /(6). Elle est don c S-irréductible dan s Ve d'aprè s 
la Remarque 5.10 . b) . La paire duale (a , b) ~  (G2,C3) es ^ alors S-irréductibl e 
d'après l a proposition 5.20 . 
Nous verrons que le diagramme considéré ici est e n dualité avec le diagramme 
£7 11) ci-dessous. 

10) a = G2 

Nous savons (Théorème 3.3.) que la sous-algèbre admissible G2 est engendrée par 
les triplets (Yi, Hx,Xx) e t (Y2, H2,X2) où X1 G d\(0) et X2 £ d\{6). Considérons 
les sous-diagrammes irréductibles du diagramme considéré : 
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L'isotropie générique d u deuxièm e (qu i correspon d à  d\(0)) es t A i plong é 
diagonalement dan s Ve ~ Ai x  Ai . D e ce fait l'actio n d e l'isotropie partielle 
de [}•$•>d\(0)) su r d\(6) es t simplemen t l'actio n d e ([^,¿{(0 ) qu i s e li t su r l e 
premier sous-diagramm e irréductible . Dan s c e premie r sous-diagramm e o n a 
V9i ~  A 2 x Ai x  Ai ~ 5 /(3) x  o(4) (ca r A i x  Ai ~  o(4)) . L a représentatio n 
(^,^1(0)) es t alors la représentation A i ® Ai de 5/(3) x o(4), où Ai désigne les 
représentations naturelle s de s 1(3) e t o(4). 
L'isotropie générique de (l$2, d\(6)) est isomorphe à o(3) plongé comme suit dans 
% ~ sl(3) x o(4) : 

o(3) 9  A (A , A 0 
0 1 ) G  s/(3 ) x  o(4) 

On voi t ains i qu e cett e isotropie est un e S-sous-algèbr e d e l0  (l e fai t qu e le 
plongement o(3 ) ^ o(4 ) est une S-sous-algèbre découler a du §7 ). 
Considérons à  nouveau l'algèbre Ve comm e étant A2 x Ai x  Ai x  Ai. V u ce qui 

o(4) 
précède l'algèbr e d'isotropie générique b  est (o u es t L ^-conjuguée) à  l 'algèbre 
isomorphe à  A\ obtenu e par le plongement 

Ai 3  A ( A x A, A, A) G A2 x Ai x  Ai x  Ai 

où A t-+ A es t l'isomorphisme classiqu e entre si(2) et o(3). 
On en déduit que b est une S-sous-algèbre de l'e. On en déduit par la Proposition 
5.20. que (a , b) ~ (G2 , Ai) es t une paire duale S-irréductible . 
Toujours e n utilisant le s tables de la p. 233 de [Dy ] et l a Proposition 5.19 . on 
constate que dans E7 il n'y a qu'une seule paire duale de type (Ai,G2) (i l s'agit 
de (A\,G\) dan s le s notation s d e Dynkin) . O n e n dédui t qu e l e diagramm e 
considéré ici est en dualité avec celui de £7, 4). 

H ) a = C3 

C'est u n diagramm e C-admissibl e qu e nou s avon s étudi é e n détai l dan s l a 
démonstration du Théorème 4.1. Nous savons que (a, b) ~ (C3 , G2) est une paire 
duale. En fait l'isotropie générique b  est la même que celle du sous-diagramme 
irréductible E$ 3) : 
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Nous avions alor s montré qu e b  ~ G2 est un e S-sous-algèbr e d e VE ~  D4 . 
La Propositio n 5.20 . impliqu e alors  qu e (ci , b) ~ (C3.G2 ) es t un e pair e dual e 
S-irréductible. Toujour s d'aprè s [Dy ] p.233 e t la  propositio n 5.19 . o n constat e 
qu'il n' y a  qu'un e seul e pair e dual e S-irréductibl e d e typ e (Cs,G2) (dan s le s 
notations d e Dynki n c'es t la  pair e (C\ ,G\))). E n conséquenc e l e diagramm e 
considéré ic i es t bie n e n dualit é ave c celui de E7 9). 

12) a = F4 

Le diagramm e es t C-admissible , nou s savon s don c (Th . 4.1. ) qu e nou s avon s 
affaire à  une paire duale. L'isotropie générique se calcule facilement e t on trouve 
b ~ A\ plong é diagonalement dan s \!e =  A i x Ai x Ai. On déduit d e la Remarque 
5.10.b) qu e b  est un e S-sous-algèbr e d e l'e, puis , grâc e à  l a propositio n 5.20. , 
que (ex , b) ~  (£4 , Ai) es t un e pair e dual e S-irréductibl e dan s £7 . Le s même s 
arguments qu e précédemment permetten t d e l'identifier ave c la paire (£4 , A\ ) 
dans les notations de [Dy] et, parce qu'il n'y a qu'une seule S-sous-algèbrede typ e 
F4 x  A i dan s £7 , o n peu t affirme r qu e l e diagramm e étudi é ic i es t e n dualit é 
avec E7 7). 

6.10. Typ e Es 

1) 0 a ~ A 

Il s'agit d e l'exemple 2 5 p. 14 6 de [S-K] , d'où o n tire que b  ~ G2 x G2. La tabl e 
20 p. 18 2 de [Dy] montre qu e la sous-algèbre admissibl e a  est l a sous-algèbre A\ 
de Dynkin . 
La table 3 9 p. 23 3 de [Dy ] indique le s inclusions suivante s : 

G\xG\xA\^ — G\x F¡ ^ E8 
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Gl x A81 — F14 

chacune de ces algèbres étant un e S-sous-algèbre maximale de la suivante. On 
en déduit qu e b  = G\ x  G\. L a proposition 5.19 . permet d e dire que (G\,Fl) 
est une paire duale (S-irréductible) dans Es. 
On a alors : 

ZEa{G\xG\) = ZF4(G\) = A\. 

Finalement (a , b) = (A\,G\ x  G\) es t une paire duale S-irréductible dans E8 

2) a ~ Ai 

C'est l'exempl e 7 p. 145 de [S-K], d'où l'on tire que b  ~  A2. Le plus simple est 
ici encore d'utiliser le s résultats de Dynkin. D'après la table 20 p. 183 de [Dy] 
on voit qu e a  = A{6. De plus la table 39 p.233 de [Dy] indique que A\6 x  A\ 
est un e S-sous-algèbr e maximale . O n dédui t alor s d e la Propositio n 5.1 9 que 
(a, b) ~ (A{6 , A% ) est une paire duale S-irréductible. 

3) a ~ Ai 

C'est l'exemple 11p. 145 de [S-K]. Il ne correspond pas à une paire duale puisque 
b =  {0}. 

4) a ~ Ai 

En fait d'aprè s [Dy ] (p. 183) on peut préciser :  a = A24 . 
D'autre par t i l s'agi t ic i d e l'exempl e 2 1 p. 14 6 de [S-K] , d'o ù l'o n tir e qu e 
b ~  A i x  Ai. 
Il n'existe pas dans E8 de S-sous-algèbre d e type A24 x Ai x  Ai dan s la liste 
de Dynkin ([Dy] p. 233), Donc (a, b) n'est certainemen t pas une paire duale S-
irréductible. Mais nous allons montrer qu'il s'agit quand même d'une paire duale 
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et nous allons indiquer commen t ell e se plonge dans une sous-algèbre régulière 
maximale de E& (cf . Théorèm e 5.12.) . 
Considérons l'opération élémentair e sur Es décrite par le diagramme suivant : 

V 

où, comm e dans l a Remarqu e 5.14. , l e symbole V  désign e l'opposé —  u d e la 
plus grande racin e e t o ù le sommet barr é * indiqu e le sommet enlev é lors de 
l'opération élémentaire . 
On obtien t l a sous-algèbr e régulièr e maximal e don t l e diagramme d e Dynkin 
(non connexe) est : 

E7 A, 

Il s'agit don c d'une sous-algèbre régulière de type E7 x A1. 
Or nou s avon s v u qu e A\A es t déj à dan s £7 , c'es t e n fai t l a sous-algèbr e 
admissible correspondant a u diagramme E7 3). Le diagamme suivant 

correspond alors à une sous-algèbre admissible (a, b) de E7 où a  = A\4 et dont 
le centralisateur es t b  =  A\5 x A\. L e facteur A\5 correspond au centralisateur 
de a dans E7 et le facteur Ai es t le facteur correspondant à  la racine isolée dans 
le diagramme ci-dessus . Mais en se rappelant qu e cette racine isolée,vue dans 
Eg, est l'opposé —eu d e la plus grande racine, la table 20 p. 182 de [Dy] montre 
que cette algèbre Ai es t A \ dan s Es. 
Puisque A\5 x A \ commut e à A\4 et que nous savons déjà que le centralisateur de 
A\4 es t de type Ai x Ai, on a ZE8(AJ4) = A\5 x  A\. Mai s d'après la Proposition 
5.17., la paire (A\,E7) es t une paire duale dans E$. On a donc 

ZEs(A{ x A\5) = ZE7(A\5) = A? • 

La paire (a, b) = (A^4 , A{5 x A\) es t donc bien une paire duale non S-irréductible. 

5) a ~ Ai 
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C'est l'exemple 28 p. 147 de [S-K] dont l'isotropie générique b  es t de type D4 ~ 
0(8). O r o n sai t (pa r exempl e d'après [S-K ] ou [B o 3]) que les représentations 
fondamentales d e D4 sont troi s représentations non-équivalen t es de dimension 
3 et l a représentation adjoint e d e dimensin 28 . Or ic i l'espace dtop(6) = d^(0) 
est de dimension 2 . On en déduit qu e [b ,d3(0)] = {0} , donc que (a, b) n'est pas 
une paire duale. 

6) a = Ai 

C'est l'exempl e 2 9 p. 14 7 de [S-K ] e t o n a  b  ~ EQ. Mai s ic i l'uniqu e racin e 
encerclée est cell e qui est connectée à  la plus grande racine dans le diagramme 
complété. On déduit d e la Remarque 6.5. que (a, b) n'est pa s une paire duale. 

7) a ~ B2 

On a \Q ~ o(12 ) x C et la représentation de \Q su r di{6) est Ai ©Spin(12) o ù Ai 
désigne la représentation naturell e d e o(12) e t o ù Spin es t un e représentatio n 
spinorielle d e o(12) . L'isotropie générique d e Ai es t o(ll ) e t l a restrictio n d e 
Spin(12) à  o(ll) es t Spinali) (voir [S-K] p. 114). On retombe ainsi sur l'exemple 
22 p . 14 6 d e [S-K ] don t l'isotropie générique, qu i es t notr e b , es t d e typ e 
5/(5) ~  A4. D'après l a table 39 p. 233 de [Dy ] il n'existe pas de S-sous-algèbr e 
de type B2 x A4 dans E$. Donc si (a, b) est une paire duale alors elle serait une 
paire duale dans une sous-algèbre régulière de rang 8 dans Eg (cf. Th. 5.12.). Le 
Lemme 5.3. implique qu e cette sous-algèbr e régulière doi t nécessairemen t êtr e 
connexe. Les seules possibilités sont alors As et Dg. I l ressortira du §7 ci-dessous 
qu'il n'y a de paire duale S-irréductible d e type (B2, A4) ni dans Ds ni dans Ag. 
Le couple (a , b) = (_B2 , A4) n'est don c pas une paire duale dans Eg. 

Remarque 6.10.1 . 
Notons ici encore que, ci-dessus, l'espace préhomogène o(ll) x  C,5pm(ll)) qu i 
apparaît comm e isotropie partiell e fai t parti e de s quelques exemple s d'espace s 
préhomogènes de la liste de Sato e t Kimura qui n'apparaissent comm e espaces 
préhomogènes paraboliques. 

8) a ~ G2 
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S'agissant d'u n diagramm e C-admissible , nou s savons déjà qu e (a , b) sera une 
paire duale. On a  \g ~ £ 6 x  C  e t l a représentatio n d e lg dans d\{6) es t l a 
représentation de dimension 27 de Eq dont l'isotropie générique est F4 (exemple 
27 p. 147 de [S-K]). Nous avons donc une paire duale (G2, F4). D'après [Dy] p.233 
il existe dans E% un e unique S-sous-algèbre d e type G2 x  F4. I l s'agit, toujour s 
dans le s notations d e Dynkin, d e G\ x  Fa]. O n dédui t d e la Proposition 5.19 . 
que (G\,Fl) es t un e paire duale. Le plongement d e F4 dans Eq étant unique , 
on a que (a , b) = (G\,Fl) es t une paire duale S-irréductible. Nou s verrons que 
le diagramme considéré ici est en dualité avec Eg, 10) . 

9) a ~ G2 

On a \g ~  0 (8) x 5/(3) x C2 et la représentation sur d\{6) est Ai © [Spin(8)®A1] 
où, comme d'habitude Ai désigne les représentations naturelles de 0(8) et sl{3). 
L'isotropie de l a représentatio n naturell e d e 0 (8) es t o(7 ) e t l a restrictio n d e 
Spin(8) à  o(7) es t Spin{7). La représentation d e l'isotropie de d\{6) sur d\{6) 
est donc (o(7) x  gl(3),Spin(7) ®  Ai. Il s'agit là de l'exemple 1 8 p.146 de [S-K] 
d'où l'on tire que b  ~  A i x Ai. 
Le coupl e (ci , b) ~ (G2,Ai x  Ai ) n'es t certainemen t pa s un e pair e duale S-
irréductible dan s E%, puisqu e l a seul e sous-algèbr e d e typ e G2, qui apparaî t 
comme facteur dan s la liste des S-sous-algèbres d e E8 ([Dy] p. 233) est G\ don t 
le centralisateur es t Fl. Nou s allons montrer qu'i l s'agit cependan t bie n d'un e 
paire duale. Commençons par identifier l a sous-algèbre a  G2 en terme d'index 
(voir 6.8.1). D'après la page 184 de [Dy], le ô\2-triplet principal du G2 admissible 
que nous avons ici est d'index 5 6 dans E&, o r ce B [2-triplet est d'index 2 8 dans 
G2 ([Dy] p. 176) . On déduit alor s de la relation (6-4 ) que notre G2 est d'inde x 
2 dans E&. C'es t don c G\ dan s les notations de Dynkin. 
Toujours d'aprè s [Dy ] p. 233, G\ x A\ es t une S-sous-algèbre maximal e de E7. 
D'après l a Propositio n 5.19. , (G\,A\) es t alor s une paire duale S-irréductible 
dans E7. Mais vu que que le diagramme non connexe suivant 

correspond à  une sous-algèbre régulièr e maximale d e Êg, on a  ains i une paire 
duale de type (£7 , Ai) (voi r Prop. 5.15. ou 5.17.). 
Mais alors, puiqu'on sait par le calcul de b que ZE8(G2) ~  A i x Ai, on sait qu'un 
des facteurs Ai d e b  es t forcément l e facteur correspondan t à  la racine isolée du 
diagramme précédent e t que l'autre es t A\ qu i correspond a u centralisateur de 
G\ dan s E7. Alors on a : 

67 



H. RUBENTHALER 

ZE8(AixA1) = ZE7(A[) = G22. 

Donc (a , b) ~ (Gl, A\ x  A\) es t bie n un e pair e dual e no n S-irréductible . 
L'identification d u dernier facteur comme étant A\ provien t du fait que la racine 
isolée dans le diagramme précédent es t l'opposé —ou d e la plus grande racine. 

Remarque 6.10. 2 L'espac e préhomogèn e (o(7 ) x  gl(3),Spin(7) ©  Ai) qu i 
apparaît comm e isotropi e partiell e dan s l'exempl e précéden t fai t parti e de s 
quelques exemple s d'espace s préhomogène s d e la list e d e Sat o e t Kimur a qu i 
n'apparaissent comm e espaces préhomogènes paraboliques. 

10) a = FA 

Il s'agi t d'u n diagramm e C-admissibl e considér é dan s l a démonstratio n d u 
Théorème 4.1. On en tire que b ~ G2 . D'après [Dy] p. 185 le 5[2-triplet principal 
de a ~ F4 est d'index 15 6 dans E%. Comm e d'autre par t c e 0f2-triplet es t auss i 
d'index 15 6 dans F4 ([Dy] , p. 177) , on tire de (6-4) que notre algèbre a  est F± 
dans les notations de Dynkin. Comme (Fl,G\) figur e parmi les S-sous-algèbres 
de Es ([Dy] p.233), on en déduit ici que (a, b) est une paire duale S-irréductible . 
Comme E8 ne possède qu'une seule S-sous-algèbre de type F4 x G2 on en déduit 
que ce diagramme est en dualité avec ESS) ci-dessus . 

6.11. Typ e F4 

1) a ~ Ai 

Il s'agi t d e l'exemple 1 4 p. 14 5 de [S-K] . On e n tir e qu e b  ~ A2. Mais ic i la 
racine encerclée est l'unique racine connectée à l'opposé de la plus grande. Nous 
avons déjà v u (e n utilisant l a Prop. 5.17.) que dans cette situation (a , b) n'est 
pas une paire duale. 

2) a ~ Ai 

C'est l'exempl e 8  p. 145 de [S-K] , d'où l'o n tir e que b = {0} . Donc (a , b) n'est 

68 



PAIRES DUALES 

pas une paire duale. 

3) a ~ Ai 

D'après l a tabl e de s £[2-triplet s d e F4 ([Dy ] p.177) o n voi t qu e a  est d'inde x 
8 dan s F±. D'après [Dy ] p. 233 , il exist e un e S-sous-algèbr e d e type (A^Gl) 
dans F4. On en déduit, en utilisant la Prop. 5.19., que (a, b) ~ (A\,G\) es t une 
paire duale S-irréductible. L e diagramme considéré ici est en dualité avec F4 4) 
ci-dessous. 

4) a ~ G2 

La représentatio n (l0, d1, b)  est l a représentatio n classiqu e d e gl(3) dans le s 
matrices symétriques dont l'isotropie générique b  es t isomorphe à o(3) ~ Ai. L a 
restriction d e la représentation naturell e de l'e ~ 5 /(3) à o(3) étant irréductible , 
on conclu t à  parti r d e l a Remarqu e 5.10 . b ) e t d e l a Propositio n 5.2 0 qu e 
(a, b) ^  (G\,A\) es t un e pair e dual e S-irréductible . L e diagramme considér é 
ici est donc bien en dualité avec le précédent. 

6.12. Typ e G2 

i) a ^ Ai 

La représentation (l# , di(9)) est la représentation 3Ai de gl(2) (exemple 4 p.144 
de [S-K]) dont l'isotropie b  es t réduite à {0}. Le couple (a, b) n'est donc pas une 
paire duale. 
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6.13. Tabl e 5 . Tablea u récapitulatif . 

Type An : n = (A ; + l)p - 1 , k > 1, n > 1 , p > 1. 

"i o¿p a2p akp o¿n 
Paire duale (Ak, Ap-1) S-irréductible, e n dualité avec lui même par échange de 
k et p, produit tensoriel . 

Type Bn :  n > fcp, (2fc + l)p <  (2n + 1) , p > 1. 

Oil ap a2p akp ®n 

Paire duale (o(2k + 1), o(p) x o(2(n — fcp) + 1 — p)) si p ^ 2 , S-irréductible s i et 
seulement s i p =  2 £ + 1  et (2k + l)p =  2(n + 1), est alor s e n dualit é ave c lui 
même par échange de £ et k ; ce cas correspond auss i à un produit tensoriel . 

Type Cn : 

1) p pair, (2k + l)p <  2n. 

ai ap a2p akp an 

paire dual e (o(2k + l),sp(|) x  sp(n — kp — | ) ) , S-irréductibl e s i et seulemen t 
si (2k + l) p = 2n , est alors en dualité avec le diagramme suivant e t correspon d 
alors à un produit tensoriel . 

2)n = (k + l)p, k > 0, p > 1. 

Oil av a2p akv an 

Paire dual e (sp(k +  l),o(p)) , toujour s S-irréductible , e n dualit é ave c l e dia -
gramme précédent s i p est impair , produit tensoriel . 
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Type Dn : 

1) n > kp + 2, (2k + \)p < 2n. 

®1 OLV a2p GikV 

Paire duale de type (o(2k + 1), o(p) x  o(2n — 2kp — p)) s i p ^ 2 
non S-irréductible s i p est pair e t (2k + l)p < 2n 
paire duale S-irréductible d e type (o(2k + l),o(2f)) s i 21 — p et (2k + l)p = 2n 
("position limit e à droite"), correspond à  un produit tensorie l dans ce cas. 
paire duale S-irréductible de type (o(2k +1), o(2£+1) x o(2n-AU-2k-21- 1) ) 
si p — 21 + 1  est impair e t s i (2k + l)p < 2n. 
Pour p — 1 , les diagrammes ayant respectivemen t le s k e t n — k — 1  premières 
racines encerclées, sont en dualité. 

2) n — (k + l)p , p pair, p > 1. 

ai ap a2p akp 
paire dual e S-irréductibl e d e typ e (sp(k + l),5p(|)), l e diagramm e considér é 
ici est e n dualité avec lui même par échange des rôles de |  e t (k + 1), produit 
tensoriel. 

Type E6 : 

1) 

Pas de paire duale ((a , b) = (Ai,C2)). 

2) 

Pas de paire duale ((a , b) ~ (AUA2 x  A2)). 

3) 

Paire dual e S-irréductibl e d e typ e (A2,G2), diagramme e n dualit é ave c J564) 
ci-dessous. 
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4 

Paire dual e S-irréductibl e d e typ e (G2,A2), diagramme e n dualit é ave c E63) 
ci-dessus. 

Type E7 : 

1) 

Pas de paire duale ((ci , b) ~ (Ai , A5)). 

2) 

Pas de paire duale ((a , b) ~ (Ai , Ai x  Ai x  Ai)). 

3) 

Paire duale S-irréductible d e type (Ai , Ai) ,  diagramme en dualité avec E75). 

4) 

Paire duale S-irréductible d e type (Ai,G2) , diagramme en dualité avec E710). 

5) 

Paire dual e S-irréductibl e d e typ e (Ai,Ai) , diagramm e e n dualit é ave c E73). 
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6) 

Paire duale S-irréductible d e type (Ai,G2 x  Ai)-

7) 

Paire duale S-irréductible d e type (Ai ,^), diagramme en dualité avec Er 12). 

8) 

Pas de paire duale ((a , b) ~ (B2,A2 x  C)). 

9) 

Paire duale S-irréductible d e type (G2,Cs), diagramme en dualité avec E711). 

10) 

Paire duale S-irréductible d e type (G2 , Ai), diagramme en dualité avec E74). 

11) 

Paire duale S-irréductible d e type (C3,C?2), diagramme en dualité avec E79) 
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12) 

Paire duale S-irréductible d e type (FA,Ai), diagramme en dualité avec EV7). 

Type Et : 

1) 

Paire duale S-irréductible d e type (Ai,G?2 x G2). 

2) 

Paire duale S-irréductible d e type (Ai , A2). 

3) 

Pas de paire duale ((a , b) ~ (Ai , {0})). 

4) 

Paire duale non S-irréductible d e type (Ai , Ai x  Ai). 

5) 

Pas de paire duale ((a , b) ~ (Ai , D4)). 
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6) 

Pas de paire duale ((a , b) ~ (A1,E6)). 

7) 

Pas de paire duale ((a , b) ~ (52 , A4)) 

8) 

Paire duale S-irréductible d e type (G2,F4) , diagramme en dualité avec EglO). 

9) 

Paire duale non S-irréductible d e type (G2 , Ai x Ai). 

10) 

Paire duale S-irréductible d e type (F4,G2), diagramme en dualité avec E$8). 

Type F4 : 

1) 
Pas de paire duale ((a , b) ~ (Ai , A2)). 

2) 

Pas de paire duale ((a , b) ~ (Ai , {0})). 
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3) 

Paire duale S-irréductible d e type (A .i,C?2), diagramme en dualité avec F44). 

4) 

Paire duale S-irréductible d e type (C?2,Ai), diagramme en dualité avec F43). 

Type G2 : 

1) 
Pas de paire duale ((a , b) ~ (A1,{0})). 
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7. Les paires duales S-irréductibles dans les algèbres de Lie 
classiques. 

Les paires duale s on t ét é classifiée s dan s le s groupes classique s pa r différent s 
auteurs (voi r notamment [Hl ] et [M-V-W]) . Nous donnons ici une classificatio n 
dans le cadre des algèbres de Lie (paires S-irréductibles) qu i est proche de celle 
de [M-V-W] . On mettr a ains i e n évidenc e l a presque coïncidence de s notion s 
d'irréductiblité e t de S-irréductibilité dan s le cas classique. 

7.1. Le s paire duale s dan s l e cas An. 

Théorème 7.1.1 . — Soit (et, b) une paire duale S-irréductible dans une algèbre 
de type An. Alors a et b sont admissibles. 

Démonstration. —  O n peut supposer que a  est simple. Si ce n'était pa s le cas, 
et si a  = a i x  a2 x .. . x  ap étai t l a décomposition de a  en idéaux simples alors 
on pourrai t considére r l a pair e dual e (ai , a2 x .. . x  ap x b ) dont l a premièr e 
sous-algèbre de Howe est simple. 
Les notation s son t celle s d e l a Propositio n 5.23 . Pou r chaqu e élémen t (3i 
(i = 1,... , k) d e l a bas e d e 1ZA o n défini t l e support Supp^S^ d e f3i comm e 
étant l'ensembl e de s jj qu i interviennent effectivemen t dan s la décompositio n 
de pi dan s la base (71,.. . ,7^). 
On a : 

iTi, • • • ,7fc> Я 
k 

i=l 
Supp(f5i) 

car s i 7i o £ UÎ= I SuPP(Pi)i alors l a sous-algèbr e paraboliqu e maximal e d e 
g construit e à  parti r d e 7̂ 0 contiendrai t a  e t b , c e qu i contredirai t l a S -
irréductibilité. 
Considérons alors (3 = /31 + f32 + ... + f3k. L a forme linéaire (3 es t dans 7va. car 
nous avons supposé a  simple. 
D'après ce qui précède on a : 
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P = 7i +  •  • • + Ik + P 

où p ^ 0  si et seulemen t s i il existe une racine restreinte f3i qu i n'es t pa s une 
des formes linéaire s 7̂ . Mais si p 7^ 0  alors ^ +  .. . +  jk + p n'est jamai s une 
restriction de racine dans un système An (la restriction de la plus grande racine 
étant justement 7 2 + .. . + 7̂ .). 
Donc {7^, ...,7fc} =  {B1,......Bk} ce qui signifie exactement qu e a  est admissi-
ble. Mais il est facile de voir que si a est admissible dans An, alors b  es t simple. 
Les algèbres a  et b  jouen t don c des rôles symétriques. [ ] 

Notons End(V) l'algèbr e de s endomorphismes d'u n espac e vectorie l complex e 
V. S i F es t u n sous-ensembl e d e End(V), nou s dirons qu e F es t irréductibl e 
s'il n'exist e pa s d e sous-espace vectorie l propre d e V stabl e pa r F. Rappelon s 
(cf. Remarque 5.10. b)) que pour une sous-algèbre de Lie de End(V) le s notions 
d'irréductibilité e t de S-irréductibilté coïncident . 
On obtient alors le corollaire suivant qui est évidemment bien connu par d'autres 
démonstrations (voi r par exemple [M-V-W] , Prop. 18, chap. 1). 

Corollaire 7.1.2 . —  Soit (a , b) une paire duale irréductible de End(V). Il 
existe alors des espaces vectoriels V\ et V2 tels que V — V\ ® V2 et tels que 
a = End{V1) et b = End{V2). 
Inversement pour toute décomposition V = V\ (£) V2 de V en produit tensoriel, 
la paire (End(Vi), End(V2)) est une paire duale. 

7.2. Deu x résultats . 

Soit 0  une sous-algèbre de Lie réductive de End(V). Soi t (a , b) une paire duale 
de g  telle que a  + b  soit irréductible . Notons que sous ces hypothèses l'algèbr e 
a+b est une S-sous-algèbre (Remarque 5.10. b)),elle est donc semi-simple d'après 
le Théorème 7.3. de [Dy] et on en déduit qu e a  fl b =  {0}. 
On pose : 

bi =Enda{V) a a =Endbl(V) 

où Enda(V) (resp . Endf)1(V)) désigne les endomorphismes qu i commutent à  a 
(resp. bi) . 
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Proposition 7.2.1 . —  Sous les hypothèses précédentes, le couple (cti , bi) est 
une paire duale irréductible dans End(V) et ^ H Q = a et bj H 0 = b. 
De plus il existe des espaces vectoriels V\ et V2 tels que V = V\ ® V2 et tels que 
ci! = End(Vi) et b! = End(V2). 

Démonstration. —  I l es t clai r qu e pa r constructio n (cii,bi ) es t un e pair e 
duale dan s End(V). O n a  auss i d e manière évident e qu e b i f i 0  =  b  et qu e 
a Ç <*i - Puisque a  + b  est irréductible , l'algèbr e a i +  b i l'es t aussi . D 'après 
le Corollaire 7.1.2. , i l existe Vi e t V2 tel s que V = V1®V2 et a1 = End(Vi), 
bi =  End{V2). Pour de s raison s évidente s b  est irréductibl e dan s End(V2). 
Cela implique, comm e on va le voir, que a i =  End^l{V) — End^ÇV). Soit fi 
une bas e d e End(Vi) e t gj un e bas e d e End(V2). En écrivan t qu'u n élémen t 
h =  Yl^ijfi ®  #j £  Endb(V) commut e à  tou t élémen t 6  =  1  ® b G  b  on 
obtient l'égalit é (%2j^ij9j)b = fr(]Cj ̂ îj9j)- Puisqu e b  est irréductibl e su r F2, 
le Lemme d e Schu r impliqu e qu e (YljKj9j) = £¿- 1 (& £  C) , c'es t à  dir e que 
h = J2itifi®l£ End (V1) = a1. 
On a donc bien a i =  End^1(V) = Endb(V), ce qui implique que ai fl 0 = a . [ ] 

Un automorphisme a  d e EndiV) es t un endomorphisme bijecti f a de End(V) 
qui vérifie a(;ry ) = a(x)cr(î/ ) Vrc , Vy G End(V). 

Une involution de End(V) es t u n endomorphism e bijecti f r  d e End(V) qu i 
vérifie r(xy ) =  T(y)r(x) V#,V y G End(V) e t r2 = Jd . 

Proposition 7.2.2. . —  Soient T\ et r2 deux involutions de End(V). Il existe 
alors (3 G  GL(V) vérifiant /TVi^S) = ±Id tel que r2(x) = f3-lr1(x)f3 Ax G 
End{V). 

Démonstration. —  Considéron s l'application T\T2 qu i est un automorphisme . 
D'après l e Théorèm e d e Skolem-Noethe r ([Se]) , i l exist e a G  GL(V) te l qu e 
TiT2(x) = axa"1 V x G  EndÇV). D 'où t 2(#) =  ri(of)_1ri(x)ri(c^ ) \fx G 
End(V), c'es t à  dire r2(x) =  (3 Ti(x)(3 en posant /3 = Ti (a). On a alors 

x =  r2(x ) =  /rV ^/fyzraOS)-1/? V x G £nd(V) . 

D'où 

f3-1r1(f3) = XId AGC , 

c'est à  dir e qu e ri(/3 ) =  À/3 , ce qui donn e / 3 = t 2(/3) =  Àri(/3 ) =  À2/3 , d'où 
A = ±l . D 
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7.3. Descriptio n e n termes d'algèbre s unitaire s de s paire s duale s 
S-irréductibles de s algèbre s d e Li e classiques . 

Dans ce paragraphe o n suppose que l'espace vectorie l V es t mun i d'une form e 
bilinéaire non dégénérée notée <, > qu i est supposé e être soi t symétrique , soit 
antisymétrique. 

On considère alors l'algèbre de Lie unitaire de V qu i est définie par : 

u(V) =  {x G End(V), < xu, v > + < u,xv >= 0, Vu E End(V), V u € End(V)}. 

Les trois possibilités sont donc les suivantes ( n étant u n entier >  0) : 

- < , > es t symétrique et dim(V) = 2n , alors u(V) ~  o(2n ) ~ Dn 

- < , > es t symétrique et dim(V) =  2n + 1 , alors u(V) ~  o(2n + 1) ~ Bn 

- < , > es t antisymétrique e t dim(V) = 2n , alors u(V) ~  sp(n) ~ Cn. 

7.3.1. U n ca s trè s particulier . 
Supposons que la forme soi t symétrique et que dim(V) =  2n = 2p + 2q + 2. On 
a alors l'inclusion suivant e : 

o(2p + 1) x o(2q + 1) C o(2n) 

qui correspond à une décomposition orthogonale V = Vi©V2 où dim(Vi) =  2p+l 
et dim(V2) = 2q+l. 

Alors d'après Dynkin ([Dy] Th. 7.2. p. 159) les assertions suivantes sont vérifiées : 
- l'algèbre o(2p+ 1) x o(2q + l) ^ Bp x Bq est une S-sous-algèbre de o(2n) ~  Dn 
et il est facile de voir que (Bp,Bq) es t une paire duale dans Dn. 

- Mieux encore (cf. [Dy] , loc.cit.), une sous-algèbre de (o(2p+ 1) x o(2q + 1)) est 
une S-sous-algèbre de Dn si et seulement si elle est irréductible dans V\ ~ C2^^1 
et dans V2 ~ C2^+1 . 
Cela permettra ultérieurement (voi r la Proposition 7.3.3. ci-dessous) de détermi-
ner les paires duales S-irréductibles d e Dn qui sont contenues dans o(2p + 1) x 
o(2g + l) . 
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Théorème 7.3.2. —  Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur C qu'on 
suppose muni d'une forme bilinéaire <, > non dégénérée qui est soit symétrique, 
soit antisymétrique. 
Soit u (V) l'algèbre unitaire de cette forme. Soit (a , b) une paire duale S-
irréductible (ce qui implique semi-simple) de u(V). Alors, sauf dans le cas où 
(a, b) Ç  o(2p + 1 ) x o(2q + 1 ) Ç  Dn ~ u(V ) considéré en 7.3.1., il existe des 
espaces vectoriels V\ et V2 et des formes < , >j et <, >2 sur ces espaces respectifs 
tels que : 

-V = V1®V2 

- <,> = <,>! ®  <,>2 
- a = u(V1), b = u(V2). 

Inversement, pour toute décomposition V = V\ ® V2 telle que <,>=<, >i 
®<,>2, la paire (u (Vi), u(V2)) est une paire duale S-irréductible dans u (V). 
Démonstration. —  Supposon s d'abord qu'i l existe une décomposition orthog -
onale (pou r <,> ) V =  V i © V2 qui est invariant e pa r a  © b . Mai s alor s 
a©bÇu(T/1)xu(F2). 
Supposons pa r exempl e qu e <,> soi t un e forme alternée , c'es t à  dir e que 
dim(V) = 2n = 2ni+2n2 où 2ni = dim(Vi) et 2n2 = dim(V2) et que u(V) ~ Cn. 
Donc u(Vi) ~ Cni et u(V2) ^ Cn2. Mais alors Cni x Cn2 ~ u(Vi) x u(V2) est une 
sous-algèbre semi-simple de même rang que u(V). Elle est donc nécessairement 
régulière et cela implique (a , b) n'est pas S-irréductible. 
On peu t applique r l e raisonnemen t précéden t à  tou s le s ca s ( sauf un ), où 
(a, b) Ç  u(Vi ) x u(V2) Ç  u(V) ( V =  V i © V2 étant un e décompositio n 
orthogonale) et en déduire que (a, b) n'est pas S-irréductible. La seule exception 
étant le cas où dim(V) = 2n et dim(Vi) = 2p + 1 et dim(y2) = 2q + 1 car alors 
la sous-algèbre u(Vi ) x u(V2) ~ Bp x Bq n'a plus le même rang que u(V). Ce 
cas est exactement celu i évoqué en 7.3.1. et il est écarté par hypothèse. 
Il n'y a donc pas de décomposition orthogonale propre invariante par a © b. 
Mais i l pourrai t y  avoi r u n sous-espace E C  V invarian t pa r a  © b tel que 
E fl E1- — ' E° ^  {0} . Donc E° est un sous-espace totalement isotrop e propr e 
invariant par a© b. Soit p(E°) le stabilisateur de E° dans u(V). On sait ([Bo3] 
ch. 8 §13) que p(E°) est une sous-algèbre parabolique maximale. La sous-algèbre 
a © b est une sous-algèbre semi-simple incluse dans p(E°) On sait alor s ([Bol ] 
§6, n. 8, Corollaire 1 ) que a © b est contenue dans une sous-algèbre de Levi de 
p(E°), don c n'est pas S-irréductible. 
Finalement, nou s avons prouvé qu'i l n'y a pas de sous-espace propre invarian t 
par a  © b donc que a © b es t irréductible. 
D'après la proposition 7.2.1 . il existe une décomposition V = V\ ® V2 tell e que 

a = u(V) D End(Vi) b  =  u(V) fl End(V2) 

EndiV^ = Endb(V) End{V2) = Enda(V). 
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A partir de <, > on définit classiquement une involution r sur End(V) e n posant 

< xu, v > = <  u, r(x)v >  Vu , v G V ; \fx G £nd(T/) . 

On peut remarque r que 

u(V) = {xe End{V) \r(x) = -x} 

ce qui implique notamment qu e toute sous-algèbre de u(V) es t stable par r . 
Nous allons maintenant montre r qu e End(V\) e t End(V2) (plongés respective-
ment dans End{V) pa r x i—• x®l e t y i—y l®y) sont invariants par t. Montrons 
le par exemple pour le premier de ces espaces. Soit x G  End{V\) =  £Wb(V) . 
On a : 

xb = bxVbeb 

d'où : 

r(6)r(ar) =  r(a;)r(6 ) V6 G b 

c'est à  dire br(x) =  r(x)6V 6 G b . Donc r(x) G  End^iV). 
Notons T j la restriction d e r  à  Vi (i = 1 , 2). Choisisson s maintenant de s bases 
de Vi et V2 e t définisson s ¿ 1 et t2 comme étant le s transpositions ordinaire s de 
u(Vi) e t u(V2) définies pa r c e choix de base (autremen t di t o n munit V\ e t V2 
de formes quadratiques non dégénérées). 
D'après l a Proposition 7.2.2 . il existe fix G GL(Vi ) te l que f3~1t1(f31) = ±1 e t 
tel que r2(x) =  P^t^x)^ V x G End(Vi) . 
On en déduit que , si on pose < u, t> >i = fuf3iV ( u et v étant des vecteurs de Vi 
écrits dans les bases précédentes et (3{ désignan t par abus de notation la matrice 
de f3{ dan s ce s bases), alors < , es t un e forme linéair e non dégénéré e su r V{ 
(symétrique ou antisymétrique selon que Ti(Pi) = ±A) dont l'involution associée 
est T{. Poson s ( , ) =<, >i ®  <, >2- H es t facile de voir que l'involution associé e 
à (, ) es t égal e à  r . O n e n dédui t classiquemen t qu e (, ) =  À  <,> ,ÀGC . 
Quitte à  modifier pa r des scalaires les formes < , >i e t < , >2, on peut suppose r 
que <,> =  <,> ! ®  <, >2. 
On a alors 

a = u(V) H  End(Vi) =  u (Vi) b  = u(V) n  End{V2) = u(V2). 

La partie directe du Théorème en découle. 
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Inversement, i l est facil e d e voir que sous les hypothèses du Théorème la paire 
fu(Vi), uiVo)) es t un e paire duale . Cett e pair e es t S-irréductible , ca r l'algèbr e 
u (V1) + u(V2) est irréductible sur V, alors que si c'était un e R-sous-algèbre elle 
serait réductible ([Dy] , Th. 7.1. p 159). 

Si (ci , b) es t un e pair e dual e correspondan t à  u n produi t tensorie l nou s l a 
noterons (a , b) ~ u(Vi ) ® u(V2) 
Nous allons maintenant étudie r de plus près le cas très particulier vu en 7.3.1. 

Proposition 7.3.3 . —  Soit (a, b) une paire duale S-irréductible de Dn incluse 
dans Bp x Bq (notations de 7.3.1., p + q + 1 =  n). 
Alors a = a i x  a2 et b = b i x b2 où (ai, bi) (resp. (a2 , b2) ) est une paire duale 
S-irréductible de Bp (resp. Bq). 
Dans ce cas il existe des entiers p\ et p2 tels que 2p+ 1 =  (2pi + l)(2j92 + 1) et 
(ai, bi) ~ BPl ® BP2 et des entiers q1 et q2 tels que 2q + 1 =  (2q1 + l)(2q2 + 1) 
et (a2, b2) ~ Bqi ®Bq2. 
Inversement, si (ai,bi ) ^  BPl ® BP2 est une paire duale S-irréductible de Bp 
(avec 2p+ 1 =  (2pi + l)(2p2 + 1)) et si (a2, b2) Bqi ®Bq2 est une paire duale 
S-irréductible de Bq (avec 2q + 1 =  (2g i + l)(2q2 + 1)), alors (a a x  a2, bi x  b2) 
est toujours une paire duale S-irréductible dans Dp+q+\. 

Démonstration. —  D'aprè s le Lemme 5.3., une paire duale incluse dans Bp x Bq 
est bie n de la forme (a i x  a2 , bi x  b2) . Mais ^  x  b i es t une S-sous-algèbre d e 
Bp, car si ai © bi étai t une R-sous-algèbre de Bp elle serait réductible sur C2p+1 
([Dy] Th. 7.1. p  158). De même (a2, b2) est S-irréductible dan s Bq. La première 
assertion du Théorème en résulte. 
La deuxièm e es t immédiat e puisqu e l'o n sait , d'aprè s l e Théorèm e 7.3.2 . 
précédent, qu e toutes les paires duales S-irréductibles d e Bp sont de s produits 
tensoriels. Démontrons à présent la partie inverse du Théorème. Le plongement 
de Bp x Bq dans Dn correspond à  une décomposition orthogonal e 

C2n = C2p+1 0  C2g+ 1 # 

Soit 

(a, b) = (a i x  a2,bi x  b2 ) - (BPl x Bqi,BP2 x  Bq2) 

une pair e dual e S-irréductibl e d e Bp x  Bq. Etan t donn é qu e dan s c e ca s 
(ai x  a2 ) © (bi x  b2 ) es t toujour s un e S-sous-algèbre d e Dn puisque le s deux 
termes d e cett e somm e directe s son t irréductible s su r C2p+ 1 e t su r C2g+ 1 
(respectivement) ([Dy ] Th . 7.2 . p . 159) , i l ne s'agi t qu e d e démontre r qu e le 
commutant d e BPl x  Bqi (e t d e BP2 x  Bq2) est inclu s dan s Bp x  Bq. S i ce 
n'était pas le cas il existerait un élément X G  Hom(C2p+1, C2g+1) qui vérifierait 
AX = XB pou r tout élément A G  BPl e t tout élément B G  Bqi, ce qui implique 
notamment qu e AX es t toujours nu l et donc que X =  0 . [ ] 
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Remarque 7.3.4 . 
Notons qu ' o n sait , pa r c e qu i précède , qu e le s paire s duale s S-irréductible s 
des algèbre s classique s son t le s produits tensoriel s (sau f dan s l e cas Dn o ù la 
situation es t u n pe u plu s compliquée ) e t qu e d'autr e par t o n connai t pa r l e 
§6 et l a Tabl e 5  des paires duale s S-irréductible s d e même type provenan t d e 
sous-algèbres admissibles . Cec i permet d e les identifier e t justifie le s mentions 
"produit tensoriel " d e la Table 5. 
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8. Enonc é e t démonstratio n d u Théorème Principal . 

Théorème 8.1 . (Théorèm e Principal) . — 
Soit 0 une algèbre de Lie simple et (a, b) une paire duale S-irréductible de 0. 
Considérons les cas suivants : 

a.— 0  est de type Dn et (a , b) est le produit tensoriel de deux formes 
symétriques en dimensions paires. 

b.— 0 est de type Dn et (ci , b) ^  (a i x  a2,b i x  b2 ) est une paire duale 
S-irréductible propre de Bp x Bq (i.e. a  0 b  ̂  Bp x Bq). Ici le plongement de 
Bp x Bq dans Dn est celui de 7.3.1. (donc p + q + 2 = n). 

b\— 0  est de type Dn et (a, b) ^  (a i x  a2,b i x  b2 ) est une paire duale 
S-irréductible propre de Bp X  Bq (ici encore le plongement est celui de 7.3.1.) 
où les quatre sous-algèbres ai , a2 ; bi et b2 sont distinctes de {0}, Bp et Bq. 

c.— 0 est de type E7 et (a, b) ~ (A1,G2 x Ai) (cas E7 6) de la table 5). 

d.— 0 est de type E$ et (a, b) ~ (Ai,G 2 x  G2) (cas E8 1) de la table 5). 

e.— 0 est de type Es et (a, b) ^ (Ai , A2) (cas Es 2 ) de la table 5). 

Alors 

— Valgebre a  et Valgebre b sont des sous-algèbres admissibles sauf dans 
les cas a.,b.,c, d.y e. ci-dessus. 

— Vune des deux algèbres a ou b au moins est admissible sauf dans les 
cas a., b\ ci-dessus. 

Démonstration. — 

Commençons par les algèbres classiques. 
Le Théorème est vrai dans le cas An, d'après le Théorème 7.1.1. 
Dans le cas Bn o n sai t d'aprè s l e Théorème 7.3.2 . que les seules paires duale s 
S-irréductibles son t les produits tensoriels. On trouve ces paires comme algèbres 
admissibles en consultant l a Table 5. 
Dans l e ca s Cn également , toute s le s paire s duale s S-irréductible s son t le s 
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produits tensoriel s (qu i son t forcémen t le s produit s tensoriel s d'un e form e 
symétrique e t d'une forme antisymétrique) . On retrouve ces paires sous formes 
d'algèbres admissible s dan s le s deux diagramme s d e type Cn figurant dan s la 
Table 5. 
Venons e n a u ca s d e Dn qu i es t u n pe u plu s compliqué . E n tou s ca s o n 
sait (§7 ) qu e le s produit s tensoriel s son t de s paire s duale s S-irréductibles . 
Comme Dn ~ o(2n) i l fau t considére r le s ca s d u produi t tensorie l d e deu x 
formes symétrique s e n dimensio n paire s (Dk ® Dm <—• Dn ave c n = 2km), 
du produi t tensorie l d'un e form e symétriqu e e n dimensio n impair e e t d'un e 
forme symétriqu e e n dimension pair e (Bk ® Dm > Dn avec n  =  (2k + l)m) 
et d u produi t tensorie l d e deux formes antisymétrique s (Ck ® Cm <—> Dn avec 
n — 2km). 

Dans l e premie r ca s aucun e de s sous-algèbre s Dk e t Dm ne son t admissible s 
puisque d'aprè s l a Tabl e 3  le typ e D n'apparai t jamai s comm e sous-algèbr e 
admissible. 
Dans l e deuxièm e cas , d'aprè s c e qu i vien t d'êtr e dit , seul e l a sous-algèbr e 
Bk peu t éventuellemen t êtr e un e sous-algèbr e admissible . E t ell e apparai t 
effectivement d'aprè s l a Table 5 (Type Dnl), positio n "limite à droite"). 
Dans l e troisième ca s le s deux sous-algèbre s d e Howe Ck e t Cm apparaissent 
effectivement d'aprè s l a Table 5 (Type Dn2)). 

Considérons maintenan t l e plongement Bk x  Bm ^ Dn, avec n = k + m + 1 
correspondant à  une décomposition orthogonale d'un espace de dimension paire 
en deux sous-espaces de dimensions impaires (voi r 7.3.1. ) e t plu s spécialemen t 
le cas des paires duales (a , b) Ç Bk x  Bm (voi r Prop. 7.3.3. ) 
Le ca s o ù (a , b) =  (Bk,Bm) correspon d a u diagramm e Dn,l) o ù l'o n a  pri s 
p = 1 . Le s algèbre s Bk e t Bm jouan t de s rôle s symétriques , le s deu x sous -
algèbres de Howe de la paire apparaissent comm e sous-algèbres admissibles. 
Considérons le cas où (ai , a2) est une paire duale propre de Bk e t o ù b  ~ Bm. 
Alors o n sai t qu e (ai , a2) ~ Bkl ® Bk2 avec (2ki + l)(2fc 2 +  1 ) =  (2k + 1) ; 
on a  donc une paire dual e S-irréductibl e d e type (Bkl,Bk2 x  Bm). O n trouve 
alors l'algèbre Bkl comm e sous-algèbre admissible dans la Table 5 (Dnl) ave c p 
impair 7 ^ 1) . Dans ce cas la deuxième sous-algèbre de Howe Bk2 x Bm ne peut 
être une sous-algèbre admissible puisque ces dernières sont toujours simples (Th. 
3.3.). 
Ce dernier argument exclu s également le cas b'. d e l'énoncé. 
Nous avons démontré le résultat voul u dans le cas des algèbres classiques. 

Supposons maintenant que 0 soit une algèbre exceptionnelle. Nous allons encore 
nous servir de la Table 39 de Dynkin ([Dy] p. 233) qui donne la liste des S-sous-
algèbres de s algèbre s exceptionnelle s ains i qu e les inclusions entr e elles . Dans 
la suit e d e l a démonstratio n nou s diron s simplemen t [Tabl e Dy ] lorsque nou s 
utilisons cette référence . 
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cas EQ 

D'après [Tabl e Dy] , l a seul e S-sous-algèbr e maximal e non-simpl e d e E$ es t 
G\ ©  A2 e t o n sai t d'aprè s l a propositio n 5.19 . qu e dan s c e ca s (G^A 2 ) 
est un e pair e dual e S-irréductible . D'autr e par t i l n' y a  qu'un e seul e S-sous -
algèbre de EQ qui est de type G2 x i 2. Comm e nous obtenons des paires duales 
S-irréductibles d e ce type où G2 (6.8.4)) , resp. A2 (6.8.3)) es t admissible on en 
déduit qu e G\ e t A\ son t admissibles. 
On constate [Table Dy] que les S-sous-algèbres non maximales de EQ qui ne sont 
pas simples sont toutes produit de deux algèbres simples dont l'une au moins est 
de type Ai. S i elles correspondaient à  une paire duale, la sous-algèbre Ai serai t 
admissible d'après le Corollaire 5.24 . Or nous avons vu au § 6 (voir la Table 5) 
qu'il n'y avait pas de sous-algèbre admissible de type Ai qui est une sous-algèbre 
de Howe. 

cas E? 

Les S-sous-algèbres maximales de E? qui ne sont pas simples sont les suivantes : 

Gl®Cl\ Fl®A\\ G22®À[, A24©A|5 . 

Les algèbre s simple s écrite s ci-dessu s son t de s sous-algèbre s d e Howe (Prop . 
5.19.), qu e nous avon s toutes décrite s comm e sous-algèbres admissible s a u §6 
(voir 6.9. cas 9),11), 12), 7), 10), 4),3), 5) respectivement). 
D'après [Tabl e Dy] , parmi le s S-sous-algèbre s no n maximale s d e E-j figurent 
A28 x A? x Ai e t G\xA\x A31\ . Nous avons vu ci-dessus que ZE7{G\) étai t C\ 
ce qui signifie que si la S-sous-algèbre G\ x A? x A\ correspon d effectivement à 
une paire duale, on peut prendre a Ai. Comm e les autres S-sous-algèbres non 
maximales d e E7 sont produit s d e deux algèbres simples dont l'un e a u moins 
est de type Ai (cf . [Tabl e Dy]), on en déduit pa r le Corollaire 5.24. que si une 
S-sous-algèbre non maximale correspond à une paire duale, alors un des facteurs 
de type Ai es t admissible . En consultant l a Table 5, on trouve l'unique cas qui 

manquait à  savoir (A\,G\ x A\ ) qui correspond à  l'exception c. de l'énoncé. 

cas Es 
Les S-sous-algèbres maximale s non simples de Es sont (cf . [Tabl e Dy]) : 

G\ xF\, A\ xA{6 . 

D'après l a Prop. 5.19. ce s couple s corresponden t à  de s paire s duale s S -
irréductibles. 
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Les algèbre s G\ e t F\ on t ét é décrite s comm e sous-algèbre s admissible s a n 
§6 (voi r 6.1 0 ca s 8 ) e t 10 ) respectivement) . Pou r l a pair e (A\ ,A\6) seul e l a 
deuxième algèbre apparait comm e sous-algèbre admissible (voir 6.10. cas 2)) ; i l 
s'agit de l'exception e . de l'énoncé. 
Comme dans le cas E7 précédent l a lecture attentive de [Table Dy] montre que 
si une S-sous-algèbr e no n maximale de E% correspon d à  une paire duale , alors 
l'une d e ses sous-algèbres de Howe est de type Ai e t es t donc admissible (Cor . 
5.24.) La consultation d e la Table 5 nous donne le seul cas (A\,G\ x  G\) (voi r 
6.10. ca s 1) ) qu i correspond à  l'exception d. de l'énoncé. Noton s que l'algèbr e 
G\ x  G\ n e peut êtr e admissible puisqu'elle n'est pa s simple. 

Les ca s F4 et G2 sont analogues . Seul e l'algèbr e F4 contient un e (unique ) 
paire duale S-irréductible d e type (Ai,G2) don t les deux sous-algèbres de Howe 
sont admissibles) . [ ] 
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9. L e cas du  produi t tensorie l d e deu x forme s symétrique s 
en dimension s paire s :  étude détaillée . 

Nous avons vu dans le Théorème 5.4 . que si a  était un e sous-algèbre de Howe 
semi-simple, alor s tout e sous-algèbr e d e Carta n () a de a  était l e centre d'un e 
sous-algèbre de Levi de 0. 

Le Théorème 8.1. (Théorème principal) dit que sous l'hypothèse de S-irréductibi-
lité "presque toute" pair e es t constitué e de sous-algèbres admissibles , qui sont 
des cas particuliers de sous-algèbres vérifiant l a condition précédente. 

Le même Théorèm e 8.1 . nous appren d qu'un e exceptio n majeur e es t l a pair e 
(o(2n),o(2p)) ~  (Dn,Dp) dan s o(4np) ~  D2np qui correspon d a u produi t 
tensoriel de deux formes symétriques en dimensions paires. Dans ce cas aucune 
des deux sous-algèbres de Howe n'est admissible , puisque le type D n'apparaî t 
jamais parmi les sous-algèbres admissibles. 

Nous allons indiquer dan s ce paragraphe, d e manière précise , comment Dn et 
Dp se réalisent dan s D2np e t commen t l a pair e (Dn,Dv) es t relié e à  l a pair e 
(Cn,Cp), correspondant a u produi t tensorie l de deux formes alternées , qui est 
S-irréductible e t dont les deux sous-algèbres de Howe sont admissibles . 
Cette dernière paire correspond dans D2np a u diagramme C-admissible suivan t 

(9-1) 
oi\ a2p a4p ûf(n_1)2 p ®2np 

Nous commençons par réaliser D2np comm e 1 'algèbr e de Lie des matrices de 
dimension Anp de la forme suivante : 

A Y 
Z -lA 

où A G  gl(2np) et où Y e t Z son t antisymétriques de dimension 2np. Dans une 
telle matrice o n note A =  (a2J) , Y =  (yij), Z = (zij) le s coefficients de s blocs 
correspondants. 
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Nous réalisons Cn comme l'algèbre d e Lie des matrices de dimension 2n de la 
forme suivante : 

B V 
W -lB 

où B G  gl(n) e t où V e t W son t des matrices symétriques de dimension n. 
Dans une telle matrice on note B = (&ij), V = (vij), W = (w{j) les coefficient s 
des blocs correspondants. 

Considérons alors le plongement Cn c—• D2np réalis é par 

(9 -2) Cn3 
B V 
W -lB 

(bah») (vijhp) 
(wiiJ2p) (-1Ьц12р) G D J2np 

où I2p désign e la matrice identité de dimension 2p et où J2p = 0 Ip 
-Ip 0 , de 

sorte que les quatre blocs qui figurent dan s la matrice de droite de (9-2) sont de 
dimension 2np. 

En s e rappelan t auss i qu e Cp = {A G  gl(2p), AJ2p + J2plA = 0 } o n voi t 
facilement qu e 

ZD2np(Cn) = { 

A 
0 

A 
-'A 

0 

, AeCp}~cp 

-lA 

Nous avon s ains i réalis é l e plongemen t (Cn,Cp ) c— • D2np correspondant a u 
diagramme (9-1). 

Dans l'exemple précédent une sous-algèbre de Cartan de Cn est la sous-algèbre 
ta, centre de la sous-algèbre de Levi {$ correspondan t au diagramme (9-1) . Elle 
est constituée des matrices diagonales de la forme 
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^îhp 
о 

A„J: 2p 
2p •Ai/: 

о 
— Yn I2p 

La sous-algèbre Dn que nous allons construire aura pour sous-algèbre de Cartan 
la même sous-algèbre h0. Rappelons que l'algèbre Dn peut réalisée comme suit : 

Dn = { 
A Y 
Z -XA , A G gl(n),Y e t Z antisymétriques} . 

Le plongement es t alors le suivant 

Dn 3 
A Y 
Z -lA 

{au hp) 
(ZijI2p) 

(Vijhp) 
— üijhp] eD 2np ' 

Il est facile de voir que 

ZD2np{Dn) = { 
A 

A 
G D2np , A G Dp} 

et qu'inversement ZD2np(ZD2np(Dn)) = Dn . 

La paire duale (Dn,Dp) ains i construite possède la propriété qu'aucune de ses 
sous-algèbres d e How e n'es t admissible . Néanmoin s l'algèbr e f) # associé e a u 
diagramme (9-1 ) es t un e sous-algèbre d e Cartan d e Z)n, la même que celle de 
Cn dans la paire duale admissible (Cn,Dp) associée au même diagramme, ce qui 
illustre le Théorème 5.4. 

Remarque 9.1 . — Plongement faible 

Il est bien connu que le système de racines Dn n'est pas un sous-système de Cn, 
c'est à  dire un sous-ensemble clos et symétrique , ce qui revient à  dire qu'on ne 
peut pas plonger une algèbre de type Dn comme une sous-algèbre régulière dans 
une algèbre de type Cn. 
La description précédent e des plongements de (Dn)Dp) et (Cn,Cv) dans D2np 
met e n évidence une espèce de plongement faible d e Dn dans Cn, au sens où il 
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existe une algèbr e 0  ~ D2np qu i contien t Dn et Cn , un centr e h0 d'une sous -
algèbre de Levi de 0, tels que t)o soit une sous-algèbre de Cartan de Dn et Cn, et 
tels que les systèmes de racines correspondants vérifient 7Z(Dn, h0) C R(Cn, h0°. 
sans bien sûr , que le premier système soit clos dans le second. 
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10. Constructions de tours duales. 

10.1. Définitions 

Soit 0  une algèbr e d e Li e simple . Rappelon s qu e deu x paire s duale s (di,bi ) 
et (a2,b2 ) d e 0  sont dite s "see-saw " o u "balançoire " s i a 2 C  ^  e t b i C  b2 . 
Autrement di t on obtient l a "tour duale" à  deux étages suivante : 

0 

dl í>2 

a2 b 

où les flèches sont des inclusions et où les traits obliques indiquent l a dualité. 

La notion de paires "see-saw" a été introduite par S. Kudla ([Ku]). La traduction 
"paires balançoire" se trouve dans [M-V-W]. 

Nous nous proposons ici d'indiquer quelque s procédés qui fournissent de s suites 
(di.bi) (i =  l , . . . ,n ) de paires duale s telle s qu e ai C  di-i e t b;_ i C  b; . En 
terme de diagramme ces suites correspondent à  la tour duale : 
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0 

Oí Ьп 

a2 bn-i 

a„-í b2 

On bi 

10.2. Quelques remarques concernant la plus grande racine. 

Nous reprenons les notations habituelles :  0 (simple), ï) , 71, ^, /R± qui ont été 
définies en 1.2. Soi t u la plus grande racine de TZ relativement à 
Dans ce paragraphe nous supposerons de plus que 0 n'est ni du type An, ni du 
type Cn. 

Dans ce cas nous désignerons par a?o l'uniqu e racine simple qui est connectée à 
—eu dan s le diagramme de Dynkin complété. 
Dans les cas où 0 est de type exceptionnel on note a\ l'uniqu e racine simple qui 
est connectée à  ao dans le diagramme de Dynkin. 
Dans les cas Bn e t Dn i l y a  deux racines simples connectées à  a0, que nous 
notons a\ e t a\. 

Proposition 10.2.1 . —  Soit D le diagramme de Dynkin de 0 où on a encerclé 
les racines a$ et a\ dans les cas exceptionnels et les racines a1, a\ et a\ dans 
les cas Bn et Dn. 
Alors le diagramme D est un diagramme C-admissible. 

Démonstration. —  L a démonstration la plus courte est certainement celle qui 
procède cas par cas, en regardant si les diagrammes obtenus sont C-admissibles 
dans la table 3. 
Le cas de G2 est de toute façon trivial puisque la diagramme obtenu est celui 
où on a encerclé toutes les racines et qui correspond au cas trivial 6 = 0. 
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Nous donnons néanmoins une démonstration a  priori de cette proposition pour 
E§, E7, E8 et F4 (qu i pourrait êtr e modifiée pour traiter les cas Bn e t Dn). 
Cette démonstratio n a  auss i l e mérite d e mettre e n évidence une polarisatio n 
canonique d e l'algèbre d e Heisenberg assciée à  OJ (voi r la Remarque 10.2.4 . ci-
dessous). 

Lemme 10.2.2 . — Le coefficient de ai dans la plus grande racine OJ est 3. 

Démonstration du Lemme. —  Poson s 9 = \I/\{ao, ai}. Ecrivons la plus grande 
racine sous la forme OJ = 2a0 + mai + 7 où 7 G < 0 >. Le coefficient 2  pour a0 
est une conséquence du fait qu e si on pose 9Q = \P \ {0̂ 0} alors dtop{0o) =  d2(#o) 
(on a vu en 5.16. que di(#o) + d2(#o) est une algèbre d'Heisenberg). 
Désignons par (  , )  la forme bilinéaire sur f) * induite par la forme de Killing. 
On a 

(oj,a0) = 2(a0,a0)+ m(aua0) > 0 

car (7 ,0̂ 0) =  0  e t (co>,Of0 ) >  0  (a 0 e t —  OJ son t reliée s dan s l e diagramm e 
complété...). D'autr e par t n(ai,a0 ) =  2 ^ ^ =  — 1 puisque a i e t a0 son t 
reliées par une arête simple dans le diagramme de Dynkin. On en déduit que 

m 
2(a0,a0) + m(aua0) = 2(a0,a0) -  y(a0,a0 ) >  0 

ce qui implique que 2 >  y  >  0 , donc m = 1, 2 o u 3. 
Montrons que m ne peut pas être égal à 1. 
Si c'étai t l e ca s o n aurai t don c OJ = 2ao + ai + 7 . Considéron s l a racin e 
S = a0 + ai. Alor s puisqu e (OJ,6) = (oj,ao) >  0  on a  qu e OJ — 8 =  ao + 7 
est une racine. Ceci n'est pa s possible car le support y  (ao + 7) de a0 + 7 n'est 
pas connexe ([Bo2] chap. 6 §1.6 Corollaire 3). 
Montrons que m ne peut pa s être égal à 2. 
Si c'était l e cas on aurait donc OJ = 2ao + 2ai +7. On sait que (c<;,ao) =1/2 ww 
([J] Lemma 2.2.) . Cela implique que OJ — ao G  71 e t o n a alors (OJ — a0,a0) = 
|(o;,u;) — (ao,ao) <  0  car \\w\ \ = \\ao\\ dan s les cas étudiés. 
D'autre par t (OJ - a0,a0 ) =  (2c* i + a0 + 7,a0) =  2(ai,a0 ) +  (of0,a0 ) = 
— (ao,ao) + (ao,ao) =  0  ce qui est contradictoire avec ce qui précède. 
Le Lemme 10.2.2 . est donc démontré. 

Soit 7i l'ensemble des racines intervenant dans di(6o). L'ensemble 7i est réunion 
des deux ensembles disjoints Tii et 7i2 définis de la manière suivante : 

Hi =  {6 G H |  6 - a0 G 11+ U  {0}} H2 - {6 G H \ è - a0 £ U+ U {0}} 
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Lemme 10.2.3 . — 
i J « G « i <r=* (6,a0) > 0 
2)6eH2 <=> {6,ao) < 0 
8)6eHi^ u>- 6 e H2 

Démonstration du Lemme. — Le s assertion s 1 ) e t 2 ) son t évidemmen t 
équivalentes. 
a) Montron s qu e s i 6 G  H2, alor s UJ — 6 G  Tii. Noton s d'abor d qu e UJ — S 
est un e racine , puisqu e (a; , 6) =  \(UJ,UJ) ([J] loc . cit) . L a conditio n 6 G  H2 
implique que (a0,<5 ) <  0 . Mais alors (UJ — <5,a0) = (^,a0 ) — (<5,a0 ) >  0 . Donc 
w - 6 - aQ G  11+ U {0}, d'où UJ — 6 E 7ï1. 

b) Inversement supposons que (ao, 6) < 0 et que 6 G Wi- Alors <5-ao G  7£+U{0} 
et ( 6 — a0,a0 ) =  (6,a0 ) —  (a0,a0 ) <  0 , c e qui impliqu e qu e 6 — 2a 0 G  TZ 
(l'hypothèse 6 — 2c*o = 0  étant écarté e car 2ao n'es t pa s une racine). 
Mais 6 — 2a0 est une racine dont le coefficient suivan t a0 est —1 et qui comprend 
certainement une autre racine de \I> avec un coefficient >  0, ce qui est impossible. 
Nous avons ainsi prouvé les assertions 1 ) et 2 ) du Lemme. 
c) I l reste à  montrer qu e si <5 G  H\ alor s UJ — 6 G T~i2. Supposon s donc que 6 et 
uo — 6 G  Tïi. On a alors (<5, a0) > 0 et (u — 6, aQ) >  0 d'après les deux premières 
assertions du Lemme. On a : 

Suite de la démonstration de la Proposition 10.2.1. 

La Proposition est équivalente à dire que le coefficient d e ai dan s la plus grande 
racine de < 60 > es t 1 . Supposon s l e contraire , alor s i l exist e un e racin e d e 
< 6Q > d e la forme 2ai + [x où [i G< 6 >. 
On a donc (2a1 +/i,a0) =  (2ai,a0 ) <  0 . Mais alors v — 2a\ + a0 + ¡1 G 7£, 
mais par construction v — ao G c e qui signifie que v G H\. 
Regardons tu — v. On a, d'après le Lemme 5.2.1., 

u - v = (3a1 + 2a0) - (2a1 + a0) + y! =  a1 + a0 + fi' 

où / / G < 0 > . D'aprè s l e Lemm e 10.2.3. , UJ - v G  ?i2, c'es t à  dir e qu e 
UJ - v - a0 i TZ+ U {0}. Or 

1 = 2(uj,a0) 

(a0,a0) 
> 

2(6, a0) 
(ao,«o) > 0 

(la première égalit é traduisant l e fait qu e —UJ e t ao sont reliées par une racine 
simple), ce qui impliquerait qu e n(6, ao) n'es t pa s un entier ! 
Le Lemme 10.2.3 . est ains i démontré. 

(u — v,ao) = (a1+ao,a0) = -
(ao,a0) 

2 
+ (a0,a0 ) >  0  . 
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Cela serait équivalen t k eu — v £?ïi, ce qui serait en contradiction ave c v G  H,\ 
d'après le Lemme précédent. [ ] 

Remarque 10.2.4 . — 
Considérons l'algèbre de Heisenberg Hu = di(#o) © 2̂(̂ 0) = ^i(^o) © 0W dont le 
centre est 0^. Les constructions précédentes indiquent une polarisation naturelle 
de diiOo) : 

di(60) = 0* 1 ©  0* 2 , 
ce qui signifie que dimg^1 = dimfl*2 =  |dimdi(0o) , [fl*1 , 0Wl] =  [fl™2 , 0^2] = 0 
et [0Wl,0 *2J = 0W. 
Plus précisément s i Xu désigne un élément non nul de 0W, on peut choisi r des 
éléments X1 G 0 7 pour 7 G H\ e t des éléments Xu,_7 G 0u;~ 7 pour a; - 7  G W2 
tels que 

[X7,Xu,_y] =  6ytylXU . 
Une descriptio n u n pe u différent e d e cett e polarisatio n es t donné e (san s 
démonstration) dan s [K-S]. 

Dans tous les cas exceptionnels sauf G2, nous posons 9 = $ \  {a0, 0̂ 1} e t dans 
les cas Bn et Dn nous posons 9 = $ \ {a0, ot\, a\}. Convenon s aussi de désigner 
par a\ l a première racine dans les numérotations usuelles des racines de Bn e t 
Dn (par exemples celles de [Bo2]). Avec ces notations on a : 

Proposition 10.2.5 . — Dans tous les cas exceptionnels saufG2 et dans les cas 
Bn et Dn, en définissant la partie 9 de ^ comme précédemment, la sous-algèbre 
Ve est une sous-algèbre de Howe dont le commutant est 
- la sous-algèbre de type A2 engendrée par —UJ et ao dans les cas exceptionnels 
(sauf G2). 
- la sous-algèbre de type A3 engendrée par —eu, ao et a\ dans les cas Bn et Dn. 
Démonstration. —  Le s sous-algèbre s a  x b  décrites dan s l'énonc é son t de s 
sous-algèbres régulière s d e même rang qu e 0  qui son t obtenue s pa r un e seule 
opération élémentair e (5.7.) . Le résultat s e déduit alor s de la proposition 5.15 . 
Notons qu'on ne peut pas appliquer ce résultat a u cas G2 ca r la sous-algèbre l'e 
est réduite à  {0}. Q 

10.3. Un premier ensemble de tours duales. 

Soient le s parties # 0 et 9 (9 C #o) de \I > comme elle s on t ét é définie s dan s le 
paragraphe précédent . D'aprè s l a proposition 5.17. , la sous-algèbre Ve est une 
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sous-algèbre de Howe, le centralisateur d e V$Q étan t l a sous-algèbre de type Ai 
engendrée par (X-.U},HUJ,XUJ). 

D'après la Proposition 10.2.5 . ci-dessus, la sous-algèbre VE (qu i est incluse dans 
l'$o) est également une sous-algèbre de Howe. D'autre part, d'après la proposition 
10.2.1. et le théorème 4.1. , la sous-algèbre d'isotopie générique de (t#,<ii(#)) est 
également un e sous-algèbr e d e Howe . E n définitive , nou s avon s construi t le s 
tours duales suivantes. 

(10-3-1) 

вп 

Ai x  ß„_2 B3 

Вп-З А3 

Dn-3 А1 

(10-3-2) 

Dn 

Аг x L»„_2 В3 

Dn-3 А, 

Вп-4 •Ai 

(10 - 3  - 3 ) 

Ее 

Аь. G2 

А2 x А2 А2 

А2 A-Í 

( 1 0 - 3 - 4 ) 

Е7 

D6 G2 

Ag A2 

C3 Ai 
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( 1 0 - 3 - 5 ) 

.Es 

E7 G2 

E7 A2 

Fi A1 

( 1 0 - 3 - 6 ) 

F* 

C3 G2 

A2 A2 

Ai Ai 

(10 - 3  - 7 ) 

G2 

Ai G2 

{0} •Ai 

10.4. O ù l'on agrandi t l a première tour dual e dans E& 

Partons d e l a tou r dual e (10-3-3 ) dan s E$. Dan s cett e tou r l a constructio n 
évoquée au début de 10.3. donne l'algèbre G2 comm e la sous-algèbre admissible 
associée a u diagramm e o ù o n a  encercl é le s racines ao e t a^ . Pou r continue r 
la constructio n o n considèr e cett e fois-c i G2 comme l'isotropi e génériqu e d u 
diagramme C-admissibl e suivant : 

( 1 0 - 4 - 1 ) 0-
7i 

-0 
72 

où l'algèbre admissibl e es t d e type A2 (cela es t possibl e d'aprè s l a table 5  où 
l'on voi t que les deux constructions sont en dualité). 
Dans ce cas la représentation (ie,di (0)) n'est pas irréductible, les composantes 
irréductible du diagramme précédent étan t (voi r les notations précédent 2.5. ) : 

0-
7i 

-0 
72 
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et l'isotropie générique d e ces deux diagramme s es t d e type B$ d'après l e §4. 
Elles contiennent évidemmen t la sous-algèbre G2- O n notera cependant qu e ces 
deux sous-algèbres d e type B$ sont conjuguée s dan s EQ par l'élémen t d e plus 
grande longueur du groupe de Weyl. 
Notons aussi que chacun des diagrammes ci-dessus correspond à une paire duale 
de type (Ai,Bs) dan s la partie semi-simple (D5) d'une sous-algèbre de Levi de 
EQ. D'après le Lemme 5.2. on obtient une paire duale de type (A\ xC,B 3 x  C) 
dans EQ. E n rajoutan t de s paires duale s évidente s correspondan t à  de s sous-
algèbres de Levi, on obtient l a tour duale suivante. 

(10 - 4  - 2 ) 

E6 

A5 x С DK X  С 

A5 DA x  С2 

Ai x  A2 ß3xC 

Ai G2 

Ai x  С A2 

C2 Ai 

С С 

On peu t note r qu e le s algèbre s d e typ e S 3 précédemmen t décrite s n e son t 
pas de s sous-algèbre s d e Howe . En effe t o n a  ZE6(BS) C  ZE6(G2) — A2, e t 
la considératio n d u diagramm e complét é d e EQ montre qu e l a représentatio n 
(Bs,^) es t irréductibl e e t no n triviale , don c ne contien t pa s d e vecteu r B%-
invariant. On en déduit que l'algèbre ZE6(BS) es t isomorphe à l'algèbre de type 
Ai engendré e pa r l'u n de s $[2-triplet s (Yi,Hi,Xi) (i =  1,2 , selo n l e choix de 
J33, notations du Théorème 3.3.) . On en déduit qu e l'algèbre ZE6{AI) contien t 
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l'algèbre ZA2(AI) qu i est non réduite à  {0} et non contenue dans £3, donc i?3 
n'est pa s de Howe. 

10.5. O ù l'on agrandi t l a première tou r dual e dan s E7 

Considérons la tour duale (10-3-4) de E7. Dan s cette tour, comme précédemment 
dans JE?6, nous allons considérer l'algèbre G2 comme le centralisateur de la sous-
algèbre C-admissible d e type C 3 décrit e par le diagramme 

( 1 0 - 5 - 1 ) 
7i 72 7 3 

Cela est possible du fait de la dualité du diagramme précédent avec le diagramme 
E7 9 ) de la Table 5. 
On montre par un calcul que parmi les racines restreintes 7i, 72,73 qui sont les 
racines de C3 , c'es t l a racine 73 qui est l a racine longue. Dans cette situation , 
contrairement au cas EQ, les racines 71 et 72 ne jouent pas des rôles symétriques, 
ce qui nous amène à distinguer deu x cas, chacun de ces cas donnant naissanc e 
à une ou plusieurs tours duales. 

10.5.1. 

Il est clai r qu e l'isotropie partielle de {^e^d\(9)) d u diagramme (10-5-1 ) es t de 
type .B3 (voir la fin de la démonstration du Th. 4.1.) et que cette algèbre B$ es t 
aussi l'isotropie générique du sous-diagramme C-admissible suivant de De : 

( 1 0 - 5 - 2 ) 
72 7з 

la sous-algèbre admissible (de D$) correspondant e étant de type B2. Comme ce 
sous-diagramme correspon d à  la partie semi-simple d'une sous-algèbr e de Levi 
maximale de £ 7 , o n obtient ains i une paire duale (B2 xC,B3 x  C). 
Puisque £ 3 es t un e isotropie partiell e d u diagramme (10-5-1) , on a  G2 C  B3 , 
donc ZE7(BS) C  ZE7{G2) = C3 . Mais il est facile de voir à partir du diagramme 
complété de E7 que la sous-algèbre régulière maximale de C3 d e type Ai xB2 , 
où B2 correspon d à {72,73} vérifie A1 x B2 C ZE7(BS) C  C3. On en déduit que 
ZE7(BZ) — Ai xB2. Pou r montrer qu'inversement on a aussi J33 = ZE7(AI XB2) 
considérons l'opération élémentair e décrite par le diagramme : 

v-
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Cela donne une paire duale de type (A\,De) dan s E-j (Prop . 5.15. ) e t o n voit 
(en comparant ave c le diagramme complété du diagramme C3 correspondant à 
7i,72> 73) que la sous-algèbre A \ d e cette dernière paire duale est la sous-algèbre 
qui figure dans ZE7(BS) .  On en déduit que ZE7(A\ X  B2) = ZD6(B2) =  B3. On 
a ainsi mis en évidence une paire duale (£3, Ai x  B2). 

Il y a alors trois manières de plonger B3 dans une sous-algèbre de Howe. 
La premièr e es t simplemen t l e plongemen t i? 3 C  B 3 x  C  o ù B 3 x  C  es t l a 
sous-algèbre de Howe décrite précédemment. Ici J33 est l'isotropie générique du 
diagramme (10-5-2). Mais ce diagramme est en dualité avec le même diagramme 
De où on a encerclé les trois premières racines dans la numérotation habituell e 
de Bourbaki (voi r Table 5,type Dn 1)) , ce qui permet de considérer jB 3 comme 
une sous-algèbr e admissible . Mais alors on a  un plongemen t # 3 jB 4 par l e 
Lemme 6.7.1., ce qui fournit la suite U3 x C B4 x C °—• De X  C de sous-algèbres 
de Howe. 

Pour l a seconde manière, considérons la paire duale (DQ, Ai) correspondan t à 
une opération élémentaire déjà décrite précédemment. On a bien sûr l'inclusion 
Bs C D6. L'algèbre DQ étant l a partie semi-simple d'une sous-algèbr e de Levi 
correspondant à  u n paraboliqu e maxima l o n obtien t auss i un e pair e duale 
(De x C,C ) (Lemme 5.2.) où , bie n entendu , C  désign e auss i l a sous-algèbr e 
de Cartan de l'algèbre Ai . 

Le troisièm e plongemen t es t B$ C  F± où l'algèbr e F4 es t l a sous-algèbr e 
d'isotropie de l a sous-algèbr e C-admissibl e d e type A i correspondan t a u dia -
gramme 

(10 - 5  - 3 ) 
7з 

Il s'agi t pou r cel a d e montre r qu e 5 3 commut e à  u n élémen t génériqu e d e 
la représentation (f#,di(#) ) correspondan t a u diagramme précédent qu i es t un 
espace préhomogène de type commutatif régulie r (Tabl e 2, Remarque 2.4.). Un 
tel élément générique a été calculé dans [M-R-S]. Il s'écrit X = X73 + Xp + X^, 
où 7 3 es t l a racin e définissan t ([#,<ii(0)) , c'es t à  dir e l a racin e encerclé e d u 
diagramme (10-5-3) , où ¡3 es t la plus petite des racines fortement orthogonale s 
à 7 1 don t l'espac e radicie l es t dan s nj " e t o ù eu es t l a plu s grand e racine . 
Cela provient d u fait qu e dans ce cas le nombre maximal de racines fortemen t 
orthogonales dans n̂ " est trois ([M-R-S]). Un calcul simple montre que dans les 
notations des Planches de Bourbaki [Bo2] 

ß = 0 1  2  2  2  1 
1 
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On remarquera que /3 est la plus grande racine de l'algèbre régulière De définie 
par le support d e /3. Soit D4 l'unique sous-algèbre régulière de type D4 de D6, 
elle contien t i?3 . La considération de s diagrammes complété s d e DQ e t d e E7 
montre qu e [D±,X$\ = [D±,XJ\ = 0. D'autre part , l'égalit é [i?3,Xy3 ] =  0  est 
claire .  Ainsi on a bien J33 C F±. 

L'inclusion F4 C EQ x C , où l'algèbre EQ x C est une sous-algèbre de Levi est 
évidente (E$ x C  étant e n dualité avec C d'après le Lemme 5.2.). 

Finalement o n a obtenu les tours duales suivantes : 

(10-5-4) 

E7 

D6 x C D6 x C 

D6 BA X C 

A5 B3 x C 

C3 B3 

B2 x Ai G2 

B2xQ A2 

C x i i Ai 

С С 

(10-5-5) 

E, 

D6 x C D6 x C 

D6 D6 

Аь B3 

C3 G2 

B2 x Ai A2 

A1 A1 

С G  103



H. RUBENTHALER 

(10 - 5  - 6 ) 

E7 

D6xC E6xC 

D6 Fi 

A5 Bz 

C3 G2 

B2 x. Ai A2 

Ai Ai 

C C 

10.5.2. 
Considérons maintenant l a sous-algèbre de Levi I0 l# ~ D5 x Ai x C  associée au 
diagramme 

et dan s l a parti e semi-simpl e ~  D5 x  Ai considéron s l e diagramm e C -
admissible (non connexe) 

qui correspond à  une paire duale (Ai x Ai x C , B3 x C) dans Ej. 
Ici Bz es t a  nouveau une isotropie partielle du diagramme (10-5-1) . On a donc 
G2 C  Bz o ù G2 es t l'isotropie totale d e c e diagramme , don c ZE7(B3) C 
ZE7(G2) C  C3. Mai s i l es t facil e d e voi r à  parti r d u diagramm e complét é 
de £ 7 que l a sous-algèbr e régulièr e maximal e d e Cz de type Ai x B2, où B2 
correspond à  {w,7j } vérifi e Ai x B2 C  ZE7(BZ) C  C3 . O n e n dédui t qu e 
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Ze7{B$) = AixB2. Pou r montrer qu'inversement on a aussi Ze7(Ai xB2) = B%, 
considérons l'opération élémentair e décrite par le diagramme 

qui donn e un e pair e duale de typ e (D6,Ai ) dan s E-j. On e n dédui t comm e 
en 10.5.1 . qu e Ze7{A\ X  B2) = Zd6(B2) = S 3 , ce qui donne une paire duale 
(Ai x 5 2, jB3) . Comme en 10.5.1 . on poursuit la construction de tours duales soit 
en plongeant i?3 dans i?3 x C, soit dans Z?6, soit dans F±. Mais les deux derniers 
plongements n e fournissen t pa s d e nouvelle s tour s duale s ca r le s deu x sous -
algèbres de type J33, à savoir l'isotropie générique de d\(8) étudiée en 10.5.1 . et 
celle correspondant à  l'isotropie générique de d\(6) étudiée ici, sont conjuguée s 
dans l e group e adjoin t d e É? pa r l'automorphism e qu i provien t d e l'uniqu e 
automorphisme no n trivia l du graphe de Dynkin complété . On obtient l a tour 
duale suivante. 

E, 

(10 -  5  - 7 ) 

D6 x С D5 x Ai x С 

De D5 x C 

Ab B3 x C 

C3 S 3 

Ai x B2 G2 

Ai x Ai x С A2 

Ai x Ç Ai 

С С 
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10.6. O ù l'on agrandi t l a première pair e duale dans E% 

Considérons la tour duale (10-3-5) de E8. Dans cette tour, comme précédemment 
dans J57, nous allons maintenant considérer l'algèbre G2 comme le centralisateur 
de la sous-algèbre C-admissible de type F4 associée au diagramme 

( 1 0 - 6 - 1 ) 
7i 72 7з 74 

(cela est possible du fait de la dualité du diagramme précédent avec le diagramme 
E8 8) de la Table 5) 
On montr e pa r u n calcu l que , parmi le s racines restreinte s 7^ , 72 , 73, 74 qu i 
forment un e base de F4, ce sont les racines 73 et 74 qui sont longues. 
Dans cette situation, comme dans i?7, les racines 71 et 72 ne jouent pas le même 
rôle, c e qui nous ammèn e à  distingue r deu x cas , chacun donnan t naissanc e à 
plusieurs tours duales. 

10.6.1. 
Commençons pa r regarde r l a sous-algèbr e d e Lev i l ~ D7 x C associé e a u 
diagramme admissible suivant : 

Dans cette sous-algèbre l on a une paire duale ( 5 3 x  C,jB 3 x  C) (qu i est auss i 
une paire duale dans Es) associé e au diagramme C-admissible suivan t d e D7 : 

( 1 0 - 6 - 2 ) 

L'algèbre J33 qui correspond à l'isotropie générique du diagramme précédent es t 
aussi l'isotropie partielle (\o,d\(6)) du diagramme (10-6-1). On a donc G2 C  B3 , 
d'où ZE8(B3) CZE8(G2) = FA. 

On voi t à  parti r d u diagramm e complét é d e Es qu e l a sous-algèbr e régulièr e 
maximale d e typ e JB 4 de F 4 vérifi e 5 4 C  Z#8(£3) C  ZE8{G2) = F4 . O n en 
déduit qu e ZE8{B3) =  B4. 
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Pour montre r qu'inversemen t o n a  auss i B 3 =  ZES{B±) o n commenc e pa r 
remarquer que les sous-algèbres B4 et F4 on t une même sous-algèbre de Cartan 
i)o — C4 qui es t l e centr e d e la sous-algèbr e d e Lev i associé e a u diagramm e 
(10-6-1). On e n dédui t qu e ZE8(B4) C  ZEB{$B) = D4 X C4, où D4 désigne la 
sous-algèbre régulière de Es engendrée par les racines non encerclées de (10-6-1). 
Donc 

ZES(BA) = ZD4(BA) = B3 . 

Nous avons ainsi mis en évidence une paire duale de type (JB3,JB4) . 
Comme pour E7 on a alors trois manière de plonger B% dan s une sous-algèbre 
de Howe. 
La première est simplement le plongement B3 C B3 x C évoqué précédemment. 
Ici £ 3 es t obten u comm e isotropi e génériqu e d u diagramm e (10-6-2) . Mai s 
comme c e diagramm e es t auto-dua l (Tabl e 5 , typ e Dn 1)) , o n peu t auss i 
considérer Bz comm e l a sous-algèbr e admissibl e d e D7 associé e a u mêm e 
diagramme (10-6-2 ) e t poursuivre par les inclusions suivantes de sous-algèbres 
de Howe : 

£3 C  B3 x C  C  B4 x C  C  B5 x C  C  D7 x C 

où J33 , B4 , B5 son t le s sous-algèbre s C-admissible s d e D7 correspondan t 
aux diagramme s o ù o n a  encercl é le s trois,quatr e o u cin q première s racine s 
(numérotation traditionnelle) . Les inclusions sont justifiées par le Lemme 6.7.1. 

La deuxièm e manièr e d'agrandi r l a tou r es t d e considére r l a suit e d e sous -
algèbres de Howe 

£3 C  D5 C E6 C E7 C E7 x C, 

où les sous-algèbres d e Howe D5, Es, E7 sont uniquemen t déterminée s pa r l e 
fait qu'elle s apparaissent lor s d'une seule opération élémentaire . 

Le troisièm e plongemen t es t B3 C  F4 où F4 est l'isotropi e génériqu e d u 
diagramme 

correspondant à  une algèbre admissible de type G2. Cette inclusion se démontre 
comme dans le cas E7 (10.5.1). 
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Finalement o n construit le s tours duales suivantes 

( 1 0 - 6 - 3 ) 

Es, 

E7 x С Dr x С 

Er В5 х С 

Ее В4 x С 

F4 В3 х С 

Bi В3 

В3 х С G2 

В2 х С А2 

M x  С Ai 

С С 

( 1 0 - 6 - 4 ) 

Es 

Er x С Er x С 

Er Er 

Ее Ее 

Fi. Db 

Bi В3 

Ai G2 

Ä2 A2 

Ai Ai 

С С 
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(10 - 6  - 5 ) 

Es 

E7 x C D7 x C 

E7 E7 

E6 Eg 

Fi ,Fi 

Bi B3 

G2 G2 

A2 A2 

A1 Ai 

C C 

10.6.2. 
Commençons par considérer la sous-algèbre de Levi maximale i   ̂D 5 x 42 x  C 
associée au diagramme admissible suivant 

Dans cette algèbre l  on a paire duale (A\ x A2 x C, B3 x C) associée au diagramme 
C-admissible (non connexe) suivant de l ' ~ D5 x A2 : 

( 1 0 - 6 - 6 ) 
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L'algèbre B3 qui correspond à  l'isotropie générique du diagramme (10-6-6 ) es t 
aussi l'isotropie partielle {}o,d\(0)) du diagramme (10-6-1). On a donc G2 C  B3. 
Donc ZE8(BS) C  ZE8(G2) C  F±. O n voit à  partir d u diagramm e complét é de 
Es qu e la sous-algèbre régulière de type Ai x A3 de la sous-algèbre admissibl e 
F4 vérifi e Ai x As C ZE8(B3) C  F4. Mai s cette sous-algèbre régulière n'est pa s 
maximale dans F4 et , en utilisant l'élément du groupe E6 qui échange l'isotropie 
partielle considérée ici avec celle considérée en 10.6.1 on voit que ZE8(B3) = B±. 
Inversement,comme en 10.6.1. on montre que ZE8(B±) — B3 e t on les trois suites 
d'inclusions de sous-algèbres de Howe : 
B3 C  B3 x C  C  D5 x C  C  E6 C £7, 
B3 CD5CE6 CE7, 
B3 C  -F4 C EQ C  E7 
qui donnent le s tours duales suivantes. 

(10 -  6  -  7 ) 

E8 

Е7 x С Е7 x С 

Е7 Е7 

Ее Ее 

Fi Db x С 

В4 •В3 x С 

Ai x  А2 x С B3 

А2 x С G2 

А2 А2 

Ai Ai 

С С 

( 1 0 - 6 - 8 ) 

Eg 

Е7 х С Е7 х С 

Е7 Е7 

EQ Ее 

Fi Db 

Bi В3 

А3 G2 

А2 А2 

Ai Ai 

С С 
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( 1 0 - 6 - 9 ) 

£8 

E7xC E7 x С 

E7 E7 

E6 EQ 

Fi Fi 

Bi Bz 

GÍ G2 

A2 A2 

Ay Ал 

С С 

Remarque 10.6.2.1 . — 
Pour construire , comme nous l'avons fait , ce s tours dans Es, nous avons utilisé 
le passag e isotropie-admissibl e correspondan t à  deu x diagramme s e n dualité , 
parfois à  deux reprises comme dans la partie droite de (10-6-3). 
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11. Paires duales associées aux orbites des espaces 
préhomogènes commutatifs 

Nous avons introduit le s espaces préhomogènes commutatif s a u paragraphe 2 . 
Rappelons qu'il s'agit des espaces préhomogènes de type parabolique correspon-
dant à  la situation o ù n̂ " =  dtop(0) = d\{6) est commutatif . 

La classification d e ces espaces constitue la Table 2 . Notons que nous partons 
ici d'un te l espace préhomogène commutatif no n nécessairement régulier . 

Nous allons attacher une sous-algèbre de Howe à chaque L#-orbite de n+. Dans la 
notation traditionnelle des espaces hermitiens symétriques, nous aurons attaché 
une sous-algèbre de Howe à chaque Kc-orbite d e p+ (voir Remarque 2.4.6.). 

Nous commençons par rappele r brièvemen t l a classification d e ces orbites. Les 
démonstrations s e trouvent dan s [M-R-S ] et [R-S] . Nous utilisons les notations 
des paragraphes 1  et 2. 

Soit ao l a racin e encerclé e d u diagramm e d e départ . Soi t TZi l'ensembles 
des racine s fortemen t orthogonale s à  a o (c'es t auss i l'ensembl e de s racine s 
orthogonales k ao). L'ensemble T̂ i est un système de racines dans le sous-espace 
qu'il engendre. Posons 

b1 = 
a E R1 

C H0 01 = 
a E R1 

0a. 

Alors 0i est une sous-algèbre semi-simple de 0, f)i es t une sous-algèbre de Cartan 
de 0! e t TZi es t l e système de racines de (0i , f)i). Poson s 0+ =  (7£+ \ <  6 >+ 
) DTZi e t 91 = $ fi7Zi. Si 0+ =  0 , alors 0\ est une base de TZ\ e t la construction 
que nous sommes en train d e décrire est terminée . Si 01 #  0 , on montre qu'i l 
existe une unique racine ai G  0+ telle que toute racine de $^ soit la somme de 
ai e t d'une combinaison linéaire d'éléments de 0\. 

Il en résulte que V1 = {ai } U #i es t la base de TZi tell e que les racines positives 
correspondantes soien t les éléments de IZf =  TZi Pi 7£+. 
La situation (0i , f)i,^i,ai) es t alors analogue à la situation (0 , t),^,a0). Avec 
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des notations évidente s on obtient u n nouvel espace préhomogène commutati f 
(I0, n0+) i e t on poursuit jusqu'à l'arrêt de la construction. La dernière étape sera 
notée ([#n, n )̂ e t l'entier n joue un rôle important dan s cette théorie. 

Posons 

Z0 — 0, Z\ — Xao, Z2 — XaQ + XQl,..., Zn+i — Xao + XQl + ... + XQin . 

Théorème 11.1 . — ([M-R-S ] Th. 2.8.) 
Les éléments ZQ,ZI,. . . ,ZN constituent un système de représentants des L$-
orbites dans n̂ ~. L'élément Zn+i est le représentant de Vorbite ouverte. 

Pour p = 0,. . ., n, introduisons les notations suivantes : 

Xp — zJ¿=o XQi X — ¿2i=o Hai X YJÍ=O X-CXÍ 

V+ —  X^n Y V ° — Ŷ n JJ V~ — Y 1p ~ Z-jj=p+l ^oij 1p — l^j=p+l 11 &j Ip — l^j=p+l ^-(Xj 

Le choix des éléments radiciels sont fait s d e sorte cjue [^_Q ^ , .ATQ^ ] — H1 pour 
i = 0,. . ., n. Puisque les racines a0, Û^, . . ., an son t fortemen t orthogonale s les 
triplets (X~,Xp,X+) e t (Y~,Yp°, Y+) sont des $[2-triplets qui commutent. On 
notera que les éléments X+ = ZV+\ formen t un système de représentants des L$-
orbites de n+  e t qu e les deux précédents B\2-triplets apparaissent ains i comme 
étant associé s à l'orbite de ZV+\. 

Introduisons également l'élément H0 = X„ = Xp ®Yp (p = 0,. . . , n — 1) . On 
sait qu'o n a  l'égalité H g = Ho si et seulement s i l'espace préhomogène (l^n^- ) 
est régulier ([R-S ] Prop. 2.2.). 
Soit V u n sous-espace adf)-stable d e 0. Nous notons V\ l'espac e propre de H0 
pour la valeur propre i. On a la décomposition suivante ([R-S] Prop. 2.2.). 

(11-1) n + = n+1©n+ 2 le = l" 1 © [° © [+1 a - n - ' l n " 2 

(afin d e n e pa s alourdi r le s notations , nou s avon s pos é n̂ 1 =  n̂ "" 1 e t 
u0 =  u 0 ) • 
On remarquera qu e les espaces propres impairs son t réduit s à  {0 } dans le cas 
régulier (e t seulement dans ce cas). 
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Posons d'autre par t pour i,j G  Z  : 

K(iJ) = {X E  0, [X°p, X] = iX , [Yp°, X] = jX} . 

La même démonstration qu e celle de la relation (3-2 ) p. 113 de [M-R-S] montre 
que nécessairement \i\ + \j\ < 2 . 
On en déduit le s décompositions suivantes : 

(11-2) 

n-2 =  K(-2, o ) e K{-\, - 1 ) 0 K{O, -2 ) 
[ ^ e n - 1 =K(-I, o )©/ao , - i ) 

i°e = # ( i , - i ) e # ( o , o ) e k ; -1, 1) 
[+1en+1 = /{( i ,o )e / { (o , i ) 

n+2 = (2,0 ) 0 i f (1,1) © K(0,2) 

Désignons (pour p = 0,. . ., n) par 0jjaî r la sous-algèbre 

g£air = Zg(H$ - H0) = K(-2,0) 0  K(Q, -2) 0  K(0,0) 0  if(2,0 ) 0  K(0,2). 

La sous-algèbre Qpmi,r es t réductive et nous notons }p son centre. Soit ap la sous-
algèbre de type Ai engendré e par le triplet (X~ ,XpyX£). L e résultat principal 
de ce paragraphe est alors : 

Théorème 11. 2 .  — L'algèbre ap 0 }p est une sous-algèbre de Howe de 0. 

Remarque 11. 3 .  — 
Supposons que (t#, n̂ ~) soit régulier et considérons l'orbite ouverte de cet espace 
préhomogène. Alor s H0 = Ho = X„. Dan s cett e situatio n l e Théorème 11.1. 
précédent s e ramène exactement a u Théorème 4.3. 

Démonstration du Théorème 11.2. — 

Puisque Xp G  ap e t que H$ — Ho G 3P, on a l'inclusion : 

(11 - 3 ) Zg(ap 0 ip) C  K(0, -2) © tf(0,0) 0 K(0,2) 

Soit ap l a sous-algèbre de type A1 engendrée par le triplet (Y~, Yp, Yp+ ) . 
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On a aussi : 

(11-4) . ap ©3P c ZB(ap ®}p) 

Mais les algèbres ap e t ap jouant de s rôles symétriques on a aussi : 

(11 - 5) . Zs(Zs(ap © ip)) C  K{-2,0) ©  K{0,0) ©  K(2,0) 

Posons g£air = K(-2,0) ©  A'(0,0) © K(2,0). L'inclusion (11-5 ) donne : 

(11 - 6 ) Zs(Zs(ap © 3P)) = Z~,.ir(Z9(ap © 3P)) C Z^.i, Zpair (ap © 3P)) 

(la dernière inclusion étant purement ensembliste) . 
D'autre par t l a décomposition triangulair e 

gpair =  j ^^o, -2) © g£air © tf(0,2) 

prouve qu e g£aî r es t un e sous-algèbr e d e Levi de g£aî r e t d e plus , l'actio n 
adjointe d e §£aïr sur K(0,2) (c e dernier est commutatif) es t irréductible (voi r la 
démonstration page 100 de [M-R-S]). 
La sous-algèbre #£aîr ©ii"(0, 2) est donc une sous-algèbre parabolique maximale 
de tfpair. 
Le centre de §£a*r est alors égal à ip®CYp (i l est clair que Y£ commute à S£azr)-
Donc 

(11-7) $pai r = 3P © CYp° © [spair, Qpair]. 

Posons Sp = [èppair,gppair]. O n a alors 

(11 - 8 ) Zj,.ir{Zj,.tr(ap ©  3P)) = h ©  Crp° © Z~ (Z^(ap)) . 

Soit maintenant x G Zg(Z9(ap © }p)) C Z^pair(Z^p*ir(ap ©3P)) (relatio n (11-6) ) 
et écrivons cet élément dans la décomposition (11-8 ) : 
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x = xh+ cYp ° +  x' 

où xèp E  3P, c £ C et x ' E  Z~^(Z~ (ap)). 

D'après le Théorème 4.3. on a 

Zsp(ZsP(AP^ = AP' 

Donc x' E  CLP. Puisqu e Y+ E  ZQ(ap © 3P), on déduit de l'égalité [Yp+ ] =  0  que 
c = 0. 
Nous venons de montrer que 

ZQ(Z${&P © 3p)) —  ap ©  3p • 

D 

Proposition 11.4 . — On a : 

Zô(ap © ip) = Jf (0, -2) ©  ZK(0t0)(ap © ip) © /f (0,2). 

Démonstration. —  D'aprè s la relation (11-3) , il suffit d e prouver que if (0, —2) 
et i f (0,2) commuten t à  ap © 3p. La commutation ave c 3P est évident e d'aprè s 
la définition d e %v. Pou r prouver que, par exemple, l'espace if (0,2) commute à 
dp, il suffit d e prouver que if(0, 2) commute à Xp c e qui relève de la définition 
de if (0, 2), et que if (0,2) commute à X+ E  if (0, 2), ce qui découle de l'égalité 
[K(0,2),K(0,2)] = {0}. D 

Remarque 11 .5. (su r la dimension de %p). — 
Commençons par introduire une Z-graduation sur 0  en posant 

( H - 9 ) 0  = 0 -i ©0 0 ©01 

où 

0_! = n" 1 © Ij1 0 o = n" 2 © [° © tl+2 0 ! = U+ 1 © [-1 . 

On vérifie facilement qu'i l s'agit bie n d'une Z-graduation, donc notamment que 
0-1 e t 0 ! sont des algèbres commutatives. 
En fai t l a graduation (11-9 ) es t no n triviale (i.e . 0 i 7 ^ {0}) s i et seulemen t s i 
([#, n̂ ") es t no n régulier . Dans ce cas cette graduation correspon d à  une sous-
algèbre paraboliqu e maximale , c e qu i fai t qu e l e centr e Z(QQ) d e 0 O est d e 
dimension 1. Par ailleurs, l'inclusion Z(gQ) C 0*Jaîr C 0o prouve que Z(flo) C  3p. 
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Ainsi ip est au moins de dimension 1  si (t#, nj) es t non régulier. 
On en déduit que, quitte à se restreindre à [0o, 0o] et à considérer la graduation 
induite par l a graduation 0 O =  n̂ " 2 © l°0 © n̂ ~2, qui correspond à  une situation 
régulière, on peut suppose r que l'espace préhomogène (I0 n+") est régulier. 
Considérons dans ce cas la Z-graduation suivante de 0 : 

(H -  10 ) 0  = 0- 2 © 0-i ©  0o © 0i © 02 

où 

0_2 =  K(0, -2 ) 
s-! = A ' ( i , - i ) e / i ' ( - i , - i ) 

go = к(-2, о ) œ к(о, о ) e Ä"(2, О) 

0! = ^ ( - 1 , 1 ) 0 ^ ( 1 , 1 ) 
fl2 =  Ä "(0,2) 

Il s'agit d'un e Z-graduatio n à  deux crans et on remarque que 

fljTr = 0 -2 © 0o © 02 • 

Si la graduation (11-10 ) de 0  correspond à  une sous-algèbre parabolique max-
imale, i l es t facil e d e voi r qu e lv = {0} . Si par contr e l a graduatio n (11-10 ) 
correspond à  une sous-algèbre parabolique non maximale (o n ôte deux racines 
de la base...), alors 0o a un centre de dimension 2, et en écrivant qu'un élément 
de ce centre commute à 02, il reste un centre %v d e 0̂ a2r de dimension 1. 
Un calcu l montr e qu e (dan s l e ca s régulier ) seule s le s situation s o ù 0  ~  An 
fournissent u n centre %v no n réduit à  {0}. 
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