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INTRODUCTION 

L'interprétation arithmétique des valeurs aux entiers des fonctions L com
plexes associées aux variétés projectives sur un corps de nombres est fondamentale en 
théorie des nombres. A la suite de nombreux travaux, les conjectures à la Bloch-Kato 
ont permis de comprendre quelle est l'interprétation de ces nombres dans un cadre très 
général. D'autre part, depuis les premiers exemples d'interpolation p-adique de ces 
nombres, on rêve de construire des fonctions L p-adiques qui auraient des propriétés 
les plus semblables possibles à celles des fonctions L complexes. Ainsi, par la théorie 
d'Iwasawa, on cherche à construire deux types de fonctions L p-adiques : les premières 
à partir des valeurs des fonctions L complexes et les secondes à partir de l'interpréta
tion arithmétique de ces valeurs. Un lien entre ces deux types de fonctions est alors 
conjecturé. 

Reprenons rapidement quelques cas bien connus. Le premier exemple de 
fonction L est celui de la fonction Q de Riemann définie comme le prolongement 
méromorphe ((s) à C de 

E n-1 = H(1-l-s)-1 
n>0 l 

où le produit est pris sur les nombres premiers l. Un analogue p-adique de £ a été 
construit par Kubota-Leopoldt puis par Iwasawa, non comme produit de facteurs 
eulériens, ce qui n'a pats (encore !) de sens en jo-adique mais par interpolation p-
adique des Ç{k) pour k entier strictement négatif impair : ainsi, l'étude des propriétés 
p-adiques des Ç(k) ou plutôt de 

(i) C{p>(*0 = (i-p-*)C(*) 

permet de construire, pour toute classe j modulo p—1 une fonction continue Çp(s, 
pour s G Zp — {1} et OJ le caractère de Teichmiiller telle que £p(fc,u;J') = Ç{p}(k) pour 
k = j mod p—1, h entier négatif impair. En utilisant l'équation fonctionnelle, on peut 
aussi réécrire cette formule en termes des entiers positifs pairs : les valeurs interpolées 
sont alors 

(2) r^xi-p-T^i-p*-1) 
(2i7T)fc 

2i7T)fc 
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B. PERRIN-RIOU 

pour k entier positif pair appartenant à une classe de congruence fixée modulo p — 1. 
On peut d'autre part définir cette fonction Ç p-adique par interpolation des valeurs 
en k fixé des fonctions L associées aux caractères de Dirichlet rj de conducteur une 
puissance de p et tels que rj(—l) = ( — l)k. 

Un autre exemple désormais classique est celui des courbes elliptiques E 
sur Q ayant bonne réduction ordinaire en p, modulaire ou à multiplication complexe. 
Les premières constructions des fonctions L p-adiques associées à de telles courbes 
elliptiques modulaires sont dues à Mazur et Swinnerton-Dyer dans le premier cas, à 
Coates et Wiles dans le second cas. Dans le cas des courbes elliptiques modulaires 
ordinaires en p, la fonction L p-adique est obtenue par interpolation p-adique des 
valeurs de la fonction de Hasse-Weil de B/Q en 1 twistée par un caractère de Dirichlet 
de conducteur une puissance de p arbitrairement grande ; la valeur en 1 (en un sens à 
préciser) de cette fonction L p-adique est alors de la forme 

(3) (1 - oÇl)(l - p-lap)-lL{p}{E/Q, 1) 

où Lsp\(E/Q, 1) est la fonction L "incomplète" en p de E/Q, 

L[pi(E/Q, s) = (1 - app-s)(l - /3pp-s)L(E/Q, s) 

et où (1 — ctpp s)(l — Ppp s) est le facteur d'Euler en p avec ap unité p-adique. 

L'idée de la théorie d'Iwasawa est alors de construire un idéal de l'algèbre 
d'Iwasawa à partir de la représentation p-adique associée à la situation : Qp(l) dans le 
premier cas, tensorisé de Qp avec le module de Tate des points d'ordre une puissance 
de p sur la courbe elliptique dans le deuxième cas (Iwasawa, Mazur, Greenberg, 
Schneider...). Dans ces cas déjà bien étudiés, on a à faire à des représentations dites 
ordinaires et cet idéal est construit comme l'idéal caractéristique d'un certain module 
(dual de Pontryagin d'un groupe de Selmer). Les conjectures principales relient alors 
cet idéal caractéristique et la fonction L p-adique d'interpolation. 

Nous proposons dans ce texte une généralisation à des représentations p-
adiques ayant bonne réduction en p. Le cas le plus simple non ordinaire est le cas de 
la représentation p-adique associée à une courbe elliptique modulaire E ayant bonne 
réduction supersingulière en p. Plusieurs phénomènes nouveaux apparaissent. Du côté 
de l'interpolation p-adique, deux fonctions L p-adiques peuvent être construites, de 
valeur en 1 respectivement 

(4) (1 - oÇl)(l - p-lap)-lL{p}{E/Q, 1) 
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INTRODUCTION 

et 

(5) (1 - ß~l){\ -p-lßp)-lL{p}{E/Q, 1) 

D'autre part, ces fonctions n'appartiennent plus à l'algèbre d'Iwasawa (algèbre isomor
phe à l'algèbre des séries formelles en une variable à coefficients dans Zp) mais ont dans 
leur développement en série des dénominateurs. Du côté des modules d'Iwasawa, les 
candidats naturels ne sont pas de torsion sur l'algèbre d'Iwasawa. 

Indiquons grossièrement comment ces difficultés peuvent être surmontées. 

D'abord, toutes les sortes de fonctions L p-adiques que nous construisons 
dépendront d'un paramètre appartenant à une puissance extérieure convenable du 
module de Dieudonné-Fontaine D associé à la représentation p-adique. Lorsqu'elles 
seront évaluées au caractère trivial 1, apparaît alors la même puissance extérieure d'un 
opérateur (1 — </?)(l — p~l<p~l)~l où <p est l'opérateur de Frobenius agissant sur D. Les 
valeurs propres de cet opérateur permettent d'expliquer les facteurs d'Euler "bizarres" 
apparaissant dans les formules d'interpolation. 

Du côté de la théorie d'Iwasawa arithmétique, nous n'essayons pas de 
construire un module de torsion sur l'algèbre d'Iwasawa, qui à notre avis n'a en général 
pas de raison d'exister. Très grossièrement dit, nous nous contentons d'utiliser des 
modules construits à partir de la cohomologie galoisienne "non ramifiée en dehors d'un 
nombre fini de places S suffisamment grand" H1 et H2 et de les "mesurer" à l'aide 
d'une application "logarithme élargi" ou régulateur à valeurs dans le produit tensoriel 
de D et d'une algèbre de fonctions contenant l'algèbre d'Iwasawa. 

Pour préciser un peu cela, fixons quelques notations. 

Soit Q une clôture algébrique de Q et Qp une clôture algébrique de Qp. Si 
F est un corps de nombres contenu dans Q, on pose F = Q, GF = Gal(F/F). Soit 
p un nombre premier impair. On choisit dans tout le texte un plongement de Q dans 
Qp. On fixe un corps de nombres F non ramifié en p. On note F^ = F{iipoo) et 
Fn = F(/v+i). On pose GN = Gal(Fn/F), = G a l ^ / F ) , A = Zp[[Goo]]. Le 
groupe Goo est canoniquement isomorphe à Gal(Qoo/Q). Si S est un ensemble fini de 
places contenant les places à l'infini, les places divisant p, on note GS,F le groupe de 
Galois de la plus grande extension algébrique de F non ramifiée en dehors de S. 
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Soit V une représentation p-adique pseudo-géométrique de GF (non ramifiée 
en dehors d'un ensemble fini de places de F et de de Rham aux places de F divisant 
p) et cristalline en toutes les places divisant p. Soit S un ensemble fini de places 
contenant les places divisant p, l'infini et les places où V est ramifiée. Ainsi, V est 
une représentation p-adique de GS,F- NOUS attachons à tout réseau T de V stable 
par GF un A-module de rang < 1, noté Iarzth,{p}(T) et que l'on appelle module des 
fonctions L p-adiques arithmétiques de T. La construction est fonctorielle en T, 
multiplicative en les suites exactes, compatible aux homomorphismes de twist par la 
représentation Qp(j) de Tate pour tout entier j et l'on a une équation fonctionnelle 
lorsque l'on change V en V*(l) = HomQp(ï/, Qp(l)) et T en T*(l) = HomZp(T, Zp(l)). 
Plus précisément, si DP(V) est le (^-module filtré associé par la théorie de Fontaine 
à Indjp/Q(y) sur Qp, le A-module ïïar«t/i,{p}(T) est naturellement contenu (à un grain 
de sel près) dans /C(Goo) ® A*DP(V*(1)) où /C(Goo) est l'anneau total des fractions 
d'une algèbre ^(Goo) contenant l'algèbre d'Iwasawa A et où A*DP(V*(1)) est l'algèbre 
extérieure de DP(V*(1)) (on peut en fait remplacer /C(Goo) par H(Goo) <g> Frac(A) 
où Frac(A) est l'anneau total des fractions de A). Si l'on considère la composante 
Iarit/l5{p}(T)+ fixée par Gal(Q(/ip)/Q(/ip)+), la puissance extérieure convenable est la 
puissance d+-ième où d+ est la dimension du sous-espace vectoriel de Indjp/Q(Vr) fixé 
par une conjugaison complexe. 

Comment construit-on ce A-module ? Le premier ingrédient est le loga
rithme élargi Cy qui est un homomorphisme de A-modules 

Z^p(F,T)^/C(G00)®Dp(l/) 

où Z(̂ op(F, T) est la limite projective des ®v\pH1(FnyV,T). Cet homomorphisme (ou 
plutôt son inverse Çly) est construit dans [P94] (il dépend d'un entier h mais nous 
l'oublierons et ne tiendrons pas compte de cette difficulté un peu technique dans 
l'introduction, quitte à être incorrect). L'existence de Qy et de Cy repose sur des 
propriétés d'analycité des logarithmes de Bloch-Kato associés aux twists V(j) de V 
pour j assez grand. Par exemple, une conséquence de ces propriétés de continuité 
est que pour v divisant p, si j et f sont des entiers assez grands congrus modulo 
(p - l)pn, si F G Hl(Fv,T(j)) et P' G Hl{Fv,T{j')) sont congrus modulo pn+1 (c'est-
à-dire que leurs projections dans HX{FV, T(j)/pn+1T(j)) ^ Hl(Fv, T(j')/pn+1T(/)) 
sont égales), les logarithmes de Bloch-Kato de P et de P' relativement à V(j) et à 
V(j') respectivement et convenablement modifiés sont congrus modulo pn. Pour un 
énoncé exact, cf. §4.5 et en particulier §4.5.5. 

Revenons à la construction de Iarït/i,{p}(T) ou plutôt de Iarït/i,{p}(T)+ pour 
simplifier. Si M est un Gal(Q(/ip)/Q)-module, on note M+ le sous-module de M fixé 
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par Gal(Q(/zp)/Q(/ip)+). On peut voir IaHt/lj{p}(T)_|_ comme un sous-A-module de 

Hom<QP(Ad+Dp(Vr), /C(Goo)+) 

par risomorphisme ^(Goo)+ (g) Ad+ Dp(Vr*(l)) = HomQp(Ad+Dp(\/), /C(Goo)+)- Con
sidérons les A-modules 

^ 5 ( ^ T ) = lim (̂Gs,Fn)T) 
71 

Par localisation, on obtient un homomorphisme de A+-modules de H^s(FyT)+ dans 
Z^p(F,T)+. A des facteurs techniques près, si n G Ad+ DP(V), Iarit/l){p}(T)H_(n) est 
essentiellement 

A+f+(H^s(F, T)).n A detA+A,(tf^i5(F, T)+) 

où f+(H^s(F, T)) est une série caractéristique du A+-module H^oS(Fi T)+. Ainsi, 
Iarît/i,{p}(T)+ mesure à la fois la position de i?^5(F, T)+ dans /C(Goo)+ 0 Dp(y*(l)) 
par l'application logarithme (régulateur) et la taille de H^oS(F1T). 

Pour que cette définition ne donne pas un A-module nul, nous devons 
supposer vraies les conjectures dites de Leopoldt faibles pour V et pour V*(l), ce 
que l'on note ici Leop(V, V*(l)) : il s'agit de la nullité de i72(G5)Foo, V/T) et de 
H2{Gs,Foot V*(l)/T*(l)). Nous conjecturons donc Leop(V, V*(l)) et montrons que 
ïïarit/i,{P}(T) est alors libre de rang 1. 

Sous certaines hypothèses de régularité, il est d'autre part possible de 
calculer à une unité près la valeur en 1 du coefficient dominant d'un générateur de 
Iarï£fr,{p}(T). Ce calcul fait en particulier apparaître l'opérateur 

A*+(l-*>)(!-p-V1)"1 
(qui intervenait déjà dans les propriétés d'interpolation des logarithmes) et les nombres 
(ou leurs analogues p-adiques quand il s'agit de périodes complexes) intervenant dans 
les conjectures de Bloch-Kato. Cela nous permettra de faire des comparaisons entre 
nos conjectures et les conjectures de Bloch-Kato dans le cadre motivique. 

De même, si V est toujours une représentation pseudo-géométrique cristal
line aux places divisant p et si c est une conjugaison complexe, on attache à (V, c) un 
A-module Iarit/iï{p}(Vr, c) libre de rang 1 contenu dans l'anneau total des fractions K de 
H = Bcris ® K(Goo). Le A-module larith,{P}{V, c) est obtenu à partir de Iarit/i,{P}(T) par 
une projection convenable. Contrairement à Iarit/i,{P}(T), il est indépendant du choix 
de T. 
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Lorsque V est la représentation p-adique de Gq associée à une courbe 
elliptique sur Q ayant bonne réduction en p, Iarith,{p}(T) est lié au sous-A-module 
Xanth(T) de /C(Goo) <g> DP(V) défini dans [P93]. Pour V = Qp(j), on retrouve l'idéal 
caractéristique de certains modules d'Iwasawa classiques (2.5, voir aussi [P]). 

Soit maintenant M une structure motivique sur Q au sens de [FP94], de 
réalisation de de Rham MdR, de réalisation de Betti MR et de réalisation Z-adique 
M/. Sa réalisation p-adique Mp est une représentation p-adique pseudo-géométrique 
de G Supposons de plus qu'elle soit cristalline aux places de F divisant p. Le 
facteur d'Euler en p de la fonction L complexe peut être interprété comme le polynôme 
caractéristique de 1'"opérateur de Probenius" ip agissant sur le Qp-espace vectoriel 
Dp(Mp) = Qp <8)q MdR (dans les exemples évoqués, Mp est le tensorisé avec Qp du 
module de Tate des racines pn-ièmes de l'unité ou des points d'ordre une puissance de 
p de la courbe elliptique). 

Soit Ai une Z-structure sur M, c'est-à-dire la donnée d'un sous-Z-module 
libre maximal Ai de MB et pour tout nombre premier l d'un Z/-module libre maximal 
Mi de Mi stable par GQ et tel que Zi <8> Ai = Aii. On peut alors définir le A-module 
^arith,{P} ( Ai p). D'autre part, M admet une fonction L complète L°°(M) : 

L°°(M,s) = T\Ll(M,S) 
IGP 

où P est l'ensemble formé par les nombres premiers et oo. Notons L°°(M, 77, s) la 
fonction L tordue par un caractère de Dirichlet 77. En utilisant les valeurs spéciales 
de L°°(M, 77, j) pour j entier et 77 caractère d'ordre fini de conducteur une puissance 
de p, nous donnons une conjecture sur l'existence d'un générateur privilégié de 
^arith,{P}{Aip) qui sera noté L^l7r(A/t) (il dépend aussi du choix de 2in à la fois p-
adique et complexe). C'est la fonction L p-adique de Ai, Une fois les objets définis, 
une grande partie du travail est de vérifier les compatibilités entre les conjectures faites 
et les conjectures à la Bloch et Kato, l'équation fonctionnelle, les exemples déjà connus 

Donnons quelques précisons sur les propriétés définissant (conjecturalement) 
la fonction L p-adiqUe L^î7r(A4). Celle-ci est caractérisée par ses valeurs sur xj 
pour j assez grand (x est le caractère cyclotomique). Rappelons que pour j assez 
grand, les conjectures de Beilinson prédisent que le quotient de L(M(j),0) par une 
certaine période PevM^ est un nombre rationnel. Cette période est le déterminant 
(dans des bases rationnelles) de Hj(Q,M(j)) —• C MdR(j)/C (g) MB(j)+ pour 
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Hj(Q, M(j)) le Q-espace vectoriel des points motiviques de M{j). Nous définissons 
de même une période p-adique PeiM(j)p(n) pour n € Ad+MB. Posons d'autre part 
L{£,oo}(M) = Ul premier^ Lt(M,S). Alors, 

A^ca-^-^i-p-^-v1)) X-jLp,2iTT 
{P} 

(M) 

est essentiellement égal (pour j pair) à 

L(S,oo}(MC?)>°) 
PerM(J)P 

•PerM(J)P 

(il y a aussi des factorielles que nous ne précisons pas dans cette présentation). Nous 
renvoyons au corps du texte pour les formules précises (cf. aussifPa]). 

Ce texte fait suite à [P94] où est construit ce que nous avons appelé ci-
dessus le logarithme élargi. Le cas particulier des courbes elliptiques a été traité en 
détail dans [P93] (voir aussi [BP93]). Toutes les représentations p-adiques considérées 
sont supposées pseudo-géométriques et cristallines aux places divisant p et définies sur 
un corps de nombres non ramifié en p. On aurait aimé pouvoir aussi traiter le cas 
des représentations p-adiques semi-stables. C'est le manque de théorie locale dans ce 
cadre-là qui nous en a empêché. On s'appuie aussi sur [FP91] ou [FP94] pour les 
notions de "base" sur les représentations géométriques, les Zp-modules Hj(F,T), les 
structures motiviques... 

Nous avons d'autre part pris le point de vue de ne pas parler de motifs et de 
cohomologie de variétés projectives, en particulier dans les trois premières parties, mais 
uniquement de représentations p-adiques. Bien sûr, si l'on veut vérifier les conjectures 
fondamentales sur les fonctions L p-adiques, les exemples à prendre se trouvent entre 
autres dans ces cohomologies. 

Donnons un résumé rapide des différentes parties de ce texte. 

Dans la partie 1, nous construisons le module des fonctions L p-adiques sans 
facteurs à l'infini d'une représentation V géométrique et cristalline en p en utilisant 
d'une part des résultats de cohomologie galoisienne et d'autre part la théorie locale 
développée dans [P94]. 

Dans la partie 2, nous définissons les facteurs à l'infini et le module des 
fonctions L p-adiques de V ; nous en étudions quelques propriétés dont l'équation 
fonctionnelle. 
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Dans la partie 3, nous définissons les périodes p-adiques et étudions leur lien 
avec la valeur en 1 à une unité près d'une base du module des fonctions L p-adiques. 

Dans la partie 4, nous commençons une théorie des fonctions L p-adiques 
d'un motif dont la représentation p-adique associée est du type étudié précédemment. 

Nous avons ajouté trois appendices. Le premier ne comporte pas de démons
trations et rappelle des résultats maintenant classiques de cohomologie galoisienne. Le 
deuxième précise la conjecture Leop(V) faite dans le texte et donne des exemples. 
Les cas où nous savons la montrer sont toujours des applications faciles de théorèmes 
difficiles (de Kolyvagin, Rubin, Flach entre autres). 

Le troisième appendice, qui est un travail en collaboration avec J.-M. 
Fontaine, donne une conjecture sur le calcul de certains nombres de Tamagawa locaux. 
On y montre aussi comment cette conjecture locale permet de vérifier la compatibilité 
des conjectures à la Bloch-Kato à l'équation fonctionnelle. Il est totalement indé
pendant du reste. 

Ce travail a été fait durant les années passées à l'université Pierre et Marie 
Curie. Je tiens en particulier à remercier de son accueil le laboratoire de Mathématiques 
fondamentales (équipe CNRS 747). Merci aussi à Pierre Colmez pour ses remarques 
toujours fructueuses. 
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NOTATIONS 

i) Si V est un Qp-espace vectoriel, on note V* son dual : 

K* = HomQp(V;Qp) 

Si T est un Zp-module de type fini, T* = HomZp(T, Zp) est canoniquement contenu 
dans (Qp ®Zp T)*. On les notera aussi respectivement V~L et T-1. Si M est un 
Zp-module, on note M~ le dual de Pontryagin de M : 

AT = HomZp(M,Qp/Zp) . 

ii) Si A C R sont deux anneaux et si M est un A-module, on note 
MR = RÇ^AM le i?-module obtenu par extension des scalaires. Si a est une application 
A-linéaire de M dans N (où M et N sont des A-modules), on note CXR l'application 
obtenue par extension des scalaires : MR —> iV .̂ 

iii) Si L est un corps de nombres ou un corps local, on note OL son anneau 
d'entiers. 

iv) On note Zp(l) la limite projective des racines pn+1-ièmes de l'unité et 
QP(1) = Qp® Zp(l). On note Qp(0) = Qp, Qp(j) = QP(1)0J si j > 0, Qp(j) = QP(~j)* 
si j < 0. On fixe un générateur e (multiplicatif) de Zp(l), c'est-à-dire un système 
de racines de l'unité £n G /xpn+i d'ordre pn+1 tel que (Cn+i)p = C„. On note 2ITY 
l'élément de Bcris égal à log([ep]). On note x Ie caractère cyclotomique de GQ. 
On a donc g(2m) = x(<7)2̂ 7r. Soit F une extension finie de Q non ramifié en p. 
Si Gqo = Gal(Qoo/Q), G^ est canoniquement isomorphe à Gal(Foo/F). Il s'écrit 
Goo = F x A avec A d'ordre premier à p, F = Zp. Soit A = Zp[[Goo]] l'algèbre 
de groupes continue de G^. On note Ar = Zp[[r]] l'algèbre continue de T et 7 un 
générateur topologique de F. On a A = Ar <g>Zp ZP[A]. On pose Gn = Gal(Fn/F) 
avec Fn = F(/Xpn+i), Tn = Ga^F^/Fn) = Tpn. On note t l'involution de A induite par 
r 1—> r-1 pour r G Gqo- Si 77 est un caractère de A, on note ev l'idempotent associé. 
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On note 1 (resp. 1A) le caractère trivial de (resp. de A ) . Enfin, on note Tw 
l'opérateur twist de A induite par linéarité et par continuité par r i—> x(r)r. 

v) Si V est une représentation p-adique de Gp, c'est-à-dire un Qp-espace 
vectoriel de dimension finie muni d'une action linéaire et continue de Gp (resp. si T est 
une représentation Zp-adique, c'est-à-dire un Zp-module de type fini muni d'une action 
linéaire et continue de Gjr), on note Indjr/Q(V) (resp. IndF/Q(T)) la représentation 
induite de V (resp. T ) de Gp à GQ. On note d{V) la dimension de V sur Qp ; on 
pose d(V) = [F : Q]d(V) = dirn®ln.dF/®(V). On note V(j) la représentation p-adique 
F : Q]d(V 

vi) On note e± l'idempotent de A relatif à la conjugaison complexe c& G 
A = Gal(Q(/xp)/Q) ; si M est un A-module et si m G M, on a e+(m) = (1 + cA)(m)/2, 
e_(m) = (1 — c&){m)/2. On pose M± = e±M. Si 77 est un caractère de Gç», on note e{r]) 
sa parité c'est-à-dire le signe de r)(c) pour c une conjugaison complexe (par exemple CA). 
Si V est une représentation p-adique de GF , on pose d±(V) = dim<Qp(IndF/Q(V))c=±1 
pour c une conjugaison complexe. On a donc d+(V) 4- d-(V') = d(V). 

vii) Si M est un A-module de type fini, on appelle abusivement sous-A-
module de torsion de M le sous-module ^A(M) tel que e^t^M) est le sous-e^A-module 
de torsion de evM pour tout caractère 77 de A. De même, M est dit de A-torsion 
si pour tout caractère 77 de A, evM est un A-module de torsion. Si M est un A-
module de torsion, on note f(M) G A une série caractéristique. Si M est un A-module 
(resp. A±-module) de type fini, on dit que M est de rang r sur A (resp. sur A±) si 
evM est un evA-module de rang r pour tout caractère 77 de A (resp. tout caractère 
77 de A de parité ±). D'autre part, on associe à tout A-module de type fini M un A-
module libre de rang 1 noté detA(M) ([KM76], cf. [P94, 3.1.5]). Il n'est unique qu'au 
signe près. Cela n'aura pas d'importance pour nous. Lorsque M est de A-torsion, 
detA(M) est canoniquement contenu dans l'anneau total des fractions Frac(A) de A 
et engendré par f(M)~l. Si M est sans torsion, il s'injecte naturellement dans le A-
module M** = HomA(HomA(M, A), A) dont les 77-composantes sont libres sur evA et 
tout A-homomorphisme g : M —> L se prolonge en une application g : M** —> L** ; on 
peut définir la puissance extérieure r-ième de g, Arg : ArM** —» ArL**. En particulier si 
M est un A-module sans torsion de rang r et si L est libre, on en déduit une application 

Arg : detA(M) = detA(M**) -> ARL . 

Si maintenant M n'est plus supposé sans torsion, on a 

detA(M) = detA(£A(M)) (g) detA(M/tA(M)) 

12 
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et on note encore 
Arg : detA(M) -> Frac(A) <g> ArL 

l'application obtenue à partir des applications 

detA(M/tA(M)) -> ArL 

et 
detA(£A(M)) Frac(A) . 

La même chose peut être faite pour les A±-modules de type fini. 

viii) Si L est une extension de Q contenue dans Q et M un Gx-module 
continu avec GL — Gal(Q/L), on note HX{L, M) les groupes de cohomologie galoisienne 
continue W(Gal(Q/L), M). On renvoie à l'appendice A. 
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1. CONSTRUCTION DU MODULE DES FONCTIONS L P-ADIQUES (SANS FACTEUR À 
L'INFINI) 

Résumé. Nous rappelons ici des résultats locaux p-adiques et en particulier l'existence 
d'un homomorphisme "à la Coleman", sorte d'application exponentielle de A®'DP(V) 
dans le A-module limite projective des Ç&v\pHl(Fn^v, T) tensorisé sur A par un anneau de 
"fonctions" convenable ; l'inverse de cet homomorphisme est l'application "logarithme 
élargi" (ou encore régulateur) dont il a été question dans l'introduction. Nous 
montrons ensuite comment définir un module canoniquement associé à V à l'aide de cet 
homomorphisme, en utilisant les modules de cohomologie galoisienne "non ramifiée en 
dehors de S"'. Pour que ce module ne soit pas identiquement nul, nous sommes amenés 
à introduire les conjectures faibles de Leopoldt Leop(V, V*(l)) pour V et V*(l). 
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MODULE DES FONCTIONS L p-ADIQUES SANS FACTEUR À L'INFINI 

1.1. Notations. 

1.1.1. Deux anneaux jouent ici un rôle fondamental. Le premier est l'anneau des 
périodes Boris dont nous ne rappelons pas la définition ([Bu]). Le second est lié à 
l'algèbre d'Iwasawa A. Pour r G N, soient 7ir le Qp-espace vectoriel des éléments de 
QP[[X]] qui sont o(logr(l + X)) lorsque \X\ —» 1~, Ti,^ la réunion des 7ïr. Pour 1 < r < 
oo, on note Hr(T) l'ensemble des /1(7 — 1) pour h G Ttr et 7ïr(Goo) = Hr(T) ®zp Zp[A]. 
On pose aussi 7ï(Goo) = T~Loo{Goo) et on note /C(GQO) son anneau total des fractions. 
Si a G 7ioo(r), on note a± l'élément de TïÇGoo) défini par e±a± = a, e-±a± = 1. 

On pose H =Bcris ®Qp ^(Goo). On note K l'anneau total des fractions de 
H. L'anneau B^is est naturellement plongé dans HL 

Nous renvoyons à [P94] pour une étude analytique de ces anneaux et leur 
lien avec les distributions p-adiques tempérées. 

1.1.2. On note Sp = SP(F) l'ensemble des places de F au dessus de p. On a 
SP = SP(F00). On note SQO l'ensemble des places à l'infini de F. Si S est un ensemble 
de places, on note Sf le sous-ensemble des places finies de S. Si v est une place de JP, on 
choisit une clôture algébrique Fv de Fv, on note Gpv — Gal(Fv/Fv) le sous-groupe de 
décomposition de v. Soit V une représentation pseudo-géométrique de Gp, cristalline 
aux places divisant p comme dans l'introduction. Lorsque v est une place de F divisant 
p, on note T>V(V) le </?-module filtré associé à la restriction de V à Gpv : on a donc 

L>p(ïndF/QV) *i ®vGsMV) . 

où Bcris^y est l'anneau B^g associé à Fv/Fv. C'est un i^-espace vectoriel de dimension 
d(V). On note 

r>FJV) = T>JV) = L>p(ïndF/QV) *i ®vGsMV) . 

C'est un Qp-espace vectoriel de dimension d(V) = [F:Q)]d(V). 

1.1.3. Pour toute place v G Sp, Bloch et Kato ont défini une application Qp-linéaire 
DV(V) —• H1(FV,V) qu'on note expFvy et qu'on appelle exponentielle de V (cf. 
Appendice A.2.6). Lorsque 1 n'est pas valeur propre de (p sur T>V(V), son image est le 
Qp-espace vectoriel Hj(Fv, V) défini par Bloch et Kato et expFvV est un isomorphisme 
de tVyV = Vv(V)/Fil°Dv(V) sur H}(FV, V). On note alors logVv son application récipro
que : Hj(Fv, V) —> tv,v et logv la somme directe des logVv, c'est un homomorphisme 
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Qp-linéaire de ®v^SpH}(FViV) dans tv = T>p(V)/Fi\0lDp(V). Si F'û^H^V) est nul, le 
logarithme logv est un isomorphisme de ÇBvespHl(Fv, V) sur DP(V). 

1.1.4. Notons (f l'application linéaire de ZP[[T]] définie par 

v(g)(T) = g((l + Ty-l) 

et -ip l'unique application linéaire de ZP[[T]] telle que 

<p o i>{g)(T) = p-1 T, P(C(1 + T) - 1) 
£Eup 

On munit ZP[[T]]^~° de l'action linéaire continue de induite par 

r.(l + T) = (1 + T)*(r) 

où x est Ie caractère cyclotomique de Goo à valeurs dans Z*. Le Zp-module ZP[[T]]̂ =0 
est ainsi muni d'une structure de A-module compact et est en fait un A-module libre de 
rang 1 de base (1 + T). Il est aussi muni d'une dérivation bijective D = (1 -h T)d/dT. 
On a D(h.(l + T)) = Tw(h).(l + T) où Tw est l'opérateur twist de A. 
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1.2. Etude de quelques A-modules locaux. 

1.2.1. On définit 

VaoriV) = A <g)Zp Dp(V) = 0v|p^oo,Fv(V) 

avec 
Doo,Fu(V) = Ofu[[Gal(Foo,v/Fv)]] OoFv Dv(V) 

où ÖFV est Panneau des entiers de FV. La notation est différente de celle de [P94] où 
l'on a posé T>ooYV(V) = OFV[[T]]^=0®oFv Dv(Vr). Les deux modules sont canoniquement 
isomorphes par l'application linéaire et continue induite par r (—> (1 -h T)*(r). 

Le Qp 0 A-module 2}oo,P(̂ 0 est un Qp &Zp A-module libre de rang d(V). 
Il est muni d'un endomorphisme de Probenius d'une filtration induite par celle 
de Dp(V). On note Aj : T>ooyP{V) —* DP(V)/(1 — pV) Ie composé de l'évaluation 
en xj f *-+ Xj(f) et de la projection de Dp(Vr) sur Dp(V)/(l — pV). On pose 
Â =QAj. On note e_j la base canonique de DQ)p(Qp(j)) = (B^ <g> Qp(j))GQp : on 
a = p-'e-,-, Fil^DQ,p(QpO)) = DQiP(QPC?)), Fil^+1DQ,p(Qp(j)) = 0. On note 
aussi DQ,p(Qp(j)) = Qp[~j]. 

1.2.2. Posons VooiP(V) = A(g)Zp IndF/QV". C'est un Qp O A-module libre de rang d{V). 
Toute conjugaison complexe c induit un automorphisme d'ordre 2 de Ind^/QV. On la 
fait agir sur VooyP(V) à travers l'action de c sur Ind^/Q^ et la multiplication par CA sur 
A. Soit 

V£,p(V, c) = (A <g> IndF/QlOc==1 
L'action de sur A permet de munir V(J)p(Vîc) d'une structure de A-module. Si T 
est un réseau de V stable par Gp, on pose V<J)p(T,c) = (A <g>Zp IndF/QT)c==1 . 

1.2.3. Comme V est cristalline en toutes les places au dessus de p, on a un isomor-
phisme canonique (isomorphisme de comparaison) de GQP-modules 

Bcris ®Qp lndF/Q(V) Sí Bcris ®Qp DP(V) • 

On en déduit un isomorphisme de BcriS ®z A-modules 

iv •• Boris ®zp V00,P(F) -» Bcris <g>Zp 2?ooj.(V) 

et un homomorphisme injectif de Boris <8>zp A-modules 

ßv,c • Bcris ®zp V+^V, c) -» £CTis ®Zp Poo,p(y) . 
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1.2.4. Si v est une place de F^, on note Z^V(F, T) la limite projective relativement 
aux applications de normes des fP(Fnj1;, T). On pose Z^^F, T) = 0v€5/ZjOjV(F, T) 
(resp. Z*0jP(F, T) = e ^ Z ^ F , T)). 

Les A-modules ZloS(F1 T) et Z ^ ^ F , T ) sont des A-modules de rang 
constant égal à [F:Q]d(V) = d(V) (cf. A.2.3).' 

On définit un opérateur de twist 

Tw\y : Z^S(F,T) -> Z^S(F,T(1)) 

(voir A.4) qui dépend de e et que Ton note aussi de manière assez parlante x h-> x ® e. 

On déduit de [P94] une famille d'homomorphismes pour tout entier h assez 
grand (et pour tout h à condition de passer à Panneau total des fractions) 

Vv,h • W(Goo) ®A V^iV) - ^(Goo) 0A Z^p(F, T) 

vérifiant fiv,/n-i = Ih&vfr avec h = h — log(7)/log(x(7)) Pour 7 £ ^oo quelconque 
d'ordre infini. Rappelons le théorème définissant les Q,yh (version semi-locale de [P94]). 
Si g E £>oo,P(̂ )A=C\ on montre qu'il existe un élément G G QP[[T]] 0Qp Dp(V) tel que 
(1 — cp)G = g.(l + T) et convergeant sur le disque unité ouvert. On pose 

=n,v(<?) = (P® y>)-(n+1)(G0(Cn - 1) e (Q„0v+i) ®Qp Dp(y))/Dp(l/)^=1 

Soit /i un entier > 1, supérieur à la longueur de la filtration de Hodge de V et tel que 
FIR*Dp(V0 = DP(V). 

1.2.5. Théorème. Il existe une unique famille de A-homomorphismes 

Av(j),h+j :Doo,p(V(j))A=0 K(Goo) QA (Zoo,p(F,T(j))// QweSp T(j)GFoo,w) 

pour j € Z iei/e qu'on ait les propriétés suivantes : 
(i) pour foui entier j tel que FifY)v{V{j)) = 0, pour tout entier n >0, le 

diagramme suivant est commutatif 

Poo,p(V(j))À=° H(Goo) ® (^,P(F, T(j))/ E„|p T(j)Gf-» ) 

Hn,v(j) 

QpOV+L)<g>Qp Dp(V(j)) 
(/l+J~1)!ea;PFn,p,V(j) QpOV+L)<g>Qp Dp(V(j)) 
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où Vapplication verticale de droite se déduit de la projection naturelle 

Z^p(F,T(j)) -> (BveSrH^F^TV)) 

et où 

expFnpV(j)) -= (BveSrH^F^TV 

est l'exponentielle de Bloch-Kato 1 ; 
(ii) pour tout entier j , on a 

Tw\y{j) o ntrü)fÄ+i o (Tw ® ei) =-Ov(j+1),h+j+1• 

Rappelons que e\ est la base de DQÎP(QP(—1)). Ensuite, donnons quelques précisions 
sur l'application 

W(Goo) ® {Zl(F, T(j))/ ®v\P TÜ)GF—) )/ ®v\P TÜ)GF—) 

d'une part, pour j comme dans l'énoncé, les rn-coinvariants de (BvesPT(j)GFoo'v sont 
en fait finis ; d'autre part, on montre que l'évaluation d'un élément de T-̂ Gqo) sur 
©W€5p r̂l(-P,n,w,T0')) converge et est bien définie ([P94, 3.1.2]). 

On en déduit une famille d'homomorphismes injectifs de IK-modules 

ftv,h,K : ^OOÎP(V)K —• ^oïP(F, T)K 

vérifiant 

Qv,h+1,K = lhQv,h+1,K 

pour tout entier /i. On note QV,K = (Qv,h,k) et QeV = (QV,K) 

1.2.6. Rappelons la conjecture sur le déterminant de £ïyh faite dans [P94]. Nous la 
présentons ici sous forme semi-locale. Le déterminant de ^yh permet de définir une 
application QP <g) A-linéaire 

det(n€Vh) : detQp(Dp(V)) ® I ;0ie{i,2}(detAZ^p(F,T))(-^) - ^(Coo) 

Conjecture (6(V)). L'image de 
-dimQpFilir>p(V) 

ï[j>-ht-j det(Q,yh) est égale à QP ® A. 

*cf. A.2.6 pour des rappels 
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Pour justifier cette conjecture, rappelons quelques résultats de [P94]. 

L'opérateur Ylj>-h /_^lTTlQpFl1 det(Qvh) est indépendant de h et son image est con
tenue dans Qp (g) A. De plus, cette conjecture est stable par suite exacte. Enfin, elle est 
démontrée pour les représentations p-adiques ordinaires en p. D'autre part, nous ver
rons après l'introduction de "facteurs T" comment réécrire cette conjecture de manière 
plus esthétique (cf. §2.1.3). 

1.2.7. Lemme. Si T est un réseau de V stable par Gp, l'image de 

detAVoo^T) ® (®i6{1,2}(detAZ^p(F, T))(_1)*) 

par le déterminant de Qvh o iv est indépendant du choix de T. 

Démonstration. Posons 

A^T)-1 = detAVoo^T) ® (®(detA^iP(F,T))(-1)i) . 

Toute suite exacte de représentations Zp-adiques de GF 

0 —• T' —• T —• T" —» 0 

induit un isomorphisme canonique Aoo(T) = Aoc(T/) 0 A00(T//). Il suffit donc de 
montrer que si T est fini, Aoo(T) est canoniquement isomorphe à A. Lorsque T est 
fini, ce que l'on suppose maintenant, les modules Z^p(F, T) sont annulés par une 
puissance de p et l'image de 

^{i,2}(detAZ< (F,T))(-^ 

dans Frac(A) est de la forme p MZocA. Il suffit alors de vérifier que 

Mac =-[F : Q]ordJ$T) . 

Soit v une place de FQQ au dessus de p. Comme T est fini, on déduit de la dualité locale 
que 

7ooч ( ^ Т ) ^ Я ° ( ^ , Т ~ ( 1 ) Г 
et que 

Zoo,v (F,T)^tf°(Foo,*,T-(l)r 
D'où les isomorphismes 

ZltV(F,T)rn ^ H°(Fn,v,T(l)y 

Z£,il>(F,T)r» = H^FoojFw&iF^Til)))-

qui est de cardinal égal à celui de H°(Fn,v, T~(l)) et 

ZLJF,T)rn = (/f1(F00itMT'(l))r")~ 

Z4,„(F,T)r- ^ H ^ F ^ / F ^ H ^ F ^ T ' i l ) ) ' H ^ F ^ T ' i S H2(Fn,v,T~(l)Y 
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On en tire la suite exacte (par la suite exacte de restriction-inflation) 

O - Z ^ F . T j r » -/^(Fn^TXl))' - ^ „ ( F . T f - ^ O . 

Par les théorèmes de structure sur les A-modules, le calcul de /i;oc se ramène à calculer 
des entiers fiv tels que 

2 
E 
i=0 

( - l ) W p ( t t ( e Ä fF,T)rJ) 
2 

E 
i=0 

-l)iordp(tJ(eJ7Z^(F,T)r")) =p>t) 

c'est-à-dire tels que 
2 

E 
1=0 

(-l)Wp(||(e,ir(Fn>„,'r(l)))) = pnriv 

pour 77 caractère de A et ev l'idempotent correspondant (ici A est vu comme 
Gal(F(/ip)/F)). En utilisant le théorème sur la caractéristique d'Euler locale de Tate 
(cf. [Mi86, chapitre I]), on trouve 

ßv = -ordp(tl(IndF/QT)) — [Fv : Qp]ordp(ÖT) . 

On en déduit le lemme. Remarquons que le même calcul dans le cas où v ne divise pas 
p montre que l'image de <8)i€{i)2}(detAẐ 0 5_^p(F, T))^-1^ est A. • 

1.2.8. Soit W(¥p) l'anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans le corps résiduel 
Fp de Qp. Posons 

ЫУ) = Y,r.dimQpVùrT>p{V) = Y,rhr{V) 
r r 

Donnons une formulation un peu différente de la conjecture 6zP(V) de [P94]. 

Conjecture (6%P(V)). L'image de 

detAVoo(T) ® ( ^ a ^ d e t A ^ ^ T ) ) ^ 1 ) * ) 

var (2iirYH{y] Ur>h lrdimqpFilDp(V)det{llevho iy) est égale à uA C H où u est une 
unité de W(¥p) (8) ZP[A] 

De nouveau, cf. 2.1.3. La constante (2m) tniy)u provient du déterminant de l'iso-
morphisme de comparaison. 

Rappelons que la conjecture 6zP(V) est démontrée pour les représentations 
p-adiques cristallines ordinaires en p ([P94, proposition 4.2.5]) et qu'elle est stable 
par suite exacte. Enfin, cette formule ou plutôt sa valeur au caractère trivial est 
extrêmement liée aux conjectures locales de Tamagawa énoncées dans l'appendice C 
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et qui généralisent la formule démontrée par Bloch et Kato pour Qp(r) (cf. Appendice 
C). Ainsi, il est démontré dans [P94] que si Fil°Dp(V) = 0 (resp. en général), 
Ôzp(V) implique ces conjectures locales de Tamagawa (resp. sous des conditions 
supplémentaires). 

1.2.9. Remarque. Soit T un réseau de V stable par Gp. On associe à T un sous-Zp-
module M(detZp(T)) de detQpDp(T/) par la formule 

Af(detZp(T)) = ((2i7r)'«(v>i4cris®detZp(IndF/Qr))G«p 

où Acris est un sous-anneau de Bcris (pour la définition de Acris, voir Texposé II de 
[Bu], on pourrait d'ailleurs remplacer ici Acris par W(¥p)). Par exemple, si F = Q, 
M(Zp(r)) est le Zp-module engendré par e_r. 
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1.3. Cohomologie galoisienne. 

1.3.1. Soit S un ensemble fini de places de F contenant les places au dessus de 
les places de mauvaise réduction de V et l'ensemble Sqq des places à 

l'infini. On note S/ = S — S^. Soit T une représentation Zp-adique de GF telle que 
Qp &zp T = V. On note Gs,Fn Ie groupe de Galois sur Fn de la plus grande extension 
de Fn non ramifiée en dehors de S. On note H*(Gs,Fn, — ) les groupes de cohomologie 
continue et WÇGs^FOO, — ) la limite inductive des Hl(Gs,Fn, — ) pour les applications de 
restriction. On pose pour i G {0,1, 2} 

Hio0JF,T)=]imHi(Gs,Ftt,T) 
n 

et 
K,AF,T) = Н*(ОВ,РАЕ,У{1)/Т(1)У . 

Les A-modules XloS(F, T) et S(F,T) sont de type fini (cf. par exemple entre 
autres [P92, §3]). De plus, ces modules sont liés par la suite exacte de A-modules 

(1.3.1) 0->X£)S(F,T) - H^siF, T) - Z^S(F, T) X°^S(F, T) 
- H^siF, T) - Z^S(F, T) - X°^S(F, T) - 0 

qui se déduit par passage à la limite des suites exactes de Poitou-Tate pour Fn ([P92], 
loc. cité, cf. aussi A.3). 

1.3.2. Proposition. Les affirmations suivantes sont équivalentes : 
(i) le A-module S(F,T) est de torsion ; 
(h) les A±-modules HloS{F,T)± sont de rang d-±{V) sur A± ; 
(iii) le A-module X^s(f,T*(1)) est nul ; 
(iv) les A±-modules X^oS(F, T*(l))± sont de rang d-±{V) sur A±. 

La démonstration donne en fait que 

r<M±#i,s(FT)± - rflA±i&iS(F,T)± = d.±(V) 

et que 
r9A±XltS(F,T)± - rgA±X^s(F,T)± = d±(V) . 

Démonstration. Montrons que le A-module X^oS(F, T*(l)) est de torsion (ce que Ton 
va appeler (iii)') si et seulement si (iv) est vraie. On déduit de la suite exacte de 
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Hochschild-Serre et du fait que Tn est de dimension cohomologique 1 que l'on a les 
suites exactes 

(1.3.2) 0 -* H\Tn,{V/T)Gr~) -» H\GSj?n,V/T) - H\GSiFao,V/T)r" - 0 

et 

(1.3.3) 0-»H1(r„,iï1(G's,Foo,WT)) H*{Gs,Fn,V/T) 

^(GÎA,WT)R^->O. 
D'où, en prenant le dual de Pontryagin et en remarquant que 

H\rn,(V/Tfr~r = X° (F,T*(l))r" 

les suites exactes 

(1.3.4) 0 -Xi , , s (F,T*(l ) ) r„ > H^Gs^V/TY • X^s(F,T*( l ) )r"^0 

et 

;i.3.5) 0 - ^,5(F,T*(l))r„ - tf2(GV„, V/T)" -JC , s (F ,T*( l ) )r"->0. 

Remarquons queX^s(Fy T*( l ) ) r " et X^S(F,T*(l))r" sont desZp-modules 
de rang borné par rapport à n (les S(F,T*(1)) é tant de type fini sur A). 
L'affirmation (iii)' est équivalente à ce que les Zp-modules 5(F, T*(l))rri soient 
de rang borné par rapport à n ; il en est alors de même des H2(Gs,FN, V /T ) " . Comme 
d 'autre par t , on a pour tout caractère d'ordre fini 77 de GQQ et si e(r)) est le signe de 

n(C), 

rgz.per,Hl{Gs,Fn, V/T) - r g - e ^ G ^ , V/T) pnd-e(ri)(V) + an 

où an est borné par rapport à n, on en déduit que (iii)' est équivalent à 

rgZpevXltS(F, T*(l))r„ = pnd_£(„)(V) + 0n 

avec (3n borné par rapport à n, c'est-à-dire à (iv). 

Montrons que (i) et (iii)' sont équivalents. Comme H3(Gs,Fn,T) — 0, on a 
l'isomorphisme 

QP/ZP ®zp H2(GS,Fn,T) = H2{Gs,Fn,V/T) . 

On en déduit facilement que 

H2(Gs,Fn, T)/tor = HomZp(tf2(Gs,F„, V/T)", Zp) 
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où tor désigne le sous-Zp-module de torsion. En appliquant Hom( , Zp) à la suite exacte 
(1.3.5), on en déduit la suite exacte 

0 - HomZp(Xi);5(F,T*(l))r"IZp) H2(Gs,Fn,T)/tor 

- HomZpP&iS(F,T*(l))rn,Zp) - fini . 

Si X^S(F,T*(1)) est de torsion, on a 

limHomZp(X^5(F,T*(l))rn,Zp) = HomA(X^5(F, T*(l)), A)1 = 0 . 

n 
Donc, 

UmH2(Gs,Fn,T)/tor = HomZp(UXijS(F,T*(l))r"JZp) 

n 
est de torsion et il en est de même de H^^F,T). Réciproquement, si H^oS(F1 T ) 
est de A-torsion, il en est de même de lim H2 (G5^, T)/tor. On en déduit que 

n 
HomA(X^5(F, T*(l)), A) est de A-torsion, ce qui implique qu'il est nul et que 
X^5(F,T*(1)) est de torsion. 

Montrons que (iii) et (iii') sont équivalents (théorème de Greenberg). En 
effet, X^5(F,T*(1)) est libre, car X ^ ( F , T*(l))rn s'injecte dans le Zp-module libre 

H2(Gs,Fn,V/Ty = H2(GSiFn,T)* 

(on utilise ici le fait que p est impair). 

Pour montrer que (ii) et (iii) sont équivalents, on utilise le lemme qui 
suit. • 

1.3.3. Remarquons que le A-module TGf~ = limiï1(rN,TGIR«>) s'injecte dans 

Hoo,s (F,T) 

Lemme. Le sous-A-module de torsion de iJ^ 5(F, T ) est isomorphe à TGF«> . Le A-
module H^S(F,T)/TGf°° s'injecte dans HomA(X^s(F1 T*(l)), A)1 avec un conoyau 
fini. 

Démonstration. La démonstration est très similaire à celle de [P92, proposition 4.2.3]. 
On part de la suite exacte (1.3.2), de l'isomorphisme 

( ^ ( G W , K / T ) T = HHGs^Tytor 
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où tor est le sous-Zp-module de torsion de H1(GS1FTI, T ) et de la suite exacte 

fini -> Qp/Zp <g> Hl(rniTGF~) -+ H1^ (y/T)GFo°) -> /ini -> 0 

(cf. par exemple, [P92, loc. cit.]). En prenant le dual de Pontryagin puis en appliquant 
Hom(—,ZP), on en déduit une injection 

H1 (Gs,Fn, T)/tar + H1(Fn, TGF°° ) HomZp(Xi)iS(F>T*(l))rn,Zp) 

dont le conoyau est fini d'ordre borné par rapport à n. Comme 

tor + H\Tnì TGFoo)/H1(Fnì TGF°°) 

s'injecte dans le module de torsion de i/1(G5,jpoo, T ) , il est d'ordre borné. Par passage 
à la limite projective, on obtient la suite exacte 

Q -> TGFoo -> Hoo,s (F,T) KomA(X^s(F,T*(l)),Ay -v fini 

D'où le lemme. 

Conjecture (LeopÇV)). Les affirmations de la proposition 1.3.2 sont vraies : par 
exemple, le A-module H^oS(F,T) est de torsion. 

Remarques : i) Il est clair que si la conjecture Leop(V) est vraie, il en est de même 
de heop(V(j)) pour tout j G Z. D'autre part, soit 0 —> V —> V —•> V" —• 0 une suite 
exacte de représentations p-adiques. On déduit de la suite exacte 

*Ls(T'*(l)) - X* (F,T*(1)) - X*s(T"*(l)) - 0 

que Leop(y) implique Leop(V"), que Leop(V) et Leop(V') implique Leop(V). 
ii) La conjecture Leop(Qp(r)) est vraie pour tout entier r : il suffit 

en effet de vérifier que Leop(Qp) est vraie ce qui est équivalent à la nullité de 
iï2(G?5jjpoo, Qp(l)/Zp(l)). Remarquons que le fait que Leop(Qp(l)) soit vrai est un 
théorème d'Iwasawa, [Iw73]. 

iii) Il peut être commode de préciser la conjecture Leop(V) selon les 
caractères de A. Si 77 est un caractère de A, on note Leop(V, 77) la propriété que 
eTJH^oS(F,T) est de torsion. 

iv) Pour justifier le nom de conjecture de Leopoldt faible, rappelons que 
la conjecture de Leopoldt usuelle sur un corps de nombres F est équivalente à la 
nullité du groupe de cohomologie galoisienne H2(Gs,F,Qp/Zp). On demande ici que 
H2{GSlFoo,V/T) soit nul. 

v) Notons Leop(V, V*(l)) la réunion des conjectures Leop(V) et Leop(Vr*(l)). 

Pour d'autres résultats, voir l'appendice B. 

28 



MODULE DES FONCTIONS L p-ADIQUES SANS FACTEUR À L'INFINI 

1.4. Module des fonctions L j^-adiques (sans facteurs à l'infini). 

1.4.1. Supposons Leop(F) vraie : le rang du A±-module H^oS(F, T)± est donc égal à 
d-±(V) et le A-module H^oS(F1T) est de torsion. Posons 

A ^ ( T ) ^ { ^ ( d e t A ^ C F . T ) ) ' - 1 ' ' 

A£>(T) ®<€{i.2}(detAZ< (F.T))*-1** 

Aoo,S(T) A^|(T) ® A ^ ( T ) - 1 

Ce sont des A-modules libres de rang 1. Si D est un Qp-espace vectoriel de dimension 
finie et n et m deux entiers, on pose 

A(n'm)(A 0 D) = A+ 0 AN£> 0 A_ 0 AM£> , 

où A-7!} est la ,7-ième puissance extérieure de D. On pose 

ç?(V) = (d+(V),d-(V)), d-(V) = d+(V*(l)) = (d_(V),d+(V)) . 

Pour tout entier h, on définit un A-homomorphisme : 

ATAfc : ^(T)-1 - A^<v>(/C(Goo) ® DP(V*(1))) ; 

pour cela, on commence par identifier A^<v>(/C(Goo)®Dp(V(l))) à 

®PE{+,-}HoniQJ) (A^DpCKJ.^CCoJp) . 

Soient s G Ad±^Dp(F) et u G Aoc,s(T)-1 : w = tJi0cj®(wgM,s)-1 oùuloCtS G A'^S(T) 
et ujglobiS e A^°*(T) ; on définit ATAfc,±(u;)(s) comme l'élément de /C(Goo)± tel que 

(1.4.1) AT,S,A,±(W)(S)E±W;OC1,S A^<v>(/C(Goo) ® DP(V(1))) . 

dans 'H(G00)± 0 A detA-Z^o î7*, T) (rappelons que si M est un A-module de torsion, 
detA(M) s'injecte naturellement dans Frac(A)). On définit ainsi un homomorphisme 
de A-modules : 

At,s,„ : Aoo.sCT)"1 -> A^<v>(/C(Goo) ® DP(V(1))) . 

On note Àt,5 la famille des At,5,/i ' on déduit des propriétés de £lyh que 

AT,S,A,±(W)(S)E±W;OC1,S 

De même, si c est une conjugaison complexe, notons ÇvchM le composé de 
w = tJi0cj®(wgM,s)-1 

At,s,„ : Aoo.sCT)"1 -> A^<v>(/C(Goo) ® DP(V(1))) .<v>(/C(Goo)®Dp(V(l))) 
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On obtient une famille de A-homomorphismes 

At,c,S,/i • c(T) 1 ®detAV+ (T,c)->K 

dépendant de h et la famille At,C,S des Àt,C,S,/i vérifie 

^T,C,S,/i+L,± — f'h AT,C,S,H,± • 

Si u e A^siT)'1 et si v G detAV+ (T,c), on a 

At,C,S(^ ® v) = At,SM(/?V,c,hî>) 

ou encore 
AT,CS(W<8IU)U;ÌO£S ла+(,/)^,сл,нНл^Д5 . 

1.4.2. Proposition, (i) Leop(V*(l)) es£ vraie si et seulement si HloS(F,T)K s'injecte 
dans Z^S(F,T)K. 

(ii) Leop(V, V*(l)) implique que AT>s est injectif. 

Démonstration. L'assertion (i) se déduit de la suite exacte (1.3.1). L'assertion (ii) se 
déduit de (i) et de la proposition 1.3.2, (i) et (ii). • 

1.4.3. Lemme. Le A-module engendré par l'image de 

AocsCTJ-^detAV+^CT.c) 

par At,c,5,/i ne dépend que de V = Qp <g>zp T. 

Remarque : Le A-module engendré par l'image de Aoc)5(T) 1 par XT,S dépend par 
contre de T. 

Pour démontrer ce lemme, nous démontrons d'abord une propriété plus 
générale d'invariance par multiplicativité. Soit 

(/?) 0 —» T' T —» T" —• 0 

une suite exacte de représentations Zp-adiques de GS,F telles que Qp <g> T, Qp 0 T', 
Qp (g) soient cristallines aux places divisant p. Les suites exactes longues de 
cohomologie induisent des isomorphismes canoniques de A-modules 

Aoo,s(T') ® Aoo.sCT") S A^siT) 

detAV+iP(T', c) ® detAV£,p(T", c) S detAV+iP(T, c) . 
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Si u>' G Aoo^T')-1 0detAV+?p(T',c), u" G A^sCT")"1 0 detAV^(T", c), on note 
o/.u;" l'image de u' 0 a;" dans A ^ f T ) " 1 0 detAV£)P(T, c). 

Notons A^DP(T/*(1)) le sous-espace vectoriel de AnDp(l/*(l)) engendré par 
les e\ A • • • A en où au moins un vecteur parmi les est dans DP(V"*(1)). On a alors 
une application naturelle 

Arr>p(V'*(l)) ® A'DP(V"*(1)) - AnDp(V"(l))/ A£ DP(V(1)) 

avec n = r + s. On pose 

Ad+(v) :W(Goo)®Dp(V(l))) 

= Ad-+<v> (H(Goo)®Dp(V*(l)))/ Ad+(v) (W(Goo)®Dp(V*(l))) 

1.4.4. Proposition. Avec les notations précédentes, on a 

AT,C,S,/i(̂ '.̂ ") = At,c,S,/i(̂ )-AT,c,S,/i(̂ ") £ K 

powr £oii£e conjugaison complexe et 

At,S,/i(<*>'.<*>") = AT,5,/i(̂ ) ® AT,s,/i (<*/') 

dans K 0 Äjf (V)DP(K*(1)). 

L'argument est formel. La deuxième propriété signifie que si l'on a une 
suite exacte 0 —> A/"' —> N —• A/'" —> 0 de Qp-espaces vectoriels avec Af sous-
espace vectoriel de TDP(V), dim<QpN = d±(V), N' sous-espace vectoriel de E)p(V"), 
dimQpN' = d±(V), N" sous-espace vectoriel de DP(F"), dim<QpN" = d±(V"), et si 
n' G detQpN, n" G det<QpN", on a 

Aт,5,/гs±(a;)(n,).Aт,5,/l Aт,5,/гs±(a;)(n,).Aт,5,/l,±(a;,,)(n,,) . 

1.4.5. Démontrons le lemme 1.4.3. Par multiplicativité, il suffît de montrer que lorsque 
T est fini, le A-module engendré par l'image de 

A00,s(T)-1®detAV+iI,(T>c) 

par At,c,5,/i est A. Supposons donc T fini. Les A-modules intervenant dans 
Aoo}1s(T) sont de torsion (avant de prendre le déterminant) de même que V+,p(T,c). 
L'application 

AT,c,5 : AocsCT)-1 0detAV+?p(T,c) — K 
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est l'application canonique 

Aoo^CT)"1 ® detAV+iP(T, c) -> detK(0) = K 

i) Calculons detAV+jP(T,c). On a V^p(T,c) = (A ® IndF/QT)c=1. Comme 
V^)P(T,c)± est le produit tensoriel de A± avec le module fini (Indir/QT)C==±1, sa série 
caractéristique est égale à #(IndF/QT)c==±1. On a donc 

detAV+ (T,c) = 
pE{+,-} 

(tJ(IndF/QT)c^1)-1Ap 

ii) L'image de ®ie{i,2}(detAiï̂ 0 5(F, T))( 1)1 dans Frac(A) est de même de 
la forme 

(p-"+A+,p-"-A_) . 

Le calcul de (//+,//_) se ramène à calculer des entiers tels que 

¿€{1,2} 
(-l)Wp(tl(er7^5(F,T)rJ) 

¿€{1,2} 
( - l ^ d p C t t ^ ^ C F , T)r»)) =pnAxl| 

pour 77 caractère de A. Nous allons montrer que le premier membre est égal à 

2 

¿=0 
:-l)iordp(MerlHi(Gs,Fn,T))) . 

En utilisant le théorème sur la caractéristique d'Euler de Tate, on en déduira que 

ßv = ordpWInaV/QT)^') - [F : Q}ordp($T) 

On déduit de la suite spectrale de Hochschild-Serre et du fait que Fn = 
Gal^oo/Fn) est de dimension cohomologique 1 que 

H2(Gs,Fn,T)9ÊH1(Gs,FBO,T)rn . 

D'où 
HLs(F, T) = lim H2(Gs,Fn, T) = H1 (Gs,Foo, T) 

n 
H^s(F,T)Tn = H\Gs,Fn,T) 

et on a la suite exacte 

(1.4.2) 0 -» H\rn,Tar~) _» H\Gs,Fn,T) - /r1(Gs,Foo>T)r- -> 0 

c'est-à-dire la suite exacte 

0 - fl^r^T0*-) -> ^ ( G s ^ . T ) -h. tf^5(F,T)r" -» 0 
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Comme i f ^ G s ^ * T) est fini, la limite projective des Hl(Gs,Foo, T)Tn est nulle et on 
déduit de la suite exacte (1.4.2) que H^oS(F,T) est isomorphe à TGf°° et fini. Ainsi, 

ordpMenH* (F,T)rn))-ordM^H2 (F,T)r")) 

=ordp(Ü(enH2(GS,Fn,T))) - ORDP(|J(e)?/F1(Gs,F„,T))) 

+ ordp(tJ(eJ)(H1(rn,TG^))) , 

ordM^HUs(F, T)rJ)-ordp(|j(et)//iiS(F, T)r")) 

=ordM^(H\Tn,TG^))) - ordp(Uer,(H°(Fn,T))) . 

D'où, 

»€{1,2} 
(-iyordMer,HLAF>T)rJ)-

¿€{1,2} 
(-l)<ordp(tl(eIÎA^iS(F,T)r-)) 

2 

i=0 
{-lyordM^ H\GS,F„, T))) 

iii) D'après la démonstration du lemme 1.2.7, l'image de 

Oieti^detA^sCF.T))*-1)' 

dans Prac(A) est de même de la forme p ^locA avec nioc — -[FiQJordpOJT). 

On déduit de (i), (ii), (iii) que, lorsque T est fini, l'image de Aoo?s(T) 1 0 
detAV^p(T, c) par AT,C,S dans K. est A. Ce qui démontre le lemme 1.4.3. 

1.4.6. Soit S' un ensemble de places contenant S. On a alors la suite exacte 

0 — HL(GS,F,T) -> H\GS;F,T) -> (BvçS'-sH}AFV,T) 

-» i/2(GS,F,T) - H2{GS>,F,T) - ©weS,_sffa(Fw,T) -> 0 

où Hjj(Fv,T) = H1(Iv,T)Gv/Iv et /„ le sous-groupe d'inertie de Gv (cf. par exemple 
[FP94, II, 4.1.8]). En appliquant cette suite exacte à Fn, en prenant la limite projective 
sur n et en utilisant le fait que 

lim#/1/(Fn,1>,T) 
n 

limi/1(Fn„,T)/lim#KFn,i;,T) = 0 
n n 

pour toute place v ne divisant pas p QP92J, cf. A.2), on obtient la suite exacte de 
A-modules 

(1.4.3) 0 - HltS(F,T) -> H^g,(F,T) - 0 - H^tS(F,T) - HltS,(F,T] 
- ©.e5'-5(©H-Zœ>w(^T)) 0 
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où w parcourt les places de F^ au dessus de v. En particulier, on a 

WT)^yí-,T).=(eW|X!ti;(F,T)) 

On a d'autre part les suites exactes 

0-Z^(F ,T )^Z^5 , (F ,T ) e^-s(eW|X!ti;(F,T)) -+ o , 

0-,Z^5(F,T)-,Z^5,(F,T) e^-s(eW|X!ti;(F,T)) -+ o , 
D'où l'isomorphisme 

Aoo^CT) = Aoô CT) ® ®w€s/-5(detA ©H„ Z^W(F, T) . 

Pour v G S" — .S, Zlov(F1 T) est de torsion sur A. On en déduit que si u' = 
u <g> (<8>ves'-sVv) avec a/ G A^ 'CT) , a; G A ^ C T ) , a;v G detA Z<J0jW(F,T) et 
si 77 G detAV+ (T) 

detA(eHvZ^(F,T)) = detA(®WIVTGF-<">) 

De même, on a 

At,S'(^' 1 <S>v) = AT,s(^ 1 ® rç) ®ves'-s vv 1 

Remarquons pour se rassurer que l'image de 

detA(eHvZ^(F,T)) = detA(®WIVTGF-<">) 

dans Frac (A) pour v ne divisant pas p, ne dépend que de V = Qp ®zp T. Cette étude 
justifie la définition qui suit : 

1.4.7. Soit S un ensemble fini de places contenant et Sp. On pose 

Iarit/i,E(T) = 
vG-S-E 

detA(0w|vTGF~.«) At.SCAoo.SCT)-1) 

Ior«/I,E(V',c) = 
vES-E 

detA(©w|vTGF~'")) ^(AocsCT)"1 ® detAV+,p(T)) 

où S est un ensemble fini quelconque de places contenant S et les places de mauvaise 
réduction de V. Remarquons que 

Iort*/i,s(T) = (larith,i:,h(T))hez 

où les Iarit/i,E,/i(T)± vérifient 

Iarit/i,E,/i+l(T)± — /J** V Iortt/i,E,/i(T)± 

et de même pour larith&iV, c). 
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En vertu de 1.4.6, Iartt/i,s:(T) ne dépend pas du choix de S et si E' est un 
ensemble fini de places contenant E, on a 

Krith,W ( T ) = Iarit/i,E(T) 
t/€E'-E 

DETATÊ T̂ --))-1 , 

^arith&'iV, c) = larith&iV, c) 
vGE'-E 

(detA(0Ht;TGF— 

On pose pour simplifier 

^•arith,{p,OO}(V; C) =IarithTSPUSOO(T) 

^•arith,{p,OO}(V; C) =IarithTSPUSOO(Vi C) 

Ainsi, si S est un ensemble fini de places contenant SQO, SP et les places où V a mauvaise 
réduction, on a 

lartth,s(T) = At.sCAoo.sCT)-1) 

l*rtthj(Vtc) = AT.CSÍAOO.ÍÍT)-1 ®detAV+iP(Kc)) . 

On peut voir les termes de tA^^T6^'™) comme un analogue des facteurs 
d'Euler. Nous y reviendrons au paragraphe 2.2.3. 

Si E est contenu dans S et contient Sp et S'ooj posons 

Aoo,e(T) = Aoof5(T) ® ( « ^ - E d e t A O ^ ^ C ^ T ) ) ) " 1 

At,e,* : Aoo.EfT)-1 -> A^^(/C(Goo) ® DP(V*(1))) 
et 

At.cE,/, : AoceCT)"1 0 detAV+ ( T ) -> K 

les applications qui se déduisent respectivement de XTiS et de At,C,S (pour 5 contenant 
'S'OO, iSp, E et les places de mauvaise réduction). On a alors pour Soo U Sp C E 

Hari*/i,E,fc(T) = ATyE,/i(A00)E(T) 1) 

et 

U ^ I T ) = At^AoceCT)-1) . 

On déduit de la proposition 1.4.2 la proposition suivante : 

Proposition. Si Leop(V, V*(l)) est vraie, les A-modules Iarith,v(T) sont libres de 
rang 1. 
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1.4.8. On déduit de la proposition 1.4.4 la proposition suivante 

Proposition. Soit 

(B) 0 V -> V -> V" -» 0 

une suite exacte de représentations p-adiques de GS,F géométriques et cristallines aux 
places divisant p. Si Y, est un ensemble fini de places contenant 5 ^ et Sp et si 
l'extension (8) a bonne réduction en dehors de S, 

Earï£/i,£,/i(T) = Iarith,H,h(T') ® Iart*/i,£,/i(T") 

dans Âjf(v)K®Dp(V*(l)) 

1.4.9. Remarque. Supposons 6zP(V) vraie ; alors, si ex est une base de M(detzp(T)), 

j>-h 
l-jdim QpFiljDdet(ilv,h)(eT) 

est une base de Al™Sp(T) (cf. 1.2.9). On en déduit une autre définition possible de 
3arit/i,{p,oo}(T) par 

(1.4.4) ïïaritMp,oo},/i(T)±(s)eT == 

j>-h 
Z?QPPI.DP(V)DETA±^5_ (̂F/R)± 

5 € Ad±^v^Dp(QVh,L) (A^I(T)^1)) 

pour 5 € Ad± v̂̂ Dp(Vr) et pour /i assez grand. 
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Résumé. Nous avons défini dans le paragraphe précédent un A-module libre 

Iaith,{p,oo}(T) = Iarií/i,{p,oo}/i(T)HeZ  

où Iarit/i,{p,oo},/i(T) appartient à A-+̂ v̂ (/C(Goo) <g> DP(T/*(1))). Nous allons maintenant 
à l'aide d'un opérateur que nous traitons comme un facteur à l'infini enlever la 
dépendance en h et définir un A-module libre Iaritfi,{p}(T) de rang 1, sous-A-module 
de A^^/CCGoo) <g> DP(V*(1))). Pour définir cet opérateur, on commence par définir 
un opérateur Y*(j) pour tout entier j . Le facteur à l'infini est alors à quelque chose 
près défini comme un opérateur Ylq 1T(—ç)n«* ^ pour certains entiers n^(V). Dans 
certains cas, la définition à prendre pour les nf(V) est claire. En général, nous ne 
savons donner une "bonne définition" de ce facteur à l'infini qu'en s'appuyant sur des 
conjectures difficilement vérifiables, ce qui sera fait en §3. Le problème est en fait 
analogue à celui de donner une bonne définition des facteurs à l'infini pour des motifs 
mixtes. Bien qu'il soit agréable d'avoir une jolie définition, on peut toujours prendre 
le facteur à l'infini du semi-simplifié du motif. Il en est de même ici. Aussi, dans le 
doute, sommes-nous amenés à considérer tous les choix raisonnables de facteur à l'infini. 
Nous vérifions ensuite la cohérence de nos définitions en regardant le comportement 
par twist, la multiplicativité et en démontrant une équation fonctionnelle. 

Pour expliquer notre opérateur R(j), faisons quelques considérations sans 
leur donner un sens mathématique précis (cela sera fait dans le paragraphe 2.1). On 
aimerait poser 

ru) = n c1 
r>j 

pour tout entier j . On aurait alors T(j + 1) = LjR(j) et (VX^^O^U)) serait infini 
pour tout caractère rj d'ordre fini et k entier < —j. Ainsi, p i—• p_1(F(0)) aurait un 
pôle simple en tout caractère p = rjxk avec 77 d'ordre fini et k entier négatif ou nul. 
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Rappelons à ce propos la formule classique 

T{x) lim 
n—>-oc 

nxn\ 
x(x -\- l)...(x + n) 

=e-^xx~1 
1<71<00 

nex/n 

X + n 

et son interprétation par Deninger ([Den91]) 

RC(^)-1 
0<i/<oo 

1/ + Z 

2TT 

où le produit est un produit "régularisé" permettant d'obtenir la convergence. 
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2.1. Facteurs T. 

2.1.1. Si M est un H-module, on note Cr(M) l'ensemble des familles (cochez de MK 
vérifant uJh+i = ïh^h- Alors C(M) = 0r£r(M) est un IK-module gradué. On définit 
pour tout couple d'entiers (s,j) une application F(j)s : C{M) —• C(M) de degré —s 
par la formule (u)h)hçz (r)h)hez avec rjh = Ylj<i<hlïsUh pour h assez grand (cela 
suffit à déterminer r)h pour tout h). En particulier, la restriction de ^{j)r à Cr(M) 
est l'opérateur de projection sur la j-ième composante : Cr(M) —» MK qui à (cj/l)/l€z 
associe ([P94, 3.3.3 et suivants]). 

2.1.2. Si de plus M est muni d'une action d'une involution c, on pose pour simplifier 
Cr,±(M) = £r(Mc==±1) ; on a donc Cr(M) = £r,+ (Af) 0 £r,_(M). 

Soit M un H-module. On note F+(j) et F_(j) les opérateurs de H-modules 
de ©r£r(M) défini par 

T+Ü)(u/) = (rü)e+M,e_M), 

r . ( i ) H = (e+M,r( i )e .H) . 
On a donc 

r+C/)(A-,+(Af)) c £r-i.+(M) r+(j)(A-.-(M)) c £r,_(M), 

r_(7)(£r.+(M)) c £r.+(M) : r_(i)(£r,_(M)) c £r_, _(M). 
Enfin, on a l'équation fonctionnelle 

1T+Ü)n'r-Ü)m' 
On peut ainsi donner un sens à 

n 
? 

1T+Ü)n'r-Ü)m' 0r£r(M) —> 0r£r(M) 

pour toute famille d'entiers (n^), (m^) nuls pour presque tout j . Remarquons que 
l'image de Cr,+ (M) est contenue dans £r_^nj.)+(M) et que l'image de Cr-(M) est 
contenue dans £r_^mjij_(M). On dit que cet opérateur est de degré (— nj, — J2 mj)-

On pose 2in = log([ep]) G B^is où e = (Cn). On note (2z7r)± les éléments de 
Boris <8> A tels que e±((2z7r)±) = (2z7r)±, e_±((2à7r)±) = 1. On pose si p G {+, —} 

F » = (2m);Tp(n) 
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2.1.3. Exemples. (1) Iarit^,E,±(T) est un sous-A-module de 

£d±(v)(K® Ad±^Dp(y*(l))) 

(2) En posant 

hr(V) = dirriQ FilrDp(F)/Filr+1 Dp(V) , 

avec les notations précédentes et en notant Qy = (Qyh), la conjecture S(V) (cf. 1.2.5 
et la conjecture 6zp(V) (cf. 1.2.7) disent que 

(i) l'image de detQp(Dp(V)) <8> (®i6{i,2}(detAZjop(F, T))^1)') par 

Un-r)'hAV)det(QÉv) 

est égale à Qp <g> A, 
(2) l'image de detAVoo(T) ® (®i€{1,2}(detAZ^(F, T))*"1)') par 

nr7r(-r)^^det(Qev o iv) 

est égale à t/A 

(les produits nr IT^C—r)hr̂  sont des produits finis). 

2.1.4. La donnée r de quatre familles (mf (r))i€z et (mf'*(r))i€z d'entiers positifs ou 
nuls vérifiant les propriétés suivantes : 

(i) mf (T) et mf'*(r) sont nuls pour i assez grand ; 
(ii) mf (T) = d±(V) et mf'*(r) = d_±(V) pour z assez petit ; 

(iii) m±f(r) = mf (r) - ^mQpFiPDp(F) + d-±(V), 

est appelée un type à l'infini de V. On associe à r un type à l'infini r* de V*(l) par 
mf (r*) = m?'*(r) et mf'*(r*) = mf (r). 

On pose alors nf (r) = mf (r) — rrcf_i(r)> nf'*(T) = mt^{T) ~ mt+i(T) et 
t(r, ±) = ^Ziinf (r). Les propriétés (i), (ii) et (iii) impliquent que 

(iv) nf (r) et nf (r*) sont nuls pour presque tout i ; 
(v) JLiintir) = d±(V) ; 
(vi) nf (t) + nt^T*) = [F : QMV) = hi(V) ; 

(vii) t(r, ±) = (V) + é(t', ±) + d_±(V). 
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Montrons (vii). On a 

t(r,±) =T,int(T) = 
l 

= E ^ ( ^ ) - E * " - . - i ( 0 
z i 

= tH(V) - Z(r;±) + d-±(v) 

=tH(V) + t(r*,±) + d±(V*(l)) 
=tH(v) + t(r;±) + d-±(v). 

Si r est un type à l'infini de V, on note r(j) le type à l'infini de V(j) défini 
par mf (r(j)) = TN^(R) et mf'*(r(j)) = " » ^ ( T ) . 

2.1.5. Pour r type à l'infini, on note 1TT et 1T* les opérateurs suivants de ®rCr de 
degré (-d+(V),-d.(V)) : 

rT = n r , 
i€Z 

(-i)"'+<r)r.(-t)n< (t) 

et 
RTT = HRT+ 

i€Z 
(_j)",+WR!(-i)"I M . 

On a donc 
e±H = (2i7r)t(T'±)e±rT = (2T7R)*(T-± 

i E Z 
RL(-i)nk(T) 

2.1.6. Donnons deux exemples de types à l'infini. Le premier est relatif à une 
conjugaison complexe c. Notons B le corps des fractions de Z?CWS- Pour tout entier n, 
on définit une filtration sur B 0 IndJP/O(y)c==±1 par 

Yc^n^(B <8)V) = B <g) IndF/Q(l/)c=±1 n S ® ̂ FirDpfV) . 

Il est clair que l'opérateur (p de J3 <g> DP(V), agissant comme l'identité sur Ind^/Q^), 
induit un isomorphisme de B-modules de 7*,v>n'±(B ® V) sur 7c,(pn+ ® V). En 
particulier, le rang mf(V,c) du S-espace vectoriel Yc,(pn,±(B (g) F) est indépendant de 
n. On pose 

mi(V, c) =m+(V, c) + mr(V, c) 
n?(V, c) =m?(V, c) - mf+1(V; c) 
nt(Kc) =n+(F,c) + n-(l/,c) . 
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Remarquons que mf{V,c) est nul pour i » 0, que rrii(V,c) = d(V) pour 
i <C 0. Donc E<ni(V;c) = d(V), E*nf (V,c) = d±(V). Si l'on définit mf'*(V,c) = 
mf(V*(l), c), nous montrerons dans le lemme 2.1.7 que les (mf (1/, c), mf'*(V, c)) 
forment un type à l'infini de y que l'on note T(V, C). 

Le deuxième exemple ne dépend d'aucun choix. Posons 

mf (rmin(V)) = inf{cKmBlV H (S ® Fil*Dp(V))} 

où la borne inférieure est prise sur les B-sous-espaces vectoriels de B ® DP(V) de 
dimension d±(V). On définit de même 

mf •*(rmin(V)) = inf{dzmBW H (B ® FirDp(K*(l)))} 

où la borne inférieure est prise sur les 5-espaces vectoriels W de B ® DP(V*(1)) de 
dimension d±(y*(l)) = d_±(V). Remarquons que l'on a 

mf(V,c) >mf(rmin(V)) , 

mf (V*(l),c) > mf'*(rmin(V)) = mf(rmin(K*(l))) 

2.1.7. Lemme. Les r(V, c) = (mf (V, c), mf '*(V, c)) d'une part et rmin(K) d'autre part 
sont des types à l'infini de V. Ainsi, on a 

mti{V*(l), c) = mf (V, c) - dzmQpF^Dp(V) + d-±(V) 

mi(rTO<n(7*(l))) = mf (rmin(V)) - dim^FiVV^V) + rf_±(V) 

Démonstration. On doit donc montrer que 

m ^ « i n ( y ) ) = mf (rmin(F)) - dimQpFirDp(F) + d.±(V) 

mti(V*(l), c) = mf (V, c) - d2mQpFiPDp(lO + d-±(V) . 

Montrons les assertions relatives aux mf (Tmin(V)). Si TV est de dimension 
d±(V), l'orthogonal de TV (1 (B ® Fil*Dp(Vr)) est égal à la somme des orthogonaux 
de W et B ® FillDp(V) (on note l'orthogonal par _L) et en posant mf (V, IV) = 
dimBW H (S ® FiPDp(V)) et de même pour mîi(Vr*(l), TVX), on a donc 

¿(10 - mf (V, W) = d(V) - d±(V) + ¿(10 
- dim^FiPD^V) - m ^ r ( l ) , ^ 1 ) , 

c'est-à-dire 

mf (y, i^) = m^(y*(l), TV-1) + dîmQpFiTDp(\0 - d-±(V) 
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En prenant la borne inférieure sur les espaces W de dimension d±(V), puis en 
échangeant les rôles de V et V*(l), on obtient que 

mtM'miniV)) = mf{rmin{V)) - dimQpFiYVp{V) + d.±{V) 

Pour les mi(V,c), le même raisonnement convient : faisons-le de manière 
plus précise. Soit 

(n),± 
<*V.c B ® (IndF/QVr)c==±1 -> 5 ® DP(V) -+ </?n5 ® Dp(V) -> 

avec £v = Dp(V)/Fil°Dp(V) et ty{B) = B <g)tv. On peut définir un accouplement 

coker a ^ x ker a f c ^ -+ B 

de la manière suivante : en utilisant la décomposition 

B ® Dp(V) = B ® (IndF/Ql/)c==+1 0 S ® (IndF/Q^)^-1 , 

on vérifie que l'application 

B ® (IndF/QF(-l))c=±1 -> c o k e r a ^ 

est surjective. L'orthogonal de son noyau pour la dualité induite par 

(IndF/QF(-l))c=±1 x (IndF/QV*(l))c=±1 -> Qp 

est ker a ^ ^ ç . On en déduit que dirriQpcoker cty^ = dimQpker Oiy}^ c. On a alors 
avec W = VU), 

m^(y*(l), c) = mo+(-1) V ( l ) ( - t ) , c) mo+(-1) V(l)(-t), c) 

-kera(n)'±(_1)i dirriQ coker _(n),±(-l)< 

(en appliquant à W ce qui précède) 

=dimQvker awc 1}* dim,Qvtw(F) — dimQv(lndF/QW)c ±( 1)1 

=mf (V,c) - dimQpFU*Dp(y) + d(V) - dimQp(IndF/QV)c=±1 

On en déduit l'assertion relative à c ; on a d'autre part obtenu un 
accouplement complètement analogue à [FP94, III, 1.2.3] • 
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2.1.8. Donnons un autre type à l'infini possible. Pour le justifier, démontrons d'abord 
le lemme suivant qui exhibe des "zéros trivaux" de AT,S,/I ' 

Lemme. Pour h ^> 0, XTcShy± est divisible par (/0/(7 — i^™o(yic) ej. \TSh est 

divisible par (Z0/(7 - l))™*(Tmin(v)) . 

Démonstration. Si n est un entier > 0, notons Yn l'intersection de B(jj,pn+i)<g>Fï[0'Dp(V) 
et de l'image Xn de V^tP(V^c) dans B(/j,pn+i)<g)<Qp'Dp(V) par l'application (l®Eny)oiv 
(B étant le corps des fractions de Boris). Comme expVQp(M n+i)(Xn) est nul et grâce 
au diagramme définition du théorème 1.2.5, e^ÀT^/i est divisible dans er{H{G00) par 
[(7PN+1 - l)/(7pn - l)]dirnBK^er}Yn pour tout caractère 77 de A non trivial. Il suffit 
donc de montrer que pour un tel 77, evYn est de dimension > meQV\Vyc) sur B(/j,pn+i) 
avec e(rj) le signe de n(c). Or, on a 

evYn = (1 ® v)-(n+1\iv(B(iipn+1) ® IndF/Q(V0c=7?(c)) H (5(/i„n+i) ® Fil°Dp(^))) 

= (B(fipn+i) ® IndF/Q(y)c=^) H (S(/v+i) ® ̂ -(n+1)Fil°Dp(F)) , 
ce qui est de dimension rn0 (V, c) par définition. 

La même démonstration montre que si W est un sous-B-espace vectoriel 
de B ® DP(V) de rang d±(V), si mf (V, = dimBW H (B ® FiPDp(y)) et si w 
est un élément non nul de detB(W), l'élément \T,s,h,±(w) de H± est divisible par 
(Zi/(7 - l ) ) " 1 ? ^ . On en déduit le lemme. • 

2.1.9. Corollaire. L'image deF^y^o\TcS est contenue dans H® Frac(A). L'image 
de ^rmin(v) 0 AT,5 est contenue dans Aâ+{V)(U ® Frac(A) ® DP(K*(1))). De p/us, 
existe un sous-ensemble fini J de Z et des entiers rj G N pour j G J £eZs a^e l'image 
de ^rmin(v) 0 ̂ T>s (resP- ^T(V,C) 0 ^T,C,S) soit contenue dans 

U(xj(7h - l)-r^(detATG^)(detAT*(l)G^) Aâ+^v) (H®DP(V*(1)) ) 

i 
(resp. 

II(XJ(7)7 " l)-rj(detAT°^)(detAT*(l)G^)«) 
j 

(Rappelons que L est l'involution de A.) 
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Démonstration. Soit h un entier assez grand. L'image de At,c,5,/i,± est contenue dans 
H® Frac(A)±. On a 

I\-(V,c) ° At,c,5,± = 
3>-h 

-MF(V,C) 
At,c,S,/i,± 

En appliquant le lemme précédent à V(j), on en déduit que les seuls pôles introduits 
éventuellement sont de la forme xdYl ~ 1 pour un nombre fini de j . D'où la première 
partie du corollaire. Les autres pôles éventuels proviennent de la contribution des 
modules de torsion intervenant dans Aoc>5'(T), c'est-à-dire en utilisant le lemme 1.3.3 
et l'appendice A.2 

Aoo o(TW =déf detATGF~ ® (detAH* S(F, T))-1 
® (detA((Bves(®w\vTGF°°>™)))-1 ®detAZ^5(F,T) 

On remarque que l'on a la suite exacte (cf (1.3.1)) 

^ , s ( F , T ) - Z ^ ( F , T ) H°(F^V%1)/T*(l)y -^0 . 

Comme detAjff0(Foo, F*(l)/T*(l))^ = (detAT*(l)G^)^ on en déduit que A00j5(T)̂ or 
est contenu dans 

(detATG^) 0 (detAT*(l)G^ ® (®,€5/detA(0îi;|vTG^-))-1)IH 

d'où la proposition pour R^VC^ o AT)Ci£. L'homomorphisme ^rmin{Y) ° se traite de 
la même manière. • 

2.1.10. On suppose Leop(V, V*(l)) vraie. Pour tout entier i, on note rnftmax{y) 
le plus grand entier m tel que (Z-t/(x(7)*7 — 1))± divise \T,s,h,±, c'est-à-dire tel que 
l'image de ^Z^At,5,/i,± soit contenue dans 

UixhYl- l)-^(detATG^)(detAT*(l)G^)^ A*±(v) (H± ® DP(F*(1))) 

pour un sous-ensemble fini J de Z et des entiers VJ. On note mfMAX(Y*(^)) l'entier 
défini de la même manière en remplaçant V par V*(l). 

2.1.11. Lemme. Les (rn^max(V), ra*max(F*(l)))i€Z vérifient les conditions (i) e£ (ii) 
de 2.1.4 on a m*ma:r(^) > mf(rmin(T/)). 

On note rnffTnax(V) = MF(Tmax(V)). Nous montrerons au paragraphe 2.5 
que rmaa.(F) = (m^max(F),m^rnax(\/*(l)))i€Z est un type à l'infini. Cependant, le 
lemme précédent suffit pour donner un sens à l'opérateur : 

rrmax(v) =ПГ+(-Оп*+(Ттах(1/))Г'(-г)п< {Tma*(v)) 
iez 
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rTmo,(v) = n r + ( - » ) " . + ( ^ (v))r_(-i)nT(rmax (v)) 
iez 

Si t ( w ( V ) , ± ) = T,gQng (Tmax(V)), OU a donc 
rTmo,(v) = nr+(-»)".+(^ (v))r_(-i)nT(rmax (v)) 

Remarquons que les rmax(V) vérifient 
ТП7Г 
ЯTmaxiVl) 

ce qui n'est pas toujours vérifié par rmin(l/) (mais vérifié par r(V, c))... 

Тртг 
ЯTmax{V2) 

Тртг 
Ттпах(VV) 
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2.2. Module des fonctions L p-adiques. 

2.2.1. Lemme. Soit r un type à l'infini de V. Alors, 1T£ o \T s est à valeurs dans 

Lo(Ad+(v) (KQDp(V*(1)))) A^(V)(K®DP(V*(1))) , 

De même, ITj o At,c,s est à valeurs dans £o№) = K. 

Démonstration. L'opérateur !Tr est de degré —d+(V) = (—d+(V), — d-{V)). D'autre 
part, il est clair sur la définition que At,c,s,± est à valeurs dans Cd±(v)0^)- D'où 
l'assertion pour F£ o Àt,c,s- L'assertion pour IT£ o At,s se démontre de la même 
manière. • 

Remarque : La puissance de 2in intervenant dans 1T£ o AT,s,± est égal à (2i7rY^T,±^ 
avec £(T, ± ) = Yla Qnt(r)- Si T et r' sont deux types à l'infini, on a 

T*, o XTS±/T^ o AT,s,± = ( 2 * 7 0 ^ * ) - ^ ) N 
jm?(T')-m?(T) G K 

En effet, posons A = \T,S,±, on a pour h assez grand 

rT±oA = 
j>—h —h<i<j 

i-rnf{r) . 
<>-i *h 

i>-h 

i-rnf{r) . 
<>-i *h Ah i>-h 

i-rnf{r) . 
<>-i *h 

car nf(r) = mf(r) — mf+1(r). Par un calcul similaire pour F*T/ o À, on obtient le 
résultat. Ainsi, si de plus mf (t') > mf (r) pour tout i (on dira que r' > r), le quotient 
F j , o At,s-/F£ o At,5 appartient à H. 

2.2.2. Notons IaHt/1,5/(T) le sous-A-module libre de rang 1 (sous Leop(V, V*(l))) de 

A^<V>(K<g>Dp(l/*(l))) 

engendré par l'image par IT£ o At,S de A00j5(T) 1 

Kntk,sÁT) =rr ° AT.SÍAOO.^T)-1) 

= r > W , 5 ( T ) . 

Soit c une conjugaison complexe. Notons larm,sf(V, c) l'image de 

A0O,S(T)-1®detAV+>P(T,C) 
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par R^(V x o AT,C,5 dans K : 

%arith,sf(V, c) = r /̂Vc) At^CAocsCT)"1 (S detAV+)P(T, c)) 

Remarquons que IIrit^,5/(T)± est en fait contenu dans (2z7r)*(r'±)/C(Gf<X)). 
Enfin, le lien entre larithsÀ^) et ^arithysf {V, c) est donné par : 

IUfc,sF(T)±(*±) = 2i7r)*(T'±>-*(VA±) n 
/ML±(V,C)-MF(R)ÏÏ ârith,T/ v 

si £± est un générateur de detZp(IndF/Q(T)c-±1) et si t(V, c, db) = J2q = Zqnq+(V,Cc)-

2.2.3. On appelle 

Krith,{p}(T) =^r° Iartt/I,{p,OO}(T) : A ^ + ^ ( K 0 D P ( R ( i ) ) ) 

le module des fonctions L p-adiques de T (relativement à r). Si E est un ensemble fini 
de places ne contenant pas de places à l'infini et contenant Sp, on pose 

^rttH,E(T) = R-oIARITFTIEUSOO(T) 

Ainsi, on a explicitement pour tout entier h 

IL . . ,v (T)± = (2i7r)t^ 
i>-h 

гтп?(т) 
-11 

ar it h,YlU S oo ,h 
( T ) 

Si S est un ensemble fini de places contenant S, S^, Sp et les places de mauvaise 
réduction de V, on a donc 

IL..,v(T)± = (2i7r)t^ 
i>-h 

detA(EHVTGF~.«)]T£ o larithiS(T)) 

Ainsi, on a défini larith pour tout ensemble fini S de places tel que EfïS'oo est vide 
ou égal à Soo (lorsque E contient S^, on note Iarit/i,s(T) = ^arith&ÇT) bien que cela ne 
dépende pas de r pour éviter les cas particuliers). Si E et E' sont deux ensembles de 
ce type tels que E C E', on a l'égalité 

i W ( T ) = I l UV)varithMT) 
v<EE'-E 

où lv(V) = detA(^w\vTGFo°^) si v est une place finie et où l'on convient que 

veSoo 
lv(V) = . 

Bien que l'on ne puisse pas remplacer E par un produit infini, il faut bien sûr rapprocher 
cette formule de la factorisation en produit eulérien des fonctions L. En effet, pour v 
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finie et pour 77 caractère de A , evIV(V) est l'idéal de evFrac(A) engendré par Pv^v(j) 1 
où 

PVtn(X) = det(X - 7 K ( 0 H * T G ^ " ) ) . 
Ainsi, pour v g Sp, l(-Pv,iA(7))_1 est égal à det(l — 7|eiA(0^|VTGFFOO^))~1, c'est-à-dire 
à une unité près à §((V/T)GFV)~1 , ce qui est encore égal au facteur d'Euler LV(V, 1) en 
v de V. 
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2.3. Quelques propriétés. 

2.3.1. Proposition. Si j G Z; pour tout ensemble fini E de places de F avec S n S^ 
vide, on a 

Krm,AT(J)) ® ej = (2in)-^v^Tw-i(VarithtE(T)) 

Krm,AT(J)) ® ej = (2in)-^v^Tw-i(VarithtE(T)) 

Lorsque E contient Soo, on a 

(2in)-^v^Tw-i(VarithtE(T)) 

Démonstration. Cela se déduit de ce que 

rVo),c ° ^V(j),c,S = ±Tw J(TViC O \V,c,s) , 

FT{j) o Av(i),5 = ±Tw 3(FT o Av,s) 

et de ce que t(r(j), ±) = £(r, ±6 )̂ — jd±Cj.(y) avec 6j le signe de (—l)-7. • 

2.3.2. Soit 

(/3) 0 -> V -h. V — V" — 0 

une suite exacte de représentations p-adiques de GS,F géométriques et cristallines 
aux places divisant p et r, r', r" des types à l'infini de V, V\ V". Disons que 
l'extension (V, r) de ( V, r') par (V", r") a bonne réduction (p-adique) en oo si 
r(V) =T(V')+T(V"). 

Proposition. Soit 

(/?) o —> V —• v —• v" —> o 

une suite exacte de représentations p-adiques de GS,F géométriques et cristallines aux 
places divisant p . Si E est un ensemble fini de places tel que SqqOYï est vide ou Sqq CZ Yà 
et si l'extension (¡3) a bonne réduction en dehors de S (y compris Vinfini si S ^ n E est 
vide), alors 

Krm,AT) = Cit/l,E(T') ® Cit/l,E(T") 

dans hf (V°(K<g>Dp(V*(l))). 
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2.3.3. Supposons ôzp(V) vraie ; alors, en utilisant la remarque 1.4.9, on a une autre 
définition possible de I£ritfl>{p} ( T ) par 

(2.3.1) IaHt/L,{P}(T)±(s)eT = 

(2iTT)t(T,+) 
j>-h 

dimQpFiVUp(V)-mf(r) detA±Z^s_Sp(F,T)± 

AA±Z^s_Sp(F,T)+ А ^ ( Т ) ^ 1 ) 

pour 5 G Ad±(v^'Dp(V) et pour h assez grand avec toujours £(r, ±) = YlqQ^f(^) 
(rappelons que ex est un générateur de det<Qp DP(V) associé à T ) . 
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2.4. Lien avec les séries caractéristiques usuelles et exemples. 

2.4.1. Soit Rh(V) l'application composée 

H ® T>P(V) —* H <S>A Z^S{F, T) - M <8>A X^siF, T), 

la première application étant Çly^ et la seconde l'application intervenant dans la suite 
exacte de Poitou-Tate (1.3.1). Soit Rh(V, c) : V+ìP(V, c) -* H ® A ^ , 5 ( ^ T) le composé 
de V+^CV, c) -* M ® DP(V) avec Rh(V). 

Proposition, (i) La sm£e exacte 1.3.1 donne un isomorphisme canonique 

Aoo,seíCijídetA^^ÍF, T))^ ® detAV+,p(T, c) 

(ii) Supposons Leop(V, \^*(1)). Les iî^VjC) fournissent une application A-
linéaire 72.(V, c) de 

«ieíCijídetA^^ÍF, T ) ) ^ ® detAV+,p(T, c) 

dans £(K) et on a 

larith,S(V,c) =(detAT*(l)G'«)* 
T£jC o 1Z(V, c)((detAX^s(F, T))"1 ® detAV¿iP(T, c)) 

=r^iC o n(V, C)(®ie{0,1}(detAX^s(F, T))^1)* ® detAV¿,p(T, c)) 

(iii) Supposons Leop(V, V*(l)). Les Rh{V) fournissent une application A-
linéaire 7Z(V) 

(detAXltS(F, T))"1 - £(Aá+(v)(tt(Goo) 0 Frac(A) 0 Dp(V*(l)))) 

et on a 

KritnAW) = r>7e(V)(®ie{0)1}(detAX¿o,s(F,T))(-1>i)(«5) 

pour 0 E A*4" <V>(H ® Frac(A) ® DP(V)). 

Démonstration, (i) est clair. On déduit (ii) de l'isomorphisme précédent, du fait que 
X^siF.T) est nul sous Leop(F) et que X^S(F,T) est le dual de Pontryagin de 
(Vr*(l)/T*(1))C?F«> et est isomorphe à un groupe fini près à HomZp(T*(l), Zp). • 
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2.4.2. Supposons que l'action de c sur Ind^/Q^ soit donnée par pv = ±1. On a 
clairement r(V, c) = Tmin(V). On oublie l'exposant r dans ce qui suit. Le lien entre 
Krith,v(V, c) et larithMT) est alors donné par 

IaHt/i,E(T)±(t±) = ïïaHt/i,s(T)± 

si est une base de detzp(Indjp/Q(T)c_±1) ; ici detzp(IndF/Q(T)c_±1) vaut Zp ou 
detZp(IndF/Q(T)). 

2.4.3. Proposition. Supposons que c agisse sur IndF/Q(V) par pv = ±1. Soit rj un 
caractère de A tel que rj{c) = —py. Si Leop(F*(l), r]"1) est vraie, 

(i) erjIarith,s(T) et erjlarit^sÇV.c) sont non nuls. 
(ii) eTJX^oS(F1 T) et evX^oS(F1T) sont des Ar-modules de torsion et on a 

evIarmAT) =detAreÄ5(F,T) <g> (detAreÄf5(F, T))"1 
=/(^Ä5(^T))/ / (e^5(F,T))Ar . 

Démonstration. Démontrons que si 77 est un caractère de A tel que rj(c) = — py, 
Leop(F*(l) 5 77_1) implique Leop(V,77). Le fait que Leop(V*(l), r)'1) soit vrai est équi
valent à ce que ev-iH^oS(F,T*(1)) soit de torsion. La suite exacte 1.3.1 implique alors 
que eTJH2(Gs,F00') V/T) est de torsion, c'est-à-dire que Leop(V,77) est vrai. 

Ainsi, sous les hypothèses de la proposition, Leop(V, 77) est vraie et 

evV+,p(V,c) = 0 

L'opérateur e^T" est trivial. Les Ar-modules erjH^oS(F1T) et eTJZ^oS(F, T) sont de 
même rang et evX^s(F, T) est de torsion (1.3.2 et 2.4.1) grâce à Leop(V*(l),rj'1). 
D'autre part, Leop(V, 77) implique que e^H^^F, T) s'injecte dans e^Z^ 5(F, T). Donc, 
(i) est clair. Par définition, 

e^larithA^) =(detArel?Zi)f5(F, T)/tf * (F, T))"1 

® ( d e t A ^ ^ ^ T ) ) - 1 ) ® (detAre^f5(F,T))) 
=detAre^s(F, T) ® (detAr^X^CF, T))"1 

grâce à 2.4.1, (ii). • 
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2.4.4. En supposant toujours que c agit sur V par pv = ±1, soit rj un caractère 
de A tel que r?(c) = pv. L'opérateur eJTj est égal à (2i7rYH^ YllT(—r)hr^v>) avec 

tH(v)=j:rrhr(v). 

Proposition. Supposons que c agisse sur V par py = ±1. Sm£ 77 un caractère de A 
£eZ que 77(c) = py. 5i Leop(V,77) est vraie, 

(i) evlarithi{p}(T) et el,Iarit/i,{p}(V; c) son* non nuls ; e7?if^o5(F,T) est un Ar-
module de torsion isomorphe à e^T0^ et er}H^oS(F,T) est un Ar-module de torsion; 

(ii) Supposons vraie la conjecture ôw(V) . On a 

(2i7r)-t"^evIarithAp}(T) 
=(detAre,(T*(l))G*~y ® (®vespdetAr(evT*(l)G^v)-L <g> detAr(eT?T^) 

® ( d e t A r e ^ ^ m j - ^ T - d ) 

où eT*(i) es£ une base de M(detZp(T*(l))) (cf. 1.2.8). 

Démonstration. D'après la démonstration précédente, Leop(Vr*(l),rj~1) est vraie. La 
première affirmation se déduit de la proposition 1.3.2 et de Leop(V, 77). Pour le reste, 
on regarde la définition et ce qui précède. • 

2.4.5. Regardons le cas où V = Qp(r) et F = Q. Les conjectures Leop(Qp(r)) 
et Leop(Qp(l — r)) sont démontrées, la conjecture ôzp(Qp(r)) est démontrée. On a 
pv = (—l)r et tniy) = —r. On en déduit en appliquant les résultats précédent, 

et _ i)r+i Krith,{p} (%P (r ) ) 

=/(e(_ir+i(Zp(l - r))-7(e(_ir+i^(00iP}(Zp(r)))A(_1),+i 

(remarquons que dans cette situation, ef_iwiZ0(r) = 0) ; 

(2z7r)re(_i)rIarit/l/p>(Zp(r)) 

=/(e(_1).Zp(r))-V(e(-i)r^p(Zp(r))))A(_ir+iezp(i-r) 

Faisons le lien avec la théorie classique. Grâce à 2.4, il suffit de regarder le 
cas r = 1. Dans le cas de la e+-composante, on obtient donc 

IaHth,{p}(Z>,(l))+ = ( 7 - 1)"1/(^{oc,p}(^(1))+)A+ 

ce qui est la définition classique ([C77]). Regardons maintenant la e_-composante. 
On note Am la limite projective des p-groupes de classes d'idéaux de Fn, C/QQ la limite 
projective des unités semi-locales en p de Fn, £oo la limite projective des unités globales 

54 



MODULE DES FONCTIONS L p-ADIQUES 

de Fn, £oo,{p} la limite projective du groupe des éléments de F£ qui sont des unités en 
dehors de p. On a le diagramme commutatif dont les lignes et les colonnes sont exactes 

0 

^vesp^p 

О - SooÁPÍ - Z^p(Zp(l) -> X¿i{0OiP}(Zp(l)) 

0 — £oo -» £/«, X¿i{0OiP}(Zp(l)) -> Aoo --> 0 

0 

En comparant avec la suite exacte de Poitou-Tate (1.3.1), on obtient donc que 

(Zp(l))_ = 4o , -

et 
Iortth,{p}(Zp(l))- = 

1 
2mi 

(X(7)-17-1)-7(A»,-)A-

ce qui est aussi la définition classique ([C77]). 

2.4.6. Le cas où V = VP(E) est la représentation p-adique de GQ attachée à une 
courbe elliptique E définie sur Q : VP{E) = Qp <g> (lim Epn) est étudié en détail dans 

[P93]. Prenons pour type à l'infini r = TMIN(Y). On a donc n^1(r) = ULI^T*) = 1, les 
autres étant nuls. On vérifie facilement que 

]TTm = (2.7r)-ü+1)rü + l) 

Remarquons que le A-module *Jarith{Tp(E)) introduit dans [P93] et 

^arithy{p}(Tp(E)) =déf lTarith ipx(Tp(E)) 

ne sont pas définis de la même manière. Plus précisément, pour tout n G T>P(VP(E)), si 
UE est une forme différentielle de Néron de E, attachée à un modèle de Weierstrass de 
coordonnées x et y et si 77 = XCJE est la forme différentielle de seconde espèce associée 
à ce modèle, on a 

larith,{P}{Tp(E))(n)uE A 77 = 1 
2Î7Ï 

Jarith(Tp(E)) An . 

Par l'équation fonctionnelle que nous démontrons au §2.5, cela signifie que 

2i7T)-1Jarith{TJE))=IarithAp}(TJEy(l)y . 
En identifiant TP{E) et TP(E)*(1) grâce à l'accouplement de Weil, on en déduit que 

Janth(Tp(E)) = (2i7r)îarithAp}(Tp(E))L . 
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2.4.7. Regardons rapidement le cas où V vérifie la condition de Dabrowski-Panchish-
kin. Supposons pour simplifier que F = Q, que 1 et p-1 ne sont pas valeurs propres de 
(p et donc que VGF°°>V = 0 pour v divisant p. On suppose qu'il existe un sous-Qp-espace 
vectoriel Dsc (se pour scindé) de DP(V) stable par cp et tel que l'application naturelle 

Dsc -+tv = Dp(^)/Fil°Dp(y) 

soit un isomorphisme. Les Qp-espaces Dsc et Fil°Dp(V) sont donc supplémentai
res. De plus, comme Dsc est stable par ip, ty est ainsi muni d'une action de (p. 
La condition précédente est équivalente à l'existence d'une sous-représentation du 
groupe de décomposition en p, Fil* F C V, telle que Dp(FilpV) = Dsc. On pose 
Fil^T = Fil£V PI T. 

Supposons de plus que la dimension de Dsc sur Qp est égale à d±(V) (V est 
dit ±-critique). On a alors une injection naturelle 

detQ Dsc — Ad±(v)Dp(lO 

La restriction de Qy h à À ® Dsc est égale à £îFili Si l'on suppose vraie la conjecture 
6(F\\pV), on a donc pour s G detQpDsc = det<QpDp(FilpV) 

(2A.1) 
j>-h 

—d¿7TiQp FiP Dsc Ad±(V) Í2ev,fc,±(s) - ие±шг 

où u>x est une base de detAZ^op(FilpT), u une unité de Qp(g> A±, FiP£>sc = FiPDp(V) H 
L>5C et où to(V') = tH(F'ûpV) = Z)r<or^r(^)- Notons r5C le type à l'infini vérifiant 
TNF(rsc) = dimQpFiVDsc. Comme Dsc est de dimension d±(V), on a mf(rsc) > 
rnf(rmin(y)). Posons pour s G det<n £>sc, 

M*)± =déf (2iiry°W 
3>-h 

j-dirnQp¥iVDsc ^arith,{p,oo},h 

On déduit de (2.4.1) que Iac(s)± est un sous-A-module libre de rang 1 de (2i7r)to^Qp(S> 
A±. On définit ainsi un sous-A-module Isc de 

HomQp(detQ D5C, (2ítt)ÍO(V)Qp ® A±) , 

d'où en choisissant une base de detQpDsc associée à T/FilpT, un sous-A±-module de 
(2i7r)to^Qp ® A± libre de rang 1. C'est donc un cas où, comme l'ont vu Dabrowski 
et Panchiskhin, on peut prédire qu'une certaine fonction L p-adique est dans Qp ® A. 
Remarquons d'autre part que l'expression 

LP(V, 0)-Met(l - iplDsc^detil - p~ V_1|Dsc) 
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qui joue un rôle important lorsqu'on évalue le sous-module des fonctions L p-adiques 
en 1 vaut 

v(otj)<0 
(1 - o,-) 

v(otj)<0 
( î - p - W 1 ) 

OÙ 

LP(V, s)-1 = det(l - p-<p\T>p(V)) = n ( l - *3P~a) 

à comparer avec les "facteurs d'Euler" dans [CP89] ; nous y reviendrons dans le 
paragraphe 4.3. 

Faisons maintenant le lien entre îsc et le module d'Iwasawa introduit par 
Greenberg dans cette situation et revu avec l'éclairage de [BK90] (cf. aussi [P92]). On 
suppose toujours que V vérifie la condition de Dabrowski-Panchishkin et est 
=b-critique et que les conjectures 5Zp(FilpV), 6%P{V) et Leop(V) sont vraies. 

Rappelons que dans [BK90] est défini un sous-Zp-module Hj(L,T) de 
HX(L, T) pour toute extension finie L de F ou de Fv (cf. A.2.6 pour des rappels). 
On définit aussi Hj(L, V/T) comme le noyau de 

H1 (F, V/T) - (BveSfH'iFv, V/T)/Qp/Zp ®Zp H}(LV, T) . 

Notons Zooj^F, T) la limite projective des ®v€spi?j(FnjU, T) pour les applications de 
corestriction. Notons Z00i/(F,T) la limite projective des Hj(Fn,T), X^5(F, T) le 
dual de Pontryagin de if°(FTO, V*(l)/T*(l)) et Xoof/(F,T) le dual de Pontryagin de 
la limite inductive 

^(^oo,V*(l)/T*(l)) 

des Hj(Fn, V*(l)/T*(l)). Le A-module XooJ{F, T) est le dual de Pontryagin du groupe 
de Selmer associé à T et à FQO/F. 

En remarquant que la limite projective des ÇBvesf-spHf(Fn^, T) est égale à 
Z(̂ o5_5p(F, T) (cf. A.2.4) et par passage à la limite des suites exactes du type de A.3.2 
rappelées dans l'appendice A, on obtient la suite exacte de A-modules 

0 - ZoojtF.T) Hoo,s JF,T) - ZL_(F,T)/Z0O>/(F>T) - X00j(F,T) 

- .f£iS(F,T) - älf{F,T) - X^S(F,T) -, 0 

Le A±-module det^Z^ (F, T)/Z00i/tP(T)) est isomorphe à 

detAZ^,p(F,T/FilpT) 
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D'autre part, ZOQj(F1 T) est nul si et seulement si X^j^F^T) est de torsion. 
Supposons-le. Choisissons une base s de detZpM(Fil^T) (rappelons que Qp <g> 
detz M(FiliT) = detq Dsc). Notons 7ï le déterminant du conoyau de 

i^ ,s(F,T)± -» Z^fF.TJi /Zoo^CF.TJi 

Alors, en utilisant la formule (2.3.1) appliquée à r = rsc et la conjecture ^(Filpl/), on 
vérifie que 

(2z7r)-to^>Isc(s) = « <g> (detA±tf^s(F, T)±)-1 ® detA±Z^iS_Sp(F, T)± 

=(detA±X00i/(F, T)±)-1 ® detA±X^)5(F, T)± 
=(detA±X00,/(F,T)±)-1 

Ainsi, (2z7r) tô v̂ Isc(5) est l'idéal de A± engendré par une série caractéristique de 
Xoof/(F,T)±. 

Greenberg ([Gr89]) conjecture que X00j(F, T)± est de torsion, généralisant 
ainsi une conjecture de Mazur ([M72], cas d'une variété abélienne ordinaire en p). Sî  
E est une courbe elliptique définie sur Q, à multiplication complexe et ayant bonne 
réduction ordinaire en p, cette conjecture a été montrée par Rubin ([R88, theorem 
4.4]). 
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2.5. Equation fonctionnelle. 

2.5.1. Rappelons rapidement la conjecture Réc(F) faite dans [P92b] et développée 
dans [P94, (3.6)]. On étend par linéarité la forme bilinéaire naturelle 

; , ]D„(V) : DP(V) x DP(V(1)) -> Qp 

à (QpOv+0 ®QP DP(V)) x (Qp(jxp„+i) <g>Q DP(V*(1))> d'une part et à 

[«(Geo) <g> DP(V)) x (W(Goo) ® DP(V(1))) 

d'autre part ; on conserve la même notation. Si l'on note < , >n l'application de 
dualité 

(®v\vHl(Fn,v,V)) x (®viBHl(Fn.v,V(l))) -> Qp 

induite par le cup-produit et l'application naturelle de ®v\pH2(FntVi Qp(l)) dans Qp, 
soit 

< , >K,OO: Z^JF,T) x p(F,T*(l)) - A 
l'application définie par 

< x, y >v,oo= lim 
R€G, 

<C T xni yn >N T) . 

C'est une forme sesquilinéaire pour l'automorphisme t : 7i(Goo) —> 7ï(Goo) induit par 
r i • r-1 pour r 6 GQO : 

< Ax, y >v>>=< XLy >v,oo= A < x, y >Vi00 . 

On la prolonge à 7ï(G'©o) par linéarité. D'où une forme bilinéaire <, >v)<x> de ?^(Goo)-
modules 

(W(Goo) ® a Zlo,v(F, T)) x (W(Goo) ® a Z * ( F , T*(l))4) - «(G«,) . 

On montre facilement (fP94l) que si x e T>oov(V)L=0 et y e X)ooo(y*(l))A=0-, l'élément 

(-1)h-1 < flvAÍaO.nWm.i-híl/*) > V , o o 

de H(Goo) est indépendant de h € Z. On le note 

< Qv(x), t o fiV*(l)(î/) >V,oo -

Conjecture (Réc(V)). Soit V une représentation p-adique géométrique de Gp cris
talline aux places divisant p. Alors, pour tout x E 2?oo,p(V)A=0> V £ £>oo,p(̂ *(l))A==0, 
on a 

< Qv(x)iioÇtv*{1)(y) >Vi00= [x,y]up(v) • 
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Rappelons que Réc(V) implique 6(V). 

2.5.2. Soit e G detQpDp(F*(1)). Notons encore [ , ]dP(V) le crochet de dualité induit 
sur l'algèbre extérieure de DP(V) et de DP(V*(1)) . Si x G AnDp(V), on note x_Le 
l'élément de HomQp(Aâ^-n'Dp(V),Qp) défini par 

(x_Le)(y) = e(x A y) = [x A y, e]Dp(v) • 

Théorème. Supposons 6zp(V*(l)), Réc(V) e£ Leop(V, V*(l)) vraies. Alors, 
(I) TMAA;(Y) est un type à l'infini ; 
(ii) 52 r es* un type à l'infini, Ilrith,{p}(T) et I^,{p}(T*(l)) vérifient 

l'équation fonctionnelle 

KrithÁp}(T) = i:;ithÁp}(T*(l)y±(2ÍTry«W+*-^eT.w 

où eT*(i) est une base du Zp-module M(detzp(T*(l))). 

Remarques : (i) Soit c une conjugaison complexe. En choisissant pour «s une base 
de detZp((Indjp/QT)c=±) et pour s'* la base duale dans detzp((Indir/QT*(l))c=_±), on 
déduit facilement du théorème que l'on a 

KritHÁP}(V,c) = l'arithÁP){V*{\),cY 

où le ' signifie que l'on a enlevé les facteurs 2m. 
(ii) On peut énoncer l'équation fonctionnelle pour Iarï^,{p,oo}(T). Prenons 

h assez grand pour que mf(r) = d±(V) pour i < —h, mf(r) = 0 pour i > h\ alors, 
(ii) est équivalent à ce que 

(2.5.1) 

Harit/i,{p,oo},/i(T)± = 
-h<i<h 

l-dimQpFirDpíVíl^+díV)&arith,{p,oo},h\L \l))±-LeT*(l) 

ou encore 

II ar ith,{p,00},h 
(T) = i<h 

-̂dimQpFirDpíVíl̂ +díV) Iar¿t/i,{p,oo},l-/i(T*(1))¿-LeT*(l) • 

Pour montrer l'équivalence avec la formule du théorème, on utilise le fait 
que r est un type à l'infini et donc que 

t(r, ±) = t(r\ ±) + t„(V) + d.±(V) . 
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Nous montrons au paragraphe 2.5.3 et suivants la formule (2.5.1). On en déduit 
facilement que rmax(V) est un type à l'infini de V : grâce au lemme 2.1.10, il suffit de 
montrer que 

mt^rmaxiVY) = mHrmax(V)) - dimQpFïli*Dp(V) + d.±(V) 

ou ce qui est équivalent en échangeant les rôles de r et r*, 

m ± i ( w ( 1 0 ) = m f ( w ( l O * ) - dimQpFirDp(\/*(l)) + d±(V) 

ce qui se déduit de la formule (2.5.1). 

(iii) Faisons uniquement l'hypothèse que Leop(V, V*(l)) et Réc(V) sont 
vraies. Alors, 6(V*(1)) est vraie et on peut alors montrer l'équation fonctionnelle à un 
élément de Qp près. 

2.5.3. On pose d = d(V), d± = d±(V). Soit s un élément non nul de Ad±Dp(y) de 
la forme s = e\ A • • • A ed±. Ecrivons ex = s A s1 avec s' = ea±+i A • • • A ej et soit 
(e*, • • • , la base duale de (ei, • • • , ej). On a donc eT*(i) = ej A • • • A e*-. Posons 
s'* = e*d +1 A • • • A e^. Alors, [s', 5/*]Dp(v) = 1 et (2.5.1) est équivalent à 

%arith,{p,oo},h(rr)±(s)L = 
-h<j<h 

-dimQpFiPDp(V*(l))+d±(V) /m./iNN / ,*x 
L-j Krith,{p,oo},h{*~ \1))±\S ) 

avec h assez grand pour que FirhlDp(V) = DP(V), FïThUp(Vm(l)) = DP(V*(1)) par 
exemple. 

Soient uJioc,s une base du A-module A^5(T) et cjgiobiS une base de A^^(T). 
Par définition, 

%arith,sAT)±(3)(e±(vi ® ^0 *)) = %,±(5)A±s(F, T))"1)' 

En utilisant 2.4.1, cela peut s'écrire 

%arith,sAT)±(3)(e±(vi ® ^0 *)) = %,±(5)A± 

OÙ ĉ i EST UNE BASE DE DETA^^ 5(F, T) POUR ¿ = 0,1. Par LA PROPOSITION 1.3.3, LES 
A-MODULES 

(detAtA(X^s(F, T)) ® (detAX^s(F, T))"1)' 
et 

detAfri>>s(JF',T*(l))®detA(T'(l)G'-«)-i 

sont en dualité (£A(M) désigne le sous-A-module de torsion de M). Comme 

detAX^s(F,T)l = detAT*(l)G^ , 
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on obtient 

lantKS,h (T)± (s) (det A± t\ (X^s (F,T*(1))±) 
=< Rv,h,±(s),detA±HltS(F,T*(l))± >>Vt00 
= < Ad-(v')^A±(s).detA±^,5(^T*(l))± >V>00 
= [s, (Ad±(v')^-,1(1)il_h,±)-1(detA±Jffi0,s(F, T*(l))±)]i)p(v,) 

(par Réc(V)) 

= detA±^(S(F,T*(l))^[5,(Ad^v')^-1(1)jl_/l,±)-1 (A^(T,(1))_1)]bp(v) 

Nous montrons dans la proposition 2.5.4 que detAtA(X^Q^(F, T*(l)) est 
isomorphe à detA//(^)iS(F, T*(l))'. Supposons-le pour l'instant. Donc, 

larith,S,h(T)±(SY = 
[ е т . Л ^ Ч П ^ д . ^ ) - 1 (A?/o6(T,(1))±)-1)As,.]Dp(vr) 

Par la formule (1.4.3) appliquée à V*(l) et démontrée sous ô^iV) , on a 

Iarzt/l,5,/l(T*(l))±(5,*)eT*(l) 

=^A^5_5P(T*(1))±^* A (Ad-^^-1(1)A±)-1(A^(T*(l))î1) 

dimQpFiPDp(V*(l)) v 
avec = Ylj>-h l-j • D ouî en posant 

^ = n 
-h<j<h 

id±{V) 
L-3 

Iarith,sAT)±(s)L 

— Aloe (T*(l))±[eT,S/:1LAAH^(T*(l))±(5,*)eT.(I)]DpW 

Comme 

A£s-Sp(T*(l)) = detA(®v€5-5pT*(l)Gw)-i ® detA(®.€5-5PTG^,v)^ 

on déduit de la définition de Iari ,̂{p,oo},/i(T*(l)) et de ïïaHt/i,{p,oo},/i(T) (cf. (1.4.4)) que 

^•arith,{p,oo},h 
-h<j<h 

j-dimQpFiPDp(V*(l))+d±(V). [ari*/i,{p,oo},/i (T* ( 1 ) ) ± (s7* ) 

Ce qui démontre (2.5.1) et donc le théorème, à condition de montrer la proposition 
suivante. 
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2.5.4. Proposition. Supposons Leop(Vr) vrai. Il existe un homomorphisme naturel 
injectif à conoyau fini de A-modules 

HliS(F,T) - Ч ( ^ № Т * ( 1 ) ) , Л ) ' . 

En remarquant que si M est un A-module de type fini, ExtA(M, A) est 
isomorphe à ExtA(^A(M), A) à un sous-groupe fini près, on déduit de la proposition un 
isomorphisme de A-modules 

detA#2 (F, T) ^de^ExtiftJXLJF, T*(l))), AY 

^detAtAp^F.T'Cl)))4 

ce qui finit la démonstration du théorème 2.5.2. 

Pour démontrer la proposition 2.5.4, nous utilisons le lemme suivant : 

2.5.5. Lemme. Si Leop(Vr) est vraie, il existe un entier j tel que 

H'(Gs,Fn,T(j)) 

soit fini pour tout entier n. 

Démonstration. Soit n un caractère de A ; on note e{n) le signe de n(c). Pour j tel que 
T(.?r(l)G*v. = T(j)Gf" = 0, on a 

r g ^ e ^ G ^ T C O ) -rgZpe,if2(Gs,Fn,T(j)) = pnd_e(v)(V(j)) . 

De plus, 

TgZper,Hl(Gs,Fn,TÜ)) = % , A ( F , T Ù T ( l ) ) r , 
=pnd^v){V{j)) + rgZptAp^j5(F, TU)* (l)))r„ 

Sauf pour un nombre fini de j , le Zp-rang de tA(X^Q S(F, T(j)*(l)))rn est nul. On en 
déduit le lemme. • 

Remarque : En fait, les assertions suivantes sont équivalentes : 

(1) Leop(V) est vrai ; 
(2) pour une infinité d'entiers H2(Gs,F0^{j)) est fini ; 
(3) pour une infinité d'entiers j , H1(Gs,F0,rr(j))± est de rang 

[F0:F]d_±(V) . 
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2.5.6. Démonstration de la proposition. Il suffit de démontrer la proposition pour 
un twist convenable. Quitte à changer V en un V(j), on peut donc supposer que 
H2(Gs,Fn,T) est fini pour tout entier n. Le Zp-module £A(X^^(F, T*(l)))rn est lui 
aussi fini pour tout entier n (démonstration du lemme 2.5.5). On en déduit que 
t^X^ 5 (F, T*(l))rn est égal à un groupe fini d'ordre borné près au sous-Zp-module de 
torsion de X^5(F,T)rn. D'autre part, on a la suite exacte 

0 - Qp/Zp <g> H^Gs^T) -» H\GS,Fn,V/T) - H2{GSiFn, T) -> 0 

où la surjectivité se déduit de la finitude de H2(GstFn^)' Comme le groupe 
(F, T*(l))rn est égal à un groupe fini d'ordre borné près à H1(Gs,Fni VyT)", on 

en déduit des homomorphismes de A-modules dont les noyaux et conoyaux sont finis 
d'ordre borné par rapport à n 

Xoo,s 

( * A « 5 ( f , T ' ( l ) ) ) r J ' ~ H2(GStFn,T) 

Passons à la limite projective sur n. Pour le membre de droite, on obtient H^oS(F, T). 
Pour calculer le membre de gauche, rappelons ([P84]) que si M est un A-module de 
torsion et si cjn est premier à la série caractéristique de M pour tout entier n (ce qui 
est équivalent à ce que Mrn soit fini pour tout entier n), on a 

Ext i (M, AY = lim(Mr r = (limMrJA 
n 

où la limite inductive est relative aux applications de transition 
Mrn+1 -> Mrn 

x i—• wn+1 
wn 

X 

Comme t^X^ S(F, T*(l)))rn est fini, la limite projective des 

(<A(X^s(F,T*(l)))rJ-

est bien 
ExtA(iA(X^s(F,T*(l))),A)' 

qui est isomorphe (à un groupe fini près) à 

ExtA(Xis(F1T*(l))>A)i 

On en déduit la proposition 2.5.4. 
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Résumé. Une fois construit le module des fonctions L p-adiques de T, il est important 
de connaître l'ordre du zéro au caractère trivial et de savoir évaluer un générateur en 
ce caractère. Cette évaluation permet de retrouver les invariants arithmétiques de V 
sur le corps F. Ainsi, c'est ce genre de calcul qui permet de démontrer l'analogue de 
la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer à une unité près dans le cas des courbes 
elliptiques. Apparaît dans ce cas la hauteur p-adique et les nombres de Tamagawa. 

C'est le but de ce chapitre : étude de l'ordre au caractère trivial 1 d'un 
générateur du module des fonctions L p-adiques et du calcul à une unité près de son 
coefficient dominant en 1. Cette étude demande de construire certaines hauteurs p-
adiques et les "périodes p-adiques". On remarquera que ces hauteurs dépendent du 
choix d'un sous-espace N de T>P(V) de dimension d+(V). Les périodes p-adiques 
qu'elles définissent interviennent alors dans l'évaluation de Iarit/i,{p,oo}(T)(n) ou de 
I^rith^py(T)(n) où n est un élément non nul de detqpN. On notera le rôle de l'opérateur 

( i - ^ X i - p - v 1 ) - 1 

ou plutôt de sa puissance extérieure d±(V). Il permet d'expliquer le facteur d'Euler un 
peu anormal que l'on rencontre toujours dans les problèmes d'interpolation p-adique. 

Les formules trouvées dans ce chapitre nous servent de guide dans l'établis
sement des conjectures ou questions du chapitre 4. Ainsi, la conjecture définissant la 
fonction L p-adique d'un motif et la conjecture principale affirmant que cette fonction 
est un générateur du module des fonctions L p-adiques que nous avons construit dans 
les chapitres 1 et 2 impliqueront la "partie en p" des conjectures à la Bloch-Kato grâce 
aux résultats de ce chapitre (sous Réc(V)). 

Signalons que nous avons toutefois supposé pour simplifier que les opérateurs 
1 — (f et 1 — p~V-1 sont inversibles, laissant les autres cas, pourtant extrêmement 
intéressants, pour plus tard. 
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3.1. Périodes p-adiques. 

3.1.1. Le but de ce paragraphe est d'associer à la représentation p-adique pseudo
géométrique V, cristalline aux places divisant p, des périodes p-adiques analogues 
aux périodes complexes de Beilinson-Deligne-Bloch-Kato des motifs. Pour cela, nous 
reprenons le point de vue de [FP91] et de [FP94] et le transposons dans le cadre p-
adique. 

Nous ferons tout du long l'hypothèse simplificatrice que 1 et p 1 ne sont pas 
valeurs propres de tp agissant sur DP(V) ; en particulier, H°(F, V) = H°(F, V*(l)) = 0. 
Posons 

Â/(F, V) = (detQpH}(F, V) ® detQpHJ(F, V(l)))-1 ¡8) detQptv 

avec toujours ty = Dp(Vr)/Fil°Dp(F) ; c'est un Qp-espace vectoriel de dimension 1 
(cf. Appendice A pour des rappels sur les Hj). Si N est un sous-espace de DP(V) de 
dimension d+(l/), on construit en 3.1.2 et 3.1.3 une application 

Pervw : A/(F, V)"1 HomQp(detQpAr, Qp) 

que l'on peut étendre par linéarité en une application 

PerViN : A/(F,y)~1 — Hom5cr, [Baris ® detQpAT, 

Plus généralement, la même construction est valable si N est un sous-espace de 
B (g) T)P(V) de dimension d+(V) et B le corps des fractions de Boris. 

Choisissons une conjugaison complexe c. Elle détermine un sous-espace 
(IndF/QV)c=1 de IndpyQV de dimension d+(V) et donc par extension des scalaires et 
via l'isomorphisme de comparaison un sous-B-espace vectoriel B 0 (lndF/QV)c==1 de 
B <g> T>P(V) de dimension d+(V). Si 

A,(F, V, c) = Ä,(F, V) ® (detQp((IndF/Q^)c=1))-1 

on note Per^c l'application linéaire : 

Peiy,c : A/(F, V, c)-1 —• B 

déduite de Pery. En particulier, si uT est une base du Zp-module 

detZp#}(F, T) <g> detZp#}(F, T*(l)) <g> detZp(IndF/QT)c=1 

et si u est un élément non nul de det<Qptv, le Zp-module engendré par 

£ÎT,C(^) = PerVc(a;T (g) u 1) 

dépend de T, c et a;. 
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3.1.2. Fixons un sous-espace vectoriel N de JDP(V) de dimension d+(V). Notons 

Oiy,N — &F,V,N : N —* ty 

l'application naturelle. On a alors la suite exacte tautologique 

(stVtN) 0 —> ker ay,N —> N —» ty —• coker ay,N —• 0 

Notons wv,;v • Hj(F^V) —+ ty —* cokerav,7v le composé de l'application logarithme 
logv relative à y et de la projection naturelle et 

Vvw,N:H}(F,V*(l))-+tv*w (Fil°Dp(y))*^(kerav,iv)* 

le composé du logarithme relatif à Vr*(l) et de la transposée de l'inclusion naturelle 
de kerav,N dans Fil°Dp(V), l'isomorphisme tv*(1) = (Fil°Dp(y))* étant induit par la 
dualité entre DP(V) et DP(V*(1)) ; on peut interpréter vy*(i),N comme uv*(1^N± où 
N1- C DP(V*(1)) est l'orthogonal de N. Par dualité, on obtient à partir de ^y*(i),jv 
une application linéaire 

r/v.{1)tN : kevaVtN — #)(F,F*(1))* 

On construit maintenant une application bilinéaire 

< , >V,N' kevuViN x ker^v*(i),iv —• QP • 

Pour cela, soient ?/ € H}(F, V) et x G ifj(F, V*(l)) appartenant à kertv*(i),jv • 
L'élément x définit, à isomorphisme près, une extension de G^-niodules de V par 

Qp(1) : 
0 -» Q_(l) -» 14 — V -» 0 

On a la suite exacte ([FP94, II, 2.2.3]) 

0 - H}(F, Q„(l)) - tfj(F, 14) -H}(F,V) - 0 

On note SgiobiX(y) un relèvement quelconque de y dans Hj(F, Vx). On a d'autre part le 
diagramme commutatif dont les lignes sont exactes 

0 — ®VH}(FV,QP(1)) — ®vH}(FViVx) — 0 ^ } ( F . , y ) — 0 
î î î 

0 - DP(QP(1)) - tVx - tv - 0 

où les sommes sont prises sur les places v G Sp. Comme p n'est pas valeur propre de 
(p sur DP(V), la suite exacte 

0 -> DP(V*(1)) - Dp(lC(l)) - Dp(Qp) - 0 

admet un scindage (respectant l'action de (p) donné par DP(VX*(1))̂ =1 = DP(QP). 
D'où, par dualité, une section ax de la projection DP(VX) —> DP(V) ; le fait que 
x G ker iv* m N signifie que 

ax(Fil°-Dp(V) PI N) C Fil°Dp(Vg -
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Supposons que y G ker*UV,;V- L'image Locp?/ de y par localisation dans ty appartient à 
l'image de TV : Locpy = ct^{ny). Notons sp^Nx{y) l'image de ny dans ÇBvespHj(F, Vx) 
par le composé 

N • T>P(V) -2=-> DP(K) > tv, > ÇBvespHj(F, Vx) 

elle est définie modulo l'image de keravw = N D Fil°Dp(V). Notons 

Jx:©^sptf}(Fv,Qp(l))-+Qp 

l'application composée 

®v€SpH}(FVÌQp(l)) ^ ®vesp®p ®zp l imO£/OSf — Qp 
n 

où la dernière application est égale à 2v€sp logpiVFv/Qp. On pose 

<y,x >y,N= lx(s9iob,x{y) — sPiN,x(y)) 

Cela ne dépend pas du choix de sgi0b}X(y) (la somme des invariants locaux d'un 
élément global est nulle) ni, pour x € ker tv*(i),jv, du choix de sp^,x(y) puisque 
ax(FÏ\°'Dp(V) H TV) C Fil°Dp(14). Lorsque cette forme bilinéaire est non dégénérée, 
elle induit une application H}(F, V*(l))* —• Hl(F, V) telle que la suite 

ker av,N -> H){F, V*(l))* -> H}(F, V) -> coker aV)N 

soit une suite exacte. 

Remarque : Le fait de choisir sgi0^x(y) dans Hj(F, Vx) n'est pas essentiel. On peut 
prendre sgi0^x{y) dans ^(GS^F, VX) à condition de choisir ensuite pour tout v G Sf — Sp 
un relèvement sVfX(y) de y dans Hj(Fv1 VX) et de définir 

< >V,;V= lx(sgiob,x(y) - sp,N,x(y)) 4 
vGSf-Sp 

ordv(sgiobiX(y) - sVyX(y))logpNv 

Définition : On dit que iV est régulier si la forme bilinéaire < , >yfN est non 
dégénérée et si la suite 

(s/v,;v) 0 -> ker aVìN -> #)(F, V*(l))* -> Hl(F, V) coker aVjiV -> 0 

est exacte (pour parler de la première condition, on dira désormais que la suite sfyiN 
existe). 
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Rappelons que l'on a ([FP94, II, 2.2.2]) 

(3.1.1) 
dim^H^F, y*(l)) - dimQpH}(F, V) =d+(V) - dimQptv 

=dirriQpkei OLV,N — dirriQpcoker ay,N 

On en déduit que si la suite exacte (S/V^N) existe, TV est régulier si et seulement si 
l'application Hj{F,V) —> cokeray,N est surjective. 

3.1.3. Supposons que la suite (s/v,7v) existe. On déduit des deux suites (sty,N) et 
(S/V,N) une application 

Per̂ Tv • A/(F, V) 1 —>detQpcoker av,N <8> (det<Qpker aViN) 1 <g) (detQptv) 1 
^(det^iV)-1 = HomQp(detQpA ,̂Qp) 

qui est un isomorphisme si et seulement si la suite (s/v,jv) est exacte. Lorsque la suite 
(sfv,N) n'existe pas ou lorsqu'elle n'est pas exacte, nous conviendrons que Perv,N = 0. 
On obtient aussi à partir de Pevv,N une application 

Perv : Â/(F, V)-1 ® detQp7V -+ Qp . 

3.1.4. Soit 
Locp,v : H)(F, V) - ®vespH}(Fv1 V) 

et 
Locp.v-d) : HUF,V*(1)) - (Bv€SpHUFViV*(l)) 

les applications de localisation. Notons d'autre part Hj^py(F1 V) le noyau de l'appli
cation 

H\GS^V) - ®^sJ-spH1{Fv,V)/H){Fv,V) . 

En reprenant la construction de < , >V,N\ on voit que la forme bilinéaire < , >V,N 
s'étend de manière naturelle en une forme bilinéaire 

Hf,{p}(F>v) x kerLocPfv(i) -> QP 

indépendante de N que l'on note provisoirement Bp. Soit Hj^py(F, V)Q le sous-espace 
vectoriel de Hj{py(F, V) formé des éléments x tels qu'il existe un entier M et pour tout 
n un élément xn de Hl(Gs,Fn,T) tel que Mx = TrFn/Fxn. Nous en verrons une autre 
définition au paragraphe 3.3.1. 

Lemme. Le Qp-espace vectoriel Hj {py(F,V)0 est contenu dans le noyau à gauche de 
BF. 
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Démonstration. Notons provisoirement X(F) le noyau de 

H}(F,T*(1)) - <BvesPH}(FV,T(l)) © (®v€Sf-SpH}(FV,T*(l))/H}(FV,T*(l)r) 

où ®v€Sf-sPH}(FV,T*(l))u est l'image de 

0„eS/_SpZi(F,T*(l))Goo 

dans 
®v€5/_5p#)(F„,T*(l)) 

Il est montré dans [P92, §2.2] (cf. aussi Appendice A.2.4) que H}(FV, T*(l))u est 
d'indice fini dans H}(FV, T*(l)). De plus, le noyau de Phomomorphisme 

HUFV,T'(1))-> HUFV,V*(1)) 

est fini d'ordre §((V/T)GFV). On en déduit que X(F) est d'indice fini dans l'image 
réciproque de ker LocPîv*(i) dans Hj(F, T*(l)). De plus, si X{FN) est défini de manière 
similaire pour le corps Fn, l'indice corespondant est borné par rapport à n (loc.cit.). 

Revenons à notre forme bilinéaire. Si x G X(F), il définit une extension TX 
de T par Zp(l). On montre facilement que Hj(FV,T) est dans l'image de Hj(Fv,Tx) 
pour v G Sf : en effet, pour v G Sf — Sp, l'application 

Hlf(FV,TX) —• Hl(FV1T) 

est surjective ([P92, lemme 2.2.3], énoncé en A.2.5) ; pour v G £p, il est clair que 
l'extension TX étant scindée, tout élément de Hj(Fv, T) admet un relèvement canonique 
dans Hj(Fv,*Tx). Si y G Hlf^{F, T), si sgiob)X(y) en est un relèvement dans Hl(F, Tx), 
si sv,x{y) en est un relèvement dans Hj(FV,TX) pour v G Sf — Sp et si sv^x(y) est le 
relèvement canonique de y dans H}(FV, TX) pour v G Sp, il est facile de vérifier que 

BF(y,x) = lx(sgiobiX(y) -
veSf 

svAy)) £ ZP ; 

Zx : (&vesfH}(FVi Zp(l)) —* Zp désigne maintenant l'application composée 

®v€SfH1f(FViZp(l)) =- ©v€5/ l imO^/O^f — Zp 
n 

où la dernière application est égale à 

vesp 
log pNFv/Q 

veSf-Sp 
(logpNv)ordv . 

En particulier, sur Hj^py(F,T) x X(F), BF est à valeurs dans Zp. On définit de 
la même manière BFn (en utilisant encore l'homomorphisme lx ) ; BFn est encore à 
valeurs entières sur Hj^pj(Fn,T) x X(Fn) et en particulier, il existe une constante 
C, indépendante de n, telle que BFn est à valeurs dans C_1Z sur Hj^py(FniT) x 
iesFn/FX(F). Soit maintenant y G iifj {p}(F,V)0. On a donc My = TrFn/Fyn avec 
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yn G Hj{py(Fn, T). Les relations de compatibilité par restriction et corestriction de BF 
et BFn impliquent que 

MBF(y,x) = pnBFn(yniiesFn/Fx) epnC-lZp , 

ce qui tend vers 0 avec n. D'où la nullité de BF(x,y). 

Notons << , » v la forme bilinéaire qui se déduit de BF : 

H}Ap}{F, V)/H}t{p}(F, V)0 x ker Locp,v*(i) - Qp 

Le problème de la non-dégénérescence de << , » v sera fondamental dans la suite 

3.1.5. Proposition. Si y E keruy,N et si x E kervv*(i),N, on a 

<y,X >V,N= — < X,y >v*(l),N± 

Remarquons que 

heruvTN z= keivVN± , ker VV*(I),N = keruv*^N± . 

Un corollaire de la proposition est que, au signe près, les suites S/V.N et sfv*^iN± sont 
duales. 

Démonstration (cf [Ne93, §4] .̂ Rappelons que x (resp. y ) définit une extension Vx de 
V par Qp(l) (resp. une extension V*(l)y de V*(l) par Qp(l)). Se donner un relèvement 
Sgiob,x(y) £ Hj(F^Vx) de y revient à se donner une extension EXtV de Qp par Vx. On 
peut aussi voir EXiV comme une extension , c'est-à-dire un diagramme commutatif dont 
les lignes et les colonnes sont exactes 

0 0 0 

0 — Qp(l) — Vx — V — 0 

0 — Qp(l) - EXiV V*(l)*y(l] 0 

0 Qp -> Qp — 0 

0 0 
On dira que EXiV est une extension panachée de V*(l)*(l) par Vx ou associée à 
(x,y). Soit de même Ex,y^,p la somme directe des extensions cristallines de Qp[GFv]-
modules de Qp par Vx, pour v G Sp, qui correspond au relèvement choisi sPiw,x(y). Si 
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(EXiy)p est EXIV muni de l'action de ®vesPGFV, {EX,Y)P — EXÌVÌNÌP définit un élément de 
ev€5pExt^Fv(Qp,Qp(l)) = ®v^spH1{Fv,Qp{l)) et on a par définition même 

< V,X >V,N— 'X((^,Î/)P ~~ ExM.Ntf) • 

On remarque alors que — (EXyy)*(l) est une extension panachée associée à 
(y, x) ; on la note Ey,x. Le signe vient de ce que si a est la classe d'une extension de B 
par A dans HX{GF, S* <8>A), la classe de l'extension de A*(l) par B*(1) qui s'en déduit 
par dualité et twist à la Tate dans 

HL{GF, A*{iy <g> £*(!)) = H^GF, S* 0 A) 

est —a. Il ne reste plus qu'à montrer que — (Ex^y^iP)*(l) est une extension panachée 
associée à (y, x) correspondant à un relèvement de x du type spN±y(x). Décrivons ex
plicitement les ^-modules filtrés associés à Vx, Ex,y,NyP, etc . . . On a une décomposition 
canonique de (^-modules 

T>v(Vx) = I)JV) 0 D„(Q„(1)), DB(K*(lU) = D„(K*(1)) 0 D„(Q„(1)) 

La filtration sur DP(VX) compatible avec les filtrations de Dp(Vr) et de DP(QP(1)) est 
déterminée par Fil°Dp(14) : une fois celui-ci connu, FiPDp(l4) est l'image réciproque 
de FillDp(Vr) pour i < 0 et l'image réciproque de Fil*Dp(Vr) dans Fil°Dp(\4) pour 
z > 0. On a 

Fil°Dp(\4) = {(d, Ax(d)), rfG Fil°Dp(V)} 

avec Ax : Fil°Dp(y) Qp = DP(QP(1)) donnée par 

K(d) = -[rf,logvr.(1)x]Dp(v) 

De même, la filtration sur JDp(V*(l)y) est entièrement déterminée par 

Fa0Dp(K*(l)y) = {(d*,Ay(O), d* G Fil°Dp(T/*(l))} 

avec Ày : Fil°Dp(y*(l)) -> Qp = DP(QP(1)) donnée par 

ЛУ(0 = -H*»logv2/]Dp(v-(i)) 

Maintenant se donner une extension panachée E cristalline de QpjJIveSp GFVY modules 
associée à (x, y) revient à se donner dans 

D = Dp(14) 0 Dp(Qp) = DP(V) © Dp(Qp(l)) 0 Dp(Qp) , 

muni de la structure naturelle de (^-modules, un sous-espace Fil°D tel que l'on ait les 
suites exactes 

0 — Fil°Dp(\4) — Fil°jD — Dp(Qp) — 0 . 

73 



B. PERRIN-RIOU 

La filtration sur D est alors déterminée : 

FiliD = FiPDp(V;) 
FiPDp(T4) + Fil°£> 

pour i > 0 
pour z < 0. 

L'extension panachée ExyNp associée à {x,y) est telle que DP(EXVNv) = D et 

F i l ^ F ^ p ) = Fil°Dp(V;) + Qp(/z, 0,1) 

où fi est un élément de N congru à logv(y) modulo Fil°Dp(V) et où (//,0,1) G 
Dp(Vr) © DP(QP(1)) E Dp(Qp). De même, -EViXtN±iP est telle que 

Dp(-£Wx,p) = Dp(V*(l)y) 0 DP(QP) = DP(V*(1)) © DP(QP(1)) © DP(QP) 

et 
Fil°Dp(F^jA,x,p) = FÛ°T>p(V*(l)-y) + QpCi/, 0,1) 

où (i/,0,1) € DP(V*(1)) 0 DP(QP(1)) © DP(QP) et v un élément de N1- congru à 
-logv.(1)(x) modulo Fil°Dp(V*(l)). On a alors une dualité naturelle de (^-modules : 

D p ( W * ) x D p l - ^ i j , ) - Dp(Qp(l)) - Qp[-1] . 

Pour finir la démonstration, il suffit de montrer que Fïl°EXiytNiP et Fil°(—EViXjP) sont 
orthogonaux, i.e. pour tout d G Fil°Dp(Vr), d* G Fil°Dp(F*(l)) , k G Qp, k' G Qp, 

[(d + A/x, Ax(d), fc), (d* + fcV, -Ay(d*), J / I I d , ^ ) = 0 

Or cela vaut 

[{d + fc/i, d* -h fcV]Dp(v) + [Ax(d), ̂ dp(qP(I)) - [A;, Ay(eT)]Dp(Qp) 

= [d, d*] + d*] -h i/] + fcfc'[/x, v\ + fc%(d) - fcAy (d*) 

en posant [ , ] = [ , ]Dp(v) 

=k[/jL - logv(y), d*] + v + log^(1)] = 0 

en utilisant le fait que Fil°Dp(V) et Fil°Dp(V*(l)) sont orthogonaux, la définition de 
Ay et Ax, le fait que // G AT, v G Af1- et que // — logv(y) (resp. v + log^.^x) appartient 
à Fil°Dp(Vr) (resp. Fil°Dp(l/*(l))). La proposition s'en déduit. • 

3.1.6. Plus généralement, soit n un entier > 0 et 77 un caractère de Gal(Fn/F) de 
conducteur pn+1, c'est-à-dire ne se factorisant pas par Gal(Fn_i/F) et de signe €(77). Si 
QP(77) est le corps engendré sur Qp par les valeurs de 77, notons ^(77) la représentation 
p-adique à coefficients dans Qp(rj) tordue de V par 77. On définit alors encore un 
QP(77)-espace vectoriel Â/(F, ^(77)) de dimension 1 

Â,(F, V(V)) = (detQv(ll)HUF, V(r,)) ® detQv(r))H}(F, Vfa)* (l)))"1 

® det(Qp(77)tv(77) 
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et une application 

Pervi»),* : Ä/(F, V477))-1 -> HomQ_(n)(detQp(n)JV>Qp(»7)) 

où N est un sous-espace de T>p(V{r])) = Qp(rj) <g> ~DP(V) de dimension d€(v)(V). On 

pose 
Perv(77)(a; <g> n) = Perv(r/)i^(a;)(n) 
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3.2. Exemples et cas particuliers. 

3.2.1. On suppose toujours que 1 et p 1 ne sont pas valeurs propres de op agissant sur 
T)P(V). Donnons quelques cas particuliers de la définition de Perv,iv et de QT,C> 

3.2.2. Cas (I) : Supposons que H}(F, V*(l)) = H}(F, V) = 0. Cela se produit par 
exemple (au moins conjecturalement) si V est la représentation p-adique associée à une 
courbe elliptique définie sur F de rang de Mordell-Weil nul ou si V est la réalisation 
p-adique d'un motif critique dont la fonction L ne s'annule pas en 0. 

Soit TV un sous-espace régulier de DP(V) de dimension d+{V). Alors, 
nécessairement kerav,jv = 0- La relation sur les dimensions (3.1.1) jointe à la nullité 
de Hj(F, V*(l)) et de Hj(F, V) implique qu'alors coker ayjy = 0. Ainsi, N est régulier 
si et seulement si N H Fil°Dp(F) = 0. 

On a ici Af(F, V) = det<Qpty. Choisissons un élément non nul lu de deÎQptv 
et un élément non nul n de det<QpiV. Alors, Per^u-1 (G n) est simplement égal au 
déterminant de l'isomorphisme ay,w : N —> ty calculé dans les bases n et w, i.e 

det(av,AR)(N) = Perv(TJ 1 ® n)u , 

ce qu'il est commode de noter avec un abus de notation 

Perv{lu 1 (g) n) = det(aytN){n)/lj . 

Soit c une conjugaison complexe telle que B ® (Ind^/Q^)0 1 soit régulier, 
i.e. telle que B <g> (IndF/Qy)c=1 n B ® Fil°Dp(\0 = 0. Notons ayiC l'application oty^ 
pour N = B® (IndF/Qy)c=1 : 

av,c : B <g> (lndF/QV)c-1 -+ B®tv 

Alors, si £+ est une base du Zp-module detzp(Indjp/QT)c \ 

Пт,сМ = àet(aVìC){t+)/uj 

est l'analogue de la période de Deligne. 
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3.2.3. Cas (II) : Supposons qu'il existe un sous-espace TV tel que la suite 
exacte (S/V,N) se réduit à 

0 - HUF,V*(l)y - H}(F, V) - 0 . 

Cela se produit (au moins conjecturalement) lorsque V est la représentation p-adique 
associée à une courbe elliptique définie sur F. 

On a kerav,iv = cokerav^ = 0 et m£(Tmin(V)) = mô(r^in(V)) = 0. 
L'application bilinéaire < , >V,N est alors définie sur Hj(F,V) x Hj(F,V*(l)). 
Choisissons une base UT du Zp-module detzpHj(F, T) ® detzpHj(F, T*(l)), u un 
élément non nul de detQp£y et n un élément non nul de det<QpiV. Notons 

discô  < , >V,N 

le déterminant de Hj(F,T) —> Hj(F, T*(l))* relativement à cjt. Alors, on définit 
Perv(cJx ® ® n) par 

discus < , >vyv det(ay,;v)(n) = Per^^T ® ^ 1 <g> n)u; 

ce que l'on note par abus de notation 

Perv(ü>r ®<̂  1 ® n) = diseur < , >v,iv (det(ay,iv)(^)/^) • 

Soit c une conjugaison complexe telle que (lndp/QV)c=1 soit régulier. Notons 
QV,C (resp. < , >v,c) l'application ay,N (resp. la forme bilinéaire) associée à 
N = B ® (Indjr/QV)c=1. Alors, si est une base du Zp-module detzp(IndF/QT)c=1, 

^T,C(^) = disc^. < , >v,c det(aViC)(t+)/cj G B^ 

est l'analogue de la période de Deligne et Birch-Swinnerton-Dyer. 

3.2.4. Cas (III) : On suppose que H}(F,V*(1)) = 0. 

Alors, N est régulier si et seulement si ArnFil°Dp(V) = 0 et si l'application 

HUF, V) -> cokeraViN = T>P(V)/(FÛ°T>JV) + N) 

est mjective. Elle est alors bijective. Un tel N existe à cause de l'égalité déduite de 
(3.1.1) 

dimQpHf(F, V) = dimQptv — d+(V) . 
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Si cjt est une base du Zp-module libre det%pHj(F, T), si r(V) est la dimension de 
Hj(F, V), si tu est une base de det<QpV et si n est une base de detQp7V, on a 

Perv(o;T ® u~l <g> n)uj = Ar(v)logv(ljt) A (Ad+{v)(aVyN){n)) 

ce que Ton peut encore écrire 

Perv(o;T (8) n) = Ar(K)logv(̂ T) A (Ad+(y)(av^)(n))/o; 

Choisissons une conjugaison complexe c telle que (Ind^/Q^)0-1 soit régulier. Si t+ est 
une base de detzp(IndF/QT)c=1, 

«T.CM = Ar^logv(u;T) A (A*+<v>(av,c) (*+))/" 

est un "régulateur" du type régulateur de Beilinson. 

3.2.5. En général, on peut décrire "explicitement" Per y de la manière suivante. Dans 
ce qui suit nous ferons un certain nombre d'abus de notations afin de pas alourdir trop 
la description. On suppose toujours N régulier. 

Soient u)i base de det<Qpiï}(F, V), cu2 base de det<Qpiï)(F, V*(l)) et utg base 
de detQp£y. Soient uj^n (resp cu2,n) une base de det<Qpker î/v/jv (resp. detQpker Vv*{\),n)-
Ecrivons 

w1 = w1,N A W'1,N, w2 = w2,N Aw'2,N 

Soit n G det<QpN. On note ni € det<Qp ker qlv,n, un G detQp coker olv,n tels que 
(ni,n,LOtg,u>n) soit compatible à la suite exacte (stv,N)- On note l o g ^ ^ N) et 
logn-1(^2,^) les éléments de Q* tels que 

logv(u'hN) = log^n^i jjo/1 G de^cokerav^ 

et 

logv.(1)(a;2ïjv) = iogn-1^,^)72!1 e detQp(keray,AR)* = detQpcoker av*^fN± 

Alors 
(3.2.1) 

Perv(a;i <g> a;2 <8> a;̂ 1 <g> n) = ctosc^g^ „ < , >v,n logun{u[N) logn-i (o^at) • 
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3.3. Multiplicité du zéro (première forme). 

3.3.1. On suppose toujours que 1 et p 1 ne sont pas valeurs propres de (p agissant sur 
T>P(V). Rappelons que Hj^py(F^ V) est le noyau de l'application 

H\Gs,F,V) ^®veSf-sp H1(Fv,V)/Hf(Fv,V) 

L'image de Q^H^S(F, T)GOO dans HX(GS,f, V) est en fait contenue dans Hj{p}(Fy V) 
(l'image de V(F, T) dans iî1(Fv, T) étant contenue dans Hj(Fv, T) pour v Spi cf. 
A.2.3) et c'est le Qp-espace vectoriel que l'on a noté Hj^py(F, V)Q. Notons Hj(F, V)Q 
l'intersection de Hj^py(F,V)0 avec Hj(F1 V). Posons 

8{V) = dim^HJ^F, V) - d_(V) - {dimQpH}(F, V) - dimQpH}(F, V)0] 

Nous montrerons dans la proposition 3.4.2 que Qp ® H^OS(F,T)gqo s'injecte dans 
Hj^py(F, V) ; on a alors 

d-{V) < dim<QpHj^py(FiV)0 

avec égalité si Leop(V, 1A) est vraie2 et S(V) est supérieur ou égal à 

dimQp(H},p}(F, V)/H},p}(F, V)0) - dimQp(H}(F, V)/H}(F,V)0) , 

avec égalité si Leop(V, 1A) est vraie. Le nombre S(V) devrait être nul, comme on le 
montre sous des conditions supplémentaires dans la proposition 3.3.4. 

Nous supposons implicitement Leop(V, V*(l), 1A) vraie dans le paragraphe 
3.3 (dans le cas contraire le module lAlaHtfi,{p}(T) est nul et les propositions qui suivent 
sont encore vraies mais sans intérêt). 

Proposition. Supposons Réc(V) si Fil0T>p(V) ^ 0. Soit r un type à l'infini de V. 
Alors, Iarith ip\ (T) a un zéro en 1 de multiplicité supérieure ou égale à 

dimQpH){F, V*(l)) - M+(R) + 6(V) . 

Pour énoncer la proposition sans faire intervenir de type à l'infini, intro
duisons une convention. Si / = (fa) G C(K (g) M) où M est un Qp-espace vectoriel 
de dimension finie, on dit que / a un zéro de multiplicité r en un caractère p continu 
de Goo si p((7 — l)~rfa) est définie et non nul pour h assez grand ; plus précisément 

2RAPPELONS QUE 1A EST LE CARACTÈRE TRIVIAL DE A ET QUE LEOP(V, Ia) SIGNIFIE QUE IF2(Gr5)Jpoo, F/T)A = 
0 ' °° 
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si p = TJX^I avec rj un caractère d'ordre fini, on peut prendre h > j . L'entier r est 
indépendant de /1, car p{ls) est non nul pour s > j . 

Proposition, (bis) Supposons Réc(V) si Fil°Dp(l/) ^ 0. Alors, Iarit/i,{P,oo}(T) a un 
zéro en 1 de multiplicité supérieure ou égale à 

dimQpH}(F,V*{l)) + 6(V) . 

Les deux propositions sont équivalentes. La démonstration est faite dans le 
reste du §3.3. D'autre part, ce résultat sera amélioré dans les §3.4 et 3.5. 

3.3.2. Si a E i7^j5(F,T), notons P{a) l'image de a dans i7){p}(F,T). On note 
a i—• Ca,h l'application inverse de Av,h. A priori, CŒih est un élément de JC(G00)<&~DP(V). 
Notons Xy l'application 

®^SpH\Fv,V) ^Fil°Dp(V) 

duale de l'application exponentielle 

tv ^®vespH\Fv,V) . 

On fixe un entier h > 0. 

Lemme. On suppose Réc(V) si Fil°Up(V) ^ 0. Soit a e H^ìS(F,T). Alors, 
(i) si FifT>JV) = 0, on a 

(1 - ^ ( l - p - V 1 ) ! ^ , * ) = ±{h - l)\-Hogv{P{a)) ; 

(ii) si Fil°r>p(V) y£0, on a 

(1 - <p)-\l - p~ V ^ l G o A ^ ) = ±(h - l)rl\y(P(a)) . 

En particulier, lorsque Fil°Dp(V) ^ 0, C^h pour h > 0 a un "pôle" en 1 si 
et seulement si P(a) n'appartient pas à H) (F, V). Remarquons aussi que les formules 
peuvent aussi s'écrire en termes de Ca$ : on a 

(1 _ ^ - 1 ( 1 _p-V - i ) l ( ; - i£a0) = ±logv(P(a)) 

si Fil°Dp(V) = 0 et 

(1 - <p)-\l - p-'cp-1)!^) = ±Av(P(a)) 
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si Fil°Dp(IO ^ 0. 

Démonstration. Pour la commodité de la démonstration, nous prenons h assez grand. 
Les formules pour h > 0 quelconque s'en déduisent. 

Supposons Fil°Dp(Vr) = 0. L'application exponentielle expVF est un 
isomorphisme de DP(V )̂ sur ®veSpHl(Fv, V). Il suffit donc de montrer que 

expViF((l -q)-1(1- p-V-1)!(£«,,*)) = (h- 1)1-^(0) . 

Soit / un élément de W(G00)®DP(^) et fi = fîf,ifc(/) G HiG^Z^F, T). 
Posons # = /.(1 + T), G G QP[[T]] <8> DP(V) tel que (1 - <p)G = g. Alors, on a pour 
n > 0, 

(/i - 1)! expV]Fn(Sn,v(5)) = P(/?n) 

avec z.ntv(g) = (p <g> y>) (n+1^(G)(Çn — 1). Prenons n = 0. On a d'une part 

(h - l)!expV)FClïFo/F(Eo,y(0)) = Pifi) 

d'autre part 

TVFo/F(H0 (̂g)) = (i - p - V - 1 ) ^ ) = ( i - p - V ) ( i - vO-^Co) = i(/) 

(cf. par exemple [P94, 3.2.2]). D'où, 

expv,F((l - ^ ( l - p~V-1)^) = (i-p-V) = (/» - 1)!_1P(^) 

Remarquons d'autre part que si P(0) est nul, 8 est divisible par 7 — 1 dans TiiGoo) <8> 
Zoo,p(F,T) 

Revenons à a. Ce qui précède implique que l'on peut écrire Cajh — f/k 
avec l(fc) 7̂  0. On a alors avec les notations précédentes 

et qu'il en est de même pour / . 

P{a) = l ( f c )_1W) , 

et l(Caih) = 1(k)-1 •!(/)• La formule (i) s'en déduit. 

Supposons maintenant que Fil°Dp(Vr) ^ 0. Soit y un élément de Dp(y*(l)) 
et / un élément de A® Dp(Vr*(l)) tel que So,v*(i)(/) = V- On a comme précédemment 

TrA(y) = (p- l)y = (1 - ^ ( l - p"V-1)l(/) 

et 
(/1 - l)!expv.(1)iF(î/) = fîv-a).fc(^)o • 
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On a 

(/»-l)!-1[Av(P(a)),rrA(y)]Dj,(V) 

=(h - 1)! < TrA(a0), expv.(1))F(y) >Vfi 

= ±(h- 1)!-21(< ^,h(>Ca,h),nr.I(i),*(/) >V,oo) 
= ± 1(< l0n\,tl_h(£Qth),ÇlÇ.\llh(f) >Vt00) 

= ± l[i0£a,fcj /]dp(V), 
en utilisant Réc(V") (cf. 2.5.1). Ce qui implique en particulier que loCaih est définie en 
1. D'où, 

(h - l)!-1[Av(P(a)),TrA(y)]Dp(v) 

= ±[l(l0CQ,h),l(f)]Dp(v) 

= ± [l(loCa,h), (1 - <p)-\l -p -V-^rrA^lD^v) 

= ± [(1 - V)-X(l -P"V_1)l(^a,A).rrA(y)]D|>(v) 

On en déduit que 

(1 - -P-V-1)l(ioA»ji) = ±(& - 1)1-^^(^(0)) 

c'est-à-dire la formule (ii). • 

3.3.3. On suppose toujours Réc(V) et Leop(V, V*(l), 1A). Choisissons des éléments 
ai pour i G J avec flJ = d_(V) de iî^5(F,T)+ tel que H^^F, T)+/ £i(EJ A+a* soit 
un A+-module de torsion et de série caractéristique première à 7 — 1. On note r0(V) 
la dimension de Hj(F, V)Q. 

Lemme. 
dimQp FiV Dp (V) -mf (r) 

lij>-h l-j \eJ £<Xi,h a un zéro en 1 de multiplicité 
supérieure ou égale 

dimQpFil°JDp(V) - m+(r) - d.{V) + r0(V) . 

Démonstration. Prenons h assez grand. Alors, Oj>—/*?lQpF** Dp̂ v̂  mi ̂  a en 1 un 
zéro de multiplicité dzmQpFil°Dp(Vr) — m ^ r ) . Supposons Fil°Dp(V) = 0. Le lemme 
3.3.2 implique que AiejCaiih est défini en 1. Comme dans ce cas r0(V) < d_(V), le 
lemme est vrai. Supposons maintenant que Fil0Dp(V) 7̂  0. On peut choisir les a* 
et un sous-ensemble J0 de J de cardinal r0(V) de manière à ce que les P{olj) pour 
j G Jo engendrent Hj(F,V)0- Le lemme 3.3.2 implique que Oj>—/*?lQpF** Dp^v^ mi ̂  
et AjfzjçCa^h sont définies en 1. On en déduit le lemme. • 
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3.3.4. Nous allons maintenant étudier la série caractéristique de ^py(F,T). Rap
pelons la suite exacte (1.3.1) 

0 - X^S(F,T) -^H^S(F,T) - Zl¡s(F,T) - X^siFT) 

^H^S(F, T ) - X ^ s i F T ) - X^S(F, T ) - 0 

On note Y le conoyau de i7^,I5(F,T) -+ Z^oS(F, T ) . On note {P}(F, T ) le noyau 
de S(F,T) —» Z^oS(F,T). La suite (1.3.1) se coupe alors en trois suites exactes 

(3.3.1) 0 - X^S(F, T ) - #¿,I5(F, T ) - 2£,I5(F, T ) y - 0 , 

(3.3.2) 0 - Y - X l j i F , T ) -> fl^I{P}(F, T ) —» 0 

et 

(3.3.3) 0 -> /£>I{P}(F, T ) - X ^ s i F T ) -> Z^S{F, T ) - X^)S(F, T ) - 0. 

On a le diagramme commutatif dont les lignes et les colonnes sont exactes et dont les 
premières flèches verticales sont des isomorphismes : 

®P®Z^S(F,T)GOO Qp®*¿O,s(^t)Goo Qp®Hlt{py(F,T)Goo 0 

z Qp®*¿O,s(^t)Goo (kerLocP)v.(i))* 0 
avec 

Z = ®vespH1(Fv, V) © ((BveSf-SH}(Fv, V)) : 

pour cela, on remarque que pour v G Sp, 

QP ® Z'JF, T)GŒ = ®VESPH\FV, V) , 

que pour v G Sf — Sp, 
QP ® Z'JF, T)GŒ = ®VESPTGFOO,W 

([P92, 2.1 ou A.2.4]) et donc que 

0 - X^S(F,T) -^H^S(F,T) - Zl¡s(F,T) - X^siFT) 
pour le second isomorphisme, cf. (1.3.2) ; enfin rappelons que ker LocP)v*(i) est par 
définition contenu dans H}(F,V*(1)) : c'est le noyau de H 1(GS,F, V*(l)) -> Z*. 

On en déduit un isomorphisme naturel 

Qp <g> ä2OI{P}(F, T)Goo — (ker Locp,v.(1))* 

Notons Loc| v l'application de localisation 

tf2(Gs,F, V) - © „ ^ t f 2 ^ , V) . 
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L'application définie rend commutatif le diagramme suivant dont les lignes sont exactes 

®veSfspH}(Fv, V) ®vGSf-spH}(Fv,V) ker Loc| v 0 

®vGSf-spH}(Fv,V) (ker LocPiy.(i))* (ker Loc5,v*(i)))* 0 

(ker Locs,v*(i) étant le noyau de localisation aux places de Sf). 

3.3.5. On peut maintenant montrer la proposition 3.3.1. Le lemme 3.3.4 implique que 
la série caractéristique /(77^ ^ ( F , T)) de H^^^F, T) a un zéro en 1 de multiplicité 
> dim,QpkeT LocPiv*(i). En utilisant la définition de lrarith,{P}(T) donnée dans 2.3.3 que 
l'on peut écrire sous la forme : 

Critfc,{p}(T)±(5)CT 

= (2Z7T)^(T'±) 

3>-h 

dimQpFiVUp(V)-mf(r) 

s A (Ad±(^fiU J - ^ d e U / ^ JF, T)± ® (detAH2,}(F, T))^) , 

on voit que la multiplicité du zéro est supérieure ou égale à 

dimQpFil°r>p(V) - m+(r) - d_(V) 

+ ro{y) + dirriQpkeT LocP)y*(i) . 

Le lemme qui suit implique l'égalité des dimensions : 

dirriQ ker LocPiv*(i) + dim<Q Fï[°~Dp(V) 

^di^HJiF, V*(l)) + dimQpH}Áp}(F, V) - dimQpH){F, V) - d_(V) 
La proposition s'en déduit facilement 

3.3.6. Lemme. On a la suite exacte 

0 - H)Áp}{F, V)/H){F, V) - Fil°Dp(V) 
- {H}{F,V*{l))/kerLocpy.wY -> 0 . 

Démonstration. Cela se déduit des suites exactes du type "Poitou-Tate", et plus 
précisément de suites exactes (tensorisées par Qp) de la proposition 4.1.1 de [P92] 
(cf. aussi A.3) pour 

Qp ®zp A = ev€5/tf}(Fv, v) 

et 
Qp ®zP Л = ®ves,-sP H){Fv,V)®®vespH\Fv,V) 

et de l'isomorphisme ®vespHl{Fv, V)/H}(FV, V) S Fil°Dp(V). • 
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3.4. Multiplicité du zéro (deuxième forme). 

3.4.1. Nous allons maintenant construire une application 

Hf,{p}(F>y) -> Qp ® Hk{p}(F> T)G°° 

(comparer avec [P92, 4.3]). On a la suite exacte 

0 - Äi ,0>(F,TR - H\Gs,Foo,V*(l)/T(l)) - ©„^^(^«..„.^•(lJ/T^l)) 

Soit a; € Hj{p}(F, T) et Tx l'extension de T*(l) par Zp(l) associée à x à isomorphisme 
près. Soit A (̂Foo) l'image réciproque de #£>>{p}(F, T)" C H^Gs^, V*(l)/T*(l)) dans 
H1 (Gs Foc, Kr/Tz). Montrons que l'application 

AUF«,)-» J ^ ^ T ) -
est surjective : il suffit de vérifier que si y est un élément de 

H^Gs^VW/Tril)) 

dont l'image dans iï1(F00îV, V*(l)/T*(l)) est nulle pour tout v G 5/, le cup-produit 
local en v de y avec x est nul pour v G 5/, ce qui est clair. On a donc une suite exacte 

0 - i/1(G5,F00,Qp(l)/Zp(l)) -> Â (Foo) - H^jMTY - 0 . 

Soit z G iï^^Foo, V^*(l)/T*(l)) appartenant à l'image de H^{p}(F,Ty. Soit 
5oZo6x(̂ ) un relèvement de z dans XX(F00). Comme z devient trivial dans 

HHFoo^v^iyrm) 

pour toute place v de S, l'image sgiQ^x(z)v de sgiQ^x(z) dans if 1(Foc>v, Vx/Tx) appartient 
en fait à l'image de / ^ ( F ^ , Qp(l)/Zp(l)). Soit 

£x : ev65/i/1(F00,v,Qp(l)/Zp(l)) Qp/Zp 

l'application définie à partir des p rnlXrn où Xm est la restriction de x à Gal(Foo/Fm) 
(cf [P92, 4.3.11) ; on pose 

H^Gs^VW/Tril)) 
On définit ainsi une application Xx 

^{p}(F,T)-,^{p}(F,T)G-
x*-+ (z*-* Cx(sglobiX(z))) 
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3.4.2. Proposition, (i) L'application \x 

Hhp\(F, V) - Qp ®Zp HlAp}{F,T)G-

est surjective et Qp ® S(F, Ti^- s'injecte dans H) fn\(F, V). Ainsi, la suite 

0 - Qp (g) tf^s(F, T)Goû -» tf},{p}(F, y) Ax Qp®zp/^,{p}(F,T)G~^0 

est exacte et Qp ® #4,S(F, T)Goo S #},p}(F, V)0 
(ii) L'application composée 

Qp ® #4,S(F, T)Goo S #},p}(F, V)0 -> QP ®zp tf^,{p}(F,T)Goo 

-> QP ®zp tf^,{p}(F,T)Goo s ( A e r ^ v d ) ) ' 

est l'application linéaire associée à la forme bilinéaire « , >>v(i)-

Démonstration. Pour (ii), il suffit de comparer les définitions. On montre ensuite 
(comme dans le lemme du §3.1.4 ou en le déduisant de (ii)) que l'image Hj^py(F, V)a 
de Qp ® H*S(F, T) dans H1(GS,F, V) est contenue dans le noyau de Ax. Notons K le 
conoyau de l'application X^oS(F,T) —> H^oS(F,T). On a le diagramme commutatif 
suivant : 

0 0 0 

0 Qp OKGoo Qp OKGoo Qp OKGoo 

0 QP®^,5(^T)Gœ H*(Gs,F,V*(l))* H*(Gs,F,V*(l) 0 

0 QP®^,5(^T)Gœ H\GS,F,V*(l) 
(1) 

QP®^,{P}(F'T) ~ 0 

H\GS,F,V*(l)y z 
(2) 

Q p № œ o 

o H\GS,F,V*(l)y ®P®n*(F,T)Goo 

(kerLocp,v(i))* ®P®*(F,T)Goo 

n 0 

La commutativité de (1) (resp. (2)) se démontre comme dans [P92, 4.4] (resp. [P92, 
4.5]). Les colonnes sont exactes, les lignes sont exactes sauf peut-être la troisième (les 
. . . signifiant que la première ligne se prolonge par la quatrième). Enfin, la troisième 
ligne est un complexe. On en déduit par une chasse au diagramme que la troisième 
ligne est exacte. Plus précisément, on montre d'abord que Xx est surjective, puis que 
l'on a une surjection de QpÇÇH^ S(F, T)Goo sur le noyau de Xx. En utilisant l'exactitude 
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de toutes les autres colonnes et lignes, on montre ensuite que QP 0 H^oS(F, T ) ^ et le 
noyau de Xx ont même dimension, ce qui finit la démonstration. • 

Remarque : On déduit facilement du diagramme que Leop(V*(l), 1A) est vraie 
si et seulement si l'intersection de Hj^py(F,V)0 (image de Qap (g) Hl0^py(F1T)G00 dans 
Hj{py(F, V)) et du noyau de localisation ker Locsy est nulle, c'est, à dire si et seulement 
si Hj{py(F, V)0 s'injecte dans ®v(zSfHl(Fv, V). Quand à Leop(V, 1A), elle est vraie si 
et seulement si Hj^py(F, V)Q est de dimension d-(V). 

3.4.3. Corollaire. La forme bilinéaire « , » v est non dégénérée si et seulement 
si /(H^ {py(F, T)) a un zéro en 1 de multiplicité dimQpkerLoCpy*(i). 

Remarquons que la deuxième condition implique Leop(V, 1A)-

Démonstration. Posons r\(V) = dimQpker LocP)v*(i). La multiplicité du zéro est supé
rieure ou égale à la dimension de Qp <8>zp y{py(F, T)GOO QuÎ grâce à 3.3.4 est ri(V). 
De plus la dimension de Qp <g>Zp {py(F, T)G°° est inférieure ou égale à celle de 
QP ®zp H^o{p}(F, T)GOO- Ainsi, la série caractéristique /(if^ {P}(F, T)) a un zéro en 1 
de multiplicité rAV) si et seulement si l'application naturelle 

Qp ®zp H^{p)(F, T)G~ -> QP ®ZP H^{p}(F,T)GOO 

est surjective. Supposons << , » v non dégénérée. L'application 

H)H}i{py(F,V)/H}}(F,V) ^P^zP^,{P}(F,T)G~ 
-QP^)zP ,̂M(F,T)Goo = (kerLocP)v*(i))* 

est donc un isomorphisme. Comme la première flèche est surjective, on en déduit que 

QP ®zp HlÁp](F,T)G~ - Qp <g>Zp HlÁp](F, T)Goo 

est surjective et / ( i7^ ^ ( F , T)) a un zéro en 1 de multiplicité ri(V). Réciproquement, 
si f,(H2oo,{p}(̂> T)) a un zéro en 1 de multiplicité ri(V), l'application 

H}i{py(F,V)/H}i{p}(F,V)0 - (kerLocp,v.(i))* 
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est surjective. D'autre part, on déduit du lemme 3.3.6 et de (3.1.1) où l'on échange les 
rôles de V et de V* (1) que 

dirriQpkeT LOCPTV*(I) =dim<QpHl(F, V*(l)) — diraQpFil°Dp(y) 

- dimQpH}(F, V) + dim^pHlUp)(F, V] 

= -d-{V) + dimQpH)ApAF,V) . 

D'autre part, HjApy(F, V)Q est de dimension d-(V) grâce à Leop(V, 1A) (qui est 
impliqué par le fait que la série caractéristique de H^Q^py(F, T)A est non nulle). Donc, 
les dimensions de Hjrpy(F, V)/Hj rp, (F, V)Q et de (ker Locp,v*(i))* sont égales et 

HfAp}(F>V)/HfÄP}(F>V)o - (kerLocp,K.(i))* 
est un isomorphisme. Ce qui signifie que << , >>y est non dégénérée. 

3.4.4. Proposition. S'il existe un sous-espace N de ~DP(V) tel que la forme bilinéaire 

< , >V,N' keruyYN x kervv*(i),N —• Qp 

soit non dégénérée, alors la forme bilinéaire 

« , »v: H)Ap}{F,V)/H)Ap}(F,V)0 x kerL0CpyH1) — Qp 

est non dégénérée et on a les isomorphismes 

keruVtN/Hl(F, V)0 H keruVlN =H}(F, V)/Hl(F, V)0 

~H)<pAF,V)/Hl{p}{F,V)0 

en particulier, 6(V) = 0, Leop(V, V*(l), 1A) est vraie, i.e Hj^py(F,V)0 est de dimen
sion d-(V) et s'injecte dans ^v€sfH1(Fv,V). 

Démonstration. Supposons < , >V,N non dégénérée. Comme 

(keruyN)0 =f Hl(F, V)0 H keruVjN 

est contenu dans l'orthogonal de ker Locp>v*(i) dans keiuv,N, on a une surjection 

keiuv,N/(keTUv,N)o (ker Locp>v*(i))* « 

Cette flèche se factorise : 
ker uy N/(kei uy^)0 C HUF, V)/H}(F, V)0 C mM(F, V)/HlM(F, V)0 

—>(ker LocP)v*(i))* 

On en déduit que 

HMP)(F>V)/H1{P}^V)O - (kerLocp,v-(i))* 
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est surjective. On montre comme dans le corollaire 3.4.3 que 

d2mQp(kerLoCpïV*(i))* > dimQpHj{p}(F, V)/HjÄp}(F, V)0 : 

en effet, comme iJ^j{pj(F, T)Goo s'injecte dans Hj{p}(F,V), Hj{p}(F,V)0 est de 
dimension égale au rang sur AA de i ï^ ^ ( F , T)A et donc supérieure ou égale à 
d-(V). Donc Hj^py(F, V)/Hj^py(F, V)Q —> (ker LocPiv*(i))* est un isomorphisme, d'où 
la première assertion. De plus, ker UV,N/(ker uy^o —> (ker LocP)v*(i))* est bijective et 
on a les isomorphismes désirés. Enfin, on a Leop(V, 1A) grâce à 3.4.3 et Leop(l/*(l), IA) 
car la forme bilinéaire < , >V*(I),N± est non dégénérée par 3.1.5. • 

3.4.5. Définition : On dit que V est régulier en 1 s'il existe un sous-espace N de 
DP(V) de dimension d+(V) régulier. 

Donnons quelques conséquences de la notion de régulier : 
i) Si V est régulier en 1 et si A" est régulier, l'application 

H)(F, V)0 —> coker av,N 

est surjective ; on a en effet d'après le (ii) de 3.4.4, 

H}(F, V)0/H){F, V)0 П ker UV,N = H)(F, V)/keiuVtN ; 

ii) Si V est régulier en 1, on a la suite exacte 

(3.4.1) 
0 - H},p}{F, V)0/H}(F, V)0 -> Fil°Dp(F) (#}(F,y*(l))/kerLocp,v.(1)r - 0 

On utilise pour montrer ceci le lemme 3.3.6 et les isomorphismes de la proposition 
3.4.4. 

iii) Si V est régulier, Leop(V,V*(1),1д) est vraie. 
iv) Si V est régulier en 1, V*(l) est régulier en 1. 

3.4.6. Proposition. On suppose Réc(V) vraie si Fil°~Dp(V) ^ 0. Si V est régulier 
en 1, lTarith{p}(T) (resp. larith,{P,oo}(T)) a un zéro en 1 de multiplicité 

<ИтцРН}(Г,У*(1))-т+(т) 

(resp. d2mQp#}(F,V*(l))j. 
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Plus précisément, si N est régulier et si n est un élément non nul de 
det<Qp(AT), Iari*/i,{p,oo}(T)(n) a un zéro en 1 de multiplicité égale à dim<QpHj(F, V*(l)). 

Démontrons d'abord la proposition lorsque Fil°Dp(V) = 0. Avec les 

notations de 3.3.3, [\j>-h l-j(1 - ̂ -'(L-P-V-1)!^"1^) ̂ ieJ £a*,fc & un zero en 1 de multiplicité 
égale à — d-(V)+ro(V) = 0. En effet, comme V est régulier en 1, pour N un sous-espace 
de DP(V) de dimension d+(V), l'application Hj(F,V)Q —> cokeray,^ = Dp(V)/iV 
est surjective ; c'est donc un isomorphisme puisque HjApy(F, V)Q = Hj(F,V)Q est 
de dimension d-(V) (par Leop(y, 1A)). On en déduit que nécessairement Qp <G> 
ôo{p}(FR )̂<^OO = H}(FiV)o s'injecte dans Y>P{V) et on utilise alors les arguments 

de la démonstration du lemme 3.3.3. Comme kerLocp>\/*(i) est égal dans ce cas à 
Hj(F, V*(l)), on en déduit la proposition en utilisant 3.4.3 et 3.4.4. 

On suppose dans les lemmes et propositions qui suivent (3.4.7 à 3.4.13) que 
Fil°Dp(V) ^ 0 et Réc(V) vraie . 

3.4.7. On note 0N la projection de N + Fil°Dp(V) sur F'û°T>p(V)/N fi Fil°Dp(l/) 
parallèlement à N. 

Proposition. Soit a G H^S(F,T) tel que P(a) G H}(F,T). Alors, 
(i) (1 - i p ) - \ l - V V " 1 ) ! ^ ) = ( h - l)\-HogvP{a) mod FiPT>p{V); 
(ii) si de plus P{a) G keruy,N et si y G kervv*(i)^N, 

[PN((1 - <p)-\l - p - V " 1 ) ! ^ ) ) , logv*(1)(y)}vp{v) = ( h - I)!"1 < P(a),y >V,N 

Remarquons que le premier membre de (ii) est bien défini puisque logy.^^y) 
annule N H Fil°Dp(y). D'autre part, sous les mêmes hypothèses, les formules peuvent 
s'écrire 

(1 - ^ - ' ( L - P - V - 1 ) ! ^ " 1 ^ ) = logvP(a) mod Fil°Dp(V) 

[0N((1 - <p)-X{l -P-V"1)L(^1^A,O)),LOGV.(i)(Y)]DP(V) = < P(a),y >V,N 

Démonstration de (i). Posons 

9 = 1a((7 - l)_1-CQ,o) = 1a((7 - l)-^hl0Cath) 
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avec ßh = Ylo<j<hl-j' Comme P(a) G Hj(F,T), g est un élément de Prac(W(r)) <g> 
DP(V) qui est bien définie en 1 et on a 

1A((7 - V^loßhcx) = œVth(g) . 

D'où. 
logvP(a) = logv(TrA(a0)) = logX(7)(l - ¥>)_1(1 -P~V_1)lfo) 

et 
l(g) = (h-l)\(logxh))-1l(Ca<h) 

On en déduit (i). 

L'assertion (ii) se déduit des lemmes 3.4.8 et 3.4.9 qui suivent et où l'on 
suppose toujours que P(OL) G Hl(F,T). • 

3.4.8. Reprenons les notations de la démonstration de (i). Ecrivons g = g^ + gN + / 
avec 

gN G Frac(tt(r)) ® (1 - <p)(l - p~ V 1 ) " 1 ^ , 
gN G Frac(H(r)) 0 (1 - V)(l - p~ V ^ F i ^ D p O O 

et 
/ G Prac(W(r)) 0 (1 - (^)(1 -p-V"1)"1^ 

où S est un supplémentaire de N+ Fïl°'Dp(V). Les gN> 9N, f sont bien définis en 1. La 
projection P(/3) de /3 = tteV)h(gN) dans e^eSp^H^ ^) est nulle : en effet, \V(P(0)) 
est nul grâce au lemme 3.3.2 car 

(1 - ¥>)(! " p-^r'MPiß)) = (h~ Wittag") = 0 
puisque gN est définie en 1. D'autre part, la partie (i) du lemme 3.4.7 implique que 

logv,P(/?) =(h - 1)!(1 - ^ ( l - p" V 1 ) ! ^ ) 
=0 mod Fü°Dp(y) 

et donc que logvP(ß) est nul. D'où la nullité de P(ß). Comme Z^^F, T)Goo s'injecte 
dans Svesptf1^, T), on en déduit que ß = (7 - l)ß' où ß' e Frac(H(r)) <g>Z^fF, T) 
et P(B') a un sens. On pose 

6vM<*) = MP(ß')) e Fil°Dp(F)/Fil°Dp(^) fl N 

Il est facile de voir que 6V,N(OI) ne dépend que de a et non des choix faits. 

Lemme. On a 

ßN((l - ^"Hl -P-V_1)l(^a,fc)) = (/ î- l)!"V(a) • 
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Démonstration. Avec les notations précédentes, on a 

1A(£«,/,) = PH(I - i)l^9 = Ph(y - l)Ç\gN + 9N + f) 

avec 1((7 -I - i)l^9= ±logx(7) ^ 0. Donc, 

/ M t t - v O - ^ i - p - V 1 ) ! ^ ) ) 
= ±(h- 1)! logX(7)/?N((1 - ^"'(l - P~V-1)!^)) 

= ± (/» - l)!logX(7)(l - ^"'(l - P - V - 1 ) ! ^ ) 

Alors, si gN = (7 - l ) - 1 ^ et /?' = Q^h(gN), o n a / = ((7 - 1)A>) W*, P = (7 - 1)/?' 
et 

logx(7)(l - ^ ( l - p~V"1)!^) =(1 - ^ ( l - P" V ' W W * ) 
=Av(/?') 

d'après le lemme 3.3.2. D'où le lemme. • 

3.4.9. Lemme. Pour y G kervy+(i)iN et a G H^)oS(F,T)} on a 

[<W(oO, to^(1)(y)]Dj,(v) = < P(oi),y >V,N 

Démonstration. Prenons y G Hj(F, T*(l)). Pour toute place v, le cup-produit local de 
Oin et de y est nul dans H2(FnyVy Qp(l)) et donc dans H2(FnyV, Zp(l)). On en déduit 
qu'il existe oty G H^oS(F^Ty) relevant a. Nécessairement, pour v G Sf — Sp, P(oLy) 
appartient à l'image de Z^V(F, T) dans Hl{Fv,T) qui est contenue dans Hj(Fv,T). 
Donc P(av) G Hj{py(F, Vy). On prend alors 

l̂ob,y(̂ (ûf)) = P(Oy) 

D'autre part, reprenons les notations de 3.4.7 et 3.4.8. Posons 

dN = (1 - <p)-l{\ - p - V " 1 ) " 1 ! ^ ) 

et 
d^ = ( l -V)-1( l -p -V1r1l ( f fJV) 

On a donc 
(logx(7))-1<5v,w(a) = dN 

D'autre part, 
(log x(Y))-1 Sp,N,(P(a)) = P(Avy,h(oy(gN))) 

où Gy est la section naturelle : 

DP(V) - Dp(yy) 
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compatible à (p. Comme 

(7 - l)-HQay - neVyA(ay(gN + gN)) 

appartient à /C(Goo) ® ^lo,P(^ ^p(I)) ê  es^ bien définie en 1, comme lx est nul sur cet 
espace, on en déduit que 

lx(sgiob,y(P(a)) -
v€Sp 

Sp,N,y(p(a))) = logx(l)lx(e*PvVtF(<ry(dN)) 

Il ne reste plus qu'à remarquer que 

Oy{dN) = 
veSp 

[dN,logVH1)y]ev mod F'û°T>p(yy) 

où (ev) est la base de DP(QP(1)) telle que Zx(expQ (i)5i?(ev)) = 1. On en déduit le 
lemme. • 

3.4.10. On choisit un sous-espace N de T>P{V) régulier. Commençons la 
démonstration de la proposition 3.4.6 proprement dite. On choisit les a* G H^oS(F, T)+ 
pour i E J (avec JJ = GL_(V)) de manière à ce que si X{ = P(ai), 

i) les Xi pour i G J forment une base de Qp (g> H^oS(F^ T)Goo, 
ii) les Xi pour i G Jo (avec (tJ0 = r0 et J0 C J) forment une base de 

H}(F,V)0, 
iii) les Xi pour i G Jo,tv (avec (t Jo,tv = ?~o,w et J0,iv C Jo) forment une base 

de 

(ker uyiN)0 = HJ(F, V)0 H keiuVtN . 

En particulier, X!i€jA+ai est un sous-A+-module de S(F,T)+ de rang 
d-{V) tel que la série caractéristique de H^oS(F, T)+/ X)*eJ A+a* soit première à 7 — 1. 

On choisit un système libre (yi)iej* de Hj(F, V*(l)) (avec (JJ* = f*) dont 
l'image dans H^F, T/*(l))/ker LocP)y.(i) en est une base ; on demande que les {yi)iej^ 
(avec JtJjv- = r*N et Jjv C J*) appartiennent à ker 1^.(1)^ et que leurs images dans 
keriv*(i),jv/ker Loc^v^i) en forment une base. 

Posons K = (J — J0) U J*. Comme, grâce à la suite exacte (3.4.1), 

d-(V) - r0 = dimQpFil°T>p(V) - f* , 
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on a $K = (izmQpFil0Dp(Vr). D'autre part, grâce à la conséquence (i) de 3.4.5, on a 

r0 ~ rQ,N = d(V) - dimQp(Fil°r>p(V) + N) 

Donc, comme r*N = r* — dim<Qp(F'û°'Dp(V) H N) et que dim<QpN — d+(V), on a 

r*N = r0 - d-(V) + dimQp(Fil0lDp(V) -H AT) = r0,7v 

3.4.11. Lemme. Il existe une unique base (ai)ieK de FiPDp^V) telle que 
(i) ai = Xv(xi) pour i G J — Jo ; 
(ii) 

[ai, logv*{l)yi)T>p{v) = ^ = 0 

1 

sii^ j 
si i = j 

pour i G K et j E J*. On peut de plus supposer les yi choisis de manière à ce que les 
ai pour i G J* — Jpf forment une base de Fil°T>p(V) H N. 

Démonstration. C'est une traduction de la suite exacte (3.4.1) d'une part et de la 
surjectivité de Hj(F, V*(l)) —• cokerav*(i),jv-L d'autre part. • 

Remarque : On complète avec un système libre (a^ez, de TV de manière à ce que 
les ai pour i G K U L forment une base de Fil°Dp(Vr) -h N ; une base de N est alors 
donnée par les a* pour i G L U J* — J^. 

3.4.12. Lemme. Si n est un élément non nul de detQpAT, l(AiejCai^) An est non nul. 

Remarque : On montre en fait et on l'utilisera dans le paragraphe suivant qu'avec 
les notations précédentes (en particulier du lemme 3.4.11) 

(h - l)\d-W Ad~W (1 - tp)-\\ - p~V"1)l(Ai€J£ai^) A n 

= ± det(< xu y5 >v,N)iejQtNjeJ* Ai€J* ai 
A (Aizj-j0\v(xi)) A (Aiej0-j0NlogvXi) A n . 

Démonstration. Prenons d'abord i G JO,N- Alors (1 — cp) x(l — p V 1)l(^Qi,/i) 
appartient à N + Fil0Dp(F). Ecrivons 

(h - 1)!(1 - ^ ( l - p" V 1 ) ! ^ , * ) = 
jEKUL 

jAij a j \ 
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par la proposition 3.4.7, (ii), on a 

[PN 
JÇKUL 

A¿Jaj),logv.(1)y]Dp(v) = < P(oti),y > V , N = < x u y >ViN 

pour y G kervv*miN. D'où, en prenant y = yj, j G J ^ , 

Aij = < XI,yj >ViN 

pour i E JoN, j E JN Donc 

(Ä - l)!r° '" Ar°^ (1 - < p ) - \ l - p - V _ 1 ) l ( A i e ^ £ a i l f t ) 

= d e t ( < x¿,2/j >v,iv)i€j0iJVj€jÄ Afc€j* afc 

mod 
r*(-ç)n*(T) ; 

Qpaj A ( A ^ ^ D ^ ) ) 

Le nombre 6N = d e t ( < xi5% >v,N)i€j0ìNìjej*N est non nul grace a la stricte regulante 
de N et la proposition 3.4.4, (i). Pour i E J — Jo, on a 

(h - 1)!(1 - < p ) - \ \ - p - V 1 ) ! ^ , * ) = Oi 

(lemme 3.3.2, (ii)). Ainsi, avec 

í = r0ìN + d-(V)-- r0 = d2mQp(Fil°Dp(y) + TV) — d+(F) , 

(Ä - 1)!' A* (1 - i p ) - \ l - p-1<p-1)l(AieJo.NuJ-J0£ai,h) 

(AieJo.NuJ-J0£ai,h mod N A A'^DpCK) 

Comme (AieJo.NuJ-J0£ai,h est un élément non nul de detQp (Fi \°np(V) + N), on a 

(h - 1)!* A4 (1 - c*)"^! - p - V_1)(l(AieJoJVuJ-Jo¿a,,/0) A n 

= ± SN \ e j*UJ- j0 ai A n 

Finalement, en utilisant la proposition 3.4.7, (i), on a 

[Ad- W ( l - ^ ( l - p - V - ^ l Í A i g j ^ , / . ) ] A n 

= ± 6 N AieJ.NUj_jo ai A n A (Aj€jQ-j0tN\ogvXj . 

Comme 
H U F , V)0/(kei UV,N)O = H U F , V)/keiuv,N S* coker av,N 

(cf. 3.4.5, (ii)), AJeJb_j0iArlogvXj est une base de detQp coker OCV,N ; on en déduit que 

[A«MV>(1 _ ) - 1 ( _ p - V 1 ) ! ^ . / ^ ) ] A n 

est non nul. 

3.4.13. La proposition 3.4.6 se déduit alors de la formule (3.3.4) et du corollaire 3.4.3 
comme en 3.3.5. 
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3.5. Valeurs spéciales et périodes. 

3.5.1. Si j est un entier, notons T*(j) le coefficient dominant de la fonction T(s) en 
s = j . On a donc 

r*0') = U ~ 1) ' si 7 > 0 

r*(-ç)n*(T) ; si j < 0 . 

Si r est un type à l'infini, on pose 

r ( r , ± ) = 

* ( r , ± ) = 

g 
r*(-ç)n*(T) ; 

9 
r*(-ç)n*(T) ; 

r*(r,±) =(2»7r ) '^±>r(T>±) . 

Ce dernier est un élément de (2t7r)t(r»±)Q. 

Si F est un élément de H(G?oo) (g) M où M est un Qp-espace vectoriel de 
dimension finie, si p G HomcontCGoo, CL ), on pose 

p*{F) = F*{p) = l i m p < x > s ( F ) / s r 
s—•U où r est l 'ordre du zéro en p . 

Si F = (F/J est un élément de CS{KL{G00) <g> M), et si p est un ho-
momorphisme continu de GQO à valeurs dans C* tel que px~j est d'ordre fini, 
((h — j — l)\)~sF£(p) est indépendant de h pour /i assez grand. On le note F*(p) 
ou p*(F). De plus, on note a ~ b si a et 6 diffèrent d'une unité de Zp. 

Enf in , p o s o n s L p ( V , 0 ) = d e t ( l - ^ l D p ( V ) ) - 1 . 

3.5.2. Théorème. Supposons V régulier en 1. soit wtg u;^ € detQptv/, non rax£ e£ CJT 
?xne base du Zp-module detzpHj(F,T) <g)detzpHj(F,T*(l)). Alors, il existe un élément 
C(CJT ® ^tg') de Qp tel que, pour tout sous-espace N de Y)V(V) de dimension d+{V) 
régulier et n € det<QpiV; on ait 

~rr(r, +)Lp(V, 0)-1C(U;T ® a^Pery (a;T ® w^)(n) 

~ r r ( r , + ) L p ( V , 0 ) - 1 C ( U ; T ® a ^ P e r y (a;T ® w ^ ) ( n ) 
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pour tout type à l'infini r et ce qui est équivalent 

A<MV)(1-y)-1 (1_ p -V- i ) i*( I a r . £ M p ^ } ( T ))(n) 
•~Lp(V,0)-lC(cuT ®u)-g

l)Perv(uT ®u~l)(n). 

La démonstrat ion du théorème 3.5.2 est faite dans le reste de §3.5. On 
remarquera à la fin de cette démonstration que la constante C(uT & cj t~

x), qui ne 
dépend pas de TV, peut être définie sans hypothèse de régularité. Dans le paragraphe 
3.6, on la calculera complètement en termes d'invariants arithmétiques classiques. 

3.5 .3 . Lemme. On a 

j>-h,j#o 
1n_ \dimQpFiPUp(V)-m+(T) 

= {{h-l)\d-^ 

Q 

r . ( _ g ) - M v ) r ( + ) . 

Démonstration. Notons A le membre de gauche. On a 

A = 

j>-h,j#o h>q>#o 

f j "\ dirriQp Fil-7' Dp(V)—mf (r) 

C o m m e 

dim<QpFïljDp(V) - m t ( r ) = 

h>q>j 

hq(V)-n+

q(r), 

on a 

A = 
j>-h,j^Q h>q>j 

/j\hq{V)-n+{T) 

h>q> — h q>j>—hj^0 
(-j))hq(V)-n+

q(r), 

O n r e m a r q u e a lo rs q u e 

q>j>-hjyé0 
(-j) = (h-l)\/r*(-q) 

E n effet, si q < 0, ce la v a u t 

-q<j<hJÏQ 
j = (h - !)!/(-«, - 1)! = (h - l)\/r(-q) = (h - l ) ! / r (-(Z) ; 

si q > 0, ce la v a u t 

0 < j < / i 
3) 

0<j<q 
(-j) = (h - 1)!(-1)V = (/* - l ) ! / r ( - 9 ) . 
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D'où, 

A=(h-l)\d-W 
g 

T*(-q)-hq(V) 
g 

r * ( - ç ) « T ) 

= (h - 1)1*-™ 
fg 

[r*(-g)-MV)r(T>+) 

3.5.4. Fixons quelques notations (cf. aussi 3.2.7). On écrit u>Tl = UJI <g>u/2 avec 

u/i €detQp#)(F,V) , u;2edetQ ptfj(F,F*(l)) . 

On note a^o une base de detQpi/j(F, V)/Hj(F, V)Q que Ton peut choisir de la forme 
zi A • • • A zs avec les Zi appartenant à ker UV,N et a;2,o une base de det<Qpker LocP)y.(i). 
Choisissons (ai)i€j dans H^oS(F,T)+ comme en 3.4.10. En particulier, si Hi est une 
série caractéristique de S(F, T)+/(]Ti6j Aai)+, elle est non nulle et première à 7 — 1. 
On pose toujours Xi = P(ai). Notons L(T) (resp. A(T)) l'image (resp. le noyau) de 
tfi 5(F,T)Gœ dans H}Ap}(F,T)0. Alors 

l(Hx) ~1JA(T)[L(T) 
1 EJ 

]ZpXi)] 

d^C1(Tlx . )€Qpx/z ; • 

On reprend les notations du §3.4.10. On pose 

VI,N =c*>i,o A AiGJoNXi G detQpker uVtN , 
c*>i,o A AiGJoNXi 

u2N =u2,o AiGĴ  € det<Qpkertv*(i),;N 

c*>i,o A AiGJoNXi 

Alors, 

c*>i,o A AiGJoNXi(w2,w2,0,y*)w1 

c*>i,o A AiGJoNXi(w2,w2,0,y*)w2 

OÙ Ui = Ui(o;i,a;in,x.) et u2 = ^2(^2,^2,0,2/*) sont des éléments non nuls de <Q)p, 

indépendants de TV. 

3.5.5. Soit if2 une série caractéristique de H2

8,{p}(F,T)+ On peut choisir un 
générateur I de ( 2 « r ) - ^ + > I ^ W ( T ) + tel que 

iMe-r = 
j>-h 

dimQpFïVr>p(V)-mJ(T) 
l-3 

Hx

 1Н2п Л (AjçjCa^h) 
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et le calcul de Tordre de multiplicité implique que 

/* (n )e T = 
j>-h,j#o 

1(l-j)dimqp FiljDp(V)-m+j(r)1(H1)-1(H*2)nA1(AjEjLaj,h)* 

Ecrivons 

1(^2) ~ £2(^1,0 0 ^ o j d i s c ^ 0 < g ) a ; 2 > 0 < < , » v 

où C 2 = C 2 (^ i , 0 <8> u;2,0) <E Qp • Ecrivons d'autre part 

I(n)eT = n A m ; 

si Ton pose 

P±(<p) = A**<V>(1 - <p)-\l - p- V " 1 ) 

et 

LP(V*(1), 0) = det(l - cplDpiV'il)))-1 = det(l - p " V ^ D p O O ) - 1 , 

on a 

n A P-{ip){m) 

=(A<W(1 - ^ ( l - p " V 1 ) ) ^ ) " » A m] 

=det( l - ¥ p|D p (F))- 1 det( l - p - V - 1 | D p ( F ) ) / ( P + M - 1 ( n ) ) e T 

=L P (F , 0)Lp(V(l) , 0 ) - 1 P + ( ^ ) ( / ) ( n ) e T 

Enfin, on choisit rii, un comme en 3.2.5 : (ni ,n ,u t g ,c j n ) sont compatibles à la suite 
exacte (styN). On pose n = ni A n 2 . On a 

r = /\jej*Naj A (Ajej_JoAv(xj)) , 

et 

r = /\jej*Naj A (Ajej_JoAv(xj)) , 

Ainsi, en posant 

r = /\jej*Naj A (Aj ej_ J oAv(xj)) , 

on a 
A7€Jî, aJ A (AjeJ-JoAv(3:j)) A (Aj € J o - j 0 i N log v Xj) A n 

^(^gnr 1 (^2,at)) l ogu;-(^i,iv) r A o;n A n 2 

Mais r (resp. r Au/ 1 An 2 = T Au>tg) est une base de detQpFil°Dp(V) (resp detQpDp(V)) 
indépendante de N (et de n). Posons r /\ujtg = C 3 e T avec C 3 = C^{utg, T, x*, 1/*) G Q*. 
On déduit alors de la formule (3.4.2), de la formule 

discu, l t0 (g>u,2>0 < < , > > v det(< Xi,yj > v , j v ) i e j 0 i J v J € j . 

=disc a, 1 (̂g>a;2,jv < •> >V,N 
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et de ce qui précède que 

P + ( ^ ) l ( r ) ( n ) e T 

=LJV, 0 ) - % ( V " ( l ) , 0 )r ( r , +)i 
Q 

)Lp(K0)-1C(u;T(8)a;t-
1)Perv(u;1 ® u/2 ® u;t~

1 ) 

lognr l( w2 , jv) log w »(a/ l i J V )C 1

 1 C 2 C
,3e T • 

D'où, 

P + ( V ) l ( r ) ( n ) = r ( r , + ) L p ( K 0 ) - 1 C ( u ; T ( 8 ) a ; t -
1 ) P e r v ( u ; 1 ® u/ 2 ® u; t~

1 ) (n) 

avec 
)Lp(K0)-1C(u;T(8)a;t-

1)Perv(u;1 ® u/2 ® u;t~
1 ) 

9 

)Lp(K0)-1C(u;T(8)a;t-
1)Perv(u;1 ® u/2 ® u;t~

1 ) 
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3.6 . Va leurs spéc ia les . 

3.6.1. Nous rappelons ici la construction faite dans [FP94] permet tant de comprendre 
la part ie "algébrique" des valeurs spéciales des fonctions L dans les conjectures de 
Bloch-Kato généralisées. Nous ne supposons rien dans les paragraphes 3.6.1-3.6.3 sur 
les valeurs propres de <p. 

Posons 

As(F,V) 

=(®i6{o , i .2}(detQp^(Gs ,F ,V))(-1)i) i6{o,i.2}(detQp^(Gs,F,V))(-1)i) 
C'est un Qp-espace vectoriel de dimension 1. En utilisant l'existence de suites exactes 
longues de cohomologie, il est facile de vérifier que le sous-Zp-module 

A s (F,T) 

=(Oie {o.i,2ï (detz . H* (GS,F , T ) )( ~ ̂  ) '»€s(®ie{o,i,2}(detZpiï<(Ft„T))<-1><+1) 

de As (F, V) est indépendant de T . On définit 

Af(F, V) = Lf(F, V) ® Lf(F, V ( l ) ) (detQp{®veSooH°(Fv, V)))-1 ® detQptv 

avec 

Lf(F, V) = detQpH°(F, V) ® (detQpi/}(F, V))~x , 

Lf(F, V(l)) = detQpH°(F, V*(l)) ® (detQpHJ(F, V*(l))yl 

C'est un Qp-espace vectoriel de dimension 1. La suite exacte de Poitou-Tate pour F , 
les suites exactes locales rappelées en A.2.4 et A.2.6 (voir aussi le paragraphe suivant) 
permet tent de définir un isomorphisme canonique de Qp-espaces vectoriels 

Af(F,V)*É AS(F,V) 

(comme en [FP94, II], par exemple). On note AEP,ZP(F, V) le sous-Zp-module libre 
de rang 1, image réciproque de AS(F, T ) par l'isomorphisme A / ( F , V) = AS(F, V). 
Rappelons (cf. [FP94, II, 4.1.7]) que si 5 ' C S, la flèche naturelle A s (F, T ) -» A'5(F, T ) 
est un isomorphisme de Zp-modules. 

3.6.2. Rappelons sans démonstrat ion le lien entre ce module et des invariants plus 
classiques comme le groupe de Shafarevich-Tate ou les nombres de Tamagawa ([FP91] 
ou [FP94, 5.3]). On définit IIl(T, F) comme le noyau de l 'application 

H1 (G5,f, V7T) /Qp/Zp ® H) (F, T ) vesHl(Fv,V/T)/Qp/Zp® H)(FV,T) , 
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c'est un groupe fini (cf. [FP94, 5.3.5]). C'est aussi le noyau de 

H}(F, V/T)/QP/ZP ® H){F, T) ueSH}(Fv,V/T)/Qp/Zp® H}(FV,T) . 

D'aut re par t , pour toute place v de S et cjt9iV base de det<Qpty(Fv) pour v G Sp, on 
définit les nombres de Tamagawa Tam°v v (T) G pz pour v G 5P (resp. T a m J ( T ) 
pour v E S — Sp) de la manière suivante : Pour toute place v de F , posons 

LftFtv(V) = detQp(#°(Fv, F ) ) ® ( d e W J J t e , F ) ) " 1 

Si Î; ne divise pas p et si Iv est le groupe d'inertie en v, posons ~DV(V) = V v muni de 
l 'action du Probenius cp et tyv = 0 ; si v divise p, 

D v ( \ 0 = (Bcris 0 V)Gf^ tViV = Dv(l/)/Fil0Dv(T/) . 

La suite exacte 

0 — H°(FV1 V) -> DV(V) — DW(V) 0 tv,v —H1f(Fv,VV)—> 0 , 

où D ^ V ) - D„(V) est donné par l 'application 1 — induit un isomorphisme : 

veSpLfìFìV(V) *É (det^ty)-1 

Si uJtg,v est une base de det<QptyiV, on définit l'élément de Tamagawa par 

LfiF^V)=Tam^tgjT)u-]v . 
Si tJtg G detQ tv, avec utg = vESpWtg,v, on pose ensuite 

Tam°t9(T) 
v$Sp 

Tam°v(T) 
vesp 

Tam°v.wtg,n(T)epz. 

Posons 
Lf(F,T) = detzH°(F,T) ( d e t z ^ j ^ T ) ) " 1 

et de même pour T* ( l ) . Finalement, posons 

T(T,utg) = 
Tam° ( T ) J t m ( T * ( l ) , F ) 

tt(V*(l)/T*(l))<* 

3.6.3. Proposition. Si CJT est une base du Zp-module 

Lf{F,T)®Lf{FTT'(l)) AEP^F.V)Lf{F,T)®Lf{FTT'(l)) 

et cutg une base de det<Qp£y, on a 

AEP^F.V) = ZPT(T,LJTG)-1U>T®Vtg -
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3.6.4. On suppose de nouveau que 1 et p 1 ne sont pas valeurs propres de cp agissant 
sur T)P(V). Nous montrons dans les §3.6.6 et suivants le théorème qui suit. 

Théorème. Soient J>x u n e base du Zp-module 

(de tzpJ ïkF .T) ) - 1 ® ( d e t z ^ K F , ^ ! ) ) ) - 1 . (détZp(®vesOOH
0(Fv,T))-1 , 

UJt une base du Zp-module detzpHj(F,T) ® detzpHj(F, T*(l)) et utg une base de 
deto ty j on a 

AEP,ZP(F, V) = ZpC(uT ® ujt

l)-LüjT <g> Ljtg . 

Ainsi, AEP,ZP(F, V) = ZpC(uT ® ujt

l)-

3.6.5. On déduit de 3.6.4 et 3.5.1 le théorème suivant. 

Théorème. (bis) Supposons V régulier en 1. Supposons que Réc(V) est vraie. 
Soient u)tg G detQpty, non nul et CJT une base du Zp-module d e t Z p i ^ ( F , T) <S> 
detzpHj(F, T*(l)). Alors, pour tout sous-espace N de T>P(V) de dimension d+{V) 
régulier et n G det<Q N, on a 

^Ad+(V)(1-y)-1P-
1T(T,^JPervvesOO(a;T0a;-1))(n) 

•~T«(T, +)LP(V, Oy^iT, cjtg)Perv("T ® < ) ( n ) 

ou, ce oui est équivalent, 

^Ad+(V)(1-y)-1(KO)-1T(T,^JPervvesOO(a;T0a;-1))(n) 
^ P ( K O ) - 1 T ( T , ^ J P e r v ( a ; T 0 a ; - 1 ) ( n ) 

3.6.6. Si A et J5 sont des Zp-modules de type fini et si / : Qp (g) A —• Q p (g) S est un 
isomorphisme de Qp-espaces vectoriels, on note h(A —>!?) = : A —• B) = [B : A] 
le déterminant de / dans des bases des Zp-modules detZ p^4 et detzpB ; lorsque / 
induit une application / Z p (resp. injective) de A dans B, c'est le quotient de Herbrand 
M/ZP) = tfcoker/ Z p / t |ker/ Z p (resp. l'indice de / ( A ) dans B). 

Commençons par transformer un peu la constante C(CJT ® Wtg1)- Dans sa 
définition, interviennent certains choix de Xi = P(oa) et de y{. Il est facile de voir que 
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si l'on change les Xi par un multiple dans Qp, la définition de C(uT 0 ^tg1) en termes 
des nouveaux Cj et Uj est encore valable. 

i) Rappelons que l'on a noté A ( T ) (resp. L(T)) le noyau fini (resp. l'image) 
de l 'application naturelle 

HltS(F,T)Gao ^ H},p}(F,T) . 

On peut supposer que x\ A - • • A xd_ rV\ est une base de detZpH}ApJF,T)0. On a alors 
(cf. 3.5.4) 

C, = №{T)[H)Ap}{F,T)0:L{T)]-' . 

ii) On prend pour o/i)0 (resp. o;2,o) une base du Zp-module 

detZpH}(F,T)/H}(F,T)0 

(resp. detzpker LOCPJT»(I) OÙ 

Locp,T.(i) : #J(F,T*(1)) - )vçSpHJ(Fv,V*{l)) ̂  *v(D = (Fil°Dp(y))* 

est l 'application de localisation et où H1j(F,T)0 est l'image réciproque de Hj(F,V)Q 

dans H^(F, T ) . Prenons pour LJ\ une base de detzpHj(F, T ) et pour u;2 une base de 
de tZpt f j (F ,T*( l ) ) . 

iii) On peut choisir les Xi de manière à ce que Ai€j0Xi soit une base de 
de tZp#}(F ,T)0 . On a alors (cf. 3.5.4) ux = 1. 

iv) On choisit les yj de manière à ce que a;2,o A (Ai€j*yi) soit une base du 
Zp-module detZpff}(F,T*(l ) ) . On a alors u2 = 1 (cf. 3.5.4). 

v) Calculons Cs (cf. 3.5.5). Posons L' = H}Ap}(F,T)0/H}(F,T)0 on a la 
suite exacte de Qp-espaces vectoriels : 

0 — Qp ® V -> Fii0Dp(V) ^ Qp ® ( ^ ( F , T * ( l ) ) / k e r L o c P I T - ( i ) ) * 0 . 

Par un argument analogue à celui du lemme 3.3.6, on démontre d 'aut re par t la suite 

exacte de Z„-modules 

Q-*H\M{F,T)/H\{F,T)^ o€Sp#1(Fe,T) /#l (F1MT) 

^ ( m ( F , y * ( l ) / T * ( l ) ) / k e r L o c p , v . ( i ) / T . ( i ) ) ' - 0 

qui tensorisée par Qp donne la suite exacte de Qp-espaces vectoriels précédente. 

Ici, LOCPJV*(I)/T*(I) est l 'application de localisation en p sur Hj(F, Vr* ( l ) /T*( l ) ) . 
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Remarquons que L' = H}t{py(F,T)/H}(F,T). Par définition de C3, on a C3 = MiM2 

avec 

Mi 

^[ (^) (F ,T*( l ) ) /kerLocp,T. (1) )* : ( i7) (F ,y*( l ) /T*( l ) ) /kerLocp,v . ( i ) /T. ( i ) )1 

M2 = / . ( e ^ J ' f t T j / ^ f F . T ) - Zpü/) 

où u/ est la base de detQpFil°Dp(y) telle que ex = u/ A u;^. 

3.6.7. Lemme. Posons rp = livesJ(H%FV,V*(1)/T*(1))). On a 

M 2 ~ rp 1 
7 

M2 = /.(e^J'ftTj/^fF.T) - Zpü/) 

Démonstration. Le dual de Pontyragin de H1(Fv,T)/H1f(Fv,T) est 

Q p / Z p ® f f j ( ^ , T * ( l ) ) . 

On en déduit que 

{Hl{Fv,T)/H}{Fv,T)y = H}(FV,T*(1))/CV 

OÙ Cv = H°(FV,V*(1)/T*(1)) est le sous-groupe de torsion de H\FV,T*(1)). Ainsi, 

M 2 =T-1Mzpfc/~1 -> e ^ f l - k F ^ T ' C i ) ) ) 

M2 =T-1Mzpfc/~1 -> e^fl-kF^T'Ci))) 

par définition des nombres de Tamagawa de T*( l ) . On utilise alors la conséquence de 

à-LpiV) Qui est aussi une conséquence de Réc(Vr) ([P92, §3.5], cf. aussi l 'appendice C) 

Tarn0. _ , (T*(1)) /Tam° (T) 
Q 

r* (_ç)MV) 

3.6.8. Lemme. Posons = [{kerLoCpiT*{1)Y : (AerLo(^fv*(i)/T*(i))1. Alors, 

M1 = M3tfIIl(T*(l),F) . 

Démonstration. Posons 

A = ffj(F,T*(l))/kerLoc;iT.(1) 

OÙ 

k e r L o c l x n n = kerLocp,T.(i) 0 (y* ( l ) /T* ( l ) )G^ 

et 

B = ^ ( F , y * ( l ) / T * ( l ) ) / k e r L o c p , ^ ( i ) / T * ( l ) 
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Alors, Mi = [A* : B~] 1. On a le diagramme commutatif dont les lignes et les colonnes 
sont exactes, ce qui force la définition de Ai et de Ao : 

0 

A1 

0 

B 

0 ^ <0>/Z„® H}(FT*(1)) H}{F,V*(1)/T*(1)) i n (T*( l ) ,F ) -» 0 

0 —> Q p / Z p <g) ker LoCp T.(1) ker L O C P I V " ( I ) / T * ( I ) A2 0 

0 0 

Remarquons que A est sans torsion et que 1 on a Ai = Qp/Zp ® A e t = A*. D o n c , 

M1-1=[A1:B]-1= [B:A1] 
^ m C T ' C i i . F ) ^ ) - 1 

= | t m ( T ' ( l ) , F ) [ k e r Locp ,v ( i ) /T . ( i ) : Q p / Z p ® ker LocPiT.(1)] 1 

= t t n i ( T * ( l ) , F ) [ ( k e r L o c p , T . ( 1 ) ) * : (kerLocPiy«(i ) /T»(i ) )1 • 

3.6.9. Lemme. On a 

M3C2 = C I 
veSf-sp 

TamlJT)TPiï{H°{F, V(l)/T*(l))) . 

Démonstration. Rappelons que 

1№) = (logx(7))-sM^,{p}(^T)G- Hldp}(F,T)G„) 
avec s = d i m Q p ^ > { p } ( F , T ) G » e t q u e 

(logx(7))sdiscu;io0a;2O « , » v 
est égal à l'indice généralisé de 

H}(F,T)/HÌ(F,T)0 = HlM(F,T)/HlM{F,T)0 - ^,P>(F,T)G~ 
AV\(FIT)GOO -+ ( k e r L o c P i T * ( i ) ) * 

où les flèches précédentes ne sont peut-être définies qu'après avoir tensorisé par Qp. 
On en déduit que 

M3C2 ^ M s l f i î o i / d i s c ^ . ^ . « , » v 

H}(F,T)/HÌ(F,T)0 = HlM(F,T)/HlM{F,T)0 - ^,P>(F,T)G~ 

h(H*M(F,T)Goo -> (kerLoCp.vtD/T-d))^)"1 • 
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Considérons les suites exactes de Zp-modules 

0 _> yGoc -> X^siF, T ) G ~ Hli[p}(F,T)G00 YGoo 

> X ^ 5 ( F , T ) G o o >X^5(F,T)Goo—>0 

e t 

0 

ves 

TGFv—>H2 F R ) F { P } ( F , T ) / L ( T ) Z/L(T) - > Ux 

( k e r L o C p , v * m / T * ( i ) T —• 0 

avec Hi = # ' ( G 5 , F , F * ( 1 ) / T * ( 1 ) ) et Z = €BvespH1(Fv, T) cEs-SpH1f{FV, T ) O n a 

d autre part construit des îsomorphismes de djp-espaces vectoriels 

/I,Qp : Q p 

pES 
TGFv—>Q G YG00 

/2,oD : Q H2—>Qp * i , , ( F , T ) G ~ 

/3,Qp : Q tfj;{p}(F,T)/L(T) Qp ^ P > ( F , T ) G « 

/3,Qp : Q p *Coo - Qp Z U / L ( T ) 

(avec Z « = Z4 ) iS(F>T)0oe) 

/3,Qp : Qp Z4)iS(F>T)0oe)—> Qp G H1 

/6tQp : ^œ,{p}(^T)<2oo Q p (ker Locpfv*(i)/T*(i))" 

qui font commuter le diagramme formé des deux suites exactes précédentes tensorisées 
par QP et des flèches On en déduit que 

K H ) H { H ) H { F 2 ) - 1 = H{FA)-LH{H)-LH{F5), 

o ù les h(fi) va l en t 

M A ) = M 
vEsf 

TGFv—>)=#A(T) 

grâce à la suite exacte déduite de la suite exacte (3.3.1) avec X*,iS(F,T) = 0, 

M A ) =h(H2 - X ^ 5 ( F , T ) G ~ ) = 1 

(cf. (1 .3 .5 ) ) , 

MA) =h(YGoo -> ZU/L(T)) = [Z' : Zu] , 

avec Z' = (BvtSr&iF^T) (Bvzs-sP H}(FV,T), 
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M/s) =t{H°{F,V*{l)/T*{l)), 

(suite exacte ( 1 .3 .4 ) ) 

h(fe) =h(H^{p}(F7T)Goo (ker LoCp5v*(i)/T.(i))~) 

avec 

(M3C2)~1 =h(f6)h(f3)[H},p}(F,T)0 : L(T)} 

On remarque que 
[Zf : Zu] = 

veSf-Sp 
Tam° tV(T)rp 

(cf. pax exemple lemme 2.2 .5 de [P92] ou A.2.4). On en déduit le lemme. 

3.6 .10 . Le théorème 3 .6.4 se déduit alors de la formule 

C{uT®u>;}) = Lp{V*{ï),0) r*(_ç)-MV)^2Gi-iC2C3 

et des calculs qui viennent d'être faits. 

3 . 6 . 1 1 . Nous allons maintenant poser quelques questions audacieuses. Auparavant, 
remarquons que les calculs qui viennent d'être faits dans le cas du caractère 1 peuvent 
aussi être faits dans le cas d'un caractère d'ordre fini de Gqq et donc en remplaçant V 
par un twist V(j) pour j € Z pour tout caractère p = x^V avec j G Z et rj d'ordre fini 
(nous appelons un tel caractère un caractère géométrique et l'entier j = jp sera appelé 
le type de p). En particulier, un sous-espace N de T>P(V) sera dit régulier en 77 d'ordre 
fini et de conducteur pa^ — pn+1 (relativement à V) s'il est de dimension de(v)(V) et 
si la suite (s/^vyv) 

0 - > ( k e r a ^ j v ) ^ [H](Fn,V*(l))^Y HJiF.V)^ (coker OLV>N)^ —• 0 

existe et est exacte. On dit que N est régulier pour p = XjV si N[-j] C Dp(V(j)) est 

régulier en 77 relativement a K j . 

Question : Existe-t-il un sous-espace N+ (resp. N~) de T>P(V) de dimension d+(V) 
(resp. d-(V)) tel que 7V+ (resp. N") soit régulier en presque tout caractère 77 de G00 
d'ordre fini et de signe t{rj) = + (resp. e(rç) = — ) ? Si oui, la dimension mf(V) (resp. 
mô(V)) de iV+ H Fil°Dp(Vr) (resp. N~ Pi Fil°Dp(V)) est-elle indépendante du choix de 
N± ? Si la réponse à ces questions est positive, on dit que V est fortement régulier. 
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Remarquons que si V est fortement régulier, il en est de même de V*(l) grâce à la 
proposition 3.1.5 et son analogue pour 77. 

En supposant que, pour tout entier j , V(j) est fortement régulier, on pose 
mf(V) = m±(V(j)). Alors, 

r{V) = (mf(V),mj(V),mf(V*(l)),m-(V*(l))) 

est un type à l'infini de V appelé type de Hodge p-adique de V. 

On a Tmin{V) < T(V) rmax (v) [la première inégalité est claire, la seconde 

vient de la proposition 3.4.6 et de son analogue pour tout caractère d'ordre fini 77). 
Lorsque V est une représentation irréductible (resp. semi-simple), on s 'at tend à ce que 

Tmin(V) = T(V) = Tmax(V) (resp. r(V) = Tmax(V) .) 

Par contre, on ne peut espérer l'égalité en général, comme le montrent les 2 exemples 
suivants : 

i) Soit V une extension non triviale de Qp par Qp(l) (cristalline en p). 
Cette extension doit être comme son analogue motivique "ramifiée en Pinfini", ce qui 
se t radui t par le fait que r(V) < r(Qp) + r (Qp( l ) ) . Par contre, il est clair que 

Tmax(Y) Tmax (Qp) +Tmax (QP(i)) • 

ii) Soit v = Q p e Q p ( i ) . On a alors 

r{V) = T(Q„) + r (Qp( l ) ) = rmax(V) , 

mais 

Tmin(V) <Tmin(Qp) + rmin(Qp(l)) 

=Tmax(Qp) + Tmax(Qp(l)) = TmaxiV) . 

Pour conclure, une réponse positive à la question permet t ra i t de définir le 
type de Hodge p-adique et le facteur à l'infini de V. Cependant, il faut bien être 
conscient que 

i) cette question est peut-être sans réels fondements autre que l'espoir que les 
réponses p-adiques sont les mêmes que les réponses complexes, celles-ci é tant prédites 
par les conjectures de Bloch-Kato généralisées ; 
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ii) savoir définir "le" facteur p-adique à l'infini d 'une représentation p-adique 
géométrique n 'est pas vraiment utile et n 'a pour l ' instant aucune application autre 
qu'esthét ique ; en particulier ne pas le savoir n'empêche pas d'énoncer les conjectures 
principales . . . 
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Résumé. Ce chapitre est très conjectural et tout en s'appuyant sur quelques exemples 
concrets relève pour une très grande partie de l'utopie. Par exemple, on y suppose 
implicitement les conjectures de Beilinson. Soit M une structure motivique dont la 
réalisation p-adique est cristalline en p. On donne une caractérisation de la fonction 
L p-adique associée à M par ses valeurs en (presque) tous les caractères géométriques 
de Goo. On essaie surtout de donner un tableau le plus complet possible du paysage. 
Il reste ensuite à vérifier dans le plus de cas particuliers possibles que la réalité cadre 
avec ce tableau. 

Dans le paragraphe 4, nous donnons une présentation différente en intro
duisant des éléments "spéciaux" de det^H^ Mp) qui contiendraient toutes les 
informations sur les fonctions L p-adiques. 
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4 . 1 . R a p p e l s . 

4.1.1. Soit M une structure motivique ([FP94]) sur Q dont la réalisation jp-adique 

V = Mp est cristalline en p. Nous prendrons le point de vue optimiste que tout 

ce qui est espéré sur M est vrai tout en essayant de rappeler ce que l'on utilise en 

pratique. L'avantage de ce point de vue est de pouvoir prendre un motif explicite et 

d'essayer de vérifier les conjectures générales faites sur les valeurs spéciales sans vérifier 

les propriétés supposées de la "catégorie des motifs". 

On note respectivement MdR, MB, M/, pour / nombre premier, les 

réalisations respectivement de de Rham, de Betti et Z-adiques de M . Le Q-espace 

vectoriel MB est muni d 'une involution. On note M% le sous-Q-espace vectoriel de MB 

sur lequel l'involution agit par ± 1 . Le Q-espace vectoriel MdR est muni d 'une filtration 

FiPMrfB. On note 
t M = MdR/FifMdR 

l'espace tangent de M. On dispose d 'un isomorphisme de comparaison 

tM : C ® MB -> C <g> MdR . 

On dispose d 'autre part d 'un isomorphisme 

D P ( M ) ^ Qp ® Q MdR 

où Dp(M) = D Q ,p(Mp) ^t d 'un isomorphisme 

^Mp : Boris <S>QP Mp = Boris Q p Dp(M) - Ben, 'Q MdR . 

4.1.2. La s t ructure motivique M possède une fonction L. Notons L°°(M) la fonction 
L complète de M . Ainsi, on a 

L°°(M, s) = Loo(M,5) 
i 

Li(M,s) 

où le produit est pris sur tous les nombres premiers / de Q et où Li(M, s) est le facteur 

local en l de M . Rappelons-en une définition. Si l est un nombre premier, on pose 

LilM, s) = 
det(l - FrobJ-H-'lM**)-1 si l ^ p 

d e t ( l - ^ p - s | D p ( M ) ) " 1 

si l = p. 

Pour le facteur à l'infini, on pose 

mf(M) = dimRR ® M | n R ® Fïlq(MdR) 
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et on pose 

nf(M) = mf(M)-mf+1(M) . 

Alors, on a avec rR(s) = Tr-°/*r(s/2) 

L^M, s) = 

q 

rK(s + eq - q)n* (M)rR(s + 1 - e, - g)n« (M) 

où £g € {0,1} est congru à q mod 2 (cf. [FP94, III, §1]). 

On suppose que L°°(M) admet un prolongement analytique à tout le plan 

complexe. 

Si S est un ensemble fini de places de Q, on note 

L?°(M) = 

l E Z 

LA M, s) 

la fonction L E-incomplète. Par exemple, 

L,rp}(M) = L00{M,s) 
Z£{p,oo] 

LA M, s) , 

L^M, s) = 
Z£{p,oo] 

£ i ( M , s ) 

Plus généralement, soit 77 un caractère de Dirichlet à valeurs dans Qx de 
conducteur / . Soit [77] le motif d 'Art in sur Q associé au caractère 77 : l 'action de GQ 

sur [77]/ est donnée par 77. On identifie le caractère de Dirichlet et le caractère de G q 
correspondant par l 'homomorphisme d 'Art in : si r G Z et si ar désigne l 'automorphisme 
de l 'extension abélienne maximale de Q vérifiant crR(/3) = /3R pour toute racine de l 'unité 
(3 d 'ordre premier à r , on note abusivement rj(r) = rj(ar). On note M(rj) = M & [77] la 
s t ructure motivique tordue par 77 à coefficients dans le corps E = Q(t7) engendré sur 
Q par les valeurs de 77. Soit a un plongement de E dans C. Le composé if = a o 77 est 
alors à valeurs dans C. L'isomorphisme de comparaison associé à a est donné par 

C ® [V]B ® [7)}dR 

1 <g> 1B ^G{7]a\2Z7T)-1 ® ldR 

avec 

G(n°,2i)= 
T€GaI(Q(/v)/Q) 

7]'T(T)T(exp(2m/f)) . 

On neut encore définir une fonction 

L°°(M(n),S) = (L°°'°(M(V),S))<T 
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à valeurs dans R ® Q Q(v) = YlaQ(v)o avec 

L~-"(Àf fa), S) = L ~ ( M , (tT)"1, s) = 

(nf,f)=1 
rja(n) 1ann s 

si L00 (M,S)=Znan

n-s 

4.1.3. On "dispose" d 'un Q-espace vectoriel H}(Q, M) (resp. # } ( Q , M*(1))) et d 'une 
application Q-linéaire 

# J ( Q , M ) - > i 7 } ( Q , M p ) 

(resp. 

tf}(Q,M*(l)) -> #}(Q,M*(1)P) ) 

qui, tensorisée par Qp, devient un isomorphisme. Si 

A / ( M ) = de to i ï0 (Q, M ) ® (detoif 1(0, W 1 

detQ#0(Q, Af*(l)) (de to i î J fO, M V l ) ) ) " 1 

(de t^Mg ) ® detQiM , 

on dispose d 'une application Q-linéaire 

&M = M : R <g)Q M% —> R ®q tM 

qui devient un isomorphisme lorsqu'on tensorise A / ( M par Qp : 

Qp 0 A/(Af) = A , ( Q , Mp) . 

4.1.4. Supposons que M soit admissible à l'infini au sens de [FP94] : on dispose ainsi 
d'une application de R-espaces vectoriels 

&M = M : R <g)Q M% —> R ®q tM 

et d 'une suite exacte fondamentale 

( S / M ) 0 -» # ° ( Q , M ) -> ker aM R ®Q i / ^ Q , M*(l ) )* 

R G O H1 (Q,M) coker QA4 H° (Q,M*(1))*—0 

On construit alors à part ir de (s/M) et de la suite exacte tautologique 

(stM) 0 —• ker aM —• R ® Q MQ —• R ® Q tM —» coker aM —• 0 

une application linéaire de K-espaces vectoriels 

PerM • R ®q A / ( M ) _ 1 *Ê R ; 

avec les notations de [FP94], on a Per M M = ^M,Q,ooO *) 
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N o t o n s r ^ * ( M ) € Q 2 z / 2 t t z / 2 le coefficient d o m i n a n t d e ¿ 0 0 ( M , s ) en s = u. 
Les c o n j e c t u r e s d e Bei l inson e t a ls p r é d i s e n t a lors q u e 

(i) L ° ° ( M , s ) ( r esp . T 00 {M, s)) a un zero en s = 0 d'ordre 

dirriQ 3 ( Q . A f ( 1 ) ) dimQH°(<Q, M * ( l ) ) dimRker aM 

(resp. 

iimQH}(®, M * ( l ) ) d z m « i / 0 ( Q , M * ( l ) ) ) ; 

(ii) si l'on note L°°'*(M,0) le coefficient dominant du développement de 
L°°(M, s) en s = 0, 

Tr,*(M)-1 
L°°-*(M, 0) 

EerM(w) 
6 Q X 

dès que OJ est une base du Q-espace vectoriel A / ( M ) - ] et, ce qui est équivalent, 

L OO,* 
[00} ( M , 0 ) 

g Q X 
P e r M M 

De même, si 77 est un caractère de Dirichlet, des conjectures analogues 
peuvent être faites ([F92]). On définit une application Q (^-linéaire PerM(T?) de 
Af(M(r))) dans R <g> Q(v), avec 

Af(M(v)) = detoMH0(®, M(rt)) ® detOM//KQ, M ^ ) ) " 1 

d e t Q C j ^ C Q . A f ^ ) ^ ! ) ) ietQ(„)H UQ.MWil))-1 
(detQ(l,)M(r?)^)-1 detQ(̂ )̂ M(i7) • 

En notant Tn'*(M(r))) le coefficient dominant de Loo(M(77), s) et si tu est une base de 
A / ( M (77)), on devrait avoir 

r ^ ( M ) - 1 
L°°-*(M(r7) ,0) 

Per M(n)(W) 
e Q f o ) x 

plongé dans IR (g) Q(r7) et, ce qui est équivalent, 

Lr«,\(M(7?),0) 

P e i / w r ^ M 
€ Q ( t ? ) x . 
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4.1.5. Les définitions, notations et conjectures précédentes sont encore valables pour 
M(j) et pour M(j)(rj). On dit que p est un caractère géométrique de Goo s'il existe 
un entier j = jp tel que px-j es^ un caractère rj = rjp d'ordre fini à valeurs dans 
Q . Pour simplifier les notations, on posera alors M(p) = M(xjv) = M(j)(r}), 
Hj(Q,M(p)) = H}(Q,M(j)(V)) etc.. et Q(p) = Q(V), Z[p] = Z[r,}. 
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4 . 2 . D é f i n i t i o n conjec tura le de la fonct ion L p -ad ique d 'un motif . 

4.2.1. Les conjectures qui vont suivre sont maximalistes au sens où on y a mis le 
maximum de propriétés des fonctions L p-adiques. Nous verrons ensuite comment 
les transformer en des conjectures plus raisonnables à vérifier. Nous en donnons deux 
versions, l'une pour une fonction L p-adique complète, l'autre pour une fonction L sans 
facteurs à l'infini. Avant de les énoncer, donnons quelques notations et conventions. 

Soit A4 C MB une Z-structure sur M , c'est-à-dire la donnée d 'un Z-réseau 
Ai dans MB tel que ® Ai C Mi soit stable par GQ pour tout nombre premier 
Z. Nous la supposons orientée au sens où l'on suppose choisies sur detzA^+ et sur 
de tz .M~ des bases u%{Ai) et UJB{A{) de Z-modules. Le choix d 'une orientation de 
Z ( l ) est équivalent au choix de i ou plutôt de 2z7r. On en choisit une. 

On note Ai(j) la Z-structure orientée sur M{j) qui s'en déduit : sur le 
motif Q ( j ) = 1(j0, il y a une Z-structure canonique orientée que l'on note Z ( j ) . Les 
définitions, notat ions et conjectures précédentes sont encore valables pour M(j). De 
même, si p est un caractère géométrique, il y a sur M(p) une Z[p]-structure (à un sens 
évident) qui se déduit de Ai. L'orientation de Ai munit detZ[/9]A/f(p)+ et detZ[p]Ai(p)~ 
de bases u>€Jjp\Ai) de Z[p]-modules (en identifiant M(p)B et Q(p) ® M 5 ) . Ainsi, si p 
est un caractère géométrique et si l'on identifie Q(p) ® MdR et M(p)dR d 'une par t , et 
QP(p) ® D p ( M ) et Dp(M(p)) d 'aut re part , les isomorphismes de comparaison 

: C ® MB —> C ® MdR 

et 

LM(P) : C ® M(p)B -» C (g M(p)dR 

d 'une par t et 

^Mp - Boris 
® Mp -> 3 ^ (g Dp(M) et 

^Mp(p) • Boris ® M(p)p B,™ ® Dp(M(p)) ) 

d 'au t re par t sont liés par 

*>M{p) = {2mypG{j]p, 2m) 1 <& iM 

et 
iMp{p) = (2m)3pG{r)p, 2m) ® ^Mp 

Posons, lorsque h°(o. M) = f f ° ( o , m* m = o, 

A / ( M ) = (detQ#}(Q, M ) ® de tQ/ / î (Q , M*(l) ) )_1 ® detQtM • 
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On a donc 
Af(M) = Af(M) (g> detQM£ 

De même, si p est un caractère géométrique de G^ et lorsque 

H°(Q,M(p))= °(®,M(pY(l)) = 0 

DOSOnS 

Àf(M(p)) = (detQ(p)^(Q,M(p))®detQ(p)^(Q,M(/9)*(l)))-1®detQ(p)^(p) . 

Si u E Af(M(p))- et u E Af(M(p))- sont tels que u E Af(M(p))-(M) 
on dira que u> et u' sont compatibles à l'orientation de Al ou à Al (ou A4(p)). 

Notons 

PAv) = A-W^ai(1-pjy)-(1-p-^V-1)) 
l'opérateur de Ad+(MO))D (M*(l)). Si 77 est un caractère non trivial de G?oo d'ordre 
fini, de conducteur pa^\ notons 

PAv) = A-W^ai(1-pjy)-(1-p-^V-1)) 
operateur de Arf<<*̂ >(M}DD(M*(l)). Ainsi si p est un caractère géométrique de Gqo, 
nous avons défini un opérateur Pp(y) de A^wWDjfM'fl); 

Si r est un type a 1 mnm de Mp et si p est un caractère géométrique de G oc, 
on pose (cf. §3.5.1) 

r^*(M(P)P) = r«(T(Jp),e(P)) 

Enfin, rappelons que si W est un Qp-espace de dimension finie et si p est 
un caractère continu de G^ à valeurs dans C*, si F est un élément de /C(Goo) 0 W 
ayant un zéro en p d'ordre r (c'est-à-dire que la fonction s »—• p < x >s (F) a un zéro 
en s — 0 d'ordre r), on note 

p*(F) = r!-1 
>dsJ p<x>s(f)|s=o 

Si F = (F/,) est un élément de £TO(JC(r) <g> W), on appelle ordre du zéro de F en f. 
l'ordre du zéro de Fh en p pour h assez grand (précisément pour h > jp) et on note 

p*(F) = (h- jp - \)rmp*{Fh) = T{h - jp)-mp*(Fh) , 

ce qui est bien indépendant de h. 
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4.2.2. Conjecture. (CP(M, r)) . Soit Ai une Z-structure orientée sur M et r un type 
à l'infini de Mp. Il existe une base L?!? 7 r , T(A /0 du h-module libre lT

nrifh in\(A4v) telle 

que 
- pour tout caractère géométrique p de Goo tel que rjp{p)pJp et VpKPjP p~ 

ne soient pas valeurs propres de (p sur DP(M), L^p2™'T(Ai) a un zéro en p-1 d'ordre 

UJ G AfiMip))-1 et to' G Â/(M(p))"1 

- pour un tel p et pour UJ G AfiMip))-1 et to' G Â/(M(p))"1 compatibles à 
Ai y on a Végalité dans Cx

p 

(VAL.SPJ M, p,r)) 
Pp(y)(p-1)* LS'(M(p),0) T^*(M(p)p)PerMip)p(u;') . 

=2-d-e(p)(M) 
LS ' (M(p ) ,0 ) 

T^*(M(p)p)PerMip)p(u;') . 
T^*(M(p)p)PerMip)p(u;') . 

Donnons une formulation équivalente en termes de L{p,00}(M) 

Conjecture (CP(M)). Soit Ai une Z-structure orientée sur M. Il existe une base 
Ltp,<x>}(^) du A-module libre Iarith,{ptoo}(Mp) telle que 

- pour tout caractère géométrique p de Goo tel que rjp(p)p^p etrjp(p)p~:ip~1 ne 
soient pas valeurs propres de (p sur ~£)P(M), ^^Pj00\(Ai) a un zéro en p-1 de multiplicité 

dimQrHJ^M'ixp-1)) ; 

- vour un tel o et vour LU EAf(M(p))-1 e\ EAf(M(p))-1 compatibles à 
Ai, on a Végalité dans p 

(VAL.SP.(M, p)) 

T^*(M(p)p)PerMip)p(u;') . ejPd<(p)(M) T^*(M(p)p)Per 
T^*(M(p)p)Per 

T^*(M(p)p)Pe 
T^*(M(p)p) 

Faisons quelques premières remarques sur la manière dont ces conjectures 
ont été formulées. 

(i) Dans les définitions de PerM(p)p(u/) et de PerM(^(o;), il y a des choix de 
signes à faire. On les fait exactement de la même manière. Le terme de gauche est 
alors bien défini et indépendant des choix de u; et u/. 
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(ii) Il intervient dans ce texte un 2in complexe et un 2m p-adique que j ' a i 

noté intentionnellement de la même manière, mais sans les simplifier. L'exposant 2m 

intervenant dans la définition de la fonction L^jt7r,r(.M) signifie que l'on a choisi une 

orientation de Z ( l ) . 

(iii) Les formules VAL.SP.(M, p,r) et VAL.SP.(M,p) sont une égalité entre 

deux éléments de 

H o r r ^ ^ A ^ ' ^ D p C M ^ ) ) , Bcria ® QP(P)) 

où si l'on Dréfère de 

Bons<8> QP(p) ®Qp Ad^M)Vp(M(p)*(l)) . 

Le facteur e>jpde{p){M) (rappelons que er est la base de Dp(Qp(—r)) = Qp[r]) est 

là car nous n'avons pas voulu identifier DP(M*(1)) et DP(M(/>)*(1)) : on a donc 

AsDp(M(p)*(l) ) = A5DP(M*(1)) <8> ejpS. Il y a cependant une incorrection : en effet, 

PerM(p)P(^0 dépend d 'un élément n G det<QpAT où N est un sous-espace de DP(M) de 

dimension d€(p)(M), ainsi n appartient à Ade^M^T)p{M) ; mais nous n'avons en fait 

pas montré que PerM(p)p(^') s 'étend par linéarité à tout Adc<^^M^Dp(M). 

(iv) On remarque que dans la conjecture n'apparaissent pas explicitement 

de sommes de Gauss. Cependant, on a pour t E Ad±(M^Mp 

PerM(p)>')(Ad«<»(M) tMip)p(t) 

=(G(r7p,2m)-1(2i7r)^)d^(M)Perw(p)p(a;')(A^^(M)iMp(i)) 

OÙ 

Ad^MhM(p)p : Ad^M^M{p)p —> Bons (8) Ad^M)T>p(M(p)) 

est induit par l 'isomorphisme de comparaison LM(P)PI (ici, G(rjp,2m) est vu comme un 
élément de Qp : 

G(riD,2m) = 

b mod pâ p> 
Vp(b)Ca(Vp)-l 

où 2m — log([ep]) dans JSCHS et e = (CN)N)- La formule VAL.SP.(M, p, r ) appliquée À 

n = Ad<p^MHM-(t) devient, en notant 

=(G(r7p,2m)-1(2i7r)^)d^(M)Perw(p)p(a;')(A^^(M)iMp(i)) 

et avec ==e(p) 
PP{^){p-l)\^T{M))(^M\Mp{t)) ® ejpd±{M) 

~-d_±(M) 
=(G(r7p,2m)-1(2i7r)^)d^(M)Perw(p)p(a;') 

r-.*(M(p))PerM(p) . ( a / ® * ) 
^ • • ( A f ^ P j y ^ a / ® * ) . 
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(v) Remplacer I#TC(M)± = V^{ p a r L?'7**'T(A4) revient à rajouter dans la 
fo rmule V A L S P ( A f , p , r ) le signe de *7p -1 -1 L?'7**'T(A4) On a par exemple pour 77 
caractère d'ordre fini 

I#TC(M)± = V^{M)±{/\d^M\Mp{m±))I#TC(M)± = V^{M)±{/\d^M\Mp{m±)) 

(vi) On peut voir le terme riT,T,*(M(p)p) comme une modification du facteur 
à l'infini en remplaçant le 2i7r p-adique par le 2m complexe. Je préfère le voir comme 
un facteur p-adique qui joue le rôle du facteur à l'infini de la fonction L p-adique. 

(vii) Il vaudrait peut-être mieux considérer la fonction 
TC(M)± = V^{M)±{/ 

plutôt qu< p ~ p{V^{M)) ... 

4.2.3. Pour r convenable, les éléments du A-module ^arith,{p}(-^p) son^ des °(l°gr) : 
au pire, on peut prendre pour r la longueur de la filtration de M. S'il existe un élément 
de ^arith,{p}(-Mp) vérifiant la condition VAL.SP.(M, p, r ) pour r valeurs de jp et pour 
presque tout 77, il est unique. 

Si la conjecture CP(M, r ) (resp. CP(M)) est vraie, elle détermine donc un 
unique élément Lp(p2ftT(A4) (resp. Lp{Pi0o}(M)) de Ad^M\K ® DP(M*(1))) (resp. de 
£(Ad+(M)(/C(Goo) ® DP(M*(1)))) : c'est la fonction L p-adique analytique de A4 (resp. 
incomplète). Elle dépend de la structure entière A4 de M. Remarquons cependant 
que si l'on choisit une conjugaison complexe c de Q, par exemple en choisissant un 
plongement de Q dans C, on obtient alors un isomorphisme 

Zp ® detzAl* ^ detZpTc=±1 ; 

si m± est la base (orientée) de detzjVf*, l'élément suivant de K : 

I#TC(M)± = V^{M)±{/\d^M\Mp{m±)) 
ne dépend que de M et non de la Z-structure A4. 

4.2.4. La conjecture C P ( M , r ) peut être séparée en plusieurs parties : dans les 

exemples, seuls des morceaux de C P ( M , r ) sont démontrés : 

I) C o n j e c t u r e d ' ex i s t ence (CP(M, r, J ) ) d e la fonc t ion L p -adique 
a s s o c i é e à u n s o u s - e n s e m b l e J d e Z : Il existe un élément VgfiM) de 
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/\<t(M)(B. ® Frac(A) <g> DP(M*(1))) vérifiant les propriétés VAL.SP.(M, p, r ) pour 

p = rjxj géométrique, j £ J et pour presque tout caractère d'ordre fini 77 de G^. 

Si (t J est suffisamment grand pour assurer l'unicité de TC(M)± = V^{M)±{/ 
on dira 

que J est admissible. 

II) C o n j e c t u r e sur les valeurs spéc ia les ( C P ( M , r , Z)) : Supposons qu'il 

existe un ensemble J admissible tel que C P (M, r , J) soit vraie. L'élément Lp{p2^T(M) 

ainsi trouvé vérifie VAL.SP.(M, xjVi r) pour tout j E Z et tout rj où cela a un sens. 

III) C o n j e c t u r e pr inc ipale (CP*(M, r ) ) : Supposons qu'il existe un 

ensemble J admissible tel que CP(M, r , J) soit vraie. Alors, U^yniT(A4) appartient 

au A-module libre lTarith /P}(T) et en est une base. 

Ainsi, la conjecture CP* (M, r ) peut être énoncée (et, ce qui serait encore 

mieux, démontrée !) dès qu'il existe un sous-ensemble J admissible qui permet 

d'affirmer l'existence et l 'unicité de L^l7r,T(.M). 

Remarquons une fois de plus que ces conjectures ne dépendent pas du choix 

de r et que l'on peut les énoncer de manière équivalente pour L{P)00} 

I) C o n j e c t u r e d ' ex i s t ence de la fonct ion L p -ad ique ( C P ( M , J)) 

a s s o c i é e à u n s o u s - e n s e m b l e J d e Z : Il existe un élément L{poo}(A/l) de 

C(Aâ {M)(M 0 Frac(A) ® DP(M*(1)))) 

vérifiant les propriétés VAL.SP.(M, p) pour p = r]xJ géométrique, j G J et pour presque 
tout caractère d'ordre fini 77 de GQQ. 

II) C o n j e c t u r e sur les valeurs spéc ia les ( C P ( M , Z ) ) : Supposons qu'il 

existe un ensemble J admissible tel que C P ( M , J ) soit vraie. L'élément ^\pooy{M) 

ainsi trouvé vérifie VAL.SP.(M, xjv) pour tout j € Z et tout 77 où cela a un sens. 

III) C o n j e c t u r e pr inc ipale (CP*(M)) : Supposons qu'il existe un ensem

ble J admissible tel que C P ( M , J ) soit vraie. Alors, L{poo}(.M) appartient au A-module 
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libre larith in oo>(-M-D) et en est une base. 

Enfin, comme nous le verrons dans la suite, les exemples que l'on peut 
donner ne concernent souvent non pas Pexistence de toute la fonction L p-adique comme 
cela est énoncé ici, mais son existence dans une direction donnée, c'est-à-dire avec nos 
notations l'existence de L?p

2rT(A<)(n) pour n appartenant à un sous-espace privilégié 
de Ad+(M)5K G Dp(M)) Cela se produit par exemple lorsque Mv est une représentation 
de Dabrowski-Panchiskhin (cf. 2.4.7 et infra). 
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4.3. Remarques et exemples. 

4.3.1. Proposition, (i) Si j est un entier, on a 

Vg?'T(j\M{j)) = (2in)-***lMU»Tw-'(JJffî"'r(M)) 

et 

V{p,oo}(M(j))=w-l(Lp{Pt00}(M)). 

(ii) Soix 0 — M' -> M -» M" -> 0 ime extension de structures motiviques 
et Ai, Ai', Ai" des Z-structures orientées respectivement de M, M', M" tels que Von 
ait la suite exacte 

0 —> Ai' —> A4 —» M" —> 0 

de Z-structures orientées. On suppose que Vextension a bonne réduction en toutes les 
places finies. Alors, si N' (resp. N, N" ) est un sous-espace de T>p(Mp) (resp. T)P(M), 
DP(M")) de dimension d±(M') (resp. d±(M), d±(M")), vérifiant la suite exacte 

0 —> TV' —» Af —> ÌV" —> 0 , 

on a 

L W ^ ) ( " ) = L W A < ' ) ( n ' ) L W A 4 " ) ( n " ) 

avec n' G detQN', n" e det<n>N" et n = n' A n" si n" un relèvement de n" dans 
Ad+(M")N 

(iii) Avec les conditions et notations de (ii), si r, rf, r" sont respectivement 
des types à lfinfini de Mp, M' et M" tels que r = r' + r", on 

LW^)(") = LWA<')(n')LWA4")(n")WA4")(n") 

Les versions (ii) et (iii) sont bien sûr équivalentes. La proposition se déduit 
des propositions 1.4.8 et 2.3.1. 

4.3.2. Equation fonctionnelle. Supposons CP(M) et CP(M*(1)). De plus, faisons 
l'hypothèse (conjecture de Deligne) que le déterminant de M est le produit tensoriel 
d'un motif d'Artin (de dimension 1) et du motif de Tate 1(—tn(M)) avec 

tH{M) = 
3 

fhAM) 

et 

hj{M) = dirrmYìYMdRJYìY^MiR ; 
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il existe alors une base canonique e-M*(1) de det<QM*(l)dR telle que l'image de 
(detz.M)_1 0 eM*(i) Par l 'isomorphisme de comparaison soit la base canonique du 
Z-module 

(detzZC-^M))^)-1 ® (detzZ(-^(M))^)_1 
(Z( l ) est toujours supposé muni d 'une orientation). On fixe un type à l'infini de Mp. 
Le théorème 2 . 5 . 2 implique qu'il existe un élément e(A4) de A * tel que 

ep(M(V)) = det(^|Dp(M))-^G(77-1, -2m)d^ep(M(V)) = det(^|Dp(M)) = det(^|D 

En particulier, comme e(jVf ) appart ient a priori à BCHS&A, il est uniquement déterminé, 
soit pour tout entier j fixé, par les valeurs X^v(e(^)) pour rj caractère d 'ordre fini, 
soit par les valeurs Xj(e(-M)) pour suffisamment de j . Supposons que les L°°(M(t7) , S) 

admet ten t une équation fonctionnelle 

L~(Affa) , s ) = e ( M ( ^ ) , s ) L 0 0 ( M * ( l ) ( 7 ? - 1 ) , - S ) , 

avec les e(M(ry),s) = 600(M(77), s) Yli ei(M(r}), s) donnés comme usuellement (cf. par 
exemple [FP94, III,§4.3], cf. aussi l 'appendice C). Ici, les t\ pour l premier (resp. e^) 

sont définis à l 'aide du caractère additif \I/0)/ vérifiant *0,/(x, 2ÎTT) = exp(—2i-KXi) où x\ 

est un rationnel congru à x modulo Z (resp. \?0,oo vérifiant ^0 ,00 (^5 2iir) = exp{2ircx)). 

Rappelons que si ± = e(r)) et si pa^ est le conducteur de 77, on a alors les formules 

ep(M(V)) = det(^|Dp(M))-^G(77-1, -2m)d^ep(M(V)) = det(^|Dp(M)) 

ep(M(V)) = d e t ( ^ | D p ( M ) ) - ^ G ( 7 7 - 1 , -2m)d^ 

et que pour l 7̂  p, 

ei(M(V)) = e,(M)7TV/,(M)) = etMfr-^MM)) 

où fi(M) est la Z-partie du conducteur de M, (c'est-à-dire le conducteur de la 
représentation M\ en tan t que représentation de G Q J . Pour p caractère géométrique 
de G on, on note 

6(p'oo)(M(p)) = 
l<£{p, 00} 

ei(M(p)) = p-1(/M)e(î''oo)(M) 

avec / ( M ) = n , fi(M) le conducteur de M . 

Proposition. Supposons qu'il existe un sous-ensemble J de Z admissible pour M et 

un sous-ensemble J' de Z admissible pour M*( l ) tels que J H {—J') soit non vide et 

tels que CP(M, J) et C P ( M * ( 1 ) , J') soient vraies. Si de plus, CP*(M) et C P " ( M * ( 1 ) ) 

sont vraiesy alors pour tout caractère p continu de Goo, on a 

p(e(M)) = p(fM)e^(M) . 
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Remarque : Les hypothèses faites sont tout à fait démesurées ! En particulier, 
l 'hypothèse que CP*(M) et CP*(M*(1)) sont vraies est là uniquement pour assurer 
que e(A4) est un élément de Boris ® A. Si on le sait par un autre moyen, par exemple 
si l'on sait que lf^,T{M.) et L^2t7r'T(A/(*(l)) sont à valeurs dans Boris ® A, il n'est 
pas nécessaire de la faire. En conclusion, cette proposition est plutôt faite pour se 
rassurer sur les conjectures faites et ses hypothèses peuvent être adaptées à chaque cas 
particulier. 

Démonstration. Qui t te à remplacer M par un twist convenable, on peut supposer que 
0 G J H {—J')- De plus, comme l'on sait a priori que e(Ai) appart ient à A, il suffit de 
calculer r]{e{Ai)) pour 77 caractère d'ordre fini de G ^ . 

A) On commence par montrer que si u\ est un élément non nul de A / ( M ) , 

si u>2 est un élément non nul de A/(M*(1)) tels que LUI 0 u;^1 = e ^ , on a 

ep(M(V)) = det(^|Dp(M))-^G(77-1, -2m)d^ep(M(V)) = det(^|Dp(M))et(^|Dp(M)) 

avec u E i . La démonstrat ion de ce fait se déduit de l 'anti-autodualité de la suite 
exacte fondamentale S/M (cf. Appendice C). D'autre part , si u[ et u\ sont compatibles 
à AI , si UJ'2 et CJ2 sont compatibles à A4*(l), muni de l 'orientation déduite de celle de 
Ai et de l 'orientation "2̂ 7r" choisie de Z ( l ) , on a 

PerM(77)p(^i) = ^PerMfa)p(fc>2) e7W*(i) 

(remarquons une fois encore que le fait qu'il n 'y ait pas de 2i-K et de sommes de Gauss 
contrairement à la formule complexe vient de ce que l'isomorphisme de comparaison 
n'intervient pas dans la définition de Per, cf. remarque (ii) dans 4.2.2). 

B) Prenons toujours ± = ^iv)- On a ^a formule : 

(_l)^MMi)(227r)-^(M)-d-±(M)r^*(M,±)/r^*(M*(l) ,±) 

=2^±(M)-d_±(M)^_1^_±(M)6oo(Mî 0) r*(—g)MM) 

où SM*m = DIMUKEIAM*(I) est l 'ordre du zéro de Loo(M*(l), s) en s = 0. En effet 

(-L)*"*(I)Rr>*(M(RI))/I™>*(M(TI)*(L)) 

est le coefficient dominant en s = 0 de 

rR(s-<7)n*e,(M) 

df 
rR(s-<7)n*e,(M) 

df 
rR(s + l - ? ) B « ,(M) 

9 

2^±(M)-d_±(M)^_1^_±(M)6oo(Mî 0) 

9 
r R ( - s +2^±(M)-d_±(M)̂ '(̂ (D) . 
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On a 

nf(M) + nt1_g(M*(l)) = hg(M) . 

Donc 

F(s) = 
Q 

( rR(s - ç)rR(2 - s + q))n< "M 

fdf 

(TR(s + 1 - q)rR(2 - s - 1 + q))n* "(M) 

9 

( I V - s + 1 + q)Tu(l - s + 1 + < 7 ) ) - M ^ . 

On utilise ensuite les faits suivants : 

rR(s ) rK(s + 1) = r c ( s ) = 2(2t t ) -T(s 

rR(5)rR(2 - s) 
1 

sm § s 

r C ( 5 ) r C ( l - 5) 2 

Sin 7T5 

D'où 

rR(s)rK(s + 1) =rc(s) = 2(2tt)-T(s 

Q 
Sin(7T 

s - q 

2 
;Sin7r(5-g))^(M) 

sin(7T 
;Sin7r(5-g))^(M) 

2 
-n"±C9(iVf) ;Sin7r(5-g))^(M) 

9 
r c ( ^ - g)MM) . 

Lorsque 5 tend vers 0, on a les équivalents 

sin(7r 
S — 

2 

;Sin7r(5-g))^(M) si g est pair 

;Sin7r(5-g))^(M) si q est impair 

sin(7r 
s + l-qy 

2 

(_1)(9-D /2 |5 si g est impair 

;Sin7r(5-g))^(M) si g est pair, 

sin7r(s — g) ~ ( — ; 

on obtient, en faisant apparaî t re 2in à chaque fois que l'on recontre 7r, que le coefficient 

dominant F*(0) de F (s) en 5 = 0 est 

F*(0) = 2d±(M)_d-±(M)i/(2m)*H(M)+d-±(M) 

sfd 

;Sin7r(5-g))^(M) 
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avec 

qnf(M) 

q pair 
qnf(M) 

q impair 
[q + l)n~±(M) 

q impair 
(q - l)nf(M) -

q pair 
qn^iM) 

+2 
sf 

hq{M) + 
q pair 

n±(M) + 

q impair 
qnf(M) 

Q 
qhq{M) -

Q 
hq(M) mod 4 

qnf(M) 
q(hJM) - nJM)) + 

q impair 
nf(M) 

q pair 
nr±(M) + 2 

Q 
qnf(M) mod 4 . 

D'où 

i ' = eoo(M(77))(-l)d-±(M) 

On montre de même par un calcul explicite que 

(_l)*MMi)p(227r)-'"(M)-d-±W^,rnt(M(n)p)Tr,t,*(M(n)p,+) 

= f _ i ) E A ( M ) - 4 w ) r*(—g)MM) 

où 

= (_i)EAw-<W)+d-±(M) # 

Posons 
£± = ( _ i ) E A w - < W ) + d - ± ( M ) # 

Si 

X = (2z7r)-^(M)-d-±(M)r7r'*(M(77))/r7r'*(M(r7)*(l)) G Q 

et 

Xp = (2z7r)-^(M)-d-±Wr^*(M(77)p)/r7r'T^*(M(r7)*(l)p) G Q , 

on a 

(__l)SM*(L)-SAF*(L)P 
X 
Xp 

= /?±2d±(M)-d-±(M)e00(M, 0) . 

Remarauons aue. comme 

tH(M*(l)v,±) = [q + l)(hq(M)-nf(r)) 

q(hq(M) - n±(Mp)) + (hq(M) - nf(r)) 

q(hq(M)-nf(Mp))+d.±(M)+d.±(M) , 

on a 0± = (-l)tH(M*(l)p,±) 
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C) Si a e A<*DP(M*(1)), B e A^DP(M) avec A = B±EETA + P = D, pour 
E G detQpDp(M*(l)) , on a la formule 

Aa(<^)(a) = p " a d e t ( ^ | D p ( M ) ) - 1 Ap (ip)(b) ± e . 

En effet, pour n e AaDp(M) , on a 

Aa(<p)(a)(n) =p-«a(A«(V-1)n) 

=p-a[6A(A°(¥>-1)(n)>e] 

=p-adet(v> |Dp(M))-1 [A/3((/5)6 A n, e] 

=p-Qdet(¥?|Dp(M))-1(A'3(^)(6) ± e)(n) 

On déduit donc de l 'équation 

L^*'T(A4) = e(A4)Lfo2i''T*(A4*(l))« (2i7r)tw(M)+,-(M)e^(i) 

que 

Aa(<^)(a) =p"adet(^|Dp(M))-1 Ap (ip)(b) ± e . 

Aa(<^)(a) =p"adet(^|Dp(M))-1 Ap (ip)(b) ± e . (ip)(b) ± e . 

Ad±(M»(i)p) (¥,-«('7))L^2i'r,T* (M*(1)Y JL eM.w 

On prend alors le coefficient dominant en 77. On remarque que 

G(rj, 2i7r)d^M)p-aMd^M)G(v-1, -2in)-d-±(M)det(<p\r>JM))-a™ 

=G(rl-1,-2iTr)-d{M'>det(<p\-DJM))-aM 

=ep(M(77))-1 . 

D'où, 

)(M(/?)) 

= ( _ l ) H ^ ^^'±^s^*^-s^(i)2d±tM)-d-±(M>e(M(77))ep(M(77))-1Xp/X 

=e(p'oo)(M(/?)) 

On en déduit la proposition. 

4.3.3. Prenons pour M le motif Q muni de sa Z-structure Z. Notons simplement 

C{p}(S) = L^0ip}(Q,5) 

et 

LWUIV-1) = L^o,p}(Q0')(77),0) = L^>p}(Q(X^) ,0 ) • 
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Notons d 'autre par t logom l'application logarithme 

# / ( Q , Q C 7 ) f a ) ) = R = cokeraQ0-) 

et AQQ) l 'application Hl(Q, Q(j)) ~~* ̂ eiaQ(j) duale de l'exponentielle de Q ( l — j) et 
de même pour Q(j){rj). On prend comme type à l'infini le seul qui est raisonnable et 
qui est Tmin(Qp) : on a donc n j (T) = 1, n l1( r*) = 1, les autres nf é tant nuls. La 
conjecture CP(Z) devient : 

JZ existe une base L^t7r'T(Z) A-module libre Iawt/i,{p}(Zp) £eZZe qu'on ait 

1) 52 e(XJr7) = - etj<0, 

2»7r)JAQW)(f,)(a;)2»7r)JAQW)(f,)(a;) 

2) 52 e(xjv) = — et j > 0, pour u E deÌQHj(QìQ(j)(r})) non nul, 

rt-W,T(Z)) 
1 L[p}(j r)I / ) 

21ogQy)(„)(w 
2»7r)JAQW)(f,)(a;) 

3Ì .s?: e ( V i = + ef 7 > 0. 

2»7r)JAQW)(f,)(a;)2»7r)JAQW)(f,)(a;) r ( i ) 
Cip>(j) 
(2T7RV sdf 

et 52 e(rfx^) = -\- et j > 0 avec r\ non trivial 

* r V ' ( L ? ; r r ( z ) ) = pW-i)fl(n)r(j)Gf(r?|2î7r) 
2»7r)JAQW)(f,)(a;) 

(227rV sdf 

4) 52 e(xjv) = + e* J < 0 , 5 2 O ; G d e t Q / / 1 ( Q 5 Q 0 ' ) ( ^ ) ; e5tf non n^Z, on a 

52 e(xjv) = — et j > 0, pour u E deÌQHj(QìQ(j)(r})) 
2»7r)JAQW)(f,)(a;) 

(2TÏRV'AQt,-)(w) *<Qp(j)Me-i 

p o w r] = 1 et 

52 e(xjv) = — et j > 0, pour u E deÌQHj(QìQ(j)(r})) 2»7r)JAQW)(f,)(a;) 

(2»7r)JAQW)(f,)(a;) 
2»7r)JAQW)(f,)(a;) 

pour 77 non trivial. 

Remarque : On peut aussi écrire la formule (3) pour r> non trivial sous la forme 

V^X'*V^X'*= P^rmC^"1, -227T)= P^rmC^"1, -227T) 
2»7r)JAQW)(f,)(a;) 

2»7r) dg 

La condition (1) détermine la fonction i C , r ( z ) - C'est à des normali

sations près la fonction de Kubota-Leopoldt (par exemple à un facteur 2 près). La 
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condition (3) détermine la fonction L g f ' ( Z ) + On a d 'autre part l 'équation fonction
nelle 

L ^ ( z ) = L^-2^r (z (1 ) ) . ± (2i7r)rf-(Z)e_i 5 

car e(p>°°)(Z) = 1. Par exemple pour p e HomcontfGocC^) et e(p) = - 1 , cela signifie 

que 

p ( L ^ ( Z ) ) = x - V - 1 ^ ,T(Z)) • 

ce qui, en prenant p de la forme - i -d-fc) avec qftfftfk = _x et T) non trivial, 

sigmhe que 

)fcr(fc)L(fc,77) )fcr(fc)L(fc,77) 
G(77-1,-2 

G(77-1,-2 
)fcr(fc)L(fc,77) 

=G(77-1,-2i7rWfc-1>a(,?) (-2t7r)-*r(*)L(M) ! 

c'est bien sûr l 'équation fonctionnelle complexe de la fonction L d 'un caractère de 
Dirichlet et ce calcul est un cas particulier de 4.3.2. Le fait que L^7r 'T(Z) soit une 
base du A-module libre Iartt/i,{p}(^p) es^ un théorème de Mazur-Wiles ([MW84]) dont 
une aut re démonstrat ion a été donnée par Rubin ([R91]) avec les idées de Kolyvagin. 

4.3.4. Soit E une courbe elliptique modulaire définie sur Q, ayant bonne réduction 
en p et prenons pour motif M = hi(E) le motif dont la réalisation Z-adique est 
Vi(E) = Qi ®z, Ti(E) avec Ti(E) la limite projective des points de Zn-torsion pour 
n entier. Le dual hl{E) de h\{E) a comme réalisation de de Rham H^R(E) et comme 
réalisation p-adique la cohomologie étale H^E/Q, Qp). On a donc l 'isomorphisme de 
^-modules filtrés 

=G(77-1,-2i7rWfc-1>a(,?)=G(77-1,-2i7rWfc-1>a(,?) 

C'est le module noté 'DP(E) dans [P93] et [BP93]. Rappelons qu 'on dispose une 
application bilinéaire alternée canonique de motifs h}(E) x h}(E) —> Q(—1). D'où 
un isomorphisme hi(E) = h}(E)* =h1(E)(1)Enfin, on note hi^{E) la Z-structure 

naturelle sur h\{E) associée aux Ti(E). 

La fonction L de h\(E) est liée à la fonction L de Hasse-Weil de E par 

L(h1(E),s) = L(E/Q,s + l) 

comme cela se voit en regardant les facteurs locaux ; ici L{hi(E), s) est la fonction sans 
facteur à l'infini. Le facteur à l'infini Loc(/ii(£'), s) de L(hi(E), s) est rc(s + 1). 
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La conjecture CP(/&i(i?), r , {0}) est liée au théorème d existence de la 
fonction L p-adique de Mazur-Swinnerton-Dyer (dans le cas ordinaire) et de Amice-
Vélu et Vishik dans le cas supersingulier (on prend pour r le type défini en 2.4.4). 
Plus précisément, choisissons un modèle de Weierstrass associé à une base (UE,VE) de 
H\R(E) où UJE est une forme différentielle de Néron. Alors eM — ^VE est une base 
de detQHDR(E) = Q(—l)dR et est aussi une base du Z-module Z(—l)dR- Choisissons UJE 
pour que soit la base canonique, Z(— 1) étant toujours orienté. Par l'identification 

Dp(Äx(£7)*(l)) = Qp ® mR(E)[-l] , 

U$"'T(hltZ(E)) est identifié à l'élément f p,2Ì7T,7 'ME)) de 

H ® H^R(E)[-1] = M ®Qp D „ ( £ ) 

tel que 

L ^ f •T(Äi,z(£7))(n)eA, = L ^ f e l ß D A n 

pour n € D p ( / i i ( £ ) ) . 

A) Supposons d 'abord que E est supersingulière en p . Les formules 
VAL.SP . ( / i i(M), 77) suffisent pour déterminer de manière unique 

Lg*'T(/ii,z(S)) 

ou ce qui revient au même Lfâ^ih^E)). Elles s'écrivent pour 77 caractère d 'ordre 

fini de Gr^ non trivial 

(1 - <p)-\l -p-^-l)l(l^T(hltZ(E))) 

_ 1 
""2' 

G(r], 2iir) L f r } ( t f / Q , i r U ) 
n€Dp(/ii(£)). df 

où QEV^ = L± O;B avec 7± générateur du Z-module Hi(E, Z)±, ou encore 

(1 - <p)-\l -p-^-l)l(l^T(hltZ(E))) 

= Ì G ( 7 7 - 1 , - 2 m ) - 1 WS/Q . tTM) 
2 ^ ^ 

dfg 

Si 77 est trivial, on trouve 

(1 - <p)-\l -p-^-l)l(l^T(hltZ(E))) 
1LM(E/Q,1) 

2 2*ffJîg,|) 
sddcf 
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On en déduit que si CP,MSD est la fonction de Honicont^oo, C*) dans Cp 0 UP(E) 

étudiée dans dans [P93] et dans [BP93], on a 

£PÎMSD{P ) 
2 

~ 4 
;-2z7r)p(L^2i^(/i l ,z(£;))) 

pour tou t élément de Homcont(Goo, C* ), avec CQ désignant le nombre de composantes 
connexes de JE,(C)±. 

B) Supposons que E a b o n n e r é d u c t i o n ordinaire e n p. Dans ce cas, 
l 'existence de JJ£p2yn'T(hi^E)) n'est pas prouvée. Seule a été prouvée l'existence de 

;-2z7r)p(L^2i^(/il,z(£;))) 

(vérifiant 7r(VAL.SP.(/ii(£'), p) pour presque tout caractère d'ordre fini de G?oo) où TT est 
la projection de T>P(E) sur le sous-espace propre de T>P(E) pour <p, associé à la valeur 
propre qui est une unité, parallèlement à l'espace propre de valeur propre un élément 
de valuation — 1 . Nous verrons au paragraphe 4.4.5 comment on pourrai t construire 
If$*'T(hltz(E)) tout entier. 

Le théorème suivant en direction de la conjecture principale est dû à Rubin 
([R88, theorem 4.4], [R91, theorem 12.3]), le passage à la formulation de Rubin se fait 
à l 'aide des considérations de 2.4.7 ; comme il est remarqué dans [P93], les conjectures 
Ôzp(Tp(E)) sont alors vraies. 

Théorème. (Rubin) Soit E une courbe elliptique définie sur Q, à multiplication 
complexe ayant bonne réduction ordinaire en p. La conjecture heop(Vp(E)) est vraie. 
Le A-module libre n(JTarith^(Tp(E))) est de rang 1 et 7г(L^г7Г'т(/ll5z(£,))) en est une 
base. 

En particulier, X00ìf(Q(/j,p)ìTp(E)) est de torsion (cf. 2.4.7). 

Un aut re bout de la conjecture CP(hi(E)) est que 7г(L^2}г7Г'r(/llîz(£,))) 
vérifie 7r(VAL.SP.(/ii(S), 1)) . Lorsque L(E/Q,0) est non nul, cela est clair. Lorsque 
L(E/Q, 1) = 0, le théorème suivant qui utilise les résultats de Gross-Zagier ([GZ86]) 
et de [P87] va dans cette direction : 

Théorème. Soit E une courbe modulaire définie sur Q ayant bonne réduction 

ordinaire en p. On suppose que ^(V^y'7(h^z(E))) a un zéro simple en 1. Alors, 
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^(L{p2r,T(^i,z(^))) vérifie 7 r ( V A L . S R ( M # ) , l ) ) 

L'idée de la démonstration est la suivante. L'hypothèse implique que 
L(E/Q,1) est nul. On choisit un caractère quadratique imaginaire ip tel que 
L(E/Q,^, 1) 7̂  0 et tel que ip(p) = 1 et ip(l) = 1 pour tout l divisant le conduc
teur de E : cela existe par un théorème de Waldspurger. Si K est le corps quadrat ique 
imaginaire associé, soit P G E(K) le point de Heegner associé. Par [P87], la hauteur p-
adique de P est non nulle et P est donc d'ordre infini. On en déduit par [GZ86], que la 
fonction L de E/K a un zéro simple en s = 1 et la comparaison des formules complexe 
et p-adique implique VAL.SP.(/ii(i?), 1) ou plutôt sa projection 7r(VAL.SP.(/ii(i£), 1)). 

Enfin, rappelons que des vérifications numériques ont été faites tan t dans 
le cas ordinaire ([BGS84], [BG85], [MTT86]) que dans le cas supersingulier ([BP93]). 

4.3.5. On peut remplacer dans ce qui précède la courbe elliptique modulaire par une 
forme modulaire primitive pour To(A^) de poids k et de caractère I/J. NOUS supposons 
que est premier à p. Notons M(f) le motif de poids k — 1 associé à / par Scholl. 
Par un théorème de Faltings, le polynôme caractéristique du Probenius géométrique 
agissant sur M(f)i est 

X2 - apX + ^{p)pk~l = (X- ap)(X - (3P) . 

De même, on a det [1 - tpX\Dp{M(f)) = 1 - atX + ^{l)lk~lX2. Ainsi, 

L(Af( / ) , s) = 11(1 - atrs + m?-1-*) = L{f, s) . 

On a 

Fil'Àf ( / ) = 
M(f) si i < 0 

sffh si0<i<k — 2 
0 si i > k — 1. 

On a d 'aut re par t d±(M(f)) = 1. Ainsi, comme cela est bien connu, si p est un 
caractère géométrique, M ( / ) ( p ) est critique si et seulement si 1 < jp < k — 2. Enfin, 
on a un isomorphisme canonique 

MUT = M(f)(k -1). 

Remarquons qu'avec cette définition, si / est une forme modulaire primitive 
de poids 2 dont le développement de Fourier est rationnel sur Q et si E est la courbe 
elliptique associée, on a hl{E) = M(f)=h1(E)(-1) 
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Notons Ai(f) une structure entière de M ( / ) . La fonction L p-adique 
telle que nous la définissons ici (au moins conjecturalement) appartient à W(Goo) ® 
DP(M(/ )* ) . Il est facile de voir que les valeurs propres de <p agissant sur DP(M(/ )* ) 
sont a"1 et p~l et que les nombres de Hodge de D = DP(M(/ )*) sont —A: H- 1 et 0. 
Regardons d'abord le cas où / est ordinaire : ap est alors une unité en p. Comme 
pour les courbes elliptiques, l'existence de L^l7r'T(.M(/)(l)) n'a pas été montrée, mais 
seulement l'existence de la projection 7r(Lp{^pr{M{f )(!))) de L ^ ' r ( A 4 ( / ) ( l ) ) sur 
le sous-espace propre J9[0] relatif à a"1 parallèlement au sous-espace propre relatif à 
/î~1(ici, otp est supposé être une unité). Soit Lp^p l'unique élément de Qp ®zp A tel 
que, pour 1 < j < k — 1, 

L^(z) = L^-2^r(z(1)). ± (2i7r)rf-(Z)e_i 5L^(z) = L^-2^r(z(1) L(f,Tl-\j + l) 
L(f,Tl-\j + l) 

si r) est un caractère non trivial de G<x, et 

X3(LP,ap(f)) = (l-^(P) 
pfe-2-j 

ap 
( 1 - EL 

ap 
r ( i + 1 ; 

L(f,j+1) 
X3(LP,ap(f)) 

où Clf sont des nombres complexes rendant rationnel le membre de droite. On 
vérifie facilement que. à une constante près, Lvan(fY vérifie la propriété désirée pour 

X3(LP,ap(f))(f)) 

Lorsque / n'est pas ordinaire, c'est-à-dire que p divise ap, les théorèmes 
d ' interpolat ion de Amice-Vélu et Manin-Vishik, comme dans le cas de poids 2, peuvent 
s ' interpréter comme un théorème d'existence d 'un élément 

L ? p 2 r r ( ^ ( / ) ( 1 ) ) 

de W(Goo) (g)Qp T>P(M(/)(1))P) vérifiant VAL.SP. (M(/ ) (1) , Xjv) pour 0 < j < k - 2 et 
rj caractère d 'ordre fini tel que L(f,rj~l,j) ^ 0. 

4.3.6. Supposons que M est cr i t ique, c'est-à-dire que l 'application 

X3(LP,ap(f)) = (l-^(P 

est un isomorphisme. Pour u G (detQtjv/)-1 ^detqM^ et u' G (detQtM)-1 compatibles 
à A4, notons ^00(0;) le déterminant de a M dans des bases u\ de detQ^M et u<i 

de de tQM£ telles que u = u^1 <g) u2 et £2p(a/) l'élément de DP(M*(1)) tel que 
Qtp{uj,){n)u'''1 = aMp(n). 

Supposons de plus que Mp vérifie la c o n d i t i o n d e D a b r o w s k i - P a n c h i s h -
k in (cf. 2.4.6). Alors, Mp est +-crit ique (au sens de 2.4.6). Rappelons que l'on 
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a défini un A+-module libre îsp^(A4p)(n) de rang 1 conjecturalement contenu dans 

(2z7r)'°<M">Qp 0 A+ 

L . + ( M J ( n ) = (2Mf0(M 
j>-h 

-DIMQ FlVDsc ( KA \t \ 
l-j &arith,{p,oo}M-Mp){n)± 

pour n G detQpDsc avec t0(M) = t0(Mp) r7r'*(—i)hi(M) On pose 

r7r'*(—i)hi(M) 

i<0 

r7r'*(—i)hi(M) 

i<0 

r7r'*(—i)hi(M) 

On a r7r'*(—i)hi(M)r7r'*(—i)hi(M) 

Sous les hypothèses que M est cr i t ique et que Mp vérifie la c o n d i t i o n 
d e D a b r o w s k i - P a n c h i s h k i n , la conjecture C P ( M , 0) devient la conjecture suivante. 

Conjecture. Soit Ai une Z-structure orientée sur M. Il existe un unique élément 

lf<vr >sc{Ai)+ de Horr^(detQpDsc, ( 2 z t t ) ^ Q p ® A+) telle que 

- pour tout caractère rj de Gç», avec e(rj) — 1 tel que 

H°(M(t})) = H°(Q, M - a x O ) = o , 

- pour UJ G (deto^M) 1 ® detqMg et uf G ( d e t o t ^ ) 1 compatibles à Ai, on 

ait 

1(L?.»*.~(A1)+) = 

v{otj)>0 

(1 - a*) 

v{aj)<0 

( î - p - ^ j 1 ) 

r7r'*(—i)h 
L ^ p } ( M , 0 3 

r7r'*(—i 
îîp(o/) 

et 
(VAL.SP.(M, 77, se)) 

r ? - 1 ( M ; r s c ( x ) + ) 
v(otj)<0 

r7r'*(—i)hi(M) [MP) 

G(rt-\-2iir)-d+(M T 00 (Mfa) ,0) 

^ o o M 
np(o/) 

On retrouve ainsi la conjecture introduite dans [CP89]. On peut vérifier 

que le facteur T^*(MP) est égal au facteur à l'infini modifié de [CP89], [C89], [P90], 

une fois identifié le 2m p-adique et le 2m complexe. 

Si l'on veut éliminer la dépendance e n X , on procède comme en 4.2.2. Soit 

c une conjuguaison complexe. Pour c sufisamment général, l 'application ic composée 
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de M+—• Mp, de l 'application Mp —» B cris g) Dp (M) déduite de l 'isomorphisme de 
comparaison et de la projection de DP(M) —> Dsc parallèlement à Fi l°Dp(M) est un 
isomorphisme car Mp est -h-critique. Si ra(c) est une base de detz .M+, l'image ic(m(c)) 
de m(c) dans detQpDsc est non nulle et 

Lp,2ir

[p]'SC(M, c) = L^ 'sc(M)( tc(m(c)) ) G Boris ® A+ 

ne dépend pas du choix du réseau M. et est définie au signe près. Plus précisément, il 
existe un élément Q(c) de B^is tel que L^L7R,SC(M, c) appartient à np(c)(Qp<g>A+). Donc 
à condition d'avoir choisi un plongement de Q dans C et une "période" f2p(c) G -Bcris, 
on obtient (conjecturalement) un élément de QP<8>A+ (rappelons que l'on a dès le début 
choisi un plongement de Q dans Cp). 

Faisons maintenant quelques remarques qui permettent de passer de la con
jecture générale au cas particulier où M est critique et Mp de Dabrowski-Panchiskhin. 

(A) Sous l 'hypothèse faite sur 77, on a 

Â / ( M ( t 7 ) ) - 1 = Q(rj) <g> (deto IM)-1 

et 

A / ( M ( t 7 ) ) ~ 1 = Q(rj) <g> (detQ^M)"1 (g) d e t M ^ . 

On a alors 

A/(M(t7))~1 = Q(rj) <g> (detQ^M)"1 (g) detM^ . 

D'aut re par t , 

PeTM(r,)p(co') = PerMp(u/) . 

(B) Le sous-espace Dsc est stable par </?, on en déduit que Pr)((p) est 
simnlement la multiolication Dar le scalaire : 

P1(iP) = d e t ( l -^ | (£>sc)*( l ) ) -1de t ( l - p - V - 1 K ^ ) * ( l ) ) 

= d e t ( l - <p\Dac)det(l - p ~ V - 1 ! ^ ) - 1 

si r> est trivial ou, si n est non trivial, 

PJ<p) = d e t ( ^ | ( D s c ) * ( l ) ) - a ^ 

PJ<p) =det(^|(Dsc)*(l))-a^ 
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En écrivant 

de t ( l - <pX\Dp(M)) = 
ffdf 

(1 - ajX) , 

de t ( l - ipX\Dsc) = 
v(otj)<0 

(1 - ajX) , 

on a alors 

LJM.O)-1?!^)-1 = 
v{ctj)>0 

(1 " Otj) 
v(aj)<0 

PJ<p) =det(^|(Dsc)* 

G(V, 2m)d^Lp{Mp{r,), O)-1^,,^)-1 

=G(r)-l,-2iTr)-d+M 
v(aj)<0 

= pa™) . 

pour 7) non trivial (on utilise le lait que G(ri,2iTr)G(v-\-2iTr) = pa™) . 

(C) On a 

TV'T'*(MP) = (2ivr)t(T'+) = pa™)-d+(M) 

En remarquant que, si dimQpFiPI?sc est nul (par exemple pour j > 0), il en est de 
même de m + ( r ) (cf. §2.4.6), on a 

1( 
3 

dimQpFiVDsc-mJ(T) 
L-3 

-h<j<0 

/ \̂diniQp FiP D9C - m+ (r) 

pour h assez grand, car alors diniQ^ FiljDsc = d+(M) = m t ( r ) pour j > h ; 

-h<j<0 

FiljDsc = d+(M) = mt(r) 

i<0 -h<j<i 
_j)MMp)-n+(T) 

(pour j < -h, hi(Mp) = nfir) = 0) ce qui vaut 

j\hi(Mp)-n+ 

j\hi(Mp)-n+(T) = 

t<0 
f ( f c - l)!/(-0!)MMp)-n*(T) 

i<0 

FiljDsc = d+(M) = mt(r) 

i<0 

FiljDsc = d+(M) = mt(r) 

car £ i < o ^ ( M p ) = £ i<0n+( r ) = d+(M). Remarquons de plus que pour i > 0, les 
nombres nj{r) sont nuls car Mp vérifie la condition de Dabrowski-Panchiskhin. On 
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en déduit que lorsqu'on remplace ^rT{M) par L%rac(M), le facteur Tw(r, + ) est 
remplace par 

G(ri,2iTr) 
i<0 

G(ri,2iTr)G(v-\-2iTr) = pa™) . 

KO 

G(ri,2iTr)ri,2iTr) 

4.3.7. Regardons maintenant le carré symétrique Syrn2(M(f)) de M(f) où / est une 

forme modulaire de poids k et de caractère ip avec ^(—1) = (—l)fc. Remarquons que 

comme nous n'avons regardé que les motifs à coefficients dans Q, nous sommes obligés 

de supposer que ift est un caractère quadrat ique pour rentrer dans le cas précédent. 

Rappelons les résultats obtenus par Coates-Schmidt et Schmidt ([CS87], [Sc88] et par 

Hida ([H90]). 

Rappelons quelques invariants classiques attachés à Sym2(M(f)) qui est 

un motif de poids 2{k — 1). La réalisation p-adique Sym2(M(f))p de Sym2(M(f)) 

est la représentation p-adique Sym2(M{f)p). Les nombres de Hodge sont 0, k — 1, 

2{k - 1). Plus précisément, si ¥\\k~1M{f)dR = Qcu et M(f)dR = Qu 0 Q77, la filtration 

¥\\iSym2{M{f)) est donnée par 

FiliSym2(M(f))dR = 

Sym2(M(f)dR) si i < 0 

Qu2 0 Qurj si 0 < i < k — 1 

Qu;2 si k - 1 < z < 2(k - 1) 

0 si 2(k - 1) < i . 

On a d 'au t re par t d+ = d+(Sym2(M( f))) = 2 et d _ = d _ ( 5 2 / m 2 ( M ( / ) ) ) = l . 

Soit p = xJ?7 un caractère géométrique de GQQ. Alors, Sym2(M(f))(p) est 

de poids 2(k — 1 — j ) , a comme nombres de Hodge —j>, k — 1 — j , 2(fc — 1) — son 

espace tangent est de dimension 

3 si 2(k - 1) < j 

2 si k - 1 < j < 2{k - 1) 

I l si 0 < .7 < fc - 1 

0 si j < 0 . 

D 'au t re par t , on a d±(Sym2(M(f))(p)) = die^) avec e(p) le signe de e ( 7 7 ) ( — O n 

en déduit que Sym2(M(f))(p) est critique (c'est-à-dire que l 'application àsym^MUWp) 
est un isomorphisme) si et seulement si on est dans une des situations suivantes 

A) k — 1 < j < 2(k — 1) et e(p) = + (on a alors de(p\ = 2) ; 

B) 0 < 7 < fc - 1 et e(p) = - (on a alors d€(p\ = 1). 
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Pour calculer le facteur à l'infini de la fonction L de Sym2(M(f)), il reste 
à calculer les nombres mf{Sym2{M{f)) et nf{Sym2{M{f)) ; on trouve 

m+(Sym2(M(f)) = 
f 2 si i < 0 

1 si 0 < ^ < A; - 1 
0 si i > k — 1 

et 

m-(Sym2(M(f)) = 1 si i < 0 
0 si 0 < i 

et donc 

n+(Sym2(M(f)) = 1, n+^CSym^MC/))) = 1, nô(Sym2(M(f)) = 1 , 

les autres nf étant nuls. Ainsi, 

L00(Sym2(M(f),s) = 
r c ( s ) r R ( s - f c + l ) si k est impair 

I Y ( s ) l V s - k + 2) si k est pair. 

Remarquons qu'on a mf tSWCAf (/))) = m£min(Sym2(M(/)p)). 

Enfin, les valeurs propres de (p sur ÏJp{Symz{M(f)p) sont a£, pp et ip{p)pK~L 
et pour une place / de bonne réduction pour E, le facteur local en l de la fonction L 
est 

L,(Sj/m2(M(/)), s) = ((1 - a2pp-°)(l - VOOp^-'Xl - ^P"8))-1 

si L/(M(/) , s) = (1 — app~5)(l — (3pp~3)- Aux places de mauvaise réduction, le calcul 
des facteurs locaux est fait dans [CS87] pour k = 2 et ip = 1 et [Sc88] en général. 
Remarquons que Sym2{M{f)) est invariant par twists et qu'il est commode pour ce 
calcul de choisir / de conducteur minimal parmi ses twists. 

Le produit 

L(Sym2(MU)),s) = 
i 

LK5t/m2(M(/)),S) 

converge pour Re(s) > k et admet un prolongement analytique à tout le plan complexe. 
L'équation fonctionnelle 

L°°(5ym2(M(/)), 5) = e(Sym2(M(f)), s)L°°(Sym2(M(f)),2k - 1 - s) 

a été démontrée par Shimura [Sh76l. L'isomorphisme de motifs 

Sym2(M(f))* = Sym2(M(f))(2k - 2) 
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permet de l'écrire sous la forme 

L°°(Sym2(M(/)),S) = e{Sym\M{f)),s)l.°°{Sym2{M{f)y(l),-s) 

On suppose maintenant que ap est une unité en p et on note ap le zéro de 
X2 — apX + il){p)pk~x qui est une unité. On note cy, le conducteur du caractère ip. 

Le théorème 5.5 de Schmidt peut alors s'énoncer avec des notat ions un peu différentes 
des siennes (en particulier, on prend p = ^TO+fc-1^ Dù m est l'entier qui intervient dans 
[Sc88]). 

Théorème. Il existe un unique élément G de Frac(A) tel que pour tout caractère 

géométrique p de GQO tel que Sym2(M(f))(p) soit critique, on ait 

A) si k - 1 < jp < 2(k - 1) et e{p) = +, 

p-HG) =2T(i0)T(i0 -k + l)(rfi>-i*-1>il>(p)-1aZ*)'*r>'> 

(pyp-<*-ity(p)-i ap2)-a^G{np)2 L(Sym2(M(f))(p),0) 

iîf(p) 

=2p(Cv0 V + C"1) n J , ) l U - k + 1) 

(pyp-<*-ity(p)-i ap2)-a^G{np)2 L(Sym2(M(f))(p),0) 
Mf(p) 

avec HAp) = (2i7r)2^-fe+1)7rfc-1 < / , / > ; 
3) si 0 < jp < k — 1 et si e(p) = —, 

p~\G) = ± p ^ i - c ^ - ^ G ^ - 1 ) 

P(jP — k + l)(pjp~1a~2)a^Vp)G(r]p) 
: ( 5 y m 2 ( M ( / ) ) ( p ) , 0 

Çlf(p) 

avec HAp) = (2i7r)2^-fe+1)7rfc-1 </,/>; 

Si de plus p est non exceptionnel (cf. infra) et si ifr n'est pas un caractère 

quadratique imaginaire (resp. ip est un caractère quadratique imaginaire), G appartient 

à A (resp. appartient à (1 — x C t ) - ^ - 1 ^ ) - 1 ^ -

On dit que p est exceptionel (cf. [Sc88]) s'il vérifie la condition suivante : 
choisissons / de conducteur N minimal parmi ses twists ; alors l 'ensemble des nombres 
premiers l divisant TV, tels que ordic^ = ordiN et tel que 0 < |1 — Z2fc_2az~~4|p < 1 est 
non vide. 

Faisons le lien avec notre conjecture. L'hypothèse d'ordinarité implique 
que Sym2(M(f))p est une représentation p-adique de Dabrowski-Panchiskin. Le cas 
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de Sym2(M(f)) entre donc dans le cas de 4.3.6 et ce calcul a déjà été fait. Nous le 
recommençons en faisant quelques remarques : 

(i) p i—• pity) est un élément de A ; 

(ii) on reconnaît dans F(j)F(j — k -f- 1) si e(p) = 1 et dans F(j — k + 1) si 
i(p) = - 1 le terme F(M(p)p). 

(iii) on reconnaît dans p2:i~^k~1^ip(p)~1a~2 une des valeurs propres de 
l 'opérateur A2(^>V) de A2Dp(5^ra2M(/)*( l )p) : celle correspondant au sous-espace D1 

de dimension 2 de Dp(5yra2M(/ )*( l )p ) somme directe des sous-espaces propres pour 
cp de valeur propre p~xap2 et p~1{pk~l^{p))~l = p~kip{p)~1. De même, on reconnaît 
dans pP~XOL~2 la valeur propre de l 'opérateur A1pi(p = p*(p de TDp(Sym2M(f)*(l)p) 

correspondant au sous-espace propre D" de dimension 1 de 'Dp(Sym2M(f)*(l)p) de 
valeur propre p~xa~2. 

On en déduit que si n ' G det(£>') (resp. n" G det(L>")), 

Lffî'{Sym2(M(f))U(n>) 
(resp. L^2i7r'T\Sym2{M{f)))-{n")) existe ; à une unité de Qp(2z7r)Z<g> A près, c'est G1. 
Le type à l'infini naturel dans ce cas est Tm.in. (V). 

Nous verrrons dans l 'appendice B qu'une conséquence facile d 'un théorème 
de Flach ([F192]) est que Leop(Sym2(h1(E)(2), 1A) est vraie. 

De nouveau dans le cas où E est à multiplication complexe, on a des résultats 
en direction de CP(Sym2(h1 (E))). 

Théorème. (Coates-Schmidt [CS87] -fRubin) Soit E une courbe elliptique définie 
sur Q, à multiplication complexe et ayant bonne réduction ordinaire. Alors, pour 
n G det(ZT'), Lffî>T(Sym2(M(f)))(n)- est une base du A-module 

Krith,{p}(Sym2(M(f))PUn) . 

En utilisant les diverses équations fonctionnelles et en supposant vraie 
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la conjecture Héc{Sym2(Ai(f))p), on en déduit que sous les mêmes hypothèses sur 
E et pour n G det (£>'), Lp{p2^T(Sym2(M(f)))+{n) est une base du A+-module 
K,rith,{p}(Sym2(-M-(f))p)+(n). On peut aussi le démontrer directement par un raison
nement semblable à celui de [CS87]. 

4.3.8. Une dernière remarque pour faire le lien entre le §3 et les conjectures du §4 : 
si la conjecture 4.2.1 est vraie, les résultats du §3 peuvent s ' interpréter comme la 
démonstrat ion à une unité p-adique près des conjectures de Bloch-Kato généralisées. 
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4 .4 . E l é m e n t s spéc iaux . 

4.4.1. Dans ce paragraphe, nous donnons quelques conséquences des conjectures 

principales que nous avons faites. Beaucoup d'autres formulations sont possibles. Selon 

les cas particuliers, il est possible de vérifier l 'une ou l 'autre. On trouve certainement 

dans ÍKal et [Kbl des formulations du même tvue. 

Notons Hl¡s(Q,Mp) le noyau de Hl¡s(Q,Mp) —> Z^S(Q,MP). Rap

pelons que si OJ± est un générateur de 

d e t A ± # i ) M ( Q , A 4 p ) ± = detA±#¿,5(Q,-H0± , 

le A-module des fonctions L p-adiques arithmétiques est défini par 

I arithì{pìoo}1h{Mp)±{s)eMp 

3>-h 

dimQpFiPDp(M) 
L-3 ( d e t A ± A í ; ( l ) ^ ) ( d e t A ± Z 4 ) P ( Q , > í p ) ± ) - 1 

(detA±#'{p}(Q, Mp)±)-^-±™œM9 u ±)-^±) A s 

pour s € Ad±(M)D„(M), cf. (1.4.3) et pour h assez grand et 

Krith,{p}(Mp)±(s)eMp =(2m)t»(T-±) 
j>-h 

n \dimQpFiPDp(M)-m* (r) 

(det a± 1 )p Qc° ) (det a± Z2 (Q, A4P)± ) _ 1 

(detA±^,{p}(Q,^p)±)-1(Ad-^M^^MD)h)±)-1(a;±) A s 

pour r un type à l'infini de Mp, cf. (2.3.1). 

Il existe un élément ¿spée(Mp) de Frac(A) ® detAÍTL M(Q, Mv) tel que 

pour tout entier Ai, on ait pour tout s e a < * ± ^ D p ( M ) , 

^arithAv,oo\,h\Mv)±(s)eMr> = A± 
3>-h 

dimQpFiPDp(M) 
L-3 

{Ad-±(M)Qe^ h ±)-l(o;spéc(>ip)±) A a 

et on a 

A ± ù w ( A O ± = ( d e W ^ * ( l ) ^ - ) ( d e W Z i r o ^ J I ) - 1 

( d e t A ± / í ^ M ( Q , ^ í p ) ± ) - 1 a ; ± . 

Ainsi, si /(^(^)){P}(Q5 A^fp)) est une série caractéristique du A-module de torsion 

H^D^py(Q, Mp) (sous Leop(Mp)), /0 une série caractéristique de M*(l)pQo° et /0,p une 
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série caractéristique de /oy№,M(Q^p)) on a 

Uspéc(Mp) /oy№,M(Q^p)) 
qfsq 

-CJ 

c'est-à-dire 

Auspéc(Mp) = / o y № , M ( Q ^ p ) ) 
dfddf /oy№,M(Q^p)) 

4.4.2. Supposons vraie la conjecture C P ( M , J ) pour un sous-ensemble admissible J de 
Z, c'est-à-dire supposons l'existence de ^>\P}00y(M) vérifiant les formules VAL.SP.(M, p) 
pour suffisamment de caractères géométriques p. La conjecture CP* (M) peut alors 
s'écrire de la manière suivante : 

Conjecture. (i) / / existe Vspéc(Mp) G Frac{A) <g> detAi^{p}(Q, .Mp) tel que 

L{p ,oo},J^)±(5)e><P 

j>-h 

dimQpFiP'Dp(M) 
L-3 (^d-±{M)^Mp^±)-\^sPéc(Mp)±) A S 

(ii) On a 

Vspéc(Mp) = 
A P / ( # W Q > - H > ) ) 

f& 
detAH^{p}{^Aip) 

4.4.3. On exprime maintenant un sous-produit de la conjecture principale en termes 
uniquement de uSpéc(A4p) en utilisant le paragraphe 3. Reprenons certaines nota
tions de ce paragraphe : si a est un élément de H^Q^py(Q, M{j)p), on note P(a) 
l 'image de a dans Hx{Gs^ A4(j)p) et on prolonge cette application en une appli
cation de d e t A ^ { p } ( Q , M(j)p) dans ^d~{M{j)) Hl{GS,Q>, M{j)p). D 'aut re par t , no
tons ^(P,oo){A4(j)) le quotient de PerM(j)p(u/) par PerM^(UJ) où u; G Af(M(j))~1 et 
UJ' G Àf(M(j))~1 sont compatibles à la Z-structure orientée Ai(j) (cf. 4.2.1) et où 
l'on a mélangé allègrement les nombres complexes et p-adiques. On laisse le lecteur 
les séparer et vérifier que finalement ce qui est écrit a un sens. Dans la suite, nous 
continuerons à faire cet abus. 

Supposons par exemple que l'espace tangent de M est MdR, que L(M(j), 0) 
est non nul, que H}(Q, M(j)*(l)p) = H}(Q, M(J)*(1)) = 0 et que le Q-espace vectoriel 
H}(Q,M(j)) et le Qp-espace vectoriel Hj(Q,M(j)p)) sont de dimension d-(M(j)), ce 
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qui doit être vrai pour j assez grand. Pour un tel j , on note \ogM^ la composante de 

logM(j) : 

d e t z # j ( Q , M) —• detR(coker aM) = detR(K <g>Q MdR/R ®Q Af£) 

dans la base déduite de la base de detQ(MdR) et de la base w+B (M)de A4% (donnée 
par l 'orientation de A4). Si Zj est une base de detqHj(Q, M(j)), on a alors 

«fcoo)(.M(j))(*) 
1 

logM0)P(^) An 
l o g M 0 ) P ( ^ ) A n 

pour logM0)P(^) AnlogM0)P(^) An 

Conjecture. Il existe un élément cJspéc(Aip) de Frac(A) ( g J d e t A i / ^ ^ ( Q , A4P) tel que 

pour tout entier j avec FirlM(j)dR = 0 et Hj(Q, Ai{j)) de dimension d-(M(j)), pour 

tout n G Ad±(M^)Dp(M(j)), 

logMn(i)P(ujspéc(M) <g> e®') A n 

ri-O^^LplMorii)^)-1 r i - O ^ ^ L p l M o r i i ) ^ ) - 1 

LÇo}(M(j),0)n(Ploo)(^(j))(n) 

Remarquons que si d_ (M( j ) ) = 0, la puissance extérieure d_(M(j) ) - ième 
de Dp(M(j) ) est canoniquement Qp et que la conjecture ne dit rien dans ce cas, sauf 
que L^p] (M(i). 0)/Perm^(<JJ) est un élément de Qp. 

La compatibilité avec la conjecture 4.4.2 se fait à l'aide des calculs du 
paragraphe 3. Plus précisément, en remplaçant M par M ( j ) , on peut supposer j = 0 ; 
on utilise alors 

- que sous les hypothèses faites et en posant comme dans le paragraphe 3 

CA,Hi-O^^LplMorii)^)-1^Mpih,±) (a) 

et 

ri-O^^LplMorii)^)-1 

avec aGHlt{p}(Q,Mp) on a 

(1 - ^ - 1 ( 1 - p - V " 1 ) ! ^ ) = ± l o g M p P ( a ) ; 
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- la formule 

K 
i>~h 

j NdimQpFil*Dp(M)) = (h-l)\D-M 

i 
r ( _ i ) - M M > , 

- la remarque que si L(s) = L' A s, 

=LP(MP, 0)-1Lp(M*(l)p, 0)((1 - <p)-\l - p-1?-1)!,') A s . 

=LP(MP, 0)-1Lp(M*(l)p, 0)((1 - <p)-\l - p-1?-1)!,') A s . 

Remarque : De la formule 
detAtf^{p}(Q,.Mp) 

detAtf^{p}(Q,.Mp) 
_ ±2d+(M)-d-(M)^27r)d-(M)+t„(M) 

3 

detAtf^{p}(Q,.Mp) 

on déduit que la formule peut aussi s'écrire de manière plus symétrique en p et oo : 

logMPo)P(w.péc(A<) ® e**) = ±2-d+(M^»(27r)-d-^^»-t«(M<^) 

L^(M0-)*( l ) ,0 ) -1Lp(M(j )* ( l ) ,0 ) -1Loo(M0) ,0 )Q (p ,oo) (> t0) ) 

en notant 

fi(p,oo)(>ï(j))(w) = fi(p,oc)(A^(j)) A n . 

On pose 

Nous ne garantissons pas le signe dans les formules qui suivent . . . 

4.4.4. On peut être encore plus optimiste : On dit qu'un élément x de {P}(Q, A4P) 
et même de son bidual ,{P}(Q, -Mp)** est fortement motivique si pour tout entier j 

et pour tout entier n la projection de x (g) e®j dans Hl(Gs\Fni Mp) appartient en fait 
au Q-espace vectoriel 7/1(Qn,M). On dit que x G àet\Hl0^{Q,Aip)± est fortement 
motivique si l'on peut écrire x = x\ A • • • A xr avec rc* fortement motivique. Supposons 
d - ± ( M ) ^ 0. 

Conjecture. Il existe un élément fortement motivique u)spéc{M) de 

detAtf^{p}(Q,.Mp) 

£eZ gwe powr £ow£ entier j assez grand avec (—l)-7 = ± (en particulier Fil lM(j)dR = 0 

e£ Hj(Q, M(j)) de dimension d_±(M)) 

logM{j) P(uspéc(M) ® c « ) = Lp(M(j )*( l ) , 0 ) -1L(M(j) ] mod M(j)+ . 
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On passe de cette formule à celle de 4.4.3 en prenant 

(Ad-±(M)fi(Mp,M)"1(^(^)±)As. 

Il n 'y a plus de fonction L p-adique visible. Cependant, un tel élément, une fois qu'il 
est connu, permet de définir la fonction L p-adique par la formule 

IAPtoo}th(M)±(s)eM = 
3>-h 

dimQpFiPDp(M) (Ad-±(M)fi(Mp,M)"1(^(^)±)As. 

On peut réécrire la conjecture précédente sous la forme suivante : 

Conjecture. A) Pour tout entier j assez grand (FIRLM{J)DR = 0 et H)(Q,M(j)] de 

dimension d-(M(j)) en particulier), 

Q(M(j)) ^ A d - ( - ^ ( M ) expMU)(h(M(j))eMU)) EDETzH}(Q,M(J)) 

où expM(i\ est l'application réciproque de M(j))eMU)) 

B) De plus, il existe USpéc{M) <E DETAH^{P}{Q,Mp) fortement motivique 

tel que 

P{ojspéc{M)0e®') = LP(MUR(l),0)-lQ(M(J)) . 

Remarquons que si a; G DETAH^ ^PY(Q, A4P), il est caractérisé par la 
connaissance de logM^p P(u <g) e®-7) pour j assez grand ou si l'on sait de plus que 
u est fortement motivique par la connaissance de l og^^ ) P(u <g> e®J'). En effet deux 
éléments de d e t A i ^ ^ p ^ Q , Mp) diffèrent par un élément de Frac(A) qui est caractérisé 
par ses valeurs en tout entier j ^> 0. 

4.4.5. Exemples, (i) Si e = (£n), on prend ct;spéc(Z(l)) = (1 — Cn)n- Alors, pour j impair 
et positif, Q(Z(j)) est l'élément de Soulé-Deligne [De89] (voir aussi [P]). 

(ii) Pour h\(E)(l), Kato construit par un choix convenable d'unités mo
dulaires un élément uspéc(h>i(E)(l)) selon la méthode de Beilinson et Bloch. Cet 
^sPéc(^i(^)(l)) permet de définir la fonction L p-adique à valeurs dans le Qp-espace 
vectoriel T>p(hi(E)) de dimension 2. On peut espérer que les résultats de Kato permet
tent de montrer qu 'une projection convenable de la fonction L p-adique que l'on obtient 
à part ir de u;spéc(^i(-E')(l)) est à une translation près la fonction L p-adique de Mazur-
Swinnerton-Dyer. On peut même espérer construire à part ir de uspéc(hi(E)(l)) la 
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fonction L p-adique tout entière par la formule de 4.4.2 

T p,2Ï7T,7 (M)(s)eM = (2in)-\WMpi0)-l(u;spéc(Mp))As 

pour 5 G Dpih^E)). 

(iii) Supposons maintenant que E est une courbe elliptique à multiplication 

complexe. Les unités elliptiques permet tent alors de construire un élément ujspéc(hi(E)) 

de la manière suivante. 

Soit K le corps de multiplication complexe de E. Soit p un nombre premier 

non ramifié dans K. Posons Ln = K(Epn+i). Le corps = K(Epoo) contient 

Koo = KQoo. On vérifie comme dans A.4 que 

lim 

n 

H\GS,LME)) 

= l imH' iGs .Ln ,TJE) pn+LTJE)) 
n 

= HmH1(Gs,Ln,npr>+r)®Tp(E)/Pn+lTp(E)®Zp(-l) 
n 

= l i m / T G , r ,Z„ 1 ))®TV(E - 1 . 

n 
Posons 

H\GStLn,T = lïmH^GSLLniZP(l)) • 

n 
En utilisant l 'accouplement de Weil et l 'isomorphisme TJEY = TJE){-\) on obtient 
l ' isomorphisme de Gal(L00/Q)-modules 

lim 
n 

xH\Gs,Ln,Tp{E)) EomZp(Tp(E),SLoo{p}) . 

Les applications de corestriction 

H\GStLn,Tp{E)) - H\Gs^n,Tp{E)) 

induisent une application projection 

HomZp(rp(£),£r . .) HUs{TP{E)) 

= lim 
n 

ffHGs,tf„,Tp(£))GalW« 

qui se factorise en une application 

/3 : H o m Z p ( r p ( £ ) , £ i œ { J G a l ( W * œ ) - , j£ , iS(Q,Tp(£)) . 
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D'autre par t , soit C00 le ZP[[Gai(LQO/K]]-module des unités elliptiques 
associé à E. C'est un ZP[[Gai(LQQ/Q]]-module de type fini. Notons u>spéc l 'image de 
Romzp(Tp(E)1C00) dans H^S(Q,TP(E)). En faisant le lien entre notre application 
Qvp(E) et les applications S de Coates-Wiles utilisées par Rubin, on devrait pouvoir 
montrer une part ie des conjectures précédentes, par exemple dans le cas ordinaire pour 
la projection sur D[0] parallèlement à D[-1] Il serait alors intéressant de calculer 

complètement (Çîvp(E),o)~1(uSpéc) Que ce soit dans le cas ordinaire ou dans le cas 
supersingulier. 
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4 .5 . C o n t i n u i t é . 

4.5.1. On énonce dans ce paragraphe des conjectures plus faibles en ne s'intéressant 
qu 'à l 'analycité et en ne faisant intervenir que les M(j) pour suffisamment d'entiers 
j . Il s'agit alors de ne s'intéresser qu 'aux valeurs spéciales de la fonction L de M aux 
entiers j pour j assez grand. Cela suffit à déterminer une fonction analytique. Les 
propriétés d' interpolation impliquées par nos conjectures sont alors dans l'esprit des 
premiers résul tats d'analycité de la fonction de Kubota . 

4.5.2. Soit j et j ' deux entiers congrus modulo (p — l)pn. On a alors un isomorphisme 
canonique 

H\Q, (T/p"-"T)t7)) = « (Q, ( T / p ™ T ) ( / ) ) 

et le diagramme commutat i ! 

•ffHQ. (T/pn+1T)(j)) H^Q, (T /p"+1T)( / ) ) 

•ffHQ. (T/pn+1T)(j)) H^Qn, (T/pn+1T)(j ')) • 

Remarquons que, pour j assez grand, les noyaux des applications verticales 
sont d'ordre borné indépendamment de n. Si Q G i f^Q»T0*)) et Q' G HX(Q, T(j ' ) ) , 
on dira que Q et Q' sont congrus modulo pn+1 si leurs images dans 

H\Q, (T/p"+1T)0)) = H\Q, (T/p"+1T)(/)) 
sont les mêmes. Il existe une constante C indépendante de n telle que si les images de 
Q et de Q' sont les mêmes dans //1(Qn, (T/pn+1T)(j)) , Q et sont congrus modulo 

c - V + 1 . 

4.5.3. Conjecture. Soit h un entier positif assez grand. Pour tout k mod p — 1, il 

existe un ensemble fini R contenu dansl* et une fonction analytique LP)/l(M, s, uk) sur 

Zp — R à valeurs dans HomQp(Ad'^M^T>p(M)1Qp) tels que pour tout entier j = k 

mod p - 1, j » 0, on ait pour n G Ad-(M(/c))Dp(M); 

H\Q, (T/p"+1T)0)) = H\Q, (T/p"+1T)(/)) 

= (h - iyd-{M(k))2-d-(M(k))Ijtt (M(j), 0)n{p>oo)(M(j))(n <g> e j d _ ( M ( f c ) ) ) . 
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Pour l'existence, il suffit de demander la condition pour un sous-ensemble 
de Z contenu dans la classe k dense dans Zp. 

Bien sûr, f2(P,oo)(.M(j)) est difficile à contrôler. Le seul exemple vraiment 

simple est celui où g L ( M ( j ) ) = 0, Fïl°M(j)dR = 0, M(j) est donc critique ; 

^(p,oo)(«A/l(j))(n) est alors le quotient de n par la période de Deligne associée à Ai. 

L'exemple type est dans ce cas la fonction £ p-adique. On prend alors h = j . 

4.5.4. Conjecture. Pour j >> 0, 

Q(M(j)) = expM(j)OL(M(J))eMUi) 

est un élément du groupe motivique (^t7'))e^(i)) • On a 

logM(j)p Q(M(j)) = «(p,oo)(A<C/))L(^t7'))e^(i)) • 

Il existe une constante C telle que, si j et j ' sont deux entiers assez grands congrus 

modulo (p — l)pn, les points 

Lp(MU'y(l),0)-lQ(M{j')) 
et 

Lp{M{jY{l),0)-'Q{M{j)) 
sont congrus modulo C 1j9n+1. 

Si a G H^S(Q, Aip) et si j et j ' sont deux entiers congrus modulo 

(p - l)pn, les éléments P{a <g> e®J) et P(a ® e®j') respectivement de ^(Q^MpiJ)) 

et de / f1 (Q, Mp(j')) sont congrus modulo C_1pn+1 car l'image de P(a ® e®-7) dans 

Hl(Qn,Mp{j)) est congrue à 

r6Gal(Qn/Q) 

(^t7'))e^(i)) • 

modulo pn+1. La conjecture se déduit alors de la conjecture, part ie B dans 4.4.4. 

4.5.5. Dans le même ordre d'idées, remarquons qu'on peut se poser dans les mêmes 

termes la question de la "continuité de l 'application logM^p " en fonction de j , question 

qui m ' a été posée par J.-M. Fontaine. Il s'agit d 'un problème local. Soit K une 

extension finie non ramifiée de Qp, V une représentation p-adique de GK cristalline et 

T un réseau de V stable par GK- Comme en 4.5.2, si j et j ' sont deux entiers positifs 

congrus modulo (p - l)pn et si Q e ^(K^TU)) et Q' € i / 1 ^ T O ' ) ) , Q et Qf sont 

dits congrus modulo pn+1 si leurs images dans 

H\K, (T/pn+1T)(j)) 9é HHK, ( T / p " + 1 T ) ( / ) ) 
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sont les mêmes. En utilisant les propriétés d'analycité de l'homomorphisme ftv,h pour h 

entier suffisamment grand, on peut facilement montrer la propriété suivante : soit L un 
réseau de D(V) ; pour tout fc, il existe une constante C telle que pour n assez grand, si j 

et j ' sont des entiers positifs congrus à (p — l)pn et non congrus à un zéro de detA(£V,/i) 
appartenant à Zp modulo (p - l)pk, et si Q G H1(K,T(j)),Qf G # H K , T ( j ) ) , les 

éléments 

(_l)J(l_p-V)(l_p7-V-l)-l 
logvm Q 

{h + j-l)\ 
et 

(_l)J(l_p-V)(l_p7-V-l)-l 
logvm Q 
(h+i' -ï)\ 

de DP(V) sont congrus modulo Cpn+1L (on identifie ici DP(V) et Dp(V(j))). Si j est 
un élément de Zp x Z/(p — 1))Z, on peut alors donner un sens, pour h suffisament 
grand et à quelques exceptions près à l 'application 

Hl{K,T(j)) = lim 

n 

H\K,T(jk)) ^ D(V) 

par passage à la limite des applications (h + jk ~ 1)! l o g ^ ^ où jk est une suite 
d'entiers positifs vérifiant j = jk mod (p — l)pk. Par exemple, si V = Qp, on peut en 
fait prendre h = 0 et les seules exceptions sont j = (0,0) et (1,1) dans Zp x Z / (p— 1)Z. 

154 



APPENDICE A. RÉSULTATS DE COHOMOLOGIE GALOISIENNE 

A . l . (Johomolog ie ga lo i s ienne . 

A. 1.1. Soit G un groupe profini et M un G-module topologique, c'est-à-dire un Z-

module muni d 'une action de G sur M telle que l'ensemble des g E M vérifiant 

gm = m est ouvert pour tout m G M . Notons Cn(G, M ) le groupe des applications 

continues de Gn dans M . On définit de la manière usuelle des applications d : 

Cn(G,M) —• Cn+1(G,M) . On obtient ainsi le complexe s tandard C(G,M). Si 

Zn(G, M) est l'ensemble des éléments de Cn{G, M) tels que df = 0 (cocyles continus), 

on définit le groupe de cohomologie continue Hn(G, M) comme le quotient de Zn(Gi M) 

par l 'image de Cn~l{G, M). Si 0 —» L —> M —• N —• 0 est une suite exacte de G-

modules topologiques continus et si M —» N admet une section continue, la suite de 

complexes 

0 C ( G , L) C-(67, M) - * C ( G , AQ —• 0 

est exacte. On peut alors définir des flèches de connexion Hn(G, N) -> iyn+1(G, L) et 
on obtient la suite exacte longue de cohomologie continue 

• Hn(G, L) -> Hn(G, M) -> # n ( G , 

• Hn(G, L) -> Hn(G, M) -> #n(G—>, 

A. 1.2. Nous utilisons constamment dans le texte sans le dire les résultats qui suivent 
(cf. [Ta76] ou [J88] pour les démonstrations et les précisions). 

Un système projectif (^¿,7^) vérifie la c o n d i t i o n de Mittag-Leff ler si 

pour tout entier i, l 'image des applications de transition Ai+j —* Ai est constant pour 

j assez grand. 

Soit (Ti,7Ti)i un système projectif de G-modules discrets. La limite pro

jective T des Ti munie de la topologie de la limite projective est un G-module 
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topologique. Pour tout entier n, les ifn(G,Tj) munis des applications Hn(7Ti) induites 
Hn(G,Ti) —• Hn(G1 Ti_x) par les ni forment un système projectif. 

A.1.3. Proposition. Soit (Ti,7Ti) un système projectif de G-modules discrets et T sa 
limite projective. Soit n un entier. On suppose que 

i) (T¿,7r¿) vérifie la condition de Mittag-Leffler ; 
ii) ( f f - ^ . T i ) ^ " " 1 ^ ) ) ; vérifie la condition de Mittag-Leffler. 
Alors, l application naturelle 

¿Jn(G, T) -> limHn(G, TA 
n 

est un isomorphisme. 

Prenons pour T un Zp-module de type fini muni d'une action linéaire et 
continue de G. Alors T = l i m T / ^ T où T\ = T/p{T est fini. Les (T*); vérifient donc 

n 
la condition de Mittag-Lefller. 

A.1.4. Proposition. Si Y est un Zp-module de type fini de Hn(G,T), Hn(G,T)/Y 
ne contient pas de sous-groupes non nuls p-divisibles. En particulier, Hn(G,T) ne 
contient pas de sous-groupes divisibles non nuls. 

A.1.5. Corollaire. Le Zp-module Hn{G,T) est de type fini si et seulement si le Zp-
module Hn(G,T)/vHn(G,T) est fini. 

Soit V = Qp ®zp T, c'est un Qp-espace vectoriel et on a la suite exacte 

0 —• T —• V —> V/T 0 . 

A. 1.6. Proposition. Le noyau de 

H"'1 (G, VIT) -> Hn(G, T) 

est le sous-qroupe divisible maximal de Hn 1(G,V/T). 
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Ainsi, si G est un groupe profini tel que Hn(G,M) soit fini pour tout G-

module fini et pour tout entier n, si T est un Zp-module de type fini et V = Qp <8>zp T 

alors pour tout entier n, 

i) ffn(G,T) = lim 
i 

Hn(G, T/p'T) et Hn(G,T) est un Zp-module de type 

fini ; 

ii) Hn(G,V) = Qp Zptf"(G,T). 

Si de plus T n ' a pas de Zp-torsion, on a la suite exacte 

0 -H. Qp/Zp ®Zp Hn(G, T) - Hn(G, V/T) - Hn+1{G, T)tor -> 0 

où tf"+1(G,T)toJ est le sous-module de torsion de ffn+1(C?,T). 

A. 1.7. Par les résultats de théorie de classes local ou global, les conditions sur G sont 

vérifiées pour 

i) G = Gal{K/K) où K est une extension finie de Qp et K une clôture 

algébrique de K ([Se64]) : de plus Hn(G, M) = 0 pour n > 2 et M G-module 

topologique. 

ii) G = GS,F = Gal(Fs/F) où F est un corps de nombres, S un ensemble 

fini de places contenant les places à l'infini et les places de F divisant p et Fs la 

plus grande extension de F non ramifiée en dehors de .5, ceci par les théorèmes de 

Poitou-Tate (cf. par exemple [Mi86]). 

Pour finir cette partie, donnons un lemme qui permet de déduire des 

résultats de caractéristique d'Euler-Poincaré de Tate (local et global) pour les modules 

finis les résultats similaires pour les représentations p-adiques. On note Fp = Z / p Z . 

A. 1.8. Lemme. Soit T un Zp-module de type fini sans torsion et V = Qp<8>zpT. Alors 

n 
{-l)ndink}Hn{G,V) = 

n 

\(-\Tdim¥pHn{G,T/pT) 

Démonstration. Comme dimQpi7n(G, V) = rgZp#n(G, T ) , il s'agit de calculer 

n 
](-l)nr9ZpHn(G,T) . 
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On remarque que si M est un Zp-module de type fini, on a 

rgz M = dim¥pM/pM — dim¥pMp 

où Mp désigne l'ensemble des points de p-torsion de M. De la suite exacte 

0 —• T —• T —• T/pT -> 0 , 

on déduit la suite exacte 

0 -> Hn(G,T)/pHn(G,T) -+ Hn(G,T/pT) fP+1(G,T)p -> 0 . 

D'où, 

n 
Y- lV , d tm, r_ /r , (G .T / im 

n 
(—l)ndimpHn(G, T)/pHn(G, T) 

n 
; ( - i r ^ m F p ^ n ( G , T ) p , 

en remarquant que i î0 (G, T)p est nul car T est sans torsion. 
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A . 2 . T h é o r i e d ' Iwasawa loca le : premiers résu l ta t s . 

A.2.1. On résume ici quelques résultats locaux sur certains modules d'Iwasawa. Les 
démonstrat ions se trouvent entre autres dans [P92], mais certains de ces résultats se 
retrouvent un peu par tout dans la l i t térature sous des formes diverses. Les résultats 
plus précis et plus profonds dans le cas où K est une extension finie non ramifiée de 
Qp et où V est une représentation p-adique cristalline sur K sont donnés dans le corps 
du texte (§1.2). 

On suppose que K est un corps de caractéristique 0 complet pour une 
valuation discrète v de corps résiduel fini k. On note GK — Gal(K/K) où K est une 
clôture algébrique de K. Soit K^/K la Zp-extension cyclotomique, c'est-à-dire la Zp-
extension contenue dans K{pTo0) c K. On pose T — G^K^/K), Tn = Tpn et Kn est 
la sous-extension de K^/K fixée par Tn, A = Zp[[r]] (la notat ion est donc différente 
du texte principal). 

Soit V une représentation p-adique de GK qui est de de Rham si v est une 
place divisant p et soit T un réseau de V stable par GK-

Posons Z^K, T ) = limif^iiTnjT) où la limite projective est prise rela-
n 

t ivement aux applications de corestriction. Pour i = 0 ou pour i > 2, Z^K, T ) est 
nul. On déduit de la suite exacte inflation-restriction et de ce que T est de dimension 
cohomologique 1 le lemme suivant : 

A.2.2. Lemme. On a la suite exacte : 

0 - Zl(K,T)r -> HX(K,T) - H^Koo/K, (V"(l)/T*(l))G*~r - o . 

Ici M* désigne le dual de Pontryagin de M : M' = HomZp (M, Qp/Zp). Si 
M est un Zp-module de type fini, M* = HomZp(M,Zp), M * ( l ) = HomZp(M,Zp(l)) . 
On déduit alors des théorèmes de dualité locale que 

rgzZL(KJT)r = 
'[K : Qp]dimQpK + dïm^ H°{K, V) si v \p 

dimQ„H"(K, V) si v Jfp. 
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A.2.3. Proposition, i) A un groupe fini près, Z^(K, T ) est isomorphe à (T*(1)C?K'«>)> 

En particulier, c'est un A-module de torsion. 

ii) Le A-module Z^ÇK.T) est un A-module de rang [K : Qp]dimQ V si v 

divise p et de torsion si v ne divise pas p. 

iii) Le sous-A-module de torsion de Zi_(if, T ) est isomorphe à TGi<r~. 

Plus précisément, on peut montrer que l'on obtient à part ir de la dualité 

naturelle induite par limite projective convenable des cup-produits et de l 'isomorphisme 

H2(K,ZP(1)) = Zp un homomorphisme de A-modules 

Zl(K,T) - YlomK{Zl0{KiT*{l)y, A) 

et que l'on a la suite exacte 

0 - TG*~ - Zl(K,T) -» HomA^AT.T'a))1, A) - S4 
où S est un groupe fini isomorphe au quotient de H^^K^^ V/T) par sa part ie divisible 

maximale. 

A.z.4. supposons maintenant que v ne divise pas p. Un déduit de ce qui précède que 

Z^K, T ) est isomorphe à TGK°O . Rappelons que Hj(K, V) est le noyau de l 'application 
restriction 

H\K, V)-^H1{IK,V) 
où IK est le sous-groupe d'inertie de G ^ , que l'on a la suite exacte 

0 -> H°(K, V) -> VIK -+ VLK -> H1F(k,V) —• 0 

et que Hj{K,T) est par définition l'image réciproque de Hj{K, V) dans H 1 ( K , T ) . 

Remarquons que 

lim 

n 
#1(ä;, t ) = zL(K, T) = TGKOO 

L'image de Z^(K,T) dans HX(K,T) est donc contenue dans H)(K,rt). On déduit 

facilement du lemme A.2.2 que l'indice de Z^(K,T)r dans Hj(K,T) est fini et égal 

au nombre de Tamagawa Tam°K{T). 

Notons Hj(K,T)u le noyau de l 'application restriction 

H\K,T) —>Hl(IKlT) 

Il est démontré dans [P92] que l'indice de Hj(KniT)u dans Hj(K,T) est borné par 

rappor t à n. Nous aurons aussi besoin du lemme suivant (lemme 2.2.3 de [P92]) : 
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A.2.5. Lemme. Soit une extension de Gx-modules 

0 — Zp(l) -> T , — T — 0 

dont la classe x appartient a nUK, I (1)J . Alors on a la suite exacte : 

0 -» # ° ( / r , Z p ( l ) ) -> tf°(ir,Tx) ff°(A-,T) - / f ) ( K , Z p ( l ) ) 

ff°(A-,T) - /f)(K,Zp(l))—>0 

A.2.6. Supposons ici que v divise p. En suivant [BK90], on définit Hj(K,V) comme 
le noyau de l 'application 

H\K, V) — H\K, Boris ® V) 

et H)(K, T ) comme le noyau de l'application 

H\K, V) — H\K, Boris ® V) 
c'est-à-dire encore comme l'image réciproque de Hj(K, V) dans H 1 ( K , T ) . On renvoie 
à [FP94] pour une théorie plus complète. Rappelons seulement que, si l'on pose 
D(V) = (Bçris (g) V)GK (encore noté T>K{V) OU T)V(V) ), on déduit de la suite exacte 
de G K-modules 

0 -> QP —>Boris -> —>0 BdR/FiluBdR —>0 

où la seconde application est donnée par 

b h-> ((1 - </?)&, 6 mod F i № * ) , 

que l'on a la suite exacte fondamentale 

0 -> H°(K, V) -» D(V) -* D(V) ® tv(K) -> H){K, V) 0 

où 

*v(*0 = ((Bdiî/FiluSdH) ® Vj ; 

ce dernier iif-espace vectoriel est aussi égal à K (&KQ D ( V ) / F i l {K ®K0 D(^O) lorsque 
V est cristalline et K0 la plus grande extension non ramifiée de Qp contenue dans K. 
L'application 

0(V)®tv(K) —>H1

f(K,V)V) 

est l 'exponentielle de Bloch-Kato ( e x p ^ ) . On parlera aussi de l'exponentielle de 

Bloch-Kato pour les applications qui s'en déduisent 

tv(K) -> HUK,V) 

et 

K ®Ko D ( V ) -> tv(K) -> H}(K, V) . 
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Dès que 1 n 'est pas valeur propre de <z> sur D„(V) , l 'applicatior 

tv(K)-> HUK,V) 

est un isomorphisme. On appelle logarithme de V (logVK) son application inverse. 

Rappelons enfin que, dans l 'accouplement induit par le cup produit 

H1(K,V) x H1(K1V*(1)) 
et si V est une représentation de de Rham, l 'orthogonal de Hj(K, V) est Hj(K, V*(l)) 
(cela est vrai que v divise ou non p). L'application duale de expVK est notée XV,K-

C'est une application de HX(K, V) dans Fil°D(Vr) qui s'annule sur Hj(K, V). 
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A . 3 . S u i t e s e x a c t e s d e P o i t o u - T ä t e . 

A.3.1. On désire donner ici un aperçu de différentes variantes de la suite exacte de 
Poitou-Tate. 

Soient F un corps de nombres, S un ensemble fini de places contenant les 
places au dessus de p et les places à l'infini, GS,F le groupe de Galois de la plus grande 
extension de F non ramifiée en dehors de S . Soit V une représentation p-adique pseudo
géométrique de GS,F (c'est-à-dire de de Rham aux places divisant p) et T un réseau 
de V stable par GS,F- Alors la suite exacte de Poitou-Tate est la suite exacte : 

H1(GS.F,T'(1)) - (BVESTHHFVIRA)) - H 1 ( G S F V / T ) 

- H2(GS,F,T*(1)) -> ®veSfH2(Fv,T*(l)) -> H (F, V/T)" -» 0 

Pour la définition des flèches, on renvoie par exemple à [Mi86] ou à [FP94], §1.2. 

Pour chaque place v de Sf, supposons donné un sous-Zp-module Av de 
H 1 ( F V I T * ( 1 ) ) et notons BV son orthogonal dans HL(FV, V/T). Notons ici 

HlA(F,T*(l)) 

(resp. 

HB(F,V/T) ) 

l'ensemble des éléments de H1(GS,F,T*(1)) (resp. de ^(Gs^, V/T)) dont la restric
tion à H 1(FV,T*(1)) appartient à Av (resp. à Bv). 

A.3.2. Proposition. On a les suites exactes 

0 -*H\(F,T*(1))-» H1(GS.F,T*(1)) <B„.e,H1(F,.T*(l))/A„ 

-» HB(F, V/TY - H\Gs,F,T\l)) veSfH2(Fv,T*{l)) 

-> H°(F, V/TY -» o 

et 

) —>HB(F,V/T) -> H\GS,F,V/T) VFLS,H\FV,V/T)/BV 

-*H\{F,T*(1)—> - H2(GS,F, V/T) 

v€Sf H2(FV,V/T) -> H°(F,T'(1)Y - 0 . 
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Démonstration. Posons T' = T*(l). En partant de la suite exacte de Poitou-Tate, on 
obtient le diagramme commutatif 

veSf 
Av 

veSf 
(H\FV1V/T)/BV) 

H\GS,F,T') 
veSf 

H\GS,F,V/T)' H\GS,F,V/T)' H2(GS>F,T') 

H\GS,F,T>) 
dfgf 

Hl(Fv,T)/Av HlB(F,V/Ty H2(GSiF,T') 

dans lequel la deuxième ligne et les colonnes sont exactes. On en déduit la première 
suite exacte. La deuxième suite exacte se démontre de manière analogue. • 

Notons H\{F, V*(\)) (resp. H^(F,V)) le Qp-espace vectoriel des éléments 
de H^Gs^iV*^)) (resp. de H^Gs^V)) dont la restriction à Hl{Fv,V*(l)) appar
tient à Qp <g>zp Av (resp. à l'orthogonal de Qp ®Zp Av dans HY(FV, V)) pour toute place 
v de Sf. En tensorisant par Qp et en utilisant l'appendice A.l, on obtient le corollaire 
suivant : 

A . 3 . 3 . Proposition. On a la suite exacte 

0 -> H\(F,V*(1))—>Hl(GSiF,V*(l)) )eSfH\Fv,V*{l))/Qp®. Av 
H1B(FiVy-+H2{GStF,V*{(1)) veSfH2{FVi V*(l)) -> H°(F, VY -> 0 

A.3.4. On note Hj(F, V) le sous-Qp-espace vectoriel de H1 (F, V) formé des éléments 
dont l'image par localisation en v est dans Hj(Fv, V) pour toute place v de F ; on note 
H}(F,T) l'image réciproque de H}(F,V) dans H^FyT) (cf. [FP91], [FP94], [Ne93], 
[P92]). 

Si l'on prend pour toute place v de Sf, Av = Hl(Fv, T*(l)), on a 

Bv = Qp/Zp®ZpH}(Fv,T) 

et 
H1A(F,T'(l)) = H1f(F,T*(l)) 

O n p o s e a lo r s Hl(F. V/T) = Hh(F. V/T). 
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Par exemple, la proposition A.3.3 fournit la suite exacte de Qp-espaces 
vectoriels 

0 -» Hj(F, V*(l)) - H^GS.F, V*(l)) 
vesfH\Fv, V*(1))/H}(FV, K*(l)) H)(F,VY ^ H2(GS.F,V*(1)) 

,çSfH2(Fv,V*(l)) -» H°(F,V)* - , 0 

Nous utilisons dans ce texte les propositions A.3.2 et A.3.3 pour d 'autres 
choix de AV. 
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A.4. Théorie d'Iwasawa et twists. 

A.4.1. Soit K une extension finie de Q ou de Qp et GK = Gsl(K/K). Prenons 
ici KQQ = K{jivoo), GQQ = Ga^i^oo/i^), KN = i^(/xpn+i). Soit V une représentation 
p-adique de GK de dimension finie et T un réseau de V stable par GK- On désire 
justifier ici l'existence d'un isomorphisme canonique de 

l im 

n 
HHKr^T) toltili l im 

n 

HHKr^T) toltili 

où les limites projectives sont prises relativement aux applications de corestriction. 

Considérons l'application 

#1(/ifniT/pn+1T) - H\Kn,T/pnT) -> H\Kn-X,T/jrT) 

composée de 1 application induite par la projection 
H\Kn,T) - ^(i^T/p^T) e t p a r l a 

corestriction. 

A.4.2. Lemme. Les applications naturelles 

H\Kn,T) - ^(i^T/p^T) 
induisent par passage à la limite un isomorphisme 

lim 
n 

^ ( J T n . T ) S * l i m # 1 ( / C , T / p B + 1 T ) . 

n 

Démonstration. Partant de la suite exacte de GK„-modules 

0 —• T —> T —• T / p n + 1 T 0 , 

on obtient la suite exacte de cohomologie 

H\Kn,T) - H\Kn,T) -> H\Kn,T/pn+1T) -> H2(KniT)pn+i . 
Ces modules étant compacts, la suite reste exacte après passage à la limite projective. 
L'application de transition 

H2{Kn,T)pn+i —* if2(A^n_i,T)pn 

est induite par la corestriction et par la multiplication par p. Comme les Hz(Kn, T)poo 
sont finis, la limite projective des H2(Kn, T)pn+i relativement k px la corestriction est 
nulle. De même, l'application de transition 

H\KniT) -> H\Kn_,,T) 
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(sur le premier facteur de la suite exacte) est induite par la corestriction et par la 
multiplication par p. Comme Hl{Kn,T) est un Zp-module de type fini, on en déduit 
encore que cette limite projective est nulle. D'où l'isomorphisme 

Lim 

n 
H1(Kn,T)= lim 

n 
Я1(ЛГ„,Т7рп+1Т) . 

A.4.3. Comme GV, agit trivialement sui /V+i = Zp(l)/p"+1Zp(l) on a un isomor-
phisme 

an : Hl(Kn, T>"+1T) ® Mpn+i НЧКп,Т/рп+1Т®и„п+Л . 

On note d 'aut re par t 

f3n: H^K^T/p^T®»^) ^{K^uT/p^®^) 
6n:Hl(Kn,T/pn+1T) H\Kn_uT/pnT) 

les applications de transition de A.4.1. En remarquant que l'image de C € yupn+i dans 
/xpn par la projection Zp(l)/pn+1Zp(l) dans Zp( l ) /p"Zp( l ) est £p, on vérifie facilement 
le lemme suivant : 

Lemme. On a 

/Зп(ап(х <g> C)) = an^(Sn(x) <g> C) 
роит x e HL(Kn,T/pn+LT) e « ( ë /zpn+i. 

En utilisant le lemme A.4.2, on obtient le résultat suivant : 

A.4.4. Corollaire. Les applications an induisent un isomorphisme 

ИтЯ1(/<Гп,Т)®гр(1) = \imHl{Kn,T®ZJÏ)) . 
П n 

Ainsi, si б = (Cn) est un générateur de Zp(l lim yt/pn+i, 
n 

on peut definir un 

isomorphisme 
Tw€ : ИтНг(Кп,Т) ^ lim НЧКп, T ® Z0(l)) 

n 
noté aussi x i—> x (g) e. 
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B . l . Soient F un corps de nombres et V une représentation p-adique pseudo

géométrique de G F- Soit S un ensemble de places contenant les places de ramification 

de V, les places au dessus de p et les places à l'infini. On note GS,F le groupe de Galois 

de la plus grande extension de F non ramifée en dehors de S. Soit T un réseau de V 

stable par Gp> Reprenons les notations du texte principal (cet appendice fait appel au 

§1.4 en particulier). Nous y avons fait les conjectures suivantes 

Leop(Vr) H2(GSF„,V/T)W =0 

et pour 77 un caractère de Gal (Q(^p) /Q) , 

Leop( V, rj) H2(GSF„,V/T)W = 0 

et donné d 'autres formes équivalentes. Nous avons aussi vu que Leop(Qp) est démontré. 

Nous allons dans cet appendice faire le point sur d 'autres cas où cette conjecture a été 

montrée. Les premiers résultats autre que le cas où V = Qp(j) ont été démontrés par 

Greenberg et Schneider. Rappelons ces résultats. 

B .2 . Proposition. Supposons que le ii-invariant de la Zp-extension cyclotomique 
F'(iipoo)/F' où F' = Fip^T/T.pip) est nul Alors, Leop(V) et Leop(V*(l)) sont 
vraies. 

Démonstration. Remarquons que 

H2(GSF„,V/T)W =0H2(GSF„,V/T)W =0H2(GSF„,V/T)W 

Il suffit donc de montrer l'une des deux. On remarque ensuite que si Leop(V) est vraie 

pour une extension finie L de F , elle l'est pour F : en effet, par la suite de Hochshild-

Serre, comme ^(L^/F^ (V/T)0**™) est fini et que H2(GS,FOO, V/T) est divisible, la 

nullité de H2(GS,LOO, V/T) implique celle de H2{GS,FOO, V/T). 
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On peut donc supposer que F' = F. Montrons que 

^2(Gs ,Foo ,p-1T/T) = 0 . 

Comme p 1 T / T est défini sur F, il suffit de montrer que H2(Gs,Fao,p~1Z/Z) = 0. De 

la suite exacte 

0 -f p~LZ/Z -> Qp/Zp Qp/Zp -» 0 , 
on déduit la suite exacte 

H2(Gs,Fao,p~1Z/Z) = 0H2(Gs,Fao,p~1Z/Z) = 0H2(Gs,Fao,p~1Z/Z) = 0(G) = 0(G 

Par Leop(Qp), iJ2(Gs,Foo, Qp/Zp) = 0. D'autre part , le dual de Pontryagin du 
premier terme est le sous-Zp-module annulé par p du plus grand quotient abélien 
(<2s,Foo)a6 de ^s,Foo- Le A-module (Gs^)0,1* n 'a pas de sous-A-modules finis non 
nuls (comme le remarque Greenberg dans [Gr89], cela peut se déduire de la nullité 
de H2(Gs,F00,Qp/%'p)> cf un Peu Pms l°m dans le cas général). La nullité du p,-
invariant implique alors que (G^Foo)**6 n 'a pas de Zp-torsion ([Iw72]). Finalement, 
la nullité de i/2(Gf,9>F00,P~1T/T) implique la nullité de H2{Gs,Fooi V /T)p , car on a une 
surjection du premier sur le second, et donc celle de H2(Gs,Fooi ^ / T ) , ce qui termine 
la démonstrat ion. • 

En utilisant le théorème de Ferrerò-Washington ([FW79J), on en déduit le 
corollaire suivant : 

Corollaire, (i) Si F(p~lrT/T) est une extension abélienne de Q, Leop{V) est vraie. 
(ii) [Sc85] Soit E une courbe elliptique sur une extension abélienne F de Q. 

On suppose que E(F) contient un point d'ordre p. Alors, Leop(Vp(E)) est vraie. 

Démonstration. Pour (ii), on remarque que si E(F) contient un point non nul d 'ordre 

p, l 'existence de l 'acouplement de Weil implique que 

F(EP) = F{p-lTp{E)/Tp(E)) = Fiftp) . 

La démonstrat ion montre qu'en fait les deux assertions suivantes sont 

équivalentes : 

A) H2(Gs,FoB,p-1T/T) = 0 
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B) Leop(V) est vraie et le /x-invariant du sous-A-module de torsion de 
Xis(F,T*(l)) est nul. 

En effet, la nullité de H2(Gs,Foo^P 1T/T) est équivalente à la nullité de 
H2(Gs,Foo,V/T) et de H\Gs^V/T)/pH\Gs,Foo,V/T). Le dual de Pontryagin du 
dernier groupe est le sous-Zp-module de X^ S(F,T*(1)) annulé par p. On remarque 
alors ([Gr89]) que Leop(l^) implique que 

PQCH^Gs^V/T)) = H2(GS>F,V/T) . 

Comme ce dernier module est divisible car GS,F est de dimension cohomologique < 2, 
le dual de Pontryagin de H1^, H1 (Gs^, V/T)) qui est isomorphe à X^S(F, T*(l))r 
n'a pas de sous-Zp-module fini, ce qui est équivalent par des arguments classiques à ce 
que s(F, T*(l)) n'a pas de sous-A-module finis. On en déduit l'équivalence de (A) 
et de (B). 

On peut alors énoncer la proposition suivante : 

Proposition, boit V une representation p-adique de GS,F et T un reseau de V 
stable par GS,F- On suppose que Leop(V) est vraie et que le ^-invariant du sous-A-
module de torsion de X<Jo5(T/*(l)) est nul. Alors, si V est une représentation p-adique 
de GS,F et si V admet un réseau T stable par GS,F tel Que les deux modules galoisiens 
T/pT et T'/pT' soient isomorphes, Leop{V) est vraie. 

On pourrait espérer appliquer cette proposition au cas où V = VP(E) avec 
E courbe elliptique à multiplication complexe (cf. B.4). Lorsque E est ordinaire en p, 
il n 'est pas difficile de voir que la nullité du /x-invariant du sous-A-module de torsion 
de X^^{F, T*( l ) ) est impliquée par celle du //-invariant de la fonction L p-adique de 
Katz dans la direction cyclotomique. Malheureusement, cette nullité n'est pas prouvée 
en général. On ne peut donc donner que des applications numériques explicites. 

B . 3 . Une autre manière d 'aborder la conjecture Leop(V) se trouve dans le paragraphe 
3.4 comme conséquence de non dégénérescence de formes bilinéaires (dans le cas des 
courbes elliptiques et des variétés abéliennes, voir [Sc85], [P84]). 

B . 4 . Théorème. Soit E une courbe elliptique à multiplication complexe par l'anneau 
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des entiers d'un corps quadratique imaginaire. On suppose que E a potentiellement 

réduction ordinaire en p ou que E a bonne réduction supersingulière en p et que 

(K,p) j£ (QCx/11^)^). Alors, Leop(Vp(E)1lA) est vraie. 

Le cas de réduction ordinaire est dû à Rubin ([R88, theorem 4.4), le cas 

supersingulier est dû à Me Cornell ([Me]). Dans les deux cas, ils utilisent la conjecture 

principale à 2 variables démontrée par Rubin ([R88]). 

B . 5 . Enfin, d 'autres exemples sont fournis par la proposition très facile suivante, la 

difficulté é tant ensuite de vérifier ses hypothèses ! 

Proposition. Supposons que 

i) H°(FV, V*(l)) = 0 pour toute place v de Sp ; 

ii) l'application HÌ(F,V*(1)) -» ®vipHUFV, V I ) ) est mjective. 
Alors, Leop(V, 1A) est vraie. 

Démonstration. Pour toute extension L de F , notons D(L) le noyau de 

HHGSJ^V/T) veSr-s.HH^V/T) . 

On a donc la suite exacte 

0 - ZKFoo) -» HHGs.Fn, V/T) veSf-sp H^F^V/T) 
d'où en prenant le dual de Pontryagin et en posant Y = D(Fooyi la suite exacte 

^o,s-sp(^T*(l)) X' (F,T*(l))-y->0. 
Ainsi, les A-modules X^oS(F1T*(l)) et Y = D(Fooy sont de même rang. Rap

pelons que le A+-rang de S (F ,T*( l ) )+ est supérieur à d-(V). Pour montrer que 

Leop(V, 1A) est vraie, il suffit de montrer que YG^ est de Zp-rang < d-(V). En prenant 

les Goo-coinvariants, on obtient la suite exacte 

^ o , 5 - 5 p ( ^ T * ( l ) ) G œ X ^ , s ( F , T * ( l ) ) G o o - + y G o o - > 0 . 

Comme QP®Z^s_s(F,T*(l))Gx QP®Z^s_s(F,T*(l))Gx et que 

Q p ® X i s ( F , T * ( l ) ) G o o Qp ® HHGS.F, V/TY = HHGSJ?, VY 

car H°(F,V*(1)) = 0. le dual de QD <8> Yn^ est isomorphe au noyau de l 'application 

H\GStF, V) - (BveSf-Sr&iF,,, V)/HUFv, V) . 

172 



APPENDICE B : CONJECTURE DE LEOPOLDT FAIBLE 

Par la proposition A.3.3 (en remplaçant V par V*(l) et en prenant Qp<g>Av == Hj(Fv, V) 

pour v G Sf — Sp et Qp (g) Av = HX{FV,V) pour v G 5P), le conoyau de cet 
homomorphisme est isomorphe au noyau de Hj(F,V*(l)) —» ÇBv\pHj(Fv,V*(l)) et est 
donc nul par hypothèse. D'autre part , pour v G Sf — Sp, on a 

dimQH\Fv,V)/H){Fv,V) =dim®HlAFv,V*(l)) 

=dimo„H0(Fv,V*(l)) = dim0H2(Fv,V) . 

Donc, le Zp-rang de Yï- est égal à QP®Z^s_s(F,T*(l))Gx QP®Z^s_s(F,T*(l))Gx 
D'autre part , l 'hypothèse (ii) implique que le noyau de 

H\GS,F, V) -> © ^ ^ ( F ^ F ) V 

est nul. Comme cette application est surjective (car H°(F1 V*(l)) = 0 et que l'on a 

supposé que H2(FV, V) = 0 pour v G 5P), on en déduit que 

dimQpH2(Gs,F,V) = 
veSf-Sp 

H2{FV,V) 

Par la formule de caractéristique de Tate, on obtient donc 

dimQvHl(Gs,F,V)-
vesf-Sp 

dimQH2(Fv,V)=d(V) 

et le Zp-rang de YGOO est égal à d_(V), ce qui termine la démonstration. 

B . 6 . Corollaire. (Coates-McConnell) Soit E une courbe elliptique modulaire définie 
sur Q. On suppose que la fonction L(E, s) a un zéro en s = 1 de multiplicité inférieure 
ou égale à 1. Alors, Leop(Vp(E),l^) est vraie. 

Démonstration. Par un théorème de Kolyvagin, le groupe de Shafarevich-Tate de E/Q 

est fini ; H}(F,VP(E)*(1)) est égal à Qp ®z E(Q) et s'injecte dans H}(QP,VP(E)*(1)) 

(l'image d 'un point de E(Q) par localisation est nulle si et seulement le point est de 

torsion). Comme il n 'y a qu 'un nombre fini de points de p°°-torsion de E définis sur 

Qp, les hypothèses de la proposition précédente sont vérifiées. D'où le corollaire. • 

B . 7 . Regardons maintenant le carré symétrique Sym2(Vp(E)) de la représentation 

p-adique VP(E) associée à E. Cet te représentation ne change pas lorsque l'on tord E 

et Vp(E) par un caractère quadratique. Nous supposons que la courbe elliptique E 

(et donc la représentation p-adique VP(E)) est choisi de conducteur minimal parmi ses 
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tordues par un caractère quadratique. On a le corollaire suivant de la proposition B.5 
et plus fondamentalement des résultats de [F192] : 

Proposition. Si E a bonne réduction enp et si l'homomorphisme GQ —> GL2(Z/pZ) 
donné par Vaction sur les points de p-torsion est surjectif, Leop(Sym2 (VP{E))(—1), 1A) 
et Leop(Sym2(Vp(E)),\&) sont vraies. 

Remarques : (i) Les hypothèses du corollaire devraient pouvoir être affaiblies. Nous 
avons ici repris sans les modifier les hypothèses faites dans [F192]. 

(ii) Ainsi, Leop(S'2/m2(\/p(£;))(i),^-1) et Leop(Sym2(Vp(E))(j),UJ3) sont 
vraies pour tout entier j . 

Démonstration. L'isomorphisme VP(E) = VP(E)*(1) implique que Sym2(VP(E))*(1).et 
Sym2(Vp(E))(-l) sont isomorphes ainsi que Sym2(Vp(E)y(2) et Sym2(Vp(E)). Les 
résultats très profonds de Flach disent que sous les hypothèses faites, 

H){F,Sym2(Vp{E)) = H){F,Sym2{Vp{E){-l)) = 0 . 

Il suffit donc de montrer que H°(QP, Sym2{Vp{E))) et H°(QP, Sym2(Vp(E))(-l))sont 
nuls pour que les hypothèses de la proposition B.5 soient vérifiées. Les valeurs 
propres de (/? sur le (/^-module associé à Sym2(yp(E)) en p ne sont pas égales à 
1. D'autre part, comme Fïl°'Dp(Vp(E)) ne coïncide pas avec un espace propre 
pour cp, un petit calcul montre que l'intersection de Fil0Dp(5ym2(Vp(E,))( —1)) et de 
DJSym2(VJE))(-l))y=l est réduite à 0. • 

B .8 . Proposition. Soit V une représentation géométrique de GS,<Q et L{V,s) la 
fonction L complexe associée à V. On suppose qu'il existe un entier j tel que 

(ï)V*(l-j)GQr=0, 
(h) Z/(V, s) est définie autour de j et L{V,j) est définie et non nulle, 
(iii) la conjecture Cord{S'oo(F), V) de [FP91, II, 3.4.5] sur l'ordre du zéro de 

L{V,s) est vraie en j . 

Alors, Leop{V(j ),u3 3 ) est vraie pour tout entier j . 

La conjecture Cord{S00(F)ì V) est une variante des conjectures de Bloch-
Kato ; elle dit que l'ordre du zéro de L(V, s) en s = j est égal à 

dim^HijQ, V*(l - j) - dzmQp//°(Q, V*(l - j)) . 
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Sous les autres hypothèses faites, elle implique donc que Hj(<Q,V(j)*(l)) = 0 et on 
peut appliquer la proposition B.5. 

Remarque : Pour j assez grand et V réalisation p-adique d 'un motif, les hypothèses 
(i) et (ii) sont vraies. Les conjectures généralisées de Bloch-Kato sur l 'ordre des zéros 
des fonctions L impliquent donc la conjecture Leop(y) , ce qui est assez rassurant. 
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D'EULER-POINCARÉ. APPLICATION À L'ÉQUATION 

FONCTIONNELLE. 

R é s u m é . Si K est une extension finie de Qp et si V une repésentation p-adique 

potentiellement semi-stable de GK, on énonce une conjecture sur le quotient des 

nombres de Tamagawa de V et de son dual tordu V*(l). On donne une application à la 

compatibilité des conjectures de Bloch-Kato généralisées avec l 'équation fonctionnelle 

pour une s tructure motivique M sur un corps de nombres (cf. [FP91, II], [FP94]). Bien 

que les notat ions soient en général compatibles avec le reste du texte, cet appendice a 

été rédigé de manière indépendante. Remarquons en particulier que nous ne supposons 

plus V cristalline. Faisant suite à [FP91] et [FP94], il s'agit d 'un travail en collaboration 

avec J.-M. Fontaine. 
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C l . Fac teurs l o c a u x e t facteurs e : le cas n o n arch imédien . 

C . l . l . Dans ce paragraphe, p est un nombre premier, K une extension finie de Qp, q 
le cardinal du corps résiduel k de K, K une clôture algébrique de K, GK = Gsl(K/K)y 
IK C GK le sous-groupe d'inertie, fk G GK/IK l 'homomorphisme de Frobenius 
géométrique. Pour tout g G GK, il existe un unique n(g) G Z tel que l 'image de g 
dans GK/IK est de la forme f^g\ On note WK le groupe de Weil de K (qui est 
donc le sous-groupe de GK formé des g tels que n{g) G Z) . Enfin, F est un corps 
de caractéristique 0. Choisissons un homomorphisme non trivial ip : K —> Fx dont 
le noyau contient une puissance de l'idéal maximal de l 'anneau des entiers de K et 
une mesure de Haar p, sur le groupe additif K à valeurs dans F. Rappelons ([De73a, 
§4] qu 'à toute représentation linéaire de dimension finie p de WK à coefficients dans 
F , on peut associer un entier a(p), son conducteur d'Artin, et un élément non nul 
e(p, G F x , son facteur e. 

C.1.2. On note W'K le groupe de Weil-Deligne de K et Repp{W'K) la catégorie des 
représentations linéaires de dimension finie sur F de W'K. Rappelons ([De73a, 8.4.1)] 
qu 'un objet de RepriW^) est un triplet (Z?, p, N) formé d 'un F-espace vectoriel D de 
dimension finie, d 'un homomorphisme 

p : WK -* Autjp(D) 

dont le noyau contient un sous-groupe ouvert de IK et d 'un endomorphisme 

N : D -> D 

tel que Np(w) = qn^p(w)N pour tout w G WK- Le conducteur a(D) de la 
représentation est l'entier a(D) = a(p) + dimpD1* — dimF(DlK)N=0, son "polynôme 
caractéristique de Frobenius" est 

P(D,t) = det(l-fk\(DI")N=0) , 

tandis que son facteur e est 

e{D, V,/*) - e(p,tP,^det(-fk\D^/(D^)N-°) . 

C.1.3. Soit l un nombre premier différent de p. Le choix d 'une base de Qz(l) permet 
de munir toute représentation Z-adique V de GK d 'une action de W'K ([De73a, §8]). La 
classe d'isomorphisme de la représentation du groupe de Weil-Deligne ainsi obtenue ne 
dépend pas du choix de la base de Qj( l ) et, par conséquent, a(V), P(V, t) et e(V, tj), p) 
non plus. 
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C.1.4. A tou te représentation p-adique de GK, on associe une représentation de WK. 

Nous renvoyons à [Bu] pour la définition de l 'anneau Bst relatif à K/K. Pour toute 
représentation p-adique V de GK, on pose 

Dpst(V)=lim(i?st®QplO^ 

D p s t ( V ) = l i m ( i ? s t ® Q p l O ^ 

pour L parcourant les extensions finies de K contenues dans K. Si K£r est la plus 
grande extension non ramifiée de Qp contenue dans on a toujours dimK^rT>PST{V) < 
dim,Qp(V) ; V est potentiellement semi-stable ou pst si l'on a l'égalité. On associe 
alors à V une représentation py de W'K sur K^r de dimension finie inférieure ou 
égale à la dimension de V sur Qp (avec égalité si V est pst) : le K^-moàule 
sous-jacent est T>PST{V) ; si w G WK, PV(W) est donné par l'action de wiphlf^ sur 
TDpst(V) où fv(w) est l'image de w dans Gk ; l'opérateur TV est l'opérateur donné. 
On pose alors a(V) = a(Dpst(V)), P(V,t) = P(Dp5t(V), t), L{V,s) = P(y,ç-S)"1 et 
e(V, ^ , /i) = e(DpSf(7), V> /^)- On vérifie facilement que P(V, t) G Qp[t]. 
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C.2 . Carac tér i s t ique d 'Euler -Poincaré locale . 

C.2.1. Dans ce paragraphe, K est une extension finie de Qp (comme en C . l . l ) et V est 
une repésentation Z-adique de GK qui est pst lorsque l = p. On reprend les notat ions 
de [FP91, 1]. On pose Dd*(V) = (BdR <g>Qp V)°K lorsque l = p et 0 sinon et 

tv = 
Dpst(V)=lim(i?st®QplO^ 

0 

lorsque l = p 

lorsque l ^ p . 

P o s o n s 

AEPJK(V) = ®o<i<2(detQl/r(Ar, V))C~1} , 

àEPtK(V) = ®o<i<2(detQ,H
i{K;V))<-1V 

où Ind/<:/Qzy est la représentation induite de V de GK à C?Qr 

C.2.2. Lemme. Le IJI -sous-module 

®o<i<2(detz.#
i(^í',T))(-1>, ietQ^/ncfor/QjT) 

de Âjg;p^(Vr) ne dépend pas du choix de la représentation *Li-adique T de GK telle que 

Qi ®zt t = v . 

Démonstration. Si T est un Zj-module fini, on a 

( d e t z , I n c W T ) = i m - ' ^ Z , ; 

Les calculs de caractéristique d'Euler-Poincaré (cf [Mi86], chap. I) impliquent que 

Dpst(V)=lim(i?st®QplO^ I t i T i r ^ ' z , 

On en déduit que 

o<i<2(detZiiïi(K,T))(-1)i detz.Clndjr/Q.T) = Z | . 

Le cas général s'en déduit. 

C.2.3. Posons D ( V ) = D - f V ) ' * . On a donc 

D(V1 = 
' (Dvst(V)^)N=° lorsque l ^ p 

' (Dvst(V)^)N=° lorsque l = p 

=Df(V) 
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avec les notat ions de [FP94]. On déduit des suites exactes sî{V) et sî{V*{l)) de [FP91, 

Il la suite exacte de ©/-espaces vectoriels : 

(SK(V)) 

0 —> H°(K,V) D ( V ) 
(l-v,Av) D ( V ) © tv H\K, V) 

D(V*(1))* © (tv.wy (î-V-V^(D) D(V*(1))* H2(K, V) 31 

où Xy et A^>(1) sont les projections naturelles, où l 'application 

HL{K, V) —> D(V*(1))* © (*v*(i))* 

est obtenue comme composé de 

H\K, V) - Hl{K, V)/H}(K, V) , 

de l ' isomorphisme 

H\K, V)/H}(K, V)) & H}(K, V{1))* 

et de la t ransposée de l 'application 

D(V(1)) © iv.(1) —>H1f(K,V( l ) ) 

La suite exacte 

0 — ( W ) ) * -> DdH(V) - * *v - , 0 

pe rmet tan t d'identifier detQL('DdR(V)) et detQj(£y) (g) ( d e t ^ v * ^ ) ) 1, la suite exacte 
SK(V) définit (au signe près) des isomorphismes de Qj-droites 

ev : (de^Ddf lCV)) -1 S ASpiK(y) 

ëv : A * ( V ) ^ A ^ j ^ V ) 

avec 

AK(V) = detQ,(DdK(y))-1 (8)detQl(IndK/Q|y) . 

C.2.4. Notons 

AEPjKZl(V) = ëv1(^o<i<2(detZiifi(^,T))(-1)i detQi(IndK/QzT)) . 

C'est un sous-Z/-module de AK(V) de rang 1. Lorsque l ^ p , A x ( V ) est canoniquement 

Ql et A ^ p ^ z ^ V ) est Z*. Dans la suite de C.2, on formule une conjecture calculant 

^EPTKtZi(V) pour l = p . 
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C.2.5. Soit 0 —* V —• V —• V" —• 0 une suite exacte de représentations Z-adiques. 
On a alors un isomorphisme canonique 

AK(V) ® AK(V"))= AK(V) . 

Lemme. On a 

AEPIKIZL(V') ® AEPÌKÌZL(V") ~ AEPIKIZL(V) . 

Le lemme se déduit de la suite exacte de cohomologie des Ü (/v, — ), de la 

suite exacte (ÍFP941, preuve de 2.1.3, V est suposé pst) 

(C.2.1) 

0 D ( V ) D ( V ) D ( 0 -> D ( F " (1))* D(V*(1)) D O ^ l ) ) * -> 0 

et de la commutat ivi té du diagramme 

D ( V ' ) 
I-<P 

D(K") 

r>(V'*(l))* i-V~] r>(V'*(l))* 

C.2.6. Faisons le lien entre AEP,K,zT(V) et les nombres T a m £ ( T ) (nombres de Tam

agawa) définis pour u G detQty dans [FP91, I, §4]. 

Proposition. Soient T un réseau de V et U>T une base du sous-TLi-moduli 

detz,(IndK/Q T) de àetQ.{IndK/®V). Soit UJ G d e t ™ . A K ( V ) , non nul ; écrivons 

r>(V'*(l))*r>(V'*(l))* 

avec uj\ G Q&t^ty et U2 G detQitvr*(i)- Alors, 

&EP,K,Z,(V) = Z ,det ( - /A - |£>(V(l ) ) ; 
Tarn?,, (T) 

Taml2{1*{\)) 
sffd 

Démonstration. Z¿Tam® (T)CJ 1 est l'image de 

detQí#°(A:, T) ® (àetQlH){K, T))"1 

183 



B. PERRIN-RIOU 

dans (detQjty) 1 par l 'application qui se déduit de la suite exacte 

0 H°(K, V) -> D(V) 
(l-^Av) 

D(v) e tv -* H}(K, v)-*o 
et de même pour V*( l ) . La proposition se déduit alors de l'égalité 

i -* if-1 = - V 1 *(i - v>) • 

C.2.7. On suppose dans la suite de C.2 que l = p. L'isomorphisme de comparaison 

BdR ®K Dd*(V) = BdR ®qp V 

donne une injection QL-linéaire canonique 

Çv : AK(V) - KtW* C BdR 

pour un entier tn(V) convenable et t un générateur (additif) de Zp(l) dans 2?cHs. On 

pose iv = ^_t/f(vr)^v. 

Soit -0O = ^o,Qp le cararatère de Qp dans Q défini par 

0(x) = exp(—2i7TTp(x)) 

où TP(X) est un rationnel congru à x modulo Zp et posons ip0,K = ^ o ° ^ K / Q p - On note 
/x0jx la mesure de Haar de K telle que /JL0,K(OK) = 1- On pose /x0 = /i0,Qp. Soit dk le 
discriminant de X sur Qp. 

C.2.8. Lemme. Si u e AK(V) 

^,Mo,K) 

|^|d^)/2e(y,^,Mo,K) 
^,Mo,K) 

£Vi particulier, sa valeur absolue r]y(u;) appartient àpz. 

Démonstration. On commence par vérifier la formule classique 

|dK|dim(V)/2e(F)^0,K,Mo,K)/e(IndK/Qp(V),V0)^o) € ±pz : 

pour les représentations du groupe de Weil, le terme de gauche est égal a ± 1 (on 
peut par exemple utiliser les formules 5.6.2 et 5.7.1 de [De73a]), le cas général s'en 
déduit. Les Qp-droites AK(V) et A<Qp(Ind/<:/Qp(VP)) sont naturellement isomorphes, 
£#(Ind/r/Qp(V)) = tff(V) et les applications Çy et ùndK/Qp(v) s'identifient. On est alors 
ramené à démontrer le lemme pour V représentation de GQp, ce que l'on suppose 
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maintenant. Ecrivons det<Qp(V) = Qp(tH{V))(a) où a est un caractère de Gqp trivial 
sur un sous-groupe d'indice fini du groupe d'inertie ; si g G GQP et u G AK{V), on a 

ff(f-t»(v)Ma,))/rt„(v)6/H = a(g) 

D'autre part, si g G GQ nr. on a 

e{y,il)0,n0) 

e{y,il)0,n0) 

g(e(Dp3t(V),ip0,p,0)) 
e(Dpst(V),ip01iJ,0) 

e(Dpst(V),2/j0x(g),fio) 
e(Dpst(V),ip0,fi0) 

=a(g) 

où x est le caractère cyclotomique de Gqp à valeurs dans Z*. D'où le lemme. 

C.2.9. Posons hAV) = dimK¥i\31DdR{V)/¥i\3+llDdR{V). Si j G Z, posons 

r*(i) = 
frm = a - DÏ 

lim5^(5-j)r(5) = (-lp((-i)!)-1 
si j > 0 

si j < 0. 

Conjecture (CEP(Y)). Soit V une représentation p-adique pst de GK- Alors, pour 
tout u G AK(V), 

AEP^Z(V) = Zpdet(-V|D(V*(1))) 
ds 

r*(-jrMV)[*:QpV(̂ V . 

Remarques : i) L'équivalence de CEP,K(V) et de CEP,K(V*(1)) se déduit facilement 
des faits suivants : 

a) AEP^Z(V) = Zpdet(-V|D(V*(1))) = \dK\-dim^ ( fDe73a, 5.7.11) 

b ) si AEP^Z(V) = Zpdet(-V|D(V*(1))) Q(V)Q(V*(1)) = ± 1 (calcul expl ic i te ) ; 

c) dans l'isomorphisme 

*K(V) 0Qp *K(V*(1)) & AK(QP(1)) , 

on a 

|det(-V7|D(V))|p|det(-V|D(V(l)))|pAEp,K,zp(V) &EP,K,ZP(V*(1)) 

=A£P,K,ZP(Qp(1)) -
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ii) Soil 0 - * V—> V —> V" -> 0 une suite exacte de représentations p-

adiques potentiellement semi-stables de GK- Si la conjecture CEP,K est vraie pour 
deux des représentations V, V, V", elle est vraie pour la troisième : il s'agit de 
vérifier que e(V,ip0,p0)det(—<^|D(V*(1)))-1 est "multiplicatif". On commence par 
vérifier que si p est la représentation du groupe de Weil associé à V, e(p,i/j0, fiQ) = 
e(V,i/j0, p,0)det(—<p\T>st(V)/'D(V))~1 est multiplicatif. Les suites exactes (C.2.1) et 

0 -» Ust(V) -> r>st(V) - Dst{V") - 0 

impliquent le résultat 

m) h/niin, si iv//v est une extension hnie et si V est une représentation 
potentiellement semi-stable de GL, la représentation I n d ^ / ^ y ) induite de V de GL à 
Gk est encore potentiellement semi-stable et on vérifie que les conjectures CEP^L{V) 

et CEP,K(IndL/K(V)) sont équivalentes. 

C.2.10. Supposons K/Qp non ramifié. La conjecture CEP,K(Qp(r)) a été montrée par 
Bloch et Ka to ([BK90, Theorem 4.2] : pour r > 1, si u; est une base du sous-Zp-module 
detZp(W(fc)[-r]) de detQpDp5t(Qp(r)), on a 

romS(Zp(r)) 
Tara°(Zp(l - r ) ) 

= | ( r _ l ) ! | [ K : Q P ] 

Plus généralement, la conjecture C ^ p ^ V ) est vraie pour V représentation 
p-adique ordinaire. Cela se déduit des résultats de [P94] de la manière suivante. On 
y montre que la conjecture CEP,K(V) est une conséquence de 6zP(V) (cf. 1.2.7). Si V0 

est une représentation non ramifiée de GK et r un entier, la conjecture ôzp(Vo(r)) est 
montrée. On en déduit donc que CEP,K{VO{T)) est vraie et par dévissage (remarque 
C.2.9, (ii)), CEP,K(V) est vraie pour toute représentation p-adique ordinaire. 
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C . 3 . C o m p a t i b i l i t é d e s conjec tures à la B l o c h - K a t o à l ' équat ion fonct ion
ne l le . 

C.3.1. Soit M une structure motivique sur un corps de nombres F. Si V est une 
place finie de F, notons Mp la représentation p-adique de Gp associée à M et M(p> 
la restriction de Mp au groupe de décomposition G-p en V divisant p ; si V est une 
place infinie, notons M(p) la structure de Hodge mixte sur Fv associée à M. Rappelons 
([FP94, III]) que l'on peut définir un facteur local L p ( M , s) = Z,(M(p),s) pour toute 
place V finie ou non, ainsi qu 'un facteur e^(M, s) — e{M(j?),s). Si A(M, s) est la 
fonction L complète : 

A(M, s) 
v 

A(M, s) 

où le produit est pris sur toutes les places de F , on conjecture (Céq.fon(^) dans [FP94, 
III, 4.3])que A(M, 5) admet un prolongement analytique à tout le plan complexe et que 
si e(M, s) = fT-D e-pf Af, s), on a l 'équation fonctionnelle 

A(M, s) = 6(M, s )A(M*( l ) , - 5 ) 

On pose e(M) = e (M,0) . 

C.3.2. Il est d 'autre par t énoncé dans [FP94] (généralisation des conjectures de Bloch-

Kato) une conjecture sur l 'ordre r ( M ) du zéro en s = 0 de la fonction L ( M , s) = 

Uv finie LV(M, s) et sur 

L*(M, 0) = lim 
s—*u 

L(M, s) 
sr(M) 

(conjecture CBK(M)). Il est alors naturel de se poser le problème de la compatibilité 
de CBK(M) et CBK{M*{1)) avec Céq.fonc(Af). Nous avons pour cela besoin d 'une 
hypothèse supplémentaire (conjecture de Deligne) : 

(*) La structure motivique de t (M) de rang 1 sur F est isomorphe à Q(—tu(M))(rj) = 

Q(—tH(M)) <g> [rj] où tH(M) = ^jezJhj(M), où r\ est un caractère multiplicatif de GF 

dans Qx et [77] le motif d'Artin de rang 1 associé à rj. 

Les hj(M) sont les nombres de Hodge de M : on a donc hj(M) = hj(M(p)) 

pour tou te place V. 
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C.3.3. Proposition. Si M vérifie (*) et si les conjectures CEp,Fv{M^p)) sont vraies 

pour toute place V finie, si Cêqjonc{M) est vraie, alors les conjectures CBK{M) et 

CBK{M*(1)) sont équivalentes. 

C.3.4. Commençons la démonstrat ion de la proposition. On peut supposer que F = Q 

en remplaçant M par la s tructure motivique ResF/qM : en effet, {ResF/QM)(j>) = 

I n d ^ / Q P M C P ) , M vérifie (*) si et seulement Resp/QM vérifie (*), les conjectures 

CBK(M) et CEP,FV(M(<P))) sont vraies si et seulement si les conjectures CBK{RZSFIQM) 

et CEP,Fv(IndFV/QpM(p))) respectivement sont vraies. 

C.3.5. On prend donc désormais F = Q. La place à l'infini est notée oc. On note P 

l 'ensemble des nombres premiers et P = P U oo. Posons d±(M) = dimQ(MBy0o)c=±1 
où MB est la réalisation de Bett i de M. 

Posons A q ( M ) = detQ(Ms) <8)q (detQMdR) l. Il est clair que pour toute 

place p , on a un isomorphisme canonique 

Qp <8>q AQ(M) = AQp(M(p)) . 

Soit AR(M(oo)) la R-dro i te R ® q A q ( M ) . L'isomorphisme de comparaison fournit une 

application R-linéaire 

EM(00)AR(M(oo))—>2z7r)t»(M)R . 

On pose 
ZpUp = ZpLJ2,p <8> uhp (g) detZpMp 

Si u) est un élément de A Q ( M ) et p G P , on note up l 'image de 1 & eu dans AQp(M(p)). 

Posons ZpUp = ZpLJ2,p <8> uhp (g) detZpMp (voir [FP94, I]). 

C .3 .6 . Lemme. Soit u un élément non nul de A q ( M ) . Choisissons pour tout p un 

réseau Aiv de Mp stable par G®, U\PE t^, ^ et u>2,P G tM*(i)(ri) tels que 

ZpUp = ZpLJ2,p <8> uhp (g) detZpMp . 

Les conjectures CBK(M) et CW(M*(1 ) ) sont équivalentes si et seulement si 

L*(M,0) 

LSo(M*(l) ,0) 
r27ri-<i-(M)"tH(M) £M(oo)(^oo) 

Tam°(M) 
Tam°(M*(l)) 

dfsd 

Tam°(Mp) 
Tam°2,p(M*p(l)) 

= ± e ( M ) 
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Nous laissons la démonstration au lecteur. Elle s'appuie sur les faits 
suivants : 

i) la suite exacte S / M ( Q ) est anti-autoduale : la démonstration de ce fait 
est semblable à la démonstration de la proposition 3.1.5, qui en est l'analogue p-adique. 

ii) les groupes de Shafarevich-Tate de A4P et de A4*(l) ont même cardinal. 

C.3.7. De même, on vérifie facilement le lemme suivant (cf. aussi 4.3.2). 

Lemme. On a (i) 

L*(M. 0 ) 

LSo(M*(l),0) 
= ±2RF+(M)-D-(M)(27R)D-(MHT/F(M) 

3 
r*(- i )MM) ; 

(") 
Tam^M) 

Tam°,(M*(l)) 
\p = ±e(M ) . 

C.3.8. Supposons maintenant les conjectures CEP,<QP(MP) vraies pour tout nombre 
premier p. La formule (C.3.1) s'écrit alors en oubliant dans les notations les caractères 
îfto et les mesures fi0 

(C.3.1) £M(OO)(<^OC) 
P 

£M(P) (up) 

<M{P)) 
\p = ±e(M ) . 

Remarquons que Çm(p)(wp) ne dépend en fait que de det<QpMp. Sous l'hypothèse 
det(M) 2É Q(-tH(M))[n)] et pour u e A Q ( M ) , on a 

£M(OO)(^OO) 

p 

. £M(p) (^p) 
' c(Mw) |p = G(R/,EXP2I7R//)-A 

p 

G(nn, EXPF2Ì7R/ fn)) 

e(Mp) \p 5 

ici, / (resp. fp) est le conducteur de rj (resp. de la restriction tjp de r\ à GQp), on note 
de la même manière r\ et le caractère de Dirichlet associé et on pose 

G(77,EXP(2I7R//)) = 

a mod / 
ï){a) exp(2ma//) , 

G(77p,EXP(2I7R//p)) = 

a mod / 
77(A) EXP(227RA//P) . 
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En remarquant que 

e(fej) = G(r?-1 ,exp(-2 i7r / /p) ) = /PG(t7p, exp (2m/ /p ) ) -1 , 

e(M) = /G(r? ,exp(2t7r / / ) ) -1 

et que / = Ylpfp, on en déduit que (C.3.1) est équivalent à 

(C.3.2) e(M)/e{[r,}) 

P 

\e(Mp)/e([Vp])\p = ± l . 

Pour montrer (C.3.2) et donc terminer la proposition C.3.3, il ne reste plus qu 'à montrer 
que e(Mp)/e([7]p]) est égal au produit d 'une racine de l 'unité par une puissance de p. 

Mais, ep(Mp) est à une puissance de p près égal à ep(pp) où pp est une représentation 
du groupe de Weil de déterminant r]p (§C.l) . Comme M vérifie la propriété de (Ir
rationali té en p , la représentation pp est définie sur Q et on a ([Ta77]) 

tp(pp)/tp([Vp]) = ± 1 , 

ce qui termine la démonstrat ion. 
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