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INTRODUCTION

L’interprétation arithmétique des valeurs aux entiers des fonctions L com-
plexes associées aux variétés projectives sur un corps de nombres est fondamentale en
théorie des nombres. A la suite de nombreux travaux, les conjectures a la Bloch-Kato
ont permis de comprendre quelle est 'interprétation de ces nombres dans un cadre tres
général. D’autre part, depuis les premiers exemples d’interpolation p-adique de ces
nombres, on réve de construire des fonctions L p-adiques qui auraient des propriétés
les plus semblables possibles & celles des fonctions L complexes. Ainsi, par la théorie
d’Iwasawa, on cherche & construire deux types de fonctions L p-adiques : les premiéres
a partir des valeurs des fonctions L complexes et les secondes a partir de 'interpréta-
tion arithmétique de ces valeurs. Un lien entre ces deux types de fonctions est alors
conjecturé.

Reprenons rapidement quelques cas bien connus. Le premier exemple de
fonction L est celui de la fonction ¢ de Riemann définie comme le prolongement

méromorphe {(s) & C de
Z n®= H(l L
1

n>0
ou le produit est pris sur les nombres premiers /. Un analogue p-adique de ¢ a été
construit par Kubota-Leopoldt puis par Iwasawa, non comme produit de facteurs
eulériens, ce qui n’a pas (encore !) de sens en p-adique mais par interpolation p-
adique des {(k) pour k entier strictement négatif impair : ainsi, I’étude des propriétés
p-adiques des {(k) ou plutot de

(1) Cpy(k) = (L —p*)¢(k)

permet de construire, pour toute classe j modulo p — 1 une fonction continue (p(s, w?)
pour s € Z, — {1} et w le caractére de Teichmiiller telle que (y(k,w’) = (gy(k) pour
k =j mod p—1, k entier négatif impair. En utilisant I’équation fonctionnelle, on peut
aussi réécrire cette formule en termes des entiers positifs pairs : les valeurs interpolées
sont alors

(2) D(k)(1 = p=*)-1(1 — pr-1y Stz (K

(2¢m)k
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pour k entier positif pair appartenant & une classe de congruence fixée modulo p — 1.
On peut d’autre part définir cette fonction ¢ p-adique par interpolation des valeurs
en k fixé des fonctions L associées aux caractéres de Dirichlet 7 de conducteur une
puissance de p et tels que n(—1) = (—=1)*.

Un autre exemple désormais classique est celui des courbes elliptiques E
sur Q ayant bonne réduction ordinaire en p, modulaire ou & multiplication complexe.
Les premieéres constructions des fonctions L p-adiques associées a de telles courbes
elliptiques modulaires sont dues & Mazur et Swinnerton-Dyer dans le premier cas, a
Coates et Wiles dans le second cas. Dans le cas des courbes elliptiques modulaires
ordinaires en p, la fonction L p-adique est obtenue par interpolation p-adique des
valeurs de la fonction de Hasse-Weil de E/Q en 1 twistée par un caractére de Dirichlet
de conducteur une puissance de p arbitrairement grande ; la valeur en 1 (en un sens a
préciser) de cette fonction L p-adique est alors de la forme

(3) (1—o, )1 —plop) ' Lipy(E/Q,1)

ol L (E/Q, 1) est la fonction L “incomplete” en p de E/Q,

Ly (BE/Q,s) = (1 — opp™)(1 — Bop™ ") L(E/Q, 5)

et ot (1 — app~®)(1 — Bpp~°) est le facteur d’Euler en p avec o unité p-adique.

L’idée de la théorie d’Iwasawa est alors de construire un idéal de 'algebre
d’Iwasawa a partir de la représentation p-adique associée a la situation : Q,(1) dans le
premier cas, tensorisé de Q, avec le module de Tate des points d’ordre une puissance
de p sur la courbe elliptique dans le deuxiéme cas (Iwasawa, Mazur, Greenberg,
Schneider...). Dans ces cas déja bien étudiés, on a a faire a des représentations dites
ordinaires et cet idéal est construit comme l'idéal caractéristique d’un certain module
(dual de Pontryagin d’un groupe de Selmer). Les conjectures principales relient alors
cet idéal caractéristique et la fonction L p-adique d’interpolation.

Nous proposons dans ce texte une généralisation a des représentations p-
adiques ayant bonne réduction en p. Le cas le plus simple non ordinaire est le cas de
la représentation p-adique associée & une courbe elliptique modulaire E ayant bonne
réduction supersinguliére en p. Plusieurs phénomeénes nouveaux apparaissent. Du coté
de l'interpolation p-adique, deux fonctions L p-adiques peuvent étre construites, de
valeur en 1 respectivement

(4) (1—a, )1 —p ) ' Lipy(E/Q, 1)
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et

(5) (1-81—p'B) ' Lipy(E/Q, 1) .

D’autre part, ces fonctions n’appartiennent plus a ’algeébre d’Iwasawa (algébre isomor-
phe a l’algebre des séries formelles en une variable & coefficients dans Z,) mais ont dans
leur développement en série des dénominateurs. Du c6té des modules d’Iwasawa, les
candidats naturels ne sont pas de torsion sur ’algebre d’Iwasawa.

Indiquons grossierement comment ces difficultés peuvent étre surmontées.

D’abord, toutes les sortes de fonctions L p-adiques que nous construisons
dépendront d’un parameétre appartenant & une puissance extérieure convenable du
module de Dieudonné-Fontaine D associé a la représentation p-adique. Lorsqu’elles
seront évaluées au caractere trivial 1, apparait alors la méme puissance extérieure d’un
opérateur (1 —)(1 —p~lp~1)~! oll  est 'opérateur de Frobenius agissant sur D. Les
valeurs propres de cet opérateur permettent d’expliquer les facteurs d’Euler “bizarres”
apparaissant dans les formules d’interpolation.

Du coté de la théorie d’Iwasawa arithmétique, nous n’essayons pas de
construire un module de torsion sur ’algebre d’Iwasawa, qui & notre avis n’a en général
pas de raison d’exister. Treés grossierement dit, nous nous contentons d’utiliser des
modules construits a partir de la cohomologie galoisienne “non ramifiée en dehors d’un
nombre fini de places S suffisamment grand” H! et H? et de les “mesurer” & l’aide
d’une application “logarithme élargi” ou régulateur & valeurs dans le produit tensoriel
de D et d’une algebre de fonctions contenant 1’algeébre d’Iwasawa.

Pour préciser un peu cela, fixons quelques notations.

Soit Q une cloture algébrique de Q et @p une cloture algébrique de Q,. Si
F est un corps de nombres contenu dans Q, on pose F' = Q, Gr = Gal(F/F). Soit
p un nombre premier impair. On choisit dans tout le texte un plongement de Q dans
@p. On fixe un corps de nombres F' non ramifié en p. On note Fo, = F(up=) et
F, = F(ppn+1). On pose G, = Gal(F,/F), G = Gal(Fx/F), A = Zy[[Gx)]- Le
groupe G est canoniquement isomorphe & Gal(Qx/Q). Si S est un ensemble fini de
places contenant les places & I'infini, les places divisant p, on note Gg r le groupe de
Galois de la plus grande extension algébrique de F' non ramifiée en dehors de S.
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Soit V' une représentation p-adique pseudo-géométrique de Gr (non ramifiée
en dehors d’un ensemble fini de places de F' et de de Rham aux places de F' divisant
p) et cristalline en toutes les places divisant p. Soit S un ensemble fini de places
contenant les places divisant p, 'infini et les places ou V est ramifiée. Ainsi, V est
une représentation p-adique de Ggr. Nous attachons & tout réseau T de V stable
par Gr un A-module de rang < 1, noté Isritn p}(T) et que I'on appelle module des
fonctions L p-adiques arithmétiques de T. La construction est fonctorielle en T,
multiplicative en les suites exactes, compatible aux homomorphismes de twist par la
représentation Q,(j) de Tate pour tout entier j et I'on a une équation fonctionnelle
lorsque ’on change V' en V*(1) = Homg, (V,Q,(1)) et T en T*(1) = Homgz, (T, Z,(1)).
Plus précisément, si D,(V) est le p-module filtré associé par la théorie de Fontaine
a Indp/p(V) sur Qp, le A-module ;i () (T) est naturellement contenu (& un grain
de sel pres) dans K(Go) @ A*Dp(V*(1)) ot K(Gw) est 'anneau total des fractions
d’une algebre H(G) contenant ’algébre d’Iwasawa A et ou A*D,(V*(1)) est l’algebre
extérieure de D,(V*(1)) (on peut en fait remplacer K(G) par H(Goo) ® Frac(A)
ot Frac(A) est l’anneau total des fractions de A). Si I'on considére la composante
Laritn, (py(T), fixée par Gal(Q(up)/Q(1p)*), la puissance extérieure convenable est la
puissance di-iéme ol d; est la dimension du sous-espace vectoriel de Indg/q(V') fixé
par une conjugaison complexe.

Comment construit-on ce A-module ? Le premier ingrédient est le loga-
rithme élargi Ly qui est un homomorphisme de A-modules

Z;o,p(F, T) - K(Gx) @ Dy(V)

ott Z%, ,(F,T) est la limite projective des @y H'(Fry, T). Cet homomorphisme (ou
plutdt son inverse Qy) est construit dans [P94] (il dépend d’un entier A mais nous
I'oublierons et ne tiendrons pas compte de cette difficulté un peu technique dans
l'introduction, quitte & étre incorrect). L’existence de 2y et de Ly repose sur des
propriétés d’analycité des logarithmes de Bloch-Kato associés aux twists V(j) de V
pour j assez grand. Par exemple, une conséquence de ces propriétés de continuité
est que pour v divisant p, si j et j' sont des entiers assez grands congrus modulo
(p — 1)p", si P € H'(F,,T(j)) et P’ € H'(F,,T(j)) sont congrus modulo p™** (c’est-
a-dire que leurs projections dans H(F,,T(j)/p"*'T(j)) = HYF,, T(')/p"*T(5"))
sont égales), les logarithmes de Bloch-Kato de P et de P’ relativement a V' (j) et &
V(4') respectivement et convenablement modifiés sont congrus modulo p™. Pour un
énoncé exact, cf. §4.5 et en particulier §4.5.5.

Revenons & la construction de Igpith () (T) ou plutdt de Lorith, (py (T) , pour
simplifier. Si M est un Gal(Q(yp)/Q)-module, on note M, le sous-module de M fixé
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par Gal(Q(u,)/Q(p)*). On peut voir Lyritn, (p} (T), comme un sous-A-module de
Hormg, (A% Dy(V), K(Geo)-)

par lisomorphisme K(Goo)+ ® AD,(V*(1)) = Homg, (A“Dy(V),K(Gx)+). Con-
sidérons les A-modules

H, s(F,T)=lim H(Gsp,, T) .
Par localisation, on obtient un homomorphisme de A,-modules de H;o s(F,T)+ dans
Z3%p(F,T);. A des facteurs techniques prés, si n € A*Dp(V), Loritn,(p)(T) , (n) est
essentiellement

Ay fr(HE, s(F,T)).n Adeta, Ly (He s(F, T)4)

ou fy(HZ g(F,T)) est une série caractéristique du A,-module HZ ¢(F,T),. Ainsi,
Larith,(p}(T) . mesure a la fois la position de H} s(F,T); dans K(Geo)+ ® D,(V*(1))
par l'application logarithme (régulateur) et la taille de HZ, o(F,T).

Pour que cette définition ne donne pas un A-module nul, nous devons
supposer vraies les conjectures dites de Leopoldt faibles pour V et pour V*(1), ce
que l'on note ici Leop(V,V*(1)) : il s’agit de la nullité de H*(Ggr..,V/T) et de
H?*(GsF,,,V*(1)/T*(1)). Nous conjecturons donc Leop(V,V*(1)) et montrons que
Larith,(p} (T) est alors libre de rang 1.

Sous certaines hypotheses de régularité, il est d’autre part possible de
calculer & une unité prés la valeur en 1 du coeflicient dominant d’un générateur de
Tarien,{p} (T). Ce calcul fait en particulier apparaitre I’opérateur

A+ (1= @)1 —ple™h)™

(qui intervenait déja dans les propriétés d’interpolation des logarithmes) et les nombres
(ou leurs analogues p-adiques quand il s’agit de périodes complexes) intervenant dans
les conjectures de Bloch-Kato. Cela nous permettra de faire des comparaisons entre
nos conjectures et les conjectures de Bloch-Kato dans le cadre motivique.

De méme, si V est toujours une représentation pseudo-géomsétrique cristal-
line aux places divisant p et si ¢ est une conjugaison complexe, on attache a (V,c¢) un
A-module Igrith,py (V, ¢) libre de rang 1 contenu dans I’anneau total des fractions K de
H = Beris ® H(Goo). Le A-module Loy (py (V; ¢) est obtenu & partir de I, it (p}(T) par
une projection convenable. Contrairement & Iy, (p)(T), il est indépendant du choix
de T.
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Lorsque V est la représentation p-adique de Gg associée & une courbe
elliptique sur Q ayant bonne réduction en p, Isritn, (p}(T) est lié au sous-A-module
Zarith(T) de K(Gs) ® Dy(V) défini dans [P93]. Pour V = Q,(j), on retrouve 1’idéal
caractéristique de certains modules d’Iwasawa classiques (2.5, voir aussi [P]).

Soit maintenant M une structure motivique sur Q au sens de [FP94], de
réalisation de de Rham Mg, de réalisation de Betti Mp et de réalisation [-adique
M;. Sa réalisation p-adique M, est une représentation p-adique pseudo-géométrique
de Gr. Supposons de plus qu’elle soit cristalline aux places de F' divisant p. Le
facteur d’Euler en p de la fonction L complexe peut étre interprété comme le polynéme
caractéristique de I’“opérateur de Frobenius” ¢ agissant sur le Q,-espace vectoriel
D,(M,) = Q, ®g Myr (dans les exemples évoqués, M, est le tensorisé avec Q, du
module de Tate des racines p™-iemes de 'unité ou des points d’ordre une puissance de
p de la courbe elliptique).

Soit M une Z-structure sur M, c’est-a-dire la donnée d’un sous-Z-module
libre maximal M de Mpg et pour tout nombre premier ! d'un Z;-module libre maximal
M, de M, stable par Gg et tel que Z; ® M = M,;. On peut alors définir le A-module
Tarith,{p} (Mp). D’autre part, M admet une fonction L compléte L>°(M) :

L*(M,s) = [[ Li«(M,s)
IEP
ou P est I’ensemble formé par les nombres premiers et co. Notons L*°(M,7,s) la
fonction L tordue par un caractére de Dirichlet 7. En utilisant les valeurs spéciales
de L>*°(M,n, j) pour j entier et n caractére d’ordre fini de conducteur une puissance
de p, nous donnons une conjecture sur l’existence d’'un générateur privilégié de
Larith, (p} (Mp) qui sera noté Lﬁ,z}i"(M) (il dépend aussi du choix de 2im & la fois p-
adique et complexe). C’est la fonction L p-adique de M. Une fois les objets définis,
une grande partie du travail est de vérifier les compatibilités entre les conjectures faites

et les conjectures & la Bloch et Kato, l’équation fonctionnelle, les exemples déja connus

Donnons quelques précisons sur les propriétés définissant (conjecturalement)
la fonction L p-adique L’{’f}i"(M). Celle-ci est caractérisée par ses valeurs sur X’
pour j assez grand (x est le caractére cyclotomique). Rappelons que pour j assez
grand, les conjectures de Beilinson prédisent que le quotient de L(M(j),0) par une
certaine période Pery,(;) est un nombre rationnel. Cette période est le déterminant
(dans des bases rationnelles) de H}(Q, M(j)) — C ® Mar(j)/C ® Mp(j)* pour
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H}(Q, M(j)) le Q-espace vectoriel des points motiviques de M (j). Nous définissons
de méme une période p-adique Perp(;),(n) pour n € A% Mp. Posons d’autre part
{p oo}(M) = Hl premier,l#p Ll(M 3) AlOI‘S

A (1= p o) (1 —p 7 ™)) X ILET(M)
est essentiellement égal (pour j pair) &

L, o3 (M(5),0)
Per pq5

Perp(),

(il y a aussi des factorielles que nous ne précisons pas dans cette présentation). Nous
renvoyons au corps du texte pour les formules précises (cf. aussi[Pa]).

Ce texte fait suite & [P94] ol est construit ce que nous avons appelé ci-
dessus le logarithme élargi. Le cas particulier des courbes elliptiques a été traité en
détail dans [P93] (voir aussi [BP93]). Toutes les représentations p-adiques considérées
sont supposées pseudo-géométriques et cristallines aux places divisant p et définies sur
un corps de nombres non ramifié en p. On aurait aimé pouvoir aussi traiter le cas
des représentations p-adiques semi-stables. C’est le manque de théorie locale dans ce
cadre-12 qui nous en a empéché. On s’appuie aussi sur [FP91] ou [FP94] pour les
notions de “base” sur les représentations géométriques, les Zp,-modules H }(F, T), les
structures motiviques...

Nous avons d’autre part pris le point de vue de ne pas parler de motifs et de
cohomologie de variétés projectives, en particulier dans les trois premieres parties, mais
uniquement de représentations p-adiques. Bien sir, si ’on veut vérifier les conjectures
fondamentales sur les fonctions L p-adiques, les exemples a prendre se trouvent entre
autres dans ces cohomologies.

Donnons un résumé rapide des différentes parties de ce texte.

Dans la partie 1, nous construisons le module des fonctions L p-adiques sans
facteurs a l'infini d’une représentation V' géométrique et cristalline en p en utilisant
d’une part des résultats de cohomologie galoisienne et d’autre part la théorie locale
développée dans [P94].

Dans la partie 2, nous définissons les facteurs & l'infini et le module des
fonctions L p-adiques de V' ; nous en étudions quelques propriétés dont 1’équation
fonctionnelle.
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Dans la partie 3, nous définissons les périodes p-adiques et étudions leur lien
avec la valeur en 1 & une unité prés d’une base du module des fonctions L p-adiques.

Dans la partie 4, nous commencons une théorie des fonctions L p-adiques
d’un motif dont la représentation p-adique associée est du type étudié précédemment.

Nous avons ajouté trois appendices. Le premier ne comporte pas de démons-
trations et rappelle des résultats maintenant classiques de cohomologie galoisienne. Le
deuxiéme précise la conjecture Leop(V) faite dans le texte et donne des exemples.
Les cas oul nous savons la montrer sont toujours des applications faciles de théorémes
difficiles (de Kolyvagin, Rubin, Flach entre autres).

Le troisieme appendice, qui est un travail en collaboration avec J.-M.
Fontaine, donne une conjecture sur le calcul de certains nombres de Tamagawa locaux.
On y montre aussi comment cette conjecture locale permet de vérifier la compatibilité
des conjectures a la Bloch-Kato a 1’équation fonctionnelle. Il est totalement indé-
pendant du reste.

Ce travail a été fait durant les années passées & l'université Pierre et Marie
Curie. Je tiens en particulier a remercier de son accueil le laboratoire de Mathématiques
fondamentales (équipe CNRS 747). Merci aussi a Pierre Colmez pour ses remarques
toujours fructueuses.

10



NOTATIONS

i) Si V est un Q,-espace vectoriel, on note V* son dual :
V* = Homg, (V,Qy) .

Si T est un Z,-module de type fini, T* = Homg, (T, Z,) est canoniquement contenu
dans (Q, ®z, T)*. On les notera aussi respectivement V~! et T™!. Si M est un
Zp,-module, on note M~ le dual de Pontryagin de M :

M" = Homgz,(M,Qy,/Z,) .

ii) Si A C R sont deux anneaux et si M est un A-module, on note
Mpgr = R®4 M le R-module obtenu par extension des scalaires. Si a est une application
A-linéaire de M dans N (ou M et N sont des A-modules), on note agr 'application
obtenue par extension des scalaires : Mp — Npg.

iii) Si L est un corps de nombres ou un corps local, on note Oy, son anneau
d’entiers.

iv) On note Z,(1) la limite projective des racines p"*!-iémes de 'unité et

Qp(l) = Qp®Zp(1)~ On note Qp(o) = Qp, Qp(]) = Qp(1)®J sij >0, Qp(]) = Qp(-j)*
si 7 < 0. On fixe un générateur e (multiplicatif) de Z,(1), c’est-a-dire un systéme
de racines de 'unité {, € py+1 d’ordre p"*! tel que ((a41)? = (. On note 2im
I’élément de B, égal a log([e?]). On note x le caractére cyclotomique de Gg.
On a donc g(2im) = x(g)2im. Soit F une extension finie de Q non ramifié en p.
Si Geo = Gal(Qw/Q), G est canoniquement isomorphe & Gal(F/F). Il s’écrit
G = T x A avec A d’ordre premier & p, I' = Z,. Soit A = Z,[[G]] I'algébre
de groupes continue de Goo. On note Ar = Z,[[I']] algébre continue de I" et v un
générateur topologique de I On a A = Ar ®z, Z,[A]. On pose G, = Gal(F,/F)
avec F, = F(pymn+1), Iy = Gal(Fi/F,) = I'?". On note ¢ l'involution de A induite par
7+ 77! pour 7 € G. Sin est un caractére de A, on note e, I'idempotent associé.

1"
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On note 1 (resp. 1a) le caractére trivial de G, (resp. de A). Enfin, on note Tw
I'opérateur twist de A induite par linéarité et par continuité par 7 — x(7)7.

v) Si V est une représentation p-adique de Gp, c’est-a-dire un Qp-espace
vectoriel de dimension finie muni d’une action linéaire et continue de G (resp. si T est
une représentation Z,-adique, c’est-a-dire un Z,-module de type fini muni d’une action
linéaire et continue de Gr), on note Indp/o(V) (resp. Indp/p(T)) la représentation
induite de V' (resp. T ) de Gr & Gg. On note d(V) la dimension de V sur Q, ; on
pose d(V) = [F : Qld(V) = dimg,Indr/q(V). On note V (j) la représentation p-adique
V& Q).

vi) On note ey l'idempotent de A relatif & la conjugaison complexe ca €
A = Gal(Q(up)/Q) ; si M est un A-module et sim € M, on ae,(m) = (1+ca)(m)/2,
e_(m) = (1—ca)(m)/2. On pose My = ey M. Sin est un caractére de G, on note €(n)
sa parité c’est-a-dire le signe de 7(c) pour ¢ une conjugaison complexe (par exemple ca).
Si V est une représentation p-adique de G, on pose d+ (V) = dimg,(Indp/q(V))*=*?
pour ¢ une conjugaison complexe. On a donc dy (V) + d_(V) = d(V).

vii) Si M est un A-module de type fini, on appelle abusivement sous-A-
module de torsion de M le sous-module t5 (M) tel que e,ta(M) est le sous-e,A-module
de torsion de e,M pour tout caractere n de A. De méme, M est dit de A-torsion
si pour tout caractére n de A, e, M est un e;A-module de torsion. Si M est un A-
module de torsion, on note f(M) € A une série caractéristique. Si M est un A-module
(resp. Ai-module) de type fini, on dit que M est de rang r sur A (resp. sur Ay) si
e,M est un e,A-module de rang r pour tout caractére n de A (resp. tout caractere
n de A de parité +). D’autre part, on associe & tout A-module de type fini M un A-
module libre de rang 1 noté deta (M) ([KM76], cf. [P94, 3.1.5]). Il n’est unique qu’au
signe prés. Cela n’aura pas d’importance pour nous. Lorsque M est de A-torsion,
detp(M) est canoniquement contenu dans l’anneau total des fractions Frac(A) de A
et engendré par f(M)~!. Si M est sans torsion, il s’injecte naturellement dans le A-
module M** = Homy (Homa (M, A), A) dont les n-composantes sont libres sur e,A et
tout A-homomorphisme g : M — L se prolonge en une application g : M** — L** ; on
peut définir la puissance extérieure r-ieéme de g, A"g : A"M™** — A"TL**. En particulier si
M est un A-module sans torsion de rang r et si L est libre, on en déduit une application

A"g : detp(M) = detpa(M*™) — AL .
Si maintenant M n’est plus supposé sans torsion, on a

deta (M) = det(ta(M)) ® detp(M/ts(M))

12
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et on note encore
ATg : detpa(M) — Frac(A) @ A"L
Papplication obtenue & partir des applications
deta(M/ta(M)) — AL
et
dety (ta(M)) — Frac(A) .
La méme chose peut étre faite pour les Ai-modules de type fini.

viii) Si L est une extension de Q contenue dans Q et M un Gr-module
continu avec G, = Gal(Q/L), on note H*(L, M) les groupes de cohomologie galoisienne
continue H*(Gal(Q/L), M). On renvoie & ’appendice A.
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1. CONSTRUCTION DU MODULE DES FONCTIONS L p-ADIQUES (SANS FACTEUR A
L’INFINI)

Résumé. Nous rappelons ici des résultats locaux p-adiques et en particulier ’existence
d’un homomorphisme “a la Coleman”, sorte d’application exponentielle de A ® D,(V')
dans le A-module limite projective des @, H 1(F,4, T) tensorisé sur A par un anneau de
“fonctions” convenable ; I'inverse de cet homomorphisme est ’application “logarithme
élargi” (ou encore régulateur) dont il a été question dans lintroduction. Nous
montrons ensuite comment définir un module canoniquement associé a V' a 1’aide de cet
homomorphisme, en utilisant les modules de cohomologie galoisienne “non ramifiée en
dehors de S”. Pour que ce module ne soit pas identiquement nul, nous sommes amenés
a introduire les conjectures faibles de Leopoldt Leop(V, V*(1)) pour V et V*(1).
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MODULE DES FONCTIONS L p-ADIQUES SANS FACTEUR A L'INFINI

1.1. Notations.

1.1.1. Deux anneaux jouent ici un role fondamental. Le premier est 'anneau des
périodes B, dont nous ne rappelons pas la définition ([Bu]). Le second est lié &
Palgebre d’Iwasawa A. Pour r € N, soient H, le Q,-espace vectoriel des éléments de
Q,[[X]] qui sont o(log” (1+ X)) lorsque | X| — 17, Ho, la réunion des H,. Pour 1 < r <
00, on note H,(I') 'ensemble des h(y — 1) pour h € H, et H,;(G) = Hr(T) ®z, Z,[A].
On pose aussi H(Go) = Hoo(Gwo) €t on note K(Gs) son anneau total des fractions.
Si @ € Hoo(T'), on note ay ’élément de H(G) défini par exoy = @, e_ray = 1.

On pose H = Beris ®q, H(Gw). On note K I'anneau total des fractions de
H. L’anneau B..s est naturellement plongé dans H.

Nous renvoyons a [P94] pour une étude analytique de ces anneaux et leur
lien avec les distributions p-adiques tempérées.

1.1.2. On note S, = Sp(F) 'ensemble des places de F' au dessus de p. On a
Sp = Sp(Foo). On note S I'ensemble des places & I'infini de F'. Si S est un ensemble
de places, on note Sy le sous-ensemble des places finies de S. Si v est une place de F', on
choisit une cléture algébrique F', de F,,, on note G, = Gal(F,/F,) le sous-groupe de
décomposition de v. Soit V' une représentation pseudo-géométrique de G, cristalline
aux places divisant p comme dans l'introduction. Lorsque v est une place de F' divisant
p, on note D, (V) le p-module filtré associé a la restriction de V' & G, : on a donc

Dy(V) = (Berisw ®q, V)™
ol Beris ., est ’anneau B, associé & F,,/F,. C’est un F,-espace vectoriel de dimension
d(V). On note
Dpp(V) = Dp(V) = Dp(Indps@V) = @ves,Du(V) -
C’est un Q,-espace vectoriel de dimension d(V) = [F:Q]d(V).

1.1.3. Pour toute place v € Sp, Bloch et Kato ont défini une application Q,-linéaire
D,(V) — H'(F,,V) qu'on note expp, , et qu’on appelle exponentielle de V' (cf.
Appendice A.2.6). Lorsque 1 n’est pas valeur propre de ¢ sur D,(V'), son image est le
Q,-espace vectoriel H}(F,, V) défini par Bloch et Kato et expp, i, est un isomorphisme
de ty, = D,(V)/Fil°D,(V) sur H $(F,, V). On note alors logy,, son application récipro-
que : H{(F,,V) — ty, et logy la somme directe des logy,, c’est un homomorphisme
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Qp-linéaire de @yes, H}(F,, V) dans ty = D,(V)/Fil®D,(V). Si Fil7'D,(V) est nul, le
logarithme log,, est un isomorphisme de ®yes, H'(F,, V) sur D,(V).

1.1.4. Notons ¢ 'application linéaire de Z,[[T’]] définie par

e(9)(T) = 9((1+T)P —1)
et 9 I'unique application linéaire de Z,[[T]] telle que
pop(g)(T)=p"" 3 g(CQ+T)—-1).
CEup
On munit Z,[[T]]¥=° de laction linéaire continue de G, induite par
7.(1+T) = (1 +T)x"

ol x est le caractére cyclotomique de Go & valeurs dans ZX. Le Z,-module Z,[[T]]¥=°
est ainsi muni d’une structure de A-module compact et est en fait un A-module libre de
rang 1 de base (1 + T'). 1l est aussi muni d’une dérivation bijective D = (1 + T")d/dT.
On a D(h.(1+T)) = Tw(h).(1 4+ T) ou Tw est 'opérateur twist de A.

18
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1.2. Etude de quelques A-modules locaux.

1.2.1. On définit
Deop(V) = A ®2z, Dp(V) = @yjpDoo,r, (V)

avec
De,r, (V) = OF, [[Gal(Foo,v/FV)]] R0, D,(V)

ou Op, est ’anneau des entiers de F,. La notation est différente de celle de [P94] ou

'on a posé Dooo(V) = OF, [[T]]¥=°®0,, Ds(V). Les deux modules sont canoniquement

isomorphes par ’application linéaire et continue induite par 7 — (1 + T)X(7),

Le Q, ® A-module Dy, (V) est un Q, ®z, A-module libre de rang d(V).
Il est muni d’'un endomorphisme de Frobenius ¢, d’une filtration induite par celle
de D,(V). On note A; : Dop(V) — D,(V)/(1 — p’p) le composé de 1’évaluation
en x? : f — xI(f) et de la projection de D,(V) sur D,(V)/(1 — p’p). On pose
A = ®A;. On note e_; la base canonique de Dgp(Q,(5)) = (Beris ® Qp(5))%% : on
a pe_; = ple_;, Fil"Dq,(Qu(j)) = Dgp(Qp(5)), Fil7*'Dg,(Q,(5)) = 0. On note
aussi Dq,(Qp(7)) = Qp[—7]-

1.2.2. Posons Ve (V) = A®z, Indr/qV. C’est un Q, ® A-module libre de rang d(V').
Toute conjugaison complexe c induit un automorphisme d’ordre 2 de Indg/gV. On la
fait agir sur Voo (V') & travers 'action de c sur Indg/qV et la multiplication par ca sur
A. Soit

Vi (V,e) = (A ® IndpgV)*=" .
L’action de G sur A permet de munir V£ (V,c) d'une structure de A-module. Si T
est un réseau de V stable par G, on pose Vi (T, c) = (A ®z, Indr/oT)*=" .

1.2.3. Comme V est cristalline en toutes les places au dessus de p, on a un isomor-
phisme canonique (isomorphisme de comparaison) de Gg,-modules

Beris ®q, IndF/Q(V) = Beris ®q, D,(V) .
On en déduit un isomorphisme de B.is ®z, A-modules
iy : Beris ®2, Voo,p(V') = Beris ®2, Doop(V)
et un homomorphisme injectif de Beis ®z, A-modules

Bv,c : Beris Rz, V;,p(v: ¢) = Beis Rz, Dw,p(v) .

19



B. PERRIN-RIOU

1.2.4. Si v est une place de F,, on note Zgo,v(F, T) la limite projective relativement
aux applications de normes des H*(F, ., T). On pose Z}, o(F,T) = ®yes,; 25, ,(F, T)
(resp. Zg, ,(F, T) = @ues, Lo, (F, T)).

Les A-modules Z}, 4(F,T) et ZL (F,T) sont des A-modules de rang
constant égal & [F:Q]d(V) = d(V) (cf. A.2.3).

On définit un opérateur de twist
Twiy : Z;o,s(R T) — Z;o,s(F’T(l))

(voir A.4) qui dépend de € et que I’on note aussi de maniére assez parlante z — = Q€.

On déduit de [P94] une famille d’homomorphismes pour tout entier h assez
grand (et pour tout h & condition de passer & l’anneau total des fractions)

Qp : H(Geo) ®A Doop(V) = H(Goo) ®a Z gy o(F,T)

vérifiant Q5. = aQf,, avec Iy = h — log(y)/log(x(7)) pour v € G quelconque
d’ordre infini. Rappelons le théoréme définissant les 5, (version semi-locale de [P94]).
Si g € Deop(V)2=0, on montre qu’il existe un élément G € Q,[[T]] ®qg, Dp(V) tel que
(1 = )G = g.(14+T) et convergeant sur le disque unité ouvert. On pose

Env(9) = @ ® ©)""(G) (¢ — 1) € (Qplppn+1) B, Dp(V))/Dy(V)#= .

Soit h un entier > 1, supérieur & la longueur de la filtration de Hodge de V et tel que
Fil™*"D,(V) = D,(V).

1.2.5. Théoréme. Il existe une unique famille de A-homomorphismes
QG hts - Poop(V(5)270 = K(Goo) ®n (Zgo p(F T(1))/ Bues, T(5) o)

pour j € Z telle qu’on ait les propriétés suivantes :
(i) pour tout entier j tel que Fil°D,(V(j)) = 0, pour tout entier n > 0, le
diagramme suivant est commutatif

Deop(V(5))2=° o H(Goo) @ (ZL 5 (F, T(5))/ @ojp T(§) P

o] |

. (h+j—1)lexpp, ,,v( .
Qp(ppnt1) ®q, Dp(V (5)) e, Buves, H (Fy, V(4))
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ot ’application verticale de droite se déduit de la projection naturelle
Z;o,p(F’ T(])) - EBvGSle(Fn,vv T(]))
et ou

€IPF, V(i) = Dves,€TPF, .,V ()

est l’exponentielle de Bloch-Kato !;
(ii) pour tout entier j, on a

Twivi) © Wiy © (Tw®er) = QU nijer -

Rappelons que e; est la base de Dg ,(Qp,(—1)). Ensuite, donnons quelques précisions
sur 'application

H(Goo) ® (Zgo p(F, T(1))/ @upp T(4)F0w) — @ues, H' (Fw, V(4))

d’une part, pour 7 comme dans ’énoncé, les I',-coinvariants de EBvespT(j)Gvav sont
en fait finis ; d’autre part, on montre que l’évaluation d’un élément de H(Gs) sur
Dves, H' (Fnv, T(J)) converge et est bien définie ([P94, 3.1.2]).

On en déduit une famille d’homomorphismes injectifs de K-modules
%/,h,l]( : Dw,p(v)K - Z;o,p(F’ T)k

vérifiant
€ — €
Qa1 = W2V nk

pour tout entier h. On note Qfx = (27, k) et Qf, = (2,,).

1.2.6. Rappelons la conjecture sur le déterminant de Qf,, faite dans [P94]. Nous la
présentons ici sous forme semi-locale. Le déterminant de §2{,, permet de définir une
application Q, ® A-linéaire

det(Q,,) : detq, (Dp(V)) ® (Rieq1,2p(detaZiy ,(F, T)) DY) — K(Goo) -

—dimgq, Fil!Dy(V) det (

Conjecture (6(V)). L’image de [1;5_p1_; V.n) est égale 4 Qp ® A.

lcf. A.2.6 pour des rappels
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Pour justifier cette conjecture, rappelons quelques résultats de [P94].

, —dimg, FiV D,(V Y .
L’opérateur [];-_n l_]-mq” ¥ Da( )det(Qi,’h) est indépendant de h et son image est con-

tenue dans Q, ® A. De plus, cette conjecture est stable par suite exacte. Enfin, elle est
démontrée pour les représentations p-adiques ordinaires en p. D’autre part, nous ver-
rons apres l'introduction de “facteurs I'” comment réécrire cette conjecture de manieére
plus esthétique (cf. §2.1.3).

1.2.7. Lemme. Si T est un réseau de V' stable par G, l’image de
deta Voo (T) ® (®ie(1,2)(detaZl, ,(F, T) D)

par le déterminant de (2, o iy est indépendant du choiz de T.

Démonstration. Posons
Aoo(T) ™! = detaVoop(T) ® (®(detr ZL, ,(F, T))D) .
Toute suite exacte de représentations Z,-adiques de Gr
0—-T -T—->T"—0

induit un isomorphisme canonique A, (T) = A,(T') ® Ax(T”). Il suffit donc de
montrer que si T est fini, A, (T) est canoniquement isomorphe & A. Lorsque T est
fini, ce que l'on suppose maintenant, les modules Z}, ,(F,T) sont annulés par une
puissance de p et I'image de

Bic(1,2) (deta Zi , (F, T)) '
dans Frac(A) est de la forme p~#ecA. Il suffit alors de vérifier que
Hloc = —'[F : Q]OTdP(ﬁT) :

Soit v une place de F, au dessus de p. Comme T est fini, on déduit de la dualité locale

que
Z2,,(F,T) 2 H*(Fwn, T'(1))

et que

Zoo(F,T) = H (Foon, T°(1))" .
D’otu les isomorphismes

Zgo,v(F’T)Fn = Ho(Fn,v» TA(l))A )

Z2,(F,T)™ = H' (Fop/Fr, H(Foow, T7(1)))
qui est de cardinal égal & celui de H°(F,,, T"(1)) et
Zolo,v(F’ T)l"n = (Hl(Foo.vaTh(l))Fn)A )
Zo(F, T)™ & HY(Foon/ Frwy H' (Foo, T7(1)) 22 H?(Frop, T°(1))"
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On en tire la suite exacte (par la suite exacte de restriction-inflation)
0— ZL ,(F,T)r, » H' (Fnw, T°(1))" — Z2, (F,T)"™ — 0.

Par les théorémes de structure sur les A-modules, le calcul de g, se raméne a calculer

des entiers p, tels que
2 2

Y _(=1)'ordy((enZas o (F, T)r,)) — D_(—1)'ordp(H(enZe o (F, T)™)) = p"pto

i=0 i=0
c’est-a-dire tels que
2
2 (=) ordp(f(eqH (Fnw, T°(1)))) = P tto
i=0
pour 7 caractére de A et e, l'idempotent correspondant (ici A est vu comme
Gal(F(up)/F)). En utilisant le théoreme sur la caractéristique d’Euler locale de Tate
(cf. [Mi86, chapitre I]), on trouve
py = —ordy({(Indp/@T)) = —[F, : Qplord,(#T) .

On en déduit le lemme. Remarquons que le méme calcul dans le cas ol v ne divise pas
p montre que Pimage de ®ie(12)(detaZ, g g (F,T))" est A. O

1.2.8. Soit W(F,) 'anneau des vecteurs de Witt & coefficients dans le corps résiduel
F, de Q,. Posons

ta(V) =3 r.dimg,Fil'Dy(V) = > _rh, (V) .

Donnons une formulation un peu différente de la conjecture 6z,(V') de [P94].

Conjecture (6z,(V)). L’image de
detAvoo(T) ® (®i€{1,2}detAZ(i,o,p(F, T))(_l)i)

par (2im)H V) [1,o_» l:fimQ”FurD”(v)det(Q;,h oiy) est égale ¢ uA C H ou u est une
unité de W (F,) ® Z,[A]

De nouveau, cf. 2.1.3. La constante (2iw)~t**(V)y provient du déterminant de l'iso-
morphisme de comparaison.

Rappelons que la conjecture 6z,(V) est démontrée pour les représentations
p-adiques cristallines ordinaires en p ([P94, proposition 4.2.5]) et qu’elle est stable
par suite exacte. Enfin, cette formule ou plutét sa valeur au caractére trivial est
extrémement liée aux conjectures locales de Tamagawa énoncées dans 'appendice C
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et qui généralisent la formule démontrée par Bloch et Kato pour Q,(r) (cf. Appendice
C). Ainsi, il est démontré dans [P94] que si Fil’D,(V) = 0 (resp. en général),
6z,(V) implique ces conjectures locales de Tamagawa (resp. sous des conditions
supplémentaires).

1.2.9. Remarque. Soit T un réseau de V stable par Gr. On associe & T un sous-Z,-
module M (detz,(T)) de detg,D,(V') par la formule

M (detz, (T)) = ((2im)'# V) Apyis ® detz, (Indp/oT)) 0

ol Agris est un sous-anneau de B (pour la définition de A..;s, voir I’exposé II de
[Bu], on pourrait d’ailleurs remplacer ici Ag par W (IF,)). Par exemple, si F = Q,
M(Zy (1)) est le Z,-module engendré par e_,.
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1.3. Cohomologie galoisienne.

1.3.1. Soit S un ensemble fini de places de F' contenant les places au dessus de
p, les places de mauvaise réduction de V et ’ensemble S, des places a
I’infini. On note Sy = S — So. Soit T une représentation Z,-adique de G telle que
Qp ®z, T = V. On note G, le groupe de Galois sur F, de la plus grande extension
de F, non ramifiée en dehors de S. On note H*(Gs,,, —) les groupes de cohomologie
continue et H*(Ggr,, ,—) la limite inductive des H*(Gs F,, —) pour les applications de
restriction. On pose pour ¢ € {0,1,2}
H, s(F,T) = lim H(GsF,, T)

et

;o,S(F1 T) = Hi(GS,Foo’ V*‘(l)/T*(l))A .
Les A-modules X7, o(F,T) et H!, s(F,T) sont de type fini (cf. par exemple entre
autres [P92, §3]). De plus, ces modules sont liés par la suite exacte de A-modules

1.3.1) 0— X2 (F,T) - HL (F,T) - ZL o(F,T) - X} o(F,T
00,S 00,8 00,8 00,S
— HZ, s(F\T) — Z%, s(F,T) — X5 s(F,T) = 0

qui se déduit par passage a la limite des suites exactes de Poitou-Tate pour F,, ([P92],
loc. cité, cf. aussi A.3).

1.3.2. Proposition. Les affirmations suivantes sont équivalentes :
(i) le A-module HZ s(F,T) est de torsion ;
(ii) les Ax-modules HY, (F,T)+ sont de rang d_+(V') sur Ax ;
(iii) le A-module X% g(F,T*(1)) est nul ;
(iv) les Ax-modules X, o(F, T*(1))+ sont de rang d_+(V) sur Ax.

La démonstration donne en fait que
rgns Hy s(F, T)e — 79 Hy s(F, T) e = d-2(V)

et que
rgAiX;o,S(F,T)i — 'rgAiX;S(F,T)i =dy(V).

Démonstration. Montrons que le A-module X2 ¢(F,T*(1)) est de torsion (ce que ’on
va appeler (iii)’) si et seulement si (iv) est vraie. On déduit de la suite exacte de
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Hochschild-Serre et du fait que I',, est de dimension cohomologique 1 que ’on a les
suites exactes

(1.3.2) 0 — HY(T,, (V/T)%%=) - HYGspF,,V/T) - H (Gsp,,V/T)'™ — 0
et
(1.3.3) 0 — HY(I,, HY(GsF.,,V/T)) —» H*Gsr,,V/T)
— H*(Gsp,,V/T)" - 0.

D’ou, en prenant le dual de Pontryagin et en remarquant que

HY(Tn, (V/T)%Fe)" = X3, s(F, T*(1))™ ,
les suites exactes
(1.3.4) 0— X o(F, T*(1))r, = H'(Gs ., V/T) — X5, o(F, T*(1))'" — 0
et

(1.3.5) 0— X&YS(F, T*(1))r, — H*(Gs,r,,V/T) — X;O,S(F, T*(1))™ - 0.

Remarquons que X, 5(F, T*(1))™ et X1 5(F, T*(1))'™ sont des Z,-modules
de rang borné par rapport & n (les X o(F,T*(1)) étant de type fini sur A).
L’affirmation (iii)’ est équivalente a ce que les Z,-modules X2 o(F,T*(1))r, soient
de rang borné par rapport a n ; il en est alors de méme des H*(Gg r,,V/T)". Comme
d’autre part, on a pour tout caractére d’ordre fini n de G, et si €(n) est le signe de

n(c),
rgzpe,,Hl(Gg,pn, V/T) — rgzpe,,Hz(Gg,p", V/T) =pd_n(V) + an

oll a, est borné par rapport a n, on en déduit que (iii)’ est équivalent a
rgzpenX;o,S(Fv T*(1))r, = p"d—e(V) + Bn

avec (3, borné par rapport a n, c’est-a-dire a (iv).

Montrons que (i) et (iii)’ sont équivalents. Comme H?*(Ggp,,T) =0, on a
I’'isomorphisme

Qp/Z, ®z, H*(Gs,F,, T) = H*(Gs,r,, V/T) .

On en déduit facilement que

H?*(Gs,F,, T)/tor = Homg,(H*(Gs,F,,V/T)", Zy)
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ou tor désigne le sous-Z,-module de torsion. En appliquant Hom( , Z,) & la suite exacte
(1.3.5), on en déduit la suite exacte

0 — Homg, (X2, s(F, T*(1))'", Z,) — H*(Gs,F,, T)/tor
— Homg, (X2, s(F, T*(1))r,, Zp) — fini .

Si X2 5(F,T*(1)) est de torsion, on a
lim Homg, (X2, s(F, T*(1))r,, Zp) = Homy (X3, s(F, T*(1)),A)* = 0.

Donc,

lim H*(Gs,s,, T)/tor = Homg, (UXy, s(F, T*(1))"™", Z,)
est de torsion et il en est de méme de HZ o(F,T). Réciproquement, si HZ, 4(F,T)
est de A-torsion, il en est de méme de lim H %(GsF,, T)/tor. On en déduit que

Homy (X2, 5(F,T*(1)),A) est de A-torsion, ce qui implique qu’il est nul et que
X2, s(F, T*(1)) est de torsion.

Montrons que (iii) et (iii’) sont équivalents (théoréme de Greenberg). En
effet, X2 o(F,T*(1)) est libre, car X2 o(F, T*(1))r, s’injecte dans le Z,-module libre

H2(GS,Fn’ ‘//'I‘)A = Hz(GsyFn7 T)*

(on utilise ici le fait que p est impair).

Pour montrer que (ii) et (iii) sont équivalents, on utilise le lemme qui
suit. O

1.3.3. Remarquons que le A-module T®F~ = lim H(T,, T®F=) s’injecte dans

n

Holo,S(F7 T)

Lemme. Le sous-A-module de torsion de HY, ¢(F,T) est isomorphe @ TCF=. Le A-
module H}, s(F,T)/TC s’injecte dans Homa(X}, (F,T*(1)),A)* avec un conoyau
fini.

Démonstration. La démonstration est trés similaire & celle de [P92, proposition 4.2.3].
On part de la suite exacte (1.3.2), de I'isomorphisme

(Hl (GS,F,., V/T)h)* = Hl(Gs’Fn, T)/tOT
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ol tor est le sous-Z,-module de torsion de H}(Gs F,, T) et de la suite exacte
fini — Qu/Z, ® H (T, TFo) — HY(T,, (V/T)%F>) — fini — 0

(cf. par exemple, [P92, loc. cit.]). En prenant le dual de Pontryagin puis en appliquant
Hom(—,Z,), on en déduit une injection

HY(Gs,F,, T)/tor + H(I'n, T¢=) — Homg, (X% s(F, T*(1))r,., Zp)
dont le conoyau est fini d’ordre borné par rapport & n. Comme
tor + HY(T,,, TCF=)/HY (T, TCF=)

s’injecte dans le module de torsion de H!(Gs .., T), il est d’ordre borné. Par passage
a la limite projective, on obtient la suite exacte

0 — TO — HY, o(F,T) — Hom (Xl 5(F, T*(1)), A" — fini .

D’ou le lemme. O

Conjecture (Leop(V)). Les affirmations de la proposition 1.3.2 sont vraies : par
exzemple, le A-module HZ, s(F,T) est de torsion.

Remarques : i) Il est clair que si la conjecture Leop(V') est vraie, il en est de méme
de Leop(V (5)) pour tout j € Z. D’autre part, soit 0 —» V' — V — V” — 0 une suite
exacte de représentations p-adiques. On déduit de la suite exacte

X%,s(T™(1)) = X&, o(F, T*(1)) — X&, s(T"(1)) — 0

que Leop(V) implique Leop(V"), que Leop(V’) et Leop(V"”) implique Leop(V').

ii) La conjecture Leop(Qp(r)) est vraie pour tout entier r : il suffit
en effet de vérifier que Leop(Q,) est vraie ce qui est équivalent & la nullité de
H?*(GsFr.,Qp(1)/Zp(1)). Remarquons que le fait que Leop(Q,(1)) soit vrai est un
théoréme d’Iwasawa, [Iw73].

iii) I1 peut étre commode de préciser la conjecture Leop(V') selon les
caractéres de A. Si n est un caractére de A, on note Leop(V,n) la propriété que
enHZ, 5(F, T) est de torsion.

iv) Pour justifier le nom de conjecture de Leopoldt faible, rappelons que
la conjecture de Leopoldt usuelle sur un corps de nombres F' est équivalente a la
nullité du groupe de cohomologie galoisienne H%(Gg r, Qp/Zp). On demande ici que
H?*(GsF.,,V/T) soit nul.

v) Notons Leop(V, V*(1)) la réunion des conjectures Leop(V') et Leop(V*(1)).

Pour d’autres résultats, voir ’appendice B.
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1.4. Module des fonctions L p-adiques (sans facteurs a I’infini).

1.4.1. Supposons Leop(V') vraie : le rang du Ax-module H], 5(F, T). est donc égal a
d_+(V) et le A-module HZ ¢(F,T) est de torsion. Posons

Agi?g(T) = Qie{1,2} (detAHj,o’S(F, T))(—l)"
Af)%c,S(T) = ®ic{1,2} (detAij,,s(F, T))(—l)‘
Ao,s(T) = Agfff’g(T) ® Ag‘;C,S(T)—l .

Ce sont des A-modules libres de rang 1. Si D est un Q,-espace vectoriel de dimension
finie et n et m deux entiers, on pose

ANP™MAQD)=AL @A"D@®A_® A™D ,
ol A’D est la j-iéme puissance extérieure de D. On pose
dr(V) = (d+(V),d-(V)), 47 (V)=d"(V*(1)) = (d-(V),d+(V)) -
Pour tout entier A, on définit un A-homomorphisme :
AT ¢ Boo,s(T) ™ = AT V(K(Goo) ® Dyp(V*(1))) 5
pour cela, on commence par identifier A" (V) (K(Gs) ® D,(V*(1))) &
® e+, Homa, (A* Dy (V), K (Goo),) -

Soient s € A%=M)D,(V) et w € Ao,s(T) ™!t W = Wioe, 8@ (Wytob,5) ™ OU Wioe,s € Af;ggs(T)
et Woiop,s € Agffg(T) ; on définit Ar g5 4+ (w)(s) comme I’élément de K(Go )+ tel que

(1.4.1) AT,s,h,i(w)(s)ein,;,S = /\di(v)ﬂg/,h’i(s) AN eiwg_lf,b,s

dans H(Geo )+ Ra detAZé,‘p(F,T) (rappelons que si M est un A-module de torsion,
dets (M) s’injecte naturellement dans Frac(A)). On définit ainsi un homomorphisme
de A-modules :

ATsh  Boos(T) ™! = A V)(K(Go) ® Dp(V*(1)))

On note Ar,s la famille des Ar,sp : on déduit des propriétés de Qil,h que

dy (V)
At shette = AT st -

De méme, si c est une conjugaison complexe, notons &y, nm le composé de
ﬂ‘/,c,ﬂ-ﬂ etu de Qi/’h’]m .

§V,C,h,H : vg—o,p(v7 c)lHI - DOO.P(V)]HI - Z;o,p(F)T)H - ZOIO,S(F’ T)]HI .
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On obtient une famille de A-homomorphismes
AT ¢ Doo,s(T) ™' ® detAV;,p(T, c)— K
dépendant de h et la famille At s des At s vérifie
Aresprie = e sna -
Si w € Aw,s(T)™ ! et sivedetaVi ,(T,c), on a
AT e,s(w ® v) = At 5(w)(Bv,env)

ou encore

—_ + _
ATes(w @ v)wphs =AYy nu(v) A Waloh,s -

1.4.2. Proposition. (i) Leop(V*(1)) est vraie si et seulement si H, s(F, T)k s’injecte
dans Z}, s(F, T)k.
(ii) Leop(V, V*(1)) implique que At s est injectif.

Démonstration. L’assertion (i) se déduit de la suite exacte (1.3.1). L’assertion (ii) se
déduit de (i) et de la proposition 1.3.2, (i) et (ii). O

1.4.3. Lemme. Le A-module engendré par l’image de
AOO,S(T)—I ® det/\vot),p(Ta C)
par Ar.csn ne dépend que de V = Q, @z, T.

Remarque : Le A-module engendré par 'image de A s(T)~! par At s dépend par
contre de T.

Pour démontrer ce lemme, nous démontrons d’abord une propriété plus
générale d’invariance par multiplicativité. Soit

(B) 0T >T—>T" —0

une suite exacte de représentations Zy-adiques de Ggr telles que Q, ® T, Q, ® T,
Qp, ® T” soient cristallines aux places divisant p. Les suites exactes longues de
cohomologie induisent des isomorphismes canoniques de A-modules

Aoo.s(T) ® Auos(T") = Ao, 5(T)
detAv+ (T,, C) (29 det/\v; (T", C) = detAV;, (T, C) .
00o,p P P
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Siw' € Aw,s(T)™' @ detaVE (T, ¢), W' € Ao s(T") ' ® detaV% ,(T”,¢), on note
w'.w” Vimage de w’ ® w” dans A s(T)™' ® detaVE, (T, c).

Notons AFD,(V*(1)) le sous-espace vectoriel de A"D,(V*(1)) engendré par
les e; A--- A e, ot au moins un vecteur parmi les e; est dans D,(V"*(1)). On a alors
une application naturelle

AD,(V'*(1)) @ ADyp(V"*(1)) = AD,(V*(1))/ A Dyp(V*(1))
avec n = r + s. On pose
Aa V) (H(Goo) ® Dyp(V*(1)))
= A" (H(Goo) @ Dp(V*(1)))/ A§ ) (H(Goo) ® Dyp(V*(1))) -

1.4.4. Proposition. Avec les notations précédentes, on a
At ,esh(W.w”) = Apesa(w). Aresna(w”) € K
pour toute conjugaison complexe et
Arsp(w' W) = Ar sp(w) @ Ar.sp(w”)

dans K @ AS VD, (V*(1)).

L’argument est formel. La deuxiéme propriété signifie que si I’on a une
suite exacte 0 — N’ — N — N"” — 0 de Q,-espaces vectoriels avec N sous-
espace vectoriel de D,(V), dimq,N = di+(V), N’ sous-espace vectoriel de D,(V’),
dimg,N’ = d+(V'), N” sous-espace vectoriel de D,(V"), dimg,N" = d+(V"), et si
n' € detg, N, n” € detg,N”, on a

/\T,s,hyi(w'.w”)(n' VAN n") = )\T,s,h’i(w)(n')./\T,S,h,i(w”)(n") .

1.4.5. Démontrons le lemme 1.4.3. Par multiplicativité, il suffit de montrer que lorsque
T est fini, le A-module engendré par l'image de

A, s(T) 7' @ deta VY, (T, c)

par Arcsn est A.  Supposons donc T fini. Les A-modules intervenant dans
A,s(T) sont de torsion (avant de prendre le déterminant) de méme que Vi (T, c).
L’application

)\T,C,S : Aooys(T)_l ® detAV;'o,p(T, C) — K
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est P’application canonique

A s(T)! ® detaVZ (T, c) — detg(0) =K .

i) Calculons deta Vg, (T, c). On a Vi (T, c) = (A ® Indp/qT)*=!. Comme
V% (T, c)+ est le produit tensoriel de A; avec le module fini (Indg/T)=*!, sa série
caractéristique est égale & f(Indr/@T)*=*!. On a donc

detAVo_:,p(T'lc) = H (u(IndF/QT)czp.l)—lAp :
p€{+!—}

ii) L’image de ®ie(1,2)(detaHL, g(F, T))Y" dans Frac(A) est de méme de
la forme
(P Ay, p™HA) .

Le calcul de (u4, p4—) se rameéne & calculer des entiers y, tels que

D (=1)Yordy(H(enHo s(Fy T)r,)) — > (=1)ordy(fi(enHe, s(F, T)™)) = p sy
i€{1,2} i€{1,2}

pour 77 caractére de A. Nous allons montrer que le premier membre est égal a
2
> _(—1)'ord,(i(enH'(Gs,F,, T))) -
1=0

En utilisant le théoréme sur la caractéristique d’Euler de Tate, on en déduira que

pig = ordy(§(Ind /@ T)*=") — [F : Qlord,(T) .

On déduit de la suite spectrale de Hochschild-Serre et du fait que I'), =
Gal(Fw/Fy) est de dimension cohomologique 1 que

H?*(Gsr,, T) = H'(Gs,Fu, T)r,, -
D’ou

HZ ¢(F,T)=1lm H*(GsF,,T) = H(Gs ., T) ,

HZ, s(F,T)r, = H*(GsF,, T)
et on a la suite exacte
(1.4.2) 0 —» HYT,, TCF=) — HY(Gsp,,T) — H (Gs ., T)'" — 0
c’est-a-dire la suite exacte

0 — HY(T,, TC=) - HY(GsF,, T) > H% 5(F,T)'» - 0.
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Comme H!(Gg,F,,,T) est fini, la limite projective des H!(Gs,r.., T)'™ est nulle et on
déduit de la suite exacte (1.4.2) que HY g(F,T) est isomorphe & T%F~ et fini. Ainsi,

ordy((enHz 5(F, T)r,)) —ordy(f(en Hy, s (F, T)™))

=Ordp(ﬂ(enH2(GS,Fn7 T))) — ordp(ﬂ(enHl (Gs,F,,T)))
+ ordy(§(e,(H*(Tp, TEF=))) ,

ordy(f(enHoo 5 (F, T)r,,)) —ordy(t(enHoo s (F, T)™™))
=ordy(f(eq(H' (Tn, T=))) — ordy(f(en(H*(Fn, T))) -
D’ou,
Y- (~D'ordy(tenHo s(F, T)r))— D2 (=1)'ordy(t(enH, 5(F, T)™))

i€{1,2} ie{l 2}

= Z —1)ord,(§(e, H (Gs,F,, T))) .

iii) D’apres la démonstration du lemme 1.2.7, I'image de
®i€{1,2}(detAZéo’S(F,T))(‘l)i
dans Frac(A) est de méme de la forme p~#ocA avec o = —[F : Qlord,(#T).

On déduit de (i), (ii), (iii) que, lorsque T est fini, I'image de Ay s(T)™ ! ®
dety VL (T, c) par Ar.s dans K est A. Ce qui démontre le lemme 1.4.3.

1.4.6. Soit S’ un ensemble de places contenant S. On a alors la suite exacte
0 — H'(Gsr, T) > H(Gs,p, T) = @ves-sH};(F,, T)
— H*(Gsr,T) — H*(Gs,p, T) = @vesr—sH*(F,, T) = 0
ou H};(F,,T) = H' (I, T)G/Iv et I, le sous-groupe d’inertie de G, (cf. par exemple

[FP94, II, 4.1.8]). En appliquant cette suite exacte & F,,, en prenant la limite projective
sur n et en utilisant le fait que

lim H};(Fy, T) = lim H'(Fn y, T)/ lim H}(Fys, T) = 0

n n n
pour toute place v ne divisant pas p ([P92], cf. A.2), on obtient la suite exacte de
A-modules

(143) 0 d Holo,s(F, T) — HéO,S'(F’ T) -0 - Hgo’s(F, T) — Hgo’S/(F, T)
— @ves—5(BujpZaow(F, T)) — 0
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ol w parcourt les places de F, au dessus de v. En particulier, on a
H, s(F,T)= HL o(F,T).
On a d’autre part les suites exactes
0— 25 s(F,T) = Z%,5/(F, T) = @es—s(BupZ%,(FT)) = 0,

0 — Zo s(F,T) = Zo5/(F, T) = @yesr—5(®ulpZoow(F, T)) = 0.
D’on I'isomorphisme
Aoo,5'(T) = Aoo,s(T) ® @uesr—s(deta Dulv Z;o,w(F: T) .

Pour v € S§' — S, Z} ,(F,T) est de torsion sur A. On en déduit que si ' =
w® (Ruesr—swy) avec W' € Ao s/(T), w € Ax,s(T), wy € dety Buyjw Zgo,w(F,T) et
sin € detyVE ,(T)
Ares (@™ ®n) = Aresw™ @) @uesr—s wyt -
De méme, on a
Ars (W™ ®n) = Arsw™ ®n) @uesr—swy -
Remarquons pour se rassurer que ’'image de

detA(EwaZéo,w (F, T)) — detA(®w|vTGF°°'w)

dans Frac(A) pour v ne divisant pas p, ne dépend que de V = Q, ®z, T. Cette étude
justifie la définition qui suit :

1.4.7. Soit £ un ensemble fini de places contenant S et S,. On pose

I[arith,E(T) = ( H detA(eBwlvTGFw'w))AT.S(AOO,S(T)_I) )
veES-X

]Iarith,E(V, C) = ( H detA(eBwlvTGFm'w))/\T,c,S(Aoo,S(T)—l X detAv:o,p(T))
veES—-X

oll S est un ensemble fini quelconque de places contenant ¥ et les places de mauvaise
réduction de V. Remarquons que

Larith,o(T) = (Larith,s,0(T))rez

ou les Iyritn £, (T), vérifient

dt (V)]I

]Iarith,B,h+1(T):1: = lh arith,E,h(T)i

et de méme pour Igrin x(V, c).
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En vertu de 1.4.6, It (T) ne dépend pas du choix de S et si ¥’ est un
ensemble fini de places contenant 2, on a

Larith, s (T) = Lpitn=(T)  [] (deta(®uwjpTCFex))"t,
vETI—E

]Iarith,E' (‘/, C) = ]Iarith,E(‘/: C) H (detA(eawlvTGFw'w))_l .

veX -2
On pose pour simplifier

]Iarith,{p,oo} (T) = ]Iar'ith,SpUSoo (T) ’
Harith,{p,oo} (V: C) = I[arith,S,,USw (V; C)

Ainsi, si S est un ensemble fini de places contenant S, S, et les places ou V' a mauvaise
réduction, on a

Loritn,s(T) = Ar,s(Aoo,s(T)71) ,
]Iarith,S(M C) = AT,c,S(Aoo,S('Il)_1 Y detAvo-‘;,p(‘/v C)) .

On peut voir les termes deta (D), T <) comme un analogue des facteurs
d’Euler. Nous y reviendrons au paragraphe 2.2.3.

Si X est contenu dans S et contient S, et So, posons
Ar5(T) = Aoo,8(T) ® (®ues—zdeta(@ujZo»(F, T))) ™,

Arzht Aoos(T)™! — /\4+(V)(’C(Goo) ® D,(V*(1)))
et
Aresh i Doos(T) ' @deta Vi (T) — K

les applications qui se déduisent respectivement de At s et de At s (pour S contenant
S0, Sp, X et les places de mauvaise réduction). On a alors pour S, U S, C &

Larith, 2,1 (T) = Ar 20 (Aoos(T) ™)
et
Larith,=(T) = Ar 2 (Aoo,s(T) 1) .

On déduit de la proposition 1.4.2 la proposition suivante :

Proposition. Si Leop(V,V*(1)) est vraie, les A-modules Loritnx(T) sont libres de
rang 1.
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1.4.8. On déduit de la proposition 1.4.4 la proposition suivante :

Proposition. Soit
(B) 0=V - V-oV"-0

une suite ezxacte de représentations p-adiques de Ggr géométriques et cristallines aux
places divisant p. Si ¥ est un ensemble fini de places contenant S, et S, et si
Uextension (3) a bonne réduction en dehors de %,

Lorith,5,0(T) = Larith, 5.0 (T) @ Taritn,zn(T")
dans AL VK @ D,(V*(1)) .

1.4.9. Remarque. Supposons éz,(V') vraie ; alors, si et est une base de M (detz,(T)),

I l:;iimeFilJD,,(V) det(2vn)(ex)

i>—h
est une base de AZ’s (T) (cf. 1.2.9). On en déduit une autre définition possible de
]Iarith,{p,oo} (T) par
(144) ]Iarith,{p,oo},h(T)d:(s)eTz

dimg, Fi¥ D, (V
H l_zjr_nq,, P )detAﬂ:Zgo,S—S,,(F7 T)x
i>—h

_ o -1
s A (A-=(QS, ) THALS(T), )

pour s € A%*(V)D,(V) et pour h assez grand.
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Résumé. Nous avons défini dans le paragraphe précédent un A-module libre

Harith,{p,oo} (T) = (Harith,{p,oo},h(T))heZ

ot Iarith, {p,00},n(T) appartient & ALFV) (K(G) ® D,(V*(1))). Nous allons maintenant
a l'aide d’'un opérateur que nous traitons comme un facteur a l’infini enlever la
dépendance en h et définir un A-module libre Iorith (p)}(T) de rang 1, sous-A-module
de A V)(K(Go) ® Dp(V*(1))). Pour définir cet opérateur, on commence par définir
un opérateur I'(j) pour tout entier j. Le facteur & l’infini est alors & quelque chose
pres défini comme un opérateur [], ]I“(—-q)"«i (V) pour certains entiers nfl':(V). Dans
certains cas, la définition a prendre pour les nff(V) est claire. En général, nous ne
savons donner une “bonne définition” de ce facteur a l'infini qu’en s’appuyant sur des
conjectures difficilement vérifiables, ce qui sera fait en §3. Le probléme est en fait
analogue a celui de donner une bonne définition des facteurs & ’infini pour des motifs
mixtes. Bien qu’il soit agréable d’avoir une jolie définition, on peut toujours prendre
le facteur a l'infini du semi-simplifié du motif. Il en est de méme ici. Aussi, dans le
doute, sommes-nous amenés a considérer tous les choix raisonnables de facteur & l’infini.
Nous vérifions ensuite la cohérence de nos définitions en regardant le comportement
par twist, la multiplicativité et en démontrant une équation fonctionnelle.

Pour expliquer notre opérateur I'(5), faisons quelques considérations sans
leur donner un sens mathématique précis (cela sera fait dans le paragraphe 2.1). On
aimerait poser

') =114

r2J

pour tout entier j. On aurait alors I'(j + 1) = L;I'(j) et (nx*)"(I"'(5)) serait infini
pour tout caractére n d’ordre fini et k entier < —j. Ainsi, p — p~}(I"(0)) aurait un

pole simple en tout caractére p = nx* avec n d’ordre fini et k entier négatif ou nul.
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Rappelons a ce propos la formule classique

n*n!
T = li
(@) n1—>n°1°:1:(x+1)...(w+n)
z/n
—p T -1 ne
€ ? H r+n

1<n<oco
et son interprétation par Deninger ([Den91])

Te(z)™' = ]I vz

0<v<oo 2

ol le produit est un produit “régularisé” permettant d’obtenir la convergence.
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2.1. Facteurs I'.

2.1.1. Si M est un H-module, on note £,(M) I'ensemble des familles (wp)rez de Mk
vérifant wpy; = lwy. Alors L(M) = &,L,(M) est un K-module gradué. On définit
pour tout couple d’entiers (s, j) une application I'(5)* : L(M) — L(M) de degré —s
par la formule (wp)hez — (Mh)rez avec Mn = [lj<i<h li *wn pour h assez grand (cela
suffit & déterminer 7, pour tout h). En particulier, la restriction de I'(j)" & £,.(M)
est 1’opérateur de projection sur la j-iéme composante : L£.(M) — Mgk qui & (wp)rez
associe w; ([P94, 3.3.3 et suivants]).

2.1.2. Side plus M est muni d’une action d’une involution ¢, on pose pour simplifier
Lri(M) =L, (M%) ; on adonc L,(M) =L, (M) & L, _(M).

Soit M un H-module. On note [", () et I"_(j) les opérateurs de H-modules
de &,.L,(M) défini par

Iy ()W) = T(G)er(w), e~ (w)),
I_()(w) = (e+(w), I'(j)e-(w)).

On a donc
L (G)(Lra (M) C Loy (M), T (G)(Lr-(M)) C L, (M),
F_(G)(Lr+(M)) C Ly (M), T_(G)(Lr,—(M)) C L1, (M).

Enfin, on a 'équation fonctionnelle

TG =T+@r-0) -

On peut ainsi donner un sens a

[T G- ()™ : @eLr(M) — BrLo(M)

pour toute famille d’entiers (n;), (m;) nuls pour presque tout j. Remarquons que
I'image de L, (M) est contenue dans L, s~ (M) et que I'image de L, _(M) est
contenue dans L, _s~,,. _(M). On dit que cet opérateur est de degré (— X n;, — 3 m;).

On pose 2im = log([€?]) € Beris ol € = ({,). On note (2im)4 les éléments de

Beris ® A tels que e4((2im)y) = (2im)4, e—4((2im)+) = 1. On pose si p € {+, —}
7 (n) = (2im),; " p(n) .
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2.1.3. Exemples. (1) I,ritn s, +(T) est un sous-A-module de
La.v)(K® A=VID,(V*(1))) .

(2) En posant
h (V) = dimq,Fil'D,(V)/Fil'*'D,(V) ,
avec les notations précédentes et en notant 25, = (Q2f,,), la conjecture §(V) (cf. 1.2.5)
et la conjecture 6z,(V) (cf. 1.2.7) disent que
(1) l'image de detq,(Dy(V)) ® (®icq1,23(deta Z%, ,(F, T))~V") par

[IT(~=r)*Vdet(25)

est égale 4 Q, ® A, ,
(2) image de detAVeo(T) ® (®ic(1,2)(deta Z, ,(F, T))"Y") par

1T (=) det (%, o iv)

est égale a uA
(les produits [T, I'"(—7)*(") sont des produits finis).

2.1.4. La donnée 7 de quatre familles (mi(7))icz et (mF*(7))iez d’entiers positifs ou
nuls vérifiant les propriétés suivantes :
(i) m#E(7) et mF*(r) sont nuls pour i assez grand ;
(ii) mE(r) = d+(V) et mF*(7) = d_4(V) pour i assez petit ;
(ii)) m=E7 (1) = mE(1) — dimg, Fil'D,(V) + d_+(V),
est appelée un type a l'infini de V. On associe & 7 un type a linfini 7* de V*(1) par
mE(r) = mi*(r) et mE* (r) = m(r).

On pose alors nf (1) = mF(r) — mE (1), n7* (1) = mF*(7) — mEi(7) et
t(r,£) = ¥;ini (7). Les propriétés (i), (ii) et (iii) impliquent que
(iv) nE(1) et nf(7*) sont nuls pour presque tout i ;
(v) Tink(r) = da(V) ; )
(vi) nif(1) +nZi_y(77) = [F: Qhi(V) = hi(V)
(vii) t(r, x) = tg(V) + t(m*, £) + d_.(V).
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Montrons (vii). On a
t(r, £) =3 ini (1) = > ihi(V) = D in%,_(77)
=t1;(V) - Z(—; - l)nf(r*)z
=ty (V) + tEr*, +) +de (V*(1))
=tg(V) +t(r*,£) +d_o(V) .

Si 7 est un type & l'infini de V, on note 7(3j) le type a l'infini de V' (j) défini
par m¥ (7(5)) = mf;(1) et mi*(7(5)) = miZ5(7).

2.1.5. Pour 7 type & l'infini, on note I"; et I'T les opérateurs suivants de &,L, de
degré (—d.(V), —d_(V)) :

T, = [[ Ty (=)~ OT (=)™ @

i€Z
et
7 = [ T7 (=)™ O (—i)m @ .
i€Z
On a donc

esIT = (2im)1 ) e, T, = (2im) "8 [ Ta(—a) @) .
1€EZ

2.1.6. Donnons deux exemples de types a l'infini. Le premier est relatif & une
conjugaison complexe c. Notons B le corps des fractions de B..;s. Pour tout entier n,
on définit une filtration sur B ® Indp/q(V)*=*! par

Y H(B®V) = B®Indr/(V)™' N B ® ¢"FiI'Dy(V) .

Il est clair que l'opérateur ¢ de B ® D,(V'), agissant comme 'identité sur Indg,q(V),
induit un isomorphisme de B-modules de 72¢"*(B ® V) sur v2*"""#(B ® V). En
particulier, le rang mE(V,c) du B-espace vectoriel ¥v2¢¥"*(B ® V') est indépendant de
n. On pose

mi(V, ¢) =m{ (V,¢) + m; (V, )

n;t(v’ C) =mit(1/’ C) - mii-l-l(vv C)

n;(V,c) =nf(V,c) + n; (V,c) .
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Remarquons que mjf(V,c) est nul pour i > 0, que m;(V,c) = d(V) pour
i < 0. Donc 3;ni(V,c) = d(V), TinE(V,c) = de(V). Si on définit mE*(V,c) =
mF(V*(1),c), nous montrerons dans le lemme 2.1.7 que les (m¥(V,c),mE*(V,c))
forment un type a l'infini de V' que ’on note 7(V, c).

Le deuxiéme exemple ne dépend d’aucun choix. Posons
mE(Tin(V)) = i‘I}ll/f{dz'mBW N (B @ FiI'D,(V))}

ou la borne inférieure est prise sur les B-sous-espaces vectoriels de B ® D,(V') de
dimension d4 (V). On définit de méme

ME* (Trmin (V) = inf{dimpW N (B @ FiI'D,(V*(1)))}

ol la borne inférieure est prise sur les B-espaces vectoriels W de B ® D,(V*(1)) de
dimension d4(V*(1)) = d_+(V). Remarquons que l’on a

m;t(l/s C) > m;t(Tmin(V)) ’
mE(V*(1),¢) = mE* (Tmin(V)) = mE (Tmin(V*(1)))

2.1.7. Lemme. Les 7(V,c) = (mE(V,c),mF*(V,c)) d’une part et Tpin (V) d’autre part
sont des types a linfini de V. Ainsi, on a

m*,(V*(1),¢) = mf(V, c) — dimg, Fil'Dp(V) + d_+(V)
MmE; (Tmin(V*(1))) = mF (tmin(V)) — dimg, Fil'Dp(V) + d_4 (V) .

Démonstration. On doit donc montrer que
ME(Tmin (V) = mi (Tmin(V)) — dime, Fil'Dy(V) + d_+ (V)
m*,(V*(1),c) = mf(V, c) — dimq,Fil'D,(V) + d_4 (V) .

Montrons les assertions relatives aux m¥ (Timin(V)). Si W est de dimension
d+(V), lorthogonal de W N (B ® Fil'D,(V)) est égal & la somme des orthogonaux
de W et B ® Fil'D,(V) (on note l'orthogonal par L) et en posant mi(V,W) =
dimgW N (B ® Fi'D,(V)) et de méme pour m*;(V*(1), W+), on a donc

d(V) = mf(V,W) = d(V) — ds(V) +d(V)
— dimg, Fil'D,(V) — m%,(V*(1), W') ,
c’est-a-dire

mE(V,W) = m%,(V*(1), W) + dimg, FiI'D,(V) — d_4(V) .
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En prenant la borne inférieure sur les espaces W de dimension di(V), puis en
échangeant les roles de V' et V*(1), on obtient que

mj—:z( mm(V)) = (Tmm(v)) - d?,meFllle(V) +d_ i(V)

Pour les m;(V, c¢), le méme raisonnement convient : faisons-le de maniére
plus précise. Soit

o . B® (Indp/qV)™* = B@D,(V) — ¢"B ® Dy(V) — ty(B)

avec ty = D,(V)/Fil°D,(V) et ty(B) = B ® ty. On peut définir un accouplement

) (n),£

cokera( * x kerayiy . — B

de la maniére suivante : en utilisant la décomposition
B®D,(V)=B® (IndrgV )1 @ B® (Indp/pV )=,
on vérifie que ’application
B ® (IndF/qV (—1))*=*! — coker a(") *
est surjective. L’orthogonal de son noyau pour la dualité induite par

(Indfr/QV (—1))=*!' x (IndrgV*(1))=*! - Q,

(") + (n)

(n),+ = dimg,ker O‘v‘{f),c- On a alors

est kerayl(7) .. On en déduit que dimg,coker oy,
avec W = V (i),

mE,(V*(1),¢) =mg "V (V*(1)(=i), ¢) = my V' (W*(1),¢)

=ker agﬁ).'(ilg;l) = dimg,coker afp)* 2

(en appliquant & W ce qui précede)

=dimgq,ker aw)gi(—l)i + dimg,tw (F') — dimQP(IndF/QW)c=ﬁ:(—1)"

=m¥(V,c) — dimg,Fil'Dy(V) + d(V) — dimg, (Indr/qV)*=*! .

On en déduit l'assertion relative & ¢ ; on a d’autre part obtenu un
accouplement complétement analogue a [FP94, III, 1.2.3] O
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2.1.8. Donnons un autre type a I’infini possible. Pour le justifier, démontrons d’abord
le lemme suivant qui exhibe des “zéros trivaux” de At s :

mE (Vie)

Lemme. Pour h > 0, Apcsns est divisible par (lo/(y — 1))+ et Ar.sn est
i .
divisible par (lo/(y — 1))1° (Tmin(V))

Démonstration. Sin est un entier > 0, notons Y;, 'intersection de B(upn+1)@Fil°D, (V)
et de 'image X, de V7, ,(V, ¢) dans B(pyn+1) ®q, Dp(V') par I'application (1®Z, v)ciy
(B étant le corps des fractions de Bgris). Comme eXPV,Q, (u,m +1)(Yn) est nul et grace
au diagramme définition du théoréme 1.2.5, eyAr sn est divisible dans e, H(G) par
(""" = 1)/(*" — 1)]dim5(“v“+‘)e"yn pour tout caractére n de A non trivial. Il suffit
donc de montrer que pour un tel 7, e,Y, est de dimension > m§™ (V,c) sur B (ppn+1)
avec €(n) le signe de n(c). Or, on a

enYn = (1 ® )" iy (B(ppn+1) ® Indp/q(V)*=7) N (B (ppn+1) @ Fil°D,(V)))
= (B(tpn+1) ® Ind (V)= N (B(ppn+1) ®@ o~ "FIFI’D,L(V))

ce qui est de dimension m&™ (V, ¢) par définition.

La méme démonstration montre que si W est un sous-B-espace vectoriel
de B ® D,(V) de rang di(V), si mf(V,W) = dimgW N (B ® Fil'D,(V)) et si w
est un élément non nul de detg(W), I’élément At shpi(w) de Hy est divisible par
(Li/(y — 1))™ VW) On en déduit le lemme. [

2.1.9. Corollaire. L’image de I[‘er(V,c) o Ar s est contenue dans H® Frac(A). L’image
de I'7 . ) o Ar,s est contenue dans ATVI(H ® Frac(A) ® D,(V*(1))). De plus, il
eziste un sous-ensemble fini J de Z et des entiers r; € N pour j € J tels que l'image
de'T wyoArs (resp. [Ty © A1es) soit contenue dans

TIG (V)7 — 1) (deta TR (detaT*(1)%%) A" (H & Dyp(V*(1)))

(resp.
T1GE () — 1) 77 (detATFe ) (det A T*(1) %7 ) H) .
J

(Rappelons que ¢ est I'involution de A.)

44



MODULE DES FONCTIONS L p-ADIQUES

Démonstration. Soit h un entier assez grand. L’image de Ay 54+ est contenue dans
H ® Frac(A)+. On a
—-mE(V,c)
v oAress = [] I_;1 AT e S h+ -
i>—h

En appliquant le lemme précédent & V (j), on en déduit que les seuls poles introduits
éventuellement sont de la forme x(y)?y — 1 pour un nombre fini de j. D’ou la premiére
partie du corollaire. Les autres podles éventuels proviennent de la contribution des
modules de torsion intervenant dans A s(T), c’est-a-dire en utilisant le lemme 1.3.3
et appendice A.2

Aco,s(T)tor =der deta T ® (detaHZ, (F,T))™
® (deta(Bves(@uwp T o)) ® detaZ2, 5(F,T) .
On remarque que ’on a la suite exacte (cf (1.3.1))
HZ, s(F,T) — Z& s(F, T) = H(Fo, V*(1)/T*(1))" - 0.
Comme detp H*(Feo, V*(1)/T*(1))" = (detAT*(1)%F=)*, on en déduit que Ay s(T)ior
est contenu dans
(detAT%%>) ® (detAT*(1)9%=)" ® (Ques, deta(Bup T =)) ) H

d’olt la proposition pour ['7y, ; © Ap,cs. L’homomorphisme I[‘?rrmin(v) o At,s se traite de
la méme maniere. O

2.1.10. On suppose Leop(V,V*(1)) vraie. Pour tout entier ¢, on note m¥, (V)
le plus grand entier m tel que (I_;/(x(v)*y — 1)) divise Ap gp +, c’est-a-dire tel que
I'image de 274 At s,n,+ soit contenue dans

TT(x(v)7y — 1)77 (detA TR )(det A T* (1) )* A%V) (Hy ® Dp(V*(1)))

jeJ
pour un sous-ensemble fini J de Z et des entiers r;. On note m,,,,(V*(1)) lentier
défini de la méme maniére en remplacant V par V*(1).

2.1.11. Lemme. Les (mf,,,.(V), m0.(V*(1)))iez vérifient les conditions (i) et (ii)

i,mazx

de 2.1.4 et on a M, (V) = m (Tmin(V)).

On note M., (V) = mi (Tmaz(V)). Nous montrerons au paragraphe 2.5
que Tmaz(V) = (Miimae(V), Mimas(V*(1)))icz est un type a l'infini. Cependant, le
lemme précédent suffit pour donner un sens a l'opérateur :

I ey = [T (=) eI (i) (rmes )
i€Z
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Trpeatvy = [] Ty (=)™ eI _ (=) (rmez(V)
i€Z

Si t(Tmaz (V'), &) = ¢ qnF (Tmax(V)), on a donc

ei]l_‘:"rmaz(v) - (2i7r)t(Tma1(V)’i)ei]].-‘.rmaz(v)
Remarquons que les 74, (V) vérifient

F:maz(vl)ﬂ-‘:ma:(vz) = ]I‘;"rmaz(vl@VZ) ?

ce qui n’est pas toujours vérifié par Tmin (V') (mais vérifié par 7(V, c)). ..
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2.2. Module des fonctions L p-adiques.
2.2.1. Lemme. Soit T un type a linfini de V. Alors, I'T o Ar s est & valeurs dans
Lo(A (K @ Dyp(V*(1))) = MK ® Dy(V(1))) -

De méme, '™ o Ap .5 est a valeurs dans Lo(K) = K

Démonstration. L’opérateur I, est de degré —d* (V) = (—dy(V),—d_(V)). D’autre
part, il est clair sur la définition que Ar.g+ est a valeurs dans L4, (v)(K). D’ou
lassertion pour I'T o At .s. L’assertion pour I'" o At s se démontre de la méme
maniere. [

Remarque : La puissance de 2im intervenant dans ['™ o At g4+ est égal & (2im)H™)
avec t(7,£) = 3, qnF (7). Si 7 et 7’ sont deux types & l'infini, on a

:!: ’ +
I'7o AT,s,i/Tf o AT st = (2m)z(r £)—t(r,£) Hl—-z, (r")-mZE(r) cK.

En effet, posons A = Ar,s+, on a pour h assez grand

-r:i:o)‘_H H —-71 (T)

j>—h - h<1<]

Hl _7>1J Hlm(T)/\

i>—h i>—h

car n;t (r) = i(T) m; m¥E, (7). Par un calcul similaire pour I",. o A\, on obtient le
résultat. Ainsi, si de plus m¥(7’) > mi(7) pour tout i (on dira que 7/ > 7), le quotient
I'7, o Ar,s/I'T o At s appartient & H.

2.2.2. Notons I7;;, 5, (T) le sous-A-module libre de rang 1 (sous Leop(V, V*(1))) de
A (K @ Dy(V*(1)))
engendré par 'image par ['™ o Ap g de Ay s(T)7 ! :

artth St (T) _T: ° AT,S(AOO.S(r'[‘)—l)
=F: ° ]Ia'rith,S(T) .

Soit ¢ une conjugaison complexe. Notons I,ritn,s,(V, ¢) I'image de

Aoo,s(T)_l ® detAV;’p(T, C)
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par [Ty, 0 Arcs dans K :

Larith,s; (Vs €) = D71,y © AT 6,5(Ao0,s(T) ™' @ deta V3 (T, ¢)) .

Remarquons que I7, ), 5, (T)+ est en fait contenu dans (2im) (G o).
Enfin, le lien entre I7 ;. 5. (T) et Laritn,s,(V, ) est donné par :

. _ *(V,e)-m*
]I;ruh,s, (T)+(ty) = (Qm)t(r,i) t(Vie,£) Hl:n‘ (Vie)—m; (T)]Iarith,s,(V, s
1

si 1 est un générateur de detz,(Indr/(T)=*') et si t(V,c, +) = =, nF(V,¢).

2.2.3. On appelle
Lrrien () (T) = 7 0 Larien, (p.00}(T) € A2 (K ® Dy(V*(1)))

le module des fonctions L p-adiques de T (relativement & 7). Si ¥ est un ensemble fini
de places ne contenant pas de places a l'infini et contenant S,, on pose

I rin,s(T) = I'7 0 Larith 5Usee (T) -
Ainsi, on a explicitement pour tout entier A
_mE(r
Trinz(T)z = (2im) ™ T] 27V laritn sus..n(T)

i>—h

Si S est un ensemble fini de places contenant 3, S, S, et les places de mauvaise
réduction de V, on a donc

witns(T) = [ deta(@ujpTw )T 0 Laritn,s(T)) -

vESy -

Ainsi, on a défini I} ;,, »(T) pour tout ensemble fini 3 de places tel que XN S, est vide
ou égal a S, (lorsque ¥ contient S, on note I} ;,, »(T) = Lsritn =(T) bien que cela ne
dépende pas de T pour éviter les cas particuliers). Si ¥ et &' sont deux ensembles de
ce type tels que ¥ C ¥’ on a ’égalité

Lrith,s (T) = H HV(V)H;rith,E’(T)
veT —%
ot I, (V) = det (BupTE =) si v est une place finie et oul 'on convient que
H ]Iv(V) = ]r: .
'Uesoo

Bien que ’on ne puisse pas remplacer X par un produit infini, il faut bien sir rapprocher
cette formule de la factorisation en produit eulérien des fonctions L. En effet, pour v
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finie et pour 7 caractére de A , e,I, (V) est 'idéal de e, F'rac(A) engendré par P, ,(vy)~!
ou

Py (X)) = det(X — v]eq(Pup T =w)) .
Ainsi, pour v & Sp, 1(Py1,(7)) ! est égal a det(1 — y|e1, (Pup T =w)) "L, c’est-a-dire
& une unité preés a §((V/T)%m)~1, ce qui est encore égal au facteur d’Euler L,(V,1) en
vdeV.
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2.3. Quelques propriétés.

2.3.1. Proposition. Sij € Z, pour tout ensemble fini © de places de F' avec ¥ N So
vide, on a

]Iarith,E(V(j)v C) = (2i7r)—j4+(v(j))Tw_j(]Iarith,z(va C)) y
Irins(T(G)) ®e; = (2i7r)_j4+(V(j))Tw_j(H;rith,E(T)) .

Lorsque ¥ contient Sy, on a

Laritn = (T(5)) = Tw™ (Larien,=(T)) .

Démonstration. Cela se déduit de ce que
Tviye o Aviyes = FTw ™ (Tve 0 Ave,s)

T2y 0 Avigy,s = £Tw ™ (7 0 Avs)
et de ce que t(7(j),x) = t(7, %¢;) — jdi;(V) avec ¢; le signe de (—1)7. O

2.3.2. Soit
(B) 0=V -V -oV'>0

une suite exacte de représentations p-adiques de Ggsr géométriques et cristallines
aux places divisant p et 7, 7/, 7’ des types a linfini de V, V', V”. Disons que
Pextension (V,7) de (V',7') par (V”,7”) a bonne réduction (p-adique) en oo si
T(V)=7(V') + 7(V").

Proposition. Soit
(B) 0-V - V->V"-0

une suite exacte de représentations p-adiques de Ggp géométriques et cristallines aux
places divisant p. Si X est un ensemble fini de places tel que ScNE est vide ou Soo C X
et si Uextension (3) a bonne réduction en dehors de £ (y compris U'infini st Seoc N est
vide), alors

Lritns(T) = Hz;uh,z(T') ® ]I:r’ith,E(T”)
dans AS"V)(K @ D,(V*(1))).
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2.3.3. Supposons 8z,(V) vraie ; alors, en utilisant la remarque 1.4.9, on a une autre
définition possible de I7 ;,, ,,(T) par

(231) H;rith,{p}(T)i(s)eTz'
ikee? ilJ —mE(r
(2i7r)t(""i) 1—[ l(ij QPF lJDp(V) 7] ( )detAi Zgo’s_sp (F, T)i

j>—h
s A (A= Qupe) H(AZ(T)ZY
pour s € A%*MV)D,(V) et pour h assez grand avec toujours t(T,+) = SqaniE(r)
(rappelons que et est un générateur de detq, Dp(V') associé a T).
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2.4. Lien avec les séries caractéristiques usuelles et exemples.

2.4.1. Soit Ry(V) l'application composée
H®Dy(V) - H®x Z, s(F, T) » H®Ra XL 5(F,T),

la premiere application étant 2}, et la seconde l'application intervenant dans la suite
exacte de Poitou-Tate (1.3.1). Soit Rx(V,c) : VL ,(V,c) = H®s X, (F, T) le composé
de V3 ,(V,c) = H® Dy(V) avec Ry(V).

Proposition. (i) La suite exacte 1.3.1 donne un isomorphisme canonique

Ao s(T)™ 2 @;(detp XL, g(F,T)) V" .

(ii) Supposons Leop(V,V*(1)). Les Rn(V, c) fournissent une application A-
linéaire R(V,c) de

®ie{0,1}(det/\X;oys(F’ T))(_l)i ® detAVOt,’p(T, c)
dans L(K) et on a

Lorith,s(V, ¢) =(detA T*(1)CFe)*
7, o R(V,c)((deta XL, o(F, T)) ™' ® deta VL (T, ¢))
=I'}, . 0o R(V, ¢)(®ieo,1} (deta Xy, s(F, T))V' ® deta Vi, (T, c)) .

(iii) Supposons Leop(V,V*(1)). Les Rn(V) fournissent une application A-
linéaire R(V)

(detaX o, s(F, T)) ™" = LIAT V) (H(Goo) ® Frac(A) @ Dy(V*(1))))

et on a
ins(T)(6) = 7 0 R(V)(®ieqoy (deta X’y o(F, T)) V) (6)

pour § € A& V)(H ® Frac(A) @ Dy(V)).

Démonstration. (i) est clair. On déduit (ii) de I'isomorphisme précédent, du fait que
X2, s(F,T) est nul sous Leop(V) et que X3, s(F,T) est le dual de Pontryagin de
(V*(1)/T*(1))GF= et est isomorphe & un groupe fini prés & Homgz,(T*(1),Z,). O
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2.4.2. Supposons que l’action de ¢ sur Indg/qV soit donnée par py = 1. On a
clairement 7(V,¢) = Tmin(V). On oublie 'exposant 7 dans ce qui suit. Le lien entre
Larith, s (V, €) et Igritn, s (T) est alors donné par

]Iarith,Z(T)i(ti) = Harith,E(T)-_a: )

si t* est une base de detz,(Indg/o(T)=*') ; ici detz,(Indp/q(T)=*!) vaut Z, ou
detzﬁ(lnd}:‘/Q(T)).

2.4.3. Proposition. Supposons que c agisse sur Indp/(V) par py = +1. Soit n un
caractére de A tel que n(c) = —py. Si Leop(V*(1),n7!) est vraie,

(i) enlarith,s(T) et eplaritn,s(V,c) sont non nuls.

(i) en X3 s(F, T) et e, X2 g(F, T) sont des Ap-modules de torsion et on a

e,,]larith,s(T) =detApenX&,5(Fy T) X (detAre,,Xéo,S(F, T))_1
=f(enX;o,S(F’ T))/f(e,,Xgo’S(F, T))Ar .

Démonstration. Démontrons que si 7 est un caractére de A tel que n(c) = —pv,
Leop(V*(1),n7!) implique Leop(V,n). Le fait que Leop(V*(1),n~!) soit vrai est équi-
valent & ce que e,-1Hy, 5(F, T*(1)) soit de torsion. La suite exacte 1.3.1 implique alors
que e, H?(Gs,r,,, V/T) est de torsion, c’est-a-dire que Leop(V, ) est vrai.

Ainsi, sous les hypothéses de la proposition, Leop(V,n) est vraie et

enV:;,p(V, c)=0.

L’opérateur e,['7 est trivial. Les Ar-modules e,H}, o(F, T) et e,Z, o(F, T) sont de
méme rang et e, X1 o(F,T) est de torsion (1.3.2 et 2.4.1) grace & Leop(V*(1),n1).
D’autre part, Leop(V, n) implique que e, H}, o(F, T) s’injecte dans e, Z}, s(F,T). Donc,
(i) est clair. Par définition,

enllarien,s(T) =(detaren Zoo s(F, T)/Hy, 5(F, T)) ™
® (detAreano‘S(Fv T))-l) ® (detAreﬂzgo,S(F’ T)))
=detArenX£o,S(F’ T) ® (detArenX;o,S(F’ T))_l

grace a 2.4.1, (ii). O
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2.4.4. En supposant toujours que c¢ agit sur V par py = =1, soit n un caractere
de A tel que n(c) = py. L’opérateur e,['T est égal a (2im)#V) [T (—r)"() avec
tH(V) = Er T'h,-(V)

Proposition. Supposons que c agisse sur V par py = £1. Soit n un caractére de A
tel que n(c) = py. Si Leop(V,n) est vraie,

(i) enlaritn (p} (T) et eplaritn,(p3(V; ) sont non nuls ; e,,Héo,s(F, T) est un Ar-
module de torsion isomorphe d e, TF= et ey HZ o(F,T) est un Ar-module de torsion;

(ii) Supposons vraie la conjecture §z,(V) . On a

(Ziﬂ') —tu (V) e'n]Iarith,{p} (T)
=(detapen(T* (1)) )" ® (®ves,detar (e, T* (1) )™ @ deta, (e, Tr)
® (detAreano,{p} (T))—leTt(l)

ot et«(1) est une base de M(detz,(T*(1))) (cf. 1.2.8).

Démonstration. D’aprés la démonstration précédente, Leop(V*(1),n™ ') est vraie. La
premiére affirmation se déduit de la proposition 1.3.2 et de Leop(V, n). Pour le reste,
on regarde la définition et ce qui précede. O

2.4.5. Regardons le cas ot V = Q,(r) et F = Q. Les conjectures Leop(Qp(r))
et Leop(Q,(1 — r)) sont démontrées, la conjecture 8z,(Q,(7)) est démontrée. On a
pv = (—1)" et tg(V) = —r. On en déduit en appliquant les résultats précédent,
€(—1)r+1 Harith,{p} (Zp(r))
=f(6(_1)r+1 (Zp(l — T))_Lf(e(—l)r+1X;o,{oo,p}(ZP(T)))A(—I)T+1 .
(remarquons que dans cette situation, e_1yr+1Z,(r) = 0) ;
(Ziﬁ)re(_l)rllan‘th,{p} (Zp('f'))
=f(€(_1)er('r))—lf(e(._l)rHgo'sp(ZP(T))))A(_I)T+1eZp(l_T) .

Faisons le lien avec la théorie classique. Grace & 2.4, il suffit de regarder le
cas 7 = 1. Dans le cas de la e,-composante, on obtient donc

]Iarith,{p}(Zp(l))+ = (’Y - 1)_1f(X;o,(oo,p}(ZP(I))+)A+ )

ce qui est la définition classique ([C77]). Regardons maintenant la e_-composante.
On note A, la limite projective des p-groupes de classes d’idéaux de F,,, Uy la limite
projective des unités semi-locales en p de Fy,, £ la limite projective des unités globales
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de Fp, £,(p} la limite projective du groupe des éléments de F;* qui sont des unités en
dehors de p. On a le diagramme commutatif dont les lignes et les colonnes sont exactes

0

1
®UESpr

1
0 — gooTI{P} - Zolo,p(TZP(l) - X;o,{mif)} (ZP(]'))

1
0

En comparant avec la suite exacte de Poitou-Tate (1.3.1), on obtient donc que
Hgo,s,,(Zp(l))— = Aoo,—
et 1
]Iarith,{p}(Zp(l))— = %(X(’Y)—l'y - 1)_1f(Aoo,—)A— )

ce qui est aussi la définition classique ([C77]).

2.4.6. Le cas ou V = V,(FE) est la représentation p-adique de Gg attachée & une
courbe elliptique E définie sur Q : V,(F) = Q, ® (lgnE ) est étudié en détail dans

n
[P93]. Prenons pour type a I'infini 7 = Tmin(V). On a donc n® (1) = n¥, (%) = 1, les
autres étant nuls. On vérifie facilement que

T'7g) = (2im) 9T +1) .
Remarquons que le A-module Jgritn(Tp(F)) introduit dans [P93] et
Larith, (p} (Tp(E)) =det Lirin,ip) (Tp(E))

ne sont pas définis de la méme maniére. Plus précisément, pour tout n € D,(V,(E)), si
wg est une forme différentielle de Néron de F, attachée & un modele de Weierstrass de
coordonnées z et y et si 7 = zwg est la forme différentielle de seconde espéce associée
a ce modéele, on a

Tarien 03 (T (E) (Mo A1 = o= Tarin (Ty(E)) A
Par ’équation fonctionnelle que nous démontrons au §2.5, cela signifie que
(207) ™ Tarien(Tp(E)) = Larien, (py (Tp(E)*(1))" -
En identifiant T,,(E) et T,(F)*(1) grace a ’accouplement de Weil, on en déduit que
jarith(Tp(E)) = (Ziw)ﬂarith.{p}(Tp(E))L .
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2.4.7. Regardons rapidement le cas ou V vérifie la condition de Dabrowski-Panchish-
kin. Supposons pour simplifier que F = Q, que 1 et p~! ne sont pas valeurs propres de
@ et donc que VCGF=.» = 0 pour v divisant p. On suppose qu’il existe un sous-Qp-espace
vectoriel Dy, (sc pour scindé) de D,(V') stable par ¢ et tel que 'application naturelle

Dy, — ty = D,(V)/Fil’D,(V)

soit un isomorphisme. Les Qp-espaces D, et Fil®D,(V) sont donc supplémentai-
res. De plus, comme D, est stable par ¢, ty est ainsi muni d’une action de .
La condition précédente est équivalente & l’existence d’une sous-représentation du
groupe de décomposition en p, Fil;l,V C V, telle que D,,(Filll,V) = D,.. On pose
Fi, T = Fil,V N T.

Supposons de plus que la dimension de D, sur Q, est égale a d4. (V) (V est
dit +-critique). On a alors une injection naturelle

detq, Dsc — AVD,(V) .

La restriction de €2}, & A ® D, est égale a QF“; v.n- Si 'on suppose vraie la conjecture
8(Fil}V'), on a donc pour s € detg, Ds. = detg, Dp(Fil;V)

(2.4.1) [ (S5m0 ad= ) Qe (s) = uesws
i>=h
ot w; est une base de detp ZL, ,(FilLT), v une unité de Q, ® Ax, FilV D, = FiVD,(V)N
D,. et ou tr(V) = tH(Fil:,V) = >, 0Th. (V). Notons 7, le type & linfini vérifiant
m;-t (Tse) = dimeFilj D;.. Comme D, est de dimension di(V), on a m;-t(‘rsc) >
mf (Tmin(V')). Posons pour s € detg, Dsc,
. —dimgq, Fily Dsc
]Isc(s):t =déf (Zzw)to(v) H l—j o ]Iarith,{p,oo},h(s):l: .

i>—=h
On déduit de (2.4.1) que I,.(s)+ est un sous-A-module libre de rang 1 de (2i7)*V)Q,®
A+. On définit ainsi un sous-A-module I, de

HomQP (det'QpDSC7 (Ziw)tO(V)QP &® A:t) )

d’ou en choisissant une base de detg, D, associée a T/ Filzl,T, un sous-Aj-module de
(2i7r)t°(V)Qp ® A4 libre de rang 1. C’est donc un cas ol, comme ’ont vu Dabrowski
et Panchiskhin, on peut prédire qu’'une certaine fonction L p-adique est dans Q, ® A.
Remarquons d’autre part que ’expression

Ly(V,0)""det(1 — ¢| Dye) "'det(1 — p~ ™! Dsc)
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qui joue un réle important lorsqu’on évalue le sous-module des fonctions L p-adiques
en 1 vaut

II G-a) JI A-po5"

()20 v(a;)<0
ol
Ly(V,5)7" = det(1 — p~*¢|Dy(V)) = [I(1 — eyp™*) ,
a comparer avec les “facteurs d’Euler” dans [CP89] ; nous y reviendrons dans le
paragraphe 4.3.

Faisons maintenant le lien entre I, et le module d’Iwasawa introduit par
Greenberg dans cette situation et revu avec 1’éclairage de [BK90] (cf. aussi [P92]). On
suppose toujours que V vérifie la condition de Dabrowski-Panchishkin et est
+-critique et que les conjectures 6Zp(Fil:,V), 6z,(V) et Leop(V') sont vraies.

Rappelons que dans [BK90] est défini un sous-Zp,-module H{(L,T) de
H'(L,T) pour toute extension finie L de F' ou de F, (cf. A.2.6 pour des rappels).
On définit aussi H;(L, V/T) comme le noyau de

H'(F,V/T) — @ues, H (Fy, V/T)/Qp/Zp Rz, H:(L,, T) .

Notons Zu, s, (F, T) la limite projective des EB,,GSPH}(F,,,,,, T) pour les applications de
corestriction. Notons Ze, f(F,T) la limite projective des H;(Fy,T), X3, 5(F,T) le
dual de Pontryagin de H®(Fu, V*(1)/T*(1)) et X s(F, T) le dual de Pontryagin de
la limite inductive

H}(Fo, V*(1)/T*(1)

des H}(F,,V*(1)/T*(1)). Le A-module X, ¢(F, T) est le dual de Pontryagin du groupe
de Selmer associé & T et & F,/F.

En remarquant que la limite projective des ®uves,—s, H}(Fnv, T) est égale &
Zéo,s—s,,(F, T) (cf. A.2.4) et par passage a la limite des suites exactes du type de A.3.2
rappelées dans ’appendice A, on obtient la suite exacte de A-modules

0— ZOO,f(F’T) _’Héo,S(Fv T) - Z;o,p(FvT)/ZOO-f(Fv T) - OO,f(Fv T)
- go,S(F’ T) - Zgo,S(F> T) - Xgo,S(F’T) —0.

Le Ai-module deta(Z, ,(F, T)/Zoo,s,,(T)) est isomorphe &
detpZ%, ,(F, T/FiT) .
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D’autre part, Z s(F,T) est nul si et seulement si X ;(F,T) est de torsion.
Supposons-le. Choisissons une base s de detz, M (Fil,l,T) (rappelons que Q, ®
detz, M (Fil; T) = detg, D). Notons H le determinant du conoyau de

Hoos(F,T)s = Zgo o (F,T) s/ Zoop,s(F, T)x -
Alors, en utilisant la formule (2.3.1) appliquée & 7 = 7 et la conjecture 6(Fil:,V), on
vérifie que
(2i7r)_t0(v)]lsc(s) =H® (detA;t Hozo,S(Fa T):I:)*l ® deta, Zgo,s—sp(Fv T):t
=(detay Xoo,s(F, T)x) ' @ deta, X3, o(F,T)x
=(detp, Xoo,s (F, T)x) .

Ainsi, (2im) M), (s) est I'idéal de Ai engendré par une série caractéristique de
Koo (F, T)x.

Greenberg ([Gr89]) conjecture que Xo s(F, T)4 est de torsion, généralisant
ainsi une conjecture de Mazur ([M72], cas d’une variété abélienne ordinaire en p). Si,
E est une courbe elliptique définie sur QQ, & multiplication complexe et ayant bonne
réduction ordinaire en p, cette conjecture a été montrée par Rubin ([R88, theorem
4.4)).
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2.5. Equation fonctionnelle.

2.5.1. Rappelons rapidement la conjecture Réc(V') faite dans [P92b] et développée
dans [P94, (3.6)]. On étend par linéarité la forme bilinéaire naturelle

[+ Jopvy : Dp(V) x Dp(V*(1)) = Qp
a (Qp(ppr+1) ®g, Dp(V)) x (Qp(ttpm+1) ®g, Dp(V*(1))) d’une part et &
(H(Goo) @ Dyp(V)) X (H(Goo) ® Dp(V*(1)))

d’autre part ; on conserve la méme notation. Si 'on note < , >, l'application de
dualité
(EDVIPHI(Fn,vv V) x (@UIPHI(Fn,m V(1)) - Q@
induite par le cup-produit et I'application naturelle de @y H?(Fp ., Qp(1)) dans Qp,
soit
<, >Vieo! Zooo(F,T) X Zg, (F,T*(1)) — A

Papplication définie par

< IT,Y >veo= liﬁn( d < T o, Y >n T) .
T7€EGH

C’est une forme sesquilinéaire pour 'automorphisme ¢ : H(Gs) — H(Go) induit par
T 717l pour T € G :

<AL, Y SV0o=< T, AY >V0o= A< T,Y >Vo0 -

On la prolonge & H(G) par linéarité. D’oll une forme bilinéaire <, >y o de H(Goo)-
modules

(H(Goo) ®n Zoop(F, T)) X (H(Goo) ®n Zoop(F, T*(1))") — H(Goo) -
On montre facilement ([P94]) que si 2 € Do p(V)2=0 et y € Do p(V*(1))2=%, 'élément
(=1 < Qale), Wy 1-n(¥*) >vieo
de H(G) est indépendant de h € Z. On le note
< Qv(z), L0 Qvey(y) >vieo -

Congjecture (Réc(V)). Soit V une représentation p-adique géométrique de G cris-
talline auz places divisant p. Alors, pour tout T € Deop(V)2=0, y € Doy p(V*(1))2=0°,
on a

< Qu(z), 10 Que)(¥) >v,eo= [fﬂ,y]D,,(V) .
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Rappelons que Réc(V) implique §(V).

2.5.2. Soit e € detg,D,(V*(1)). Notons encore [, ]p,(v) le crochet de dualité induit
sur l'algeébre extérieure de Dy(V') et de Dy(V*(1)) . Si z € A"Dy(V), on note z_Le
I'élément de Homg, (A¥V)~"D,(V), Q,) défini par

(zLle)(y) =e(zAy) = [z Ay, elp,v) -

Théoréme. Supposons 8z,(V*(1)), Réc(V') et Leop(V,V*(1)) vraies. Alors,

(1) Tmaz(V) est un type & linfini ;

(i) si 7 est un type a Vinfini, 17 1 (T) et I70, o1 (T*(1)) vérifient
l’équation fonctionnelle

Brith, oy (T) = Hz;ith,{p}(T*(l))L—L(Ziw)tﬂ(v)+g_(V)eT‘(I)

ot ex-(1) est une base du Zy-module M (detz,(T*(1))).

Remarques : (i) Soit ¢ une conjugaison complexe. En choisissant pour s une base
de detz, ((Ind/@T)*=*) et pour s'* la base duale dans detz,((Indg/T*(1))*="*), on
déduit facilement du théoréme que ’'on a

]I:zrith,{p} (‘/v C) = :zrith,{p} (V*(l)v C)L

ou le ' signifie que 'on a enlevé les facteurs 2iw.

(ii) On peut énoncer ’équation fonctionnelle pour Isrith, {p,00} (T). Prenons
h assez grand pour que mi(r) = d+(V) pour i < —h, m¥(7) = 0 pour i > h; alors,
(ii) est équivalent a ce que

(2.5.1)
—di Fil:Dp(V*(1))+d+ (V) «
Loith,pooyp(Te = [I 1252 o F Larith, (poopn (T*(1))4 Ler= 1y
—h<i<h
ou encore
—di Fil!Dp(V*(1))+d(V) . .
]Iarith,(p,oo},h.(T) = H l—i eyt e ]Iarith,{p,oo},l—-h(T (1)) -LeT*(l) .

i<h

Pour montrer 1’équivalence avec la formule du théoréme, on utilise le fait
que T est un type a l'infini et donc que

t(r,£) = t(r*, £) + tg (V) +d_s(V) .
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Nous montrons au paragraphe 2.5.3 et suivants la formule (2.5.1). On en déduit
facilement que Ty, (V') est un type a l'infini de V : grice au lemme 2.1.10, il suffit de
montrer que

mE (Trmaz(V)*) = mE (Tmae(V)) — dimq, Fil'D, (V) + d_+(V)
ou ce qui est équivalent en échangeant les roles de 7 et 7%,
ME(Tmaz(V)) = M (Tmas(V)*) — dime, Fil'Dy(V*(1)) + ds (V)
ce qui se déduit de la formule (2.5.1).

(iii) Faisons uniquement I’hypothése que Leop(V,V*(1)) et Réc(V) sont
vraies. Alors, §(V*(1)) est vraie et on peut alors montrer 1’équation fonctionnelle & un
élément de Q, pres.

2.5.3. On pose d = d(V), ds+ = d+(V). Soit s un élément non nul de A% D,(V) de

la forme s = e; A--- Aeg,. Ecrivons ex = s A s’ avec s = eg, 41 A -+ A ej et soit
(e1,---,€e5) la base duale de (e1,---,e5). On a donc er-(1) = €] A--- A e. Posons
s" =ej, N+ Aes Alors, [8',8™]p,v) =1 et (2.5.1) est équivalent &
—dimgq, FilDp(V*(1))+d+ (V) . x
]Iarith,{p,oo},h(T):i:(s)L = H l—j i ? * ]Iarith,{p,oo},h(T (1)):0:(3, )
—h<j<h

avec h assez grand pour que Fil™"D,(V) = D,(V), Fil™*D,(V*(1)) = D,(V*(1)) par
exemple.

Soient wiee, s une base du A-module AX°(T) et wgp,s une base de Agﬁfﬁ;(T).
Par définition,

Larith,s,n(T) L (8)exwipes = Adi(V)Qg/,h,:i:(s) A eiwg_lcl;b,sAt .
En utilisant 2.4.1, cela peut s’écrire
Tarith,s,n(T) L (8)(ex (w1 @ wg')) = Rypx(s)As

ol w; est une base de detAX,f,o,S(F, T) pour ¢ = 0,1. Par la proposition 1.3.3, les
A-modules
(detata(X o 5(F, T)) ® (detaXQ, o(F, T)) )"
et
detaHY, o(F, T*(1)) ® detp(T*(1)%F>)""

sont en dualité (tA(M) désigne le sous-A-module de torsion de M). Comme

detpn X% o(F, T)" = detAT*(1)°F= ,
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on obtient

Larith,s,n(T) . (8)(deta, ta (X s(F, T*(1))1)
=< Ryp,+(s),deta, oo,S(F1 T (1)+ >Veo
= <AV, L (s),deta, HY o(F, T*(1))+ >4 o0

= [s, (/\di(v)ﬂff_*lu),l—h,i)_l(detAi H;O,S(F, T*(l))i)]i),,(V)
(par Réc(V))

= deta, H, s(F, T*(1)4[s, (A%* 90 1) 1_n 1) T (ARS(T*())FN]5, )

Nous montrons dans la proposition 2.5.4 que detpta (XL (F,T*(1)) est
isomorphe & dety HZ 5(F,T*(1))*. Supposons-le pour linstant. Donc,

Larith,s,n(T) (8)" =
leT, /\d*(v)(ﬂv'(l) 1-he)” I(Agld] (T*(1))+) ") As"lp, vy -
Par la formule (1.4.3) appliquée & V*(1) et démontrée sous 6z,(V) , on a
Taritn,s,n(T*(1)), (8" )ex-q)
=BrAZs_s,(T* (1) A (A*Q7. ) 5. 4) T (AZS(T*(1)5)

dzme Fil? Dy (V*(1))

avec Bp = [Ij5_nl_; . D’ou, en posant

Ly= [I =",
—h<j<h

]Iarith,S,h(T)j:(S)L
=A% s_s,(T*(1))zler, By ' Lularitn,sn(T*(1)) L (8™ )er ), v) -

Comme
Ag’:s_s,, (T*(1)) = detA(®ves—s,,T*(1)GF°°'”)—1 ® detp(®pes-spTF=w)"

on déduit de la définition de Igrith {poo},n(T*(1)) et de Lorith, (p,oo},n(T) (cf. (1.4.4)) que

—di FilV Dp(V*(1))+d+ (V) x *
]Iarith,{p,oo),h(T)d:(S)L = H l—jzmop e * 1[arith,{p,oc},h(T (1)):‘:(31 ) .

—h<j<h

Ce qui démontre (2.5.1) et donc le théoréme, & condition de montrer la proposition
suivante.
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2.5.4. Proposition. Supposons Leop(V) wvrai. Il eriste un homomorphisme naturel
injectif & conoyau fini de A-modules

Hgo,S(F’ T) - Extll\(Xolo,S(Fv T*(l))vA)L .

En remarquant que si M est un A-module de type fini, Ext}(M,A) est
isomorphe & Ext} (¢A(M), A) & un sous-groupe fini prés, on déduit de la proposition un
isomorphisme de A-modules

dety H2, 5(F, T) =detpExty (ta(X % s(F, T*(1))), A)*
detata(Xo s(F, T*(1)))",

ce qui finit la démonstration du théoréme 2.5.2.

Pour démontrer la proposition 2.5.4, nous utilisons le lemme suivant :

2.5.5. Lemme. Si Leop(V') est vraie, il existe un entier j tel que
H*(Gs,r,, T(4))

soit fini pour tout entier n.

Démonstration. Soit n un caractére de A ; on note €(7) le signe de n(c). Pour j tel que
T(5)*(1)m™ = T(j)¢™~ =0, 0n a
18y, enH"' (G5 F.y T(5)) — 187,60 H*(Gs F, T(5)) = P d_e()(V(5)) -
De plus,
18z,eqH" (G5, T(J)) = 182,60 Xc0,s(F, T(j)*(1))r,,
=p"d_()(V(5)) + 182,tA (X0 s (F, T(5)*(1)))ra -

Sauf pour un nombre fini de j, le Z,-rang de ta(Xg, s(F, T(3)*(1)))r, est nul. On en
déduit le lemme. O

Remarque : En fait, les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) Leop(V) est vrai ;
(2) pour une infinité d’entiers j, H*(Gs r,, T(j)) est fini ;
(3) pour une infinité d’entiers j, H'(Gg r,, T(j))+ est de rang

[Fo: Fld_s(V) .
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2.5.6. Démonstration de la proposition. 11 suffit de démontrer la proposition pour
un twist convenable. Quitte & changer V en un V(j), on peut donc supposer que
H?(Gs,F,, T) est fini pour tout entier n. Le Zp,-module tA(XZ, s(F, T*(1)))r, est lui
aussi fini pour tout entier n (démonstration du lemme 2.5.5). On en déduit que
ta(XL, s(F, T*(1))r, est égal & un groupe fini d’ordre borné prés au sous-Z,-module de
torsion de X, 5(F, T)r,. D’autre part, on a la suite exacte

0— QP/ZP [034] HI(GS,F,‘,T) — HI(GSJ;‘,V/T) — Hz(Gs,Fn,T) — 0

ou la surjectivité se déduit de la finitude de H?(Gsr,,T). Comme le groupe
X2, (F,T*(1))r, est égal & un groupe fini d’ordre borné prés & H'(Gsr,, V/T)", on
en déduit des homomorphismes de A-modules dont les noyaux et conoyaux sont finis
d’ordre borné par rapport a n

(tA(X oo s(F, T*(1)))r,)" ~ H*(Gsr,, T) -

Passons & la limite projective sur n. Pour le membre de droite, on obtient HZ, 4(F, T).
Pour calculer le membre de gauche, rappelons ([P84]) que si M est un A-module de
torsion et si w, est premier & la série caractéristique de M pour tout entier n (ce qui
est équivalent & ce que M, soit fini pour tout entier n), on a
Bxt} (M, A)* = lim(Mr,)" = (lim Mr, )’
n
ol la limite inductive est relative aux applications de transition
MFn+1 - Mrn
Wn41 T
Wn

r —

Comme t5(XZ, s(F, T*(1)))r, est fini, la limite projective des
(ta(Xoo,s(F, T*(1))r,)"
est bien
Extj (ta(Xoo,s(F, T*(1))), A)*
qui est isomorphe (& un groupe fini pres) a
Ext (Xo,s(F, T*(1)), A)" .

On en déduit la proposition 2.5.4.
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Résumé. Une fois construit le module des fonctions L p-adiques de T, il est important
de connaitre ’ordre du zéro au caractere trivial et de savoir évaluer un générateur en
ce caractére. Cette évaluation permet de retrouver les invariants arithmétiques de V'
sur le corps F'. Ainsi, c’est ce genre de calcul qui permet de démontrer I’analogue de
la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer a une unité prés dans le cas des courbes
elliptiques. Apparait dans ce cas la hauteur p-adique et les nombres de Tamagawa.

C’est le but de ce chapitre : étude de l'ordre au caracteére trivial 1 d’un
générateur du module des fonctions L p-adiques et du calcul & une unité pres de son
coefficient dominant en 1. Cette étude demande de construire certaines hauteurs p-
adiques et les “périodes p-adiques”. On remarquera que ces hauteurs dépendent du
choix d’un sous-espace N de D,(V) de dimension d;(V). Les périodes p-adiques
qu’elles définissent interviennent alors dans I’évaluation de Isrith,(p,00}(T)(n) ou de
17 ith (p3 (T)(n) ol n est un élément non nul de detg, N. On notera le role de 'opérateur

(1-p)A—-plp™H!
ou plutot de sa puissance extérieure d (V). Il permet d’expliquer le facteur d’Euler un
peu anormal que I'on rencontre toujours dans les probléemes d’interpolation p-adique.

Les formules trouvées dans ce chapitre nous servent de guide dans I’établis-
sement des conjectures ou questions du chapitre 4. Ainsi, la conjecture définissant la
fonction L p-adique d’un motif et la conjecture principale affirmant que cette fonction
est un générateur du module des fonctions L p-adiques que nous avons construit dans
les chapitres 1 et 2 impliqueront la “partie en p” des conjectures a la Bloch-Kato grace
aux résultats de ce chapitre (sous Réc(V)).

Signalons que nous avons toutefois supposé pour simplifier que les opérateurs
l—gpetl—plyp!
intéressants, pour plus tard.

sont inversibles, laissant les autres cas, pourtant extrémement
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3.1. Périodes p-adiques.

3.1.1. Le but de ce paragraphe est d’associer a la représentation p-adique pseudo-
géométrique V, cristalline aux places divisant p, des périodes p-adiques analogues
aux périodes complexes de Beilinson-Deligne-Bloch-Kato des motifs. Pour cela, nous
reprenons le point de vue de [FP91] et de [FP94] et le transposons dans le cadre p-
adique.

Nous ferons tout du long I’hypothése simplificatrice que 1 et p~! ne sont pas

valeurs propres de ¢ agissant sur D, (V') ; en particulier, H*(F, V) = H°(F,V*(1)) = 0.
Posons

Af(F,V) = (detq,H}(F, V) ® detg, H;(F,V*(1)))™! ® detq,tv
avec toujours ty = D,(V)/Fil°D,(V) ; c’est un Q,-espace vectoriel de dimension 1
(cf. Appendice A pour des rappels sur les H}) Si N est un sous-espace de D,(V') de
dimension d,(V'), on construit en 3.1.2 et 3.1.3 une application

Pery,y : Af(F, V)™ — Homg, (detg, N, Qp)
que 'on peut étendre par linéarité en une application
Pery,y : Af(F, V)™ — Homg,,,, (Beris ® detg, N, Beris) -

Plus généralement, la méme construction est valable si NV est un sous-espace de
B ® D, (V) de dimension d; (V) et B le corps des fractions de Beyis.

Choisissons une conjugaison complexe c. Elle détermine un sous-espace
(Indgy@V)=! de Indp/@V de dimension d. (V) et donc par extension des scalaires et
via I'isomorphisme de comparaison un sous-B-espace vectoriel B ® (Indp/qV)°=! de
B ® D,(V') de dimension d (V). Si

Af(F,V,c) = Asy(F, V) ® (detq, (Indr/gV)=1)) 1,
on note Pery . 'application linéaire :

Pery.: Af(F,V,e)"' - B

déduite de Pery. En particulier, si wy est une base du Z,-module
detz, H}(F, T) ® detz, H}(F, T*(1)) ® detz, (Ind/qT)*?
et si w est un élément non nul de detg,tv, le Z,-module engendré par
Qr(w) = Pery, (wr @ w™?)

dépend de T, c et w.
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3.1.2. Fixons un sous-espace vectoriel N de D,(V') de dimension d;(V). Notons
ayny =arpyn: N — ty

I’application naturelle. On a alors la suite exacte tautologique

(stv,n) 0 — kerayy — N — ty — cokerayy — 0 .

Notons uy n : H}(F ,V) — ty — cokerayy le composé de lapplication logarithme
logy, relative a V et de la projection naturelle et

vy HF(F,V*(1)) = tyeq) = (Fil®Dy(V))* — (keray,n)*
le composé du logarithme relatif & V*(1) et de la transposée de ’'inclusion naturelle
de ker ay,x dans FilD,(V), l'isomorphisme ty-)y = (Fil®D,(V))* étant induit par la
dualité entre D,(V') et D,(V*(1)) ; on peut interpréter vy=)n comme Uy«(y) i OU

N+t c D,(V*(1)) est l'orthogonal de N. Par dualité, on obtient & partir de vy«1) n
une application linéaire

Ve Kerayy — Hp(F,V*(1))* .
On construit maintenant une application bilinéaire
<, >ynN: keruwv X ker'uv*(l),N — Qp .

Pour cela, soient y € H;(F,V) et x € H{(F,V*(1)) appartenant a kervy.n .
L’élément x définit, & isomorphisme pres, une extension V, de Gp-modules de V par
Qp(l) :

0—-Qp(l) = V; =V 0.
On a la suite exacte ([FP94, II, 2.2.3])

0 — H}F,Q,(1)) — H}(F.Vz) —» H}(F,V) = 0.

On note Sgiop2(y) un relevement quelconque de y dans H}(F , Vz). On a d’autre part le
diagramme commutatif dont les lignes sont exactes

0 — ®vH}(Fanp(1)) - @'UH}(FU,V;) - @vH}(F'uaV) — 0
T

T T
0 — D,(Qp(1)) — ty, — ty — 0

ou les sommes sont prises sur les places v € S,. Comme p!

¢ sur D,(V), la suite exacte

0 — Dy(V*(1)) — Dp(V(1)) — Dp(Qp) — 0

n’est pas valeur propre de

IR

admet un scindage (respectant l'action de ¢) donné par D,(V;(1))¢=! D,(Qyp).
D’ot1, par dualité, une section o, de la projection D,(V;) — D,(V) ; le fait que
x € ker vy+(1),n signifie que

o-(Fil°D,(V) N N) C Fil’D,(V;) .
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Supposons que y € keruy,y. L’'image Loc,y de y par localisation dans ¢ty appartient a
l'image de N : Locyy = an(ny). Notons s, no(y) 'image de n, dans @yes, H}(F, V)
par le composé

N —— D,(V) —= Dy(Vz) tv, Bues, HH(Fo, Vo) 5
elle est définie modulo I'image de ker ayy = N NFil°D,(V). Notons
ly : @uves, Hi(Fy, Qp(1)) — Qp
I’application composée

Does, H} (Fo, Qp(1)) = Dues,Qp @z, lim O, /OFF" — Q,

n

ol la derniere application est égale a >,cg, log,NF,/q,- On pose

< Y, T >vn= lyx(Sgi0b,z(Y) — Sp,nz(¥)) -

Cela ne dépend pas du choix de Sgopz(y) (la somme des invariants locaux d’un
élément global est nulle) ni, pour z € kerwvy.g)~, du choix de s, n.(y) puisque
o-(Fil°D,(V) N N) C Fil°D,(V,). Lorsque cette forme bilinéaire est non dégénérée,
elle induit une application H;(F,V*(1))* — H}(F,V) telle que la suite

ker ay,N — H}(F, V*(l))* — H}(F, V) — cokeraV,N

soit une suite exacte.

Remarque : Le fait de choisir sgop.(y) dans H } (F,V;) n’est pas essentiel. On peut
prendre Sgiob,-(y) dans H!(Gs,r, V) & condition de choisir ensuite pour tout v € Sy — S,
un relévement s, .(y) de y dans H}(F,, V;) et de définir

<Y,z >v,n= Ix(Sgiobz(y) — Sp,n,=(y)) + Z ordy (Sgiob,z(Y) — Sv,w(y))IngN'U .
‘UGSf——Sp

Définition : On dit que N est régulier si la forme bilinéaire < , >y est non
dégénérée et si la suite

(sfv,w) 0 — keray,y — H}(F,V*(1))* = H}{(F,V) — cokeray,y — 0

est exacte (pour parler de la premiére condition, on dira désormais que la suite sfy n
existe).
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Rappelons que 'on a ([FP94, II, 2.2.2])
(3.1.1)
dimeH}(F, V*(1)) — dimq,H}(F,V) =d (V) — dimg,ty
=dimeker ay.N — dimecoker ay,N -

On en déduit que si la suite exacte (sfyn) existe, N est régulier si et seulement si
I’application H} (F,V) — coker ay,y est surjective.

3.1.3. Supposons que la suite (sfy,n) existe. On déduit des deux suites (styn) et
(sfv,n) une application
Peryn : Af(F, V)1 —detg,coker ay,y ® (detg,ker ayv,n) ™! @ (detg,tv) !
g(detQpN)_l = Home (detQpN’ QP)
qui est un isomorphisme si et seulement si la suite (sfy,n) est exacte. Lorsque la suite

(sfv,n) n’existe pas ou lorsqu’elle n’est pas exacte, nous conviendrons que Pery y = 0.
On obtient aussi & partir de Pery,  une application

Pery : Af(F, V)™ ® detq,N — Q, .

3.1.4. Soit
Locyy : HHF, V) — @yes, H} (Fy, V)
et
Locy,v=q1y : H(F,V*(1)) — @ues, Hj(Fy, V(1))
les applications de localisation. Notons d’autre part H}, {p}(F , V) le noyau de ’appli-
cation

HY(Gs,p, V) = ®ues,—s,H (F,, V)/H}(F,, V) .
En reprenant la construction de < , >y, on voit que la forme bilinéaire < , >vyn
s’étend de maniére naturelle en une forme bilinéaire

H} ;3 (F, V) x ker Locpy=1) — Qp

indépendante de N que ’on note provisoirement Bg. Soit H}’ {p}(F , V)0 le sous-espace
vectoriel de H}, {p}(F , V') formé des éléments z tels qu’il existe un entier M et pour tout
n un élément , de H'(Gg F,, T) tel que Mz = Trp,/rz,. Nous en verrons une autre
définition au paragraphe 3.3.1.

Lemme. Le Qp-espace vectoriel H}Y{p}(F, V), est contenu dans le noyau a gauche de
Brp.
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Démonstration. Notons provisoirement X (F') le noyau de
H}(F,T*(1)) — ®ves, Hj(F,, T*(1)) & (Bves,—s,H} (Fo, T*(1))/H}(F,, T*(1))*)
olt @yes;—s,H;(Fy, T*(1))* est 'image de
6B‘()ES’f—SpZ«:];O,()(I;.I’ T*(]‘))Goo
dans
@vesf—SpH}(Fva T*(l)) .
Il est montré dans [P92, §2.2] (cf. aussi Appendice A.2.4) que H}(F,, T*(1))* est
d’indice fini dans H}(F,, T*(1)). De plus, le noyau de I’homomorphisme
Hj(F,, T*(1)) — H(F,,V*(1))
est fini d’ordre §((V/T)%F). On en déduit que X (F') est d’indice fini dans I'image

réciproque de ker Loc, v+(1) dans H{(F, T*(1)). De plus, si X(Fy) est défini de maniére
similaire pour le corps F,, 'indice corespondant est borné par rapport & n (loc.cit.).

Revenons a notre forme bilinéaire. Si x € X (F'), il définit une extension T,
de T par Zpy(1). On montre facilement que H}(Fv, T) est dans I'image de H}(FU, T.)
pour v € Sy : en effet, pour v € Sy — S,, 'application

H}(F,,T;) — H;(F,,T)

est surjective ([P92, lemme 2.2.3], énoncé en A.2.5) ; pour v € Sp, il est clair que
I'extension T, étant scindée, tout élément de H}(F,,, T) admet un relévement canonique
dans H}(F,, Ty). Siy € H} ,,(F,T), si sgobz(y) en est un relevement dans H'(F, Ty),
si Sy(y) en est un reléevement dans H}(Fv,Tx) pour v € Sy — S, et si s5,,(y) est le
relevement canonique de y dans H}(Fv, T,.) pour v € S, il est facile de vérifier que

BF(?J,SC) = lx(sglob,x(y) - Z S‘U,:l!(y)) € ZP 3
'UGSf

ly : ®uves, Hf(F,, Zy(1)) — Z, désigne maintenant I’application composée
Dves, H} (Fy, Zp(1)) = Bues, im OF, /O™ — Z,
n

ol la derniére application est égale a

> log,Nr,jq, — »_ (log,Nv)ord, .

VES) ’UESf—Sp
En particulier, sur H} ,(F,T) x X(F), Br est a valeurs dans Z,. On définit de
la méme maniére Bg, (en utilisant encore ’homomorphisme I, ) ; Bp, est encore &
valeurs entiéres sur H}’ {p}(Fn,T) x X (F,) et en particulier, il existe une constante
C, indépendante de n, telle que Bp, est & valeurs dans C~'Z sur H },{p}(Fn,T) X
resp,/r X (F'). Soit maintenant y € H} () (F,V)o. On a donc My = Trp,/rys avec
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UYn € Hfl, {p}(Fn, T). Les relations de compatibilité par restriction et corestriction de Br
et B, impliquent que

MBF(y,ll;) = nBFn(yn;reSFn/Fz) € pnC_lZP )

ce qui tend vers 0 avec n. D’ou la nullité de Bp(z,y). O

Notons << , >>y la forme bilinéaire qui se déduit de Bf :
H} () (F,V)/H} (53 (F, V), x ker Locy y=1) — Qp -
Le probleme de la non-dégénérescence de << , >>y sera fondamental dans la suite.
3.1.5. Proposition. Siy € keruyn et si x € kervy-y n, on a

<Y, T >yn=— < ZI,Y Sv+),NL

Remarquons que
keruy,ny = kervy yi ,ker vy-1) v = keruy.y n1 -

Un corollaire de la proposition est que, au signe pres, les suites sfv,n et sfy«(1) y1 sont
duales.

Démonstration (cf [Ne93, §4]). Rappelons que z (resp. y ) définit une extension V, de
V par Qp(1) (resp. une extension V*(1), de V*(1) par Q,(1)). Se donner un relévement
Sgiob,e(y) € H}(F,V;) de y revient & se donner une extension E,, de Q, par V;. On
peut aussi voir E,, comme une extension , c’est-a-dire un diagramme commutatif dont
les lignes et les colonnes sont exactes

0 0 0
1 1 !

0 - Q1) —» V, — |4 — 0
! ! 1

0 — Q) — Epy — V*(1);(1) — 0
! ! !

0 - Q - Qp — 0
) 1
0 0

On dira que E,, est une extension panachée de V*(1);(1) par V; ou associée a
(z,y). Soit de méme E,, n, la somme directe des extensions cristallines de Q,[Gr,]-
modules de Q, par V,, pour v € S,, qui correspond au relévement choisi s, n2(y). Si

72



VALEURS DU MODULE DES FONCTIONS L p-ADIQUES

(Ezy)p est E;, muni de 'action de @yes,Gr,, (Ezy)p — Ezy np définit un élément de
EBvespExtéFv (Qp, Qp(1)) = Buoes, H'(Fo, Qp(1)) et on a par définition méme

<Y, T >VvN= lx((Ez,y)p - z,y,N,p) :

On remarque alors que —(F,,)*(1) est une extension panachée associée a
(y,z) ; on la note E, ;. Le signe vient de ce que si a est la classe d'une extension de B
par A dans H!(GF, B*® A), la classe de ’extension de A*(1) par B*(1) qui s’en déduit
par dualité et twist a la Tate dans

HY(Gr, A*(1)* ® B*(1)) = H'(Gp, B* ® A)

est —a. Il ne reste plus qu’a montrer que —(E;y np)*(1) est une extension panachée
associée & (y, ) correspondant & un relevement de x du type s, y. ,(z). Décrivons ex-
plicitement les ¢-modules filtrés associés a V;, E; , np, etc ... On a une décomposition
canonique de p-modules

Dp(Vm) = DP(V) D Dp(Qp(l))a Dp(V*(l)y)) = DP(V*(l)) 2] Dp(@p(l)) .

La filtration sur D,(V,) compatible avec les filtrations de D, (V') et de D,(Q,(1)) est
déterminée par Fil®D,(V;) : une fois celui-ci connu, F il'D,(V;) est 'image réciproque
de Fil'D,(V) pour i < 0 et l'image réciproque de Fil'D,(V) dans Fil’D,(V;) pour
i>0. Ona

Fil’D,(V;) = {(d, \z(d)), d € Fil’D,(V)}

avec A, : Fil’D,(V) — Q, = D,(Q,(1)) donnée par
Az (d) = —[d, logy.1)T]p,v) -
De méme, la filtration sur D,(V*(1),) est entiérement déterminée par
Fil'D,(V*(1),) = {(d", A,(d")), d" € Fil’D,(V*(1))}
avec ), : Fil’D,(V*(1)) —» Q, = D,(Q,(1)) donnée par
Ay(d*) = —[d”, logyylp,(v+()) -

Maintenant se donner une extension panachée E cristalline de Qp[[Ives, Gr,|- modules
associée a (z,y) revient a se donner dans

D= DP(V-T) @ DP(QP) =D,(V)® Dp(Qp(l)) 52 Dp(Qp) )

muni de la structure naturelle de g-modules, un sous-espace Fil’D tel que I’on ait les
suites exactes
0 — Fil’D,(V;) — Fil’D — D,(Q,) — 0 .
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La filtration sur D est alors déterminée :

FiliD — FfliDp(Vx) » pour z >0

FiI'D,(V;) + Fil’D pour i < 0.

L’extension panachée E;, v, associée a (z,y) est telle que Dy(Eyynp) = D et

FilODp(Ex,y,N,p) = FilODp(Vz) + Qp(p,0,1)
ol x est un élément de N congru & logy(y) modulo Fil’D,(V) et ou (1,0,1) €
D,(V) ® D,(Qp(1)) ® D,(Qp). De méme, —E, , y1 , est telle que

DP(_Ey,x.N*,p) = DP(V*(l)y) @ Dp(Qp) = D,,(V*(l)) @ Dp(@p(l)) S Dp(Qp)
et
Fil°D,(E, » v+ p) = Fil°D,(V*(1)_,) + Qp(1,0,1)

ou (v,0,1) € DL(V*(1)) ® Dy(Qp(1)) ® D,(Q,) et v un élément de N1 congru a
—logy+(1)(z) modulo Fil’D,(V*(1)). On a alors une dualité naturelle de ¢-modules :

Dp(Ezynp) X Dp(—Ey 2 N1 p) = Dp(Qp(1)) — Q1] .

Pour finir la démonstration, il suffit de montrer que Fil°E;, , n, et Fil°(—E, ;) sont
orthogonaux, i.e. pour tout d € Fil’D,(V), d* € Fil’D,(V*(1)) , k € Q,, k¥’ € Q,,

[(d+ kp, Az(d), k), (d" + K'v, =2, (d%), k')]Dp(E,,y,N,,,) =0.
Or cela vaut

[(d+ ku,d” + K'V]p,v) + [Xz(d), KD, @) — [F, Ay(d)]D,(@p)
=[d, d*] + k[, d*] + K'[d, v] + kK[, V] + k' Az (d) — kAy(d*)

en posant [, | =[, |p,(v)

=k[u — logy (y),d*] + K'[d, v + logy. (1] = 0

en utilisant le fait que Fil®D,(V) et Fil’D,(V*(1)) sont orthogonaux, la définition de
Ay et Ay, le fait que p € N, v € Nt et que p—logy (y) (resp. v+ logy . (1)) appartient
a Fil’D,(V) (resp. Fil°D,(V*(1))). La proposition s’en déduit. O

3.1.6. Plus généralement, soit n un entier > 0 et n un caractére de Gal(F,/F) de
conducteur p"*1, c’est-a-dire ne se factorisant pas par Gal(F,,—,/F) et de signe €(n). Si
Q,(7n) est le corps engendré sur Q, par les valeurs de 7, notons V' (n) la représentation
p-adique a coefficients dans Q,(n) tordue de V par 1. On définit alors encore un
Q,(n)-espace vectoriel A(F,V(n)) de dimension 1

Af(F,V(n)) = (detq,mH}(F,V(n)) ® detq,mH} (F, V(n)*(1))) ™
® detq,n)tvm
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et une application

Pery(;,n : Af(F,V(n))™" — Homg,m)(detg,mN, Qp(n))

ol N est un sous-espace de D,(V(n)) = Q,(n) ® D,(V) de dimension d., (V). On
pose
Pery (y(w ® n) = Peryy n(w)(n) .
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3.2. Exemples et cas particuliers.

1

3.2.1. On suppose toujours que 1 et p~! ne sont pas valeurs propres de ¢ agissant sur

D, (V). Donnons quelques cas particuliers de la définition de Pery y et de Q.

3.2.2. Cas (I) : Supposons que H}(F,V*(1)) = H;(F,V) = 0. Cela se produit par
exemple (au moins conjecturalement) si V est la représentation p-adique associée & une
courbe elliptique définie sur F' de rang de Mordell-Weil nul ou si V' est la réalisation
p-adique d’un motif critique dont la fonction L ne s’annule pas en 0.

Soit N un sous-espace régulier de D,(V) de dimension d.(V). Alors,
nécessairement ker ay,y = 0. La relation sur les dimensions (3.1.1) jointe a la nullité
de H}(F,V*(1)) et de H}(F, V) implique qu’alors coker ay,x = 0. Ainsi, N est régulier
si et seulement si N NFil°D,(V) = 0.

On a ici Ay(F,V) = detg,tv. Choisissons un élément non nul w de detg,tv
et un élément non nul n de detg,/N. Alors, Pery(w™! ® n) est simplement égal au
déterminant de l'isomorphisme ay y : N — ty calculé dans les bases n et w, i.e

det(ayn)(n) = Pery(w™!' @ n)w ,
ce qu’il est commode de noter avec un abus de notation

Pery (w™! ® n) = det(avn)(n)/w .

Soit ¢ une conjugaison complexe telle que B ® (Indp/pV)“=! soit régulier,
i.e. telle que B ® (Indr/gV)*=! N B @ Fil’D,(V) = 0. Notons ay, I'application ay,y
pour N = B ® (Indp/qV)*=" :

ay.: B® (Indp/QV)°=1 — B®ty .
Alors, si ty est une base du Z,-module detZP(IndF/QT)C=1,
Qre(w) = det(av,)(t4)/w

est ’analogue de la période de Deligne.
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3.2.3. Cas (II) : Supposons qu’il existe un sous-espace N tel que la suite
exacte (sfy,ny) se réduit a

0— H}(F;V*(l))* — H}(F, V)—0.

Cela se produit (au moins conjecturalement) lorsque V est la représentation p-adique
associée a une courbe elliptique définie sur F'.

On a kerayy = cokerayny = 0 et md (Tmin(V)) = mg (175:,(V)) = 0.
L’application bilinéaire < , >yx est alors définie sur H}(F,V) x H}(F,V*(1)).
Choisissons une base wr du Zp,-module detz,H;(F,T) ® detz,H}(F,T*(1)), w un
élément non nul de detq,ty et n un élément non nul de detg,N. Notons

diSCwT <, 2VN

le déterminant de H}(F,T) — H;(F,T*(1))* relativement & wy. Alors, on définit
Pery (wr @ w™! ® n) par

discy. < , >y det(ayn)(n) = Pery(wr @ w™! @ n)w
ce que 'on note par abus de notation

Pery(wr @ w ! @ n) = discor <, >vn (det(ayn)(n)/w) .

Soit ¢ une conjugaison complexe telle que (Indr/qV )°=! soit régulier. Notons
ay,. (resp. < , >y.) lapplication ayy (resp. la forme bilinéaire) associée a
N = B ® (Indp/qV)*=". Alors, si t, est une base du Z,-module detz, (IndpoT)*=?,

Qrc(w) =discyr <, >vedet(ave)(ty)/w € Beris

est 1’analogue de la période de Deligne et Birch-Swinnerton-Dyer.

3.2.4. Cas (III) : On suppose que H;(F,V*(1)) = 0.

Alors, N est régulier si et seulement si N NFil®D,(V) = 0 et si ’application
H}(F,V) — cokeray,y = Dy(V)/(Fil’D,(V) + N)

est injective. Elle est alors bijective. Un tel N existe & cause de 1’égalité déduite de
(3.1.1)
dimeH}(F, V) = dimg,ty —d (V) .
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Si wr est une base du Z,-module libre detz, H;(F,T), si (V) est la dimension de
H}(F,V), si w est une base de detg,ty et si n est une base de detg, N, on a

Pery (wr ® w™! @ n)w = A"Wlogy, (wr) A (A V) (ayn)(n))
ce que 'on peut encore écrire
Pery (wr ® w™! @ n) = A"Wlogy, (wr) A (A V) (ay y)(n))/w .
Choisissons une conjugaison complexe c telle que (Indg/V)*=!
une base de detz, (Indg/qT)*=",
Qre(w) = A" Vlogy (wr) A (A ave) (t4) /w

est un “régulateur” du type régulateur de Beilinson.

soit régulier. Si t, est

3.2.5. En général, on peut décrire “explicitement” Pery de la maniere suivante. Dans
ce qui suit nous ferons un certain nombre d’abus de notations afin de pas alourdir trop
la description. On suppose toujours N régulier.

Soient w; base de detg, H}(F, V), wy base de detq, Hf(F,V*(1)) et w;y base
de detq,ty. Soient w; n (resp wz n) une base de detg,ker uy,n (resp. detg,ker vy-1)n).
Ecrivons

w1 =wiN AWy, We=WaN AWy -

Soit n € detg.N. On note n; € detg, kerayy, w® € detg, coker ay y tels que

Qp Qp ) Qp s
(n1, n, weg,w™) soit compatible & la suite exacte (styn). On note log,.(wjy) et
log,,—1 (wy ) les éléments de Q) tels que

logy (w) ) = log n(w) y)w™ € detq,coker ay,n
et
logy.(1y(wo n) = lognl-l(w;',\,)nl‘1 € detq, (ker ay,n)* = detg,coker ay«q) Nt -

Alors
(3.2.1)
Pery (w, ® w2 ® wt;l ®n) = disCu, y@uan < > VN 108 n (wWin) IOgn;l(w;,N) .
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3.3. Multiplicité du zéro (premiére forme).

3.3.1. On suppose toujours que 1 et p~! ne sont pas valeurs propres de ¢ agissant sur

D, (V). Rappelons que H} ,,(F,V) est le noyau de I’application

HY(GsF,V) — ®uves;—s,H'(Fy, V)/H}(F,,V) .
L’image de Q,® H, 5(F, T)g., dans H'(Gs,r, V) est en fait contenue dans H} ,\ (F, V)
(I'image de Z}, ,(F,T) dans H'(F,, T) étant contenue dans H;(F,, T) pour v & S,, cf.
A.2.3) et c’est le Qp-espace vectoriel que 'on a noté H},{p}(F, V)o. Notons H}(F, Vo
Pintersection de Hj 1, (F, V), avec H;(F, V). Posons

§(V) = dimq,H} (3 (F, V) — d_(V) — (dimq,H} (F,V) — dimg,H(F,V),) .
Nous montrerons dans la proposition 3.4.2 que Q, ® HL, 4(F, T)g,, s’injecte dans
H} (), (F,V) ; on a alors

d_(V) < dimg,H; 1,3 (F, V), ,
avec égalité si Leop(V, 1a) est vraie? et §(V') est supérieur ou égal a
dima, (H} 5y (F, V)/H} (53 (F, V)o) — dimq,(H}(F,V)/H}(F,V)o) ,

avec égalité si Leop(V, 1) est vraie. Le nombre 6(V') devrait étre nul, comme on le
montre sous des conditions supplémentaires dans la proposition 3.3.4.

Nous supposons implicitement Leop(V, V*(1),14) vraie dans le paragraphe
3.3 (dans le cas contraire le module 1417, 1,3 (T) est nul et les propositions qui suivent
sont encore vraies mais sans intérét).

Proposition. Supposons Réc(V') si Fil®D,(V) # 0. Soit T un type a linfini de V.
Alors, 15,41 (3 (T) @ un zéro en 1 de multiplicité supérieure ou égale d

dimq,H}(F,V*(1)) —mg (1) + 6(V) .

Pour énoncer la proposition sans faire intervenir de type a l'infini, intro-
duisons une convention. Si f = (f;) € L(K® M) ou M est un Q,-espace vectoriel
de dimension finie, on dit que f a un zéro de multiplicité r en un caractére p continu
de G si p((y — 1)~" fn) est définie et non nul pour h assez grand ; plus précisément

?rappelons que 14 est le caractére trivial de A et que Leop(V, 1) signifie que H*(Gs,r,_,V/T)? =
0
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si p = nx’, avec 1 un caractére d’ordre fini, on peut prendre & > j. L’entier 7 est
indépendant de h, car p(ls) est non nul pour s > j.

Proposition. (bis) Supposons Réc(V') si Fil®D,(V) # 0. Alors, Larith,(p.cc}(T) a un
zéro en 1 de multiplicité supérieure ou égale a

dimg, HX(F,V*(1)) + 8(V) .

Les deux propositions sont équivalentes. La démonstration est faite dans le
reste du §3.3. D’autre part, ce résultat sera amélioré dans les §3.4 et 3.5.

3.3.2. Si a € Hg, s(F,T), notons P(a) 'image de o dans H} .\ (F,T). On note
o+ L, Iapplication inverse de F,,,. A priori, L, est un élément de K(Goo)@D, (V).
Notons Ay ’application

Bues, H' (F,, V) — Fil’D,(V)
duale de Papplication exponentielle
ty — EBveSle(Fv; V) .

On fixe un entier h > 0.

Lemme. On suppose Réc(V') si Fil°D,(V) # 0. Soit o € HL, 4(F,T). Alors,
(i) si Fil°Dy(V) =0, on a

(1 =) (1 =p e H1(Lapn) = £(h — 1)!ogy (P(c)) ;
(ii) si Fil°D,(V) #0, on a
(1—@) (1 =p o )1(loLapn) = £(h = 1T Ay (P(a))

En particulier, lorsque Fil®D, (V) # 0, L4, pour A > 0 a un “pdle” en 1 si
et seulement si P(a) n’appartient pas & H{(F, V). Remarquons aussi que les formules
peuvent aussi s’écrire en termes de L, : on a

(1—9) M1 =p e H1(l5" Lap) = logy (P(a))
si Fil®D,(V) =0 et
(1—@) A = p e H1(Lao) = £Av(P(a))
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. 10
si FiI'D, (V) # 0.

Démonstration. Pour la commodité de la démonstration, nous prenons h assez grand.
Les formules pour i > 0 quelconque s’en déduisent.

Supposons Fil’D,(V) = 0. L’application exponentielle expy r est un
isomorphisme de Dy (V') sur ®yes, H'(F,, V). 1l suffit donc de montrer que

expyp((1 =)' (1 = p7 9 )1(Lap)) = (h — I P(e) .

Soit f un élément de H(Goo)®D,(V) et 8 = 5, (f) € H(Go)®ZL, ,(F, T).
Posons g = f.(1+T), G € Q[[T]] ® D,(V) tel que (1 — )G = g. Alors, on a pour
n >0,

) (h = 1)t expy , (Snv(9)) = P(6n)
avec Z,v(9) = (p® @)~ "+*Y(G)(¢, — 1). Prenons n = 0. On a d’une part
(h — 1)t expy,p(Trry/r(Z0,v(9)) = P(B) ,
d’autre part
Trry/r(Sov(9)) = (1 —p7l9™)G(0) = (1 —p~ '™ )(1 — ¢) 7'9(0) = 1(f)
(cf. par exemple [P94, 3.2.2]). D’ou,
expy,p((1 — @) (1 —p e )1(f)) = (h = 1) P(B) .

Remarquons d’autre part que si P(f) est nul, 3 est divisible par v — 1 dans H(Gw) ®
Z3p(F, T) et qu’il en est de méme pour f.

Revenons & a. Ce qui précéde implique que ’on peut écrire Lopn = f/k
avec 1(k) # 0. On a alors avec les notations précédentes

P(o) = 1(k)"'P(B) ,
et 1(Lqn) = 1(k)"1.1(f). La formule (i) s’en déduit.

Supposons maintenant que Fil’D, (V') # 0. Soit y un élément de D, (V*(1))
et f un élément de A ® D,(V*(1)) tel que Eg v+(1)(f) = y. On a comme précédemment

Tra@)=@—-Dy=01-9)"' 0 —p o H1(f)
et
(h— 1)!expy.) r(y) = Qf/_:(l),h(f)o .
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On a
(h = ) P (P(@), Tra®)lp,w)
=(h-1DI"t< Tra(oo), expy«a),r(¥) >vo
= (h = 1)!°L(< Q)0 (Lan), Wiy 4 () >vico)
= £ 1(< 1021 _n(Lan), W) n () >vico)
==+ 1{loLa, flD,(v),
en utilisant Réc(V') (cf. 2.5.1). Ce qui implique en particulier que {pL, ; est définie en
1. D’ou,
(h = DI Av(P(@), Tra®)lp,m)
= £ [1(loLa,n), 1(f)]p,(v)
=% [1(loLap), (1 =) (1 = p o )Tra(®)lp,w)
= [(1-¢) (1 = p ' )1(0Lan) Tra(¥)]p,v)
On en déduit que

(1 =)' 1 =p e )1(lLan) = £(h — DI A(P(a)) ,

c’est-a-dire la formule (ii). 0O

3.3.3.  On suppose toujours Réc(V) et Leop(V,V*(1),1a). Choisissons des éléments
a; pour i € J avec §J = d_(V) de HL o(F,T), tel que HY o(F,T)+/ Tics Ay soit
un Aj-module de torsion et de série caractéristique premiere & v — 1. On note (V)
la dimension de H}(F,V),.

dimqy, Fil! Dp(V)—m} (1)

Lemme. [Lis_nl_; Nies Logn @ un zéro en 1 de multiplicité

supérieure ou €gale

dimq, Fil’D,(V) — mg (1) — d_(V) +ro(V) .

, . dimg, Fily Dp(V)—m7} (1)
Démonstration. Prenons h assez grand. Alors, [I;5_p l_;no,, P 7

zéro de multiplicité dimg, Fil®D,(V) — m (7). Supposons Fil’D,(V) = 0. Le lemme
3.3.2 implique que AjejLq;n est défini en 1. Comme dans ce cas 79(V) < d_(V), le
lemme est vrai. Supposons maintenant que FilODp(V) # 0. On peut choisir les «;
et un sous-ensemble J, de J de cardinal 75(V') de maniére a ce que les P(a;) pour
j € Jo engendrent H}(F, V)o. Le lemme 3.3.2 implique que lg-("’“"’“’) Njei—Jo Lajn
et Ajes,La;n sont définies en 1. On en déduit le lemme. O

aen 1 un
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3.3.4. Nous allons maintenant étudier la série caractéristique de HZ, = (F T). Rap-
pelons la suite exacte (1.3.1)

0 — X2, 5(F,T) »Hy, s(F, T) = Z, s(F, T) = X3, s(F,T)
- ozo,S(F’ T) - Zgo,S(Fr T) - Xgo,S(Fa T) — 0.

On note Y le conoyau de H}, 5(F,T) — Z3, s(F,T). On note HZ \(F,T) le noyau
de HZ 4(F,T) — Z2, 5(F,T). La suite (1.3.1) se coupe alors en trois suites exactes

(3.3.1) 0— X2 o(F,T) > HL 5(F,T) —» ZL s(F,T) > Y -0,
(3.3.2) 0—-Y = XL o(F,T) = H}, (,(F,T) =0
et

(33.3) 0— HZ () (F,T) — H% 5(F,T) — 2% 5(F,T) — X%, s(F,T) — 0.

On a le diagramme commutatif dont les lignes et les colonnes sont exactes et dont les
premiéres fleches verticales sont des isomorphismes :

Q®Z%,s(F, T)ew — Q®X5 s(F, T)go, —— Qo®HZ, (y(F, T)g,, —— 0

z —— HYGsr,V*(1))* ——  (kerLocpy+1y)* —— 0
avec
Z = ®'v€Sle(Fvv V) @ (GBvESf—S,,H}(Fv’ V)) :
pour cela, on remarque que pour v € S,
Qp ® Z;o,p(Fi T)Gw = @vGSpHI(Fv: V) ’

que pour v € S§ — Sp,
Buwlv Zaow (F, T) = @yjy TFo
([P92, 2.1 ou A.2.4]) et donc que

QP ® Zéo,v(F7T)Goo = Hl(Gooa @wlvVGFoo'w) = H}(Fv; V) )

pour le second isomorphisme, cf. (1.3.2) ; enfin rappelons que ker Loc,y-(1) est par
définition contenu dans H{(F,V*(1)) : c’est le noyau de H'(Gsr, V*(1)) — Z*.

On en déduit un isomorphisme naturel
Q® Hgo’{p} (F, T)g,, — (ker Locyy=1))* -
Notons Loc% , l'application de localisation

H2(Gs,p, V) — @vessz(Fv,V) .
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L’application définie rend commutatif le diagramme suivant dont les lignes sont exactes
@ves;-s, H}(Fy, V) —— Q@ HZ (1(F, T)g,, ——  kerLock, —_— 0
®veSf—SpH}(Fvy V) I— (ker LOCp,V*(l))* e (ker LOCS,V*(l)))* — 0

(ker Locg,v+(1) étant le noyau de localisation aux places de Sy).

3.3.5. On peut maintenant montrer la proposition 3.3.1. Le lemme 3.3.4 implique que
la série caractéristique f(HZ o (F5T)) de HZ (£, T) a un zéro en 1 de multiplicité
= dimg,ker Locy,y+(1). En utilisant la définition de I, 1,(T) donnée dans 2.3.3 que
I’on peut écrire sous la forme :
]I;rith,{p} (T)i (s)eT
=(2im)tH(mE) H liTQmeDP(V)_m?(T)
i>=h
sA (/\di(v)Qi/,h,i)_l(detAHio,s(Fv T): ® (detAHgo,{p}(F’ )Y,
on voit que la multiplicité du zéro est supérieure ou égale a
dimg, Fil®D,(V) — md (1) — d_(V)
+ 7o(V') + dimq,ker Locy, v+(1) -
Le lemme qui suit implique 1’égalité des dimensions :
dimgq,ker Locy,v+(1) + dimg, Fil®D, (V)
=dimq,H}(F,V*(1)) + dimg, H} () (F, V) — dimg,H; (F,V) —d_(V) .
La proposition s’en déduit facilement.
3.3.6. Lemme. On a la suite exacte
0 — H} () (F,V)/H}(F,V) — Fil’Dy(V)
— (H;(F,V*(1))/ker Locyy-1))* — 0 .

Démonstration. Cela se déduit des suites exactes du type “Poitou-Tate”, et plus
précisément de suites exactes (tensorisées par Q) de la proposition 4.1.1 de [P92]
(cf. aussi A.3) pour
Qp Rz, A= ®’U€SfH}(F‘U7 V)
et
Qp ®Zp A= @vESI—SPH}(Fva V) 2] eaveSle(Fv’ V) 3
et de l'isomorphisme ®yes, H(F,, V)/H}(F,,V) 2 Fil’D,(V). O
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3.4. Multiplicité du zéro (deuxiéme forme).

3.4.1. Nous allons maintenant construire une application
Hfl,{p} (F’ V) - QP ® Ho20,{p} (F’ T)Goo
(comparer avec [P92, 4.3]). On a la suite exacte
0 = HZ () (F,T)" — HY(Gs,p, V*(1)/T*(1)) = @ves, H' (Foow, V*(1)/T*(1))

Soit z € H} (,;,(F, T) et T; I'extension de T*(1) par Z,(1) associée a z & isomorphisme
prés. Soit A, (F) I'image réciproque de HZ, (1 (F, T)" C H'(Gs,r,., V*(1)/T*(1)) dans
HY(GsF,,,Vz/Tz). Montrons que I’application

Xz(Foo) — Hgo,{p}(F, T)
est, surjective : il suffit de vérifier que si y est un élément de
HY(Gs,rw, V*(1)/T*(1))

dont 'image dans H'(Fe ., V*(1)/T*(1)) est nulle pour tout v € Sy, le cup-produit
local en v de y avec z est nul pour v € Sy, ce qui est clair. On a donc une suite exacte

0 — HY(Gs,Fo0 Qo(1)/Zp(1)) = Xo(Foo) = HZ, () (F,T) — 0.

Soit z € H'(GsF,,V*(1)/T*(1)) appartenant & l'image de HZ .;(F,T)". Soit
Sgiob,z(2) un relevement de z dans X;(Fs). Comme z devient trivial dans

H'(Foop, V*(1)/T*(1))

pour toute place v de S, I'image Sgiob,s(2)v d€ Sgionz(2) dans H(Fi 4, Vi /T;) appartient
en fait & 'image de H'(Foo,0, Qp(1)/Zp(1)). Soit

Ly : 6Bv‘ESfFII(Fm,va Qp(1)/Zy(1)) — Qp/Z,y

lapplication définie & partir des p~™l,,, ol xm est la restriction de x & Gal(Fo/Fm)
(cf [P92, 4.3.1]) ; on pose

Ax(2)(2) = Ly (8g105,2(2)) -
On définit ainsi une application A,
Goo
H},{p}(F, T) e d Hgo,{p}(F’ T)

z — (2 — Ly (Sq10b,2(2))) -
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3.4.2. Proposition. (i) L’application A,
H}»{P}(F’ V) - QP ®Zp Hgo,{p}(F) T)Gm

est surjective et Q, ® HY, 5(F, T)q,, s’injecte dans H} ,(F,V). Ainsi, la suite

A
0— Qp®Hy 5(F T, = Hj(y (F,V) —== Q,®z, HZ ,,(F, T)°> — 0
est ezacte et Q, ® Hy, 5(F, T),, = Hf (1) (F, V)0
(ii) L’application composée
H},{p}(Fv V)/H},{p}(Fv V)o _>QP ®Zp Hc?o,{p}(Fr T)Gw
— Qp ®z, H, 5y (F, T)g., = (ker Locy,v=1))*

est l’application linéaire associée a la forme bilinéaire << , >>y-(1).

Démonstration. Pour (ii), il suffit de comparer les définitions. On montre ensuite
(comme dans le lemme du §3.1.4 ou en le déduisant de (ii)) que I'image H}, w3 (FyV)o
de Q, ® HL, 5(F,T) dans H'(Gsr,V) est contenue dans le noyau de A,. Notons K le
conoyau de l’application X2, ¢(F,T) — H}, ¢(F,T). On a le diagramme commutatif
suivant :

0 0 0
! ! l
0 — (QI,(XJ(G°° — GB'UGS;VGFU — QP®YG°° — ...
1 1 1
0 — Q®X2 s(F,T)e,, — H?*Gsrp,V*(1))* — XL s(F,T)°> — 0
1 ! (,\1) !
0 — Qp®H;o,S(F’T)Goo — H}’{p}(F,V) . QP®H§O‘{p}(F,T)G°°—> 0
l l (2) !
. — QP®KG°° — Z — Qp®YG°° — 0
l ! !
0

H'Y(Gsrp,V*(1)) & Qp®X5 s(F, T)o,
) !

IR

(ker Locy,v+(1))*

|
0 0

Qp®Ho20,{;i} (F’ T)Goo

La commutativité de (1) (resp. (2)) se démontre comme dans [P92, 4.4] (resp. [P92,
4.5]). Les colonnes sont exactes, les lignes sont exactes sauf peut-étre la troisieme (les

. signifiant que la premiére ligne se prolonge par la quatrieme). Enfin, la troisieme
ligne est un complexe. On en déduit par une chasse au diagramme que la troisieme
ligne est exacte. Plus précisément, on montre d’abord que A, est surjective, puis que
I'on a une surjection de Q,® H}, 5(F, T)g,, sur le noyau de A,. En utilisant '’exactitude
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de toutes les autres colonnes et lignes, on montre ensuite que Q, ® H, éo s(F,T)g,, et le
noyau de A, ont méme dimension, ce qui finit la démonstration. [0

Remarque : On déduit facilement du diagramme que Leop(V*(1),1a) est vraie
si et seulement si I'intersection de H; ;1 (F, V), (image de Q, ® H, {p}(F T)c,, dans
H} {p}(F V)) et du noyau de localisation ker Locg v est nulle, c’est & dire si et seulement
si Hf’{p}(F V). s’injecte dans @vESfH (Fy, V). Quand & Leop(V,14), elle est vraie si
et seulement si H} 0} (F, V), est de dimension d_(V).

3.4.3. Corollai're La forme bilinéaire << , >>y est non dégénérée si et seulement
st f(H {p}(F T)) a un zéro en 1 de multiplicité dimg,ker Loc, v=(1)-

Remarquons que la deuxiéme condition implique Leop(V, 14).

Démonstration. Posons r1 (V') = dimg, ker Locp v+1)- La multiplicité du zéro est supé-
rieure ou égale & la dimension de Q, ®z, H2, (,3(F, T)g., qui grace a 3.3.4 est 1(V).
De plus la dimension de Q, ®z, HZ (i (F T)C est 1nfer1eure ou égale & celle de
Q, ®z, HZ {p}(F T)g,, . Ainsi, la série caractéristique f(H, {p}(F T)) a un zéro en 1
de multiplicité r1 (V') si et seulement si I’application naturelle

Qp ®ZP Hgo,{p}(Fy ']'_‘)GW> b d Qp ®Zp Hgo,{p}(F7 ’I‘)G°°
est surjective. Supposons << , >>y non dégénérée. L’application

Hj oy (F,V)/H} (3 (F,V)o =Qp ®z, Ha, (3 (F, T)=
—Qp ®z, HY, (53 (F, T)g., = (ker Locy,yv-1))*

est donc un isomorphisme. Comme la premiére fleche est surjective, on en déduit que
QP ®Zp Hgo,{p}(Fa T)Gm - Qp ®Z,, Hfo,{p}(F, T)Goo

est surJectlve et f(H, {p}(F T)) a un zéro en 1 de multiplicité r, (V). Réciproquement,
si f(H {p} (F,T)) a un zéro en 1 de multiplicité r;(V'), Papplication

Hfly{P}(F7 V)/H},{p} (Fa V)o - (ker LOCP,V“‘(I))*
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est surjective. D’autre part, on déduit du lemme 3.3.6 et de (3.1.1) ou ’on échange les
roles de V' et de V*(1) que

dimg,ker Loc, v+y =dimq, H} (F, V*(1)) — dimq,Fil’D,(V)
— dimg, H}(F,V) + dimg,H} (,,(F,V)
=—d_(V) +dimqg,H} ,,(F,V) .

D’autre part, H},(F,V), est de dimension d_(V) grace & Leop(V,1a) (qui est
impliqué par le fait que la série caractéristique de H, go {p}(F, T)? est non nulle). Donc,
les dimensions de H} (,\(F, V)/H} (1 (F, V), et de (ker Loc, y-(1))* sont égales et

H},{p}(Fv V)/H},{p}(F) V)o — (ker Locy v+(1))*

est un isomorphisme. Ce qui signifie que << , >>y est non dégénérée. O

3.4.4. Proposition. S’il existe un sous-espace N de D,(V') tel que la forme bilinéaire
<, >vn: keruyn X kervy«qyn — Qp
soit non dégénérée, alors la forme bilinéaire
<<, >>vi H (3 (F,V)/H} (3 (F, V), % ker Locp v-1) — Qp
est non dégénérée et on a les isomorphismes
keruuN/H}(F, V)o Nkeruyn %’H} (F, V)/H}(F, Vo
=H} () (FV)/Hf (53 (F, Vo 5

en particulier, (V) = 0, Leop(V,V*(1),14) est vraie, i.e H}’{p}(F, V), est de dimen-
sion d_(V') et s’injecte dans ®yes, H' (F,, V).

Démonstration. Supposons < , >y, non dégénérée. Comme
(ker uv,n)o « H(F,V), Nkeruyy
est contenu dans ’orthogonal de ker Loc, v+(1) dans ker uy,n, on a une surjection
ker uy v/ (ker uy,n )o — (ker Locp y«(1))* .

Cette fleche se factorise :
keruy,n/(keruy,n)o C Hf(F,V)/H}(F,V), C H} () (F, V)/H} (3 (F,V)o
—->(ker LOCp,vt(l))* .
On en déduit que
H},{p}(F, V)/H},{p}(F, V)a - (ker LOCp,V‘(l))*
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est surjective. On montre comme dans le corollaire 3.4.3 que
dimg, (ker Locy, v+1))* = dimg, H} (), (F, V) /H} (1 (F, V), :

en effet, comme H} \(F,T)g, s’injecte dans H} ,(F\V), H H 0 (FyV)o est de
dimension égale au rang sur A® de H;o (0} (F,T)® et donc supérieure ou égale a
d_(V). Donc H} (,((F,V)/H} (3 (F, V), — (ker Locy,v+(1))* est un isomorphisme, d’ot
la premiére assertion. De plus, ker uy,n/(ker uy,n)o, — (ker Loc, y+(1))* est bijective et
on a les isomorphismes désirés. Enfin, on a Leop(V, 1a) grace & 3.4.3 et Leop(V*(1),14)
car la forme bilinéaire <, >y.(;) y1 est non dégénérée par 3.1.5. O

3.4.5. Définition : On dit que V est régulier en 1 s’il existe un sous-espace N de
D,(V) de dimension d. (V) régulier.

Donnons quelques conséquences de la notion de régulier :

i) Si V est régulier en 1 et si IV est régulier, 'application

H}(F, V)o — coker ay n
est surjective ; on a en effet d’apres le (ii) de 3.4.4,
H;(F,V)o/H;(F,V),Nkeruyn = H;(F,V)/keruyy ;
ii) Si V est régulier en 1, on a la suite exacte

(3.4.1)
0— H}’{p}(F, V)O/H}(F, V) — FilODp(V) — (H}(F, V*(1))/ker Locy v+1))* — 0 .

On utilise pour montrer ceci le lemme 3.3.6 et les isomorphismes de la proposition
3.4.4.

iii) Si V est régulier, Leop(V, V*(1),1a) est vraie.

iv) Si V est régulier en 1, V*(1) est régulier en 1.

3.4.6. Proposition. On suppose Réc(V) vraie si Fil’D,(V) # 0. Si V est régulier
en 1, I in (03 (T) (resp. Larith,(p,00}(T)) a un zéro en 1 de multiplicité

dz'meH}(F, V*(1)) — md (1)
(resp. dimq,H}(F,V*(1))).
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Plus précisément, si N est régulier et si n est un élément non nul de
detq, (), Larith,{p,00} (T)(n) & un zéro en 1 de multiplicité égale & dimq, H}(F, V*(1)).

Démontrons d’abord la propoisition lorsque Fil’D,(V) = 0. Avec les
notations de 3.3.3, [1;>—-n liz;n 0, FIFDp (V) —m3 (V) Nieg Lo, n & un zéro en 1 de multiplicité
égale & —d_(V')+ro(V) = 0. En effet, comme V est régulier en 1, pour N un sous-espace
de D,(V) de dimension d,(V), lapplication H{(F,V), — cokerayy = D,(V)/N
est surjective ; c’est donc un isomorphisme puisque H },{p}(F, V) = H}(F, V), est
de dimension d_(V) (par Leop(V,1a)). On en déduit que nécessairement Q, ®
Hy iy (FyT)g,, = H}(F,V), s'injecte dans D,(V') et on utilise alors les arguments
de la démonstration du lemme 3.3.3. Comme ker Loc, y+(1) est égal dans ce cas &
H}(F,V*(1)), on en déduit la proposition en utilisant 3.4.3 et 3.4.4.

On suppose dans les lemmes et propositions qui suivent (3.4.7 & 3.4.13) que
Fil’D,(V) # 0 et Réc(V) vraie .

3.4.7. On note By la projection de N + Fil’D,(V) sur Fil’D,(V)/N N Fil’D,(V)
parallelement a V.

Proposition. Soit o € HY, 5(F,T) tel que P(a) € H}(F,T). Alors,
1) Q=) M1 —p e H1(Lapr) = (h— 1) tog, P(a) mod FilD,(V);
(ii) si de plus P(a) € keruy,n et si y € kervy«1) N,

[Bn((1— @)1 = p7 '™ N 1(Lak))s logy iy W)]p,vy = (h = 17 < Pa),y >vnv -

Remarquons que le premier membre de (ii) est bien défini puisque logy«(1)(y)
annule N N FilODp(V). D’autre part, sous les mémes hypotheéses, les formules peuvent
s’écrire

(1—-9) 1 =p to )15 Lao) = logy P(a) mod Fil’D,(V) ,

Brn((1— @)1 = p le ™ )1(lg La0)), 108y (1) (W), (v) =< P(a),y >vN -

Démonstration de (i). Posons

g=1a((v = 1) 'Lao) = 1a((y — 1) BrloLan)
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avec Bn = [lo<jcnl-j- Comme P(a) € H}(F,T), g est un élément de Frac(H(T")) ®
D, (V') qui est bien définie en 1 et on a
1a((y = D)7 lofra) = Q4 4(9) -
D’ou,
logy P(a) = logy (Tra(ao)) =log x(7)(1 — ¢) 7' (1 —p7 ¢~ ")1(g)
et
1(g) = (h— 1)!(log x(7)) "' 1(Layp) -
On en déduit (i).

L’assertion (ii) se déduit des lemmes 3.4.8 et 3.4.9 qui suivent et ou l’on
suppose toujours que P(a) € Hy(F,T). O

3.4.8. Reprenons les notations de la démonstration de (i). Ecrivons g = gy + g~ + f
avec

gnv € Frac(H(D) @ (1 — )1 —p 9 )TN,

9" € Frac(H(I)) ® (1 — ¢)(1 —p~ o) T'Fil’Dy(V)

et
f € Frac(H(T)) ® (1 —p)(1 —p~lp™")7'S

ot S est un supplémentaire de N + Fil’D, (V). Les gy, g", f sont bien définis en 1. La
projection P(8) de 8 = Q,,,(g") dans @yes,H'(F,, V) est nulle : en effet, Ay (P(5))
est nul grace au lemme 3.3.2 car

1 =p)1=p e )M (P(B)) = (h — 1)1 (lg™) =0
puisque gV est définie en 1. D’autre part, la partie (i) du lemme 3.4.7 implique que

logy P(B) =(h — 1)!{(1 — )7 (1 —p ¢~ ")1(g")
=0 mod Fil’D,(V)

et donc que logy P(3) est nul. D’o la nullité de P(8). Comme ZZ, ,(F, T)g,, s’injecte
dans @yes, H'(Fy, T), on en déduit que 8 = (y— 1)’ ou f' € Frac(H(T)) ® 2}, ,(F,T)
et P(#’) a un sens. On pose

Sv,n(a) = Ay (P(B)) € Fil’D,(V)/Fil’D,(V) N N .

I1 est facile de voir que 6y, n () ne dépend que de « et non des choix faits.

Lemme. On a

Bn((1 =) M1 —p7le ™ )1(Lan)) = (h — ! Syn(a) .
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Démonstration. Avec les notations précédentes, on a

1a(Lan) = Bu(y — Dig'g = Bu(y — Dig ' (gn + g~ + f)
avec 1((y — 1)Ig*) = +1log x(y) # 0. Donc,
Br((1 =) (1 = p o) 1(Layn))
== (h — 1)!og x(7)Bn((1 — ) "' (1 —p~ ') 1(g"))
=+ (h— Dogx(7)(1 — )" (1 —p o~ H)1(g")

Alors, si gV = (v —1)"'gN et B/ = Q% ("), ona gV = ((y—1)/lo)log™, B= (v —1)F
et

log x(7)(1 =) 1 = p7 e H1(g") =(1 = ) ' (1 — Pl ") 1(log")
=xv(8)
d’apres le lemme 3.3.2. D’ou le lemme. O

3.4.9. Lemme. Poury € kervy.yn et a € H) (F,T), on a

[bv,n (@), logy-1y(W)Ip,(v) =< P(a),y >vn -

Démonstration. Prenons y € H}(F, T*(1)). Pour toute place v, le cup-produit local de
op, et de y est nul dans H?(F,,, Qp(1)) et donc dans H?(F, ., Zp(1)). On en déduit
qu’il existe oy, € HL g(F, Ty) relevant o. Nécessairement, pour v € Sy — S, P(ay)
appartient & I'image de Z},,(F,T) dans H'(F,, T) qui est contenue dans H}(F,, T).
Donc P(ay) € H},{p}(F,Vy). On prend alors

sglob,y(P(a)) = P(ay) .

D’autre part, reprenons les notations de 3.4.7 et 3.4.8. Posons

dv=(1—¢) (1 -p7 ') ' 1(gn)
et

d¥ =(1—¢) (1 -ple™H) T 1(g") .
On a donc

(log x(7)) 'ovn(a) = dV .
D’autre part,
(log x (7)) sp,ny(Ple)) = P(Q, n(oy(gn)))

ou oy est la section naturelle :

DP(V) - Dp(Vy)
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compatible & . Comme
(v — D)7 ooy — O, n(oy(9n + 7))

appartient & K(Goo) ® Z3, ,(F, Zyp(1)) et est bien définie en 1, comme I, est nul sur cet
espace, on en déduit que

I(Sqtoby(P(0)) = 3= spny(P())) = log x(7)lx(expy, r(oy(d")) -

vESp

Il ne reste plus qu’a remarquer que

oy(@) = > [dV,logy.1yyle, mod Fil®D,(V,)

vESp

oit (ey) est la base de Dy(Qp(1)) telle que Iy (expg,(1),r(€v)) = 1. On en déduit le
lemme. O

3.4.10. On choisit un sous-espace N de D,(V) régulier. Commencons la
démonstration de la proposition 3.4.6 proprement dite. On choisit les o; € H, ;o s(F,T)4
pour ¢ € J (avec §J = d_(V')) de maniére a ce que si z; = P(a),

i) les z; pour i € J forment une base de Q, ® HL, ¢(F, T)g,,

ii) les z; pour i € Jp (avec §Jo = 719 et Jo C J) forment une base de
H)(F, V),

iii) les z; pour i € Jon (avec §Jon = Ton €t Jon C Jo) forment une base
de

(keruy,n)o = H{(F,V)o Nkeruy,n .

En particulier, 3;cy Aya; est un sous-A,-module de HL, ¢(F, T), de rang
d_(V) tel que la série caractéristique de HL, o(F, T)+/ ¥ ;cy Ay soit premiére & y — 1.

On choisit un systéme libre (y;);c 5. de Hi(F,V*(1)) (avec §J* = 7*) dont
'image dans H}(F, V*(1))/ker Loc, y+@1) en est une base ; on demande que les (y;);c s
(avec §J% = 7 et Jy C J*) appartiennent & ker vy+1),~ €t que leurs images dans
ker vy« (1y,n/ker Locp v+(1) en forment une base.

Posons K = (J — Jo) U J*. Comme, grace & la suite exacte (3.4.1),

d_(V) — ro = dimq,Fil’D,(V) — 7 ,
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on a K = dimg,Fil®D,(V). D’autre part, grace & la conséquence (i) de 3.4.5, on a
7o — ro,v = d(V) — dimg, (Fil’D,(V) + N) .
Donc, comme 7y = 7 — dimg, (Fil’D,(V) N N) et que dimg,N = d(V), on a
Fry =70 — d_(V) + dimq, (FiI°D,(V) + N) = ron .

3.4.11. Lemme. Il existe une unique base (a;)icx de FilD,(V) telle que
(1) ai = Av(x;) pourie J— Jo ;
(ii)
0 sit#7J
ir logy~(1)¥i =6 = T
lai, logy-(1)¥i]D,(v) J {1 sii=j

pouri € K et j € J*. On peut de plus supposer les y; choisis de maniére a ce que les
a; pour i € J* — J} forment une base de Fil’D,(V)N N.

Démonstration. C’est une traduction de la suite exacte (3.4.1) d’une part et de la
surjectivité de H}(F,V*(1)) — coker ay. y1 d’autre part. O

Remargque : On compléte avec un systéme libre (a;);c; de N de maniere a ce que
les a; pour i € K U L forment une base de Fil®D,(V) + N ; une base de N est alors
donnée par les a; pour ¢ € L U J* — Jy.

3.4.12. Lemme. Sin est un élément non nul de detg, N, 1(NicsLa;n) AN est non nul.

Remarque : On montre en fait et on 'utilisera dans le paragraphe suivant qu’avec
les notations précédentes (en particulier du lemme 3.4.11)

(h— )= A=W (1 — )11 = p Lo D)1 AicsLayp) AN
= =+ det(< z;, y; >V,N)i€Jo,N,j€j,‘v Niey, Qi
A (/\ieJ_Jo/\v(.'L'i)) A (AieJO_Jo,NIOngi) An .

Démonstration. Prenons d’abord ¢ € Jon. Alors (1 — @) 11 — p7le™)1(La;n)
appartient & N + Fil®D,(V). Ecrivons

(h=DA—)'A—p o™ N1(Layn) = D Aia;;

JEKUL
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par la proposition 3.4.7, (ii), on a

Br( D Aijaj),logy-myylp,v) =< P(a),y >vN=< Zi,y >vN
JERUL

pour y € kervy«1),n. D’ou, en prenant y = y;, j € J,*V,
Aijj =< x4,Y; >VvN
pour ¢ € Jon,J € j,"{,. Donc
(h — 1)1ov AToN (1 — ) N1 — p~ o M) 1(Aicsg n Las,n)
=det(< i, y; >V,N)ieJo_N,je.i;V /\keJ';, ak
mod ST Qua; A(ATNTIDL(V)) .

JEKUL-J3,
Le nombre 6y = det(< Zi,Y; >ViN)icsy n,jei; €St non nul grace a la stricte régularité
de N et la proposition 3.4.4, (i). Pour i € J — Jp, on a

(h=1(1 =) (1= p7 0 ) 1(Lap) = @i
(lemme 3.3.2, (ii)). Ainsi, avec
t =ron +d_(V) — 1o = dimgq, (Fil’D,(V) + N) — d (V) ,
(h=1DPA (1 =) ' (1 —p o ) 1(Nicso yus-so Lo )
=6N Niejyus—so @ mod N AATID,(V) .
Comme (/\iej;,L,J_Joai) A n est un élément non nul de detg, (Fil°D,(V) + N), on a
(R =1 A (1= ) 11— p o) (X (Nieso,Nus-doLajh)) AT
==+ 6y /\ieJ';,uJ—Joai/\" .
Finalement, en utilisant la proposition 3.4.7, (i), on a
(N1 =) (1 = e 1 (AiesLa )] A
= £ 68 Negrui—io @ AN (Njeso—to n108yZ5 -

Comme
H}(F, V)o/ (keruy,n)o = H}(F, V) /ker uy ny = coker ay,n

(cf. 3.4.5, (ii)), Njeso—Jonl0gyT; est une base de detq,coker ay,n ; on en déduit que
A= (1 - )7 ' (1 = p o ) 1(AjesLag )] A

est non nul. [

3.4.13. La proposition 3.4.6 se déduit alors de la formule (3.3.4) et du corollaire 3.4.3
comme en 3.3.5.
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3.5. Valeurs spéciales et périodes.

3.5.1. Si j est un entier, notons I'*(5) le coefficient dominant de la fonction I'(s) en
s =j. On a donc

. (G - 1)! sij>0
() = :
G {(—1)9(3'!)-1 §7<0.
Si 7 est un type a l'infini, on pose
I(r,+) =[[T*(—9) 7 ;
q
t(r, ) =3 _ang (1) ;
q
™ (1, ) =(2im)"" (7, &) .

Ce dernier est un élément de (2i7)*"¥)Q.

Si F est un élément de H(Gw) ® M ou M est un Q,-espace vectoriel de
dimension finie, si p € Homeont (Goo,@: ), on pose
§(F) = F*(p) = limp < x >* (F)/s"

ou r est 'ordre du zéro en p.

Si F = (Fp) est un élément de L,(K(Go) ® M), et si p est un ho-
momorphisme continu de G, a valeurs dans C: tel que px~? est d’ordre fini,
((h — 3 — D))=sFy(p) est indépendant de h pour h assez grand. On le note F™*(p)
ou p*(F). De plus, on note a ~ b si a et b different d’une unité de Z,.

Enfin, posons L,(V,0) = det(1 — ¢|D,(V))~L.

3.5.2. Théoréme. Supposons V régulier en 1. Soit wy; € detg,ty, non nul et wr
une base du Z,-module detz, H}(F, T) ® detz, H;(F, T*(1)). Alors, il existe un élément
Clwr @ wyg') de Qp tel que, pour tout sous-espace N de Dy(V') de dimension d (V)
régulier et n € detg, N, on ait

AW (1 — )1 = p o)1 (Ii4m, ) (T)) (1)
~T7 (7, +)Lp(V,0) ' C(wr ® wtgl)Perv (wr ® w{;,l)(n)
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pour tout type a l'infini 7 et ce qui est équivalent

A1 = @)1 = p ™)1 (Tarith, (poo} (T)) (1)
~L,(V,0)" ' C(wr ® w,;l)PerV(wT ® wtgl)(n).

La démonstration du théoréeme 3.5.2 est faite dans le reste de §3.5. On
remarquera a la fin de cette démonstration que la constante C(wr ® wg'), qui ne
dépend pas de IV, peut étre définie sans hypothése de régularité. Dans le paragraphe
3.6, on la calculera complétement en termes d’invariants arithmétiques classiques.

3.5.3. Lemme. On a
H l(l_j)dimopFilij(V)-m;'(r)
§>—h,j#0
=((h — )= T T*(—q) "D (r, +) .
q

Démonstration. Notons A le membre de gauche. On a

A= H (__j)dimQPFiljD,,(V)—mj(r) )
j>—h,j#0
Comme
dimq,FiVD,(V) —m (1) = > ho(V) —ni(r),
h>q>j
on a

A= I 11 (_j)ilq(V)—n;,*(r)

J>—hjA0h>q2]

= I ( II (=)t

h>q>—h q>3>—h,j#0
On remarque alors que
I[I (=)=0r-DYI(-q).
q2j>—h,j#0

En effet, si ¢ < 0, cela vaut

[ 5=(—-1Y(=g—1)! = (h— )/T(=q) = (h - 1)!/T*(~q) :

—q<j<h,j#0

si ¢ > 0, cela vaut

(I » TI (=5) = (h— DY(=1)q! = (h — 1)1/T*(—q) .

0<j<h 0<j<q
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A=(h—-1)1-MTT I*(—g) =™ I [*(—q)" ™
q q

=(h = )W TII*(=q) T, +) .

3.5.4. Fixons quelques notations (cf. aussi 3.2.7). On écrit wg! = w; ® w, avec
wp € detQPH}(F, V) , Wwop € detQpH}(F, V*(l)) .

On note wy o une base de detg,H}(F,V)/H}(F,V), que I'on peut choisir de la forme
21 A--- A 2z, avec les z; appartenant a ker uy,ny et wyo une base de detg,ker Locy y+(1).
Choisissons (o;)ies dans HY, ¢(F,T), comme en 3.4.10. En particulier, si H; est une
série caractéristique de HY, o(F, T);/(Xicy Ati)+, elle est non nulle et premiére & v—1.
On pose toujours z; = P(a;). Notons L(T) (resp. A(T)) 'image (resp. le noyau) de
H}, s(F,T)g,, dans H} ,\(F,T),. Alors
1(Hy) ~A(T)L(T) : Y Zpzs)]
ied
LT, 7.) € Q) /Z;

On reprend les notations du §3.4.10. On pose

wi,N =wi0 N\ /\iEJo,NIi (S detQPker UV,N

wll,N = /\iGJo—Jo,N Z; ,

wa, N =wa20 Niesy, Yi € detg kervy«a)n ,

/
Wy N = Nieg a3, Yi -

Alors,
r_
wi,n Awy y =ur(wr, w10, Tu)wr
7
wa,N A\ wy y =ug(wa,ws,0, Yu w2
ol u; = uy(wi,wi0,Zs) €t Uy = ug(wo,wsp,ys) sont des éléments non nuls de Qp,

indépendants de N.

3.5.5. Soit H, une série caractéristique de HZ (\(F,T);. On peut choisir un
générateur I de (2im) 4", o0 (T), tel que
dimg, FiV Dy (V)—m}
I(n)er = [] l_l;-no” WPs(V)=m; (T)Hl_leTL/\(/\jeJﬁaj,h)

i>—h
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et le calcul de ’ordre de multiplicité implique que
I*(n)er = ] 1(l_j)di'"QPF“jDP(V)‘m;(T)1(H1)“11(Hg*)n N1(AjesLajn)" -
j>—h,j#0
Ecrivons
1(H3) ~ Ca(wr,0 ® wap)discu, gguwse <<, >>v
ou Cy = Cy(w1,0 ® w20) € Q. Ecrivons d’autre part

I(n)er =nAm;

si I'on pose
Pi(p) = A*M(1— )M (1 —plp™Y)
et
Ly(V*(1),0) = det(1 — |Dp(V*(1))) ™ = det(l — p~tp~![Dy(V)) ™,
on a
n A P_(¢)(m)

=(A V(1 = )7 (1 = p7le ™) [Pi(p) () Am]
=det(1 — @[Dp(V))'det(1 — p~ o Dp(V)) (P () "' (n))er
=Ly(V,0)Ly(V*(1),0) " P(p) () (n)er -

Enfin, on choisit n;, w™ comme en 3.2.5 : (n1,n,wy,w™) sont compatibles & la suite
exacte (styn). On pose n =n; Any. On a

Njeyy, @5 = (lognrl(wéy,\,))‘lnl
et
/\jEJO—JO,Nlongj = 10gw" (wll,N)wn .
Ainsi, en posant
T = Njejy, @5 N (Njes-sAv(z;))

on a

/\jej;,aj N (/\jeJ_Jo)\v(:L‘j)) AN (/\je_]o_jo'NlOgV:l:j) AN

(10 -+ () 1ogun (Wi w)T AW A .

Mais 7 (resp. T Aw™ Any = T Awy) est une base de detg, Fil’D,(V) (resp detg,D,(V))
indépendante de N (et de n). Posons T Aw;y = Cset avec C3 = Cs(wyy, T, T4, ys) € Q-
On déduit alors de la formule (3.4.2), de la formule

discy,; p@uws o << , >>v det(< z4,y; >VJ\;)1EJOW,jej].v

=diSCw1'N®w2'N <, >V,N .
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et de ce qui préceéde que
Py (@) 1(I*)(n)er
=Ly(V,0) ' Ly(V*(1), 0)T(r, +) ([ T*(—@)™¥) ~discu, youwnn < » >viv
q
logn;l(wé,N) logn (w,l,N)CI_IC2C3eT .
D’ou,
P (p)1(I*)(n) = T(7, +)Ly(V,0) ' C(wr ® wi;')Pery (w1 ® we @ wi;')(n)

avec

Clwr @ wih) = Ly(V*(1), 0)/(JI T* () V) " uyus CT 1 CoCs -
q
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3.6. Valeurs spéciales.

3.6.1. Nous rappelons ici la construction faite dans [FP94] permettant de comprendre
la partie “algébrique” des valeurs spéciales des fonctions L dans les conjectures de
Bloch-Kato généralisées. Nous ne supposons rien dans les paragraphes 3.6.1-3.6.3 sur
les valeurs propres de .

Posons
AS(F7 V)
=(®ie(0,1,2)(detq, H'(Gs V)H)EM) e ®ues(Rieqo,1,2) (detq, H (Fy, V)V

C’est un QQp-espace vectoriel de dimension 1. En utilisant I’existence de suites exactes
longues de cohomologie, il est facile de vérifier que le sous-Z,-module

Ag(F,T)
=(Qiefo,1,2)(detz, H' (Gs,F, T))(_l)i) ® ®ves(®icqo,,2)(detz, H(F,, T)) D™
de Ag(F,V) est indépendant de T. On définit
Ap(F,V) = L{(F,V) ® Ls(F,V*(1)) ® (detq, (Brves.. H*(Fy, V))) ™ ® detg, tv
avec
L(F,V) = detq,H*(F,V) @ (detq, H}{(F,V))™",
Ly(F,V*(1)) = deto, H(F, V*(1)) ® (detq, H}(F, V(1)) .

C’est un Q,-espace vectoriel de dimension 1. La suite exacte de Poitou-Tate pour F,
les suites exactes locales rappelées en A.2.4 et A.2.6 (voir aussi le paragraphe suivant)
permettent de définir un isomorphisme canonique de QQ,-espaces vectoriels

Af(1;‘7‘/) %"AS(F,V)

(comme en [FP94, II], par exemple). On note Agpgz,(F,V) le sous-Z,-module libre
de rang 1, image réciproque de Ag(F,T) par I'isomorphisme Af(F,V) = Ag(F,V).
Rappelons (cf. [FP94, 11, 4.1.7]) que si S’ C S, la fleche naturelle Ag(F, T) — A(F,T)
est un isomorphisme de Z,-modules.

3.6.2. Rappelons sans démonstration le lien entre ce module et des invariants plus
classiques comme le groupe de Shafarevich-Tate ou les nombres de Tamagawa ([FP91]
ou [FP94, 5.3]). On définit (T, F) comme le noyau de I’application

HY(Gs,r, V/T)/Qp/Zy ® H{(F, T) = ®yesH'(F,,V/T)/Qy/Z, ® H}(F,, T) ,
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c’est un groupe fini (cf. [FP94, 5.3.5]). C’est aussi le noyau de
Hi(F,V/T)/Qu/Zy ® H}(F, T) — ®vesH}(Fy, V/T)/Qp/Zy ® H}(F,, T) .

D’autre part, pour toute place v de S et wyy, base de detq,ty(F,) pour v € Sy, on
définit les nombres de Tamagawa Tam? (T) € p% pour v € S, (resp. Tam?(T)

V,Wtg,v
pour v € S — S,) de la maniére suivante : Pour toute place v de F', posons

Ly,p(V) = detg,(H°(F,,V)) ® (detq,H;(F,, V)™ .
Si v ne divise pas p et si I, est le groupe d’inertie en v, posons D, (V) = VI muni de
I’action du Frobenius ¢ et ty, = 0 ; si v divise p,

Dy (V) = (Beris ® V)™, ty, = Dy(V)/Fil’Dy (V) .
La suite exacte

0 — H°(F,,V) = Dy(V) - Dy(V) ® ty, — Hi(F,, V) -0,
ou D,(V) — D,(V) est donné par I'application 1 — ¢, induit un isomorphisme :
Ques, Lf,ro(V) = (detg,tyv) ™" .

Si wyg,» est une base de detg,tv,, on définit ’élément de Tamagawa par

Lipy(V) = Tamgymglv (T)wt_!?}v .

Si wyy € detg,ty, avec wiy = @yes,Wigw, ON POSE ensuite

0 _ o o z
Tam,, (T) = vgp Tamy(T) ng Tamg,,, (T) € p” .
Posons
L;(F,T) = detz, H*(F, T) ® (detz,H}(F,T))™}
et de méme pour T*(1). Finalement, posons
Tamy, (T)frr(T*(1), F)

T(Twie) =~y /T (1))0r

3.6.3. Proposition. Si wrt est une base du Zy-module
Li(F,T)® L;(F,T*(1)) ® (detz, (Bves. H (Fy, T))) ™
et wyy une base de detq,tv, on a

Appz,(F,V) = Z,T(T,wy) 'or @ wyy -
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3.6.4. On suppose de nouveau que 1 et p~! ne sont pas valeurs propres de ¢ agissant

sur D,(V). Nous montrons dans les §3.6.6 et suivants le théoreme qui suit.

Théoréme. Soient Ot une base du Zy,-module
(detz, H}(F, T)) ™" ® (detz, H; (F, T*(1))) ™" ® (detz, (Sves., H°(F, T)) ",

wr une base du Z,-module detz, H}(F,T) ® detz, H}(F,T*(1)) et w;; une base de
detg,tv, on a
AEP,Z,,(F, V) =Z,Clwr ® wt;l)‘ILDT R wig -

Ainsi, C(wr @ wig') ~ T (T, wyy).

3.6.5. On déduit de 3.6.4 et 3.5.1 le théoréme suivant.

Théoréme. (bis) Supposons V régulier en 1. Supposons que Réc(V) est wvraie.
Soient wy,y € detq,ty, mon nul et wr une base du Z,-module detz,H}(F,T) ®
detz,H}(F, T*(1)). Alors, pour tout sous-espace N de D,(V') de dimension d (V)
régulier et n € detg,N, on a

A (1= )7 1 = p 7 ™) (X (Irin, ) (T))) (1)
~I™ (7, +) Lyp(V, 0) 1T (T, wyg) Pery (wr @ wiy')(n)
ou, ce qui est équivalent,

A (1 — )71 = p ™) 1" (Larith, (p0o} (T) ) ()
~Ly(V,0) T (T, wig) Pery (wr @ wt—gl)(n) .

3.6.6. Si A et B sont des Z,-modules de type finietsi f: Q,® A — Q, ® B est un
isomorphisme de Q,-espaces vectoriels, on note h(A — B) = h(f : A - B) = [B : A]
le déterminant de f dans des bases des Z,-modules detz,A et detz,B ; lorsque f
induit une application fz, (resp. injective) de A dans B, c’est le quotient de Herbrand
h(fz,) = ficoker fz, /fiker fz, (resp. I'indice de f(A) dans B).

Commengons par transformer un peu la constante C(wr ® w{gl). Dans sa
définition, interviennent certains choix de z; = P(a;) et de y;. Il est facile de voir que
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si I'on change les z; par un multiple dans Q,, la définition de C(wr ® wt;l) en termes
des nouveaux Cj; et u; est encore valable.

i) Rappelons que ’on a noté A(T) (resp. L(T)) le noyau fini (resp. I'image)
de 'application naturelle

H;O,S(F7 T)Goo - H},{p}(F’T) .

On peut supposer que z; A - - - A z4_(v) est une base de detsz},{p}(F, T),. On a alors
(cf. 3.5.4)

C = uA(T)[H},{p}(F’ T)o : L(T)]—l :

ii) On prend pour w; (resp. wyp) une base du Z,-module
detz,H;(F, T)/H}(F,T),
(resp. detz, ker Locy 1=(1) ou
Locpm-) : Hy(F, T*(1)) = @ues, Hj(F, V*(1)) = ty-r) = (FI’Dy(V))*

est 'application de localisation et ou H}(F,T)o est 'image réciproque de H }(F, o
dans H}(F,T). Prenons pour w; une base de detz,H}(F,T) et pour w; une base de
detz, H} (F, T*(1)).

iii) On peut choisir les z; de maniére & ce que A;ej,Z; soit une base de
detz,H;(F, T),. On a alors (cf. 3.5.4) u; = 1.

iv) On choisit les y; de maniére & ce que wap A (A;cj.¥%:) soit une base du
Z,-module detz, H;(F,T*(1)). On a alors u; = 1 (cf. 3.5.4).

v) Calculons Cj (cf. 3.5.5). Posons L' = H} (1 (F, T),/H}(F,T), ; on ala
suite exacte de Q,-espaces vectoriels :

0— Q,® L — Fil’D,(V) — Q, ® (H}(F, T*(1))/ker Loc, r+(1))* — 0 .

Par un argument analogue & celui du lemme 3.3.6, on démontre d’autre part la suite
exacte de Z,-modules

0 — H} () (F,T)/H}(F,T) > ®yes,H'(F,, T)/H;(F,, T)
—(H}(F,V*(1)/T*(1))/ker Locp,v+1)/1+(1))” — 0

qui tensorisée par QQ, donne la suite exacte de Qp,-espaces vectoriels précédente.
Ici, Locpy+(1)/T-(1) est l'application de localisation en p sur Hf(F,V*(1)/T*(1)).
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Remarquons que L' = H}’{p)(F, T)/H}(F, T). Par définition de C3, on a C3 = M1 M,
avec
M,
=[(H}(F, T*(1))/ker Locy =(1))*: (H;(F, V*(1)/T*(1)) /ker Locy v+(1)/1=(1))]
M, = h(@‘vesle(Fm T)/H}(Fv’T) — Zpw')
otl ' est la base de detg, Fil’D,(V) telle que er = w’ A wy.
3.6.7. Lemme. Posons 7, = [l,es, H(H(F,, V*(1)/T*(1))). On a

M, ~ Tp_l H F*(_q)hq(V) Ta'rng,wtg(T)Lp(V*(l), 0)—1 .
q

Démonstration. Le dual de Pontyragin de H'(F,, T)/H}(F,, T) est
Qp/Z, ® Hi(F,, T*(1)) .
On en déduit que
(H'(F,,T)/H}(F,, T))* = Hy(F,, T*(1))/C,
ou C, = H°(F,,V*(1)/T*(1)) est le sous-groupe de torsion de H'(F,, T*(1)). Ainsi,
Mz =7 h(Zpw' ™ — @ues, H}(Fy, T*(1)))
=7, Tamy ,-1(T*(1)) Ly(V*(1),0)™

par définition des nombres de Tamagawa de T*(1). On utilise alors la conséquence de
6z,(V') qui est aussi une conséquence de Réc(V') ([P92, §3.5], cf. aussi I'appendice C)

Tamg,w'_‘ (T*(l))/Ta,mO (T) ~ H F*(_q)hq(v) .

Piweg
O
3.6.8. Lemme. Posons M3z = [(ker Locy+(1))* : (ker Locp v+(1)/1+(1))"]. Alors,
M, = Msini(T*(1), F) .

Démonstration. Posons
A = H;(F, T*(1))/ker Loc, pe(1y
ou
ker Locy, p+ (1) = ker Loc, 1+(1) @ (V*(1)/T*(1))°F
et
B = H}(F,V*(1)/T* (1)) /ker Locp,y~(1)/T* (1)
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Alors, M; = [A* : B"]"!. On a le diagramme commutatif dont les lignes et les colonnes
sont exactes, ce qui force la définition de A; et de A, :

0 0
T T
Al d B

1 T
0— Q,,/Z,,@HT}(F,T*(I)) — H}(F,V*(Tl)/T*(l)) — m(T*(1),F) — 0

0— Qp/Z, @ker Loc, .y — kerLocpv-ayre1)y — A, — 0
T T
0 0

Remarquons que A est sans torsion et que I'on a A; = Q,/Z, ® A et A;" = A*. Donc,
M =[A,: B! = [B: A
={I(T*(1), F)(§A2) ™"
=#11(T*(1), F)[ker Loc, v+(1);1+(1) : Qp/Zp ® ker Locy, +(1)] ™!
=HIL(T*(1), F){(ker Locy1-(1))" : (ker Locp,v-qy/r=))] -
0O
3.6.9. Lemme. On a

M;Cy=C1 [ Tamg, (T)m/H(H°(F,V*(1)/T*(1))) .

vESF—Sp

Démonstration. Rappelons que
1(H;) = (lOg X(W))_sh(Hgo,{p}(F’ ’I‘)G'oo - Hgo,{p}(F, T)Goo)
avec s = dimg, HZ, 1, (F, T)% et que
(lOg X(7))sdiscw1,o®w2,o <<, >>v
est égal a l'indice généralisé de
H}(F,T)/H}(F,T), = H} (,3(F, T)/H} (1 (F, T)o — HZ, () (F, T)%>
—HZ, 3(F,T)g,, — (ker Loc,1-(1))”
ol les fleches précédentes ne sont peut-étre définies qu’aprés avoir tensorisé par Q.
On en déduit que
M3Cy =M31(Hj)/disCw, gguws o <<, >>v
_ 1 1 2 Goo)—1
=h(H} )y (F, T)/Hj (3 (F, T)o — Hg (3 (F, T)%)
h(Hgo,{p}(F, T)Gm — (ker LOCp,V—(l)/T.(l))A)_l .
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Considérons les suites exactes de Z,-modules

0 — Y% — X o(F,T)% —HZ ,,(F, T)% - Yg,
_')X;o,S(Fv T)G'oo - go,{p}(Fr T)Gc:o —0
et
0 — I T¢~ —H, — H} (,,(F, T)/L(T) — Z/L(T) — H,

veS
—(ker Locy, v+(1)/1+(1))" — 0

avec H,; = Hi(GS,F,V*(].)/T*(].))A et Z = erESpHI(FvaT) @ves-sp H}(FU,T) On a
d’autre part construit des isomorphismes de QQ,-espaces vectoriels

fie,: @[] T - Q, Y%

veES
fog,t Qp@®Hz — @ ® X, 5(F, T)C
f3,Qp : Qp ® H},{p}(F7 T)/L(T) — Qp ® Hgo,{p}(F; T)Goo
fi0,: Q®Ye, — Q,®Z"/L(T)
(avec Z% = Z;o,s(F, T)Gw)

fsgr: Qo ®Xos(F,T)e. = Q@M
fogy: Qp® HZ (1 (F, T)g,, — Qp @ (ker Locy,v1)/1+1))"

qui font commuter le diagramme formé des deux suites exactes précédentes tensorisées
par Q, et des fleches f;. On en déduit que

h(fOR(f3)h(f2)™" = h(fa) ' h(fe) ' h(fs) ,
ou les h(f;) valent

h(f1) =h( [] TC — Y¢=) = A(T)

’UESf

gréace a la suite exacte déduite de la suite exacte (3.3.1) avec X2, 4(F, T) = 0,
h(f2) =h(Ha — X5, s(F,T)%=) =1

(cf. (1.3.5)),
h(fs) =h(Yo, — Z*/L(T)) = [Z': Z"],

avec Z/ = GavGSle(Fv, T) ®UGS—SP H}(Fv, T),
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h(fs) =H(H°(F,V*(1)/T*(1)),
(suite exacte (1.3.4))

h(fe) =h(Ha, (5} (F, T)Ge — (ker Locy,v(1),1+(1))")

avec

(M3C3)~" =h(fe)h(f3)[H} (3 (F, T)o : L(T)]
On remarque que
(Z':2% = ][] Taml, ,(T)n
vES;—Sp
(cf. par exemple lemme 2.2.5 de [P92] ou A.2.4). On en déduit le lemme. O

3.6.10. Le théoréme 3.6.4 se déduit alors de la formule

Clwr ®wy;!) = Lp(V*(1),0) [T T*(—¢) " VuusCriCeCs
q

et des calculs qui viennent d’étre faits.

3.6.11. Nous allons maintenant poser quelques questions audacieuses. Auparavant,
remarquons que les calculs qui viennent d’étre faits dans le cas du caractére 1 peuvent
aussi étre faits dans le cas d’un caractére d’ordre fini de G, et donc en remplagant V
par un twist V(j) pour j € Z pour tout caractére p = x’n avec j € Z et n d’ordre fini
(nous appelons un tel caractére un caractére géométrique et ’entier j = j, sera appelé
le type de p). En particulier, un sous-espace N de D,(V') sera dit régulier en 7 d’ordre
fini et de conducteur p*™ = p™*! (relativement & V') ’il est de dimension d¢) (V') et
si la suite (sf,v,n)

0 — (ker ap, yn)™ — (H}(F,, V*(1))™))* — HH(F, V)™ — (coker ay,n)™ — 0

existe et est exacte. On dit que N est régulier pour p = x’n si N[—j] C Dy(V (j)) est
régulier en 7 relativement a V'(j).

Question : Existe-t-il un sous-espace N* (resp. N~) de D,(V) de dimension d (V)
(resp. d_(V)) tel que N*t (resp. N~) soit régulier en presque tout caractere n de G
d’ordre fini et de signe €(n) = + (resp. €(n) = —) 7 Si oui, la dimension mg (V') (resp.
mg (V) de N+ NFil°’D,(V) (resp. N~ NFil°’D,(V)) est-elle indépendante du choix de
N#* 7 Si la réponse a ces questions est positive, on dit que V est fortement régulier.
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Remarquons que si V' est fortement régulier, il en est de méme de V*(1) grace a la
proposition 3.1.5 et son analogue pour 7.

En supposant que, pour tout entier j, V(j) est fortement régulier, on pose
my (V) = mg(V(j)). Alors,

(V) = (m7 (V),m5 (V),mf (V*(1)), m; (V*(1)))

J J

est un type a l'infini de V' appelé type de Hodge p-adique de V.

On a Tmin(V) < 7(V) < Timaez (V) (la premiére inégalité est claire, la seconde
vient de la proposition 3.4.6 et de son analogue pour tout caractére d’ordre fini 7).
Lorsque V est une représentation irréductible (resp. semi-simple), on s’attend & ce que

Tmin(V) = T7(V) = Tmaz (V) (resp. 7(V) = Trmaz (V) )

Par contre, on ne peut espérer 1’égalité en général, comme le montrent les 2 exemples
suivants :

i) Soit V une extension non triviale de Q, par Q,(1) (cristalline en p).
Cette extension doit étre comme son analogue motivique “ramifiée en 'infini”, ce qui
se traduit par le fait que 7(V) < 7(Qp) + 7(Q,(1)). Par contre, il est clair que

Tmaz(V) = Tmaz(Qp) + Tmaz (Qp(1)) -

ii) Soit V = Q, ® Q,(1). On a alors
(V) = 7(Qp) + 7(Qp(1)) = Timaz(V) »
mais
Tmin(V) <Tmin(Qp) + Tmin(Qp(l))
=Tmaz(Qp) + Tmaz(@p(l)) = TmaI(V) .

Pour conclure, une réponse positive a la question permettrait de définir le
type de Hodge p-adique et le facteur & l’infini de V. Cependant, il faut bien étre
conscient que

i) cette question est peut-étre sans réels fondements autre que ’espoir que les
réponses p-adiques sont les mémes que les réponses complexes, celles-ci étant prédites
par les conjectures de Bloch-Kato généralisées ;

109



B. PERRIN-RIOU

ii) savoir définir “le” facteur p-adique & I’'infini d’une représentation p-adique
géométrique n’est pas vraiment utile et n’a pour l'instant aucune application autre
qu’esthétique ; en particulier ne pas le savoir n’empéche pas d’énoncer les conjectures
principales ...
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Résumé. Ce chapitre est trés conjectural et tout en s’appuyant sur quelques exemples
concrets reléve pour une trés grande partie de ’utopie. Par exemple, on y suppose
implicitement les conjectures de Beilinson. Soit M une structure motivique dont la
réalisation p-adique est cristalline en p. On donne une caractérisation de la fonction
L p-adique associée & M par ses valeurs en (presque) tous les caractéres géométriques
de Go. On essaie surtout de donner un tableau le plus complet possible du paysage.
Il reste ensuite a vérifier dans le plus de cas particuliers possibles que la réalité cadre
avec ce tableau.

Dans le paragraphe 4, nous donnons une présentation différente en intro-
duisant des éléments “spéciaux” de detAHolo,S(Q, M,) qui contiendraient toutes les
informations sur les fonctions L p-adiques.
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FONCTION L p-ADIQUE D'UN MOTIF
4.1. Rappels.

4.1.1. Soit M une structure motivique ([FP94]) sur Q dont la réalisation p-adique
V = M, est cristalline en p. Nous prendrons le point de vue optimiste que tout
ce qui est espéré sur M est vrai tout en essayant de rappeler ce que ’on utilise en
pratique. L’avantage de ce point de vue est de pouvoir prendre un motif explicite et
d’essayer de vérifier les conjectures générales faites sur les valeurs spéciales sans vérifier
les propriétés supposées de la “catégorie des motifs”.

On note respectivement Mygr, Mpg, M,;, pour ! nombre premier, les
réalisations respectivement de de Rham, de Betti et l-adiques de M. Le Q-espace
vectoriel Mg est muni d’une involution. On note M§ le sous-Q-espace vectoriel de Mpg
sur lequel l’involution agit par 1. Le Q-espace vectoriel Mg est muni d’une filtration
Fil’ M gr. On note

ty = Myg/Fil° Myg

I’espace tangent de M. On dispose d’un isomorphisme de comparaison

ity :C® Mg — C® Myg .

On dispose d’autre part d’un isomorphisme
D, (M) = Qp ®¢ Mar
otu D,(M) = Dg,(M,) et d’un isomorphisme
tr, * Beris ®g, Mp = Beris ®q, Dp(M) = Beris ® Mar -

4.1.2. La structure motivique M posséde une fonction L. Notons L (M) la fonction
L complete de M. Ainsi, on a

L*®(M, s) = Lo(M, s) H Li(M,s)
1
ou le produit est pris sur tous les nombres premiers ! de Q et ot L;(M, s) est le facteur
local en I de M. Rappelons-en une définition. Si [ est un nombre premier, on pose

det(1 — Frob 'I=¢|MM)=' sil#p

P = {detu e ID,(M) sil=p

Pour le facteur a 'infini, on pose
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et on pose
nE(M) = m(M) — m, (M) .
Alors, on a avec I'g(s) = 7=%/?I'(s/2)

Loo(M, s) = HFR(S + € — Q)n:(M)FIR(S +1—¢€— q)"a M)
q

olt g € {0,1} est congru & ¢ mod 2 (cf. [FP94, III, §1]).

On suppose que L>*°(M) admet un prolongement analytique a tout le plan
complexe.

Si ¥ est un ensemble fini de places de Q, on note

Ly (M) = 1;[L1(M, s)
I¢s

la fonction L X-incompléte. Par exemple,

L?;}(M) = Loo(M’ 3) H Ll(Mw 3) >

l¢{p,00}
Gy (M) = JI Li(M,s) .
1¢{p,00}

Plus généralement, soit n un caractére de Dirichlet & valeurs dans Q" de
conducteur f. Soit [n] le motif d’Artin sur QQ associé au caractére n : ’action de Gg
sur [n]; est donnée par n. On identifie le caractére de Dirichlet et le caractere de Gg
correspondant par ’homomorphisme d’Artin : sir € Z et si o, désigne I’automorphisme
de ’extension abélienne maximale de Q vérifiant ¢,.(3) = " pour toute racine de 'unité
B d’ordre premier & r, on note abusivement 7(r) = n(o,). On note M(n) = M ® [n] la
structure motivique tordue par i & coefficients dans le corps E = Q(7n) engendré sur
Q par les valeurs de n. Soit o un plongement de £ dans C. Le composé 17 = o on est
alors & valeurs dans C. L’isomorphisme de comparaison associé a ¢ est donné par

C®[ns —=C® [nlar
1® 15 —G(n°,2ir)"! ® lar
avec

G’ 2im) = > n°(r)r(exp(2in/f)) .
r€Gal(Q(us)/Q)

On peut encore définir une fonction

L®(M(n), s) = (L= (M(n),s))s
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a valeurs dans R ®q Q(7) = I1, Q(n), avec

L7 (M(n),s) = L=(M, (n") ™", s) = > n°(n)lann”*
n,f)=1

si L®(M,s) = >, apn™°.

4.1.3. On “dispose” d’un Q-espace vectoriel H}(Q, M) (resp. H}(Q, M*(1))) et d’une
application Q-linéaire
Hi(Q,M) — H{(Q, M)

(resp.
H{(Q, M*(1)) — H}(Q, M*(1),) )

qui, tensorisée par @, devient un isomorphisme. Si
Ap(M) = detoH*(Q, M) ® (detoH;(Q, M)~
® detoH(Q, M™*(1)) ® (detoH}(Q, M*(1)))*
® (detqMz) ™! ® detgta ,
on dispose d’une application Q-linéaire
Ap(M) — A5(Q, Mp)
qui devient un isomorphisme lorsqu’on tensorise Af(M) par Q, :

Q@ Af(M) = Af(Q, Mp) .

4.1.4. Supposons que M soit admissible & I’infini au sens de [FP94] : on dispose ainsi
d’une application de R-espaces vectoriels

oy = oy R®qg ME — R®q tym

et d’une suite exacte fondamentale
(sfm) 0 — H°(Q,M) — keray — R®q H(Q, M*(1))*

— R®q H'(Q, M) — coker apr — H°(Q, M*(1))* — 0.
On construit alors a partir de (sfas) et de la suite exacte tautologique
(stm) 0 - keray — R®@qg Mf — R ®q tyr — coker ap — 0
une application linéaire de R-espaces vectoriels

Pery : R®q A (M) =R

avec les notations de [FP94], on a Pery,(w) = tar,g,00(w™!) 7L
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Notons I'™*(M) € Q2%/272/2 le coefficient dominant de Lo, (M, s) en s = 0.
Les conjectures de Beilinson et als prédisent alors que

(i) L*°(M, s) (resp. L, (M, s)) a un zéro en s = 0 d’ordre
dimqH}(Q, M*(1)) — dimqH®(Q, M*(1)) — dimgker an

(resp.
dimqH}HQ, M*(1)) — dimgH®(Q, M*(1)) ) ;

(ii) si 'on note L**(M,0) le coefficient dominant du développement de
L>®(M,s) en s =0,
Le*(M,0)

I-wr,*(M) -1 —PﬁM (w)

€ Q~*
deés que w est une base du Q-espace vectoriel Ay(M)~! et, ce qui est équivalent,

(o) (M, 0)

Perp(w)

e Q*.

De méme, si 77 est un caractére de Dirichlet, des conjectures analogues
peuvent étre faites ([FF92]). On définit une application Q(n)-linéaire Per,,, de
A¢(M(n)) dans R ® Q(n), avec

Ay (M(n)) = detom H°(Q, M(n)) ® detgum H}(Q, M(n))~*
® detqe) H°(Q, M (n)*(1)) ® detqum H;(Q, M (n)* (1))
® (detqumM (n)§) ™" ® detgumytme) -

En notant I'™*(M(n)) le coefficient dominant de Lo(M(n),s) et si w est une base de
A¢(M(n)), on devrait avoir

L>*(M(n), 0)

T, % -1
(M) Perpr()(w)

€ Q(n)*

plongé dans R ® Q(n) et, ce qui est équivalent,

L (M(n),0)

Perpy(n) (w)

€ Q(n)™ .
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4.1.5. Les définitions, notations et conjectures précédentes sont encore valables pour
M (F) et pour M(3)(n). On dit que p est un caractére géométrique de G, s’il existe
un entier j = j, tel que px 7 est un caractére n = 7, d’ordre fini & valeurs dans
Q™. Pour simplifier les notations, on posera alors M(p) = M(x'n) = M@G)(®),

Hi(Q, M(p)) = H}(Q, M(5)(n)) etc... et Q(p) = Q(n), Z[p] = Zn].
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4.2. Définition conjecturale de la fonction L p-adique d’un motif.

4.2.1. Les conjectures qui vont suivre sont maximalistes au sens ou on y a mis le
maximum de propriétés des fonctions L p-adiques. Nous verrons ensuite comment
les transformer en des conjectures plus raisonnables & vérifier. Nous en donnons deux
versions, ’'une pour une fonction L p-adique compléte, I’autre pour une fonction L sans
facteurs & 'infini. Avant de les énoncer, donnons quelques notations et conventions.

Soit M C Mp une Z-structure sur M, c’est-a-dire la donnée d’un Z-réseau
M dans Mp tel que Z; ® M C M, soit stable par Gg pour tout nombre premier
l. Nous la supposons orientée au sens ol ’on suppose choisies sur detzM™ et sur
detz M~ des bases w}(M) et wg(M) de Z-modules. Le choix d’une orientation de
Z(1) est équivalent au choix de i ou plutét de 2iw. On en choisit une.

On note M(j) la Z-structure orientée sur M(j) qui s’en déduit : sur le
motif Q(j) = 1(j), il y a une Z-structure canonique orientée que ’on note Z(j). Les
définitions, notations et conjectures précédentes sont encore valables pour M (j). De
méme, si p est un caractére géométrique, il y a sur M(p) une Z[p|-structure (& un sens
évident) qui se déduit de M. L’orientation de M munit detz, M (p)* et detz,M(p)~
de bases wS” (M) de Z[p}-modules (en identifiant M(p)p et Q(p) ® Mp). Ainsi, si p
est un caracteére géométrique et si I’on identifie Q(p) ® Mur et M(p)qr d’une part, et
Qp(p) ® Dy(M) et D,y(M(p)) d’autre part, les isomorphismes de comparaison

M :CQMp — C® Myg

et
tmp) : COM(p)p — C® M(p)ar

d’une part et
tM, : Beris @ My — Beris @ Dp(M)

et
LMy (p) - Beris ® M(P)p — Beris @ DP(M(p)))

d’autre part sont liés par
i) = (202 Gy, 26m) " ® tag

et
LMy(p) = (2im)?*G(np, 2%im) ! ® LM, -

Posons, lorsque H°(Q, M) = H°(Q, M*(1) =0,
Af(M) = (detoH}(Q, M) ® detoH}(Q, M*(1)))™! ® detgta -
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On a donc
Af(M) = Ap(M) ® detoME .
De méme, si p est un caractére géométrique de G, et lorsque
H°(Q, M(p)) = H(Q, M(p)*(1)) =0
posons

Ay (M(p)) = (detguy H} (R, M(p)) ® detou HHQ, M(p)* (1)) ® detoqtar) -

Siw e Ap(M(p)~t et w' € Ap(M(p))~ sont tels que o’ @w=! = Wi (M),
on dira que w et w’ sont compatibles & I’orientation de M ou & M (ou M(p)).

Notons
P (p) = A oM ((1 — plp) (1 — p=i~1p71))

I'opérateur de A%+ MUND,(M*(1)). Si 7 est un caractére non trivial de G, d’ordre
fini, de conducteur p®™  notons

an.’i (‘,0) = /\de(xj"l)(M) (p7(p)—a("7) ,

opérateur de /\dé(xj’l)(M)Dp(M *(1)). Ainsi si p est un caractére géométrique de G,
nous avons défini un opérateur P,(p) de A% ™MD, (M*(1)).

Si 7 est un type a I'infini de M, et si p est un caractére géométrique de G,
on pose (cf. §3.5.1)
Iom(M(p)p) = I (7(5p), €(p)) -

Enfin, rappelons que si W est un Q,-espace de dimension finie et si p est

un caractere continu de G & valeurs dans CJ, si F' est un élément de K(G) @ W

ayant un zéro en p d’ordre r (c’est-a-dire que la fonction s — p < x >* (F) a un zéro
en s = 0 d’ordre r), on note

- d r s
PUE) =117 (o=)p < X >* (F)ls=o0 -

Si F' = (Fy) est un élément de L£,,(K(I') ® W), on appelle ordre du zéro de F en p
V'ordre du zéro de Fj, en p pour h assez grand (précisément pour h > j,) et on note

PH(F) = (h = jo = D)I"™p"(Fn) = T'(h = jp)""p"(Fh) ,

ce qui est bien indépendant de h.
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4.2.2. Conjecture. (CP(M,T)). Soit M une Z-structure orientée sur M et T un type
a Uinfini de M. Il existe une base L’{’;f}”"T(M) du A-module libre 17, ., 1,3 (Mp) telle
que

- pour tout caractére géométrique p de G tel que 7,(p)p’ et 7,(p)p~7~!

ne soient pas valeurs propres de ¢ sur D,(M), L’{’f}i"’T(M) a un zéro en p~! d’ordre

dimo, H}(Q, M*(xp™")) = m5”(7) ;
- pour un tel p et pour w € Aj(M(p))~! et w' € Ay(M(p))~' compatibles a
M, on a Uégalité dans Cx
(VAL.SP.(M, p,T))
Po(0)(p7 1) (L™ (M) ® (2im) et Me; 4 gy

aoon_ L (M(0),0)
T+ (M (p)) Peras ) ()

I-“"""""'(M(p)p)PeTM(p)‘p (w') .

Donnons une formulation équivalente en termes de LY, 3 (M).

Conjecture (CP(M)). Soit M une Z-structure orientée sur M. Il eziste une base
L’fpm}(M) du A-module libre lorish (.00} (Mp) telle que . .

- pour tout caractére géométrique p de G tel que n,(p)p’* et 7,(p)p~7¢~! ne
soient pas valeurs propres de ¢ sur D,(M), L’{’p,w}(M) a un zéro en p~! de multiplicité

dimg, H;(Q, M*(xp™")) ;
- pour un tel p et pour w € Ap(M(p))~! et w' € Aj(M(p))~' compatibles a
M, on a l’égalité dans C;

(VAL.SP.(M, p))

- L (M(p),0)
P”((p)(p_l)*(Lz{’p,oo}(M)) ® €jpdy(py(M) = 2 d-c(pr (M) {200}

Pery,)(w)

/
Pern(py, (@)

Faisons quelques premiéres remarques sur la maniére dont ces conjectures
ont été formulées.

(i) Dans les définitions de Perpy(,),(w’) et de Perys(,)(w), il y a des choix de
signes & faire. On les fait exactement de la méme maniére. Le terme de gauche est
alors bien défini et indépendant des choix de w et w’.
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(ii) Il intervient dans ce texte un 2w complexe et un 2im p-adique que j’ai

noté intentionnellement de la méme maniére, mais sans les simplifier. L’exposant 2irw

intervenant dans la définition de la fonction L’{’f}i”‘f(M) signifie que ’on a choisi une

orientation de Z(1).

(iii) Les formules VAL.SP.(M, p, 7) et VAL.SP.(M, p) sont une égalité entre
deux éléments de

Homng, (o) (A% M D, (M(p)), Boris ® Qu(p))
ou si 'on préfere de
Beris ® Qp(p) ®q, A= D, (M (p)*(1)) -
Le facteur ej,q, (M) (rappelons que e, est la base de D,(Qy(—7)) = Qpr]) est
14 car nous n’avons pas voulu identifier D,(M*(1)) et Dy(M(p)*(1)) : on a donc
N°Dy(M(p)*(1)) = A°Dy(M*(1)) ® ej,s. Il y a cependant une incorrection : en effet,
Perps(p),(w') dépend d’un élément n € detg,/N ou N est un sous-espace de D,(M) de

dimension d.(,) (M), ainsi n appartient & A% MD_(M) ; mais nous n’avons en fait
(0) P
pas montré que Pers(,), (w') s’étend par linéarité a tout A%wMD,(M).

(iv) On remarque que dans la conjecture n’apparaissent pas explicitement
de sommes de Gauss. Cependant, on a pour ¢t € A% M) A,

Pera(p), (w')( N M) () (?)
=(G(np, 2im) ™1 (2im)r )% M Perpy (), (W) (A% My (2))

NEDMDy ), 2 AN@MM (p), — Berig ® A0 M D, (M(p))
est induit par I'isomorphisme de comparaison tas(p),, (ici, G(n,, 2i7) est vu comme un
élément de @p :
G(npv 227[') = Z ")p(b)cg(n,,)—l

b mod p(Mp)
ou 2im = log([e?]) dans Bgis €t € = (¢n)n). La formule VAL.SP.(M, p, 7) appliquée a
n = A%@ M),/ (t) devient, en notant

Ee_rM(p),, (w, ® t) = PerM(p)p (w,)(/\de(p)(M)LM(p)p (t))
et avec + = €(p),
Po(0) (™) (W™ (M) (A Mipr, (£) ® € (aay
G(np, 2im)**=MILT> 1 (M(p), 0)

{co,p}
T+ (M (p)) PeLrpy, ( ® 1)

_o-d-a() I (M (p)p)Perps(p) (&' ®12)
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(v) Remplacer Li’;,z}i"’T(M) par L’{’;,Ez""’T(M) revient a rajouter dans la
formule VAL.SP(M, p, 7) le signe de 7,(—1)(—1)4M®@»<:)) On a par exemple pour 7
caractére d’ordre fini

W(L?;);?iw,r(M)) = 77(—1)(—1)t(Mp,e(n)),7(Lﬁz}m,f (M) .

(vi) On peut voir le terme I'™"*(M(p),) comme une modification du facteur
a 'infini en remplagant le 2iw p-adique par le 2im complexe. Je préfére le voir comme
un facteur p-adique qui joue le role du facteur & l'infini de la fonction L p-adique.

(vii) I vaudrait peut-étre mieux considérer la fonction p — p~ YL {;,2}""”'(./\/[))
plutét que p — p(L{f}""T(M))

4.2.3. Pour r convenable, les éléments du A-module I7 ;,, (.1 (Mp) sont des o(log”) :
au pire, on peut prendre pour 7 la longueur de la filtration de M. S’il existe un élément
de I7,;.n (py(Mp) vérifiant la condition VAL.SP.(M, p, ) pour r valeurs de j, et pour
presque tout 7, il est unique.

Si la conjecture CP(M, ) (resp. CP(M)) est vraie, elle détermine donc un
unique élément L’{’f}i"'T(M) (resp. LY, o0y (M)) de AHM(K ® Dy(M*(1))) (resp. de
LA+ M (K(Goo) ® Dy(M*(1)))) : c’est la fonction L p-adique analytique de M (resp.
incomplete). Elle dépend de la structure entiere M de M. Remarquons cependant
que si ’on choisit une conjugaison complexe ¢ de Q, par exemple en choisissant un
plongement de Q dans C, on obtient alors un isomorphisme

Z, ® detzM™* = detz, T=*! ;
si m* est la base (orientée) de detz M=, I’élément suivant de K :
L™ (M)s = L™ ™ (M) (A% M, (ma))

ne dépend que de M et non de la Z-structure M.

4.2.4. La conjecture CP(M,T) peut étre séparée en plusieurs parties : dans les
exemples, seuls des morceaux de CP(M, 7) sont démontrés :

I) Conjecture d’existence (CP(M,7,J)) de la fonction L p-adique
associée a4 un sous-ensemble J de Z : Il existe un élément L{f}"”T(M) de
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AT (H ® Frac(A) ® D,(M*(1))) vérifiant les propriétés VAL.SP.(M, p,T) pour
p = nx’ géométrique, j € J et pour presque tout caractére d’ordre fini n de Goo.

Si §J est suffisamment grand pour assurer 1'unicité de L’{’f}i"’T(M), on dira
que J est admissible.

IT) Conjecture sur les valeurs spéciales (CP(M, 7,Z)) : Supposons qu’il
eziste un ensemble J admissible tel que CP(M, T, J) soit vraie. L’élément L’{’f}’”’T(M)
ainsi trouvé vérifie VAL.SP.(M, x’n, T) pour tout j € Z et tout 1 ot cela a un sens.

III) Conjecture principale (CP*(M,7)) : Supposons qu’il existe un
p,2im,T

ensemble J admissible tel que CP(M, T, J) soit vraie. Alors, L{;3™" (M) appartient
au A-module libre I, 1 (T) et en est une base.

Ainsi, la conjecture CP*(M, 7) peut étre énoncée (et, ce qui serait encore
mieux, démontrée !) dés qu’il existe un sous-ensemble J admissible qui permet

d’affirmer D’existence et 'unicité de L’{’;,Q}i"’T (M).

Remarquons une fois de plus que ces conjectures ne dépendent pas du choix
de T et que 'on peut les énoncer de maniére équivalente pour L?p,oo} :

I) Conjecture d’existence de la fonction L p-adique (CP(M, J))
associée a un sous-ensemble J de Z : [l existe un élément L’{’p’oo} (M) de

LN M(H @ Frac(A) ® D,(M*(1))))

vérifiant les propriétés VAL.SP.(M, p) pour p = nx’ géométrique, j € J et pour presque
tout caractére d’ordre fini n de Goo.

IT) Conjecture sur les valeurs spéciales (CP(M,Z)) : Supposons qu’il
eziste un ensemble J admissible tel que CP(M, J) soit vraie. L’élément LY, 3(M)
ainst trouvé vérifie VAL.SP.(M, x’n) pour tout j € Z et tout n ot cela a un sens.

ITT) Conjecture principale (CP*(M)) : Supposons qu’il existe un ensem-
ble J admissible tel que CP(M, J) soit vrate. Alors, L’{’p,m} (M) appartient au A-module
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libre larith {p,0o} (Mp) et en est une base.

Enfin, comme nous le verrons dans la suite, les exemples que 1’on peut
donner ne concernent souvent non pas ’existence de toute la fonction L p-adique comme
cela est énoncé ici, mais son existence dans une direction donnée, c’est-a-dire avec nos

notations l’existence de L’{”2}i’r’r (M)(n) pour n appartenant & un sous-espace privilégié

P
de AT (M) (K®D,(M)). Cela se produit par exemple lorsque M, est une représentation

de Dabrowski-Panchiskhin (cf. 2.4.7 et infra).
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4.3. Remarques et exemples.

4.3.1. Proposition. (i) Si j est un entier, on a
L0 (M) = (2im) 94" MONTo=3 (LRERT (M)
et

(ii) Soit 0 — M' — M — M" — 0 une extension de structures motivigues
et M, M', M" des Z-structures orientées respectivement de M, M’', M" tels que l’on
ait la suite exacte

0O-M-M->M'—0

de Z-structures orientées. On suppose que l’extension a bonne réduction en toutes les
places finies. Alors, si N’ (resp. N, N") est un sous-espace de D,(M,) (resp. D,(M),
D, (M)))) de dimension d+.(M') (resp. d+(M), d+(M")), vérifiant la suite exacte

0—-N ->N->N'—=0,
on a

Lip.ooy (M) (1) = L, o) (M) (0) L o0y (M) (n)

avec n' € detg,N', n" € dete,N" et n = n' A 7" si " un relévement de n” dans
A= (M) £T

(iii) Avec les conditions et notations de (ii), si T, 7/, " sont respectivement
des types a Uinfini de My, M), et M) tels que T = 7' + 7", on

;{1;,2)11 T(M)(n) }{7;’2}i1r,1”(MI)(nI)L{;;Z}’i‘Ir,T”(MII)(nII) .

Les versions (ii) et (iii) sont bien siir équivalentes. La proposition se déduit
des propositions 1.4.8 et 2.3.1.

4.3.2. Egquation fonctionnelle. Supposons CP(M) et CP(M*(1)). De plus, faisons
I’hypothése (conjecture de Deligne) que le déterminant de M est le produit tensoriel
d’un motif d’Artin (de dimension 1) et du motif de Tate 1(—tx(M)) avec

tu(M) = Zjﬁj(M)

et
hj(M) = dimgFil' Myp/Fil'* Myp, ;
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il existe alors une base canonique ex-(;) de detogM*(1)ar telle que limage de
(detzM)™! ® eaq=(1) par lisomorphisme de comparaison soit la base canonique du
Z-module

(detzZ(—tu(M))p) ™" ® (detzZ(—tu(M))ar) ™
(Z(1) est toujours supposé muni d’une orientation). On fixe un type a l'infini de M,.
Le théoréme 2.5.2 implique qu’il existe un élément (M) de A* tel que
L;{)i}i‘lr,f(M) — E(M)Lz{;;EZi'rr,-r*(M*(l))L n (21;7T)tH(M)+4_(M)eM*(1) )

En particulier, comme €(M) appartient a priori & Be;s®A, il est uniquement déterminé,
soit pour tout entier j fixé, par les valeurs x/n(e(M)) pour 7 caractére d’ordre fini,
soit par les valeurs x?(e(M)) pour suffisamment de j. Supposons que les L®(M(n), s)
admettent une équation fonctionnelle

L>(M(n), s) = e(M(n), s)L=(M*(1)(n), —s) ,

avec les e(M(n), s) = €x(M(n),s) 1, &(M(n),s) donnés comme usuellement (cf. par
exemple [FP94, I11,84.3], cf. aussi I’appendice C). Ici, les ¢ pour ! premier (resp. €x)
sont définis a ’aide du caractere additif ¥, ; vérifiant ¥, ;(z, 2iw) = exp(—2imz;) ou z;
est un rationnel congru & z modulo Z (resp. ¥, o vérifiant ¥, o (z, 2i7) = exp(2inz)).
Rappelons que si & = €(n) et si p*™ est le conducteur de 7, on a alors les formules

€oo(M (1)) = 12 9Fa(M)—na(M)+3, impair e M)+ o ng (M)

&p(M(n)) = det(p|Dy(M))"*PG(n~t, —2im) 4 M)
et que pour ! # p,
a(M(n)) = a(M)n™ (o5mn) = a(M)n™ (fi(M))

ou fi(M) est la l-partie du conducteur de M, (c’est-a-dire le conducteur de la
représentation M, en tant que représentation de Gg,). Pour p caractére géométrique
de G, on note

PM(p) = I aM(p)=p"(Fu)e®=) (M)
¢ {p,00}
avec f(M) =TI, fi(M) le conducteur de M.

Proposition. Supposons qu’il existe un sous-ensemble J de Z admissible pour M et
un sous-ensemble J' de Z admissible pour M*(1) tels que J N (—J') soit non vide et
tels que CP(M, J) et CP(M*(1),J') soient vraies. Si de plus, CP*(M) et CP*(M*(1))
sont vraies, alors pour tout caractére p continu de G, on a

p(e(M)) = p(fr)e®=) (M) .
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Remarque : Les hypothéses faites sont tout a fait démesurées ! En particulier,
I’hypothése que CP*(M) et CP*(M*(1)) sont vraies est la uniquement pour assurer
que €(M) est un élément de Bg;s ® A. Si on le sait par un autre moyen, par exemple
si l’on sait que L’EJQ}""’T(M) et Lf;,;%"’r(M*(l)) sont & valeurs dans Beris ® A, il n’est
pas nécessaire de la faire. En conclusion, cette proposition est plutdt faite pour se
rassurer sur les conjectures faites et ses hypothéses peuvent étre adaptées a chaque cas
particulier.

Démonstration. Quitte a remplacer M par un twist convenable, on peut supposer que
0 € JN(—J'). De plus, comme ’on sait a priori que (M) appartient a A, il suffit de
calculer n(e(M)) pour 7 caractére d’ordre fini de G.

A) On commence par montrer que si w; est un élément non nul de A;(M),
si wy est un élément non nul de A;(M*(1)) tels que w; @ wy' = en, on a

Per s (w1) = uG(n, 2¢1r)) ~4M) (2im) M) +d-=(M)Per . (ws)

avec u € x. La démonstration de ce fait se déduit de 'anti-autodualité de la suite
exacte fondamentale sfas (cf. Appendice C). D’autre part, si w] et w; sont compatibles
a M, si wh et wy sont compatibles & M*(1), muni de 'orientation déduite de celle de
M et de Vorientation “2im” choisie de Z(1), on a

Pers(n), (w1) = uPern(n), (ws) L err=()

(remarquons une fois encore que le fait qu’il n’y ait pas de 2im et de sommes de Gauss
contrairement a la formule complexe vient de ce que l'isomorphisme de comparaison
n’intervient pas dans la définition de Per, cf. remarque (ii) dans 4.2.2).

B) Prenons toujours £ = ¢(n). On a la formule :
(_1)3M'(1) (QiW)_tH(M)_d‘i(M)F”’*(M, i)/l"’“’*(M*(l), :*:)
—d(M)—d-2(M)(_1)d-+Me_ (01, 0) [] I*(—q)he®™)
ol spy-(1) = dimpker aas-(1) est I'ordre du zéro de Loo(M*(1),s) en s = 0. En effet
(=1)*m ™ (M (n))/T™* (M (n)*(1))
est le coefficient dominant en s = 0 de

F(s) =TI Tw(s — @)™ "0 T T(s + 1 — @)™ "9
q q

[ Tx(=s — g)™ "M ) [[ T(—s + 1 — )~ "W
q q
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nE(M) +n¥,_ (M*(1)) = hy(M) .
Donc
F(s) = ]_;[(F]R(S — Q)TR(2 — 5 + g))"a ")
[I(Tr(s +1— q)TR(Z— s — 1+ ) (D
I:jI(FR(—s + 1+ q)Tr(1 — s+ 1+ q)) )

On utilise ensuite les faits suivants :

Ir(s)Tr(s + 1) =T'c(s) = 2(27)"°T'(s)

1
T I'r(2 —s) =
r(s)Tx( s) sin%s
Te(s)Te(l — 5) =—2
c ¢ T sinws

7, —_ +e
F(s) = 2_d(M)Hsin(7r——s 3 q)_"q (M)
q

1— —+eq - ~
sin(7r3—+7——g)-"q * (M)(Sinﬂ(s — q))hq(M) HFC(S _ q)hq(M) .
q

Lorsque s tend vers 0, on a les équivalents

sin(ws__g) ~ {(—1):1/2%3 si q est pair

2 (—1)@+D/2  si g est impair

sin(7rs +1-— q) {(—1)(‘1_1)/2—’253 si q est impair

2 (—1)9/2 si q est pair,
sinw(s — q) ~ (—1)%ns ;

on obtient, en faisant apparaitre 2im & chaque fois que ’on recontre 7, que le coefficient
dominant F*(0) de F(s) en s =0 est

F* (0) — zdi(M)—d—i(M)z'f(zi,,r)tn(M)-i-d-i(M) H I‘*(_q)ilq(M)
q
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avec

f== 230 ang(M)— 37 (a+1)n*(M)

q pair q impair

- > (g—Vny(M)— > qn (M)

q impair q pair

+23 he(M)+ 3 nEM)+ 3T nE(M)

q pair q impair

— " qhg(M) — 3" he(M) mod 4

=3 a(ho(M) — ng(M)) + 3 (M)

q impair

+ > ngF(M)+2(0 n;*(M)) mod 4.

q pair
D’ou
i = eco(M (7)) (—1)*-=*0
On montre de méme par un calcul explicite que
(—1)*M e (24r) ~tn M) =d-2OTT* (M (7)) /T (M () * (1), )
—=(—1) 2 alhq(M)=nF (7)) [I T (—q)ktD

ou
sme(), = mp (17) .
Posons
By = (—1)Xaha(M)=ng(M)+d-2 (M)
Si
X = (2im) "t MO=d-£ (DT (M (1)) /T™ (M (1)*(1)) € Q
et
Xp = (2im) "t M=d-2MOTTTH (M (7)) /T (M (n)*(1),) € Q

on a

(__l)th(l)—smt(x)pXﬁ — ﬂizdi(M)—d—i(M)eoo(M, 0) .
p

Remarquons que, comme

ta(M*(1)p, £) = > (q + 1)(he(M) — n¥ (7))
=3 a(hg(M) — nF(My)) + > (he(M) — n¥ (7))
= ZQ(FLq(M) - n;t(Mp)) +d_+ (M),

on a ﬁﬂ: — (_1)tH(M‘(1)P1:t).
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C) Sia € A*D,(M*(1)), b € A°D,(M) avec a = b L e et a + 3 = d, pour
e € detg,D,(M*(1)), on a la formule
A%(p)(a) = p~*det(p|Dp(M)) ™" AP (p)(b) L.
En effet, pour n € A°D,(M), on a
N*(p)(a)(n) =p~*a(A%(p~")n)
=p~*[b A (A*(77)(n), €]
=p~*det(p|Dp(M)) T [AP(p)b An,e]
=p~*det(p|Dp(M)) (A’ () (b) L e)(n)
On déduit donc de 1’équation
L™ (M) = e(M)LEZ™T (M (1) L (2im)n M0+ Mgy
que
dy (Mp - V20T, T [ A
A% (Mr) (1) “(”)L’{’p} (M)
=(2m)tn(M)+di(Mp)G(M)pa(n)di(M)det(¢|Dp(M))a(n)
Adx(M*(1)p) ((p—a(n))LI{’gz"’“T*(M*(l))‘ Lerqy -

On prend alors le coefficient dominant en 7. On remarque que
G(n, 2im)d M p=emde (M G(n=1, —24m) ~d-+Mdet(p|Dy(M)) =7
=G (n™1, —2im) ¥ M) det(p|D,(M)) =4
=ep(M(n))™" .
D’ou,
7 (e(M))
= (- 1) M DB g0 g (M= DM (m)) e (M (1)~ X/ X
== (M (n))
On en déduit la proposition. O

4.3.3. Prenons pour M le motif Q muni de sa Z-structure Z. Notons simplement

Cipy(8) = Lo 3 (Q, )
et
Lipy(5,17") = L 53 (Q(5) (1), 0) = L, 1 (Q(x'n), 0) -
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Notons d’autre part logq;) I’application logarithme

H}(Q,Q(4)(n)) = R = coker agyj)

et Ag(j) V'application H'(Q, Q(j)) — ker ag(;) duale de I’exponentielle de Q(1 — j) et
de méme pour Q(5)(n). On prend comme type & l'infini le seul qui est raisonnable et
qui est Tin(Qp) : on a donc nd(7) = 1, nZ;(7*) = 1, les autres nf étant nuls. La
conjecture CP(Z) devient :

Il existe une base L’{’;}”T(Z) du A-module libre Lo ien 5} (Zy) telle qu’on ait
1) sie(x?n)=—etj <O,
—1. — i, T 1 .-
N X (L™ (2)) = 5Ly Ginh) € Q
2) si e(xin) = — et j >0, pour w € detoH}(Q, Q(5)(n)) non nul,

l L{p} (]a 77_1)

—1.,—3 p,2im, T —
XLy ) =5 logg(j)(m) (w)

(logq, () w/e-3) »
3) sie(x?) =+ etj>0,

(1) (1 - p xS (@) = TS,

(2im)?

et si e(nx?) = + et j > 0 avec n non trivial

—3 i j— . . J>N
HCH LA™ (@) = 9 I0T )G, 2im) HEET)

4) sie(xn) =+ et 7 <0, si w € detoH'(Q,Q(5)(n)) est non nul, on a

(1= 97 = p I @) = T ) e L e @eos

pourn =1 et

L{P} (.7» 77—1)
(2im)7 Ag(j)(my (w)

n XTI (LR (Z)) = pUT DT (5) G (n, 2i) A, ()(m) (W)e-1

pour n non trivial.
Remarque : On peut aussi écrire la formule (3) pour » non trivial sous la forme

n X ETT(Z)) = PTG, ‘2”)_{12(}2(—];77—) -1

La condition (1) détermine la fonction L’{’z’f}i"’T(Z)_. C’est & des normali-
sations pres la fonction de Kubota-Leopoldt (par exemple & un facteur 2 prés). La
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condition (3) détermine la fonction L’fff"’T(Z)Jr. On a d’autre part I’équation fonction-

nelle
LYA™T(Z) = LE 2™ (Z(1))* L (2im)d Pe_y

car €»>)(Z) = 1. Par exemple pour p € Homcom(Goo,C;,‘) et €(p) = —1, cela signifie
que

p(LG™ (@) = X717 (L™ (2)

ce qui, en prenant p de la forme n~1x~(1=%) avec n(—1)(—1)*¥ = —1 et 1 non trivial,
signifie que

Lo kyn 1) =G, 2im) (B e T (k) Lk, )
5 1) =G(n, 2im) 7 (5~ 7
=G(n~t, —2im)p*~aM (—24m)~*T' (k) L(k,7) ;

c’est bien siir I’équation fonctionnelle complexe de la fonction L d’un caractére de
Dirichlet et ce calcul est un cas particulier de 4.3.2. Le fait que L’i’;,z}i"’f(Z) soit une
base du A-module libre I7 ;) (,1(Z,) est un théoréme de Mazur-Wiles ((MW84]) dont
une autre démonstration a été donnée par Rubin ([R91]) avec les idées de Kolyvagin.

4.3.4. Soit E une courbe elliptique modulaire définie sur QQ, ayant bonne réduction
en p et prenons pour motif M = h;(F) le motif dont la réalisation l-adique est
VI(E) = Q, ®z, T)(E) avec T;(E) la limite projective des points de ["-torsion pour
n entier. Le dual h!(E) de hy(E) a comme réalisation de de Rham Hl,(E) et comme
réalisation p-adique la cohomologie étale HL(E/Q,Q,). On a donc l'isomorphisme de
-modules filtrés

D, (h1(E)*(1)) = Dy(h' (E))[-1] = Q, ® Hap(E)[-1] .

C’est le module noté D,(E) dans [P93] et [BP93]. Rappelons qu’on dispose une
application bilinéaire alternée canonique de motifs h!(E) x h'(E) — Q(—1). D’ou
un isomorphisme h;(E) = h}(E)* = h'(E)(1). Enfin, on note h; z(E) la Z-structure
naturelle sur h;(E) associée aux T;(E).

La fonction L de h,(E) est liée & la fonction I de Hasse-Weil de E par
L(hy(E),s) = L(E/Q,s+1)

comme cela se voit en regardant les facteurs locaux ; ici L(hi(E), s) est la fonction sans
facteur a linfini. Le facteur & l'infini Lo (h1(F), s) de L(hi(E), s) est I'c(s + 1).
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La conjecture CP(h;(E),7,{0}) est liée au théoréme d’existence de la
fonction L p-adique de Mazur-Swinnerton-Dyer (dans le cas ordinaire) et de Amice-
Vélu et Vishik dans le cas supersingulier (on prend pour 7 le type défini en 2.4.4).
Plus précisément, choisissons un modele de Weierstrass associé & une base (wg, ng) de
H}p(E) ol wg est une forme différentielle de Néron. Alors exq = wg A g est une base
de detgHjr(E) = Q(—1)4r et est aussi une base du Z-module Z(—1)4z. Choisissons wg
pour que ey soit la base canonique, Z(—1) étant toujours orienté. Par I’identification

D, (hi(E)*(1)) = @y ® Hap(E)[-1],

’{’;ff"r(hl z(E)) est identifié & 1’élément L”‘z"”(h z(E)) de

H ® Hp(E)[-1] = H®g, D,(E)
tel que
LY (h,2(E))(n)eam = 5™ (hz(E)) An
pour n € D,(hi(E)).

A) Supposons d’abord que E est supersinguliere en p. Les formules
VAL.SP.(hy (M), n) suffisent pour déterminer de maniére unique

L™ (hz(E))

ou ce qui revient au méme L" 2""'(h1,z(E)). Elles s’écrivent pour 7 caractére d’ordre
fini de G non trivial
=My~ (L2™ (k1 2( E)))

L{P}(E/Qv 77-1, 1)(4J
2"

=2 G(n, 2im)

ou QZS”) = [+ wg avec v* générateur du Z-module H(E, Z)+, ou encore

(pp) My~ (LA™ (R 2(E)))
Ly (E/Q,n7Y, 1)w
2% o

=—;—G(n‘1, —2im)

Si i est trivial, on trouve

(1—9) 11— p e UL (h1,2(E)))
1 L{P}(E/Q7 1)
"2 2z7rQ€(")
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On en déduit que si £, msp est la fonction de Homcont(Goo,C;,‘) dans C: ® D,(E)
étudiée dans dans [P93] et dans [BP93], on a
— 2 . r p,—2im,T
Lymsp(p™!) = '%(—227")9(1'?},}21 T (h,z(E)))

pour tout élément de Homcont(Goo,C;,‘), avec c5 désignant le nombre de composantes
connexes de E(C)*.

B) Supposons que E a bonne réduction ordinaire en p. Dans ce cas,

Pexistence de L?ﬁ;""r(hl,z(E)) n’est pas prouvée. Seule a été prouvée 'existence de
247, T
7r(L’{’p} (h1,2(E)))

(vérifiant w(VAL.SP.(h,(E), p) pour presque tout caractére d’ordre fini de Go,) ol 7 est
la projection de D,(E) sur le sous-espace propre de D,(E) pour ¢, associé & la valeur
propre qui est une unité, parallelement a 1’espace propre de valeur propre un élément

de valuation —1. Nous verrons au paragraphe 4.4.5 comment on pourrait construire
LI{D}?}W’T(hl,z(E')) tout entier.

Le théoréme suivant en direction de la conjecture principale est di & Rubin
([R88, theorem 4.4], [R91, theorem 12.3]), le passage & la formulation de Rubin se fait
a laide des considérations de 2.4.7 ; comme il est remarqué dans [P93], les conjectures
0z,(T5(E)) sont alors vraies.

Théoréme. (Rubin) Soit E une courbe elliptique définie sur Q, a multiplication
compleze ayant bonne réduction ordinaire en p. La conjecture Leop(V,(E)) est vraie.
fe A-module libre m(I7, ;0 () (Tp(E))) est de rang 1 et W(L’{’;,z}‘"’T(hl,z(E))) en est une
ase.

En particulier, Xo (Q(up), Tp(E)) est de torsion (cf. 2.4.7).

Un autre bout de la conjecture CP(hi(E)) est que W(L’{’f}i"’f(hl,Z(E)))
vérifie m(VAL.SP.(h1(E), 1)). Lorsque L(E/Q,0) est non nul, cela est clair. Lorsque
L(E/Q,1) = 0, le théoréme suivant qui utilise les résultats de Gross-Zagier ([GZ86])

et de [P87] va dans cette direction :

Théoréme. Soit E une courbe modulaire définie sur Q ayant bonne réduction

ordinaire en p. On suppose que N(L"{’f}i"‘f(hlyz(E))) a un zéro simple en 1. Alors,
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w(LZ3™ (ha 2(E))) vérifie 1(VAL.SP.(h1(E), 1)).

L’idée de la démonstration est la suivante. L’hypothése implique que
L(E/Q,1) est nul. On choisit un caractére quadratique imaginaire 1 tel que
L(E/Q,%,1) # 0 et tel que 9(p) = 1 et ¥(I) = 1 pour tout ! divisant le conduc-
teur de E : cela existe par un théoréeme de Waldspurger. Si K est le corps quadratique
imaginaire associé, soit P € E(K) le point de Heegner associé. Par [P87], la hauteur p-
adique de P est non nulle et P est donc d’ordre infini. On en déduit par [GZ86], que la
fonction L de E/K a un zéro simple en s = 1 et la comparaison des formules complexe
et p-adique implique VAL.SP.(h;(E), 1) ou plutdt sa projection m(VAL.SP.(h,(E), 1)).

Enfin, rappelons que des vérifications numériques ont été faites tant dans
le cas ordinaire ([BGS84|, [BG85], [MTT86]) que dans le cas supersingulier ([BP93]).

4.3.5. On peut remplacer dans ce qui précéde la courbe elliptique modulaire par une
forme modulaire primitive pour I'o(/N) de poids k et de caractére ¥. Nous supposons
que N est premier & p. Notons M(f) le motif de poids k — 1 associé & f par Scholl.
Par un théoréeme de Faltings, le polynéme caractéristique du Frobenius géométrique
agissant sur M(f), est

X? = ap X + ()P = (X — 0p)(X = Bp) -
De méme, on a det(1 — X |D,(M(f)) =1 — a,X + ()I¥"1X2. Ainsi,
L(M(f),s) =]](Q —al™ +p)IF17°) = L(f,s) .

On a
M(f) sii<O0
Fil' M (f) = { Qu si0<i<k—2
0 sit>k—1.
On a d’autre part do(M(f)) = 1. Ainsi, comme cela est bien connu, si p est un

caractére géométrique, M (f)(p) est critique si et seulement si 1 < j, < k — 2. Enfin,
on a un isomorphisme canonique

M(f)*=M(f)(k—-1).

Remarquons qu’avec cette définition, si f est une forme modulaire primitive
de poids 2 dont le développement de Fourier est rationnel sur QQ et si F est la courbe
elliptique associée, on a h!(E) = M(f) = hi(E)(-1).
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Notons M(f) une structure entiere de M(f). La fonction L p-adique
telle que nous la définissons ici (au moins conjecturalement) appartient & H(G) ®
D,(M(f)*). 1l est facile de voir que les valeurs propres de ¢ agissant sur D,(M (f)*)
sont a;! et B;! et que les nombres de Hodge de D = D,(M(f)*) sont —k + 1 et 0.
Regardons d’abord le cas ou f est ordinaire : a, est alors une unité en p. Comme
pour les courbes elliptiques, ’existence de L’ff}i"’T(M (f)(1)) n’a pas été montrée, mais
seulement l’existence de la projection w(L’{’;,r‘)}i"’T(M( £)(1))) de L’{”’,z}i”"r(M (f)(1)) sur
le sous-espace propre Dy relatif a a, ! parallélement au sous-espace propre relatif &
B, '(ici, oy, est supposé étre une unité). Soit L, ., I'unique élément de Q, ®z, A tel
que,pour 1 <j< k-1,

L(fin'5+1)
(_27;71,)]‘0;("7)(])

01X (Lpa () = 0 *Pp*MUHDG(n~1, 2im) (5 + 1)
si 77 est un caracteére non trivial de G, et

k—2—3j
X (Lpay (£)) = (1 — %(p) 2

D) - Eorg o+ 1) ALt D

(—2im)s Q)

Qp

ou Q}t sont des nombres complexes rendant rationnel le membre de droite. On
vérifie facilement que, & une constante pres, Ly o,(f)* vérifie la propriété désirée pour
m(LEY T (M(F)(1)))-

Lorsque f n’est pas ordinaire, c’est-a-dire que p divise a,, les théorémes
d’interpolation de Amice-Vélu et Manin-Vishik, comme dans le cas de poids 2, peuvent
s’interpréter comme un théoréme d’existence d’un élément

Ly ™ (M(£)(1))

de H(Go) ®q, Dp(M(f)(1)),) vérifiant VAL.SP.(M(f)(1),x’n) pour 0 < j < k—2et
1 caractére d’ordre fini tel que L(f,n~', ) # 0.

4.3.6. Supposons que M est critique, c’est-a-dire que ’application

est un isomorphisme. Pour w € (detgtar) ™! @ deto M et w’ € (detgta) ™! compatibles
a M, notons Qy(w) le déterminant de ap dans des bases w; de detgiy et ws
de detoM7 telles que w = wi' ® wy et Qp(w') I'élément de D,(M*(1)) tel que
QW) (n)w' ™t = am,(n).

Supposons de plus que M, vérifie la condition de Dabrowski-Panchish-
kin (cf. 2.4.6). Alors, M, est +-critique (au sens de 2.4.6). Rappelons que l'on
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a défini un A;-module libre I,  (My)(n) de rang 1 conjecturalement contenu dans
(2im)e M) Q, @ Ay

]Isp,+(Mp)(n) (gf (2Z7T)tO(M) H l:;iimop
j>—h
pour n € detq, Dse avec to(M) = to(My) = Ticoihi(M). On pose
F:(;*(Mp) = H I"W,*(_i)ili(Mp) = H P”’*(—i)hi(M) ‘

i<0 <0

Fill Dg,
' ]Iarith,{p,oo},h(MP) (n):t

On a I'*(M,) € (2im)eQ.

Sous les hypothéses que M est critique et que M, vérifie la condition
de Dabrowski-Panchishkin, la conjecture CP(M, 0) devient la conjecture suivante.

Conjecture. Soit M une Z-structure orientée sur M. Il existe un unique élément
‘{’;,2}” *(M) 4+ de Homgq,(detg, Dsc, (2im)MQ, ® Ay) telle que
- pour tout caractére 11 de G, avec €(n) =1 tel que

H(M(n)) = H*(Q,M*(1)(n™")) =0,
- pour w € (detoty) ™! ® detqMj et w’' € (detgta)™' compatibles @ M, on

ait
1w e m) = I (-ap) II (1-playh)
v(a;) >0 v(a;)<0
- o} (M, 0)
I'% (Mp)%gp(wl)
et

(VAL.SP.(M,n, sc))
1 LGy M)) =( TT ay) 2T (M)

v(a,)<0
G, ~2im) =4+ WOLe, . (M(n),0)

Qoo (w)

p(w’) .

On retrouve ainsi la conjecture introduite dans [CP89]. On peut vérifier
que le facteur I';*(M,) est égal au facteur & I'infini modifié de [CP89], [C89], [P90],
une fois identifié le 2im p-adique et le 2iw complexe.

Si on veut éliminer la dépendance en M, on procéde comme en 4.2.2. Soit
¢ une conjuguaison complexe. Pour c sufisamment général, ’application ¢, composée
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de M* — M, de l’application M, — B;; ® D,(M) déduite de l'isomorphisme de
comparaison et de la projection de D,(M) — D, parallélement & Fil®D,(M) est un
isomorphisme car M, est +-critique. Si m(c) est une base de detzM™, I'image ¢.(m(c))
de m(c) dans detg,Ds. est non nulle et

Lz{);)z}iw,sc(M, c) — LI{’;}%ﬁw,sc(M)(Lc(m(c))) € Bis @ Ay

ne dépend pas du choix du réseau M et est définie au signe prés. Plus précisément, il
existe un élément (c) de B, tel que LE,"}”’”(M , ¢) appartient & ,(c)(Q,®A,). Donc
& condition d’avoir choisi un plongement de Q dans C et une “période” Q,(c) € Beris,
on obtient (conjecturalement) un élément de Q, ® A (rappelons que I'on a dés le début
choisi un plongement de Q dans C,).

Faisons maintenant quelques remarques qui permettent de passer de la con-
jecture générale au cas particulier ol M est critique et M, de Dabrowski-Panchiskhin.

(A) Sous I’hypothese faite sur 7, on a

Ap(M(n)™! = Q(n) ® (detg,tr) "

et

Ap(M(n)™' = Q(n) ® (detq,ta) ™' ® det M7
On a alors
Per s (n)(w) = Perp (w)G(n, 2im) "4+
D’autre part,

Pernr(n), () = Perag, (w)

(B) Le sous-espace Dy, est stable par ¢, on en déduit que P,(p) est
simplement la multiplication par le scalaire :

Py(p) =det(1 — ¢|(Dsc)*(1)) "'det(1 — p~ 7| (Dsc)*(1))
=det(1 — | Dsc)det(1 — p~ =t D,o) !

si 1 est trivial ou, si 7 est non trivial,

P(p) =det(p](Dac)* (1))
=det(p<p|Dsc)“(") ]
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En écrivant
det(1 — pX|D,(M)) =[[(1 — a;X) ,

@y

det(1 — (PXIDsc) = H (1- an) ’
v(a;)<0

on a alors

Ly(Mp, 0) ' Pa(0) = I (1—ey) TI (1=pla5"),

v(a;)>0 v(a;)<0

G(n, 27:7r)d+(M)Lp(Mp("7)v 0)—1Pn(‘P)—l
—G(r, ~2im) #00( ] ay)~e

v(a;)<0

pour 7 non trivial (on utilise le fait que G(7, 2i7)G(n~!, —2imw) = pe™M) .

(C) On a
F‘II',T,*(MP) — (2i7r)t('r,+) H l—w(_q)n;'(-r) .

En remarquant que, si dimeFilj D, est nul (par exemple pour j > 0), il en est de
méme de m} (7) (cf. §2.4.6), on a

dimgq, Filf Dsc—m7

1(1—[ l—z‘;nqp 1. Tn] (T))
J

_ H (_j)dimQPFiljD,c—m;'(r)

—h<j<0
pour h assez grand, car alors dimeFilj Dye = dy (M) = m] (1) pour j > h ;
S T L

—h<j<0

ZH( H _j)l'z.'(Mp)—"f(‘r)

i<0 —h<j<i

(pour j < —h, hi(M,) = n} (1) =0) , ce qui vaut

=TIC II )R®=nE@ = TT((h — 1)1/(=i)t) s Ma)=n )

i<0 —i<j<h i<0
— H F(_,L-)n;"(-r)—ﬁi(Mp) — H F:(_i)nj(r)—ﬁi(Mp) :
i<0 i<0

car X ;.o iz,-(M,,) = Yicon: (1) = d4(M). Remarquons de plus que pour i > 0, les
nombres n; (7) sont nuls car M, vérifie la condition de Dabrowski-Panchiskhin. On
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p,2im,T p,2im,sc

en déduit que lorsqu’on remplace L i (M) par L fo (M), le facteur I'"(7, +) est
remplacé par

(7, +) H Fw,*(_i)fli(Mp)—n?(T) =11 F’r'*(_i)ﬁi(Mp) .

<0 i<0

4.3.7. Regardons maintenant le carré symétrique Sym?(M (f)) de M(f) ou f est une
forme modulaire de poids k et de caractére ¥ avec ¥(—1) = (—1)*. Remarquons que
comme nous n’avons regardé que les motifs a coefficients dans @, nous sommes obligés
de supposer que ¥ est un caractére quadratique pour rentrer dans le cas précédent.
Rappelons les résultats obtenus par Coates-Schmidt et Schmidt ([CS87], [Sc88] et par
Hida ([H90]).

Rappelons quelques invariants classiques attachés & Sym?2(M(f)) qui est
un motif de poids 2(k — 1). La réalisation p-adique Sym?(M(f)), de Sym?(M(f))
est la représentation p-adique Sym?(M(f),). Les nombres de Hodge sont 0, k& — 1,
2(k —1). Plus précisément, si Fil* "' M (f)4r = Qw et M(f)ar = Qw & Q7, la filtration
Fil'Sym?2(M(f)) est donnée par

Sym?2(M(f)ar) sii<0

g Quw? ® Qwn si0<i<k-—1
FilSym*(M(f))ar = | g2 sik—1<i<2(k—1)
0 si2(k—1) <i.

On a d’autre part dy = d, (Sym?(M(f))) =2 et d_ = d_(Sym?(M(f))) = 1.

Soit p = X771 un caractére géométrique de Goo. Alors, Sym2(M(f))(p) est
de poids 2(k — 1 — j), a comme nombres de Hodge —j, k — 1 — j, 2(k — 1) — 7, son
espace tangent est de dimension

3 si2k—1)<j

2 sik—1<j<2k—1)
1 si0<j<k-—1

0 sij<O0.

D’autre part, on a di(Sym?(M(f))(p)) = diep) avec €(p) le signe de e(n)(—1)’. On

en déduit que Sym?*(M(f))(p) est critique (c’est-a-dire que I'application &g,,.2(ar(sy)(p)

est un isomorphisme) si et seulement si on est dans une des situations suivantes
A)k—1<j<2(k—1)ete(p) =+ (on a alors de,) = 2) ;
B)0<j<k—1ete(p)=— (on aalors d, = 1).
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Pour calculer le facteur a l'infini de la fonction L de Sym?2(M(f)), il reste
a calculer les nombres m} (Sym2(M(f)) et n} (Sym?(M(f)) ; on trouve

2 sii<0
mF(Sym?*(M(f)) =4{1 si0<i<k—1
0 sii>k—1
et
1 sii<O0
-_S 2M = -
mi (Sym”(M(])) {0 si0<i
et donc

ng (Sym*(M(f)) = 1, nf_,(Sym?*(M(f))) = 1, ng (Sym*(M(f)) =1,
les autres ni étant nuls. Ainsi,

Ic(s)Tr(s — k+1) si k est impair

Loo(Sym?(M(f),s) = {FC(S)FR(S —k+2) sik est pair.

Remarquons qu'on a m*(Sym*(M(f))) = mifmin(Sym* (M (f),)).

Enfin, les valeurs propres de ¢ sur D, (Sym?(M(f),) sont a2, 82 et ¥ (p)p*~!
et pour une place [ de bonne réduction pour FE, le facteur local en ! de la fonction L
est

Li(Sym*(M(f)), s) = (1 — app™°)(1 = ¥(p)p* =) (1 = Bop~*))
si Li(M(f),s) = (1 — app™®)(1 — Bpp~*). Aux places de mauvaise réduction, le calcul
des facteurs locaux est fait dans [CS87] pour k = 2 et ¢ = 1 et [Sc88] en général.
Remarquons que Sym?(M(f)) est invariant par twists et qu’il est commode pour ce
calcul de choisir f de conducteur minimal parmi ses twists.

Le produit
L(Sym*(M(f)), s) = [[ Li(Sym*(M(f)), s)
l

converge pour Re(s) > k et admet un prolongement analytique & tout le plan complexe.
L’équation fonctionnelle

L®(Sym?(M(f)), s) = e(Sym*(M(f)), s)L=(Sym*(M(f)),2k — 1 — s)
a été démontrée par Shimura [Sh76]. L’isomorphisme de motifs

Sym*(M(f))* = Sym*(M(£))(2k — 2)
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permet de I’écrire sous la forme

L (Sym*(M(f)), s) = e(Sym*(M(f)), s)L®(Sym*(M(f))*(1), —s) -

On suppose maintenant que a, est une unité en p et on note , le zéro de
X? — ap,X + ¥(p)p*~! qui est une unité. On note cy le conducteur du caractére .
Le théoréeme 5.5 de Schmidt peut alors s’énoncer avec des notations un peu différentes

des siennes (en particulier, on prend p = x™**~15 ol m est 'entier qui intervient dans
[Sc88]).

Théoréme. Il existe un unigue élément G de Frac(A) tel que pour tout caractére
géométrique p de G tel que Sym?(M(f))(p) soit critique, on ait
A)sik—1<j,<2(k—1) et e(p) =+,

p~HG) =2T(j,)T(jp — k + 1) (™~ = Dap(p) "1, %))
2 —2 —1\2 2L(S’ym2(M(f))(p),0)
plew)* ;™ G(¥™")*G(n,) 5 00)
=2p(cy)’c; ¥ (=1)* T ()T, — k + 1)

(p2j”_(k‘1)w(p)‘la;2)—“("")G(np)2 L(Symi()t/l((pj;))(p)’ 0)

avec Qy(p) = (2im)2Ue—k+Dgk-1 < f f > .
B)si0<j,<k—1etsie(p) =—,

pHG) = % pley)(—cy)"* DG (1)

F(Jp —k + 1)(pjp—1a;2)a(17p)G(,r’p) L(Symz(M(f))(p), 0

Q(p)

avec Qs (p) = (2im)fe~F+lgk-1 < f f >,

Si de plus p est non exceptionnel (cf. infra) et si b n’est pas un caractére
quadratique imaginaire (resp. ¢ est un caractére quadratique imaginaire), G appartient
a A (resp. appartient ¢ (1 — x(v)~*"Dy)71A).

On dit que p est exceptionel (cf. [Sc88]) s’il vérifie la condition suivante :
choisissons f de conducteur /N minimal parmi ses twists ; alors I’ensemble des nombres
premiers [ divisant N, tels que ord;c, = ord;N et tel que 0 < |1 — 1%*~2q; |, < 1 est
non vide.

Faisons le lien avec notre conjecture. L’hypothése d’ordinarité implique
que Sym?(M(f)), est une représentation p-adique de Dabrowski-Panchiskin. Le cas
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de Sym?2(M(f)) entre donc dans le cas de 4.3.6 et ce calcul a déja été fait. Nous le
recommengons en faisant quelques remarques :

(i) p — p(cy) est un élément de A ;

(ii) on reconnait dans I'(j)I'( — k + 1) si €(p) = 1 et dans I'(j — k + 1) si
e(p) = —1 le terme I'(M(p),)-

(iii) on reconnait dans p*~*~Ny(p)~la;? une des valeurs propres de
I'opérateur A2(p?) de A?D,(Sym?M(f)*(1),) : celle correspondant au sous-espace D’
de dimension 2 de D,(Sym?M(f)*(1),) somme directe des sous-espaces propres pour
¢ de valeur propre p~'a,? et p~'(p* "' (p))~! = p~*4(p)~'. De méme, on reconnait
dans p’~'a,? la valeur propre de lopérateur Alpip = pip de D,(Sym M (f)*(1),)
correspondant au sous-espace propre D” de dimension 1 de D,(Sym?M(f)*(1),) de

valeur propre p~'a; 2.

On en déduit que si n’ € det(D’) (resp. n” € det(D")),
L2A™T (Sym*(M(£)))+(n')
resp. LP2™7(Sym?2(M f)))-(n")) existe ; & une unité de Q,(2i7)Z ® A pres, c’est G-
{r} P

Le type & l'infini naturel dans ce cas est Tyin (V).

Nous verrrons dans ’appendice B qu’une conséquence facile d’un théoréme
de Flach ([F192]) est que Leop(Sym?(h'(E)(2),1a) est vraie.

De nouveau dans le cas ol F est a multiplication complexe, on a des résultats
en direction de CP(Sym?(h!(E))).

Théoréme. (Coates-Schmidt [CS87]+Rubin) Soit E une courbe elliptique définie
sur Q, a multiplication compleze et ayant bonne réduction ordinaire. Alors, pour
n € det(D"), L’{’;,?”’T(Sym%/\/t(f)))(n)_ est une base du A-module

Trith oy (Sym*(M(£))p)-(n) .

En utilisant les diverses équations fonctionnelles et en supposant vraie
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la conjecture Réc(Sym2(M(f))p), on en déduit que sous les mémes hypothéses sur
E et pour n € det(D'), L’{’;f}i"”(Symz(M(f)))+(n) est une base du A,-module
L7 ik, (p) (SYM?A(M(£))p)+(n). On peut aussi le démontrer directement par un raison-
nement semblable & celui de [CS87].

4.3.8. Une derniére remarque pour faire le lien entre le §3 et les conjectures du §4 :
si la conjecture 4.2.1 est vraie, les résultats du §3 peuvent s’interpréter comme la
démonstration a une unité p-adique pres des conjectures de Bloch-Kato généralisées.
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4.4. Eléments spéciaux.

4.4.1. Dans ce paragraphe, nous donnons quelques conséquences des conjectures
principales que nous avons faites. Beaucoup d’autres formulations sont possibles. Selon
les cas particuliers, il est possible de vérifier 'une ou ’autre. On trouve certainement
dans [Ka] et [Kb] des formulations du méme type.

Notons HZ ,,(Q, M,) le noyau de HZ, 5(Q, M,) — ZZ 5(Q, M,). Rap-

pelons que si wy est un générateur de
deta, HY, 1 (Q, Mp)s = deta, HY, o(Q, Mp)+
le A-module des fonctions L p-adiques arithmétiques est défini par
Larith,{p,00},n (Mp) £(S)er,
_ H ldimeFilij(M)(detAtM;(l)GQm)(detAtzgo,p(Q, Mp)i)“l

=J
i>—h

(detAiHozo,{p}(Q’ Mp):l:)_l(/\d_i(Mp)inl,,,h,i)_l(w:t) As
pour s € A*MD, (M), cf. (1.4.3) et pour h assez grand et

- . T i ild -m¥(r
]Iarith,{p} (‘Mp)i(s)eMp =(27’7r)tH( E) H (l—j)d map Fit Dp (M) =m3 (1)
i>—h

(deta, M*(1)5e= ) (detn, Z2, ,(Q, Mp)+) ™"
(detay HZ, (5 (Q, Mp)2) M (A*0B)Q5, | ) (we) As

pour T un type a l'infini de M, cf. (2.3.1).

Il existe un élément wspsc(Mp) de Frac(A) ® detyHy, 1,y (Q, Mp) tel que

pour tout entier h, on ait pour tout s € A%MD, (M),
dimg, Fily D (M
]Iarith,{p,oo},h(Mp):k:(S)eMp = A H l—l;'nQp WD (M)

i>=h
(/\d_i(M)in,,,h,:t)_l(WSPéC(Mp)i) Ns
et on a
A swspsc(Mp) 2+ =(deta, M*(1)70=) (deta, 2%, ,(Q, Mp)+) ™"
(deta, Hgo,{p} (Q,Mp)1) twy .
Ainsi, si f(HZ, ,,(Q,M,)) est une série caractéristique du A-module de torsion
Hfo, ) (Q, M) (sous Leop(M,)), fo une série caractéristique de M*(l)g %= et fop, une
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- Lo G
série caractéristique de @yes, M*(1)p ", on a

Fipf (B2 ()@ My))

Wepse(Mp) = Iz

c’est-a-dire

M
Awspéc(Mp) — fO,p ( {fpo}(Q P))d tA {p}(Q, p) )

4.4.2. Supposons vraie la conjecture CP(M, J) pour un sous-ensemble admissible J de
Z, c’est-a-dire supposons ’existence de pr,m} (M) vérifiant les formules VAL.SP.(M, p)
pour suffisamment de caractéres géométriques p. La conjecture CP*(M) peut alors
s’écrire de la maniére suivante :

Conjecture. (i) Il eziste wpec(Mp) € Frac(A) ® dety Hy, 1, (Q, M) tel que

L{p.oo},h(M)i(s)eM”
dimg,, Fil Dp(M) - € )~
=] L "nQ" (Ad *(M)QMp,h,i) Nwopee(Mp)) A s
j>=h
(ii) On a

S (2 (@ M) |

Wepse(Mp) = Iz

etaHoo, () (Q, Mp) .

4.4.3. On exprime maintenant un sous-produit de la conjecture principale en termes
uniquement de wspec(Mp) en utilisant le paragraphe 3. Reprenons certaines nota-
tions de ce paragraphe : si a est un élément de H) (0 (Q, M(7),), on note P(a)
l'image de a dans H'(Gsgq, M(j),) et on prolonge cette apphca.tlon en une appli-
cation de detaHg, (,,(Q, M(j),) dans N-MO) HY (G g, M(j)p). D’autre part, no-
tons Qp,00)(M(5)) le quotient de Perpyjy, (') par Perpsy(w) ot w € Ap(M(5))™! et
W' € Ap(M(j))~! sont compatibles & la Z-structure orientée M(j) (cf. 4.2.1) et ot
I’on a mélangé alléegrement les nombres complexes et p-adiques. On laisse le lecteur
les séparer et vérifier que finalement ce qui est écrit a un sens. Dans la suite, nous
continuerons a faire cet abus.

Supposons par exemple que ’espace tangent de M est Mgg, que L(M(5),0)
est non nul, que H}(Q, M (5)*(1),) = Hf(Q M(5)*(1)) = 0 et que le Q-espace vectoriel
H}(Q, M(j)) et le Qp-espace vectoriel H}(Q, M(j)p)) sont de dimension d_(M(j)), ce
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qui doit étre vrai pour j assez grand. Pour un tel j, on note log ;) la composante de
logar)

detzH}(Q, M) — detg(coker apr) = detr(R ®q Mar/R ®q M4
dans la base déduite de la base exq de detg(Myr) et de la base wf (M) de ME (donnée
par Porientation de M). Si z; est une base de detqH}(Q, M(j)), on a alors

Qp,00) (M) (n) = 10gM(j)p(zj) An

log am5)(25))
pour n € AX+MUID,,(M(5)).
Conjecture. Il eziste un élément wspec(Mp) de Frac(A) ®detAH;°,{p}(Q, M,) tel que

pour tout entier j avec Fil "M (j)qr = 0 et H}(Q, M(j)) de dimension d_(M(7)), pour
tout n € N=MUID, (M (5)),

logMp(j)P(wspéc(M) ® 6®j) An
— 4 9—d-(M(5)) H I‘(—z’)h"(M(j))Lp(M(j)*(l), 0)—1

o} (M (5), 0)(p,00) (M(5)) (1) -

Remarquons que si d_(M(j)) = 0, la puissance extérieure d_(M(j))-ieéme
de D,(M(j)) est canoniquement Q,, et que la conjecture ne dit rien dans ce cas, sauf
que L3, (M (), 0)/Perp(jy(w) est un élément de Q,.

La compatibilité avec la conjecture 4.4.2 se fait a l’aide des calculs du
paragraphe 3. Plus précisément, en remplagant M par M(j), on peut supposer j =0 ;
on utilise alors

- que sous les hypothéses faites et en posant comme dans le paragraphe 3

Lop=(AN==0005, , ) @)

et
Lo = (Lon)n
avec o € H;o,{p} (Q, M,), on a

(1-9)7 (1 —p7 e )1(La) = £logy, P(a) ;
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- la formule
1( H l—i)dimeFiliDp(M)) =(h - 1)!d_(M)HF(—-i)~;”(M) ’
i>—h i

- la remarque que si L(s) = L' A s,
(T=) (1 —p~te ") L)(s)
= P(MP’O)~1LP(M*(1)P1 0)((1— 90)_1(1 - P_I(P_I)LI) NS.

Remarque : De la formule
L. (M, 0)

= £20+ (M)=d- (M) (g )d— (M)+tu (M) TT T*(— )R (M) |
Ta.(M*(1), 0) (2m) 11(=9)

J
on déduit que la formule peut aussi s’écrire de maniére plus symétrique en p et oo :

log, (j) P (wspec (M) @ €®7) = £274+ M0 (97r)=d- (M) ~tr (M(5)
L5 (M(5)*(1),0) ' L(M(5)*(1), 0) 'L (M (5), 0)Qp.00) (M ()
en notant i
Q(p,00) (M(7))(n) = Qp,00) (M(F)) Am .
On pose
IL(M(])) = 2—d+(M(j))(zw)—d_(MO'))—tH(M(]'))L:o(M(j)*(l)’ 0)—1L00(M(j)’ O) .

Nous ne garantissons pas le signe dans les formules qui suivent ...

4.4.4. On peut étre encore plus optimiste : On dit qu’un élément = de H}, 03 (Q, Mp)
et méme de son bidual H ;o () (Q, Mp)** est fortement motivique si pour tout entier j
et pour tout entier n la projection de z ® ¢® dans H!(Gs,F,, M,) appartient en fait
au Q-espace vectoriel H(Q,, M). On dit que z € detAH;o, (0} (Q, Mp)+ est fortement
motivique si ’on peut écrire z = z; A - - - A =, avec x; fortement motivique. Supposons

d_+(M) # 0.

Conjecture. Il existe un élément fortement motivigue wgpec(M) de

detAH;O‘{p} (Q, Mp)

tel que pour tout entier j assez grand avec (—1)7 = + (en particulier Fil ' M (j)ar = 0

et H{(Q, M(j)) de dimension d_+(M))
10g pq(j) P(Wepee(M) ® €¥7) = Ly(M(5)*(1),0)'L(M(5)) mod M(5)" .
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On passe de cette formule a celle de 4.4.3 en prenant
Zj = P(wspéc(M) X €®j) .

Il n’y a plus de fonction L p-adique visible. Cependant, un tel élément, une fois qu’il
est connu, permet de définir la fonction L p-adique par la formule

dis FiD (M) _
LY, copa(M)x(s)ep = T 155777 7 (A#0Q5 4 )7 (wapee(M)£) As
j>—h

On peut réécrire la conjecture précédente sous la forme suivante :

Conjecture. A) Pour tout entier j assez grand (Fil 'M (j)ar = 0 et H}(Q, M(j)) de
dimension d_(M(j)) en particulier),

QM) ¥ A-23M exp o (LM (5))erey) € detzHEHQ, M(5))

0U exppq(;) est lapplication réciproque de 10grq(j)-
B) De plus, il existe wyps(M) € detaHY 0}(Q, Mp) fortement motivigue
tel que
P(wspee(M) ® €¥) = Lp(M(5)*(1),0) ' Q(M()) -

Remarquons que si w € detAH;o’{p} (Q, M,), il est caractérisé par la
connaissance de logM(j)p P(w ® €®9) pour j assez grand ou si 'on sait de plus que
w est fortement motivique par la connaissance de log ;) P(w ® €®7). En effet deux
éléments de dety HY, (,1(Q, M,) différent par un élément de Frac(A) qui est caractérisé
par ses valeurs en tout entier j > 0.

4.4.5. Ezemples. (i) Si € = ((n), on prend wspsc(Z(1)) = (1 —(n)n. Alors, pour j impair
et positif, Q(Z(j)) est I’élément de Soulé-Deligne [De89] (voir aussi [P]).

(ii) Pour h;(E)(1), Kato construit par un choix convenable d’unités mo-
dulaires un élément wspec(h1(E£)(1)) selon la méthode de Beilinson et Bloch. Cet
wspéc(P1(E)(1)) permet de définir la fonction L p-adique & valeurs dans le Q,-espace
vectoriel D,(hi(F)) de dimension 2. On peut espérer que les résultats de Kato permet-
tent de montrer qu’une projection convenable de la fonction L p-adique que ’on obtient
a partir de wspec(h1(£)(1)) est & une translation prés la fonction L p-adique de Mazur-
Swinnerton-Dyer. On peut méme espérer construire & partir de wspsc(h1(E)(1)) la
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fonction L p-adique tout entiére par la formule de 4.4.2
LEATT(M)(s)eam = (2im) ™ (i, ,0) ™ (Wepee(Mp)) A's
pour s € D,(hi(F)).

(iii) Supposons maintenant que E est une courbe elliptique & multiplication
complexe. Les unités elliptiques permettent alors de construire un élément wgpec(h1(E))
de la maniére suivante.

Soit K le corps de multiplication complexe de E. Soit p un nombre premier
non ramifié dans K. Posons L, = K(Ep+1). Le corps Lo = K(E,~) contient
Ko = KQu. On vérifie comme dans A.4 que

lim H'(Gs,z,,, Tp(E))
=lim HY(GsL,., To(E) /"' T,(E))

=lim H'(Gs,L,, tprt1) ® Tp(E) /P TH(E) ® Zp(—1)

= 1£n HY(Gs,1.,Zp(1)) @ To(E)(—1) .

n

Posons
ELpoipy = im H' (Gs,1,., Zp(1)) -

En utilisant I’accouplement de Weil et I'isomorphisme T,(E)* = T,(E)(—1), on obtient
I’isomorphisme de Gal(Ly/Q)-modules

{r

lgn Hl(GsyLn, TP(E)) = Homzp(Tp(E), ng,{p}) .

n

Les applications de corestriction
HY(Gs,1,, Tp(E)) — H'(Gsq., Tr(E))
induisent une application projection

y) — HY o(T(E))
=lim HY(Gg k., T,(E))C ¥/

n

I’IOI].’IZp (TP(E), gL

0,{p

qui se factorise en une application

B : Homgz, (T,(E), £, ) )Gal(Loo/Koo) — Hoo,s(Q, TH(E)) -
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D’autre part, soit Co le Z,[[Gal(Lo/K]]-module des unités elliptiques
associé & E. Clest un Zp[[Gal(L./Q]]-module de type fini. Notons wsps. l'image de
Homgz,(T,(E),Cs) dans HL s(Q,T,(E)). En faisant le lien entre notre application
Qv, ) et les applications § de Coates-Wiles utilisées par Rubin, on devrait pouvoir
montrer une partie des conjectures précédentes, par exemple dans le cas ordinaire pour
la projection sur Do parallelement & Dj_y. Il serait alors intéressant de calculer
complétement (v, (g)0) ' (wspec) que ce soit dans le cas ordinaire ou dans le cas
supersingulier.
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4.5. Continuité.

4.5.1. On énonce dans ce paragraphe des conjectures plus faibles en ne s’intéressant
qu’a analycité et en ne faisant intervenir que les M (j) pour suffisamment d’entiers
j. 11 s’agit alors de ne s’intéresser qu’aux valeurs spéciales de la fonction L de M aux
entiers j pour j assez grand. Cela suffit & déterminer une fonction analytique. Les
propriétés d’interpolation impliquées par nos conjectures sont alors dans ’esprit des
premiers résultats d’analycité de la fonction de Kubota.

4.5.2. Soit j et j' deux entiers congrus modulo (p — 1)p™. On a alors un isomorphisme
canonique

HY(Q, (T/p"H'T)(5)) = H'(Q, (T/p"*'T)(5")) -

et le diagramme commutatif

HYQ,(T/p""'T)(j)) —— HYQ, (T/p™'T)(j")

J J

HY(Qn, (T/p™H'T)(5)) —— H Qn, (T/p"*'T)(5)) -

Remarquons que, pour j assez grand, les noyaux des applications verticales
sont d’ordre borné indépendamment de n. Si Q € H(Q, T(j)) et Q@ € H(Q,T(5")),
on dira que Q et Q' sont congrus modulo p™*! si leurs images dans

HY(Q,(T/p""'T)(5)) = HY(Q, (T/p""'T)(5"))

sont les mémes. Il existe une constante C indépendante de n telle que si les images de

Q et de Q' sont les mémes dans H(Q,, (T/p"*'T)(j)), Q et Q' sont congrus modulo
C-1pn+l,

4.5.3. Conjecture. Soit h un entier positif assez grand. Pour tout k mod p — 1, ul
existe un ensemble fini R contenu dans Z et une fonction analytique Ly 5 (M, s,w*) sur
Z, — R a valeurs dans Homg, (A% MDD, (M), Q,) tels que pour tout entier j = k
mod p — 1, j > 0, on ait pour n € A-MEDD, (M),
(1—=p0) (1 = p o) (Lpn(M, 5, ")) (n)
=(h — 1)14-(MEN=d-MEDL2 (M (5), 0)(p,00) (M (5)) (R ® €ja_amary) -
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Pour l'existence, il suffit de demander la condition pour un sous-ensemble
de Z contenu dans la classe k dense dans Z,.

Bien siir, Qp,00)(M(JF)) est difficile & controler. Le seul exemple vraiment
simple est celui ou d_(M(j)) = 0, Fil°M(j)4qg = 0, M(j) est donc critique ;
Q(p,00)(M(3))(n) est alors le quotient de n par la période de Deligne associée & M.
L’exemple type est dans ce cas la fonction ¢ p-adique. On prend alors h = j.

4.5.4. Conjecture. Pour j >> 0,
QIM(H)) = expryg) (L(M(5))em))
est un élément du groupe motivigue detgH } (Q,M(5)). On a
10815y, @IM(H)) = Qp.c0) (M (F))L(M (5))em() -

1l existe une constante C telle que, si j et j' sont deuz entiers assez grands congrus
modulo (p — 1)p™, les points

Lp(M(3")"(1),0) " Q(M(5"))

et

Ly(M(5)*(1),0)7'Q(M(5))

sont congrus modulo C~1p"+1.

Si o € HL 5(Q,M,;) et si j et j' sont deux entiers congrus modulo
(p — 1)p™, les éléments P(a ® €®7) et P(a ® €®7') respectivement de H(Q, M,(4))
et de H'(Q, M,(j')) sont congrus modulo C~!p"*! car I'image de P(a ® €®/) dans
HY(Q,, My(j)) est congrue a
(2 X)) @Y

T€Gal(Qn/Q)

modulo p™*!. La conjecture se déduit alors de la conjecture, partie B dans 4.4.4.

4.5.5. Dans le méme ordre d’idées, remarquons qu’on peut se poser dans les mémes
termes la question de la “continuité de I’application log M),  en fonction de j, question
qui m’a été posée par J.-M. Fontaine. Il s’agit d’un probléme local. Soit K une
extension finie non ramifiée de QQ,, V' une représentation p-adique de Gk cristalline et
T un réseau de V stable par Gg. Comme en 4.5.2, si j et j' sont deux entiers positifs
congrus modulo (p — 1)p" et si Q € HY(K,T(j)) et Q' € HY(K,T(j')), Q et Q' sont
dits congrus modulo p™*! si leurs images dans

H(K,(T/p""'T)(j)) = H'(K, (T/p"'T)(j"))
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sont les mémes. En utilisant les propriétés d’analycité de ’homomorphisme v, pour h
entier suffisamment grand, on peut facilement montrer la propriété suivante : soit L un
réseau de D(V) ; pour tout k, il existe une constante C telle que pour n assez grand, si j
et 7' sont des entiers positifs congrus & (p — 1)p™ et non congrus & un zéro de deta(Qyz)
appartenant a Z, modulo (p — 1)p*, et si Q € HY(K,T(j)),Q € HY(K,T(j)), les
éléments

(1 —p 1, -1y-1_108v () Q
(D=0 -P ™) AT
et
4 i L, 1 ., ’
i meeu ey _lw_l)*lafvjf—’_@m

de D, (V) sont congrus modulo Cp™*'L (on identifie ici D,(V') et D,(V(5))). Si j est
un élément de Z, x Z/(p — 1))Z, on peut alors donner un sens, pour h suffisament
grand et & quelques exceptions prés a 1’application

par passage & la limite des applications (h + ji — 1)!71 logy(;,) ou jr est une suite
d’entiers positifs vérifiant j = jx mod (p — 1)p*. Par exemple, si V = Q,, on peut en
fait prendre h = 0 et les seules exceptions sont j = (0,0) et (1,1) dans Z, X Z/(p—1)Z.
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A.1. Cohomologie galoisienne.

A.1.1. Soit G un groupe profini et M un G-module topologique, c’est-a-dire un Z-
module muni d’une action de G sur M telle que ’ensemble des ¢ € M vérifiant
gm = m est ouvert pour tout m € M. Notons C"(G, M) le groupe des applications
continues de G™ dans M. On définit de la maniere usuelle des applications d :
C"(G,M) — C"'(G,M). On obtient ainsi le complexe standard C-(G,M). Si
Z™(G, M) est ’ensemble des éléments de C™(G, M) tels que df = 0 (cocyles continus),
on définit le groupe de cohomologie continue H™*(G, M) comme le quotient de Z™(G, M)
par l'image de C""1(G,M). Si0 - L - M — N — 0 est une suite exacte de G-
modules topologiques continus et si M — N admet une section continue, la suite de
complexes

0—-C(G,L)—-»C(G,M)—-C(G,N)—0
est exacte. On peut alors définir des fleches de connexion H*(G, N) — H"*}(G, L) et
on obtient la suite exacte longue de cohomologie continue
-— H*(G,L) - H"(G,M) — H"(G, N)
— H"Y(G,L) - H"*Y(G,M) — H"*'(G,N) — ---

A.1.2. Nous utilisons constamment dans le texte sans le dire les résultats qui suivent
(cf. [Ta76] ou [J88] pour les démonstrations et les précisions).

Un systéme projectif (A;, ;) vérifie la condition de Mittag-Leffler si
pour tout entier 4, I'image des applications de transition A;;; — A; est constant pour
J assez grand.

Soit (T;,m;); un systéme projectif de G-modules discrets. La limite pro-
jective T des T; munie de la topologie de la limite projective est un G-module
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topologique. Pour tout entier n, les H*(G, T;) munis des applications H™(;) induites :
H™"(G,T;) - H*(G,T;_;) par les m; forment un systéme projectif.

A.1.3. Proposition. Soit (T;, ;) un systéme projectif de G-modules discrets et T sa
limite projective. Soit n un entier. On suppose que

i) (T, m;) vérifie la condition de Mittag-Leffler ;

ii) (H™ (G, T;), H" !(m;)); vérifie la condition de Mittag-Leffler.

Alors, U’application naturelle

H"(G,T) — lim H"(G, T:)

est un isomorphisme.

Prenons pour T un Z,-module de type fini muni d’une action linéaire et
continue de G. Alors T = lim T/p'T ot T; = T/p'T est fini. Les (T;); vérifient donc

n
la condition de Mittag-Leffler.

A.1.4. Proposition. SiY est un Z,-module de type fini de H*(G,T), H*(G,T)/Y
ne contient pas de sous-groupes non nuls p-divisibles. En particulier, H"(G,T) ne
contient pas de sous-groupes divisibles non nuls.

A.1.5. Corollaire. Le Z,-module H"(G,T) est de type fini si et seulement si le Z,-
module H*(G,T)/pH"(G,T) est fini.

Soit V = Q, ®z, T, c’est un Q,-espace vectoriel et on a la suite exacte

0-T—->V-V/T—-0.

A.1.6. Proposition. Le noyau de
H"Y(G,V/T) - H"(G,T)
est le sous-groupe divisible mazimal de H" (G, V/T).
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Ainsi, si G est un groupe profini tel que H*(G, M) soit fini pour tout G-
module fini et pour tout entier n, si T est un Z,-module de type finiet V = Q, ®z, T,

alors pour tout entier n,

i) H*(G,T) = im H"(G, T/p'T) et H*(G,T) est un Z,-module de type
fini ; '

ii) H*(G,V) = Qp ®z, H*(G, T).

Si de plus T n’a pas de Z,-torsion, on a la suite exacte

0 — Qy/Z, ®z, H*(G,T) » H*(G,V/T) » H"*}(G, T)tor — 0

ou H™"t1(G, T)or est le sous-module de torsion de H**(G, T).

A.1.7. Par les résultats de théorie de classes local ou global, les conditions sur G sont
vérifiées pour

i) G = Gal(K/K) ou K est une extension finie de Q, et K une cléture
algébrique de K ([Se64]) : de plus H*(G,M) = 0 pour n > 2 et M G-module
topologique.

ii) G = Gs,r = Gal(Fs/F) ot F est un corps de nombres, S un ensemble
fini de places contenant les places & l'infini et les places de F' divisant p et Fg la
plus grande extension de I’ non ramifiée en dehors de S, ceci par les théorémes de
Poitou-Tate (cf. par exemple [Mi86]).

Pour finir cette partie, donnons un lemme qui permet de déduire des
résultats de caractéristique d’Euler-Poincaré de Tate (local et global) pour les modules
finis les résultats similaires pour les représentations p-adiques. On note F, = Z/pZ.

A.1.8. Lemme. Soit T un Z,-module de type fini sans torsion et V = Q,®z, T. Alors

3 (~ 1) dimg, H™(G, V) = 3 (=1)"dimg, H*(G, T/pT) .

Démonstration. Comme dimg, H*(G,V) = gz, H"(G, T), il s’agit de calculer

> (-1)"rgz, H*(G,T) .
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On remarque que si M est un Z,-module de type fini, on a
rgZPM = dimg, M /pM — dimg, M,
ol M, désigne I’ensemble des points de p-torsion de M. De la suite exacte
0-T->T->T/pT -0,

on déduit la suite exacte

0 — H*(G,T)/pH"(G,T) —» H*(G,T/pT) —» H*"*}(G,T), — 0 .
D’ou,

2;(—1)"dz'mFPH"(G,T/pT)
= ;(—1)"dimeH"(G, T)/pH"(G, T)
— 2 (=1)"dims, H(G, T), ,
n

en remarquant que H%(G, T), est nul car T est sans torsion. [J
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A.2. Théorie d’Iwasawa locale : premiers résultats.

A.2.1. On résume ici quelques résultats locaux sur certains modules d’Iwasawa. Les
démonstrations se trouvent entre autres dans [P92], mais certains de ces résultats se
retrouvent un peu partout dans la littérature sous des formes diverses. Les résultats
plus précis et plus profonds dans le cas ou K est une extension finie non ramifiée de
Qp et ou V est une représentation p-adique cristalline sur K sont donnés dans le corps
du texte (§1.2).

On suppose que K est un corps de caractéristique 0 complet pour une
valuation discréte v de corps résiduel fini k. On note Gx = Gal(K/K) ou K est une
cléture algébrique de K. Soit K,/K la Zy-extension cyclotomique, c’est-a-dire la Z,-
extension contenue dans K (up~) C K. On pose ' = Gal(Ky/K), ' = T'?" et K, est
la sous-extension de K, /K fixée par I',, A = Z,[[I']] (la notation est donc différente
du texte principal).

Soit V une représentation p-adique de G qui est de de Rham si v est une
place divisant p et soit T un réseau de V stable par G.

Posons Z! (K,T) = lim H(K,,T) ou la limite projective est prise rela-

n
tivement aux applications de corestriction. Pour ¢ = 0 ou pour i > 2, Z! (K, T) est
nul. On déduit de la suite exacte inflation-restriction et de ce que I' est de dimension
cohomologique 1 le lemme suivant :

A.2.2. Lemme. On a la suite exacte :

0— ZL(K,T)r - HY(K,T) - H (Ku/K,(V*(1)/T*(1))%%=)" - 0 .

Ici M~ désigne le dual de Pontryagin de M : M" = Homgz,(M,Q,/Z,;). Si
M est un Z,-module de type fini, M* = Homg, (M, Z,), M*(1) = Homgz,(M, Z,(1)).
On déduit alors des théorémes de dualité locale que

(K : Q,)dimq,V + dimg, H(K,V) siv [p

Z) (K, T)r =
182, Zoo (K T)r {dimQPHO(K, V) siv fp.
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A.2.3. Proposition. i) A un groupe fini prés, Z2, (K,T) est isomorphe a (T*(1)%xw)*.
En particulier, c’est un A-module de torsion.

ii) Le A-module Z! (K, T) est un A-module de rang [K : Q,)dimg,V siv
divise p et de torsion si v ne divise pas p.

iii) Le sous-A-module de torsion de ZL (K, T) est isomorphe @ TCxeo

Plus précisément, on peut montrer que l’on obtient & partir de la dualité
naturelle induite par limite projective convenable des cup-produits et de ’isomorphisme
H*(K,Z,(1)) = Z, un homomorphisme de A-modules

ZL (K, T) — Homy (ZL (K, T*(1))4, A)
et que ’on a la suite exacte
0 — TSk~ — Z! (K, T) — Homa(ZL (K, T*(1))", A) — S*

ol S est un groupe fini isomorphe au quotient de H°(K,, V/T) par sa partie divisible
maximale.

A.2.4. Supposons maintenant que v ne divise pas p. On déduit de ce qui précede que
Z! (K, T) est isomorphe & T¢% . Rappelons que H} (K, V) est le noyau de ’application
restriction

HY(K,V) — H'(Ig,V)
ou Ik est le sous-groupe d’inertie de Gk, que ’on a la suite exacte

0— HK,V) >V - Vix - H(K,V) — 0
et que H}(K,T) est par définition I'image réciproque de H}(K, V) dans H'(K,T).

Remarquons que

lim H}(Kn, T) = Z) (K, T) = T .

n

L’image de ZL (K, T) dans H'(K,T) est donc contenue dans H}(K,T). On déduit
facilement du lemme A.2.2 que l'indice de Z. (K, T)r dans H;(K,T) est fini et égal
au nombre de Tamagawa T'am% (T).

Notons H}(K, T)* le noyau de I’application restriction
HY(K,T) - H'(Ig,T) .

Il est démontré dans [P92] que I'indice de H}(Kp, T)* dans H}(K,T) est borné par
rapport & n. Nous aurons aussi besoin du lemme suivant (lemme 2.2.3 de [P92]) :
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A.2.5. Lemme. Soit une extension de G g-modules
0—-2,(1) - T, - T—>0
dont la classe = appartient & H}(K, T*(1))*. Alors on a la suite ezacte :

0 — H°(K,Zy(1)) = H(K,Ts) — H°(K,T) — Hj(K, Zy(1))
— H}(K,T;) — H{(K,T) — 0.

A.2.6. Supposons ici que v divise p. En suivant [BK90], on définit H}(K,V') comme
le noyau de 1’'application

HY(K,V) - HY(K, Beis ® V)
et H{(K,T) comme le noyau de I’application
HI(K’T) - Hl(Ky Bc‘ris & V) )

c’est-a-dire encore comme l'image réciproque de H{(K, V') dans H'(K,T). On renvoie
a [FP94] pour une théorie plus complete. Rappelons seulement que, si 'on pose
D(V) = (Beis ® V)€K (encore noté Dy (V) ou D,(V) ), on déduit de la suite exacte
de G g-modules

0 — Qp = Beris — Beris ® Bar/Fil°Bar — 0

ol la seconde application est donnée par

b ((1—¢)b,b mod Fil’Byr) ,
que l'on a la suite exacte fondamentale

0 — H(K,V) = D(V) = D(V) ® ty(K) — HHK,V) — 0

ou

tv(K) = ((Bar/Fil’Bar) ® V)% ;
ce dernier K-espace vectoriel est aussi égal & K ®g, D(V)/Fil’(K ®k, D(V)) lorsque
V' est cristalline et Ky la plus grande extension non ramifiée de Q, contenue dans K.
L’application

D(V) & ty(K) — HA:(K, V)
est I’exponentielle de Bloch-Kato (expy ). On parlera aussi de I'exponentielle de
Bloch-Kato pour les applications qui s’en déduisent
tv(K) nd H}(K, V)

et
K @, D(V) — tv(K) — H}K,V) .
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Deés que 1 n’est pas valeur propre de ¢ sur D,(V'), I’application
ty(K) — H}(K, V)

est un isomorphisme. On appelle logarithme de V' (logy, ) son application inverse.

Rappelons enfin que, dans ’accouplement induit par le cup produit
HY(K,V) x HY(K,V*(1))

et si V est une représentation de de Rham, ’orthogonal de H }(K ,V)est H }(K ,V*(1))
(cela est vrai que v divise ou non p). L’application duale de expy j est notée Ay k.
C’est une application de H'(K,V) dans Fil°D(V) qui s’annule sur H HEK, V).
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A.3. Suites exactes de Poitou-Tate.

A.3.1. On désire donner ici un apergu de différentes variantes de la suite exacte de
Poitou-Tate.

Soient F' un corps de nombres, S un ensemble fini de places contenant les
places au dessus de p et les places a l'infini, Gg r le groupe de Galois de la plus grande
extension de F' non ramifiée en dehors de S. Soit V' une représentation p-adique pseudo-
géométrique de Gg r (c’est-a-dire de de Rham aux places divisant p) et T un réseau
de V stable par Gg . Alors la suite exacte de Poitou-Tate est la suite exacte :

HY(Gs,p,T*(1)) = ®ves, H' (F,, T*(1)) = H(Gsr,V/T)
— H*(Gs,r, T*(1)) = ®yes, H*(F,, T*(1)) — H°(F,V/T)" — 0

Pour la définition des fleches, on renvoie par exemple & [Mi86] ou & [FP94], §1.2.

Pour chaque place v de Sy, supposons donné un sous-Zp-module A, de
HY(F,, T*(1)) et notons B, son orthogonal dans H!(F,,V/T). Notons ici

H,(F, T*(1))
(resp.

Hy(F,V/T))
I’ensemble des éléments de H!(Gs r, T*(1)) (resp. de H(Gsr, V/T)) dont la restric-
tion & H(F,, T*(1)) appartient & A, (resp. & B,).

A.3.2. Proposition. On a les suites exactes
0 —HL(F, T*(1)) —» H(Gsr, T*(1)) — @vesle(Fv,T*(l))/Av
— Hp(F,V/T) — H*(Gsr, T*(1)) = ®ves, H*(F,, T*(1))
— HY(F,V/T) — 0
et
0 »Hp(F,V/T) —» H (Gs,r,V/T) = ®yes, H' (F,,V/T)/B,
—H,(F,T*(1))" —» H*(Gs,r,V/T)
— @ues, H*(F,,V/T) — H°(F,T*(1))" =0 .
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Démonstration. Posons T’ = T*(1). En partant de la suite exacte de Poitou-Tate, on
obtient le diagramme commutatif

® A, ~ @ (HY(F,,V/T)/B,)
vESy veSy
l !
HY(GsFp, T') — 62, HY(F,,T) — HY(Gsr,V/T) — H?*(Gg,Fr, T')
vESy
1= l ! 1=
HY(Gsr, T') — ] HY(F,,T)/A, — HE(F,V/T) — H*(Gsr, T)
VESy

dans lequel la deuxiéme ligne et les colonnes sont exactes. On en déduit la premiére
suite exacte. La deuxiéme suite exacte se démontre de maniére analogue. O

Notons H}(F,V*(1)) (resp. H5(F,V)) le Q,-espace vectoriel des éléments
de H'(Gs,r,V*(1)) (resp. de H'(Ggs,r,V)) dont la restriction & H!(F,,V*(1)) appar-
tient & Q, ®z, A, (resp. & 'orthogonal de Q, ®z, A, dans H 1(F,,V)) pour toute place
v de Sy. En tensorisant par Q, et en utilisant ’appendice A.1, on obtient le corollaire
suivant :

A.3.3. Proposition. On a la suite exacte

0— H.}A(F’ V*(l)) - HI(GS,Fa V*(l)) - EBvGSle(Fv; V*(l))/Qp Xz, Ay
— HL(F,V)* — H*(Gs,p, V*(1)) = @yes, H*(F,,V*(1)) - H(F,V)* - 0.

A.3.4. On note H}(F, V') le sous-Q,-espace vectoriel de H'(F, V) formé des éléments
dont I'image par localisation en v est dans H} (Fy, V) pour toute place v de F' ; on note
H}(F,T) limage réciproque de H}(F,V) dans H'(F,T) (cf. [FP91], [FP94], [Ne93],
[P92]).

Si 'on prend pour toute place v de Sy, A, = H}(F,,T*(1)), on a
B, = Qp/Zp ®Zp H}(Fv, T)

et
H4(F,T*(1)) = Hy(F, T*(1)) .
On pose alors H}(F,V/T) = Hp(F,V/T).
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Par exemple, la proposition A.3.3 fournit la suite exacte de Qp-espaces
vectoriels

0 — H}(F,V*(1)) = H'(Gs,r, V*(1))
— @ues, H'(Fy, V*(1))/H}(F,, V* (1)) — H}(F,V)* — H*(Gs,r, V*(1))
— @yes, H*(F,,V*(1)) - HY(F,V)* - 0.

Nous utilisons dans ce texte les propositions A.3.2 et A.3.3 pour d’autres
choix de A,.
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A.4. Théorie d’Iwasawa et twists.

A4.1. Soit K une extension finie de Q ou de Q, et Gy = Gal(K/K). Prenons
ici Koo = K(ppo), Go = Gal(Ky/K), Kn = K(upn+1). Soit V une représentation
p-adique de Gk de dimension finie et T un réseau de V stable par Gx. On désire
justifier ici I'existence d’'un isomorphisme canonique de

lim H(K,, T ® Z,(1)) — lim H*(K,, T) ® Z,(1)

n n

ou les limites projectives sont prises relativement aux applications de corestriction.

Considérons 'application
HY(K,,T/p"*'T) - H'(K,,T/p"T) —» H (K,_,, T/p"T)

composée de l'application induite par la projection T/p"T — T/p" !T et par la
corestriction.

A.4.2. Lemme. Les applications naturelles
HY(K,,T) —» H'(K,, T/p"*'T)
induisent par passage a la limite un isomorphisme

lim H'(K,, T) = lim H'(K,, T/p"*'T) .

n n

Démonstration. Partant de la suite exacte de G, -modules
0—-T—-T-—T/p""'T -0,
on obtient la suite exacte de cohomologie
HY(K,,T) » H (K,,T) —» H(K,, T/p"'T) —» H*(K,, T)pn+1 .

Ces modules étant compacts, la suite reste exacte apres passage a la limite projective.
L’application de transition

H* (K, T)grs — H (K1, Ty

est induite par la corestriction et par la multiplication par p. Comme les H?(K,, T)p~
sont finis, la limite projective des H?(K,, T)pn+1 relativement a px la corestriction est
nulle. De méme, ’application de transition

HY(K,,T) - H (K,_1,T)
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(sur le premier facteur de la suite exacte) est induite par la corestriction et par la
multiplication par p. Comme H!(K,,T) est un Z,-module de type fini, on en déduit
encore que cette limite projective est nulle. D’ou1 'isomorphisme

lim H'(Kn, T)  lim H'(K,, T/p"HT) .
n n

O

A.4.3. Comme Gk, agit trivialement sur pyn+1 = Zpy(1)/p"*'Z,y(1), on a un isomor-
phisme
Qn : HY (K, T/p"'T) ® pipn+1 &2 HY (Kp, T/p" T @ ppns1) .
On note d’autre part
Br: HY Ky, T/P" T @ pgn1) — H (K1, T/p"T @ pipn)
6n : HY (K, T/p"'T) - H'(Ky-1, T/p"T)
les applications de transition de A.4.1. En remarquant que I'image de ¢ € ppn+1 dans

Upn par la projection Z,(1)/p"*t'Z,(1) dans Z,(1)/p"Z,(1) est ¢, on vérifie facilement
le lemme suivant :

Lemme. Ona
ﬁn(an(x ®()) = an_1(n(z) ®¢P)
pour z € HY(K,,, T/p"t'T) et { € pyn+1.

En utilisant le lemme A.4.2, on obtient le résultat suivant :

A.4.4. Corollaire. Les applications o, induisent un isomorphisme

lim H'(K,, T) ® Zyp(1) = lim H'(K,, T ® Zy(1)) .

n n

Ainsi, si € = ((») est un générateur de Zy(1) = lim pyn+1, on peut définir un
n
isomorphisme

Twe: lim H'(K,,T) = lim H' (K,, T ® Z,(1))
n n
noté aussi r —  ® €.
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B.1. Soient F' un corps de nombres et V une représentation p-adique pseudo-
géométrique de Gr. Soit S un ensemble de places contenant les places de ramification
de V, les places au dessus de p et les places a l'infini. On note Gs r le groupe de Galois
de la plus grande extension de F' non ramifée en dehors de S. Soit T un réseau de V
stable par Gr. Reprenons les notations du texte principal (cet appendice fait appel au
§1.4 en particulier). Nous y avons fait les conjectures suivantes

Leop(V) H*(Gsf,,V/T)=0
et pour 7 un caractére de Gal(Q(u,)/Q),
Leop(V,n) H*(Gspr.,,V/T)™ =0

et donné d’autres formes équivalentes. Nous avons aussi vu que Leop(Qj) est démontré.
Nous allons dans cet appendice faire le point sur d’autres cas ol cette conjecture a été
montrée. Les premiers résultats autre que le cas ou V = Q,(j) ont été démontrés par
Greenberg et Schneider. Rappelons ces résultats.

B.2. Proposition. Supposons que le p-invariant de la Z,-extension cyclotomique
F'(upw)/F' ou F' = F(p~'T/T,pp) est nul. Alors, Leop(V) et Leop(V*(1)) sont
vrazes.

Démonstration. Remarquons que
F(p™'T/T, pp) = F(p™'T*(1)/T*(1), p) -

11 suffit donc de montrer 1'une des deux. On remarque ensuite que si Leop(V) est vraie
pour une extension finie L de F, elle l’est pour F' : en effet, par la suite de Hochshild-
Serre, comme H?(Lo/Feso, (V/T)Ct) est fini et que H?(Gs r,,, V/T) est divisible, la
nullité de H?(Gs L., V/T) implique celle de H*(Gs r,,, V/T).
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On peut donc supposer que F’ = F. Montrons que
H*(GsF,p”'T/T) = 0.
Comme p~!T/T est défini sur F, il suffit de montrer que H*(Gs . ,p 1Z/Z) = 0. De
la suite exacte
0—-p'Z/)Z - Qp/Zy, — Q,/Zy — 0,

on déduit la suite exacte

HY(G5,Fo0r Qp/Zp) /P — H*(Gs,Fe» 0 'Z/Z) — H* (G55, Qp/Zp)p -

Par Leop(Q,), H*(Gsr.,Qy/Z,) = 0. D’autre part, le dual de Pontryagin du
premier terme est le sous-Zj,-module annulé par p du plus grand quotient abélien
(Gs,r,)® de Gsr,. Le A-module (Gsr,)® n’a pas de sous-A-modules finis non
nuls (comme le remarque Greenberg dans [Gr89], cela peut se déduire de la nullité
de H?(Gsr,,,Qy/Z,), cf un peu plus loin dans le cas général). La nullité du p-
invariant implique alors que (Ggr,)® n’a pas de Z,-torsion ([Iw72]). Finalement,
la nullité de H?(Gs,r,.,p~'T/T) implique la nullité de H%(Ggr.,,V/T)p, car on a une
surjection du premier sur le second, et donc celle de H?(Gs .., V/T), ce qui termine
la démonstration. [

En utilisant le théoréme de Ferrero-Washington ([FW79]), on en déduit le
corollaire suivant :

Corollaire. (i) Si F(p~'T/T) est une extension abélienne de Q, Leop(V') est vraie.
(ii) [Sc85] Soit E une courbe elliptique sur une extension abélienne F' de Q.
On suppose que E(F') contient un point d’ordre p. Alors, Leop(V,(E)) est vraie.

Démonstration. Pour (ii), on remarque que si E(F') contient un point non nul d’ordre
p, Vexistence de ’acouplement de Weil implique que

F(Ep) = F(p_lTp(E)/Tp(E)) = F(ﬂp) .

La démonstration montre qu’en fait les deux assertions suivantes sont
équivalentes :

A) H*(Gsp,.,p 'T/T) =0
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B) Leop(V) est vraie et le p-invariant du sous-A-module de torsion de
X3 s(F, T*(1)) est nul.

En effet, la nullité de H*(Gsr,,p 'T/T) est équivalente a la nullité de
H*(GsrF,,,V/T) et de H(Gsr,,V/T)/pH(GsF,.,V/T). Le dual de Pontryagin du
dernier groupe est le sous-Z,-module de X!, ¢(F,T*(1)) annulé par p. On remarque
alors ([Gr89]) que Leop(V') implique que

HYT,H (GsF.,,V/T)) = H*Gs,r,V/T) .

Comme ce dernier module est divisible car Gs r est de dimension cohomologique < 2,
le dual de Pontryagin de H'(T', H'(Gs,F,,, V/T)) qui est isomorphe & X, s(F, T*(1))"
n’a pas de sous-Z,-module fini, ce qui est équivalent par des arguments classiques a ce
que X1 5(F,T*(1)) n’a pas de sous-A-module finis. On en déduit I’équivalence de (A)
et de (B).

On peut alors énoncer la proposition suivante :

Proposition. Soit V' une représentation p-adique de Ggr et T' un réseau de V'
stable par Gg . On suppose que Leop(V') est vraie et que le p-invariant du sous-A-
module de torsion de X, o(T'*(1)) est nul. Alors, si V est une représentation p-adique
de Ggr et si V admet un réseau T stable par Gs r tel que les deuzr modules galoisiens
T/pT et T'/pT’ soient isomorphes, Leop(V') est vraie.

On pourrait espérer appliquer cette proposition au cas ou V' = V,(F) avec
E courbe elliptique & multiplication complexe (cf. B.4). Lorsque F est ordinaire en p,
il n’est pas difficile de voir que la nullité du p-invariant du sous-A-module de torsion
de X, 5(F, T*(1)) est impliquée par celle du p-invariant de la fonction L p-adique de
Katz dans la direction cyclotomique. Malheureusement, cette nullité n’est pas prouvée
en général. On ne peut donc donner que des applications numériques explicites.

B.3. Une autre maniere d’aborder la conjecture Leop(V') se trouve dans le paragraphe
3.4 comme conséquence de non dégénérescence de formes bilinéaires (dans le cas des
courbes elliptiques et des variétés abéliennes, voir [Sc85|, [P84)).

B.4. Théoréme. Soit E une courbe elliptique a multiplication complexe par l’anneau
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des entiers d’un corps quadratique imaginaire. On suppose que E a potentiellement
réduction ordinaire en p ou que E a bonne réduction supersinguliére en p et que

(K,p) # (Q(v/=3),3). Alors, Leop(Vp(E),1a) est vraie.

Le cas de réduction ordinaire est dii & Rubin ([R88, theorem 4.4), le cas
supersingulier est di & Mc Cornell ([Mc]). Dans les deux cas, ils utilisent la conjecture
principale & 2 variables démontrée par Rubin ([R88]).

B.5. Enfin, d’autres exemples sont fournis par la proposition trés facile suivante, la
difficulté étant ensuite de vérifier ses hypotheéses !

Proposition. Supposons que
i) HY(F,,V*(1)) = 0 pour toute place v de S, ;
it) Uapplication H}(F,V*(1)) — @y pH}(Fy, V*(1)) est injective.
Alors, Leop(V,14) est vraie.

Démonstration. Pour toute extension L de F', notons D(L) le noyau de
HY(Gs,L,V/T) = ®ves;-s,H (L, V/T) .
On a donc la suite exacte
0 — D(Fs) — H'(Gs,F, V/T) = ®ves;—s,H (Foow, V/T)
d’ol en prenant le dual de Pontryagin et en posant Y = D(F,,)", la suite exacte

Zl

oo
Ainsi, les A-modules X! o(F,T*(1)) et Y = D(Fy)" sont de méme rang. Rap-
pelons que le A -rang de X, o(F,T*(1))+ est supérieur & d_(V). Pour montrer que
Leop(V, 1) est vraie, il suffit de montrer que YG%, est de Z,-rang < d_(V'). En prenant
les G-coinvariants, on obtient la suite exacte

Zo5-5,(F, T*(1)) G0 — Xo0.5(F, T*(1))ge — Y., — 0.

s-5,(F, T*(1)) = X3, s(F,T*(1)) > Y — 0.

Comme Q, ® Z3, s_s,(F, T*(1))Go = @ves,-s,H}(Fy, V*(1)) et que
Qy ® X3 s(F, T*(1))6e = Qp ® H(Gs,r, V/T)" = H'(Gs,r, V)*
car H°(F,V*(1)) = 0, le dual de Q, ® Y, est isomorphe au noyau de I’application
HY(Gsr,V) = @ues;-s,H'(F,,V)/H}(F,,V) .
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Par la proposition A.3.3 (en remplacant V par V*(1) et en prenant Q,® A, = H}(Fv, V)
pour v € Sy — S, et Q, ® A, = HYF,,V) pour v € Sp), le conoyau de cet
homomorphisme est isomorphe au noyau de H}(F,V*(1)) — @ypH}(F,, V*(1)) et est
donc nul par hypothése. D’autre part, pour v € Sy — Sp, on a

dimg, H'(F,, V)/H}(Fv, V) =dimQPH}(F,,, V*(1))
=dimg,H°(F,, V*(1)) = dimqg,H*(F,,V) .
Donc, le Zy-rang de Yg,, est égal a dimg,H'(Gs,r, V) — Yyes,—s, dimo,H*(F,, V).
D’autre part, ’hypothése (ii) implique que le noyau de
H2(GS,F7 V) — ®v€SfH2(F'U) V)

est nul. Comme cette application est surjective (car H°(F,V*(1)) = 0 et que l'on a
supposé que H?(F,,V) = 0 pour v € S,), on en déduit que

dimg, H*(Gsr, V) = SZS H*(F,, V).
vESy—5p

Par la formule de caractéristique de Tate, on obtient donc

dimg, H (Gsr, V) — Y. dimg,H*(F,,V)=d_(V)
’UGS}'—S‘,

et le Z,-rang de Yg_, est égal & d_(V'), ce qui termine la démonstration. [

B.6. Corollaire. (Coates-McConnell) Soit E une courbe elliptique modulaire définie
sur Q. On suppose que la fonction L(E, s) a un zéro en s = 1 de multiplicité inférieure
ou €gale a 1. Alors, Leop(V,(E),14) est vraie.

Démonstration. Par un théoréeme de Kolyvagin, le groupe de Shafarevich-Tate de E/Q
est fini ; H}(F, V,(E)*(1)) est égal & Q, ®z E(Q) et s’injecte dans H}(Qy, V,(E)*(1))
(Yimage d’un point de E(Q) par localisation est nulle si et seulement le point est de
torsion). Comme il n’y a qu’un nombre fini de points de p>®-torsion de E définis sur
Qp, les hypothéses de la proposition précédente sont vérifiées. D’ou le corollaire. [

B.7. Regardons maintenant le carré symétrique Sym?(V,(E)) de la représentation
p-adique V,(E) associée & E. Cette représentation ne change pas lorsque l'on tord E
et V,(F) par un caractére quadratique. Nous supposons que la courbe elliptique E
(et donc la représentation p-adique V,(FE)) est choisi de conducteur minimal parmi ses
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tordues par un caracteére quadratique. On a le corollaire suivant de la proposition B.5
et plus fondamentalement des résultats de [F192] :

Proposition. Si E a bonne réduction en p et si ’homomorphisme Go — GLo(Z/pZ)
donné par Uaction sur les points de p-torsion est surjectif, Leop(Sym?(V,(E))(—1),1a)
et Leop(Sym2(V,(E)),1a) sont vrazes.

Remarques : (i) Les hypotheses du corollaire devraient pouvoir étre affaiblies. Nous
avons ici repris sans les modifier les hypotheéses faites dans [F192].

(ii) Ainsi, Leop(Sym?(V,(E))(j),w’~!) et Leop(Sym?(V,(E))(j),w?) sont
vraies pour tout entier j.

Démonstration. L’isomorphisme V,(E) = V,(E)*(1) implique que Sym?(V,(E))*(1) et
Sym?(Vp(E))(—1) sont isomorphes ainsi que Sym?(V,(E))*(2) et Sym?(V,(E)). Les
résultats trés profonds de Flach disent que sous les hypotheses faites,

HY(F, Sym*(Vy(E)) = H}(F, Sym*(Vy(E)(~1)) = 0 .

Il suffit donc de montrer que H°(Q,, Sym?(V,(E))) et H°(Q,, Sym?(V,(E))(—1)) sont
nuls pour que les hypothéses de la proposition B.5 soient vérifiées. Les valeurs
propres de ¢ sur le p-module associé & Sym?(V,(E)) en p ne sont pas égales a
1. D’autre part, comme Fil°’D,(V,(E)) ne coincide pas avec un espace propre
pour ¢, un petit calcul montre que l'intersection de Fil®D,(Sym?(V,(E))(—1)) et de
D, (Sym?(V,(E))(—1))?=! est réduite 4 0. O

B.8. Proposition. Soit V une représentation géométrigue de Ggsqg et L(V,s) la
fonction L complexe associée a V. On suppose qu’il existe un entier j tel que

(i) V*(1 = /)% =0,

(ii) L(V, s) est définie autour de j et L(V, j) est définie et non nulle,

(iii) la conjecture Cora(Soo(F), V) de [FPI1, 11, 3.4.5] sur l’ordre du zéro de
L(V,s) est vraie en j.

Alors, Leop(V(j"),w™1") est vraie pour tout entier j'.

La conjecture C,org(Seo(F'), V) est une variante des conjectures de Bloch-

Kato ; elle dit que I'ordre du zéro de L(V,s) en s = j est égal a
dimg, H} (Q, V*(1 — j) — dimg, H*(Q, V*(1 — j)) .
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Sous les autres hypotheéses faites, elle implique donc que H}(Q, V(5)*(1)) = 0 et on
peut appliquer la proposition B.5.

Remargque : Pour j assez grand et V réalisation p-adique d’un motif, les hypothéses
(i) et (ii) sont vraies. Les conjectures généralisées de Bloch-Kato sur 'ordre des zéros
des fonctions L impliquent donc la conjecture Leop(V'), ce qui est assez rassurant.
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APPENDICE C. NOMBRES DE TAMAGAWA LOCAUX ET CARACTERISTIQUE
D'EULER-POINCARE. APPLICATION A L’EQUATION
FONCTIONNELLE.

Résumé. Si K est une extension finie de Q, et si V une repésentation p-adique
potentiellement semi-stable de Gk, on énonce une conjecture sur le quotient des
nombres de Tamagawa de V et de son dual tordu V*(1). On donne une application & la
compatibilité des conjectures de Bloch-Kato généralisées avec 1’équation fonctionnelle
pour une structure motivique M sur un corps de nombres (cf. [FP91, II], [FP94]). Bien
que les notations soient en général compatibles avec le reste du texte, cet appendice a
été rédigé de maniére indépendante. Remarquons en particulier que nous ne supposons
plus V cristalline. Faisant suite & [FP91] et [FP94], il s’agit d’un travail en collaboration
avec J.-M. Fontaine.
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C.1. Facteurs locaux et facteurs ¢ : le cas non archimédien.

C.1.1. Dans ce paragraphe, p est un nombre premier, K une extension finie de Q,, ¢
le cardinal du corps résiduel k£ de K, K une cloture algébrique de K, Gx = Gal(K/K),
Iy C Gg le sous-groupe d’inertie, fr € Gg/Ix ’homomorphisme de Frobenius
géométrique. Pour tout g € Gk, il existe un unique n(g) € Z tel que l'image de g
dans Gk /Ik est de la forme f; © . On note Wx le groupe de Weil de K (qui est
donc le sous-groupe de G formé des g tels que n(g) € Z). Enfin, F est un corps
de caractéristique 0. Choisissons un homomorphisme non trivial ¢ : K — F* dont
le noyau contient une puissance de l'idéal maximal de ’anneau des entiers de K et
une mesure de Haar p sur le groupe additif K & valeurs dans F'. Rappelons ([De73a,
§4] qu’a toute représentation linéaire de dimension finie p de Wk & coefficients dans
F| on peut associer un entier a(p), son conducteur d’Artin, et un élément non nul
€(p, ¥, u) € F*, son facteur e.

C.1.2. On note Wx le groupe de Weil-Deligne de K et Repr(W/) la catégorie des
représentations linéaires de dimension finie sur F' de Wy. Rappelons ([De73a, 8.4.1)]
qu’un objet de Repr(W}) est un triplet (D, p, N) formé d’un F-espace vectoriel D de
dimension finie, d’'un homomorphisme

dont le noyau contient un sous-groupe ouvert de Ix et d’'un endomorphisme
N:D—-D

tel que Np(w) = ¢"@p(w)N pour tout w € Wpg. Le conducteur a(D) de la
représentation est l'entier a(D) = a(p) + dimpD'® — dimp(DT*)N=0 son “polynoéme
caractéristique de Frobenius” est

P(D,t) = det(1 — fi|(D™)"=°),
tandis que son facteur € est

(D, 1, 1) = e(p, v, w)det(— fi| D' /(D= )N=0) |

C.1.3. Soit ! un nombre premier différent de p. Le choix d’une base de Q;(1) permet
de munir toute représentation l-adique V' de Gk d’une action de Wy ([De73a, §8]). La
classe d’isomorphisme de la représentation du groupe de Weil-Deligne ainsi obtenue ne
dépend pas du choix de la base de Q;(1) et, par conséquent, a(V), P(V,t) et (V, %, u)
non plus.
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C.1.4. A toute représentation p-adique de Gk, on associe une représentation de W.
Nous renvoyons & [Bu] pour la définition de I’anneau Bs; relatif & K/K. Pour toute
représentation p-adique V de Gk, on pose

D, (V) =(Bs ®q, V) ,
Dpst(V) =lim(By ®q, V)"

pour L parcourant les extensions finies de K contenues dans K. Si K?” est la plus
grande extension non ramifiée de Q, contenue dans K, on a toujours dim KnrDpst(V) <
dimg,(V) ; V est potentiellement semi-stable ou pst si I'on a I’égalité. On associe
alors & V une représentation py de Wy sur K}” de dimension finie inférieure ou
égale a la dimension de V sur Q, (avec égalité si V est pst) : le K?"-module
sous-jacent est Dys:(V) ; si w € Wk, py(w) est donné par l’action de wep™ ™) sur
D, (V) ou f ) est I'image de w dans Gy ; 'opérateur N est I'opérateur donné.
On pose alors a(V) = a(Dpst(V)), P(V,t) = P(Dpst(V),t), L(V,s) = P(V,q7*) ! et
e(V, ¢, 1) = €(Dpst(V), ¥, u). On vérifie facilement que P(V,t) € Q,[t].
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C.2. Caractéristique d’Euler-Poincaré locale.

C.2.1. Dans ce paragraphe, K est une extension finie de Q, (comme en C.1.1) et V est
une repésentation l-adique de G qui est pst lorsque I = p. On reprend les notations
de [FP91, I]. On pose Dgr(V') = (Bir Qq, V)Cx lorsque | = p et O sinon et

(Bar/Bjr ®q, V)% lorsque | = p
ty = P
0 lorsque I # p .

Posons
Appk(V) = Ro<ico(detg, Hi(K, V))(—l)‘ ,

AEP,K(V) = ®05,-52(detQ,Hi(K‘, V))(—l)i 029 detQ,(IndK/QpV)
ou Indg/q,V est la représentation induite de V' de Gk a Gg,.
C.2.2. Lemme. Le Z;-sous-module
®o<ic2(detz, H (K, T)) ' ® detq, (Indx/q, T)

de A epk (V) ne dépend pas du choiz de la représentation Z;-adique T de G telle que
Ql Xz, T=V.

Démonstration. Si T est un Z;-module fini, on a
(detz,Indx/q, T) = [§T|7 "%z, ;
Les calculs de caractéristique d’Euler-Poincaré (cf [Mi86], chap. I) impliquent que
®o<i<z(detz, H (K, T))"V" = y| F Pz, |
On en déduit que
®ozi<a(detz, H (K, T)) V" ® detz, (Indg/q,T) = Z; .

Le cas général s’en déduit. O

C.2.3. Posons D(V) = Dg(V)'%. On a donc

D(V) = (Dpst(V)*)N=0" lorsque I # p
" | (Baris ® V)% lorsque I = p
=Dy (V)
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avec les notations de [FP94]. On déduit des suites exactes sf(V') et sf(V*(1)) de [FP91,
I] la suite exacte de Q-espaces vectoriels :

(sx(V))
0 —— HYK,V) — D(V) 2222, p(v)et, — HY(K,V)

* * . (A=te71EA3(1))
—— D(V*(1))* ® (tv-y) Ty

D(V*(1))* — H*K,V) —— 0
ol Ay et A}, (1) sont les projections naturelles, ot ’application

HY(K,V) — D(V*(1))* @ (tv-))"
est obtenue comme composé de

HY(K,V)— H'(K,V)/H}(K,V),
de l'isomorphisme
H'(K,V)/H}(K,V)) = H}{(K,V*(1))*
et de la transposée de 1’application
D(V*(1)) ® ty~q) — HA(K, V*(1)) .
La suite exacte
0 — (tv-))” = Dar(V) =ty =0

permettant d’identifier detg,(Dg4r(V)) et detg,(tv) ® (detg,tv+)) ™!, la suite exacte
sk (V') définit (au signe pres) des isomorphismes de Q;-droites

ey : (detgDar(V)) ™' = Appk(V),
gy : Ag(V) 2 Agpk(V)

avec

AK(V) = detQ, (DdR(V))_l 029 deth (IndK/Q,V) .

C.2.4. Notons
Appkz,(V) = &1 (Rocica(detz, H (K, T)) V' ® detg, (Indk/q,T)) -

C’est un sous-Z;-module de Ag (V') derang 1. Lorsque ! # p, Ag (V') est canoniquement
Q: et Agpk,z, (V) est Z;. Dans la suite de C.2, on formule une conjecture calculant

AEP,K,Z,(V) pour = p-
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C.2.5. Soit 0 - V! - V — V” — 0 une suite exacte de représentations l-adiques.
On a alors un isomorphisme canonique

Ax(V) @ Ax(V") = Ag(V) .

Lemme. Ona

Appkz (V') ® Appkz, (V") = Appkz, (V) -

Le lemme se déduit de la suite exacte de cohomologie des H!(K, —), de la
suite exacte ([FP94], preuve de 2.1.3, V est suposé pst)

(C.2.1)
0 — D(V') - D(V) — D(V") —» D(V"(1))* — D(V*(1)) —» D(V"*(1))* = 0

et de la commutativité du diagramme
D(V”) 1-¢ D(V”)

J J

D(V"(1))" 5 DV ()"

C.2.6. Faisons le lien entre Agpkz,(V) et les nombres Tam?(T) (nombres de Tam-
agawa) définis pour w € detq,tv dans [FP91, I, §4].

Proposition. Soient T un réseau de V et wy une base du sous-Z;-module
detz, (Indk/q,T) de detq,(Indkq,V). Soit w € detq,Ax(V), non nul ; écrivons

w=wy R wl_l Q wr
avec wy € detq,ty et wy € detgty-). Alors,

Tamg, (T)

Appxz,(V) = Z,det(—fKID(V*(l)))m“’ :

Démonstration. Z,Tam?, (T)w™! est I'image de

detqH’(K,T) ® (detq,H}(K, T))™*

183



B. PERRIN-RIOU

dans (detg,ty)~' par 'application qui se déduit de la suite exacte

0 — HYK,V) - D(V) L2229, p(v) ety — HNK,V) -0

et de méme pour V*(1). La proposition se déduit alors de 1’égalité

1 _t <p—1 — —t<P_1 t(l _ S0) .

C.2.7. On suppose dans la suite de C.2 que [ = p. L’isomorphisme de comparaison
Bir ®k Dar(V) = Bar ®q, V

donne une injection QQ,-linéaire canonique
v : Ax(V) = K" C Bag

pour un entier ¢ty (V) convenable et ¢t un générateur (additif) de Z,(1) dans Beris. On
pose &y =t~ (V)

Soit 9, = Woq, le cararatére de Q, dans Q@ défini par
Yo(x) = exp(—2imT,(x))

ol 7,(x) est un rationnel congru & z modulo Z, et posons ¥,k = ¥, °TTk/q,- On note
Mok la mesure de Haar de K telle que uox(Ok) = 1. On pose p, = tog,- Soit dk le
discriminant de K sur Q.

C.2.8. Lemme. Siw € Ag(V),

§~v (w)
|dK|dim(V)/2€(V, ’lpo,K, ll'o,K)

En particulier, sa valeur absolue ny(w) appartient a p”.

cqQy.

Démonstration. On commence par vérifier la formule classique

|dre | %™V 2e(V, o 1, pho,x ) /€(Ind ks, (V) o, o) € £P* -

pour les représentations du groupe de Weil, le terme de gauche est égal & +1 (on
peut par exemple utiliser les formules 5.6.2 et 5.7.1 de [De73a)), le cas général s’en
déduit. Les Q,-droites Ax (V) et Aq,(Indk/q,(V)) sont naturellement isomorphes,
ty(Indg/q,(V)) = tu(V) et les applications v et glndx/op(V) s’identifient. On est alors
ramené a démontrer le lemme pour V représentation de Gg,, ce que 'on suppose

184



APPENDICE C : NOMBRES DE TAMAGAWA LOCAUX

maintenant. Ecrivons detg, (V) = Qu(tu(V))(c) ol a est un caractére de Gq, trivial
sur un sous-groupe d’indice fini du groupe d’inertie ; si g € Gg, et w € Ag(V), on a

gt~ 1 WVey (W)t Mgy (w) = alg) -
D’autre part, si g € Ggpr, on a

9(e(Vi 9, 1) _ g(eDpst(V), %o, 1))
5(‘/7 Yo, ﬂo) B G(Dpst(V)7 Yo, .U'o)
=€(Dpst(V)a Yox(9), ﬂo)
€(Dpst(V), %o, Ko)
=a(g)

ol x est le caractére cyclotomique de Gg, & valeurs dans Z, . D’ou le lemme. O

C.2.9. Posons hj(V) = dimgFilVDyg(V)/FiF ' Dygr(V). Si j € Z, posons

e JTG) = (G — 1) sij>0
@) = {lims_.j(s — H)T(s) = (=1)*((—=j))~ sij<o.

Congjecture (Cgp(V)). Soit V une représentation p-adique pst de Gg. Alors, pour
tout w € Ag(V),

App iz, (V) = Zydet(—p|D(V*(1))) [T (=) O E @y (w)w .
J

Remarques : i) L’équivalence de Cgp (V) et de Cppx(V*(1)) se déduit facilement
des faits suivants :

a‘) C(Va 1/}K,oa MK,O)E(V*(l)a'tpK,oall'K,o) = IdKl_dim(v) ([De73a, 571]) )
b) si Q(V) =TI, T*(—)*M), Q(V)Q(V*(1)) = %1 (calcul explicite) ;

c) dans 'isomorphisme
Ak (V) ®q, Ax(V*(1)) = Ak(Qp(1)) ,
on a
|det(—¢|D(V))|pldet(—¢[D(V*(1)))[pApkz,(V) ® Appkz,(V*(1))
=Agppkz,(Qp(1)) .
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ii) Soit 0 — V! — V — V” — 0 une suite exacte de représentations p-
adiques potentiellement semi-stables de Gg. Si la conjecture Cgp i est vraie pour
deux des représentations V, V', V" elle est vraie pour la troisitme : il s’agit de
vérifier que €(V, %o, to)det(—p|D(V*(1)))™! est “multiplicatif”. On commence par
vérifier que si p est la représentation du groupe de Weil associé & V', €(p, o, tto) =
€(V, %0, to)det(—@|Ds:(V)/D(V)) ™! est multiplicatif. Les suites exactes (C.2.1) et

0 — Dgu(V') - Dgu(V) — Dg (V") — 0

impliquent le résultat.

iii) Enfin, si L/K est une extension finie et si V' est une représentation
potentiellement semi-stable de G, la représentation Indy x (V') induite de V de G a
Gk est encore potentiellement semi-stable et on vérifie que les conjectures Cgp (V)
et Cgpx(Indy/x(V)) sont équivalentes.

C.2.10. Supposons K/Q, non ramifié. La conjecture Cgp x(Qp(r)) a été montrée par
Bloch et Kato ([BK90, Theorem 4.2] : pour r > 1, si w est une base du sous-Z,-module
detz, (W (k)[—r]) de detg,Dps:(Qp(7)), on a

Ta’mz (ZP (T)) — ‘Qp
Tamo(Zy(1 ) ~ |~ D

Plus généralement, la conjecture Cgp i (V') est vraie pour V représentation
p-adique ordinaire. Cela se déduit des résultats de [P94] de la maniére suivante. On
y montre que la conjecture Cgp i (V') est une conséquence de éz,(V) (cf. 1.2.7). Si V,
est une représentation non ramifiée de Gk et r un entier, la conjecture éz,(Vo(r)) est
montrée. On en déduit donc que Cgpx(Vp(r)) est vraie et par dévissage (remarque
C.2.9, (ii)), Cep (V) est vraie pour toute représentation p-adique ordinaire.
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C.3. Compatibilité des conjectures a la Bloch-Kato a I’équation fonction-
nelle.

C.3.1. Soit M une structure motivique sur un corps de nombres F'. Si P est une
place finie de F', notons M, la représentation p-adique de Gr associée & M et M(p)
la restriction de M, au groupe de décomposition G» en P divisant p ; si P est une
place infinie, notons Mp) la structure de Hodge mixte sur F» associée & M. Rappelons
([FP94, III]) que 'on peut définir un facteur local Lp(M,s) = L(Mpy, s) pour toute
place P finie ou non, ainsi qu'un facteur ep(M,s) = e(M(p),s). Si A(M,s) est la
fonction L compléte :
A(M,s) = HLP(M s)

oli le produit est pris sur toutes les places de F', on conjecture (Ceqfon(M) dans [FP94,
ITI, 4.3])que A(M, s) admet un prolongement analytique & tout le plan complexe et que
si €(M, s) = [Ip ep(M, s), on a ’équation fonctionnelle

A(M,s) = e(M,s)A(M*(1), —s) .

On pose (M) = (M, 0).

C.3.2. 1l est d’autre part énoncé dans [FP94] (généralisation des conjectures de Bloch-
Kato) une conjecture sur I'ordre r(M) du zéro en s = 0 de la fonction L(M,s) =
H‘P finie LP(Mv 3) et sur

. _ o LM, s)
L*(M, 0) = lim =5~

(conjecture Cgx(M)). 1l est alors naturel de se poser le probléeme de la compatibilité
de Cpr(M) et Cprx(M*(1)) avec Ceq.fonc(M). Nous avons pour cela besoin d’une
hypothése supplémentaire (conjecture de Deligne) :

(*) La structure motivique det(M) de rang 1 sur F' est isomorphe ¢ Q(—ty(M))(n) =
Q(=ta(M)) ® [n] ot tg(M) = ez jhi(M), ot n est un caractére multiplicatif de G
dans Q~ et (1] le motif d’Artin de rang 1 associé a 7.

Les h;(M) sont les nombres de Hodge de M : on a donc h;(M) = h;(Mp))
pour toute place P.
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C.3.3. Proposition. Si M vérifie (*) et si les conjectures Cpp,p,(Mp)) sont vraies
pour toute place P finie, si Cgqfonc(M) est vraie, alors les conjectures Cpx (M) et
Cer (M*(1)) sont équivalentes.

C.3.4. Commengons la démonstration de la proposition. On peut supposer que F' = Q
en remplagant M par la structure motivique Resp/qM : en effet, (Resp/qM)p) =
Indp, /, M(p), M vérifie (*) si et seulement RespiqM vérifie (*), les conjectures
Cpx (M) et Cgp r,(M(p))) sont vraies si et seulement si les conjectures Cgx (Resp/QM)
et Cep rp(Indp, /g, M(p))) Tespectivement sont vraies.

C.3.5. On prend donc désormais F' = Q. La place & I’infini est notée co. On note P
I'ensemble des nombres premiers et P = P U oco. Posons di(M) = dimg(Mp o )=t
ou Mpg est la réalisation de Betti de M.

Posons Ag(M) = detgo(Mp) ®q¢ (detqMar)~!. 1l est clair que pour toute
place p, on a un isomorphisme canonique

Qp ®q Ag(M) = Ag,(M(y)) -

Soit Ar(M(c)) la R-droite R ®q Ag(M). L’isomorphisme de comparaison fournit une
application R-linéaire

EMiosy * AR(M(oo)) — (2im)" MR .
On pose
gM(w) _ (2i7r)_tH(M)§M(°°) .

Si w est un élément de Ag(M) et p € P, on note w, 'image de 1 ® w dans Ag, (M)

Posons Tam?, (M) = 2¢-M) (voir [FP94, 1]).

C.3.6. Lemme. Soit w un élément non nul de Ag(M). Choisissons pour tout p un
réseau M, de M), stable par Gq, wip € tum, €t wap € tre(1),, tels que

Lpwy = Lpwap @ wl_,ll, ® detz, M, .
Les conjectures Cgr (M) et Cpx(M*(1)) sont équivalentes si et seulement si

L: (M,0) Tam?, (M) I Taml, ,(M,)
Ly, (M*(1),0) Tam3,(M*(1)) pcp Taml, ,(M;(1))
=xe(M) .

(2m) -0~ D gy (woo)
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Nous laissons la démonstration au lecteur. Elle s’appuie sur les faits
suivants :

i) la suite exacte sfp(Q) est anti-autoduale : la démonstration de ce fait
est semblable a la démonstration de la proposition 3.1.5, qui en est ’analogue p-adique.

ii) les groupes de Shafarevich-Tate de M, et de M;(1) ont méme cardinal.

C.3.7. De méme, on vérifie facilement le lemme suivant (cf. aussi 4.3.2).

Lemme. On a (i)

L3, (M, 0) dy(M)— \hs
o) > = $929+(M)—d_(M) g \d-(M)+ty (M) T*(— ) M) .

(ii)

J

_Tamg (M) _ oa_(wn-a(a)
Tam?, (M*(1)) ’

C.3.8. Supposons maintenant les conjectures Cgpq,(M,) vraies pour tout nombre
premier p. La formule (C.3.1) s’écrit alors en oubliant dans les notations les caracteres
Y, et les mesures p,

éM(p) (wp)

G(M(p)) |17 = :I:€(M) .

(C.3.1) EMtiey (Woo) TT |

Remarquons que EM(,,) (wp) ne dépend en fait que de detg,M,. Sous I’hypothése
det(M) = Q(—tu(M))[n] et pour w € Ag(M), on a

G (1p, exp(2i7/ fp)) L

= gM,, (wp) . 1
ot ) [T 200 01, — G, ex 2 1) [ | S0

» €(Mg)

ici, f (resp. f,) est le conducteur de 7 (resp. de la restriction n, de n & Ggq,), on note
de la méme maniére 7 et le caractére de Dirichlet associé et on pose

G(n,exp(2im/f)) = > mn(a)exp(2ima/f) ,

a mod f

G(npexp(2in/f,)) = 3 n(a)exp(2ima/f,) .

a mod f
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En remarquant que
e([np)) = G(n; ', exp(=2im/ f,)) = fpG(np, exp(2im/ f,)) 7",
e([n]) = fG(n, exp(2in/f))~
et que f = [, fp, on en déduit que (C.3.1) est équivalent a
(C3.2) e(M)/e([n]) 1;[ le(Mp)/e(mp])|p = £1 .

Pour montrer (C.3.2) et donc terminer la proposition C.3.3, il ne reste plus qu’a montrer
que €(Mp)/e([np]) est égal au produit d’une racine de 'unité par une puissance de p.
Mais, €,(M,) est a une puissance de p pres égal & €,(p,) ol p, est une représentation
du groupe de Weil de déterminant 7, (§C.1). Comme M vérifie la propriété de Q-
rationalité en p, la représentation p, est définie sur Q et on a ([Ta77])

&p(Pp)/ep([np]) = £1,

ce qui termine la démonstration.
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