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I N T R O D U C T I O N 

1. - L'étude de la dynamique des germes de difféomorphismes holomorphes d'une 
variable complexe au voisinage d'un point fixe a suscité de nombreux travaux depuis 
la fin du siècle dernier. Le problème central est de décrire la structure des classes de 
conjugaison dans le groupe G des germes de difféomorphismes holomorphes de (C, 0). 
A cet effet, on dispose d'un invariant de conjugaison évident, la dérivée du germe en 
0 . Notons, pour tout À G C*, par G\ l'ensemble des / G G tels que Df(0) = À. On 
dira que / G G\ est linéarisable s'il appartient à la classe de conjugaison dans G de 
la rotation Rx(z) = Xz . 

Il est raisonnable de considérer d'abord le problème de la conjugaison dans le 
groupe G des difféomorphismes formels de (C,0). Sans problèmes de convergence, la 
solution n'est pas difficile. Lorsque À n'est pas racine de l'unité, G\ est une classe 
de conjugaison de G, et plus précisément G\ opère librement et transitivement par 
conjugaison dans G\ . Lorsque À = exp(2irip/q) (avec q>l,pAq = l) est racine 
de l'unité, la classe de conjugaison de R\ est formée des éléments de G\ d'ordre q, et 
les autres classes de conjugaison de G dans G\ forment une famille paramétrée par 
un entier n > 1 et un nombre complexe a, car chaque classe contient exactement un 
difféomorphisme de la forme : 

/njû(2) = Az(l + ^ + a ^ ) . 

Revenant au groupe G, Poincaré a montré ([Po]) que G\ est une classe de 
conjugaison de G lorsque le module de A est différent de 1. Les points fixes 
attractifs (|À| < 1) et répulsifs (|À| > 1) des difféomorphismes holomorphes sont 
donc linéarisables. 

Lorsque À = exp(27rip/q) est racine de l'unité, les travaux d'Ecalle [Ec] et Voronin 
[Vo] ont produit une classification complète des classes de conjugaison de G contenues 
dans G\ : la classe de conjugaison de R\ est encore formée des éléments de G\ d'ordre 
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q, mais les autres classes forment des familles elle-mêmes paramétrées par des germes 
de difféomorphismes. 

Il reste le cas -le plus intéressant- où A est de module 1 mais n'est pas racine 
de l'unité. Tout / G G\ est alors formellement linéarisable par un unique élément 
Hf G G\. Une question cruciale est de déterminer l'ensemble S des valeurs de À pour 
lesquelles la conjugaison Hf est convergente pour tout / G G\\ c'est l'ensemble des A 
pour lesquels G\ est une classe de conjugaison de G . 

Les formules déterminant les coefficients de Hf font apparaître en dénominateurs 
des produits de termes (An — A) (n > 2) qui peuvent être petits et provoquer la 
divergence de Hf . C'est la situation non linéaire la plus simple où l'on rencontre ces 
difficultés liées aux "petits dénominateurs". 

On s'attend donc à ce que la nature arithmétique de A joue un rôle prépondérant. 
Ecrivons A sous la forme exp(27ria), avec a irrationnel, et considérons la suite 
(Pn/Qn)n>o des réduites du développement en fraction continue du nombre a . 

Les premiers résultats significatifs, négatifs, sont dus à Cremer [Cr] : il montre 
que si l'on a : 

(Cr) Sup 
n>0 

Loggn+i 

qsq 
= + 0 0 , 

alors Hf peut diverger, donc A n'appartient pas à S . 
Le premier résultat positif est obtenu par Siegel en 1942 ; dans un article bref, 

mais historique [Si], il montre que la condition : 

(S) Logçn+i sd 0{Logqn) 

entraîne que tout / G G\ est linéarisable, c'est-à-dire À G «S. C'est la première fois 
qu'on surmontait les difficultés liées aux petits dénominateurs. La démonstration 
de Siegel est cependant propre au problème considéré (c'est une estimation directe 
et très élégante des coefficients de i l / ) , et il appartiendra à Kolmogoroff, Arnold, 
Moser, Herman et beaucoup d'autres, de développer des techniques applicables à 
des problèmes plus généraux, en particulier aux tores invariants de la mécanique 
hamiltonienne. 

Vers 1965, en suivant l'esprit de la démonstration de Siegel, Bruno ([Br]) établit 
que G\ est encore une classe de conjugaison de G sous la condition arithmétique : 

(B) 
dq Log <?n+i 

sd 
< + 0 0 , 

moins restrictive que (S). Il restait donc en suspens la situation des nombres A ne 
vérifiant ni (B) ni (Cr). Le résultat principal de cet article résout cette question : 

T H É O R È M E . — Soit A un nombre complexe de module 1 qui n'est pas racine de 
l'unité. Alors la condition (B) est nécessaire et suffisante pour que tout élément de 
G\ soit linéarisable. 
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Il faut à ce propos mentionner les travaux de Cherry ([Ch]). Vers 1965, sans 
connaître le résultat de Bruno, il conjecture correctement Pénoncé du théorème ci-
dessus. La mort ne lui a malheureusement pas laissé le temps d'achever ses recherches, 
mais il semble, au vu des manuscrits qu'il a laissés, qu'il avait accompli de sérieux 
progrès vers la démonstration de ce résultat. 

2. - Décrivons maintenant plus en détail le contenu de notre article. 

Le premier chapitre est centré autour du théorème ci-dessus, et plus précisément 
autour d'une version quantitative de ce résultat (Th. 1.2.6) qui estime, à une 
constante multiplicative universelle près, le plus petit rayon de convergence possible 
de l'application linéarisante Hf G Gi lorsque / décrit G\. Il nous faut ici imposer à / 
de vérifier une condition de normalisation, car l'application linéarisante de Rt f Rf1 
est Rt Hf Rt1, et son rayon de convergence est \t\ fois celui de Hf : nous demanderons 
à / d'être holomorphe et injective (univalente) sur le disque unité. 

Le premier paragraphe (du premier chapitre) est consacré à des préparatifs arithmé
tiques autour du développement en fraction continue. Ecrivant A = exp(27ria), avec 
a irrationnel, nous utilisons, pour des raisons de commodité dans des estimations 
ultérieures, une légère variante du développement en fraction continue usuel de a. Ce 
développement nous permet de définir une fonction arithmétique 

$ : R - Q - > M + U { + o o } 

qui a les propriétés suivantes: elle est paire, Z-périodique, finie exactement aux 
nombres a vérifiant la condition (J3), et vérifie l'équation fonctionnelle fondamentale 

ila) = Loga 1 + a $ ( l / a ) s d q d fd 0 < a < 1/2. 

Nous procédons au second paragraphe à quelques réductions préliminaires à 
la démonstration du résultat principal, énoncé en 1.2.6. Pour a G M — Q , notons 
A = exp(27rza) et Sa la classe des fonctions / injectives et holomorphes dans le disque 
unité, fixant 0 et y ayant pour dérivée A. Le Théorème 1.2.6 affirme qu'il existe des 
/ G Sa pour lesquels Hf est divergente lorsque a ne vérifie pas la condition (B), et 
que le plus petit rayon de convergence Ra de Hf, lorsque / décrit Sa et a vérifie la 
condition (J5), satisfait à l'estimation : 

|Log - i 
'a 

sqdqsdq < c , 

où C est une constante universelle. En fait, il suffit de démontrer l'estimation analogue 
(mais de contenu plus géométrique) obtenue en remplaçant le rayon de convergence 
de Hf par la distance df de l'origine à l'ensemble des points dont l'orbite positive par 
/ sort du disque unité. 

La démonstration du Théorème 1.2.6 occupe les Paragraphes 3 à 5 du chapitre 
I. Le principe de la démonstration est d'analyser le comportement des rayons de 
convergence (ou plutôt des distances df) sous l'action de la transformation a n - l / a 
de P5Z/2(Z) qui génère le développement en fraction continue (l'autre générateur 
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a H a + 1 de PSL2(1i) agit évidemment trivialement dans notre cadre). Il s'agit 
essentiellement de rendre quantitative et "inversible" une construction utilisée par 
Douady et Ghys ([Do]) pour démontrer que l'ensemble 5 est invariant par PSL2(Z) 
. La construction de Douady et Ghys est expliquée en 1.2.9. Nous réussissons 
alors, pour 0 < a < 1/2 ou a > 2, à associer à tout / G Sa un difféomorphisme 
g G S-i/a tels que les quantités Log dj1 et Logd"1 soient reliées par une estimation 
semblable à l'équation fonctionnelle de la fonction arithmétique <&. Le cas le plus 
facile, traité au Paragraphe 3, est celui où a appartient à (0,1/2) ; il conduit à une 
nouvelle démonstration du théorème de Bruno, et donne une minoration du rayon de 
convergence de la conjugaison apparemment légèrement meilleure (lorsque $ ( a ) est 
fini mais grand) que la minoration obtenue par la démonstration de Bruno. 

Le cas plus difficile où a est supérieur à 2 est traité au Paragraphe 4 ; la difficulté 
tourne autour du point suivant : lorsque a > 0 est petit, / peut posséder au voisinage 
de l'origine un autre point fixe, mais la dynamique du difféomorphisme g G S_i/a 
obtenu par la construction de Douady et Ghys ne contient pas d'information sur la 
dynamique de / autour de cet autre point fixe. Lorsqu'on veut inversement faire 
cette construction pour a > > 2, il est nécessaire de réintroduire cette information. 
En itérant cette construction et en passant à la limite on obtient au Paragraphe 5 la 
majoration désirée de Ra lorsque a satisfait ( £ ) , et des exemples de difféomorphismes 
non linéarisables à l'origine lorsque a ne satisfait pas (B). 

Ces derniers exemples possèdent une suite d'orbites périodiques s'accumulant sur 
l'origine, qui sont étudiées au Paragraphe 6. On montre que la distance de ces orbites 
périodiques à l'origine est essentiellement la plus petite possible, compte tenu de leur 
période. Par ailleurs, on dispose dans la construction d'une grande flexibilité quant 
à la dynamique au voisinage de ces orbites périodiques (qui peuvent être attractives, 
répulsives, indifférentes rationnelles ou irrationnelles) ; une conséquence surprenante 
de cette flexibilité est le Théorème 1.6.5 : si À ne vérifie pas ( £ ) , il existe dans G\ 
un ensemble non dénombrable de classes de conjugaison dont aucune ne contient de 
fonction entière. 

3. - Le second chapitre est consacré à la linéarisation dans la famille quadratique 
P\(z) = Xz(l — z). La différence essentielle avec le premier chapitre, où l'attention est 
concentrée sur l'étude de la dynamique locale au voisinage du point fixe, est qu'on fait 
ici appel de façon décisive aux caractéristiques globales de la dynamique, en particulier 
à la présence d'un point critique. 

Nous montrons dans le premier paragraphe que le polynôme P\, pour À G S1, 
est linéarisable à l'origine si et seulement si À satisfait à la condition (JB), et que le 
rayon de convergence de l'application linéarisante H\ de P\ est "presque" le plus petit 
possible permis par le Théorème 1.2.6, lorsque A satisfait à la condition (B) ; l'énoncé 
précis est donné en II. 1.8. La démonstration est une application assez élémentaire de 
la théorie des applications à allure polynômiale (de degré 2) de Douady et Hubbard 
([D-H]). 

Nous introduisons au Paragraphe 2 une autre approche de la linéarisation 
des polynômes quadratiques, consistant à étudier de façon détaillée l'application 
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linéarisante de P\ lorsque |À| < 1, puis à laisser tendre non-tangentiellement À 
vers le cercle imité. Pour |À| < 1, l'application linéarisante H\ possède en fait 
une unique singularité U(X) sur le bord de son disque de convergence, et H\(U(\)) 
est égal au point critique 1/2 de P\. La fonction À i—• U(X) est holomorphe et 
bornée dans le disque unité, et son module est le rayon de convergence de H\ . Le 
résultat principal du Paragraphe 2 est que le module | { / ( A ) | , lorsque À tend non-
tangentiellement vers un point Ào G 51, admet pour limite le rayon de convergence de 
H\0. On obtient ainsi, comme corollaire immédiat d'un célèbre théorème de Fatou, 
que le polynôme P\ est linéarisable pour presque tout A G 51. Cette démonstration 
n'est valable que pour la famille quadratique (ou des familles très similaires), et 
ne donne pas d'information arithmétique sur l'ensemble des À pour lesquels P\ est 
linéarisable (condition (B)) mais elle est considérablement plus courte que les autres 
démonstrations de linéarisabilité. En combinant avec II. 1.4, on retrouve facilement 
que G\ est une classe de conjugaison de G pour presque tout À G S1. 

La fonction holomorphe U semble posséder des propriétés très intéressantes, que 
je n'ai malheureusement pas été capable de démontrer (ou d'infirmer). Ces propriétés 
sont évoquées au Paragraphe 3, où l'on trouvera aussi des formules reliées à la fonction 
[/, et aux coefficients des applications linéarisantes H\ . 

Finalement, les deux appendices sont consacrées à des questions connexes ; en 
appliquant un résultat d'Il'yasenko ([II]), on montre dans l'Appendice 1 que si une 
matrice A G GLn(C) possède une valeur propre A de module 1 pour laquelle les sous-
espaces propres et caractéristiques sont distincts, alors les germes de difféomorphismes 
holomorphes de (Cn,0) de dérivée A en 0 ne sont en général pas linéarisâmes. 
L'Appendice 2 montre que la condition (B) est la limite naturelle de la méthode 
de démonstration de Siegel et Bruno. 

4. - Remerciements. 
La première version de cet article date de l'automne 1987, alors que j'étais 

chercheur au Centre de Mathématiques de l'Ecole Polytechnique. Mme Paule Truc en 
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aux délices de TeX. J'ai toujours beaucoup profité d'innombrables discussions avec 
Michel Herman, et ce travail doit beaucoup à son intérêt soutenu. Sans Ricardo Pérez-
Marco, qui m'a signalé de nombreuses corrections et améliorations, et a compensé mon 
incompétence notoire devant un ordinateur, il n'est pas clair que cet article aurait vu 
le jour avant le troisième millénaire. 
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Chapitre I 

L I N É A R I S A T I O N DES F O N C T I O N S U N I V A L E N T E S 

1 - Préliminaires arithmétiques. 

1.1 - Notations. 

Soit x un nombre réel ; on note : 

- M sa partie entière, 

- {x} = X — [x] sa partie fractionnaire, 

- ||*|| = M i n ( { x } , l - { x } ) la distance de x au plus proche entier, 

>ww l'entier le plus proche de x, avec la convention qu'on a (x) = [x] lorsque 
{ x } = 1/2. 

1.2 - Fractions continues (forme usuelle). 

Notons Â l'application de ( 0 , 1 ) dans [0 ,1) définie par : 

À(x) = { x - 1 } . 

Soit a un nombre réel irrationnel ; posons ào = [a] , à0 = {a} et définissons, pour 
n > 1 : 

àn = sqddsqd < Bki0 + 2B = An(à0). 

On a donc âo G Z, ân G N* pour n > 1, et àn G (0 ,1 ) pour n > 0 . 

Définissons aussi, pour n > —2, des entiers pn><7n par les relations : 

P-2 = q-i=0 
sd 

P-l = 4 - 2 = 1, 

Pn = ànpn-i + Pn-2 , <?n = ànqn-i + Ç 7 1 - 2 , pour n > 0. 
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On a alors, pour n > 0 : 

a = 
< Bki0 + 2B 
qn + qn-\àn . 

et aussi qnpn-i - PnQn-1 = ( - l ) n pour n > - 1 . 

Considérons d'autre part la suite (ßn)n>-2 définie par : 

/3-2 = a , £ - 1 = 1, £n = 
n 

¿=0 

sfdf pour n > 0. 

On a alors, pour n > 0 : 

Ä i - 2 = anßn-i + ßn 5 ) < Ä I < Ä . - 1 , 

ce qui montre que â„ est le quotient et ô„ le reste de la division euclidienne de ßn-2 
par /3n_i ; ceci fournit une définition alternative des /?„, des àn et des àn = ßnßn-V 

Pour n > —2, on a : 

ßn = ( - l ) n ( g n a - p n ) , 

1 = Qn+lßn + Qnßn+l, 

ce qui fournit, pour n > 0, l'estimation importante : 

1 

Qn+l + Qn 
<ßn = 

1 
< Bki0 + 2B < 

1 

< 7 N + L 

1.3 - Fractions continues (forme modifiée). 

Notons A l'application de (0,1/2] dans [0,1/2] définie par : 

sdqsdsqds I I » - 1 » . 

Soit a un nombre réel irrationnel ; posons ao = (a) , OCQ = ||a|| et définissons, pour 
n > 1 : 

an = ( a n ^ ) , an = A(an-i) = An(a0). 

On a donc ao G Z, on > 2 pour n > 1, et an G (0,1/2) pour n > 0. 

Posons aussi /3_2 = a , /J_a = 1 et Ä , = 
n 

¿=0 

pour n > 0. On a alors, pour 

n > 0 : 

Ä i - 2 =sdqd Q"nßn—1 H" tnßni 

avec en G { - ! , + ! } , 0 < /?n < Bki0 + On peut donc aussi définir les (3n,an et 

an = ßnßn-1 par l'algorithme de la division euclidienne. 
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1.4 - Relation entre les deux versions précédentes. 

Soit a un nombre réel irrationnel. Conservons les notations des numéros 
précédents. 

Posons k(—1) = —1 et définissons inductivement, pour n > — 1 : 

FC(N + L) = 
k(n) + 1 , si c n + i = 1 ; 
fc(n) + 2, si e n +i = - 1 . 

L'application k : N —> N est strictement croissante. On vérifie qu'on a, pour 
n > - 1 : 

< Bki0 + 2B 

Notons que la condition e n +i = — 1 équivaut à âfc( n)+2 = 1- Dans ce cas on a 

Pk(n) + 1 — < Bki0 + 2B 

1.5 - La fonction arithmétique $ et la condition de Bruno. 

Avec les notations précédentes, on définit une fonction $ : R - Q - > M + U { + o o } 
par la formule : 

$ (a ) = 
i>0 

A - i L o g ^ 1 

On dira qu'un nombre réel irrationnel a est un nombre de Bruno si dfdf < +oo. 
La fonction $ possède les propriétés suivantes : 

Proposition.— 

1. On a $ ( a ) = ^ ( a + 1) = $ i ( - a ) , pour a 6 R - Q . 

2. Pour a € (M - Q ) H 0,1/2 , on a : 

* ( a ) = Loga 1 + a$(a 1 ) 

Démonstration. Pour a G R - Q , les suites ( a n ) n > o et (0n)n>-i associées à a, a + 1 
et —a sont les mêmes, d'où les premières relations. Si de plus a G (0,1/2), les suites 

« ) n > 0 , (Pn)n>-1dsfdf associées à a 1 sont données par ct'n = a n + i pour n > 0 et 
< Bki0 + 2B pour n > —1, d'où l'équation reliant $(a ) et <È>(OJ 1 ) . 

On désignera dans la suite par B l'ensemble des nombres de Bruno. 

Remarque : On définit habituellement les nombres de Bruno par la propriété : 

i>0 

qi Log&+i < +oo. 

Que les deux définitions soient équivalentes résulte de l'estimation plus précise 
suivante : 
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Il existe une constante C > 0 telle qu'on ait, pour tout a e R - Q, n > 0, 

n 

¿=0 

ft-iLogo^ 1 -

k(n) 

2=0 

dfdsqi ^ogf t+i < C 

où l'entier k(n) est défini en 1.4. Pour voir ceci, remarquons que d'après 1.1, on a : 

qi

 1 = /? i - i +qi-iQi 

1/2 < qi+1 Bi< 1, 

d'où on tire 

< Bki0 + 2B Â _ i L o g Â < l « r - A - i l i : LogAI+ç" 1 1 | L o g g i + i Â | 

< Bki0 + 2B ÂLogÂ 

Comme on a &+i > Qi, &+2 > 2 ^ , Â + i < &xwcwc, Â + 2 < i & pour i > 0, on en 
déduit : 

d) 
k 

2=0 

Qi Log&+i + 
sd 

2=0 

Â_iLog/?i < c 0 . 

Pour j > 0, i = fc(j), on a : 

Â - i L o g f t = ft-iLog^-, si sqdsd 1) = * - 1 ; 

Â _ 2 L o g Â _ i + Â _ i L o g Â = /îj-iLogOa,-! - Pi) + (Pi-i-0i)Log/3i, 

si fc(j-l) =i-2. 

En tenant compte de ce que < Bki0 + 2Bfgdfg on obtient donc : 

(2) 

n 

fdg 

ft_iLog/?i -
fgg 

2=0 

Â - i L o g Â < Log2 
n 

2=0 

dfgdggfg 
n 

2=0 

dfgdfgd 

le second membre étant majore par une constante universelle puisqu on a A < è A - i 
pour i > 0. 

Finalement, on a : 

(3) 

n 

2=0 

A - i L o g A -
n 

2=0 

fgd Logeai fg 
n 

2=0 

A- iLogA- i <c. 

En réunissant (1), (2) et (3), on obtient l'estimation annoncée. 
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1.6 - Un lemme technique. 

Ce numéro contient un lemme arithmétique qui sera utilisé aux paragraphes 5 et 
6; sa lecture peut être repoussée jusqu'à ce moment. 

Soient a un nombre réel irrationnel, B une constante strictement positive (la 
valeur de B sera spécifiée en 5.4.2). 
Avec les notations précédentes, posons : 

Bk,k+i = 0 ddf k > 0, 

BkA Pj-xLog + Loga~1 - B 
s 

0 < i < k. 

On a donc, pour 0<i<k : 

BkA = s ds 
¿ - 1 

k 

j=i 

pj-iiLogaj'-B). 

Notons J (a ) = J (resp. J(a) = J) l'ensemble des entiers k > 0 tels qu'on ait 

Bk,i > Opour tout 0 < i < A;(resp. Bk¿ > qsdsd pour 0 < i < k) . 

Lemme.— 

I . Pour tout k > 0, on a : 

Bk,o < 
k 

3=0 

< Bki0 + 2B < Bki0 + 2B. 

2. Si X(a) est vide, on a : 
$(a) < 4B. 

3. Si 1(a) est Gni non vide, et k est son plus grand element, on a : 

$(a) < AB + Bkì0. 

4. Si otéBs J(et) est infìni. 

Démonstration. Comme on a (3j < \ /3j-i pour j > 0, la formule pour B^i qui 
précède le lemme montre qu'on a : 

(4) 0 > Bkti - sqdd 
k 

j=i 
ft-iLoga-1 > -2B 

pour 0 < i < fc, d'où la première partie du lemme. 

Supposons que T(ct) soit vide. Pour tout k > 0 il existe alors des entiers 
—1 = fco < fci < ••• < K = k tels qu'on ait : 

< Bki0 + 2B 
sd 1 < l < r. 
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D'après (4), on a donc : 

ki 

< c2 +4c3  

< c2 +4c3 + 2c9 < c2 +4c3 + 2c9 

= 1 < l < r 

d'où 
k 

3=0 

Pj-xLogaJ1 < 45 . 

Comme k est arbitraire, cela prouve la seconde partie du lemme. 

Supposons que J soit fini et non vide, de plus grand élément k. Pour tout k' > k, 
il existe un entier avec k < i < fc', tel que Bk',i < 0 ; en effet, dans le cas contraire, 
on a en particulier Bk>k+i > 0, d'où Bk'j = Bk,j + fa-iP^Bk' fc+i > Bk,j > 0 pour 
0 < j < k, et k1 G T. On peut donc trouver des entiers k = ko < k\ < ... < kr = k' 
tels que Bk£ìke-i+i < 0 Pour 1 < ^ < r- Comme précédemment, on en déduit : 

sd 

< c2 +4c 
Pj-lLogQLj < *B(3k. 

On obtient : 

$ ( a ) < 
k 

3=0 

Pj-xLogcXj 1 Pj-xLog 

< £ M + 4£, 

d'après la première partie du lemme, et Pj-xLog 

Supposons enfin que J(a) soit fini, et notons k son plus grand élément (en 
prenant k = 0 si JYa) est vide). 

Pour tout ko > k , construisons des entiers fco > k\ > ... > kr tels que : 

(i) kr-i > k > kr ; 

(ii) pour 0 < l < r , on a BFCI_I,FCI+I Pj-xLog 

D'après la formule pour B ^ , on a : 

dsff 

j=ki + l 

fy-^LogaJ1 - B) Pj-xLog 

On en déduit : 
ko 

xcwcw 
/ ^ L o g a " 1 < 2£ 

; > 0 

wxcxw 

ce qui implique a G o puisque &o est arbitrairement grand. 
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2. Linéarisation des fonctions univalentes : résultats et réductions. 

2.1 - Linéarisation formelle. 

Soit / un germe de difféomorphisme holomorphe de (C, 0). Posons I>fi0i = Aet 
supposons que À soit de module 1, mais ne soit pas racine de l'unité. 

Il existe alors une unique série formelle Hf qui vérifie formellement : 

DHf(0) = 1, 

Hf(Xz) = f(Hf(z)). 

Nous appelons Hf la linéarisante (formelle) de / , et noterons R(f) son rayon de 
convergence. 

Tant qu'il s'agit de déterminer si R(f) est nul ou non, on peut travailler avec des 
germes de difféomorphismes holomorphes. Mais si l'on veut obtenir des estimations 
quantitatives pour R(f), une condition de normalisation s'impose. En effet, pour 
t > 0, le germe ft:z—>t 1f(tz) a même dérivée que / en 0, sa linéarisante est la 
série : z —• t xHf(tz), et on a donc R(ft) = t-iRif). 

Nous choisirons une condition de normalisation géométrique, en imposant à / 
d'être holomorphe et injective sur le disque unité D = { z , \z\ < 1}. Nos résultats seront 
donc énoncés pour cet espace de fonctions univalentes ; bien entendu, on en déduit si 
on le souhaite les résultats analogues pour d'autres conditions de normalisation, via 
des estimations de "distorsion" ou "à la Bieberbach". 

2.2 - Fonctions univalentes. 

Nous noterons S l'espace des applications / , holomorphes et injectives dans D, 
qui vérifient / ( 0 ) = 0 et | D / ( 0 ) | = 1. On munit S de la topologie de la convergence 
uniforme sur les parties compactes de B, qui en fait un espace compact. 

Pour À G S1, on notera S\ la partie fermée de S formée des / tels que Df(0) = A. 

Il sera en fait plus pratique de travailler dans le revêtement universel M = 
{zAmz > 0} de D*. 

Nous noterons E : z 1—> exp(27Tzz) l'application revêtante et T : z 1 — • z + 1 
la translation. Pour a € M, nous désignerons par Sa l'ensemble des applications F, 
holomorphes et injectives dans H, qui vérifient : 

FT = TF, 

Lim 
Im z—>+oo 

(F(z) -z) = a. 

Munissons l'ensemble S = U 
sdqd 

Sa de la topologie de la convergence uniforme sur 

les compacts de H. L'espace S est alors contractile (conjuguer par des translations 

imaginaires) ; en associant h F e S l'unique application / holomorphe dans D* qui 
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vérifie E o F = / o E, on définit une application n de 5 dans S qui fait de 5 le 
revêtement universel de S. 

Pour a G R, on a : 
< c2 +4c3 + 2c9 ds u 

nez 
ßa+n 

2.3 - Capacité conforme. 

Soient U un ouvert simplement connexe de C, distinct de C, et xo un point de 
U. Considérons une représentation conforme k de D sur U qui envoie 0 sur x0-

Définition.— On appelle capacité conforme de U par rapport à xo, et on note 
C(U, x o ) , le nombre |J9fc(0)| (qui ne dépend pas du choix de k). 

De façon équivalente, la capacité conforme C(£/, xo) est Tunique réel r G R+ pour 
lequel il existe une représentation conforme h du disque Dr = {2, \z\ < r} sur U qui 
vérifie /i(0) = x0 et Dh{0) = 1. 

Si V est une partie ouverte et simplement connexe de U qui contient Xo, on a : 

C(ViXo) <C ( t / , x0 ) , 

avec égalité si et seulement siU = V. Cela résulte du lemme de Schwarz, appliqué à 
une représentation conforme de k~l(V) C D. 

Il n'est en général pas facile de déterminer exactement la capacité conforme 
C(U, x o ) . Une première approximation, suffisante pour nous dans la suite, est donnée 
par la distance d de XQ au complémentaire de U dans C. On a en effet, par le lemme 
de Schwarz : 

d < C ( í 7 , x o ) , 

et d'autre part, par le théorème de Koebé : 

4 d > C ( [ / , x 0 ) . 

2.4 - Disques de Siegel des fonctions univalentes. 

Soit / G S. 

Nous noterons Kf l'ensemble des points z G D tels que fn(z) G D pour tout 
n > 0 

Nous dirons que / admet un disque de Siegel en 0 si l'intérieur de Kf contient 0. 
Nous noterons alors Uf la composante connexe de l'intérieur de Kf qui contient 0, et 
l'appellerons disque de Siegel de / (en 0). On a bien sûr : 

f{Kf) c Kf 1 f(Uf) C Uf. 

Par le principe du maximum, l'ouvert U/ est simplement connexe. Posons 

C(f) = C(Uf,0)<l. 
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Soit alors Hf : Oc( / ) —• 17/ la représentation conforme de £// qui vérifie 5 , ( 0 ) = 0 , 

DHf(0) = 1 (cf.2.3). L'application H*1 o f o Hf est holomorphe sur Oc(/ ) et envoie 
ce disque dans lui-même ; comme sa dérivée en 0 est égale a celle de / , on a, par le 
lemme de Schwarz : 

H f o / o Hf(z) = Df(0)z * € D C ( / ) . 

Lorsque Df(0) n'est pas racine de l'unité, ceci montre que l'application Hf admet 
comme développement en série entière en 0 exactement la série formelle Hf définie 
en 2.1. On a par conséquent, lorsque / admet un disque de Siegel en 0 : 

R(f) > C(f) > 0. 

Lorsque / n'admet pas de disque de Siegel en 0, on posera C(f) = 0, et on aura 
également R(f) = 0. 

2.5 - Propriétés des applications C et R . 

Proposition 1.— L'application C est semi-continue supérieurement sur S. 

Démonstration. Soit ( / n ) n > 0 une suite dans 5, convergeant vers une limite / . 
Posons 

C = Limsup 
n—*+oo 

C(fn), 

et montrons que C(f) > C. C'est trivial si C = 0, supposons donc que C 
est strictement positif. Quitte à extraire une sous-suite de la suite (/n)n>o? on 
peut supposer que la suite C( /n) tend vers C, et que la suite (Hfn)n>o converge 
uniformément sur tout compact contenu dans le disque Pc- La limite H est alors 
holomorphe et injective dans De» et y vérifie : 

H(Df(0)z) = f(H(z)), 

par passage à la limite dans les relations correspondantes pour fn. L'ouvert H(B>c) 
est donc connexe et contenu dans î / / , et on conclut qu'on a C < C(f). 

Soient À G S1, distinct des racines de l'unité, et / G S\ ; supposons que / admette 
un disque de Siegel en 0 ; on a vu au paragraphe précédent qu'on a alors C(f) < R(f). 

Proposition 2.— On a C(f) = R(f) lorsqu'une au moins des deux conditions 
suivantes est vériûée : 

(i) Vouvert Uf est relativement compact dans D; 

(ii) tout point de S1 est singularité de f. 
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Démonstration. Supposons qu'on ait C(f) < R(f), et notons C l'image par Hf du 
cercle {\z\ = C(f)}. C'est le bord de Uf dans C. Distinguons plusieurs cas : 

1) C C D. Ceci est impossible : pour e > 0 suffisamment petit, l'ouvert connexe 

Hf(Bc(f)+€) contiendrait Uf et serait contenu dans Kf, en contradiction avec 
la définition de Uf. 

2) C = S1. On a alors Uf = D , Hf(z) = z, d'où f(z) = Xz. 

3) c c D , c ^ s 1 , c n s V 0 . 

L'ouvert Uf n'est alors pas relativement compact dans D ; montrons qu'il existe 
des points de S1 au voisinage desquels / est holomorphe. JDomme A n'est pas racine 
de l'unité, il existe un point ZQ de module C(f) tel que Hf(zo) = yo appartienne à 
C fl S1, mais Hf(Xzo) appartienne à C D D. Si ZQ n'est pas point critique de Hf, la 
relation f(z) = Hf(XHj1(z)) permet de prolonger / en une fonction holomorphe au 

voisinage de yo ; si ZQ est point critique de Hf, la même formule permet de prolonger 
/ en une fonction multivaluée au voisinage de ZQ, admettant en zo une singularité 
isolée. Dans les deux cas, la condition (ii) de la proposition ne peut être vérifiée. 

Corollaire.— Soit X G S1, distinct des racines de l'unité. On a : 

Inf 
fesx 

C(f) = Inf 
fesx 

TO-

Démonstration. S'il existe /o G S\ tel que R(fo) = 0, on a aussi C( /o ) = 0 et les 
deux termes sont nuls. 

Supposons donc que les fonctions C et R soient strictement positives sur S\. 

Considérons la partie 5$ de S\ formée des / G S\ qui vérifient la condition (ii) 
de la Proposition 2. On a donc C(f) = R(f) pour / G S® ; d'autre part 5$ est une 
partie dense de 5a , d'où l'on tire, d'après la proposition 1 : 

Inf 
fesx 

C(f) = Inf 
fes°x 

C{f). 

On a donc 
Inf 

fesx 
R(f)< Inf 

fesi 
R(f) = Inf 

/es* 
C(f). 

L'autre inégalité résulte de ce qu'on a R(f) > C(f) pour / € S\ . 

2.6 - Enoncé des résultats. 

Soit a e R - Q ; posons A = E(a) et : 

R(a) = Inf 
fesx 

R(f) = Inf 
f€Sx 

Clf) 

Dans le théorème ci-dessous, la fonction $ est la fonction arithmétique définie en 1.5. 
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T H É O R È M E . — 

1. Si <Ê>(a) = +00 , il existe un germe f G S\ non linéarisable à l'origine. 

2. Si $(ot) < +00 , alors on a R(a) > 0 et : 

|LogE(a) + * ( « ) | < C , 

où C est une constante universelle (ne dépendant pas de a). 

2.7 - Remarques. 

1 - La démonstration de Bruno ([Br]) donne une estimation de la forme : 

LogR(a) > - C " $ ( a ) - C", 

où l'on peut prendre C = 2 ([He]). Le théorème précédent montre qu'on peut en 
fait prendre C = 1 (et que ce choix est optimal). Il serait intéressant de savoir 
si l'on peut obtenir C = 1 par les techniques de Bruno. En effet, le principe de 
la démonstration de Bruno (et de celle de Siegel ([Si])) est d'estimer la taille des 
coefficients obtenus lorsqu'on remplace les relations de récurrence définissant les 
coefficients des applications linéarisantes Hf par les mêmes relations pourvues 
de valeurs absolues. Si l'on peut obtenir ainsi C = 1, cela signifie que le passage 
aux valeurs absolues n'affecte le rayon de convergence des séries considérées que 
par un facteur multiplicatif universellement borné. 

2 - La constante C est effectivement calculable. La démonstration du théorème 
donnera 

-15.24 < Log#(a) + $ (a ) < 139.75 

mais ces bornes sont certainement mauvaises par rapport aux bornes réelles de 
la fonction bornée LogR(a) + $ ( a ) . 

3 - Lorsque $(a) = +oo, il y a beaucoup de latitude dans la construction d'exemples 
de / E S A qui ne sont pas linéarisables en 0 ; quelques propriétés réalisables par 
de tels exemples sont étudiées au Paragraphe 6. Ces exemples possèdent une suite 
d'orbites périodiques accumulant l'origine. Plus récemment, R. Pérez-Marco a 
montré ([PM]) que cette propriété est inévitable pour des germes non linéarisables 
si a vérifie : 

n>0 

«ÎV/LogLogÇn+i < +oo. 

Lorsqu'au contraire cette série diverge, il a construit des germes non linéarisables 
sans autre point périodique que l'origine. 

4 - Comme on le verra au chapitre II, le théorème implique des estimations assez 
précises sur le rayon de convergence des linéarisantes de polynômes quadratiques. 
Posons Pa(z) = E(a)(z - z2) pour a € M. On montrera que : 
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- Pa n'est pas linéarisable en 0 lorsque $(a) = -foo. 

- Lorsque $ ( a ) < +00 , on a, pour tout e > 0 : 

Log R(Pa) <-(!-£) <I>(a) + C"(e), 

pour une constante C ne dépendant que de e . 

2.8 - Une réduction. 

Soient a € R - Q , F e S a e t / = U(F) <E SE{a). Posons 

KF = E-1(Kf) = {zeM, Fn(z) e H pour n > 0}; 

dp — Sup 
zec-KF 

9?z G M + U { + 0 0 } , 

où Tz (resp.Rz) désigne la partie imaginaire (resp. réelle) d'un nombre complexe z. 
On a alors : 

dp = — 
1 

2TT 
L o g d ( 0 , C - u r / ) ; 

compte tenu des estimations données en 2.3, cela donne : 

e x p ( - 2 7 r d F ) < C(f) < 4 e x p ( - 2 7 r d F ) . 

Pour démontrer le théorème, il suffit donc de prouver que : 

- si $ ( a ) = 4-00, il existe F e Sa tel que dp = + 0 0 ; 

- si 3>(a) < +00 , on a : 

Sup dp 
sdsqs 

sd 
1 

2TT 
* ( a ) <C0, 

pour une constante universelle CQ. 

2.9 - Principe de la démonstration du théorème. 

La démonstration du théorème est contenue dans les deux prochains paragraphes ; 
celui-ci n'en fait pas partie. 

Cependant, nous avons cru bon d'essayer d'expliquer, avant de plonger dans 
des estimations techniques, où nous allions, en décrivant grossièrement le schéma de 
la démonstration et les constructions qui seront rendues précises dans les prochains 
paragraphes. 

Soit a e R — Q. On a défini en 1.3 une suite (an)n>o d'éléments de (0,1/2), et 
des entiers an(n> 1) au moins égaux à 2 de la façon suivante : 

< c2 +4c3 + 2c9 

a - 1 
n - l — ^71 H" ^ 7 1 ^ 7 1 1 en e { - i , + i } 1 n > 1. 
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L'ingrédient fondamental de la démonstration du théorème est un procédé 
"naturel" (mais non canonique, loin de là) qui "relève" dans S la formule reliant 

an-i et an ci-dessus, en faisant passer de S(Xn_1 dans San et vice-versa. 

Cette idée a été exploitée, de façon qualitative, par Douady ([Do]) et Ghys, pour 
montrer l'invariance de S (cf. introduction) par l'action de 5L(2 ,Z) . Expliquons leur 
construction dans le cas le plus simple à décrire. 

r e e ß e (0,1/2) n R - Q , À df E(ß) et f(z) = Xz + 0(z2) un germe de 
difféomorphisme holomorphe de (C, 0). Considérons un domaine U délimité par 

- une courbe analytique -t, issue de 0, d extrémité ZQ ; 

- son image f(£) ; 

- une courbe £ joignant ZQ a J{ZQ). 

Nous choisissons £ et £' de sorte que les courbes £, £', f(£) ne s'intersectent qu'en 
leurs extrémités (formant ainsi un "triangle"), et que l'ouverture de U en 0 soit 2TT/3 
(cf. Figure 1). 

sdsqd 

sdq sd 

2irß 

0 £ zo 

Figure 1 

En recollant £ et f(£) suivant / , on obtient une surface de Riemann V biholo-
morphe à D*. Notons V la surface de Riemann obtenue en rajoutant un point O 
à V de sorte que V soit biholomorphe à D (le point O étant alors envoyé sur 0). 
Considérons l'application g, définie dans un voisinage de 0 dans J7, de premier retour 
dans U (il y a en général ambiguïté le long d'une courbe de la forme f~n(£), n > 2). 
L'application g induit sur V une application holomorphe g définie dans un voisinage 
de (9, fixant O et dont la valeur propre en O est E(—l//3). 

A toute orbite de / voisine de 0 correspond une orbite de g voisine de O (l'image 
par l'injection : U —• V de la trace sur U de l'orbite de / ) . En particulier g admet un 
disque de Siegel en O si et seulement si / en admet un en 0. Cela montre que /3 E S 
si -1/ß e S. 

Reprenons cette construction, d'un point de vue plus analytique, dans H . Soit 
F une application holomorphe dans un demi-plan Mt = {z, $$z > t}, et y vérifiant : 

F o T = T o F, 

/ o E = E o F, 
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Lim 
< c2 +4c3  

(F(z)-z)=ß. 

Notons U Tune des composantes connexes de E 1(U) ; son bord est constitué de 

trois courbes l F(î) et ?. 

L'uniformisation de V par D* se traduit alors par l'existence d'une fonction K 
holomorphe et injective dans £/, continue sur l'adhérence de [/, qui vérifie : 

$ïK(z) = 0 5 z e t , 

K(F(z)) = K(z) + 1 5 z e t 

La dernière formule permet de prolonger K à des domaines qui seront décrits au 
prochain paragraphe. 

L'application de premier retour g dans U se relève dans U en la composition 
d'un certain nombres d'itérations de F (pour aboutir dans T(U)) et de la translation 
T~l (pour revenir dans U). Après uniformisation, c'est à dire conjugaison par k, les 
itérés de F deviennent des translations entières, tandis que la translation T-1 devient 
une application holomorphe G, définie dans un demi-plan Hs, pour 5 assez grand, et 
vérifiant : 

GoT = ToGi 

Lim 
$ z - > + o o 

(G(z)-z) = -l/ß; 

(en effet, l'application K est de la forme K(z) = (3 x z + c + o ( l ) lorsque $$z est grand). 

Dans cette présentation, nous voyons que l'hypothèse /3 E (0,1/2) n'est plus 
nécessaire, l'hypothèse /3 > 0 nous suffit. 

Ceci étant, quel est le schéma de la démonstration du théorème ? 

Pour obtenir une minoration de R(a) lorsque a est un nombre de Bruno, nous 
raisonnerons par l'absurde en supposant qu'il existe Fo E 5ao tel que dpQ ne satisfasse 
pas à la majoration requise. Nous construirons alors successivement par la méthode 
précédente F\ E 5ai,...,F^ E Sak avec des minorations pour dpk qui permettent 
d'aboutir à une contradiction après un nombre fini d'étapes. 

Nous aurons donc à réaliser la construction précédente pour f3 = ŒQ , /3 = 
ai,...,/3 = a*;_i e tc . , dans tous les cas avec /3 E (0,1/2). Lorsque (3 = c^-i n'est 
pas trop petit, il n'y a essentiellement pas perte d'information en passant deFi-1 à 
Fi : toutes les orbites de Fi-1 de grandes parties imaginaires (c'est à dire proches 
de 0 dans D) correspondent à des orbites de Fi. Par contre, lorsque /3 = o^-i est 
petit, fc-i = U(Fi-i) possède en général dans D un autre point fixe p proche de 0, 
dont la distance à 0 est de l'ordre de /3. En première approximation, un voisinage de 
0 est divisé en trois parties : un voisinage Vp de p formé de points qui "tournent" 
autour de p, un voisinage Vb de 0 formé de points qui "tournent" autour de 0, et le 
complémentaire de Vb U Vv formé de points qui "passent" entre 0 et p. Le passage 
de Fi-i à Fi ne peut rendre compte que des orbites de Vb> d'où une sérieuse perte 
d'information. 
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Pour obtenir au contraire des exemples avec une bonne majoration de R(f), nous 
partirons de Safc, avec k grand, en prenant pour Fk n'importe quel élément de 5Qfc 
(par exemple la translation par o^) . Nous en déduisons trivialement un élément de 
5 a - i (puisque ot~0.\ = e/c<2fc + a^). Il s'agit maintenant de remonter à Fk-i G SŒk_1 

puis après k étapes jusqu'à Sao pour obtenir un exemple F0 ayant les propriétés 
désirées. On pourrait penser qu'il suffit d'appliquer successivement la construction 
décrite plus haut avec /3 =qk-1 , /3 = a j ^ » •••» P = aô1 (c'est-à-dire qu'on a toujours 
P > 2). Cette construction est en effet suffisante tant que /3 n'est pas trop grand. Mais 
lorsque /3 = a~_\ est grand, il nous faudra modifier cette construction de manière à 
réinjecter de l'information dans le passage de Fi à Fi-1(cette construction modifiée est 
étudiée au paragraphe 4) ; l'application fa-i = n ( i ^ _ i ) possédera les caractéristiques 
décrites dans l'alinéa précédent, en particulier un autre point fixe proche de 0, qui 
ne proviennent pas de Fi. On aura d'ailleurs une certaine latitude dans l'information 
qu'on injecte en passant de Fi à Fi-1, ce qui permet en fin de compte d'obtenir pour 
FQ des exemples ayant une grande variété de propriétés, lorsque a n'est pas un nombre 
de Bruno. Ces exemples sont étudiés au Paragraphe 6. 

Finalement, le lecteur aura remarqué que nous n'avons considéré dans la discus
sion précédente que le cas de Sp, (3 > 0 ; ceci n'est pas une restriction, car on passe 
aisément de Sp à S-p en associant à F G Sp l'élément F* G S-p défini par : 

F*(z) = -F(-z) 

3 - Premières estimations et minoration de R(a) . 

3.1 - L'objet de ce paragraphe est d'obtenir des estimations quantitatives permet
tant de contrôler la construction qualitative de Douady et Ghys qui a été décrite 
sommairement en 2.9. 

Ces estimations seront suffisantes pour nous permettre de démontrer la minora
tion de R(a) donnée par le théorème, lorsque a est un nombre de Bruno. 

Par contre, pour obtenir des exemples / avec la majoration souhaitée pour R(f), 
il nous faudra modifier la construction de Douady et Ghys et démontrer les estimations 
correspondantes ; c'est l'objet du paragraphe 4. 

3.2 - Nous fixons, jusqu'au Paragraphe 3.6, un nombre réel strictement positif a et 
une application F G Sa. 

Ecrivons F sous la forme : 

F(z) = z + a + ip(z), z G H , 

où ip est une fonction Z-périodique, holomorphe dans H, vérifiant 

Lim 
3 z - » + o o 

<p(z) - 0 
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Lemme.— F o u r z G H , on a 

< c2 +4c3 + 2exp (-2ir%z) 
1 — exp ( - 2 T T 3 Z ) ' 

Mz)\ < - 1 
7 T 

Log(l -exp(-27r3?z)). 

Démonstration. Soit / G Si la fonction univalente satisfaisant 

< c2 +4c3 + 2c9< c2 +4c3  2 e H . 

On a : 

D<p(z) = E{z) 
< c2 +4c3 + 2c9 

/ № ) ) 
- 1. 

Or toute fonction univalente / € Si satisfait : 

u 
fin) 
fin) 

- 1 < 
2\u\ 

vwvcv u G P . 

La première inégalité du lemme s'en déduit et la seconde en résulte par intégration. 

Remarque : Je n'ai pas trouvé de référence pour l'inégalité de distorsion, sûrement 
classique, utilisée dans la preuve du lemme. En voici une démonstration. Pour uQ G P , 

posons : 

9{u) = 
f(uo)~f Un—U 

1 — ÜQU 
1 - « n 2 . wvcv 

On a g € Si et 

UQ 
dfsfdf 

sdfsf df 
Un 

( l - | uo |2 ) f f («o ) ' 

Ecrivons 

gin)'1 sfdff + 
n>0 

bnun. 

D'après le théorème de l'aire, on a : 

\b0\ < 2 df 
n > l 

n\bn\2 < 1, 

d'où on tire 
u 

9ÍV) 
- 1 < 2 | u | + > | 2 , u G P . 

On obtient donc 

sd 
ff(u0) 

f(uo) 
- 1 < 

1 

i - H ) L 2 

^0 

dqfdf 
- 1 + 

KO!2 

d f d î - M 2 ' 

< 
2\u0\ 

i - M * 

26 



THÉORÈME DE SIEGEL ET NOMBRES DE BRUNO 

On utilisera dans la suite les estimations du lemme sous la forme suivante: 
posons CQ = 1/2,ci = exp(—27rco) < 1/23,C2 = 2c i ( l — C i ) - 1 < 1/11,es = 
7r_1Log(l — c i ) - 1 < 1/71; pour z G H, Qz = CQ +1 > CQ, on a 

d) \D<p(z)\ < C2 exp(—2irt), 

d< c2 +4 < C 3 e x p ( — 2 7 r t ) . 

Définissons : 

to = 
1 

2 T T 
Log+a \ 

dsfdf (co + *o), 

1 = {25,5 G M, S > CQ + £0), 

et désignons par £ le segment joignant ZQ et F(zo)-

Pour z G f, on a, d'après (1) : 

(2) \F(z) - z - a \ < c3Min( l ,a) < l/71a, 

\F'{z)-l < c2Min( l ,a) < 1/11, 

donc les courbes £, t! et F(£) forment le bord d'un ouvert connexe contenu dans H 
que nous noterons lÀp. 

En recollant les bords £ et F(£) de Up suivant F, on obtient une variété 
topologique V, de bord dV ; de plus, V — dV est canoniquement muni d'une structure 
complexe qui en fait une surface de Riemann; il est facile de voir que celle-ci est 
biholomorphe à D * . Notons i : lAp —• V l'application canonique, de sorte que 
i(£') = dV. 

Soit C une courbe de Jordan dans C, telle que la composante connexe bornée 
V de C — C contienne 0. Soit yo G C ; par le théorème de Carathéodory, il existe 
un unique homéomorphisme K de V sur V — { 0 } , holomorphe d.ans V - 9V, tel que 
K(Î{ZQ)) = yo- Soit K \UF —* C une application continue dans UF, holomorphe dans 
Up vérifiant E o K = K o i. L'application K est déterminée, à translations entières 
près, par C et yo ; elle possède les propriétés suivantes : 

(i) K(F(z)) = K(z) + 1 , pour z G £ ; 

(ii) si z, z' sont deux points distincts de UF tels que K(z) — K(z') G Z .alors 
z G £, z1 = F(z) ,ouz'e£, z = F(z'). 

Réciproquement, toute application K : UF —> C, continue sur UF, holomorphe 
sur Up et vérifiant (i) et (ii) est obtenue par la construction précédente. De telles 
applications seront appelées dans la suite applications uniformisantes de F. 

3.3 - Prolongement des applications uniformisantes. 

On note V le domaine défini par : 

V = {z,Sz > c4\^z\ +10 + CQ + c3} 

où C Q , to, es sont définis en 3.2 et C4 = C3 (1 - C 3 ) - 1 < 1/70. 
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Proposition.— Toute application uniformisante K de F s'étend en une application 
(encore notée K) continue et injective sur V U ÛF, holomorphe sur Vintérieur de ce 

domaine, qui vente : 
K(F(z)) = K(z) +1, 

lorsque z et F(z) appartiennent à VUWF. 

Remarque : Le domaine V est loin d'être optimal (on peut obtenir des domaines de 
la forme {Qz > cLog(c' -f c"|3t;z|)} , avec c, c',c" > 0 ) mais la conclusion plus facile 
de la proposition nous suffira pour la suite. 

Démonstration. Pour z G V, on a d'après (2) : 

$F(z) + c49№(z) > Qz + c4Sftz, 

SF(z) - c4?RF(z) < 3z — cffiz, 

pour z G V. 

Posons V_ = V n { 2 , 3 f c < 0 } , V+ = Vn{z^z>0} 

D'après les relations précédentes, on a : 

F ( V _ ) C V . U W F , 

V + C W F U F ( V + ) . 

Comme on a UF(z) > 5te + ( l — c3)a pour tout z G V, il existe, pour tout z G V-UUF, 

un plus petit entier n = n(z) tel que Fn(z) appartienne àWp- Posons : 

K-(z) = K Fn{z\z) -n(z), 

pour z G V_ DU F ; la fonction K- est continue sur V_ UUF puisqu'en tout point zo 
de discontinuité de n, on a Fn^\z0) G l d'où K (Fn^°)+1 (z0)) = K (Fn(Zo\z0)) + 1. 
La fonction K- est donc holomorphe dans l'intérieur de V_ UUF, et coïncide avec K 
sur UF-

De même, on définit une fonction continue K+ sur V+ UWF, holomorphe dans 
l'intérieur de V+ U UF, et coïncidant avec K sur WF en posant : 

K+{z) = K F-m^(z) + m(z), 

où m(z) est le plus petit entier m tel que F m(z) appartienne àWF. 

On a ainsi défini un prolongement de K (encore noté K) continu sur VUWF, 
holomorphe dans l'intérieur de V U UF, et vérifiant : 

K(F(z)) = K(z) + l, 

lorsque z et F(z) appartiennent à VUUF. 
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Montrons que K est injectif sur V UUF. Soient z,z' G V U UF tels que 
K(z) = K(z'), et 7 7 1 , 7 7 1 ' G Z des entiers tels que Fm(z) et Fm' {z') appartiennent 

a cYf- On a alors : 
K(Fm(z)) - K(Fm (z')) = m — m' 

et la propriété (ii) des applications uniformisantes montre qu'on est dans l'un des trois 
cas suivants : 

• m = m', Fm(z) = Fm (zf) ; 
• m = m' + 1, Fm (z') G L Fm(z) = F(Fm {z')) ; 
• m ' = ra+l, Fm(z)e£, Fm {z') = F(Fm(z) ) . 

Dans tous les cas, on conclut, d'après l'injectivité de F, que z = z'. 

3.4 - Distorsion des applications uniformisantes. 

Lemme 1.— Soit g une fonction holomorphe et injective dans D. Pour z G D, on 
a : 

\g(z)-g(-z)-2Dg(0)z\ \<2\Dg(0)\\z\6 
3 - N 2 

( 1 - k l 2 ) 2 ' 

Démonstration. On se ramène immédiatement au cas où g(0) = 0, Dg(0) = 1. En 
écrivant alors q(z) = z + m > 2 anzn, on a : 

9\z) - g(-z) -2z = 2 
n>l 

G2n+1 z2n+\ 

D'après la conjecture de Bieberbach, démontrée par De Branges, on a 1^271+1 | < 2n+l, 
et un calcul immédiat avec la fonction de Koebe donne l'estimation du lemme. 

Lemme 2.— Soit ZQ un point de H , tel que Qz0 > £o + c0 + !c3 ; il existe un unique 
point z\ de H qui vérifie : 

S*i > $tz0 -
1 
2 C3, 

F(zi) + Z! = 2z0, 

et on a de plus, en posant s = XSZQ - t0 - CQ -i 
2 C3 : 

| F ( z i ) - z i - a | < C3 Min fl, a ) e x p ( — 2 7 T 5 ) . 

Démonstration. Sur le demi-plan {z, Sz > t0 + c0 + 5} , la fonction h(z) = 
1 
2 (z + F ( z ) ) vérifie, d'après (1) : 

\Dh(z)-l\ < 
1 

df 
c2 < 1/22 ; 

$th(z) <Sz + 
1 
2 C3. 

L'application /1 est donc un difféomorphisme biholomorphe sur son image, et 
celle-ci contient le demi-plan {z, Qz > to + co + s -f \c%) ; l'existence et l'unicité de 
z\ en résultent. La dernière estimation du lemme résulte immédiatement de (1). 
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Soient K une uniformisante de F , et ZQ un point de H. Nous supposons que : 

|8teb| < Max(l ,a) , 

Qz0 > t0 + Co + c 3 + C4 Max(l,a:). 

Posons alors : 
w = \$z0 - t 0 - C0 - C3 - C4 Max(l ,a) , 

r 0 = c5

1w , c5 = (1 + 4 ) 1/2 < 1 + 1/9800. 

Le disque de centre ZQ et de rayon r 0 est contenu dans V. Notons d'autre part z\ le 
point (donné par le Lemme 2) tel que F{z\) -f Z\ = 2ZQ ; on a : 

ri = \zx - z0\ < 
1 + C3 

2 a ; 

d'après le Lemme 2. Supposons qu'on ait 

ro > (1 + c 3 ) a , w > c 5 ( l + c 3)a, 

de sorte que z\ et F{z\) sont contenus dans le disque de centre zo et de rayon \TQ. 
Comme l'application K est holomorphe et injective dans V , l'application : 

g(z) = K(z0 + r0z) 

est holomorphe et injective dans D . Nous appliquons l'estimation du lemme 1 avec 
< c2 +4c3 + 2c9hgfh 

\g{u) - g{-u) - 2Dg(0)u\ |<2|D0(O)|M 3-
3 - H 2 

( i - H 2 ) 2 ' 

Or, on a : 
g(u) = K(Zl) 1 

g(-u) - K(F(Zl)) = K{Zl) +1 5 

Dg(0) = roDK(zo) 1 

\u\ = nrô1 < 1/2, d'où 
3 - H 2 

(1 - \u\*f 
< 5 5 

2Dg(0)u = DK(z0) < c2 +4c3 + 2c9 

. 
donc l'inégalité précédente donne : 

d s l - D K ( z 0 ) ( F ( z 1 ) - z 1 ) < lO\DK(z0)\ r 3 

1 r 
- 2 
0 

On compare F(z\) — z\ à a par la dernière inégalité du Lemme 2, en posant : 

s = Sz0 - ¿0 - c 0 -
C3 

2 
= w 4-

C3 

2 
+ C4 Max( l ,a) . 
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On obtient ainsi, en utilisant aussi 1 inégalité r\ < dsf 
df 

a : 

(3) \\-aDK(z0)\ <6\DK(z0)\, 

où on a posé : 

0 = C3 Min(l, a) expl ( - 2 7 T S ) + 
df 
d4 

df ( l + C3) 3«T2a3. 

Comme exp(—27rs) < exp(—27TW) < (irew) 2 pour w > 0, on a 0 < c(a)w , avec : 

c(a) = (en) 2c3 Min(l ,a) ds 
5 

4 cg(i+c3; 3a3. 

Distinguons maintenant les deux cas qui nous intéressent. 

1er cas : a< 1/2 

On a fait les hypothèses : 

|3Î2o| < 1, 

qsdsqd 
u 

2TT 
Loga - 1 

+ Co + c3 4- c4 + c5 ( l + c3)a. 

On a alors 

c(a) < afc3 [en)-2 d 
5 
16 

CL(l + C3)3] ds CE**, c6 < 0.58. 

Observons qu'on a 

Cfi > 
1 
2 

c5(l + c3) > c5(l + c3)a. 

En posant C7 = co + c3 + C4 -h C6 < 1.11, l'estimation définitive pour DK s'énonce 
alors comme suit : 

Proposition 1.— Supposons a < 1/2 : soient K une application uniformisante de 
F , et ZQ un point de M qui vérifie : 

< c2 +4c3 + 2c9 

Sz0 > 
1 

2TT 
Loga 1 + c7. 

En posant w = QZQ — 1 
2TT Loga 1 - C7 + Cß > CQ , on a aiors : 

|aDtf(*o) - 1 < 
C6 

w2 — cl' 

2ème cas : a > 2 

On a fait les hypothèses : 
< c2 +4c3 + 2c9 

Qz0 > c0 + c3 + (c4 + c5(l +c3))a. 

On a alors 

c(a) < a3 
1 

8 
c3(E7R) 2 + 

5 

s 
C ds ( l + c3)3] = 9 

2 
6 s 

3 
5 4 < 1.15. 

Observons qu'on a 

4 >c5( l + c3). 

En posant cf7 = 1/2 (c0 + c3)4-c44-c^ < 1.43, l'estimation définitive pour JDjKT s'énonce 
alors comme suit : 
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Proposition 2.— 
Supposons a > 2 ; soient K une application uniformisante de F , et ZQ un point 

de M qui vérifie : 

|Rzb| < a, 

Özo > c'7ct. 

En posant w = Qzo -C0-C3- C±OL > c'6ct , on a alors : 

\aDK(z0) - I l < c 
r2 
6 Q 

2 

W2 — sd 
2 
6 a2 

Remarque : Les estimations de la dérivée de K données par les Propositions 1 et 
2 sont très loin d'être optimales lorsque la partie imaginaire de ZQ tend vers l'infini ; 
en effet, aDK(zo) — 1 décroît exponentiellement vers 0. Cependant, l'important 
pour la suite n'est pas d'obtenir des estimations asymptotiques lorsque Qzo tend vers 
l'infini, mais des estimations uniformes, indépendantes de F E Sa , sur des domaines 
dépendant explicitement de a. 

3.5 - Dans ce numéro, on suppose qu'on a 0 < a < 1/2 et on se donne une 
application uniformisante K de F . 

Posons 

ti = 
1 

2?r 
Loga 1 +c7 + c6 + c3, 

et définissons 
sqdqsd (2,0 < < 1,3*qsdqsdd 

sdqds {z, 0 < fàz < 1, Qz >t\ — c3} . 

Pout z G Wi ,on a 

v< c2 +4c3 + 2c9 

1 

2TT 
Loga 1 - c7 + c6 > 2c6, 

d'où, d'après la proposition 1 

(4) \aDK(z) - 1| < El 
3 

Ci df dsf < 1/3. 

Posons 
L(z) = K(z) - i Max 

0 < s < l 
< c2 +4c3 + 2c9 z G VUWF 

En intégrant la relation (4), on obtient 

(5) Z(L(z)) < 0, zeWi- W : 

et pour z = s + it € W 

a S ( L ( z ) ) = a(Q(Z,(s + if)) x % L ( s + i t i ) ) ) + a3(L(s + i t i ) ) 

(6) > 3z - ti -
2 

3 
C6 -

1 
xc sdgsfgg 

1 
2TT 

Loga 1 ~ C8, 

C8 = C3 + C7 + 
5 

3 fdg 
1 

3 
< 2.43. 
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Soit G la fonction définie sur L(VV) par : 

G(L(z)) = L(z-l). 

Proposition.— U application G se prolonge à M en un élément de 5 _ a - i < c 2 + . 

Démonstration. D'après les relations (4) et (5), il existe un réel £2 > h tel que 
9(L(«2)) = 0 et Q(L(it)) > 0 pour t > r2. 

Notons ii l'image par L de la demi-droite {it,t > t2} ; notons V le domaine 
fermé (bien défini d'après (4)) contenu dans H délimité par ¿ 1 , T£i et le segment 
joignant L(i£2) et L(it2) + 1 , qui est contenu dans R. Il résulte des relations (4) et 
(5) qu'on a P c L(W), donc G est défini et holomorphe sur V. Pour 2; G f i , o n a , en 
écrivant z — L(it) : 

G(T(z)) = G(L(F(it))) 

= L(F(it) -1) 

= ¿ № - 1 ) ) b c v b 

= r ( L ( i t - l ) ) g f = T(G(z)) 

ce qui permet de prolonger G en une fonction holomorphe sur H et commutant avec 
T. 

D'après la proposition 1, la limite 

Lim 
3z->+oo, |?Rz|<l 

(aK(z)-z) 

existe. On en déduit 
sqd 

qdsqds 
(G(z) -z) = sqdqsd 

Il reste à vérifier l'injectivité de G , et pour ceci, il suffit de montrer que si deux points 
distincts z, z' de V sont tels que G(z') — G(z) G N , alors on a z G £ 1 et z' = z -h 1. 
En écrivant z — Lis) , z' = 1 / ( 5 ' ) , on a donc : 

L ( a ' - l ) = L(s — 1) + m, m G N 

d'où I f (s' — 1) = AT(s — 1) +ra ; en revenant à la définition de K dans VUÛp (cf. 3.3), 
qui contient s — 1 et s' — 1 , on voit que cette relation implique sf — 1 = Fm(s — 1) , 
d'où s' — Fm(s) et = L(s') = L(s) + m = z + m . Compte tenu de la définition de 
V , on a bien z G ¿ 1 et m = 1. 

3.6 - Conservons la situation du numéro précédent. La proposition suivante est 
l'ingrédient fondamental pour obtenir la minoration de R(a) annoncée dans le 
théorème. 

Proposition.— Soient z G W et n > 0 tels que Fn(z) n'appartienne pas à H. 
Il existe alors m > 0 , strictement inférieur àn , tel que Gm (L(z)) n'appartienne pas 
à M. 
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Remarque : Lorsque n est grand, l'ordre de grandeur correct de m est an , mais 
nous n'aurons pas besoin de ce fait. 

Démonstration. Soit p > 0 le plus petit entier tel qu'on ait 3Fp(z) < t\. On a 
$>Fp(z) > t\ — es > 0 d'après (1), par conséquent p < n . 

Définissons pour 0 < i < p des points ZQ,...,ZP de la façon suivante : on pose 
ZQ = z, et pour % > 0, zi+1 = Fi Zi) si UFizi) < 1, z m = FizA - 1 si FizA > 1. 

On a 0 < Vizi < 1 pour 0 < i < p donc Zi eW pour 0 < i < p et zp G Wi - W. 

Posons y* = L(zi ) pour 0 < i < p. On a yi+i = ^ + 1 lorsque zi+1 = Ffe), 

et < c2 +4c3 + 2c9 + 1 lorsque dfss = Flzi) - L Par conséquent, on a : 

yP = Gm ( M * ) ) + P , 

avec U < m < p < n. 

Pour conclure, il suffit de vérifier que yp n'appartient pas à H. Comme 
zp G Wi — W, cela résulte de la relation (5). 

3.7 - Démonstration de la minoration de R(a). 

D'après le Paragraphe 2.8, la proposition suivante implique la minoration de R(a) 
annoncée dans le théorème. 

Proposition.— Soient a un nombre de Bruno et F G 5Q. On a : 

dF < 
n 

2TT 
$(a ) + 2c8. 

Démonstration. Raisonnons^par l'absurde ; si la conclusion de la proposition est 
fausse, il existe a G f î , F G Sa , z G H et n > 0 tels qu'on ait : 

9Fn(z) < 0; 

3z > 
1 

2TT 
$(a ) + 2c8. 

Choisissons a , F et ^ de sorte que n soit le plus petit possible. Quitte à remplacer 
F par xvcvx , p G Z , on peut supposer qu on a |a| < 1/2 , et quitte à remplacer F(z) 
par —F (—z) , on peut supposer qu'on a 0 < a < 1/2. On a : 

1 
2TT 

$(a) + 2c8>t i , 

donc, quitte à remplacer z par z+p , pour p G Z , on peut supposer que z appartient 
à W . 

Construisons alors L et G comme indiqué dans les paragraphes précédents. On 
a 

Z(L(z)) > a'1 dffgf 
1 

2n 
Loga 1 - c8 (d'après (6)) 

xcwcxw 1 

2TT 
$ ( a ) -

1 

2?r 
Loga 1 + C8 

> 
1 

2?r 
xc 1 

a 
+ 2c8, 
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d'après l'équation fonctionnelle de $ (cf.1.5) et a 1 > 2. 

Mais la proposition du paragraphe 3.6 montre qu'on contredit alors la minimalité 
de n. 

On obtient donc, compte tenu de 2.5 et 2.8 

E525H < $ (a ) + 47TC8, 4TTC8 < 15.24. 

Ceci achève la démonstration du théorème de Siegel et Bruno. 

4. La construction fondamentale. 

4.1 - Les données. 

On se donne a > 0, et un élément F G Sa> On suppose que a est assez grand, 
ce que nous écrivons a > A, où A > 2 est une constante à déterminer dans la suite. 
(On obtiendra A = eu < 100). 

La construction nécessite deux fonctions auxiliaires : 

a) Une application rj de classe C°° de R dans [0,1], analytique sauf en ±1/2, qui 
vérifie 7](t) = 0 pour t < —1/2, rj(t) = 1 pour t > 1/2 , et 0 < Dr)(t) < 2 pour 
tout t ; nous choisissons une telle application une fois pour toutes. 

b) Une application J holomorphe de H dans C qui a la propriété suivante : Il existe 
A a G C, |Aa | < c9 = 1/100 tel que J - A a G 5Q; on posera a' — a + Aa . 
Différents choix pour J aboutiront - au prochain paragraphe - à différentes 

propriétés pour les germes de difféomorphismes holomorphes qu'on construira. 

4.2 - Description qualitative de la construction. 

Nous commençons par conjuguer F et J par des translations, en posant : 

Fo(z) = F(z + i)-i , 

Mz) - J (z + i) - i , 

puis considérons le conjugué J\ de JQ pax la conjugaison complexe : 

Ji(z) = J0(z). 

Les applications Fo et J\ sont respectivement définies dans les demi-plans 
{ z , 3 z > - 1 } et {z,%z < 1} . 

Nous définisssons ensuite une application y de iR dans C en posant, pour s G E : 

X(is) = r](s)F0(is) + ( l - î j ( a ) U ( i « ) . 

L'application y est de classe C°°, et on verra au Paragraphe 4.3 qu'elle vérifie : 

3 
d 

ds x(is) > 0 , < c2 +4c3 + 2c9 
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Considérons alors le domaine fermé X délimité par iR et x ( * ) - Recollons les 
bords de X suivant x; on obtient une surface «S, et le complémentaire S' dans S des 
images de ±¿/2 est canoniquement une surface de Riemann. Il est facile de voir que 
S' est biholomorphe à S2-{4 points } . En particulier, <S est aussi canoniquement 
une surface de Riemann. Il existe donc une unique application Ko continue sur X, 
holomorphe et injective sur l'intérieur de A', à valeurs dans C*, qui vérifie : 

Ko Mis)) = K0(is), s G M, 

Lim 
s—>+oo 

K0(is) = 0, 

Ko(0) = 1. 

Notons d'autre part R le carré de sommets ±¿/2,1 ± | . Nous définissons une 
application Go de X — R dans X en posant : 

Go(z) = z - l pour ïftz > 1, 

Go(z) = F0(z)-l pour 0 < 9ffe < 1, Qz > 
1 

2 

G0(z) = J1(z)-l pour 0 < Uz < 1, Qz < - 1 
2 

Comme on a x(^s) = F0(is) pour s > 1/2, x(^5) = J1 (is) pour 5 < —1/2, 
l'application Go est compatible avec l'identification par x et il existe une unique 
application holomorphe G\ de C* — KQ(R) dans C* qui vérifie : 

Gi (#<>(*)) = i^o (G0(z)), z G x - R. 

En notant C = CU{oo}, on vérifie aisément que G\ se prolonge en une application 
holomorphe de C — Ko(R) dans C, admettant en 0 et oo deux points fixes dont les 
valeurs propres respectives sont E(—l/a) et E(l/a'). 

Finalement, considérons l'homographie : 

k(z) = t z 
z-V 

où t > 0 est choisi dans la suite, et la conjuguée g — kG\k~l de G\ par k. L'application 
g est holomorphe dans le domaine C — kKo(R) ; elle possède deux points fixes en 0 
et t, de valeurs propres respectives E(-l/a) et E(l/a'). Elle est injective, car Go et 
Gi le sont. 

On choisit t de façon que g soit définie sur D ; pour ceci, il suffit qu'on ait 
\k(z)\ > 1 pour z G KQ(R), ce qui a lieu dès que : 

\K0(z) - 1| < 
t 

1 + t' 
VzeR. 
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L'application g appartient alors à 5_i/a. Notons G l'unique difféomorphisme de 
S-i/a qui vérifie E(G(z)) = g(E(z)) pour z e M. Nous étudierons ses propriétés 
par rapport à celles de F et de J. La difficulté technique principale est d'obtenir une 
estimation convenable pour t, à savoir t — cisa-1, avec une constante universelle C15. 

4.3 - Estimations pour la fonction x« 

Observons d'abord que d'après les définitions de FQ,.JI et les relations (1) de 3.2, 

•n a 

\FQ(Z) - z - a\ < c3exp -2TT(S + 
1 
2 

sd sd 

\DF0(z)-l\ <c2exp -2TT(S + 
1 
sd ) ds5 

POUR 5 = %z > -1 /2 , et : 

| Ji(z) — z — a'\ < c3exp 2TT(S-
1 
sd ) 5 

| £ > J i ( z ) - l | <c2exp 2n(s-
sd 

sd ) sd 

pour s = Qz < 1/2. 

En particulier, on a : 

\x(is) — is — a\ < C3 exp(—2ir(s -f 
1 

2 ) ) , 

sd 
ds 

X(is) - i < C2 exp(—27r(s + 
1 
2 )). 

Mis') — is' — ct\ < C3 exp(27r(5/ — 
1 
2 
wx 

d 

ds 
X{is') - i < C2 exp(2^(5' — 

1 
2 wx 

pour s > 1/2 , s' < -1 /2 . 

Poui \s\ < 1/2, on a : 

Ix(^s) - ¿5 — a\ < Max (|F0(i5) - is - a|, |Ji(i5) - is - a|) < c3 + c9 < 1/41, 

car \F0(is) - is - al et | Ji(is) — is — a'I sont inférieurs à c3 . On a enfin : 

wx 
ds 

X(is) = Dr)(s) (F0(is) wx Ji(is)) + ir)(s)DF0(is) 

f ï i i l - r t s ï ï D J 1 ( i s ) , 
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avec \Dv(s)\ < 2 , I DF0(is) - 1| I < c 2 , L D J i ( i s ) - l I i C2 e i 

l ^ o ( w ) - J i ( t * ) | < 2c3 4- c 9 , d'où on conclut que : 

d 

ds 
X(is) - i < c 2 + 4 c 3 + 2c9 < 0.17. 

On a bien vérifié les inégalités : 

3 
d_ 

ds dfsf > 0 , »(x(*«)) > o, 

qui garantissent que le domaine X est bien défini. 

Les estimations qui suivent seront utilisées au prochain numéro. 
Pour s > 0, notons v+(s), v~(s) les nombres complexes de partie imaginaire dans 

]0,27r[ [ tels que 

exp v + (s) + 
a + a 

df fd F0(ie
s), 

expv (s) 4 
a + a' 

2 df JiHe s ) ) . 

Pour s > 0, nous avons 

expias) = ze s — 1 

E 
Aa + ip((l + es)i), 

d 
ds 

v+(s) df (l-ie-°(-
1 
2 

< c2 +4c3 + 2c)i )))) - i (l + D<p((l+e°)i), 

avec 

sd 
1 

2 
A a + v?((l + e 5 ) i ) | < 

1 

s 
c 9 + c 3 e~ 3 7 r = cio < 1/199, 

\D<p((l + e°)i)\ < c 2e -3TT 

d 
et des estimations similaires pour v (s). 

Un en déduit 

( i ) Iv* - (s + m) ± 
27T 

2 < 
3 

2 
cio exp(- Max(s, JRv ±(5))); 

(2) \v+(s) — V (s) + 27r | < 3ci 0 exp(-s) ; 

:3i 
ze 
ds 

v±(s)-l\ < en exp qsdq 

C11 = 2 (cio H- c 2e -3TT 
) < 1/99. 
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4.4 - Estimation du module d'un anneau. 

Notre but, dans ce paragraphe et le suivant, est de démontrer l'estimation : 

\Ko(z)-l\ < C a ~ \ 1 , z G R, 

avec une constante universelle C. Le plus simple serait bien sûr de démontrer la 
version infinitésimale : 

\DK0(z)\ < Ca~\ z e u , R 

mais il ne semble pas qu une telle estimation soit toujours valable. Nous devons donc 
recourir à des techniques globales. 

Nous considérons dans S l'ouvert A dont la trace sur X est l'union des parties 

A\ , A2 définies comme suit : *4i(resp .*A2) est l'intersection avec X de la couronne 

circulaire de rayon intérieur 3/2, de rayon extérieur \a~*~4a 1 et de centre 0 (resp. de 

centre a+a 
2 

Pour que la définition ait un sens, il faut avoir j q t q j > 3/2 ; comme par 

hypothèse, on a \a — a'\ < 1/100, ceci a lieu dès que a > A > 4, ce que nous 
supposons dans la suite. 

L'ouvert A est homéomorphe à un anneau ; son bord dans S possède de légers 
décrochements le long de l'image de iR dans S. 

Nous allons minorer le module M de l'anneau A. Pour ce faire, considérons la 
fonction p sur A définie par : 

p(z) = 
1 

\z\ 
pour z £ Ai* 

p(z) = 
1 

z — <xcw 
2 

pour z e Ai-

Posons : 

S = 
qfsdf 

p2dxdy , 

L = Inf 7 
7 

p\dz\, 

où 7 décrit l'ensemble des chemins (rectifiables) joignant les deux bords de A. 

On a (cf. [Ah]) : 
M > L2S~\ 

donc pour minorer M il faut minorer L et majorer S. 

La formule z = eu définit un difféomorphisme biholomorphe du rectangle 

Ai = {log 3/2 < Ru < log 
a + a! 

4 
5 3u| < T T / 2 } 
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sur la région Ai. 
Les applications 5 h-» RAR^s), 5 > 0, sont strictement croissantes d'après la 

relation (3). Notons u h-> c±{ui) les applications inverses. 
La formule z = ev+ç^L- définit un difféomorphisme biholomorphe du "rectangle" 

¿2 = log 3/2 < 3fo < log 
a + a 

4 
(Kis + it',)))(Kis + it',)))fgfdg (Kis + it',))) 

sur la région A2. 
Dans les coordonnées u sur A\ et v sur .A2 on a p = 1. Le point s ± in/2 du bord 

de Ai est identifié au point v±(s) du bord de A2. 

Majoration de 5. 

On a : 

Ai 

dxdy = 7 r L o g 
a + a 

6 . 

Â2 
dxdu = 

Log a+a' 
4 

Log3/2 

(Kis + it',)))(Kis + it',))) (Kis + it',))) 

où d'après (1) 
9v"(CR"(t))-9ft ;+ ( < r + ( t ) ) ^ T r + Scioe"*. 

On obtient donc 

S < 2?rLog 
cwsffs 

6 
+ 2cio. 

Minoration de L. 

Considérons la fonction cr : ÂiUÂ2 R définie par 

a(u) = $tu 
fd 

si u G Ai, 

a(v) = s dd si v e Â2n [v-(s),v+(s)). 

Cette fonction est compatible aux identifications prescrites des bords de Ai et A2. 
D'après (1), on a, pour v G Â2 : 

(4) \a(v) - $tv\ < 
3 

2 
cioexp(—sqfsgdgrtg 

D'autre part, écrivons 

v — tv+ (a) + (l-t)v-(a), 0 < t < 1, 

du = (v+(cr) — v (a))dt + (t 
d 
do 

v+(a) + (l-t) 
d 

da 
v (a))da, 
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où,d'après le numéro précédent 

\v+(a) — v (cr) + i7r\ < Scioe"*, 

d 
d 

ds 
v+(a) + (l-t) 

d 

ds 
v~(cr) - 1| < CNE~A. 

On en déduit 

(5) 

\dv\ X I - 9 T T " 2 c 
,2 
1C sdqd .1/2 - e u e " * 

> (1 - c12e-") sdqd 

Cl2 = CN + 
1 

3 
r2 
c10 < 1/98. 

Soit 7 : [0,1] —• 5 un chemin rectifiable dans .A joignant les bords de A. En identifiant 
A à A\ U A2 et en considérant l'application 11-* cr(7(£)), on déduit de (4) et (5) que 

7 

p\dz\ > 
cri 

'(Tq 

(1 - ci2e a)da1 

BRI 

CM = Log 
3 

'2 
+ C10, 

<?1 = Log 
qsdqsd 

4 
- cio. 

On conclut que 

L > Log 
a + a 

6 
- 2ci0 -

2 
3 

Cl2-

Minoration de M. 

En combinant la majoration de S et la minoration de L, on obtient, pour le 
module M de l'anneau A l'estimation : 

M > 
1 

2TT 
(Los; 

a + a 
6 - C 1 3 ) , 

C13 = (4 + 7 T - 1 ) CLO + 
4 
sd 

C12 < 1/28. 
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4.5 - Majoration du diamètre de K0(R). 

Elle s'obtient en combinant l'estimation du paragraphe précédent et le résultat 
suivant dû à Teichmûller ([Ah]). Soit B un ouvert de C, homéomorphe à un anneau, 
et 2?i(resp.jS2) la composante bornée (resp. non bornée) de C — B ; supposons que 0 
appartienne à 82, 1 appartienne à B \ et notons M le module de B ; pour tout ZQ G 23i, 
on a alors : 

16 

(Kis + 

1 + 
1 

k o - i | 
> exp(27rM). 

c'est- à-dire 

|*ô - 1 | < 
16 

exp(27rM) - 16' 

dès que exp(27rM) > 16. Nous appliquons ce résultat avec l'anneau B = KQ(A). Les 
hypothèses sont satisfaites (on a fait la normalisation Ko(0) = 1 ) , donc on obtient, 
d'après la minoration du module de B du paragraphe précédent, pour z E R : 

| * o ( * ) - l | < 
16 

a+a' 
6 

e-cia _ 16 < 
96eC l 3 

2a - c9 - 96eC*3 ' 

dès que a > 1 
2 co + 48eC l 3. 

On suppose finalement qu'on a 

a> eu = 
1 

2 
c 9 + 96eC 1 3, C14 < 100 

et on pose 
c 1 5 = 96e C 1 3 < 100, t = C150J x . 

On aura bien ,pour z £ R 

l ^ o W - l | < 
Cl5 

2a — c 9 — C15 < 
Cl5 

a + C15 wx 
x 

1 + t ' 

donc la fonction g construite au Paragraphe 4.2 appartient effectivement à 5_i / a . 

4.6 - Estimations pour l'application koKQ. 

Notons K une détermination de ~ïLog(fc o KQ) dans X. Le domaine X contient 
le domaine UF0 de 3.2 et la restriction à UF0 de K est une application uniformisante 
de F 0 , d'après les propriétés définissant Ko. 

Ceci étant, nous procédons comme en 3.5, à partir de la proposition 2 de 3.4. 
Posons 

sd sds (¿7 + 4 ) a + c 3, 

et définissons 
W = { , \ $ t z \ a , ^ z > v x c v 

(Kis + it',))) < a ,9z > t[ - c 3 } . 
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Pout z G W ' i jOn a, dans la proposition 2 de 3.4 

w = 3z - co - c3 - Q O J > 2c6a, 

d'où 

6 \aDK(z) - 1 < 
4 

o 
c?a2ur2 < 1/3. 

Comme l-FbO2) — z — a\ < cz dans W ' i , on peut trouver un point zo G W ' i — W , de 
partie réelle —a/2, tel que le segment [^o,Fo(zo)] soit contenu dans W ' i — W . Or 
l'image de ce segment par koKo est une courbe de Jordan qui sépare 0 et t dans C, donc 
contient des points de module < t. Il existe par conséquent z\ = a + ir € W ' i — W 
tel que 

xcxc > 
1 

2TT 
Log*"1. 

En intégrant alors la relation (6), on obtient, pour z = s + iteW 

$t{K(z)) = ($t(K(s + it)) - Z(K(s + ir))) + <Z(K(s + ir)) 

(7) 

> a _ 1 ( 3 2 - r ) cv 
c 

v 
cvvc 

1 
27T 

Logr1 -
2 
fg 

> a-lSz fg 
1 

2TT 
Loga - c8, 

4 ds 
d 
3 

sqs+ c'7 + 
sd 

RI ds 
U 
sd 

•c3 + 
1 

2?r 
Logci5 < 4.76. 

4.7 - La propriété fondamentale de G. 

On rappelle que G est Tunique difféomorphisme de 5-I/Q, qui vérifie E(G(z)) = 
g(E(z)) pour 2 G E On a G ( A Ï * ) ) = Z- 1) pour z G X,Mz > 1. 

Soient ZQ un point de El et n un entier qui vérifient : 

0 < Sftzn < 1, Qz0 > C Ó Q + 1, Fn(*o) i H. 

Posons Z Q = ZQ — i G W ' , et notons Z\ l'unique nombre complexe qui vérifie : 

0 < R*i < 1, qsqdd = koK0(z'0). 

Proposition 1.— 

1. Il existe un entier m, avec 0 < m < 2an, tel qu'on ait Gm(z1) i M . 

2. On a 

3zi > oT1 (Qfeh - 1) + 
1 

2TT 
l o g a - C g . 
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Démonstration. L'estimation de 3zi résulte immédiatement de la relation (7) du 
numéro précédent. 

Démontrons la première partie de l'énoncé. Soit p < n le plus petit entier, tel 
qu'on ait : 

%Fp(z0) < 
3 

2 

Pour 0 < j < p, notons z\ le point de H qui vérifie : 

0 < $tzj < 1, Z'-{F*{zo)-i) ez. 

On a alors FQ(Z'A) = z'-,-, +n7, avec n7 G Z. Comme on a K ( F o ( z ' ) - z ' ) - a < 
C3, on a |n7- — a | < 1 + c3 pour 0 < j < p. Par définition de Go, on a : 

s wx 
0 

(Kis + it',))) 

d'ou 
x m 

a ( 4 ) = 4 -

en posant : 

m = 
p-i 

7 = 0 

rij < p(a + 1 + c3) < 2na. 

O r 
4 

appartient a # par définition de p donc on a : 

v(Kis + it',))) xc (Kis + it',))) > i , 

et finalement xcc (si) £ H . 
Même sans se donner z$ comme précédemment, G possède des points de grande 

partie imaginaire (quand a est grand) dont l'orbite positive sort de H. Plus 
précisément, 

Proposition 2.— 

H existe z\ tel que 

Zzi > 
1 

2TT 
Loga -

1 

2TT 
Logciö, 

et 0 < m < 2a tel que Gm(z1) é M . 

Démonstration. Considérons le segment [0, x(0)] Quies^ contenu dans X. Son image 
par ko Ko est une droite proprement plongée dans C qui sépare les points fixes 0 et 
t de g, donc contient des points de module < t. 

Pour tout z G [0, x(0)]> il existe m < 2a tel que GQ1(Z) G i?. Il existe donc z\ tel 
que 

3*i > 
1 

2TT 
Logt - i 

dd 
1 

2TT 
Loga — 

1 
2?r 

Logcis, 

et 0 < m < 2a tel que Gm(z1) g H. 
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5. Construction d'exemples. Fin de la démonstration du théorème. 

5.1 - Lorsque a est supérieur à C 1 4 , nous avons associé, dans le paragraphe 
précédent,à tout difféomorphisme F G Sa un difféomorphisme G G S - i /a dont la 
relation fondamentale avec F est donnée par les Propositions 1 et 2 de 4.7. Nous 
commencerons par faire de même lorsqu'on a 2 < a < eu 

5.2 - Construction et propriétés de G lorsque 2 < a < eu. 

Soient 2 < a < eu, et F G Sa. On procède de façon analogue au numéro 3.5 
pour construire G. 

Choisissons une application uniformisante K de F.Définissons t^, W , W{ comme 
en 4.6. L'estimation (6) de 4.6 est encore valide dans W[. 

Posons 

L(z) = K(z) - i Max 
|s |<a 

SIK (8 +it'1)), z G VUUF 

En intégrant la relation (6) de 4.6, on obtient 

(i) 9f(L(z)) < 0, zeW'i- W; 

et, pour z = s + it G W : 

Wz)) SD №K(s + it)) - S (Kis + it',))) + (Kis + it',))) 

> cT^Qfc -1 \ ) SD 
2 
3 C 6 -

2 
3 

(2) D (Kis + it',))) 1 
2TT 

L o g a - c » , 

c2 = 
5 
3 c6 + c7 + 

2 
3 + 

1 
2 

c3 < 4.03. 

Définissons dans L ( W n T W ) une application G par 

G ( L ( s ) ) = L ( * - l ) . 

Proposition.— 

1. U application G se prolonge à M en un élément de S-i/a. 
2. Si ZQ G H , n > 1 satisfont 

0 < 3fo0 < 1, $20 > Coû!, (Kis + it',))) 

aiors il existe un entier m. avec 0 < m < 2cm. tel que le point z\ = L(zn) vérifie 

Qzi > a-^zo - C g , Gm(*i) é H 

La démonstration est complètement similaire à celle des propositions de 3.5 et 
3.6: les relations (6) de 4.5 et (1),(2) de 5.2 remplacent les relations (4),(5),(6) de 3.5; 
l'inégalité m < 2na se démontre comme dans la proposition 1 de 4.7. 
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5.3 - Construction d'exemples : le principe. 

Pour FeS , n G z , e G { - i , + i } , on définit : 

TL JF)(z) = F ( z ) + n, si e = +1, 

df yo — <zo ;fgfdg si e = —1. 

L'application Tni€ envoie donc Sa dans 5ea+n. 

Soit a un nombre réel irrationnel ; on a associé à a, en 1.3, une suite (an)n>o 
qui vérifie : 

{a} = a0 , 0 < an < 1/2, 

ssdfd (an+i + £n+ian+i) 1 , yo — <zo ;vb £n+l = ± 1 . 

Dans un premier temps, nous fixons un entier n > 0 et construisons, pour 
0 < i < n + 1, un difféomorphisme Fn^ qui appartient à Sae : 

1. On définit Fnin+i(z) = z + an+i 

2. Supposons qu'on ait déià construit Fnj+i G vxvb ; on pose Fn/+i = 
yo — <zo ;yo — <zo ; 

c'est un élément de Sa-i . On lui associe, de la façon 
indiquée au Paragraphe 5.2 pour ai > c^1, et de la façon indiquée au Para

graphe 4 pour ai < c^1, un difféomorphisme Gnj G S-ae ; on pose finalement 

Fn,e = ïb,_i(Gn>£) G 5Q£ 

3. En écrivant a = a0+e0a0 , a0 G Z , e0 G { - 1 , + 1 } , on définit Fn = Tao5£o(Fnj0) G 
ds 

Dans la construction de Gn,i à partir de Fn^+i intervient, lorsque ai < c14 un 
difféomorphisme auxiliaire Jn^ du type spécifié au Paragraphe 4.1. 

En fait, pour que Fn ait des propriétés intéressantes, on imposera à l'entier n 
d'appartenir à l'ensemble I ( a ) défini en 1.6 avec une valeur appropriée de B. Lorsque 
cet ensemble est infini (ce qui est toujours le cas lorsque a n'est pas un nombre de 
Bruno) nous nous intéresserons aux valeurs d'adhérence de la suite (Fn)nGl-

5.4 - Fin de la démonstration du théorème. 

Nous distinguons plusieurs cas. 
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5.4.1 - L'ensemble T(a) est vide. 

D'après le lemme 1.6, on a alors : 

* ( a ) < 45, 

donc on obtient trivialement : 

sup 
Fesa 

iF > 
1 

2TT 

yo — <zo ; 
2B 

7 T / 

ce qui termine dans ce cas la démonstration du théorème (cf. 2.8). 

5.4.2 - L'ensemble J ( A ) est non vide mais fini. 

Notons n son plus grand élément, et construisons des difféomorphismes FUie G 

Sae, pour 0 < £ < n + 1, comme au numéro 5.3. 

Considérons d'autre part la suite (Bnie)o<e<n définie en 1.6 par 

Bn,n+1 — 0, 
Bnl = Oit Bn,£+i 4- Logc^ - B. 

D'après la définition de X(a) et le lemme 1.6, on a : 

Bui > 0 , pour 0 < £ < n , 

$(a) < 4 B + £n,0. 

Lemme.— Suvvosons 

B>c16 = 27r(c,8 + c1-41) "f logCi4, eie < 34.59. 

Pour 0 < £ < n, il existe ze G M et me G N* tels qu'on ait F 
771 £ 

d 
> / ) e H et : 

9fc/ > 
1 

2TT 

yo — <zo ; 

Démonstration. Elle se fait par récurrence descendante sur £. 

Pour £ = n, on a J5n>n = Loga"1 — 5 > 0 , donc an c-1 14et l'assertion du lemme 
résulte de la Proposition 2 de 4.7 puisque B > logcis. 

Supposons l'assertion vérifiée pour Fni+i • 
Si ap < d , 1 et B„ / + i > 2TT 

yo — <zo ; MI applique la proposition 1 de 4.7 à 
yo — <zo ; Le point ze donné par cette proposition vérifie 

Qze > (9fcm - 1 ) 4 -
u 

2TT 
loga£ 1 - C g 

> 
1 

2TT 

yo — <zo ; 
1 

2TT 
loga£ c8 c14 

> 
1 

2TT 
oteB^e, 
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d'après le choix de B. 

Si ai < C j / et Bn¿+i < 27r(c¿a71 + 1), on applique la proposition 2 de 4.7 . Le 
point zt donne par cette proposition vérifie 

yo — <zo ; 1 
2TT 

loga £

 1 -
1 

2TT 
l 0 g C i 5 

> 
1 

2TT 
OLiBnl+i - c8 ~ ae, •f 

1 

2TT 
l o g a . 1 -

1 

2TT 
logCi5 

> 
1 

2TT 
o¿tBn¿, 

d'après le choix de B. 

Si a* > -14 , on applique la proposition de 5.2 à 2^+1. On a en effet 

xwdq > 
1 

2TT 
Bn,i+i > « Í 1 

2TT 
( B - l o g a ^ 1 ) > 

_ / / _ - i 
c8ae » 

d'après le choix de B Le point 2l donné par cette proposition vérifie 

3s* > a*Sh*+i - Co 

> 
1 

2TT 
yo — <zo ; 

1 

2TT 
l o g a , - 2 

1 

2TT 
logCu yo d< 

> 
1 

2TT 
OL¿Bn¿, 

d'après le choix de B. 

L'assertion du lemme, pour £ = 0, montre qu'on a : 

dFn> 
1 

2TT 
Bnn > 

n 
2TT 

fc(a)-
2B 

ir 

d'où la conclusion du théorème dans ce cas (cf. 2.8). 

5.4.3 - L'ensemble T(a) est infini. 

Pour n G T = X(a) , e t 0 < ^ < r a + l, construisons des difféomorphismes 
yo — <zo ; 

Lemme.— Pour tous entiers 0 < £ < n' < n, avec n',n € l , il existe 

z = z(£,ri,n) G M , m = m(tn'n) G N * 

vérifiant ; 

(i) m(n',n',n) < 2a;,1 ; 

(ii) m{£, n',n) < 2a¿ 1 m ( ¿ + l , n ' , n ) , pour 0 <£ <rí ; 

(iii) F™t{z) i M ; 

[iv) 0 < ftz < 1 , 3z > yo — <zo ; 
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Démonstration. Elle est en tous points similaire à celle du Lemme 5.4.2, les 
assertions sur les entiers m résultant des propositions 1 et 2 de 4.7 et de la Proposition 
5.2. 

Prenons £ = 0 et fixons nr G T. La suite ra(0,n',n) est alors bornée (lorsque 
n G X tend vers l'infini), et il en est donc de même de la suite 2(0,n', n) (d'après 
les propriétés (iii) et (iv) du lemme). On peut donc extraire de la suite (Fn)nej une 
sous-suite convergeant vers une limite F G Sa qui possède la propriété suivante : pour 
tout n' G X, il existe z G H et m G N* tels qu'on ait Fm(z) £ H et $Sz > ^rBn'.o. Or, 
d'après le lemme 1.6, on a : 

Bn\o > 
n 

7=0 

ify-iLoga, 1 -2B. 

En laissant maintenant tendre n' vers l'infini, on conclut qu'on a : 

- Si a i B , dp = +oo ; 

- Si a G B , dF > i 
2TT 

$ ( a ) - B 
7T 

Ceci conclut (cf. 2.8) la démonstration du théorème.On obtient 

Logiî(a) < Log4 — 2-ïïdF < - $ ( a ) + 4£ + Log4, 

4£ -h Log4 < 139.75 

6. Orbites périodiques s'accumulant sur l'origine. 

6.1 -

Soit a uri nombre réel irrationnel qui n'appartient pas à B. Nous avons construit 
aux Paragraphes 5.3 et 5.4 des difféomorphismes F G Sa qui ne sont pas linéarisables 
(plus exactement, tels que TT(F) ne possède pas de disque de Siegel à l'origine). 

Nous étudions dans ce paragraphe quelques propriétés supplémentaires de ces 
exemples : nous montrons que TT(F) possède une suite d'orbites périodiques s'accu
mulant sur l'origine, et dont la distance à l'origine est essentiellement la plus petite 
possible, compte tenu de la période de ces orbites. 

49 



J.-C. YOCCOZ 

6.2 -
Soient a > 2 et F G Sa ; désignons par V le domaine : 

V = yo — <zo ; yo — <zo ;yo — <zo ; 
dds 

2TT 
a 

. 

où B est défini en 5.4.2. Au numéro 5.2 (pour a < eu) et au Paragraphe 4 (pour 
a > C 1 4 ) nous avons construit un difféomorphisme G G S-i /aî soit L l'application qui 
est celle considérée en 5.2 pour a < eu et est définie pour a > C14 par L{z) — K(z—i), 
où K est définie en 4.6. Dans tous les cas,- elle est holomorphe et injective dans V et 
on a les propriétés suivantes : 

MF(z)) = L(z) + 1 , z G D n F~lV 

G(L(z))=L(z-l), z € V fi TV 

%L{z) > a_19z + 
1 

2TT 
Loga — 

B 

2TT sd 2 G P . 

Lorsqu'on a a > C 1 4 , le difféomorphisme G a quelques propriétés supplémen
taires : le point w = 2 ^ L O G E R A est fixé par G ; de plus, la seule restriction qui soit 
imposée à la classe de conjugaison de G dans le groupe des germes de difféomorphismes 
de (C,w) est que DG(w) s'écrive sous la forme E(l/a'), avec I a — af \ < cg. 

Soit z un point de H. Supposons qu'il existe deux entiers q,p>l tels qu'on ait : 

F*(s) = * + p , 

QFj(z) > 
B 

2TT 
a pour 0 < j < q 

Définissons des points Zj; , 0 < j < q , par les conditions : 

0 < $lz3 < 1 , FJ(z)-zjeZi 

et posons z' = L(2ö). 
Lemme.— On a GP(z') = z' — q , et : 

Min 
0<7<P 

yo — <zo ;yo — <zo ; Min 
0 < j < g 

SFifz) sd 
1 

2TT 

Loga — 
B 

2TT sd 

Démonstration. On définit des entiers strictement positifs n i , . . . , nq par les rela
tions : 

n * i ) — Zj+i H- nj-j_i , 0 < j < q - 1 

Pour 0 < 5 < q , posons ras = Ylr=i n3 î on a mo = 0 et mq = p ; définissons 
inductivement des points yj pour 0 < j < p , par les formules : 
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yo — <zo ; 

2/ms + l df yo — <zo ;yo — 0 < 5 < q ; 

yo — <zo ;yo — <zo ; si yo — <zo ;csfd 

Posons z'j = L(yi); on a alors : 

fddg = G(ZJ) + 1 , pour j = ms , 0 < 5 < g , 

dfs d dsfds sinon f 
On a donc bien Gp(z'0) = z£> — q , et la seconde partie de la conclusion du lemme 
résulte immédiatement des propriétés de L rappelées ci-dessus. 

6.3 -
Soit a un nombre réel irrationnel qui n'appartient pas à B . 

Rappelons (cf. 1.6) que l'on désigne par J{ot) l'ensemble des entiers n qui vérifient 
Bn,i > BaJ^v pour 0 < £ < n. L'ensemble J(a) est infini d'après le lemme 1.6. 

Nous reprenons les constructions des Paragraphes 5.3 et 5.4 : nous construisons, 
pour n E J(ct) e t O < ^ < n + l , des difféomorphismes Fn£,Fn£,Gn£, puis des 
difféomorphismes Fn et finalement un difféomorphisme F. 

Fixons momentanément deux entiers n > m dans J(ct). Nous allons montrer 
qu'il existe, pour 0 < £ < m , un point z = z{n,m,£) et des entiers p = p(m,£) , 
q = <?(m, £) satisfaisant aux propriétés suivantes : 

(i) 5 sd 
nT (z) = z + p-, 

(ii) %F 3 

sd 
(z) > T^Bmi , pour 0 < j < q . 

Pour £ = m , nous prenons p = 0,q = letz = T ^ L o g f c i c a J ) ; les propriétés 
(i) et (ii) sont vérifiées car B<m,m Log( a. - i 

tu 
-B. 

Supposons, par induction descendante sur z, les propriétés vérifiées avec z G M , 
q > 1, P > 0. On a F „ / + i = T a , + l i £ , + 1 ( F n / + i ) (cf. 5.3). En posant p = ae+xq + ee+ip 
et z = z si e/4-1 = 4-1, 5 = - z si ep+i = - 1 , on a donc : 

F 
n,£+l 

(5) = z + p . 

Comme m G v7(o0 , on a B sdsdq > BOL s 
£ 

; d'autre part on a : 

3 F s 
nl+l 'z)> 

1 

2TT 
qdsdqd > 

B 

2TT « r 1 

pour 0 < j < q , d'après l'hypothèse de récurrence. 
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Les hypothèses du Lemme 6.2 sont donc vérifiées et il existe un point z' G H tel 
qu'on ait : 

G p 
sd 

(z') = z'-q, 

sqs j 
qs 

s(z')> 
1 

2TT 
qqddsd pour 0 < j < p . 

On pose finalement z(n, ra, £) = —z\ p(ra, £) = g(ra, £ + 1) et 
<?(ra, £) = p = a,£+iq(m, £ + 1) -h £^+ip(ra, ̂  + 1 ) pour satisfaire aux propriétés ( i ) , (ii) 
à l'ordre £ . 

En prenant £ — 0 , on obtient la conclusion suivante : il existe un point z(n,ra) 
et des entiers pym) G Z , q(m) > 1 tels qu'on ait : 

(i) 0 < Uz(n, m) < 1 ; 

(u) sd s 3 
n (z(n,ra)) > si 

2TT 
ßm,o , pour 0 < j < q(m) ; 

(iii) sd q(m) 

n (z(n,ra)) = z(n,ra) +p(ra) . 

D'autre part, à partir des relations liant p(m, £), g(m, £) à p(m,l+ 1), g(ra, ^ +1 ) , 
il est facile de voir qu'on a p(m) = Pk(m)i q(m) = Qk(m) ou (Pr/qr) est la suite des 
réduites de a et la fonction k : N —• N est définie en 1.4. 

Soit F une valeur d'adhérence de la suite (Fn)nej ; la condition (iii) montre 
que S(z(n, m)) est majoré par une constante ne dépendant que de m ; en extrayant 
des sous-suites, et en utilisant l'estimation pour Bm$ donnée en 1.6, on aboutit à la 
conclusion suivante : 

Proposition.— Pour tout m G J(ot), il existe un point Zm possédant les propriétés 
suivantes : 

(i-qPg(Oz)- Zm + Pk(m) > 

3 F ' ( * m ) > 
1 

2TT 

m 

j=0 

(i-qPg(Oz)-
xc 

B 

7 T . 

pour 0<j< qkfm) • 

6.4 - Comme on l'a rappelé en 6.2, on peut dans la construction précédente spécifier 
arbitrairement la classe de conjugaison du germe de F9fc<m) (z) — Pk(m) &u voisinage 
de son point fixe zm ; la seule restriction est que DFqk^(zm) s'écrive sous la forme 
E(e(m)afm), où e(m) G { - 1 , +1} ne dépend que de e\,..., em et a'm G C doit vérifier : 

a f-i 
m d Q 

- 1 

m 
< C9 . 

Une conséquence, peut-être inattendue, de cette latitude est le résultat suivant ; 
notons G le groupe des germes de difféomorphismes holomorphes de (C,0) ; pour 
a G M, notons Ga la partie de G constituée des germes g tels que Dg(0) = E(a). 

52 



THÉORÈME DE SIEGEL ET NOMBRES DE BRUNO 

Théorème.— Soit a un nombre réel irrationnel qui n'appartient pas à B. Il existe 
alors un ensemble ayant la puissance du continu de classes de conjugaison de G , 
contenues dans Ga , et ne contenant aucune fonction entière. 

Démonstration. Considérons une partition : 

J(a) = J (i-qPg(Oz)-

en deux parties infinies J\, J2. Choisissons, pour tout m G J2, un rationnel am tel 
que 

= f-i m = a 
- i 
m < c q et notons rm son dénominateur . Définissons, d autre part, pour 

OeBetmeJi, un nombre complexe Où' m d dsf [0) par la relation a dff 
dfm df a df 

m df CGD 

On peut alors construire un germe de difféomorphisme holomorphe f$ et une 
suite (zm)mGj tels qu'on ait n feTO) = Eia) et : 

(i) sd QK(M) > 
sd (-2-771 ) — Zm i D 'i 

QK(M) 

e (zm) = E(e(m)otm)% (i-qPg(O 

()<w xc xcxcwc 
xc 

coïncide avec l'identité au voisinage de zm, pour tout m € J2 ; 

(m) lim 
wcccc 

Max 
P<3<QK(M) 

\J 3 
9 xcwc = 0 

. 

La propriété (ii) garantit que la classe de conjugaison de fo dans G ne contient 
pas de fonction entière : une telle fonction g vérifierait, pour m G J2 assez grand, 
l'identité <7r™9fc(m) = di, en contradiction avec Dg(0) = E(a). 

Pour f E G, notons A ( / ) l'ensemble des nombres complexes t qui possèdent la 
propriété suivante : pour tout e > 0, il existe m G J\ et zm G C tels qu'on ait 
/**<m)(Zm) = zm , \fj(zm)\ < e pour 0 < j < qk(m) et D ( z m ) = E(e(m)Q!m(t)) 
[avec a 

/ - i 
m 

t)~ OL. 
- 1 

ITI 
sd CGT). 

L'ensemble A ( / ) est au plus dénombrable, et ne dépend que de la classe de 
conjugaison de / dans G. Or on a, par construction, 0 G A ( / ^ ) pour tout Ö G D . 
L'ensemble des classes de conjugaison des fe , 0 G D ne peut donc être au plus 
dénombrable. 

6.5 -
Nous montrons maintenant que la proposition du numéro 6.3 est essentiellement 

optimale : la distance à l'origine des orbites périodiques y est, à un facteur multipli
catif près, la plus petite possible. 

Rappelons la situation considérée au numero 3.5. Soient a e (0 ,1 /2) , F e Sa , 
et W le domaine : 

w = 2,0 < 5te < 1, Qz > 
sdd 

2TT 
Loga 1 + c3 + ce + c7 sd 
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On a construit un difféomorphisme G G S-i/a et une application L holomorphe 
et injective dans W U T_1>V qui vérifient les propriétés suivantes : 

G(L(z)) = L(z-l), 2 e W 

ZL(z) > oT1 vxgf 
1 

2TT 
Loga - i - c« 5 (i-qPg(Oz)-

Soit 2; un point de H ; nous supposons qu'il existe deux entiers p, q > 1 tels qu'on ait : 

F « ( z ) = z + p 

%Fj(z) > 
1 

2TT 
Loga + c8, pour 0 < j < q . 

Définissons des points Zi , 0 < i < q , par les relations : 

0 < Rzi < 1, Fi(z)-zieZ. 

Lemme.— Le point z' = L(ZQ) vérifie : 

G*{z') = z'-q, 

Min 
0<j<p 

(i-qPg(Oz)- (i-qPg Min 
(i-qPg 

SFHz)-
1 

2TT 
Loga 1 f c8 

? 

Démonstration. Posons z[ = L(zi). Pour 0 < i < q , on a soitF(zi)= Zi+\ , et alors 
z'+1= z[ 4-1 , soit -F(^i) =zi +1 4-1, et alors z'i+1 = G(z[) -f 1 ; de plus, le deuxième 

terme de l'alternative se produit exactement p fois. On a donc Gp(z'0) = z'0 — q , et 
la deuxième assertion du lemme résulte immédiatement des propriétés de L. 

6.6 -

Soient a un nombre réel irrationnel qui n'appartient pas à B , et F G Sa. 

Proposition.— Soient z G H, m G N, p G Z, q G N* ; supposons qu'on ait : 

F*(z) = z + p, 

SFj(z) > 
1 

2TT 

m—1 

¿=0 

&_iLoga^ 1 + 2c8 , pour 0<j<q. 

Alors, on a q > qk{m) , \p\ > \pk(m)\ ; de plus, si p est non nul on a q = qk(m) si 
et seulement si p = Pk(m) i dans ce cas on a 

(i-qPg(Oz)- C3 exp — 2 7 T (2c8-
1 

2 
Ci7 < 10 -is 

. 

L'inégalité am < C17 exprime que la réduite Pk(m)/Qk(m) de a en est une bonne 
approximation. 
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Démonstration. Raisonnons par récurrence sur m. 

On a qK(Q) = 1, et \pk(p) — a\ = OCQ < 1/2 -, d'autre part, on a $$F3 (z) > 2cg pour 
0 < j < q , donc \FJJtl{z) — FJ(z) — a\ < cyj ; on en déduit qu'on a \p\ > \pk(o)\ et,si 
q = 1, qu'on a p = pkt0\ et \p — a\ < cyj, d'où les conclusions de la proposition dans 

ce cas 

Suppposons l'assertion de la proposition vraie à l'ordre m — 1, et démontrons-la 
à l'ordre m. Il suffit de le faire lorsque a € (0,1/2). En appliquant alors le lemme 
6.5, on obtient un difféomorphisme G G 5_i/Q et un point z' 6 H qui vérifient 

Gp{z') = z'-q 

ZGj(z') > 
1 

2TT 
OT1 

m—1 

dfdf 

ft_iLoga,1 + a 1c8 

> 
1 

2TT 

dfs 
m—1 

£ = 1 

&_iLoga£ + 2c8 

Or, en notant ft, &i... les quantités ft, o^ . . . associées à — 1/a, on a : 

(i-qPg(Oz)- ft = a ^ f t + i , 

P/c(m-l) = -Qk(m) , &(m—1) = P/c(m)-

Les hypothèses de la proposition sont donc vérifiées par G et z' k l'ordre m — 1. 
Mais les conclusions, pour G et z1 k l'ordre m — 1, ne sont autres que les conclusions 
désirées pour F et z k l'ordre m. Ceci conclut la démonstration de la proposition. 
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Chapitre II 

L I N É A R I S A T I O N DES P O L Y N O M E S Q U A D R A T I Q U E S 

1 - Universalité des polynômes quadratiques. 

1.1 - Pour A G C*, nous désignerons par P\ le polynôme quadratique : 

Px(z) = X(z-z2) 

Le polynôme P\ admet donc en 0 un point fixe de multiplicateur À. Réciproquement, 
tout polynôme de degré 2 dont un point fixe a À pour multiplicateur est conjugué par 
une application affine à P\. 

Le point critique de P\ est c = 1/2, et la valeur critique est À/4. 

1.2 - La conjugaison formelle H\ 
Supposons que À G C* ne soit pas racine de l'unité. Nous noterons alors H\ 

l'unique série formelle qui vérifie H\(0) = 0, DH\(0) = 1 et : 

Hx(Xz) = Px(Hx(z)). 

Ecrivons H\ sous la forme : 

Hx(z) = zKx(z) = z 
n>0 

Hn(X)zn, 

avec Hn(X) = 1. On a : 

XzKx(Xz) = XzKx(z) - ^Ki(z), 
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d'où zK\{z) = Kx(z) - Kx{Xz). 

On en déduit la relation de récurrence satisfaite par les Hn(X), pour n > 1 : 

HJX) = (1 - A")"1 
¿ + 7 = 7 1 - 1 

Hi(X)Hj(X). 

On notera # 2 ( A ) le rayon de convergence de H\. 

1.3 - Propriétés élémentaires des conjugaisons H\. 

1.3.1 - Supposons tout d'abord que |À| soit strictement supérieur à 1. 

Proposition.— La conjugaison H\ est une fonction entière de type 7 = Loc2 
LoglAI ' 

Démonstration. Que les applications linéarisantes des points fixes (ou périodiques) 
répulsifs de fonctions entières soient elles-mêmes entières est un fait bien connu ; il 
suffit par exemple de remarquer que d'après Poincaré ([Po]) le rayon de convergence 
de ces applications n'est pas nul, et que l'équation de conjugaison permet alors de les 
prolonger analytiquement au plan tout entier. 

Démontrons que H\ est de type 7. L'équation : 

Hx(Xz) = Px(Hx(z)), 

est valide pour tout z G C. Définissons deux suites (mn)n>0 et (Mn)n>0 par : 

m0 = M0 = 2, (i-qPg(Oz)-
1 

2 
\Mml, Mn+i = sd 

ds 
|À|M r2 

n 

Soit 7*0 l'unique réel tel que le module maximal de H\ sur le disque { z , \z\ < 7*0} soit 
exactement 2. Une récurrence immédiate montre que pour n > 0 le module maximal 
de H\ sur le disque { z , |z| < |A|nro} est compris entre mn et Mn. Ceci démontre 
l'assertion sur le type de H\, puisqu'on a mn = 2|A|2n-1etMn= 2(3|A|)2n-1. 

L'équation fonctionnelle de H\ permet aussi d'en déterminer les points critiques : 
ce sont exactement les points de la forme Anzo, avec n > 1 et H\(zo) = 1/2 ; les valeurs 
critiques correspondantes décrivent l'orbite positive du point critique c = 1/2 de P\. 

1.3.2 - Supposons maintenant qu'on ait A < 1. 

Proposition.— Le rayon de convergence i?2(A) est fini et non nul. La fonction H\ 
se prolonge continûment sur le disque fermé { z , |z| < R2W} elle est injective sur ce 
disque j et y vérifie V équation fonctionnelle H\(\z) = P\(H\(z)) ; elle possède sur le 
cercle de convergence { z , |z| = i?2(A)} une unique singularité en un point noté U(X) ; 
on a HX(U(X)) = 1/2 et la fonction (Hx(z) - 1/2)2 est holomorphe en U(X). 
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Démonstration. Que i?2(A) soit non nul résulte du théorème de Poincaré déjà cité. 
L'équation fonctionnelle H\(\z) = P\(H\(z)) est vérifiée sur le disque de convergence 
de H\ et montre que H\ est injective sur ce disque. D'autre part, si H\ est holomorphe 
sur un disque {z, \z\ < r} et n'y prend pas la valeur À/4 (valeur critique de P\), cette 
même équation fonctionnelle permet de prolonger analytiquement H\ sur le disque 
{z, \z\ < |À | -1r} . Il existe donc un nombre complexe f/(À), de module i?2 (A) , tel que 
H\(\U(\)) = À/4. Les conclusions de la proposition qui restent à démontrer résultent 
alors immédiatement de l'équation fonctionnelle de H\. 

Nous étudierons en détail dans le prochain paragraphe la fonction : À i—• U{\). 

L'équation fonctionnelle de H\ permet en fait de décrire complètement sa surface 
de Riemann ; c'est un revêtement ramifié de C, possédant, au-dessus de chaque point 
À~nf/(À)(n > 0) exactement 2n points de ramification d'ordre 2. La fonction H\ y 
est globalement injective, et réalise un biholomorphisme de sa surface de Riemann 
sur le bassin d'attraction du point 0 de P\. 

1.3.3 - Le cas où À est de module 1, mais n'est pas racine de l'unité, est évidemment 
celui qui nous intéresse le plus, mais aussi le plus difficile à étudier. Pour l'instant, 
signalons simplement, dans l'esprit de ce qui précède, le fait bien connu suivant : 
lorsque le rayon de convergence i?2(A) est non nul, la conjugaison H\ est injective sur 
son disque de convergence, elle réalise un biholomorphisme de ce disque sur le disque 
de Siegel de P\ en 0, et tout point du cercle de convergence est une singularité de H\. 

1.4 - Perturbations quadratiques des applications univalentes. 

Soient a G R — Q , À = exp(27rza), et / un élément de 5A, c'est à dire une 
application holomorphe injective dans D qui vérifie / ( 0 ) = 0 et Df(0) = À. 

Pour b G C, désignons par /& l'application holomorphe sur D définie par : 

fb(z) = f(z)+bz2. 

Ecrivons la linéarisante formelle Hb de fb (cf.I.2.1) sous la forme : 

Hb(z) = z(l + 
n>l 

Hl(b)zn). 

Lemme.— La fonction H^{b) est, pour n > 1, un polynôme de degré n en b. 

Démonstration. Elle est immédiate à partir des relations de récurrence définissant 
les coefficients de Hb- On vérifie par ailleurs que le coefficient de bn dans H£ est égal 
à ( - l ) n # n ( À ) , où Hn(X) a été défini en 1.2. 

Rappelons ([D-H]) qu'une application à allure polynômiale de degré 2 est un 
triplet (U,Uf,F), où U,Uf sont des ouverts simplement connexes de C distincts de 
C, U' est relativement compact dans U et f : U' —• U est holomorphe et propre de 
degré 2. 
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Dans des régions appropriées, les applications fb sont à allure polynômiale de 

degré 2 lorsque loi est assez grand. 

Soit W = { 2 , | 2 | < 13 
36 } = définissons : 

m = {z, i*i < 1/3, (i-qPg(Oz)-

Lemme.— Pour \b\ > 10, (W, W&, /5) est à allure polynômiale de degré 2. 

Démonstration. Comme / est univalente, on a, pour tout z G D : 

\f(z)\ < 
1*1 

( i -N)2 

En particulier, on a | / ( z ) | < 3/4 pour Izl = 1/3. Pour 161 > 10, on a d'autre part : 

\bz2\ > 
10 

9 = 
13 

36 + 
3 

4' 
pour \z\ = 1/3. 

D'après le théorème de Rouché, fb : Wb —• W est propre de degré 2. Si Wb n'était 
pas connexe, la composante connexe de W& contenant 0 serait envoyée par fb de façon 
biholomorphe sur W, ce qui est impossible puisque |A| = 1. 

1.5 - Notons T le cercle { Ò G C , H = 10}. 

Le théorème de rectification des applications à allure polynômiale ([D-H]) garantit 
que, pour b G T , l'application fb est conjuguée sur Wb à un polynôme de degré 2 par 
un homéomorphisme quasiconforme du plan complexe. Nous reprenons cependant la 
démonstration de ce théorème dans notre situation, car nous sommes intéressés par 
la dépendance de la conjugaison quasiconforme par rapport à / G 5 et b G T. 

Pour a G (0,1] , b G T , et / G S , nous définisssons : 

faAz) = a"1f{az) + bz2 . 

Nous choisissons d'autre part, une fois pour toutes, une fonction rj de classe C°° 
sur R, à valeurs dans [0,1] , qui vaut 1 sur (—00,1/3] et 0 sur [ | | , + 0 0 ) . 

Nous définissons alors, pour a G (0,1] , b G T , / G S une application fa)b de C 
dans C par la formule : 

fa,b(z) = Tj(\z\) faib(z) + (l-ri(\z\))(\z + bz2). 

Cette application coïncide avec Fab dans le disque { z , \z\ < 1/3} , avec Xz + bz2 
hors du disque { z , \z\ < ^ | } et est de classe C°°. Lorsque a tend vers 0, l'application 
fa^b converge dans la C°°- topologie, uniformément en b G T et / G S , vers le 
polynôme quadratique Xz + 6z2. On a donc le : 
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Lemme.— II existe a n G (0, I l et une application continue k : [0,ao] - [0,1) , 
vérifiant k(0) = 0 , tels que pour tout f G S , b G T , a G (0, a0] , l'application fa,b 
soit un revêtement ramifié de degré 2 de C et vérifie : 

d 

dz 
faAz) < k(a) 

d 

dz 
fa,b{z) 5 

pour 1 
3 

< 1*1 < 15 
36 . 

1.6 -

Nous fixons dans ce numéro / G S , a G (0, ao] , et b G T . 

Pour tout ouvert C/ de C, nous identifions les formes de Beltrami sur U aux 
fonctions ¡1 G L°°{U) de norme < 1. 

Si / : U —• V est une application de classe C1, et p, est une forme de Beltrami 
sur V, la forme f*p sur Î7 est donnée par 

(i-qPg(Oz)-
df 
3* (*>(/(*)) + 0/ 

dfd 
sd. 

a/ 
dz (z)Kf(*)) + 

df 
dz 

dsd 

Il existe une unique forme de Beltrami p, = /i/,A,6 sur C qui est invariante par 

fa.b , nulle sur C — W , et nulle sur 1 ensemble de Julia rempli N 
n>0 

fJ(Wb) de fa,b. 

Le support de p est donc contenu dans W et on a, d'après les lemmes des Paragraphes 
1.4 et 1.5 : 

||M/,a,Ò||Z/~ < k(a). 

D'après le théorème d'Ahlfors-Bers, il existe un unique homéomorphisme qua-
siconforme </> = </>/,A,6 qui vérifie les propriétés suivantes : 

(i) pour presque tout z G C , 

d 

dz 
4>(z) = p(z) 

d 

8z <t>(z); 

(ii) 0(0) = 0 ; 

(iii) La fonction (j)(z) — z est bornée. 

Lemme.— On a <t> o fab o (j) 1(z) = Xz + 6z2. 

Démonstration. L'application <f> o /a b o </>_1 est quasi-régulière (i.e. localement 
composée d'une application holomorphe et d'un homéomorphisme quasi conforme) 
et préserve la forme de Beltrami nulle de C ; elle est donc holomorphe ; c'est un 
revêtement ramifié de degré 2 de C qui fixe 0 (d'après (ii) ci-dessus et le Lemme 1.5), 
elle peut donc s'écrire X'z 4- b'z2 ; on a b' = b d'après la propriété (iii) de </>. 

Il reste à voir qu'on a À = À'. Pour ceci, on peut invoquer un résultat de Naïshul 
([N]) qui dit que la valeur propre en un point fixe d'un germe de difféomorphisme 
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holomorphe, lorsqu'elle est de module 1 , est un invariant de conjugaison topologique. 
Cependant, la conjugaison (j) est dans notre cas quasiconforme, et ceci permet de 
donner une démonstration plus simple que dans le cas (beaucoup plus difficile) d'une 
conjugaison topologique. Cette démonstration m'a été indiquée par R. Douady. 

Pour 0 < t < 1 , posons T = <j)(t) et <t>t{z) = ^<t>(tz) ; les (f)t, qui fixent 0 et 
1, forment une famille normale. En posant ft(z) = \ fa,b{tz), on a (j)t o ft o (j>~1 = 
X'z + bTz2 ; si 0o est une valeur d'adhérence des (j)t lorsque t tend vers 0 , on a donc 
(J)Q(XZ) = X'(j)o(z) , pour un homéomorphisme (quasiconforme) </>o , d'où À = À' (car 
À est de module 1). 

1.7 - Fixons a G (0, ÜQ] et posons K(a) = l+k(a) 
l-k(a) 

La famille des applications </>/,a,& > lorsque / décrit S et b décrit T , est une famille 
normale d'homéomorphismes K(a)— quasiconformes : en effet les 0/,A,6 fixent 0 et 
sont holomorphes dans C — W , de dérivée 1 à l'infini. On en déduit ([Ah]) qu'il existe 
une constante C(a) , ne dépendant pas de / G S et 6 G T , telle qu'on ait, pour z\, 

zo G D : 

№/,a,&(2l) -<£/,a,ò(*2)| < C(a) \z\ - z2\ \l/K(a) 

1.8 - Supposons maintenant que le rayon de convergence R,2{X) soit strictement 
positif. Le polynôme P\ possède donc un disque de Siegel D\ à l'origine, et le 
théorème de Koebe indique que D\ contient le disque centré en 0 de rayon \R.2(X) . 
Le polynôme Xz + bz2, conjugué à P\ par une homothétie de rapport —À6_1, possède 
donc à l'origine un disque de Siegel qui contient le disque { z , \z\ < ^ i ? 2 ( A ) } . 

Notons D'x l'image par (/>J^jb de ce disque de Siegel. 

Lemme.— 

1. U application fa b est linéarisable au voisinage de V origine, et son disque de Siegel 
est D\. 

2. Le disque z,\z\ < i 
i - q P g 4 0 C ( a ) Ä2(A) 

K(a] 
est contenu dans Dya 

3. Le disque de Siegel D'x est contenu dans Wb . 

Démonstration. La première assertion résulte de la caractérisation topologique des 
disques de Siegel donnée en 1.2.4. 

La seconde résulte de la dernière inégalité de 1.7. 

La troisième assertion résulte de ce qu'on a Lim 
n—»+00 

fa,b(z)n = + ° ° Pour zec-wb. 

Posons Ra - i 
4 0 C ( a ) 

R2(A) 
K{o) 

, et notons Hn(a, b) les coefficients de zn+1 dans 

l'application linéarisante Ha b de fa b (cf. 1.4). On a \H*(a, 6)1 < i 
3 R -n-l . 

a pour / G S 

b G T d'après le lemme ci-dessus. D'après le lemme de 1.4, on a donc \H*(a,0)| < 
i R » - n - l 

"Cl. 
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Le rayon de convergence de Ha$ est donc au moins égal à Ra ; on en déduit que le 
rayon de convergence R(f) de l'application linéarisante Hf = H\$ de / est au moins 
égal à aRa. En se rappelant que l'application k tend vers 0 , lorsque a tend vers 0, et 
en utilisant le Théorème 1.2.6, on obtient finalement l'estimation suivante de i?2 (À) 
[avec A = E(a)) : 

Théorème.— 

1. Si a n'appartient pas à B , P\ n'est pas linéarisable. 

2. Il existe une constante universelle Ci et, pour tout e > 0 , une constante C{e) 
telles qu'on ait, pour tout a G B : 

( l - e ) * ( a ) - C(e) < -Log #2 (A) < $ ( a ) + d . 

1.9 - Le théorème précédent indique que la famille des polynômes quadratiques 
(JPA)|A|=I fournit des germes de difféomorphismes non linéarisables lorsque À = E(a), 
a ^ 6, et que le rayon de convergence est "presque" le plus petit possible lorsque 
À = E(a), a G B . La question de savoir, pour a G B , si le rayon de convergence est 
le plus petit possible, à un facteur multiplicatif près, se pose donc tout naturellement. 

Question : La fonction a i—> $ ( O J ) + Logi?2(A) est-elle bornée sur B ? 

Le Théorème 1.2.6 montre que cette fonction est minorée, et le théorème précédent 
qu'elle est o(*(a)) . 

Une question plus précise est la suivante : peut-on, lorsque a G B et $ ( a ) est 
assez grand, obtenir le polynôme P\ comme résultat des constructions décrites en 
1.5.3 et 1.5.4 ? Si oui, la réponse à la question précédente est positive. 
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2 - Une fonction holomorphe remarquable. 

2.1 - Nous avons vu au paragraphe 1.3.2 qu'il existait, pour À € C*, |À| < 1 , un 
unique nombre complexe U(\) , de module # 2 ( A ) , tel que H\ (U(X)) = c = 1/2 , le 
point critique de P\. 

Nous étudions dans ce paragraphe la fonction U : D* —» C , avec un intérêt plus 
prononcé pour ses valeurs au bord du disque. 

Proposition.— La fonction U se prolonge en une fonction holomorphe et bornée 
sur D. Elle est limite, uniformément sur les compacts de D, de la suite des polynômes 
UJX) = A—. JDTÌ (1/2). On a U(0) = 1/4. 

Démonstration. La formule définissant P\ montre que les Un satisfont à la relation 
de récurrence : 

Un+1(\) = Un(\)-Xi U n (A), 

Uo(X) = 1/2. 

Ce sont donc bien des polynômes. 

Montrons qu'on a |t/n(A)| < 2 pour tout n > 0 et tout À G D. Il suffit de le 
prouver lorsque |A| = 1, et on a alors |C/n(À)| = |P™(1/2)|. On sait depuis Fatou que 
l'orbite du point critique de P\ ne peut tendre vers l'infini lorsque À est une racine 
de l'unité. Comme on a : 

i p a ( * ) i > i * K i z i - i ) 

pour |A| = 1 ,on voit qu'on a |P^(1/2) | < 2 pour tout n > 0 , lorsque À est racine de 
l'unité, donc pour tout À € S1. On conclut bien qu'on a |C/n(À)| < 2 pour À € D . 

Ceci étant, la formule de récurrence des Un montre que la suite (Un)n>0 converge 
uniformément sur tout compact de D , et il suffit, pour terminer la démonstration de 
la proposition, de vérifier que la limite est U . Or, pour A G P , on a : 

Hx(XnU(X)) = PA ; i /2) , 

par l'équation fonctionnelle de H\, et DH\(0) = 1, d'où finalement : 

Lira 
n-^+oo 

Un(X) = Lim 
n 8 

X~nH\ (XnU(X)) - U(X). 
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2.2 - La démonstration de la proposition donne trivialement (i-qPg cv № ) l < 2 
pour À G P . On obtient i?2(A) < 1 pour À G D en observant que l'image par H\ 
du disque {z,\z\ < |À | i?2 (À)} ne contient pas la valeur critique À/4 de P\ , et en 
appliquant le théorème de Koebé (on a DH\(0) = 1 ) . 

En appliquant de façon un peu plus subtile la théorie des fonctions univalentes, 
Herman a amélioré cette estimation pour obtenir ([He]) 

№ ) | < 4 / 7 , À G D. 

Par ailleurs, on peut utiliser la relation de récurrence des Un pour calculer le 
développement en série entière de U en 0. On a : 

U(X) = 
1 

4 s 
À 

16 s 
y2 

16 sd 
À^ 

32 . 

Les coefficients sont rationnels, le dénominateur étant une puissance de 2 . 

2.3 - Un célèbre théorème de Fatou dit qu'une fonction holomorphe et bornée dans 
le disque D admet en presque tout point du bord une limite non-tangentielle non 
nulle. 

En appliquant ce théorème à la fonction U , on obtient immédiatement que, pour 
presque tout À G S1 , le polynôme P\ est linéarisable en 0. Plus précisément, on a 
la : 

Proposition.— Soit À0 G S1, non racine de l'unité. Le rayon de convergence R2(Xo) 
de H\0 est au moins égal à la limite supérieure de \U(X)\ , lorsque À G D tend vers 
A0. 

Démonstration. Soient en effet R cette limite supérieure, qu'on peut supposer stri
ctement positive, et (An)n>1 une suite dans D qui tend vers Ào telle que R2 (An) tende 
vers R. Comme les fonctions H\n sont univalentes sur les disques { z , \z\ < i?2 (Àn)} , 
on peut en extraire une suite qui converge sur les compacts du disque { z , \z\ < R}. 
La limite H vérifie DH(0) = 1 et H (X0z) = P\Q (H(z)) par passage à la limite dans 
les équations correspondantes pour Àn. On a donc H\Q = H et R2 (À0) > R. 

Si Ào est racine de l'unité, le même argument montre que U (À) tend vers 0 lorsque 
À G D tend vers À0. 

2.4 - On va préciser le résultat précédent. 

Théorème.— Pour tout X G S1, le module de la fonction U(X) admet en Ào une 
limite non tangentielle qui est égale au rayon de convergence R2(Xo) de H\0 . 

Remarque : Lorsque Ào est racine de l'unité, P\0 n'est même pas formellement 
linéarisable; on pose alors ik(An) = 0. 
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Démonstration. Compte tenu de la proposition précédente, il suffit de montrer que 
la limite inférieure non tangentielle de | t / (À) | en Ào , que nous noterons provisoirement 
R-(Xo) , est au moins égale à R2(Xo). Il n'y a rien à démontrer lorsque R2(Xo) est nul 
(en particulier lorsque ÀQ est racine de l'unité) ; nous supposons dans la suite qu'on 
a #2(A0) > 0. 

Soit A 6 D , À ^ 0. Désignons par U\ le bassin d'attraction du point fixe attractif 
0 de P\, et par VA l'image par H\ de son disque de convergence. En notant C(U\) , 
C ( V A ) les capacités conformes de ces ouverts par rapport à 0 (cf. 1.2.3), on a VA C U\ 
d'où : 

R2(X) = \U(X)\ = C(VX) < C(UX). 

Pour conclure la démonstration du théorème, nous démontrerons les deux pro
positions suivantes : 

Proposition 1.— Pour tout XQ G 51 la limite inférieure non tangentielle de C{UX) 
en À Q est au moins égale à R2(XQ). 

Proposition 2.— Pour tout ÀQ G S1, non racine de l'unité, le rapport C(Vx)/C(Ux) 
tend vers 1 lorsque À G D tend vers À0. 

2.5 - Démonstration de la Proposition 1. 

On peut bien sûr supposer que R2(Xo) est strictement positif (sinon, il n'y a rien 
à démontrer), donc en particulier Ào n'est pas racine de l'unité. 

Donnons nous 9Q G ( 0 , 7 r / 2 ) et e > 0. On va démontrer qu'il existe to > 0 tel que 
l'image par Hx0 du disque {z, \z\ < (1 — S)R2(XQ)} soit contenue dans Ux pour tout 
À G O qui s'écrit À = ( l - t ) À o , |Argt| < 0o,O < |*| < *o-

Ceci implique qu'on a C(Ux) > ( 1 — £ ) # 2 ( À o ) pour de tels À, d'où la Proposition 
1. 

Soit X Q un point du disque {z,\z\<(l-e)R2(X0)}. On définit, pour t G C, 
À = ( 1 - t)X0 : 

2/0 = # A o ( z o ) ; 

Vn(t) df PZ(y0) = Px(yn-i(t)), n > 0. 

Pour \t\ assez petit, on définit aussi : 

xn(t) = H 
- 1 
df fenW), pour n > 0 . 

On a donc xn(0) = Àftx0, et : 

Dxn(0) = Dyn(0) [DHXo(xn(0))} - 1 

Comme on a PA = ( 1 - £ ) ^ A 0 5 les dérivées des fonctions yn en 0 satisfont à la relation 
de récurrence : 

Dyn(0) = -yn(0) + DPXo (yn_i(0))I>tfn-i(0). 
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D'après l'équation fonctionnelle de H\oi on a : 

DPXo (yn-i(0)) = DPXn (HUxn-! Oz)-

sd sd 
£>ffAo(Aosn-X(0)) 

£>ffAo(x„_i(0)) 

On en déduit la formule suivante pour Dxn(0) : 

Dx„(0) = - A ^ X Q 
n 

i=l 

k ( A Q X O ) , 

où A: est la fonction holomorphe sur le disque { z , Izl < #2(An)} définie par : 

mm 
HXo{z) 

zDHXo(zY 

Comme An n'est pas racine de l'unité, les sommes de Birkhoff 1 
n 

n 

1=1 
k(Xlz) 

convergent vers k(0) — 1 uniformément dans { z , |z| < (1 — e)i?2(Ao)}. Il existe donc 
N > 0 tel qu'on ait, pour tout XQ dans ce disque : 

\DxN(0) + N\gx g(Oz)-

où 9 > 0 est choisi dans la suite. 

D'autre part, pour N fixé, la famille des applications XN{ì) , lorsque Xo décrit le 
disque { z , |z| < (1 — £)i?2(Ao)} est normale au voisinage de l'origine ; il existe donc 
to > 0 tel qu'on ait : 

\xN(t) -xN(0) -tDxN(0)\ < |£|<9, 

pour \x0\ < (1 — £)-R2(An) et Iti < t0. 

En réunissant les deux dernières inégalités, on obtient finalement : 

xN(t) 

xN(0) 
-1 + tN (i-qPg(Oz)- [(l-e)R2(Xo)} 

- 1 

pour |x0| = ( l - e ) Ä 2 ( A o ) , 1*1 < to . 

En supposant de plus qu'on ait |Arg£| < 0Q < n/2 , en choisissant e = e(o0) 
assez petit et en diminuant au besoin to , on conclut qu'on a : 

\xN(t)\ < \xN(0)\ 

pour |xo| = ( l - e ) Ä 2 ( A o ) , 0 < |*| < to , |Arg t\ < 0O. 

Cela signifie que le domaine H\ ( { z , |z| < (1 - e)i?2(Ao)}) est envoyé dans lui-
même par PNy, et implique, par le lemme de Schwarz, que ce domaine est contenu 
dans U\ : c'est l'assertion que nous voulions démontrer. 
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2.6 - Démonstration de la Proposition 2. 

Pour À G D , A ^ O , considérons la représentation conforme K\ : D —• U\ telle 
que K\{$) = 0 et K^l(l) > 0. (Le point 1 est l'image réciproque de 0 par P\ qui est 
distincte de 0, donc il appartient à U\ ; il n'appartient pas à VA ) . 

L'application Q\ = K^lP\K\ est un revêtement de D de degré 2 ramifié en un 
seul point ; c'est donc un produit de Blaschke de degré 2, qui d'après la normalisation 
faite sur K\ est égal à : 

Qx(z) = e2iriaz X\-Z 

l - | A | z ' 

avec À = |A| x w c w c | g 2 7 r i a 

Notons H\ l'application linéarisante de Q\ en 0, R\ son rayon de convergence et 
VA l'image de son disque de convergence. On a : 

Hx(z) = K71Hx(DKx(0)z), 

Vx = K?(Vx), 

Rx = C(Vx,0) df C ( V A , 0 ) [C(Ux,0)} • 

Il suffit donc de démontrer que R\ tend vers 1 lorsque À tend vers une limite 
À0 € S1 qui n'est pas racine de l'unité. 

Soit r e (0,1) . Pour \z\ < r < |À| < 1 , on a : 

\Qx(z) 
z < 

|A| + r 
l + |A|r 

< | A | + ( 1 - | A | ) 
2r 

1+r' 

Q\{z) 
z > 

\X\-r 

l-\X\r > \X\ - (1 - |A|) 
2r 

1 - r ' 

donc il existe a - a(r) e (0,1) , b - b(r) > 1 et s - s(r) e (0,1) tels qu'on ait : 

|A|b< 
Qx(z) 

Z 
<\x\a 

pour \z\ < r , s < |À| < 1 . 

D'autre part, le point critique c(À) de QA qui appartient à D ne dépend que de 

|À| et tend vers 1 lorsque |À| tend vers 1. Il appartient à l'adhérence de VA-

Lemme.— Lorsque |À| tend vers 1, R\ n'approche pas 0 . 
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Démonstration. Prenons, avec r = 1/2 , a, 6, s comme ci-dessus, et |A| assez proche 
de 1 pour avoir |A| > 3 /4 , |A| > s , et |c(A)| > 1/2. Il existe alors TV G N tel que 
1/2 < \X\N < 2 /3 et z0 G VA avec \zQ\ = 1/2. En posant z0 = H\(y0) , \yo\ < R\ , on 
a d'une part : 

Q 
N 
X (0)=Hx(XNyo),\XNyo\< 

L 
3 

sd 

et d'autre part : 

Q 
N 
X ( ^ o ) | > N | A r > 2 - 1 " 6 . 

Les estimations standard de distorsion pour les fonctions univalentes montrent 
que R\ ne peut être trop petit. 

Supposons maintenant qu'il existe une suite (An)n>i dans D , convergeant vers 
une limite A0 G 51 qui n'est pas racine de l'unité, et telle que R\n converge vers une 
limite R < 1. On a R > 0 d'après le lemme . Toute valeur d'adhérence H de la suite 
HXn vérifie DH ( 0 ) = 1 et 

H(X0z)=X0H(z) pour \z\ < R. 

Comme Ao n'est pas racine de l'unité, cela montre que la suite ( H\n ) converge 
V / n > l 

vers l'identité uniformément sur les compacts du disque { z , \z\ < R}. Prenons 
r = ^ j ^ , a, 6 , 5 comme ci-dessus, et n assez grand pour avoir |c(An)| > r, |An| > s. 
Posons 6 = ^ < 1, 0' = ; pour n assez grand, il existe un entier N tel que 
6 < sd 27V6 

n 
< 6' et un point ZQ G V\n de module r. En écrivant ZQ = H\n(yo) , avec 

b o l < # A n , o n a : 

Q N 
A n ' 

(i-qPg(Oz)- Nb 
n > rR) xcc xdgsd 

Q 
N 

sd (*>) = HXn (A 
N 
df 0. 

A d 
n S/O sdfsfgg 1/26 

« A „ ; 

on obtient ainsi une contradiction avec la convergence vers l'identité des H\n , ce qui 
conclut la démonstration de la Proposition 2. 
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3 - Questions et compléments. 

3.1 - Quelques formules reliées à la fonction U. 

Nous avons vu aux Paragraphes 2.1, 2.2 comment calculer inductivement les 
coefficients de la série entière U(X). Nous nous intéressons dans ce paragraphe à des 
formules explicites pour (AU)~S (pour s G C) et -Log4C/. Les calculs que nous ferons 
et les équations qui en résulteront sont de nature purement formelle : il n'est pas 
tenu compte des questions de convergence. 

Rappelons que la suite de polynômes (Un)n>o qui converge vers U est définie par 
les relations : 

I/o = 1/2,1/„+i = Un-XnU2 pour n > 0 . 

Considérons d'abord l'expression : 

a i (i-qPg(O 

n > l 

df — s 
n 

X 

pour s G C et k G N*. 

D'après la formule du binôme, on a, pour n > 1 : 

(2) II, — s 
n + 1 df 1) df 

n dff 
k>l 

V k—s 
n 

ffA 
s + k - l 

df df 

on en déduit : 

(3) A(s,k) = (l-\k)-1 
n>l 

V — s 
n 

^kn ^ A c ( n + 1 ) ^ 

df À ^ l - À * ) - 1 AS 4-

n>l 

fd — s 
n + 1 fd u — s 

n 
)A 

= A (1 - A )dfff dfds 
k,>k 

S + fci — k — 1 
ki — k 

A(s - ki -h A;, fci) 

En développant à son tour Ai s — fci + fc, fci), puis en itérant indéfiniment cette 
procédure, on obtient finalement : 

(4) 
i-8A(s,k) 

fd 
fd 

1-Xk 
£>0 k=k0<ki<...<ke 

Ako-ke 
£ 

df 

Xki 

1 - Xki 
s + k0 + ki- 2ki-i - 1 

k% ki—i fd 
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On utilise maintenant cette formule pour calculer (AU) s. On a, d'après (2) : 

U~° - U — S 

1 4-

n>l 

(i —s 
n + l dfds V — s 

n ) 

= 4S + 
k>l 

A(s — k.k) 
s + k - l 

k 

ce qui donne : 

(5) (Am-s = 
£>0 0=k0<ki<...<ke 

ddsf 
£ 

df 

df 

1-Àfc< 
s 4- h; — 2fo-i — 1 

-qPg(Oz)- . 

Une expression semblable pour — Log4£/ s'obtient de la façon suivante ; on a : 
Ux = 1/4, Un+1 = Un (1 - AnC/n), d'où : 

417 = 
n > l 

(1 - Ant/„) , 

-Log4C/ = 
dfd n>l 

(i-qPg(Oz)-

sd 
fc>l 

(i-qPg(Oz)-

d'où on tire : 

(6) -Log4*7 = 

£>i 0<k!<...<ke 

(i-qPg(Oz)-
£ 

i=l 

ddf 
qsdfdff 

£ 

i=2 

kï 2kï—\ 1 
ki ki—i . 

Remarque : Supposons que s G Z ; dans la formule (5) ci-dessus, les seuls termes 
ne s'annulant pas à cause de la présence des coefficients binomiaux sont ceux qui 
vérifient, pour 1 < i <H : 

k<ï ̂  2k>i—i s ou ki-i < s — 1 . 

De même, dans la formule (6), les seuls termes ne s'annulant pas vérifient 
ki < 2fci_i pour 2 < i < i. 
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3.2 - Quelques questions relatives à la fonction U. 

3.2.1 - Nous avons vu au paragraphe précédent que le module de la fonction U 
admettait une limite non tangentielle en tout point Ao G S1. 

Question 1 : En quels points de S1 la fonction U admet-elle une limite non 
tangentielle ? 
On peut aussi poser une question plus précise : 

Question 2 : En quels points de S1 l'argument de la fonction U admet-il une limite 
non-tangentielle ? 

On sait, par le théorème de Fatou, que l'ensemble de ces points est de mesure 1. 

Au vu de la définition de U(X) pour |À| < 1, on pourrait s'attendre à ce que 
d'éventuelles limites non tangentielles non nulles de la fonction U soient reliées à 
la présence du point critique sur le bord du disque de Siegel correspondant. 

Par exemple, soit a G B, A = E(a) et D\ le disque de Siegel de P\. Supposons 
que le bord dD\ de D\ soit localement connexe et contienne le point critique c = 1/2. 

Question 3 : La fonction U admet-elle en A une limite non-tangentielle U (A) telle 
que HX(U(X)) = c ? 

3.2.2 - Rappelons la question posée au Paragraphe 1.9. 

Question 4 : La fonction Log|C/ o E\ + $ appartient-elle à L00^1) ? 

La fonction $ est la fonction arithmétique définie au Chapitre I, Paragraphe 1.5. 

L'argument de U est aussi intéressant. 

Question 5 : L'argument de U est-il borné sur D ? 

On peut même être plus optimiste : 
Question 6 : La partie réelle de U est-elle toujours positive ? 

Si la réponse à la question 5 est positive, il en est de même pour la question suivante : 

Question 7 : La fonction Log|C/| appartient-elle à BMO(S1) ? 

On rappelle que BMO(Sl) est l'espace des fonctions (p G L1(S1) pour lesquelles : 

Sup 
Q 

<x 
1 

<P - ipi\dt < + 0 0 , 

où J décrit les intervalles de S1, Iii désigne la longueur de J et ipi la moyenne de (p 
sur / . 
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3.3 - Quelques remarques sur les coefficients des applications linéarisantes. 

3.3.1 - Rappelons que si on écrit l'application linéarisante H\ de P\ sous la forme : 

Hx(z) = z 1 + 
n > l 

Hn(X)zn . 

les Hn(X) satisfont à la relation de récurrence : 

H0(X) = 1 ,Hn(\) = 
1 

Pg(Oz)-
i+j=n-l 

Hi(X)Hj(X) . 

Pour i,j > 0, on notera IL,j le polynôme de Gauss défini par : 

(i-qPg(Oz)-
ddf 

£=1 
d-xe) 

i 

df 
a-x') 

3 

£=1 
( i - x') 

- 1 

. 

Ces polynômes sont à coefficients entiers positifs. Ceci étant , posons, pour 
n > 0 : 

Pn(X) = 
n 

J=l 

[1 - \<) HJX) . 

Les Pn sont alors des polynômes qui satisfont aux relations de récurrence : 

Po = 1 j Pn — 

i-Lj—n—l 

iï P P 

Les coefficients des Pn sont donc entiers positifs. Le degré du polynôme Pn s'écrit 
sous la forme n(n+l ) 

2 — 6n , où 6n est donné par : 

6n = (k- 1)2* + 1 + (n-2fc + l)(A; + l ) , 

pour 2k -l<n< 2fc+1 - 1. On le vérifie aisément par récurrence sur n. 

3.3.2 - Valeurs des Pn aux racines de Vunité. 

Soit C une racine de l'unité primitive d'ordre q > 1. Les valeurs en C des 
polynômes de Gauss sont données par : 

iMC) = o, S I 

i + j 

Q 
ds 

i 

Q + 
3 

sd 
+ 1 ; 

(i-qPg(O m + n 
m 

(i-qPg(Oz)-

si i = mç + r , j = n < j » + s , 0 < r < r + s<<7. 
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Pour 0<k<q,m>0, posons bk(m) = Pma+k(C) et définissons une série 
formelle Bk par la formule : 

Bk(z) = 
m>0 

1 
m! 

bk(m)zm . 

On vérifie aisément qu'on a, pour 1 < k < q : 

Bk = 
r+s=k-l 

Rr,s(()BrB8 , 

DBQ = 
r+s=q—l 

HrAQBrBs . 

On a donc Bk = Pk (C) a+2 
N et DBQ = PJÇ) d 9 + 1 

U 5 d'où on tire : 

B0(z) = (i-qPg(Oz)-1/q , 

et finalement : 

Pma+riO = PAO 
(i-qPg(Oz)-

(i-qPg-
№(C))m , 

pour m > 0 , 0 < r < ç . 

3.3.3 - Un équivalent pour Un+l{X)Hn{X). 

Soit A G D*. On pose : 

hx(z) = Hx(U(\)z) 

= z(U(X) + 
n > l 

M A ) * n ) , 

de sorte qu'on a hn(A) = £/n+1(A)#n(A) , hx(l) = 1/2 , hx(X) = A/4. L'application 
h A vérifie, de même que H\ , l'équation fonctionnelle : 

\-1hx(Xz)-hx(z)-^ ds 2 
À (z) = 0 , 

dont on tire : 

hx(z) = 
1 - l - 4 A - 1 / i A ( A z ) 

2 / 

Proposition.— On a ; 

Lim 
n—>+oo 

(i-qPg(Oz)- i 
2 

T r - V a ^ ^ A ) ) 1 / 2 . 

Démonstration. On écrit : 

1 -4A-1 / iA (Xz) = (1 - z ) y ( z ) , 
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où (f est holomorphe et non nulle dans le disque D = {z,\z\ < \X\ 1} , et 
tp(l) = 4Dhx(\). Posons a = 2(Dhx{X))1/2 et : 

2(Dhx{X)) a + (l - z)1>(z) . 

La fonction r/) est holomorphe dans D ; comme h\(\z) est bornée dans D, c'est 
aussi le cas de (p et ^- D'après la formule précédant la proposition, on a : 

2h\(z) = 1 - a ( l - z ) 1/2 2(Dhx) 3/2 
m-

Pour m G N, on a : 

( 1 - 2 ) m + 1 / 2 
ds 

<>0 

T(l-m- 1/2) 

r ( - m - 1/2) 

sd 

TU + l) . 

d'autre part, en écrivant ij)(z) = dsff , o n a % = 0(|A|B). On obtient donc : 

2 M A ) = - a r - 1 / 2 
-idffs r ( n - 1/2) 

r(n + 1 ) 
+ ö{n-h'2) , 

et la proposition en résulte. 

Remarques : 

0. La proposition est encore vraie pour A = 0, car on a ho(z) = i 
2 i - l-z). 

1. En écrivant plus généralement : 

2(Dhx ,1/2 
df 

^>0 

2(Dhx{X)) 

On obtient pour hn(X) le développement limite : 

MA) = -
1 

2 
j>0 

ou 

r ( - i - l / 2 ) 

r ( n - j - l / 2 ) 

r(n + 1) . 

2. On peut exprimer Dh\(X) en fonction des polynômes Un. En dérivant en effet 
l'équation fonctionnelle de h\, on obtient : 

Dhx(Xz) = Dhx(z) (\-2hx{z)) . 

Comme on a Dh\(0) — U(X) et hx(\n) = XnUn(X), on obtient : 

Dhx(X) = 
1 

sd 

2(D 

n=l 

1 - XnUn(X) 

l - 2 A " [ / n ( A ) . 

3. Soit K un compact de D. Il est clair que la limite dans la proposition est uniforme 
pour A G K- donc que les fonctions hn (ou les polynômes Pn) ne s'annulent pas 
sur K pour n assez grand. 

Question 8 : L'un des polynômes Pn s'annule-t-il dans D ? 

3.4 - Comportement non tangentiel de U aux racines de l'unité. 

Soit C une racine de l'unité, primitive d'ordre q. 
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Lemme 1.— On a Pq(Ç) ï 0 

Démonstration. Si on a Pq(Ç) = 0, les relations de récurrence pour Pn et les valeurs 

des Uij(Q données en 3.3.2 montrent que Pn s'annule en Ç au moins à l'ordre ^ ; 

par suite Hn(X) admet une limite finie en £ pour tout n > 0. Le polynôme Pç est 
alors formellement linéarisable, donc linéarisable : mais on sait que ce n'est pas le 

cas. 

Lemme 2.— Pour tout m G N, ou a : 

Lim 
A - > C 

m 

_i=l 

( l - V ) 

- 1 
. m 

; i - A g ) T = 
o 

(qkk\)-1 

si m ^ 0[q] , 
si m = kq . 

La vérification est immédiate. 

Notons Pq l'itéré g-ième (et non la puissance !) du polynôme P\. Alors P? est 
de la forme : 

F » = z(l + zqR(z)) , 

par conséquent on peut écrire Pq sous la forme : 

P 
9 (z) = Xqz(l + zqR(z) + (Ç-\)zS{\,z)) , 

avec R G C z et 5 G C A,z . 

On fixe dans la suite un secteur non-tangentiel ouvert V C D de sommet C Pour 
A G V on pose : 

QA(*) = ( 1 - À * : - 1 / 9 = 
• 9 

A ((1 _ x"y'"z) . 
On montre alors aisément les estimations suivantes : 

Lemme 3.— 

1. Il existe des constantes a, 6 > 0 telles qu'on ait \Q\(z)\<\\\aq\z\ pour |*| < 6. 

2. Pour tout B > 0, il existe des constantes b = b(B) , iX) =iX) = strictement 
positives telles qu'on ait I Q a C O I > l A ^ N pour |s| < B et | À - C | < e . 

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la : 

Proposition.— Lorsque A tend vers Ç dans V, on a : 

Lim 
M\)}« 
1 - A « = Pq(0 

- 1 
. 

Démonstration. Pour A G V, définissons : 

Kx(z) = (l-Xq) i X ) = 1 - 1 / 9 dfds iX) =iX) = 
. 

On a alors ^ A ( O ) = 0 , DK\(0) = 1 ; le rayon de convergence de K\ est égal 
à |C7(A)||1 — \q\~l/q ; de plus, K\ est l'application linéarisante (normalisée) de Q\. 
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D'après la première assertion du Lemme 3, le bassin d'attraction de Q\, contient, 
pour tout A G V, le disque centré en 0 de rayon 6. D'après le lemme de 2.6, le rayon 
de convergence de K\ est donc uniformément minoré pour A G V ; les K\ pour A G V, 
forment donc une famille normale dans un voisinage de l'origine. 

Pour A G V, le coefficient de zn+1 dans K\ est 

Pn(X)(l-X")n/q 
n 

.1=1 

( l - V ) 
- 1 

Lorsque A G V tend vers Ç, d'après le lemme 2 et les formules de 3.3.2 pour les valeurs 
en £ du polynôme Pn, ce coefficient tend vers 0 si n n'est pas multiple de q et vers 

r(fc+ !/<?) 
*!r(l/«) 

iX) iX) = 

si n = kq. 
Donc la seule valeur d'adhérence possible des K\, lorsque A G V tend vers C, est 

la fonction : 
K(z) = z(l-Pq(0 iX) =iX) 

Comme le rayon de convergence de cette fonction à l'origine est égal À | ^ K ) r / 9 , 
on conclut d'abord qu'on a : 

Lim sup 
iX) =cc 

|ĉ (A)| |i - A^r1^ < l ^ c o r 1 ^ . 

Soit (An)n>o une suite dans V qui converge vers £, et telle que la suite 
Pn = U(Xn)(l — A^)-1/9 converge vers une limite p. D'après la première partie de la 
démonstration, on a p ^ 0 , et la suite (K\n)n>o converge vers K uniformément sur 
les compacts du disque D = { * , | * | < | p | } . 

Nous voulons montrer qu'on a pq — Pq(Ç)~ , et pour cela raisonnons par l'absurde 
en supposant qu'on ait pq ^ Pg(£)_1, c'est-à-dire que K{p) est fini. Nous choisissons 
alors un disque {2, \z — p\ < 0} sur lequel la fonction K est bornée en module par une 
constante A > 0. 

Prenons B = 2A, et soient e(B),b(B) les constantes définies par la deuxième 

assertion du Lemme 3. Quitte a diminuer 6, on peut supposer qu on a \p\-e 
iX) = 

b 

> 
3 
4 . 

quitte à agrandir Von peut supposer qu'on a \qV C V pour A G V. 

Il existe 0' , 0" G (0,0) tels que les hypothèses 
\P'-P\ < e' i y\* -p\> 9/2 , 

x e v impliquent l'estimation \p<\q\<\p\-0". 

On a KXn(pn) = 
1 
2 (l-A*)-1/*. Pour r assez grand, on a donc : 

(i) \KK(Pn)\>B, 

(ii) \Pn -P\< 0', 
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(iii) \K\n(z)\ < | J 4 , pour I \z\<\P\-e", \z-P\<e. 
Soit pn un point de V de module minimal qui vérifie : 

\Pnßqn-p\<0, I Kxr. (Pnßl )\ = B. 

Un tel point existe d'après (i),(ii),(iii) et la définition de 0\0" ; on a \Pnßn-P\< 
0/2. Si n est assez grand, il existe un entier k = k(n) tel qu'on ait 0 > \ PnP sd A: 

kq 
n c c x w x c - p i > 

0/2. 

D'après la minimalité du module de p,n, on a, pour 0 < j < k : 

<<xw [Pn xc 
Q 
n = 3Q\ 

n ) <B. 

En appliquant alors la deuxième assertion du Lemme 3, on obtient : 

Kxn{Pn Q 
n A Ü9) iX= Q k 

A n [KxnM))\ 
> \K\bkqB. 

Or on a \pn a 
k 
n - p\ < 0 , PnU sd sd ko 

sd 
— p\ < 6 , donc sd kq 

n I > sqds 
P\+O 

et finalement : 

\Xn\bkqB>3/AB = 3/2A. 

D'autre part, Qnß Q 
n sd 

kq 

n 
vérifie les hypothèses de (iii) d'après la définition de 0', 0". 

On obtient ainsi la contradiction désirée. 
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A P P E N D I C E 1 - Une remarque sur la linéarisation des germes dont la 
partie linéaire n'est pas diagonalisable. 

1. Une équation aux différences. 

1.1 - Notons E le carré de l'idéal maximal de C{z\, z2}, constitué de séries entières g 
en deux variables convergentes au voisinage de l'origine 0 de C2 qui vérifient g(0) = 0 
et Dg(0) = 0. 

Pour t G C , À G C* , on définit un opérateur A\¿ de E dans lui-même par la 
formule: 

A\tg(zi,z2) = g(\(zi+tz2),yz2) -\g(zi,z2). 

On démontre dans ce paragraphe la : 

Proposition.— Pour |A| = 1 et t ^ 0 , A\¿ n'est pas inversible. 

Remarques : 

1. La formule ci-dessus définit aussi un endomorphisme du carré £ de l'idéal maximal 
de l'anneau des séries formelles C[[zi, ¿2]] ; cet endomorphisme est inversible si 
et seulement si A n'est pas racine de l'unité. 

2. Pour |A| ^ 1 , il est bien connu que A\^t est inversible. 

3. Pour t = 0 , |A| = 1 , l'opérateur A\to n'est pas inversible si et seulement si A est 
racine de l'unité ou vérifie la condition arithmétique (Cr) de l'introduction. 

Le reste du paragraphe est consacré à la démonstration de la proposition. 

1.2 - Pour un élément g G E qui s'écrit : 

g{z\,z2) = 
+00 

71=2 

n 

k=0 

9n,k s sd sZ n—k 
sq 1 

on note g(nï G Cn+1 le vecteur (gn 0,..., gn n) \ on a • 

g(\(zi +tz2),\z2) = 
+00 

71 = 2 

wx 
D 

k=0 

2 
1 
WX 
WX Z n—k 

xw 

n 

j=k 

tj-k wx j 
k 

)9nj-

Notons M(n) la matrice de Mn+i(C) définie par : 

M M 
13 wxw 

0 pour j <i , 
iX) = pouri < j ; 

c'est la matrice triangulaire supérieure associée à l'endomorphisme puissance symétri
que n-ième de l'endomorphisme Mt : (z\,z2) {z\+tz2, z2) de C2 , lorsqu'on identifie 
la puissance symétrique n-ieme de C2 àCn+1. 

En écrivant w = A\ t Q , on a donc : 

iX) = AnM(n> - A Q in) 
1 n > 2. 

79 



J.-C. YOCCOZ 

1.3 - Si À est racine de l'unité, d'ordre g, la matrice (\nM^ — À) n'est pas inversible 
lorsque q divise n — 1, donc A\jt n'est même pas formellement inversible. 

Supposons que A n'est pas racine de l'unité ; notons cn = (Xn-X),bn = \ncZ1 , 
^ ( n ) _ M ( n ) _ ! et p w = iX) =iX) =iX) = on a (№n>)n+1 = 0 , d'où : 

p ( n ) _ C - 1 

sq 
(l + frniVW)-1 

qs c 
- 1 

n 

qs 

fc=0 

iX) = l s iX) = 

wxw C. - 1 

n 

n 

k=0 

iX) = k 
k 

r = 0 

( - i ) fc-r ( c 

c 
) ( M ^ ) r , 

Comme on a M( M f = Mt+f pour t, t' G C, on a : 

M(n) 
wxwxr 

xww 
x 

U si ; < z , 
iX) =iX) = si j > i , 

d'où on tire : 

cx xc 
xcx c 

0 iX) =SÌ 7 < 2 

iX) =iX) = cx 
/c=0 i4fc|J-_i(-6n)fc si j > i , 

où on a posé Ak,m = 
cx 

r=0 
( - l ) f c - r r ™ ( h . 

1.4 - On pose Qo = 1 et Qk = 
xcw 

2=U 

iX) = fe!)-1 G C[X] pour fc > 1 

Lemme.— On a, Ak m — ̂  pour k > m et 

Xm = 
m 

k=0 

Ak,m Qk oour m > 0. 

Démonstration. Soit £ > 0 ; il suffit de vérifier que pour m < t les polynômes 

[de degré l au plus) Xm et 
s 

xw 

Ak m Qfc sont égaux, et pour ceci de vérifier qu'ils 

prennent la même valeur en 0 ,1 , . . . , £. Or on a Qk(j) = 0 pour k> j et Qk(j) = s( si 

k 
sd 

pour 0 < k < j , d'où : 

sd 

fc=0 
AkimQkU) = 

sddsi 

k=0 

Ak.m 
3 
k 

d 

3 

k=0 

k 

r = 0 

( - l ) f c " r r m 
k 

r 
d 
d 

= 
3 

r=0 

s 
r 

sdq 
i 

k=r 

(-i)fc-r K — r 
7 — r 

sqdqd•m. 
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Pour m > 0 , définissons : 

Am iX) = 
m 

k=0 

iX) =cc 

De la relation XQk = kQk 4 (fc + l)Qk+i pour k > 0 , on déduit (d'après le 
lemme) qu'on a : 

^4/c,m+l = k\ {Ak,m + ^ f c - l , m ) 5 0 < fc < m. 

On a ;4m,m = m! , A™--! ™ = m! m—1 
2 ; on tire de la relation précédente (par 

récurrence sin: m), qu'on a, pour 0 < k < m : 

0 < AkiTn < 
m — 1 

2 
Ak+l,m-

1.5 - Nous allons estimer P sd 
Om lorsque m et n sont convenablement choisis. 

Rappelons qu'on a : 
P (n) 

Om cxc ̂ ( A ^ - A ) - 1 ^ ^ ) . i X ) = 

Ecrivons À = exp(27ria) , et notons (pr/qr) la suite des réduites de a. Soit r G N , 
et n = qr+ 1 ; on a 

||^ra|| < g r 1 , 

| A n - A | = | A ^ - l | < 2TT 9r 
- i 

5 

d'où |6n| > i 
2TT 

[n - 1) . 

Soit m la partie entière de i 
3TT dssfd d'après la dernière relation de 1.4, on a, pour 

0 < k < m : 

0 < \bn\kAk,m< 
m — 1 

ds 
|6n|-1 \bn\k+1 Ak+hm 

< 1/3 |6„|fe+Mfe+1,m, 

d'où on tire : 

\Am(-bn)\ > l/3Am,m\bn\m 

> 
1 

3 
ml 

n— 1 
2TT 

m 

d'où I F sd 
Osdm l > 1 

3 sd m m\( n - l 
2TT 

\ m + l ^ 

1.6 - Pour r > 0 , posons nr = qr + 1 > 2 et mr = i 
3TT Qr 

sd définisssons : 

W(ZA,ZO) = 

r>0 

ds 
771 R 

1 z, nr—mr 
2 

81 



J.-C. YOCCOZ 

Alors on a w G E ; mais si g est Tunique série formelle telle que A\j(g) = w , on 
a : 

0(0, s2) = 
r>0 

sd 
sdsds(nr) 

0,mr 2i 

qui diverge à l'origine, d'après la dernière relation de 1.5 lorsque t ^ 0. Ceci conclut 
la démonstration de la proposition. 

2. 

Proposition.— Soient n > 2 , et A G GLn(C) . On suppose que A possède une 
valeur propre X de module 1 , et que le sous-espace caractéristique associé à À diffère 
du sous- espace propre. Alors il existe des germes de difféomorphismes holomorphes 
de (Cn, 0) , dont la dérivée en 0 est A , qui ne sont pas linéarisables. 

Démonstration. Il suffit de démontrer la proposition lorsque n = 2 et A = 
X X 
0 A 

Considérons l'opérateur B : E2 —> E2 défini par : 

B(g) =goA- Aog. 

En écrivant g = (01,02) > la seconde composante de B(g) est ^,1(02) , donc 
B n'est pas surjectif. D'après un résultat d'Il'yashenko ([II]), si w = (wi,W2) 
n'appartient pas à l'image de B , alors le germe de difféomorphisme Ft = A + tw 
n'est pas linéarisable pour presque toute valeur de t G C . 
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A P P E N D I C E 2 - Divergence des séries de Siegel modifiées lorsque la 
condition de Bruno est violée. 

1. D'après II.1.2, lorsque À G C* n'est pas racine de l'unité, l'application 
linéarisante H\ du polynôme quadratique P\(z) = X(z — z2) s'écrit : 

Hx(z) = z 1 + 
+OC 

n = l 

Hn(X)zn 
. 

où les Hn(X) satisfont à la relation de récurrence : 

H0(X) = 1, 

HJX) = (1 - A")"1 
i+j=n — l 

Hi{X)HAX). 

Définissons inductivement des nombres réels strictement positifs hn(X) par les 
formules : 

M A ) = 1, 

ftn(A) = | l - A " | - 1 
i+j=n — l 

hi(X) hj(\). 

On a alors | Hn(X)\ < M A ) . 

Pour démontrer leurs théorèmes de linéarisation, Bruno, et, avant lui, Siegel montrent 
que la suite (^Log/in(À)) > est bornée sous une hypothèse arithmétique adéquate 

sur À ; Bruno montre en particulier que c'est le cas pour A = Eia), a G B . 

D'autre part, d'après le théorème II.1.8, on sait que la suite I ±Log|tf„(A)| ; n>0 
n'est pas bornée lorsque A = Eia), a G R - Q - B. 
Il en est de même de la suite (^Log ^n(A))n>0. Le but de cet appendice est de donner 
une démonstration très courte de cette dernière assertion. 

2. Soit a un nombre réel irrationnel qui n'appartient pas à B . On pose A = E(a) , 
hn = hn (A) pour n > 0 , et a(n) = |1 — An| 1 pour n > 1. 

On note (Pn/Çn)n>o la suite des réduites du nombre irrationnel a , et A la partie 
de l'ensemble des qn constituée de ceux pour lesquels on a qn+\ > (qn + l)2. Par 
hypothèse, on a (cf.1.1.5) : 

gr+i - q'rgr+i - q'rgr+i - q'r 

Or, on a <j(qn) < \ qn+i , d'où : 

gr+i - q'r 

q 
- 1 
71 Loga(qn) < +oo. 
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On en déduit que A est infinie, et, en notant q'0 < q[ < . . . les éléments de A : 

(i: 
n>0 

Q q=1 
n 

Loga(q'n) = + 0 0 . 

Notons nr la partie entière de 
q'+l 

q'+l , pour r > 0 . 

Lemme.— La suite ( / in)n>i est croissante et on a, pour r > 0 : 

q'+l 
> ^q'+lr+l) 9 df 

df . 

Démonstration. La relation de récurrence définissant les hn s'écrit : 

/io = l sd 
hn = c r ( n ) 

i + j = n - l 

/ii /ij pour 71 > 1 . 

On a d'autre part, cr(n) > \ pour n > 1 . On a donc hn > 2a(n) hn-i > hn-i 
pour n > 2 , d'où la première assertion du lemme. 

Soit s > 1. On a : 

h2s-i > v(2s - 1) s 
2 
s-1 > 

1 

2 
sd 

2 
q'+l 

2h8-\ h(i_1)is_1 2h8-\ h(i_1)s_1 , t > 3 

d'où hi3-i > 
1 

2 
d d 

s - l df 
pour z > 2 , 

par récurrence sur i. En utilisant cette relation avec 5 = q'r + 1 et i = nr , on a : 

h(i_1)s_1 > v c v c v c 2 ^ ( 9 r + i ) V + i - 1 

2h8-\ h(i_1)s_1 2h8-\ h 

2h8-\ h(i_1) h nr 
xcx xcx 

Posons ctr — 7ir qrr qfr+i pour v > 0. On a : 

1 > ar > 
9r+i 

q'r + l 
- 1 

qs 

9r+i 
qs 

sq 

gr+i - q'r 

g r + i - q'r - 1 

9r+i 

Pax définition de A , on a (qL + l)2 < q'r+1 , d'où ar > 1 - î gr+i -

2 

; le produit 

r > 0 
ar est donc convergent. D'autre part, d'après le lemme, on a, pour tout r > 0 : 
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1 

Qr+1 
Loghq< > 

1 

wcw 
Logcr(gr+1) + aT 

1 

df 
Log /L/ 

> 
r>0 

sqd 
1 

*0 
Log hqoj) 

r + 1 

j=1 

1 
qj Logcr(^) 

. 

On conclut donc finalement qu'on a : 

Lim sup 
n—>+oo 

1 

n 
Log /in = +oo . 
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