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I. Introduction

On se propose dans cet article de donner une localisation précise des poles de dif-
fusion dans un cas modéle pour le probléme de Dirichlet & I’extérieur d’'un obstacle
contenant des coins et une trajectoire captive connectant ce coin a lui méme. Précisons
le probléme étudié. On considére © un obstacle borné de R?, on note Q = ©° et on
suppose que § est connexe. On note Rq(A), la résolvante sortante du Laplacien avec
conditions de Dirichlet, holomorphe dans ImA < 0, définie par la construction suivante.
Soit Uq(t) le propagateur du probléme

(62 = A)Ua(t)f 0, dans Q x R,
Ua(t)f loa = 0
Ua(t)f [t=0 = 0
OUa(t)f =0 = fE€CFR)

I

qu’on étend comme opérateur de L*(2) dans H}(Q). L'opérateur Rq()) est défini par
la relation :

+00
Ro()) = / e~ MUq(t)dt,
0

pour tout A € {ImA < 0}.

Comme 'opérateur U (t) est une contraction de L? (Q) dans H} (), il est clair
que cette relation définit une famille d’opérateurs bornés de L% (2) dans H} (Q2), ho-
lomorphe dans {ImA < 0}. Il est classique que la résolvante sortante Rq, considérée
comme opérateur de L2, () dans H} (), holomorphe dans {Im\ < 0}, s’étend en
un opérateur méromorphe dans le revétement simplement connexe de C*. Le probléme
qui nous intéresse est celui de la localisation des poles de ce prolongement, qu’on ap-
pelle poles de diffusion. L'intérét de cette question est que ces poles ont de multiples
interprétations: outre le fait que ce sont les poles de la résolvante, ce sont aussi les

points pour lesquels il existe une solution sortante non triviale de 1’équation
(1.1) (A+X)u=0ulon=0;

ce sont également (en dimension impaire d’espace) les pdles de la matrice de diffusion
(scattering) divisés par le complexe i et les valeurs propres du générateur infinitésimal
du semi-groupe de Lax et Phillips. Enfin, si on a également des estimations sur la
résolvante, ils permettent (en dimension d’espace impaire) de donner un développement
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asymptotique en grand temps pour les solutions de 1’équations des ondes dans © du
type

U f= Y, eI (f)+0 (e

ImA<C

ou IT,, est le projecteur spectral sur la “fonction propre” associée au pdle A vérifiant (1.1).
Nous donnerons également dans cet article une version affaiblie de ce résultat (le
théoréme 4) vraie en dimension d’espace paire.

Dans un cadre C'* le probleme de la localisation des poles de diffusion a été étudié
par de nombreux auteurs. Dans le cas ou 'obstacle est non captif (c’est & dire que
tout rayon issu d’une boule contenant 1’obstacle et se réfléchissant sur ’obstacle selon
les lois de I'optique géométrique sort en temps fini de cette boule), le résultat le plus
frappant est certainement le suivant qui est une conséquence des résultats de R. Melrose
et J. Sjostrand [19] sur la propagation des singularités:

Théoréme (R. Melrose J. Sjéstrand). — Soit © un obstacle C*®, non captif.
Pour tout N € N, il existe Cy > 0 tel que la résolvante sortante du Laplacien avec
conditions de Dirichlet dans Q est holomorphe dans l’ensemble

{N€ C; |ImA| < Nlog(|A]); |A| > Cn} U {ImA < 0}.

Par ailleurs en dehors de travaux de V. Petkov et L. Stoyanov [22, 23], le seul
cas captif connu précisement est celui ou © = ©; U O, avec ©; des convexes stricts
de classe C*. La trajectoire captive est alors celle qui minimise la distance entre ©,
et ©,. Cette situation a été étudiée par M. Ikawa [13], [14], [12] (qui a aussi étudié
le cas non strictement convexe) puis par C. Gérard [7]. Ces auteurs montrent que
dans ce cas qui est celui pour lequel la trajectoire est “le moins captive possible” donc
pour lequel les poles seront le plus loin possible de I’axe réel, ces poles se répartissent
asymptotiquement sur des droites horizontales et C. Gérard donne un développement
asymptotique explicite de tous les pdles dans les régions du type {A € C; Im\ <
C; C > 0}.

Théoréme (C. Gérard). — Il existe v > 1 tel que, pour tout A > 0, il existe C > 0
tel que, si on note Ajp, = ni + \/———lu}dZz log (v), alors il existe des développements
asymptotiques ay; tels que les péles situés dans la région

(M€ C;ImA < A, |\ >C}

sont tous dans des boules

'/\— <)\i,n+ Z ai,k)\;,’f>

N>k>1

< Cn|higl™

et chaque boule en contient ezactement un. (En toute rigueur, le résultat de C. Gérard
est démontré en dimension impaire d’espace alors que nous l’énongons ici en dimension
2, mais la démonstration est exactement la méme et I’énoncé légérement plus simple)

Nous allons étudier un cas modele intermédiaire entre la situation non captive de
R. Melrose et J. Sjostrand et la situation de M. Tkawa et C. Gérard. Pour cela, il faut
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1. INTRODUCTION

nécessairement sortir de la catégorie C™. Notre situation géométrique est la suivante : on
considére © = ©;UO,, un compact de R2. On suppose que le bord de I’obstacle ©;, 80,
est analytique et que 00, est aussi analytique sauf en un point O au voisinage duquel il
existe des fonctions a et b, analytiques au voisinage de 0 dans R, telles que localement O,
est défini par ’équation ©, = {(z,y) € R* xR, b(z) < y < a(z). On suppose également
que les obstacles O; sont strictement convexes. Il n’y a donc qu’une seule trajectoire
captive dans I'ouvert Q = (0©; U 0,)°, celle qui minimise la distance entre ©; et ©,.
Enfin on suppose que cette trajectoire connecte le coin & un point de ©,, A, et que O,
est strictement d’un seul coté de la normale & [A4, O] au point O (exceptée la derniére ces
hypoth&ses pourraient étre affaiblies en “©,; pas trop concave au voisinage de A et [A, O]
est la seule trajectoire captive”, supprimant I’hypothese de convexité de ©;, mais ceci
compliquerait inutilement Particle). On notera d la distance entre les obstacles ©; et O,.

F1G. 1.1 — Les obstacles

Dans ce cadre la géométrie est dans un certain sens beaucoup plus favorable que
dans le cas C™ étudié par C. Gérard et M. Ikawa. En effet une trajectoire captive
de type hyperbolique (dans l’espace cotangent) posséde une variété stable rentrante
et une variété stable sortante alors qu’il est facile de voir que dans notre situation un
rayon qui rebondit un nombre suffisament grand de fois (mais fixe) sur les obstacles
a nécessairement rencontré le coin (et non pas un voisinage du coin comme dans le
cas C®). Cette géométrie particulierement favorable va nous permettre de donner un
résultat plus complet que celui de C. Gérard et de calculer (presque) tous les poles
localisés sous une courbe logarithmique arbitraire {A € C; ImA < Clog(|A])}; C > 0}.

Le résultat principal que nous obtenons est le suivant:

Théoréme 1. — Pour tout N € N, il existe Cy > 0 tel que

i) Il existe Cly > 0, M < N?, (ap, qp)0<p<M € C x Qt tels que, si on note, pour
tout p, (A, vp)]EZ’ la suite des solutions de l’équation

6—21)«1
U

qui vérifie alors

Re(hyp) ~ % Im(yp) ~ S22 10g

pour chaque p, il existe un developpement asymptotique (bk»P)keN’ un exposant T, €
Q; tels que pour tout m € N, il existe Cy, tel que chaque boule d’équation

- <AJ,,+}:( ") bk‘,,)

<C, l)\j,pl_(m+l)/rp
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contient un péle de diffusion (avec multiplicité si plusieurs de ces boules sont
d’intersection non vide) et sur l’ensemble

{ImA < M2 0g ) — s 1N > oN},

tous les péles de diffusion sont dans une telle boule.

it) Si on suppose g, rangés par ordre croissant, o =0, 7o =1

—_ [T _-in/
w=—\aarame @)

ou ¥ est une fonction analytique de o, ’angle extérieur au coin et de 6, l’angle
entre le coin et la trajectoire captive et q; > 1/2.

cos (%) sin’ (26)

asin (%) sin (26 + %) sin (26 — %)

¥ (a,0) =

Cet énoncé montre que comme annoncé les poles de diffusion se repartissent asymp-

totiquement sur des courbes logarithmiques.
ImA

- 2dImA = (3 + N) log (|A])
2dImA = (3 + qur) log (|A])
L kT e e G B (R
RS S » - 2dIm) = }log (]A])
T : AN Re)

poles

F1G. 1.2 - Péles situés sous une courbe 2dImA = (3 + N)log (|A).

Remarque 1.1. — Dans le cas ou l’'obstacle est de classe C™ la situation est trés
différente puisque, d’une part le résultat de R. Melrose et J. Sjostrand montre que s’il
n’y a pas de trajectoire captive il n’y a qu’un nombre fini de piles sous toute courbe
logarithmique, et d’autre part les résultats de C. Gérard et M. Ikawa montrent que s’il
n’y a qu’une trajectoire captive de type hyperbolique alors on a une infinité de poles da
distance fize de l'aze réel.

Remarque 1.2. — D’un point de vue numérique notre résultat est & rapprocher d’un
résultat de O. Poisson [24] qui calcule numériquement les péles de diffusion pour le
probléme de Neumann d lestérieur d’une fissure rectiligne dans R2. En effet, l’ouvert
posséde aussi dans ce cas une unique trajectoire captive reliant un coin (dégénéré) a un
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1. INTRODUCTION

autre (celle qui connecte une extrémité de la fissure & l’autre) et les calculs de O. Pois-
son (antérieurs a notre résultat) font clairement apparaitre des péles de diffusion situés
asymptotiquement sur des courbes logarithmiques (au moins pour les trois premiéres
courbes), de maniére remarquablement précise puisque la répartition asymptotique ap-
parait pour des fréquences de lordre de 5 (si la longueur de la fissure est 1). Enfin on
peut vérifier numériquement sur ces résultats la pente logarithmique en ﬁ de la pre-
miére rangée de poles qui est celle que notre résultat annonce (si on lextrapole au cadre
étudié par O. Poisson)

La démonstration de ce résultat a été rendue possible par le calcul extrémement
précis de 'onde diffractée par un coin quand l’onde incidente est conormale analytique,
réalisé par P. Gérard et G. Lebeau [8]. Notre démonstration repose de fagon cruciale sur
ces résultats. Le plan de l’article est le suivant. Dans une deuxiéme partie nous définis-
sons des fronts d’onde Sobolev et Gevrey pour les solutions H! de I’équation des ondes
avec conditions de Dirichlet dans un ouvert a coins et nous démontrons un théoreme de
propagation des singularités le long des rayons C'* ou analytiques selon le cas pour ces
fronts d’onde. Dans la troisieme partie nous démontrons un résultat analogue a celui
de C. Bardos, G. Lebeau et J. Rauch [1] pour un ouvert & coins non captif, c’est & dire
que dans ce cas la résolvante sortante tronquée admet un prolongement analytique sous
un courbe inverse cubique Im\ < ge~¢M"? |A| > C. La quatriéme partie est consacrée
a la construction des opérateurs associés au rebond microlocal le long de la trajectoire
captive. Nous résolvons un probléme de Grushin associé a ces opérateurs dans la cin-
quiéme partie. Dans la sixiéme partie nous calculons des développements asymptotiques
pour les zéros d’une matrice qui résoud ce probléme de Grushin, nous montrons qu’ils
correspondent aux podles de diffusion et nous démontrons le théoréme 1. Enfin dans
un appendice nous avons rassemblé des parties plus techniques ou en particulier nous
établissons d’une part de fagon systématique un lien entre front d’onde et ensemble de
fréquence et d’autre part nous utilisons ce lien pour déduire a partir des résultats de
propagation des singularités, des résultats de propagation des ensembles de fréquence.

Terminons cette introduction en remarquant que R (—X) = R(X), ce qui nous per-
mettra de limiter notre étude & I’ensemble ReA > 0.

Remerciements. Je voudrais remercier J.M. Schlenker pour les discussions qui ont
permis la rédaction de ’appendice D et tout particulierement G. Lebeau qui m’a indiqué
ce probleme, pour les discussions que j’ai eues avec lui sur cet article.







II. Propagation des singularités
dans les ouverts a coins

Nous allons dans cette partie étendre les résultats de propagation des singularités
de R. Melrose et J. Sjostrand [19] dans le cadre C*™, de J. Sjostrand [27] dans le cas
analytique et de G. Lebeau [16] dans le cas Gevrey au cas ol 'ouvert considéré comporte
des coins. On se limitera a I’étude d’une équation d’ondes en dimension 2 d’espace. Dans
le cadre analytique ce travail a déja été réalisé par G. Lebeau ([18]), dans le cas plus
général d’un diedre.

2.1 Géométrie

Soient a et b deux fonctions réel-analytiques, telles que a (0) = b(0) = 0, &' (0) <
0 < a' (0). On supposera que l'ouvert  C R? coincide avec 'un des ouverts Q' et Q¢
définis par:
(2.1) O ={(z,9); >0, b(z) <y <a(z)}

' Q¢ ={(z,y); z<0ouz>0y¢[b(z);a(z)}

On notera
A ={(z,y); >0, y=a(z)},
Bz ={(z,y); >0,y =0b(z)},
O=(0)0)1 L=OXRt,
6Qi’e = Al U Az U O,
M =Q x R,, avec Q = Q¥
51,2 = A2 x Ry,

(2.2)

On notera Ty M le fibré cotangent jusqu’au bord & €2 dont on a retiré la section nulle.
Au voisinage des coins on a

TyM =T*M\OUT*A; \OUT*A; \OUT*L\ 0.
On a une projection naturelle:

T*R** |y Ty M

9
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FiG. 2.1 — La géométrie au voisinage des coins

et on munit Ty M de la topologie induite. On note ¥, la projection sur Ty M de la
variété caractéristique (Car (O)) de ’équation des ondes, d’équation 72 = |£|2. On
définit dans Ty M les régions elliptique (£), hyperbolique (H) et glissante (G) par:

E=Ty M\ 5,
H={peTyM\0; f{r~" (p) N Car (D)} # 1},
G={peM\O0; {r™" (p) nCar(O)} = 1}.

Définition 2.1. — On appelle rayon analytique (respectivement C* ) toute applica-

tion -y, définie sur un intervalle I de R d valeurs dans Xy, continue, telle que pour tout
tyo € I,

- sty (to) ¢ T*L alors 7y est un rayon analytique (respectivement C*® ) au sens usuel
au voisinage de ty,

- sty (to) € T*L alors il existe € > 0 tel que y(s) ¢ T*L, V0 < |s — ty| < e.

On pourra également par abus de notation appeler dans la suite rayons les projections
des rayons sur l’espace des z, €. On gardera alors comme orientation des rayons celle qui
vient de l’orientation dans Uespace des t,7 = €|, x,€. C’est a dire qu’on appelera, si T
est un point intérieur, demi-rayon issu de (z,€) vers t < 0, le rayon qui au voisinage
de z coincide avec (x — t€,&); t <0, pour |t| assez petit.

On rappelle les propriétés suivantes des rayons:
Proposition 2.2. — Soit K un compact de ¥y et a < b, alors l’ensemble des rayons
définis sur [a,b], d valeurs dans K est soit compact pour la topologie de la convergence
uniforme, soit vide.

Dans le cas analytique cette propriété est démontrée par G. Lebeau ([18]), Proposi-
tion 2.1, et dans le cas C™ il suffit de vérifier que I’ensemble des rayons C™ est fermé
pour la topologie de la convergence uniforme; or si une suite de rayons <y, converge
uniformément vers y sur [a,b] et si y(ty) ¢ T*L il existe € > 0 tel que pour tout n
assez grand et pour tout |t —to| < € 7, (t) € T*L. D’apreés L. Hormander [11], théoréme
24.3.12, 7 |[to—e,to+¢] €St un rayon C.

10



2. PROPAGATION DES SINGULARITES

2.2 Front d’onde, propagation des singularités

Soient u € C! (R ; L) N C° (R, ; HY) et v € LY, (Q x R;) nulle au voisinage des
coins, solutions de

Ou = v dans Q2 x R;.
Définition 2.8. — On notera pour s > 1, WEF§ (u) C Ty M, le front d’onde Sobolev
d’ordre s de u défini par py ¢ WES (u) si et seulement si:

- st po & T*L alors py n'appartient pas au front d’onde Sobolev d’ordre s jusqu’au
bord au sens usuel,

~ sipo € T*L, il eziste p € C° (Ry) et ¥ € CP (R2) telles que ¢ (o) # 0 et ¥ (O) #
0et

(2.3) / N Fu () g (14 17F) b < oo,
T7/7020

c’est & dire que u est microlocalement en (to, 7o) de classe H™' & valeurs H}
au voisinage de O et donc, comme u est solution de [’équation des ondes avec
conditions de Dirichlet, u est microlocalement en (to,70) de classe H a valeurs L2
et de classe H{™' & valeurs H} , au voisinage de O.

Définition 2.4.—  On notera WE® (u) = U1 WF (u) le front d’onde C™ jus-
qu’au bord de u.

On rappelle qu’une fonction f € C® (R"™) est de classe Gevrey o (1 < o) si et
seulement si elle vérifie I’estimation suivante:

VK CCR"3C >0; Ya e N"Vz € K | 82f(z) < Cl*I1(3al).
On note f € G’ (R™).
Définition 2.5. — On notera, pour o > 1, SS7 (v) C Ty M, le front d’onde Gevrey

d’ordre o de uw défini par py ¢ SSf (u) si et seulement si:

- si pg & T*L, alors py n’appartient pas au front d’onde Gevrey d’ordre o au sens
usuel,

— 81 po € T*L, 1l eziste 1 € C° (R2), telle que 1 = 1 au voisinage de O, et si
Tovu (w,z,A) = /e’\(""t'tz/z)w(t)u(t, z) dt,
il existe un voisinage W de wy = tg — i1g, €9 > 0 tels que pour tout w € W on a
I Tovu (w, ., A) ey < vo(w)=eoX /e

avec o (w) = 1 (Rew)?. C’est d dire que u est microlocalement en (ty, 7o) de classe
Gevrey o en temps a valeurs H' en espace au voisinage de O.

11
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On commence par rappeler quelques propriétés vérifiées par la transformation de
F.B.IL, T,
Lemme 2.6. — La transformation Ty vérifie les propriétés suivantes :

1. Il exziste C > 0 tel que pour tout t € R, on a, pour H = L? (Q) ou H' (Q),
. a2 C
(24) [ Tow (t — ic, 2, A) €7 7 || L2Ra; &) < 7XHU||L2(Rt; H)-
2. Il existe C > 0 tel que pour toutt € R, on a
. 12 - P
(25) ||T0u (t -1, T, )\) (1 + |0’|2) / AT ”L’ Ro x€) \/_|]'u,]|H1(RhL2(Q))

8. On a les formules d’inversion suivantes :

Yu (¢, x)

A 2

4. Si on note U la transformée de Fourier partielle de u par rapport ¢ t, on a,
siu € L* (Ry),

(2.6) u (M, z) = \/; / e T Ty (¢ — i, 2, \) dt.

5. Enfin, si u est a support compact en t

(27) ]|T0u (S - ia, .'L‘) “Loo(Rt)

< diam (supp (u ))1/2e§( -diSt(s’supp(u»z)““ (. z) [l L2(ro)-

On commence en effet par remarquer que
) 2 $2
M AT T (t — i) = Fyyr (e"\Td) (t+s)u(t+ s)) (r=2a).
La premiére inégalité est donc conséquence directe de la continuité L? de la transforma-

tion de Fourier et la troisiéme est juste une réécriture de la formule de transformation
de Fourier inverse en s = 0. On a donc également

i/\aei’\t“"\%Tmﬁu (t —ia) = Foosr (% (e_’\%w (t+s)u(t+ s))) (r = Aa)
= Forsr (—)\se'*%w (t+s)ut+s)

+ e’*%& WE+s)u(t+s)(r= /\a)).

12
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‘2 2 . N 3 2 L2 rs .
Comme Ase™T < Cv/A, on en déduit la deuxiéme inégalité. On a également, si 6 €

O (R) et 0 (0)2 1,

/ e NTyTou (t i, 3, )) dt = lim N0 (ct) dt / T Y (5) u (s) ds

. t—s)2
=lim [ e ™ *yu (s) ds/e"\( > 6 (et) dt.

e—=0

La quatriéme proposition est donc conséquence du théoréme de convergence dominée.
Enfin la derniére proposition se démontre facilement en estimant brutalement I'intégrale
définissant Tj.

Nous rappelons également le résultat suivant di & G. Lebeau,
Lemme 2.7. — On a la formule d’inversion suivante, dont on trouvera, par exemple
une démonstration dans [5], lemme 1.7.

(2.8) Yu(s) = 4% /0+Ooe_TAd/\ Z (1 + 6%) (e_%(t_ie)zTowu (t- ie/\)) .
e=%1

Nous allons donner une définition équivalente du front d’onde Gevrey au coin:
Proposition 2.8. — Soient v € L}, (Rt X Q), o>1, (to,70) € T*R; \ {0} et g €
Cs° (R2). Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

1. Il existe ¥ € C5° (Ry), égale a 1 au voisinage de ty, C > 0 et W un voisinage
de ty — i1y tels que pour tout w € W et tout A >0 on a:

1/o0
(2.9) 176 (Tgu) [|r2() (w, A) < Cet(Rew)? =2~

2. 1l existe p € G§ (Ry), égale a1 au voisinage de ty et C > 0 tels que pour tout n €

Nona:
1/2
(2:10) ( [ 17 @Fegu) e (r)) < 0™ (om)™.
;0->0
Avant de démontrer la proposition 2.8, on en déduit le résultat suivant :
Corollaire 2.9. —  Soit 0 > 1. On a l’équivalence entre les deux propositions sui-
vantes:

1. Le point pg = (zo = O, ty, & = 0,79) n'appartient pas au front d’onde Gevrey de u.

2. Il existe ¢ € G§ (Ry), égale a 1 au voisinage de ty, g € CS° (R?) égale d 1 au
voisinage du point O et C > 0 tels que pour tout n € N on a:

(/

0

1/2
o | Fesr (0 pgu) ”3{1(0) (7’)> <cmtt (an)".
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Pour démontrer ce corollaire, il suffit en effet d’appliquer la proposition 2.8 & gu et
a V; (gu).

On revient & la preuve de la proposition 2.8. On suppose par exemple 7o = 1. On
suppose que W est de la forme ]tg —¢, to +¢[+i]7o —€, 7o +¢[ (avec € > 0). On commence
par démontrer 1 = 2. On choisit ¥ vérifiant (2.9), ¢ & support inclus dans l'intérieur
de I'intersection de 'ensemble ¥ = 1 avec |ty — €,ty + £[ et g € C$° (R2). Le point de
départ est la formule d’inversion (2. 8) On a donc:

a=%1

pu(A)

= Ia=1 + 1 =—1-

Etudions d’abord la contribution de & =1 a cette intégrale:

Apy = ﬁ/e‘iM (a6)" (cp ) /”:o e? (1 + %) (e""zi(t"i)2 (Toyu (t — 1, p)))) .

Par hypothese, il existe C,C’ > 0 tels qu’on a, pour tout z dans un voisinage complexe
de supp (¢) x {—1i} de taille ¢,
| < Cez(lmmz) ‘%,—

—by2
(T
|78 @opu )|,

D’apres les formules de Cauchy appliquées sur un cercle centré au point ¢ — i de
rayon 1/u, on a done, quitte & agrandir C, pour tout ¢t € supp ()

1/o

1/o

oy (1-{—?—;) ( §(t=9’ (Tovu (t — 14, 1)) H < CMtyres—for,

Pour tout n € N, l'intégrale

(2.11) / I a=1ll72qy (A7) dA
A>0
se majore donc par
(2.12)
+oo AN ’
oot ([t (14 2) (4T Tvute-i)) )|
n=0 2100

<oy [ (ctatew)
k=0 v t€supp(p)

ok ([T o 0\ (-t :

op* </u=0 ez <1+E) (e 3(t-0) (Towu(t—z,p))))
< n! 2 k 2ko

<2 (mmimay) 0

2
</ / C(n-—k)+1#(n—k)e: 637/0 dp,dt)
tesupp(p) v p>0

< AB™! (om)™™,

2

14



2. PROPAGATION DES SINGULARITES

puisque l'intégrale
—ul/e
/ pte" dp
u>0

se majore aisément par récurence par AB™ (on)”".
Il reste & étudier la contribution de [o—_;:
+oo

Aoy = ?41—71_ / e~ T [tp (t) e

u=0

D)

La contribution de la région {A <1} N {x < 1} & lintégrale

(213) [ Mamallay (%) da
A>0

se majore facilement en norme L? () et pour majorer le reste, il suffit d’intégrer par
parties en utilisant ’opérateur

(i(/\+n)[itu(t—8))n’

ce qui donne pour

A2 | Loy 2 dA,
A>0

une majoration similaire & (2.12) et donc démontre 1 = 2.
On va maintenant montrer 2 = 1. On a

[ A i A
TO (QO'U:) (tO - iTO, z, )‘) = ﬁ / e_%(T_TO)Z—’-MtO(T—TD)(pu ()‘Ta .’II) dr.

La contribution dans cette intégrale de la partie 7 < 75/2 se majore aisément en
A2
norme L* par e~270||u||;2(r,) €t on a

‘ 'i / e—/\(T—TO)2+iAto(T—To)@ (AT, w) dT
2m ‘r>:20-

<OVA [ Omy e [ i
T>12°‘ >R

2

2

2 2n
S A2n+2 (o_n)2an x ()\_TO)
\l/eo

<Ce T,
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. . . 1/ . ..
si on choisit n = "—C—° avec C assez grand; ce qui conclut la preuve de la proposition 2.8.

Lemme 2.10 (Régularité elliptique). —  Les fronts d’onde Sobolev et Gevrey
vérifient les inclusions suivantes:

V1< s < 4oo, WE (u) C Ly,
V1< o < +o0, S5 (u) C .

En effet, en dehors des points de T*L, ce résultat est standard et sur T*L, il est
vide.
Proposition 2.11. —  Les fronts d’onde définis par les définitions (2.8), (2.4) et
(2.5) sont fermés, localement compacts dans Ty M et coniques pour l’action naturelle
de R** sur Ty Q.

Ce résultat est classique en dehors des coins. Au voisinage d’un coin, la définition
des fronts d’onde Sobolev implique qu'’ils sont coniques. Dans le cas Gevrey, c’est une
conséquence du corollaire 2.9. On vérifie maintenant que ce sont des fermés. Etudions
le cas Sobolev: on va montrer que si pg € T*L et si pg ¢ WFy (u) alors il existe € > 0
tel que pour tout

pP1= (xlytl’glyTl) SR ({(zat)§77-) € T*R3 |ﬁ7 I-'EI < g, lT - T0| < g, |t - t0| < 5}) )
alors p ¢ WF? (u).

1. si z; = O, la conclusion est triviale puisque la condition définissant W Fy (u) est
ouverte,

2. si 17 # O et 1, € A, d’apres la proposition 2.10, on peut supposer que p; € .
D’apres ’hypothese, il existe ¢ € CF° (Ry) et ¥ € C° (R2) telles que ¢ (to) # 0
et Y (0) #0et

1) [ )l (4 17F) 7 b < o
7/T020

On se place dans un systéme de coordonnées o A; = {(z =0,y > 0)}, on
note x; = (%o, Yo) et on choisit hy o € C§° (R) telles que hy(x)ha(y) est & support
dans l'ensemble ot la fonction 1 vaut 1, h, est & support dans R** et hy (z) hy (y)
ne s’annule pas au point z;. On a donc par hypotheése,

// /”7'-;:;¢<Pu (1,&2,°) ”iz(Rf) A+ 1) (L + P+ |71) < +oo,
T/T0 n

ol on choisit le signe + ou — selon qu’on est dans le cas de ’ouvert intérieur ou de
I'ouvert extérieur, d’apres la définition de W Fy (v). Comme le front d’onde W Fy
est inclus dans %, on a |r1| > ¢|m|. Si " est un voisinage conique de (71, 7,) assez
petit, on a donc:

2 2 s
JIF s 0 () B (L 17+ o) < o0,
donc (z1,&1,t1,71) ¢ WF (u) au sens usuel.
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2. PROPAGATION DES SINGULARITES

Les cas £ € Ay et x € M se traitent de la méme fagon; ce qui montre que les fronts
d’onde Sobolev sont fermés. On montre que SS7 (u) est fermé de la méme maniére.

On va maintenant montrer que les fronts d’onde sont localement compacts. Soit pg €
WF§ (u) (respectivement py € SS7 (u)). Si za ¢ Ay U Ay U {O}, alors py admet un
voisinage compact ; le résultat est donc immédiat. Si o € A; U Ay U {0}, alors py €
7 ({|z — zo| <&, |t — to] <e,|7 — 10| <&,]€]* < 2|7]%}) et cet ensemble est un voisinage
compact de pg.

2.3 Propagation des singularités

Le but de cette partie est de la démonstration du résultat suivant
Théoréme 2. — Soit u € H} (Q) solution de Ou = 0 dans Q x R;. Alors les fronts
d’onde WF{ (u), SS{ (u) sont réunion de rayons (analytiques pour o < 3 et C* sinon)
mazimauz; c’est & dire que par tout point pg € WE; (u) (respectivement SSy (u)), il
passe un rayon C™ (respectivement C*® si o > 3 et analytique si 0 < 3) qui est inclus
dans WFy (u) (respectivement SSY (u)).
Remarque 2.12. — Pour o = 1, ce résultat est conséquence du théoréme 5 de

G. Lebeau [18].

Tous les rayons que nous considérerons seront paramétrés dans le sens des temps
croissants. On notera F = WFy (u) ou F = S5 (u), selon le cas considéré. On va
montrer que si pp € F' NT*L, alors il existe un rayon, v : [—a,0(— TyM N L, N F, C®
ou analytique suivant le cas, tel que lim,_o- 7y (s) = pp. Comme on peut faire le méme
raisonnement pour s > 0 et comme les fronts d’onde sont fermés, on aura alors montré
le théoréme 2 au voisinage d’un point de T*L. Comme le résultat du théoréme 3 est
classique en dehors de T*L, le théoréme 2 sera démontré.

On reprend des notations de [18]. On notera f;o,a» I’ensemble des rayons analytiques

définis sur [—a, 0[, tels que lim,_,o- ¥ (s) = po, [',, , 'intersection de f;w avec ’ensemble

Pensemble égal & f‘;w dans le cas o F = SS7 (u), 0 < 3 et

po,a?

des rayons C*® et '

a I:;M sinon.
Lemme 2.13. — Tout rayon défini sur un intervalle non vide |a, b[, d valeurs dans &

se prolonge en un rayon défini sur R.

En effet, sur «, on a |7 (7 (s)) | = Constante et |€(v(s))| < |7 (v (s)) |- En dehors
des points hyperboliques et du coin qui sont isolés, on a I‘fi—fl =|¢|=1et |g—§| =|r|=1.
On en déduit que dist (y(s),v(r)) < |s —r|. D’aprés le lemme 7.II de [18], I'intervalle
maximum de prolongement, I, de y est donc fermé dans R, il est également ouvert car au
voisinage d’un point n’appartenant pas & T* L, ce résultat est classique et siy (c) € T*L,
on peut prendre n’importe quel demi-rayon issu de v (¢) pour prolonger .

Nous allons montrer I’analogue du théoréme 3 de [18]:

Proposition 2.14. —  Soit u solution de Ou = 0 dans Q, u € H} (Q), et soit py €
T*L. On suppose qu’il existe un voisinage compact W de py = (O,ty = 0,79) dans I
et ag > 0 tels que pour tout p € W, s’il existey € T, ., a < ag, y(—a) =p, alorsp ¢ F.
Alors py ¢ F.

po,a’

17



N.BURQ

On notera p§ = (2o = O,t = s,§ = 0, 7). Sous les hypothéses précédentes, on a:

Lemme 2.15. — Il existe ag > 0 et € > 0 tels que pour tout rayon vy : [—ay, 0], tel
que 7 () = 70, st on a (z (v(0)),t(v(0))) € B((0,t),¢€), alors on n’a pas
(2.15) v ([~ao,0]) C F.

On raisonne en effet par ’absurde, supposons qu’il existe des rayons vy, C F définis
sur [—ao,0] et tels que 7 (1) = 7o et (z(71a(0)),t (1 (0))) € B((O,t),¢). Quitte
4 extraire une sous suite, on peut supposer que les rayons <y, convergent quand n
tend vers l'infini vers un rayon qu'on note <y, défini sur [—ay, 0], inclus dans F et tel
que v (0) = (O, to, 7o), ce qui contredit les hypothéses de la proposition 2.14.

Le lemme suivant est une conséquence directe de la conservation de ’énergie et de

la vitesse finie de propagation du support pour ’équation des ondes:
Lemme 2.16. — Soient u € H} (Q) solution de Ou =0, et a,n > 0. S5 u est micro-
localement en 1o # 0 de classe Gevrey o (respectivement H*™!) sur Uintervalle [—a, a]
a valeurs dans H' (2N B(0,n)), alors, pour tout s > 0,6 > 0, u est microlocale-
ment en 7y de classe Gevrey o (respectivement H*™!) sur [-a — s +e,a+ s —¢€] &
valeurs H' (2N B(0,n — € — 5)).

Démontrons d’abord le cas H®. On fixe ¢ > 0. Soit © € C§° (R?) telle que supp (©) C
B(0,n),®=1sur B(O,n—¢) et 0 <O < 1. Soit ¥ € C®(Ry) telle que ¥ |4<c_o=
0, ¥ |¢t>—a+e= 1. On notera v la solution de

Ov=Y"(s)O (z)u(z,s)+2¥ (s)© (z) Opu (s, ),
(2.16) V |t<—a= 0,
v € H} ().

c’est & dire
t
v(t,z)= U(t—s)[¥"0Ou+2¥'0u] (s, z)ds,

ol U est le propagateur de 1’équation des ondes avec conditions de Dirichlet sur €2:

ou (t) Uy = 0,
U (0) U = 0,

oU (0) Uy = Uy € L? (Q) ,
Ut)u € H Q).

La fonction w = v — Wu vérifie alors I’équation obtenue en remplagant dans (2.16) ©
par 1 — ©. D’apres la vitesse finie de propagation du support pour les solutions de
I’équation des ondes, on a

(2.17) w=0sur {(z,t); t >0,z € B(O,aa—¢—t)}.

Soit g € C§° (R). On note

E4 (s,u) = /eRi /Q |Fearg (s + 1) Vi ) + | Frorg (s + 1) Byu () (1, z) drd.
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2. PROPAGATION DES SINGULARITES

On a alors:

liEi (s,v) = / Re / / e % dtg (s +t) Vv (z,t) / e"'"g‘(’—’ (s +1t) Vudt
2ds Rt aoJRrR R ds

+ / / e "dtg (s +1t) O / e‘“’dt@ (s+1) Bth
aJrR R ds

= Re / / e~ dtg (s +t) Vv (z,t) / dte~#7g (itVv — 8, Vv)
L/a /R R

Rt

—itT —itr it — t2
+/ﬂAe dtg(s+t)6tv/Re dtg (s +t) (i70v — O ’U)J
= - Re /Q /Re" Tdtg (t + s) Opv

/R dte=#mg (t + s) (=" (s) 8 (z) u (z,s) — 2% (s) © (z) Bpu (s, x))]

S E:t (S, 'U)1/2 Ai /{; |-7:t—»7'g (3 + t)
(=0 (s)O(z) u(s,z) — 29 (s) © (z) Dsu (s, z)| drdx)
< CEs (5,v)"* Ex (s, (1] + |¥']) © (z) w) /2.

On en déduit que
t
(218 Ba(t ) <0 [ BY (W +1¥)0@)w).

En utilisant cette remarque et 1’équation

06fv = oF [0V u + 2V'08u],
6::1) |t<—a = 07
6t’°v |ag = 0,

il est clair que sous les hypotheéses du lemme 2.16, v est microlocalement en (¢, 7) de
classe H*~! & valeurs H} (), pour toutes les valeurs de ¢ et uniformément par rapport
a t. D’aprés (2.17), et comme ¢ |t>—q+e= 1, il en résulte que u est microlocalement
en 7y de classe H*"! sur [~a+s+¢e,a+s—¢] avaleurs H (QN B(0,n—¢ — s)).

La démonstration du lemme 2.16 dans le cas Gevrey o se fait de la méme maniére
en utilisant le corollaire 2.9 et des troncatures de classe Gevrey au lieu de C.

On revient & la démonstration de la proposition 2.14. Soit z; € QN B (0, n) et y €
s ., a>0,a < ag tel que IT; (v (—a)) = z;. On note

po.a
' = {v, rayons analytiques : [—a, s,[— Zp; Iz ;v (—a) = (z1,7), Iy (sy) =0},

I’ensemble des rayons analytiques issus de (z1,7y) & 'instant —a et

Sivx = 7Lélr{87}’
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I’ensemble des instants d’arrivée au coin des rayons analytiques issus de z; & I'instant ¢ =
—a. La proposition suivante qui va nous permettre de déduire la proposition 2.14 dans
les cas Sobolev et Gevrey du méme résultat démontré par Lebeau [18] dans le cas
analytique est démontrée en annexe:

Proposition 2.17. — Il existe C > 0,09 > 0 tel que pour tout ayg > a > 0,
z € B(O,C)NQ, S, est un fermé de mesure nulle dans R.
Remarque 2.18. — Ce résultat reste vrai pour tout x € 2, mais la démonstration

est un peu plus délicate.

On peut maintenant démontrer la proposition (2.14) dans le cas H®, s > 1. On
reprend les notations du lemme 2.15. On prend C > 0, o = C//2 vérifiant les conclusions
de la proposition 2.17, qu'on pourra éventuellement diminuer et € > 0 et ao vérifiant
les conclusions du lemme 2.15. Soit z; € B(O,C) N Q. D’aprés la proposition 2.17, il
existe e; > 0 et t; < 0 tels que |t; —e1,t,[C S5 N] —¢,€[. Un raisonnement par I’absurde
montre qu’on peut supposer qu'’il existe 5 > 0 tel que pour tout z € B (z1,£2) N, on
a

(219) ]tl - 261/3,t1 - 61/3[C an] - E,E[.

On remplace pour plus de simplicité ¢; par ¢; + £1/3 et €,/3 par €;, ce qui implique le
lemme :

Lemme 2.19. — Pour tout z, € QN B(O,C), et tout € > 0, il existe 1,9 > 0 tels
que pour tout T € B (z1,€2) N Q, on a:

]tl - El,tl[c S;ﬂ] - 5,5[.

Les constantes €;, > étant ainsi fixées, on prend x € C¢° (R?) et ¥ € C™ (R;) telles
que

supp (x) C B (z1,¢2),
x =1 sur B(zl,%l),
‘Ij |t<—o¢E 07
VU |is—ate2=1 (6 > 0).

Soit v la solution de

Ov =" (s) x (z) u(z,8) + 2% (s) x (z) Qyu (s, ),
(220) v |t<—agE 0,
v e HHQ).

D’apres les résultats de propagations des singularités avec second membre, en temps
petit (c’est & dire tant qu’on ne rencontre pas le coin), les seuls rayons porteurs de
singularités analytiques de v sont ceux qui sont, pour ¢ € [—a,—a+¢/2] issus du
support de ¥, or, d’apres (2.19) et comme & tout rayon analytique issu du point (z,t) et
rencontrant le coin (O, t'), on peut par translation du temps associer un rayon analytique
issu du point (z,t + s) et rencontrant le coin (O,t' + s), aucun de ces rayons porteurs
de singularités analytique de v n’arrive sur le coin pour ¢ €]t; —e; +£1/2,¢1[. D’apres le
théoreme 5 de [18], v est microlocalement en analytique en temps & valeurs H{ (2) en
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2. PROPAGATION DES SINGULARITES

tout point (t,z = O, 79); t € [t1 — £1/2,11]. Par compacité, il existe donc p >0, g =1
sur B(O,n) et ¢ = 1 sur [t; — &1/3,t1 — €1/4] tels qu'on a l'estimation (2.3) pour la
fonction v. On dira qu’alors v est sur [t; — €1/3,t1 — £1/4] microlocalement en 7o de
classe H*~! & valeurs H{ sur QN B(O,n) et on notera

v E H.i(;_l ([tl —81/3,t1 - 51/4]; H& (QﬂB(O,n))) .
On note
T =sup{T > t; —&1/3; v € H, ([t —1/3,T); Hy (RN B(0,7n))).

On supposera que la constante 7 est inférieure a la constante £ du lemme 2.15. D’apres
ce qui précede, T > t; — £1/4. On veut montrer que T > 0. On va en fait montrer
que T > e. Si ce résultat n’était pas vrai, alors v ¢ HZ (Ry; H) (2N B(0,n))) au
voisinage de ¢t = T ce qui donne deux possibilités:

v ¢ H: (Ry; Hy (AN B(0,1) \ B(O,¢))) au voisinage de t = T,
v ¢ H: (Ry; Hy (2N B(0,¢€))) au voisinage de ¢t = T.

Le deuxiéme cas est impossible d’apres la définition de T et le lemme 2.16. Dans le pre-
mier cas, il existe nécessairement py = (z¢ # O, T, &) € Ly NWES (v). D’apreés les ré-
sultats usuels de propagation des singularités en dehors des coins, on peut propager cette
singularité vers le passé tant qu’on ne rencontre ni le coin O ni le front d’onde WF,;“‘1 du
second membre de (2.20). D’aprés la définition de T, le rayon ainsi construit ne contient
pas de point dans B (O,n) pour T — ¢ > 0 assez petit, il sort donc de B(O,7n) tout
de suite, et on peut le prolonger sur un intervalle de temps fixe, qu’on peut supposer
supérieur & —a sans qu'’il rencontre & nouveau un coin. Nécessairement, ce rayon a ren-
contre le front d’onde H*~! de la distribution ¥ (s) x (z) u (z, s)+2¥’ (s) x (z) Byu (s, z),
donc le front d’onde H® de u d’apres les résultats de propagation des singularités H*®
avec second membre dans les ouverts réguliers appliqués & v. En appliquant & nou-
veau les résultats de propagation des singularités a la fonction u, on obtient que ce
rayon est, tant qu’il ne rencontre pas & nouveau un coin, inclus dans WF; (u). Nous
avons donc construit un rayon, vy : [—ao, 0] inclus dans F et tel que z (y(0)) € B(O,n)
ett(y(0)) =T € B(0,¢) (puisque —¢ < t; < T < ¢). Cette derniére propriété contredit
le lemme 2.15.
Nous avons donc démontré le résultat suivant:

Proposition 2.20. — Il existe C > 0 tel que pour tout € QNB (0, C), il existe e >
0 tel que pour tout x € CS° (R?) égale d 1 sur B(z,¢/2) et a support dans B (0,¢), la
solution du systéme (2.20) est au voisinage de t = 0,z = O microlocalement en 1o de
classe H*! ¢ valeurs H'.

On recouvre maintenent B (O, 2C/3) par un nombre fini de boules de type B (z, ) et
par compacité, on obtient qu'il existe x € C° (R?) égale 4 1 au voisinage de B (0, 2C/3)
et telle que la solution du systéme (2.20) est au voisinage de t = 0,z = O microloca-
lement en 7y de classe H*! & valeurs H}. Enfin, comme la solution de (2.20) associée
a 1 — x est, par vitesse finie de propagation du support pour les solutions de ’équation
des ondes avec conditions de Dirichlet, égale & 0 au voisinage de (z = O,t = 0), nous
avons démontré la proposition 2.14 dans le cas sobolev.
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La démonstration de la proposition 2.14 dans le cas Gevrey se fait de la méme ma-
niére en utilisant la caractérisation du front d’onde Gevrey donnée par le corollaire 2.9,
la relation (2.18), en prenant dans (2.20) U et x de classe Gevrey o et en dérivant
I’équation (2.20) par rapport au temps.
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ITI. La résolvante a ’extérieur d’un
obstacle a coin

Dans cette partie, nous allons étudier la résolvante dans le cas ou l'ouvert {2 est le
complémentaire d’un seul obstacle, non captif et comportant éventuellement des coins.

3.1 Hypothese, résultat

On considére un obstacle © & frontiere analytique, sauf éventuellement prés d’un
nombre fini de points au voisinage desquels, 'ouvert {2 = ©°¢ coincide avec un ouvert
Q2 ou Q¢ de la forme (2.1). On suppose également que I'obstacle © est non captif, c’est
a dire que si © C B (O, R) alors il existe T > 0 tel que tout rayon C* issu d’un point
z € QN B(O,R) en sort aprés un parcours de longueur au plus égale & T. Soient
R; > R > 0 tels que © C B(0, R).

L’objet de cette partie est la démonstration du résultat suivant :

Théoréme 8. — Soit x € CP (R?) telle que x = 1 au voisinage de B (0, R) et x =
0 au voisinage de B (0, R;)°. Il existe A,B > 0 tels que l'opérateur xRx ()), défini
pour Im\ < 0 posséde un prolongement analytique dans l’ensemble

(3.1) Uap = {; Im) < A|NY? - B},
comme opérateur borné de L? (Q) dans H} (Q), et y vérifie Uestimation
aC,D > 0; ||xRx||L(L2(Q)‘H5(Q)) < CePImt

ot ImA* = max (ImA,0).

La démonstration de ce résultat dans le cas ou 'ouvert considéré est a frontiere
analytique est classique. Dans la suite, on notera R; les résolvantes obtenues pour {2 =
©f, ¢ = 1;2. Les obstacles ©; sont séparément non captifs (puisque convexes) et on
pourra donc appliquer ce résultat & R; et R,.

La démonstration du théoréme 3 utilise deux ingrédients:

— Une stratégie de G.Popov [25], qui permet de réduire le probléme A I’obtention de
résultats de propagation de type Gevrey 3 en temps & valeur H! en espace, pour
la solution de I’équation des ondes dans ’ouvert 2

- Les résultats de propagation des singularités démontrés au chapitre 2
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3.2 La résolvante et la propagation des singularités
On note Uy (¢) le propagateur du probléme suivant:

(0 —A)Us (t) f =0, dans RZ x Ry,
U (t) f lt=0 =0,
U (1) f le=o = f € C5° (),

quon étend comme opérateur de L? ( R2) dans C°( Ry; Hy ( R2)) N C* (Ry; L? ().
Soit T plus grand que le temps maximum nécessaire a tout rayon C* parcouru a
vitesse 1, issu du support de x, pour en sortir,(On peut choisir T' < 2Ry, si Pobstacle ©
est convexe). On supposera par la suite T' > R;.
Soit ¢ € G3 ( R**1) telle que:

- ¢(=1dans {||z| -t |< T},
- ¢(=0dans {| |z| -t |> T+ 1}.

- (=1

N¢=0

Figure 3.1: Graphe de la fonction ¢

(on choisit la fonction (¢ telle que, compte tenu de la vitesse de propagation égale & 1
pour les solutions de ’équation des ondes, une solution, dont les données initiales sont
a support dans B (0, R) vit dans la région ( = 1).

Soient U, (t) = xUq (t) x et E (t) = (Uq (t) x. On note, pour ImA < 0,

+oo
xE () = / e MyE (t) dt.
0

Comme xF (t) est a support compact en temps (car x¢ lest), xE A) admet un prolon-
gement analytique & C, comme fonction & valeur £ (L2 (Q2); H} (Q)).

On pose
(32) F () = [0 - A,¢] Un () x.
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L’opérateur E (t) est alors le propagateur du probléme:

(62— AYE(t) f = F(t) f,dans Q x Ry,
E ) f lon =0,
E()f |t=0 =0,
BE (t) f li=o = xf € L*(Q).

Proposition 8.1. — L’opérateur F (t) est Gevrey 3 en temps ¢ valeurs £ (L? (£2)).

Nous admettons dans un premier temps ce résultat, nous allons en déduire le théo-
réme 3 en suivant la méthode de G. Popov [25].

On note F' (t) le prolongement par 0 de F' comme opérateur £ (L*(Q) ; L? ( R2)).
Soit W (¢) le propagateur du probléme

(82— A)W (t) f = F'(£) f dans R2 x Ry,

(33) W) f=8W(0)f=0; feL*(Q),

c’est & dire
t
W(t)=/ Us (t = s) F' (s) ds.
0

Soit ¥ € C*( R?) telle que ¥ = 0 au voisinage de B (0, R) et telle que x = 1 au
voisinage du support de (1 — ¥). Soit

QW)(f) € (B-A)[E®)f-IW ()]
= 1-UFQR)f+[AYW{E) S

On a alors, comme Q (t) f |aa= 0,

E(t)f—\I'W(t)f=U(t)xf+/0 Ut - 5)xQ (s)dsf,
car xQ (t) = Q (t). On en déduit que pour ImA < 0, on a
(3.4) XEN f=ReN) f+R MW@ f+TxW(\).

On va montrer que Q (A)(respectivement UxW (1)) admet un prolongement analytique
4 C\ i R* comme opérateur L? (2) dans lui méme (respectivement comme opérateur
de L*(Q) dans H} () et que Popérateur Id + Q () est inversible par une série de
Neumann, comme opérateur £ (L? (Q)) dans un ouvert de la forme Uy p.

On commence par étudier Popérateur W (t) . Soit H € C*® ( R?) telle que H = 0
sur B(0,T) et H =1 au voisinage de B (0,T + 1)°. Soit

G(t)f= (8 -A)W(E)f-HE{)f]

(3.5) =(1-H)F' () f+[AHE®)f.
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L’ opérateur G (t) est borné de L? () dans L? ( R?); en effet, E (t) est borné de L? (Q)
dans H' (Q) et [A,H] = 0 au voisinage de Q. On a alors

(3.6) W(t)f='HE(t)f+/0tUo (t = 5) G (s) ds.

Soient x, € C° (B (0,T)) et x1 € C§° (B (0,T + 1)), égale & 1 sur le support de 1 — H.
Alors

(3.7 x2:W (1) f = xa /0‘ Us (t = s) xaG (s) fds,

en effet, xyoH =0 et

x1G (t) x1 (1 =H)F' (t) + x1[A, H)E (t)
(1-H)F'(t) + [A, H]E (t)

= G.

Nous allons utiliser le lemme suivant
Lemme 3.2. — Soit x2 € C°(B(0,T)). La fonction:
t €]2T + 3,+0o[— x2Uo (t) x1 € £ (L* ( R?); Hy ( R?))
admet un prolongement analytique dans {t € C; |t| > 2T + 3} et pour j > 1, on a
| DI x2Us (t) X1||c(L2( R2);H( R?)) < Ajlje|

Le noyau distribution de Uy () vaut en effet, sur Or = {(t,z,y) € C®; |t| > 2T +
3 |5| < T; |yl < T+1}, Uy (,,9) = C (82 — |z — y[2) ™%, le lemme 3.2 résulte donc
des formules de Cauchy appliquées a 8,Uy (z,y, t), sur un disque de rayon 1.

Soit Ty > 4T + 5. Puisque d’apres (3.5), pour f € L? (), le support de G (t) f est
inclus dans

(supp (¢) Nsupp (1 — H)) U (supp (H') Nsupp (¢)),

qui est inclus dans {¢; |t| < 2T + 2}, on déduit du lemme 3.2 et des relations (3.7)
et (3.6) que la fonction

t € [Ty, +oo[— xoW (t) € £ (L? (2); H; ()

admet un prolongement analytique dans {t € C; |t| > T»} et vérifie pour tout j > 1 et
tout t € C; |t| > T,

(3.8) 1D} x2W (8) [l ey oy < Aj'le ™.

On se place maintenant dans un demi-plan {Re\ > Ay > 0}. Comme sur le support
de x2, x est constante, d’apres les relations (3.2) et (3.3), on a xoW = 0 pour |[¢| assez
petit, ce qui permet d’intégrer par parties dans I'intégrale définissant x,W.

—~ T2 . +oo .
x2W (A) = ix~! / e MO xo W (t) dt + X! / e~ M, W (t) dt,
0 T
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pour ImA < 0. D’aprés (3.8), on peut déformer le contour d’intégration T +t; t € R,
sur Ty +it; t € R*, dans la deuxiéme intégrale, ce qui donne

- T2 . . +00
xaW (A) = ix~? / e~ MOy W (1) dt + iA~Le ATz / e M0, W (T, + it) dt,
0 0
ce qui montre que XZW(/\) admet un prolongement analytique comme opérateur de
'espace L?(Q2) dans H} (2), & ’ensemble
A:\*o ={X € C; Red > )\ > 0} U{X € C; Im) < 0}.
On a de plus, pour tout j € N,

— . T2 . .
W (A) = (=ix) 7 / MOy, (8) dt
0

. ) +oo .
4 (—id) T e / e M oW (T, + it) dt,
0
pour j = [A/C], on obtient, avec B =T si ImA < 0 et B = T; si ImA > 0, d’apres (3.8)

W (A) lleqzaqym mzy < IA"HALA ((A/C)1) €8T

(39) < Ce~¢+BImA

pour ReX > A¢g > 0. On a un résultat similaire pour Rel < —\,.
On étudie maintenant

(3.10) Qt)=Q1Q-U)F @)+ [A, W (2).

Etudions d’abord la contribution de (1 — ¥) F. Le support en temps de (1 — ¥) F ()
est inclus dans {|t| < T+ 1 + R;}. Par ailleurs, (1 — ¥) F est nul pour ¢ assez proche
de 0. En effet, au voisinage de 0, on a ( = 1 sur {|z] < T — €} (¢ > 0) qui contient
le support de (1 — ¥), (1 — ¥) F (¢) est donc d’apres (3.2) nul au voisinage de 0. Nous
allons intégrer par parties dans la relation:

- T+14+R; .
(1-0)F() = /0 M (1 W) F (¢) dt.

On a donc

1-0)FQ) = (%) /0 TR e —warP @y at,
donc

1= DFW < [ A0 -0 @ s
(311 B

+ )1/
< AeBlmX al)\l/,
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en choisissant n = A1/3/C" avec C' assez grand.
On étudie ensuite la contribution du terme [A, U]W dans (3.10). On peut choi-
sir x2 = 1 sur le support de V,¥ C B(0,R)°N B (0, R;). On a alors,

[AO)W () = x2[A, T W (t),
ce qui implique d’aprés (3.9) que opérateur [A,/\ITW (1) admet un prolongement analy-
tique dans C\i R* (comme opérateur de £ (L% (Q2)) dans lui méme et pour tout Ay > 0,

il existe des constantes A, B, > 0 telles que pour tout A € C;ImA < 0 ou ReA > )\,
on a ’estimation :

1A, UTW (A) [l (@) < AP,

En résumé, nous avons montré que ’opérateur @ admet un prolongement analytique
dans C\i R* comme opérateur de L? (Q2) dans lui méme et pour tout Ag > 0, il existe
des constantes A, B,e > 0 telles que pour tout A € C;ImA < 0 ou ReX > Ay, on a
I’estimation :

(3.12) 1Q (V) llzaay < AeBImAT =Y,
11 est clair, que, si B’ est assez grand, 'opérateur @ est de norme plus petite que 1/2

pour tout A € U, p et I'opérateur Id + @) y est inversible par une série de Neumann,
donc, d’aprés (3.4), I'opérateur R, (A) y est analytique et y vérifie

-1/ «~ .
R,(Nf= (Id+ Q) (XE(/\) + U (/\)) f
donc, comme on peut également choisir xo = 1 sur le support de ¥y, on a, pour
tout A € U,/p.p',
“RX (A) “‘C(Lz(ﬂ),Hl(Q)) S AeBIm/\“"

ce qui termine la démonstration du théoréme 3.

3.3 Démonstration de la proposition 3.1

On a

(313) {F (t) = [0 = A, (] U (0)
= ((07 — Az) ¢+ (20,0, — 2VCV)) U (¢) x-

On rappelle les propriétés vérifiées par les troncatures ( et xy: ona ©® CC B(0,R), T =
2R, > Ry > Ret

x=1 surB(0,R),

x=0 surB(0,R;)",

¢ eGP (R,

(=1 sur{||lz| -t| < T},

(=0 sur{||lz|-t|>T+1}.
Lemme 3.8. — Pour tout u € L? (Q), la distribution F (t) (u) appartient d l’espace
des fonctions de classe Gevrey 3 en temps a valeurs L* ().
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Par vitesse finie de propagation du support pour 1’équation des ondes, et d’apres la
relation (3.13), la fonction F () (u) est & support compact en z € Q. Il suffit donc
pour démontrer ce lemme de démontrer que SS3 (F (t) (u)) = 0. Soit donc py €
SS3 (F (t) (u)). On a donc nécessairement py € SSE(v) N{T < ||lz] —¢t| < T +1
ot v = U (t) xu. Puisque ¢ est égale & 1 au voisinage de {¢ = 0} x supp (x)}, et
comme en dehors de t = 0, d’aprés le résultat de régularité elliptique (2.10), le front
d’onde SS3 (v) est inclus dans la variété caractéristique, X;, on a py € . D’aprés le
théoréme 3, il existe un rayon, v, C* issu a t = 0 du support de x contenant le point pg
et inclus dans $S3 (v). Or, par hypothése, tous les rayons issus & t = 0 de B (O, R;) en
sont sortis pour ¢ > T'. Soit ¢; < ¢, l'instant ol  sort de B (O, R;). Pour ¢t > t;, on a
donc, sur v, |z| > t —t;. Comme on a nécessairement toujours |z| < R; + |t|, on obtient
une contradiction avec les propriétés de ~y

Pour conclure, nous suivons un argument de [15]: que nous résumons dans le
Lemme 3.4. — Soient I C R, un intervalle compact et Hy, H, deux espaces
de Banach. Soit T (t) une famille uniformément continue par rapport a t d’opérateurs
continus de Hy dans H,. On suppose que pour tout u; € Hy, la fonction T (t) (u;) est de
classe Gevrey o sur I d valeurs dans Hy. Alors la famille d’opérateurs T est de classe
Gevrey o & valeurs opérateurs continus de L (Hy, Hy).

On note

_ S—— o1 O]
Gy ={u € G’ (I; Hy); 2:2 (31)INtH < +oo}
et
Ay = {ul € HI;T(t) u; € GN}

D’aprés ’hypothése et comme I est compact, H; = Uye nAn. On a donc également
H, = Une nAp, il existe donc N, tel que Ay, est d’intérieur non vide et comme les Ay
sont des espaces vectoriels, on a alors Ay, = H;. Enfin, pour N < M, on a Ay C Ay.
On a donc aussi H; = Un>n, An; il existe donc Ny € N tel que Ay, est dense dans H,
et de seconde catégorie. L'espace Gy muni de sa norme naturelle est un espace de
Banach et I'application

u € Ay, — T (t) u € G,

définie sur un espace de seconde catégorie a son graphe fermé, elle est donc continue:
il existe C > 0 tel que pour tout u € Ay,, on a

”F(t) "’”GNO < C”“”Hl

L’application naturelle de Ay, dans G, se prolonge donc par continuité & H; et comme
ce prolongement coincide nécessairement avec F', le lemme est démontré.
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3.4 Solutions sortantes et singularités

Nous terminons cette partie par la proposition suivante qui justifie la terminologie
“sortante”:

Proposition 8.5. — Soit f ()\) € L2 (), une famille de fonctions dépendant de \ €
R* comme d’un paramétre et telles qu’il eziste C, N > 0 tels que pour tout A € R™,

IF (A) llz2@y < CIAIN.

Soient H € G3( R?) et zo € Q. On notera G le flot bicaractéristique généralisé de
l’équation des ondes sur §) paramétré, d vitesse égale d 1, dans le sens des t croissants.
Au voisinage d’un point intérieur, pour |s| assez petit et pour (¢, 7,x,£) tel que T2 =

|€]> # 0, on a
G (s, (t,7,z,p)) = <t+s,'r,z—s§,£) .

Soit & € T, RX. On suppose que la projection spaciale du demi rayon C™ issu du
point (zg,t =0,7=1,&) vers t < 0, donné par {G(s,(t =0,7 =1,10,&)); s < 0}
ne rencontre pas un voisinage du support de H. Alors (zo,&) ¢ SS; (R(X) (Hf)). (Ce
résultat dit que les singularités gevrey 3 de R(\) (Hf) sont incluses dans la réunion
des demi-rayons issus, vers t > 0 du support de f). (On rappelle que la définition de
lensemble de fréquence semi-classique est donnée ¢ Uappendice B). Plus précisement,
sous les hypothéses précédentes, il existe € G ( R?) égale d 1 au voisinage de xo, C >
0, V un voisinage de zy = o — i€ et € > 0 tels que pour tout f € L2(Q), tout z € V
ettout \€ R*, ona

(3.14) T (WR(X) (Hf)) (2, )| < Cex =Wy ||z ).

Soit 0 < x < 1 € G} égale a 1 au voisinage de O, de z; et du support de H. D’apreés
(3.4), (3.9) et (3.12), on a I’équivalence suivante, pour tout o > 3:

po € SS° (R(A) (Hf)) <= po€ SS° (Ry(N)(HS))
< p €SS (XE N Hf) .

On rappelle que
~ +oo .
XEWHSf = [ MU O xH
0

On choisira 0 < ¢ < 1 € G3 ( R?) égale & 1 au voisinage de z, et telle que ¢¥x = 9. On
s’intéresse &

(3.15) T(EW ) = [ [ U o Hfdtda
teK

et dans cette expression, on intégre sur un compact K de R**t car x( est & support
compact en temps et par vitesse finie de propagation, U (t) Hf est nulle au voisinage
de z si t > 0 est assez petit. Soit ¢ € G3 ( Ry) égale & 1 au voisinage de ce compact K.
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On fixe une fonction f € L? (). On a, d’apres le théoréme 3,
Lemme 3.6. — Pour tout ty € R*, le point (to,xo,ro = %,770 = %) n’appartient
pas au front d’onde Gevrey 3 de la fonction U (t) (H f)

11 existe donc, pour tout £y > 0 des fonctions ¢;, € G3 ( Ry) et ¥4, € G3 ( R2) égales
a 1 au voisinage de ¢y et zo respectivement et il existe un voisinage V;, de (to, o) —
i (70,m0) dans C2 et des constantes C,e > 0 tels que, pour tout (s,z) € V,,, on a

(3.16) ITo ® T (0¥ xCU (£) Hf)| < Cem3((Res)+(Rea)?) —eln?

On peut supposer que V;, est de la forme Vj,; x V;, ; — iW,, . Par compacité, on peut
choisir un nombre fini de réels ¢; > 0 tels que les ouverts Vi, N {¢;, = 1} recouvrent
le support de la fonction ¢. On peut également supposer que ni les fonctions 1y, ni les
ouverts V;, , et W,, , ne dépendent de l'indice <. On les notera 9, V, et W, respecti-
vement. On peut également supposer que ¥x = ¥ On choisit alors des fonctions ¢; a
support dans les ensembles V;, ; N {p;, = 1} et telles que ¢ (t) = 3" | pi(t). D’apres la
version multidimensionnelle du lemme 2.7 (voir par exemple [5], Théoréme 1.6), on a

+o00 )
@: () YxCU (8) (Hf)sl? / " () €% ud /Gsz (1_ w izm)

K= w

(e 8@ Ty 0 T (o ucU () H) (8,2) — iw, 1)) dw

puisque ; (t) X @y, (t) = @i (t).
On écrit cette derniére intégrale comme somme de deux termes:

/y /w652 /;4 /wesmw' /weSZ\W'

= zl+112y

avec W, cC W,.

On s’intéresse d’abord & la contribution de I;; & la relation (3.15) et pour cela dans
Pexpression définissant T' (zp fte K —i/\tIi,l), on intégre par parties par rapport a t n fois.
L’estimation (3.16) vraie sur un voisinage complexe de supp (¢;) X supp (¢) — W, et
les formules de Cauchy sur un polydisque centré en (t,z) — iw de rayon % sip>1
et C si p < 1 montrent qu’on a les estimations, pour tout (¢,z) € supp (¢;) X ¥ et

tout w € W, :

Vig - T)—iw)? ;
o (1 - Lr) (e 8@ Ty @ T (0, CU () HS) ((t,5) — iw, u))‘
< AB™Mple™ W (1 4 ).

En utilisant le fait que la fonction ¢; est de classe Gevrey 3 et que

+00
/ pkem W < ABK (3K)1,
1
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on majore facilement |T (v fex —iAtIi,l)l par &:ﬁ'ﬂ. Le choix de n = [4\2] avec C

C
assez grand donne
‘T (¢ / —i)\tIi,1>l < Ce M,
teK

11 reste & étudier la contribution de I; ,. Soit ¢’ € G3 ( R?), 9 égale & 1 au voisinage
de zo, et telle que ¥’ = 1. On a

T (1/} / e“"“[i,zdt) (2,A)

T z_ﬁ 1 +oo [ Vt
= [Y(z dze* (= ’)%-t——/ udu/ (1——.——i)
/ (=) ( )871'2 u=0 weSA\W,, 2

(e 8Ty @ T (04 yCU (1) H) (9) — i, 1)) o

= / rreng O (5) 9 (y)C (5,9) U (5) (HF) dedtdsdydw,

8,t€ Ry
weSA\W/,
avec
z2
¢(x,2,t,3:y7w,/\,ﬂ)=)\(37'2-"2')
. 2 2 g2 ' :
+p,((t—zwt)-s——2-—5—?+(z—zwz)-y—%+z(twt+$-wz)>.

On va intégrer par parties avec I'opérateur:

AE—2)+p(y -z —iwg)) - Vo + (—pt +iX — ipwr) O,
|(z — 2) +  (iws — =+ )|* + |—iX — pt + jper]”

en remarquant que, si 2 est assez proche de zy = z¢ — i€, on a pour tout

(z,9,t,5,w) € supp (') X supp (1) X supp (¢;) X supp (p¢,) X S*>\ W,

(2 — &) + p (iwz — &+ 9)* + |=iX — pt + s > C (N + 47) .
En effet, ’annulation de ce terme implique les égalités:
=X + pwz =0, —A+ pwy = 0.

Comme on a A, > 0, || = 1, on a nécessairement p? = 202, wy = % etw, =1 = %

En intégrant n fois par parties avec 'opérateur L qui vérifie L (e"’) = e?, et utilisant
le fait que toutes nos troncatures sont de classe Gevrey 3, on obtient la majoration

T (¢/e""‘[,-,2dt> (z,A)
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pour tout z dans un voisinage V de z;. Compte tenu de ce que la construction de ¢ et
de V est purement géométrique, nous avons donc montré le lemme:

Lemme 3.7. — Il existe ) € G3 ( R?) et un voisinage V de z tel que, pour tout f €
L% (), il existe C,e > 0 tels qu'on a

IT (YR (H)) (2, )| < Cer(Rea—eN'/2,

Il reste, pour pouvoir conclure, & s’affranchir de la dépendance de C et ¢ par rapport
a f. On utilise pour cele le théoréme du graphe fermé.
Lemme 3.8. —  Soient H,y deuz espaces de Banach, A C C et Q une famille
bornée d’opérateurs linéaires de H, dans Hy dépendant de A comme d’un paramétre.
On suppose que pour tout f € H, il existe C,e > 0 tels que

IQ (f) lls, < Cems*

alors il existe C,e > 0 tels que

IQl e, sazy < Ce™™,

On notera, pour € > 0

4= {f € Hy;sup 1@ ()l e < +oo} -
AEA

Les espaces A, forment des sous espaces vectoriels de H; et vérifient Upe NA1/n = Hj.
D’apres le théoréme de Baire appliqué aux espaces A, /n, il existe ng tel que A, /mo = Hi,
et comme les espaces A;/, sont croissants, ils sont tous denses dans H; & partir du
rang no. Comme Un>n,A1/n = Hi, il existe my > ngo tel que Aj/n, est de seconde
catégorie. L’application

A1/3

A7
¢:f €Ay — Q(f)e ™ € L¥(A;Hy)
a son graphe fermé puisque ’application
(3.17) feH—Q(f) € L*(A ; Hy)

est continue. On en déduit que l'application ¢ est continue de A;/,, dans L*(A ; H,)
et par densité qu’elle se prolonge de maniére unique & tout H; et d’apres (3.17), ce
prolongement est nécessairement donné par

f € Hyo QU € Lo(A 5 1),

ce qui démontre le lemme 3.8.
Pour démontrer 'estimation 3.14, il suffit d’u;tiliser2 les lemmes 3.7 et 3.8 avec H, =
L*(Q), Hy =L (V) et Q(f) = T (YR (Hf))e~2(Ree),

33






IV. Construction des opérateurs

Dans ce chapitre nous construisons les opérateurs de rebond microlocaux qui per-
mettront, via la résolution d’un probléme de Grushin, de microlocaliser I’étude des pdles
de diffusion au voisinage de la trajectoire captive.

Dans la suite de cet article, on notera si H est un espace de Banach, A (H), 'espace
des fonctions f (A), holomorphes en A € {z € C ;Imz < 0} & valeurs dans H telles
qu’il existe des constantes A, B,C, D, N > 0 telles que la fonction f se prolonge en une
fonction holomorphe dans 'ouvert Uy p et vérifie, pour tout A € Uy p,

If W)l < CIANeP™A",

On notera aussi N (H) le sous espace formé des fonctions f € A (H) telles qu'il existe
des constantes A, B,C,e > 0 telles que la fonction f vérifie, pour tout A € Uy g,

If Wl < Cemsh.

4.1 Opérateurs sur les symboles

On commence par définir les opérateurs de rebond microlocaux en les faisant agir
sur des distributions conormales analytiques par rapport au cone issu du coin, ce qui
revient a définir des opérateurs sur les symboles correspondants.

Définition 4.1. — Soient o, D > 0. On notera

L,p = {X € C; ImA < a|Re\|, |\| > D}U {ImA < 0}.
Définition 4.2. — Soient w, un voisinage ouvert complexe de A dans 00,. On no-
tera Hq,p(w), Uespace des symboles analytiques o(z, 7, X), définis pour © € w, A € Ly p,
holomorphes en A et vérifiant :

+o0
(4.1) sup sup/ (1+|AP) |o (z, A —is)|* dX < +o0,
T€w 20 J o0
A>1
(4.2) sup sup |o(z,\)| < +oo.
TEw AELq,D

On notera ||o||3, pw) la norme définie par (4.1) et (4.2).
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On choisit w un voisinage complexe de A dans 02 qu’on pourra diminuer un nombre
fini de fois, ¢ > 0 et D > 0. Pour 0 € H, p (w), on pose

ug (y,t) = / eMt=Wlg (y, X) dA.

D’apres un théoréme de Paley-Wigner, uo € H' (0Q x R;) et son support est inclus
dans I’ensemble {¢ > 0}. On notera u (¢, z), la solution du probléeme d’évolution :

Ou = 0 dans ©f x Ry,
u |a@1 = Uo,
U |eco = 0.

Soit ¢ la solution réelle analytique de 1’équation eikonale définie sur un voisinage V
de A dans C2:

V| =1 dans ©f,
(4.3) dp Ozl
— = ——— sur 00y,
on on :
ou % désigne la normale extérieure a I'ouvert ©;. Comme O, est strictement convexe, ¢
se prolonge & I’ensemble des demi-rayons issus de V, w, et y vérifie (4.3) (on n’a en
effet pas de probleme de caustique sur w). Un calcul classique d’optique géométrique

T w

Fic. 4.1 - Domaine de définition de la phase ¢

analytique montre alors qu’il existe un symbole analytique 7 (z, ) défini au voisinage
de A, se prolongeant en une fonction holomorphe dans ImA < 0, tel que modulo une
fonction analytique, on a au voisinage de A:

u(z,t) = / eMt=e@)F (1, X) dA
et

sup/ (L+ AP |5 (z, A — is)|> dX < +o0.
s>0
De plus, o vérifie I’équation :

IAAQYT + 2iAVp - VG = AF,
5 la@1= a.
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4. CONSTRUCTION DES OPERATEURS

+00 )
On peut donc prendre & ~ 3 0; (z, A) A™* ol les o; vérifient les équations de transport :
0

{ (Ap+2Vep- V) o; = Adiy,

ag; |ae,= 4,00

avec la convention ¢_; = 0. Comme ces équations de transport sont des équations
différentielles ordinaires le long des rayons, on peut en fait supposer que & est défini
sur w. On notera T I'opérateur défini par

=T (o)
Un calcul simple montre que, pour tout z € w et tout ¢t > 0,
00 (z + 1V (z)) = e~ Jo Avle+eTeledsgy (5 3,

ol Ay () qui est le Laplacien de la fonction ¢ au point z est aussi (voir [2], preuve du
lemme 4.8), la valeur de la courbure de Gauss de la surface de niveau de ¢ passant par
le point z. D’aprés [2], relations (3.17) et suivantes, on a, pour tout point z € 90 :

Ap (z) = A(lz]) (2) + 2%,

ol « désigne la courbure de ’obstacle au point z. Enfin, toujours d’aprés [2], relation
(3.20), on a:

Ap (z)

On obtient donc:

00 (0,A) = 0 (z, ) exp( 1 /od M—-ds)

9 1+s(}1+2/~z)

) 1t (G+2)
(4.4) =o(4 A exp (7 /o mds)
_ g (AN

T V2 ¥ 2kd’

ol k est le rayon de courbure de 1'obstacle ©; au point A.
On note

U(t,z) = / eMNE=e@)F (1, A) d.

Il est clair que ¢ (O) = 2d et que U est supportée dans ’ensemble d’équation ¢t > ¢ (z).
Soit O, le point sur le segment [A, O] situé & distance € de O. D’aprés le théoréme 1.1
de [8], il existe un voisinage W de O, et n > ¢ tels que la solution de

(62 = A) v =0 dans © x Ry,
V|tc2a=U (t,7), v]oe5=0
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s’écrit sur W N Q x [2d, 2d + 7], modulo une fonction analytique:
+oo
v(t,x) =U (L, 1) +/ eA=l21=2d)F (2 X) d),
—00

ol 0 (z, ) est un symbole analytique se prolongeant en une fonction holomorphe dans
ImA < 0. De plus, on a

g (z,)) =00 (z,A) +7(z,}),
avec
2\5/2 2
Sup/(1+ AR |7 (2, 3) [P < +oo
5>0
et 0, est le terme que donnerait le coin droit :

- 1

oo (z,\) = ———
(&) =25 (el

ol § est I’angle que fait la direction donnée par le vecteur = avec la face supérieure du

coin.

7 (0,\) K (6),

Fi1Gc. 4.2 — Domaine de définition du symbole diffracté

Soient C. = {|z| = ¢} et v = C. N W. On peut résoudre au voisinage de O, les
équations de transport:
v z
(— += 2 @ Vz> Oit1 = Aoy,
lz[ |l ”
Oi41 |~/ = 5i+1,00 |~y

et comme ces équations sont des équations différentielles ordinaire le long des rayons
issus de +y, on peut en fait les résoudre sur la réunion de ces demi-rayons, I'. Soit o’ un

F1G. 4.3 — Prolongement du domaine de définition du symbole diffracté
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4. CONSTRUCTION DES OPERATEURS

symbole analytique défini sur ', se prolongeant en une fonction holomorphe dans Im <
0 et tel que

+00
EIN E 0’,'/\~z.
0

On suppose maintenant, ce qui est toujours possible, quitte a le diminuer que w C I';
et on note T ’application qui & o associe —o".

On considére, sur w le systéme de coordonnées donné par I’angle entre le vecteur z
dans R? et la trajectoire captive, de telle fagon que le point A correspond & ’angle § = 0.
On a ainsi une coordonnée holomorphe sur w, si on a pris w assez petit. Les calculs
explicites de P. Gérard et G. Lebeau [8] montrent qu’on a la proposition:
Proposition 4.8. — Si Uouvert w est assez petit, alors l’opérateur e2**/AT envoie,
pour o assez petit, D assez grand et & < a, D' > D, Ho p(w) dans Hy pr(w) et vérifie,
st C > 0 est assez grand,

—2i)d P o
45) TN == ( X 3 Y Ky O (Z55 o) +R(0)),

ol
n<N/C p<2n P

ot l'opérateur R vérifie

R -Al/C

| |L(Ha_p(w),’}la,'nl(w)) S Ce [/ )

si C est assez grand et ot les fonctions K, (0) sont holomorphes par rapport a 0 et
vérifient

sup |Knp (0)] < okant
few

Remarque 4.4. — Le terme principal de (4.5) est du point de vue des opérateurs
analytiques excellent, si on ne tient pas compte de [’holomorphie, il envoie l’espace Ho p
dans lui méme (et mieuz encore puisqu’il envoie les germes en 6 = 0 de fonctions ana-
Iytiques sur les symboles analytiques). Neanmoins, le reste R bien que petit en norme
n’envoie pas l’espace Ho,p dans lui méme et ne vérifie méme pas, a priori, les estima-
tions nécessaires pour le faire agir dans une chaine d’espaces au sens d’Ovsjannikov [21].
Enfin, le fait que lopérateur n'est pas différentiel en A n’est pas évident d la lecture de [8]
et résulte d’un phénoméne de compensation qui fait que deux développements asymp-
totiques qui, d priori ont peu de liens correspondent auzr développements qui seraient
donnés par deuz transformations de FBI inverses l’'une de l’autre et donc se compensent.

Indiquons briévement comment, & partir des résultats de (8], on obtient ce résultat.
Ces deux auteurs montrent que, si on note f, la trace de la dérivée normale de v sur la
face supérieure du coin et f_ la trace de la dérivée normale de v sur la face inférieure,
et si on identifie ces faces a ’ensemble d’équation z > 0, si on note

400 poo A(Iz_ﬁ_gw_tzz)
Fu(w,2,0) = To ® T, (fu) = / / ¢TI 1, (0, 0) dadt,
t=—o00 Jx=0
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alors il existe une matrice 2 x 2 d’ opérateurs pseudodifférentiels analytiques
A= Op( > @) an(r ,\))
0<n<A/C

(voir [8], appendice A) opérant sur la variable w & valeurs opérateurs continus dans une
chaine d’espace de Banach que nous ne précisons pas, des fonctions wg m,, ne dépendant
que de la géométrie du probléme, appartenant a ces espaces tels que

Attt AT L .

(4.6) (Fy,F-) = ( - ) ( Lt ) (w=t—1ir2zA),
avec

_ ) A\ 32

— ixg(r, 7' tw) [
@ Lifws)= [ (%)
Z Ak Z % (0) (2 = O, M) wi o (1, AT, 2) dtdrdr,
k<x/C la|<A/C

ot on a noté ¢ (1,7, t,w) =7 (w—t) +ir2 + 7' (t — i) +i§ et ou le contour ¥ est un
bon contour pour la phase ¢.
Comme, d’aprés la quantification adoptée par ces auteurs, on a

A K =14k . .2
48 op(NwN =g [ [ MeIT A £ (e dear
t=—kK =-—1-k
on obtient donc, si on reporte (4.7) et (4.8) dans (4.6), que F4 () est de la forme
. , ) 2
/ ep\[q&(p,‘r .s,t—17)+‘r(w—t)+1T]A (T, )‘)

Z Ak Z 0% (7) (z' = O, A7) w0 (p, AT, 2) dsdpdr'drdt,

k<A/C laj<r/C

ou ¥’ est un bon contour pour la phase ¢ (p, 7', s,t —i7) + 7 (w —t) + zfg Le théoréme
de la phase stationnaire montre qu’alors, on a

Fi(w2)= e 3 A" (3,40, +0,)™

n<A/C
(A (Ta ’\) z ’\—k Z 6:’ (a) (1" = Oa A7-’) Wk,o (P, )”_I, Z)) IT=T'=p=iw7
k<A/C lal<A/C

soit

_,\QE. 1 -1 [ 2n
(4.9) Fi(w,z)=e "7 Z 2—n/\ (z0w)
n<\/C

(A (iw, X) E Ak Z 0% (0) (7' = 0,i ") wi 4 (p,i/\w,z)).

E<AC lal<A/C
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4. CONSTRUCTION DES OPERATEURS

Par ailleurs, un calcul classique de phase stationnaire montre que

2n
F:l: (’U) zZ, )\) = C_A_ E (A)—"—ma f (AT, Ag) I""“"’

n<A/C
m<A/C

ol fdésigne la transformée de Fourier de la fonction f. Si on inverse cette relation, on
s’apergoit que les dérivations en w ainsi obtenues compensent exactement celles données
par la relation (4.9)! (ce sont les dérivations que donneraient deux transformations de
FBI inverses I'une de ’autre). C’est ce phénomene qui explique que 'opérateur T" n’est
pas différentiel en A. Enfin, un calcul classique permet de donner le symbole diffracté, G
en fonction de f et les calculs que nous venons d’esquisser donnent le résultat de la
proposition 4.3.

Comme par ailleurs, P. Gérard et G. Lebeau montrent que le premier terme du
développement asymptotique de ’opérateur qui & & associe & (celui qui donne le terme
(n=0,p=0) est celui que donnerait le coin droit, pour identifier la fonction Kjg,
il suffit d’utiliser les résultats de Garnir [6], qui calcule explicitement ce terme (pour
un coin droit) et de les réinterpréter. On obtient que la fonction de Green incidente,
solution sortante dans l’espace libre de 1’équation

(AI + ’\2) G (1‘, Y, ’\) = 6z=y,

vaut

—tA|T— 27 —i—"
G (z,y,\) = e ”'\/l\de +0 (A2/€).

L’onde diffractée calculée par Garnir vaut, d’aprés [6], page 219, si 6 est la direction
entre z et la face supérieure du coin:

21 2 W (6,60)

€ ’
AV lzllyl 20

Gy = e-ui+ah)

avec

sin( %2 in( 22 in( 229422 in(2z9—x2
_ (a) sm(a) sln(°0+°) sm(aﬁ =
4.10 ‘I’(a, 9) - l—COS(’;—zj l—cos(’;—z) + 1—cos(%"0+"'a—2) - l—cos(%”a—%z—)
( ’ ) 2 cos %)sin’(fﬂ)

= sm(h)sm("o+ sm("a——)

(on rappelle que le nombre « est 'angle d’ouverture extérieur du coin).

Remarque 4.5. — L’expression (4.10) définissant le coefficient de diffraction est
singuliére pour 0 = 5 et § = a — § ce qui n’est pas surprenant puisque ces angles cor-
respondent auz directions pour lesquelles ’onde réfléchie sur les demi-faces intervient.
et donc pour lesquelles le calcul de P. Gérard et G. Lebeau n’est pas valable (ce sont les
points ot les surfaces par rapport auzquelles I’onde diffractée est conormale analytique

se rencontrent).
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En identifiant les termes, et d’apreés (4.4), on obtient

1 Y (0,60) _ix
Koo (8) =— '
00(6) ’_—d(1+dn)ﬁ %0 € 4,

ou I'angle ©g est celui entre la direction incidente donnée par y et la face supérieure du
coin.

4.2 Opérateurs de rebond

On note H;(A) la résolvante sortante du probléme

(A+X)Hyu =0,

H 1u I391 =1u,
qu’on étend de H'/%(90;) dans H] (6}). Il est classique (voir [1]) que cette résolvante,
analytique pour ImA < 0 admet un prolongement analytique dans un ouvert de la forme

(3.1), comme opérateur borné de H'/?(80,) dans H,, (6%) et y vérifie 'estimation
suivante:

VR > 0,3C > 0,3D > 0,V\ € Uy s,
| Hull a2 ooy, 5102080, RY) < CePm™2,
On note Hj(\) la résolvante sortante du probléme

(A + X?)Hau = 0,
{ Hyu |ge, = 1,

qu’on définit par la construction suivante: on commence par résoudre par des méthodes
variationelles (voir la section 6.2) le probléme

(A-1w=0,
{ v |oo, = 1,
puis, on pose, pour £ € C® (R?), égale & 1 au voisinage de O,
Hypu=kv— Ry ([A,klv+ £ (1+A%)v).
On vérifie que la définition de H; est indépendante du choix de «. En effet, soient !
deux fonctions du type précédent, I'opérateur Hj 1 — H, .2 vérifie
(A+ %) (Hypr — Hy2) (f) =0

et, pour Im\ < 0, Hyya — Hp 2 € Hj(©5). La formule de Green montre qu’alors,
dans ImA < 0, opérateur Hj .1 — H 2 est identiquement nul. Un argument de prolonge-
ment analytique montre qu’alors, 'opérateur x (H, 1 — Hy2) est également nul sur I'ou-
vert Uy, p ol il est défini (et analytique). On note Hy = Hj . On note H(A) = Hyoy,0H,
(7 est Popérateur de réstriction sur 90;), la résolvante sortante du probléme suivant:

(A+))Hu=0, dans ©f,
Hu |392 = Hlu |892,
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4. CONSTRUCTION DES OPERATEURS

qu’on peut aussi définir de la maniére suivante: soit k € C°(R?) telle que k = 1 au
voisinage de ©, et k = 0 au voisinage de ©;, on pose alors

(4.11) H.(\)u = Ro,(\)([A,k]H'u) + kH'u.
On a alors la proposition suivante:

Lemme 4.6. L'opérateur xH,()\), défini de H(00,) dans H(©5) pour ImA < 0
admet un prolongement analytique d un ouvert de la forme (3.1) et y vérifie l'estimation
sutvante

3D > 0,30 > 0,YA € Un s, [1Hxll o (11100111 (05)) S CIAPe”™".

On vérifie que la définition de I'opérateur H est indépendante du choix de k, comme
précédemment. On note H (A) I'opérateur ainsi défini.
On notera, par la suite, M (A\) 'opérateur défini de H/? (30;) dans lui méme donné

M (X (f) = H ) (f) loe, -

Lemme 4.7. L'opérateur M()\), défini de H'(0©;) dans lui méme pour Im\ < 0
admet un prolongement analytique ¢ un ouvert de la forme (3.1) et y vérifie ’estimation
suivante

dD > 0,3C > 0,VA € UA,B, ”M(,\) ”t:(HI/Z(ael))) < CI)\PCDI"”\+_
Par ailleurs, comme au voisinage de ©;, Mu vérifie (A + A\?) Mu = 0, on obtient

ID > 0,Vs € R,3C, > 0,V € Ua, [IM (N) || cas 201))) < CseP™ " A2

4.3 Décomposition des opérateurs

Nous allons, dans cette partie décomposer I'opérateur M en somme de deux termes,
M, + M,, correspondant dans la relation (4.11) & une décomposition de la tronca-
ture k en somme de deux termes, puis, pour étudier et expliciter l'opérateur M,,
nous étudierons la fonction de Green de ’opérateur des ondes avec conditions de Di-
richlet dans I'ouvert ©%. (Nous montrerons plus tard que I'opérateur M, donne une
contribution négligeable pour le probléme qui nous intéresse). On choisit des fonc-
tions x4, x» € Gp ((©1 U O;)°) telles que x, + x» = 1 au voisinage du support de Vk
et xp est égale & 0 au voisinage de 'intersection de ce support avec la trajectoire cap-
tive [A, O]. On pourra éventuellement, par la suite, réduire le support de x autour de ©,
et celui de x, autour de I'intersection du support de V& avec le segment [O, A]

On notera H, et Hy les opérateurs définis par les relations:

H, = Rﬂz (Xa [AvK] H, (f)) )
Hy = Rq, (x» [A, k] H1 (f)) + &H1 (f) .

43



N.BURQ

supp(Xa) %
Supp(Xp) A
supp(VR)

Fi1G. 4.4 — Troncatures

Enfin, on notera M, = H, |s0, et My = H, |se,. L'opérateur M, correspond a la partie
de opérateur M qui va voir le coin, tandis que 'opérateur M, correspond au reste qui
fournira une contribution négligeable.

Nous étudions maintenant la fonction de Green de 1’équation des ondes. Pour cela,
nous allons utiliser les résultats de P. Gérard et G. Lebeau [8]. On notera, pour y €
supp (xa), G(y, z) la distribution solution de:

(6t2 - AI) G (y,7,t) = § =0 dans O3 x Ry,

G [392 = 0)

G |t<0 = 0»
obtenue de la maniére suivante : on note e* (z,t) la solution fondamentale du Laplacien
3 support dans t > 0 et g (z,y,t) = e* (z — y,t). Pour [t| assez petit, la distribution g
est & support en x compact dans ©5. Soit o (t) = tHe™* ou H désigne la fonction de
Heaviside, H (t) = 1450 ; de telle sorte que g (7) = (T%‘ll); (on a choisi la distribution p
de telle sorte que (8; + 1)* (0) = di—o). Soit f (z,y,t) = o * g (z,¥,t). La distribution f
est alors solution de I’équation

(Bt2 — AI) fy,z,t) =dy= ® 0(t) dans O3 x Ry,
G |t<0 =0.

et il est facile de voir que pour y € supp (x.), f € H' (R2 x R;), uniformément par
rapport & y. Par ailleurs, puisque le support de la fonction g est inclus dans {¢ > 0},
la vitesse finie de propagation pour les solutions de 1’équation des ondes montre que
pour t > 0 assez petit et tout y € supp (x.), la fonction f est & support compact
en z. Enfin, la fonction f est, pour tout y € supp (x.) et ¢ > 0 assez petit, conormale
analytique par rapport a la surface d’équation ¢t = |z — y|. On note F la solution de
classe H de I’équation

(07 — A;) F (y,z,t) = 0 dans ©5 x Ry,
F |s9, =0,

associée a la donnée incidente, f. La distribution G est définie par la relation

G = (B +1)*(F).

44



4. CONSTRUCTION DES OPERATEURS

Cette méthode de définition par régularisation puis dérivation est rendu nécessaire par
la présence du coin qui peut faire apparaitre des termes parasites au coin, si on essaye de
définir des solutions peu réguliéres de ’équation des ondes avec conditions de Dirichlet
(moins réguliéres que H?, ce qui est le cas ici). En fait, cette procédure permet de définir
des solutions & faible régularité en temps, & valeurs H} en espace, ce qui permet d’éviter
P’apparition de ces singularités parasites au coin.

D’aprés les résultats de P. Gérard et G. Lebeau [8], la fonction F est, pour |y| < ¢ <
|y|+€ (¢ > 0), et dans un voisinage de O, somme d’une distribution calculée par réflexion
de F sur les faces du coin et d’une distribution conormale analytique par rapport & la
surface t = |y| + |z|. Revenant 4 la distribution G, on obtient un résultat similaire pour
la distribution G et, utilisant que la convolution par p se traduit en transformation de
Fourier par la division par Z?Tli_)” comme le symbole associé & la solution fondamentale

de I’équation des ondes est de la forme

a0 (7,9) -3/2
=——=+0
o — +0(r737),

le symbole incident associé a la fonction f est de la forme

o = J\DY) (=, 151/)2 +0 (7'_7/2)
(r—1)

(ce qui permet de montrer que f est de classe H'), on a obtient finalement une descrip-
tion explicite du symbole associé 4 la partie diffractée de G, qui est de la forme:

— e—i‘r|y| G(I) (1,‘, Y, T)

g4 (xvyv T) (1_ _i)z )

ou le symbole op est un symbole analytique se prolongeant en une fonction holomorphe
dans Im7 < 0 et vérifiant, pour tout N € N,

N
o; (z,
oo (2,9,7) = ZM+0N(w,y,T),

avec o; des fonctions holomorphes vérifiant des estimations de type analytique et pour
tout € > 0,

+00
sup/ (1+ Tz)NH/Z_E lch (z,y,7— is)|2 < +o00.

$20 J -0

Soit W un voisinage dans R2 du point A. On suppose, ce qui est toujours possible
quitte & réduire W et le support de x,, que W vérifie les hypothéses suivantes:

~ Pour tout y € supp (x.), on a dist (y, W) > |y|.

~ Pour tout y € supp (x.), aucun des demi-rayons issus de y, se réflechissant sur
une des arétes du coin ne rencontre W
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Comme, pour y € supp (X,), la surface ¢t — |z| = |y| ne présente pas de caustiques, en
dehors du point ¢ = |y|, |z| = 0, la partie conormale analytique par rapport & cette
surface pour 0 < ¢t—|y| assez petit de G, le reste pour tout ¢t >| y |, et d’aprés la deuxiéme
hypotheése, et le théoreme de propagation des singularités Gevrey 3, la contribution de la
partie calculée par réflection de g sur les demi-arétes donne pour ¢ > |y| une contribution
de classe Gevrey 3, puisqu’aucun rayon C* issu du support de la fonction x, et se
réfléchissant sur une des demi-arétes ne rencontre & nouveau dans le futur le voisinage W
de A. On obtient donc:

Proposition 4.8. —  Pour tout y € supp (x.), la distribution Gy est sur W x R*
somme d’une distribution conormale analytique par rapport & la surface t = |z| + |y|,
supportée par le demi-espace d’équation ¢t > |z| + |y|, notée h (z,y,t) et d’une fonction
de classe Gevrey 3.

Nous reprenons maintenant les notations du paragraphe 3. On a sur W, d’apres les
relations (3.12) et (3.9):

xH, (M) v (z) = /0+°° e~y (2) ¢ (z,8) U () xa (z) w (z,\) dt + R(\) v,

avec
w=[A, k] H (\)v,
donc
Ixawllzamay < O™ |[vll mragaeny
et

Re N (L (HY*(06:); H' (85N B(O,R)))).
Or, par vitesse de propagation finie, si ¥ € G3 (R), ¥ = 1 au voisinage de [e, +00[, on
a, sur W,
(4.12) U (t) xaw (z,A) = / U ()G (z,y,t) xaw (y, A) dy.
YESuppXa

D’apres la proposition 4.8, il existe 02 un symbole analytique défini pour z € W, y €
supp (Xa), se prolongeant en une fonction holomorphe dans ImA < 0 et tel que, sur W,

+00
G (z,y,t) — g(z,y,t) — / eNt-Uet o2 (y, 3, \) = g5(z,9,t) € G (R x W) .

A=—o00

De cette décomposition de G en somme de trois termes et de (4.12), on déduit une
décomposition de H, en somme de trois termes: H, = H} + H? + H3, avec

0o = [ " e (1) (2) ¢ (2, 6) Up () xaw.
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L’opérateur xH} est donc égal & xEXa [A, k] Hy (X), ot Popérateur xE est celui associé
3 © = (. D’apres les résultats de la section 3, ce dernier opérateur est, modulo un
opérateur négligeable, égal & Dopérateur xR (\) (Ry est la résolvante sortante dans
’espace libre). On a donc

XH} = xRoxa[A, k] Hi ()) + R,
avec R € N (L (H'?(86,); HL., (©3))).

—

On note SS} et SS, les ensembles de fréquence définis & annexe B. Nous allons
montrer:

(4.13) SS3 (xRo (V) v) NW =0,

(4.14) 33, (xRo (\)v) N W.

Comme la fonction k (et donc aussi la fonction v) est nulle au voisinage de W, la
relation (4.14) est juste conséquence de la proposition B.3. Pour démontrer la rela-
tion (4.13), nous allons utiliser les résultats de propagation des singularités dans R?.
Soit pg € SS; (Rov) NW. D’aprés la proposition B.12, on a |¢| = 1 et d’aprés la propo-
sition B.13, tant que la bicaractéristique (ici la demi-droite) issue du point (zg, &) vers
le passé ne rencontre pas le front d’onde SS3 (v), le rayon est inclus dans SS} (R (v)).
D’aprés la proposition 3.5, cette demi-droite rencontre donc nécessairement SS; (v),
donc SS? (H'(X) f), en un point = € supp (x,). Or, les mémes arguments de propaga-
tion, appliqués dans ouvert ©¢ montrent que SS; (H' (f)) est inclus dans la réunion
des demi-rayons issus vers le futur du support de f (et donc de ©;); ce qui est absurde
puisqu’aucun rayon (de ©%) ne peut quitter ©y, atteindre la suppport de x, puis revenir
(comme rayon de R?) sur W, puisque ©; est convexe.

On déduit maintenant de la proposition B.14, de (4.13), (4.14) et de la remarque B.15
qu’il existe 9 € C° (R?), égale & 1 au voisinage de W telle que pour tout f € H'/2 (9Q),
il existe C,e > 0 tels que, pour tout A € R,

19 Ro (3) (xa [A, K] H ()| gy < Ce ™.

Le lemme 3.8 permet de supprimer la dépendance de C et € par rapport a f € H'/2 (9Q)
et I’application du principe du maximum de ’annexe C montre que

XHL(N) € N (L (HY?(00,); H! (RPNW))).

On étudie maintenant la contribution de H2. On a

X = | " () x () € (1) = gs (2 1) xotw (3) .

On intégre par parties par rapport a t, ce qui donne

+00 n
xiz W= [ e (8 e xw )t
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Comme la fonction (g3 est de classe Gevrey 3, 4 support compact en temps, on en
déduit qu’il existe A, B > 0 tels que pour tout A € R et tout n € N, on a

1

IXH2 ol < B3

A™ (3n)!

ce qui donne, en choisissant n = |A|*/® /C avec C assez grand, pour tout A € R
IxHE () vl < ClemN,

Le principe du maximum de I'appendice C montre que xH: (v) € N (H! (W)), pour
tout v € HY/2(00,) et en utilisant le lemme 3.8, on en déduit que 'opérateur xH> €
N (L (HY%(86,); H (W))).

Finalement, la seule contribution significative & 'opérateur H, est celle donnée
par H? et est égale &

(o= [ [ [k (@)

o (2,9, 1) [A, k] (Hy (X) v) duds

) +00 +o00 .
_ e—u\(|z|)/ / /e‘(""\)’x ()Y (s + |z + |y]) ¢ (z, 8 + |z| + |y])
§=—00 =—00 JYy
e~ MWDo (2, y. 1) [A, k] (Hy (V) v) dudsdy.

On remarque maintenant que

[ [ 070" @9, duds = 0 @,0,%).
Soit ¢ € G} (R), égale & 1 au voisinage de 0 et & support inclus dans B (0,1/2), en
intégrant par parties n fois avec 1’opérateur

1

L=———30,
i(A=p)

il est facile de voir que

+00 - . AB"
[ (e (557)) [ a-voretasan| < e

Par ailleurs, comme on peut supposer que s = 0 n’appartient pas au support de la
fonction (1 — x (z) ¢ (s + |z| + |y])) (il suffit pour cela de prendre dans la définition de
la fonction ¢, le réel T' plus grand que |z|+ |y| pour tout € W et tout y € supp (Xa)),
on peut intégrer par parties n fois en utilisant ’'opérateur L = %6,, dans

+00 _ .
[ (“T*) [0 @ - v)oasd,
p=—00 s
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ce qui montre que
AB™
< — (3n)!

. - A
// eiln—2)s (1- W) g (M X ) o? (z,y, p) duds| < |)\|"

Définition 4.9. — On notera HEP (W), Uespace des symboles analytiques o(z, T, \),
définis pour £ € W, X € L, p, holomorphes en X et vérifiant :

+o00
(4.15) sup sup/ (L+|M?) |o (2, A = is)[*dX < +o0,
T€W 520 J o0
A>1
(4.16) sup sup |o(z,A)| < +oo.
zeW A€Lqs,D

On notera ”U”u;""(W) la norme définie par (4.15) et (4.16).

En choisissant n = [|/\|1/ 8 C], avec C grand dans les majorations précédentes, on

obtient la proposition suivante:
Proposition 4.10. — Il existe a,D > 0 et W, un voisinage de A dans C?, un

opérateur o € A (c (H1/2 (901) ;H?’D(W))), Re N (C (HY2(90y); H (W N R?)))
tels que, pour tout v € HY? (00,)

H,(\)v =e g (X) (v) + R(A) (v),

et lopérateur o a la forme suivante :

(4.17) o (N (f) = / Mo (5., X) xa (1) [A, K] (Hy (£) dy.

Y
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V. Résolution d’un probleme de
Grushin

On va résoudre dans ce chapitre un probleme de Grushin. Pour cela, on commence
par résoudre un probléme approché, puis on estime la différence entre le probléme de
départ et ce probléme approché pour conclure par un argument de perturbation.

5.1 Un probléme de Grushin pour un opérateur mo-
dele

On notera T" 'opérateur obtenu en retranchant le reste R & 'opérateur T' défini par
la relation (4.5),

-2 P
60 TeON=T | T 0 Y KO (T o)

ol
n<|A|/C p<2n P

On rappelle que ’angle 6 est une coordonnée holomorphe sur 0, au voisinage de A (on
a identifié le point A avec § = 0). On pourra éventuellement agrandir un nombre fini de
fois la constante C. Le but de cette partie est de résoudre un probleme de Grushin pour
Popérateur T, qu’on considérera comme un opérateur dépendant d’un parametre A
agissant sur un espace de fonctions holomorphes

5.1.1 Résolution d’un probléme de Grushin pour un opérateur
approché.

Nous allons résoudre un probléme de Grushin pour I’opérateur obtenu en tronquant
Popérateur T' & l'ordre N, considéré comme un opérateur agissant sur les fonctions
holomorphes en 8 et dépendant d’un parametre . On note [g] la partie entiere du
réel q et

—2iAd

e —i 1 ..
Twn (o) (8,)) = 7 oo Kiq (6) —050 (0,)).
0<a<2N

«/2<i<a/2+N+1
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Pour w un voisinage complexe de A dans 00,, on note H (w), I’espace des fonctions
holomorphes bornées sur w, muni de sa norme naturelle:

llulle) = sup [ (8) [.
few

Dans toute la suite, on choisira w de la forme w = By (0, 0) (0 > 0) .
On notera Gy (\) opérateur défini de H (w) dans C?N+! par:

G (u), = %u 0

et Py l'opérateur défini de C?M+! dans H (w) par Py (D) = 3.2V dif® de telle sorte

que Gy o Py = Idgav+1. Enfin on notera Ty P'opérateur défini de C*V+! dans H (w)
par Ty = Ty o Py, soit:

e—2iAd

Tn (D) = — A K o (8) dy.
v (D) 7 ogs:w a (0)
a/2<i<a/2+N+1

Dans toute la suite, on fixe des réels a, D > 0. Un calcul simple montre alors la

Proposition 5.1. — Pour tout A € Lo p, on peut résoudre dans H (w) x C2N+1 e
probléme de Grushin
Id—Ty)u— Py (C) =,
62 (1d = Tw)u Py () =
GN (u) =D.

La solution de ce probléme est unique, on a

@)= ()

avec
_ (E¥o Ezto_
o= (g3 B
et
E} o = Idyw) — Py oGy,
(53) E;:o_:fN'FPN—PNOGNOTN,

=
Eyg =—-Gn,

Efy = Idcwa — GyTy
et il existe C' > 0 tel que pour tout A € Lo p, l'opérateur En g vérifie

||$N,o “a(’H(w)xC?N“) S Ce2dh"’\+ .
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5. UN PROBLEME DE GRUSHIN

On va maintenant inverser le probleme de Grushin obtenu en remplagant Ty par T’
dans (5.2), par un argument de perturbation. Pour cela, il faut étudier la différence de
ces deux opérateurs (considérés comme opérateurs sur H (w)).

On notera dans toute la suite z = <
Lemme 5.2. — Pour tout N € N, il eziste Cy > 0 tel que pour tout A € Lo p on a

z
(5.4) IT" = Tnlleouwn < On |37 |-

En effet,

(65) 7T -Tw) (W)=Y, Y. AKia(9) %u(O)

a=0 5 /24 N+1<i< 3

Y Y K30

2N<a<2} a/2<i<3

D’apres les formules de Cauchy, pour tout 0 < ¢' < g, comme B (0, ¢') C w, alors pour
tout u € H (w), on a

6(1
4 (0) < ¢~*supu(6)|,
a: few

ce qui implique que ’opérateur p,, : u — £:0,u (0) de H (w) dans lui méme vérifie
n

(5.6) [1Pnllcuwy < 1.

On obtient donc

||(T'—TN)||H(W)§|z|( Y At Y |A—"|Af+1i!g-°)

0<a<2N 2N<a<2)/C

a/2+N+i<i<r/C a/2<i<A/C

2z —i Ad , —
< 'W ( E A 'A'+N+1 (Z+N+2)‘Q a)

0<2N
a/2<i<A/C
z
< O |-

On notera A,y = {A € C; |5#| < e}
Proposition 5.3. —  Pour tout N € N, il existe Cy > 0,ey > 0 tels que pour
tout A € Aey,v N {|A| > Cn}, Vopérateur Id — E}y , (T' — Ty) est inversible sur H (w)
par une série de Neumann et on peut résoudre dans H (w) x C*N*1 le probléme de
Grushin

57) {(Id —T')u— Pyo(c) =,

GN (u) =d.
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La solution de ce probléme est unique, on a

(58 (¢) =emm (3).

avec
EO E+,—
Exa () = ( L3 N,l)
= et B
et
E?\’,l = (Id - E?v,o (T’ - TN))_1 E?v,m
EbT = (Id-E%(T' - Ty)) " Ef7,
(5.9) N, ( N,0 ( N)) N,0

Eyt =Eyf - Exg (Tn - T') (Id - EY o (T' — Tn)) ™" Eny,
E]d\;,l = El%',o - E;I(T (TN - T’) (Id - E?v,o (T’ - TN))_1 EH

et il existe C > 0 tel que pour tout A € A,y n N {|A| > C}, lopérateur En, vérifie
€Nl cryxcanry < CedimA™,

L'inversibilité de 'opérateur Id — EY ; (T’ — Ty) par une série de Neumann résulte
des estimations (5.4) et (5.6). On a par ailleurs:

Id—T" -Py\ _(Id—Ty —-Py Ty—T" 0
(5.10) (GN ! )_( ol 7B (1asene (5T 0)),

or
Ty —T' 0\) _ (Id+E%o(Tn—T") 0
(I“g’”’( 0 0))‘( Eyi(Ty-T)  Id)°

Cet opérateur est donc, si 9 > 0 est assez petit inversible pour A € A, y, d’inverse:

(Id+ EYo (Tn = T)) ™ 0
~Eyt (Tn—T'") (Id+ B} (Ty - T)) " Id)’

ce qui montre, d’aprés (5.10), que 'opérateur
Id-T' -Py
Gy 0

est inversible et que son inverse est donné par (5.9).
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5. UN PROBLEME DE GRUSHIN

5.1.2 Développements asymptotiques

On s’intéresse maintenant a la forme exacte de EN1 En effet, c’est ce terme qui
donne le défaut d’inversibilité de I'opérateur I'd — T" qui lui méme nous donnera plus
tard les poles de diffusion. Nous rappelons pour mémoire le
Lemme 5.4. — Sil’opérateur E}f,’l est inversible sur C*N+!, alors l'opérateur Id—T'
Uest aussi sur H (w) et on a

(Id~T)" = Ena — By (E5,) " By
D’apres les relations (5.3) et (5.9), si on note Ry =T — Ty, on a

(5.11)
+o00

Ef,=Id—GnxTy—GyRy Y ((Id — PyGn) Ry)' (:FN + Py — PNGNTN) .
1=0

La décomposition (5.5) fournit une décomposition Ry = R}, + R%.

Lemme 5.5. — Il exziste des fonctions K ; 4, (i,n, @) € N3, holomorphes sur ou-
vert w, des opérateurs T, (\) € L(H (w)) définis pour A € A,y et des constantes
Ay, Ay, Ay, B, D tels que pour tout n € N*

(5.12) Bkl = (5em) 2| X N Knsa@ Btrah)

2N<a<2)/C
«/2<i<A/C

et on a les estimations analytiques suivantes:
sup |Knial < AoAT B 0**3!,
(5.13) z€w .
llra ) ey < Ag (41)"" De~ /P,

La preuve de ce lemme se fait par récurrence sur n. Au rang n = 1, comme ’opéra-
teur u — Z:9"u (0) est borné par 1 sur H (), on a, en posant

Kiia=(Id—PyoGy)Kia,
|K1iel < (2N +2) C*Hil,

d’apreés les inégalités vérifiées par les fonctions K; ,. Il suffit donc de choisir, comme o <
21,

(5.14) C < Bpet AgA; > (2N +2)C

et comme on peut supposer ¢ < 1, de prendre r; = 0. Supposons maintenant ’hypothése
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vérifiée au rang n. On a alors:

n i O
(Eg,NR?v) +1 =2 Z (A Kl,z‘,a (I) J)

2N<a<2)/C
@/2<i<A/C
z
[(,\N+1) Z MK, n,j.8 ("’") B! +Tn (/\)]
2N<B<2)/C
B/2<5<A/C
()72 T YK (K )(0)
AN+1 ha n,j.8
N+1<i<A/C 2N<a<2i
N+1Z<A/C 2N<BZ25
+E‘?V,0R§,rn \).
Soient
Kn+1,k,ﬂ = Z Kl i, a ,],ﬂ (0)
it+j=k+N+1 '
2N<a<2i
et
0 2 —k 3ﬂ
Tni1 = EyoRy (rn) (V) + Z A" Kny1k82or
A/C<k<2AC-N+1 'B
2N<B<2k

L’opérateur (E} 0R")"H est bien de la forme (5.12), il reste & vérifier que les estima-
tions (5.13) sont vérifiées au rang n + 1. D’aprés les inégalités de Cauchy,

|Kn+1,k,ﬂ| S E AoAlBigzai! X AoA'l‘Q_angzﬂj!
2N<ax2i
i+i=k4+N+1

< Z A2An+1Bz+] 28 - 1 g
i+j=k+N+1 l1-po
4,j2N+1

26
< AgA?+ka+N+llg— Z 2']'

-e i+j=k+N+1
432 N+1

< A2AmHipEeN+l & 1" k!x (N +1)! x (N +4).

11 suffit donc de choisir A2BY +1£ﬁ112£%1!ﬂ < Ay, ce qui est compatible avec les inégali-

tés (5.14), si on prend A; assez grand. Il reste & montrer que le reste est bien petit. La
premiére contribution au reste se majore en norme par

@N +2) X [ByllnlIrallny < llrall x 21 % D0 A IKysallnwe™

2N<a<2)/C
a/2<i<A/C

< || Z IA~*| Ao A1 B*g*ilo™% |||

2N<a<2)/C
a/2<i<A/C

A A
K (O) |y Il
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5. UN PROBLEME DE GRUSHIN

si la constante C est choisie assez grande. Il suffit donc de choisir 410_%11( (C) < Aj/2

pour obtenir une contribution inférieure & 1/2A% (A})"*! e~¢"/P. Le deuxiéme terme
donne une contribution inférieure &:

> INTFAATBE PR < IL > AAYANTEBER!
'\/Sv<<k/9$52%:{0 A/C<k<L2)/C
AOA? —k Rk
< AT B"k!
STEox XN

A/C<k<2)/C

—‘f"gA';“ x k(C)e~M,

si C est choisie assez grande. Il suffit donc de prendre pour conclure A > k(C)(JI’%

et A} > A,;. La constante C est maintenant fixée (puisque Aj et A} en dépendent).
Comme Gy o Eyg = 0, on a aussi Ry o B}y =0, le lemme 5.5 implique donc (il

suffit de prendre ¢ < (A4})7").

Lemme 5.6. — Il existe un réel eg > 0, des fonctions Ky, ;q, (1,1, @) € N® vérifiant

les estimations (5.13) et un opérateur 7 () tels que ||r||zw)) < Ctee ™ (e > 0) tels

que pour tout A € A,y N, ON @

+00 2 n 5]
(5.15) (Id— E}oRn)™" = Id+ Z; (Z (,\T+T) Kn,k,ﬂ(z)%)w(x\)-

B/2<k<A/C n=0

On peut maintenant calculer Ey,: d’aprés (5.11) et (5.15), on a, pour (a,7) €
N2@N+1).

(5.16)
9 » o8
(Eﬁ,l—Ef/,o)m=i‘,(z Z AT i,ﬁ(z)ﬁy"‘FZ Z MK (z) )
: B<2N : 2N<B<2M/C
B/2+NF1<igA/C B/2<i<A/C
o8
-k
e+ > Z(w) ks 0) 3+ 0]
§<2)/C
§/2<k<N/C
[tw ) rf(Km(t)—PNGN<K]-,7(t>>>].
7/2<5<7/2+N+1

Comme les fonctions K, k., sont obtenues aprés action de I’'opérateur EN 0; ON remarque
que Gy (Kn k) = 0 et la contribution du terme ¢” vaut donc

%(z > /\‘iK,-,.,(:c))

7/2+N+1<i<A/C
e of =
9y —
+ o ( E A ’K i, (y) ,B' § : Z ()‘N+1> nk.'Y (t)>
2N<B<2)/C v/2<k<A/C =1
B/2<i<A/C - -
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ce qui peut s’écrire sous la forme

+00
_ zZ \" -
z( Vhiat Y () X A kké,k,a,7>’
7/2+N+1<i<)A/C n=1 N+1+49/2<k<2)/C
avec |k} oy < AB*HTHNTRE L,
La contribution du second terme de (5.16) est
92 i o8 »
-C—:;i (Z Z A Ki,ﬂ (.'L‘) Fy' Z A ]Kj;y - PNGN (Kjﬁ))
W <pen/o 1/2<5 < /24 N+1
o » b _
+_w!(z > NEe@E Y
2N<B<2)/C §<2x0/C
B/2<i<A/C §/2<k<A/C
+00 5
z \" 0, i
S () Ears G T A (Ko 0~ PG (K (),
n=1 T y/2<§</24+N+1

ce qui peut aussi s’écrire sous la forme

+00 n
G17) = Y A hets 2 3 (55) Fane
n=1

2+N+1<p<A/C v/242(N+1)<p
V/2+N+1<pSY p<20/C+v/2+2(N+1)

avec |knpyal < ABPYVTOY et |k, | < ABP*etY. Nous avons donc, compte tenu de la
forme des termes (Ex montré le
N0) gy

Qa,
Lemme 5.7. — Il existe des réels A, B, D > 0, des nombres complezes k; o, knp,a

et des fonctions de la variable X, 7o, tels que la matrice E,f,,l vaut, pour tout A € A, p:

(5.18) Ef | = 8oy — z( > A" K oy

7/2<i<A/C+7/2+N+1
+
00 2 n _p
+ Z AN+ Z A Pknpay + Tay (A)
n=1 N+1+7/2<p<2\/C+7/2+N+1
et on a les estimations:

Ik”"”ﬂ' < ABNQH’ Ikn,p‘a,'vl < ABMPMH, |"’ary| < De‘el)‘l»

avec A, B indépendants du choiz de la constante C dans (5.1) et D,e en dépendant.

5.2 Estimations

Cette partie est consacrée a ’obtention d’estimations de type propagation pour
les opérateurs que nous venons de construire. On rappelle que les ensembles de fré-
quence, SSj et g:S’: sont définis a I’appendice B. Nous ferons, dans cette partie un
usage systématique de la proposition B.13, du lemme 3.8 et du principe du maximum
de 'appendice C.
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5.2.1 Action de l'opérateur M sur des distributions conor-

males
Proposition 5.8. — Il eriste w, un voisinage complere de A dans 00, et x € G3
égale a 1 au voisinage de A, a support inclus dans la trace sur le réel de w, A, B,e > 0
et pour tout s > 0, il existe C; tels que pour tout A € Uy g et tout o0 € H (w), on a

. il —e|AY/
IxMxe o — xe™IT" (3) (0) loe, lla(@er) < Cs A" €™ [lo ]l

et pour tout w' C w voisinage compleze de A dans le complezifié de 90, , il existe x' € G
égale a 1 au voisinage de A, a support inclus dans la trace sur le réel de w, telle que la
conclusion précédente reste vérifiée si on change x en x' et w en W'

On prouve d’abord le cas s = 1. On commence, pour assurer que la transformée de
Fourier inverse par rapport a A de la donnée ye *I*lg est de classe H'/2, par remplacer o
par (/\—fiy, ce qui ne change rien au probleme, puisque

)
“(wom)=oer TS o

On choisit W un voisinage de A tel qu’aucun des rayons issus de O, rencontrant W,
se réfléchissant & nouveau sur 90, ne rencontre ensuite W sauf s’il a rencontré O a sa
deuxieme réflection sur 90, (W doit étre inclus dans la région grisée sur le dessin)

rayons réfléchis

rayon incident

Fi1G. 5.1 — Le voisinage W

Soit x € G3(W) , égale a 1 au voisinage de A. On suppose que w est tel que W est
inclus dans la trace sur le réel de w. Comme, d’apres les équations de transport vérifiées
par le symbole T; (o), au voisinage de W, on a

(A £ )\2) (H (Xe—i/\la:|o, (.Z', )\)) b e—iA(|x|+2d)Tl (0_)) — e—ik|z|s(m’ )\),

oll s est une fonction holomorphe en z € w et vérifie ||s||xw) < Ce M, d’apres la
proposition B.3, on a

e i : :
(5.19) WSS, (H (xe ™Mo (z,1)) — e =27 (5)) = .
On montre maintenant que pour tout o € H (w), et tout A € R, on a

(5.20) 883 (H (xe™lo (z, X)) — e =207 (0)) n W = 0.
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Pour démontrer cette relation, on va procéder en plusieures étapes correspondant aux
étapes suivies lors de la définition de I'opérateur 7".

Soit 'y la réunion de la projection spaciale des demi-rayons issus du coin et se
réfléchissant sur 90; N {x (z) = 1}. Le symbole & est, d’aprés les constructions du

F1G. 5.2 — Région éclairée par la réflexion sur {x = 1} des rayons issus du coin

chapitre 4, défini au voisinage de I'y. On a alors, si x; € G§ (©5) égale a 1 au voisinage
de A est & support assez petit et inclus dans l'intersection de I'y avec 00,

(5.21) S8 (Xl (H1 (Xe—iz\lzi) _ e—i,\w(z)g)) =0,

(5.22) 53.: (x1 (Hy (Xe—i,\lzl) _ e—i,\w(z)g)) = 0.

La seconde relation est simplement conséquence de ce que, si on choisit sur le sup-
port de X1, on a (A + A2) (H; (xe™™) — e=2(2)5) = O (e“"‘ll/a) et des estimations
elliptiques de ’appendice B. Pour démontrer la premiere relation, on procede par ’ab-
surde, on note D = (H; (xe™ ™) — e=*¢()5) et on choisit py = (20, &) € SS; (D),
tel que x¢ € supp (x1). Sur Iy, on a, modulo des termes négligeables,

{(A+,\2)D=o,

D I5,n0e, = (1 = x)oe 2.

Or un calcul simple montre que si la phase 9 est réelle analytique et o est un symbole
analytique, SS; (e ™¥®)g (z,))) C {(z,—V¥)}. On a alors deux possibilités,

— Soit le demi-rayon issu de p, vers le passé rencontre le coin O apres réflection
sur 00, (c’est & dire § = =V (o)

~ Soit ce n’est pas le cas, donc py ¢ SSj (e”**()F) et py € SS; (Hy (xe ).
D’apres la proposition B.13, le demi-rayon issu vers le passé de po reste donc inclus
dans SS} (H; (xe=!)) tant qu’il ne rencontre pas SS (xoe*!). Or, puisque
—V (z9) # &, si ce demi-rayon rencontre 90, c’est en un point unique (z;,&;)
ou Il-pe, (&1) # — V. (|z|) donc en un point qui n’appartient pas a SS (e=*lg).
On peut donc continuer a propager la singularité apres le point p;, ce qui est
absurde d’apres la proposition (3.5). On est donc nécessairement dans le premier
cas.
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On se place donc dans le premier cas. Au voisinage du demi-rayon (de ©%) issu de po, on a
(A + A2) D = 0 D |Fon(991= 0,

puisque ce demi-rayon est inclus dans I'y tant qu'il ne rencontre pas le bord de ©; et le
rencontre donc en un point ot x; = 1. D’apres les résultats de propagation des singula-
rités de ’annexe B, ce demi-rayon est inclus dans SSi' (D) et apres réflection, les points
correspondants ne peuvent pas étre dans SSj (e=**@)5) (puisqu’alors —V (z) # ¢
et donc, aprés réflection —V/|(z)| # £) et sont donc dans SS; (Hy (xe o)) et la
proposition (3.5) fournit encore une contradiction. Nous avons donc montré la rela-
tion (5.21). D’apres les relations (5.21), (5.22), la proposition B.14 et la remarque B.15,
pour tout ¢ € H (w), il existe C,e > 0 tels que

(5:23) s (B (xoe=™1) = e 25) |, ) < Cem N oo

Puis en utilisant le lemme 3.8, on montre qu’on peut choisir C et € indépendants de o.
On s’intéresse maintenant & la différence HyH; (xoe ) — H, (x,67*¢(*)5). Pour

cela, on commence par démontrer le

Lemme 5.9. —  L’intersection de ’ensemble W avec la projection spaciale de I’en-

semble de fréquence SS; (H (xoe~ ™) — Hy (x25e™™(®) |g0,)) est vide.

En effet, sur 6%, la différence, D de ces deux termes est égale a
D=H,((1-x1)H (xae™)) + Hy (x1 (H1 (oe™™!) — Ge~i2e(@))

D’aprés 'estimation (5.23), il est facile de voir que la contribution du second terme de
bord est négligeable; donc si py € SS} (H (xoe™l) — Hy (X157 |59,)) NW, on
a aussi pg € SS§ (Hz ((1 — x1) H1 (xoe~™?l) |99,)) N W. D’aprés la proposition B.13,
le demi-rayon issu de pg, vers le passé reste inclus dans ’ensemble de fréquence tant
qu’il ne rencontre pas 00, en un point p; tel que d’une part z; appartienne au sup-
port de la fonction x; et d’autre part, p; appartienne a ’ensemble de fréquence Ge-
vrey 3 de H; (xae"""””') |ae,- Or, en utilisant encore les résultats de propagation des
singularités et la proposition 3.5, il est facile de voir que ’ensemble de fréquence Ge-
vrey 3 de Hy (xoe~™*!) est inclus dans la réunion des demi-rayons (de ©f) issus, vers
le futur du support de x. Ce procédé nous permet donc de construire un demi-rayon
(de (©1 U ©,)°), issu vers le futur du support de ¥, se réfléchissant sur ©, en un point
distinct du coin (puisque dans le support de 1 — x;) et rencontrant par la suite W, ce
qui est absurde. Nous avons donc démontré le lemme 5.9.

Lemme 5.10. — La projection spaciale de l’ensemble de fréquence

(5.24) 883 (Hy (xade™ 4 |gg,) — e~Nal¥245)
ne rencontre pas W.

En effet, on raisonne comme précedemment par I'absurde et on choisit py dans cet
ensemble et tel que zo € W. Si le demi-rayon (de ©3) ne rencontre pas le coin, alors py ¢
883 (Ge~M=1+2d) "donc py € SS} (H: (xa5e % |9g,)) et comme précedemment, on
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peut construire un demi-rayon (de (6, U ©,)°), issu vers le futur du support de x, se
réfléchissant sur 9O, en un point distinct du coin et rencontrant W, ce qui est absurde.
Donc nécessairement le demi-rayon (de R?) issu de py vers le passé rencontre le coin et
reste tant qu’il n’a pas rencontré le coin, inclus dans I’ensemble (5.24). On considére

w(t,z) = /ei’\(t"’(’”ﬁ (z,2) dX |se,,

qui est supportée par {t > 2d} puisque ¢ |9e,> 2d. Soit V la solution de

(82 — A) V =0 dans 65,
V lt<2a =0,

174 |392 — /Xlgei/\(t—ip(:c)).

P. Gérard et G. Lebeau montrent dans [8] qu’au voisinage de t = 2d, la fonction V s’écrit,
dans I'y, l'intersection avec un voisinage de O d’un cone de sommet O et contenant le
segment [A, O] (et donc aussi W si W est assez petit), modulo une fonction analytique,

(5.25) V(tz)=- / eAt=(21+2d)5 (1 X) dA.

On va montrer qu'’il en est de méme, pour tout ¢ et tout € I';, modulo une fonction
Gevrey 3. On note D la différence des deux termes de I’équation (5.25), qui est bien

o
définie sur I'; et qui y vérifie

(5.26) (07 —A)D=N(t,z),

avec N (t,z) analytique dans I'; (pas jusqu’au bord de I'; & cause de la singularité
due au coin). On prend py € SS? (D) tel que z, appartient & I';. On a alors deux
possibilités :

— Soit le demi-rayon issu de py vers le passé ne rencontre pas le coin, pour ¢ = 2d
— Soit ce demi-rayon ne rencontre pas le coin ou le rencontre pour ¢t = 2d.

Dans le premier cas, pg ¢ SS; ([ e2=(=+20)G (3, X) A = V' (t, z)), donc, po € SS; (V)
et d’apres les théorémes de propagation des singularités, le rayon (de ©%) issu de p, reste
dans cet ensemble, tant qu’il ne rencontre pas le bord de ©, en un point appartenant
au support de x;. Donc, il le rencontre nécessairement avant ¢ < 2d (puisque, pour t <
2d, V =0) et si c’est en un point distinct du coin, c’est aussi, d’apres les théoremes de
propagation des singularités dans les domaines analytiques, en un point appartenant
a 553 ([ eMt=¢@)G (z, X) dA |se,). Comme il est clair que cet ensemble est inclus dans
la projection sur T*90, de SS3 ([ eXt-¥=)5 (z,))d)) qui lui méme est inclus dans
la projection spaciale de I'ensemble {(t,z,7,£);t = ¢(z),7 = 1,6 = —Vo(z)}, on
pourrait construire un rayon (de (©; U©,)°) issu d’un point de 'ensemble x = 1 se
réfléchissant sur 0,, en un point distinct du coin, puis rencontrant un point de W, ce
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qui est absurde. Donc, nécessairement, le demi-rayon issu de pg, vers le passé rencontre
le coin, en un point, p;. Si ¢; # 2d, on choisit ¥ € G} (R;) égale & 1 au voisinage de t,
et dont le support ne rencontre pas un voisinage de ¢ = 2d. On remarque maintenant
que au voisinage de ¢, la fonction b(z,t) = x; [ e*t~¢@)G (2, 1) d) |se, est telle que
b x 1 est de classe Gevrey 3 en temps & valeurs H/2(00,). On écrit V = V; + V5 avec

(82 —A) V1 =0, dans ©5, V1 |ic2a= 0, V1 |o0,= 9b
et
(atz - A) ‘/2 = 07 da'ns Ogy ‘/2 |t<2d= 0, ‘/2 |392: (1 - 1//)b

D’aprés ce qui précede, la fonction V; est de classe Gevrey 3 en temps & valeurs H?
et V3 est solution d’une équation d’onde, avec conditions de Dirichlet au voisinage du
coin et de t;; on peut donc lui appliquer les résultats de propagation des singularités
dans les ouverts & coin, et comme, pour ¢t > t;, V a une singularité Gevrey 3 qui arrive
sur le coin pour t = ¢, il en est de méme pour V2 et comme au voisinage du coin et
det =t,, ¥ =1, V; possede une singularité Gevrey 3 qui repart du coin vers ¢ < t;,
qui, puisque O, est convexe, ne peut plus rencontrer 'obstacle O, par la suite, donc,
par propagation des singularités a ’intérieur, cette singularité rentre dans ¢ < 2d, ce qui
est absurde. Finalement, on est nécessairement dans le deuxiéme cas, c’est-a-dire que le
demi-rayon issu vers le passé de p, rencontre le coin pour ¢ = 2d. Comme py € SS; (D)
et le long de ce demi-rayon (avant de rencontrer le coin), on reste dans I';, d’aprés
I’équation (5.26), le demi-rayon issu de py vers le passé reste dans SS; (D), tant qu’il
ne rencontre pas le coin, donc rentre dans une région ol 1’équation (5.25) est vérifiée,
donc ou D est analytique, ce qui est absurde.

On montre enfin comme on 1'a fait pour ’étude de ’opérateurH,, pages 46 et sui-
vantes que la contribution d’une fonction de classe Gevrey 3 a la résolvante est de

norme O (€-5|A|1/3), donc que la solution sortante de 1’équation

(A +X?) v =0 dans 63, v |ge,= x15€ )
est, sur W, égale a e"(I+245 modulo un terme r tel que ||r||mw) < Ce
On en déduit le lemme 5.10. Les lemmes 5.9 et 5.10 impliquent la relation (5.20).
Les estimations (5.19), (5.20), la proposition B.14, la remarque B.15, le lemme 3.8
et le principe du maximum montrent la proposition 5.8, dans le cas s = 1, le cas
général est conséquence de ce cas particulier et de 1'équation vérifiée par Mye **lg —
e~ IT" (Ml) (o) au voisinage du support de la fonction x.

—g|A|1/3

5.2.2 Estimations diverses sur des termes de reste

Le but de cette partie est de donner des estimations sur des termes qu’on considérera
dans la section suivante comme des termes de reste, en utilisant toujours de fagon
systématique des arguments de propagation des singularités. Nous avons rassemblé ces
estimations dans la
Proposition 5.11. — 1l existe W un voisinage de A dans 0, et un entier m, tels
que pour tout w, voisinage compleze de A dans le complezifié de 90, tel que la trace
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de w sur le réel contient W, pour toute fonction x € G3 (W) égale d 1 au voisinage de A,
il existe A, B,C,e > 0 tels que pour tout p € N, tout A € Uy p et tout f € H/?(90,)
on a

(5.27) IxMP (1 - x) MoM™ (f) “H‘/2(691) < Ce_sl’\ll/a”f”Hl/Z(ael),
|M™((1 = x) MaM™) || 1290,y < Ce~sM £l 2 601)
x) M™

(5.28) [IxM? (1 - (F) 7200,y < Ce—ell/«\ll/ | £ 1l zr172004)
IM™ (1= x) M™) || 1200,y < Ce™ P || fll 1200y,

eI/
(529) "XMprMmf”Hl/Z(ae‘) < Ce~ l)‘lll:"f”HUZ(ael),
MMy M™ f|| 1200, < Ce™ M| f |20,

et pour tout 0 € H (w),

—i - /
(5.30) lIxM? (1 —x) Mx (e ' Melg) | gsa(ae,) < Ce €|A1|:33||0||u(w),
[M™ (1 = x) Mx (7o) || g112(00,) < Ce™ ™ l0]l34(w),
—i /
(5031) ||XMp (1 - X) X (e . le") ||H1/2(ae ) S < CemW! 3”””7{(«:)»
lM™ (1 - x)x (e—v\lxla) ||H1/2(891) < Ce” e ||‘7||H(w)

et pour tout ¢ € N, et tout d € C*N+1,
. I MY (1= 20 Mrx (1P (@) iy < Ce= P ],
[124™ (1 = x) Mx (€7 Py (@) | svsa(o0,) < Ce™*Mld]l

Pour démontrer cette proposition, on commence par montrer le lemme suivant :
Lemme 5.12. — Il eziste un voisinage V de A dans R? et N € N tels que

- Tout demi-rayon faisant au moins N réflexions successives sur 00; et 00, a
nécessairement rencontré le coin.

- Aucun demi-rayon issu du coin, ne rencontrant pas A & sa premiére réflexion
sur 00, ne rencontre par la suite V

- Aucun demi-rayon issu du coin, rencontrant lors d’une réflexion entre 00, et 00,
le support de x, ne rencontre par la suite V.

- Tout demi-rayon issu du coin, qui rencontre lors d’une réflexion sur 00, un point
distinct de A fait par la suite au plus N réflexions sur 00,.

De plus, si V' C V est un autre voisinage de A dans R?, V' vérifie encore ces propriétés.

La premiére proposition est une conséquence directe de la stricte convexité des
obstacles ©; et O, et de la présence du coin O sur la trajectoire qui minimise la distance
entre ©; et O,.
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Pour vérifier la deuxiéme, il suffit de prendre V inclus dans le secteur angulaire
délimité par les deux rayons réfléchis sur les deux faces de J©, associés au rayon inci-
dent [A, O]. .

Comme Y, est identiquement nulle au voisinage du segment [A, O], tout rayon issu
du coin qui rencontre le support de x; sort du secteur angulaire défini précedemment
définitivement, d’ou la troisiéme proposition.

Enfin, la quatriéme proposition est conséquence directe de la premiére.

Lemme 5.18. — Pour tout f € H'/?(80,), lintersection de I’ensemble de fréquence
Gevrey 3 de Hy(f) avec ©5 est inclus dans la réunion des demi-rayons (de ©5) issus
vers le futur de Uintersection de SS*(f) avec la projection sur T*0©, de la variété
caractéristique |£]? = 1.

En effet, il est facile de voir que la proposition 3.5 reste vraie pour H; et les résultats
de propagation des singularités montrent que si py € SS3 (H; (f)), il en est de méme du
demi-rayon issu de py vers le passé tant qu’il ne rencontre pas SS* (f), et nécessairement,
d’apres la proposition 3.5, il doit rencontrer cet ensemble.

Lemme 5.14. — Il existe V un voisinage de ©, tel que pour tout f € H'Y? (9©,),
lintersection de l’ensemble de fréquence Gevrey 3 de H (f) avec V est inclus dans la
réunion des demi-rayons (de ©5) issus vers le futur de l'intersection de SS* (f) avec la
projection sur T*00, de la variété caractéristique |€|2 = 1, et se réfléchissant sur 0O,.

En effet, la proposition 3.5 reste vraie pour H, et si py € SS; (H (f)) N T*(©5),
par propagation des singularités, il en est de méme du demi-rayon (de ©%) issu de pg
vers le passé, tant qu'il ne rencontre pas 90,. D’aprés la proposition 3.5, il rencontre
nécessairement 90,. Soit p; un point sur ce rayon proche de 00,. Au voisinage de 90,
on a (A+ ) (H () — Hy (f)) = 0, H (f) - Hy () |se,= 0, donc si py ¢ SS} (B (1)),
un des demi-rayons (de ©%) issus de p; vers le passé (& cause du coin, on n’a plus unicité)
reste, au voisinage de ©, dans SS; (H (f) — Hy (f)), comme d’aprés la proposition 3.5,
apres réflexion sur 90,, le demi-rayon ne peut pas rencontrer SS; (H (f)), il est inclus
dans 8S; (H; (f)), ce qui permet de conclure d’apres le lemme 5.13. Le seul probléme est
donc si p; € SS3 (H, (f)), ce qui implique, d’aprés le lemme 5.13 qu'il existe z € 60,
tel que =, € [r,z,). Ce dernier cas est exclu, si on a pris le point zy tel que pour
tout = € ©,, le segment [z, z] ne rencontre pas 90,, ce qui est possible si V est assez
petit. On démontre de la méme maniere le
Lemme 5.15. — Il existe V un voisinage de ©, tel que pour tout f € H'?(00,),
lintersection de l’ensemble de fréquence Gevrey 3 de H,(f) (respectivement H,(f))
avec V est inclus dans la réunion des demi-rayons (de ©5) issus vers le futur de l’inter-
section de SS* (f) avec la projection sur T*0©; de la variété caractéristique |£|* = 1,
se réfléchissant sur 00, et rencontrant le support de la fonction x, (respectivement xs).

Pour démontrer les relations (5.27), (5.28), il suffit de démontrer que les ensembles
de fréquence correspondants sont vides, d’utiliser les estimations elliptiques pour mon-
trer que les ensembles de fréquence a !l'infini sont également vides, puis d’utiliser la
proposition B.14 et la remarque B.15 pour en déduire une estimation, enfin, on utilise
le lemme 3.8 pour montrer que les constantes ne dépendent pas de f, puis pour conclure,
on propage les estimations sur le réel & un domaine Uy p, en utilisant le principe du
maximum de I’annexe C. Pour démontrer que les ensembles de fréquence correspondants
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sont vides, on utilise les lemmes 5.14, 5.15, en remarquant que ’ensemble de fréquence
de la restriction & 90, d’une fonction g est inclus dans la projection sur 7*90; de
I’ensemble de fréquence de g, et on conclut en utilisant les propriétés géométriques de
la proposition 5.12. Les relations (5.29), (5.30), (5.31) et (5.32) se démontrent de la
méme maniére en remarquant de plus que

583 (oe™el) C Mzego, ({ (:1: -I%l) }) :

5.3 Résolution d’un probleme de Grushin
Définition 5.16. — On notera, pour w C 00,, s € N, H® (w) l’espace de Sobolev
d’ordre s sur w, muni de la norme

1/2
lulls (@) = (Z u(aa)"unim,) ,
IpI<s

de telle fagon que si 0 € H (w), w un voisinage compleze de A, alors, pour tout x €
G§ (w), lIxe™lo |ge, [|s (wN8O1) < Cy|AI*l|o]l24(w)-

Le but de cette partie est la démonstration du résultat suivant:
Proposition 5.17. — Pour tout N € N, il existe ¢ > 0 et A > 0 tels que pour
tout A € Ac N {|A| > A}, on peut résoudre dans H*N+1 (00,) x C2N*1 [e probleme de
Grushin :

(5.33) {(Id - M)u—eMlpy(0) = §,

Gy (ei’\lzlu) =D.

La solution de ce probléme est unique et holomorphe en A € A,y N {|A| > A}. On la

notera
¢)-co(t).

en= (2 )

Cette solution est telle qu’il existe C, N, D tels que pour tout A € A, v,

avec

(5.34) 1€ (V) [l cpan41xcav+ry < C|A[NePm\
et il existe C,n > 0 tel que pour tout A € A, n,

(5.35) €% — B L (M) lleioansry < Ce™MY2
Remarque 5.18. — Ce probléme de Grushin a bien un sens sur H*N*1 (00,) puisque

cet espace s’injecte continuement dans C*N (00,), d’aprés les théorémes d’injection de
Sobolev.
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5. UN PROBLEME DE GRUSHIN

L’idée de la démonstration est la suivante: dans un premier temps, on s’intéresse
uniquement & la question de l’existence et pour cela, on se raméne par des arguments
de perturbation , en utilisant les résultats de la section précédente, au probléeme résolu
par la proposition 5.3. On ne s’intéresse pas dans cette premiére étape au caractére ho-
lomorphe du probléme. Dans un deuxiéme temps, on démontre I'unicité. L’holomorphie
de l'inverse est automatique, puisque cet inverse que nous construisons est continu.

5.3.1 Existence d’une solution

Soit m € N, que nous fixerons plus tard (on le prendra assez grand pour que les
estimations de la section 5.2 soient vérifiées). Soient

m
U =u— ZMif,
T
Dy=D-) Gy (e Miu).
i=0

Il existe A, B,C > 0 tels que pour tout A € Uy g et tout s € N il existe C, > 0 tel que

(5.36)
llu = wll, < Cal A" 2™ || fllyj2, D = Dal < CIAPN+2SI™Y (|| fl1/2) -

En effet, on a
IH (Dllsgay < CIAPET™ | £lly/2

en écrivant Hyoy  Hof = kHaf — Ry [A, k] Hy f avec k € C° (©%) égale & 1 au voisinage
de ©1, on en déduit qu’on a aussi

”Hk (.f)”}p(n) S Csl/\,2ec"lm/\+“-f“1/2

et comme au voisinage de ©;, H* (f) est solution de (A + A2) H(f) =0, on a, si V est
un voisinage de ©,,

1E#* (£)]

'estimation (5.36) en découle. On a aussi

Hs(Q) < C«!Jc|’\|5”H’c (f) ”1/2,

ID = Dill < CIAPN 2 £l .

Trouver (u,C) solution du systéme (5.33) est équivalent & trouver (u;,C) solution
du méme systéme, ol on a remplacé f par M™*! (f) et D par D;.

D’aprés la proposition 4.10, il existe a, D > 0 et x € G§ (001), égale & 1 au voisinage
du point A tels qu'il existe des opérateurs R € N (L (HY?(86,) ; H (©5))) et o €
A (L (HY2(861) ; Ha,p (061))) tels que

(5.37) M™1 = yem g (M™) + (1 — x) M,M™ + MyM™ + xR

67



N.BURQ

et la forme de o donnée par la relation (4.17) montre que pour tout A, on a
(5.38) sup|o (u) | < Ce®™"|ully2 (861)

T
et

e=CIm* qup /I N 1+ 1AP) lo (u) (z,A) dX < Cllully2 (86).-

<0

Si on considére o (M™ (u,)), comme une fonction holomorphe de la variable r dépendant
de A comme d’un paramétre, on peut appliquer au couple (¢ (M™ (u;)), D,) 'opérateur
En, défini en (5.8). Soit

(3, C) = gN,l (0 (Mm (ul)) s Dl) .

D’apres la proposition 5.8, il existe w, un voisinage complexe de A dans 00,, x égale
4 1 au voisinage de A, a support inclus dans 'w et C, A, B, > 0 et pour tout s > 0, il
existe C, tels que pour tout A € Uy p et tout o € ((w), on a

(5:39)  lIxMxe Mo — xe™™IT’ (V) (o) loe, lla@en) < CoIN™** €™M o]l

On applique ce résultat a s) (z) = o, A fixe. Comme les opérateurs M et T’ commmutent
a la restriction en )\g, on obtient, pour tout A,

“XMXC—“':!S _ Xe—iA|z|Tl (A) (S) Iaell

N! —_ 1/3
ey S O A 1 g2 0o -

La fonction u; = xe~*lsy (x, \) définie pour X € A, y, € assez petit vérifie donc

{Uz — xM (A) uz — xe Py (C) = xe o (M™ (£)) + R(f),

5.40 .
( ) GN (Xez)\lzluz) = D;.

ol l'opérateur R vérifie pour tout A € A, v, ||eM”*/R||zns < C.
On cherche maintenant us = u; — u, telle que

(Id = M)usz = (1 - x)e ! (Py(c) + o (M™ (£))) + (1 — x) Mu,
+ (1= ) M M™(f) + MyM™(f) + xR(f)
= A(f,d) + xR(f)
Gy (ei'\|’|U3) =0.

On va pouvoir résoudre ce probléme de maniére approchée; d’apres la relation (5.40),
il est facile de voir que

(1 -x) Mup

=(1-x) M (xM)" uz + 2_: (1—x) M (xM)" (xe™™ (Py (c) + o (M™ (£)))) -

=0
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5. UN PROBLEME DE GRUSHIN

Soit ug = Y g M* (A(f,d)). On a
(Id — M) us = A(f,d) + M™ (A(f,d)) .

D’apres les estimations de la proposition 5.11, la fonction uz ainsi définie vérifie, si on
a choisi ’entier m assez grand :

[|(Id — M) uz — A(f, D)I|H2N+1(891)

_n1/3
< Ce ™ (“f"Hl/?(ael) + lluz Ml grr200,) + 1PN (C)ll 17290,y + ||‘7A||u(w))
et donc, d’aprés (5.38) et les estimations de la proposition 5.3, on a

_ni\1/3
(7 = M)us = A(f, D)l gawssqa0, < Ce™™” (11£ll3/2(00,) + I1D1]) -

On a également d’apres les estimations de la proposition 5.11,
i Y
G (¥us)] < G (1l + 11).
En résumé, nous avons montré que le couple (u = Y _ir ) M* (f) + uz + u3, C) vérifie

(Id — M)u = f + Ry(f,d),
Gx (eiAlz|u) = D + Ry(f, d),

avec des opérateurs (R;, Rp) € £ (ﬁ%’:’ v (00;) x CV “) vérifiant pour tout A € A, n

| (R, Ba) llcqarov+i(oeyxcansny < CIA|CeME/C,

L’opérateur Id + (R, R;) étant donc clairement inversible par une série de Neumann,
si || est assez grand, nous avons montré I’existence d’un inverse a gauche qui vérifie
les estimations (5.34), pour le probleme de Grushin initial. Il reste & prouver 1'unicité.

5.3.2 Unicité de la solution

On fixe, dans cette partie les nombres € et NV vérifiant les conditions nécessaires pour
I’existence d’un inverse a gauche. On pourra éventuellement les diminuer un nombre
fini de fois. Aucune des constantes que nous introduirons ne dépendra de A € A, n.

Soient (u,C) € HN*1(80;) x C?N*1 et Ay € A, v N {|A| > A}, tels que

(Id = M (X)) u — e~k Py (C) = 0,
(5.41) { G (eiAo|xlu) —0.

On veut montrer qu’alors (u,C) = (0,0). On a

u= M (X)u— e8Py (C),
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on en déduit, pour tout m € N,

u=M"" () u— 2’": M (Xo) (el Py ©)),

=0
donc, d’apreés (5.37),
u = xe o (u,C) [rare + (1= x) MaM™ |ror (w) + MyM™ |, (u)

- Z (XM)! |r=ro (xe™FI Py (C))

m 1

(5.42) =D T OMY amre (1= %) M7 |acy, (71 Py (C))

=0 j=0
m

= (xM)" |x=xe (1= x) (e7™FIPy (C))

1=0
= xe"?Clg (4, C) |rx2re +Am (4, C) |rzr, -
avec A,, vérifiant, d’apres les estimations de la proposition 5.11 et (5.39),
VK €N, 3A,B,C,n>0; Vp < K, VA € Uy,

(5.43) “XMpAm”H2N+1(391) < Ce_ﬂ|)\|1/3.
Lemme 5.19. — 1l existe A;, Ay > 0 tels que pour tout k € N, il eriste oy (z) €
H(w) et

R,e A (E (H2NJr1 (00,) x C?*N+1, (Hm+l (8@1)))) ,
tels que pour tout p € N,

(5.44) u = xe Pl (z) + Ry (u,C),
(5.45) xMPRy, € N (L (H*M*1(60,) x C*N*1; (H*N*1(86,))))
et
k
(546) llowlln < A srezz| €™ (lullevaeen) + 1)
k ’ »
#3(ON 424D x| 101+ Ak s + 1D
=

On montre ce lemme par récurence sur k. Pour k = 0, ce résultat est conséquence
des relations (5.42) et (5.43). Supposons ce résultat vérifié au rang k. d’apres (5.41),
on a

u =M (xe~Fg;) + xe= Py (C) + M (4k (u,C)) + (1 — x) eI Py (C)
= xe PlT! (g} + Py (C)) + Ryy1 (u,C)
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5. UN PROBLEME DE GRUSHIN

avec
Riy1 (u,C) = (1 — x) M (xe™Floy) + (1 - x) eFIPy (C)
+ MRy, + (xMxeFlgy, — ye=ol=lTgy)

et il est facile de voir que cette relation définit bien un opérateur Ry vérifiant (5.45)
au rang k + 1. Il suffit donc de vérifier que ox41 = T (0%) + Py (C) vérifie bien (5.46).
Or, d’apreés (5.44) au rang k,

_ /
G () | < Axe™™ P (Jlullawss + IC])
on obtient donc

loksallr) < (2N +2) ||C|| + AAge ™ol

z
7| lullawsa + €I

+A

z
N llokll74(w)»
0

d’ot1 le résultat, puisque |z| < |A|¥*1/2. Finalement, si on choisit k, assez grand et £ >

/\Nﬁ; assez petit, on obtient, pour tout K > 0
0

llokllrw) < Ak (ICIH+ Aol X llullan+1) -

En appliquant Popérateur Gy o e*l®l 3 (5.44), pour k + 1, en remarquant que oj4; =
T' (ox) + Pn (C), on obtient modulo un terme négligeable,

(547) C = —GN (T’ (O'k)) - GN (Ak ('LL, C)) .
donc
z _ 1/3
(5.48) IC1 < A | 5773 lowllr + O™ (IO + llullawa)

On en déduit que pour tout K > 0 il existe Ck tel que
ICI < CrlAol ™ Jullzn

llokll7w) < CrlAol™Xllull2n+1

D’aprés (5.44), (5.45), (5.47) et (5.49),

(5.50) Ixull < Crol ™ llullan-+1-

On utilise & nouveau (5.41), ce qui donne

(5.49)

uw= M (u) + e8Py (0)
=M (u) + Ry (u)
=M™ (u) + Ry (u)
=(1-x)M™(u) + R, (v)
=M™ (1-x) M™ (u) + Ry, (u),
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avec Ry, Ry, R.,, Rl des opérateurs continus de H2V+! (§0,) dans lui méme, de normes
inférieures & Ck|A|*N*1-K d’apreés (5.50). La proposition 5.11 montre donc que u vérifie,

lullan+1 < CrlAo* K |ullan41,s

ce qui, si || est assez grand et si on a choisi K > 2N + 1 implique que u = 0, donc
que C' =0.

Nous avons donc inversé le probléeme de Grushin (5.33), les estimations (5.34)
et (5.35) découlent de la preuve donnée et le fait que l'inverse est holomorphe en A
est simplement une conséquence de ce que 'opérateur qu’on inverse ’est (cette derniére
propriété n’est pas une conséquence de la preuve donnée).
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VI. Démonstration du théoreme 1

6.1 Développements asymptotiques

Nous allons, dans cette partie donner des développements asymptotiques pour les
racines de 1’équation

(6.1) det (£*) = 0.

On va commencer par donner un développement asymptotique pour les racines de
I’équation

(6.2) det ((Ex, — R()) =0,

ol la matrice R = (r4,) est celle donnée par la relation (5.18), puis on montrera
que les racines de ’équation (6.1) et celle de 1’équation (6.2) ont des développements
asymptotiques identiques.

Nous rappelons que d’aprés le théoréme de Puiseux, si b; (z), j = 1;---;m sont m
fonctions holomorphes au voisinage de 0 dans C, alors, il existe a;, [ = 1;---;p, > T a; =
m tels que les racines de I’équation X™ + b, (2) X™ 1 + --- + by, (2) sont des fonctions
holomorphes de z!/% (et pour chaque ! on a exactement a; solutions). Nous ferons dans
ce chapitre un usage répété de ce résultat.

Pour simplifier les notations, on notera encore, Eﬁ,l la matrice E,%,’l — R(X).

6.1.1 Localisation au voisinage des pseudopodles

On rappelle que
(Elz\t’,o)a'., =0ay— 2 Z Ay

a/2<i<a/2+N+1
= Id - zFy,,
avec ag g0 7 0. On étudie d’abord les péles situés dans une région de la forme
e-2ird
{AeC; |z| = <M < +o0}.
Lemme 6.1. —  Pour tout M > 0, il existe A,C > 0 et € > 0 tels que pour
tout X € C, tel que |z| < M, |\ > C et |z —agg,l > I%l’ on a
€
detEx || > —.
I N,ll =\
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En effet, si on considére z et A comme deux variables indépendantes, on a

a0,0,0 0 ... 0
Ei (5N =Id—z| %10 ° +0(|z|+1>,

a0,a,0 : |’\|
ao,2N,0 0 ... 0

ce qui implique

22 +1
(63) det (EI:\t/,l (Z, A)) = (1 - Z(Io,g,o) + o0 <u)'\——)
et si |2| < M, |z —agg,l > IATI alors on a |1 — zag 0| > MITAooAT

On s’intéresse maintenant aux poles obtenus pour |z| grand donc dans une région
de la forme

—2iAd

V2

e

{/\GC;lz|=‘ > M}.

On suppose N > 1.

Lemme 6.2. — Il existe M > 0, > 0 et A > 0 tels que pour tout A € C tel
que M < |z| <e|A| ona

(6.4) |detEx | (2,A)] > Alz].

En effet, ce résultat est conséquence de (6.3).

Ces deux résultats montrent que les zéros en z de 1'équation detE*y ;, sous une
courbe d’équation |z| < €|A| sont tous, si € est assez petit, dans un voisinage arbitrai-
rement petit de 20 = agg o (si |A| est assez grand).

Définition 6.3. — Soit (a;),cn. une suite d’entiers strictement positifs et (bi,l)lé;gf,,

(ri1)1gice) deuz suites doubles de complezes et d’entiers strictement positifs respecti-
lEN*

1\T,
vement. On notera z;; = b;, ()\“1) l défini pour Reh > 0 (On prend la définition

de \s = gale% si A = ge). On appellera z;,; la suite des pseudoZ associés auz
suites A=a;;, B=1"b;; et R=1y,.
Lemme 6.4 (Localisation au voisinage des pseudoZ). — Soit K € N. On

choisit N = K2. Il existe des suites A, B et R telles que
— Le nombre de couples (i,1) tels que T—;;L < K est inférieur ¢ N
- Il existe €,m,a > 0 tels que pour tout A € C tel que M < |z| < ||, on a
(6.5) VG, 1), |27 = 27| = a2 | 1A7 = |detER (2, A)| > nlA|7Me.
On a

det (Ey o (z,))) = 2Vdet (z7'1d — F} ) .
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6. DEMONSTRATION DU THEOREME 1

Notons
P (X, )\“1) = det (XId - F,f,:o) .

P est un polynome en X de degré 2N + 1, 3 coefficients polynomes en A~!. D’apres
le théoréme de Puiseux, il existe L € N et (a;),;<; tels que ) ;a1 = 2N + 1 et que
les racines en X de P sont des fonctions ramifiées de A~1, pour || assez grand. C’est
a dire s'écrivent X;; (A7), avec X;;(A™%) = g;; (A7) ot les fonctions (g,,) 1<i<L sont
holomorphes au voisinage de 0. Au premier ordre, on a donc, si X;; # 0, 1oy

Til T+l
X (A7) = b (V)M 40 (A7)
On obtient donc, pour ce choix de b;; et de 7y,
det (B g (2 0) = 2" [ (=7 = X (A7)
()]
= |det (Bx, (2, N)| = 21" [ alad™N=x ] ol

1,4 X;,1#0 i,l 5 X;1=0

Z

]

or, |7 — 2| 2 ez} = | & =2 1-alE

1
>m>0etd0nc

det (Ej, (2,0)) 2 BIA7EY*De, - > 0.

(puisque si X;; = 0, on a toujours |z7!| > alz7!|si0 < a < 1.)
Nous allons utiliser la relation

E]%,l (z,A) = Eﬁ,o (2,2) (Id + Eﬁ,o (2, ’\)_1 (EI:\tll - EIZ\EI,O) (2, )‘))
pour calculer le déterminant de Ej, (2,)). On a

1

Exy (2, ) = — 10— Fx (2, )),
N,0 (2,2) det (Eﬁo 2 /\)) N,o(z )

ou E‘ﬁyo(z, A) est la matrice des cofacteurs:
0((1+|z|)x (1+5) x (1+5) - x (1+£¢))
(1 )
donc, pour tout A tel que 0 < M < |2| < |NX, si [MF! < |2 < |A[F,
N |2[2RH 1
E% (2,)) ‘ < ( s +1 —
‘( )a,ﬂ AR 1+ ﬁ
41 |z|2R
<A (|)\|R2+R +1
< AEH | E-K

(El:\tl,o(zv /\))

a,f

iy
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On note P () = Diag (1, A, -+, A%, V). On a donc (Ex o)™ = P(A) x G0 (2 )
avec

2K 1

X .
) |det (Ey)|

|G1iV,0 (Z, A)cyz,ﬁ

<o(i+

MNK2+HK
D’apreés la relation (5.18), on a
+ + 2
|((EN,1 - EN,O) X P)a,p\ <C ‘:\‘Tv‘ﬁi
si | x| est assez petit. Or, si |Gwo X (Ex, — Exo) X Pl <@ <1, on aura

(6.6) ldet (Id +(Ef) ™ (BE, - E,%,,o))‘ > f(a)>0

et

X

K2-K 1 |z| 1 1\ |K2=K+Net K—(N+1) Ne—1
W e v <O <P

11 suffit donc de choisir 0 < € < 1/N pour démontrer le lemme 6.4.
Les lemmes 6.1 et 6.4 1mph?uent que si A est un zéro du déterminant de la ma-
trice EN 1 (), alors z () = 377 est nécessairement proche d’un pseudoZ.

6.1.2 Développements asymptotiques

Dans ce qui suit, ’entier N = K? est fixé. Nous allons calculer un développement
asymptotique de type C* a tous les ordres des racines de 1’équation det (Eﬁl(z)) =0,
pour |A| = +o0 et ‘%li\%l petit.
Définition 6.5. — Pourbe C,ae€ N* etr € N*, on appelle pseudo péles associés
a (b,a,r), les racines A de partie réelle positive, de lequatwn —,\'172_ =b ()\1/“)

L’étude de la fonction A — —3':? montre le résultat suivant :

Lemme 6.6. — Il existe C > 0 tel que les pseudopéles tels que |\| > C forment une
suite, A&7 telle que:
_nm Arg(b)
Rel, = 7 54 +0(1)

et

]m/\,,=(%+r) 2dlog(d)+log(|b|)+o()

donc en particulier, on a Im\, R (% + ;) log(Re/\ ), ce qui montre que les

pseudopdles sont asymptotiquement sur une courbe logarzthmzque de pente ( + ﬁ) X ;—d.
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6. DEMONSTRATION DU THEOREME 1

On se place dans toute la suite de cette section dans une région U = {}; T%J? <
1,|A| > C,n < |2|} avec C assez grand et 1 > 0. D’aprés ce qui précéde, pour tout € > 0,
il existe C,n > 0 tel que dans cette région, les zéros de I’équation (6.2) sont tous tels
que 271 (X) est tel qu'il existe (4,1) tel que

Xy (A7)
—_—— 1 .
p ( /\‘_1) <Eeg
On peut donc supposer, dans le cas ot X;; # 0 qu'on a également
z(Ah)
(67) —)—(;,1(/\——1) - 1‘ <e€

et I’équation (6.7) définit un voisinage des pseudopoéles associés au pseudoZ considéré.
Si on prend € > 0 assez petit, on peut supposer que ces voisinages sont distincts, si
les pseudoZ le sont. On choisit un pseudoZ, Z = bA%, tel que r/a < K, on note m
sa multiplicité (comme pseudoZ), c’est & dire le nombre de fois ot z~! est la partie

principale d’une racine X;; (A1), et on s’intéresse aux A € U tels que

z(A)
— -1 <
Z(D) ¢
et tels que pour les autre pseudoZ, 2’ on a
|—z7 - 1| > €.
z

On remplace maintenant Ef,,l par I’expression obtenue en tronquant la série (5.18)
au rang M, qu’on note E;t, LM

Eﬁ,l,M = oy — ( Z A ki + Z ( N+1) Z ’\_pk"'l’:aﬂ>

7/2<i<M N+147/2<p<M
e z z 1
=Eyo+ ,\N+1A(,\N+1”\ )’
donc
N 2R
(6.8) det (EN,I,M) det (Enp) + O ()‘N+1 m) ,
ol R = max{r € N; I T > 1}. En effet, dans le développement du déterminant, pour

obtenir le terme & priori le plus grand, on prend un terme dans la matrice A, par
exemple dans la colonne i et les 2N autres termes dans la matrice Eyg. Ces derniers
termes sont majorés par 3 si le terme vient de la colonne 25 — 1 ou de la colonne 2j
et si j < R et majorés par 1 sinon. Comme on ne peut pas prendre ces termes dans la
colonne i, on obtient la majoration (6.8).

Dans la suite, pour alléger les notations, on omet l'indice M. D’apres ce qui précede,
on a dans U,

det (B%,) (2,0 = [T (1= 22) + B (5, X7")

()
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avec, R(Z,\™!) une fonction holomorphe en Z pour |Z| assez petit et méromorphe
en A\~! au voisinage de (0,0), c’est & dire telle qu'il existe Ny € N tel que la fonc-
tion A=Ner (Z,A71) est holomorphe au voisinage de (0,0). On fait le changement de
variables X = £, et on pose

Q (X, A7) =det (Ey,) (ZX,27)
=det (Ey,) +7(X,27"),

ou la fonction r est holomorphe en X, méromorphe en A~'/% au voisinage de (1,0)
(car L < K) et d’aprés ce qui précede, on a également :

_ X  (EX)®
|Q(Xv’\ I)I <C(,\N+1 X m_i_l

X2R+l AT!2R+1!
<C +1
= AN+ )\R(R+1)

(on rappelle qu’on peut prendre R = [5] < I). On cherche & calculer les racines de

I’équation @ (X, A™!) = 0 au voisinage du point (X = 1,A7! = 0). On notera
r(X,A7%)

ML, (1- £ 0 X)

La fonction D est méromorphe en (X, A7), au voisinage de (1,0). En effet, r (X, A\7%)
Pest,

D(X,2!) =

IIO—Z#A)):Gt%W@W%MXﬂxﬂAﬂ»

2 1#Z

et Z (A7) est holomorphe en A~!. Si le pseudoZ prés duquel on travaille n’est pas zgp =

agp, O a aussi
zZ . _
(- £ 09
20,0

ce qui implique

/e X (EX)*!
|D (X’)‘ Y )I <C ()‘N+1 x M\R(R+1) +1

X 2R+1 /\r iR
¢ ( AN+1 X MR(R+1) +1

<C (X2R+1)\§2—N—1 + 1)

IN

et si on travaille pres de z g, alors, on a

2R+1
D x| <o X

AN+1
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6. DEMONSTRATION DU THEOREME 1

Dans tous les cas, la fonction AD (X, A1) est bornée au voisinage de (1,0); elle est
donc holomorphe sur ce voisinage. La fonction S (X,A™') = (1-X)™ + D(X,A™)

est donc holomorphe en (X, A™!) au voisinage de(1,0) et vérifie (%)1 (S(1,0) =0
(pour 0 < ¢ < m) et (%)m(S(l,O)) # 0. D’apres le théoréme de préparation de

Weierstrass, il existe donc m + 1 fonctions holomorphes en A~! au voisinage de 0, a; et
une fonction ¢ (X, A~!) holomorphe au voisinage de (1, 0) telle que ¢ (1,0) # 0, a; (0) =0
et

SXA ) =c(X A (1=X)"+ama W) Q=X+ + a0 (A7)

Enfin, le théoréme de Puiseux montre que les racines X, de I'équation S (X, A7) =0
sont m fonction algébriques de A~!, c’est & dire qu'il existe m entiers a; tels que ces
racines X; vérifient

X (0 =145 (35,

ou les f; sont des fonctions holomorphes au voisinage de 0. On écrit & nouveau I'in-
dice M, on a donc le lemme:

Lemme 6.7. — Il existe des développements asymptotiques, bijr; 7 =1,---m; ¢ €
N* tels que les solutions, X;p (A7Y), de léquation

det (B, (A7°X,27)) =0,

telles que | X — 1| < e (e > 0 assez petit) vérifient, pour A assez grand,

Xim (A~ 14 ) b,-,j,M,\FZ_iM,
1EN*

avec 1 < ajp < m.

On va montrer que ces développements asymptotiques ne dépendent, en fait pas
de M, jusqu’a un certain rang qu’on peut choisir arbitrairement grand si on choisit M
grand. On commence pour cela par supprimer la dépendance en M de a; yr ; et pour cela,
il suffit de remplacer a; » par m!. On s’intéresse ensuite au développement proprement
dit. Cette étude a été faite, dans un cadre trés proche par C. Gérard [7], annexe A.IIL.1.
On note

det (B3 a0) (354

PM (X, A7) = 2o

On a l’estimation
|PM1 (X, ,\-1) — pM: (X, /\—1)| -0 (|,\—f(M,,M,)) ’

quand X tend vers linfini (en restant tel que ;% reste petit) et quand |X — 1] reste
petit et ou f est une fonction qui tend vers l'infini quand M; et M, tendent vers ’infini
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puisque PM1 et PM2 sont des polynémes en X et A~1/% dont les coefficients en A\~1/@
coincident jusqu’a un rang de plus en plus élevé quand on fait tendre M; et M, vers
Pinfini.

Cette estimation permet d’adapter la démonstration de C.Gérard & notre cadre; et
il est alors facile de voir que ’exposant a; s ne dépend nécessairement pas de M.
Proposition 6.8. — Il existe des développements asymptotiques, c;;, pour j =

1,---,m et i € N* tels que, si on note )\, la suite des pseudo-péles associée a bA% , et
M =T
ML=+ e,
i=1

alors

— Pour tout M € N, il eziste ng € N et Cpy tels que pour n > ny, chacune des
boules

M _Mr
{pec; -] <oub )
contient un zéro de l’équation
det (Ey,) =0,

avec multiplicité, c’est d dire qu’il y a ezactement s zéros (comptés avec leur
multiplicité) si s des développements asymptotiques précédents coincident jusqu’a
Vordre M

- Il existe € > 0 et C' > 0 tels qu’ on a, pour tout A € C tel que |A| > C'

—~2i\d 1]
et W—l‘ <é,

A= AM| > Culdal 55 = |det (E%.)| > C'IAI7VO,
avec limps—, 100 N (M) = +o00.

On commence par démontrer le
Lemme 6.9. — Soit M € N et € > 0 assez petit. Il existe alors ng € N tel que pour

tout n € N; n > ng et tout j € {1,--- ,m}, les solutions de ’équation
=2iMd B
(6.9) :\'1/—2;;7;—ij(>‘ )=0

forment une suite, notée An a1, qui vérifie |Apm — An| < €.

En effet, d’aprés ce qui précede, il est clair que si ng est grand alors les solutions
sont dans un ¢ voisinage des pseudopdles \,. L’équation (6.9) peut aussi s’écrire, en
notant { = A — Ay,

e-2iCd

- _ -1
Toagr ~ %om (5! 1520 ™) =0
n
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6. DEMONSTRATION DU THEOREME 1

et la fonction
e-2iCd

Hy: (G p) —
m (G k) (1 + poas () 247

- Xim ((u (1+ 'u‘“‘jc)—l/aaj)aaj)

est une fonction holomorphe de (¢, ) au voisinage de (0,0) qui vérifie Hys (0,0) = 0
et OcHp (0,0) = —2id # 0. Le théoréme des fonctions implicites implique donc qu’il
existe une fonction holomorphe ¢y (1) définie au voisinage de 0 dans C, telle qu’au voi-
sinage de (0,0) dans C, les solutions de 1'équation Hy (¢, ) = 0 s’ecrivent ({p (1), 1) ;
ce qui implique, si ny est assez grand et € > 0 assez petit que les solutions de I’équa-
tion (6.9) s’écrivent

At = An + G (A1) .

Enfin, comme X;p (A7}) — Xjmwr (A7) = O ()\‘w), on a également A, pr —

A =0 /\‘m_mit_lﬂ). Nous avons donc montré le
Lemme 6.10. — Il existee > 0 et C > 0 tels que les racines de I’équation
e—2ird
det (EN,I,M (W’)\>> ,

qui vérifient

e-2ird

\/2+r/a li<e

-1\ 4

et telles que |A| > C sont données par les relations A = A\, + (;m <)\n e ) def AjnM-

Corollaire 6.11. — 1l existe € > 0 tel que pour tout K € N, il existe K' € N tel
que pour tout A tel que ‘A—i}% — 1| < € (donc tel qu’il existe n avec |A — A\, < €'), et
pour tout C > 0, il existe Ck pr tel que

e—Zi)\d

|)\ bl /\n,Ml > CA;K = detEﬁyl,M (W,)\)‘ > CK’M)\;K’.

Dans ce résultat, le seul point qui ne soit pas clair est que I’entier K’ ne dépend que
de K et pas de M. Ceci vient de ce que 'ordre d’annulation de detEf,,L M (e;f";d, )\)
au point A = A, » est au plus m et est donc indépendant de M.

Nous allons maintenant compter les racines de I’équation det (Eﬁl) = 0. On rappelle
qu'on a, pour tout A € C tel que |e~2*| < ¢|A|N*1, avec € > 0 assez petit,

(6.10) IB% 1 — Exoull < Crr AN H-4HD
et
(6.11) BNl < CIAINH,
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on a donc aussi
|det (B ,) — det (B | )| < CaAPNN+D+N-M

Soient K € N fixé et C, le cercle centré en A, et de rayon |)\,|~K. D’aprés ce qui
précede, si M et n sont assez grands alors le déterminant de E;E,Yl ne s’annule pas sur C
et d’apres les formules de Cauchy et (6.10), (6.11) on a, sur C

d d
Tr _EI:\EI,I (det (Elj\;l)) —Tr _El:t’,l,M (det (EI:::II))
dX d\

< Cy ('/\an’+N—M + |/\n'N+1+K’+2N(N+1)+N—M) ,

donc, le nombre de zéros de I’équation det (E;t,l) = 0 situés a l'intérieur de C qui vaut

1 d _
= | (a‘x (detEf,,l)) (detEE,) ™ dn,

est arbitrairement proche (si on prend M suffisament grand) de

1 d -
=5 ], (ﬁ (detEﬁylyM)) (detEE | ) d),
donc, si n est assez grand, ces deux entiers sont égaux. Enfin, comme le développement
en puissances de A, e 3 Yordre K de Anm est égal & MK si M est assez grand, on
obtient la proposition 6.8.

Remarque 6.12. — La proposition 6.8 reste vraie si on remplace maintenant la
matrice E;},l tronquée (celle dont on a soustrait la matrice R ()\)) par la vraie ma-

trice EI:\E,, 1 ot par la matrice £%, puisque ces matrices différent d’un terme négligeable
et que le dernier argument reste vrasi.

6.2 Démonstration du théoréme 1

6.2.1 Rappels sur les probléemes elliptiques dans les coins et
les potentiels de simple couche

On considere, dans cette partie ©, un obstacle borné de R? vérifiant les hypotheses
de I'introduction. On suppose que I'ouvert  est de la forme Q¢ ou 2¢. On notera I' =
00N\ K, le bord de I'ouvert 2 dont on a retiré les coins. L’ensemble I' est donc réunion
disjointe d’ensembles T';, difféomorphes soit & la sphere S* soit & des segments de R
ouverts.

Définition 6.13. — On notera HY/?(T') = @;H'/*(T;) et H~/?(T') = @;H /2 (I;)
son dual.

11 est alors démontré par P. Grisvard dans [9] et [10] que 'application
ce (@) — B2 (1)

u
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6. DEMONSTRATION DU THEOREME 1

se prolonge de maniére unique en une application continue et surjective de H* () dans
H'/2(T'), qu’on notera u |r. On a aussi le

Lemme 6.14. — Pour tout u € H'(Q) tel que Au € L? (), on peut définir une
trace 5 |[re H='/2(T) telle que pour tout v € H' (), on a

Ju
Vu-Vv:/Auv-l- —,v),
/Q Q <3n >

ot: (-,-) désigne le crochet de dualité entre H'/? et H='/2.

En effet, il est démontré dans [20] que, si u,v € H* (), on a

/u@xiv +v0pu = /uvu,-da,
Q r

ou y; désigne la iéme composante du vecteur normal extérieur. On en déduit que,
siue H?(Q) et ve H (Q),

Comme d’aprés [9], I'espace H? (§2) est dense dans Pespace {u € H' (Q);Au € L* (Q)},
on en déduit le lemme. (On a ici identifié H~'/2 (T') avec un espace de distributions, via
la mesure do).

o

Pour u € H = H'(©°) @ H*(©), on notera [u] € H'/2(T') le saut entre les deux
traces de la distribution u, [u] = u |s —u |sec. On remarque que le noyau de 'opérateur

{Tr:?-t - HY2(T)
u — [y

qui est linéaire, continu et d’aprés [9] surjectif, est 'espace H! (R?). En effet, cet espace
est clairement inclus dans ce noyau, et si (u,v) € Ker (T'r), la fonction (u,v) de L? (Q)
valant u sur Q€ et v sur Q vérifie V(u,v) = (Vu,Vv) au voisinage de tout point
de R? qui n’est pas un coin, d’aprés la formule des sauts, et la différence de ces deux
distributions est donc un élément de H~'(R?) supporté par les coins. Comme § ¢
H™1(R?), cette différence est nulle et donc V(u,v) = (Vu, Vv) € L? (Q).

On notera V = {u € H' (R?); Au+ A%y = 0 dans Q°UQ'}. La forme sesquilinéaire

b(u,v) = , Vuvo — Nup
0Ud

est coercive sur H' (R?), pour tout A € C~, et, pour g € H~Y/2(T'), la forme linéaire L,
définie sur H' (R?) par
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est continue. On en déduit que, pour tout A € C~ et tout g € H~'/2(T'), il existe une
solution unique dans H! (R?) du systéme
{(A+/\2)u=0dans ché,
[Onu] = g.

On note u = uy (g) cette solution.
En considérant aussi la forme sesquilinéaire b sur V et la forme linéaire L? (v) =
Jr [2] ¢, on montre que pour tout A € C™ et tout ¢ € H/2(T), il existe une solution
unique dans V du systéme:
o
{(A+A2)u=0dans e°ue,

ulr=¢.

On note u = up (¢) cette solution.
La distribution uy vérifie (dans D’ (R?))

(612) (A + )\2) unN (g) =g® 6r.

Chacun des termes est un élément de H~! (R?). En effet, c’est évident pour (A + A?) uy
puisque uy € H!(R?), et ¢ ® 6r € H~' (R?) puisque g € H~Y/2(T') et I’application
de trace envoie H' (R?) dans H/?(T'). La différence de ces deux termes est donc une

distribution de H~! (R?) supportée par les coins, elle est donc nulle.
On note T et S, les opérateurs définis, pour A € C~ par:

T: HY?(T) - H™Y*(T")
Y [6nuD ((P)]

et

{ S: H-Y2(T') - H'?(T)
g~ un(9)

11 est clair que les opérateurs S et T sont inverses I'un de l'autre.
On note g, (z,y,A), le noyau distribution de la résolvante sortante libre du Lapla-

cien, Ry (X):
(A + /\2) u = v, u sortante,

on a donc, d’apres (6.12),

(6.13) S(g) = /F 0 (@9, ) 9 (8) do (3),

pour tout g € H~/2(T"). Enfin, il est bien connu que la résolvante sortante libre possede
un prolongement analytique & C \ iR* (au revétement simplement connexe de C* en
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6. DEMONSTRATION DU THEOREME 1

fait), la relation (6.13) va donc nous permettre de définir un prolongement analytique
pour l'opérateur S & C\ iR*.
On rappelle d’abord quelques propriétés du noyau distribution gr (z,y,): on a

400
(6.14) gr(z,y,A) = % / e—iAchtle—yl gy

—00

et, si on note z = |z — y|, il existe deux fonctions holomorphes sur C, R;.; telles que
g7 (z,9,A) = log (iz) R (%) + Rp (%) .
Soit n (z,y, A) = gr (z,y,A) — gr (z,y, —t). On a donc
(6.15) n(z,y,A) =1log(iA) Ry (2*) + Ry (2*) — Re (— (z - y)z)
+ 5108 (0~ 9)") (R () — R (= (=~ 9)"))..

La singularité du noyau n (z,y, A) est donc en log ((z — y)2) (z — y)*. Si on dérive une
fois par rapport a z,y, la singularité du noyau est en |z — y|log ((z — y)z) qui est de
classe L* (T' x I') et si on dérive deux fois, la singularité du noyau est en log ((z — y)?)
qui est aussi de classe L? (T"). L’opérateur de noyau 1,ern (2,9, A) 1yer est donc continu
de ®;H ! (T;) dans @®;H" (T;) donc aussi de H~Y/2(T') dans HY2(I'). En dérivant
par rapport & A le noyau n et en faisant le méme raisonnement, on obtient que le

noyau 7 (z,y, A) est le noyau d’une famille holomorphe dans C \ iR* d’opérateurs bor-
nés de H~'/2(T') dans H'/?(T'). La relation

SQM@=SGﬂ&0+An@%Mu@MU

permet donc de définir un prolongement analytique pour la famille d’opérateurs S (A).
(En fait on a méme prolongé au revétement simplement connexe de C \ {0}). On a
en plus montré que 'opérateur S ()\) — S (—4) est compact de I’espace H~'/2(T") dans
’espace H'/?(T). Finalement, on a

SN =8(=)Id+T(=9)(S(A) - §(-1) =S (=) (Id+ K (),

ot 'opérateur K ()) est un opérateur compact de H~/2(T') dans lui méme. On en
déduit, d’apres le théoréme de Fredholm analytique (voir [26], Théoréme VI.14), que
soit 'opérateur Id+ K () n’est jamais inversible sur H~'/?(«y), soit il possede un inverse
méromorphe, dans C \ iR*. Comme cet opérateur est toujours inversible pour Im\ < 0
(son inverse est alors T () S (—t)), on est dans le deuxiéme cas, ce qui montre le
Lemme 6.15. — La famille d’opérateurs bornés de H'/? (T') dans H™'/2(T"), T (\),
holomorphe pour ImA < 0 se prolonge en une famille méromorphe sur C\ iR d’opéra-
teurs continus de H*/? (T') dans H*/%(T"), qu’on note encore T (}\).

On choisit maintenant © = ©;,5. La construction précédente permet de définir des
opérateurs T; (A), S; (). On notera

(6.16) H;(\) = Ro () (br, ®T: (V).
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On a
(A + /\2) Etp =0 dans O U éi,
8Hip _ _ [Oup,(¥)
[67» =TMe = [ on ’

On en déduit que, pour ImA < 0, on a Ego = up, () donc vérifie E (©) loo,= ¢ et
par prolongement analytique, cette égalité reste vérifiée partout ou E est définie. On
note H; = H; Igvi:. On vérifie facilement que cette définition coincide avec la définition
de Hy;; du chapitre 3. Enfin, en étudiant le noyau de 'opérateur Ry il est facile de voir
que Popérateur H; envoie L? (T;) dans H}, (©f); et qu'on a

H = HyvHy et M = v Hyyo Hy.

6.2.2 Dilatation analytique

On va utiliser, dans cette partie, une idée de dilatation analytique due & J. Sjostrand
pour montrer que les poles de diffusion coincident avec les points ou I'opérateur Id —
M n’est pas inversible. On reprend ici une méthode de C. Gérard, en la modifiant
légerement pour qu’elle s’adapte a notre cadre.

On notera R?, une déformation de R? égale & e **R? (6 > 0) hors d’un voisinage
de ©. On prolonge analytiquement la noyau gr & D' (R?) en posant dans (6.14), |z —

1/2 , . .
yl = ((z - y)z) /. La résolvante sortante libre du Laplacien sur R?, S; admet un
prolongement & L? (T'), holomorphe pour [ImA| < ¢|)|, € > 0 assez petit, puisqu’alors,
d’apres (6.14), le noyau distribution gr (z,y, A) est exponentiellement décroissant

lg7 (2,9, A) | < CemPll==dl/c,

La relation 6.16 montre que les opérateurs H; admettent également un prolongement
méromorphe comme opérateurs continus de L?(I") dans L? (R?) et comme les résolvantes
tronquées R; associées a chacun des obstacles ©; n’ont pas de péles dans des ou-
verts Uy g, il en est de méme pour les opérateurs H; (la déformation est égale & I’identité
au voisinage de © et il est classique que les poles des opérateurs T et ceux des résolvantes
tronquées sont les mémes). Dans toute la suite, on se placera dans Uy p.

La résolvante sortante du probléme:

(6.17) {(A + /\2) u = v dans ©°,
ulse =0
s’écrit
u=R(A)v=Ry(A)v—Ry(A) (br ® T (A)) vRo () v,

oll on a noté y 'opérateur de trace sur 00 =T.
On choisit une courbe fermée de C, C, ne rencontrant pas ’ensemble des péles de
I’opérateur T'. Puisque 2—175 fc —2AS (X) dA est le projecteur spectral associé aux poles
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de S ()) a lintérieur de C, le nombre de poles de 'opérateur R situés & l'intérieur de la
courbe C est

m(C) = Tr (5% /c —2AR()) d,\)

(6.18)
_ Ty (2—}- [0 6 0 7 ) R0 (A)) .

On remarque maintenant que 'opérateur Ry (\) (6r ® Id) a pour noyau distribution la
fonction gr (z,y,A) lyer qui appartient & L? (R? x I') (puisque & Dinfini, il est expo-
nentiellement décroissant et en z = y, sa singularité est en log (|z — y|)), et I'opéra-
teur YRy ()\) a également un noyau de classe L? (T’ x R?). L’opérateur Ry ()\) (6r ® Id)
(respectivement YRy (A)) est donc de Hilbert Schmidt de L? (I') dans L? (R?) (respecti-
vement de L? (R?) dans L% (T')) ; I'opérateur Ry (A) (6r ® T (X)) vRo (A) est donc & trace
sur L2 (R?). On peut donc dans (6.18) rentrer 'opérateur de trace sous 'intégrale:

m(C) = (% [T (R ) e 0T ) 20 (A))) .

On a, partout o I'opérateur (Id — M)™" existe,

Ry (X) (6r ® T (X)) 7Ro (A)
= (Hi(Id— M)™" = Hyy,Hy (Id — M)™") 1Ry ()
+ (Hy— Hy(Id - M)~ y1Hy + Hyyo Hy (Id — M) ™" 71 Hz) 1aRo (X) -

Comme 'opérateur H, est holomorphe, on a donc
1 -
m(C) = E/c,m (Hi(Id— M) MRy (V)

_ 7rli/,\’pr (Hyy Hy (Id — M) 11Ry (V)
(4

1 _
il ATx (Hy (Id — M)~ mHyyaRo (V)

1 -
+ L ATr (HayeHy (Id — M) ™' vy HayaRo (1))
=1+ +B)+1).
Le nombre de zéros du déterminant de I’opérateur £* situés a I'intérieur de la courbe C

est égal si ce déterminant ne s’annule pas sur la courbe C, a

1 d -
n(C) = ﬂ/cﬁ (det€*) x (det€*) dA.

Or, en dérivant 1’équation
Id— M Py & &7\ _[(Id 0
Gy 0 E-+t g+ ) \0 Id)’
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on obtient

dos_ (o4 d +d +-
d)‘é' (8 d/\M—E ﬁGN)g ,

ce qui implique

1 +_d_ +d +- (g%
n(C) = 27{/ (8 M - EX G (£%)7") A

(tous les opérateurs précédents sont & trace puisque £* et £~F sont de rangs finis).
Comme les opérateurs Gy et £¥'~ sont holomorphes on a

n(€)=5— / ’I‘r(E F o MER (5*)‘1) dX

_ L [ (e (gt
—2i7r/cTr(d/\M£ () e )d/\,

or,ona (Id— M) =£°— £+~ («ﬁ'*)_1 E~F, on en déduit que
(6.19) n(C) = ( / SM(d - M)” dA)

Comme &M = —2X (v1RyHy12Hy + 1 Hy12R1Hy) et comme v Ry = 11 Ro —v1 Hav2 Ro,
on obtient

1 1 -
—'TI'//\ (7]R2H272H1) = —’I‘I' (/ A’)’IROHQ’YZHI (Id - M) 1)
(s C (s C

+ Z%FTI (/c A Hyy,RoHyyvo Hy (Id — M)_l)
=(2)+(4)

et comme Y2 R; = 2Ry — v2H171 Ry, la contribution & (6.19) du premier terme est égale
a (3) et celle du second terme a

(6. 20)
- 1 _
—TI' (/c’)'le’)’zHl’)’lRoHl (Id—M) 1) :ETI </CM’)’1R0H1 (Id—M) 1) .

Lz

On peut dans (6.20) rentrer 'opérateur de trace sous le signe somme puisque les noyaux
des opérateurs v, Ry et H sont de classe L? (T' x R) et L? (R x I') respectivement (on
écrit pour voir cela H; = Ry (6r ® T1), ou 'opérateur T; est l'opérateur T associé
a Q = ©65); on obtient

1 -
—Tr ( / M Hyy HimRoHy (Id — M) 1)
C
= .l / ATry,RoHy (Id — M) (M — Id + Id)

=zl ( / Hy(Id— M) 'leodz\)—(l)
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Nous avons donc montré que le nombre de péles de R ()) situés & I'intérieur d’une
courbe fermée de C, C, est aussi égal au nombre de zéros du determinant de £* situés
A lintérieur de C; ce qui montre que les poles de 'opérateur R sur L? (T') et les zéros
du déterminant de I'opérateur £% dont nous avons calculés les développements asymp-
totiques & la section précédente, sont les mémes, avec multiplicité.

Pour terminer la démonstration du théoréeme 1, il suffit maintenant de montrer
que les poles de 'opérateur R (), sur L2 (R?) sont (avec multiplicité) les poles de la
résolvante sortante du Laplacien, considérée de L2, (©°) dans Hj,,. (©°) (qui est
Popérateur R, mais considéré comme opérateur de L%, (©°) dans Hy ), (©9)).

On note 7 (z,y,A) son noyau distribution. On considére, pour z,y € R? si la
courbe C est une courbe fermée ne rencontrant pas les poles de 'opérateur R sur L? (R)

= om /R()\

On a, puisque Ry est holomorphe, et d’aprés (6.17),
1
(6.21) IIe = 57 /Ro(ép ® K(A)vRo) (A) dX
™ Je
et, si on note h (z,y, A) le noyau distribution de 'opérateur sous le signe somme,

(6.22) h(z,y,A) = 3 // gr (z,u, A) k (u, v, A, Ag) t (v, w, o) g7 (w, y, A) dudvdw,
s

ol on a noté k le noyau distribution de K. (Cette expression a un sens puisque, le
noyau k est de classe L? et les noyaux gr(z,y)1yer et g7(z, y)lzer sont de classe L? en y
et z respectivement.)

Le noyau Il (z,y,A) est donc holomorphe pour (z,y) dans un ouvert connexe
de lespace (C?\ ©°)° contenant (R?\ ©°)” et (R2\ ©°)°. Par prolongement analy-
tique, s'il est identiquement nul sur (R2\ ©°), il 'est donc aussi sur (R2\ ©°)°
réciproquement. Comme les courbes C contenant des péles de I’opérateur R sont celles
pour lesquelles ’opérateur Il; n’est pas nul, nous avons montré que s’il y a des poles de
I'opérateur R sur L(T") & Vintérieur de la courbe C, il y a aussi des péles de 'opérateur R
de LZ,,,(R?) dans Hj, (R,2) a l'intérieur de la courbe C. Le seul probléme restant
traiter est donc celui de la multiplicité.

Sur L? (T), Popérateur I1¢ est un projecteur. On a donc trace (Il¢) = rang (Il¢) et
il existe deux systémes de fonctions ¢; et ¥; indépendantes dans L? (R?), telles que
pour z,y € R?,

(6.23) Z%

On commence par montrer que les fonctlons @; et ¥; admettent un prolongement ana-
lytique dans un voisinage complexe de R? contenant R2\e° En effet, comme I1¢ (¢;) =
i, on a

(6.24) i (z) = jR e (z,9) ¢i (y) dy.
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11 suffit donc de montrer que le terme de droite admet un prolongement analytique en z.
Or, les relations (6.21) et (6.22), la forme explicite du noyau gr (z,y, ) et celle du noyau
n(z,y, A) (voir (6.15)), montrent que le noyau II (z, y) est, uniformément par rapport a =
dans un voisinage complexe de R? contenant R?, de classe L? en y € R?; ce qui montre
que la relation (6.24) fournit un prolongement analytique pour la fonction ¢ (z). En
considérant 'opérateur adjoint de IIc, on obtient le méme résultat en ce qui concerne
les fonctions ¥;. La relation (6.23) est donc, par prolongement analytique, vérifiée
pour z,y dans un ouvert connexe de C? contenant R?\ ©° et R?\ ©¢, et les fonctions ¢;
sont également, toujours par prolongement analytique, indépendantes sur le réel, ce qui
montre que la résolvante R a exactement n (C) poles a l'intérieur de la courbe C.

6.3 Décroissance de I’énergie locale des solutions de
I’équation des ondes

Nous présentons dans cette section une application simple de notre résultat a 1’étude
en grand temps de ’énergie locale des solutions de 1'équation des ondes dans ’ouvert
Q = ©°. On a, partout ou ’'opérateur Id — M est inversible,

R(X) = Ry (\) — (Hy — HyyoHh) (Id = M) ™" (v1Ro + 71Hz72Ro) — Hz12Ro
et si 'opérateur £% est inversible, alors I'opérateur Id — M aussi et
(Id— M) = €% — €5 (€3) " &3
On déduit de cette relation et des estimations (5.34), (5.35), (6.4) et (6.5), que pour
tout € > 0 il existe N > 0 tel que pour tout C > 0 et tous x1,x2 € C5° (R?), il

existe A > 0 tel que, pour tout A € C; ImA < C et tel que la distance de A & la réunion
de I’ensemble des poles et de {0} est supérieure & ¢,

(6.25) Ix2R (A) o Xl”L(L?(Q);Hol(Q)) < AI’\lN-
On va utiliser 'estimation (6.25) pour déformer dans la relation
+o0
aU@ns= [ MaRM)afd

le contour d’intégration réel sur un contour dans ImA = C.
Soient ¢ € C§° (R) égale & 1 au voisinage de 0. On suppose que le support de ¢ est
inclus dans B (0,¢) et on note ¢ (s) = ¢ (t + s). On a, pour ¥ € C (R?),

(oexal (s) xufo b (s,1)) = / A €™, (5) x2 (2) R(N) () ¥ (s, 7) dod

o\ N+2
_—_/“//\eusle(/\) (xaf) (%) (1 (s) ¥ (s, 1)) dsdzd.
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Soit C' < C. On suppose que lensemble [iC’,iC" + oo[ reste & distance ¢ > 0 de
I’ensemble des pdles, qu’il en est de méme de | — oo + iC",iC"] (dans autre feuillet
du revétement simplement connexe de C* ou on fait la déformation) et qu’il n’y a pas
de pdle vérifiant C' < ImA < C (c’est possible car I’ensemble des pdles situés sous la
droite Im\ < C est fini). Si m > N + 1, on peut déformer le contour d’intégration
réel sur le contour 7 suivant: o on a choisi la partie 79 du contour v qui n’est pas

Im\

P~ y
.
Y
\
Y

ARY

Vo

b

—

]

S/ Re

Fi1G. 6.1 — Contour de déformation

dans ImA = C’ telle qu’elle ne rencontre pas I’ensemble des pdles et telle qu’elle reste
dans |A| < C. Quand on fait cette déformation, il apparait la contribution des péles
situés entre I’axe réel et le contour 4. On note {);, 4 = 1,---,I} I'ensemble de ces
poles, on a alors

(pex2U (s) x1f, % (s,2))

. 16 N+2
= /s/xey e*x2R (N) (a f) ()\—Bs) (1 () ¥ (s, 7)) dsdzd\
I

" z:l: w/sw//\eC(A.',e) e Xx2R(N) (aaf) (et () ¥ (s,2)) dsdzd.

On décompose la premiére intégrale en somme de deux termes correspondant aux contri-
butions de 7, et de v \ 7. On a donc

< A9l wsa €77,

[ e armean (%)N (91 () % (s, ) dsda

ol la constante A’ ne dépend que de et de A (pas du choix de t). Ce qui permet d’écrire,
si Sc est I’ensemble des poles de diffusion de partie imaginaire inférieure (strictement)
a C et de module supérieur & C (d’aprés le théoréme 1, cet ensemble est non vide, si C
est assez grand),

U 0af) =KD+ 3 [ R af) dedd+ N (9) (u),

AESc
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avec, si S¢ est 'ensemble des poles compris entre 1’axe réel et y et n’appartenant pas
a Se,

620 KW= [ RO+ Y [ Mar0)Gaf) dodd

Aesl AGC iy E)

et avec
N(s) = / e R(\)dA
7\70
vérifiant
(8~ A) N (5) G f) / % (A +3) R() () dr
’Y
/ L
T\70
627 - [ *unar- / € (x2.) dA
. Yo

=/70 € (x1f) d - / My f

= [ e Gan i
= 1//:)0(3) x1f
et pour 9 (s,z) € C3° (R3), on a
(pexaN (s) xaf, 9 (s,1))
-/ RO X @ RO 0af) b o,2) dad

i0 N+2
//Aev\voe *x1R () (x1f) (AB ) (1 (3) ¥ (5, 7)) dsdzd),

ce qui implique que

llpe () x1 (@) N (5,2) | o ( 13y m-vsn ) < Ae—(C'-e)t.

On suppose maintenant que f € C$° (R?) et on note h = AM (x; f), avec 2M > N +1.
D’apres 1'équation (6.27), on a,

YN (s) 0af) = N (s) A (af) + )i (5) A G f)

=0

avec ; € CP (R,), (puisque AR(N) (f) = R(X)(Af) et donc [A,N (s)] = 0). On
obtient donc

llpe (5) x2 (82M + AM) N (s) (uf) L g-w () < Ae™ | f|| game (-
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On en déduit, par conservation de 1’énergie et vitesse finie de propagation du support
pour les solutions de I’équation des ondes, qu’il existe A, s,e > 0 tels que pour tout f €
C3 (R,

(628) /{; |X2V3:N (t) lel + IXZatN (t) X1f| < AC_(C_E)t”f”H‘(Qnsupp(x1))-

On a donc
Théoréme 4. — Pour tous x1, X2 € C5° (R?), il existe s > 0 tel que, pour tout C > 0
et tout € > 0, il eziste A > 0 tel que pour tout f € CP (R?) et tout t > 0, la solu-
tion de l’équation des ondes avec conditions de Dirichlet dans 2, associée auz données
initiales u |s—o= 0, Oyu |t=0= x1f vérifie

eith

xzu = X2 K (af) + D —oxe () Gaf) + N () (af),
AESc

ot Sc est l’ensemble des pdles de diffusion tels que Im)\ < C et |\| > C (d’aprés le
théoréme 1, si C est assez grand, S est non vide mais fini, et Iy est le projecteur spectral
sur la fonction propre associée au péle A. Enfin, N (t) vérifie (6.28) et Uopérateur K ())
donné par la relation (6.26) vérifie

3A>0; VneN,
(6.29) Ix207 K (x1.f) i) < AC™ || £l 22 q)s
(6.30) x2A™K (xaf) () < AC*| fll L2

(Vopérateur K est un opérateur basse fréquence, infiniment régularisant au sens des
espaces H?® de la section 2, mais qui n’est pas ezponentiellement décroissant en temps,
puisque nous sommes en dimension paire d’espace).

Le seul point qui reste a vérifier est en effet que la contribution de chaque pdle est
bien de la forme annoncée. Le projecteur spectral associé aux poles d’un opérateur S (A)
méromorphe, & l'intérieur d’une courbe C est

-1
o /c 2AS (A) dA.

On en déduit que la contribution de chaque pdle est bien la projection spectrale sur
P’espace propre associé aux poles de e R ()).

Remarque 6.16. — En dimension impaire, quitte d rajouter les contributions des
péles dans |A| < C, on pourrait supposer que l'opérateur K est nul et un tel résul-
tat montrerait d’une part la décroissance exponentielle de l’énergie locale des solutions
de U’équations des ondes, par rapport d une norme sobolev fize (voir les résultats de
M. Ikawa [14]) et d’autre part donnerait un développement asymptotique en grand temps
de cés solutions, ce qui malheureusement n’est pas le cas en dimension paire.
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Annexes

A Calcul Pseudo-Différentiel analytique pour les
problemes au bord

Nous présentons ici un calcul pseudo-différentiel qui reprend essentiellement celui
de P. Gérard et G. Lebeau [8], la seule différence étant que nous travaillons dans des
domaines non bornés de I’espace des phases et que nous voulons des estimations uni-
formes & l'infini. Nous reprendrons donc dans cette partie la plupart des notations et
des démonstrations de [8].

A.1 Opérateurs a l’intérieur

Soient U un ouvert de C?" et  un ouvert de C*

Définition A.1. — Pour tout entier m, on note S™ (U) l’espace des séries formelles
e= Z (tX) " e,
n>0

telles qu’il existe A, B > 0 tels que pour tout n, la fonction e, est définie pour A > 1,
holomorphe en (z,() € U et vérifie

(A1) len (2,0) | < AB™n! (1 + |2] + [C])™ .

Définition A.2. — Pour K C C" fermé, on notera S™ (K) = lim S™ (K + B (0, d)),
d>0

c’est & dire que la série e appartient ¢ € S™(K) si et seulement s’il eziste d > 0 tel

que e € S™ (K + B(0,d)).
Définition A.3. — Soit p € C'(Q,R). On notera HJ (Q) Vespace des fonctions
u (2, A), définies pour A > 1, holomorphes en z € Q, telles que

3C, M,Vz € Q,|u(z,)) | < CAM @ x (1 + |2|)™.

On notera Ny () Uespace des fonctions u(z,), définies pour A > 1, holomorphes
en z € Q, telles que

3C, M,e > 0, Vz € Q, |u(z,))| < CAMMW=9) x (1 + |2|)™.
Remarque A.4.— Sil’ouvert Q) est borné, les espaces H7' (2) et Ni* (Q) coincident
avec les espaces de Sjdstrand usuels, H, () et N, (Q2).

95



N.BURQ

On suppose maintenant qu'il existe R > 0 tel que © x B (0, R) C U. On quantifie
alors les symboles de S™ (2) de la fagon suivante:
Définition A.5. — Soient e € S™(U) et C > 0 une constante, on pose pour u €
HP (Q) etz€Q, A>1,

Op(e)¢c (uw) (2,A) gef Z Z OV éa?en (2, =0,)) (%Bz)au (z,A).

n<A\/C |a|<A/C

Soient d > 0 et Q' C Q tel que Q' + B (0,d) C Q. Soit D > 0 tel que

7
ilelg i 32 <D<R
Lemme A.6. —  Soit e € SP(U). Pour tous C > sup{2B/e,1/Dd}, m € N, u €

HZ (Q) on a
Op (e)¢ (u) € HZ™ ()
de plus, s1 C' > C, il existe € > 0 tel que pour tout u € Hy' () on a
Op(e)c (v) — Op(e)o (u) € HRHP ().
Size Qetsil|z—w| < (DC)™" alors w € Q. Pour |a| < A/C posons p,, =

; ()\D)_l. D’apres les formules de Cauchy appliquées sur un polydisque de centre z et
de polyrayon g, on a

(52) wene @i

al\lel _ —m
< T sup lu(w,A)e A (1 4 |w)) |
=1 Poi  w

lz—w|<(DO)~1

sup
|zi—wi|=pai

Ap(w)=(2) (((1 + |’“’|)> ’

Or on a

Rep () — 0 @) = —tn ([ (35r+0w-2) a0 w-2) <
on en déduit que
oz!TSDe)I'"| \M

| YT

(%a,) w(z,\) e (1 4 |z|)-m’ <c"

or, d’apres la formule de Stirling, on a

S\ Q4
! <C (%) a; +1,

ce qui implique que

n

a
(.la,) u(z,A) e M) (1 4+ |z|)"“‘ < AMDET o +1.
i=1

(A.2) =

96



ANNEXES

D’apres les formules de Cauchy, on a

sup |0cen (2,¢ = 0)| < AB™n!RI™%a!,
ZEN

On obtient donc finalement

iA) " l = _1_ * —Ap(z)
;C (ZA) a!ageﬂ (zvc - 07 )‘) (1A6z> u(z, A)e
lai<h/C

la| n
< 3 NTABT A+ Y (%) [[Va+i
=1

n<\/C laj]<A/C

m AB"n!
< Cte(1+]2)™? e
n<i/C

< Cte(1+ |2))™? Z A (%71) VA+1
n<i/C €
< Cte(1+ |2|)™?,

puisque D/R < 1 et C' > 2B/e. On en déduit la premiére partie du lemme. On a par
ailleurs

lol n
> ATABmI 1+ [2)™P Y <%) [[vei+1
n<i/C la|<A/C i=1

A/C'<lalgr/C

D\M¢ . AB™n!
< = m+p
< Cte (R) (1+2) E MR

n<A/C
< Cte (1 + |2])™*P e~ Nioe(5)/C"

et

la] n
> IATABTI A+ |2)™TP Y (%) H\/m

A/C!<n<A/C laj<A/C
NCEINEIVE:

AB"n!
A/C'<n<LA/C

< Cte (1 + |2|)™? e Mes(F)/C"
ce qui montre la deuxiéme partie du lemme.
Nous allons étudier la composition des opérateurs ainsi définis:

Définition A.7. — Soiente € S? (U) et f € S1(U), on note fle le symbole composé
défini par la relation usuelle:

(fleGO)= X 0 fudlen (2,0).

n'+n”+|al=n
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On vérifie facilement que pour tout U' C U, tel que U' + B(0,e) CU (e > 0), fte €
Srra(U):

1 1 "
|(fte),| < Z ZJAB" n'le7lPll ABM n"le71ela) (1 + |2 + )P

n'+n+|a|=n

< A'B™p!

si on prend B' > max{B, 1}.

Lemme A.8. — Pourtout f € SP(U), e SI(U), ¥ Cc Q, U' Cc U, tels que U' +
B(0,dy) cU, Q@ +B(0,d) CQ et x B(0,dy) CU’' (dy,dy >0), C >0 assez grand,
tels que D = sup,¢q [|120,¢|| < da, il eziste € > 0 tel que pour tout u € HZ (), on a

Op (fﬁe)c u—Op (f)c o Op (e)c U € H‘::n—-‘;p-‘-q (QI) .

D’apres les inégalités de Cauchy, il existe des constantes A, B > 0 telles que pour
tout z €

1
98 (7,2, C = O)] < QAB™ 3 (1 + J2I)7,
2

1
Ial dlﬂl (

(A.3) (r,2,¢ =0, ,\)l AMBIAB I — — (1 + |2|)?,

|87 (fte) I < 'y'AB"n' (1 + |2|)P*e.

D’aprés (A.2) on a pour z € ', |a| < A/Cy,

(%) u(z, ,\)‘ < CAMDlel 2| (1 4 |2])™

On a alors par définition

Op(fooOp(E)cu= 3o (W)™ 308 (20, (352

n'<A/.C
laj<r/C 1 a
E (aA)™ 6 en (2,0,A) | =0, ] u(z, )],
ﬂ' A
n!'<r/C
181<5/0

qu’on écrit sous la forme

(A4) Op (f)C ° Op (C)C U= Z Jn’,n”,a;,uz,ﬂv

(n',n"a1,02,0)EE

avec E = {(n',n", a4, 3, 8); n', 0", |B], |oa| + |oz| < A/C} et

! 1
Jn’,n"yal,az,ﬂ = (1’)\) v Iall 7 .\ a1+a2fn’ (Z\O A)

(011 + a2)| ¢
B+az
(a(l)ll':'aj'?) _aﬂaax €Ennt (Z, 0, /\) (%@) U (z’ )\) .
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On a donc, d’apres (A.2) et (A.3)

[ angl S N0 0 4B g orvo0) 1 4 fofp (O 02 gy
d~1Pln" (1 + |2|)7 AD(B+e2) f[ VBi+ o+ DM (142"
i=1
< CtedM (1 + |2|)Prot™ (%‘) Va1 (%—) V' +1
<%)al m(a;l—_:_;:fz (g)lazl (g)lﬂl‘
Or, pour tout n > 0, il existe A, et F), tels que
Vo, as, %I—Ta%)' < AFI (14 ),

si on choisit 7 tel que (1 +7) D < dy et si la constante C est choisie assez grande, il
existe § < 1 tel que pour tous n',n", a1, s, 8 < A/C, C grand,

[Tt ar.00.8] < O \Mgn'+1"+|oa| +]oz|+(] (1+ |z|)M7
ce qui permet dans I’expression (A.4) de se réstreindre & la somme sur
E'={(n',n",a1,02,8); ' +n" + || < A/C, |B+ az| < )\/C},

modulo un terme & décroissance exponentielle par rapport & A, ce qui est exactement
la définition de Op (ffe) u, d’ou le lemme.

A.2 Opérateurs pour les problémes aux limites

Soit ty > 0. On note I I'intervalle [0,¢o]. Soient U un ouvert de C?*,  un ouvert
de C" et K un compact de C\ R.
Définition A.9. — Pour tout (m,p) € N2, on note A™? (I,U, K) Uespace des séries

formelles
e= Z (tA) " en,

n>0

telles qu’il existe V un voisinage de I dans C, A,B > 0 tels que pour tout n, la
fonction e, est définie pour A > 1, holomorphe ent € V,7 € C\ (1+ |2|) K, (2,{) € U
et vérifie

len (t,7,2,(,A) | < AB™n! (1 + |2] + [¢])" (1 + |7))™.
Remarque A.10. — Si on note par abus de notation V x (C\ (1+|z)K) x U
lensemble {(t,7,2,();t €V, 7 ¢ (1 +|2|) K, (2,¢) € U, alors on a

A™P (I, U, K) c S™max(0p) (V % (C\ (1 + |2]) K) x U)
et

A™ (I,LU,K) = 8™ (V x (C\ 1+ |2|) K) x U).
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Pour e € A™? (I,U, K), si on pose m,. = sup{0, m}, on a une décomposition unique:
en (t,7,2,C,N) Ze (t:2,$, N T + e (,7,2,0,0),

avec e, indépendants de 7 et e~ & Youso N Ve, € AP (1,U,K).

Définition A.11. — Soit p € C'(Q,R), On notera C* (I; HE () Uespace des
fonctions u (¢, z, \), définies pour X\ > 1, de classe C*® ent € I, holomorphes en z € Q,
telles que

IM, VL€ N, 3C, ¥(t,2,\) € I x Q x [L, +00],
|6hu (2, 2, A)| < CIAMHEM(®) x (1 + |2)P.

On notera C*® (I ; NB (Q)) Vespace des fonctions u(t,2,)), définies pour A > 1, de
classe C*™ ent € I, holomorphes en z € , telles que

3e >0, 3M, VI €N, 3C;, Y(t,2,)) € I x Q x [1, +00),
|Bhu (2, 2, )| < CIAMHAP(E)=6) 5 (1 4 |2])P.

On suppose maintenant qu'’il existe Ry > 0 tel que Q2 x B (0, Ry) C U. D’aprés les
inégalités de Cauchy, si e € A™? (I,U, K), on a

Vz€Q, Va e N*, Vi e N,
ol
|6?6,' (Z,C = O)I S AEmBnn' (1 + |2|)p .

0

On pose, au sens des intégrales oscillantes
k(e,n,a)= A " ei'\(t_’)"la"‘ (t (=0,\)d
ma) =) ] cen(t,7,2,( =0, T.
On pose Ky = K N {£Im7 > 0} et
ki (C, n, 0!) (ta S, %, A) =k |:{:(t—.9)20

La fonction k* est C* dans =+ (t — s) > 0, analytique en z € Q et vérifie

(A.5)
VB, 3CsV(t,s) eI xI, £(t—5)>0,VzeQ, VA>1

af,tki (6, n, Ot) (t, s, 7, )\)I < CﬂAIﬂHlBnRb—an!e—)\/2|t—s|(1+|z|)dist(Ki,R) (1 + |z|)11 .

De plus le noyau distribution k& est égal a

mt
k(e,n, ) =1k + 1< k™ +z L 6"61 (t,2,{ =0,)) < ) (6t=s) -

j=0
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On quantifie alors les symboles e € S™P de la fagon suivante:
Définition A.12. — Soient e € S™P(U) et C > 0 une constante, on pose pour
vw€eC™®(I;HI(Q), ze Vet A > 1,

Op(e)c (v) (,2) &
= Z 2 (i)\)'"/o k(e,n,a)(t,s,2,A) (%—) u(s,z,))ds.

n<A/C |a|<A/C

Soient d > 0 et Q' C Q tel que Q' + B(0,d) C Q. Soit D > 0 tel que
2 0p

sup ||==—|| < D < Ry.
Lemme A.13. — Pour tous E‘en> sup{2B/e,1/Dd}, u € C* (I; H()) on a
Op (e)¢ (u) € C (I HyH (X))
et pour tout C' > sup{B/e,1/Dd}, il eziste ¢ > 0 tel que pour tout u € C* (I; Hi (),
Op ()¢ (u) — Op(€)g (u) € C* (I; H;’,tg )).

D’apres (A.2) appliqué & 9w (s,t, A), on a

=1

n
< CAMHDI (o +1)"2 2] (1 + 2],

j=1

(A.6)

or

o ( tok(e, n,a)(t,s,2,A) (,a—z>au(s, 2, ) ds)
0 A

a[ t + (9, @ to _ az a
= t[/o.k (a) 'U«(S,Z,/\)d&-.-[ k (a) U(S,z,,\)ds

+
— 1.0 i (0:\°
# 20 e ac =009 () wie ]

et d’apres les relations (A.2), (A.5) et (A.6)

WA
at/o k (a) u(s,2,A)ds

1

>ot otk etz (%) wwan)

j=0

t a
+/ Okt (e,n, ) (t,8,2,)) (%’) u(s,2,A)ds
0

laf

l
<y ox+ipe (%) [T Vo FIAMeX (1 4 |2y
J=0 Jj=1
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On a la méme majoration pour le deuxiéme terme et

L (8,\"
or aa‘("eﬁ‘f’g (a) u(t,z,\)

+
m
1
0

Jj=
n let]
< Cx)\M+’"++‘+1D|“| H Voj+1 |e’\‘”(’)| (1 +]2)* (%) AB™n! (1 + |2])".
Jj=1
Finalement, on obtient

ot (/Oto k(e,n, @) (2, 5,2, A) (?—;)au(s, 22) ds)

e
< Cz/\M"HB"'n,! (%) e,\<p(z) (1 + Izl)?+q’

(A7)

ce qui permet de terminer la démonstration du lemme comme celle du lemme A.6.

On s’intéresse maintenant aux propriétés de composition de ces opérateurs. Nous
voulons étudier le Laplacien sur un ouvert a bord. Dans un systéme de coordonnées
géodésiques, cet opérateur s’écrit A = 82 + P (z,t,d,) ol t désigne la variable normale
au bord et z la variable tangentielle. Il suffit donc pour notre propos d’étudier la com-
position des opérateurs pseudo-différentiels avec d’une part les opérateurs tangentiels et
d’autre part avec 'opérateur 87; ce que nous allons faire dans la suite de cette section.

Soit e € A™%P(I,U,K) et ¢ € A% (I,U, K), tel que q est indépendant de la va-
riable 7.

Définition A.14.— On note ellq le symbole composé

1
(Cﬁq),, (t’ Ty Z, C7 )‘) = Z Waiagen’aza?%" (t1 2, T, Ca ’\) .
n'+n' +|a|+l=n o

Soit K un voisinage compact de K dans C\R et U; tel que U1 +B(0,d) C U, d > 0.
On a alors efjg € A~2P+4 (I, Uy, K;). Soit Q tel que Q x B (0, Ry) C U et tel que

sup “%g—f” <D< R.
2EN
Lemme A.15. —  Soit Q' tel que ¥ + B(0,d) C Q. Il existe C° tel que pours

tout C > CY, il eziste € > 0 tel que pour tout u € C*® (I, H, (V)),

(Op (efig)c — Op(€)c © Op (9)c) v € C* (I, Hye (7).

Compte tenu de l'estimation (A.7), la démonstration de ce lemme est identique a
celle du lemme A.8

Nous nous intéressons maintenant a la composition de I’opérateur 0? et d’un opéra-
teur pseudodifférentiel. Soient e € A=%? (I, U, K), Q, Ry > 0 tels que 2 x B (0, Ry) C U.
On a 7%e € A% (I,U, K). On pose

(726,,)0 (t,7,2,¢) = lim T2e, (t,7,2,(, )
T—00
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et
K5 (h)o= 3 3 (N "k (e7,0) (t,5) (%a,) :
n<A/C |al<A/C t
On remarque que
K*(t,t)— K (t,t)=0
et
1 _
35 (0K* (1) - K™ (1))
=) > @ l,ag (r%e,)° (t,2,¢ = 0, ) (,la,) .
a! A
n<A/C |a|<A/C

On en déduit par intégrations par parties
Lemme A.16. — Pourue C>®(I,H,()), ona

Op(e)¢ ((%) : u) =Op (r%e) ju+ :\{2- <K+ (t,0) 8yu (0) — 8, K (t,0)u (0)

— K™ (t,t0) Gu (0) + 0, K~ (t,t0) u (t0)> .

B Ensemble de fréquence et propagation des singu-
larités

Soit © un ouvert de R", & bord analytique, sauf éventuellement en un point O
qui sera alors du type défini dans 'introduction. Nous allons dans cette section définir
et étudier les ensembles de fréquence d’une famille de solutions, u (z,A) € HJ, (),
distributions prolongeables, définies pour A > 1, solutions des équations

(Bl) (A + )\2) U= f u |aQ= g,

avec f et g nulles au voisinage de O. On supposera également que les familles u (), f ()
et g (A) vérifient les estimations & priori:

iN € N; thGC{,’"(R?‘), AC>0; VA>1,
(B.2) lpulla@y < CAY, llofllie < CAV,
iN € N; V(p € C(c))o (BQ \ O), ac > 0; VA 2 1 ”(,0_(]“;[1/2(351) S CAN
Soit u une telle distribution, on a alors, au voisinage de tout point zo € 92 \ {O},
dans un systéme de coordonnées ot 2 = {z' € R"!,z, > 0}, si a > 0 est assez
petit, u € C™ ([0, a[; D' ({|2’| < a})), les traces u |oq et les traces 2% |aq sont donc bien
définies dans D' ({|z'| < a}).

Définition B.1. — Soient 0 > 0 et u, f et g vérifiant l’équation (B.1) et les hypo-
théses (B.2). On définit l’ensemble de fréquence d’ordre o jusqu’au bord de u, S8} (u) C
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T;Q =T*QUT*0NU {0} de la maniére suivante : si (zo,&) € T*NQ, alors (g, &) nest
pas dans SSy (u) si et seulement s’il existe ¢ € C°(R); ¢ = 1 au voisinage de
et € > 0 tels que

Tu(z,2) ¥ / X532 (1) u (z, A) d
Q
vérifie
3C > 0; VA > 1, |Tu(z,A)| < Cer(Real’=eAl”

au voisinage de 29 = T — &p.

Si (z9,&) € T*{0Q\ O}, alors (z0,&) n'est pas SS7 (u) si et seulement si (o, &) ¢
887 (u |aq) et (zo, &) ¢ SS§ (5% |on). Enfin, (O) n’est pas dans SS§ (u) si et seulement
sl existe p € G (R™) tel que ¢ =1 au voisinage de O et

lou (2, V)l < CeFtRea)' =",
Définition B.2. — Soient 0 > 0 et u, f et g vérifiant I’équation (B.1) et les hy-
pothéses (B.2). On définit ’ensemble de fréquence d l'infini d’ordre o jusqu’au bord de u,
g’:‘]: (u) C Ty de la maniére suivante : Si (zg,&) € T*RQ, alors (9, &) n'est pas dans
3-3: (u) si et seulement s’il existe p € C§° (Q); ¢ =1 au voisinage de g, 1 > 0, m €
N, V' un voisinage conique de (zo,&) et € > 0 tels que pour tout (z,£) € V, |£| > u,

ITou (z =z — i€, A)| < Ce?(Rea) =" (1 4 |g)™

Si (20, &) € T*0R, alors (zo, &) n'est pas dans 3‘\9: (u) st et seulement si (zg, &) ¢
S8y (u |oq) et (zo0,&) & SSy (82 lo)- Enfin, (0) ¢ SS, (u).

B.1 Estimations elliptiques

Proposition B.3 (Régularité elliptique a Vinfini). — Soitu(z, ) € HL, (Q),
une famille de distributions prolongeables, définie pour A > 1, solutions de [’équation
(B.1) et vérifiant les estimations (B.2). Alors,

88, (u) c 88, (f)uSS’ (g).

La démonstration de cette proposition est divisée en deux parties: les estimations &
l'intérieur et celles au voisinage d'un point du bord (différent du coin O puisque O ¢

83} (u)).

A lintérieur

On se place prés d’un point intérieur, z,. Quitte & faire un changement de variables
orthonormales, on peut supposer que zo = 0. On choisit ¥ € C§° () égale & 1 au
voisinage de zy. On a

2
Ap+ 3= (0 — Az:)* + 2 (B, — Azmi) @ — A+ Nad) + N2,

i=1
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donc
T (v (A+X)u)(2,0) =T (¥f) (2,2)
=T ((A+ X)) yu) (2,A) + T ([v, Alw)
- )\'2()\2|z|2 _2)z-V,

+A; = 204+ M) T () (1) + T ([, Alu).

Or ¢ = 1 au voisinage de z, d’apreés (B.2), il existe donc € > 0 et > 0 tel que pour
tout z € C, si |[Rez| <,

(B.3) T ([, AJu)| < Ce?®e)*-m,

Nous allons donc étudier I'opérateur A=2(A%|z|2 — 2Xz - V, + A, — 2A + A?). Or si on
note

e(z,¢0) = (- +1-22-2iz-¢) + (i)' € S*(Cx C),
alors on a, d’aprés (B.2), si on note ¢ (2) = (Rez)? /2, on a T (yu) € H) (C?) et

222 +22- Vo 4+ 248, = A+ X)) T (Yu) (2,2) = Op (e) (T () (2, 1)) -
Proposition B.4. —  Soient K un fermé connere de C* et e € S? (K) tel que ey
ne s’annule pas sur un voisinage de K et % € S72(K). Alors il existe f € S7%(K) tel
que fie = 1 dans S° (K).

La démonstration de ce résultat ne différe essentiellement pas de celle du cas des
opérateurs pseudodifférentiels classiques de L. Boutet de Montvel et P. Kree [4] (voir
aussi J. Sjostrand [28]). Pour étre complets, nous la donnons néanmoins.

On choisit Uy et U; deux voisinages ouverts de K tels que Up + B (0,¢) C U;. On
notera, pour s € [0, 1],

Us = {(2,¢); dist ((2,¢),U) < es}

et H,, 'ensemble des fonctions holomorphes bornées sur Uj.
Pour tous 0 < s < t l’operateur - est borné de I’espace H, dans 1'espace H;, de

norme majorée par ('_T'r Pour tout p € 5° (U1) on note

Apn (2,(,0:) = Z .aapk (2,0) 07

lal+k=n

et

400
AP (z1<162) =Z ( )\) AP» (Z C$ )
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Il résulte des inégalités de Cauchy et des hypotheses que les opérateurs A, , sont bornés
de H; dans H, ( pour tous 0 < s < t), de normes majorées par

1 ol
lApnlles < Z m“agpi”m(v—l)m
a+i=n
—1

ZAB‘ o ')

a+i=n
< A'B™ n!
-9

On notera Cj (p) = sup, , || A4 ,k”ts“—f)— < AB*.
Lemme B.5. —  Pour tout p € S™ (Uy) et tout g € S™ (Uy), on a, avec g = pig,

Cn(g) < Z Ci(p)Cj(9)-

En effet , on a Agp =), ApiAg; et donc

i+j=n

“Ag,n”t,s < Z "Ap,i”a,s”Aq,J'”t,a

i+j=n
it
< ZC , Cj(q)
- ( )
itji
<2006 5L, < (b= o) (0
< . . —_
— ZCE (p) C] (Q) (t _ s)na
en choisissant (0 —s) = (t—s) et (t——a) =1(t—s)sii#0etj+#0eten
remarquant que inf C ':1 (z 5 OU inf 22— (a 5 = ")smon

On peut mamtenant revenir a la preuve de la proposition B.4. Soit e venﬁant les
hypothéses de la proposition. On suppose que Uy et U; vérifient Up+ B (0,¢) C Uy, < % €
872 (Uy + B(0,2¢)) et e € S* (Uy + B(0,2¢)) (¢ > 0 assez petit). Soit g = ~fe —1 €
S0 (Ul + B (0, 6)), vérifiant go = 0. Il existe donc & > 0 tel que ||7||. = Y. Cn (9)e™ <
1/2 puisque cette série est, pour € > 0 assez petit, convergente et de premier terme

nul (Cp (g) = 0). On définit f = 3, fu (:A)™" en chaque degré d’homogénéité par la
relation

nfois

f=Y =Y

(en chaque degré d’homogénéité, on a une somme finie). Les fonctions f, sont évidement
holomorphes au voisinage de U;. Tout le probléme est de démontrer qu’elles vérifient
les estimations (A.1).
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On définit C, (f) = sup, , [|Asall, (=" I’holomorphie des fonctions f, au voisi-

t,s nn
nage de U; montre que les C,, (f) sont finies. On veut montrer qu’en fait, on a C,, (f) <
AB™. 11 est facile de voir d’apres le lemme B.5 que

[l [le < (2.

On en déduit que || f|le < ¥, 1/2" < 2 ce qui implique que C7, (f) < 2¢7". Comme f, =
Aj, (1), on en déduit que f € S° (Ul) Enfin, comme il est clalr que fi(l—r) =1
dans S° (U), on voit fagilement que fﬁ € S7X(Uy) vérifie fL e = 1.

Nous allons appliquer la proposmon B.4 4 notre situation. On notera

={(%¢); |C|< » [Rez| < » [Imz| > }
U ={(20;[l < » [Rez| < » [Imz| > }
= {z; |Rez| < , [Imz| > 4}
Q = {z; |Rez| < , [Imz| > 3}.
On vérifie facilement que le symbole e € S(U) vérifie les hypothéses. Soit f € S~2(U")

son inverse pseudodifférentiel donné par la proposition B.4. D’aprés le lemme A.7, on
a, si C est assez grand

Op (f)¢ © Op (e)¢ (T (Yu)) — Op ()¢ (T (Yu)) € Hyp—e (),
on en déduit, d’apres (B.3)
T (Yu) = AT (¥f) € Hp—e (),
ce qui implique la proposition B.3 pour les points intérieurs.

Au voisinage du bord

Soit g € Q2 \ O et soit V un voisinage de zo dans R” tel qu’il existe un systéme
de coordonnées géodésiques sur V, centrées en z, et un réel a tels que

QNV ={(tz) e RxR"Y |g|<a; t€]0,1[} & M
NV ={0,z);|z| < a}.

Dans ce systeme de coordonnées, 'opérateur 4 2 +1 secnt + R(t,z,0;) avec R
polynomial de degré 2 en 8, & coefficients analytiques (car le bord de € est supposé
analytique au voisinage de z). Il existe donc des fonctions P,, |a| < 2, analytiques au
voisinage de M dans R™, telles que

R (t,z,0;) 22 (0z — A2)* Py (t, 7).

la|<2

107



N.BURQ

Soient Py g (t) des fonctions analytiques au voisinage de 0 et une constante Dy telles
que pour tout z € B (0,1/Dy) et tout ¢; |t| < 1/Dy, tout a, |a| < 2,

P,(t,z)= ) Pap(t)s’.

ﬂeNﬂ—l
De plus, d’apres les inégalités de Cauchy, pour tout D; > Dg et tout I € N, on a
(B.4) 0P, (t)| < Cte; D\,

Pour tout C' > 0, on peut écrire 'opérateur R sous la forme suivante:

R(t,z,0,) = %( 3 (8 — 2a)* Pag (8)2°

laj<2
1813 /C
+ Y (8= Az)* Pagl(t) zﬂ)
lal<2
181>X/C
“ Rc + RC.
Soit ¥ € C§° (R") telle que 9 = 1 au voisinage de 0 et supp (¢) C B(0,d) avec d <
1/D.
On note
Tu(z,t,A) = /e’\”_hz/zu (t,z,\) dz
et
1 2
0 (2) = 5 (Rez)".

Lemme B.6. — On aT (yu) € C*([0,t0]; HZ (B: (0,a))).

En effet, d’apres ’équation vérifiée par la distribution u sur M, il existe r € R tel
que pour tout n € N, u € C" (Rf; H™™" (B, (0, a))) et vérifie

16 u|| == (B (0,@)) < Ch.
On a

(B.5) T (R(t,z,0;)Yu(t,z,))) = T ([R,%]u) + T (YRu).
Lemme B.7. — Il existee >0 et C > 0 tels que

T ([R,9]u) € C* ([0,to); H3_ (C*Y)) .

11 suffit d’utiliser le fait que le support de ’opérateur [R, ] ne rencontre pas un €
voisinage de £ = 0 et le fait que cet opérateur est différentiel d’ordre 1.
Lemme B.8. — Il existe ¢ > 0 et C > 0 tels que pour tout C' > C et tout u €
c> ([0’ to]; L? (B (0, a‘))))

T (R%yu) € C* ([0, t]; H (C*)) .
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On a
T (R%yu) =T(31‘2‘ Y. (8= 2)* Pag(t) M")
v
LY oo T R
lal<2 1BI>A/C’

Or, d’aprés (B.4), on a

Z P.5(t) zPu

|BI>A/C’

< Y lafi~Di
i>McC!

donc , si e < —log (aDy) /C',
|7 (ROwu)| < € 1+ Jal)? e,

On en déduit que T (R yu) € C°([0,to]; H- (C*!)). Comme &, (Tv) = T (d,v) et
comme les fonctions P, g vérifient (B.4), on en déduit le lemme. Il suffit donc d’étu-
dier T (Rctu) pour C grand.

B
B6) T(Rew) =3 ¥ 6 Paa(8) (%) 700 = 09 01T (),
la|<2
181<A/C

avec

— |al 7 B
160 =Y S OH Y P ) -

lo<2

Le symbole principal de r est

i\
(B.7) 0= X @Y Past) -
|la|=2 :

On prendra par la suite C' assez grand, de telle fagon que toutes les hypothéses de
l’appendice A sont vérifiées.

On remarque que si x est la transformation canonique associée & la transformation
de FBI, T, c’est a dire x (z,€) = (z — i€, —iz), on a

To (z» C) =Ry (X_l (Z, C)) .

On en déduit qu’il existe un compact K de C\R,d > 0,7 >0, I = [0,%] C R tels
que si on note U = Q x w = {(2,{) € C*%; |Rez| < d,|Imz| > n,|¢| < d}, alors on
at+7r(z(t ) € A¥2(I,U, K) et de plus, les racines en 7 de 1’équation

(B.8) —12 414 (2,(,t,0) =0
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restent dans le compact (1 + |z|)K. En effet, ce résultat est clair, d’aprés (B.7), si |z|
est borné car pour |Imz| grand I’équation (B.8) n’a pas de racine réelle et on conclut
en utilisant ’homogénéité de 7o par rapport & |z|. On a en plus - € A~>7*(I,U, K)

Soient U’ et K’ tels que U'+ B (0,¢) C U et K+ B(0,¢€) C K'. Soit e (2,¢t,7,{,A) €
A~%"2(I,U', K') I'inverse pseudo-différentiel de 72 + r donné par la proposition B.4.
D’apres les lemmes A.15 et A.16, on a, si C est assez grand

(B.9) Op(1)T (yu) — Op(e)c 0 Op (r* + 1), T (u)

= % (K *(¢,0) T (¥8u (0)) — 8,K™ (t,0) T (yu (0))

— K~ (t,0) T (¥ (t0)) + 0.K~ (t0) T (u (to))) ,

d’ol en utilisant I’équation vérifiée par u, les lemmes B.7 et B.8 et les relations (B.5),
(B.6) et (A.5), on a

T () + 350,67 (6,0) T (1) = 35 (K* (1,0)T (90 0) +w,

avec w € C* (I; H_(2)). Si on prend la trace en ¢ = 0 dans la relation précédente, il
est alors clair que si p ¢ 8s8° (9), comme l'opérateur K (0,0) est elliptique, le méme
raisonnement qu’a 'intérieur, mais en variables z € R"~! (tangentielles) montre que p ¢
S8’ (8,u (0)). La proposition B.3 est donc démontrée.

Remarque B.9. — D’aprés la relation (B.9), la condition p ¢ 88 (g) est équivalente
a l’eristence d’un voisinage conique de (zo,néo), U et de p > 0, tels que

T (yu) € C° (I; Hp-e (U N{|¢] > 1})) -

B.2 Propagation des singularités

Nous allons dans cette partie utiliser les résultats de propagation des singularités
Gevrey pour démontrer des estimations sur les solutions d’équations semi-classiques.
Dans la section précédente, nous avons établi des estimations elliptiques qui micro-
localisent le probléme dans une région compacte de ’espace de phases.

Nous allons, suivant G. Lebeau [17], faire une transformation qui remplace le pa-
rameétre A par une variable supplémentaire (essentiellement, cette transformation est
une transformation de Fourier).

Soient 1 < a < b < 2 deux réels tels que v/2a < b < 2a. Nous noterons par la suite L
(respectivement L), 'ensemble des suites A = (M), N telles que pour tout k € N,
on a 2fa < A\, < 2%b (respectivement 2%+1/2q < A, < 2¥+1/2b). A une suite A € L
(respectivement A € L') et a une distribution u prolongeable & R", solution de(B.1),
vérifiant (B.2) on associe la distribution

up (b z) = Z ey (Mg, ) .

keN
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La distribution u, est alors une distribution prolongeable & R x R™. On peut de méme
associer aux distributions f et g des distributions fs et ga.
Pour p € Ty (), on note

0(s,p)=(s,0=1,p) €Ty (RxQ).

On a alors la proposition suivante
Proposition B.10. — Pour tout so € R et tout 0 > 1, on a Uéquivalence

po € 8S; (u) < IA € LU L';0 (so, po) € SS} (ua),
ot SS; (up) désigne le front d’onde Gevrey s au bord défini a la section 2.

Nous allons traiter le cas ou le point zy est & 'intérieur, le cas ou il est sur le bord
de l'ouvert  se traitant de la méme fagon, en considérant les distributions us |aq,
Onup |aq et le cas du coin se traitant également de la méme maniére en considérant les
fonctions de A, ||Yul| myq)-

Quitte & remplacer la famille u (z,A) par la famille e***y (z,)), on peut suppo-
ser que so = 0. Soient A € L et u(z,\) une famille de solution de I'équation (B.1)
vérifiant (B.2). On considére T la transformation de FBI sur T*R™*! définie par

~ 12 82
(B.10) Tv(t,z) = /e’\(z'ﬁa't—"——?)v (z, s) dzds.

On a alors, pour 9; € CP (R?) et 9, € C° (R), égales & 1 au voisinage de 0 dans R2
et R, respectivement,

~ 22
Ty1ibouy (8, 2) =/€A S Zq/; ey (A, z) dzds

> z A(t4+2k
:kgg/e)‘("‘—?) X [%e’( X )
B /—:‘) Ats=/2)+ids (1 _ g ()) ds]u (Ax, z) dz,

or, si ¥ = 1 sur B (0,2¢), il existe ¢ > 0 tel que pour tout ¢t € C tel que |Ret| < ¢
et |Imt + 1| < ¢, on a pour tout A\ € R* et tout s € supp (1 — 1)

A

X (t—s)+1

>c.

On a donc

/+oo e/\(t3—32/2)+i/\k8 (1 _ 1/’2 (8)) ds

2
— A(ts—s”/2)+i,\ks_l_ F) ___1— —
I Az<’°%<t—s)+ o
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Comme sur le support de (1 —9,), on a

7 ((Rez)” — e?)

e)\(ts—sz/2)+i)‘zsl < €
2| — Az )
k

k

on obtient donc

< Ceb(men—e2)

oo 2 +00 .
Z / eA(z~z—T) / eA(ts—32/2)+1A;,a (1 _ ,¢2 (S)) dsu (Ak;z) dz
k=1 —o0

ce qui montre que modulo un terme & décroissance exponentielle, on peut dans (B.10),
remplacer 1, par 1.

On a

—_— b

e%(mif)zl < e%((Rfet)’—|Imt+5f|2)

donc, pour tout n > 0, si Im¢ € B(—1,¢) et si

Ak n A n
(B.11) 3 ¢ B ( Imt, I)\|1_1/") et " ¢ B ( Imt, -7 )

alors

A )2
3 (e+i%) ‘ < eh(Rety—nmax{A}1/7

e

Or, si 7 > 0 est choisi assez petit, il existe au plus un seul k tel que %\‘* € B(1,2n)

ou % € B(1,2n) (car 2¥a < A\ < 2Fbet 1 < a < b < 2). On le note alors k). Les

estimations précédentes impliquent le lemme suivant
Lemme B.11. — Il existe N > 0 et C > 0 tels que pour tous t, z tels que |Reet| < ¢,
pour tout A € R, si

Ak n A n _
ﬂ{kGN,TEB(—Imt,I—)\II_—I/a> Oll';\'zeB(—Imt,Mll—_l/a)}——l,

alors

‘T"pl'l/}?u)\ (t, z) - /eA(z-z—zz/Z)e%(t"'i_k%‘L) ¢1 (.’L‘) u (‘7"’ )‘kx,t) dz

< C\/Xe%((Ret)2+(Rez)2)—nM|‘/"

et si f{k € N; 3 € [1 — 26,1+ 2¢] etﬁ€[1—2e,1+26]}=1}=0, on a

| T, Wgus (2, 2) |< CANed (Ret)+(Ree)?)—nirp/e.
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Nous supposons maintenant que py ¢ SSj (u). Il existe donc 1’ > 0 tel que, si z est
assez proche de zy = z¢ — i€y, on a

IT ("/)u) (Z, A)l < C)‘Ne%(Rez)z—ﬂ'p\'l/a-

Soit A € L. Alors, d’apres le lemme B.11, si [Imt + 1| < 5 et si 7 et € sont assez petits
(e,m<<7n'),ona

| TT/’ﬂ/)zuA (t, z) IS CANe%((Ret)2+(Rez)2)_"|A|l/a,

ce qui implique que (sg, 00 =1, go) ¢ SS} (un).

Réciproquement, supposons qu’il existe sp € R tel que pour toute suite A € LU L,
le point (sp,00 = 1,%0,&) ¢ SS7 (ua), c’est & dire qu’il existe ¥, € C§° (R?) (res-
pectivement ¢, € C§° (R)) égale & 1 au voisinage de zo (respectivement au voisi-
nage de so) €1 > 0, C > 0 et 1 > 0 tels que pour tout z € B (29 = zo — o, M)
et tout t € B(sg —%,7), on a

ITuA (¢, z)’ < Ced((Rea)’ +(Ret)?) 1AV

Nous allons montrer qu’alors, le point (zg,&) ¢ SS (u). On raisonne par I’absurde:
on suppose donc que pour toute fonction ¢ € C$° (R?), égale & 1 au voisinage de zo,
tout € > 0,C > 0 et tout n > 0, il existe Ay ¢,y €t 2 € B (20 = o — o, ) tel que

|T (u) (z,A)] > Ce3(Re2)—e\/*

On choisit ¥ = 91, 0 < € < €1 et 0 < 17 < M que nous fixerons par la suite. Il existe
donc une suite ), telle que pour tout n € N, il existe z, € B (29 = z¢ — i€, 1) tel que

|T ($u) (2, An)| > ne# ez =ehal'/e,

On remarque d’abord que d’apres les estimations (B.2), nécessairement, la suite A, tend
vers l'infini. On peut donc construire une suite A € L U L' contenant une infinité de
termes de la suite (A,). Supposons par exemple que A € L. Le lemme B.11 appliqué
aux A = )\x montre qu’alors, nécessairement, on a (So,1,Zo,&) € SS¢ (up), ce qui
fournit la contradiction annoncée. Le cas A € L' se traite de la méme manieére.

Nous allons maintenant utiliser ces résultats pour déduire des résultats de propaga-
tion des singularités de G. Lebeau [18], des résultats sur la localisation de 1'ensemble
de fréquence. On commence par remarquer que la distribution u, vérifie

Aup — Agup = fa,
UA |an = gA-

On a donc, par le théoreme de régularité elliptique Gevrey o,

S8y (ua) C SS8F (f2) U SS? (ga) UTI (car (1)),
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ot IT(car (O)) désigne la projection de la variété caractéristique de 1’équation des ondes
sur TyQ (ce résultat est classique en dehors du coin et il est vide au coin). On en
déduit la

Proposition B.12 (Régularité elliptique). — Soit u une famille de distributions
définies pour A € R, solutions de I’équation (B.1), vérifiant (B.2), alors ’ensemble de
fréquence SS} (u) est inclus dans l’ensemble

585 (u) € SS3(H)USS* () UTL{Je]* =1} .

On peut également appliquer a la distribution u, le théoréme de propagation des
singularités Gevrey o de la section 2. Soit 1y = (sp,0 =1, p0) € SS? (up) N I(car).
Soit vy la bicaractéristique généralisée issue de 19. On suppose que II est paramétrée
par I € R et que IT(0) = 7. On suppose également que pour [ € [0, to], la bicaractéris-
tique -y ne rencontre ni SS7 (fa) ni S8 (g»). Alors, si le point 79 appartient & SS7 (ua),
le point « (I) aussi, pour tout ! € [0,%]. On en déduit la
Proposition B.13 (propagation des singularités). — Soit py = (2o, &) appar-
tenant & la projection de la variété caractéristique, I1 {|§ |2 = 1}. Tant que la projection
sur lespace des (z,£) de la bicaractéristique issue du point g = (so,0 = 1, po) paramé-
trée par | € R et telle que v (0) = 19 ne rencontre ni SS§ (f) ni S§7 (g) ni le coin, st le
point po appartient & SS7 (u), le point I, ¢y (1) aussi, et quand elle rencontre un coin,
si avant de le rencontrer elle est incluse dans SSj (v), alors on peut la prolonger apreés
le coin en une bicaractéristique généralisée incluse dans SSj (u) au voisinage du coin.

B.3 Ensemble de fréquence et estimations

Le but de cette partie est de faire un lien entre la localisation des ensembles de
fréquence et 'obtention d’estimations. Le résultat obtenu est le suivant:
Proposition B.14.—  Soit u vérifiant (B.1) et (B.2). On suppose que o € T*Q
est tel que zo ¢ II, (SSZ (w) U§:9: (u)) Alors, il eziste p € C° (R?) égale ¢ 1 au
voisinage de 9, s € R, C > 0 et € > 0 tels que pour tout X € R¥,

[pulls () < Ce P,
Remarque B.15. —  Dans le cas ot (A + A*)u = 0 au voisinage de zo, on peut
remplacer “il eziste s” par “quelque soit s”, si on remplace aussi C par CsA°.

On commence par remarquer que si 9; et 1, sont égales & 1 au voisinage de zy,
alors, si 7 > 0 est assez petit, il existe C,e > 0 tels que pour tout |Rez| <7, on a

IT (%1 — 92) w)| < Ce™M.
Cette remarque et la compacité de la sphere unité permettent de montrer que sous les
hypothéses de la proposition B.14, il existe ¥ € C$° (R?), s € R, C,e > 0, n > 0 tels
que pour tout z € C? tel que |Rez| <7, on a

IT (yu) (2, \)] < Cer®eV' =N (1 4 |Ima))° .
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On a d’apres la formule d’inversion de Fourier,

2 2
Yu(z, ) = (%) /R2 eX* AT T (Yu) (z — ia) da.

Soit h € C° (R?) égale & 1 au voisinage de 0. On a alors

(B.12) H(%)? /R PR ()T (Yu) o - i) da

On note

< Ce Y7,
L*(R2?)

vn (2, ) = (%)2 /R 2 252" (1 _ ) () T () (z — ic) da

et en utilisant les inégalités de Cauchy sur un polydisque de centre z et de rayon %, on
montre qu'il existe A, B > 0 tels que pour tout z € C?; |Rez| < %, pour tout A > 1 et
tout a € N2

(B.13) 10T (u) (2, A)] < alABl\lelez(®Rez)’ =AM (1 4 |1m))®,

Soit 1y € C (R?) égale & 1 au voisinage du support de la fonction 9. Comme, pour
tout p € CP (R?),

() [ 5 =@ WT () o i) o o)

_(2Y iT-a-AG %% : .
~(3) L (55255) (=M @WT () @ ia) p (o) dads,
on obtient, en utilisant (B.13),

- 1/o
(vn (17)\)#/’)1,2(}12) <C Z ”3290”1,2(32)6 AR
In|<s+3

En utilisant cette derniére relation et (B.12), on obtient le lemme B.14. Finalement,
si (A+A2)u = 0, il est bien connu que la norme sobolev d’ordre s de u et le pro-
duit de la norme L? par A* sont (uniformément par rapport & A) équivalentes, d’ot la
remarque B.15.

C Un principe du maximum

Le but de cette partie est de démontrer un principe du maximum permettant de
propager des estimations en O(e""'l/ 3) obtenues sur I’axe réel par des arguments de pro-
pagation de singularités développés dans 1’appendice B, & un domaine de la forme Uy g
(A, B > 0). Nous allons montrer que cette propagation est possible & condition d’avoir
une estimation & priori beaucoup plus faible sur un ouvert Ugr pi; A' > A.

Lemme C.1. — Soit f une fonction holomorphe sur le domaine Dy = {z € C;0 <
Imz < A|z|'/3; Rez > 1} a valeurs dans un espace de Hilbert H. On suppose que f
vérifie les hypothéses sutvantes:

i) il eziste C >0, € > 0 tels que pour tout z € R¥, ||f(z)| < Ce~=="”°,
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i) il eriste N,C >0, n > 0 tels que pour tout z € Dy, ||f(2)|| < C|A|Nenmz,

Alors Il existe A',C, €' > 0 tels que pour tout z € Dy, la fonction f vérifie:
(C.1) I£(2)] < Ce~#1"",

Soient B, a > 0 que nous fixerons plus tard et h(z) = z2e~*Bz=¢z"/°~a= (on définit 21/3 en
utilisant la détermination principale du logarithme bien définie sur D4). Pour tout z €
Dy, on a

“ f(z) “ < Cenlmz—BImz+sRe(z‘/3)+aRe(z)
h(z) Il = '

Sur T4 = {z € C;Imz = A|2['/3;Rez > 0}, on écrit z = ge®, on a 2!/3 = p'/3eT et
sur 'y on a @ ~ Ap=?/ donc Imz ~ Ap!/3 et Re(2'/%) ~ p!/3, si on choisit B assez
grand, on obtient pour tout z € '

”%” < Ce(n—B)Imz+5Re(zl/3)+aRez < Ceal’bez.

Sur ’axe réel on a d’autre part

1/3_p1

—Ex

||£|| < Ceootes /3 < Ce®®.

On fixe maintenant un segment vertical
K ={z€ C;Rez = M, 0<Imz < |2]'/?}.
Sur K on a

”i < enImz—BImz+ERe(zl/3)+aRez
AR .

Si on choisit M assez grand, on a donc pour tout z € K
fH 2R,
< < Ce Q. ez’
H hil —

En appliquant le principe du maximum & la fonction f/h, holomorphe dans D4, puis
en faisant tendre M vers l'infini, on en déduit que || f/h|| < C|e?**| dans D,. Si on fait
tendre a vers 0 on a donc ||f|| < C|h| sur D¢. 1l suffit maintenant de prendre € et A
assez petits pour vérifier que I’estimation (C.1) est satisfaite par la fonction h donc par
la fonction f sur Dy.

D Une application du théoréme de Sard

On rappelle les notations suivantes introduites au chapitre 2. On notera Iy, 1'en-
semble des rayons analytiques définis sur un intervalle [—ao, s,] et tels que

nz,rfy(—a@) = (.'131, 7'0)’ HZ'Y(S‘Y) = O}
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et

Sz, = U»/er{sv},

I’ensemble des instants d’arrivée au coin des rayons analytiques issus de z; a l'instant ¢t =
—Qayp.

Proposition D.1. — Il existe un voisinage fermé W de 0 dans R; et un voisinage V
de O dans Q tel que si ag est assez petit, pour tout x € V, 'intersection de S, avec W
est un fermé de mesure nulle dans R.

La démonstration va se faire en plusieurs étapes. On peut clairement supposer 75 =
1. Quitte a les prolonger vers le futur, on peut également supposer que tous les rayons
considérés sont définis sur 'intervalle [—ao, 7], avec n > 0. Soit ¢ > 0. Il est clair,
puisque les rayons sont parcourus a vitesse 1, que si on prend ag et W assez petits les
seuls rayons qui nous intéressent sont ceux qui ne sont pas sortis de B,(O,¢). Si on
choisit € > 0 assez petit les rayons qui nous intéressent ont donc rencontré une seule
fois le coin entre —ag et 1 (au point paramétré par s,). Dans la suite de cette partie
on se bornera & étudier les projections sur I’espace des = des rayons bicaractéristiques
généralisés qu’on notera encore rayon.

D’apres [18], lemme 1.2, les rayons qui rencontrent le coin sont localement soit inclus
dans T*QUT™ A, (type 1) soit inclus dans T*QUT™*A, (type 2). Comme le bord de 2 est
analytique par morceaux, quitte a diminuer €, on peut supposer que les intersections des
deux arétes définies par les équations (2.2) avec B(O, ¢) sont, au voisinage de tout point
distinct du coin, soit des segments de droite, soit strictement convexes, soit strictement
concaves, soit des arcs qui changent de concavité uniquement au point considéré. Dans
les trois derniers cas, on sait alors que tout rayon qui rencontre le coin et quitte le bord
ne le rencontre pas de nouveau avant d’avoir parcouru une longueur &' > 0. Puisqu’un
point d’accumulation de rayons brisés est nécessairement un point de contact d’ordre
infini du rayon avec le bord, ce qui est exclu par ’analycité par morceaux du bord, les
rayons qui rencontrent le coin sont, si ag > 0 et n > 0 sont assez petits, sur [—aq, 7]\ {s4}
réunions localement finies de morceaux des types suivants:

— des segments de droite,

— des arcs dans le bord A; U A,.

On va montrer la proposition D.1, pour les rayons de type 2, par exemple.

On notera A, l'intersection de I’aréte T*A; avec B (O,¢). On suppose que A est
paramétrée par la longueur de ’arc issu du coin, ce qui permet d’identifier A avec [0, L].
On peut maintenant introduire un ensemble qui permettra d’une certaine maniére de
décrire les "formes” des trajectoires allant de z a y:

Définition D.2. — On notera F l’ensemble des n-uplets (Ef)ieu..k,}, pour ks € N,

oi les e € {1,2}.

On associe maintenant a chaque élément de F' une variété a bord, qui correspondra
& un ensemble de trajectoires:
Définition D.3. — Pour f € F, on notera Gy = [ic(y 1,1y Vi X Vi, ot

- V;=)0,L) siel =1,
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- Vi=]0, L2\ {(z,2)|z € [0, L]} sie] =

et:
- Vi, ={0} sief, =1,
- Vi, =0, L] sief, =2
et G = UserGy.

On va aussi définir un espace de trajectoires un peu artificiel, mais qui contient les
rayons qui nous intéressent
Définition D.4. — On notera H lespace des trajectoires de longueur finie partant
de x et allant en O, qui sont composées d’un nombre fini d’arcs de 0N (qui peuvent étre

de longueur nulle) et de segments de droites (qui peuvent sortir de Q) entre deur arcs
de 00N.

On a alors une application surjective, ¢, définie de G dans H, qui & f € F et
ag= (1,2}, zkf,zjcf) € Gy fait correspondre la trajectoire ¢(g) € H qui part de z
et

- si e{ = 1, atteint l'aréte f; au point de parameétre z; et continue par un segment
de droite,

- si e{ = 2, atteint I'aréte f; au point de parametre zj et la suit jusqu’au point de
parametre z; et continue par un segment de droite,

pour aller (par un segment de droite) jusqu’au point de f> de paramétre z, si 6£ =1,
etc... jusqu’a arriver en O, par un segment de droite si eil = 1 et par 'arc (zkf,O)
sief =2.

Cette définition permet de définir une fonctionnelle longueur [/, définie sur Gy a
partir de celle qui existe dans H, donnée par

kg
1) =) L+,
=1

avec l; = dist (z;—1, ;) si eif =1 et l; = dist (z;_1, z}) + |z} — 4| si sif = 2 (compte tenu
du paramétrage par la longueur de l'arc, |z} — z;| est la longueur de I’arc parcouru).

On remarque que tout rayon issu de z, et arrivant en O est obtenu comme un ¢ (g)
pour un f € F et un g € Gy.

On note, pour € > 0, G%, I'espace obtenu en remplagant |0, L] par [e, L] et ]0, L] \
{(z,z);z € [0,L]} par [¢,L]* \ {(z,y);z € [0,L]%|z — y| < €}. Il est alors clair que,
pour tout £ > 0, 'application / est de classe C* sur I'espace G%. 1l est également clair
que si v est un rayon analytique issus de x; et joignant O, égal & ¢ (g), g € Gy, alors g
est un point critique pour cette fonctionnelle, ce qui correspond seulement & imposer
les régles de la réflexion optique pour les rayons arrivant transversalement au bord et
4 imposer qu’avant de parcourir un segment d’arc le rayon arrive tangentiellement au
bord et qu’apres avoir parcouru un segment d’arc le rayon reparte tangentiellement au
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bord. D’apres le théoréme de Sard, pour tout f € F et tout ¢ > 0, puisque s,+ag = [ (g)
si v = ¢ (g), ensemble

U (37 + ao)
1=0(9)
gEGS

f

est de mesure nulle. Par réunion dénombrable, il en est de méme pour

U (3’7 + a’ﬂ)a
feF
1=¢(9)
gEGi
ce qui montre la premiére partie de la proposition D.1.

Il reste & montrer que E; , est fermé. Ceci provient aussi de ce que c’est un ensemble
de valeurs critiques pour une fonctionnelle sur un certain espace, mais il est plus simple
d’en donner une démonstration directe.

Proposition D.5. — L’ensemble E;, est fermé.

Soit (tn)nen une suite d’éléments de E,, convergeant vers t. Soit v, une suite de
rayons de longueur ¢, + ao issus du point z, & 'instant ¢ = —ap. On peut prolonger ces
rayons sur | — ag,t + €]. D’apres la proposition 2.2, on peut extraire de la suite -y, une
sous suite convergeant uniformément vers le rayon + et il est alors clair que la longueur
du rayon 7y est t + ag
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