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ARITHMETIQUE DES REPRESENTATIONS GALOISIENNES
»-ADIQUES

par

Jean-Marc Fontaine

Résumé. — Soient K un corps p-adique, K une cléture algébrique de K, C le
complété de K pour la topologie p-adique, Bqr le corps des périodes p-adiques,
Gk = Gal(K/K). On commence par expliquer les calculs de Sen et Tate sur la
cohomologie galoisienne continue de C et de GL;(C). On donne ensuite une clas-
sification, essentiellement due & Sen, des C-représentations de Gk (c’est-a-dire des
C-espaces vectoriels de dimension finie munis d’une action semi-linéaire et continue
de Gk) puis des Byg-représentations de Gi. On applique ceci aux représentations
p-adiques de G, puis on décrit les principaux faits de la théorie des représentations
p-adiques semi-stables. On termine en prouvant que les seuls endomorphismes Qp-
linéaires continus G g -équivariants de C sont les homothéties par des éléments de K,
puis que, lorsque K est une extension finie de Qp, le foncteur d’oubli de la catégorie
des C-représentations de Gk dans celle des Banach p-adiques munis d’une action
linéaire et continue de G i est pleinement fidele.
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2 J.-M. FONTAINE

0. Introduction

Dans ce texte on s’intéresse aux représentations p-adiques du groupe de Galois
absolu d’un corps p-adique et en particulier, on définit toute une hiérarchie parmi ces
représentations (représentations presque de Hodge-Tate, de Hodge-Tate, de de Rham,
semi-stables, cristallines).

Ce texte contient des résultats classiques (notamment la théorie de Sen [Sen69],
objet essentiel des chapitres 1 et 2) ou déja publiés ailleurs (notamment le théoréme
faiblement admissible implique admissible [CF00], dont on parle dans le chapitre 5, on
ne donne ici qu’une esquisse de la preuve). Il contient aussi des résultats non publiés
ailleurs comme

— l'analogue de la théorie de Sen lorsque 1’on remplace le corps C, par le corps Byqr
(chapitre 3),

— la notion de représentation p-adique presque de Hodge-Tate et de représentation
p-adique presque de de Rham et le fait que ces deux notions coincident (chapitre 4),

— le fait qu’il n’ y a pas d’autre Q,-endomorphisme continu de C,, Galois-équi-
variant, que les homothéties par un élément du corps de base (chapitre 6). Ceci est
— avec une version renforcée du lemme fondamental de [CF00] due & Pierre Colmez
[Co02] — & la base de la théorie des presque C,-représentations, développée ailleurs
[Fo03).

Rentrons un peu plus dans les détails. Dans tout ce texte, K est un corps de
caractéristique 0, complet pour une valuation discréte, & corps résiduel parfait k de
caractéristique p > 0. On choisit une cléture algébrique K de K, on pose Gx =
Gal(K/K) et on note Ix le sous-groupe d’inertie. On note C le complété de K pour
la topologie p-adique (corps souvent noté C, lorsque k est algébrique sur F,) et B4r
le corps des périodes p-adiques (la définition de Bggr est rappelée au chapitre 3). Il est
muni d’une topologie naturelle. Le groupe G g opére contintiment sur C et sur Byg.

Une représentation p-adique de Gk consiste en la donnée d’un Qp-espace vectoriel
de dimension finie muni d’une action linéaire et continue de Gg. Avec comme mor-
phismes les applications Q,-linéaires G k-équivariantes, les représentations p-adiques
de Gk forment une catégorie abélienne que nous notons Repg, (Gk).

Plus généralement, soient J un groupe topologique et B un corps muni d’une
topologie et d’une action continue de J (compatible avec la structure de corps). On
appelle B-représentation de J la donnée d’un B-espace vectoriel W de dimension finie
muni d’une action semi-linéaire et continue de J (dire que 'action est semi-linéaire
signifie

i) que 'on a g(w; + w2) = g(w1) + g(wz) si g € J et wy,wp € W,

ii) et que 'on a g(bw) = g(b)g(w) sige J, b€ B et we W).

Avec comme morphismes les applications B-linéaires J-équivariantes, les B-repré-
sentations de J forment une catégorie abélienne que nous notons Repg(J).
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REPRESENTATIONS p-ADIQUES 3

Si Paction de J sur B est non triviale, cette catégorie n’est pas B-linéaire. Dans
tous les cas, si E = B’, E est un corps et Repg(J) est E-linéaire.

On sait aussi définir la représentation unité (c’est B muni de l’action donnée
de J), le produit tensoriel de deux B-représentations Wi et Wy (c’est W1 ®@p Wa
avec g(w1 ® wa) = g(w1) ® glws) si g € J, wy € Wy et wy € W) et la représenta-
tion duale de la B-représentation W (c’est le B-espace vectoriel dual W* de W, avec
(g(m)(w) = g(n(g~"(w))) sige J,ne W* et w e W).

Muni de ces structures, Repg(J) devient ce que I'on appelle une catégorie tanna-
kienne sur E (cf. par exemple, [DM82]).

Une sous-catégorie tannakienne de Repg(J) est une sous-catégorie strictement
pleine (i.e. une sous-catégorie pleine telle que, si W est un objet de cette catégo-
rie, alors tout objet de Repg(J) isomorphe & W aussi) qui contient ’objet-unité B et
est stable par sous-objet, quotient, somme directe, produit tensoriel et dual.

Ceci s’applique en particulier 8 B = K, C ou Byr et J = Gk. Si V est une
représentation p-adique de Gk de dimension h, B ®q, V' est de maniére naturelle une
B-représentation de Gk . Disons que V est B-admissible si cette B-représentation est
triviale (i.e. isomorphe & B"). Les représentations B-admissibles forment une sous-
catégorie tannakienne de Repg, (Gk)-

Proposition 0.0. — Soit V une représentation p-adique de Gg. Pour que V soit K-
admissible, il faut et il suffit que le noyau de Uaction de Gk surV soit un sous-groupe
ouvert de Gk .

Démonstration. — Le fait que la condition est nécessaire résulte immédiatement de ce
que I’action de Gk sur K est discréte. Réciproquement, supposons que le noyau N de
I’action de G i sur V soit ouvert dans G et soit L = FN. Soit A la dimension de V sur
Qp. Choisissons une base {e1,e2,...,er} de V sur Qp; elle s’identifie aussi, de fagon
évidente, 4 une base de L ®q, V sur L ainsi qu’a une base de K ®q, V sur K. L’action
de Gk sur V se factorise a travers le groupe J = Gal(L/K). Pour tout g € J, notons
p(g) la matrice dont la j-iéme colonne est formée des composantes de g(e;) sur la
base {e1,e2,...,en}. On obtient ainsi un homomorphisme p : Gal(L/K) — GLp(Qp)
que l'on peut voir, via linclusion GLy(Q,) C GLp(L) comme un 1-cocycle de J a
valeurs dans GLp(L). On voit que remplacer ce cocycle par un cocycle équivalent
revient & changer la base du L-espace vectoriel L ®q, V. Comme ’ensemble pointé
HY(J,GLk(L)) est trivial (cf. par exemple [CL], chap.X, prop.3), il existe une base
de L ®q, V sur L formée d’éléments fixes par J. C’est aussi une base de K ®q, V
formée d’éléments fixes par Gi et 'existence d’une telle base permet de définir un
isomorphisme de —I?h sur K ®q, V qui commute & I’action de G. O

— C’est un théoréme profond de Sen dont nous ne parlons pas ici (¢f. [Sen73|,
cor.1), que V est C-admissible si et seulement si le noyau de laction de Ix est un
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4 J.-M. FONTAINE

sous-groupe ouvert de I (en particulier, lorsque k est algébriquement clos, si une
représentation p-adique de Gk est C-admissible, elle est déja K-admissible).

— Il n’existe pas (& notre connaissance) de caractérisation de ce type pour les
représentations p-adiques de Gk qui sont de de Rham (c’est ainsi qu’on appelle les
représentations Byr-admissibles).

Si V' est une représentation p-adique de Gk, C ®q, V (resp. Bdr ®q, V) est une
C-représentation (resp. une Byg-représentation) de Gk qui est non triviale si et seule-
ment si V n’est pas C-admissible (resp. n’est pas de de Rham). D’ot1 I'intérét qu’il y
a & étudier les catégories Repy(Gk) et Repp,, (Gk). L’étude de la premiere est la
théorie de Sen. Nous la reprenons, la poussons « jusqu’au bout » et nous intéressons
aussi & la seconde. On obtient une classification complete de ces représentations. Si
C(K) (resp. C(K/Z)) désigne I’ensemble des orbites de K (resp. K /Z) sous Paction
de Gk, les classes d’isomorphisme d’objets simples de Reps (G k) (resp. Repp,, (Gx)
sont paramétrées par C(K) (resp. C(K/Z)). Les classes d’isomorphisme d’objets in-
décomposables de Repc(Gk) (resp. Repg,. (Gk) sont paramétrées par C(K) x N*
(resp. C(K/Z) x N*).

Décrivons maintenant le contenu des différents chapitres.

L’objectif essentiel du chapitre 1 est d’exposer les résultats de Tate et Sen sur la
cohomologie continue du corps C. Ils reposent sur une étude fine de la ramification
dans la Z,-extension cyclotomique de K (i.e. 'unique Z,-extension K, de K contenue
dans le sous-corps de K engendré sur K par les racines de I’'unité d’ordre une puissance
de p).

Le point crucial est le théoréme fondamental de Tate (th.1.8) qui est a la base de
toute la théorie des périodes p-adiques et qui, comme on le dit maintenant ([Fa02],
§2), signifie que 'anneau des entiers Oy de toute extension finie M de K, est
presqu’étale sur 'anneau des entiers Og _, de K. De facon précise, si tras g, : M —
Ko est la trace et si mg, est I'idéal maximal de Ok, ou bien try/ k. (On) = Ok,
ou bien try/ g (Om) = mk .

Posons Hi = Gal(K/K), I' = Gx/H et notons L I’adhérence de Ko, dans C.
Les principaux résultats (dus a Tate et Sen) sont (th.1.1) que C% = L et que, pour
tout h € N, HL .(Hg,GLy(C)) = 1; puis (th.1.2) que L' = CSx = K et que,
pour tout A € N, I'application naturelle H}, . (I',GLy(Ko)) — HZ (T, GLy(L)) =
HL .(Gk,GLy(C)) est bijective.

Dans le chapitre 2, on étudie la catégorie Repo(Gk). Le premier théoréme
de Sen dit que, pour toute C-représentation W de Gk, lapplication C-linéaire
C®p WHr W déduite de l'inclusion de WH% dans W est un isomorphisme.

(D Le fait que K n’est pas complet rend illusoire I’étude de la catégorie Repr(Gk)-
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REPRESENTATIONS p-ADIQUES 5

Autrement dit, le foncteur W — WHx définit une ®-équivalence de Repo(G k) sur
la catégorie Repy (T') des L-représentations de T (2).

Le deuxiéme théoréme de Sen nous dit que, si X est une L-représentation de I' et
si Xy désigne le sous- K -espace vectoriel de X réunion des sous- K-espaces vectoriels
de dimension finie de X stable par G, 'application L-linéaire déduite par extension
des scalaires de l'inclusion de Xy dans X est un isomorphisme. Autrement dit, le
foncteur X — Xy définit une ®-équivalence de Repy (T') sur la catégorie Repy_(T')
des Ko-représentations de I'.

Enfin, si Y est une K.-représentation de I', le fait que l'action de T" sur K
soit discréte implique que I'action de l'algebre de Lie du groupe de Lie p-adique I’
est linéaire. De facon terre & terre, notons x : Gk — Zj le caractere qui définit
Paction de Gk sur les racines de I'unité d’ordre une puissance de p. En composant
avec le logarithme p-adique, on obtient un homomorphisme continu de Gx dans le
groupe additif de Z, qui se factorise & travers I' (et on note encore logx : I' — Zj
Papplication ainsi obtenue). Alors le troisieme théoréme de Sen dit que, si Y est une
Ko-représentation de G, il existe un et un seul endomorphisme s de ce K.-espace
vectoriel ayant la propriété que, pour tout y € Y, il existe un sous-groupe ouvert I'y
de T" tel que, pour tout v € I'y, on a

7(y) = exp(log x(7) - )(y)
(il est immédiat qu’étant donné un endomorphisme s de Y, on peut définir ’endomor-
phisme exp(log x(7)-s) pour tout v appartenant & un sous-groupe ouvert suffisamment
petit de I').
En résumé, pour tout corps E, notons Sg la catégorie (tannakienne en un sens
évident) des E-espaces vectoriels de dimension finie munis d’un endomorphisme. On
dispose d’un ®-foncteur

Asen : RepC(GK) - SKao'

C’est celui qui associe & W le K-espace vectoriel de dimension finie Age, (W) =
(WHx); muni de I'endomorphisme défini par le théoréme précédent. En fait la
connaissance de Agen(W) détermine W & isomorphisme prés (il suffit méme de
connaitre le C-espace vectoriel W muni de son endomorphisme sy déduit par
Pextension des scalaires de Ko & C de s). On appelle sy l’endomorphisme de Sen
de W.

Nous décrivons ensuite une interprétation due a Colmez des résultats de Sen. Pour
tout r € N, notons K, I'unique extension de K de degré p” contenue dans K, et
posons Gk, = Gal(K/K,). Choisissons un générateur ¢ du module de Tate, noté
additivement, du groupe multiplicatif et introduisons ’anneau Bge, = C{{logt}}

Pune ®-équivalence entre deux catégories tannakiennes sur un corps E est une équivalence de
catégories, commutant, en un sens évident (mais néanmoins pénible & formuler de fagon précise), a
I’objet-unité, au produit tensoriel et au dual (cf. par exemple [DM82]).
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6 J.-M. FONTAINE

des séries formelles en logt a coefficients dans C de rayon de convergence non nulle.
On peut alors décrire Bgen comme une réunion croissante de sous-C/[logt]-algébres
topologiques Bsen,r, pour r € N, avec action semi-linéaire continue de G, sur Bgen,r,
le groupe Gk agissant sur logt via la formule

g(logt) =log(x(g)) +logt pour tout g € Gk.

Pour toute C-représentation de G, s0it Dgen,o0 (W) la réunion des (Bsen,r®c W)Cxkr,
C’est un sous-K.-espace vectoriel de dimension finie de Bsen ®c W. On construit
un isomorphisme canonique de Dgen,o0(W) sur Agen(W) et on montre que 1'endo-
morphisme de Dgen,00(W) déduit par transport de structure de ’endomorphisme de
Agen (W) défini par la théorie de Sen est induit par la C-dérivation continue —9/8logt
de BSen-

On donne enfin une variante algébrique de la construction de Colmez. Elle consiste
a remarquer que ’on ne change pas le résultat en remplagant Bse, par la sous-C-
algebre B8 de base (en tant que C-espace vectoriel) les ¢(®)(logt)™ pour a € K et
m € N, o1 'on a posé t(®) = exp(a.logt).

Ce dernier résultat peut s’interpréter ainsi : Pour tout corps E, si E° désigne une
cloture séparable de E notons S le groupe proalgébrique commutatif diagonalisable
défini sur E dont le groupe des caractéres Homgs (S% x E®,G,,) est E°, muni de
Paction naturelle de Gal(E*/E); posons aussi Sg = S x G,. Alors la catégorie Sg
s’identifie & la catégorie des représentations linéaires de dimension finie de Sg, tandis
que Bg;gn peut s’identifier &4 C @k Bk, ou Bk, désigne l'algebre affine de Sk__.

On donne ensuite la liste des objets simples et des indécomposables, & isomor-
phisme pres, de la catégorie Rep-(Gk). On termine avec quelques mots sur certaines
représentations particulieres : les représentations de Hodge-Tate et les représentations
presque de Hodge-Tate.

Dans le chapitre 3, on rappelle la définition du corps Bgr, puis on étudie la catégorie
Repp,, (Gk)-
On procede d’abord a la Sen :

(1) Posons Lgr = B(fpf . Pour toute Bgr-représentation W de Gk, 'application
Bgr-linéaire B4r ®r 45 WHx _ W évidente est un isomorphisme. Autrement dit, le
foncteur W — WHx définit une ®-équivalence entre Repg, . (Gk) et Repy . (T).

(2) Posons t = t(1). Le corps Lgr contient le corps des séries formelles Koo ((t))
qui est stable par I'. On peut associer, de fagon canonique et fonctorielle, a toute
Lggr-représentation X de I', un sous-Koo((t))-espace vectoriel de dimension finie Xy
stable par I' et on définit ainsi une ®-équivalence de catégories entre Rep, . (') et
Repr.. () (T)-

(3) Comme Paction de T' sur K ((t)) n’est pas discrete, si Y est une K (())-
représentation de I' ’action de P’algebre de Lie de I' sur Y ne définit plus un endo-
morphisme mais une connection réguliére.
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Pour tout corps E de caractéristique 0, notons R ; la catégorie tannakienne sur E
(en un sens évident) des E((t))-espaces vectoriels de dimension finie munis d’une
connection réguliere. La construction qui précéde définit un foncteur

AdR : R’edeR (GK) - RKoo L

Ici encore la connaissance de Agr (W) détermine W & isomorphisme pres.

Ensuite on transpose la variante algébrique de la construction de Colmez. Pour tout
corps E de caractéristique 0, notons DR le sous-groupe de S dont le groupe des
caracteres est le quotient de E* par Z et posons DRg = DRE XG,. On peut considérer
I’anneau BZE = B4r®k. (t) Bk, et définir, pour toute Bqr-représentation W de G,
un sous-K-espace vectoriel de dimension finie, canonique et fonctoriel Dygr, o0 (W)
de Bf;li'% ®Bar W, de maniére analogue a ce qu’on avait fait pour les C-représentations.
Comme on a fait le produit tensoriel au-dessus de K (t) et non de K, cet espace vec-
toriel n’est pas muni d’une action de Sk_, mais seulement de son sous-groupe DR .

Une fagon d’expliquer comment passer de Agr(W) & Dar,oo(W) consiste alors
a construire une ®-équivalence entre la catégorie tannakienne Ry ¢ sur Ko, et la
catégorie des représentations Ko-lindaires de dimension finie de DR, (pour cette
équivalence, on peut remplacer Ko, par n’'importe quel corps de caractéristique 0).

Enfin, on donne la liste compléte des classes d’isomorphisme d’objets simples et
d’objets indécomposables de la catégorie Repg, . (Gk)-

Dans le chapitre 4, on applique les résultats des chapitres 2 et 3 & I’étude des
représentations p-adiques de Gg. Pour tout sous-groupe X de K stable par Gk,
notons S% x le quotient de Sk de groupe des caracteéres X, S ;- son extension des
scalaires & Koo et Sx i (resp. Sx, k., ) le produit de S% j (resp. S¥ ) par Gq.

On dit alors qu’une représentation p-adique V est de type Sx (resp. est de type
S%) si Paction de Sk, sur Agen(C ®q, V) (ou sur Dgen,00(C ® V), cela revient au
méme) se factorise a travers Sx ., (resp. S x_ ). Il revient au méme de demander
que les valeurs propres de I’endomorphisme de Sen s sur C® V soient dans X (resp. et
que s soit semi-simple). Les représentations de type Sx (resp. de type S%¢) forment
une sous-catégorie tannakienne de la catégorie des représentations p-adiques de G .
Le fait d’étre de type Sx est stable par extension.

Les représentations de type S7* sont ce que 'on appelle d’habitude les représenta-
tions de Hodge-Tate. Nous appelons représentations presque de Hodge-Tate les repré-
sentations de type Sz.

De méme, pour tout sous-groupe X de K contenant Z et stable par Gk, notons
DRY x le quotient de DR% de groupe des caracteres X/Z, DR _ son extension
des scalaires & Ko, et DRx x (resp. DRx k.. ) le produit de DR ; (resp. DR ;)
par G,.

On dit qu’une représentation p-adique V est de type dRx (resp. est de type
dR%}) si Vaction de DRk, sur Dgr,oo(Bdar ®q, V) se factorise a travers DRy,
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8 J.-M. FONTAINE

(resp. DR j_ ). Les représentations de type dRx (resp. de type dR%) forment une
sous-catégorie tannakienne de la catégorie des représentations p-adiques de Gg.
Le fait d’étre de type dRx est stable par extension.

Les représentations de de Rham sont les représentations qui sont de type dR7'.
On dit qu’une représentation est presque de de Rham si elle est de type dRz.

Si X est un sous-groupe de K contenant Z et stable par Gk, pour toute représen-
tation p-adique V de Gk, on a les implications suivantes

V est de type dR'y ——=> V est de type S

JJ ll

V est de type dRx <—=>V est de type Sx

En particulier, toute représentation de de Rham est de Hodge-Tate (mais il existe
des représentations de Hodge-Tate qui ne sont pas de de Rham), tandis qu’une repré-
sentation est presque de de Rham si et seulement si elle est presque de Hodge-Tate.

Le chapitre 5 est consacré a I’étude des représentations p-adiques semi-stables de
Gk. Les démonstrations des résultats déja publiés ailleurs n’y sont en général pas
completes. En revanche, on décrit compléetement la construction des anneaux Acyis,
Beris et Bgg, on étudie la notion de (p, N)-module filtré et on énonce le théoréme
principal de la théorie qui donne une ®-équivalence entre la catégorie des représenta-
tions p-adiques semi-stables de Gk et celle des (¢, N)-modules filtrés sur K qui sont
faiblement admissibles. C’est la conjonction de I’équivalence « classique » entre repré-
sentations p-adiques semi-stables et (v, N)-modules filtrés admissibles et le résultat
principal de [CF00] qui dit que tout (p, N)-module filtré faiblement admissible est
admissible. La preuve de ce résultat est esquissée dans le §5.6. Dans les §5.4 et 5.5,
on trouve différents résultats non publiés sur la structure de By qui nous paraissent
intéressants :

— dans le §5.4, on montre qu’il existe un sous-anneau BW (R) de Acis, contenant
@(Acris) que lon peut décrire simplement comme le complété pour la topologie p-
adique d’un certain anneau de bivecteurs de Witt (la description de BW (R) se trouve
essentiellement dans [Fo82] mais pas le lien avec Acyis) ;

— dans le §5.5, on explique comment décrire le sous-anneau B® de Bgis formé des
éléments b vérifiant ¢(b) = b comme sous-anneau de Bgr ; puis comment construire la
partie de pentes finies de Bg (qui est la seule utile pour construire les représentations
p-adiques semi-stables) & partir de B°.

Enfin 'objet du chapitre 6 est la preuve du résultat suivant : ’application naturelle
K — Endaﬁtcxl(C) est un isomorphisme.

Une conséquence frappante de ce théoréme est que, lorsque K est une extension finie
de Qp, le foncteur d’oubli de la catégorie Reps (G k) dans celle des Banach p-adiques
munis d’une action linéaire et continue de Gk est pleinement fidéle.
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A TDorigine de ce texte, il y a un cours que j’ai fait au centre Emile Borel du 20
février au 15 mai 1997 dans le cadre du semestre spécial consacré aux cohomologies
p-adiques et & leurs applications arithmétiques. Dans ce cours, j'avais expliqué les
fondements de la théorie des périodes p-adiques (ceux des résultats du chapitre 1 dont
on a besoin pour introduire la notion de représentations de Hodge-Tate), défini les re-
présentations de de Rham, puis les représentations semi-stables et les (¢, N)-modules
filtrés, expliqué ’équivalence de catégorie entre représentations p-adiques semi-stables
et (¢, N)-modules filtrés admissibles et la conjecture A qui dit que tout (¢, N)-module
filtré faiblement admissible est admissible. J’avais aussi décrit les grandes lignes d’une
théorie en grande partie conjecturale des presque-C-représentations de Gi (espaces
de Banach p-adiques munis d’une action linéaire continue de Gk, isomorphe, & des es-
paces de dimension finie sur Q,, prés, & des C-représentations). J’avais prouvé quelques
résultats partiels (notamment ceux que ’on trouve ici au chapitre 6) et expliqué pour-
quoi cette théorie devait impliquer la conjecture A. Cette conjecture a depuis été
prouvée [CF00]. Mieux, des résultats ultérieurs de Colmez [C002] contiennent ce qui
est nécessaire pour développer la théorie des presque-C-représentations et je 1’ai fait
ailleurs [Fo03]. Du coup, cette rédaction ne contient pas tout ce que j’avais expliqué
dans mon cours. En revanche, j’ai essayé de rédiger soigneusement la théorie de Sen,
ses développements et ses transpositions au cas de Bygr.

Comme le cours du centre Emile Borel, ce texte ne demande que trés peu de
prérequis : les quatre premiers chapitres du livre de Serre sur les corps locaux (cité
[CL]) et la connaissance de quelques rudiments de cohomologie des groupes sont plus
qu’il n’en faut pour pouvoir le lire. Le langage des représentations linéaires des groupes
pro-algébriques affines et plus abstraitement des catégories tannakiennes est souvent
utilisé : le lecteur constatera que ce n’est ici qu'un langage commode et que nous
n’utilisons aucun résultat profond de cette théorie.

Un long délai s’est écoulé entre la rédaction de ce texte et sa parution et beau-
coup de progres ont été faits dans I’étude des représentations p-adiques de G . Deux
des conjectures les plus importantes du sujet ont été démontrées. La premiere est la
conjecture A dont je viens de parler. La seconde (conjecture B) est le fait que toute
représentation de de Rham est potentiellement semi-stable.

Le progres conceptuel le plus important est le lien, établi par Berger [Be02], entre la
théorie des représentations p-adiques de Gi et la théorie des équations différentielles
p-adiques sur 'anneau de Robba. Dans [Be02], Berger utilise la théorie des (p,T')-
modules développée dans [Fo91] et le théoréme de surconvergence de Cherbonnier-
Colmez [CC98| pour associer & toute représentation p-adique V de Gk un module
muni d’une connexion réguliére et d’un Frobenius sur un localisé convenable d’un an-
neau de Robba. Aprés une extension des scalaires convenable, cette connexion devient
la connexion réguliere associé a Bqr ®q, V' dont on a parlé plus haut. Si la représen-
tation est de de Rham, cette derniére connexion est triviale, ce qui permet & Berger
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10 J.-M. FONTAINE

d’étendre la sienne en une connexion sur ’anneau de Robba et de ramener la preuve
de la conjecture B & une conjecture de Crew sur les équations différentielles p-adiques.
A peu preés au méme moment, cette conjecture de Crew est établie indépendamment
par André [An02] et Mebkhout [Me02] puis par Kedlaya [Ke04].

Depuis, j’ai obtenu [Fo04] une autre preuve de la conjecture B, conceptuellement
tres proche de la premiére preuve de la conjecture A et reposant sur la version forte
du lemme fondamental de Colmez. De fagon symétrique, Berger vient de m’annoncer
une nouvelle preuve de la conjecture A, conceptuellement trés proche de sa preuve de
la conjecture B et reposant sur les travaux de Kedlaya.

Je voudrais remercier les auditeurs de mon cours au centre Emile Borel pour leur
patience, leurs questions et leurs remarques. Je voudrais aussi remercier Olivier Bri-
non, Pierre Colmez et le referee pour leurs suggestions et leurs critiques pertinentes.

1. Le corps C et sa cohomologie continue

1.1. Cohomologie continue. — Soit H un groupe topologique. Soit M un H-
module topologique (i.e. un groupe topologique abélien muni d’une action additive
et continue de H). Pour tout n € N, on note CZ_,(H, M) le groupe des n-cochaines
continues de H a valeurs dans M, i.e. le groupe des fonctions continues sur H™ &
valeurs dans M. En particulier, C2_.(H,M) = M. Pour tout n € N, on définit
I'opérateur bord d, : C% (H,M) — CXi(H,M) par les formules usuelles : en
particulier,

iysiae M =C2_,(H,M) et hy € H, on a dpa(h1) = (h; — 1)a,

ii) si fe CL(H,M) et hi,ho € H,on a

dif(h1, h2) = ha(f(h2)) — f(h1h2) + f(h1),
iii) si f € C2%,(H,M) et hi,ha,h3 € H,on a
da f(h1, ha, h3) = hi(f(ha, h3)) — f(hihg, h3) + f(h1, hah3) — f(h1, h2).

On obtient ainsi un complexe de groupes abéliens. Pour tout n € N, on note
Z% w(H,M) = Kerd, le groupe des n-cocycles continus de H & valeurs dans M,
B (H,M) c zZ%_.(H,M) le groupe des n-cobords (on a B2  (H,M) = 0 et
Blont(H, M) = Imdn—y sin > 0) et Hin(H, M) = ZZ,(H, M)/Bl(H, M) le
n-iéme groupe de cohomologie continue. En particulier H, . (H,M) = MH.

Il est immédiat que, si

0—M —M-—M'—0
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est une suite exacte courte de H-modules topologiques, alors on a une « suite exacte
a six termes »

0— Hgont(H7 M,) - Hv(:)ont(H’ M) — Hz?ont(Hv M")
— HL (H,M') — HL . (H,M) — H} .(H,M).

ont cont

Remarque. — Si0 — M' — M — M" — 0 est une suite exacte courte de H-modules
topologiques telle qu’il existe une section (ensembliste) continue de la projection de
M sur M”, alors la suite exacte & six termes se prolonge en une suite exacte longue
comme on pense ([Ta76], §2).

Enfin, si H' est un sous-groupe fermé invariant de H, il est immédiat que, pour
tout H-module topologique la suite dite d’inflation-restriction

0 — Hgue(H/H', M") — Hiopy (H, M) — Hlon,(H', M)™/™
est exacte.
Le cas non abélien. — De la méme facon, soit M un groupe topologique (pas né-

cessairement commutatif), muni d’une action multiplicative et continue du groupe
topologique H. On note ZZ, ,(H, M) le sous-ensemble de 'ensemble C} . (H, M) des
fonctions continues de H & valeurs dans M vérifiant f(hiha) = f(h1)h1(f(h2)) pour
hi,he € H et H} . (H, M) le quotient de Z} ,(H, M) par la relation d’équivalence

f~ f < il existe a € M tel que f'(h) = af(h)h(a™') pour tout h € H.

C’est un ensemble pointé, i.e. qui contient un élément privilégié, & savoir la classe,
notée 1, du 1-cocycle trivial.
Si H’ est un sous-groupe fermé invariant de H, la suite d’inflation-restriction

(H/Hl7MH)'_)Hgont(H7M)—_)H1 (HlvM)H/H’

cont

1 — H}

cont

est maintenant une suite exacte d’ensembles pointés.

1.2. La cohomologie de C et des GL,(C). — On note O I'anneau des entiers
de K, O¢c = Li_ﬂ_lneN O%/p"O% le complété de O pour la topologie p-adique et
C = Oc¢|1/p] son corps des fractions. On note v, la valuation de C normalisée par
vp(p) = 1 et | | la valeur absolue p-adique. Pour tout ¢ € C, on a donc |c| = p~?»(°).
Cette valuation fait de C' un corps valué complet et le lemme de Krasner ([La70],
p-43) implique que C est algébriquement clos.

L’action de Gg sur K s’étend par continuité & C.

On note x le caractére cyclotomique, i.e. ’homomorphisme continu de Gk dans
le groupe des unités p-adiques qui donne 'action de Gk sur les racines de I'unité
d’ordre p.

Notons log : Z; — Z, le logarithme p-adique usuel (on a donc log(z) =
S (=) (z — )" /nsix — 1 € pZ, et log(z) = Zp—iljlog(zp‘l) en général).

n=
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12 J.-M. FONTAINE

L’application log x : Gk — Z, est continue. On note Hi son noyau et 'k (ou I 8’il
n’y a pas de risque de confusion) le quotient Gx/Hk. On note Koo la Z,-extension
cyclotomique de K, i.e. 'unique Z,-extension de K contenue dans le sous-corps de K
engendré sur K par les racines de l'unité d’ordre une puissance de p. On a donc
Hig = Gal(K/Ky) et T = Gal(K/K). On note L ’adhérence de Ko, dans C.

Le but de la fin de ce chapitre est de démontrer les deux théorémes suivants dont
les parties (i) sont dues & Tate ([Ta67], prop. 8 et 10) et les parties (ii) & Sen ([Sen80],
th.1) :

Théoreme 1.1
i) On a CHx = L.
ii) Pour tout entier h > 1, H: . (Hk,GLy(C)) = 1.

Ce théoréme implique donc que C¢* = LT et que, pour tout entier A > 1
Hclont(GK7 GLh(C)) = Hclont(r‘v GLh(L))

Théoréme 1.2
i) On a C°x = [T = K.
1) Pour tout entier h > 1, l’application
Hiont (T, GLp(Koo)) — Hiony(T, GLn(L)) = Hiony(Gx, GL1(C)),
induite par Uinclusion de GLp(K) dans GLy(C), est bijective.

b

Remarque. — Tate montre aussi que H} (Gk,C) est un K-espace vectoriel
de dimension 1 et que, si » : I' — Z, est un homomorphisme non trivial,
H. .(Gk,C(n)) =0 ([Ta67], th.1 et 2). Ces résultats dont la démonstration
directe est voisine de ceux de Sen en sont aussi des conséquences immédiates.

Dans le § 1.3, on fait quelques rappels sur la théorie de la ramification telle qu’elle est
développée dans les chapitres III et IV de [CL] et on prouve le théoréme fondamental
de Tate. Dans le §1.4, on en déduit le théoréme 1.1. Enfin on prouve le théoréme 1.2
dans le §1.5.

Remarque. — Essentiellement la méme démonstration permet de montrer aussi que
H? .(Gk,C) =0 pour tout n > 2.

cont

1.3. Différentes, groupes de ramification et extensions presqu’étales

On note mg 'idéal maximal de O¢. Pour tout sous-corps E de C, on pose O =
ENOc et mg = ENme. L’anneau O est un anneau de valuation, de corps des
fractions F et mg est I'idéal maximal de Og. Si F est une extension finie de K,
Og est un anneau de valuation discréte complet. On note alors vg 'unique valuation
de C normalisée par vg(E*) = Z et eg = vg(p) l'indice de ramification absolu de E.
Pour tout idéal fractionnaire a de O, on note vg(a) la valuation d’un générateur
quelconque de a.
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Dans toute la suite de ce chapitre, les extensions de K considérées sont toujours
supposées contenues dans K.

Soient F une extension finie de K et F' une extension finie de F. Soit tr : F¥ — E
la trace. L’application de F' x F' dans E qui envoie (z,y) sur tr(zy) est une forme
bilinéaire symétrique non dégénérée qui permet d’identifier F’ en tant que F-espace
vectoriel & son dual.

Appelons réseau de F' tout sous-Og-module de type fini contenant une base de F'
sur E. Si V est un réseau de F', on définit le réseau dual V* par

V* ={z € F | tr(zy) € Og, pour tout y € V}.

Si {v1,v2,...,vq} est une base de V sur Og, alors V* est le réseau dont une base sur
Of est la base duale {v},v},...,v}3} de {vi,v2,...,va}.

Par définition, la codifférente de l’extension F/E est le réseau dual D;/l g = (Op)*
de Op. C’est un idéal fractionnaire de Of contenant Of. La différente de ’extension
F/E est I'idéal Dp,g de OF inverse de 'D;/IE.

Soit r l'unique entier tel que m% = Dp/g N Op. On a m’}gD;}E Cc Op. Si
{a1,az,...,aq} est une base de O sur Of et si {a},a},..., a5} est la base duale et b
un générateur de m7, alors baja} € OF et tr(baiat) = b. Comme tr(OF) est un idéal
de Og, on en déduit que

(1) mTE C tr(Op)

On sait ([CL], chap.III, prop. 12) qu’il existe £ € O qui engendre OF en tant que
Og-algebre et qu’alors (loc.cit., cor.2 & la prop. 11), si P désigne le polynéme minimal
de z sur E, Dg/g est I'idéal de Of en engendré par P'(z).

Supposons maintenant I’extension F/E galoisienne et soit J = Gal(F/FE). Pour
tout g € J, on pose iy(g) = vr((g — 1)x). Si g = 1, i;(g) = +oo. Sinon, on a aussi
i7(9) = vr((g — 1)OF) et c’est un entier qui ne dépend pas du choix du générateur x
de la Og-algebre Op.

On a P(X) = [[,c,(X — g(x)), d’ott 'on déduit que P'(z) =[], (z — g(z)). Par
conséquent

(2) vr(Dpye) = is(9)
g#1
Pour tout nombre réel ¢, on pose J; = {g € J | i5(g) = ¢ + 1}. Bien sir, si {i}
désigne le plus petit entier > 4, on a J; = Jy;3. On sait ([CL], chap.IV, prop.1 et
cor.1 et 3 & la prop. 7) que les J; sont des sous groupes invariants de J, que J_1 = J,
; = {1} pour i >> 0, Jy est le groupe d’inertie (en particulier son ordre est égal &
I'indice de ramification er/g de I'extension F/E), J; est un p-groupe et, pour chaque
entier ¢ > 1, J;/Ji+1 est un groupe abélien annulé par p.
Les nombres de ramification de I’extension F'/ E sont les entiers ¢ tels que J;+1 # J;.
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Soient J’ un sous-groupe de J et E/ = FY'. 1l est clair que, pour tout gelJ,
ig:(g) = i5(g). Si J’' est invariant dans J, pour tout g € J/J’, on a (loc.cit., prop. 3)

1 .
1J .
P > islg)

9—3g

(3) iy (9) =

Proposition 1.3. — Soient E une extension finie de K, F' une extension cyclique ra-
mifiée de degré p de E, trp g : F — E la trace et i l'unique nombre de ramification
de lextension F/E. Alors

t)onai<er/(p—1);

ii) six € F, vp(trp/g(x)) 2 vr(z) + (p — 1)i.

Démonstration. — Soit 7 un générateur de Gal(F'/E). On vérifie facilement que, pour
tout x € F, on a vrp((7 — 1)z) > vr(z) + i, avec égalité si et seulement si vp(z) est
premier & p. On voit aussi qu’il existe un polynéme P(T') € Z[T], vérifiant P(1) = 1
tel que

1+T+T% - 4+ TP ' = (T -1)P"! +pP(T).

Pour tout x € F, on a donc
(4) trp/p(x) = (1 — 1)P71(z) + pP(7)(z)

et vp(pP(7)(x)) = er + vr(z).

Supposons d’abord 4 divisible par p et choisissons y € F' tel que vp(y) = 1. On a
ve((r —1)P71(y)) = (p—1)i + 1 qui n’est pas divisible par p; comme vr(pP(7)(y)) =
er + 1 ne Pest pas non plus (er est divisible par p) et comme vpr(trr/g(y)) =
pvE(trp/e(y)), on doit avoir ep + 1 = (p—1)i + 1 et on a bien (i) dans ce cas.

Si au contraire ¢ est premier & p et si on choisit y € F' tel que vp(y) = 4, on a
vr((t — 1)P~Y(y)) = (p — 1)i + i = pi tandis que vr(pP(7)(y)) = er + i est premier
a p. Toujours puisque vp(tr F/ £(y)) doit étre divisible par p, on doit avoir pi < er + 1
d’ou (i).

Dans les deux cas, pour tout z € F, (4) montre que

vr(trp/p(z)) 2 vr(z) + min{(p — 1)i,er} = vr(z) + (p — 1)i. O

La proposition suivante est un cas particulier d’un résultat de Sen ([Sen69], th.1;
voir aussi [Lu95]) :

Proposition 1.4. — Soient n un entier > 1 et F' une extension cyclique totalement
ramifiée de degré p"™ d’une extension finie E de K. Soit vy un générateur de Gal(F/E).
Alors,
i) L’extension F/E a exactement n nombres de ramification distincts,
0 <t <+ < lp-1,

tous strictement positifs,
i) pourl<r<n-—1, onai, =i,—; (mod p"),
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ii1) pour tout y € F non nul, il existe X € E tel que
vp(y — A) Z vp((y — )y) —1/(p— 1).

Lemme 1.5. — Soient m et n des entiers > 1 vérifiant n > m — 1 et ig,%1,.-.,tm—1
des entiers vérifiant i, = i,_1 (mod p") pour 1 <r <m —1. Alors les j + 4,,(;) pour
Jj € Z vérifiant 0 < j < p™ et vp(j) < m sont tous distincts mod p".

Démonstration du lemme. — Supposons qu'’il existe j,j’ distincts comme ci-dessus
et un entier a € Z tels que j' + Gy,(j1) = J t tu,(j) + P"a. On peut supposer que
s =wp(j) <8 =vp(j') et onadonc 0 < s < m—2. Mais alors j' —j = (is —iy) +p"a.
On a vp(j' — j) = s, tandis que vp((is — ts) +p"a) > min{s+ 1,n} = s+ 1, d’ot1 une
contradiction. O

Prouvons alors la proposition 1.4: — Notons E’ (resp. F’) 'unique extension de de-
gré p (resp. p"~1) de E contenue dans F. L’assertion (i) résulte immédiatement des
propriétés des groupes de ramification rappelées plus haut de méme que le fait que,
si n > 2, les nombres de ramification de ’extension F’/FE sont ig, 11, ...,in—2 €t ceux
de 'extension F/E’ sont i1,%2,...,%n—1.

Soit 7 une uniformisante de F' de sorte que vp(7) = 1. Posons J = Gal(F/E). Pour
tout entier r vérifiant 1 <7 < p”, on a ij(Y") = iy, (r) €t VF(Y" — 1)(7) =4y, () + L.

Posons mp = 1 et, pour 1 < r < p*, 7w = wy(w)...7"~}(x). Pour tout r,
on a vp(m,) = r et, comme lextension F//E est totalement ramifiée de degré p™,
les m, forment une base de F sur E. Pour 1 < r < p™ on a (y — 1)(m) =
y(m) ...y Y (w) (" (rr) — ) /7 donc vp((y — 1)(7y)) =7 + iy, (r). On voit aussi que,
pour tout entier s € Z vérifiant vp(s) < n, il existe m; € F tel que vp(m,;) = s et
ve((y — 1)(7s)) = 8 + 4y,(s) : On le sait déja si 0 < s < p™; sinon, si r désigne le
reste de la division de s par p”, il existe A\; € E vérifiant vp(As) = s — r et il suffit
de prendre w; = As7m,.. En remplagant E par E’ et v par 4P, on voit également que,
pour tout entier s € Z vérifiant v,(s) < n — 1, il existe 2z, € F tel que vr(zs) = s et
’UF'((PYp - 1)(23)) =s+ ivp(s)+1~

Prouvons (ii) par récurrence sur n. Le cas n > 1 étant trivial, on peut supposer
n > 2. L’hypothése de récurrence appliquée & F’'/E montre que i, = i,—1 (mod p")
pour 1 > r > n — 2; quand on l'applique & F/E’ on trouve aussi que i,—1 =
in—2 (mod p"~2). Posons s = ip_a — in—1; il suffit de vérifier que si 'on suppose
que vp(s) = n — 2, on obtient une contradiction.

Choisissons z; comme ci-dessus, de sorte que vp((v? — 1)(2s) = S + in—1 = in—2.
Soit z = (1+vy+72---+4P71)(25). Comme 1+v+~2%---+4P~1 = (y=1)P" 1+ pA(y),
ou A(y) € Z[v], et comme vp((y — 1)a) > vr(a), pour tout a € F, on a vp(z) > s,
tandis que vp((y — 1)z) = vp((v? — 1)(2s)) = in—2. On peut écrire z = Zf:gl Ar T
avecles A\, € Fetona UF(.’l;) = minggr<pr {p"ve(Ar)+r}, donc p*ve(A,.)+r > s pour
tout 7. Ona (y—1)z = > 2_, A (v=1)(mr). Sivp(r) = n—1, on a vp (A (y—1)(mr)) >
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S+ ip—1 = tp—2. Le lemme précédent, appliqué avec m = n — 1, montre alors que

in—2 = vp((y - 1)(z) = 0<Irrll<1‘; {P"ve(Ar) + 7+ Gy, (r) }

vp (1) <in-1
Il existerait donc r tel que in—2 = r +i,,() (mod p™), ce qui est impossible puisque
Up(in—2 — ivp(,.)) > vp(r) + 1.

Prouvons enfin (ii). On peut écrire y de fagon unique sous la forme y = ’;:31 ArTory
avec les A, € F et il suffit de prendre A = \g. Il existe en effet un unique entier rq
strictement compris entre 0 et p™ tel que vp(y — A\) = vp(Ary7r,). Le lemme 1.5
appliqué avec m = n montre que

vr((y = Dy) = min {vrAer + o, ()} SOFY = A) +in

et on a donc vp(y — A) > UF(("Y — 1)y) — in—1, ou encore, si er désigne 'indice de
ramification absolu de F, v,(y —A) > vp(y —1)y) —in—1/er = vp((y—1)y)—1/(p—1)
d’apres la proposition 1.3 appliquée a ’extension F/F’. O

Remarque. — L’assertion (ii) de la proposition 1.4 est le théoréme de Hasse-Arf dans
le cas particulier d’une extension cyclique totalement ramifiée (le cas général — cf. par
exemple [CL] chap.V, th.1 — qui concerne les extensions abéliennes se raméne & ce
cas-ci).

Proposition 1.6. — Soient n un entier > 1, F une extension cyclique totalement ra-
mifiée de degré p" d’une extension finie E de K ettrp;p : F' — E la trace. Pour tout
z€F, on avp(trp/g(x)) = vp(x) + n(p — 1) /peE.

Démonstration. — Soient ig < 4, < -++ < inp—1 les nombres de ramification de I'ex-
tension. On déduit de la proposition 1.3 que

vp(trr/p(2)) 2 vp($)+(p—1)( +—+ +iz;l)/%.

les relations de congruences entre les i, (prop. 1.4) 1mphquent que i, 2 p” pour tout r,
d’ol vp(trr () 2 vp(x) + (p — 1)(n/p)/eE- a

Dans toute la suite de ce chapitre, on note Ko, une Zy-extension ramifiée de K (pas
nécessairement la Z,-extension cyclotomique). Pour tout r € N, on note K, l'unique
extension de K de degré p" contenue dans Koo. On pose aussi I' = Gal(Ko/K),
I, = Gal(Ko/K,). On choisit un générateur topologique vy de T' et on pose v, = P
(c’est donc un générateur topologique de I';.).

On voit qu’il existe un unique entier rg > 0 et une suite strictement croissante
d’entiers > 0

o<t < o < lpo1 <tp < ...
telle que K, est '’extension maximale non ramifiée de K contenue dans K., et que,
pour tout entier r > 7o, les nombres de ramification de l’extension K,/K,, sont
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20,91, - - - br—ro—1. La suite (ir)ren s’appelle la suite des nombres de ramification de
l’extension K /K. La proposition précédente implique que, pour tout entier r > 1,

(5) ir =%y—1 mod p".

Soit alors F' une extension finie galoisienne de K telle que Koo N F' = K. Pour
tout entier r > 0, soit F,. = K,.F. Posons aussi Fo, = KoF = UF,. Posons J =
Gal(Fw/Kw), Jr = Gal(F./K,) et soit w, 'isomorphisme canonique de J sur J,.
Pour tout 7 € J, posons i,(7) = i, (w,(7)).

Proposition 1.7 (cf. [Sen69], Lemma 1, p.40). — Avec les hypothéses et notations qui
précédent, pour tout T € J, la suite des i,.(7) est stationnaire.

N

Démonstration. — Quitte & remplacer K par K,,, avec m suffisamment grand, on
peut supposer 'extension Fi,/F totalement ramifiée. Soit (j,)ren la suite des nombres
de ramification de cette extension.

La formule (3) montre que, pour tout 7 € N, on a

in(r) = ir41(7) si tp41(7) < Jr
" Lirar (1) + (P = 1)jr)  sidria(T) > jr
d’olt 'on déduit que
) i (T) si i (7) < Jr
? T)= . . .. .
U R s VR N
et il suffit de montrer qu’il existe r tel que i,(7) < j,. Sinon on aurait i,(7) > j, pour
tout r, donc aussi i,4+1(7) = pir(7) — (p — 1)jr, d’oU
ir(1) = pTio(7) = (P — 1) (Jr—1 + PJr—2 + -+ + 0"~ " jo)
et j» < pTio(T) = (p — 1)(r—1 + Pjir—2 + -+ + " "Yjo), ce qui s’écrit aussi

Ji—Jo , J2—J1 Jr—1—Jr—2 4 I i

Jo + > + ~ + -+ — = < io(7)
ce qui ne peut étre vrai indéfiniment car le membre de gauche est > r + 1 puisque,
d’apres la proposition 1.4, c’est une somme de r + 1 entiers > 1. O

Théoréme 1.8 ([Ta67], prop.9). — Soit M wune extension finie de Ko et trpr k. :
M — K la trace. Alors trpr g, (Om) D Mk, -

Démonstration. — Quitte & remplacer M par une extension finie, on peut supposer
M galoisienne. Quitte & remplacer K par une extension finie contenue dans K, on
peut supposer qu'il existe une extension finie galoisienne F' de K telle que M = K F
et Ko NF =K.

Avec les notations utilisées pour la proposition précédente, il résulte de (2) que,
pour tout r € N,

ve,(Dryk,) = Y ir(7)

TeJ,T7#1
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18 J.-M. FONTAINE

et cette proposition montre qu’il existe un entier ro et une constante c telle que
vr, (DF,/k,) = csiT > To.

Si e est I'indice de ramification commun & toutes les extensions F,./ K, pour r > rg
et si n est le plus petit entier tel que en > c, il résulte de (1) que m% C trg, /k, (OF,) C
tra/ k.. (Om), et tray i, (Om) D Urzromi, = mi,, puisque vp(m% ) = n/ek, tend
vers 0 lorsque r tend vers l'infini. O

1.4. Calcul de la cohomologie de Gal(K/K.). — Dans ce paragraphe, on
prouve le résultat suivant, dont le théoréme 1.1 est un cas particulier :

Théoréme 1.1°. — Soient L ’adhérence de Ko, dans C et Hx = Gal(K /K ).
i) On a CHx =L,
i) Pour tout entier h > 1, HY . (Hk,GLp(C)) = 1.
Commengons par un lemme :

Lemme 1.9. — Soient M une extension finie galoisienne de K, de groupe de Galois J
et ¢ un nombre réel > 1. Pour tout A € M, il existe a € K tel que

IA—a| <c-sup|(g— 1)l
geJ

Démonstration. — D’aprés le théoréeme 1.8, on peut trouver y € Ojs tel que x =
trvy k. (y) vérifie |z| > 1/c. Si p = y\/x et sia=tr(u), ona

a= i > 9wg(n) = 2tr(y) + % > 9w)(g—1X

geJ geJ
et
1
A= al < sup|=g(y)(g — DA| < - sup|(g — DA O
geJ ' T geJ
Prouvons l’assertion (i) du théoréme. — Soit A € CHx. Choisissons une suite

(An)nen d’éléments de K telle que |A — A\,| < p~™. Pour tout h € Hg, on a
|(h = 1)An| < p~™. Pour tout n, choisissons une extension finie galoisienne M,, de
K contenant \, et soit J, = Gal(M,/Kx). On a |(g — 1)A\,| < p~™, pour tout
g € J, et, d’apres le lemme précédent (en choisissant ¢ = p), il existe a, € K tel
que |\, —an| <p-p~™ =p' ™. On adonc |A —a,| < p'~™ et A limite des a, est bien
dans L. O

Lemme 1.10. — Soient H un sous-groupe ouvert de Hx et m un entier > 2. Soit
fm + H — GLp(C) un 1l-cocycle continu vérifiant fm(s) —1 € p™Mn(Oc¢), pour
tout s € H. Il existe by, € GL,r(C) vérifiant by, — 1 € p™ 1 Mu(Oc) tel que, si
fma1 : H — GLn(C) est le 1-cocycle continu défini par fmi1(s) = bt fm(8)s(bm),
on ait frmi1(s) — 1 € p"r1My(O¢), pour tout s € H.
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Démonstration. — La continuité de f,, implique ’existence d’un sous-groupe ouvert
invariant H’ de H tel que fm(g) =1 € p™t2M(Oc) si g € H'. Soient J = H/H',
K et M =K".0On peut trouver une extension finie K’ de K telle que K/
smt une Z,-extension ramifiée de K’ et M’ est une extension finie galoisienne de K.
D’aprés le théoréme 1.8, il existe y € Op C O tel que Y, 7(y) = p
Choisissons un systéme de représentants 7' de J dans H et posons

b = % D fml(9)9()-
geT
Si l’on pose fin(9) = 1+ p™am(9g), les am(g) sont des matrices & coefficients dans
Oc et l'on a by, = 1+p™ 1 31 am(9)g(y), ce qui fait que by, —1 € p™ ' Mp(Oc).
En particulier, b,, € GL,(O¢) C GLx(C).
Par ailleurs, pour tout s € H, on a

8(bm) = 1 D s(fm(9))(s9)(y) = —fm(S) LY Fn(59)(s9)(v)-
p geT geT
Quand g parcourt T, sg parcourt aussi un systeme complet de représentants de J
dans H. Comme la condition de cocycle implique que f,,(s'g) = fin(g) mod p™*2 si
g € Hets € H, on en déduit que

s(bm) = fm(s)_lbm mod Pm+1,
i.e. que bl fm(8)s(by) = 1 mod p™ L. O

Preuve de l'assertion (ii) du théoréme. — Soit f : Hx — GLj(C) un 1l-cocycle
continu. La continuité implique ’existence d’un sous-groupe ouvert, que ’on peut
choisir invariant, H de Hg tel que f(s) — 1 € p?M>(O¢) pour tout s € H. En
notant f3 la restriction de f & H, le lemme précédent nous permet de construire une
suite (fm)m>2 de l-cocycles continus vérifiant f,(s) — 1 € p™My(O¢) pour tout
s € H et une suite (by,)m>2 d’éléments de GL(C) vérifiant b, — 1 € p™ 1M, (O¢)
et fmt1(s) = b1 fm(8)s(bm), pour tout s € H. On voit alors que la suite des
babs . ..by, converge dans GLp(C) vers un élément b vérifiant b=1f(s)s(b) = 1
pour tout s € H. La suite exacte d’inflation-restriction (§1.1) montre que f est
dans l'image de H} . (Hk/H,(GLn(C)?). Mais Hx/H s’identifie au groupe de
Galois de lextension finie galoisienne CH /CHx et H}  (Hyx/H,(GLn(C)?) =

H(Gal(CH /CHK ), GLr(CH)) est trivial ([CL], prop.3, p.159). O

1.5. Calcul de la cohomologie de Gal(K./K). — On dit que la Z,-extension
Ko /K est réguliére si elle est totalement ramifiée et si la suite (i,)reny des nombres
de ramification de I’extension vérifie

ir —ir—1 = p ek pour tout r > 1.

On dit que ’extension K/ K est potentiellement réguliére s’il existe un entier ro telle
que Ko /K, est réguliere. Alors, pour tout r > rg, Koo/ K, est réguliere.
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Proposition 1.11. — La Zy-extension cyclotomique de K est potentiellement réguliére.

Démonstration. — Supposons d’abord que ex = p—1 (resp. 2) sip # 2 (resp. = 2) et
que K contient les racines p-iemes (resp. 4-iémes) de 'unité. On vérifie alors (c¢f. [CL],
chap.IV, prop. 18, du moins lorsque le corps résiduel est F;,, mais la preuve est la méme
dans le cas général) que K.,/K est totalement ramifiée et que, pour tout r € N,
ir =p"T! —1 (resp. 272 — 1) et on en déduit que la Z,-extension cyclotomique de K
est réguliere.

Le cas général est une conséquence immédiate du lemme suivant :

Lemme 1.12. — Soit F' une extension finie de K. La Zy-extension Ko /K est poten-
tiellement réguliére si et seulement si F K /F lest.

Démonstration. — Cela se vérifie trés facilement en utilisant (3) et la proposition
1.7. |

Dans toute la suite de ce chapitre, on suppose Uextension K, /K potentiellement
réguliére et on note L l’adhérence de Ko, dans C.

Remarque. — En fait, toute Zy-extension ramifiée de K est potentiellement réguliére :
on peut le montrer facilement a partir de la théorie du corps de classes (c¢f. la discussion
dans [Ta67], p.71 ou [Fo71], prop.4.3).

Le théoréme 1.2 est un cas particulier du résultat suivant :

Théoréme 1.2°

i)Ona L' =K.

ii) Pour tout entier h > 1, Uapplication ¢ : HY . (T,GLp(Ks)) — Hl (T, GLr(L)),
induite par Uinclusion de GLp(Ko) dans GLi(L), est bijective.

Pour tout r € N, notons trg, /i : K — K la trace. Pour tout x € K, choisissons
r € N tel que z € K, et posons tx(z) = # trk, /K (x). Le résultat ne dépend pas
du choix de r et ’application tx ainsi définie est un projecteur du K-espace vectoriel
K sur son sous-K-espace vectoriel K.

Rappelons que vy désigne un générateur topologique de I' = Gal(K/K).

Proposition 1.13. — Pour tout x € Ko, on a
vp(tk (@) — ) Z vp((o — 1)z) —p/(P— 1).
Commencons par établir un résultat auxiliaire :

Lemme 1.14. — Pour tout entier r > 0 et tout x € K,4+1, on a

1
vp(x — > tri, .. /K, (%)) = vp((y0 — D)z) — 1.
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Démonstration. — Rappelons que 'on a posé v, = 'ygr. On a

p—1 p—1
pr —trg,, k(@) = D (@ -7 @) = > (@ —7"(@) = Alw) (v — 1)(@),
m=0 m=1

ou A(vyr) € Z|y,] et par conséquent
Up(PT — Tk, 1 /K, (2) Z vp((vr — 1)(2)) 2 vp(h0 — 1)(2)
puisque (7, — 1) = B(70)(70 — 1), avec B(yo) € Z[yo]- 0

Prouvons la proposition 1.13. — Posons ¢ = 1 — ig/pek et, pour tout entier r > 1,
d. = c+1i.-1/p ek, de sorte que d; = 1. Pour tout r > 1, on a

dyir — dy = (ir — pir—1) _ (Prex — (p— 1)ir— 1)

= =0
pr+1eK pr+leK

car i,—1 < ek, /(p—1)=p"ex/(p — 1) (cf. prop.1.3).
Montrons que, pour tout entier r > 1, on a, pour tout z € K,

vp(tk — 1)z 2 vp((v0 — D)z) —
Pour r = 1, cela résulte du lemme précédent. Supposons que c’est vrai pour r et
montrons-le pour 7 +1: Siz € K,41 et si y = trg, ., /k,(x), on a
1 1
r—ik(z) = z—o(m’ -y)+ I—)(y -tk (y))-
D’apres le lemme précédent,
( (pz — y)) vp(v0 — 1)x) = 1 > vp(y0 — )7 — dry1.
Par hypothese de récurrence, vp( (y—tx(y))) = -1+ vp((v0 — 1)y) — dr. Mais

(o =Dy = (v — V(trk,,,/k,. (%)) = trk, ., /k,. (0 — 1))

et, d’apres la proposition 1.3, vp((70 — 1)y) = vp((70 — 1)z) + (p — 1)i,/p" ek, de
sorte que ’on a aussi

1 p—1)
Up(;(y - tK(?/)) = vp((y0 — )z) + (pr+—1e)Kr —1—d; = vp((y0 — 1)z) — drt1
car . . . . ( )
{ Ir—1 ir —ip—1 (P —1)ir
d =d T _ T _d _
r+1 r + pr+16K p’"eK r + pTeK pr+1€K

et i, —i,—1 = p"ex puisque K, /K est réguliere.
On voit que, pour tout r,

. _ —1 . e T+1
=i+pl+p+---+p" 1)eK—zo-l-p(p—)—e‘x(:zo—ZDK+p ex
p—1 p—1 p-1
donc que
%0 lr—1 20 2 1 1
dr=1- — =1- — + -1). O
" pex  prek pex plex  pip-1) p-1 <p/lp-1)
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Proposition 1.15

1) L’application ti : Koo — K est continue;

i1) notons fK : L — K le prolongement de tx par continuité et Ly le noyau de ?K ;
onalL =K@ Ly, v0 — 1 est bijectif sur Ly et son inverse p est continu;

iii) si Koo/ K est régulié¢re, on a vy(tx(z)) > vp(z) — p/(p — 1) pour tout z € L et
up(p(y)) 2 vp(y) —p/(p — 1) pour touty € Lo ;

i) pour tout x € L, la suite des ti, (x) tend vers x lorsque s tend vers linfini.

Démonstration. — Choisissons un entier rg tel que Pextension K,/ K, est réguliére.

Montrons (i) : On a tx = p~ ™ trk,, /K otk,,. L’application p~™ try, ,x est évi-
demment continue et ¢ Ko I’est d’apres la proposition 1.14, donc tg ’est aussi.

Montrons (ii) et (iii) : Supposons d’abord Ko,/K réguliére.

Si z € Ko, comme vp((yo — 1)) > vp(x), il résulte de la proposition 1.14 que
vp(tr () = vp(x) — p/(p — 1) et on en déduit que, si z € L, on a aussi v, (tx(x)) >
vp(z) —p/(p—1).

Si maintenant © € K, tx(z) = x, donc 1% = tx et L = K @& Lo. Pour tout
z € L, tg(y(z)) = tx(x) et (o — 1)z € Lo. En particulier (yo — 1)(Lo) C Lo.
Posons K0 = Koo N Lo et, pour tout 7 € N, K, o = K, N Lo, de sorte que K
est la réunion des Ko et que Lo est 'adhérence de K o dans L. Comme vy — 1
est injectif sur chacun des K-espaces vectoriels de dimension finie K, o il est bijectif
sur chacun d’eux de méme que sur leur réunion K. 0. Si p est son inverse, pour
tout y € Koo, comme tx(p(y)) = tx(p(y)) = 0, on a, d’apres la proposition 1.13,
vp(p(y)) = vp(y)—p/(p—1) et p est continue. On peut donc la prolonger par continuité
en une application continue, que nous notons encore p, de Lo dans lui méme qui est
bien un inverse de o — 1. Le fait que vp(p(y)) = vp(y) — p/(p — 1) pour tout y € Lo
se déduit par continuité de ce que c’est vrai pour y € Koo 0.

Passons au cas général. Soient tAKTO le prolongement par continuité de tk, a L,
L., le noyau de ?Kro et pro : Ly, — Ly, 'inverse de la restriction de v,, — 1.

OnalL=K&Ly=K,, &L, et, comme L,, C Ly,

Lo=LoNKy, & Ly,.

Sur Lo N Ky, qui est de dimension finie sur K, 79 — 1 est injectif, donc bijectif et son
inverse est continu. Par ailleurs on peut écrire v, — 1 = (70 — 1), avec § € Z[yo]. On
en déduit que o — 1 est bijectif sur L,, avec comme inverse dp,, qui est continu.

Montrons (iv) : Soit (Z,)nen une suite d’éléments de K telle que vp(z —x,) = n
pour tout n. Pour chaque n, z, € K, si s est suffisamment grand et on a alors
?Ks (zn) = Tp. Si on choisit s suffisamment grand pour que Ko, /K; soit réguliére,
on a, d’aprés (iii),

p

vp(ic, (@) = T, (@) = vp(Eic, (2 = 2) > m = 5,
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donc, puisque  — tAKS () = (x —zn) — (’t\Ks (z) — st (zn)), on a
p
(r-1)

et la suite des ?x, (z) tend bien vers . O

vp(e — T, (2)) > n —

Proposition 1.16 ([Sen80], prop.3). — Tout sous-K -espace vectoriel de dimension finie
de L, stable par vq, est contenu dans Koo.

Démonstration. — Soit V un tel sous-espace-vectoriel. La restriction de vo & V est
un endomorphisme u de ce K-espace vectoriel. Soit K’ I’extension de K obtenue en
rajoutant les racines du polynéme caractéristique de u dans K et K. = K'K.
L’extension K. /K’ est potentiellement réguliere (lemme 1.12). Quitte & remplacer
K par K',V par K'V, g par 'ygr, si p” désigne 'ordre du quotient de I par 'image de
Gal(K. /K'), et L par le complété de K., on peut supposer que les valeurs propres
de u sont dans K. Quitte & décomposer V en somme directe de ses sous-espaces
caractéristiques, on peut supposer que V n’a qu’une seule valeur propre a.

Si y est un vecteur propre non nul, on a v(y) = ay, donc 'ygr (y) = a?"y, pour tout
r € N et la continuité de 'action de I'" sur L implique que a est une unité principale.
Quitte a remplacer K par K,, avec r suffisamment grand, on peut supposer que
vp(a—1) > p/p—1. La décomposition en somme directe L = K & Lg (prop. 1.15) nous
permet de nous ramener a montrer que y ne peut pas appartenir a L. Supposons le
contraire. Comme v — 1 est bijectif sur Lg, on a a # 1. On a alors p(y) = ﬁy, donc
vp(p(y)) < vp(y) —p/(p—1), ce qui contredit I’assertion (iv) de la propostion 1.15. [

Prouvons alors le théoréme 1.2 — On a L' = {z € L | (70 — 1)z = 0} et (i) résulte
de l’assertion (ii) de la proposition 1.15.

Prouvons alors l'injectivité de ¢ : Soient f, f' : ' — GLj(K o) deux 1-cocycles qui
deviennent cohomologues dans GLy(L). Il existe donc b € GLy (L) tel que f/'(yo) =
b= f(70)v0(b) et il suffit de montrer que b € GL4(K ). Mais cette relation se réécrit

Y0(b) = f(70) "' f (0)-

Soit K’ 'extension (finie) de K contenue dans K, engendrée par les coefficients de
f() et de f'(70). Le sous-K’-espace vectoriel V de L engendré par les coefficients de
b est un K-espace vectoriel de dimension finie et la formule ci-dessus montre qu’il est
stable par 9. Comme vy est un générateur topologique de T et comme V est fermé
dans L, la proposition 1.16 implique que V C Ko, donc b € GLj(K o).

Pour prouver la surjectivité, commengons par établir un lemme :

Lemme 1.17. — Pour toute matrice a € My(L), notons v(a) le minimum de la va-
luation p-adique de ses coefficients. Soient r un entier tel que l’extension Ko/ K, est
réguliére et m un entier > 5. Soient aym € GLix(L), , € GLK(K,) des matrices
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vérifiant
3p mp
et viaym —Tm) = ——.
G- © mTEmZG
Il existe b, € GLp(L) vérifiant v(by —1) = (m — 2)p/(p — 1) et xmy1 € GLp(K,)

tels que, $i am+1 = b tam Y- (by), on ait

3p (m+1)p
(p-1) r-1)°
Démonstration. — Soit L, = Keerr : L — K,. Alors (prop.1.15 appliquée a l'ex-
tension Koo /K,), on a L = K, ® L, et v, est bijectif sur L,.. On peut donc écrire

v(am — 1) =

v(am+1 - 1) > et v(am+l - l'm+1) >

am = Tm+1 + (r — 1)s avec m+1 € Mp(K,) et s € Mp(L,).

Posons b,, = 1 — s et montrons que b,, et £,,4+1 conviennent.
On a Zm+t1 — Tm + (3 — 1)s = apm — T, donc

mp 2 mp
- —1)s) > 2P —1)% >
V(Tms1 — Tm + (9r )s) = -1 v(yr )'s > )
et (assertion (iii) de la proposition 1.15), si p, désigne l'inverse de v, — 1 sur L,
m—1)p
o(r = 19) = olpr ;= 1) > T

de méme, v(s) = v(pr(yr—1)s) = (m—2)p/(p—1). En particulier, on a bien v(b,,—1) >
(m —2)p/(p—1) et, comme (m — 2)p/(p —1) >0, b,, € GLy(L).
Si l'on pose am =1+ ¢, onav(c) = 3p/(p—1) et
ami1 = (1+s5+82+.. ) A+e) (1 —7-(8)) = 1+s+c—7(s)+c = am— (y»—1)s+,
avec ¢’ € Mp(L) vérifiant
2m=2)p (m=-2)p_ _3p \_(m+1p
-1 " (-1 (p-1) (r-1)
puisque m > 5. En particulier amt1 — 1= (am — 1) — (v — 1)s + ¢’ et
: 3p (m—-lp (m+1Lp 3p
v(a —1) 2 min s , = .
A (e i e R e Al ey

Enfin ami1 — Tma1 =am — (7 — 1)s+ ¢ — am + (7 — 1)s = ¢ donc

v(c') = min {

m+1)p

V(Am+1 — Tm1) 2 ((—p:%
et Tyme1 — 1 = (amt1 — 1) — (@my1 — Tmy1) vérifie v(zmyr — 1) > 0, donc Tpmy1 €
GLy(K;). |
Prouvons alors la surjectivité. — Soit f : I' — GLp (L) un 1-cocycle continu. Il existe

un entier r, que 'on peut choisir suffisamment grand pour que 'extension K /K,
soit réguliere, tel que v(f(v,) — 1) = 5p/(p — 1). Posons as = f(y) et x5 = 1. Le
lemme ci-dessus nous permet de construire des suites de matrices (am)m>5, (bm)m>5
dans GLi(L) et (zm)m>s dans GLn(K,) telles que, pour tout m > 5 on ait
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v(am —1) 2 3p/(p — 1), v(@m — Tm) = mp/(p — 1), v(by — 1) > (m = 2)p/(p — 1) et
am+1 = bl amyr (bm).

La suite des bsbg . . . by, converge vers une matrice b € GLj(L) tandis que la suite
des a,, et celle des x,, tendent toutes deux vers la méme limite © € GLy(K,). On a
b_1a57-(b) = z.

Soit f’ : T'— GLp(L) le 1-cocycle, cohomologue & f défini par f'(v) = b= f(v)v(b),
pour tout v € I'. On a f'(v,) = z € GLL(K,).

Pour tout v € T', vy, = v, donc f'(7)v(f' () = f'(v)¥(f'(7)) ou encore
V(') = ) (O (7)) = 7 f'(7)y(z). On en déduit que le sous-K,-
espace vectoriel de L engendré par les coefficients de f’(v), qui est de dimension finie,
est stable par ~,.. D’aprés la proposition 1.16, ceci implique que f'(v) € GLy(K)-
Autrement dit f est cohomologue & un cocycle & valeurs dans GLy(K ) et est bien
dans I'image de ¢. O

2. C-représentations : la théorie de Sen

2.1. C, L et K -représentations. — On reprend les notations de ’introduction.
Soient J un groupe topologique, B un corps muni d’une topologie et d’une action
continue de J compatible avec la structure de corps et E = B”.

Soient W une B-représentation de J et £ : B — W une application B-linéaire
J-équivariante. Pour tout b € B, on a £(b) = b£(1) et 'application £ — £(1) identifie
le E-espace vectoriel Homgep,, (7)(B, W) & HZ,.(J,W) = WY. De méme, soit U une
B-représentation de J extension de B par une B-représentation W, de sorte que ’on
a une suite exacte

0—W —U—B—0.

Six € U est un relevement de 1 € B, 'application f : J — W qui a g associe (g — 1)z
est un 1-cocycle continu de J & valeurs dans W, dont la classe [U] dans H} . (J, W)
ne dépend pas du choix du relevement. L’application U — [U] ainsi définie induit
un isomorphisme du E-espace vectoriel Extllieps( (B, W) sur Hl,..(J,W) que nous
utilisons pour identifier ces deux E-espaces vectoriels.

Soient W, et Wy deux B-représentations de J et W = W} ® g Wa.

L’isomorphisme naturel du B-espace vectoriel des applications B-linéaires de W;
dans W3 sur W induit un isomorphisme du E-espace vectoriel Homgep, () (W1, W2)
des applications B-linéaires équivariantes de W; dans Wy sur H?  (J,W) = W’ =
HomRepB(J) (B, W)

Soit V' une B-représentation de J, extension de W; par W,. En tensorisant la suite
exacte

0—W, —V —W; —0
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avec W}, on obtient une suite exacte
0—W —W/e®sV — W ®gW; —0

de sorte que l'image inverse de B identifiée aux homothéties dans W7} @ W, =
Endg(W1) est une extension de B par W. La classe de cette extension dans
Ext%{epB( 5)(B,W) ne dépend que de la classe de V dans Ext%{epa( 5(W1, Wa) et
I’application

EthlkepB (J) (W1 ’ W2) - EthliepB J) (37 W) = Hgont (J7 W)
ainsi définie est un isomorphisme de E-espaces vectoriels.

Proposition 2.1. — Soient J,B et E comme ci-dessus. Pour toute B-représentation
W de J, Uapplication B-linéaire

p(W): BQg w —w,
déduite par extension des scalaires de l'inclusion de W7 dans W, est injective.

Démonstration. — Supposons que c’est faux et soit m le plus petit entier tel qu’il
existe wy, wa, ..., wm € WY, linéairement indépendants sur K et by, ba,..., by € B
pas tous nuls avec Z;nzl bjw; = 0. Si 'on a une telle égalité, la minimalité de m
implique que les b; sont tous non nuls et, quitte & diviser par b;, on peut suppo-
ser by = 1. Pour tout g € J, on a alors 0 = g(>_bjw;) = Y g(b;)w; donc aussi
Z;;?(g —1)(b;)w; = 0 puisque g(b1) = b1. L’hypothése de minimalité implique que
les (g—1)(b;) sont tous nuls, donc que b; € E pour tout j, d’olt une contradiction. O

On dit qu’une B-représentation W de J est triviale si elle est isomorphe & B"
pour un entier A convenable. Pour toute B-représentation W de J, on voit que 'on
a dimg WY < dimp W ; on a 1’égalité si et seulement si la représentation est triviale
ou encore si et seulement si py est bijective. Le foncteur W +— W induit une ®-
équivalence entre la sous-catégorie tannakienne de Repg(J) dont les objets sont les
représentations triviales et celle des E-espaces vectoriels de dimension finie.

Dans toute la suite du chapitre, Ko, est la Zp-extension cyclotomique de K conte-
nue dans K et L son adhérence dans C. On pose Hx = Gal(K/Kx) et T =
Gal(Kw/K). Comme au chapitre précédent, on choisit un générateur topologique Yo
de T'. Pour tout r € N, on note K, lunique extension de K de degré p” contenue
dans Ko et on pose v, = yg’ ; c’est un générateur topologique de T', = Gal(Koo/K).
Rappelons (th.1.1) que C¥% = L et (prop.1.16) que K est la réunion des sous-K-
espaces vectoriels de dimension finie de L, stables par T'.

Soient Y une K-représentation de I" et {y1,y2, ..., yn} une base de Y sur K. Les
coefficients de la matrice dont les colonnes sont les composantes des vo(y;) sur cette
base engendrent une extension finie K, de K ; on appelle degré de la base 'entier r.
Pour tout n € N, la matrices dont les colonnes sont les composantes des 7§ (y;) sur la
base est encore & coefficients dans K. Comme N est dense dans Z, et K, est complet,
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le fait que 'action de I" sur Y soit continue implique que le sous- K, -espace vectoriel
de Y engendré par les y; est stable par I

Si Y est une K,-représentation de I', L ®k_ Y est de fagon évidente une
L-représentation de I'. Si X est une L-représentation de I', C ®; X est une C-
représentation de Gg. On obtient ainsi des ®-foncteurs

Repg_ (I') — Repr(T') et Rep(I') — Repo(Gk).

La théorie de Sen construit des foncteurs dans ’autre sens.

Théoréme 2.2 ([Sen80], th.2). — Toute C-représentation de Hyg est triviale.

Démonstration. — 11 s’agit de prouver que, pour toute C-représentation W de Hg,
’application injective pp(W) : C @, WHK — W est bijective.

Soit {w1,ws, ..., ws} une base de W sur C. L’application f : Hx — GLx(C), qui
a g associe la matrice dont la j-iéme colonne est formée des composantes sur cette
base de g(wj;), est un 1-cocycle continu de Hx & valeurs dans GLx(C). Si 'on change
de base et si b est la matrice de passage, le cocycle correspondant a la nouvelle base
est donné par f'(g) = bf(g9)g(b—'). Comme l'ensemble pointé H, . (Hk,GLp(C))
est trivial (th.1.1, (ii)), on peut choisir les w; pour qu’ils soient fixes par Hg. Si
w = Z?:l cjw; € W, on voit que w € WHk sj et seulement si ¢; € CHx = L (th.1.1,
(i)). Alors WHk est le L-espace vectoriel de base les w; et le théoréme est clair. [

Corollaire 2.3. — Pour toute C-représentation W de Hy, on a HL  (Hx, W) = 0.

En effet le théoréme signifie que le foncteur W — WHx induit une équivalence entre
la catégorie des C-représentations de Hg et la catégorie semi-simple des L-espaces
1
ﬂt(HK7 W) = EXtREpc(HK)(C7 W) = 0.

vectoriels de dimension finie On a donc H},

Théoréme 2.4 ([Sen80], th.3). — Soit X une L-représentation de I'. Notons Xy la
réunion des sous-K -espaces vectoriels de dimension finie de X stables par I'. L’appli-
cation L-linéaire

L®k,, Xf — X,

déduite, par extension des scalaires, de linclusion de Xy dans X, est bijective.

Démonstration. — Soit {x1,x32,...,zn} une base de X sur L. L’application f : " —
GLy(L), qui &~y associe la matrice dont la j-iéme colonne est formée des composantes
sur cette base de y(x;), est un 1-cocycle continu de I' & valeurs dans GLp(L). Si
I’on change de base et si b est la matrice de passage, le cocycle correspondant &
la nouvelle base est donné par f’(y) = bf(y)y(b~!). La surjectivité de I’application
H! ((T,GLy(Ko)) — HL,.(T,GLK(L)) (th.1.2, (ii)) implique que 1’on peut choisir
les z; pour que le sous-K.-espace vectoriel Y de X qu’ils engendrent soit stable
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par I'. En particulier Y est une K -représentation de I'. Comme ’application L-
linéaire L @ g, Y — X déduite de l'inclusion de Y dans X est bijective, il suffit pour
achever la preuve du théoréme de vérifier que Xy =Y.

Soit r le degré de la base des x;. Pour tout entier s > r, le K -espace vectoriel
engendré par les z; est de dimension finie sur K et est stable par I'. On en déduit que
YcX f-

Pour tout v € T, il existe une matrice carrée (a; ;(7v))1<ij<h € GLr(K,) telle que
v(z;) =, ai;(y)xs, pour tout j.

Soit maintenant x = Z?=1 c;x; avec les ¢; € L, un élément de X ;. Pour tout v € T,
on peut écrire y(x) = ZLI ci(y)xi, avec les ¢;(y) € L. Le fait que € Xy implique
que le sous-K -espace vectoriel E de L engendré par les c;(y), pour 1 <i< hetye T
est de dimension finie.

Mais Y c;i(7)z: = > v(ci)v(z;) = D v(¢j)as,;(7)zi. On en déduit que E est aussi
le K -espace vectoriel engendré par les y(c;), pour v € ' et 1 < j < h. En particulier,
E est stable par T, ce qui implique (prop.1.16) E C K. On a bien ¢; € E C Ko,
pour tout jet Xy CY. O

Le théoréme 2.2 implique que le foncteur W — Wk induit une ®-équivalence de
la catégorie Repo(Hgk) sur la catégorie des L-espaces vectoriels de dimension finie,
le foncteur Y +— C ®L Y étant un quasi-inverse. Les théorémes 2.2 et 2.4 impliquent
que les foncteurs

Repg_ (I') — Rep, (') et Rep.(I') — Repc(Gk)

définis plus haut sont des ®-équivalences de catégories : un quasi-inverse du premier
est celui qui & la C-représentation W de G g associe WHX ; un quasi-inverse du second
est celui qui & X associe Xy.

2.2. Etude des K .-représentations. — Reprenons les notations du début du
§1.2. Le caractere additif log x : Gk — Z, se factorise a travers I' et on note encore
logx : I' = Z, le caractere additif de I' ainsi obtenu. Remarquons que, si €, = 1 si
p # 2 (resp. 2 si p = 2), on a log(Z;;) = p?Z,. On note rk I'unique entier tel que
logx(I') = p"%Zp. On a T > €, avec égalité lorsque K est absolument non ramifié.

Si s est un endomorphisme d’un K -espace vectoriel de dimension finie Y, il existe
un sous-groupe ouvert I'; de T tel que, pour tout v € T, la série exp(log x(y) - s) =
D neN Ws" converge dans ’anneau des endomorphismes de ce K.,-espace
vectoriel : en effet, soient {y1,y2,...,yn} une base de Y sur K, ; pour tout nombre
rationnel m, notons Y, le sous-Og_ -module de Y formé des éléments qui peuvent
s’écrire sous la forme Z?=1 ciyi, avec les ¢; € Koo vérifiant vp(c;) = m; soit a un
nombre rationnel tel que s(Yp) est contenu dans Y,. Il est bien connu (et facile a
vérifier) que, pour tout n € N, vp(n!) = "—;—f—%ﬂ ol s(n) désigne la somme des chiffres
de ’entier n écrit en base p. Sil’on prend I'y = I, avec r le plus petit entier > 0 tel que
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r+rk+a>1/(p—1),pourn e NetyeIs,ona (lo—g(’%ﬁmsn(Yo) CYorirk——1ta)

p—1

et la série exp(log x(v) - s) converge bien.

Proposition 2.5 ([Sen80], th.4). — Soit Y une K -représentation de I'. Il existe un
unique endomorphisme s du K -espace vectoriel Y qui a la propriété que, pour tout
y €Y, il existe un sous-groupe ouvert I'y de I' tel que

v(y) = exp(log x(7) - 8)(v)

pour tout vy € T'y. Le polynéme caractéristique de s est a coefficients dans K.

Démonstration. — Soient {y1,y2,...,yn} une base de Y sur K.
Si s et s’ sont deux endomorphismes de Y ayant la propriété requise, on voit qu’il
existe un sous-groupe-ouvert I',,, de I' tel que pour tout v € I';,;, on a

Y(y;) = exp(log x(7) - 8)(y;) = exp(log x(v) - 8")(y;)-

On a donc exp(log x(7) - s) = exp(log x(v) - '), pour tout v € Iy, donc s = s’ et s,
s’il existe, est bien unique.

Soit ro le degré de la base des y;. Le sous-K,-espace vectoriel Yy de Y engendré par
les y; est stable par I' et action de I';, est linéaire. Pour tout v € I, suffisamment
proche de 1 mais distinct de 1, ’endomorphisme log~y de Yy est bien défini et sg =
m log v ne dépend pas du choix de . Notons s 'unique endomorphisme du K-
espace vectoriel Y dont la restriction a Y est sg. Si r > 7o est un entier suffisamment
grand, pour tout v € I, Pautomorphisme exp(log x(v) - s) de Y est bien défini et,
pour tout y € Yo, v(y) = exp(log x(v) - s)(y). Si maintenant y = Z?:l ayi €Y,
avec les ¢; € K et si K, est I'extension de K, engendrée par les c;, on a v(y) =
exp(log x(7) - 8)(y), pour tout v € I'-, et s convient.

Soit a la matrice de s dans la base des y;. Pour tout v € I', on a

(Y1), v(Y2)s - - - v(yn)) = (Y1, 92, - - -, yn) exp(log x(7).a).

En écrivant que yvy9 = 797y, on en déduit que, pour tout v € T’y

(Y(v (1)), 7(v0(y2));s - - - » Y(v0(¥r)) = (Y0 (y1); Y0(¥2), - - -, Y0 (yr)) exp(log x(7) -vo(a)),

donc que la matrice de s relativement & la base des vo(y;) est vo(a). Les matrices
~Yo(a) et a sont donc semblables, ce qui implique que le polynéme caractéristique de
a, qui est aussi celui de s a ses coefficients fixes par 79, donc dans K. O

Remarque. — Le fait que le polynéme caractéristique de s soit & coefficients dans K
signifie qu’il existe une base de Y sur K, par rapport a laquelle la matrice de s est
a coefficients dans K ([Sen80], th.5).

Comme dans l'introduction, pour tout corps E, on note Sg la catégorie suivante :

— un objet est un couple (Y, s) formé d’un F-espace vectoriel de dimension finie Y
et d’un endomorphisme s de cet espace,
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— un morphisme f : (Y1,$1) — (Y2, $2) est une application E-linéaire de Y; dans
Y> telle que sy 0 f = f os;.

Cette catégorie a une structure de catégorie tannakienne sur E : 'objet unité est
(E,0), on définit le produit tensoriel par

(Y1,51) ® (Y2,82) = (Y1 ®E Y2, 81 @ idy, + idy, ® s2

et le dual de (Y, s) est (Y*, —ts), ou Y* est le E-espace vectoriel dual de Y et s est
la transposée de s.

Supposons maintenant que E est un corps contenant K, (par exemple F = K, ou
E = C). Soit Y une K-représentation de I'. Posons Yg = E ®k__ Y et notons sg le
E-endomorphisme de Yg déduit par extension des scalaires du K ,-endomorphisme s
de Y défini par la proposition 2.5. On peut considérer la correspondance

Y — (Y&, sE)
comme un ®-foncteur de la catégorie Repy__(I') dans Sg.

Proposition 2.6 (cf. [Sen80], th.6 et 7). — Soient E un corps contenant Ko, et Y1, Ys
deuzr K -représentations de T'.
i) L’application E-linéaire naturelle

E ®k Homgep,(r)(Y1,Y2) — Homs, ((Y1,5,58), (Y25, 5E))

est un isomorphisme.
it) Pour que Y1 et Yz soient isomorphes comme Ko, -représentations de T, il faut
et il suffit que (Y1,E,sE) et (Ya,E,Sg) soient isomorphes comme objets de Sg.

Démonstration. — Montrons (i) : Avec des notations évidentes, on a
Homgep, (r)(Y1,Y2) = Hompep, (1) (Koo, ¥1" ® Y2)
et HOmsE(leyE,Yz,E) = HOIIISE(E, YltE' ®}/§,E),

ce qui nous ramene au cas ou Y3 = K. Si 'on pose ¥ = Y3, on a alors
Homge,, (r)(Koo,Y) = YT tandis que Homs, (E,Yg) = Kersg. Il s’agit donc
de prouver que 'application naturelle

p: EQk YT — Kersg

est bijective.

On voit qu’il suffit de prouver ce fait lorsque E = K. Quitte a remplacer Y par
Ker s, on peut supposer s = 0.

On sait que p est injective (prop.2.1). Soit {w1,ws,...,ws} une base de Y sur
K. Soit K,, 'extension de K engendrée par les coefficients de la matrice dont les
colonnes sont les composantes des yo(w, ) sur la base des w;. Le fait que s = 0 implique
qu’il existe un entier 7 tel que v,(w;) = w; pour tout j. Quitte a remplacer r par
un entier plus grand, on peut supposer r > r9. Le sous-K,-espace vectoriel Y, de Y
engendré par les w; est stable par I" qui agit & travers le quotient Gal(K,/K). Quand
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on écrit Paction de ce groupe sur les w;, cela définit un 1-cocycle de Gal(K,/K) &
valeurs dans GL,(K,). Comme H!(Gal(K,/K),GLr(K,)) = 1 (cf. par exemple [CL],
chap. X, prop. 3), il existe une base de Y, sur laquelle Gal(K,/K) opére trivialement,
i.e. une base de Y formée d’éléments fixes par I" et p est bien surjective.
Compte-tenu de (i), I’assertion (ii) devient un cas particulier du lemme suivant :

Lemme 2.7. — Soient Z; et Z, des espaces vectoriels de dimension finie sur un
corps E. Soit Ey un sous-corps infini de E et L un sous-Fy-espace vectoriel du E-
espace vectoriel Lg(Z1,Z2) des applications E-linéaires de Z1 dans Zy. Pour que le
sous-E-espace vectoriel Ly de Lg(Z1,Z2) engendré par L contienne un isomorphisme
de Zy sur Zs, il faut et il suffit que L en contienne un.

Démonstration. — 1l est clair que la condition est suffisante. Montrons qu’elle est
nécessaire. Soit donc f : Z; — Z3 un élément de Lg qui est un isomorphisme. Le fait
que f existe implique déja que Z; et Z; ont méme dimension h sur E.

Soit {f1, f2,---, fn} une base du E-espace vectoriel Lg formée d’éléments de L.
Choisissons une base de Z; et une base de Z; sur F et, pour 1 < j < n, soit 4; €
M}, (E) la matrice de f; par rapport & ces bases. Soit

P(Xl,Xz, A ,Xn) = det(X1A1 + XoAs + -+ XnAn) (S E[Xl,Xz, e ,Xn]

On peut écrire f = ZZ=1 M fn, avec des A, € E et le fait que f soit un isomor-

phisme implique que P(A1, A2, ..., An) # 0. Le polynéome P n’est donc pas identique-

ment nul. Comme le corps Ey est infini, il existe donc pi, pe,...,un € Eg tel que
P(u1, p2, - .-, ) # 0, ce qui signifie que 'application ) p;f; est un élément de L
qui est un isomorphisme de Z; sur Zj. O

Soit W une C-représentation de Gx. Alors Wk est une L-représentation de T’
et (WHk); une Koo-représentation de I'. On note Agen(W) 'objet de Sk, formé
du K.-espace vectoriel sous-jacent & (W), et de I'endomorphisme de cet espace
défini par la proposition 2.5, que ’on note sy, 5. On voit que I’on peut considérer Agen
comme un foncteur (méme un ®-foncteur) de Repo(Gk) dans Sk, . Ce foncteur est
exact et fidele et la proposition précédente montre que la connaissance de Agen (W)
détermine W, vu comme C-représentation de G g, a isomorphisme pres. Si sy désigne
le C-endomorphisme de W = C ®k_, Agen(W) déduit par extension des scalaires de
I’endomorphisme sw, ¢, on voit aussi que (W, sw), vu comme objet de S¢, détermine
encore W a isomorphisme pres.

Remarque (Changement de base). — Soient K’ une extension de K munie d’une va-
luation discréte prolongeant celle de K et complet pour cette valuation, K’ une clb-
ture algébrique de K’ contenant K, ce qui fait que C s’identifie & un sous-corps
du complété C’ de K’ pour la topologie p-adique. On a un homomorphisme natu-
rel de Gx» = Gal(K'/K') dans Gk. En particulier, si W est une C-représentation
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de Gk, le C'-espace vectoriel W/ = C’ @ c W peut étre considéré comme une C’-
représentation de Gk. Avec des notations évidentes, on voit que K/ D Ko et que
Agen,x'(W') = K. QK. Asen(W), Pendomorphisme de Sen de Agen g/ (W') étant
Pendomorphisme déduit de s par 'extension des scalaires Ko, — K.

Un cas particulier de cette situation est celui ot K’ est un élément de I’ensemble K
des sous-corps fermés K’ de C contenant K tels que la restriction de la valuation & K’
est encore discréte. Il revient au méme de dire que K’ est le complété d’une extension
de K contenue dans K telle que la restriction de la valuation & cette extension est
encore discrete.

Dans ce cas C' = C et 'homomorphisme G — Gk est injectif et identifie G g/
a un élément de Pensemble H des sous-groupes fermés H de Gk tels que H N Ik
est ouvert dans Ix (oul Ix C Gk est le sous-groupe d’inertie). Compte-tenu de cette
identification, Vapplication K’ — Gk est une bijection de K sur ‘H (la bijection
réciproque étant ’application H +— CH).

2.3. Le point de vue de Colmez. — Soit Z,(1) le module de Tate du groupe
multiplicatif, noté additivement. Fixons une fois pour toute un générateur t de ce
Zy-module libre de rang 1. On a donc g(t) = x(g)t, pour tout g € Gk.

On note Zy[logt] 'anneau des polynémes en une indéterminée, notée logt, & coeffi-
cients dans Zy. Siu = mt € Z,(1), on pose logu = log m+logt (ot log(p"mg) = logmyg
sir € Z et mo € Zj;). Le groupe G opere de fagon naturelle sur Zy[logt] : c’est
I’'unique action Z,-linéaire compatible avec la structure d’anneau telle que g(logt) =
log x(g) + logt, pour tout g € G.

Le couple (Zp[logt],log) est solution d’un probléme universel évident et, en parti-
culier, sa construction est indépendante, a isomorphisme unique pres, du choix de t.
La construction de ’anneau Bge,, ci-dessous nécessite, elle, que ’on ait fait un choix
de t. Toutefois, le lecteur remarquera que la construction du sous-anneau Bsen,o de
Bgen est indépendante de ce choix.

Avec Colmez [Co094], on note Bsen, = C{{logt}} Panneau des séries formelles
a coefficients dans C, en l'indéterminée logt, & rayon de convergence non nul. On
note aussi s : Bsen — Bsen la dérivation —09/0logt, i.e. on a s(3_, 5 cn(logt)™) =
=Y ns1 nen(log )t

Pour tout 7 € N, on note Bgen, le sous-anneau de Bgen formé des Y . cn(logt)™,
avec les ¢, € C vérifiant vp(cn) + n(rk + 1) tend vers linfini avec n ('entier rx a été
défini au début du §2.2). C’est une sous-C-algeébre stable par s et Bgen = UrenBsen,r-
Si b € C vérifie v(b) > ri + r, alors, pour tout Y cn(logt)™ € Bgen,r €t tout n € N,

> men Cman (™*™)b™ converge dans C et

Z cn(logt +b)" = Z ( Z Crmtn (m:“)bm>(log t)" € Bsen,r-

neN neN meN
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Soit alors Gk, le sous-groupe ouvert de Gk image inverse de I';.. Le groupe Gk,r
opeére semi-linéairement sur Bgen,» par

g( D eallogt)™) = 3 glen)(logt + log(x(9))"-

neN
L’action de Gk,» commute & celle de s.

Pour toute C-représentation W de Gk et tout r € N, posons
DSen,r(W) = (BSen,r ®c W)GK'T'

Si I'on fait agir s sur Bgen,r @c W par s(b® w) = s(b) ® w, cette action commute a
celle de Gk, et on note sw,, le K -endomorphisme de Dgen (W) qui est la restriction
de s & ce K -espace vectoriel. Pour tout r, on a une inclusion évidente Dgen (W) C
Dsen r+1(W) et sw,r est la restriction & Dsen,»(W) de sw,r41. On pose Dgen,oo(W) =
UreNDsen,r(W) C Bsen ®c W. C’est un Ko-espace vectoriel. On note sw,o 1'unique
K »-endomorphisme de Dgen,oo(W) tel que, pour tout r, sa restriction & Dgen (W)
est sw,r.

Pour tout r € N, ’anneau Bgen,» st integre et 'action de Gk, s’étend & son corps
des fractions Frac Bsen,r-

Proposition 2.8 (Colmez, [C094], th.2)

i) Pour tout r € N, on a (Bsen,r)®%" = (Frac Bsen,r)®%" = K.

1) Soit W une C-représentation de Gg. On a dimg,_ Dgen,oo(W) = dimec W
(et donc (Dsenoo(W),Sw,c0) €st un objet de Sk ). Soit Colw : Agen(W) —
Bsen ®c W Uapplication qui envoie z sur exp(—(logt)sw,f)(x) € Bsen ®c W. Alors
Coly induit un isomorphisme, dans la catégorie Sk, de (Agen(W),sw,f) sur

(DSen,oo(W)7 SW,oo)-

Démonstration

(i) Pour tout sous-corps E de C, notons E{{logt}}, 'anneau des séries de la forme
Yool o xn(logt)™ avec les z,, € E vérifiant vy(zy,) + n(rx + r) tend vers linfini avec
n. En particulier, Bgen,r = C{{logt}},.

Ona K, C (Bsen,r)GKW. Soit b € (Frac BSen,r)GK'r- On veut montrer que b € K,
et il est clair qu'il suffit de prouver que b € K, i.e. on peut remplacer r par un
entier plus grand. Comme I’anneau Bgen, qui est la réunion des Bgen,s pour s € N, est
un anneau de valuation discréte (non complet) admettant logt comme uniformisante,
ceci nous permet de supposer que b peut s'écrire b = (logt)™™ > >, c,(logt)", avec
m € N, les ¢, € C vérifiant v,(c,) + n(rg + r) tend vers l'infini avec n et ¢y # 0 si
m # 0.

Pour tout g € Hg, g((logt)™™ > cn(logt)™) = (logt)™™ > g(cn)(logt)™, donc
chaque ¢, € CHx = L et 3 c,(logt)” € L{{logt}},.

Pour tout entier s > r, soit s un générateur topologique de I's et posons as =
log(x(7s)). C’est un élément non nul de Z,. Le groupe I', opére sur K {{logt}},. Si
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> zn(logt)™ € Ks{{logt}}r, on a 75> zn(logt)™) = 3 z,(logt + as)”, ce qui fait
ave (K {{logt}},)T* = K,, donc (K,{{logt}}, )\ = K.
On a v,(b) = (logt +a.)™™ 3 cp(logt + a,)™ et on doit avoir

(logt)™ ch(logt +a.)" = (logt + a,)™ Z cn(logt)™.

Si m était non nul, le terme constant du membre de gauche serait nul, contrairement
au terme constant du membre de droite qui est a]*cg, donc m = 0.

Rappelons (prop.1.15) que, pour tout s, on dispose d’une application continue,
I'-équivariante ?K.g : L — K,. Quitte a remplacer r par un entier plus grand, on
peut supposer 'extension Ko/K, réguliere (prop.1.11). Comme, pour tout en-
tier s > r et tout x € L, on a vy(tk,(x)) > vp(x) — p/(p — 1) (prop.1.15,(iii)),
on peut définir une application ¢, : L{{logt}}, — K{{logt}},, en posant
ts (O zn(logt)”) = S tk,(zn)(logt)®. On voit que t, est D' -équivariante. Par
conséquent ts(> cn(logt)?) € (Ks{{logt}},)¢*r = K,, ce qui implique que, pour
tout » > 1, on a ts(c,) = 0 pour tout s > r, ou encore (prop. 1.15, (iv)) que ¢, = 0.
Donc b = ¢ et I’assertion résulte de ce que C¢*~ = K,. (th.1.2).

(ii) D’apres la proposition 2.1, application naturelle
BSen,r ®Kr DSen,r(W) — BSen,r Rc w

est injective, donc dimg, Dgen,»(W) < dime W ; par conséquent, dimg_ Dsen,o0(W) <
dimc Ww.

Il est clair que Colyw est une application K -linéaire injective. Par ailleurs, soit
{wy,ws,...,wr} une base de Agen(W) sur K. Il existe un entier r tel que le sous-
K, -espace vectoriel A, engendré par les w; est stable par sy, et I'; et que, siy € I'y,
alors 'action de < sur A, est ’endomorphisme exp(log(x())s), si s désigne la res-
triction de sw,f & A,. On voit alors que Colw (A;) C Dsen,r(W). On en déduit que
dimg, Dsen,»(W) = dimg, Dsen,co(W) = h = dimc W et que Colw est un isomor-
phisme de Agen(W) sur Dgen,oo(W). Enfin le fait que, dans cet isomorphisme ’endo-
morphisme sw,s de Dsen(W) correspond & ’endomorphisme sw,oc de Dgen,00(W) est
immédiat. O

2.4. Quelques rappels sur les groupe pro-algébriques commutatifs. — Dans
ce paragraphe, E est un corps de caractéristique 0, E est une cléture algébrique de E
et Gg = Gal(E/E).

Si G est un groupe pro-algébrique affine sur E, on note Og(G) son algebre affine.
On fait opérer G sur Og(G) par translation a gauche, i.e., si f € Og(G) et g,h € G,
on convient que (gf)(h) = f(g~h).

Il revient au méme de se donner un groupe pro-algébrigue multiplicatif T™ sur E ou
un Gg-module discret X (i.e. un groupe abélien muni d’une action linéaire discrete
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de Gg) : a T™, on associe son groupe des caractéres
X = X(T™) = Homgz(T" X E, Gn)

que nous notons multiplicativement.

Se donner une action de T™ x E sur un E-espace vectoriel V revient & se donner
une graduation indexée par X,V = @,exVz :ona glv) =z(g)usige Getv € V,.
Se donner une action de T™ sur un FE-espace vectoriel V revient & se donner une
graduation V = @,exV, de V = E®g V telle que ¥(V;) = Vo) siy € Gg et
z € X (on a muni V de l'action semi-linéaire naturelle de Gg).

Les poids de la représentation V sont les x € X tels que V, # 0.

L’algebre affine de T™xE est I’algebre E[X] du groupe X a coefficients dans E. On
a donc E[X] = ®zecx Ex. On prendra garde que, pour tout z € X, (E[X]), = Ez~!,
autrement dit la représentation (E[X]), a un seul poids et celui-ci est z~!. Enfin, le
groupe G g opére semi-linéairement sur E[X] et on a Og(T) = (E[X])C=.

Se donner une action du groupe additif G, sur un E-espace vectoriel V revient a
se donner un endomorphisme nilpotent v de V' (alors A € E = G,(FE) agit sur V via
exp(Av)). Si 'on note u la coordonnée canonique de G, (un élément de Og(G,) peut
étre vu comme une fonction polynomiale de E dans E et u est 'identité sur F), alors
Og(G,) = FElu] et ’endomorphisme v sur Efu| est —a%.

Posons T = T™xG,. Se donner une action de T sur un E-espace vectoriel V' revient
a se donner

— une action de T™, donc une décomposition de V = E @ V en somme directe
V = @rex Vs telle que 'y(Vx) = 77(1) siyeEGgetaxe X,

— une action de G, donc un endomorphisme nilpotent v de V,
ces deux actions commutant, ce qui signifie, que, si on note encore v ’endomorphisme
de V déduit de v par ’extension des scalaires, chaque V est stable par v.

Si X’ (resp. X”') est un sous-groupe (resp. un quotient) de X stable par Gg, le
groupe multiplicatif TR, (resp. T%.) de groupe des caractéres X’ (resp. X”) s’identifie
a un quotient (resp. un sous-groupe) de T™ et tout quotient (resp. tout sous-groupe)
est de ce type. De méme,

— les quotients de T sont d’une part les T, et d’autre part les Tx: = T'¢ x G,
pour X’ sous-groupe de X stable par Gg ;

— les sous-groupes de T™ sont d’une part les T, XG, et d’autre part les T, pour
X" quotient de X stable par Gg.

Nous notons S le groupe T™ de groupe des caracteres E avec action naturelle
de Gg et DR le sous-groupe correspondant au groupe des caractéres E/Z. On pose
Se = SE X G, et on note DRg son sous-groupe DR x G,. Remarquons que, pour
toute extension algébrique F' de F, Sg s’identifie &8 Sg xg F et DRr 4 DRg xg F.

En fait le groupe Sg s’identifie au groupe des ®-automorphismes du foncteur fibre
tautologique de la catégorie Sg introduite plus haut. De fagon terre a terre, si V est
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un E-espace vectoriel de dimension finie muni d’un endomorphisme s, on obtient une
action de Sg sur V en procédant ainsi : on écrit s = sg + spi, avec so semi-simple,
Snit nilpotent et soSny = SniSo et on note encore sy ’endomorphisme du E-espace
vectoriel V = E @ V déduit de s par extension des scalaires; alors

— pour tout « € E, le sous-espace V, de V est le sous-espace propre correspondant
a la valeur-propre a de sg ;

— P’endomorphisme nilpotent de V' définissant I’action de G, est sn;.

Cette construction est fonctorielle en V', envoie 1’objet-unité sur ’objet-unité, com-
mute au produit tensoriel et & la formation du dual. Le résultat suivant est évident :

Proposition 2.9. — La construction ci-dessus induit une ®-équivalence entre Sg et la
catégorie Repy(Sk) des représentations E- linéaires de dimension finie de Sg.

Comme cette équivalence envoie le foncteur fibre tautologique de la premiére ca-
tégorie sur celui de la seconde, elle permet d’identifier le groupe Sg au groupe des
®-automorphismes du foncteur fibre tautologique de la catégorie Sg.

Dans la suite, on note B (resp. Bg) l'algebre affine du groupe S (resp. Sg). On
convient de noter (¢(*)) wcE le groupe additif de E' noté multiplicativement de sorte
que ces t(® forment une base de B% sur E et que

"= {Zbat("‘) € BE | bg(a) = 9(ba) pour g € Gg et o € F}

On convient de noter logt la coordonnée canonique de G,, de sorte que Bg =
B [logt], algebre des polynémes en I'indéterminée logt & coefficients dans Bg.

Pour tout sous-groupe du groupe additif X de FE stable par Gg, on pose SEx =
(SE)% (resp. Sg,x = (Sg)x = S x XGa) et on note BE x (resp. Bg,x) son algebre
affine. Tout élément de B% s’écrit donc, d’une maniére et d’une seule sous la forme
D aex bat(® avec les b, presque tous nuls vérifiant g(by) = bg(a) POUr g € GE et
a € X. On a Bg,x = By x[logt].

2.5. Le point de vue algébrique. — Nous nous proposons d’identifier Bx a une
sous- K -algebre de Bgen. Pour tout » € N, 'anneau Bk, = Bg N Bgen,r sera stable
par Gk, (le groupe Gk, va agir sur Bk, de facon non triviale, via son quotient
I'. = Gal(K/K;)). Pour toute C-représentation W de Gk, Dgen,»(W) va s’identifier
a (BK,r Rr W)GK”.

Pour cela, il suffit de reprendre les notations ci-dessus et de poser, pour tout o € K

oo

n
(@) = exp(alogt) = Z %(logt)”.

n=0

Alors By s’identifie a la Sous—F-algébre de Bsen dont une base, en tant que K-
espace vectoriel est formée des t(*) (logt)?, pour a € K et j € N et By s’identifie au
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sous-anneau de Bge, formé des éléments qui s’écrivent sous la forme

> Aat @ (logty

a€K,jeN

avec les \o,; € K presque tous nuls et vérifiant g(Aa,;) = Ag(a),; POUr tout g € G,
a € K et j € N (et une telle écriture est unique). On voit aussi que, par extension
des scalaires, C ® g Bg s’identifie & la sous-C-algebre de Bge, dont une base sur C'
est formée des t(*) (logt)? pour a € K et j € N.

L’action de Sk sur By par translation a gauche correspond par la proposition 2.9
a une application K-linéaire de Bx dans lui-méme. On voit que c’est la K-dérivation,
restriction & By de la C-dérivation s = —9/0logt de Bgen. On a s(logt) = —1 et
s(t(@)) = —at(® pour tout a € K.

Pour tout 7 € N, notons a, le sous-Ogmodule de K formé des a vérifiant v,(ca) >
—r—rg+ —p%T’ Rappelons que, pour tout entier n > 0, si s(n) désigne la somme des
chiffres de n écrit en base p, on a vp(n!) = (n — s(n))/(p — 1). Un petit calcul montre
que, si o € K et r € N, alors (o) ¢ Bsgen,r si et seulement si @ € a,. On en déduit que
Bk, = Bk N Bgen,r est 'ensemble des éléments de Bk qui lorsqu’on les écrit sous la
forme ci-dessus vérifient A\ ; = 0 si @ & a,. C’est I'algebre affine du quotient Sk g,
de Sk et on a Sg = mreN Sk,r.

Sib=3" At (logt)’ € Bg,, on voit que pour tout h € Gk, r,

h(b) = h(Aa,;) exp(h(a) log x(h))t ") (log x (h) + log t)’
=3 An(a),; exp(h(e) log x (1))t ") (log x (h) + log t)’
= Z Aa,; explalog ()t (log x (k) + logt)! € B,

En outre, h(b) = bsi b € Hg, ce qui fait que Gk, agit sur Bk, via son quotient I';.
Pour tout r € N, C ® g Bk, s’identifie a la sous-C-algebre de Bgen,» dont une base
sur C est formée des t(*) (logt)’, avec a € a, et j € N.

Soit alors W une C-représentation de Gx. On a B,k W = (C®k Bk,r)QcW C
Bsen,r ®c W, pour tout 1 € N et Bx Qk W = (C Qk Bk) ®c W C Bgen ®c W. En
outre Sk opeére sur Bx ® x W (avec des conventions évidentes, o(b® w) = o(b) @ w) ;
comme cette action est Koo-linéaire, cela définit en fait une action de Sk _ . Chaque
Bk, ® W est stable par Sk_, qui opére via son quotient Sk __ q,..

Proposition 2.10. — Soit W une C-représentation de G .
i) Pour tout r € N, Uinclusion

(Bir @K W)C5" C Dgenr(W)

déduite de U'inclusion de Bk, @k W dans Bgen,r ®c W est une égalité.
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11) Le Koo-espace vectoriel Dgen oo(W) est alors un sous-K-espace vectoriel de
Bx @k W stable par Sk ; Uaction de Sk_, sur Dsen,oo(W) que l'on obtient ainsi
coincide avec celle qui est définie (prop.2.9) par Uendomorphisme sw,oo-

Démonstration. — Le fait que tout élément de Dsenoo(W) soit de la forme
exp(—logt)sw,f))(z) avec € Agen(W) C W (prop.2.7) implique que

Dsen,o0(W) C C[(t™] e (logt] ®c W = (C ®k Bk) ®c W = Bk @k W.

L’assertion (i) résulte alors de ce que, pour tout r € N, on a Bgen,r N (C ®k Bk) =
C ®k Bk,r.

L’assertion (ii) est alors une conséquence immédiate de ce que 'action de Sg sur
Bg correspond a l'application K-linéaire de Bx dans lui-méme qui est la restriction
a Bg de la dérivation s = —9/8logt (cf. plus haut). O

2.6. Classification des C-représentations. — Soit W une C-représentation de
Gk . On appelle poids de Sen de W D'ensemble des valeurs propres de swy,o (ou de
sw,f, ou de sw, cela revient au méme) dans K. Le fait que le polynéme caractéristique
de sw,00 soit & coefficients dans K signifie que cet ensemble est stable par Gk .

Soit X une partie de K stable par Gk . On dit qu’une C-représentation W de G
est de type Sx si ses poids de Sen sont dans X. On dit que W est de type S} si en
outre sy, est semi-simple.

Lorsque X est un sous-groupe de G, dire qu'une C-représentation W de Gk est
de type Sx (resp. de type S%) revient a dire que Sk_, agit sur Dgen,oo(W) & travers
son quotient Sk, x (resp. SE_ x)-

L’énoncé suivant est évident :

Proposition 2.11. — Soit X un sous-groupe de K stable par Gg. La sous-catégorie
pleine Repg x(Gk) (resp. Rep& x(Gk)) de Repo(Gk) dont les objets sont les C-
représentations de Gx qui sont de type Sx (resp. de type S) est une sous-catégorie
tannakienne.

La catégorie Repc, x(Gk) est stable par extension et Repe x(Gk) est la sous-
catégorie pleine de Repc x(Gk) dont les objets sont ceur qui sont semi-simples.

Soient r € N et X un sous-groupe de a, stable par Gk. On a BE y C Bg,x C
Bsen,r- Si I'on pose B = C @k BR x et Bx = C ®k Bk,x, on a

BR = ®aexCt® et Bx = B [logt].

On a (BQ)GK»" = (Bx)®%r = K,. Pour toute C-représentation W de G, les K-
espace vectoriels

Dx (W) = (Br,x ®k W)GK"' = (Bx ®c¢ W)GK’T
et DR, (W)= (BRx ®Kk W) = (BR ®c W)°xr
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sont de dimension finie inférieure ou égale 4 la dimension de W sur C. Les applications
évidentes

pxr(W):Bx ®k, Dx (W) — Bx ®@c W
et px,.(W):BY Q®k, DX, (W) — BY @ W

sont injectives. La représentation W est de type Sx (resp. de type S¢) si et seule-
ment si dimg, Dx (W) (resp. dimg, D%, (W)) = dimc W, ce qui se produit si et
seulement si px (W) (resp. px .(W)) est bijective.

Il est maintenant facile de donner une classification complete a isomorphisme pres
des C-représentations de G .

Pour tout entier d > 1, notons Z,(0;d) le sous-Z,-module de By o} formé des
polyndmes en logt de degré < d & coefficients dans Zj. 11 est libre de rang d et stable
par Gk.

Les représentations & poids de Sen 0, ou encore de type Syo}, correspondent aux
représentations de G,. On voit donc qu’a isomorphisme pres, il y a un et un seul
indécomposable de poids 0 de dimension d sur C qui est CX(0;d) = C ®z, Z,(0;d).

Notons C(K) I’ensemble des classes de conjugaison de K (i.e. des orbites de K sous
laction de Gg).

Pour tout objet indécomposable de Reps(Gk), il existe un unique A € C(K) tel
que cet objet est de type S4.

Soient W un objet simple de Repr(Gk) et A l'unique classe de conjugaison de
K telle que W est de type Sa. Alors, pour tout entier d > 1, W ®z, Z(0;d) est
un objet indécomposable de type S4. Inversement une C-représentation W' de G
est un indécomposable de type S4 si et seulement s’il existe d € N* (nécessairement
unique) tel que W ~ W ®z, Z,(0; d) et alors W’ est simple si et seulement si d = 1.

Pour obtenir une classification compléte des C-représentations de Gy, il suffit
donc de rechercher, pour tout A € C(K) si oui ou non il existe un objet simple de
Repo(Gk) de type S 4. Nous allons voir que la réponse est toujours oui en construisant
effectivement un tel objet.

Mais auparavant, commencons par un préliminaire sur les algebres simples cen-
trales.

Soient F' un corps commutatif, £ un sous-corps de F, E* une cloture séparable
de E, Gg = Gal(E*/E), n : Gg — Q/Z un homomorphisme continu et b € F un
élément non nul. A ces données nous allons associer une F-algébre Ag (7, b).

Notons E’ le sous-corps de E*® formé des éléments fixés par le noyau de n, N le
degré de ’extension cyclique E'/E et o le générateur de Gal(E'/FE) tel que, si & est
un relévement de n dans Gg, alors (¢) = 1/N mod Z.
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On note alors Ag, r(n,b) la E' ® g F-algébre associative et unitaire (mais non com-
mutative si N > 1) engendrée par un élément ¢ soumis aux relations

N=1Rbet c(u®z) = (c(u)®z)csiuec E etz € F.

Proposition 2.12. — L’algébre Ag g(n,b) est une algébre simple centrale de centre F
et de dimension N? sur son centre. Toute extension F' de F telle qu’il existe un
E-plongement de E' dans F' neutralise Ag, r(n,b).

Démonstration. — Il est clair que c’est une algebre contenant F' dans son centre et de
rang N? sur son centre. Il suffit donc de montrer que s’il existe un E-plongement ¢ de
E’ dans F, alors on peut fabriquer un homomorphisme (de F-algeébres) de Ag #(n,b)
dans ’anneau My (F) des matrices carrées a4 N-lignes et N-colonnes & coefficients
dans F. Si 'on utilise ¢ pour identifier E’ & un sous-corps de F', on voit qu’il suffit
d’envoyer ¢ sur la matrice

0 0 ... 0 b
1 0 .0 0
0 1...0 0
0 0...1 0
et, pour tout u € F et z € F, u ® x sur la matrice diagonale
oVl (u)x 0 ... 0 0
0 oN 2wz ... 0 0
0 0 ...o(wz 0O
0 0 . 0 uz

O

L’algebre Ag, p(n, b) s’identifie donc & une algébre de matrices carrées a coefficients
dans un corps gauche et nous notons Dg g(n,b) ce corps gauche. Notons (n,b) la
classe d’isomorphisme de Dg r(n,b) dans le groupe de Brauer Br(F') de F. Le choix
d’une cloture séparable F'* de F' et d’'un E-plongement de E° dans F'*® définissent
un homomorphisme continu v : Gg = Gal(F*/F) — Gg. Notons én € H?(E,Q/Z)
l'image de n € H'(Gg,Q/Z) par le cobord correspondant & la suite exacte

0—Z—>Q—Q/Z—0

et v*(6n) son image dans H?(Gr,Q/Z). On vérifie facilement que (n,b) = b - v*(én),
cup-produit de b € H°(GF, (F*®)*) avec v*(dn). Dans le cas particulier ot E = F, on
retrouve le symbole local usuel (cf. [CL], chap. XIV, §1). Le cas général s’y ramene
puisque (n,b) = (v*(n),b) = (nowv,b). Dans le cas ou F' est une extension finie de Qp,
on sait donc calculer l'invariant du corps gauche Dg r(n,b) (loc.cit, prop. 3).
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Soit alors A € C(K). Posons P4 = [[,c4(X — @) € K[X]. C’est aussi le polynome
minimal de n’importe quel élément de A sur K. Notons K4 le corps K[X]/(P(X))
et A 'image de X dans F. Notons aussi da le nombre d’éléments de A. C’est aussi le
degré de P4 et celui de extension K 4/K. Notons enfin 74 € N le plus petit entier r
tel qu’un élément quelconque « € A soit dans a,. Si 'on note encore v, la valuation
p-adique sur K4 c’est le plus petit entier r tel que vy(Blogx(v)) > pil pour tout
~ € I',.. Ceci permet de définir un homomorphisme continu p4 : I', — K7 en posant

pa(y) = exp(Blog x(7)),

pour tout v € I';,. On note M[A] le K 4-espace vectoriel de dimension 1 qui est
K 4 lui-méme, muni de P’action linéaire et continue de I',, définie par le caractere
pa- On note N[A] la représentation K 4-linéaire de I' induite. On a donc N[A] =
Kall'l ®k, r. M [A]. C’est un K 4-espace vectoriel de dimension p™4, puisque, si yo
est un générateur topologique de T, les 7§ ® 1, pour 0 < 7 < p™4 forment une base
de N[A] sur K 4. On note Noo[A] = Koo @k N[A] la Ko-représentation de I' déduite
de N[A] par Pextension des scalaires K — K. On choisit un sous-objet simple de
Noo[A] dans Repg_ (') et on le note Kuoo[A]. On note C[A] = C ®k,, Kxo[4] la
C-représentation de Gi déduite par extension des scalaires.

Proposition 2.13. — Choisissons un générateur topologique o de I' et soit n: Gx —
Q/Z l'unique caractére qui se factorise & travers I' et envoie vyo sur 1/p™ mod Z.
Posons b = pA(’ygTA). La Ka-algébre Eq4 = EndRepKoo(p)(Noo[A]) s’identifie a
Ak Kk, (n,b). Le corps gauche Da = D i ,(n,b) est de rang p?*4 sur son centre K 4,
ot 54 est un entier qui vérifie 0 < sa < ra. On a dimg_ (Kwo[A]) = dime C[A4] =
da.p®s. En outre C[A] est un objet simple de Repo(Gk) de type Sa et on a
EndRepKoo (F)(KOO[A]) = EndRepC(GK)(C[A]) =Da.

Démonstration. — Posons My [A] = Koo @k M[A]. Pour tout s € N, posons aussi
M;[A] = K; @k M[A] et Ny[A] = K; @k N[A].

Avec des conventions évidentes, on a des inclusions

MI[A] C M,[A] C Mo.[A]
n n n
N[A] € N,[A] C No[A]

Posons r = r4. Pour tout entier s > r, v, = ’ygs est un générateur topologique
de I'y qui agit sur M[A] par multiplication par b»" = exp(8log x(’y(’,’s)). L’anneau
des K-endomorphismes de M [A] qui commutent & I’action de T's s’identifie & ’anneau
des K-endomorphismes f de K4 tels que f(b*° ) = b*" " f(z) pour tout = € K4.
Mais on a K4 = K(8) = K(b*" ") puisque 8 = log(6?"~ ")/ log(x(12")). Comme K 4
est une sous-K-algebre commutative maximale de ’anneau des K-endomorphismes
de K4, l'injection naturelle de K4 dans Endgep, (r,)(M[A]) est un isomorphisme.
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Soit {e1,e2,...,eq4} une base de K4, vu comme anneau des endomorphismes I',-
équivariants du K-espace vectoriel M[A], sur K. Soit f € Endrep,_ (r,)(Moo[4]). I
existe un entier s que I'on peut supposer > r tel que f(M[A]) C M,[A]. Comme f
est K,-linéaire, on a aussi f(M,[A]) C M,[A] et la restriction fs de f & M,[A] est un
K s-endomorphisme I',-équivariant de M;[A]. Comme T's opere trivialement sur K.,
I'anneau Endgep, (r,)(M;[A]) s'identifie & K ® x Endgep, (r,)(M[A4]) = Ks @k Ka
et il existe A1, A2,...,Aq € K tels que fs = > \; ® e;. En écrivant que fs commute
a action de +,, on voit que ’on doit avoir v,(A;) = A; pour tout ¢, i.e. que \; € K.
il en résulte que I'anneau Endgep, (r,)(Mo(A)) s’identifie & Kr @k Ka.

L’application de E4 dans Hom}%me(pr)(Moo [A], No[A]) qui & f associe sa res-
triction ¢ & Mco[A] est bijective (tout élément de N [A] s’écrit, d’une maniere et
d’une seule sous la forme z = f_:_gl Y8(xi), avec les x; € Mso[A] et on a f(x) =
> Yé(p(xs))). Par ailleurs, il existe un unique ¢ € E4 tel que c(x) = 7o(z) pour
tout x € M[A] (on a c(Az) = Ae(z) = Mo(z) si A € K et z € M[A]). 1l est
alors immédiat que tout f € F4 s’écrit d’'une maniére et d’une seule sous la forme
Zf;al c'f; ou la restriction de f; & My [A] est un endomorphisme de My, [A], donc
un élément de K, @ k K 4. Par conséquent E4 est une K, Q@ ¢ K 4-algebre engendrée
par un élément c dont on vérifie immédiatement qu’il satisfait les relations ¢® = b et
c(u®x) = (y0(u) ® x)c. Dot E4 = Ak k,(n,b). Le reste de la proposition est alors
évident. O

Le résultat suivant est alors clair :

Théoréeme 2.14. — Soit W une C-représentation de G .

i) Pour que W soit simple, il faut et il suffit qu’il existe A € C(K) tel que W ~
C[A]; alors W est de type S et de dimension dap®4 sur C.

i) Pour que W soit indécomposable, il faut et il suffit qu’il existe A € C(K) et
d € N* tels que W ~ C[A;d] = C[A] ®z, Zyp(0;d) ; alors W est de type Sa et de
dimension d.dsp®*4 sur C.

wi) Il existe des entiers naturels (ha,a(W)) sce (), gen- Presque tous nuls, unique-
ment déterminés, tels que

W = ® 4cc®),aen-ClA; A 44 W),

Remarques

(1) On a aussi le méme énoncé en remplagant les C-représentations de Gi par les
K -représentations de T', & condition de remplacer C[A] par K[A] et C[A;d] par
Kool A; ) = Kool A] @2, Z,(0;d).

(2) Lorsque k est algébriquement clos, tous les corps gauches considérés sont com-
mutatifs et on peut construire une ®-équivalence (non canonique) entre Repo (G k)
et la catégorie des représentations linéaires de dimension finie du groupe pro-
algébrique Sk.
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Lorsque k est fini au contraire, les corps gauches considérés ne sont pas tous com-
mutatifs et, en tant que catégorie tannakienne sur K, la catégorie Repo(Gk) n’est
pas neutre.

(3) On a vu que, pour qu'un objet (Y,s) de la catégorie Sk_ soit dans 'image
essentielle du foncteur Agep, il est nécessaire que le polynéme caractéristique de s soit
a coefficients dans K. Ce qui préceéde montre

i) que, lorsque k est algébriquement clos, c’est aussi suffisant;

ii) alors que, lorsque k est fini, cela ne l'est pas. Par exemple, si A € C(K) et si
(Y, s) est un objet de Sk tel que le polynéme caractéristique de s est P4, on voit
que, si h € N, pour que (Y, s)" soit dans I'image essentielle de Sk__, il faut et il suffit
que h soit divisible par p®4.

Rappelons que, pour tout d € N, C(0;d) = C ®z, Zy(0;d) = C[{0};d].

Proposition 2.15
i) Pour tout entierd > 1, on a H(Gk,C(0;d)) = K et HL .(Gk,C(0;d)) est un
K -espace vectoriel de dimension 1 engendré par la classe de Uextension

0 — C(0;d) — C(0;d+1) — C — 0

ot Uapplication C(0;d + 1) — C est celle qui envoie Zj:o cj(logt)? sur cq.
1) Pour toute C-représentation W de Gk, on a

dimg HO(Gk, W) = dimgx H'(Gx,W) = Y _ hopa(W).
deN*

Démonstration. — On a K C C(0;d)6% C (Byo})°% = K, donc C(0;d)¢* = K.
Toute extension de C = C(0;1) par C(0;d) est un C-espace vectoriel de dimension
d + 1 qui n’a que 0 comme poids de Sen et qui contient un sous-objet isomorphe
a C(0;d). A isomorphisme pres, il n’y en a que deux : le premier C(0;d) & C(0;1)
correspond & une extension de C' = C(0;1) par C(0;d) qui est scindée tandis que le
second C(0;d + 1) est aussi une extension de C par C(0;d), mais n’est pas scindée
puisque C(0;d + 1) est indécomposable. L’assertion (i) en résulte.

Si W est une C-représentation de Gx qui n’a pas 0 comme poids de Sen, on a
Homgep,, (g4)(C, W) = Ext%{epc(GK)(C, W) = 0. Toute C-représentation W de Gk
se décompose de maniere unique sous la forme W = Wy & W', ou Wy n’a que 0
comme poids de Sen, tandis que W’ n’a pas 0 come poids de Sen. Pour i = 0,1, on
adonc H! . (C,W) = H,.(C,Wy). Comme Wy ~ @gen-C(0; d)*01,¢W)  Passertion
(ii) résulte de (i). |

Remarque. — Plus généralement, le calcul des K-espaces vectoriels
HomRepC(GK)(Wl, Wg) et Ethllepc(GK)(le Wz)

pour W; et W, des C-représentations de Gk est tres facile : on peut
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— soit se ramener par décomposition en somme directe au cas ot W et W5 sot tous
deux indécomposables et faire alors un calcul direct,

— soit remarquer que l'on a vu au début de ce paragraphe que, si W =
Wi ®c Wa, alors Hompep, (o) (W1, W2) = HY(Gk, W) et Extirey, () (Wi, Wa) =
HL (Gk,W), ce qui nous rameéne & la proposition ci-dessus.

2.7. C-représentations presque de Hodge-Tate. — On dit qu'une C-
représentation W de Gk est déployée sur K si tous ses poids de Sen sont dans K,
i.e. si elle est de type Sk. Evoquons un cas particulier de la notion de représentation
déployée sur K.

Notons aff = apNK l'idéal fractionnaire de O formé des éléments dont la valuation
p-adique est > —rg + p+1' Parmi les représentations déployées, les représentations
de type Sa(;f sont particulierement agréables : tout objet simple de type Sugf est de
dimension 1 sur C et I'anneau de ses endomorphismes est réduit a K.

Parmi ces représentations, il y a celles qui sont de type Sz et en particulier celles qui
sont de type S7*. Ces derniéres s’appellent d’habitude les C-représentations de Hodge-
Tate. On pose Bur = Bj* et, pour toute C-représentation W de Gk, Dur(W) =
D(T)Y,LZ(W) = (BHT KRc W)GK.

De méme, nous appelons C-représentations presque de Hodge-Tate les C-représen-
tations qui sont de type Sz. On pose Byat = Bz et, pour toute C-représentation W,
Dpur(W) = Do z(W) = (Bput ®c W)CX.

Pour toute C-représentation W de Gk, Dut(W) (resp. Dpur(W) est un K-espace
vectoriel de dimension inférieure ou égale a la dimension de W sur C et on a 1’égalité
si et seulement si W est de Hodge-Tate (resp. presque de Hodge-Tate).

On a Byt = C[tM,1/t(M)], algebre des polynomes de Laurent en I’indéterminée
t(). Remarquons que se donner ¢ générateur de Z, (1) revient & se donner une suite £ =
(™) ,en, ot1 €™ est une racine primitive p”-ieme de I'unité dans K, avec ((*+1))P =
€™ pour tout n. Si p # 2, notons 7y I'unique uniformisante de Qp(s(l)) telle que
(m)P" 4+ p = 0et vp(e™ —1-m) = 2/(p—1). Si p = 2, posons m, = 2.
L’application de Z,(1) = Zpyt qui envoie At sur At est injective. Elle commute
a laction de Gk et nous l'utilisons pour identifier Z,(1) & un sous-Z,-module de
Kt® c ¢t ¢ Byr. Il n’est pas difficile de voir que cette identification ne dépend
pas du choix de t (ce qui a un sens puisque By est en fait un sous-anneau de Bgen,o
dont la construction ne dépend pas du choix de t). On voit que ’on a aussi

BHT = C[t, l/t] et BpHT = BHT[log t].
Remarque. — Pour tout g € Gk, on a gt = x(g)t, alors que gt(!) = exp(log x(g))t™).

C’est pourquoi, lorsque le corps K ne contient pas les racines 2p-iemes de l'unité,
lapplication Z,-linéaire qui envoie ¢ sur t™W ne commute pas & laction de Gg.
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Pour tout i € N, on note Z,(z), la puissance symétrique i-ieme du Z,-module Z(1)
et Z,(—1) son Zp-dual. Pour tout i € Z, Zp(i) est un Zy-module libre de rang 1 de
base t*. Pour tout Z,-module M et tout ¢ € Z, on pose M (i) = M ®z, Z,(i) (c’est le
«i-iéme tordu & la Tate de M »). Siz € M et u € Z,(3), on pose zu =z @ u € M(t).
L’application z +— xt est une bijection Zy-linéaire de M sur M (i) qui, en général,
dépend du choix de ¢.

Pour tout i € Z, le groupe Gk opere sur Z,(i) : on a gu = x*(g)u, pour tout
g € Gk et tout u € Z,(3). Si M est un Z,-module topologique muni d’une action
linéaire et continue de Gk, Gk opeére aussi linéairement et contintiment sur chaque
M(3) : on a g(xt?) = x*(g9)g(z)t, pour tout g € G et tout z € M.

L’identification de t € Z,(1) & mt!) permet, pour tout i € Z, d’identifier C(i) =
Ctt a Ct®. L’application ct(® — ¢ est alors un isomorphisme (non canonique, mais
G k-équivariant) de C(i) sur C[{i}]. De méme, pour tout entier d strictement positif,
C[{i}; d] est isomorphe, non canoniquement, a C(i;d) = C(i) ®z, Zp(0;d). Une C-
représentation de G g est presque de Hodge-Tate si et seulement si elle est isomorphe &
une somme directe d’un certain nombre de C(i;d) pour des entiers ¢ et d convenables.

Une C-représentation W de Gk est de Hodge-Tate si et seulement si elle est semi-
simple et ses poids de Sen sont dans Z. Dans ce cas, ses poids de Sen s’appellent aussi
les poids de Hodge-Tate de W ; il existe des entiers naturels h;(W) presque tous nuls,
uniquement déterminés tels que W ~ @;czC (1)) (avec les notations du théoreme
2.14, on a hy(W) = hyg;y 1(W)). L'entier h;(W) s’appelle la multiplicité de i comme
poids de Hodge-Tate dans W.

3. Bgr-représentations

3.1. Le corps Bgygr des périodes p-adiques. — Pour tout anneau A et tout entier
m > 1, on note W,,,(A) anneau des vecteurs de Witt & coefficients dans A. Pour tout
a € A, on note [a] = (a,0,0,...,0,...) le représentant de Teichmiiller de a dans
W(A).

Pour tout entier n > 1, l’application wn @ Wpp1(Of) — Ox qui envoie
(ag,ay,...,ay) sur Z?:o piaf"—z est un homomorphisme d’anneaux. Le noyau de
l'application composée de w, avec la projection de O sur Ox/p"Of contient
l'idéal de W,41(OF) des éléments de la forme (pbo,pbi,...,pbn—1,a,), avec
bo,b1,...,bp_1,an € Ox. Comme cet idéal est le noyau de la projection natu-
relle de Wy, 11(Ox) sur W,(O%/pO%), on en déduit, par passage aux quotients, un
homomorphisme d’anneaux

0™ . W, (0%/pO%) — Ox/p"Ox.

Notons fy, : Wpt1(Ox/pOgx) — Wi(Ox%/pOz%) 'homomorphisme d’anneaux qui
est le composé de la projection naturelle avec le Frobenius (i.e. ’application qui envoie
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p P P 5
(zo,x1,...,Tn-1,2n) sur (zf,27,...,28_,). Le carré

0,
W1 (Og/pOx) == O /p" 1O

| |

Wn (O /pOx) — Ox/p"O%

est commutatif. Comme O¢ = &iﬂl@y/ p" O, par passage & la limite, on en déduit
un homomorphisme d’anneaux 6 : lim ‘n Wi (O /rO%) — Oc.

Notons alors R ’anneau qui est la limite projective, indexée par N, des O/ pOx%,
les applications de transition étant données par le Frobenius (un élément x de R est
donc une suite (2, )nen d’éléments de O /pOx vérifiant (£n41)P = x, pour tout n).

Soit € = (Tn)nen € R. Pour tout entier m € N, choisissons un relevement Z,,
de x,, dans O¢. Pour tout n € N, la suite (’w\f:_m)meN tend vers une limite z(™
indépendante du choix des relévements et on a (z("*1)? = z(*) On obtient ainsi
une application de R dans I’ensemble des suites (z(™),en d’éléments de O¢ vérifiant
(z("+tD)P = £(") pour tout n. On vérifie facilement que cette application est bijective
et nous l'utilisons pour identifier R & l’ensemble de ces suites. Si z,y € R, on a
(@ 4+ 1)) = limp 1oo (x(PH™) 4 4y (ntm))P™ ot (zy)™ = gy,

Le corps résiduel k£ de K est une cloture algébrique de k. Pour tout a € %, on a
[a] € W (k) C O¢. L’application de k dans R, qui envoie a sur ([aP " |)nen identifie &
a un sous-corps de R.

Pour tout = € R, posons vg(z) = vp(z(?). Alors vg est une valuation sur R et R
est un anneau de valuation complet, de corps résiduel k. L’anneau R est parfait. Il
n’est pas difficile de montrer que son corps des fractions est algébriquement clos.

Soit z € W(R). On peut écrire ¢ = (xg, 21, Z2, . .. ), avec pour tout m € N, z,, € R.
On peut donc écrire indifféremment z,, = (Zm,n)nen avec les Tpm,n € Of/pOx vé-
rifiant (Zm,nt1)? = Tm,n pour tout n, ou z,, = (mﬁ,’f))neN avec les ¥ € Oc véri-
fiant (xs,'fﬂ))” = xﬁff) pour tout n (alors z, , est 'image de wfff) dans O¢/pOc =

Pour tout entier n > 1, Papplication de W(R) dans W,(Ox%/pO%) qui envoie
(z0,21,22,...) sur (Ton,Z1,ms---,&Tn—1,n) €st un homomorphisme d’anneaux. Par
passage a la limite, il induit un homomorphisme de W(R) sur lim ‘. Wi (O /pO0%)
qui est en fait un isomorphisme; nous utilisons ce dernier pour identifier ces deux
anneaux. L’application 6 : W(R) — O¢ peut s’écrire

0o
0(-’170,11, X2, .. ) = Zp”w&")’
n=0
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¢’est un homomorphisme de W (k)-algebre. Comme C est algébriquement clos, I’appli-
cation de R dans O¢ qui envoie z sur z(?) est surjective. A fortiori 'application 8 est
surjective.

En utilisant la surjectivité de 'application z — x(®) de R dans O¢ et le fait que
W(R) est séparé et complet pour la topologie p-adique, on vérifie facilement que
le noyau de @ est un idéal principal : si a = (ag,a1,02,...) € ker 6, les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) le noyau de 6 est engendré par a,

(ii) on a vgr(ag) =1,

(iii) on a vgr(a1) = 0.

Choisissons un élément 7 € R tel que 7(9) = p; alors £ = [7] — p engendre le noyau
de 6.

On note Py = W(k)[1/p] le corps des fractions de W (k). L’anneau W (R), sous-
anneau de ’anneau de valuation discréte W (Frac R), est un anneau intégre et s’iden-
tifie en particulier & un sous-anneau de W (R)[1/p]. L’application 6 induit un homo-
morphisme surjectif de Py-algebres, encore noté 8, de W(R)[1/p] sur C. On note BJy
le séparé complété de W (R)[1/p] pour la topologie ker 6-adique. Il est facile de vé-
rifier que W(R)[1/p] est séparé pour cette topologie et ceci nous permet d’identifier
W (R)[1/p] & un sous-anneau de B;. Comme W (R)[1/p] est intégre et le noyau de 6
un idéal principal, B(}LR est un anneau de valuation discréte de corps résiduel C. On
note Bgg son corps des fractions. Pour tout ¢ € Z, on note Fil° B4r 'idéal (fraction-
naire si ¢ < 0) qui est la puissance i-iéme de 'idéal maximal de Bd+R. En particulier,
Fil° B4r = Bj-

Par fonctorialité le groupe G opere sur R, W(R), B(TR et Bgr. Bien qu’il existe
des sections de la projection de B;LR sur C, projection que nous notons encore 6,
on peut montrer qu’il n’en n’existe pas qui commute a 'action de Gg. Toutefois,
notons P la fermeture algébrique de Py dans C'; c’est un corps algébriquement clos
contenant K (et égal & K si k est algébriquement clos). Comme P est réunion de
ses sous-Py-algebres étales, il existe une unique application s : P — B(]LR telle que
0 o s = idp. Elle est donc G g-équivariante et nous l'utilisons pour identifier P & un
sous-corps de Byr.

On a noté Zy,(1) le module de Tate du groupe multiplicatif, désignons par Z,(1)* le
méme module, mais noté multiplicativement. On voit que Z,(1)* s’identifie au sous-
groupe du groupe multiplicatif des éléments inversibles de ’anneau R formé des x =
(™) en tels que z(®) = 1. On a choisi (§2.3) un générateur ¢ de Z, (1) ; il correspond
a un élément £ = (¢(),en de Z,(1)*. Pour tout n > 1, on a vy(e™) = 1/p"~(p—1),
donc vgr(e — 1) =p(p —1).

On a [g] € W(R) C Bjj et 0(fc] — 1) = 0, donc [¢] — 1 € Fil' Bygr. Par conséquent
la série Y02 (—=1)""!([e] — 1)"/n converge, dans By vers un élément log[e].

Proposition 3.1. — L’élément logle] est une uniformisante de BJy.
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Démonstration. — 11 est clair que logle] € Fil' Byr. Comme logle] = [¢] — 1
mod Fil® Byg, il s’agit de prouver que [¢] — 1 ¢ Fil? Bgr. Comme [¢] — 1 € W(R) et
comme Fil> Bgg N W (R) est I'idéal engendré par £2 = ([r] — p)2, il faut vérifier que
] - 1 ¢ EW(R).

Supposons d’abord p # 2. Si ce n’était pas le cas, il existerait

a = (ap,a1,...,0n,...) € W(R)

tel que [e] — 1 = a€2. Si [e] — 1 = (€0,€1,---,En,...), ON aurait g9 = aom?, ce qui
contredit le fait que vgr(e — 1) =p/(p — 1) < 2 = vr(7?).

Si maintenant p = 2, soit € R tel que 22 = €. On a z(©) = —1, et on peut écrire
2] +1 = &n, avec n € W(R). Si [z] + 1 = (z0,Z1,---,%n,.-.),0nax0 =+ 1 et
2l = limp oo (™ + 1)2" = limpes 4o (™D + 1)2" donc vg(zo) = 1, d’ott I'on
déduit que 7 est une unité de W(R). On a alors

€] =1 =[2]* = 1 = ([z] + 1)([z] = 1) = &n(én — 2) = ~2n¢ mod E?W(R)
qui n’est pas nul puisque 2 n’est pas dans le noyau de 6. O

Ceci nous permet en particulier d’identifier Z,(1) au sous-Zy-module de Fil! Bar
engendré par log[e], i.e. de poser t = log[e], ce que nous ferons dans la suite; on voit
que cette identification est indépendante du choix du générateur ¢ de Z,(1).

Pour tout i € Z, on a donc Fil' Bar = Bjit' = BJi(i), tandis que gr’ Bar =
Fil° Bar / Fil'*! Bgr s’identifie & C(2). En particulier, ’anneau gradué associé a ’an-
neau filtré Bygr s’identifie & ®;czC(i) = Byr.

3.2. La topologie de B4jr. — Rappelons qu’ un espace de Banach p-adique est un
Qp-espace vectoriel normé complet. Nous appelons Banach p-adique tout Qp-espace
vectoriel V' dont la topologie est celle d’un espace de Banach p-adique. Nous appelons
réseau de V' tout sous Zp-module V de V' qui est la boule unité pour I'une des normes
équivalentes de V. Se donner un couple (V,V) formé d’un Banach p-adique et d’un
réseau revient & se donner un Z,-module V séparé et complet pour la topologie p-
adique et sans p-torsion; on a alors V = Q, ®z, V avec la topologie correspondante
(i.e. les p™V, pour n € N forment un systéme fondamental de voisinages ouverts de 0
dans V et dans V). Si V est un réseau de V, pour qu’un sous-Z,-module V' de V soit
un réseau, il faut et il suffit qu’il existe r, s € Z tels que p*V C V' C p"V.

Nous appelons algébre de Banach p-adique la donnée d’une Q,-algebre topologique
dont la topologie est celle d’'un Banach p-adique et qui admet un réseau qui est un
sous-anneau.

Pour tout r € N, on pose B, = B(]LR/ Fil" Byr, de sorte que Bly = liLnreN B,. On
voit que B, s’identifie au quotient de W (R)[1/p] par 'idéal engendré par £". C’est de
fagon naturelle une algébre de Banach p-adique avec I'image de W (R) comme réseau.
La projection de B,;; sur B, est continue. On appelle topologie naturelle sur Bl

la topologie de la limite projective des B,., avec la topologie de Banach p-adique sur
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chaque B,. Elle est moins fine que la topologie d’anneau de valuation discréte (qui
est la topologie de la limite projective, avec la topologie discréte sur chaque B,).
Sauf mention explicite du contraire, tout B;R—module de type fini est muni de la
topologie définie par la topologie naturelle sur Bj;. On a Bar = UjenBJi(—1) et on
définit la topologie naturelle sur Byqr comme étant la topologie de la limite inductive.

Notons E;;T = C[[t]] Vanneau des séries formelles en t & coefficients dans C et
Bur = C((t)) son corps des fractions (qui s’identifie au complété de Byt pour la
topologie définie par la valuation t-adique). Les corps ﬁf;T et Byr ne sont pas iso-
morphes mais ont des propriétés tres voisines. Ce sont les deux seuls de leur espece.
De facon précise, on a le résultat suivant :

Proposition 3.2. — Soit B une algébre de Banach p-adique munie d’une action Q-
linéaire et continue de Gg. On suppose qu’il existe un entier r > 1, un élément
u € B, un homomorphisme d’anneauz Op : B — C qui est Gg-équivariant et un
sous-anneau A de B qui est un réseau tel que u est un générateur du noyau de O3,
05(A) = Oc, g(u) = x(g)u, pour tout g € Gk, u" # 0 et u™! = 0. Alors :

— ou bien, il existe un homomorphisme d’anneauz continu

s:C[t]/¢™t) — B

tel que s(t) = u et Op(s(c)) = ¢ pour tout c € C;
— ou bien non, et alors il existe un homomorphisme d’anneauz continu

s:B,— B

tel que 05(s(c)) = ¢ pour tout c € C.
Dans les deux cas, l'application s est unique, G équivariante et est un homéo-
morphisme.

Par passage a la limite, cette proposition implique que, si B est une Qp-algébre
topologique, munie d’une action Qp-linéaire et continue de Gk, d’un homomorphisme
Gk -équivariant, 8 : B — C, contenant un élément u non nilpotent vérifiant g(u) =
x(g)u, pour tout g € Gk, telle que

— d’une part, B est séparé et complet pour la topologie u-adique,

- d’autre part, pour toutr = 1, u"B est fermé et B/u"B est une algébre de Banach
p-adique admettant un réseau qui est un sous-anneau qui se projette surjectivement
sur O¢,
alors B s’identifie soit & éﬁ’r = C[[t] soit a By et ces deux possibilités s’excluent
mutuellement (attention que dans le premier cas, 'identification est faite en décidant
d’envoyer u sur t, alors que dans le second cas, il existe A € K, non nul tel que u
s’envoie sur At, mais on ne peux pas choisir \).

Prouvons la proposition 3.2. — Commengons par remarquer qu’il existe un unique
homomorphisme d’anneaux continu p : W(R) — A tel que 6 0 p = 6. En effet, si 64
désigne la restriction de 65 a A, le noyau de 6 4 est un idéal nilpotent et on en déduit
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que, si I = Kerf4 + pA, A est séparé et complet pour la topologie I-adique. Il en
résulte que, si z = (£(™),en € R et si Z,, désigne un relévement de z(™ dans A, alors

— d’une part la suite des Z2" converge dans A vers un élément v(z) indépendant
des choix des reléevements,

— d’autre part, on doit avoir p([z]) = v(x), pour tout = € R.

Pour tout (zo,Z1,...,Zm,-..) € W(R), on doit donc avoir

P((xo,ifl, ey Ty - . ’)) = zpmy((l‘m)p_m)?

n=0
ce qui montre 'unicité de p et on vérifie facilement que ’application ainsi définie
convient. Remarquons aussi que I’application p est G g-équivariante.

Posons J = Ker B. Pour tout entier n vérifiant 0 <n < r, J*/J n+1 est un C-espace
vectoriel de dimension 1 engendré par 'image @™ de u™ qui est isomorphe, en tant
que C-représentation de Gk & C(n). En revanche, si n > r, on a J*+! = J%,

(i) Supposons d’abord qu’il existe une section continue sg : C — B de la projection
0p. Silon pose A; = A+ s0(O¢), c’est un sous-anneaun de B qui est encore un réseau
et s’envoie surjectivement sur O¢. L’unicité de p reste vraie si ’on remplace A par A;
et on doit donc avoir p = sgof. Ceci montre que ’on doit avoir Ker p = Ker 6 et que sg
est nécessairement ’application induite par p par passage au quotient (en particulier,
A = A;). 1l existe alors une unique fagon de prolonger I’homomorphisme sy en un
homomorphisme, que nous notons encore sg, de C[t]/t"+! dans B, tel que sg(t) = u. Il
est clair que, si s existe, on doit avoir s = so. On voit aussi que sg est un isomorphisme
d’anneaux G g-équivariant et il reste & prouver que c’est un homéomorphisme, ce qui
revient a vérifier que A’ = so(O¢|t]/t"!) est un réseau de B, i.e. qu'il existe c,c’ € Z
tels que p< A’ C A C p°A'.

Mais on a A" = 80(Oc¢)[u)]. Comme u"+! = 0, si b est un entier tel que pbu€ A,
on a p" A’ C A et on peut prendre ¢’ = br. Inversement, pour 1 < n < r, I'image
I, de AN J"™ dans J*/J™*! est un sous-Oc-module non nul, séparé pour la topolo-
gie p-adique. Ceci implique, que, si l'on pose a, = {A € C | X\u™ € I,}, il existe
un nombre rationnel a, tel que, ou bien a, = {A € C | vp(A\) > an} ou bien
an = {X € C | vp(\) > an}. En particulier, il existe b, € N tel que I,, C p~*»O¢ - u™.

On va en déduire, par récurrence décroissante sur n que pour 0 < n < r, il existe
un entier ¢, tel que AN J™ C p~» A’ (il suffira donc de prendre ¢ = —c¢p). Cela est
vrai pour r = n avec s, = ¢,. Supposons donc n < r. Soit x € AN J". On peut écrire
z=p trdu™ 4y, avec A € Oc et y € J*L. On a donc p™P*lry = A(pbu)™ 4 pnbtbny
et pWtbrny € AN JntL C pTon+i A, d'on ptttbng € pTCn+i A et il suffit de prendre
Cn = Cpt1 +nb+ by.

(ii) Supposons maintenant qu’il n’existe pas de section continue de 63. Si £ € W(R)
est un générateur du noyau de 6, on a p(§) € Kerfp, mais p(§) # 0. Remar-
quons que l'application p se prolonge en un homomorphisme de B, dans B qui
est Gi-équivariant. Mais p induit un isomorphisme C-linéaire, G g-équivariant de
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gr! B, = C(1) sur C(m). On doit donc avoir m = 1 et il en résulte immédiatement
que p induit un isomorphisme d’anneaux so : B, — B qui est G g-équivariant. Il est
clair que si s existe, on a s = sg et il reste & vérifier que sp est un homéomorphisme.
Si ’on note A’ I'image de W(R) par p, cela revient & prouver que A’ est un réseau
de B. Comme A’ C A, il suffit de prouver qu’il existe ¢ € N tel que A C p°A’, ce qui
se fait comme dans le cas (i). O

Pour alléger les notations, notons ¢ ’élément de By o C Bsen,o noté t(!). Rappelons
(§2.7) que l'on a identifié ¢ & 1’élément 7t de Bgen,0 (01 7; est un élément bien défini
de K). Inversement on peut identifier ¢ & un élément de Bj; en posant t = ¢/m. On
voit que c’est encore une uniformisante de B:R.

Proposition 3.3. — Posons Lqr = BYX et Lz = (Big)fx. Alors LIy est un sous-
anneau fermé de B:R et Lgr est son corps des fractions. L’anneau L;‘R est aussi un
anneau de valuation discréte complet, dont l’idéal mazimal est engendré part et dont
le corps résiduel est L. Pour tout r € N*, Uapplication naturelle LIR — BHx est
surjective.

Démonstration. — 11 est clair que t € Lj’R. On a B; = B:R/ Fil'! Bsqr = C, donc
BHx — CHx = [, (th.1.1). Pour tout r € N*, la suite exacte
0—C(r)— Byy1 — B, — 0
induit une suite exacte
0 — C(r)flx — BHx — BHx 0

puisque HY (Hg,C(r)) = 0 (cor.2.3). Le reste de la proposition est alors évident.

O
Proposition 3.4. — On a (L}R)"T = (Bjr)¢* = (Lar)" = (Bar)®* = K.
Démonstration. — On a K C (BJR)®% C (Bar)®* et il suffit de vérifier que
(BdR)GK C K, ce qui, comme gr Byr = Byt = Bz résulte immédiatement de ce que
(Bz)®x = Dur(C) = K (§2.7). o

3.3. Etude des BJ;-représentations : réduction aux K[[t]]-représentations

Si B est un anneau topologique (commutatif) muni d’une action continue
(compatible avec la structure d’anneau) d’un groupe topologique J, on appelle
B-représentation de J la donnée d’'un B-module de type fini muni d’une action
semi-linéaire continue de J. Avec comme morphismes les applications B-linéaires
J-équivariantes, ces représentations forment une catégorie abélienne que nous notons
Repp(J).

Remarquons que l'anneau K [[t]] des séries formelles en ¢ & coefficients dans
K, s’identifie & un sous-anneau de LIR stable par I". Nous allons nous intéresser
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ici aux Bjy-représentations de G, aux L]z-représentations de I' et aux Koo|[[t]]-
représentations de T'.

Remarquons qu’une C-représentation de Gx n’est autre qu'une B;R—représentation
de Gg annulée par t; de méme une L-représentation (resp. une K-représentation)
de I' n’est autre qu'une L_};-représentation (resp. une Ko [[t]]-représentation) de T
annulée par t.

Si X est une L:R-représentation de T, B;'R ® L, X est une B;R-représentation
de Gk. SI'Y est une Ko[[t]]-représentation de T', LIz ®k (g ¥ est une Ljz-
représentation de I'. On obtient ainsi des foncteurs

RepLIR(I‘) - RepB;R(GK) et Repg_ g (T) — RepL;rR(l").
Comme dans le cas tué par t, ce sont des équivalences de catégories. Cela résulte
des deux théorémes qui suivent :
Théoréme 3.5. — Soit W une By -représentation de Hx. L’ application BJy-linéaire
+ Hy
B ® Lty w — W
déduite, par extension des scalaires, de ’inclusion de WK dans W est bijective.

Démonstration. — En écrivant W = !iLnreN W/t"W, on se raméne & prouver le théo-
reme pour W de longueur finie sur B;R, donc a fortiori de longueur finie en tant que
Bi-représentation de Gk. On va prouver en méme temps que H} . (Hx, W) =0 et
procéder par récurrence sur cette derniere longueur. Si celle-ci est 1, W est tué par ¢
et les deux assertions sont vraies (th.2.2 et cor.2.3). Sinon, on peut trouver une suite
exacte courte non triviale de B;R-représentations de Gk

0—W —W — W' —0.

Par hypothése de récurrence H} (Hyx,W’) et H)_.(Hi,W") sont nuls et
H! «(Hg,W) lest donc aussi. La nullité de H} (Hk,W’) implique aussi que
la suite

0 — (WI)HK . WHK N (W//)HK —0

est exacte. On a alors un diagramme commutatif
+ H + H + H
0— Bir ®p3, (W)K — Big ®p1 W — Bl @+ (W")F — 0

| | l

0 > W/ *W > W >0
dont les lignes sont exactes. Par hypothese de récurrence, les fleches verticales de
droite et de gauche sont des isomorphismes; donc celle du milieu aussi. O
Théoréme 3.6. — Soit X une L;’R—représentation deT.

- Si X est de longueur finie sur LjR, soit X5 la réunion des sous-K -espaces vec-
toriels de dimension finie de X stables par I';
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- sinon, soit Xy =lim _ (X/t"X);.

Alors, i) X est ausst la réunion des sous-Ko[[t]]-modules de type fini de X stables
par T,

i) Uapplication LI -linéaire

pi(X): Lig ®kooqg) Xf — X

déduite, par extension des scalaires, de l’inclusion de X5 dans X est un isomorphisme.

Démonstration. — 1l est clair qu’il suffit de prouver (ii) pour les représentations de
longueur finie.

Soient X’ et X" deux LJg-représentations de I'. On note Ext!(X", X")
(resp. EthLj;R (X", X")) le groupe des classes d’extensions de X" par X’ dans la caté-

gorie Rep L, (T) (resp. dans la catégorie des LIz-modules). Le noyau Ext) (X", X') de
I’application naturelle de Ext'(X”, X’) dans ExtlL+ (X", X'") classifie les extensions
dR

de X" par X’ qui sont scindées en tant qu’extensions de LIR—modules.

Disons que X est de type f si ps(X) est bijective. C’est le cas si X est tué par ¢
(th.2.4). Par récurrence sur la longueur, on en déduit que ps(X) est toujours injective
et que dimg Xy < Ig LIRX avec égalité si et seulement si X est de type f. On en
déduit qu’étre de type f est stable par somme directe, sous-objet, quotient.

Il en résulte que, si X’ et X” sont de type f, le sous-ensemble Ext}(X "' X'") de
Ext!(X”, X') qui classifie les extensions de X” par X’ qui sont de type f est en fait
un sous-groupe. Si Ext(l),f(X”,X’) = Exty(X”, X") N Ext}(X",X'), on a alors un
diagramme commutatif

0 — Extg (X", X') — Ext(X", X') — Ext; . (X", X’)
’ dR
N n I
0 — Extj(X”,X') — Ext'(X”, X') — Ext;. (X", X’)
dR

dont les lignes sont exactes.

On va montrer que X est de type f par récurrence sur le plus petit entier r tel
que X est tué par t". Comme c’est vrai pour 7 = 1, on peut supposer r > 2. Posons
alors X' = ﬂ_'lX, X" = X/X" et X = X/tX. L’hypothése de récurrence implique
que X', X” et X sont de type f et il nous reste & montrer que la classe [X] de X
dans Ext' (X", X') appartient en fait & Ext}(X”, X').

Si Z est un LIR-module de type fini, on appelle base de Z la donnée d’éléments non
nuls 21, 29,...,2q4 de Z tels que Z = @leLj‘Rzi. Comme X" est de type f, on peut
choisir une base =, 27, ..., 2/ de X" formée d’éléments de X }’ . Soit 7o un générateur
topologique de I'. On voit qu'il existe s € N et une matrice (a;;) € GLp(K;][t]])
telle que vo(z/) = Z;j:l aijzy (si annulateur de z// est I'idéal de L1z engendré par
t™, chaque a;; n’est défini que mod ™, mais rien ne nous interdit de choisir un
relévement).
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Pour 1 < i < d, on choisit un relevement z; de z} dans X ; les z; forment une base
de X. Notons X le L{z-module qui est X, muni de I’action semi-linéaire de o défini
par yo(z;) = Z;'i=1 a;;x;. Il est clair que cette action s’étend uniquement en une action
semi-linéaire continue de I' sur Xy qui devient ainsi une L;R-représentation de T,
extension de X" par X’. On voit que sa classe [X] € Ext}(X”, X') et que [X] et [ X]
ont méme image dans ExtlL;rR (X", X"). On adonc [X]—[Xo] € Extg(X", X') et il suffit
de vérifier que Exttl)’f(X”,X’) = Exty(X"”, X'). Mais Ext} (X", X') = Ext}(X, X') et
Exta (X" X' = Ext(l)y (X, X’). Comme Extg(X,X’) est le Ext' dans la catégorie
des L-représentations de I', ceci résulte du théoréme 2.4.

Prouvons (i) : Soit X} la réunion des sous- Ko [[t]]-modules de type fini de X stables
par I'. L’assertion (ii) implique que X est de type fini sur K [[t]], donc que Xy C X7.
Pour prouver l’inclusion inverse, on peut supposer X de longueur finie. Il s’agit de
vérifier que, si Y est un sous-Ko[[t]]-module de type fini de X stable par T, alors Y
est réunion de ses sous-K-espaces vectoriels de dimension finie stable par I'. Soient r
un entier tel que ¢” annule X et y1,¥y2,...,yn des éléments de Y engendrant Y comme
Koo[[t]]-module. Si v est un générateur topologique de T, il existe des a;;; € Koo,
pour 1 <z, < het0<<r tels que y0(y;) = > 1¢jchoi<r a;,jt'y;. Soit sp € N le
plus petit entier tel que les a; ;,; sont tous dans K,,. Pour tout entier s > s, le sous-
K[t]/t"-module de Y engendré par les y; est stable par -, donc aussi par I'. Mais
chaque Y; est de dimension finie sur K et Y est la réunion des Y, d’ou le résultat. [

3.4. Etude des K,[[t]]-représentations. — Notons sz[[t k., le module des
K -différentielles continues logarithmiques de Koo[[t]], autrement dit le Koo [[t]]-
module libre de rang 1 de base dt/t. Remarquons que cette base ne change pas si 'on
remplace ¢ par At, avec A un élément non nul de K. Soit Y un K [[t]]-module. Se
donner une application V:Y - Y ® Q;w[[ﬂ] /Koo revient & se donner une application
Vo:Y — Y : il suffit de poser Vy = Voy ® dt/t pour tout y € Y.

Nous appelons K [[t]]-module é connezion la donnée d’un K [[t]]-module de type
fini Y muni d’une connexion, i.e. d’une application

ViY — YO0k k.

qui est K-linéaire et vérifie la regle de Leibniz. Il revient au méme de demander
que l'application Vg : Y — Y soit additive et vérifie Vo(Ay) = %%Ly + AVoy, pour
X € Koo|[t]] et y € Y, ou encore que V soit Kqo-linéaire continue et vérifie Vo (ty) =
t(y + Vo(y)) pour tout y € Y.

Les Koo [[t]]-modules & connexion forment, de maniére évidente, une catégorie abé-
lienne K -linéaire que nous notons Ry [js])-

Proposition 3.7. — Soit Y une K[[t]]-représentation de T'. Il existe une unique
connexion V sur'Y qui a la propriété que, pour tout r € N s et tout y € Y, il existe
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un sous-groupe ouvert Iy, de I' tel que, pour tout v € T’y y,
7(y) = exp(log x(7) - Vo)(y) (mod £"Y).

Démonstration. — 11 est clair que 'on peut supposer que Y est annulé par t" et
qu’il s’agit alors de prouver qu’il existe une unique connexion V sur Y telle que,
pour tout y € Y, il existe un sous-groupe ouvert I'y de I' tel que, si v € Ty, alors
v(y) = exp(log x(7) - Vo)(y).

Mais Y est alors un K .-espace vectoriel de dimension finie muni d’une action semi-
linéaire continue de I' et, d’aprés la proposition 2.5, il existe un unique endomorphisme
Vo du K.-espace vectoriel sous-jacent & Y qui a la propriété requise et il s’agit de
vérifier que V est bien une connexion, i.e. que, pour tout y € Y, on a V,(ty) =
t(y + Vo(v))-

Soient yi1,¥y2,...,yr une base de Y, i.e. des éléments non nuls de Y tels que Y =
@ Koo[[t]]ys- Soit 7o un générateur topologique de T et soit r € N tel que les yo(y;)
sont tous dans le sous-K,[[t]]-module Y, de Y engendré par les y;. Alors Y, est stable
par l'action de I'. On voit que Y, est stable par Vg et que si I'on choisit un o € T,
différent de 1’élément neutre mais suffisamment petit, ’action de o sur Y, est K,-
linéaire et la série > -2, (—1)"*!(c — 1)"/n converge vers un endomorphisme f du
K ,-espace vectoriel sous-jacent a Y, qui s’identifie & la restriction & Y, de log x(o)- Vo.

Pour tout y € Y;., on a o(ty) = x(o)o(y)t, donc o(tY;) C tY,. On en déduit que
f(tYr) C tY; et que f(ty) = t(logx(o).y + f(y)), ou encore que

log x(o) - Vo(ty) = t(log x(o)y + log x(o)Vo(y))

d’ou 1’égalité cherchée pour y € Y, et le cas général s’en déduit par extension des
scalaires de K, a K. O

La correspondance qui & tout K [[t]]-module de type fini Y muni d’une action semi-
linéaire continue de I' associe Y muni d’une connexion peut étre considérée comme
un foncteur additif, K-linéaire, exact et fidele de la catégorie K-linéaire Repg__(14)(T')
dans la catégorie Koo-linéaire R (). La proposition 2.6 se généralise :

Proposition 3.8. — Soient Y1, Ys deuz K [[t]]-représentations de T.
i) Le K -espace vectoriel Homgep, £”(p)(Yl, Y2) est de dimension finie inférieure
ou égale a dimg, Y1 /tY1 xdimg_ Y2/tYs et Uapplication K -linéaire naturelle

](Y17 Y2)

Koo ® Hompep, (w

oy (D (Y1, Y2) — Homg,

est un isomorphisme.

it) Pour que Y1 et Ya soient isomorphes comme Koo [[t]]-représentations de T, il faut
et il suffit qu’il existe un isomorphisme f :Y1 — Y des Koo[[t]]-modules sous-jacents
qui est horizontal (i.e. vérifie f(Voy) = Vo(f(y)) pour tout y € Y7 ).

Démonstration. — Montrons d’abord (i). Soit Y le K|[[t]]-module des applications
Ko [[t]]-linéaires de Y7 dans Ya. Il est muni d’une action naturelle de I' (en posant

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004



56 J.-M. FONTAINE

v(m) = yono~~! pour vy €T et n € Y) et d’une connexion définie par V(n) =

Von—noV.On a un carré commutatif

KOO ®K HomRepKw“ﬂ](I‘) (}/la Yz) _— Homnxm[m] (}/17 },2)

| |

Koo ®K HomRepxm[[g](F) (Koo[[ﬂ]’ Y) — HomRKOO[[g] (KOO[[L]]v Y)

dont les fleches verticales sont des isomorphismes. On peut donc remplacer Y; par
K[[t]] et Y2 par Y. On voit aussi que 'on peut supposer que Y est annulé par
une puissance de t, le cas général s’en déduisant par passage a la limite. Mais
Hompgep, (0 (Kool[t]],Y) sidentifie & YT tandis que Homg, . (Kol[t]],Y)
g’identifie & Yy—g = Ker Vy. Il s’agit donc de prouver que ’application naturelle
p: Koo @ YT — Ker Vg est bijective. Mais YT s’identifie & HomRepKw(p)(Koo,Y)
tandis que Ker Vy s’identifie & Homs,_ (Ko,Y) et c’est I’assertion (i) de la proposi-
tion 2.6.

Pour prouver l'inégalité annoncée sur la dimension de HomRepKW[m](p)(Yl, Ys), il
suffit donc de prouver que dimg_ Yy—o < dimg_ Y/tY, ce qui résulte de ce que
Papplication K [[t]]-linéaire K [[t]] ®k,, Yv=0 — Y est injective.

Pour prouver (ii), il suffit d’adapter la preuve de I’assertion (ii) de la proposition
2.6 (i.e. du lemme 2.7) : La condition est nécessaire. Montrons qu’elle est suffisante.
Soit {y1,y2,-.-,yn} (resp. {z1, 22,..., zn } une base de Y; (resp. Y2) sur K [[t]] et soit
f : Y1 — Y2 un isomorphisme dans la catégorie R, [[s))- Le fait que f existe implique
déja que h' = h et qu’une application K [[t]]-linéaire de Y7 dans Y3 est un isomor-
phisme si et seulement si sa réduction modulo ¢t est injective. Soit {f1, f2,..., fn} une
base de HomRepKoo[m](p)(Yl, Y3) sur K. Pour 1 < j < n, il existe une matrice carrée
Aj = (al,)1<r,s<n (pas uniquement déterminée si Y7 et Y2 ne sont pas libres) tels que
filys) = F_, al, 2. Soient

P(X1,Xa,...,X,) = det(X1 41 + XaAg + - + XpAp) € Koo[[t]][ X1, Xa, .. ., Xn)

et P(X1,Xa,...,X,) son image dans Koo[X1,Xz2,...,X,]. Il existe A1, Ao, ..., Ay €
K tels que f =" A;f;, ce qui implique que P()\1,A2,...,An) n'est pas nul. Comme
le corps K est infini, il existe donc p1, g, ..., un € K tels que P(u1, gz, .-, in) # 0,
ce qui signifie que la réduction modulo t de Papplication f’ = > u;f;, qui est un
homomorphisme dans la catégorie Rep Koo[[ﬂ](r)7 est un isomorphisme. Il en est de
méme de f’. O

Soit W une B;R-représentation de Gk. Alors WHk est une L;-représentation de T
et (WHK); est une Koo[[t]]-représentation de I'. Notons A, (W) l'objet de Rx__ ()
formé du K [[t]]-module sous-jacent & (WH%); muni de la connexion V définie
par la proposition 3.7. On peut considérer AIR comme un foncteur de la catégorie
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Rep B, (Gk) dans R [14]- Ce foncteur est exact et fidéle et la proposition précédente
montre que la connaissance de Al (W) détermine W & isomorphisme pres.

Remarquons aussi qu’une C-representatlon W de Gk n’est autre qu’une BIR—repré-
sentation tuée par ¢, de méme qu’un objet de la catégorie Sk n’est autre qu'un objet
de Rk (1) tué par t. Pour toute C-représentation W de Gk, Al (W) s’identifie &
ASen( )

Remarques

(1) Ce que l'on a fait dans le paragraphe précédent pour étudier les B:{R-
représentations de G i fonctionne exactement de la méme fagon lorsque ’on remplace
B par 'anneau B+T =CI[t]] :

Posons LHT = (B;I'T)HK On a LHT = L[[t]]. Pour tout r € N, I’application natu-
relle LHT (BHT trB}"l'T)HK est surjective, de noyau engendré par t".

Pour toute §}"{'T—repre’sentation W de Hg, ’application évidente

n+ H
Byr ®gp WHE — W
est un isomorphisme.
Soit X une L -représentation de Gk. Si X est de longueur finie, notons X la

réunion des sous-K-espaces vectoriels de dimension finie de X stable par Gk ; sinon,
posons Xy = liLnreN(X /t" X ). Dans tous les cas, I'application évidente

Ly @Koy X5 — X

est un isomorphisme.

On dispose alors d’un foncteur Afip : RepﬁgT (Gk) — Rk ). C'est celui qui
a W associe (W#x); muni de la connexion V définie par la proposition 3.7 et, pour
toute Koo [[t]]-représentation W de Gk, A (W) détermine W & isomorphisme pres.

(2) Soit alors W une Bj;-représentation de Gk. Elle est munie d’une filtration
naturelle, indexée par N, par des sous-objets dans la catégorie Rep B, (Gk) obtenue
en posant Fil"W = t"W. Alors gr W = [[22, Fil” W/ Fil"*!' W est de fagon naturelle
une By -représentation de G.

La filtration sur W en induit une sur Az (W) et

gr AR (W) = [[ Fil" AJR (W)/ Fil™ AfR (W)
reN

est encore un K [[t]]-module de type fini. La formule Vo (ty) = t(y + Vo(y)) montre
que Vo(FiI"(AR(W)) C Az (W), pour tout 7 € N. Ceci permet de définir une
application gr Vo : gr AZ; (W) sur gr A(';R(W) d’ou1 une connexion gr V sur ce module
(en posant gr V(y) = gr Vo ® dt/t). On voit que Afip(gr(W)) s’identifie & gr AR (W)
muni de la connexion gr V.

(3) Il n’est pas difficile de voir que, si W est comme ci-dessus, les Koo[[t]]-modules &
connexion Al (W) et Afir(gr(W)) = gr Az (W) ne sont pas en général isomorphes.
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On remarquera aussi que ce dernier module & connexion a une structure naturelle de
Ko [[t]]-module gradué et que la connexion gr V respecte cette graduation (i.e., si on
note Y ce module, on a gr Vo(gr"Y) C gr" Y, pour tout r € N.

3.5. Etude des Bggr-représentations : Premiére approche. — Un réseau d’un
Bgr-espace vectoriel W de dimension finie est un sous—B(]LR—module de type fini qui
contient une base de W sur Bggr.

Si W est une Bggr-représentation de Hg (resp. Gk ) et si W est un réseau de W, la
continuité de l'action de Hi (resp. Gk) sur W implique qu’il existe un sous-groupe
ouvert U de Hg (resp. Gk) tel que g(w) € W, pour tout g € U et w € W; par
conséquent > g g(W) (resp. -, 9(W)) est encore un réseau de W.

Ceci montre que toute Bgr-représentation W de Hg (resp. Gk ) admet un réseau
stable par Gk.

De la méme fagon, et avec une définition évidente, on voit que toute Lgr-
représentation de I' admet un réseau stable par I'.

Le résultat suivant est alors une conséquence immeédiate des théoremes 3.5 et 3.6 :

Théoreme 3.9
i) Soit W une Bgg-représentation de Hg . L’application Bgg-linéaire

B4R ®Lyn wHr W

déduite, par extension des scalaires, de linclusion de WH% dans W est un isomor-
phisme.

i) Soit X wune Lqr-représentation de I'. Soit X¢ la réunion des sous-Koo|t]]-
modules de type fini de X stables par I'. C’est un sous-Koo((t))-espace vectoriel de X
de dimension finie et l’application naturelle

Lar @k () Xf — X

est un isomorphisme.

Autrement dit, on a des ®-équivalences de catégories
i) entre Repp,, (Hk) et la catégorie des Lqr-espaces vectoriels de dimension finie,
ii) entre Repg,, (Gk), Repy,, (T) et Repg__ (1)) (T)-

Soit E un corps de caractéristique 0. On considére le corps E((t)) des séries for-
melles & coefficients dans E en I'indéterminée ¢t. Un réseau d’un E((t))-espace vecto-
riel Y de dimension finie est un sous-FE|[t]]-module de type fini contenant une base
de Y sur E((t)).

On note Qg())/e le E((t))-espace vectoriel solution du probleme universel pour
les FE-dérivations continues de E((t)). C’est un E((t))-espace vectoriel de dimension 1
de base dt/t. Le sous-E[[t]]-module Q7 de Qg(())/E de base dt/t est un réseau

E(®)/E
de Qp())/e qui ne dépend pas du choix de l'uniformisante t de E((t)).
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Soit Y un E((t))-espace vectoriel de dimension finie. Rappelons qu’une connezion
sur Y est une application E-linéaire V : Y — Y ®pg()) Qp(@) /e Vérifiant V(Ay) =
y ® d\ + AV(y) pour A € E((t)) et y € Y. Se donner une application V : ¥ —
Y ® Qg(w))/E, revient a se donner I'application Vo : Y — Y caractérisée par V(y) =
Vo(y) ® dt/t, pour tout y € Y. Dire que V est une connexion revient & dire que Vo
est une application additive vérifiant Vo(Ay) = Lty + AVoy si A € E((t)) et y € Y,
ou encore est une application E-linéaire continue vérifiant Vo(ty) = t(y + Voy), pour
tout y € N.

Un module & connexion sur E((t)) est un E((t))-espace vectoriel de dimension finie
muni d’une connexion.

SiY est un module & connexion sur E((t)), un réseau régulier Y de Y est un réseau
deY tel que V() C YV ® QE((D)/E, ce qui revient & dire que Vo(Y) C Y. On dit que
la connexion V est réguliére s’il existe un réseau régulier.

Les modules & connexion réguliere forment une catégorie abélienne E-linéaire. Elle
posséde un objet-unité qui est E((t)) avec V = d. On peut définir le produit tensoriel
de deux modules & connexions régulieres Y; et Yz : le E((t))-espace vectoriel sous-
jacent est Y1 ®p(r)) Y2 et V(y1 ® y2) = y1 ® Vy2 + V41 ® y2. On peut aussi définir
le dual d’un module Y & connexion réguliere : le E((t))-espace vectoriel sous-jacent
est le dual Y* de Y et on a Vp = don — (n® idag,,,, ) © V. Avec ces structures
supplémentaires, cette catégorie est une catégorie tannakienne sur F que nous notons
RE.

SiY est un objet de R, et si Y est un réseau régulier de Y, J/tY est un E-espace
vectoriel de dimension égale & la dimension de Y sur E((t)); si y € Y, et si Voy = 2,
I'image Z de z dans Y /tY ne dépend que de l'image § de y dans )/tY et ne dépend
pas du choix de 'uniformisante t. L’application

resy : Y/t¥Y — YV/t,

qui a g associe Z, est un endomorphisme du E-espace vectoriel J/tY que 'on appelle
le résidu de V relativement au réseau régulier .

Une section horizontale de Y est un élément y € Y tel que Vy = 0.

L’application naturelle E((t)) ® g Yy=0 — Y est toujours injective et on dit que V
est triviale si elle est bijective, ce qui revient a dire que dimg Yy—o = dimpg()) Y.

I1 résulte de la classification des modules & connexion réguliere sur E((t)) lorsque
E est algébriquement clos [Ma65] que la connexion V est triviale si et seulement
s’il existe un réseau régulier, relativement auquel le résidu de la connexion est nulle;
ce réseau est alors uniquement déterminé : c’est le réseau engendré par les sections
horizontales.

La proposition 3.7 implique immédiatement le résultat suivant :

Proposition 3.10. — Soit Y une Koo ((t))-représentation de T'. Il eriste une unique
connexion réguliére V sur'Y qui a la propriété que, pour tout réseau régulier Y deY,
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tout r € N et tout y € ), il existe un sous-groupe ouvert I'y ., de T" tel que, pour tout
yel Y,rys

7(y) = exp(log x(7) - Vo)(y) (mod £"Y).

Le K ((t))-espace vectoriel sous-jacent a une Ko, ((£))-représentation de I'" est donc
muni d’une connexion réguliére et la proposition 3.8 entraine le résultat suivant :

Proposition 3.11. — Soient Y1, Y2 deux Koo((t))-représentations de I.
i) L’application K -linéaire naturelle

Koo ® Hompep,, ) (Y1,Y2) — Homzg, . (¥1,Y2)

est un isomorphisme.
i1) Pour que Y7 et Y2 soient isomorphes comme K ((t))-représentations de T, il
faut et il suffit qu’elles le soient en tant qu’objets de Rk +-

Soit W une Bggr-représentation de Gg. Alors WK est une Lqr-représentation
de I' et (WHK); est une Koo((t))-représentation de I'. Notons Agqr(W) 'objet de
Ri.. + formé du Ko ((t))-espace vectoriel sous-jacent & (W#% ) muni de la connexion
réguliere V définie par la proposition 3.10. On peut considérer Agr comme un foncteur
de la catégorie Repp+ (Gk) dans Rk, ;. L’énoncé suivant est évident :

Théoréme 3.12. — Le foncteur
Agr : Repp, (Gk) — Rkt

est un ®-foncteur exact et fidéle.
St W1 et Wy sont deux Bgr-représentations de G, Uapplication naturelle

Koo ®k Hompep,  (Gx) (W1, W2) — Homg,_ , (Bar(W1), Adr(W2))

est un isomorphisme.

Si W est une Bgg-représentation de Gk, la connaissance de Aqr(W) détermine
W a isomorphisme prés. En particulier, W est triviale si et seulement si Agqr(W)
l’est.

Remarque. — Pour toute Byqr-représentation W de Gk, notons Agr, f(W) la réunion
des sous-K-espaces vectoriels de dimension finie de Wk stables par T'. C’est aussi
la réunion des sous- K -espaces vectoriels de dimension finie de Agr (W) stables par
Vo. On verra au §3.8 que Agr,s(W) est un Koo[t,t~*]-module libre de rang h et que
I'application naturelle Koo ((£)) ® ko [t,t-1] DdR, 5 (W) — Adqr(W) est un isomorphisme.
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3.6. Etude des Bggr-représentations : deuxiéme approche. — Reprenons les
notations des §2.4 & 2.6. Si r € N et si X est un sous-groupe de a, stable par Gg
et contenant Z, les K-algebres Bk x et Bgr contiennent toutes deux la K-algébre

"z = K|t,t~!] avec la méme action de Gk,. Posons aussi Bqr, x = Bar®py, Bk x.
Pour toute Bggr-représentation de Gk, on pose

DdR,X,'r(W) = (BK,X ®B71?,z W)GK" = (BdR,X ®Bar W)GK"‘.

Théoréme 3.13. — Soient r € N et X un sous-groupe de a, stable par G et conte-
nant Z. Soit W une Bggr-représentation de Gk . L’application évidente

par,x,r (W) : Bar,x ®k, Dar,x,r(W) — Bk,x ®8p, W

est injective et Dar, x,-(W) est un K,-espace vectoriel de dimension inférieure ou
égale a la dimension de W sur Bgg.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) on a dimg, DdR,X,r(W) =dimp,, W

it) Uapplication par,x,r(W) est bijective,

ii1) il existe un réseau W de W stable par Gk tel que la C-représentation W/tW
est de type Sx,

i) pour tout réseau W de W stable par Gk, la C-représentation W/tW est de

type Sx.

Démonstration. — Sia € K et g € Gk sont tels que g(a)—a € Z, on a nécessairement
g(a) = a. On en déduit que I'on peut choisir un systéme de représentants S de X/Z
dans X, stable par Gg.

Notons alors E Iensemble des éléments de Bgr,x de la forme t(®) (logt)™, avec
a€e Setme N et B;R, x le sous—B('fR—module de Bgr,x engendré par les éléments
de E. On voit que B:R, x est un sous—B;rR—module libre stable par G de Bgr,x, que
E est une base de Byr,x sur Bgr et de BC]LR'X sur BCTR, que Bgr,x = BJR,X[I/L].

Le choix de S nous permet aussi de décomposer la C-algebre Bx = C @k Bk, x
introduite au §2.6 en somme directe Bx = ®;ez gr’ Bx, de sous-C-espaces vecto-
riels stables par Gk en posant gr' Bx = ®acs,menCt(*t9 (logt)™. En particulier,
pour toute C-représentation U de Gk, on a Dx ,(U) = @®;cz gr Dx (W) en posant
gri Dx (W) = (grf Bx ®c U)%xr.

Choisissons un réseau W de W stable par Gg et posons Dggr x,r,W) =
Dgr,x,»(W). Pour tout i € Z, posons

Fil' Dar,x,r(W) = (Big xt' ®ps W)5x.

Ce sont des sous-K,-espaces vectoriels de Dggr,x,(W) qui définissent une fil-
tratiqn décroissante (i.e. Fil’+1DdR,X,T(W) C Fil' Dgr x(W)) exhaustive (i.e.
UFil' Dgr,x,»(W) = Dggr,x,r(W)) et séparée (i.e. NFil' Dggr x,(W) = 0). Soit
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W = W/tW. C’est un C-espace vectoriel de dimension finie h égale & la dimension
de W sur Byr. On voit que le quotient

Fil’ Dyr, x,» (W)
Fil'*! Dar x.»(W)

g’identifie & un sous-K,-espace vectoriel de gr’ Dx (W), donc que gr Dyr, x,-(W)
s’identifie & un sous-K,-espace vectoriel de Dx .(W). On a

dimg, Dggr,x-(W)=dimg, gr DdR,X,r(W) < dimg, DX,T(W) <h

gri Dyr, x,r(W) =

d’ott dimg, Dgr,x,-(W) < h et I'égalité implique que W est de type Sx.
On définit une filtration indexée par Z, décroissante, exhaustive et séparée, sur
Byr,x ®k, Dar,x,»(W) en posant

Fil'(Bar,x ®k, Dar,xr(W)) = Y Bis xt" ®x, Fil” Dar,x,»(W).
i1 +iz=i
L’application pqr,x (W) envoie Fil"(BdR,X ®k, Dar,x,r(W)) dans BIRXL" ®pt w
et induit, avec des notations évidentes, un diagramme commutatif

Fil'™ (Bar,x ®k, Dar,x,r(W)) — Bir xt'"! ®py, W

| |

Fili(BdR,X RK, DdR,X,r(W)) - B;-R»X‘t‘i ®B(-1\LR w

| |

gri(Bx ®k, Dx,(W)) ———— gr' Bx @c W

L’injectivité de la fleche horizontale du bas pour tout ¢ (cf. §2.6) implique celle de
par,x (W).

Ces diagrammes commutatifs nous montrent aussi ’équivalence des propriétés (i)
et (ii). Comme on sait déja que (i) implique (iv) et comme (iv) implique trivialement
(iii), il nous reste & vérifier que (iii) implique (i). Il suffit de vérifier que, étant donné
i € Z et un élément non nul b € (gr* Bx ®c W)Fk:r, alors b se reléve en un élément
de (BQLR,XL" ®pt W)Gk.r Quitte & changer W en W(—i), on peut supposer i = 0.

Lemme 3.14. — Soientr € N et V un B, -module libre de rang fini muni d’une action
linéaire et continue de Gk et V = V/tV. L’application naturelle
+ Gk VG k
(BdR[IOg t] ®B:—R V) — (Cllog ] ®B:a V)

est surjective.

Le lemme implique ce que l’on veut : Supposons d’abord que X C K,. Alors, pour
tout a € X, Cllogt]t(® C gr’ Bx et Bjy[logt]t!® C Bjy x sont stables par G,
On peut écrire b= t(®) @ by, avec les by, € Cllogt] ®c W presque tous nuls et
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chaque t* ® by € (gr° Bx ®c W)C¥. Quitte & décomposer b en somme des (%) ® b,,
on peut supposer qu’il existe o tel que b = t(®) ® b,. Quitte &4 remplacer W par
W ®B,s Bart(~®), on peut supposer o = 0 et le lemme permet de conclure.

Dans le cas général, on peut remplacer X par le sous-Z-module de K engendré
par Z et les poids de Sen de W en particulier, on peut supposer que X est de type
fini sur Z. Choisissons alors une extension finie galoisienne L de K contenue dans K
telle que X C L,. Avec des notations évidentes, soient D = (Bjp x ® B, W))Cer,
D" = (gr° Bx ®c W)%L:r et D' le noyau de 'application L,-linéaire évidente de D
dans D”. On a une suite exacte

0—D —D-—D"—0.

Mais D’ comme D et D" est un L,-espace vectoriel de dimension finie muni d’une
action semi-linéaire de J = Gal(L,/K,). Si D’ est de dimension A/, le choix d’une
base de D’ sur L, permet d’identifier D’ & L? et I’action de J est alors définie par un
1-cocycle de J & valeurs dans GLy/ (L) et la trivialité de H'(J, GLp/ (L)) montre que
D' ~ (L,)" en tant que K, -espace vectoriel avec action de J. Comme H'(J, L,) = 0,
H'(J,D') =0 et I'application (Bjg x ® W)¢%r = D7 — (gr Bx @ W) = (D")’
est bien surjective. O

Démonstration du lemme. — Soient ai,as,...,am, les poids de Sen de V. Pour tout
entier i les poids de V(i) sont les a, + 4 et il n’y a qu'un nombre fini de i € N tels
que 0 est poids de Sen de W(i). Par passage & la limite, le lemme 3.14 se déduit du
lemme suivant :

Lemme 3.15. — Soient r et V comme dans le lemme précédent. Pour i et d entiers
> 0, notons B;(0;d) l’ensemble des polynémes de degré < d en logt d coefficients
dans B;. Alors

i) sii > 1 est tel que 0 n’est pas poids de Sen de V(i), pour tout d > 1, l’application
naturelle

(Bi+1(0;d) ® px V)% — (Bi(0;d) ®p1 V)9

est bijective.

1) Quelque soient les entiers i,d > 1, il existe un entier m tel que tout élément de
(Bi(0;d) ®p+ V)Ck admet un relévement dans (Bi+1(0;d +m) ®pt V)Gx.,

Démonstration. — On peut supposer K = K,. Remarquons que 'on a une suite
exacte

0 — C(i;d) — B;+1(0;d) — B;(0;d) — 0.
Si 0 n’est pas poids de Sen de V(i), il n’est pas non plus poids de Sen de C(i;d) @V, et
on a donc (prop. 2.15), H*(Gk,C(i;d) ®V) = HL . (Gk,C(i;d) ®V) = 0. L’assertion
(i) s’obtient en prenant les invariants sous Gk dans la suite exacte

0 — C(i;d) ®c V — Bi+1(0;d) ®p+ Y — B;(0;d) ®pt Y —0.
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Pour prouver (ii), remarquons que, pour tout entier m > 1, on a un diagramme
comimutatif

0——C(i;d) ®c V — Bit1(0:d) @t V ——— Bi(0;d) @+ ¥V —— 0

l ! l

0— C(isd +m) ®c V — Bi+1(0;d+ m) ®ps V — Bi(0;d+m) ®ptr V—0

dont les lignes sont exactes et, induit, en prenant les invariants sous G, un diagramme
commutatif

(Bi1(0;d) @ V)7 —— (Bi(03d) ®py, V)7 —— Hl, (G, Oi5d) ®c V)
4 4 1l
(Bis1(0;d +m) ®pr V)X — (Bi(0;d +m) ®@ps V) o HY (G, Cli;d+m) ©c V)

{0)

dont les lignes sont encore exactes et il suffit de vérifier que, pour tout entier m
suffisamment grand, application naturelle

Hion (G, C(i3d) ® V) — Heony (Gk, C(i5d +m) ® V)

est identiquement nulle.
Mais, pour d' =d ou d + m, on a

Hgont(GK7 C(Z, d/) & V) = Hclont(GK7 C(O’ dl) ® V('L)) = Hgont(GK> C(07 dl) ® U)

en notant U le plus grand sous-C-espace vectoriel de V(i) stable par Gk qui n’a que
0 comme poids de Sen. Mais U est somme d’un nombre fini de C-représentations de
Gk isomorphes & des C(0;7) pour des entiers r convenables. Le lemme est donc une
conséquence du résultat suivant :

Lemme 3.16. — Soient d et r des entiers > 1. Pour tout entier m > r, l'application
naturelle

H! . (Gk,C(0;d) ® C(0;r)) — H} .(Gk,C(0;d+m)® C(0;1))
est identiqguement nulle.
Démonstration. — Remarquons d’abord que, si s, s’ sont des entiers > 1, on a
dimg Hompgep,, (G4)(C(0;5),C(0;5")) = min{s, s'}.
Comme C(0; s) est isomorphe & son dual, on a
HomRepg (65 (C(03 8), C(0; ) = Hompep (6 (C, C(0; 5) ® C(0; ')
= H%(Gk,C(0;5) ® C(0;8")).

On a donc
dimg H°(Gk,C(0;s) ® C(0;s')) = min{s, s’}
et c’est aussi (prop.2.15) la dimension de H}  ,(Gk,C(0;s) ® C(0;s)).

ASTERISQUE 295



REPRESENTATIONS p-ADIQUES 65

Or on a une suite exacte courte
0 — C(0;d) — C(0;d+m) — C(0;m) — 0
qui, en tensorisant avec C(0;7) induit une suite exacte courte
0 — C(0;d) ® C(0;7) — C(0;d + m) ® C(0;r) — C(0;m) ® C(0;7) — 0,
d’oul une suite exacte longue

0 — H°%Gg,C(0;d) ® C(0;7)) — H°(Gg,C(0;d +m) ® C(0;r))
— H°(Gk,C(0;m) ® C(0;7)) — HL ,.(Gk,C(0;d) ® C(0;7))
— clont(GK’ 0(07 d + m) ® C(Oa T')) - Hclont(GK’ 0(07 m) ® C(O, ’l"))

En comptant les dimensions, on voit que ’application H°(G g, C(0;m) ® C(0;7)) —
HL .(Gk,C(0;d) ® C(0;r)) est surjective, ce qui implique que

Hgont(GKv 0(07 d) ® C(O’ ’f')) — Hc}ont(GK7 0(07 d + m) ® 0(07 7’))
est bien nulle. [}

Soit W une Bgr-représentation de Gx de dimension h. Choisissons un réseau W
de W stable par Gk et posons W = W/tW. Pour toute Bqr-représentation W de
Gk, on peut poser

Dar,r(W) = (Bk,r @8y, W)F<.
Compte-tenu du théoréme précédent, c’est un K,-espace vectoriel de dimension finie
inférieure ou égale & h avec égalité dés que les poids de Sen de W sont dans a,.

La réunion Dyr,oo(W) des Dgr,-(W) est alors un sous-K-espace vectoriel de

Bk ®By, W de dimension h et I'application naturelle

B4r ®K., Dar,co(W) — Bk ®py, W

est bijective.

Le groupe Sk opére sur By par translations a gauche mais cette action ne s’étend
pas & Bk ®p,, W (parce qu’on fait le produit tensoriel au dessus de Bk,z). En
revanche l'action du sous-groupe DRy (rappelons, cf. §2.4, que DRg = DRE x G,
ou DR7 est le groupe multiplicatif de groupe des caractéres K /Z) s’étend en posant
o(b®w) =0(b) ®w, pour 0 € DRk, b€ Bx et we W.

On voit que Dgyr,0o (W) est stable par cette action, qui, en fait, est K-linéaire. De
facon précise, soient r € N et X un sous-groupe de K, stable par G, contenant Z et
les poids de Sen de W. Si DRk, x = DR% xxGq, olt DR x est le quotient de DR de
groupe des caractéres X/Z, ’action par translations & gauche de Sk, x sur Bk, x induit
une action de son sous-groupe DRk, x qui se prolonge de fagon évidente en une action
sur B, x ®By., W et Dyr, x,~(W) est stable par cette action, qui est K,-linéaire, ce qui
fait que le K,-espace vectoriel Dgr, x (W) est muni d’une action du groupe algébrique
DRk, x X K. Comme DyRr,00(W) = Koo ®k,. Dar,x,r(W), ce Ko-espace vectoriel est
muni d’'une action du groupe DRg x X Ko quotient de DRg_ = DRg X K.
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On peut alors considérer Dyr,oc comme un foncteur, de la catégorie des Bggr-
représentations de Gx dans la catégorie Repg (DRk) des représentations Koo-
linéaires de dimension finie du groupe pro-algébrique Sk __ .

Théoréme 3.17. — Le foncteur

DR, : Repp,, (Gkx) — Repg_ (DRk,_, )

est un ®-foncteur exact et fidéle.
Si W1 et Wa sont deur Bgg-représentations de Gk, Uapplication naturelle

Koo ®k HomRep,, () (W1, W2) — HomRep,  (DRx,, ) (DdR,00(W1), Dar oo (W2))

est un isomorphisme.

Si W est une Bar-représentation de Gk, la connaissance de Dyar,oo (W) détermine
W a isomorphisme prés. En particulier, W est triviale si et seulement si Dyr,oo(W)
lest.

Démonstration. — L’exactitude a gauche du foncteur Dyr,oo est claire. Le fait que,
pour toute Bgr-représentation W de Gk, on ait dimg_ Dygr,oo(W) = dimp,, W
implique alors que Dgr, o est exact et fidele.

On a

Homgep,,  (6x) (W1, W2) = Homgep,, (k) (Bar, Wi ® W2)
tandis que
Hompgep, DRk, )(DdR,00(W1), Dar,00 (W2))
= Hompep, DRk, ) (Koo Ddr,co (W] ® W2)).
Mais
Koo ®k Hompgep,,  (Gx)(Bar, W)
s’identifie & Koo @ x WECK et
Homgep, (DR« ) (DdR,00(W1), DaR,00(W2))

& D4R, 00 (W)PRKo . Pour 7 suffisamment grand, on a D4R oo (W) = Koo ®k, Dar (W)
donc
DR, o0 (W)PREw = K ®k, Dar,(W)PREr = Ko, @k, WEHr

puisque (Bxk,r ®By , Bar)PR&r = Bqr. Montrer que
Koo ®k Hompep,  (Gx) (W1, Wa) — Homgep,  0Rx,,) (DdR,00(W1); DaR,00 (W2))

est un isomorphisme se raméne alors & montrer que I’application K., ®x Wk —
Ko ®k, WEK™ est un isomorphisme, ce qui est clair.
La derniere assertion en résulte grace au lemme 2.7. O
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Il s’impose bien siir de comparer la classification des Bgr-représentations de Gi
via les Koo ((t))-modules & connexions réguliéres donnée par le théoréme 3.12 avec la
classification via les représentations linéaires de DRk _ et c’est ce que nous ferons
au §3.8. Mais nous allons auparavant donner la liste des classes d’isomorphismes
d’indécomposables dans la catégorie des Bgr-représentations de G .

3.7. Classification des Bggr-représentations. — Pour toute Byr-représentation
W de G, on appelle poids de de Rham de W les poids de Dyr,oo(W) munis de 'action
du sous-groupe DR%_ de DRk, .

Remarquons (th.3.13) que, si W est un réseau de W stable par Gk, et si W =
W/tW, les poids de de Rham de W sont les a + Z, pour « poids de Sen de W. En
particulier, les poids de de Rham de W forment un sous-ensemble fini de K /Z stable
par Gg.

Soit X un sous-ensemble de K stable par Gk et contenant Z. On dit qu’une Bgr-
représentation W de G est de type dRx si ses poids de de Rham sont dans X/Z. On
dit que W est de type dR'¢ si en outre 'action de DRk, = DR XG, sur Dyr, oo (W)
se factorise a travers DRg__, i.e. si G, opére trivialement.

En particulier, on dit que W est presque de de Rham (resp. est de de Rham ) si
elle est de type dRz (resp. dR}'). Dire que W est de de Rham signifie que W est
triviale, i.e. isomorphe & B('}R pour un entier h convenable. On a Byr z = Bar[logt]
et B(TR,Z ="Bgr.

Comme dans le cas des C-représentations (prop.2.11), lorsque X est un
sous-groupe, la sous-catégorie pleine Repp, . x(Gk) (resp. Repgp, . x(Gk)) de
Repp,, (Gk) dont les objets sont les Byr-représentations de type dRx (resp. dR%)
est une sous-catégorie tannakienne. La catégorie Repg,  x(GKk) est stable par exten-
sion et Repg,, x(Gk) est la sous-catégorie pleine de Repp, . x(Gk) dont les objets
sont ceux qui sont semi-simples.

Rappelons que C(K) (resp. C(K/Z)) désigne l’ensemble des orbites de K
(resp. K/Z) et que l'on a construit au §2.6, pour chaque A € C(K), un objet
simple K[A] de la catégorie des Koo-représentations de I' dont la K-algebre des
endomorphismes est un corps gauche D4 de centre K 4. Posons alors Ko ((2))[4] =
Koo((8) ®K .. Koo[A] et Bar[A] = Bar ®k.. Ko[A] = Bar ®r.. (1)) Koo ((2))[A].

Proposition 3.18. — Pour tout A € C(K), Koo((t))[A] est un objet simple de
Repg_(t))(I') tandis que Bar[A] est un objet simple de Repg, (Gk). On a

Endrep,__ ), (1) (Koo (1))[A]) = Endrep,, _(Gx)(Bar[A]) = Da.
Si A, A" € C(K) et si A, A’ désignent leurs images dans C(K/Z), on a

Koo(($)[A] ~ Koo((t))[A") <= Bur[A] ~ Bar[A] <= A= A'.
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Démonstration. — 11 suffit de vérifier ces deux assertions pour les C-représentations.
Rappelons que l'on a noté p?*4 la dimension de Dy sur K. Alors Ko[A] est
un Ko ®x Ka-module libre de rang p®4 et on voit qu’il en est de méme de
DyR,00(Bar[A]) ; en outre les poids de de Rham sont les o + Z, pour o € A. On en
déduit immédiatement que, si Bqr[A] ~ B4r[A’], alors A=A. Réciproquement,
siA= Z/’, comme Gk opere trivialement sur Z, il existe ¢ € Z tel que a +1 € A'.
Le sous-K -espace vectoriel de Bqr[A] formé des t' ® z, avec © € Koo[A] est alors
isomorphe & K, [A’] et cet isomorphisme induit, par extension des scalaires un
isomorphisme de Bggr[A] sur Bgr[A'].

Prouvons alors la premiére assertion. On voit que Endge,, Koo (DRK L) (D4R, o0 (Bar[A4])
s’identifie & une algébre de matrices carrées a p4-lignes et colonnes & coefficients dans
Ko ®k Ka. D’apres le théoreme 3.17, c’est aussi Koo QK EndRedeR(GK)(BdR[A]).

Par fonctorialité D4 = Endgep, (1) (K [A]) s’envoie dans Endgep,, () (B4r[A4])
d’ou une fleche injective de Koo @ Dy dans Ko, Qg EndRedeR(GK)(BdR[A]).
Pour des raisons de dimension, cette fleche est bijective. L’inclusion Dy —
EndRedeR(GK)(BdR[A]) est donc bien un isomorphisme; en outre le fait que ce
dernier anneau soit un corps implique que Bgr[A] est bien un objet simple de
Repp,, (Gk)- O

Le résultat suivant est alors immédiat.

Théoréme 3.19. — Pour tout a € C(K/Z), notons @ son image inverse dans K, choi-
sissons un relévement A, € C(K), posons Koo((t))[a] = Koo((t))[Aa], Barla] =
Bar[Aa] et do = da, sa = sa. Pour tout d € N*, posons aussi Koo((t))[a;d] =
Koo ((t)[a] ®z, Zp(0;d) et Byrla;d] = Bar[a] ®z, Zy(0;d).

Soit W une Bggr-représentation de Gk (resp. une Koo ((t))-représentation de T ).
Alors

i) Pour que W soit simple, il faut et il suffit qu’il existe a € C(K/Z) tel que
W =~ Bgrla] (resp. W ~ K ((t))[a]); alors W est de type dRY* et de dimension
dap® sur Bar (resp. Koo((2)))- .

1) Pour que W soit indécomposable, il faut et il suffit qu’il existe a € C(K/Z) et
d € N* tels que W ~ Bggrla;d] (resp. W ~ Ko ((t))[a;d]); alors W est de type dR;
et de dimension d.d,p** sur Bar (resp. Koo ((1))).

ii) il eziste des entiers naturels (hq,a) (W) cc(®/z),den+ Presque tous nuls, unique-
ment déterminés, tels que

a ~ _ . Nha,a(W
W > ®,cc®/z),aen- Bar(a; dhesW) pesp. W ~ Buec(®/z),den Koo ((8))[as d] a(W),
Le théoréme 3.13, nous dit que, si X est un sous-groupe de K stable par Gk et
contenant Z, pour qu’une B4r-représentation W de Gk soit de type dRx, il faut et
il suffit qu’il existe un réseau W de W stable par Gk tel que W/tW est de type Sx
et alors la méme chose est vraie pour tout réseau stable par Gg.
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Pour le type dR'} en revanche, on remarque qu'une Bqyr-représentation W de Gk
peut tres bien admettre un réseau W stable par Gk tel que W/tW est de type S¥
sans que W, qui est alors de type dRx soit pour autant de type dR%}. On peut par
exemple prendre W = Bggr + Bgr logt C Bar,z avec W le réseau engendré par 1 et
tlogt. En revanche, si tous les réseaux W de W sont de type S%¢, W est de type dR%
comme le montre I’analogue du théoreme 3.13 :

Proposition 3.20. — Soient r € N et X un sous-groupe de a, stable par Gk et conte-
nant Z. Soient W une Bggr-représentation de G et

Dir, x,»(W) = (Bg x ®B7, W)Grr,
L’application évidente
pir,x.r(W) : Bir x ®k, Dir, x (W) — Bg x ®pp, W

est injective et Din x (W) est un K, -espace vectoriel de dimension inférieure ou
égale a la dimension de W sur Bgr, avec égalité si et seulement si W est de type
dR%.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) on a dimg, Dy x (W) = dimp,, W

i) l’application pjiy x (W) est bijective,

1) pour tout réseau W de W stable par G, la C-représentation W/tW est de
type S¢.

Démonstration. — Cela peut se voir

— soit en se ramenant, par décomposition en somme directe au cas o W est indé-
composable et en utilisant la classification des indécomposables ;

— soit en recopiant la preuve du théoreme 3.13, & ceci prés que pour montrer que
(iii) implique (i), les mémes techniques permettent de se ramener au cas ou W est
de type dRyz, i.e. est presque de de Rham et on remplace alors le lemme 3.14 par le
résultat suivant :

Proposition 3.21. — Soit W wune Bggr-représentation de Gg. Pour que W soit de
de Rham, il faut et il suffit que, pour tout réseau W de W stable par Gk, la C-
représentation W/tW soit de Hodge-Tate.

Démonstration. — Le théoréme 3.13 nous permet de nous ramener au cas ou W
est presque de Hodge-Tate, donc est isomorphe & une somme directe de Bggr-
représentations du type B4gr(0;d) et le résultat devient évident. 0O

3.8. Connexions réguliéres et représentations de DR. — Cachée derriére

la comparaison entre la classification des Bggr-représentations par des modules &
connexion et celle par des représentations linéaires de DRk, il y a une ®-équivalence
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entre les catégories tannakiennes R ; et Rep g (DREg), valable pour tout corps FE de ca-
ractéristique 0. Pour énoncer ce résultat, remarquons que, si ’'on pose encore ¢t = t(),
la E-algebre Bg z s’identifie & E[t,t71].

On note d : By — By ®dt/t la dérivation canonique, i.e. I'unique E-dérivation qui
envoie t(*) sur at{® ®dt/t, pour tout a € E et logt sur dt/t. Par restriction elle induit
une dérivation de Bg dans Bg ® dt/t et la restriction de cette derniere a E[t,t~}] est
la restriction a cet anneau de la dérivation canonique

d: E((t)) — E((t) ® dt/t = Qp(1))/E-

On appelle module & connexion sur E[t,t~!] (resp. Bg) la donnée d’un module Z
sur cet anneau muni d’une application E-linéaire Vj : Z — Z telle que Papplication
z+— Vz = Voz®dt/t vérifie la régle de Leibniz.

Soit alors Y un E((t))-espace vectoriel de dimension finie A~ muni d’une connexion
réguliere V. Soit Yy la réunion des sous-FE-espaces vectoriels de dimension finie de Y
stables par Vg. Il est clair que c’est un sous-Elt, t‘l]-module de Y, stable par V.
Autrement dit, on peut considérer Yy comme un module & connexion sur E[t,t71].
Par extension des scalaires, on munit Bg ® E[t,t-1] Yo d’une structure de Bg-module a
connexion. On le munit aussi d’une action de DR en posant o(b® y) = o(b) ® y si
c € DRg,be BgetyecYyp.

Il est clair que le sous- E-espace vectoriel Ig(Y) = (B ®gjg,¢-1) Yo)v=o des sections
horizontales est stable par ’action de DRg.

De méme, soit Z une représentation E-linéaire de dimension finie de DRg. Le
groupe DREg opére sur Bg et sur Z, donc aussi sur le produit tensoriel Bg @ g Z. On
définit une connexion sur ce Bg-module en posant V(b® z) = 2 ®db. Il est clair que le
sous- E-espace vectoriel Zyp = (BEQgZ )]D’]RE formé des éléments sur lesquels ’action de
DRg est triviale est en fait un sous-E[t,t~1]-module de (Bg ® g Z)PR#, stable par V.
Par extension des scalaires, on en déduit une connexion sur le E((t))-espace vectoriel
Mg (Z) = E((1)) ®g(t,t-1) Zo-

Théoreme 3.22

t) Soit Z une représentation E-linéaire de dimension finie h de DRg. Alors Zy est
un E[t,t~]-module libre de rang h et la connezion sur Mg(Z) est réguliére. De plus
lapplication naturelle

Bg ®g(t,t-1) Zo — Be ®p Z
est un isomorphisme.
i1) Soit Y un E((t))-espace vectoriel de dimension finie h muni d’une connezion
réguliére. Alors Yy est un E[t,t~']-module libre de rang h et Ig(Y) est un E-espace
vectoriel de dimension h. De plus les applications naturelles

E((t)) ®pt-11Yo — Y et Be Qp Ie(Y) — Be Qg1 Yo

sont des isomorphismes.
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i) Le foncteur Mg : Repg(DRE) — RE,; induit une ®-équivalence entre ces deux
catégories et Ig est un quasi-inverse.

Commengons par énoncer deux lemmes :

Lemme 3.23. — Si Z est comme dans le théoréme et si Y = Mg(Z), Uapplication
naturelle Zg — Yy est une bijection.

Lemme 3.24. — Le foncteur Mg : Repg(DREg) — RE; est essentiellement surjectif.

Montrons comment le théoréme se déduit de ces deur lemmes.

Prouvons d’abord (i) : Notons Cg ’algebre affine de DRg. On voit facilement que
Zoo = (Ce ®p Z)PRE est un E-espace vectoriel de dimension h et que l'application
naturelle Cg ® g Zog — Cg ®g Z est un isomorphisme.

Choisissons un systéme S de représentants de E/Z dans E, stable par G g. Pour tout
i € Z fixé, les t(>T9 (log )7, pour @ € S et j € N sont des éléments de B linéairement
indépendants sur E. Notons grg Bz le sous-E-espace vectoriel qu’ils engendrent et
posons gr Bp = gry By N Bg. Clest un sous-E-espace vectoriel de Bg stable par
DREg. La projection de Bg sur Cg induit un isomorphisme de gr% Bg sur Cg et la
multiplication par ¢ un isomorphisme de grl Bg sur gry Bg. On en déduit que le
choix de S nous permet d’identifier Zy & E[t,t!] ® g Zoo qui est bien un E[t, ¢t~ 1]-
module libre de rang h et que Bg ® Eltt—1] Zo — Bg ®g Z est bien un isomorphisme.
On voit que E[t]®E Zoo est stable par Vg, donc aussi E[[t]] ® gy Zoo qui est un réseau
de Mg(Z) et la connexion sur Mg(Z) est bien réguliére.

Montrons maintenant (ii) dans le cas ou Y = Mg(Z), avec Z comme ci-dessus.
D’apres le lemme 3.23, 'inclusion Zy C Yy est une égalité. En particulier, Yy est libre
de rang h sur E[t,t™!] et Papplication E((t)) ®gj,s-1) Yo — Y est un isomorphisme.

On a aussi Bg ®g[3,t-1] Yo = BE ®pg[s,t-1] Lo = Bg ®g Z, donc Ig(Y') = Z puisque
(Be)v=0 = E. 1l en résulte bien que Bg ® Ig(Y) s’identifie bien a Bg ®g(s,1-1] Yo-

Il est maintenant clair que Mg induit une ®-équivalence entre Repg(DRE) et la
sous-catégorie tannakienne de Rg,; image essentielle de ce foncteur et que la restric-
tion de Ig a cette sous-catégorie est un quasi-inverse. Le lemme 3.24 permet donc de
conclure. O

Preuve du lemme 3.23. — Quitte & remplacer E par une extension finie galoisienne,
on peut supposer que les poids de Z, pour l'action de DR, sont dans E/Z. Par
dévissage, on se rameéne au cas ou Z est simple, ce qui implique que G, opeére tri-
vialement donc que Z est de dimension 1 avec un unique poids a € E/Z. Soit z une
base de Z sur E. Si S est comme ci-dessus et si o désigne le relevement de a dans S,
Zo (resp. Y = Mg(Z)) est le E[t,t~}]-module libre de rang 1 (resp. le E((t))-espace
vectoriel de dimension 1) de base u = t(~*) ® z et on a V(u) = —au. Nous devons
montrer que si y € Y est tel que le sous-E-espace vectoriel de Y engendré par les
V%(y), pour j € N est de dimension finie, alors y € Zy. Considérons un tel y. Il existe
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un entier m > 1 et xg,z1,...,Znm—1 € E pas tous nuls tels que Z;";Ol zjVé(y) = 0.
Siy= (3 ,czcnt™u, on voit que V{(y) = (3_,,cn(n — @) cpt™)u. On doit donc avoir
Z;"z—ol Y nez &i(n — a)lcpt™ = 0, ou encore

m—1

(n — @)’ z; = 0 pour tout entier n tel que ¢, # 0

=0
Sing,nq,...,nm—1 sont des entiers distincts, le déterminant de la matrice des (n;—a)?,
pour 0 < 7,5 < m — 1 est non nul. On en déduit qu’au plus m — 1 des ¢, sont non
nuls, donc que y € Zp. O

Preuve du lemme 3.24. — C’est une conséquence immédiate de la classification des
modules & connexion réguliere sur E((¢)) (cf. [Ma65], th.4, lorsque E est algébrique-
ment clos, le cas général s’en déduit facilement). O

Pour toute Bgr-représentation W de Gk, notons Aggr,s(W) la réunion des sous-
K-espaces vectoriels de dimension finie de W& stable par I. C’est aussi la réunion
des sous-K-espaces vectoriels de dimension finie de Agr (W) stables par Vq. C’est
un sous-K[t, t~]-module de Agr(W). Le théoréme précédent montre qu’il est libre
de rang la dimension de W sur Bygr et que I'application naturelle

Kowo((t) ®kot,t-1] Adr,f (W) — Agr(W)

est bijective.
Par ailleurs,

DdR,oo(W) C BK ®K[£,L_1] W = BKOO ®K°°[£,£~1] W > BKoo ®Koo[£,£“] AdR’f(W).
Proposition 3.25. — Soit W une Bggr-représentation de Gk de dimension h. On a
Dyr,00o (W) C Bk, OKoolt,t—1] Agr,s (W) et Uapplication Bx_ -linéaire

Bk, ®K. Ddr,co(W) — Bk, ®k_[t,t-1] Adr,f (W)

déduite de cette inclusion est bijective.
Cette bijection est compatible avec les extensions naturelles de V et de l’action de
Sk.., . En particulier,

Dyr,00(W) = Ik, (Aar(W)) = (Bk,, ®k. [t,t-1] Adr,f(W))v=0
et

Ar(W) = Mk (Daroo(W)) = Koo ((t)) ®k . [t.t-1] (BKoo @Ko Dar,oo(W))5%es.

Démonstration. — Compte-tenu du théoréme précédent, c’est une simple analyse de
la définition des différents foncteurs qui interviennent dans cet énoncé.

Toutefois, le lecteur consciencieux remarquera que ’'on n’a besoin pour la preuve
que de la partie facile du théoréme précédent : on sait a priori que, pour toute Byr-
représentation W de Gk, Aqr(W) est dans I'image essentielle du foncteur Mg __. On
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n’a donc pas besoin de connaitre I’essentielle surjectvité de ce foncteur, ce qui fait que
I'on n’utilise pas la classification des modules & connexions régulieres sur E((¢)). O

Remarques

(1) Soit Bur = C((t)) le corps des séries formelles en 'indéterminée t & coefficients
dans C sur lequel Gi opére comme on pense (I'indéterminée ¢ est toujours un géné-
rateur de Z,(1)). C’est le corps des fractions de B = C[[t]] = lim C [t]/t" et on

munit EET de la topologie de la limite projective (chaque C[t]/t" étant muni de sa
topologie d’espace vectoriel de dimension finie sur C). Tout ce qu’on vient de raconter
dans ce chapitre se transpose mot pour mot a ’étude des EHT—représentations de Gk
(mais comme la projection E,‘{"T — C admet une section continue G g-équivariante,
ces résultats sont essentiellement triviaux).

En particulier, on peut associer & toute ]§HT-représentati0n W de Gk un K-
espace vectoriel de dimension finie Dyt,00(W) muni d’une action de DRk et la
connaissance de Dyr,00 (W) détermine W & isomorphisme pres.

(2) Soit W une Bggr-représentation de Gx et W un réseau de W stable par Gk .
Le choix de ce réseau permet de munir W d’une filtration,indexée par Z, décroissante,
exhaustive et séparée en posant Fili,v W = W = t'W, pour tout i € Z. On voit
alors que gry, W = ®ezgri, W, avec gr' W = Fil‘ W/ Fil'*' W a une structure
de §HT—représenta,tion (en fait graduée) de Gk . Les représentations Dyr, (W) et
Dur,oo(gryy(W) de DR, = DRgm x G, ne sont pas forcément isomorphes. On
vérifie que l'action de DR%_ est la méme mais que celle de G, peut étre différente
(la classe d’isomorphisme de Dyr,c0(gryy) muni de l'action de G, dépend en général
du choix du réseau W).

4. Généralités sur les représentations p-adiques

4.1. Poids et types d’une représentation. — Dans ce chapitre, F' est un sous-
corps fermé de K. La catégorie Repp(Gk) est donc la catégorie des F-espaces vec-
toriels de dimension finie sur F munis d’une action linéaire et continue de Gi. Dans
le chapitre suivant, on va s’intéresser aux représentations p-adiques, ¢.e. au cas ou
F =Q,.

Nous allons voir rapidement comment les résultats des chapitres 2 et 3 s’appliquent
aux F-représentations de Gi. Dans tout ce qu’on va faire, on ne change rien en
remplagant la représentation V' considérée par Vg = K ®, V ce qui fait que 'on
pourrait aussi bien ne parler que de K-représentations.

Soit V' une F-représentation de Gk . Alors Vo = C ®p V est de facon évidente une
C-représentation de G et Vagr = Baqr®r V une Byr-représentation de G . Pour tout
foncteur D défini sur la catégorie des C-représentations (resp. B4r-représentations)
de Gk, on pose D(V) = D(V¢) (resp. D(V) = D(Vyr)).
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Les poids de Sen (resp. de de Rham ) de V sont les poids de Sen de Vi (resp. de
de Rham de Vyg). Les premiers forment un sous-ensemble fini, stable par Gx de K
et les seconds sont leurs images dans K /Z.

Si Xest un sous-ensemble de K stable par Gk et contenant Z, on dit que V est de
type Sx (resp. S%¢) si Vo lest, que V est de type dRx (resp. dRZ) si Var l'est. On
voit donc (th.3.13 et prop.3.20) que 'on a les implications

V est de type dR} => V est de type S

| |

V est de type dRx <= V est de type Sx

On dit aussi que V est de Hodge-Tate (resp. presque de Hodge-Tate) si Vo est
(c’est-a-dire si V' est de type S7* (resp. Sz). De méme on dit que V est de de Rham
(resp. presque de de Rham ) si Vgr l'est (c’est-a-dire si V' est de type dR}" (resp. dRz).
On a donc les implications

V est de de Rham ===V est de Hodge-Tate

l

V est presque de de Rham <= V est presque de Hodge-Tate

4.2. Graduations, v-graduations, filtrations et v-filtrations. — Soit £ un
corps commutatif. Pour tout F-espace vectoriel D, on appelle graduation sur D la
donnée d’une graduation par des sous-E-espaces vectoriels indexée par Z, i.e. d'une
décomposition de D en somme directe de sous- E-espaces vectoriels D = @;¢z gr D.
Un E-espace vectoriel gradué est un E-espace vectoriel muni d’une graduation. Avec
comme fléches les applications E-linéaires qui respectent la graduation, les modules
gradués forment une catégorie abélienne E-linéaire qui s’identifie a la catégorie des
représentations E-linéaires (pas nécessairement de dimension finie) de G, (pour tout
i € Z, gr* D est la partie de poids 7).

On définit de fagon évidente le produit tensoriel de deux E-espaces vectoriels gra-
dués, de méme que le dual d’'un FE-espace vectoriel gradué de dimension finie. Le
E-espace vectoriel gradué unité est E avec gr° E=E et gr* E =0si i # 0.

On appelle v-graduation sur un E-espace vectoriel D la donnée d’une graduation et
d’un endomorphisme nilpotent v : D — D qui respecte la graduation. Les E-espaces
vectoriels v-gradués forment, de maniére évidente, une catégorie abélienne E-linéaire
qui s’identifie & la catégorie des représentations E-linéaires de G,, X G4 (cf. §2.4).

On définit de fagon évidente le produit tensoriel de deux E-espaces vectoriels v-
gradués (on a v(d; ®dz2) = v(d1)®d2+d1 ®v(d2)), de méme que le dual d’'un E-espace
vectoriel v-gradué de dimension finie (on a v(f)(d) = —f(v(d))). C’est clair aussi ce
qu’est la structure de E-espace vectoriel v-gradué unité sur E.

Pour tout E-espace vectoriel D, on appelle filtration sur D la donnée d’une filtration
par des sous-E-espaces vectoriels indexée par Z, décroissante, exhaustive et séparée,
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i.e. on se donne des sous-E-espaces vectoriels (Fili D);ez de D vérifiant Fil'*' D c
Fil'! D, pour tout i, U;ez Fil' D = D et Niez Fil' D = 0. Un E-espace vectoriel filtré
est un E-espace vectoriel muni d’une filtration. Avec comme fleches les applications
E-linéaires qui respectent la filtration, les E-espaces vectoriels filtrés forment une
catégorie additive, E-linéaire, qui n’est pas abélienne.

Un morphisme strict de E-espaces vectoriels filtrés est un morphisme f : D; — Dy
de E-espaces vectoriels filtrés tels que f(Fil° D;) = Fil*Dy N f(D5), pour tout i € Z.
Une suite de morphismes de E-espaces vectoriels filtrés est dite ezacte si tous les
morphismes de la suite sont stricts et si c’est une suite exacte en tant que suite
d’applications linéaires.

Si D est un E-espace vectoriel filtré, un sous-objet D’ de D (resp. un quotient D"
de D) est un sous- E-espace vectoriel (resp. un E-espace vectoriel quotient) muni de la
filtration induite. Pour tout sous-E-espace vectoriel D’ du E-espace vectoriel filtré D,
si D" = D/D’, la suite

0—D —D-—D"—0

est exacte.
Si D; et D, sont deux E-espaces vectoriels filtrés et si I’'un des deux au moins est
de dimension finie, on définit une filtration sur Dy ® g D2 en posant

Fil'(D, ® Do) = Y Fil" Dy @ Fil* D,.
11+i2=1
De méme, le dual d’un E-espace vectoriel filtré D, de dimension finie sur F, est le
E-espace vectoriel dual D*, avec Fil* D* égal & 'orthogonal de Fil=**! D. Le E-espace
vectoriel filtré unité est E avec
_ i
Fili B — {E Sl.l <0
0 sinon
A tout E-espace vectoriel filtré D, on peut associer le F-espace vectoriel gradué
gr D = @z grt D, avec gr* D = Fil’ D/ Fil*t! D. On obtient ainsi un foncteur additif
E-linéaire de la catégorie des F-espaces vectoriels filtrés dans celle des E-espaces
vectoriels gradués. Ce foncteur est exact (au sens qu’il transforme toute suite exacte
en suite exacte) et fidele. C’est un ®-foncteur au sens qu’il commute de maniére
évidente au produit tensoriel, au dual et envoie ’objet-unité sur I’objet-unité.

Une v-filtration sur un E-espace vectoriel D est la donnée d’une filtration et d’un
endomorphisme nilpotent v respectant la filtration. Les E-espaces vectoriels v-filtrés
forment de maniére évidente une catégorie additive E-linéaire. Un morphisme de
E-espaces vectoriels v-filtrés est dit strict s’il est strict en tant que morphisme des
E-espaces vectoriels filtrés sous-jacents. On définit de méme la notion de suite exacte
de F-espaces vectoriels v-filtrés.

Un sous-objet (resp. un quotient) d’un E-espace vectoriel v-filtré est un sous-E-
espace vectoriel stable par v (resp. le quotient par un sous-E-espace vectoriel stable
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par v) que 'on munit de la filtration induite. Pour tout sous-objet D’ du E-espace
vectoriel v-filtré D, si D" = D/D’, la suite

0—D —D—D"—0

est exacte.

On définit comme on pense le produit tensoriel de deux E-espaces vectoriels v-filtrés
dont au moins I'un des deux est de dimension finie, le dual d’'un F-espace vectoriel
v-filtré de dimension finie, la structure d’objet-unité de la catégorie des E-espaces
vectoriels v-gradués sur E.

A tout E-espace vectoriel v-filtré D, on peut associer le E-espace vectoriel v-gradué
grD. Le foncteur D +— grD est un foncteur additif F-linéaire, exact et fidele qui
commute au produit tensoriel, au dual et & ’objet-unité.

Enfin, il est commode de convenir que tout morphisme de E-espaces vectoriels
gradués (resp. v-gradués) est strict.

4.3. Applications aux représentations presque de Hodge-Tate. — Les
Fil’' Bgr = Birt' = Bji(i), pour i € Z, munissent Bqr d’une filtration naturelle
qui en font non seulement un K-espace vectoriel mais aussi, en un sens évident une
K-algebre filtrée. La K-algébre graduée associée est Byt = C|[t,t!]. La graduation
sur Byt est la méme que celle qui provient du fait que Byt = B}* = C Qk By,
algebre affine sur C du groupe T = G,y,.

De méme I'anneau Bpgr = Bgrllogt] a une structure d’algebre v-filtrée : on a

Fil' Bpar = Big[logt]t' = B [logt(i)

et l’application v est la Bqr-dérivation —8/01logt. Cette derniére est celle qui cor-
respond a l'action de G, = DRyz sur Bpgr. L’algebre v-graduée gr Bpgr s’identifie
& BpuT. Sur cette derniére la v-graduation provient de ce que G,, x G, opere par
translations & gauche sur son algebre affine sur C' qui est précisément Byut = Bz.

L’action de Gk sur Bgr, But, Bpdr €t Bputr est compatible, en un sens évident,
avec ces structures supplémentaires. Pour toute F-représentation V de Gg, et pour
* € {dR,pdR,HT,pHT} le B.-module B, ® r V = B, ®k Vi est muni d’une action
de Gk (on pose g(b® v) = g(b) ® g(v), pour g € Gk, b € By, et v € V; on le
munit de la structure de K-espace vectoriel filtré (resp. v-filtré, gradué, v-gradué)
produit tensoriel de la structure donnée sur B, avec la structure triviale sur V.
Alors D.(V) = (Bx ®F V)G« est un sous-K-espace vectoriel de B, ®p V qui est
un sous-objet pour la structure de K-espace vectoriel filtré (resp. v-filtré, gradué,
v-gradué) de B, ®f V.

On note p.(V) : B. @k D.(V) — B, ®r V Dapplication B,-linéaire déduite par
extension des scalaires de 'inclusion D, (V) C B, ® V.

Les deux théorémes qui suivent contiennent des résultats qui sont soit évidents soit
des conséquences immédiates des résultats des chapitres 2 et 3.
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Théoréme 4.1. — Soient V une F-représentation de Gk et h la dimension de V' sur F'.
(1) Pour * € {dR,pdR,HT,pHT}, D.(V) est un K-espace vectoriel de dimension
finie < h. L’application p«(V') est injective et c’est un morphisme strict de K -espaces
vectoriels filtrés (resp. v-filtrés, gradués, v-gradués).
(2) Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) la représentation V est de de Rham (resp. presque de de Rham, de Hodge-
Tate, presque de Hodge-Tate)
1) on a dimg D, (V) = h,
i11) Uapplication p.(V) est un isomorphisme.
(3) On a
Dpur(V) = gr Dpar(V), Dur(V) = (Dpurr(V)v=0, Dar(V) = Dpar(V)v=o.

L’application naturelle gr Dar(V) — Dut(V) est injective.

(4) SiV est presque de Hodge-Tate (ou presque de de Rham, cela revient au méme),
V est de de Rham si et seulement siv = 0 sur Dpar(V'), alors que V' est de Hodge- Tate
si et seulement si v(Fil' Dpar(V)) C Fil't! Dpgr(V).

Théoréme 4.2. — Soit x€ {dR, pdR, HT,pHT}. La sous- catégorie pleine Repp .(Gk)
de la catégorie Repp(Gk) formée des représentations qui sont de de Rham
(resp. presque de de Rham, de Hodge-Tate, presque de Hodge-Tate) est une sous-
catégorie tannakienne et la restriction a cette catégorie du foncteur D, est un
foncteur strict (i.e. pour tout morphisme f de cette catégorie, D.(f) est strict),
exact et fidéle, qui commute au produit tensoriel et au dual.

4.4. Représentations presque de Hodge-Tate de dimension 1

Proposition 4.3. — Soit V' une représentation p-adique de Gx de dimension 1. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

1) la représentation V' est presque de de Rham,

i1) la représentation V est presque de Hodge-Tate,

i11) la représentation V est de Hodge-Tate,

iv) la représentation V est de de Rham,

v) il existe i € Z tel que le groupe d’inertie Ik de l'extension K/K opére sur V(—i)
a travers un quotient fini.

Démonstration. — Comme V est de dimension 1 sur Qp, Dyr,oo(V') est de dimension 1
sur K et 'action de G, est triviale. Les équivalences des propriétés (i) & (iv) sont
alors claire.

Montrons ’équivalence de (iii) et (v). On voit que les poids de Sen d’une C-
représentation de Gx ne change pas lorsque ’on remplace K par une extension qui
est un sous-corps fermé de K sur lequel la valuation est encore discréte. Quitte a rem-
placer K par le complété de I’extension maximale non ramifiée de K contenue dans
K, on peut supposer que le corps résiduel est algébriquement clos, i.e. que Gx = Ik.
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Le fait que (v) = (iii) est alors immédiat. Montrons I’implication inverse. Quitte
a remplacer V par V(—i), pour un entier 7 convenable, on peut aussi supposer que le
poids de Sen de V est 0. Si v est un élément non nul de V, il existe alors un élément
non nul ¢ de C tel que c® v € (C ®q, V)°¥. Sin : Gx — Zy est le caractere
qui donne I'action de Gk sur V, on a gc = n~1(g)c, pour tout g € Gg. Quitte &
remplacer K par une extension finie puis & multiplier ¢ par un élément non nul de
K Dbien choisi, on peut supposer que ¢ — 1 € m¢, idéal maximal de O¢. Si a = logc

et si p = —logon : Gk — Qp, on a ga —a = p(g), pour tout g € Gg. Le lemme
ci-dessous implique que a € K, i.e. que p = 0, donc que 7 est d’ordre fini et on a bien
(iil)=(v). O

Lemme 4.4. — Supposons k algébriquement clos et soit a € C tel que ga —a € Qy,
pour tout g € Gi. Alorsa € K.

Démonstration. — Il s’agit de prouver que ga = a pour tout a € Gi. Supposons que
ce ne soit pas le cas. Alors I’application g — ga — a défini un homomorphisme continu
non nul p : Gg — Q, et I'image de p est un sous-groupe compact non nul de Qy.
Quitte & multiplier @ par un scalaire non nul, on peut supposer que cette image est
égale & Z,,. Soit H le noyau de p. Alors K™ est une Zy-extension Koo de K et CH = L
est ’adhérence de K dans C (th.1.1’). Si I = Gal(K/K), il existe un générateur
topologique 7y de I' tel que vo(a) = a + 1. Pour tout n € N, si K, est 'unique
extension de degré p™ de K contenue dans Ko, 75" est un générateur topologique de
Gal(Koo/Kn) et 'yg" (a) —a = p™. Sil’on choisit a, € Ko tel que vp(a —ay,) = n,ona
vp('ygn —1)(apn) = n; d’aprés I'assertion (iii) de la proposition 1.4, il existe A, € K,
tel que vp(an — An) 2 n—1/(p—1) et on a aussi vp(a — A,) =2 n—1/(p—1). On
peut alors écrire vo(An) = A\p + 1 — x,, ol x,, € K, vérifie vp(z,) 2 n —1/(p — 1).
Comme trg,, /kx(70(An)) = trg, /k(As), on en déduit que trg, k() = p™. Pour n
suffisamment grand, cela contredit le fait que vp(trg,, /x (Tn)) = vp(zn)+(p—1)n/pex
(prop. 1.6). O

Remarque. — En utilisant une analyse de la ramification encore plus fine que celle
que nous avons faite ici ([Sen72]), Sen a montré plus ([Sen80], cor.au th.11) : Pour
qu’une représentation p-adique V de Gk soit de Hodge-Tate, avec seulement 0 comme
poids de Sen, il faut et il suffit que le groupe d’inertie Ix opeére sur V a travers un
quotient fini. Sen montre en fait un résultat beaucoup plus fort ([Sen73] dans le
cas Hodge-Tate et [Sen80], th.11 dans le cas général) : Comme 'image du groupe
d’inertie I dans le groupe Autg, (V') des automorphismes du Q,-espace vectoriel V
est un sous-groupe fermé, c’est un groupe de Lie p-adique et son algebre de Lie g est
une sous-algebre de Lie de Endg, (V). Sen montre que g est le plus petit sous-Q,-
espace vectoriel de Endg, (V') tel que C ®q, g contient I’endomorphisme de Sen.
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5. Représentations semi-stables et (¢, N)-modules filtrés

5.1. Les (¢, N)-modules filtrés. — Le corps résiduel k de K est une cloture al-
gébrique de k. On note Ky (resp. Fo) le corps des fractions de ’anneau des vecteurs
de Witt & coefficients dans k (resp. k) et o le Frobenius absolu agissant sur k, k (via
T (L‘p), Ko et Po.

On appelle p-module sur k (ou @p-module, s’il n’y a pas de risque de confusion
sur k) la donnée d’un Ky-espace vectoriel D muni d’une application o-semi-linéaire
¢ : D — D (i.e. d’'une application additive vérifiant p(Ad) = o(A)e(d) si A € Ky,
d € D). On appelle (¢, N)-module (sur k) la donnée d’un ¢-module D muni en outre
d’une application Kg-linéaire N : D — D vérifiant

N¢ =ppN.

Un p-module fini (resp. un (p, N)-module fini) est un p-module (resp. un (¢, N)-
module) D qui est de dimension finie en tant qu’espace vectoriel sur Ky et tel que ¢
est bijectif sur D (il revient au méme de demander que ¢ est injectif ou surjectif). Un
p-module fini est donc ce que 'on appelle d’habitude un F'-isocristal sur k.

Les ¢-modules (resp. les (@, N)-modules) forment de fagon évidente une catégorie
abélienne Qp-linéaire, la catégorie des ¢-modules pouvant étre identifiée & la sous-
catégorie pleine de celle des (¢, N)-modules dont les objets sont ceux sur lesquels
N = 0. Les sous-catégories pleines des ¢-modules finis et des (¢, IN)-modules finis
sont stables par sous-objet, quotient, somme directe et sont encore abéliennes. Celle
des (¢, N)-modules finis est aussi stable par extension.

On peut définir le produit tensoriel D1 ® Dy de deux (¢, N)-modules D; et Da;
le Ky-espace vectoriel sous-jacent est le produit tensoriel des Kp-espaces vectoriels
sous-jacents et, si dy € Dy et da € Dy, on a ¢(d1 ® d2) = pdy @ pdz et N(d; ® d2) =
Nd; ® do + di ® Ndy. Le produit tensoriel de deux p-modules est encore un -
module (on a encore N = 0) et le produit tensoriel de deux (¢, N)-modules finis est
encore un (¢, N)-module fini. Si D est un (p, N)-module fini, on peut définir son dual
D*; le Kp-espace vectoriel sous-jacent est le dual de D, sin € D* et d € D, on a
(en)(d) = o(n(e~1d)) et (Nn)(d) = —n(Nd). La catégorie des (¢, N)-modules finis
devient ainsi une catégorie tannakienne sur Q, dont 'objet-unité est Ko, avec ¢ = 0o
et N = 0. Il en est de méme de la sous-catégorie pleine des ¢-modules finis. Comme,
pour tout (¢, N)-module fini D, ’action de NN est nilpotente (cf. plus bas) et comme
le noyau de N est un sous-objet, les objets simples de la catégorie des (¢, N)-modules
finis sont les mémes que ceux de la catégories des p-modules finis.

Le résultat suivant est essentiellement dii & Dieudonné [Di57], voir aussi Manin
[Ma63] ou Demazure [De72] :

Proposition 5.1. — La catégorie des p-modules finis sur k est semi-simple.
Pour tout nombre rationnel o, posons o =r/h avecr,h € Z, h > 1, r et h premiers
entre euz. Soit Do) l'unique p-module fini sur k dont le Py-espace vectoriel sous-jacent
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est PP, avec, si {dy,da,...,dn} désigne la base canonique,
p(d;) =diy1 sii # h et p(dp) =p"dy.

Alors chaque Dy est un objet simple et chaque objet simple de cette catégorie est
isomorphe a un et un seul de ces D|y).

Si D est un @-module sur k et si a = r/h est comme ci-dessus, le sous- Py-espace
vectoriel D, de D engendré par les d tels que ¢"d = p"d est stable par ¢ et est la
somme des sous-p-modules de D isomorphes & D). Si D est fini, presque tous les D,
sont nuls et D = ®oecqDa-

Si maintenant D est un ¢-module sur k, D=P® Ko, D a une structure évidente
de p-module sur k et D s’identifie & un sous- Ko-espace vectoriel de D stable par ¢.
On pose Do, = DN D,. On appelle D, la partie de pente oo de D. Si D est fini, on a
encore

D= @aeQDa
et on appelle cette décomposition la décomposition isopentique de D. Les nombres
rationnels « tels que D, est non nul s’appellent les pentes de D.

Si D est un (p, N)-module fini et si D = @qecgDq est la décomposition isopentique
du ¢-module fini sous-jacent, la relation Ny = ppN implique que N(D,) C Dg-1,
pour tout a € Q (et donc, en particulier, que N est nilpotent sur D).

On appelle (¢, N)-module filtré sur K (ou (v, N)-module filtré s’il n’y a pas de
risque de confusion sur K') la donnée d’un (¢, N)-module D et d’une structure d’es-
pace vectoriel filtré sur le K-espace vectoriel Dg = K ®k, D (§4.2). Les (¢, N)-
modules filtrés forment, de maniére évidente, une catégorie additive Qp-linéaire que
nous notons M.

Sif:D — Detg:D — D" sont des morphismes de (¢, N)-modules filtrés, on
dit que

0—D —D-—D"—0

est une suite exacte courte de (¢, N)-modules filtrés si la suite sous-jacente de (p, N)-
modules est une suite exacte courte et si
0— Dy — D — D}, — 0

est une suite exacte courte de K-espaces vectoriels filtrés.

Un sous-(p, N)-module filtré D' d’un (¢, N)-module filtré D est un sous-Ko-espace
vectoriel stable par ¢ et N, ol 'on munit D}, = K ®k, D' C K Qk, D = Dk de la
filtration induite. Il existe alors sur le Ky-espace vectoriel quotient D’ = D/D’ une
unique structure de (¢, N)-module filtré telle que

0—D —D—D"—0

soit une suite exacte courte de (¢, V)-module filtrés ; on 'apelle le (¢, N)-module filtré
quotient de D par D'.
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On dit qu’un (¢, N)-module filtré est fini si le (¢, N)-module sous-jacent est. Si
D et Dy sont deux (¢, N)-modules filtrés et si I'un des deux est fini, on peut définir
le (¢, N)-module filtré Dy ® D5 : le (¢, N)-module sous-jacent est le produit tensoriel
sous-jacent et le K-espace vectoriel (D1 ® D)k s’identifie & (D1)k ®k (D2)k et a une
structure d’espace vectoriel filtré (§4.2). On peut définir de la méme fagon le (¢, N)-
module filtré dual d’un (¢, N)-module filtré fini. La catégorie des (o, N)-modules
filtrés finis n’étant pas abélienne n’est pas tannakienne, mais le produit tensoriel a
toutes les bonnes propriétés qu’on pense. En particulier, Ko, avec p = o, N =0 et la
filtration de K ® g, Ko = K définie par

di  JK sii<0
Fil K“{o sii>0

est un objet-unité.

A tout (¢, N)-module filtré fini D, on peut associer deux invariants numériques
tn(D),tg(D) € Z (ici N = Newton et H = Hodge) :

i) Le premier ne dépend que de la structure de ¢-module sous-jacente & D : si
dimg, D = 1, si d est un générateur de D et si pod = Ad, ty(D) est la valuation p-
adique de A (si k # Fp, A dépend du choix de la base, mais pas sa valuation p-adique) ;
si maintenant dimg, D = h, on pose ty(D) = tny(A"D) (on peut voir A®D comme
un sous-objet de De" ). Si D = ®aecqDq est la décomposition isopentique de D, pour
tout a € Q, adimg, D, € Z, pour tout @ et on a aussi ty(D) = Zaec@ adimg, D,.

ii) Le second ne dépend que de la filtration de Dk : si dimg, D = 1, tg(D) est
le plus grand entier 7 tel que Fil' Dg = Dk ; si maintenant dimg, D = h, on pose
tu(D) =ty (A"D). On a aussi ty (D) = Y ,c5 i - dimg (Fil' Dk / Fil'™" D).

On appelle (¢, N)-module filtré faiblement admissible tout (¢, N)-module filtré
fini D vérifiant les deux conditions suivantes :

i)on a ty(D) =tn(D);

ii) pour tout sous-(¢, N)-module filtré D’ de D, tg(D') < tn(D').

On note M'™ la sous-catégorie pleine de M dont les objets sont les (i, N )-modules
filtrés faiblement admissibles. Le résultat suivant est facile & vérifier (c¢f. [Fo94b)) :

Proposition 5.2. — La catégorie _M_fa est abélienne. Si D est un objet de M_fa, les sous-
objets de D dans M™ sont les sous-(¢, N)-modules filtrés D' de D tels que tgr(D’) =
tN(D').

En revanche, le résultat suivant est beaucoup plus difficile :

Proposition 5.3. — Le produit tensoriel de deuz (¢, N)-modules filtrés faiblement ad-
missibles est faiblement admissible.

Ce résultat équivaut au fait que la catégorie M™ est tannakienne sur Qp. 11 avait
d’abord été prouvé lorsque N = 0 sur chacun d’eux par Laffaille [La80] pour K = K
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et par Faltings [Fa94] pour K quelconque; puis dans le cas général par Totaro [To96].
C’est aussi une conséquence triviale du théoréme 5.9 ci-dessous.

5.2. Les anneaux Bis et Bg. — On se propose de rappeler brieévement la
construction de quelques unes des principales propriétés des anneaux B.is et Bg;. On
renvoie 4 [Fo94a] pour les preuves qui sont immédiates, sauf celles des propositions
5.4 et 5.5.

Reprenons les notations du §3.1. En particulier, # désigne la projection de B;R sur
C et £ est un générateur du noyau de la restriction de § & W(R). Notons Agis le sous-
anneau de BIR formé des éléments qui peuvent s’écrire sous la forme Y >_ o a,£™/ml,
avec les a,, € W(R) tendant p-adiquement vers 0 lorsque m +— +o00. Cet anneau
s’identifie au complété pour la topologie p-adique de la sous-W (R)-algebre A% de
BJi engendrée par les £™/m!, pour m € N (qui est contenue dans W (R)[1/p] et
séparée pour la topologie p-adique).

L’anneau Acis contient ¢ et tP~! € pAcis. On pose B, = Acris[1/p] C B;R et
Beris = B:;is[l/t] = Acris[l/t] C Bgr.

On note ¢ 'endomorphisme de Frobenius sur W (R) et W(R)[1/p]. L’anneau A2,

est stable par ¢ qui s’étend & A.is par continuité, ainsi qu’a BX. . On a ¢t = pt et ¢

cris’
s’étend aussi & Beris en posant ¢(1/t) = 1/pt.

Remarque. — Rappelons (§3.2) que BIR = liLnr> L B, et que chaque B, a une struc-
ture d’espace de Banach p-adique. Munissons BIR de la topologie de la limite projec-
tive des B, (qui est moins fine que sa topologie d’anneau de valuation discréte). Alors
B, est fermé dans B;R et c’est un espace de Banach p-adique dont la topologie est

induite par celle de B&"R.

On a £ = [7] — p. Pour tout g € Gk, il existe un unique a(g) € Z, tel que, dans R,
g(m) = €49 7. On note By, 'algébre des polynomes en une indéterminée notée log[r]
a coefficients dans B,is. On prolonge ’action de ¢ et celle de Gk sur Bcis & Bst, en
posant, avec des notations évidentes,

(3 balloglr)™) = 3= (bn)p™ (ogm)"

et g( Z bn(log[w])") = Zg(bn)(log[w] +a(g)t)” pour tout g € Ggk.

Enfin, on note N l'unique Bis-dérivation de Bg; telle que N(log[n]) = —1.

L’action de ¢ et celle de N commutent & celle de G . Comme on a aussi Ny = ppN,
cela nous permet de considérer By, comme un (@, N)-module sur k et sur k& (en un
sens évident, c’est une (p, N)-algébre, munie d’une action de Gk).

Cette construction est indépendante du choix de 7 en ce sens que si ’on choisit un
autre 7 € R tel que 7/(9) = p, il existe b € Z, tel que 7’ = &’7 et ’homomorphisme
de B is—algebre de Beyis[log[n’]] sur Bgis[log[n]] qui envoie log[n’] sur log[n] + bt est
un isomorphisme compatible avec toutes les structures dont on vient de parler.
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Dans B&"R, 1%1 —1=¢/p € Ker6, ce qui fait que la série
> n+1 {W] " > n+len n
S (T =1) fe= Yo
n=1 n=1

converge vers un élément qu’il est naturel de noter log([r]/p). Par conséquent, si 'on
prolonge le logarithme p-adique usuel en posant log(p) = 0, on peut voir log[n] comme
un élément de Bgr. On a le résultat suivant :

Proposition 5.4 ((Fo94a], th.4.2.4). — L’unique homomorphisme de K ®k, Bcris-
algébres
K ®k, Bst — Bar

qui envoie log[n] sur log([n]/p) est injectif et compatible avec laction de Gk .

On utilise ce résultat pour identifier non seulement B.rs mais aussi K ®k, Beris,
By et K @k, Bst a des sous-anneaux de Bgr. On munit K ®g, B de la filtration
induite par celle de Bqgr. Ainsi By a une structure naturelle de (¢, N)-module filtré
sur k et sur k. En un sens évident, c’est une (@, N)-algébre filtrée munie d’une action
de G K-

Il est immédiat que Bis s’identifie au noyau de N dans Bg. On pose
B® = {b € Beyis | p(b) =b} = {b € Bg; | Nb =0 et o(b) = b}.

L’application qui & n : Ko — Bs associe 1n(1) permet d’identifier la Qp-algebre
Hom(<p,N)—modules(K07Bst) a BY.

Proposition 5.5 ([Fo94a], th.5.3.7). — On a BN BIR =Qp.

5.3. Représentations semi-stables et (p, N)-modules filtrés admissibles

Soit V' une représentation p-adique de Gk . Le Bg;-module By ®q, V a une struc-
ture naturelle de (p, N)-module filtré sur K : c’est un Ky-espace vectoriel, on pose
p(b®v) =pb®v, Nb®v) = Nb®v; on a (Bs; ®, V)k = Bsi,x ®q, V et, pour
tout i € Z, on pose Fil'(By ®q, V)x = Fil* Be,x ®q, V.

On pose Dg (V) = (Bst ®q, V)¥% . Comme 'action de Gx commute & celle de ¢
et & celle de N, c’est un sous-(y, N )-module filtré de Bs; ® V. La proposition 5.4 nous
permet d’identifier K ®k, Dst(V) = (Bst,x ®q, V)Ex 3 un sous-K-espace vectoriel
de (Bgr ®q, V)¢* = Dqr(V); on a donc

dimg, Ds(V) = dimg (B, x ® V)% < dimg Dar(V) < dimg, V.

Comme Daction de ¢ est injective sur Bs;, Dgt(V) est un (¢, N)-module filtré fini
sur K. On voit que I'on peut considérer Dy, comme un foncteur Q,-linéaire de la
catégorie Repg, (Gk) des représentations p-adiques de Gk dans celle des (p, N)-
modules filtrés finis.

On dit que la représentation V' est semi-stable si dimg, Dst(V') = dimg, V (ce qui
implique que V est de de Rham et que K ®k, Dst(V') s’identifie, en tant que K-espace
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vectoriel filtré & Dygr(V)). On dit que la représentation V est cristalline si elle est
semi-stable et si en outre N = 0 sur Dg; (V). Cela revient & demander que le Kp-espace
vectoriel Deris(V) = Dgt(V)n=0 = (Beris ®g, V)% qui, a priori, est de dimension
finie inférieure ou égale & la dimension de V' sur Q, est égale a cette dimension.

On dit qu’un (p, N)-module filtré D est admissible s’il existe une représentation
p-adique semi-stable V' de Gk telle que D ~ D4 (V). Cela implique en particulier
que D est fini. On note M® la sous-catégorie pleine de M dont les objets sont les
(¢, N)-modules filtrés admissibles.

Rappelons que Bgis contient le corps Py des fractions de ’anneau des vecteurs de
Witt & coefficients dans k. La fermeture algébrique P de P dans Bgg est une cloture
algébrique de Py contenant le corps P = K Py et le groupe d’inertie Ix de ’extension
K /K s’identifie au groupe de Galois de I’extension P/P.

Proposition 5.6

i) Soit V une représentation p-adique de Gi de dimension 1 sur Q,. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

(a) la représentation V est cristalline,

(b) la représentation V est semi-stable,

(c) il existe un entier i € Z tel que V(—1) est non ramifiée.

S’il en est ainsi, il existe un sous-Kg-espace vectoriel E de dimension 1 de Py stable
par Gg tel que, si v est un élément non nul de V et si by est un élément non nul
de E, alors bot ™t ® v est une base de Dy (V) sur Kp.

i) Soit D un (@, N)-module filtré de dimension 1 sur Kq. Alors D est admissible
si et seulement s’il est faiblement admissible.

Lemme 5.7

i) Soit Gy = Gal(k/k) = Gk /Ix. On a HY .(Gk, W (k)*) = 0.

ii) Pour toute unité u de l’anneau W (k), il existe un élément non nul x € W (k)
tel que p(x) = ux.

Démonstration. — Prouvons (i) : Posons Uy = W (k)* et, pour tout entiern > 1, U, =
1+ p"W (k). Les (Un)nen forment une filtration décroissante, exhaustive et séparée
de W (k)* par des sous-groupes fermés,la topologie induite sur chaque U,,/U,+1 étant
la topologie discrete. Il suffit donc de vérifier que, pour tout n € N et tout 1-cocycle
continu f : Gy — U,, il existe a € U, tel que f — Oa soit a valeurs dans Up41, ou
encore que HY(Gk,U,/Upn+1) = 0 pour tout n, ce qui est bien connu, puisque Uy/U;
s’'identifie & E*, tandis que, pour n > 1, U,/U,+1 est isomorphe au groupe additif
de k.

L’assertion (ii), facile & vérifier directement, est un cas particulier du théoréme sur
la classification des F-isocristaux sur un corps algébriquement clos (prop.5.1). O

Prouvons la proposition 5.6. — L’implication (a) = (b) est claire.
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Montrons que (b) = (c). Il est clair que, si V' est semi-stable en tant que repré-
sentation de G, elle I’est aussi en tant que représentation de I = Gal(P/P) et on
peut supposer k algébriquement clos. Come V est de de Rham, il existe (prop.4.3)
i € Z tel que Gk opere sur V(—i) & travers un groupe fini. Comme ¢* est un élément
inversible de By qui est un générateur du Qp-espace vectoriel Qp (%), V(—14) est aussi
semi-stable et 'on peut supposer que i = 0. Si v € V est non nul, il existe alors un
élément non nul ¢ € K = P tel que Dgr(V) est le K-espace vectoriel engendré par
¢ ®v. Comme Dg (V) C Dgr(V), on peut choisir ¢ € Bg. Mais By N K = Ky (pour
tout ¢ € By N K = Ko, on a K(c)o = Ko et I’application K (c) ®K(c)o Bst — Bdr est
injective) donc ¢ € Ky et 'action de G = Ik sur V est triviale.

Montrons que (c) = (a). Si x : Gk — Zj, désigne le caractere cyclotomique, il existe
un homomorphisme continu 7 : Gy — Zj tel que Gk opere sur V via le caractere
nx*. On peut voir n comme un 1-cocycle continu de Gy & valeurs dans Zy, C w(k)*
et 'assertion (i) du lemme 5.7 implique qu’il existe u € W (k)* tel que g(u) = n(g)u,
pour tout g € G. Si v est un élément non nul de V', on voit que ult,- ®wv est un élément
non nul de Dcis(V) et la représentation V est bien cristalline. En outre, si I'on pose
bo = 1/u, on voit que Deis(V') est bien comme on veut, ce qui termine la preuve de
Passertion (i).

Montrons alors (ii). Si D est admissible, alors, avec les notations ci-dessus, on peut
supposer que D est le Ko-espace vectoriel engendré par d = bpt~* ® v. On voit que
o(d) = p~ied, ot ¢ = @(bg)/bo = o(bg)/bo est une unité de Ky et ty(D) = —i. On
voit aussi que d € Fil™* Bgr mais d € Fil~"t'Byg et ty (D) = —i = tn (D).

Réciproquement si D est faiblement admissible et si tg (D) = tn(D) = —i, et si
’on choisit un élément n on nul d de D, on a p(d) = p~tcd, avec ¢ € W (k)*. D’apres
l'assertion (ii) du lemme 5.7, il existe z € W (k) tel que ¢(x)/z = 1/c. On voit que
le sous-Qp-espace vectoriel V' de Bgis engendré par v = xt® est stable par G et que
3017 ® v € Dgyis(V), ce qui implique que V est cristalline. Comme le (¢, N)-module
filtré Dgyis(V') est isomorphe & D, D est admissible. O

Soit maintenant D un (yp, N)-module filtré fini. On pose
Vst(D) = Homp (Ko, Bsy ® D).

L’application qui envoie n € V(D) sur n(1) permet d’identifier V(D) au sous-Q,-
espace vectoriel de By, ®k, D formé des z vérifiant oz = z, Nz = 0 et 'image
de z dans Byr ® k Dx est dans le Fil° de ce K- -espace vectoriel. Cet espace est stable
par G, ce qui permet de considérer Vy; comme un foncteur Q,-linéaire de la catégorie
des (¢, N)-modules filtrés finis dans celle des Qp-espaces vectoriels munis d’une action
linéaire de Gk . Lorsque D est tel que Vi (D) est de dimension finie sur Q,, l’action
de Gk est continue, ce qui permet de considérer V.;(D) comme une représentation
p-adique de G.
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Théoreme 5.8
1) L’application évidente

Ko — Dst(Qp) ( resp. Qp — st(KO) )

est un isomorphisme de (p, N)-modules filtrés (resp. de Qp-espaces vectoriels).
1) Pour toute représentation p-adique semi-stable V de Gk, Uapplication Bg-
linéaire
Bst ®K0 Dst(V) — Bst ®Qp |4

déduite de linclusion de Ds (V) dans Bt ® V' est un isomorphisme de (¢, N)-modules
filtrés.

1i) La sous-catégorie pleine Repy(Gk) de Repyr(Gk) dont les objets sont les
représentations semi-stables est une sous-catégorie tannakienne.

i) Comme sous-catégorie pleine de M, la catégorie M* est stable par facteur direct,
somme-directe, produit tensoriel et dual.

v) Tout (¢, N)-module filtré admissible est faiblement admissible. La catégorie M*
est abélienne et, si D est un objet de M*®, les sous-objets (resp. les quotients) de D
dans M*® sont les les sous-objets (resp. les quotients) de D dans M fa,

vi) La restriction de Dy d Repy (Gk) est une ®-équivalence de Repg, (Gk) sur M*
et la restriction de Viz @ M® en est un ®-quasi-inverse.

De fagon précise, I’assertion (iii) signifie que, en tant que sous-catégorie pleine
de Repyr(Gk), la catégorie Repy (Gk) est stable par sous-objet, quotient, somme
directe, produit tensoriel et dual. L’assertion (vi) signifie que Vi : Repy (Gx) — M*
est une équivalence de catégorie et Dy : M® — Repy (Gk) est un quasi-inverse et
qu’en outre,

a) si V7 et V; sont deux représentations semi-stables, I'application

Dst(Vl) ® Dst(%) I Dst(Vl ® V2)7

induite par la multiplication dans Bg, est un isomorphisme de (¢, N)-modules filtrés ;
b) si V est une représentation p-adique semi-stable et si V* désigne la représentation
duale, 'application bilinéaire évidente

D (V*) X Dgy(V) — Dt (V* @ V) — Dgt(Qp) = Ko

induit une dualité de (¢, N)-modules filtrés;
c) que si D; et D2 sont des (¢, N)-modules filtrés faiblement admissibles, D1 ® D3
est aussi faiblement admissible et ’application

Vet (D1) @ Vet (D2) — V(D1 ® D),

induite par la multiplication dans B, est un isomorphisme de représentations p-
adiques de G ;
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d) que si D est un (¢, N)-module filtré faiblement admissible, le (¢, N)-module
filtré dual D* ’est aussi et que ’application bilinéaire évidente

Vst (D*) x Vet (D) — Vst (D™ ® D) — Ve (Ko) = Qp
induit une dualité de représentations p-adiques.

La preuve du théoréme 5.8, qui repose sur les propositions 5.4, 5.5 et 5.6, est donnée
en détail dans [Fo94b]. En voici les grandes lignes :

(1) On montre d’abord (i) : On a Dg(Q,) = BS*. Comme Ko C BS¥ CB(?I{‘ =K,
Dy (Qp) est une extension finie K’ de Ky contenue dans K N Bg. Le fait que 'appli-
cation naturelle K ® g, Bst — Bar soit injective (prop.5.4) implique que K’ = K.

De méme, l'application n — n(1) identifie V4 (Q,) & B° N By et I'égalité Q, =
Vst (Ko) n’est autre que la proposition 5.5.

(2) On montre ensuite (ii) : On a un carré commutatif

Byt QKo Dst(V) — Bst ®q, V

l |

Byr ®k Dar(V) — Bdar ®q, V

et les deux fleches verticales ainsi que la fleche horizontale inférieure sont injectives. Il
en est donc de méme de la fleche horizontale supérieure qui nous permet d’identifier
Bs; ® Dg (V') & un sous-(¢, N)-module de Bg; ® V. Soient vy, va, ..., v, une base de V
sur Qp et di,dz,...,d, une base de Ds (V) sur Ky. Le déterminant b de la matrice
dont les colonnes sont les composantes des 1 ® d; sur la base des 1 ® v; est un élément
non nul de Bg. On voit que v = v; Avz A --- A v, est une base de la représentation
p-adique de Gk de dimension 1 qui est det V = A"V et que b ® v est un élément non
nul de Dg(det V). Par conséquent, det V est semi-stable. Il en résulte (prop.5.6),
que b est de la forme b = byt ¢, avec s € Z et by € Py, non nul donc que b est inversible
dans Byg;.

Ceci prouve que P’application qui nous intéresse est un isomorphisme de (¢, N)-
modules. Le fait que c’est aussi un isomorphisme de (¢, N)-modules filtrés résulte
alors de l'assertion (1) du théoréme 4.1.

(3) SiV est une représentation p-adique semi-stable et si D = Dg(V'), Papplication
naturelle

est un isomorphisme : en effet 1’assertion précédente montre que By ® D s’identifie &
By ® V en tant que (¢, N)-module filtré et

Vit (D) = Homps (Ko, Bt ® V) = Homp (Ko, Bst) @ V = Ve (Ko) @V =Q, @V = V.

(4) La catégorie Rep, (G k) est une sous-catégorie pleine de Repyg (G k) stable par
somme directe, sous-objet, quotient (donc est abélienne) et toute suite exacte courte

0—V —V —V"—0
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de représentations p-adiques semi-stables induit une suite exacte courte de (¢, N)-
modules filtrés

(*) 0 — Dy (V') — Dgt(V) — D5t (V") — 0.
La stabilité par somme directe est évidente. Si
0—V —V—V"—0
est une suite exacte courte de représentations p-adiques, on a une suite exacte courte
0 — Dg; (V') — Dgt(V) — Dt (V").

Si V est semi-stable, on a dimg, Dst(V) = dimg, V. Comme dimg, D (V') <
dimg, V' et dimg, Dst (V") < dimg, V", ces deux inégalités sont nécessairement des
égalités. Par conséquent V' et V' sont bien semi-stables et la suite (x) est bien une
suite exacte courte de (¢, N)-modules. Le fait que ce soit aussi une suite exacte de
(¢, N)-modules filtrés résulte du théoreme 4.2.

(5) La catégorie M® est abélienne, la restriction de Dy & Repy (Gk) induit une
équivalence de cette catégorie sur M?, la restriction de Dy & M® étant un quasi-
inverse : cela résulte formellement de (3) et (4).

Si V1 et V sont deux représentations p-adiques semi-stables, V1 ®q, V2 'est aussi
et 'application naturelle,

D (V1) ®kK, Dst(V2) — Dst(V1 ®q, V2),

induite par la multiplication dans Bs;, est un isomorphisme de (¢, N)-modules filtrés :
On a un diagramme commutatif

Dy (V1) ®k, Dst(V2) — Dst(V1 ®q, V2)

l l

D4r (V1) ® Kk, Dar(V2) — Dar(V1 ®q, V2)

dont les deux fleches verticales et la fleche horizontale inférieure fx sont injectives.
On en déduit que la fleche horizontale supérieure f est injective. Pour des raisons de
dimension, V; ® V; est donc semi-stable et f est un isomorphisme de (¢, N)-modules.
Comme fx est un isomorphisme de K-espaces vectoriels filtrés (th.4.2), f est bien
un isomorphisme de (¢, N)-modules filtrés.

(6) Si V est une représentation p-adique semi-stable, il en est de méme de sa duale
V* et 'application bilinéaire naturelle Dg(V*) ® k, Dst (V') — Dst(Qp) = Ko identifie
le (¢, N)-module filtré D¢ (V*) au dual de Dg (V) :

Soit h = dimg, V. Le cas ou h = 1 est immédiat. Le cas général s’en déduit en
remarquant que V* s’identifie & AP~V @ (APV)*.

(7) Tout morphisme de M* est strict. Autrement dit, si 6 : D; — D3 est un
morphisme de (¢, N)-modules filtrés et si D; et Dy sont admissibles, alors, pour tout
i € Z, 8k (Fil'(D1) k) = Fil*(D2)k N6k ((D1) k) :
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D’aprés (5), on peut supposer qu’il existe un morphisme de représentations p-
adiques semi-stables n : V; — Vs tel que § est le morphisme Dg(n) : Ds(V1) —
Dy (V). Le morphisme de K-espaces vectoriels filtrés qui en résulte s’identifie au
morphisme Dgr(n) : Dar(Vi) — Dar(V2) qui est bien strict (th.4.2).

(8) Si D est un (p, N)-module filtré admissible, alors D est faiblement admissible.
Si h = dimg, D, alors A*D, facteur direct de D®" est admissible (cf. aussi (2)) et
de dimension 1 : on a donc tg(D) = tg(A"D) = tn(APD) = tn(D). Soit D' un
sous- Kg-espace vectoriel de D de dimension r stable par ¢ et N. Il faut montrer
que tg(D’) < tn(D’). Quitte & remplacer D par A"D (qui est admissible comme
facteur direct de D®") et D’ par A"D’, on peut supposer r = 1. Supposons que
ty(D') > tn(D') et soit A le (¢, N)-module filtré de dimension 1 sur Ky qui est D’
en tant que (¢, N)-module et sur lequel la filtration est définie par

Ak sii<tn(D')

Fil' Ag =
B oK {0 sii>ty(D)

Alors A est un (p, N)-module filtré faiblement admissible de dimension 1, donc ad-
missible (prop.5.6) et I'inclusion de D’ dans D induit un morphisme de A dans D.
Ce morphisme n’est pas strictement compatible aux filtrations, ce qui contredit (8).

(9) Si D est un (¢, N)-module filtré admissible, les sous-objets de D dans M* sont
les sous-objets de D dans M™ :

D’apres (9), si D’ est un sous-objet de D dans M*, il est faiblement admissible. I1
s’agit donc de montrer que tout sous-objet de D dans M fa est admissible, i.e. que si
D’ est un sous-Ky-espace vectoriel de D, stable par ¢ et N qui est tel que tg(D') =
tn (D), alors D’ est admissible. Si D’ est de dimension 1, cela résulte de la proposition
5.6. Le cas général s’en déduit ainsi : on peut supposer qu’il existe une représentation
p-adique semi-stable V' de Gk telle que By ®k, D s’identifie & Byt ®q, V. Un lemme
facile d’algebre linéaire nous dit que si M est un sous-Bg-module libre de rang r de
Bt ®k, D = Bst ®q, V, alors, pour qu'’il existe un sous-Q,-espace vectoriel V'ideV
tel que M = By ®q, V', il faut et il suffit qu’il existe une droite L de /\{@pV telle que
A M = By ®q, L; ceci nous rameéne au cas ou D’ = 1. O

Remarque. — 11 résulte de ce théoreme que, si V' est une représentation p-adique
de Gk, les Ko-espace vectoriels D} (V) = Homg, g, )(V,Bst) et Dy (V) =
Home[gKl(V, Beis) sont de dimension inférieure ou égale a la dimension de V
sur Q, et que V est semi-stable (resp. cristalline) si et seulement si on a ’égalité.
Dans ce cas D% (V) (resp. D?;(V)) s’identifie au (¢, N)-module filtré dual de Dg;(V)
(resp. Deris(V)).

Conjecturé depuis longtemps, le résultat suivant a été prouvé récemment [CFO00] :

Théoréme 5.9. — Tout (¢, N)-module filtré faiblement admissible est admissible
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Autrement dit, compte-tenu du théoréme 5.8, on a M® = M™, ce qui fait que
I'on a une description explicite et élémentaire de 'image essentielle de la restriction
a la catégorie des représentations p-adiques semi-stables du foncteur V. Ou encore,
comme sous-catégorie pleine de M, la catégorie M fa est stable par produit tensoriel
et dual et devient ainsi une catégorie tannakienne, Vi induisant une ®-équivalence
entre Rep,, (Gx) et M, la restriction de Dy, étant un quasi-inverse.

Dans le reste du paragraphe 5, nous allons d’abord (§5.4 et 5.5) établir quelques
propriétés supplémentaires concernant les anneaux Bc.is et Bst qui nous paraissent
intéressantes. Certaines d’entre elles sont utilisées pour prouver le théoréme. Enfin
(8§5.6), nous donnerons quelques idées de la preuve du théoréme 5.9 (mais on renvoie
a [CF00] pour une démonstration compléte).

5.4. L’anneau BW;s(R). — Soient £ et m comme au paragraphe 3.1. Soit
W(R){X} le sous-anneau de 'anneau W (R)[[X]] des séries formelles en X & co-
efficients dans W (R) formé des séries dont le terme général tend vers 0 pour la
topologie p-adique. On note BWeris(R) (resp. BW ais(R)) le quotient de W(R){X}
(resp. W(R)[[X]]) par l'idéal engendré par pX — £€P. Comme il existe 8 € W(R) tel
que €7 = [r]P + p2B, BWeris(R) (vesp. BW aris(R)) s’identifie aussi au quotient de
Panneau W(R){Y'} (resp. W(R)[[Y]]) par I'idéal engendré par pY — [x]? (il suffit de
poser Y = X — pf).

Pour tout m € N, on a (§7/p)™ = ((pm)!/p™)(&P™ /(pm)!) et, comme la suite des
(pm)!/p™ tend p-adiquement vers 0, il existe un unique homomorphisme continu 7 de
W (R)-algebres de BW cris(R) dans Acpis qui envoie 'image de X sur €7 /p, ou encore
Pimage de Y sur [7]P/p. On note aussi ¢ : BWq,is(R) — Acris le composé de 7 avec la
fleche naturelle de BW,;5(R) dans BW cris(R)-

Proposition 5.10. — Les homomorphismew T et . définis ci-dessus sont injectifs. Si on
les utilise pour identifier BW ¢ris(R) et BWeris(R) d des sous-anneaur de Acris, ces
sous-anneaux sont stables par Gk et par ¢ et on a

(p(Acris) C BWcris(R) C ﬁ/cris(R) C Acris-

Démonstration. — Montrer I'injectivité de 7 revient & vérifier que le noyau I de 'appli-
cation de W (R)[[X]] dans Bjy qui envoie Y o2 an, X" sur > o0 a,£"P/p™ est I'idéal
engendré par £P — pX.

Tout o € W(R)[[X]] peut s’écrire & = a+ X/, avec a € W(R) et o/ € W(R)[[X]].
Comme 'image &P /p de X est dans Fil® Byg, si « € I, on a a € Fil? Bqg N W(R) =
EPW(R) et il existe b € W(R) tel que a = £Pb; on peut donc écrire a = b(&P — pX) +
X3, avec 8 =o' +pb€ W(R)[[X]]- Ona X3 € I et donc aussi 8 € I.

Si a € I, on voit donc que 'on peut construire de proche en proche des suites
bo,b1,...,bn,... d’éléments de W(R) et a@ = ap, @1,...,Qn,... d’éléments de I tels
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que, pour tout n € N, a,, = (€7 — pX)b, + Xany1. On a alors o = (§P — pX)~y, avec
v =30 o bnX™ et o appartient bien & 'idéal engendré par &P — pX.

Si o € W(R){X}, alors v aussi et ceci montre que ¢ aussi est injective.

Pour tout g € Gk, il existe a € Z, tel que g(m) = ¢*m; on a donc g([7]?/p) =
[?P][7]?/p et la stabilité de BWeyis(R) et BW aris(R) par Gk s’en déduit. La stabilité
par ¢ résulte de ce que p([]?/p) = [7P]P/p = p*~*([n]P/p)P.

Enfin, il existe a € W(R) tel que ¢(§) = p(%1 + a). Comme tout élément z € Acyis
peut s’écrire > oo o anl™/n!, avec les an, € W(R), tendant p-adiquement vers 0, on a

p(x) = fo:o @(an)(P™/n!)(a+EP/p)" € BWeris(R). O

Remarque. — La proposition précédente implique que pour étudier les représenta-
tions p-adiques semi-stables, on peut remplacer Ag.s par BWepis(R). De fagon pré-
cise, on a t € BWeis(R) et tP~1 € pBWaris(R), ce qui fait que BWeis(R)([1/p,1/t] =
BW.is(R)[1/t] et, pour toute représentation p-adique V de Gk,

Deris(V) = (BWeris(R)[1/t] ®q, V)9¥ et Dgt(V) = (BWeris(R)[log[n],1/1] ®Q, V).
Soient alors

So(Xo, Yo) = Xo + Yo,

51(Xo, X1,Y0, Y1) = X1 + Y1 = 3205} (71 (5)) XEY§ 7,

Sn(X07X1a- "’XTL?)/())Ylv' --7Yn)7 LR
les polyndmes & coefficients dans F, en les indéterminées (Xy)nen €t (Yn)nen qui
définissent ’addition dans les vecteurs de Witt (cf. par exemple, [CL], chap.II, §6).
Notons de méme

PO(X()aYO)v PI(XOyXl’ )/b, Yi)’Pn(XO)le LR 7Xn7 Y07Y17 ceey Yn)v L

les polynoémes qui définissent la multiplication.
La proposition suivante permet de considérer BW ;is(R) comme le complété d’un
anneau de « bivecteurs de Witt » pour la topologie p-adqiue :

Proposition 5.11. — Notons BW™(R) l’ensemble des « bivecteurs de Witt unipotents
a coefficients dans R », i.e. des éléments de la forme
a=(an)nez = (- s0my- e y0-1,00,01 -+, Cny-..),

avec les a, € R pour tout n € Z vérifiant a, = 0 pour n < 0.
i) L’application qui ¢ a = (an)ncz € BW*(R) asocie

(a0, a1,y ;... )+ [";‘—f e W(R)[1/p]

m2>1

est une bijection de BW“(R) sur W(R)[1/p].
it) Utilisons cette bijection pour identifier BW*(R) et W(R)[1/p]. Soient a =
(an)nez, b = (bn)nez € BWY(R), s = (sn)nez = a+b et u = (up)nez = ab. Pour tout

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004



92 J.-M. FONTAINE

n € Z fizé, la suite des Sy (@n—m,An-m+1;---,8n, 0n—m,bn—m+1,...,bn) est station-
naire et sa limite est sy, la suite des Py (Gn—m,Gn-m+1,--->n,On—mi,0n—m+1,-..,bn)
est stationnaire et sa limite est u,.

iit) Avec lidentification précédente, le sous-anneau W(R)[EP/p] de W(R)[1/p]
s’identifie au sous-anneau BWY, (R) de BW“(R) formé des a = (an)nez vérifiant
vr(am) = mp'™™ pour tout m > 0. Il est séparé pour la topologie p-adique et
BW,is(R) est le complété de BWY, (R) pour la topologie p-adique.

Démonstration. — Les assertions (i) et (ii) sont des conséquences immédiates de la
définition des vecteurs de Witt.

On a W(R)[£?/p) = W(R)[rP]/p et vg(w) = 1. Dans W(R)[1/p], pour tout entier
m > 1, on a ([7P]/p)™ = [x™P]/p™. C’est le bivecteur dont toutes les composantes
sont nulle sauf celle d’indice —m qui est (7)™ = (7)™~ " dont la valuation est
égale & mp!~™. L’assertion (iii) s’en déduit facilement. O

5.5. Les anneaux B°, B, BY,.... — On note B° la sous-Q,-algébre de Beis
formée des b tels que b = b. C’est aussi le sous-anneau de Bgy formé des b tels
que pb = b et Nb = 0. En tant que Q,-espace vectoriel, B® s’identifie au Qp-espace
vectoriel des morphismes de (¢, N)-modules de Ky dans Bg. On note aussi Bs‘i:l la
sous-Q,-algebre de By, formée des b tels que wb = b (observons que BE~" n’est pas
stable par N).

Pour tout nombre rationnel o, on note Beris,a (resp. Bst,o) la partie de pente o
de B..is (resp. Bs) vu comme un @-module sur k (si @ = r/h, avec r et h entiers,
c’est donc le sous-Py-espace vectoriel de Beis (resp. Bst) engendré par les b tels que
oMb = p"b. Pour tout entier A > 1, on pose aussi

h h
Bcris = @haEZBcris,a et Bst = ®ha€ZBst,a-

On voit que Beris,o (resp. Bst,0) est le plus petit sous-anneau de Bgris (resp. Bst)
contenant B (resp. Bft:l) et Pp. On voit aussi que chaque Byis,o €st un sous-Bris,o-
module de B.is et chaque Bé’ris une sous-Bgis o-algébre. De méme, chaque B o est
un sous-Bgt o-module de By et chaque B! une sous- B o-algébre.

Si h divise h/, B: c BE'. Posons enfin B = Upen-BP. On voit que, si V est une
représentation p-adique semi-stable, on a Dy (V) = (B ®q, V)X et si D est un
(¢, N)-module filtré admissible, on a Vi (D) = Homp (Ko, D ® BS), ce qui fait que,
pour I’étude des représentations semi-stables, on peut remplacer By par Bgy. Pour une
représentation semi-stable V' donnée (de méme que pour toute la ®-catégorie qu’elle
engendre) on peut méme remplacer B par un B;’t, avec h un entier convenable.

Nous nous proposons dans ce paragraphe de décrire les objets qui viennent d’étre
introduits & l'intérieur de Bggr, avec laction de ¢ et de N. En particulier, on va
voir que, pour tout &, Berisq €St un Beriso-module libre de rang 1, Bgt,o un Bsi o-

module libre de rang 1 et que, pour chaque h, B2, = Bcris,o[th,t,jl] (resp. Bl =
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Bst0lth, t;l]), algebre des polynomes de Laurent & coefficients dans Beris 0 (resp. Bst,0)
en une indéterminée bien choisie t;. Il va étre assez facile de caractériser un t; qui
convient dans Bygr par des conditions galoisiennes, mais un peu pénible de décrire
Paction de ¢ sur ce tp.

Notons U* le sous-groupe du groupe multiplicatif des éléments inversibles de 1’an-
neau R formé des éléments x tels que z — 1 € mpg, idéal maximal de R. Un élément
x € U est donc une suite (z(™),en d’éléments de O¢ vérifiant (z("+t1V)?P = z(®) pour
tout n et (¥ € 1+ mg, si me désigne I’'idéal maximal de O¢.

Soit U;* le sous-groupe de U™ formé des éléments z tels que vr(z —1) > 1, i.e. tels
que 29 € 1+ pOc. On voit que U est sans p-torsion, séparé et complet pour la
topologie p-adique et a donc une structure naturelle de Z,-module et que U* s’identifie
au Qp-espace vectoriel Q, ®z, U;*. En particulier, U* a une structure d’espace de
Banach p-adique.

Pour tout = € U;*, [z] € W(R) et la série

loglz] = ) _(=1)"([z] - 1)"/n

converge dans Acs. En rendant p inversible, on étend ’application = +— log[z] en
une application notée de la méme maniere de U dans B}, C Bl et on note U son
image. C’est un fermé de ’espace de Banach p-adique B;is et cette application est
un homéomorphisme de U* sur U. Pour ¢ générateur de Z,(1)>, on a bien ¢t = log[e],
comme au §3.1. On voit que (U) = C et que le noyau de la restriction de 6 & U est
Qp(1) =Qp-t. Comme t € Fil' Byr et ¢ Fil® Byg, on en déduit :

Proposition 5.12. — Le composé de lUinclusion de U dans BIR avec la projection de
Big sur Bs = Bly/Fil> Bar est injectif et on a un diagramme commutatif

0— Q1) — U —C —0

n ! |
0— C(l) — B, —C —0

dont les lignes sont exactes.

Proposition 5.13. — L’anneau B° est la sous-Qp-algébre de Bar engendrée par U(—1)
(i.e. par les u/t pour u € U). La suite

0 — Qp — B® — Byr/Blz — 0

(ot Uapplication B® — Bgr/ Bg’R est le composé de Uinclusion de B dans Byr avec
la projection de Bar sur B4r/ Bg’R ) est exacte.

Pour tout entier i > 0, soit Fil™*B® = B® N Fil™* Byr. On a Fil°B° = Q,,
Fil™' B® = U(-1) et, si i > 2, Fil™* B® s’identifie au sous-Q,-espace vectoriel de
Bgagr engendré par les viva ... v;, avec v1,vs,...,v; € U(—1).
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On a BE™' = B[log[n]/t], anneau des polynémes a coefficients dans B° en lin-
déterminé log[r]/t.

Démonstration. — On sait ([Fo94a), th.5.3.7) que Fil°B® = Q,. Siu € U, u €
B}, € Bfz = Fil° Byr et est de la forme u = log[z], avec z € U*; on a ¢([z]) =
[xP] = [z]P, d’ol1 'on déduit que (u) = pu; par conséquent u/t € Fil~! Byg et vérifie
@(u/t) = u/t. On a donc U(—1) C Fil™! B? et un diagramme commutatif

0 —Q,— U(-1) —C(-1) —0
I n I
0 — Q, — Fil™' B — C(-1)

dont les lignes sont exactes (la premiére grace & la proposition précédente). On en
déduit bien que Fil™' B® = U(—1) et que I’application naturelle Fil=* B® — C(—1)
est surjective.

Si i > 2, on en déduit aussi que, si S désigne 'image dans Bgr du sous-Qp-
espace vectoriel engendré par les vivs ... v;, avec v1,vs,...,v, € U(—1), alors S* C
Fil™* B°. Si up € U est tel que 6(ug) = 1, on voit que, pour tout u € U, Pimage de
(uot™1)*"tut—! € S* dans C(—i) est O(u)t ¢ et on en déduit que I’application naturelle
de S* dans C(—1i) est surjective. Comme 1 € U(—1), S*"! C §* et on en déduit, par
induction sur %, que I’application naturelle de S dans Fil™* By4gr / B;R est surjective.
On a donc encore un diagramme commutatif

0— S'NBf — S — Fil™*Byr/Blzg — 0
N n l
0— Q, — Fil""B°— Fil™*B4r/Blx

dont les lignes sont exactes. Comme Q, C S*, on en déduit bien que S* = Fil~* B? et
que P’application naturelle Fil™* B® — Fil™¢ Bqr / BIR est surjective, donc, par passage
3 la limite sur i que I’application B® — Byr/ BIR est aussi surjective.

Comme t est inversible dans Bst, cet anneau, qui s’identifie & I’anneau des poly-
noémes en log[n] & coefficients dans Bgis, est aussi ’anneau des polynoémes en log|r]/t
a coefficients dans Bgis. Comme @(log[n]/t) = log[n]/t, un tel polynéme est dans
BE=! si et seulement s'il est & coefficients dans B°. O

Remarque. — La Q,-algébre B s’identifie donc au quotient de Symg, (U(-1)) par un
idéal I convenable. Il serait intéressant de pouvoir donner une description « explicite »
de I. Le probléme se rameéne & déterminer le noyau I de I'application Sym? U — BIR
qui envoie u.v sur uv, car on vérifie facilement que, si 1o désigne ’élément unité de
Symg, U(—1) et si 1, est I'élément de degré 1 qui vaut t.t!, I est I'idéal engendré
par 19 — 1; et I;(—2) C Sym*(U(-1)).

Proposition 5.14. — L’homomorphisme d’anneau

P, RQ, B — Bar (resp. Py ®q, Bsﬁ:l — Bar)
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induit par linclusion de Py et de B® (resp. B;‘;zl ) dans Bggr est injectif. Son image
s’identifie & Beris,0 (resp. Bsi o).

Dans la suite on utilise cette injection pour identifier Py ®q, BY & Bepiso et
Py ®q, Bsﬁ:l A Bs 0. On remarque quesi A € Py et b e Bs‘izl, on a p(Ab) = a(A\)b.

Démonstration. — Tout est évident, sauf peut-étre I'injectivité. Posons B = B°
(resp. B = B;’fl). Supposons que I'application n’est pas injective et soit m > 2
le plus petit entier tel qu’il existe by, b, ..., b, € B, linéairement indépendants sur

Qp et A1, A2,..., A\ € Pp pas tous nuls avec Z:’;l Aib; = 0. L’hypothése de mimi-
malité implique que les \; sont tous non nuls et, quitte & diviser par A;, on peut
supposer A\; = 1. Mais > a(Xi)b; = o(> Aib;) = 0, donc (0 — 1)(A;)b; = 0. Comme
(0 = 1)(Xo) = 0, 'hypothése de minimalité implique que o(\;) = A;, pour tout i,
i.e. que tous les A; sont dans QQp,, d’ol1 une contradiction. O

Dans toute la suite, pour tout entier A > 1, on note Q,» 'unique extension non
ramifiée de degré h de Q, contenue dans K. C’est aussi un sous-corps de Py. Pour tout
a € Qun, 0(a) = p(a) et la restriction de ¢ a Q,» est un générateur de Gal(Q,»/Qp).

Proposition 5.15. — Soit h un entier > 1. On a

Qph ®QP BO = {b S Bcris | <ph(b) = b}
et Q= {be Bt |"b) =0}

ris

= {b € Beyis | ¢"(b) = b et *(b) € Blz pour tout i € N}.

Démonstration. — Les inclusions Q,r ® B C {b € Beis | ¢"(b) = b} et Qr C
{be BE, | p"(b) = b} C {b € Beyis | ¢"(b) = b et i (b) € By pour tout i € N} sont
évidentes.

Réciproquement, soit b € Bes vérifiant " (b) = b. Choisissons une base normale
{e1,€2,...,en} de Qun sur Q, de sorte que la matrice des (¢*(e;))1<i,j<h est inversible.
Pour 1 < j < h, posons b; = Y11 oi(e;b) = Shy i(e)pt(b). On a w(b;) = by,
donc b; € BO. Les ¢'(b), et en particulier b s’écrivent donc comme combinaisons
linéaires, & coefficients dans Qp», en les b; qui sont dans B9, d’ou la premiere égalité.
Si ¢'(b) € Bli pour tout 4, les b; aussi et sont donc dans Q, (prop.5.5), et b est bien
dans Qp». O

Soient Sg, S1,...,Sn,... comme au §5.4. On vérifie facilement que, pour tout entier
h > 1, la suite des

1 1

h— (n—1)(h—1) h— (n—1)(h—1)
Sa(X, XP"7, .. XP Y, YP Y )

converge, dans 'anneau Fp[[ X, Y]] des séries formelles en X et Y & coefficients dans Fp,
vers un élément F(X,Y) qui est une loi de groupe formel commutatif & un paramétre

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004



96 J.-M. FONTAINE

sur F,, (¢f. par exemple [Fr68],§3 ou [Se67], §3.2), i.e. vérifie
Fr(X,0) = Fr(0, X) = X,
Fu(Y, X) = Fh(X,Y)
et Fn(Fn(X,Y),Z) = Fp(X, Fp(Y, 2)).

En particulier on peut définir le groupe Fj(mpg) comme étant 'idéal maximal mg
de R muni de la loi de composition

(z,y) — Fu(z,y).
Si pour tout nombre rationnel s > 0, m% = {z € R | vgr(z) > s}, alors le sous-
ensemble Fj(m%) de Fi(mpg) formé des x € m% est un sous-groupe; si s’ > s, alors
Fr(m$;) C Fy (m%). En fait, Fj,(mpg) est un groupe topologique, les Fj,(m%) formant
un systeme fondamental de voisinages ouverts (et fermés) de 0.
Soit x € mg. Dans W(R), on a

(h=1) (h=1) = h

- -— —_Tn — —-n

(z, 2P oo, xP yeer) = E ptx)? .
n=1

La série 3% p~™[x]P™" converge dans Beris. On peut donc considérer 'applica-
tion lp : Fr(mg) — Buis qui envoie z sur znezpn[m]”_"h. On voit que c’est un
isomorphisme de Fj(mpg) sur un sous groupe de Bgs. Plus précisément, pour tout
nombre rationnel s > 0, Fj,(m%) est séparé et complet pour la topologie p-adique et
I induit un homéomorphisme de ce groupe sur un sous-Z,-module de BWis(R)[1/p]
(contenu dans BW,is(R) si et seulement si s > p'~"), F,(mg) s’identifie au Banach
p-adique Q, ®z, Fi(m%) et I, est un homéomorphisme de ce Banach p-adique sur un
sous-Qp-espace vectoriel fermé de BW,is(R)[1/p].

Il résulte immédiatement de la définition de Bgr que, si (QTP désigne la fermeture
algébrique de Q, dans K, le corps Bgg relatif 4 ’extension @/QP, que nous notons
B4r(Q,) s’identifie & un sous-corps du corps Bgr relatif & 'extension K /K que nous
continuons a noter Bqr. De méme, avec des conventions évidentes, Beris (@) s’identifie
A un sous-anneau de Bes. Les anneaux Byr(Qp) et Beris(Qp) sont stables par Gk
qui opére & travers son image naturelle dans Gg, = Gal(Q,/Qp).

Proposition 5.16. — Soient h un entier > 1, Ly, = lp(Fn(mg)) et LTy, = LyNFil' Byr.
Alors,

i) on a L, = {b € BL, | ¢"b=pb};

1) Tout élément non nul de LT}, est inversible dans Beris et LT} est un sous-Qpn -
espace vectoriel de dimension 1 de Beis(Qp), stable par G, ;

iit) la suite

0———>LTh——>Lh—>C—>0

(ot Ly, — C est le composé de Uinclusion de Ly, dans BIR avec la projection canonique
0 : Bz — C) est ezacte;
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iv) Le Qun-espace vectoriel LTy est une représentation cristalline de Gg, dont les
poids de Hodge-Tate sont 0 et 1 avec multiplicité respective h —1 et 1;
v) sino : Go, — {1, —1} est l'unique caractére non ramifié d’ordre 2 et x : Gg, —

Zy, le caracteére cyclotomique, le groupe Gg, opére sur A&pLTh via le caractére 176‘_1 X-

Démonstration. — Posons L} = {b € B, | p"(b) = b}. Si b € Ly, il existe z € mp
tel que b = I, (z). On a @h(b) = In(2?") = pln(x), donc Y (b) = pb et Ly, C L}.

Montrons alors (iii), c’est-a dire que Papplication L;, — C est surjective : Posons
s=ph/(p*h — 1), s = 1/(p*" — 1) et notons m, I'idéal de O¢ formé des éléments c
vérifiant v,(c) > s’. Comme Fj(m%) est séparé et complet pour la topologie p-adique,
il suffit de vérifier que O(F,(m%)) C ms et que Iapplication 8 : Fj,(m$) — m /pms,
obtenue en composant avec la réduction mod p est surjective. Mais si € Fj(m%)
et sia =20 onad(z) =30, a?™" Jpm + S p"z(™M) . On vérifie facilement
que, dans cette double somme, chaque terme a une valuation p-adique > s’, d’ol
O(Fr(m%)) C m, et que O(x) = a?”" /p? + a?" /p + a (mod pmg) (on peut méme
supprimer le terme ar™" /p? sauf si on a a la fois p = 2 et h = 1). Comme ’application
de my dans mg qui envoie x sur z(® = g est surjective, il suffit de vérifier que, pour
tout b € mscl,, il existe @ € m, tel que o™ /p? + a" /p+a=1". Silon choisit v € O¢
vérifiant v,(v) = s, on peut écrire a = va’, avec a’ € O¢, on est ramené a résoudre

. . PO w2 b VRN ,
une équation en a’ qui s’écrit caa”  +a'P +cpa’ = b, ot ca, ¢, b’ € Oc. Comme O¢
est intégralement clos dans son corps des fractions qui est algébriquement clos, cette
équation a une solution.

On voit que R% = k et (mg)®% = 0. On en déduit que (Fj(mg))®* = 0.
Comme C¢¥ = K, lapplication L, — C ne peut étre un isomorphisme. Comme
elle est surjective son noyau n’est pas nul. Soit t5 un élément non nul de LT}. Soit
u = thp(tn) ... " 1(ty). C’est un élément non nul de B, vérifiant pu = pu. Comme
chaque ¢*(t,) € B;is C B;’R et comme t, € Fil' Byr, on a u € Fil' Byg. On voit
donc que u/t € B° N Biz = Q, (prop.5.5) donc est inversible dans Beyis. Il en est de
méme de u et de tp.

Cet argument s’applique en particulier au cas ou K = Q, et 'on peut choisir
th € Beris(Qp). Posons LT} = L} N Fil! Bgr. On a vu que Ly C L}, donc Qpntp C
LTy, C LT}, Soit b € LT},. Si l'on écrit b = zty, on a ¢"(z) = z. Pour tout i € N, on a
©H(b) = ()" (t) ; comme tp, & Fil? Byg et, pour 1 <i < h — 1, ¢¥(ty) ¢ Fil* Byg,
on a '(z) € By pour tout i et (prop.5.15) z € Qun. Donc Quty, = LT}, = LT}, ce
qui, en particulier, prouve (i).

Or on a un diagramme commutatif

00— LTy, — L, —C —0
I N l
0— LT, — L, — C

dont les lignes sont exactes. On en déduit que Ly, = L}, d’ou (ii).
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Il reste & prouver (iv) et (v), assertions pour lesquelles on peut supposer que K =
Q-

Soit 7 'inclusion naturelle de LT} dans Beris. Alors DY, (V') contient 1,01, ..
"~ on et, comme LT}, est de dimension h sur Q,, il suffit de prouver (cf. remarque
a la fin du §5.3) que ces applications sont linéairement indépendantes sur Q,. Pour
cela, il suffit de vérifier que les (¢ o n)(tn) = ¢'(tn), pour 0 < i < h — 1 sont
linéairement indépendants sur Qp. Soient Ag,A1,...,An—1 des éléments de Q, tels
que Z:'__Ol Xipt(tn) = 0. L’ensemble des polyn()mes P € Qp[X] tels que P(p)(th) =0
est un idéal de Q,[X] contenant les polynoémes Z ' \iXtet X —p. Comme X" —p
est irréductible sur Qy, si les A; n’étaient pas tous nuls, cet idéal serait 'anneau Q,[X]
tout entier, ce qui est impossible puisque ¢; # 0.

On a Fil’ D?, (V) = D%, (V) et on vérifie facilement que Fil' DX (V) est le
Qp-espace vectoriel engendré par 7 tandis que Fil®> D’ (V) = 0. On en déduit que
dimg, gr’ D%,;(V) = h — 1 et dimg, gr! D},s(V) = 1. Par conséquent les poids de
Hodge-Tate de LT}, sont bien 0 et 1 avec multiplicité respective h — 1 et 1.

Enfin, D:ns(AﬁpLTh) = A"D?. (V) est le Q,-espace vectoriel de dimension 1 de

b

cris

base v =nAponA--- At~ on; comme p*(n) = pn, on a p(v) = (=1)"1pv
L’assertion (v) en résulte facilement. O
Remarques

i) On voit que LT = Qp(1) = Qpt et L; = U. Comme l'application u — log[u]
définie une bijection de 1+mpg sur U et 'application z +— Znez[x”"] /p™ une bijection
de mpg sur U, on voit qu'’il existe une unique application f : mg — 1 + mpg telle que
log[f(z)] = X ,ecz[z?"]/P™ et que f est bijective. On laisse au lecteur courageux le
soin de décrire f par passage a la limite a ’aide de fonctions liées & ’exponentielle
d’Artin-Hasse (¢f. par exemple [De72], chap.III, §1).

ii) On peut montrer que LT}, s’identifie & Q, ®z, Tp(®Pr) ol T,,(Pp) est le module
de Tate d’un groupe formel ®;, sur Z, qui est un groupe formel de Lubin-Tate pour le
corps Q,n (cf. par exemple [Se67], §3.3). Alors, Ly s’identifie au Q,-espace vectoriel
des suites zf’lné)l\b avec, pour tout n, z(™ € ®,(m¢) et pz(*t1) = z(?),

Proposition 5.17. — Soit h un entier > 1 et t;, un élément non nul de LT},. Pour tout
T € Z, Beris,r/n (Tesp. By r/n) est le s0us-Beris,o-module (resp. le sous-Bs; o-module)
libre de rang 1 de Bgr engendré par t;. L’élément t;, est tmnscendant sur le corps
des fractions de Beriso aussi bien que sur celui de Bso. On a Bl Bmso[th,thl]
(resp. Bh = Bst,o[th,t,jl]).

Démonstration. — Pour tout r € Z, il est clair que le sous-Bgyiso-module (resp. le
sous- Bst,0-module) de Byr engendré par t}, est libre de rang 1 et contenu dans Beyis r/n
(resp. Bg,r/n). Montrons que, réciproquement si b € Beyis r/n, b appartient a ce sous-
module (la démonstration est la méme pour Bg; /). On peut écrire b comme une
somme finie de la forme > A\;b;, avec les \; € Py et les b; € Beyis vérifiant o (b)) =
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p"b; ; pour chaque i, p"(b;/t}) = b;/t}; et il en résulte facilement que b;/t}, € Beris,o;
il en est donc de méme de A = >_ \;(b;/t},) et on a bien b = At} avec A € Bgis 0.
Supposons que 'on ait une relation de la forme Y ., Aty = 0, avec les A\, €
Frac(Bst,0) presque tous nuls, mais pas tous nuls. Quitte & multiplier par un élément
non nul bien choisi de Bg;,0, on peut supposer que A, € By o pour tout r. Mais alors
chaque At} € By /. Comme les r/h pour r € Z sont des nombres rationnels tous
différents, les By /5 sont en somme directe et chaque A}, doit étre nul donc chaque
Ar aussi, d’ot1 une contradiction. Donc ¢}, est bien transcendant sur Frac Bg; o, a fortiori

sur Frac Beyis,0. Les assertions concernant Bfris et Bgt sont alors évidentes. O

L’action de N sur chaque B est trés facile 4 définir : c’est 'unique B%, -dérivation

de B! qui envoie log[r] sur —1 (ou log[r]/t sur —1/t).

Il reste & définir ’endomorphisme d’anneaux ¢ sur chaque B:. On sait ce que
c’est sur By o et il reste a savoir calculer ¢(tx), au moins pour un ¢, bien choisi.
Comme t5, € Beris(Qp), on peut, pour cela supposer K = Q,. C’est 'objet des deux
propositions suivantes.

Proposition 5.18. — Supposons K = Qp. Soient h un entier > 1, tn, un élément non
nul de LTy, f = fi, : G, — Qpn le 1-cocycle continu défini par g(tp) = f(g)tn, pour
tout g € Gq,. Notons Ap(f) Uensemble des a € Q,n ®q, B® vérifiant

Ttotpltteht _

g(a) = f¢7(g)a, pour tout g € Gg, eta .
i) On a p(tp)/th € An(f).
i) Sia € Ap(f),on a An(f) = {Ca | ¢ € unr(Qp)}-
Démonstration. — Comme t;, est inversible dans Beyis, on peut écrire o(t,) = atp,

avec a € Bgis. En écrivant que

©"(p(tr)) = (" (tn)), on voit que "(a) = a, donc a € Q,n ®q, B® (prop. 5.15).
En écrivant que, si g € Gg,, on a g(¢(tr)) = ¢(g(tr)), on trouve que g(a) = f*~!(g)a.
Par récurrence sur i € N, on voit que ¢ (£) = al*¢++¢" "¢, ; pour i = h, cela donne
ptp = alte+e* 40" 4 ot on a bien altete " = p dlon (i).

Il est clair que, sia € Ap(f), ona {Ca | ¢ € un(Qp)} C An(f). Montrons I'inclusion
dans lautre sens : soit b € Ax(f). On peut écrire b = (a, avec { € Bgr. On doit
avoir g(¢) = ¢, pour tout g € Gg,, donc ¢ € Bff(f" = Qp. En particulier, { € Besis
et on doit avoir ¢1T¢++¢" 7" = 1. ce qui, comme ¢(¢) = ¢, signifie bien ¢* = 1,
i.e. ¢ € pun(Qp). O

Proposition 5.19. — Soient h,r des entiers > 1 tels que pr,(Qp) = pr(Qp). Soient tp,
un élément non nul de LTy, f' = fi,. et b € Ap (f'). Posons ¢ = blte+e’++e"™!
et ty, = c"1+(r—2)‘9h+'“+(”“l‘i)¢lh+"'+“’(1'—2)htzr. Alors ty, est un élément de LTy,. On

a p(th) = R A
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Démonstration. — Posons p(th,) = botn,. D’apres la proposition précédente, il existe
¢ € ur(Qp) tel que b = ¢bg. On voit que p(c) = b=1+¢"¢c et on en déduit que

(tn) = (b7 1+#" ) IH =D ot T G peryy

= p(r=De" (r=2)p* 44T~ (r 1 (r=2) " 4TI )y oy

hy.gppr=Dh
___:bl+<p +- e th

puisque (" = 1.
On en déduit par récurrence, que pour tout entier ¢ > 1, on a

I T (e s

ce qui appliqué a ¢ = h donne

rh—1

Ph(tn) = prEeret ey

on a aussi ¢ (tpy) = b1+ ¢, pour tout ¢ ; comme h” (thr). = pthr, il en résulte
que

2, ... 4., ,Th—1
b1+<p+cp +:tp =p

et cph(th) = ptp, donc ty, € L.
Enfin, comme ¢(ty,) € Fil° Byg et tp, & Fil? B4gr, on voit que by € Fil™! Byg et
c’est aussi le cas de b = (bg. De méme, pour 1 < i< hr—1,ona

¢ (thr) = @' (bo) ' (thr)
et, comme @t (ty,) € Fil® Byr et ¢*(tn,) € Fil* Bgr, on a ¢ (b), ¢*(b) € Fil° Bag. Il
en résulte que ¢ € Fil™! Byg et que, pour 1 < i < (1 — 2)h, ¢i(c) € Fil° Bgr. Comme
t7. € Fil” Byr, on voit que t;, = c""1ph(c)""2...p("=2(c)t; € Fil' Byg et on a
bien t, € LT},. a

5.6. Quelques indications sur la preuve de « faiblement admissible = ad-
missible (th. 5.9) ». — La preuve repose d’une part sur la version faible du lemme
fondamental et d’autre part sur la notion de complexe fondamental d’un (¢, N)-
module filtré.

Commencons par expliquer ce qu’est le lemme fondamental.
Soient U et C comme dans la proposition 5.12. Soient h un entier > 2,
v1,V2,...,V, € By et a1, as,...,an des éléments de C pas tous nuls. Posons

Y = {(u1,u2,...,us) € UM | il existe ¢ € C tel que 8(uy) = can, pour tout n}.

C’est un sous-Q,-espace vectoriel de U h.Siy= (ui,ug,...,up) €Y 'élément c ainsi
défini est unique. L’application v : Y — C qui envoie y sur ¢ est Qp-linéaire surjective
et on a une suite exacte de (Q,-espaces vectoriels

0 — Q1)) —Y —C —0.
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Notons p : Y — Bj la restriction &4 Y de I’application de U"* dans Bz qui envoie
h .
(u1,ug,...,up) sur 3 _; UpUn. Si y = (u1,u2,...,us), ON a

0(p(y)) = Y 0(un)b(vn) = (D anb(v) ) (y).

Par conséquent, si Y ap,0(v,) # 0, application § o p : Y — C est surjective et son
noyau est Q,(1)". Si au contraire " a,60(v,) =0, on a Imp C C(1).

Le point-clé de la preuve est le lemme fondamental, version faible, c’est-a-dire le
résultat suivant :

Proposition 5.20 ((CF00], prop.2.1). — Avec les hypothéses et les notations qui pré-
cedent, si 3" _, anB(vy) = 0, ou bien p(Y) = p(Qy(1)"), ou bien p(Y') = C(1).

Pour prouver ce lemme, on est amené & introduire ’anneau O¢|[T'] des polyndmes en
I’indéterminée T a coefficients dans C, puis son séparé complété Ok pour la topologie
p-adique ainsi que ’anneau KX = Og[1/p]. On choisit alors une cloture algébrique
du corps des fractions de K, puis on note K la fermeture intégrale de K dans cette
cloture algébrique. La norme de Gauss sur K s’étend de maniére naturelle en une
norme sur K (c’est la norme spectrale sur chaque sous-K-algebre finie de K) et on
note C le complété de K pour cette norme.

On construit ensuite un Banach p-adique U, extension de C par Q,(1) et un an-
neau Bs, extension de C par C(1), idéal de carré nul qui jouent pour C les roles de U
et By respectivement. Pour n = 1,2,...,h, on choisit A\, € U relevant a,T et on
pose A = Y Apvun € Bs. Le fait que > ap8(vn) = 0 implique que A € C(1). Si X est
nul, on vérifie que p(Y) = p(Qp(1)"). Sinon, par fonctorialité, tout élément s de 'en-
semble S des homomorphismes continus de C-algebres de C dans C' définit un élément
s(A) € C(1) dont on vérifie qu’il est dans I'image de p. Un argument utilisant une
variante du lemme de Hensel et la notion de polygone de Newton montre alors que le
sous-groupe de C(1) engendré par les s(\) pour s € S est C(1) lui-méme.

Remarque. — Colmez a maintenant prouvé [Co02] la version forte du lemme fon-
damental : sous les hypothéses de la proposition 5.20, il montre que lorsque Im p #
p(Qp(1)"), alors le noyau de p est un Q,-espace vectoriel de dimension finie égale a h.

Le résultat suivant est une conséquence immédiate de la proposition 5.20 ([CF00],
cor.2.6) :

Corollaire 5.21. — Soient h un entier > 2, V un Q,-espace vectoriel de dimension h,
M un Bs-module de longueur h tel que le C-espace vectoriel tM est de dimension 1.
Sotent £ : V. — M wune application Qp-linéaire, € le composé de ¢ avec la projection
de M sur M/tM, &éc : C ®q, V — M/tM application C-linéaire déduite de € par
extension des scalaires et £y : U ®q, V — M Uapplication qui envoie u® v sur u§(v).
On suppose que Ec est surjective. Alors, si le noyau de &y est de dimension finie
sur Qp, {u est surjective.
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Expliquons maintenant ce qu'est le complexe fondamental V(D) d’un (p, N)-
module filtré D : c’est un complexe de Q,-espaces vectoriels concentrés en degrés 0
et 1 (en particulier, H{ (V4 (D)) =0sii & {0,1}) :

— On pose

VI(D) = {v € By ®k, D | Nu =0 et ¢(v) = v}.
On peut voir V2(D) comme le Q,-espace vectoriel des morphismes de (¢, N)-modules
de Ky dans By, ® D (en particulier, V(D) ne dépend pas de la filtration sur Dg).

- Pour tout i € Z, on a Fil'(Bar ®k D) = Yy, Fil' Bar ®k Fil'’ Dk et on
pose

V4 (D) = Byr ®k Dk / Fil®(B4r ® k Dk).

L’application naturelle de (Bs, ® D)/ Fil’(Bg; ® D)k dans V.}(Dg) est un isomor-
phisme. On voit aussi que V_1(D) ne dépend que de la filtration du K-espace vectoriel
Dk, pas de 'action de ¢ et de N sur D.

— Pour définir le complexe Vi (D), il suffit alors de connaitre ’application dp :
V(D) — V,I(D) : c’est le composé de I'inclusion V(D) C Bs ®k, D C Bar @k Dk
avec la projection de Bgr ®k Dk sur V.1(D). On a donc H(V; (D)) = Vi (D).

Expliquons maintenant quelles sont les différentes étapes qui permettent de déduire
le théoreme 5.9 de la proposition 5.21 :

Premiére étape ([CF00], prop.45). — Si D est un (v, N)-module filtré faiblement
admissible, Vs (D) est une représentation p-adique semi-stable et Dy (Vi (D)) s’iden-
tifie & un sous-(¢, N)-module filtré de D (en particulier, dimg, Vst(D) < dimg, D,
avec €galité si et seulement si D est admissible).

On peut supposer V. = Vg (D) non nul. Soit Cs; C Bgr le corps des fractions
de Bgt. Il est stable par Gg et Cg" = Kp. Soit L le sous-Cg-espace vectoriel de
Cst ®k, D engendré par V et r sa dimension. Alors L est stable par Gx. Comme
la grassmanienne des sous-espaces vectoriels de dimension r de D est une variété
rationnelle sur Ko, on en déduit qu’il existe un-sous-Ky-espace vectoriel D’ de D tel
que L = Cs; ®k, D'. On vérifie que D’ est stable par ¢ et N et peut donc étre
considéré comme un sous-(y, N)-module filtré de D.

Soient {vy,v2,...,v,} une base de L sur Cs formée d’éléments de V et
{d1,dg,...,d;} une base de D’ sur Kj. Si b est le déterminant de la matrice dont
les colonnes sont les composantes des v; sur la base des d;, w = vi Ava A--- Av, =
bdy ANdg A -+ A d, est un élément non nul de W = Vi (A"D’). 1l résulte fa-
cilement du fait que B° N B:,LR = Qp (prop.5.5) que la non-nullité de W im-
plique que tg(A"D') > tny(A"D’). Comme D est faiblement admissible, on a aussi
tg(A"D’) = tg(D') < tn(A"D’) = tn(D'). Donc tg(A"D') = tn(A"D’), A"D’ est
admissible (prop.5.6) et dimg, W = 1. On en déduit facilement que si v = ) cpvp,
avec les ¢, € Cy est dans V, alors les ¢, sont en fait dans V' et V est de dimension r
sur Q. Alors D’ s’identifie & Dt (V'), donc V est semi-stable et D’ est admissible.
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Deuziéme étape ([CFO0O0], prop.5.1 et 5.2). — Si
0—D —D—D"—0
est une suite exacte courte de (p, N)-modules filtrés finis,les suites

0 — V(D) — V(D) — V(D") — 0
0 — V(D) — V(D) — Vit (D") — 0

sont exactes.

Pour tout p-module fini A, posons
Vc?ris(A) = {v € Baxis ®k, A | p(v) = v}.

Si l’on choisit log[n] comme au §5.2, pour tout (¢, N)-module A, tout v € Bgt ®k, A
s’écrit d’'une maniére et d’une forme sous-la forme v = Y~ .y vn (log[7])™, avec les v, €
Beris ® Kk, D, presque tous nuls. Si v € VI(A), alors vg € V2, ,(A) et on vérifie que cette
application induit un isomorphisme du foncteur V. sur V2, . Pour prouver ’exactitude

cris*®
de la premiére suite exacte, il suffit donc de vérifier ’exactitude du foncteur V2. sur la

Cris
catégorie des p-modules finis. Lorsque k est algébriquement clos, c’est évident puisque
cette catégorie est semi-simple (prop.5.1). Le cas général s’en déduit en remarquant
que, pour tout w-module fini A sur k, Py ®, A est un p-module fini sur k et que,
comme Beris ® K, A = Be;is P, (PO B Ko A)v on a Vc?us(A) = Vc?is(PD Ko A)

Enfin, 'exactitude de la seconde suite est immédiate.

Troisiéme étape ([CFO00], prop.5.6). — Le complexe fondamental d’un (¢, N)-module
filtré fini non nul D n’est jamais acyclique.

Soit 7 € Z. Notons D[¢] le (¢, N)-module filtré qui est D en tant que Kp-espace
vectoriel ou, avec des conventions évidentes, ¢p(; = pop, N pig = Np et, pour
tout j € Z, FiV D[i]x = Fil'*? Dg. En utilisant le fait que, pour tout i € Z, t* est
un élément inversible de Bys vérifiant o(t!) = p‘t’ et t* € Fil' Bar ~ Fil'*! Byg,
on voit que la multiplication par ¢t~¢ définit un isomorphisme du complexe V(D)
sur V,(D[i]). Quitte & remplacer D par DJi] avec i suffisamment grand, on peut
donc supposer que Fil® D = 0. Choisissons une extension finie totalement ramifiée
K’ de Ky contenant K et distincte de Ko (si K # Kp, on peut prendre K’ = K)
et posons Gg = Gal(K’/K). L’application §(D) : V(D) — V(D) se factorise a
travers lapplication Ko-linéaire évidente By ®k, D — V(D). Si le complexe était
acyclique, il induirait donc une surjection 1 : (Bs ®k, D)%’ — V.1(D)%«’. On a
(Bst ®k, D)GK' = Bg"' ®k, D = D et c’est un Kop-espace vectoriel de dimension
h = dimg, D. Choisissons une base {d1,ds,...,dr} de Dk adaptée & la filtration,
i.e. telle que, si i, désigne le plus grand entier j vérifiant d,, € Fil! Dk, on ait

Fi! D = @, 5;Kdn.
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Le choix de cette base induit un isomorphisme V,} (Dg)Cx’ ~ @"_, (Bqyr/ Fil'"* B4r)®x".
Il est facile de voir que, si j € Z,
i 0 sij<o0
J G =
(BdR/ Fil BdR) {K, si J >0

et on en déduit que Vi(D)®x" est un K’-espace vectoriel de dimension h, donc un
Ko-espace vectoriel de dimension h : [K' : Kp] ce qui contredit le fait que 7 est
surjective.

Quatriéme étape ([CFO00], prop.5.7). — Pour qu’un (o, N)-module filtré faiblement
admissible D soit admissible, il faut et il suffit que HY(V_,(D)) = 0.

La condition est nécessaire parce que, si D = Dg(V), V(D) s’identifie & B°®q, V,

V(D) & Bar ®q, V/Big ®q, V = (Bar/Bjr) ®q, V ; la suite
0 — Vt(D) — Vii(D) — V(D) — 0
s’identifie & la suite déduite, par extension des scalaires de Q, & V, de la suite exacte
0—Q, — B — Bar/Biz — 0

(prop. 5.13) et est bien exacte.

Réciproquement, si §(D) : V(D) — V.1(D) est surjective, si V = V(D) et D' =
Dy (V), alors V est semi-stable et D’ est un sous-(p, N)-module filtré de D qui est
admissible (premiére étape). Si D’ = D/D’, on a un diagramme commutatif

0 0

| |

00—V —V2D)— VID)—0

— |

0—V—VID)—VE(D)—0

| |

VR(D") — Vi (D")

| l

0 0

dont la premiere ligne est exacte puisque D’ est admissible, la deuxiéme par hypo-
thése et les deux colonnes de droite sont aussi exactes (deuxiéme étape). Le complexe
Vi (D") est donc acyclique et D” = 0 (troisiéme étape), donc D = D’.

Cinquiéme étape (|CFO00], prop.5.8). — Si
0—D' —D-—D"—0

est une suite ezxacte de (o, N)-modules filtrés et si D' et D" sont admissibles, D Uest
aussi.

C’est une conséquence immédiate des étapes 1 et 4.

ASTERISQUE 295



REPRESENTATIONS p-ADIQUES 105

Pour pouvoir décrire les étapes suivantes, nous avons besoin de la notion de distance
de deux filtrations : Si Fil; et Fils sont deux filtrations (indexées par Z, décroissantes,
exhaustives et séparées) sur un K-espace vectoriel Dg de dimension finie > 2, on
dit que ces filtrations sont voisines s’il existe une base {d1,ds,...,dr} de Dk et des
entiers i1,12,...,i, € Z tels que, si 'on pose i) = i; + 1,i5 = iz — 1 et i} = i; pour
2 < j < h, on ait

Fil, Dk = ®’l:j>7:de et Fily D = @,’;;inj
pour tout j € Z.

On dit que deux filtrations Fil et Fil’ sur Dx sont & distance finie s’il existe une

suite de filtrations

Fil = Fil, Fily, ..., Filg_1, Filg = Fil’
sur D telle que, pour 1 < n < d, Fil,_; et Fil,, soient voisines et on appelle distance
des deux filtrations Fil et Fil’ le plus petit entier d tel que ce soit possible.

Si D est un (g, N)-module fini, on dit qu’une filtration Fil sur Dg est admissible
(resp. faiblement admissible) si le (p, N)-module filtré (D, Fil) ainsi obtenu Dest.

Si Fil est une filtration sur D, on définit ¢ (Fil) de fagon évidente. On vérifie que

deux filtrations Fil et Fil’ sont & distance finie si et seulement si tg(Fil) = tg (Fil)’.
En particulier deux filtrations faiblement admissibles sont & distance finie.

Sizieme étape (CF00], prop.6.1). — Si Fily et Fily sont deuz filtrations voisines sur
un (¢, N)-module fini D, si Fil; est admissible et Fily faiblement admissible, alors
Fily est admissible.

C’est ’étape ou l'on utilise le corollaire 5.21. Pour m = 1,2, posons V,, =
Vet (D, Fily). On voit (étape 4) que la suite
(*) 0— Vi — V(D) — Vg (Fili) — 0
est exacte et s’identifie & la suite déduite en tensorisant avec V; de
0 — Q, — B° — (Bar/Bir) — 0,
tandis que
0 — Va2 — V(D) — Vg (Fily)
est exacte et qu'’il s’agit de prouver que V(D) — V.l (Fily) est surjective.
Posons D = Byr @k Dk et, pour m = 1,2 et i € Z,
Fil}, Dk = Y Fil" Bar ®x Fil}, Dx,
i it =i
de sorte que V}(Fil,,) = D/ Fil®, D.
Comme Fil™' B® = BONFil™! Byr = U(~1) (prop.5.13), la suite () induit une
suite exacte
0— Vi — U(~1) ®q, Vi — Fil;' D/Fil} D
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que P'on peut réécrire, en posant V = Vi (—1),
0 — Vi — U ®q, V — Fil{ ' D/Fil} D.

On a Fill_l DcC Filg D. Si 'on pose M = Fill_1 D/ Filg D, il s’agit de prouver que,
dans la suite exacte

0—Vo—U®q,V — M,

lapplication U ®q, V — M est surjective. On vérifie que I’on est exactement dans les
conditions d’application du corollaire 5.21, le noyau V3 de ’application &y étant fini
d’apres I’étape 1.

Derniére étape dans le cas ou k est algébriguement clos. — On commence par montrer
que, pour tout (¢, N)-module fini D, il existe une filtration sur Dg qui est admissible.
Compte-tenu de I’étape précédente, il suffit de le faire lorsque D est un objet simple
de la catégorie des (p, N)-modules finis. Ceci implique que N = 0 et (prop.5.1) qu’il
existe r, h € Z, avec h > 1, (r,h) = 1 et un élément non nul d € D tel que ¢"(d) = p"d.

Avec les notations des propositions 5.16 et 5.17, soit ¢, un élément non nul de
LT},. Le sous-Q,n-espace vectoriel de Bcrs engendré par t;r est stable par G et
peut étre considéré comme une représentation p-adique V de Gk de dimension h.
On voit que dp = t}, ® t,” € Deris(V) C Dt (V) et que ¢"(do) = phd. On en déduit
que d,(d),...,p" (dy) sont linéairement indépendants sur K. Pour des raisons
de dimension, V est donc cristalline et Dg,is(V) est admissible. Il existe un unique
isomorphisme de (g, IV)-modules de Dg,is(V') sur D qui envoie dgy sur d. La filtration
qu’il induit sur Dk est admissible.

On veut alors montrer que, pour un (¢, N)-module fini D fixé, toute filtration
faiblement admissible Fil sur D est admissible. Par induction, on peut supposer que
ce résultat vaut pour tout (¢, N)-module fini qui est un sous-objet propre ou un
quotient propre de D. On choisit alors une filtration admissible Fily sur D qui est
admissible et on procéde par récurrence sur la distance d de ces deux filtrations,
le cas ou celle-ci est égale 4 1 étant réglée par ’étape précédente. Si D n’est pas un
objet simple de la catégorie des (¢, N)-modules filtrés faiblement admissibles, on peut
fabriquer une suite exacte courte non triviale

0— D —D—D"—0,

D’ et D" sont admissibles par hypothése et D l’est aussi (étape 5). On peut donc
supposer d > 2 et D simple. On choisit une filtration Fil; sur Dg qui est voisine
de Filg et telle que sa distance & Fil; est d — 1. Il est facile de déduire du fait que
D est simple (qui signifie que, pour tout sous-(¢, N)-module propre D’ de D, on a
ta(D’) < tn(D")) que Fil; est faiblement admissible. D’apres I’étape précédente, Fily
est admissible et donc Fil I’est aussi par induction.
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Le cas général. — Lorsque k n’est pas algébriquement clos, on peut, par exemple :

— Ou bien, prouver que, si P = K P, et si D est un (¢, N)-module filtré sur K qui
est faiblement admissible, alors le (¢, N)-module filtré A sur P que 'on en déduit
par extension des scalaires (le Py-espace vectoriel sous-jacent & A est Py ®k, D est
aussi faiblement admissible (c¢f. [Fo94b], prop. 4.4.9). D’aprés I’étape précédente A est
admissible. Mais on voit que les anneaux By, et Bgg relatifs a ’extension P/ P sont les
mémes que ceux qu’on construit 3 partir de K /K, on en déduit que Vi (D) = Vi (A),
on a donc dimg, Vet (D) = dimp,(A) = dimk, D et D est bien admissible (étape 1).

— Ou bien montrer ici encore que tout (¢, N)-module fini D peut étre muni d’une
filtration faiblement admissible, le reste de la preuve étant identique & ce que ’on fait
dans le cas ol k est algébriquement clos.

11 suffit de montrer I’existence d’une filtration admissible lorsque K = K. Il suffit
aussi, ici encore, de le faire lorsque D est simple, ce qui implique que N = 0 et que D
n’a qu’une seule pente. Apres un twist a la Tate, on se raméne au cas ou cette pente
a vérifie 0 < a < 1. On peut alors :

i) soit invoquer [FL82] qui nous dit que toute filtration vérifiant Fil° D = D et
Fil>D = 0 est admissible et [La80] qui nous dit que 'on peut trouver une telle
filtration sur D ;

ii) soit remarquer que D peut s’identifier au module de Dieudonné (contravariant)
d’un groupe de Barsotti-Tate connexe I'y sur k et que, si I' est un reléevement de T'x
sur W(k), le dual V de Q, ®z, Tp(T") (ou Tp(T') est le module de Tate de I') est une
représentation cristalline de Gg qui a la vertu que le (p, N)-module fini sous-jacent &
Dy (V) = Deyis(V) s’identifie & D ([Fo79], §5) et que la filtration qu’il induit sur D
est donc admissible.

6. L’action de C perdue et retrouvée

6.1. Le résultat. — Le but de ce chapitre est de prouver le résultat suivant :

Théoréme 6.1. — Soit E un sous-corps fermé de K. Soient W1 et Wy deux C-
représentations de Gg. On suppose que les poids de Sen de Wi sont algébriques
sur E. Alors toute application E-linéaire continue n : W7 — Wiy qui est Gk-
équivariante est C-linéaire.

En particulier, si n : C — C est une application Qp-linéaire continue Gk-
équivariante et si 7(1) = A, on a A € C% = K et n(c) = cn(1) = Ac pour tout c € C,
autrement dit :

Proposition 6.2. — On a Endyis,(C) = Endgie,)(C) = K.

Lorsque K/Q, est finie, la condition sur les poids de Sen de W est automatique-
ment satisfaite avec £ = Q, et on a donc le résultat suivant :
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Corollaire 6.3. — Lorsque K est une extension finie de Qp, le foncteur d’oubli de la
catégorie des C-représentations de Gx dans celle des Banach p-adiques munis d’une
action linéaire et continue de Gk est pleinement fidéle.

Aprés avoir établi un petit lemme, nous allons prouver la proposition 6.2 (§6.2)
puis le théoréme 6.1 (§6.3).

Lemme 6.4. — Soit W une C-représentation de Gk de dimension 1 qui n’est pas
isomorphe a C. Alors, _
(i) pour toute extension finie K’ de K, contenue dans K, on a WSalI(K/K') — ¢,
(ii) on a Homa;n[‘c;xl(c, W) =0.

Démonstration. — Montrons (i) : Soit a le poids de Sen de W. Comme W n’est pas
isomorphe a C, a n’est pas nul. Quitte & remplacer K par une extension finie, on
peut supposer que, avec les notations du §2.5, a € ag. A isomorphisme pres, on peut
supposer que W = Ct(® C C ®k Bk, et, pour tout g € G, g(t(®) = p(g)t®,
ou g désigne I'image de g dans I' = G /Hk et p: T — K* est un homomorphisme
continu injectif (on a p(g) = exp(log x(g)-a) oulog x : I' — Z,, est le caractére additif
défini au § 2.3). Quitte & remplacer encore K par une extension finie, on peut supposer
K' = K. Soit alors ct(® € WECx  avec ¢ € C. Le fait que ct(®) € WHx implique que
c € CHx = L. Si 7 est un générateur topologique de T', on a ct(® = o(ct(®)) =
70()p(70)t¥, ce qui implique que le sous-K-espace vectoriel de L engendré par ¢ est
stable par I', donc (prop.1.16) que ¢ € K. Si 7 € N est tel que ¢ € K, et si v,
est un générateur de I', = Gal(Koo/K;), on a ct(® = ~,.(ct(®) = cp(v,)t(®. Comme
p(vr) # 1, ceci implique bien que ¢ = 0.
Montrons (ii) : Comme K est dense dans C, on a

Homg)(g,.(C, W) = Hom@e,, (K, W).

Pour toute extension finie K’ de K contenue dans K, si G = Gal(K/K'), on a
Hom&1 . (K', W) C Homg;, | (K', W) = Homg™ (K', WEx") = 0,
puisque, d’aprés (i), WS’ = 0. En passant & la limite sur K’, on en déduit que
Homez"[tGK](f, W) =0, donc Hom&"[tcld(c, W) =0. O

6.2. Preuve de la proposition 6.2

Lemme 6.5. — Pour tout i € Z, notons 6; la projection canonique de Fil' Byr sur
C(i). Soit

X = {b € Beyis | p?b = p?b, b€ Fil' Bag et b € Fil® Byr}.
Notons Vy le noyau de Uapplication mg : X — C définie par mo(b) = Oo(pb) et Vi le
noyau de lapplication m : X — C(1) définie par w1 (b) = 01(b). Alors Vy et Vi sont des
représentations de Hodge-Tate de dimension 2, on a h1(Vy) = 2, ho(V1) = he(V1) =1
et les applications o et 1 sont surjectives.
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Nous allons donner deux preuves de ce lemme : la premiére est un cas particulier
d’une méthode trés générale sur laquelle nous reviendrons ultérieurement [Fo03]; la
deuxiéme, plus directe, n’utilise pas le théoréme 5.9 (ou théoréme « faiblement admis-
sible = admissible ») et fournit une interprétation tres simple des représentations Vg
et V7.

Premiére démonstration. — Soit D le (¢, N)-module de dimension 2 de base {d1,dz2},
avec

Lpdl = d2,g0d2 =p2d2 et Nd1 = Nd2 =0.
Sur Dk, les filtrations Fily et Fil; définies par

D ii<1 DK si 7 < 0

Fil, Dg ={ K 'S o FiliDx={Kd sil<i<?2
0 sig > 2 L
0 si >3
sont toutes deux faiblement admissibles (§5.1) donc admissibles (th.5.9). Pour
m = 1,2, notons D, le (p, N)-module filtré dual de (D,Fil,,) et posons V,, =
Vit (D},); c’est une représentation cristalline de dimension 2, on a hi(Vp) = 2,
ho(V1) = ho(V1) = 1 et la suite

0 — Vi — Vit(D7) — Vi (D7) — 0

est exacte. On a V(D) = V(D) = Hom , vy modules(D; Bst) et I'application
n — n(d1) identifie ce Qp-espace vectoriel au sous-espace de Beis formé des b vérifiant
©%b = p?b.

L’application n — (n(d1),n(d2)) identifie I’ensemble des applications K-linéaires de
Dy dans Bgr & Bar @ Bar donc V1 (Dg) & Bar/ Fil' Bar @ Bar/ Fil' Bar et V.1(D})
a Bar/ Fil? B4r @ Byr/F il° B4r. On voit aussi que X s’identifie & l'image inverse
dans V(D) = VQ(D3) de Fil' Bar @ Fil° Bgr. Alors, pour m = 0,1, V,,, s’identifie
bien au noyau de ’application m,, et la surjectivité de m,, résulte de la surjectivité de
lapplication VO(D},) — V.I(Dy). O

Deuxiéme démonstration. — Soit Qp2 I'unique extension non ramifiée de Q, de de-
gré 2 de Q, contenue dans K donc aussi, puisqu’elle est non ramifiée, dans Bc,is. Soit
a € Q2 non nul tel que trg , /q, (a) = 0. L’élément non trivial de Gal(Q,2/Q,) est la
restriction de ¢ & Q,2 et on a donc pa = —a.

Rappelons (§5.4) que U = {u € Beris | b =pbet b € Fil° B4r}. L’application de
Qp2 ®q, U dans Beis qui envoie A ® u sur Au est injective et nous l'utilisons pour
identifier Qp2 ®q, U & un sous-Q,-espace vectoriel de Beris. Si

Z = {b € Beyis | ¢?b = p®b et b, b € Fil° Byr},

on a Q2 ®g, U C Z. Inversement si b € Z, on peut écrire b = b’ + b, avec b’ =
S(b+plpb) et b’ = F(b—p~lpb);onal/ ab” € Uetb=1®b+a '®ab” € Q®q,U
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et Qp2 ®q, U = Z. En tensorisant la suite exacte
0 —Qp(l) - U—C—0
(cf. prop. 5.12) avec Qp2, on obtient la suite exacte
0 — Qp(l) — Z — Qp2 ®g, C — 0.

Soient « la restriction de 6y & Z, v : Qpz ®q, C — C l'application A ® ¢ — Ac,
e l'unique idempotent primitif de Q2 ®q, Qpz C Qp2 ®q, C qui est dans le noyau de v
et B :C — Q2 ®q, C I'application ¢ — e.1®c. On a alors un diagramme commutatif

0

0
Lol

0 » Vo > C' > 0

L] 15

0—Qp2(1) — Z —Qp2 ®q, C —0

o |
C=—=—=C
5ol

ol les deux derniéres colonnes et la ligne du milieu sont exactes. On en déduit que la
premiere ligne est aussi exacte, donc que 7 est bien surjective et que Vj s’identifie a
Qp2(1) qui est bien une représentation p-adique de Gk de dimension 2. Les applica-
tions At — At et At — @(A)t fournissent deux plongements distincts de Vp dans C(1)
qui est donc bien de Hodge-Tate avec h1(Vp) = 2. O

Rappelons (prop.5.16) que I’on a une suite exacte
0— LTy — Ly — C — 0,

ou LT est le sous Qp2-espace vectoriel de dimension 1 engendré par un élément non
nul t5 de B:;isﬂFill Byr vérifiant @?(tg) = pta. Six € Lo, d’une part ©?(xty) = p?xta,
d’autre part xte € Fil! Bgr et p(xte) = gty € Fil° Byr, donc zt2 € X. Inversement,
si b € X, d'une part ©?(b/t2) = pb/ts, d’autre part b/ty € Fil° B4r (puisque t; ¢
Fil? B4gr) et p(b/t2) = pb/pta € Fil° B4r (puisque @ty & Fil! Bgr), donc b/te € Lo, ce
qui fait que la multiplication par t2 définit un isomorphisme de Lo sur X. Multiplions
alors par t la suite exacte ci-dessus. Comme 6 (t2) # 0, 61 (Late) = 00(L2)61(t2) = C,
ce qui montre que 7 est bien surjective, tandis que son noyau V; s’identifie a Q2 t2
et est un Q,-espace vectoriel de dimension 2. L’application At — 63(At3) = A0 (t2)?
définit un plongement de V; dans C(2), tandis que AXt2 — 0p(pAt3) = p(\)fo(t2)?
est un plongement de Vi dans C. On en déduit bien que V; est de Hodge-Tate avec
ho(V1) = h2(V1) = 1. On voit aussi que, lorsque 'on considére LT, comme un Qp2-
espace vectoriel de dimension 1, avec action semi-linéaire de Gk, alors V; s’identifie
A Symépz LT,.

ASTERISQUE 295



REPRESENTATIONS p-ADIQUES 111

Prouvons maintenant la proposition 6.2. — Soit n : C — C une application C-
lindaire. Alors, pour tout ¢ € C, n(c) = en(1) et n commute & l'action de Gk si et seule-
ment si (1) € C¢% = K (th.1.2). On a évidemment Endc(g,(C) C Endg;’ftGK](C)
et il suffit de vérifier que la dimension du K-espace vectoriel Ende?p“[tG «)(C) est < 1.
Appliquons le lemme précédent. Les valeurs des poids de Hodge-Tate de Vp et Vi
impliquent que Vo N V; = {0}. Si on pose Y = X/(Vy @ V1), on obtient des suites

exactes
0—Vi— C —Y  —0

0—Vo— C(1) —Y —0

Appliquant le foncteur Hom&f’p“['b «](—>C) a ces suites exactes, on obtient des suites

exactes
0 — Hom(Y,C) — End(C) — Hom(V;,C) —,
0 — Hom(Y,C) — Hom(C(1),C).

Mais Homé‘;"[tGK](C’(l), C) = Homa)p'itGK](C, C(—1)) = 0 d’apres le lemme 6.4. A for-
tiori, Hombz'itGK](Y, C) = 0. Comme ho(V1) = 1, dimg Homg,[g,](Vo,C) = 1 et on
en déduit bien que dimg Endg,g,)(C) < 1. O

6.3. Preuve du théoréeme 6.1

Lemme 6.6. — Soient Ey un corps, F' une extension finie galoisienne de Ey, V1 et
Vs deuz espaces vectoriels sur F. Pour tout 7 € Gal(F/Ey), soit Lp(V1,V2) le Eo-
espace vectoriel des applications additives n : Vi — Vo vérifiant n(Av) = 7(A\)n(v) pour
tout A € F et tout v € V. L’application naturelle
@ Lr(V,Va) — Lg,(V1,V2)
r€Gal(F/Eo)

est un isomorphisme.

Démonstration du lemme. — L’application de F' x F' dans Ep, qui & (x,y) associe
trp/ g, (xy) est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée. Choisissons une base
{e1,e2,...,eq}de F sur Ey et soit {€*1,e*2,...,e*4} la base duale. Soit n: V; — V3
une application Fy-linéaire. Pour tout 7 € Gal(F/Ejy), et tout v € V;, posons
d
ne(v) = r(e])n(eiv).
i=1
On voit que 7, ne dépend pas du choix de la base.
Pour 1 <7 < d, {e1€e},ezel, ..., eqer} est une base de F' sur E dont la base duale
est {ef/er,e5/er,...,e5/er}. On a donc, pour tout v € Vi,
d
me(ev) = S r(emleierv) = 3 r(en)r(el fenneer) = (el (v)
i=1

et N, € Lr.(V1,V2).
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Par ailleurs, si 'on pose 1 = Y c¢;e;, avec les ¢; € Ep, pour tout i, on a e; =
>_icieie}, d’ol trp) g, (ef) = ¢;. Mais alors, pour tout v € Vy,

> m) =Y r(e)mew) = trpym, (el)n(ew) = (Y ciei)v) = n(v),
T€Gal(F/Ep) T4 % i
donc n = > n, et I'application est bien surjective.
Choisissons alors pour ej, ez, .. ., e4 une base normale de F sur Ey de sorte que, si
T1,T2,...,Tq sont les éléments de Gal(F/Ey), la matrice des 7;(e;) est inversible. Si
n =@ n:, avecn; € Lp .-, (V1,V2), on a, pour tout v € V; et 1 < j < d,

d d
n(ejv) =Y miejv) = Y iles)mi(v),
i=1 =1

de sorte que, si les n(e;v) sont tous nuls les 7;(v) le sont aussi et ’application est bien
injective. O

Prouvons alors le théoréme. — Quitte a remplacer K par une extension finie conve-
nable et a décomposer W, et W, en sommes directes, on peut supposer que Wi et
W, sont indécomposables, que sy, (resp. sw,) n’a qu’une valeur propre a; (resp. az),
que «; appartient & une extension finie galoisienne F' de E contenue dans K et que
as € K.

Quitte & remplacer encore K par une extension finie, on peut supposer que, avec
les notations du §2.5, a; et aq sont dans ag. A isomorphisme pres, si, pour m = 1, 2,
on pose h,, = dim¢c W,,, on peut supposer que W, = @?:"’O_ICt(“m)(log t) C Béten’r.
Pour tout g € Gk, g(t®™)) = p,(g)tl®), avec pm(g) = exp(log x(g) - am), donc
p1:Gg — F* et ps : Gg — K* sont des homomorphismes continus.

Soit n : W3 — W5 comme dans le théoréeme. Grace au lemme précédent, on peut
poser 1) = ZTGG&I(F/E) Nr, avec N € Lp (W1, Ws). Chaque 7, est E-linéaire continue
et Gg-équivariante. On se ramene donc au cas ou 7 est I'un des 7., i.e. on peut
supposer qu'’il existe 7 € Gal(F/E) tel que n € L (W1, Wa).

Pour m = 1,2, posons W/, = EB?;"O_IC’(log t), de sorte que W,,, = W/ t(®m) On
peut écrire n(wt(®)) = n/(w)t(*2) ot o' : W] — W} est une application additive
continue vérifiant n'(A)w = 7(A\)n'(w) si A € F et w € Wj et, pour tout g € G,

7' (9(w)p1(9))t°* = g(n' (w))p2(9)t*,
ou encore, si 'on note p3 : Gxg — K* ’homomorphisme continu défini par p3(g) =
p2(9)/7(p1(9)),

' (g(w)) = g(n'(w))p3(g) si g € Gk et w e Wy.

Siaz =ay—7(a1) €ag et sin : W] — Witl®s) € C®k Br,o C Bsen, est défini par
no(w) = 7' (w)t(@3), ny est une application additive continue G g équivariante vérifiant
no(Aw) = 7(A\)no(w) si XA € F et w € Wy.
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Montrons d’abord que 79 donc 7 est nul si az # a3 ou 7 # 1. Par dévissage on se
rameéne & hy = hy = 1, donc np : C — Ctl@3) . Si ag # 0, no est nul d’apres le lemme
6.4. Sinon, 79 est C-linéaire d’apreés la proposition 6.2, donc a fortiori F-linéaire. Si
1o n’était pas nul, on aurait donc 7 =1 et ag = 1.

On peut donc supposer ag = a3 et 7 = 1. Quitte a remplacer n par 79, on peut
supposer a; = 0. Quitte & remplacer W) par une représentation plus grande, on
peut supposer hy > hi, i.e. W{ C Wj. Remarquons qu’alors Homgg | (W{, W3) =
Endgg,(W]) et que c’est un K-espace vectoriel de dimension hi, de base les appli-
cations (1j)ogj<h, définies par n;(3 ci(logt)’ = 3°7_ chy—1—j+i(logt)t.

On procede alors par récurrence sur hy :

—si hy = 1, W] = C. On vérifie que, pour toute extension finie K’ de K,
(W])GaI(E/K) — K’ et sin € Hom@'ie,(C, WY), on a n(K') C K’, pour tout K’,
donc n(K) C n(K) et, comme K est dense dans C, n(C) C C et la proposition 6.2
permet de conclure.

—si hy > 2 et si W = @!2;2C(logt)?, on a une suite exacte courte de C-
représentations

0— W/ — W — C—0,
ou la projection de W{ sur C est 'application Zf:lo—l ci(logt)! — cp,—1.
On a alors un diagramme commutatif
0 — Homg(g,)(C, W3) — Homg g, (W1, W3) — Homgg (Wi, W;3) — 0
[ N l
0 — Hom@',1(C, W3) — Hom&' (W1, W3) — Homli (WY, W3)

ol les lignes sont exactes ('application Home g, (W1, W3) — Homg(g. (W7, W3)
est surjective parce que

dim g HOHIC[GK](WI', W;) = dimg Homc[GK](Wl’,, W3) + dimg Homgg . (C, w3)).
L’égalité Homg g, (W1, W) = Homaz’“[g «](W1{, W) en résulte. O
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