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LES PREFAISCEAUX COMME MODELES DES TYPES
D’HOMOTOPIE

Denis-Charles Cisinski

Résumé. — Grothendieck a introduit dans A la poursuite des champs la notion de ca-
tégorie test, petite catégorie ayant par définition la propriété que les préfaisceaux sur
celle-ci sont naturellement des modéles pour les types d’homotopie des CW-complexes.
Un exemple bien connu est celui de la catégorie des simplexes (les préfaisceaux cor-
respondant étant alors les ensembles simpliciaux). Grothendieck a de plus dégagé
la notion de localisateur fondamental, ce qui donne une description axiomatique de
la théorie de 'homotopie des petites catégories, et permet d’étendre la notion de
catégorie test relativement & des localisations de la catégorie homotopique des CW-
complexes. Ce texte peut étre vu comme une prolongation de la théorie de ’homotopie
de Grothendieck. On démontre en particulier deux conjectures de Grothendieck : toute
catégorie de préfaisceaux sur une catégorie test admet canoniquement une structure
de catégorie de modeles fermée au sens de Quillen, et le localisateur fondamental
minimal définit la théorie de I’homotopie des CW-complexes. On montre par ailleurs
comment une version locale de la théorie permet d’englober dans un méme schéma la
théorie de ’homotopie équivariante. La mise en ceuvre de ce programme passe par la
construction et I’étude systématiques de structures de catégorie de modéles sur des
catégories de préfaisceaux quelconques, ainsi que par I’étude de la théorie de I’homo-
topie des petites catégories en suivant et en complétant les différentes contributions
de Quillen, Thomason et Grothendieck.
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Abstract (Presheaves as models for homotopy types). — Grothendieck introduced in
Pursuing Stacks the notion of test category. These are by definition small categories
on which presheaves of sets are models for homotopy types of CW-complexes. A well
known example is the category of simplices (the corresponding presheaves are then
simplicial sets). Moreover, Grothendieck defined the notion of basic localizer which
gives an axiomatic approach to the homotopy theory of small categories, and gives a
natural setting to extend the notion of test category with respect some localizations
of the homotopy category of CW-complexes. This text can be seen as a sequel of
Grothendieck’s homotopy theory. We prove in particular two conjectures made by
Grothendieck: any category of presheaves on a test category is canonically endowed
with a Quillen closed model category structure, and the smallest basic localizer defines
the homotopy theory of CW-complexes. Moreover, we show how a local version of the
theory allows to consider in a unified setting the equivariant homotopy theory as well.
The realization of this program goes through the construction and the study of model
category structures on any category of presheaves on an abstract small category, as
well as the study of the homotopy theory of small categories following and completing
the contributions of Quillen, Thomason and Grothendieck.
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Préambule

Le point de départ de ce travail est A la Poursuite des Champs [67], manuscrit
non publié d’Alexandre Grothendieck dans lequel il déploie sa vision de la théorie de
I’homotopie. C’est suite au profond effort de mise en forme de la théorie d’Alexandre
Grothendieck fait par Georges Maltsiniotis [96] que ce livre prend sa place.

Ce texte est issu de ma these de doctorat, effectuée sous la direction de Georges
Maltsiniotis. Il correspond cependant & une version largement réécrite, complétée et
approfondie du texte original. Georges Maltsiniotis m’a aidé et soutenu a bien des
égards lors de la préparation de ma these, ainsi que durant la rédaction de ce livre.
De plus, il a bien voulu me laisser inclure dans le premier chapitre ses notes sur les
« Propriétés de stabilité de classes de fleches ou d’objets », et ses nombreuses pro-
positions de rédaction ont contribué sensiblement a la clarté d’un certain nombre de
passages. En particulier, il a amélioré la définition d’extension anodine en dégageant
une axiomatique simple, et sa notion d’équivalence faible absolue a permis une ap-
proche conceptuelle de points a priori délicats. Pour tout le temps qu’il a consacré
a suivre ce travail, et pour m’avoir initié a la théorie de ’homotopie, je tiens a lui
exprimer toute ma gratitude.

Je veux par ailleurs remercier le comité de rédaction d’Astérisque pour sa patience
et sa confiance, et en particulier, Pierre Colmez, Yves André et Raphaél Rouquier
pour leur soutien et leur attention.

Denis-Charles Cisinski
Paris, le 10 aolit 2006






INTRODUCTION

Bats le tambour, n’aie pas peur

Et embrasse la cantiniere

Voila toute la science

Voila des livres le sens le plus profond.

Heinrich Heine, Doctrine

Ce livre a pour sujet I’étude de la catégorie homotopique Hot, c’est-a-dire la catégo-
rie dont les objets sont les CW-complexes, et les morphismes, les classes d’homotopie
d’applications continues entre iceux. Néanmoins, en dehors de quelques appels a 'in-
tuition dans le cadre de cette introduction, il ne sera jamais fait usage des espaces
topologiques. Il sera question de développer la théorie de I’homotopie d’un point de
vue entierement catégorique. Non pas que cela puisse étre une fin en soi, mais plutét
pour fonder la notion méme d’homotopie.

Le principe de contractibilité locale

Du point de vue formel, Grothendieck [67] voit comme modeles fondamentaux des
types d’homotopie non pas les espaces topologiques, mais les petites catégories. Il
considere donc Cat, la catégorie des petites catégories, et définit la notion de loca-
lisateur fondamental : il s’agit d’une classe W de foncteurs entre petites catégories
vérifiant un certain nombre d’axiomes. Les éléments de T sont alors appelés des
équivalences faibles : on veut les voir comme des fleches inversibles. Il définit alors
Hot,, = W~1Cat, la catégorie homotopique associée & W, comme la localisation
de Cat par ‘W. Par exemple, lorsque W est la classe des foncteurs dont le nerf est
une équivalence faible d’ensembles simpliciaux, Hot,, est équivalente a la catégorie
homotopique des CW-complexes Hot.

Les axiomes de Grothendieck définissant la notion de localisateur fondamental re-
posent sur le principe suivant. Si A est une petite catégorie, et si a est un objet de A,
on définit la catégorie A/a des objets de A au-dessus de a : les objets de A/a sont les



xii INTRODUCTION

couples (a’, @), ou1 @’ est un objet de A, et o une fleche de A de a’ vers a. On dispose
alors d’un foncteur d’oubli canonique

(0.0.0.1) Ala— A | (@,a)—a’ .
Pour une petite catégorie A donnée, le type d’homotopie de A est obtenu en recol-

lant les catégories A/a, out a parcourt les objets de A. Autrement dit, le morphisme
canonique

(0.0.0.2) holim A/a — lim A/a = A
a€A a€A

doit étre un isomorphisme dans la catégorie homotopique Hot . En outre, cela doit
rester vrai apres tout changement de base. Autrement dit, pour tout foncteur u :
A’ — A, sionnote A'/a = A’ x 4 A/a pour chaque objet a de A, alors le morphisme
canonique

(0.0.0.3) holim A’ /a —= lim A’ /a = A’
—_— -
a€cA acA

doit étre un isomorphisme dans la catégorie homotopique Hot,,. C’est ainsi que
l'axiome fondamental des localisateurs fondamentaux apparait naturellement. Consi-
dérons un triangle commutatif de petites catégories

A = B .
C

Pour chaque objet ¢ de ', on peut alors former les carrés cartésiens ci-dessous.

Alc—= A B/c—— B

L]

Clc——=C Clce——C
On obtient donc en particulier un foncteur canonique
u/c: AJe — BJc .

Si le morphisme u est un isomorphisme dans Hot,, localement au-dessus de C (i.e. si
pour tout objet ¢ de C, le foncteur u/c est un isomorphisme dans Hot,,), alors il en
est de méme de u : cela provient d’une double application de I’isomorphisme (0.0.0.3).
11 est remarquable que lorsque B = C' et w = 1, on retrouve de la sorte le théoréme A
de Quillen [112].

L’isomorphisme (0.0.0.2) s’interpréte en disant que la catégorie A est localement
de la forme A/a ol a est un objet de A. Les catégories A/a admettant un objet
final, elles sont contractiles, et ont par suite le type d’homotopie du point. Une consé-
quence de I'isomorphisme (0.0.0.2) est donc que toute petite catégorie est localement
contractile, ou encore que toute petite catégorie a localement le type d’homotopie du
point. Dans la mesure ou on admet que tout type d’homotopie est le type d’homoto-
pie d’'une petite catégorie, cela implique que tout type d’homotopie a localement le
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VERS LES CATEGORIES TEST xiii

type d’homotopie du point. Le constat de Grothendieck est simplement le suivant :
ce qui précede caractérise totalement la théorie de ’homotopie des CW-complexes.
De 1a découle 'universalité de cette théorie homotopique, ce que 'on peut formuler
de bien des manieres. L’une d’elle est que le plus petit localisateur fondamental est
formé exactement des foncteurs dont le nerf est une équivalence faible d’ensembles
simpliciaux("). Cette affirmation, conjecturée par Grothendieck, est 1'un des résultats
importants démontrés dans ce livre.

Vers les catégories test

En considérant les espaces topologiques, on a ’analogie suivante avec le point de
vue catégorique évoqué ci-dessus : tout espace topologique a le type d’homotopie
d’un CW-complexe® | et il est clair que tout CW-complexe est localement contractile
(i.e. admet une base d’ouverts contractiles). Le lien avec la théorie de I’homotopie des
petites catégories peut se faire concretement de plusieurs maniéres. Si X est un espace
topologique localement contractile, on peut considérer ’ensemble O.(X) des ouverts
contractiles de X, ordonnés par 'inclusion. Si on voit O.(X) comme une catégorie, il
est possible de démontrer que le type d’homotopie correspondant & O.(X) n’est autre
que celui de X. Plus précisément, le morphisme canonique

holim U — lim U=X
—_— -
UecO.(X) U€eO.(X)

est une équivalence d’homotopie faible dans Zop. Cette construction a I'avantage de
rester tres proche de la géométrie de X, mais pour inconvénient de n’avoir de sens
raisonnable que lorsque X est localement contractile. Une autre maniere de faire est
la suivante. Soit A une catégorie, et

i:A— Top

un foncteur de A vers la catégorie des espaces topologiques tel que pour tout objet a
de A, Vespace i(a) soit contractile. A tout espace topologique X, on peut associer la
catégorie A/ X, définie par le produit fibré ci-dessous.

|

Top/ X —— Top

(1) Nous renvoyons le lecteur & [71, 46, 32] pour des formulations plus spectaculaires de la propriété
universelle de Hot. Le lien entre cette propriété universelle et la notion de localisateur fondamental
est explicite dans [32].

(21ci, on identifie Hot avec la localisation de la catégorie des espaces topologiques par les équivalences
d’homotopie faibles. En particulier, tout espace topologique peut étre vu comme un objet de Hot.
Deux espaces topologiques ont le méme type d’homotopie s’ils sont isomorphes en tant qu’objets de
Hot.
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xiv INTRODUCTION

Le lien entre le type d’homotopie de A/ X et celui de X peut étre explicité plus avant.
Les objets de A/X sont par définition les couples (a, f), oll a est un objet de A,
et f une application continue de i(a) vers X. On obtient de la sorte un morphisme
canonique :
holim i(a) — X .

(0.0.04) (a,f)€A/X

fii(a) —> X
Si le morphisme (0.0.0.4) induit un isomorphisme dans Hot, on dit que A/ X et X ont
canoniquement le méme type d’homotopie : les espaces i(a) étant tous contractiles, la
source de la fleche (0.0.0.4) a le type d’homotopie de 'espace classifiant de A/ X (cela
prend tout son sens en regard de I'isomorphisme (0.0.0.2)). C’est ainsi que le point de
vue simplicial apparait : si A = A est la catégorie des simplexes, et si i est le foncteur
associant & tout n-simplexe le n-simplexe topologique standard

sz—l}

AZ}JP: {(330,...,.7371) E O 1]"+1
oign

il est bien connu que pour tout espace topologique X, A/X et X ont canoniquement
le méme type d’homotopie (A/X n’est qu’une version déguisée du complexe singu-
lier associé a X ). Le point est que cette propriété n’est pas 'apanage de la catégorie
des simplexes. Une version plus naturelle de cette construction serait de considérer
la catégorie A = ‘Topc, sous-catégorie pleine de Zop formée des espaces topologiques
contractiles, et de prendre pour foncteur ¢ 'inclusion. Mis & part des probléemes lo-
giques que nous nous efforcerons de négliger ici, on retrouve la méme propriété : pour
tout espace topologique X, Topc /X et X ont canoniquement le méme type d’homo-
topie. Ainsi pour tout espace topologique X, on dispose de trois modeles catégoriques
du type d’homotopie de X, a savoir O.(X), A/ X, et Top_/X. Il est remarquable que
les deux premieres catégories de cette liste sont des sous-catégories de la troisieme. Il
est d’autre part évident que la catégorie ‘Topc /X ne fournit pas la construction la plus
économique (elle est pour le moins énorme). Le principal intérét de la construction
‘]bpc /X est sa canonicité. Pour pallier ce probleme de la taille de ‘prc, on remarque le
fait suivant : certaines sous-catégories de Zop_ /X ont toujours le type d’homotopie de
X : par exemple O.(X) et A/X. Le constat de Grothendieck est qu’il existe un grand
nombre de catégories A telles qu’il existe un foncteur i comme ci-dessus, de sorte
que pour tout espace topologique X, A/X soit canoniquement un modele du type
d’homotopie de X . Il appelle de telles catégories A des catégories test faibles (modulo
quelques propriétés techniques supplémentaires). A la recherche de conditions faciles
a vérifier pour caractériser les catégories test faibles, Grothendieck remarque ensuite
qu’une classe de catégories apparait naturellement : ce sont les petites catégories A
telles que A soit une catégorie test faible et telle que pour tout objet a de A, la ca-
tégorie A/a soit également une catégorie test faible. Il appelle de telles catégories des
catégories test.

L’exemple bien connu de catégorie test est comme on l'attend la catégorie des
simplexes A. Or cette derniére a une autre propriété bien connue : les préfaisceaux
(d’ensembles) sur A, i.e. les ensembles simpliciaux, forment une catégorie de modeles
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VERS LES CATEGORIES TEST XV

fermée (au sens de Quillen), et la théorie de I’homotopie des ensembles simpliciaux est
équivalente & celle des espaces topologiques : elle fournit un modele de Hot. De la sur-
git une autre question : quelles sont les petites catégories A telles que les préfaisceaux
sur A forment une catégorie de modeles fermée canoniquement équivalente a celle des
espaces topologiques? Ce que prédit Grothendieck dans la Poursuite des Champs,
et ce que nous démontrons dans ce livre, est que ces catégories sont exactement les
catégories test.

Plus généralement, la question de savoir si une petite catégorie A est une catégorie
test consiste & définir un foncteur i : A —= M, oi1 M est une catégorie de modeles de
Hot (la digression qui précede concerne le cas M = Top), et tel que pour tout objet a
de A, i(a) soit un objet asphérique de M (ce qui signifie simplement que le morphisme
de i(a) vers I'objet final de M soit une équivalence faible), puis & étudier les catégories
A/X pour X dans M (ou plus précisément, les morphismes de la forme (0.0.0.4)).
Ce que Grothendieck remarque rapidement, c’est qu’il suffit de considérer le cas ou
M = Cat, avec les équivalences faibles usuelles (i.e. les morphismes dont le nerf est
une équivalence faible d’ensembles simpliciaux), et ou i est le foncteur

A — Cat at+— Ala;

pour cela, il faut aussi bien str comprendre la théorie de 'homotopie dans Cat, ce
qui est fait par Grothendieck (et développé dans [96]) de maniére axiomatique. Cela
permet en outre d’étudier la méme problématique en remplagant les équivalences
faibles usuelles de Cat par les éléments d’un localisateur fondamental quelconque
W. Cette généralisation permettra de définir des catégories de modeles de Hotgy,
c’est-a-dire des catégories de modeles de localisations de la catégorie homotopique des
CW-complexes (par exemple des modeles pour les n-types d’homotopie).

Une fois ceci posé, nous nous adressons en premier lieu la question suivante : étant
donnée une petite catégorie A, quelles sont les structures de catégorie de modeéles fer-
mée définies sur la catégorie des préfaisceaux sur A ? Ensuite seulement, sous quelles
conditions une structure de catégorie de modeles fermée sur la catégorie des préfais-
ceaux sur A est-elle équivalente a la catégorie de modeles fermée des petites catégories
(pour un localisateur fondamental donné) ? Puis nous étudierons des versions locales
de ces questions. Cela nous conduira & un approfondissement de la théorie de 'ho-
motopie des petites catégories, et & une théorie de 'homotopie équivariante a forte
saveur galoisienne (dans l’esprit de Toén [127, 126]).

Pour cela, mis & part la théorie de Grothendieck proprement dite telle qu’elle
est exposée dans [96], les seuls prérecquis que nous demanderons au lecteur sont
une connaissance de la théorie des catégories en général, une bonne maitrise des
notions fondamentales concernant les catégories de modeles (par exemple les pre-
miers chapitres de [109] ou de [74]), et des éléments de combinatoire simpliciale (voir
par exemple [60]). En particulier, I'existence de la catégorie de modeles fermée des
ensembles simpliciaux ne sera pas admise (mais sera redémontrée), et comme nous
I’avons déja dit, des espaces topologiques il ne sera essentiellement plus fait mention.

Pour conclure, il reste a évoquer ce dont ce livre ne parle pas : la géométrie. En
effet, les modeles pour les types d’homotopie qui apparaissent naturellement avec la
théorie des catégories test sont de nature plutot combinatoire (ensembles simpliciaux
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xvi INTRODUCTION

ou cubiques, catégories, et cetera). Dans A la poursuite des champs, Grothendieck
envisage une notion de « topos test ». L’idée consiste & remplacer la catégorie Cat
par la catégorie des topos. Pour un topos E donné on a un foncteur canonique de
‘E vers la catégorie des topos qui associe a un faisceau X sur ‘E le topos E/X. Or
grace a la théorie d’Artin et Mazur [3], on a une notion d’équivalence faible de topos
définie par la cohomologie (éventuellement non abélienne) a coefficients localement
constants, ce qui permet de définir une notion d’équivalence faible de faisceaux sur
‘E : ce sont les morphismes X — Y tels que le morphisme de topos correspondant
E/X — E/Y soit une équivalence faible. On peut alors se demander si cela définit
une structure de catégorie de modeles fermée sur la catégorie E (dont les cofibrations
sont les monomorphismes). Lorsque ‘E est une catégorie de préfaisceaux sur une petite
catégorie A, cette propriété équivaut a dire que A est une catégorie test locale (i.e.
que pour tout objet a de A, la catégorie A/a est une catégorie test). Un topos test
est un topos E qui est asphérique (i.e. qui a le (pro-)type d’homotopie du point),
est localement asphérique (cela signifie qu'il existe une famille génératrice®® de E
formée d’objets X tels que le topos £/X soit asphérique), et tel que les équivalences
faibles de faisceaux définissent une structure de catégorie de modeles fermée sur ‘E.
On obtient qu'une petite catégorie A est une catégorie test si et seulement si le topos
des préfaisceaux sur A est un topos test (il s’agit ici d’une simple reformulation des
résultats principaux du présent ouvrage). On peut étudier les catégories de modeles
fermées sur les catégories de faisceaux de la méme maniére que sur les catégorie de
préfaisceaux (voir [33]), et prouver que pour tout topos test E, la catégorie homoto-
pique Ho(E) est canoniquement équivalente & Hot (voir [30]). Par exemple, le topos
des faisceaux sur le site des variétés différentielles (resp. des variétés topologiques,
resp. des CW-complexes finis) est un topos test (les catégories de modeles correspon-
dant a ces exemples peuvent par ailleurs étre obtenues par la théorie des sites avec
intervalle de Morel et Voevodsky [107]). L’ingrédient fondamental permettant I’étude
des catégories test est le théoreme A de Quillen. De méme, un analogue « toposique »
du théoreme A permet ’étude des topos test. Une application est alors que tout topos
test est obtenu comme une catégorie de faisceaux sur une catégorie test munie d’une
topologie de Grothendeck adéquate. Par exemple, si ‘E désigne le topos des faisceaux
sur le site des variétés différentielles, on peut le voir comme la catégorie des faisceaux
sur la catégorie A dont les objets sont les espaces affines R™, n > 0, et les morphismes,
les applications différentiables. Or A est une catégorie test, et c’est cette propriété qui
permet de construire une équivalence Hot ~ Ho(E). Cela peut étre vu comme un
retour aux sources, dans la mesure ot Quillen lui-méme appelle dans I'introduction
de son article fondateur sur la K-théorie algébrique supérieure a une généralisation
de ses théoremes A et B dans le cadre des topos.

(3)Lorsqu’on travaille avec une petite catégorie A, on considére en fait le topos des préfaisceaux sur
A, et on privilégie la famille génératrice formée des préfaisceaux représentables.
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Fil d’Ariane

Chapitre 1. — Le premier chapitre est essentiellement consacré a I'étude des struc-
tures de catégorie de modeles fermée sur les catégories de préfaisceaux dont les cofi-
brations sont les monomorphismes. Pour cela, on introduit dans la premiére section
les notions fondamentales de classes de fleches ou d’objets saturées par monomor-
phismes (1.1.12), classes qui ont par définition la propriété d’étre stables par les opé-
rations intervenant dans toute construction par 'argument du petit objet.

Dans la deuxiéme section, on rappelle et on étudie la notion d’accessibilité, notion
de petitesse qui a son importance pour utiliser 'argument du petit objet.

Dans la troisieme section, on entre enfin dans le vif du sujet : on définit la notion
de donnée homotopique élémentaire sur une catégorie de préfaisceaux. Cette struc-
ture permet de donner un sens a la notion d’homotopie entre deux morphismes, et
a celle plus abstraite d’extension anodine. On définit ensuite la notion de structure
homotopique sur une catégorie de préfaisceaux sur une petite catégorie A donnée;
cela consiste essentiellement en une donnée homotopique élémentaire J, et en un en-
semble S (par opposition a une classe) de monomorphisme de préfaisceaux sur A. On
construit alors une structure de catégorie de modeles fermée sur la catégorie des pré-
faisceaux sur A dont les cofibrations sont les monomorphismes (théoréme 1.3.22). Les
équivalences faibles sont déterminées par le fait que toute équivalence d’homotopie
(dans le sens défini par J) est une équivalence faible, et tout élément de S est une
équivalence faible. Si les objets fibrants peuvent étre caractérisés par des conditions
explicites, les fibrations sont en général plus difficiles a décrire. On donne plusieurs
conditions équivalentes pour que les fibrations de la structure de catégorie de modeles
fermée associée a une structure homotopique admettent une caractérisation raison-
nable (propositions 1.3.47 et 1.3.61).

Dans la quatrieme section, pour une petite catégorie A donnée, on introduit la
notion fondamentale de A-localisateur, classe de morphismes W de préfaisceaux sur
A vérifiant certaines conditions de stabilité. Par exemple, pour toute structure de
catégorie de modeles fermée sur la catégorie des préfaisceaux sur A dont les cofibra-
tions sont exactement les monomorphismes, la classe des équivalences faibles forme un
A-localisateur. On dit qu’un A-localisateur est accessible s'il est le plus petit A-locali-
sateur contenant un ensemble de morphismes de préfaisceaux. On démontre alors I'un
des résultats fondamentaux de ce livre (théoréeme 1.4.3) : la donnée d’un A-localisateur
accessible W est équivalente a celle d’'une structure de catégorie de modeles fermée a
engendrement cofibrant (i.e. construite en utilisant I’argument du petit objet) sur la
catégorie des préfaisceaux sur A dont les équivalences faibles sont les éléments de W,
et les cofibrations, les monomorphismes. En outre, toutes les structures de catégorie
de modeles fermée de ce type peuvent étre construites avec les méthodes décrites dans
la troisieme section. On donne ensuite des méthodes de construction de A-localisa-
teurs accessibles, et on étudie la stabilité des A-localisateurs par produits finis ou par
certaines limites inductives. Dans le scholie 1.4.6, on explique trés succinctement en
quoi la question de I'accessibilité des A-localisateurs est liée a des axiomes de grands
cardinaux : en acceptant le principe de Vopenka, on peut en effet montrer que tout
A-localisateur est accessible.
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Dans la cinquiéme section, on se pose la question de la propreté des structures
de catégorie de modeles fermée en présence. On appelle A-localisateur propre tout
A-localisateur accessible tel que la structure de catégorie de modeles fermée corres-
pondante soit propre. Comme pour ces structures de catégorie de modeles fermée, tous
les objets sont cofibrants, la propreté a gauche est systématique. La propreté des A-
localisateurs porte donc uniquement sur la propreté a droite. On donne une condition
nécessaire et suffisante sur un ensemble de morphismes de préfaisceaux pour que le A-
localisateur correspondant soit propre (théoréme 1.5.4), et on en tire les conséquences.
On rappelle de plus quelques résultats abstraits sur la propreté dans les catégorie de
modeles. On rappelle en particulier que la notion de propreté d’une catégorie de mo-
deles fermée, contrairement & ce que ’'on pourrait attendre de sa définition, ne dépend
que de la classe des équivalences faibles (corollaire 1.5.21).

La sixieme et derniere section de ce chapitre consiste & caractériser les structures
de catégorie de modeles fermées donnant lieu & des A-localisateurs mais dont les
cofibrations ne sont pas nécessairement tous les monomorphismes (1.6.2 et 1.6.3). On
rappelle de plus quelques sorites, certes abstraits, mais parfois bien utiles, sur les
localisations de Bousfield (1.6.5).

Chapitre 2. — Ce chapitre est une application du précédent : on veut retrouver
par ces méthodes la théorie de I’homotopie des ensembles simpliciaux.

Dans la premiére section, on définit la structure de catégorie de modeles fermée
sur la catégorie des ensembles simpliciaux (proposition 2.1.5). La construction est
immédiate en vertu des résultats du premier chapitre, mis & part un fait non trivial :
méme s’il est essentiellement évident que les objets fibrants pour cette structure sont
les complexes de Kan, il est beaucoup moins clair a priori que les fibrations sont
exactements les fibrations de Kan. Nous redémontrons ce fait avec une nouvelle mé-
thode qui ne fait intervenir ni les espaces topologiques ni les fibrations minimales (on
donne méme une variante de cette preuve dans la troisiéme section de ce chapitre; cf.
2.3.21).

Dans la deuxieéme section, on s’intéresse a une variante simpliciale du théoreme B
de Quillen [112]. Autrement dit, on donne des conditions suffisantes pour produire
des carrés homotopiquement cartésiens (2.2.6 et 2.2.7). On en déduit une caracté-
risation axiomatique de la classe des équivalences faibles simpliciales usuelles (théo-
reme 2.2.10). On redémontre de maniere élémentaire que les groupes d’homotopie
supérieurs caractérisent les équivalences faibles d’ensembles simpliciaux.

La troisieme section renoue avec une problématique plus abstraite. Etant donnée
une petite catégorie A, on étudie comment relier les structures de catégorie de modeéles
fermée sur la catégorie des préfaisceaux sur A avec les structures de catégorie de
modeles fermée sur la catégorie des préfaisceaux simpliciaux sur A. Pour cela, on
associe a tout A-localisateur sa complétion simpliciale, laquelle est par définition un
Ax A-localisateur (ol A est la catégorie des simplexes). Cette notion, certes technique,
nous sera utile dans le chapitre suivant. On démontre des sorites de circonstance : un
A-localisateur est accessible (resp. propre) si et seulement si sa complétion simpliciale
lest. En outre, les structures de catégorie de modeles fermée associées & un A-locali-
sateur et & sa complétion simpliciales sont canoniquement équivalentes.
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Chapitre 3. — Dans ce chapitre, on veut étudier la notion de « génération par
colimites homotopiques ».

Pour cela, dans le premier chapitre, on introduit la notion de colimite et de limite
homotopique, et méme d’« extension de Kan homotopique » (foncteurs dérivés des
extensions de Kan). Pour que cela ait un sens, on introduit la notion de catégorie de
modéles fermée exponentielle : ce sont des catégories de modeles fermées telles que la
construction des extensions de Kan homotopiques est essentiellement évidente. Bien
entendu, toutes les structures de catégorie de modeles fermée qui apparaitront dans ce
livre seront exponentielles (nous renvoyons le lecteur intéressé a [29, 34, 48, 72] pour
des constructions de ce type dans un cadre plus général). On montre ensuite comment
la notion de colimite homotopique garde tout son sens pour la théorie de I’homotopie
définie par un A-localisateur non nécessairement accessible (auquel cas nous n’avons
pas a disposition de structure de catégorie de modeles fermée, sauf invocation du
principe de Vopenka).

La deuxieme section de ce chapitre, logiquement indépendante de la premiere est
une étude légerement exotique du plongement de Yoneda et du fait que tout préfais-
ceau d’ensembles est une limite inductive de préfaisceaux représentables. Bien que
son intérét soit essentiellement technique, elle sera cependant utilisée dans la majeure
partie du livre, car elle fait intervenir des constructions qui sont fondamentales pour
étudier la théorie de ’homotopie de Grothendieck.

Dans la troisieme section, on rappelle la notion de localisateur fondamental (3.3.2).
On énonce les résultats fondamentaux concernant cette notion. En particulier, on rap-
pelle comment le foncteur d’intégration (i.e. la construction de Grothendieck) permet
de définir explicitement les colimites homotopiques (et méme, plus généralement, les
extensions de Kan homotopiques & gauche) dans Cat (3.3.18).

Dans la quatrieme section de ce chapitre, on démontre comment on peut associer
a tout A-localisateur un localisateur fondamental au sens de Grothendieck (défini-
tion 3.4.1 et proposition 3.4.3). On définit par ailleurs la notion cruciale de A-localisa-
teur régulier : ce sont les A-localisateurs W tels que tout préfaisceau d’ensembles X est
canoniquement une colimite homotopique de préfaisceaux représentables. A chaque
A-localisateur W, on peut associer un A-localisateur régulier, appelé sa complétion
réguliére : c’est le plus petit A-localisateur régulier qui contient W. On démontre que
si un A-localisateur est accessible (resp. propre, resp. stable par produits finis), alors
il en est de méme de sa complétion réguliere. On caractérise de plus les A-localisa-
teurs réguliers comme ceux dont la complétion simpliciale contient les équivalences
faibles d’ensembles simpliciaux argument par argument (théoréme 3.4.36). Cela nous
permet de donner des exemples non triviaux de A-localisateurs propres qui ne sont
pas réguliers (3.4.57).

Chapitre 4. — Ce chapitre est consacré a la démonstration des conjectures de
Grothendieck sur les catégories test et les localisateurs fondamentaux.

Dans la premiere section, on rappelle les notions fondamentales de catégorie test (lo-
cale) et de foncteur test (local), ainsi que leurs caractérisations essentielles (voir 4.1.12,
4.1.14 et 4.1.19 pour les catégories test locales, et 4.1.24 et 4.1.26 pour les foncteurs
test locaux). On rappelle par ailleurs que pour un localisateur fondamental W donné,
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pour toute petite catégorie A, on peut définir une classe d’équivalences faibles de
préfaisceaux sur A, notée Wg (4.1.3), dont on étudie les premieres propriétés.

Dans la seconde, on commence par prouver que pour un localisateur fondamental
W, une petite catégorie A est une catégorie test locale si et seulement si la classe
‘VVZ est un A-localisateur (4.2.3). Ensuite, pour une petite catégorie A donnée, on
établit une bijection entre les A-localisateurs test (i.e. réguliers et tels que pour tout
préfaisceau représentable a sur A, la fleche de a vers le préfaisceau final soit une
équivalence faible) et les localisateurs fondamentaux tels que A soit une catégorie
test (théoreme 4.2.15). On démontre que cette bijection conserve l'accessibilité (un
localisateur fondamental est dit accessible s’il est le plus petit localisateur fondamental
contenant un ensemble de morphismes de Cat). On en déduit deux conjectures de
Grothendieck : pour tout localisateur fondamental accessible W, et toute catégorie
test locale A, la catégorie des préfaisceaux sur A admet une structure de catégorie
de modeles fermée dont les cofibrations sont les monomorphismes, et les équivalences
faibles, les éléments de W5 (4.2.18); le localisateur fondamental minimal est formé
exactement des foncteurs dont le nerf est une équivalence faible simpliciale au sens
usuel (4.2.19). On donne enfin plusieurs exemples d’équivalences de Quillen entre
catégories de modeles fermées associées a des catégories test.

Dans la troisieme section, on s’intéresse a la notion de localisateur fondamental
propre : ce sont les localisateurs fondamentaux W tels que pour toute catégorie test
A, ‘VVK soit un A-localisateur propre. On démontre que cette condition équivaut a
demander qu’il existe une catégorie test A telle que le A-localisateur ‘I/VZ soit propre
(4.3.24). On en déduit des conditions suffisantes pour qu'un localisateur fondamental
soit propre (on verra plus loin qu’elles sont en fait nécessaires) : par exemple, si ‘W
est le localisateur fondamental engendré par un foncteur de la forme A — e (ou e
désigne la catégorie ponctuelle), alors W est propre.

Dans la quatrieme section de ce chapitre, on s’intéresse a la théorie de I’homotopie
sur Cat/A définie par une petite catégorie A et un localisateur fondamental W. On
démontre ensuite un résultat fondamental concernant les catégories test locales : si A
est une catégorie test locale, la théorie homotopique définie par W sur la catégorie des
préfaisceaux d’ensembles sur A est équivalente & celle définie sur Cat/A (4.4.20). On
en déduit que si W est un localisateur fondamental propre, alors pour toute catégorie
test locale A, le A-localisateur associé Wg est propre (4.4.30).

Chapitre 5. — Dans ce chapitre, on utilise les chapitres précédents pour construire
des structures de catégorie de modeles fermée sur la catégorie des petites catégories
Cat.

La premiere section consiste a étudier la notion de cofibration formelle dans Cat :
ce sont les morphismes qui se comportent formellement comme des cofibrations d’une
structure de catégorie modeles sur Cat dont les équivalences faibles sont les éléments
d’un localisateur fondamental.

La deuxiéme section associe & tout localisateur fondamental accessible W une
structure de catégorie de modeles fermée a la Thomason. On vérifie que cette structure
de catégorie de modeles fermée est propre si et seulement si le localisateur fondamental
W est propre. Lorsque W est le localisateur fondamental minimal, on retrouve de la
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sorte la structure de catégorie de modeles fermée de Thomason originale. On définit
ensuite des variantes de ces structures de catégorie de modeéles fermée en forgant que
le foncteur de passage a la catégorie oppposée soit une équivalence de Quillen.

Dans la troisieme section, aprés avoir rappelé les notions de foncteur propre et
de foncteur lisse (notions fondamentales dans la théorie de 'homotopie de Grothen-
dieck), on démontre que pour tout localisateur fondamental accessible W, la catégorie
des petites catégories admet une structure de catégorie de modeles fermée dont les
équivalences faibles sont les éléments de W/, et dont les fibrations ont le mérite d’étre
a la fois des foncteurs propres et des foncteurs lisses. Cela implique en particulier que
la catégorie des petites catégories admet une structure de catégorie d’objets fibrants
(au sens de Brown [22]) dont les équivalences faibles sont les éléments du localisateur
fondamental minimal (i.e. les équivalences faibles usuelles), et les fibrations, les fonc-
teurs a la fois propres et lisses (pour cela il faut aussi invoquer les corollaires 6.4.8
et 6.4.16).

Chapitre 6. — Ce chapitre est consacré a la notion de carré homotopiquement
cartésien dans Cat relativement & un localisateur fondamental accessible (et méme, le
plus souvent, propre).

La premieére section consiste a caractériser les carrés homotopiquement cartésiens
dans les catégories de préfaisceaux sur des catégories test locales. Cela permettra de
trouver une nouvelle caractérisation des localisateurs fondamentaux propres (6.1.11).
On montre aussi comment associer canoniquement a tout localisateur fondamental
accessible un localisateur fondamental propre ayant les mémes catégorie asphériques
(6.1.8). On en déduira aussi une amélioration du théoréme de minimalité : la classe
des morphismes de Cat dont le nerf est une équivalence faible d’ensembles simpliciaux
est le localisateur fondamental faible minimal (6.1.18). En d’autres termes : la théorie
de I’homotopie est totalement caractérisée par le fait que toute catégorie admettant
un objet final a un type d’homotopie trivial et par le théoreme A de Quillen.

La seconde section donne des critéres dans 'esprit des théorémes A et B de Quillen
(mais pour un localisateur fondamental propre général) pour déterminer si un carré
commutatif est homotopiquement cartésien dans Cat.

La troisieme section complete et utilise la seconde pour définir la notion de fonc-
teur fortement localement constant. Pour leur étude, on introduit la notion de trans-
versalité homotopique. Les foncteurs fortement localement constants produisent des
adjonctions (voire des équivalences) de Quillen entre catégories de préfaisceaux sur
des catégories test locales (6.3.24 et 6.3.33). On introduit ensuite la notion de foncteur
ezcellent. Ce sont des foncteurs fortement localement constants qui ont la propriété
supplémentaire d’étre compatibles aux carrés homotopiquement cartésiens en un sens
adéquat (6.3.43).

La quatriéme section est consacrée au théoréeme B de Quillen proprement dit, ainsi
qu’a quelques reformulations équivalentes (6.4.14 et 6.4.15). On retrouve aussi de la
méme maniere quelques versions abstraites du théoréme de complétion en groupe
(6.4.12). On montre par ailleurs que le théoréeme B de Quillen caractérise en quelque
sorte le localisateur fondamental minimal (6.4.22). Ces résultats sont ensuite inter-
prétés en termes de catégories test locales.
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La derniere section de ce chapitre établit un lien entre la notion de foncteur (for-
tement) localement constant que nous avons déja définie et une notion de « systéme
local homotopique ». On donne pour conclure une reformulation du théoreme B de
Quillen en termes de limites homotopiques & coefficients dans une catégorie de mo-
deles fermée abstraite : les équivalences faibles usuelles de Cat sont caractérisées par
la « cohomologie a coefficients localement constants » (6.5.11).

Chapitre 7. — Ce chapitre est consacré & la théorie de I’homotopie équivariante :
pour une petite catégorie A, un A-localisateur W, et un préfaisceau de groupes G
sur A donnés, on étudie la théorie de I’homotopie des représentations de G associée a
W (une représentation de GG est simplement un préfaisceau sur A muni d’une action
de G).

La premiere section se place dans un cadre abstrait. On explicite une petite catégo-
rie BG telle que la catégorie des représentations de GG soit canoniquement équivalente
a la catégorie des préfaisceaux d’ensembles sur ‘BG. Ensuite, on montre comment
associer au A-localisateur W un B@G-localisateur, puis comment les propriétés fonda-
mentales telles que l'accessibilité, la propreté ou la régularité de W peuvent y étre
reflétées. On exhibe en outre des structures de catégorie de modeles fermée sur la
catégorie des représentations de G qui ont la particularité que les objets cofibrants
sont des G-torseurs relatifs.

Dans la seconde section, on démontre que si u : A — B est un foncteur lisse, et
si B est une catégorie test locale, alors A est une catégorie test locale (7.2.1). En
particulier, toute catégorie fibrée sur une catégorie test locale est donc une catégorie
test locale. Il en résulte que si A est une catégorie test locale, il en est de méme de
la catégorie BG. On collecte ensuite les fruits du mariage de la premieére section et
de la théorie des catégories test locales. Cela permet de démontrer un théoréeme de
correspondance de Galois relativement & G (scholie 7.2.15).

La troisieme section complete la seconde : elle consiste a produire des carrés ho-
motopiquement cartésiens en termes de (G-torseurs. Lorsque par exemple G est un
groupe simplicial, cela fournit des outils adéquats pour faire le lien entre la théorie
de I'homotopie des représentations de G définie par le fait que BG est une catégorie
test locale, et des théories de ’homotopie des représentations de G plus classiques.

On démontre ensuite un théoréme de classification des (G-torseurs pour un préfais-
ceau de groupes G sur une W, -catégorie test locale (7.4.14).

Dans la cinquieme et derniére section du chapitre, on utilise pour la premiere fois la
théorie des fibrations minimales d’ensembles simpliciaux. Cela permet de démontrer
que pour toute catégorie test locale A, tout morphisme de préfaisceaux sur A se
factorise en une cofibration triviale, suivie d’une fibration triviale, puis d’un fibré
(7.5.5), résultat qui est déja connu pour les ensembles simpliciaux justement gréace a
la théorie des fibrations minimales.

Chapitre 8. — Ce chapitre est consacré a produire des exemples non triviaux de
catégories test ayant de bonnes propriétés combinatoires, comparables & celles de la
catégorie des simplexes.
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Dans la premiere section, on étudie les catégories squelettiques ; ce sont des catégo-
ries ayant de bonnes propriétés combinatoires pour définir et calculer facilement les
foncteurs squelette et cosquelette.

Dans la deuxiéme section, on définit les catégories squelettiques régulieres. On
démontre que si A est une catégorie squelettique réguliere, alors tout A-localisateur
est régulier (8.2.9). On en déduit une meilleure description de la structure de catégorie
de modeles fermée sur une catégorie de préfaisceaux sur une catégorie test locale
squelettique et réguliere (8.2.18 et 8.2.19).

Les résultats précédents sont ensuite utilisés dans les deux sections suivantes du
chapitre pour étudier la théorie de ’homotopie des ensembles simpliciaux symétri-
ques et la théorie de ’homotopie des ensembles cubiques. Les ensembles simpliciaux
symétriques sont les préfaisceaux sur la catégorie T des ensembles finis non vides.
La catégorie T est une catégorie test stricte. On construit une structure de catégorie
de modeles fermée propre et & engendrement cofibrant sur la catégorie des ensembles
simpliciaux symétriques dont les cofibrations ne sont pas tous les monomorphismes,
mais sont par nature liées a la combinatoire de T (8.3.8). Cette catégorie de modeles
fermée est équivalente a la catégorie de modeles fermée des ensembles simpliciaux. On
développe ensuite la théorie de I'homotopie des ensembles cubiques : on obtient de
la sorte une catégorie de modeles fermée canonique (8.4.38). On établit en outre une
équivalence de Quillen des ensembles cubiques vers les ensembles simpliciaux (8.4.30).

Dans la derniére section, on étudie la théorie de I'homotopie des ensembles cy-
cliques, c’est & dire des préfaisceaux sur la catégorie A de Connes [38]. On démontre
que A est une catégorie test locale, ce qui nous permet de retrouver la structure de
catégorie de modeles fermée de Dwyer, Hopkins et Kan [49] sur la catégorie des en-
sembles cycliques (8.5.13). On retrouve par ailleurs que le nerf de A est un espace
d’Eilenberg-MacLane de type K(Z, 2). On définit en outre une équivalence de Quillen
a gauche de la catégorie des ensembles cycliques vers la catégories des représentations
du groupe simplicial K(Z,1) (8.5.22).

Chapitre 9. — Dans ce chapitre, on s’intéresse a des localisateurs fondamentaux
particuliers (le plus souvent d’un point de vue trés simplicial).

La premiere section rappelle le lien entre les foncteurs cosquelettes et les foncteurs
de troncation de Postnikov dans la catégorie des ensembles simpliciaux.

Dans la deuxieme, on étudie les localisateurs fondamentaux des n-équivalences
(formé des morphismes induisant des isomorphismes sur les groupes d’homotopie en
degrés < m) auxquels on associe des catégories test spécifiques (9.2.17).

Dans la troisiéme section, on démontre que les localisateurs fondamentaux non
triviaux sont ceux qui testent la connexité.

Enfin, dans la derniére section, on associe des localisateurs fondamentaux acces-
sibles aux théories (co)homologiques. Cela permet de produire des exemples de loca-
lisateurs fondamentaux (et donc aussi de A-localisateurs) accessibles qui ne sont pas
propres. En effet, les résultats de Serre sur les groupes d’homotopie des sphéres imp-
liquent que le localisateur fondamental défini par I’homologie singuliere a coefficients
rationnels n’est pas propre. Un autre exemple éclairant : le localisateur fondamental
défini par I’homologie singuliere a coefficients entiers n’est pas propre, et le localisateur
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fondamental propre qui lui est canoniquement associé est défini par la construction +
de Quillen.

Notations génériques

Si C est une catégorie, on notera Ob C la classe de ses objets, et F1 C celle de ses
fleches. On désignera par C°P la catégorie opposée de C. Pour deux objets X et Y de
C, Hom¢(X,Y) désignera l'ensemble des fleches de X vers Y dans C. Si la catégorie
C admet un objet final, on désignera souvent cet objet par le symbole e,..

Si C et D sont deux catégories, on désignera par Hom(C,D) la catégorie des
foncteurs de C vers D. Pour une catégorie C, une petite catégorie I, un foncteur
F: I — C, et un objet i de I, on notera selon les cas F'(i) ou F; I'évaluation de F en
i. Si la limite inductive (resp. projective) de F est représentable dans C, on la notera

lim F' = lim F' = lim F; (resp. lim F' = lim F' = lim F}).
I iel I i€l

On note ‘Ens la catégorie des ensembles, et Cat celles des petites catégories (i.e.
des catégories C telles que ObC' et F1C soient des ensembles et non des classes). La
catégorie ponctuelle, i.e. la catégorie ayant un seul objet et I'identité de celui-ci comme
unique morphisme, sera notée e. Pour une petite catégorie A donnée, on notera par
défaut p, : A — e I'unique foncteur de A vers la catégorie ponctuelle.

Si A est une petite catégorie, on désignera par A = Hom(A°P, Ens) la catégorie des
préfaisceaux d’ensembles sur A. On considérera toujours le plongement de Yoneda

A—>A | a+— (a’ — Homa(d',a))

comme une inclusion. Autrement dit, si a est un objet de A, on désignera encore par
a le préfaisceau qu’il représente.
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CHAPITRE 1

CONSTRUCTIONS DE CATEGORIES DE MODELES

1.1. Propriétés de stabilité de classes de fleches ou d’objets

Définition 1.1.1. — Soient C une catégorie, f : X — Y et f' : X’ — Y’ deux fleches
de C. La fleche f’ est un rétracte de f s’il existe un diagramme commutatif

X' —> X —> X

1

Y —Y —=Y'
j

tel que i = 1x/ et sj = lyv.
On dira qu’une classe de fleches de C est stable par rétractes si tout rétracte d’un
élément de cette classe est un élément de celle-ci.

Définition 1.1.2. — Soient C une catégorie admettant des limites inductives, et F une
classe de fleches de C. On dira que ¥ est stable par images directes, si pour tout carré
cocartésien dans C

X —2> x

1)

Y‘T>Y’ )

si f est un élément de ¥, alors il en est de méme de f’. On dira que F est stable
par compositions transfinies si pour tout ensemble bien ordonné I, d’élément ini-
tial 0, et tout foncteur X : I — C tel que pour tout ¢ € I, ¢ > 0, le morphisme
l—iﬂjq X (j) — X (i) soit un élément de ¥, alors le morphisme composé transfini

X(0) — lim X est un élément de F.
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Remarque 1.1.3. — On vérifie facilement que la classe F est stable par compositions
transfinies si et seulement si pour tout ensemble bien ordonné I, d’élément initial 0, et
tout foncteur X : I — C tel que pour tout ¢ € I admettant un successeur % + 1 dans
I, le morphisme X (i) — X (i + 1) soit dans F, et tel que pour tout 7 € I distinct
de 0, et n’admettant pas de prédécesseur dans I, le morphisme 1—i@>j<¢ X)) — X(@)
soit un isomorphisme, alors le morphisme composé transfini X (0) — lim X est un
élément de F.

Remarque 1.1.4. — Dans une catégorie admettant des limites inductives, toute somme
s’écrit comme un composé transfini d’images directes. On en déduit que toute classe
de fleches stable par compositions transfinies et par images directes est aussi stable
par sommes. De méme, une telle classe est stable par composition de deux fleches
composables et contient les isomorphismes.

Exemple 1.1.5. — Pour toute petite catégorie A, la classe des monomorphismes de
la catégorie A des préfaisceaux sur A est stable par images directes, compositions
transfinies et rétractes.

Lemme 1.1.6. — Soient C une catégorie admettant des limites inductives, et F une
classe de fleches de C.

(a) Sila classe F est stable par images directes, pour tout diagramme commutatif

X(] X2
S
X1 — X
!
Yo — | —Y;
e e

dont les faces horizontales sont cocartésiennes, si la fleche k : Xy Iy Yo —= Y1 est
dans F, il en est de méme de l : X Oy, Y2 —Y.

(b) Sila classe F est stable par images directes, et compositions transfinies, pour
tout ensemble bien ordonné I, de plus petit élément 0, tout couple de foncteurs X, Y :
1 — C, et tout morphisme de foncteurs X — Y, si pour tout i dans I, i > 0, la
fléche ( Y;) X;) X; —= Y, est dans F, il en est de méme du morphisme

Yo Uy, im X — limY.

lim I,
—j<i (lim,__,

Démonstration
(a) On commence par former le diagramme commutatif suivant.
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Xily, Yo L= X1Iy, Yo

i Y
Le carré horizontal supérieur, ainsi que les deux carrés latéraux du cube étant cocar-
tésiens, il en est de méme du carré horizontal inférieur. Le carré oblique étant aussi
cocartésien, il en est de méme de la face avant du prisme. La stabilité de F par images
directes implique alors que si k est dans ¥, il en est de méme de [.

(b) Posons, X/ zmj<in, Y/ :li_m)j< Y;,i€l,i>0, X' =1limX, Y =limY,

2 —5 fuininin
et considérons le foncteur Y IIy X' : I — C.
i|—>YiHXZX/, i<t b YjI_IX],X'—>YZ~]_IXiX'
On va montrer que pour tout ¢ dans I, i > 0, la fleche
Y/ Iy X' = lim(Y; I X') —> ¥ 1Ty, X'
j<i
est dans F, ce qui en vertu de la stabilité de F par compositions transfinies impliquera
que
Yolly, X' — lim(Y IIy X') ~ Y Iy, X'~ Y’
I
est dans F. On commence par former, pour ¢ dans I, ¢ > 0, le diagramme commutatif

suivant.

X X; X’
(1) (2)

Y/ Vil Xi —— Y/ Iy, X’

i

3)

) — T | D, ¢

Comme les carrés (1) et (2) o (1) sont cocartésiens, il en est de méme du carré (2).
Le carré (3) o (2) étant cocartésien, on en déduit qu’il en est de méme du carré (3).
Vu que Y/ II x7 Xi —=Y; est par hypothese dans ¥, la stabilité de F par images
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6 CHAPITRE 1. CONSTRUCTIONS DE CATEGORIES DE MODELES

directes implique que Y/ II X! X' —Y; Uy, X' est aussi dans ¥, ce qui acheve la
démonstration. O

Proposition 1.1.7. — Soient C une_catégorie admettant des limites inductives, et F
une classe de fleches de C. Soit F la classe des fleches de la catégorie FL(C) des
fléches de C formée des

X Xo —r - X1
fl = fol lﬁ
y Yo —— Vi

tels que f: Yo Ly, X1 —= Y1 soit dans F.

(a) Sila classe F est stable par images directes, il en est de méme de F.

(b) Sila classe F est stable par images directes et compositions transfinies, il en
est de méme de F.

(c) Sila classe F est stable par rétractes, il en est de méme de F.

Démonstration. — Les assertions (a) et (b) résultent aussitét du lemme 1.1.6. L’as-
sertion (¢) résulte du fait que f — f définit un endofoncteur de la catégorie des fleches
de C. O
Corollaire 1.1.8. — Soient C, C' deux catégories admettant des petites limites in-

ductives, F,G : C' — C deuz foncteurs commutant auzx petites limites inductives,
o : F —= G un morphisme de foncteurs, F une classe de fleches de C, et F' la
classe des fléches f : X —=Y de C’ telles que le morphisme GX Up FY — GY
déduit du carré commutatif

F(f
FX—(—LFY

GXWGY

soit dans F.

(a) Sila classe F est stable par images directes, il en est de méme de F'.

(b) Sila classe F est stable par images directes et compositions transfinies, il en
est de méme de F'.

(¢) Sila classe F est stable par rétractes, il en est de méme de F'.

Démonstration. — Le morphisme de foncteurs a définit un foncteur H de C vers
FL(C) commutant aux limites inductives. En gardant les notations de la proposition
précédente, on a F' = H _l(ﬁ-’), et le corollaire résulte du fait que 'image réciproque
d’une classe de fleches stable par images directes, compositions transfinies, ou rétractes
par un foncteur commutant aux limites inductives satisfait aussi & la méme propriété
de stabilité. O
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Remarque 1.1.9. — La proposition 1.1.7 est le cas particulier du corollaire 1.1.8 ap-
pliqué & C' = FL(C), F, G les foncteurs source, but, et o le morphisme naturel du
foncteur source vers le foncteur but.

Lemme 1.1.10. — Soient C une catégorie admettant des limites inductives, et F une
classe de fleches de C.

(a) Si la classe F est stable par composition et images directes, pour tout dia-
gramme commutatif

X1<—X0—9X2

‘N

Yi<—Yy——Y,

si les morphismes iy et k : X3 Oy, Yo — Y1 sont dans F, alors il en est de méme
pour le morphisme canonique X, on Xo— Y HYo Y,.

(b) St la classe F est stable par images directes et compositions transfinies,
pour tout ensemble bien ordonné I, tout couple de foncteurs X,Y : I — C,
et tout morphisme de foncteurs a : X —= Y, si pour tout i dans I, la fléche
(h_m)KZYJ) H(“—""‘»,-QXJ’) X; —=Y; est dans F, il en est de méme de la fleche

lime:lim X — limY.
5 _— -3

Démonstration
(a) Considérons le carré cocartésien

Xs 2 Y

Xy Iy, Xo —— Xo Ly, Xp 1y, Yy
2

Comme i, est dans F, la stabilité de F par images directes implique que 4} est dans
F. Or la fleche canonique X HXO Xo— Y HYO Y> est le composé

X1y, Xo —2> X1 Iy, X210y Yo —L s Vi 11y, Vo

Comme k est dans F, il résulte du lemme 1.1.6 que [ est dans ¥, et I’assertion résulte
de la stabilité de ¥ par composition.
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8 CHAPITRE 1. CONSTRUCTIONS DE CATEGORIES DE MODELES

(b) Notons 0 le plus petit élément de I, et considérons le diagramme commutatif

Xy ———lim X

Qg -7 .
lima
=

Yo —— YoﬂxomX

limY
e

En vertu du lemme 1.1.6, le morphisme m est dans F, et par hypotheése, le morphisme
o (qui s’identifie & la fleche (Eﬂj<0 Y;) I_I(E,_nw0 x;) Xo —= Yp) est aussi dans F. La

stabilité par images directes implique que af est dans F, et il en est donc de méme

de lim a. O
—_—
Lemme 1.1.11. — Soient C une catégorie admettant des limites inductives, et ‘E, F

deuz classes de fleches de C satisfaisant a la propriété ci-dessous.

(P) Pour tout couple de morphismes composables f : X —Y, g: Y — Z dans
C, si f et gf sont dans F, et g dans ‘E, alors g est dans F.

Alors on a les assertions suivantes.
(a) Si la classe F est stable par composition et images directes, pour tout dia-

gramme commutatif

X1<——X0——>X2

Y1<——Y0—>Y2 ’

si les morphismes iy, iy, iy sont dans F et k : X3 on Yo — Y7 dans ‘E, alors le
morphisme canonique X Iy Xo —> Y1 11y, Yo est dans F.

(b) Sila classe F est stable par images directes et compositions transfinies, pour
tout ensemble bien ordonné I, de plus petit élément 0, tout couple de foncteurs X, Y :
I — C, et tout morphisme de foncteurs a : X —=Y, si pour tout i dans I, la fleche
o, est dans F, et si pour tout i > 0, la fleche

(lim_ Yj) Wi _ x;) Xi — Y

est dans E, alors la fleche lima : im X — limY est dans ¥ .
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Démonstration
(a) Considérons le carré cocartésien

Xo L,yo

L

X, —T> X, I Xo Yo
0
Comme i, est dans ¥, la fleche if, aussi. Or le morphisme i; se décompose en

X; —2> X Iy Yo —£ > 5y
Vu que ¢; est dans F et k dans E, il résulte de la propriété (P) que k est dans F. Le
morphisme i, étant dans ¥, I’assertion résulte du lemme 1.1.10.

(b) En vertu du lemme 1.1.10, il suffit de montrer que pour tout ¢ € I, le mor-
phisme m,; : (hilﬁq' Y;) H(mj<i x;) Xi —Y; est dans ¥. On raisonne par récur-

rence transfinie. Pour ¢ = 0, le morphisme m,, s’identifie a la fleche o : Xg — Yo,
qui est par hypothése dans ¥. Soit donc ¢ € I, ¢ > 0, et supposons que pour
tout j < i, le morphisme m; soit dans ¥. Le lemme 1.1.10 implique alors que la

fleche lim.  «a, : lim X; — lim Y; est dans #. Considérons le diagramme
—j<i 7 —=j<i —j<iJ

commutatif

Y;

La stabilité de ¥ par images directes implique que o} est dans ¥, et comme par
hypothese ; est dans F et m; dans E, la propriété (P) implique que m, est dans ¥,
ce qui acheve la démonstration. O

Définition 1.1.12. Soient A une petite catégorie, et D une classe d’objets de A. On
dit que D est saturée par monomorphismes si elle satisfait aux propriétés suivantes.

(a) Pour tout carré cocartésien

X—X

1

Y —Y’

tel que 4 soit un monomorphisme, si X, Y, et X’ sont dans D, il en est de méme de Y”.
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(b) Pour tout ensemble bien ordonné I, et tout foncteur X : I — A tel que pour
tous ¢, 7 € I, i < j, X; — X soit un monomorphisme, si pour tout 7 € I, X; est
dans D, il en est de méme de li_m)I X;.

(¢) Pour tout monomorphisme X’ — X admettant une rétraction, si X est dans
D, il en est de méme de X'.

On remarque que la condition (b), appliquée & I’ensemble ordonné vide, implique que
Pobjet initial & de A est dans D, et que les conditions (a) et (b) impliquent la stabilité
de D par sommes.

Remarque 1.1.13. — Soient A, B deux petites catégories, et F : A —> B un foncteur
commutant aux petites limites inductives et respectant les monomorphismes. Alors
si D est une classe d’objets de B saturée par monomorphismes, la classe F'~1(D) est
également saturée par monomorphismes.

1.1.14. — Soit A une petite catégorie. La catégorie I A des fleches de A s’identifie
3 la catégorie des foncteurs Hom(Aq, X), ou A; désigne la catégorie correspondant a
Pensemble ordonné {0 < 1}, ou encore a la catégorie A’f/p?A des préfaisceaux sur
A7P x A. On dit qu'une classe C de fleches de A est saturée par monomorphismes si la
classe C, vue comme classe d’objets de la catégorie F[ A~ A/;’;?A, est saturée par
monomorphismes. Concretement cela signifie que la classe C satisfait aux conditions
suivantes.

(a) Pour tout diagramme commutatif dans A

Ty T2
X1 <—Xg—— X5

N

Yi=——Yy,— Y, s
Y1 Y2

dans lequel z, et y; sont des monomorphismes, si fo, f1, f2 sont dans C, alors la fleche
canonique X; II Xo X, — Y HYO Y5 est aussi dans C.

(b) Pour tout ensemble bien ordonné I, tout couple de foncteurs X, Y : I — A,
et tout morphisme de foncteurs a : X — Y, si les fleches X; — X, V; — Y,
1< j, 1, j €I, sont des monomorphismes, et si les fleches o; : X; — Y3, 7 € I, sont
dans C, alors lim ¢ : lim X — limY est dans C.

— — —
(c) La classe C est stable par rétractes.

Lemme 1.1.15. — Soient A, B deuz petites catégories, F, G : A —> B deux fonc-
teurs commutant auzx petites limites inductives et respectant les monomorphismes,
a: F — G un morphisme de foncteurs, et C une classe de fleches de B saturée par
monomorphismes. Alors la classe D des objets X de A tels que ay soit dans C est
saturée par monomorphismes.
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Démonstration. — Le lemme résulte aussitot de la remarque 1.1.13, et de 'observa-
tion que le morphisme de foncteurs o : FF — G définit un foncteur H : A— 9 ﬁ,
commutant aux petites limites inductives et respectant les monomorphismes, tel que
D= H Q). O

Proposition 1.1.16. — Soient A, B deuz petites catégories, F, G : A — B deuz fone-
teurs commutant aux petites limites inductives et respectant les monomorphismes,
o : F —= G un morphisme de foncteurs tel que pour tout préfaisceau X sur A, le
morphisme ay @ FX — GX soit un monomorphisme de E, et tel que pour tout
monomorphisme i : X —Y de 2, le carré

FX 2 Fy

(1.1.16.1) O‘xl lay
GX TGY

soit cartésien, et C une classe de fléches de B stable par images directes, compositions
transfinies et rétractes, et satisfaisant a la propriété suivante.

(P) Pour tout couple de morphismes composables f : X —Y et g:Y — Z de
B, si f et gf sont dans C et si g est un monomorphisme, alors g est dans C.
Alors la classe D des objets X de A tels que oy soit dans C est saturée par mono-
morphismes.

Démonstration. — Pour tout monomorphisme i : X —Y de Z, le carré 1.1.16.1
étant un carré cartésien de B formé de monomorphismes, la fleche

GX Ny FY —> GY

est un monomorphisme, et les conditions (a) et (b) de la saturation de D par mo-
nomorphismes résultent respectivement des assertions (a) et (b) du lemme 1.1.11,
appliqué a la classe F = C, et a la classe ‘E formée des monomorphismes de B. La
condition (c) résulte aussitot de la stabilité de C par rétractes. a

1.2. Accessibilité

1.2.1. — Ce paragraphe a pour but de rappeler les techniques élémentaires qui per-
mettront d’utiliser I’argument du petit objet assez librement dans les catégories de
préfaisceaux. Les notions d’accessibilité telles que nous les envisageons ici sont celles
de SGA 4 (voir [70, exposé I, §9]).

Lorsque E est un ensemble, on note |E| son cardinal.

Définition 1.2.2. — Soit o un cardinal. Un ensemble ordonné I est dit a-filtrant, s’il
est filtrant, et si tout sous-ensemble de I de cardinal inférieur ou égal & o admet un
majorant.
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12 CHAPITRE 1. CONSTRUCTIONS DE CATEGORIES DE MODELES

Remarque 1.2.3. — Dans SGA 4, un ensemble ordonné a-filtrant est appelé un en-
semble ordonné grand devant a. Il est immédiat que si § < «a sont deux cardinaux,
tout ensemble ordonné a-filtrant est [-filtrant. Si « est un cardinal fini, un ensemble
ordonné est a-filtrant si et seulement s’il est filtrant.

Exemple 1.2.4. — Soit a un cardinal. Alors le cardinal successeur de a;, vu comme un
ordinal (et donc comme un ensemble bien ordonné), est a-filtrant.

Définition 1.2.5. — Soit « un cardinal. Un foncteur F : A — B est «-accessible si
pour tout ensemble ordonné a-filtrant I, 4 admet des limites inductives de type I,
et F'y commute. On dira qu'un foncteur est accessible s’il est a-accessible pour un
certain cardinal .

Soit C une catégorie. Un objet X de C est accessible (resp. a-accessible, pour un
cardinal ), si le foncteur C — Ens, Y — Hom¢(X,Y) est. On dit que X est de
présentation finie s’il est a-accessible pour un cardinal fini «, autrement dit, si le
foncteur Y — Hom(X,Y) commute aux limites inductives filtrantes.

Remarque 1.2.6. — Si 3 < «, tout foncteur (3-accessible est a-accessible.

Exemple 1.2.7. — Tout foncteur qui commute aux petites limites inductives est a-
accessible pour tout cardinal .. Le composé de deux foncteurs a-accessibles ’est. Une
limite inductive de foncteurs a-accessibles est a-accessible.

Remarque 1.2.8. — Soit A une petite catégorie. Dans la catégorie A des préfaisceaux
d’ensembles sur A, les objets représentables sont a-accessibles pour tout cardinal a.
En effet, les limites inductives se calculent terme a terme dans /I, ce qui peut se
reformuler en disant que si a est un objet de A, le foncteur Hom z(a, . ) : A —> Ens
commute aux petites limites inductives.

Proposition 1.2.9. — Soient A une petite catégorie, et a = |F1A|. Le foncteur lim :
Hom(A, Ens) — Ens est a-accessible. (Voir [70, exposé 1, corollaire 9.8].)

Démonstration. — 11 est bien connu que dans la catégorie des ensembles, les limites
inductives filtrantes commutent aux limites projectives finies. On se ramene ainsi
facilement au cas ou A est une catégorie discréte, i.e. un ensemble de cardinal o. En
effet, si F' est un foncteur de A vers ‘Ens, la limite projective de F' se calcule comme le
noyau d’une double fleche dont le but est un produit des F'(a) indexé par I’ensemble
des fleches de A, et la source un produit des F(a) indexé par 'ensemble des objets
de A.

Soient I un ensemble ordonné a-filtrant, et (F},)qca une famille de foncteurs de [
vers Ens. Il faut montrer que 'application naturelle

¢:lim [T F. — [[lim 7,
I a a I

est bijective.
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Soient x et y deux éléments de lim[[, F,. On peut supposer que z et y sont des
éléments de [], F(io) pour un ig € I convenable, car I est filtrant. Si ¢(x) = ¢(y),
alors pour tout a € A, il existe i, € I tel que z, = y, dans F, (i) pour ¢ plus grand
que iq. Comme I est a-filtrant, il existe un i; € I majorant tous les i,. On a donc
x =y dans [], Fa(i1), ce qui montre I'injectivité.

Si z € [[,lim F,,, pour chaque élément a de A, il existe un i, € I tel que z,
provienne de I’ensemble F,(i,). Encore une fois, vu que I est a-filtrant, il existe un
majorant i des i,, et donc les images des z, dans Fy(¢) définissent un antécédent
de z. O

Proposition 1.2.10. — Soit C une catégorie admettant des limites inductives. On consi-
dére un cardinal o, une petite catégorie A, et un foncteur F : A — C, tels que pour
tout a € A, lobjet F(a) soit a-accessible, et on note A = max(a, |F1 A|). Alors lim F'
est A-accessible. Voir [70, exposé I, corollaire 9.9].)

Démonstration. — Soit I un ensemble ordonné A-filtrant, et soit G : I — C un
foncteur. Alors en vertu de la proposition 1.2.9, on a des bijections canoniques

lim Homc(hmF G) ~ lim lim Homc(F, G)

I I Aop
~ lim lim Hom¢(F, G)
s
Aor T
=~ lim Hom¢ (F) lim G)
A()p I
~ Home(lim F,lim G) ,
A I
ce qui montre la proposition. O
Corollaire 1.2.11. — 51 A est une petite catégorie, tout préfaisceau X sur A est
| F1(A/X)|-accessible.
Démonstration. — D’apres la remarque 1.2.8, cela résulte trivialement de la proposi-
tion ci-dessus et du fait que X est la limite inductive dans A du foncteur A/ X — A,
(a,u) —= a. |
Remarque 1.2.12. — Ce corollaire implique que pour toutes petites catégories A et B,

tout foncteur A —= B admettant un adjoint & gauche est accessible (ce qul est une
spécialisation de [70, exposé I, proposition 9.5]). En effet, si D : A —> B est un tel
foncteur, et si G en désigne un adjoint & gauche, alors D est défini par la formule

D(X), = Hom;(G(b),X) , X€ObA , becObB.

Définition 1.2.13. — Soit A une petite catégorie, et soit « un cardinal. On dira qu’un
préfaisceau X sur A est de taille < « si pour tout objet a de A, le cardinal de
Pensemble X (a) est < «
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14 CHAPITRE 1. CONSTRUCTIONS DE CATEGORIES DE MODELES

1.2.14. — Pour chaque cardinal o, on note Acc,(A) (resp. T (A)) la sous-catégorie
pleine de A formée des objets a-accessibles (resp. des objets de taille < ).

Proposition 1.2.15. — Soient A une petite catégorie, et o un cardinal infini qui majore
| F1 A|. Alors tout objet de A est la réunion a-filtrante de ses sous-objets a-accessibles.
En outre, on a l’égalité :

To(A) = Acco(A) .

En particulier, la catégorie Acco(A) est essentiellement petite.

Démonstration. — Soit X un objet de A. On note I I'ensemble des sous-objets de X
de taille < «, ordonné par Pinclusion. On vérifie aisément qu’il est a-filtrant, et on a
un foncteur évident F : I —= A. En outre, on a une fleche canonique lim F' — X,
laquelle est un monomorphisme, puisque c’est une limite inductive filtrante de mo-
nomorphismes. C’est en fait un isomorphisme puisque tous les objets représentables
sont de taille < «, ainsi que leurs quotients. Si X est a-accessible, I'identité de X
se factorise donc en X — F(i) — X pour un i € I. Il est clair qu’alors l'inclusion
F(i) — X est un épimorphisme, et donc un isomorphisme, ce qui montre que X est
de taille < a. Réciproquement, si X est de taille < o, on a |FI(A/X)| < «, et en
vertu du corollaire 1.2.11, X est a-accessible, ce qui acheve la démonstration, car il
est évident que la catégorie T, (A) est essentiellement petite. O

Proposition 1.2.16. — Soient A une petite catégorie, et a un cardinal infini majorant
|F1A|. Les propriétés suivantes sont vérifiées.

(a) Toute limite projective finie d’objets a-accessibles de A est a-accessible.
(b) Tout sous-objet d’un objet a-accessible de A est a-accessible.

Démonstration. — La proposition 1.2.15 permet de se ramener dans la situation ol
A est la catégorie des ensembles, auquel cas cette proposition est triviale. O

Proposition 1.2.17. — Soient A et B deux petites catégories, G : A—> Bun foncteur
accessible. Alors il existe un cardinal o tel que pour tout cardinal 3 > «, on ait :

G(Accg(A)) C Accpa(B) .
En particulier, si By > o, et si 3 =25, alors

G(Accg(A)) C Accp(B) .
(Voir [70, exposé I, proposition 9.14].)
Démonstration. — On considére un cardinal infini v majorant | F1 A|, tel que G soit
~-accessible. Comme en vertu de la proposition 1.2.15 la catégorie Acc,(A) est essen-
tiellement petite, il résulte du corollaire 1.2.11 qu’il existe un cardinal o > 7, tel que
tout préfaisceau ~y-accessible sur A soit envoyé par le foncteur G sur un préfaisceau

a-accessible sur B. On considére & présent un cardinal § > «. Si X est un pré-
faisceau (3-accessible sur A, on note I l’ensemble des sous-objets y-accessibles de X,
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ordonné par l'inclusion. En vertu de la proposition 1.2.15, I est un ensemble ordonné
~-filtrant, et le foncteur d’inclusion F' : I — Aa pour limite inductive le préfaisceau
X . Le foncteur G étant y-accessible par hypothese, on a un isomorphisme canonique
Iim GF ~ GX. Comme en vertu de 1.2.15, X est de taille < 3, et les préfaisceaux
appartenant & I de taille < «y, on en déduit facilement que |I| < 37. La proposi-
tion 1.2.10 implique donc que GX est *-accessible, puisque 8% majore a la fois a et
B37. Pour achever la démonstration, il suffit de constater que si 8y > a, et si 3 = 200,
alors on a les égalités & = (200)> = 2P0 = 260 — 3, O

Définition 1.2.18. — On rappelle que sii: K — L et p: X — Y sont deux fleches
d’une catégorie C, on dit que ¢ (resp. p) vérifie la propriété de relévement d gauche
(resp. a droite) relativement a p (resp. relativement a i), si pour tout carré commutatif
du type suivant dans C

K X

L=y ’

a
_ >

il existe une fleche [ : L — X telle que loi=a et pol =0b.

Lorsque A est une petite catégorie, on dira qu’une fleche p: X — Y de A est une
fibration triviale si elle vérifie la propriété de relevement & droite relativement a tout
monomorphisme de A (i.e. si (X, p) est un objet injectif de la catégorie /T/Y)

Définition 1.2.19. — Soit C une catégorie. Si ¥ est une classe de fleches de C, on notera
U(F) (resp. 7(F)), la classe des fleches de C qui vérifient la propriété de relevement &
gauche (resp. a droite) relativement & tous les éléments de F. Si F est formée d’un seul
élément f on notera plus simplement [(f) (resp. r(f)) la classe I({f}) (resp. 7({f})).

Remarque 1.2.20. — Si C est une catégorie admettant des petites limites inductives,
alors pour toute classe de fleches ¥ de C, [(¥F) est stable par images directes, par
compositions transfinies, et par rétractes. En particulier, la classe des fleches de C
formée des fleches qui sont des composés transfinis d’images directes d’éléments de
F, notée Cell( F), est contenu dans {(r( F)). On peut montrer que Cell( F) est stable
par compositions transfinies et par images directes (voir [74, lemme 2.1.2]). Cela
implique, en particulier, que Cell( F) et I( F) sont stables par sommes (1.1.4).

1.2.21. Lemme du rétracte. — Soit C une catégorie. On considére deux morphismes 1
et p de C tels que pi ait un sens. Si pi € l(p), alors pi est un rétracte de 1.

Démonstration. — Voir [74, lemme 1.1.9]. O

Définition 1.2.22. — Soit C une catégorie, et soit I un ensemble de fleches de C. On
dira que I permet l’argument du petit objet si pour tout morphisme X — Y qui est
un élément de I, 'objet X est accessible.
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16 CHAPITRE 1. CONSTRUCTIONS DE CATEGORIES DE MODELES

Si A est une petite catégorie et I un ensemble de fleches de 1:1\, il résulte du corollaire
1.2.11 que I permet 'argument du petit objet.

1.2.23. L’argument du petit objet. — Soient C une petite catégorie, admettant des pe-
tites limites inductives, et I un ensemble de fleches de C permettant l’argument du
petit objet. Alors il existe une factorisation fonctorielle de toute fleche f de C en
f=pi, ouper(l), et ou i est un composé transfini d’images directes d’éléments de
1. En outre, tout élément de la classe l(r(I)) est un rétracte de Cell(I), ce qui fait de
U(r(I)) la plus petite classe de fléches de C contenant I, et stable par images directes,
par compositions transfinies, et par rétractes.

Démonstration. —— Voir [74, théoréme 2.1.14 et corollaire 2.1.15]. O

Lemme 1.2.24. — Soit A une petite catégorie. On considére une classe C de mono-
morphismes de A et une classe D de préfaisceaux sur A ayant les propriétés suivantes.

(a) La classe C est stable par images directes et par compositions transfinies.

D) Sif: X —Y etg:Y — Z sont deux monomorphismes composables de A\,
et si f et gf sont des éléments de C, alors g € C.

(¢) Tout préfaisceau sur A est réunion de ses sous-objets appartenant a D.

(d) Pour tout élément X —=Y de C, et tout sous-objet Z de Y appartenant a D,
il existe un sous-objet T' de Y appartenant a D et contenant Z, tel que TN X — T

soit un élément de C.
TNX —X

|

Z T Y
On note N la classe des éléments de C dont le but est un élément de D. Alors C =

Cell(N)). Si en outre la classe C est stable par rétractes et s’il existe un ensemble
D C D tel que tout élément de D soit isomorphe a un élément de D, alors l’ensemble
I formé des inclusions X — Y appartenant a C, et dont le but est dans D, engendre
C dans le sens ot on a les égalités : C = Cell(I) = I(r(I)) .

Démonstration. — La condition (a) implique que Cell(A) C C. Il suffit donc de mon-
trer I’autre inclusion. Soit i : K —= L un élément de C. On considere ’ensemble E*
des sous-objets de L qui sont dans D que 'on munit d’un bon ordre. On note E ’en-
semble bien ordonné, d’ensemble sous-jacent F* II {0}, obtenu de E* en adjoignant
un nouvel élément initial 0. On va construire une application croissante de E' vers
I’ensemble des sous-objets de L contenant K, ordonné par inclusion, définissant un
foncteur F : E —> A tel que F(0) = K, et tel que pour tout X € E, X # 0, X soit
ex F(X') — F(X) soit un élément de

Cell(A)). En vertu de la condition (c), la flecche K — lim F' s’identifiera canonique-

contenu dans F(X), et le morphisme lim
im.

ment & i, qui sera donc un élément de Cell(\(), ce qui prouvera l'inclusion C C Cell(A).
On procede par récurrence transfinie. Pour X = 0, on pose F'(0) = K. Supposons que
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pour un X € E, X > 0, on ait construit tous les F(X’) pour X’ < X. On pose
V = mx«x F(X'"). Alors l'inclusion K — V est dans Cell(A), et en particulier
dans C, et il résulte de la condition (b) qu’il en est de méme de V — L. Comme X
est par hypothése dans D, la condition (d) implique qu’il existe un sous-objet U de
L, élément de D, contenant X, et tel que l'inclusion U NV — U soit dans C. On
pose alors F(X) = U UV, et on vérifie immédiatement grace au carré cocartésien

ci-dessous que V —> F(X) est un élément de Cell(A]), ce qui achéve la construction.

unv Vv

.

U——UuV

La derniére assertion résulte de ’argument du petit objet appliqué & I’ensemble [
formé des inclusions appartenant & C dont le but est dans D. O

Remarque 1.2.25. — Le lemme ci-dessus sera le plus souvent appliqué a une classe C de
monomorphismes stable par rétractes, et avec pour classe d’objets D les préfaisceaux
a-accessibles pour un cardinal « bien choisi.

Définition 1.2.26. — Soit A une petite catégorie. Un modéle cellulaire de A est un
ensemble M de monomorphismes de A, tel que (r(M)) soit la classe des monomor-
phismes de A. En vertu du corollaire 1.2.11, et de argument du petit objet 1.2.23, la
classe des monomorphismes de A est alors la plus petite classe de fleches de A stable
par images directes, compositions transfinies, et rétractes, contenant ’ensemble M.

Proposition 1.2.27. — Toute catégorie de préfaisceaux sur une petite catégorie admet
un modéle cellulaire formé de monomorphismes dont le but est un quotient de pré-
faisceauz représentables.

Démonstration. — Cela résulte du lemme 1.2.24 appliqué a la classe C de tous les
monomorphismes de la catégorie de préfaisceaux considérée, et a la classe D des pré-
faisceaux quotients de réprésentables. O

Corollaire 1.2.28. — Soit A une petite catégorie. Alors il existe une factorisation fonc-
torielle de toute fleche f de A en f = pi ou i est un monomorphisme et ot p est une

fibration triviale (cf. 1.2.18).

Démonstration. — Cela résulte du corollaire 1.2.11 et de la proposition 1.2.27, qui
permettent d’appliquer 'argument du petit objet. O
Remarque 1.2.29. — Contrairement a ce qui est affirmé dans les articles de Jardine

(comme par exemple [78, 79, 80, 83, 63]), on ne peut pas toujours prendre pour
modele cellulaire I’ensemble des monomorphismes dont le but est un préfaisceau re-
présentable. Pour un contre-exemple, considérons un groupe non trivial G. Si on consi-
dere G comme une catégorie & un objet, les préfaisceaux sur G sont les G-ensembles,
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18 CHAPITRE 1. CONSTRUCTIONS DE CATEGORIES DE MODELES

c’est-a-dire les ensembles munis d’une action de G (a droite). Le seul préfaisceau re-
présentable est alors ’ensemble G muni de 'action par translations, lequel n’a que
deux sous-objets : le sous-objet vide, et le sous-objet plein. Posons

M={o—GG—G}.

Le morphisme de G vers le G-ensemble final vérifie la propriété de relevement &
droite relativement & M, mais il ne vérifie pas la propriété de relevement & droite
relativement au morphisme du G-ensemble vide vers le G-ensemble final. Il s’ensuit
donc que M n’est pas un modele cellulaire (ce contre-exemple reste valable méme si
on passe aux G-ensembles simpliciaux).

Cela n’affecte pas les résultats de Jardine dans la mesure ot ils n’utilisent en fait que
I'existence de modeles cellulaires dans les catégories de faisceaux, ce qui se démontre
comme dans le cas des préfaisceaux traité ci-dessus (voir par exemple [33]).

Lemme 1.2.30. — Soient A une petite catégorie, et M un modéle cellulaire de A. Alors
toute classe d’objets de A saturée par monomorphismes et contenant l’ensemble des

sources el des buts des fleches appartenant o M est égale d la classe Ob A de tous les
objets de A.

Démonstration. — Le lemme résulte facilement de 'argument du petit objet appliqué
a4 M, qui permet d’affirmer que pour tout préfaisceau X, la fleche @ — X est un
rétracte d’un composé transfini d’images directes d’éléments de M, et implique en
particulier que @ figure parmi les sources des fleches de M. O

Proposition 1.2.31. — Soient A, B deux petites catégories, M un modéle cellulaire de
A\, C une classe de fleches de B saturée par monomorphismes, F, G : A —> B deuz
foncteurs commutant aux petites limites inductives et respectant les monomorphismes,
et o : F —> G un morphisme de foncteurs tel que pour tout X source ou but d’une
fleche appartenant a M, le morphisme ay soit dans C. Alors pour tout objet X de A
la fléche oy est dans C.

Démonstration. — La proposition est conséquence directe du lemme précédent et du

lemme 1.1.15. O

Lemme 1.2.32. — Soit A une petite catégorie.

(a) On considére un diagramme commutatif de A de la forme ci-dessous.

x xr
XléX0—2>X2

i1l (1) lio (2) llé

S1 <5— S0 —5> 52
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Si les morphismes iz et k : X1 x,So —= S1 sont des monomorphismes, le morphisme
canonique

X1 HXO Xg —_—> Sl HSO 52

est un monomorphisme.
(b) Pour tout diagramme commutatif de A de la forme

z x
X1<—1—X0—2>X2

ill (1) lio (2) li2

S1<=5— 80— 52

le (1) TJ'O (2" sz

Yi=—Yy——Y5 )
Y1 Y2

si les fléches verticales et les morphismes x1, s1 et y1 sont des monomorphismes, et
st les carrés (1) et (1') sont cartésiens, alors le morphisme canonique

(X1 x5, Y1) Hxoxs,vo) (X2 X5, Y2) —= (X1 Lx, X2) X(s5,115,5;) (Y1 Ly, Y2)

est un isomorphisme.
(¢) Pour toute famille de diagrammes de A de la forme

X; Y;
S

le morphisme canonique
(X x5, Y) — (LX) xqus,) (I1Y3)

est un isomorphisme.

Remarque 1.2.33. — Pour que le morphisme k de 'énoncé (a) soit un monomor-
phisme, il suffit que le carré (1) soit cartésien, et que les fleches i, et s; soient des
monomorphismes.

Démonstration. — L’assertion (a) résulte aussitot du lemme 1.1.10, (a), appli-

qué & la classe des monomorphismes de A, et l'assertion (c¢) est une consé-
quence immédiate du fait que les sommes dans A sont disjointes et universelles.
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20 CHAPITRE 1. CONSTRUCTIONS DE CATEGORIES DE MODELES

Pour montrer (b) considérons le diagramme

Xinn XoNYo XaNYs

X1 R CH Y1<——X0 X 8o Yo——>X2 ><52Y2

l | l

X1 XO X2

On remarque grace a ’égalité
XlﬂYlﬂXo :XOOYO

que le carré de gauche est cartésien. Il résulte donc de la remarque 1.2.33 et de (a)
que la fleche canonique

(X1 N Y1) Hixgnye) (X2 NY2) — X Hx, Xo
est un monomorphisme. On vérifie de la méme manieére que le morphisme canonique
(X1 NY) Oixynyy) (X2 NYy) — Y 1y, Vs

est un monomorphisme. On a d’autre part le diagramme commutatif suivant dans A,
dont toutes les faces horizontales sont cocartésiennes.

XinyYy ——%

~ ~

X —— X, uUY;

XDQY() —>Y0
Xo XoUYp
XoNnYs —Y
/
X2 XoUYs

On en déduit un carré cocartésien

(Xl M Y1) H(XOOYO) (X2 n Yz) — =X HXO X

| |

i HYU Yo —Mm > (Xl U 3/1) H(XUUYQ) (Xg U Yz)
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1.2. ACCESSIBILITE 21

Or en vertu de ce qui préceéde, toutes les fleches de ce carré sont des monomorphismes,
ce qui implique qu’il est aussi cartésien. Considérons a présent le diagramme commu-
tatif ci-apres.

XU =—XgUYy——= X5 UY,

N

S1 SO S2

Les trois fleches verticales sont des monomorphismes, ainsi que les fleches horizontales
du carré de gauche. Les égalités

(X]UY&)OSOI(XlﬂSQ)U(YlﬁSO)ZXoUYO

montrent que le carré de gauche est cartésien. Il résulte donc de la remarque 1.2.33
et de (a) que la fleche canonique

(X] U Yl) H(XOUYO) (Xz U Yg) — 5 HSO So
est un monomorphisme. Cela implique que le carré suivant est cartésien,

(X1 NY1) Oixonyy) (X2 NYz) —— Y1 1y, Yo

l l

Xl HXU X2 —_— 51 HSO S2 )
et démontre (b). O

1.2.34. — On rappelle ici succinctement une construction relative a la factorisation
par 'argument du petit objet, et on développe quelques-unes de ses propriétés. Ces
considérations forment un cas particulier de certaines constructions de [72, cha-
pitre 16], qui se révelent un peu plus simples dans le cadre des catégories de pré-
faisceaux.

On considére & présent une petite catégorie A, un ensemble A de monomorphismes
de X et un ensemble bien ordonné A. On note 0 le plus petit élément de A, et pour
1 € A, on note pu+ 1 son successeur lorsqu’il existe dans A. On définit alors un foncteur
L:A—> A et un morphisme de foncteurs [ : 13 — L par la « méthode du petit
objet » : on commence par définir deux foncteurs S,B : A—>Aen posant pour
chaque objet X de A

SX = 11 1I
C —> DeN Homz(C,X)

et

BX = 1 I D,
C —> DeN Hom 4(C,X)
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22 CHAPITRE 1. CONSTRUCTIONS DE CATEGORIES DE MODELES

et on obtient deux morphismes de foncteurs évidents S — B et S — 1. On forme
ensuite le carré cocartésien suivant :

S——13

T

B——1I1,

Pour u € A, on définit le foncteur L, par induction transfinie en posant Lo = 13,
puis L,y1 = Li1L,, et lorsque p n’est pas un élément successeur, on pose L, =
li_m_)y<u L, , la limite étant définie par les morphismes de foncteurs {1 L, : L, — L, 1.
On définit enfin le foncteur L = lim

UEN
transfinie un morphisme de foncteurs / : 13 — L. On remarque que par construction,

L,, et on obtient en outre par composition

si X est un préfaisceau sur A, [x : X — LX est un composé transfini d’images
directes d’éléments de A/, et donc un élément de I(r(N))). C’est en particulier un
monomorphisme.

Proposition 1.2.35. — Le foncteur L vérifie les propriétés suivantes.

(a) Il respecte les monomorphismes.

(b) Si X — Z et Y —> Z sont deuz monomorphismes de A, la fleche canonique
L(XNY)— L(X)NL(Y) est un isomorphisme.

(c) 1l est accessible.

Démonstration. — Pour montrer (a) et (b), on remarque qu’il suffit de montrer les
énoncés analogues pour le foncteur L1, car les limites inductives filtrantes sont exactes.
Pour tout préfaisceau C sur A on note K¢ le foncteur

Ko :Ens — A Er>1C.

On vérifie immédiatement qu’il commute aux produits fibrés, et donc, en particulier,
qu’il respecte les monomorphismes. On remarque que

S = il S . B= I B, ),
w:C —>= DeN “ (resp w:C —>= DeN u)

ou S, : A—> A (resp. By, : A—> A\) est le composé du foncteur
Hom3(C, .) : A — Ens

suivi du foncteur K¢ (resp. Kp). Il est immédiat que les foncteurs de types S, et B,
commutent aux produits fibrés. Vu que les monomorphismes sont stables par sommes,
on en déduit que les foncteurs S et B respectent les monomorphismes, et il résulte de
Passertion (¢) du lemme 1.2.32, qu’ils respectent les intersections de sous-objets. Enfin,
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on s’apercgoit aussitdt que pour tout monomorphisme X — Y, le carré ci-dessous est
formé de monomorphismes et est cartésien.

SX—BX

L

SY —BY

L’assertion (a) (resp. (b)) est donc conséquence de la partie (a) (resp. (b)) du
lemme 1.2.32.

On remarque qu’en vertu du corollaire 1.2.11, les foncteurs S et B sont accessibles
(car le composé d’un foncteur accessible avec un foncteur qui commute aux petites
limites inductives est accessible et toute somme de foncteurs accessibles est accessible).
On en déduit que le foncteur Lq 1’est aussi. La propriété (c) résulte immédiatement du
fait que les foncteurs accessibles sont stables par composition et par limites inductives.

|

1.3. Extensions anodines

Définition 1.3.1. — Soit A une petite catégorie. Un cylindre d’un préfaisceau X sur
A est un quadruplet
(IX,0%,9%,0x)

correspondant a un diagramme commutatif du type suivant dans A:

X 1
% ox
IX—X
%
X tx )

et tel que (0%,9%) : X I X — IX soit un monomorphisme.
Un morphisme de cylindres

(IX?8%78)100-X) e (IY,6§)’78)1/70'Y)

est une paire de morphismes ¢ : X —Y et ¢ : IX — IY tels que ¥0% = 0%,
pour € = 0,1, et poy = oyY.

X—6§(>IXL)-(—>X
Y —=1Y —>Y
oy Y

On note Cyl(A) la catégorie des cylindres de A.
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Un cylindre fonctoriel sur A est une section du foncteur
Cyl(A) — A | (IX,0%.0%,04)— X,

i.e. c’est un quadruplet (I,0% 8%,0), on I est un foncteur de la catégorie A vers
elle-méme, et ot 3°,0' : 15 — I sont des morphismes de foncteurs admettant une
rétraction fonctorielle commune o, tels que pour tout préfaisceau X sur A, le mor-
phisme (0%, 9%) soit un monomorphisme.

1.3.2. — Si X est un préfaisceau sur A, on notera I ® X le préfaisceau I(X), et
parfois aussi * ® 1x =05 : X —1® X, e =0,1,0®1lx =0y : [® X — X.
Autrement dit, on voit la catégorie des foncteurs .7‘[0771(2 2) comine une catégorie
monoidale stricte (le produit tensoriel étant donné par la composition des foncteurs)
et A comme un module sur celle-ci. Ainsi, pour tout endofoncteur F' de A et tout
préfaisceau X sur A, on a FF ® X = F(X), pour tout morphisme de préfaisceaux f,
1p® f = F(f), et pour tout morphisme d’endofoncteurs a, @ ® 1x = ay. On notera
OI le foncteur X > 0T ® X = X I X. Le couple (9%, 9') définit donc une inclusion
canonique i de 91 dans I.

Définition 1.3.3. — Soient J = ([,0%,8%,0) un cylindre fonctoriel sur une petite
catégorie A, et ug,u; : X — Y deux fleches de A. Une J-homotopie (ou encore
homotopie, lorsque aucune ambiguité n’en résulte) de up vers u; est un morphisme
h:I®X —Y de A tel que h(0° ® 1x) = u., pour € = 0, 1. Si une telle homotopie
existe, on dit que ug est J-homotope de facon élémentaire & u;. On appelle rela-
tion de J-homotopie la relation d’équivalence engendrée par la relation d’homotopie
élémentaire.

Remarque 1.3.4. On vérifie immédiatement que la relation d’homotopie est compa-
tible & la composition. On notera h3(A) la catégorie quotient, et @ : A— h3(A) le
foncteur canonique. On dira qu’une fleche f de A est une J-équivalence d’homotopie
si Q(f) est un isomorphisme de h3(A).

Un préfdiscgau X sur A sera dit J-contractile si le morphisme de X vers 'objet
final de A est une J J-équivalence d’homotopie.

Lemme 1.3.5. — Soit A une petite catégorie. Sip: X —=Y est une fibration triviale
de A (1.2.18), alors elle admet une section, et pour toute section s de p et tout cylindre
(IX,0%,0%,0y) de X, il existe une fleche h: IX — X de A telle que

hag(zlx, hdy =sp, ph=poy .

En particulier, une fibration triviale est une J-équivalence d’homotopie pour tout cy-
lindre fonctoriel J sur A.
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Démonstration. — Soit p : X — Y une fibration triviale de A. On commence par
remarquer que comme & —> Y est un monomorphisme, le carré suivant admet un
relevement
S —X
Y——Y ’
ly
ce qui implique que p admet une section s : Y — X. Pour tout cylindre

(IX,0%,0%,0x) de X, on obtient un carré commutatif :

1x,sp)
X x e
(62’@0})l lp
IXTY
X

Ce dernier admet un relevement h : X — X, puisque (0%, d%) est un monomor-
phisme. On a donc les formules hd% = 1x, hd% = sp et ph = poy, ce qui prouve le
lemme. 0

Définition 1.3.6. — Une donnée homotopique élémentaire sur une petite catégorie A
est un cylindre fonctoriel J = (I,9°, 91, o) vérifiant les axiomes suivants.

DH1 Le foncteur I commute aux petites limites inductives et respecte les mono-
morphismes.
DH2 Pour tout monomorphisme j : K — L dans A, les carrés ci-dessous sont

cartésiens (¢ = 0,1) :
3E®1Kl l(?g@lL

Remarque 1.3.7. — Si on a un carré cartésien dans A

R——S

|

T—U ;

et si les fleches S — U et T — U sont des monomorphismes, alors la fleche cano-
nique T IIg S — U est un monomorphisme, et on la notera T U S — U.

Si J est une donnée homotopique élémentaire sur A, on note {¢} — I, £ =0,1, le
sous-objet de I, image du morphisme 9¢ : 14 — I. Pour chaque préfaisceau X sur
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A, le morphisme 9% = 9° ® 1x s’identifie donc & l'inclusion {e} ® X — I ® X. Pour
tout monomorphisme j : K — L dans A, on en déduit une inclusion

I KU{e}®@L—-1I®L,
correspondant au carré cartésien

ok 22 (oL

8E®1Kl l3€®1L

IQK———1IQ®L
1:1®j

D’autre part, on remarque que comme les sommes sont universelles dans A, il résulte
de DH2 que pour tout monomorphisme j : K — L de préfaisceaux sur A, on a un
carré cartésien

ol K ~2%% ore L

i®lxl li@ll‘

I®KT®J>I®L ’

d’otl1 une inclusion
IQKUOJIQL—IQL.
Enfin, comme en vertu de DH1 le foncteur I commute aux petites limites inductives,

il commute en particulier aux sommes binaires, et pour tout préfaisceau K sur A, on
a un isomorphisme canonique I @ I @ K ~0IQIQ K =19 KIII® K.

Exemple 1.3.8. — Soient A une petite catégorie, et T = (1,8°,8'), un segment sépa-
rant de A, ¢’est-a-dire un préfaisceau I sur A muni de deux sections globales disjointes
8% et A'. On en déduit un cylindre fonctoriel J défini par le foncteur

X+—TxX
et par les formules 0% = 0° x1x,e =0,1,0x = pra (o pra : I x X — X désigne la
deuxiéme projection). On vérifie facilement que ce cylindre fonctoriel est une donnée
homotopique élémentaire.

Exemple 1.3.9. — Soit A une petite catégorie. L’objet de Lawvere L de A est le pré-
faisceau sur A défini par
a +—> L(a) = {sous-objets du préfaisceau représenté par a}

(pour une fleche u : a — a’ de A, l'application de L(a’) vers L(a) est définie en
associant a chaque sous-objet de a’ son image réciproque par u). L’universalité des
limites inductives dans A implique immédiatement que 'objet de Lawvere classifie les
sous-objets des préfaisceaux, ou autrement dit, que pour tout préfaisceau X sur A,
on a une bijection canonique

Hom 3(X, L) ~ {sous-objets du préfaisceau X}
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(voir [94, propositions 1.3.1 et I11.7.3] ou [96, 1.5.5]). Soit A% (resp. A!) la section
globale de L définie par le sous-objet plein (resp. vide) de 'objet final de A. On a
alors essentiellement par définition le carré cartésien suivant.

g——==¢€7

ex N > I,
Autrement dit, I = (L, A% A!) est un segment séparant appelé le segment de Law-
vere. Le cylindre fonctoriel correspondant £ est le cylindre de Lawvere. La donnée
homotopique élémentaire ainsi obtenue jouera un role important par la suite (di au
fait que le préfaisceau L est un objet injectif de A\, ce qu’on vérifie aussitot ; voir [94,
proposition VI.10.1]).

Définition 1.3.10. — Soient A une petite catégorie, et J = (I,9°,0',0) une donnée
homotopique élémentaire sur A. Une classe d’extensions anodines relatives & J est
une classe de fleches An de A satisfaisant aux conditions suivantes.

An0 Tl existe un ensemble A de monomorphismes de A tel que An = I(r(A)).

Anl Si K —= L est un monomorphisme de A, alors I @ K U {e}® L—-I®L
est dans An, ¢ =0, 1.

An2 Si K — L est dans An, alors il en est de méme de I KUJIQL — IR L.

Si A est un ensemble de monomorphismes de A tel que An = I(r(A)), on dira que A
engendre la classe An, ou qu’il est un ensemble générateur des extensions anodines.

Remarque 1.3.11. — 11 résulte de la remarque 1.2.20 et de la condition An0 que la
classe An est stable par images directes, compositions transfinies et rétractes. Plus
précisement, comme en vertu du corollaire 1.2.11 ’ensemble A permet 'argument du
petit objet 1.2.23, la condition An0 implique que la classe An est formée des rétractes
des composés transfinis des images directes des morphismes de A. En particulier, les
fleches de A appartenant a An sont des monomorphismes. D’autre part, comme en
vertu de DH1 le foncteur I commute aux petites limites inductives, on a I ® @ ~ &,
et il résulte de la condition Anl, appliquée & K = @ — L, que pour tout objet L de
A les morphismes 97 : L — I ® L, ¢ = 0, 1, sont dans An. Enfin, on a I(An) C An.
En effet, si j : K — L est dans An, et si 'on forme le carré cocartésien

K——— >

9%

I K——IQKU{0}®L )
J
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on remarque que le morphisme I(j) =1;®j: I K — I ® L est le composé de j' et
de Vinclusion I @ KU {0} ® L — I ® L. Ces deux fleches étant dans An, la premiere
par stabilité par images directes, et la deuxiéme en vertu de la condition Anl, cela
prouve 'assertion.

1.3.12. — Soient A une petite catégorie, J = (I,9°,9"', ) une donnée homotopique
élémentaire sur A, S un ensemble de monomorphismes de X, et M un modele cellulaire
de A (ce qui existe en vertu de la proposition 1.2.27). On note AY(S, M) 'ensemble
des monomorphismes de A défini par

AJS,M)=SU{IoKU{c}®L —=I®L|K—LecM, e=0,1}.

Si T est un ensemble de monomorphismes de A, on lui associe I’ensemble de mono-
morphismes

AT)={I® KUJI®L —-I®QL|K—LecT}.
On définit alors par récurrence des ensembles A% (S, M) par la formule
AFTH(S, M) = A(A5(S, M)
puis on pose
A3 (S, M) = Up>oA2(S, M) .
Autrement dit, A5(S, M) est le plus petit ensemble de fleches de A qui contient
AS(S, M) et qui est stable par 'opération A.

Proposition 1.3.13. — Soient A une petite catégorie munie d’une donnée homotopique
élémentaire I = (I,0°,0',0), et S un ensemble de monomorphismes de A. Alors il
existe une plus petite classe d’extensions anodines relatives a J contenant S. De plus,
si M est un modéle cellulaire de A, cette classe est égale 1(r(As5(S, M))).

Démonstration. — Soit An une classe d’extensions anodines relatives & J contenant
S. Montrons que I(r(A5(S, M))) € An. Comme S C An, et comme M est formé de
monomorphismes, il résulte de la condition Anl que AJ(S, M) C An. Si T C An, la
condition An2 implique que A(T) C An. On en déduit que A5(S, M) C An. La classe
An étant, en vertu de la remarque 1.3.11, stable par images directes, compositions
transfinies, et rétractes, et I(r(A5(S, M))) étant la plus petite classe de fleches ayant
ces propriétés et contenant A5(S, M) (par Pargument du petit objet 1.2.23), on en
déduit que I(r(A5(S, M))) C An.

Il reste & montrer que I(r(A3(S, M))) est une classe d’extensions anodines de A re-
latives & J et contenant S. On a S C A5(S, M) C I(r(A5(S, M))), et comme Ay (S, M)
est un ensemble, la condition An0 est évidente.

Pour montrer la condition Anl, considérons la classe B des monomorphismes
K — L de A tels que

I@KU{e}®L—>I1®Lcl(r(As(S,M))) .
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Comme A(S, M) C I(r(A3(S,M))), on a M C B, et en vertu du corollaire 1.1.8, B
est stable par images directes, compositions transfinies, et rétractes. Les monomor-
phismes étant la plus petite classe contenant M et satisfaisant & ces propriétés, il
s’ensuit que tout monomorphisme de A est dans ‘B, ce qui pouve Anl.

Pour montrer la condition An2, considérons la classe C des monomorphismes
K —> L de A tels que

I@KUJIRL —I®Lel(r(Ay(S,M))) .

Comme Az (S, M) C I(r(A5(S, M))), et comme A5(S, M) est stable par 'opération A,
on en déduit que A5(S, M) C C. En vertu du corollaire 1.1.8, C est stable par images
directes, compositions transfinies, et rétractes, et il résulte de argument du petit
objet 1.2.23 que I(r(A5(S, M))) est la plus petite classe satisfaisant & ces propriétés
et contenant Ay(S, M). On en déduit que C contient I(r(A3(S, M))), ce qui prouve
la condition An2, et achéve la démonstration O

Définition 1.3.14. — Une structure homotopique (resp. une donnée homotopique) sur
une petite catégorie A est un couple (J, An) (resp. (7, S)) formé d’une donnée homoto-
pique élémentaire J, et d’une classe d’extensions anodines An relatives a J (resp. d’un
ensemble de monomorphismes S de A). Si (J,5) est une donnée homotopique sur A,
on note An3(S) la plus petite classe d’extensions anodines relatives a J contenant S,
et on dit que (T, An5(S)) est la structure homotopique sur A engendrée par la donnée
homotopique (7, .5), et que An5(S) est la classe d’extensions anodines définie par cette
donnée homotopique. Si .S = & , on pose Any = Anj(9). Autrement dit, Any est la
plus petite classe d’extensions anodines relatives a J.

En vertu de la proposition précédente, si M est un modele cellulaire de A\, pour
tout ensemble S de monomorphismes de 121\, on a

Ang(S) = U(r(Aa(S, M) .

D’autre part, toute structure homotopique (J, An) sur A est engendrée par une donnée
homotopique, puisqu’en vertu de la condition AnO, il existe un ensemble de mono-
morphismes A de A tel que An = I(r(A)), et qualors la donnée homotopique (J, A)
engendre (J, An).

Remarque 1.3.15. — Les techniques de la démonstration de la proposition ci-dessus
permettent d’affiner I’ensemble générateur des extensions anodines dans le cas suivant.
Soient A une petite catégorie, (1,9°, d') un segment séparant de A, et J la donnée
homotopique élémentaire correspondante (cf. exemple 1.3.8). On se donne un modele
cellulaire M de A, et on forme l'ensemble A} (M) des monomorphismes de la forme

IxKU{e}xL—1IXxL
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pour ¢ = 0,1, et K — L € M (avec les notations du paragraphe 1.3.12, A}(M) =
A%(@, M)). Alors on a I'égalité

Ang = I(r(A7(M))) .

En effet, on démontre comme dans la proposition précédente que I(r(A}(M))) C Ang
et que I(r(A}(M))) satisfait aux conditions An0 et Anl. Pour établir la condition
An2; on procede aussi comme dans cette proposition, en remarquant que la condition
Anl implique l'inclusion

AN (M) C 1(r(Ar(M)))
car pour toute flecche K — L dans M, le morphisme
Ix(IxKU{e}xLYUII x (I xL)—1x (Ix1L)
est isomorphe (par permutation des deux premiers facteurs) au morphisme
Ix(IxKUdlx L)U{e}x (I xL)—1Ix(IxL)
qui est dans I(r(A}(M))) par Anl.

Lemme 1.3.16. — Soient A une petite catégorie, 3 = (I,9°,0',0) une donnée homo-
topique élémentaire sur A, et C une classe de monomorphismes de A vérifiant les
conditions suivantes.

(a) La classe C est stable par compositions et par images directes.

(b) Siu: X —Y etv:Y — Z sont deur monomorphismes de A\, et si vu et u
sont dans C, alors v est dans C.

(c) Pour tout préfaisceau X sur A, les inclusions 05 : X — I® X, e =0,1, sont
dans C.

Alors on a I(C) C C, et la classe C satisfait aux conditions Anl et An2 des extensions
anodines. En outre, si S est un ensemble de monomorphismes de A tel que S C C, et
M un modéle cellulaire de A, Uensemble Ay(S, M) défini par la donnée homotopique
(3,5) est contenu dans C.

Démonstration. — Soit u : X — Y un élément de C. Alors I(u) = 1; ® u est dans
C : en effet, on a un carré commutatif

X——sY

a‘}(l la‘,’,

I®XWI®Y )

dans lequel les fleches verticales sont dans C (en vertu de (c)), et dont la fleche
horizontale du haut est dans C; il résulte donc de la stabilité par compositions et de
(b) que la fleche horizontale du bas est bien dans C.

ASTERISQUE 308



1.3. EXTENSIONS ANODINES 31

Montrons que C satisfait & la condition Anl. Soit K — L un monomorphisme de
A, et formons, pour € = 0, 1 le diagramme commutatif

{efo K ———{s}e L

W o |\

I9K— I KU{e}®L

\\)
I®L ’

dont toutes les fleches sont des monomorphismes. En vertu de (c¢), 9% et 05 sont dans
C, et comme le carré (1) est cocartésien la stabilité de C par images directes implique
que le morphisme {e¢} ® L — I ® K U {e} ® L est dans C. Il résulte donc de (b) que
la flecche T ® K U {e} ® L — I ® L appartient aussi a C.

Pour montrer que C satisfait & la condition An2, soit u : X — Y un élément de
C, et formons le diagramme commutatif

oare X —2% L oIeY

o

IX ——I®@XUJIR®Y

\\;
rou oy o

dont toutes les fleches sont des monomorphismes. On remarque que (a) implique que
C est stable par sommes finies, et en particulier que 1y ® u est dans C. Comme le
carré (2) est cocartésien, on en déduit que le morphisme I @ X — I @ X UJI®Y
est dans C. Il résulte donc de (b) que la fleche I ® X UOI ® Y — I ® Y appartient
aussi a C.

Pour montrer la derniére assertion, on remarque, en reprenant les notations du
paragraphe 1.3.12, que linclusion S C C, et le fait que C satisfait a la condition
Anl impliquent que C contient I'ensemble AY(S, M). Comme la classe C satisfait
aussi a la condition An2, elle est stable par 'opérateur A, ce qui prouve 'inclusion
A5(S, M) C C, et achéve la démonstration. O

1.3.17. — La notion de catégorie de modeles que nous considererons ici est celle de
[74], laquelle est un peu plus restrictive que celle de Quillen [109, 111], mais nous
arriverons naturellement dans ce cadre.

Définition 1.3.18. — Une catégorie de modéles fermée est la donnée d’'un quadruplet
(C, W, Fib, Cof), ou C est une catégorie, et ou W, Fib, Cof sont des classes de fleches
de C, dont les éléments sont appelés respectivement des équivalences faibles, des fi-
brations, et des cofibrations, tel que les axiomes suivants soient vérifiés (on appelle
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fibrations triviales (resp. cofibrations triviales) les fleches de C qui sont a la fois des
fibrations (resp. des cofibrations) et des équivalences faibles).

CM1 La catégorie C admet des petites limites inductives et projectives.

CM2 Dans tout triangle commutatif de C, si deux des fleches sont des équivalences
faibles, alors la troisiéme en est une.

CM3 Les classes W, Fib et Cof sont stables par rétractes.

CM4 Toute cofibration triviale (resp. fibration triviale) vérifie la propriété de
relevement & gauche (resp. & droite) relativement & toute fibration (resp. & toute
cofibration).

CM5 11 existe deux factorisations fonctorielles de toute fleche f de C en f = pi et
f = qj, ou p et g sont des fibrations, ¢ et j des cofibrations, ¢ et ¢ des équivalences
faibles.

Une catégorie de modeles fermée (C, W, Fib, Cof) est a engendrement cofibrant s’il
existe deux ensembles de fleches I et J de C, permettant tous deux I'argument du
petit objet, et tels que I(r(I)) = Cof et I(r(J)) = Cof NW. On dira alors que le couple
(I,J) engendre ladite structure de catégorie de modeles fermée.

1.3.19. — Soient C une catégorie, et ‘W une classe de fleches de C. On note Ho(C) =
W-LC la localisation de C par W, catégorie obtenue en inversant les éléments de
la classe W. Cette localisation existe toujours, mais en général les morphismes entre
deux objets de Ho(C) peuvent former une classe (par opposition & un ensemble). On
dispose donc par définition d’un foncteur canonique, appelé foncteur de localisation,

v:C — Ho(C)

vérifiant la propriété universelle suivante. Pour tout foncteur F' : C — D envoyant
les éléments de W sur des isomorphismes de D, il existe un unique foncteur G :
Ho(C) — D tel que le triangle ci-dessous commute.

F

|

Ho(C)

Le foncteur v est l'identité sur les objets. On fera donc parfois 'abus de notation
consistant & voir un objet X de C comme un objet de la catégorie homotopique
Ho(C).

On dit que la partie W est fortement saturée si toute fleche de C dont l'image
par le foncteur de localisation est un isomorphisme dans Ho(C) est contenue dans la
classe W. Par exemple, la classe des équivalences faibles d'une catégorie de modeles
fermée est toujours fortement saturée (voir [109, chap. I, sec. 5, prop. 1]).

1.3.20. — Dans la suite de cette section, on se fixe une petite catégorie A, et une
structure homotopique (J,An) sur A, on J = (I,0°,8%,0).
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Définition 1.3.21. — Une cofibration est un monomorphisme de A. On notera Cof la
classe des cofibrations de A.

Une fibration triviale est un morphisme de préfaisceaux sur A vérifiant la propriété
de relevement & droite relativement aux monomorphismes.

Une extension anodine est un élément de la classe An.

Une fibration naive est un morphisme de préfaisceaux sur A vérifiant la propriété
de relévement & droite relativement aux extensions anodines. On note FibN la classe
des fibrations naives.

Un objet X de A est fibrant si la fleche X — €z de X vers 'objet final de A est
une fibration naive.

Une fleche f: X — Y de A est une équivalence faible si pour tout objet fibrant
T, Vapplication

f* B Homhj(A)(Y, T) — Homhj(A)(X, T)

est bijective. On note W la classe des équivalences faibles.

Une cofibration triviale est un morphisme de préfaisceaux sur A qui est a la fois
une cofibration (i.e. un monomorphisme) et une équivalence faible.

Enfin, une fibration est un morphisme de préfaisceaux sur A vérifiant la propriété
de relevement a droite relativement aux cofibrations triviales. La classe des fibrations
sera désignée par Fib.

Cette section sera consacrée a la démonstration de 1’énoncé ci-dessous.

Théoréme 1.3.22. — Avec les définitions ci-dessus, (A\, W, Fib, Cof) est une catégorie
de modéles fermée a engendrement cofibrant.

1.3.23. — On dira que (IZ, W, Fib, Cof) est la structure de catégorie de modeles fermée
sur A définie par la structure homotopique (J,An). Si (J,5) est une donnée homo-
topique qui engendre la structure homotopique (J,An), on dira que la catégorie de
modeles est engendrée par cette donnée.

On verra plus loin que les objets fibrants correspondant & cette structure de ca-
tégorie de modeles fermée sont les préfaisceaux fibrants définis ci-dessus (cf. 1.3.36).
En particulier, la catégorie homotopique correspondant a la structure de catégorie de
modeles du théoreme 1.3.22 (i.e. la localisation de A par les équivalences faibles) est
canoniquement équivalente a la sous-catégorie pleine de h3(A) formée des préfaisceaux
fibrants.

Remarque 1.3.24. — On remarque immédiatement que toute J-équivalence d’homo-
topie est une équivalence faible, et que la classe des équivalences faibles est une partie
fortement saturée de F1A (1.3.19). En particulier, la classe des équivalences faibles
vérifie 'axiome CM2, et est stable par rétractes.
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Définition 1.3.25. — Une fleche f : X — Y de A est un rétracte par déformation fort
(resp. le dual d’un rétracte par déformation fort) s’il existe deux fleches g: Y —= X
et h: I®Y —Y (resp. k: I ® X — X)) telles que :

i) gf =1x (resp. fg = 1y);
ii) Y = 1y et hdy = fg (resp. k0% = 1x et kd% = gf);
iii) A(l; ® f) = 0y (1; ® f) (resp. fk = foy)).

Proposition 1.3.26. — Toute fibration triviale est le dual d’un rétracte par déformation
fort. De plus, toute section d’une fibration triviale, est un rétracte par déformation
fort.

Démonstration. — La premiére assertion est conséquence directe du lemme 1.3.5.
Soit p: X — Y une fibration triviale. Une section s : Y —= X de p définit un carré
commutatif

(soy,(1x,sp))

IQYUIIR®X ——— X

l lf’

I®X Y

pox

qui admet un relevement h: I ® X — X. En particulier, on a hd% = 1x, hdy = sp,
et h(ly ®s) = soy =05 (11 ®s), ce qui prouve que s est un rétracte par déformation
fort. O

Proposition 1.3.27. — Un morphisme de A est une fibration triviale si et seulement
s’il est a la fois une fibration et une équivalence faible.

Démonstration. — Comme toute J-équivalence d’homotopie est une équivalence
faible, la proposition ci-dessus implique que toute fibration triviale en est une.
Comme toute cofibration triviale est en particulier un monomorphisme, toute fi-
bration triviale est une fibration. Réciproquement, soit p : X — Y une fibration
appartenant a W. Par le corollaire 1.2.28, il existe une factorisation de p en p = qj,
ou j est une cofibration, et ou g est une fibration triviale. En vertu de ce qui précede,
q est une équivalence faible, donc j est une cofibration triviale. Comme p est une
fibration, le lemme du rétracte implique que p est un rétracte de ¢, ce qui prouve que
p est une fibration triviale. O

Remarque 1.3.28. — On peut a présent faire l'analyse de ce qu’il manque pour dé-
montrer le théoreme 1.3.22. Les axiomes CM1, CM2, CM3 sont immédiats, I’axiome
CM4 résulte de la proposition précédente, et de la définition des fibrations, le corol-
laire 1.2.28 assurant une moitié de ’axiome CM5. Cela signifie qu’il suffit de montrer
que toute fleche f de A se factorise (par Pargument du petit objet) en une cofibration
triviale suivie d’une fibration.
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Proposition 1.3.29. — Il existe une factorisation fonctorielle de toute fleche f de A
en f = pi, ot p est une fibration naive, et ot i est une extension anodine (et méme
un composé transfini d’images directes d’éléments de A, si A désigne un ensemble de
fleches de A tel que An = I(r(A))).

Démonstration. — Soit A un ensemble de flaches de A tel que An = I(r(A)). Le
corollaire 1.2.11 permet d’appliquer 'argument du petit objet & I’ensemble A. On en
déduit lexistence d’une factorisation fonctorielle de toute fleche f de Aen f =pi, ou
p est une fibration naive, et ou 7 est un composé transfini d’images directes d’éléments
de A, et en particulier une extension anodine. O

Lemme 1.3.30. — Soient K et T deux objets de 2, T étant fibrant. Alors la relation
de J-homotopie élémentaire sur Hom z(K,T) est une relation d’équivalence, et elle
coincide donc a la relation de J-homotopie. En particulier, si u,v : K — T sont
deux morphismes de préfaisceauz, alors uw = v dans hy(A) si et seulement s’il existe
un morphisme h: I @ K —= T tel que h(3° ® 1x) = u et h(0' ® 1k) = v.

Démonstration. — La réflexivité est immédiate : si u : K — T est une fleche de A\,
uoy : I ® K — T est une homotopie de u vers u.

Montrons que si u,v,w : K — T sont trois fleches de //1\, et s’il existe une J-
homotopie h : I ® K — T de u vers v, et une J-homotopie k : I K — T de u
vers w, alors il existe une J-homotopie | : I ® K — T de v vers w. Par hypothese on

a donc
M 1K) =u, h(@'®1g) =v,

E@°®1k) =u, k' ®@1K)=w .
En remarquant que IQ IQ K ~ (I K)II(I®K) et {0} @I K ~ I® K, les deux
égalités de la premiere colonne permettent de définir une fleche

h,k),uo
1000 KU{0) @@ K o) 5

La condition Anl des extensions anodines appliquée & l'inclusion I @ I — I @ K
implique que

IQRIIRKU{0}RI®K —I®I®K
est une extension anodine, et comme 7' est fibrant, on obtient un relevement H

h,k),uo
[0l @ KU{0}®leK o),

IRI® K )
de sorte que

H1®®1lk)=h, H1®0'®lk)=k, HO°®1;®1k)=uok .
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On pose l = H(0' ® 11 ® 1k). On a alors les relations
1(0°®1x)=H(0'®@11@1x)(°@1xk)=H(1; 2 @1x)(0' @ 1k)=h(8' ®1x)=v,
('®1g)=H(0'®1;@1)(0'@1k)=H(1; 29" @1) (D' @1x)=k(d' @1x)=w .
Le morphisme [ : I ® K — T est donc une homotopie de v vers w.

En appliquant ce résultat & w = uw et k = uoy, on en déduit que la relation
d’homotopie élémentaire est symétrique. La transitivité est conséquence immédiate

de ce méme résultat et de la symétrie. O
Proposition 1.3.31. — Toute extension anodine est une équivalence faible.
Démonstration. — Soient j : K — L une extension anodine, et T' un objet fibrant

de A. 11 s’agit de montrer que 'application
j* : Homhj(A) (L, T) — Homhj(m(K, T)

est bijective. La surjectivité est immédiate : soit k : K — T une fleche de A. 1l existe
un relevement [ de j sous k :

K—Es
| A
L

Pour montrer l'injectivité, on considere deux fleches lp,l; : L — T telles que

T

On a donc l'égalité j*I = k.

loj = l17 dans h5(A). Par le lemme 1.3.30, il existe un morphisme h : I ® K — T tel
que hd% = lyj et hdj; = 11j. On en déduit une fleche v : I®@ KUOI ® L — T, définie
par u = (h, (lp,11)), et comme grace a la condition An2, I® KUJI ® L — I ® L est
une extension anodine, on a le relevement suivant :

I® KUJI® L —=T

|

I®L
On a donc les égalités HOj = l., pour € = 0, 1, autrement dit, lp = l; dans h3(A4). O
Lemme 1.3.32. — Soit f : X — Y wune fléche de A\, les préfaisceaur X et'Y étant

fibrants. Pour que le morphisme f soit une équivalence faible, il faut et il suffit qu’il
soit une J-équivalence d’homotopie (i.e. que Q(f) soit un isomorphisme de hz(A)).

Démonstration. — Il est immédiat que c’est une condition suffisante. Réciproque-
ment, supposons que f soit une équivalence faible, et notons h%(A) la sous-catégorie
pleine de h3(A) formée des objets fibrants. Par hypotheése, I'image Q(f) de f dans
h3(A) est une fleche de h%(A), et pour tout objet T' de h%(A), 'application

Q(f)* . HOIIlhlj(A)(Y, T) — I‘IOIl’lh/j(A)()(7 T)
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est bijective. Le lemme de Yoneda implique que Q(f) est un isomorphisme de h%(A),

donc aussi de h3(A4), ce qui prouve le lemme. O
Lemme 1.3.33. — Soit p: X — Y une fibration naive. Les conditions suivantes sont
équivalentes.

(a) La fleche p est une fibration triviale.
(b) La fléche p est le dual d’un rétracte par déformation fort.

Démonstration. — L’implication (a) = (b) résulte de la proposition 1.3.26.

Il reste donc & montrer implication (b) = (a). On se donne donc des morphismes
5:Y — Xetk:I®@X — X tels que ps = 1y, k0% = 1x, k0% = sp, et pk = pox,
et on veut montrer que p est une fibration triviale. On considére un monomorphisme
i: K — L, et un carré commutatif dans /Al,

K—=X
L—>Y ;

b

dont on va montrer qu’il admet un relévement . Les égalités k(1; ® )0}, = k0ka =
spa = sbi permettent de définir une fleche (k(1;®a), sb) : IQKU{1}®L — X, et les
égalités psb = b = bo; 0} et pk(l; ® a) = pox (11 ® a) = pac, = bio, =bo (11 ®1)
montrent que le carré ci-dessous est commutatif.

(k(1;®a), sb)

I KU{1}®L

| I

I®L L
TL b

Comme en vertu de la condition Anl, j est une extension anodine, ce carré admet un
relevement h : I ® L —= X. On pose | = hd?. Alors on a pl = phd} = bo 8 =b et
li=hdVi=nh(l; ®4)0% = k(1; ® a)0% = kd%a = a, ce qui prouve l'assertion. O

Lemme 1.3.34. — Une fibration naive de but fibrant est une équivalence faible si et
seulement si ¢’est une fibration triviale.

Démonstration. — Soit p : X — Y une fibration naive de but fibrant, et supposons
que p soit une équivalence faible. Par le lemme 1.3.32, p est alors une J-équivalence
d’homotopie (i.e. Q(p) est un isomorphisme), et il résulte du lemme 1.3.30 qu’il existe
une fleche t : Y —= X, et une fleche k : IQY — Y, telles que k0, = 1y et k0), = pt.
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On a donc un carré commutatif

Y ———X
6,1,l lp
I®Yk—>Y

qui admet un relevement &’ : I ® Y — X. On pose s = k'd).. Alors ps = pk'd) =
kdY = 1y. D’autre part, comme Q(p) est un isomorphisme, on a aussi Q(s)Q(p) = 1x,
et donc par le lemme 1.3.30, il existe une J-homotopie de 1x vers sp. On se donne
donc une fleche h : I ® X — X telle que hd% = 1x et hdk = sp. On a alors un
carré commutatif

31
X — 2 > IR0 X
I ~dx Iox n
XX IXI®X
<6§’(,8}()l l(h,spm
I1®X e X ,

ce qui définit une fleche (spoy, (h, sph)) {1} I XUIRII® X — X. On a
d’autre part les relations

pspoy = phdxoyx = ph(l; ® UX)(?}@X ,
p(h, sph) = (ph,ph) = ph(l; ® ox)(1; ® 8%, 11 ® Ix) ,
ce qui montre la commutativité du carré suivant,

s , (h, sph
(19I®XUI®II®X Cpox. (o))

(B}W,(lz@a%,h@a;))l lp

[91©X —o—> 10X =X —>Y ,

ce dernier admettant un relevement H : I ® I ® X — X. On pose K = H3?®X.
Alors on a

K% = HOox0% = H(1; ® 0%)0% = hd% =1x ,
Koy = H8?®X8}( = H(1; ® 0%)0% = sphd% = sp ,
pK = pHOgx = ph(l; ® 0x)07gx = phd%ox =poy .
Le lemme 1.3.33 montre que p est une fibration triviale. La réciproque résulte de la

proposition 1.3.27. O

Corollaire 1.3.35. — Une cofibration de but fibrant est une équivalence faible si et
seulement si c’est une extension anodine.
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Démonstration. — Comme en vertu de la proposition 1.3.31 toute extension anodine
est une équivalence faible, il suffit de montrer qu'une cofibration 7 de but fibrant qui
est une équivalence faible est une extension anodine. On factorise ¢ en i = ¢j, ou
j est une extension anodine, et oll ¢ est une fibration naive (cf. proposition 1.3.29).
Comme j est en particulier une équivalence faible, il en est de méme de ¢, et par
la proposition ci-dessus, ¢ est une fibration triviale. On en déduit que ¢ vérifie la
propriété de relevement a droite relativement a i, et par le lemme du rétracte, i est
un rétracte de j, ce qui montre que ¢ est une extension anodine. O

Proposition 1.3.36. — Une cofibration est une équivalence faible si et seulement si elle
vérifie la propriété de relévement a gauche relativement a la classe des fibrations naives
de but fibrant. En particulier, toute fibration naive de but fibrant est une fibration, et
pour tout préfaisceau X sur A, lunique fleche X — €z de X wers l’objet final de A
est une fibration si et seulement si X est fibrant.

Démonstration. — Soit ¢ : K — L une cofibration. Il existe une extension anodine de
but fibrant j : L — L’ (par la proposition 1.3.29, en factorisant 'unique morphisme
L—e 2), et en vertu du corollaire 1.3.35, 7 est une équivalence faible si et seulement
si ji est une extension anodine.

Supposons que ¢ soit une équivalence faible, et considérons un carré commutatif

K—=X
(1.3.36.1) l lp

L=~y

ou la fleche p est une fibration naive de but fibrant. On veut montrer qu’il admet un
relevement. Comme Y est fibrant, et comme j est une extension anodine, il existe un
morphisme b’ : L’ — Y tel que ¥'j = b. On obtient un carré commutatif

K—>X
(1.3.36.2) J‘il l”
L’ T> Y P
lequel admet un reléevement [ : L’ — X. On a alors les égalités [ji = a et

plj = b'j = b. Le morphisme [j est donc un relévement du carré (1.3.36.1).
Réciproquement, si ¢ vérifie la propriété de relevement a gauche relativement a la
classe des fibrations naives de but fibrant, on factorise ji en ji = pk, ou k : K — K’
est une extension anodine, et p : K/ — L’ est une fibration naive (1.3.29). Vu que i et
J vérifient la propriété de relevement a gauche relativement & p, il en est de méme de
ji. On en déduit que ji est un rétracte de k, et donc que c’est une extension anodine.
Par conséquent, i est une équivalence faible. O
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Corollaire 1.3.37. — Les cofibrations triviales sont stables par compositions transfinies
et par images directes.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la proposition précédente et de la
remarque 1.2.20. O
Lemme 1.3.38. — Tout rétracte par déformation fort est une extension anodine.

Démonstration. — Soit ¢ : K — L un rétracte par déformation fort. Alors par dé-

finition, il existe des morphismes r : L — K, h : I ® L — L, tels que ri = 1k,
hd? =1y, h0} =ir, et h(l; ®1i) = 0, (15 ® ). Considérons un carré commutatif

K—=X
L—>Y ’

dans lequel p est une fibration naive, et montrons qu’il admet un relevement. On
remarque qu’on a
pucy =viog =vop(ly®i) =vh(l; ®1) ,

pur = vir = vhd} ,

d’ou1 un carré commutatif

I®KU{1}® L (eosewr) X
| §
I®L Y :

vh

ce dernier admettant un relevement k£ : I ® L — X. On pose | = k@g. On a alors
li = kdQi = k(1; ® §)0% = uogd% = u, et pl = pkd} = vhd} = v, ce qui prouve
Iassertion. O

Lemme 1.3.39. — Toute extension anodine de source et de but fibrants est un rétracte
par déformation fort.

Démonstration. — Soit 7 : K — L une extension anodine de source et de but fi-
brants. Comme K est fibrant on obtient un relevement

K_.I_K_>K

17

L 3
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ce qui permet de définir le morphisme (iog, (11, ir)) : IQ KUJI® L —I1® L.
Comme L est fibrant, on en déduit un relevement h

(to g, (1L, 7))

I®KUOI®L L

| h

I®L

Alors on a hd9 = 1, hd} =ir, et h(1l; ® i) = iok = o (11 ® i), ce qui prouve que i
est un rétracte par déformation fort. O

L’énoncé suivant, ainsi que sa démonstration, sont directement inspirés de leurs
analogues dans [72].

Proposition 1.3.40. — Pour tout cardinal assez grand a, si on pose B = 2%, pour
toute cofibration triviale i : C —= D, et pour tout sous-objet (-accessible J de D, il
existe un sous-objet B3-accessible K de D, qui contient J, tel que l’inclusion canonique
CNK — K soit une cofibration triviale.

Démonstration. — En vertu de la condition An0O des extensions anodines, il existe
un ensemble A d’extensions anodines tel que An = I(r(A)). On va utiliser la proposi-
tion 1.2.35, appliquée au foncteur L : A —> A défini & partir de I’ensemble N\ = A et
d’un ensemble bien ordonné bien choisi, tel que pour tout préfaisceau X sur A, LX
soit fibrant. (Pour cela, il suffit de prendre un ensemble bien ordonné ~-filtrant, pour
un cardinal infini v tel que toute source d’une fleche de A soit v-accessible; voir la
section sur Pargument du petit objet dans [74] pour plus de détails). On reprendra les
mémes notations que celles de 1.2.35. En vertu des propositions 1.2.15, 1.2.17 et 1.2.35
on a les propriétés suivantes :

(a) le foncteur L respecte les monomorphismes

(b) si X — Z et Y — Z sont deux monomorphismes de A\, la fleche canonique
L(XNY)— L(X)NL(Y) est un isomorphisme;

(¢) les foncteurs L et I sont accessibles. Par conséquent, il existe un cardinal aq tel
que pour tout cardinal a > ag, les foncteurs L et I soient c-accessibles, et si 3 = 2%,
alors L et I envoient tout objet (3-accessible de A sur un objet [-accessible;

(d) il existe un cardinal (g tel que pour tout cardinal 8 > B, tout préfaisceau X
sur A soit la réunion F-filtrante de ses sous-objets B-accessibles;

(e) il existe un morphisme de foncteurs [ : 1 ; — L tel que pour tout préfaisceau
X sur A, lx soit une extension anodine.
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Considérons une cofibration triviale ¢ : C — D. On a alors un carré commutatif

!
C—>LC

D ——1LD
D

Il résulte des propriétés (a) et (e) ci-dessus que Li est une cofibration triviale, et
comme elle est de source et de but fibrants, le corollaire 1.3.35 et le lemme 1.3.39
impliquent que c’est un rétracte par déformation fort. Il existe donc des morphismes
r:LD—=LC,et h: I® LD — LD, tels que rLi = 1¢, hdYp = 11p, hO} |, =
L(i)r, et h(1l; @ Li) = o, p(11 ® Li).

On choisit un cardinal infini « assez grand (i.e. majorant les cardinaux ag et Gy
des conditions (c) et (d) ci-dessus), on note a™ le cardinal successeur de a, vu comme
un ensemble bien ordonné, puis on pose S = 2. On sait que at est un ensemble
ordonné o-filtrant, et que o™ < 3.

On se donne un sous-objet [-accessible J de D. On va construire une suite de
sous-objets (B-accessibles de D

KoC---CK,CKyt1C---CD,vyeat,

telle que Ko contienne J, et telle que pour tout v € a™, si 'on note j, : K, — D
I'inclusion, on ait une factorisation &,

k
IQLK,- ~ > LK,
(1.3.40.1) 11®L(j-y)i lL(ij)

I®eLD——>LD

du morphisme h(1; ® Lj,) par LK1 (nécessairement unique, puisqu’en vertu de la
condition (a), la fleche L(jy41) est un monomorphisme). Pour cela, on procede par
récurrence transfinie. Pour v = 0, on pose Ko = J. Siy > 0, et si on a construit les K/

pour tout 7' < 7, on pose K = lim ’YK‘Y,. Alors K est toujours (-accessible par

la proposition 1.2.10, ainsi que I ® LK<,’Y7 par la condition (¢). Comme en vertu de la
propriété (d), D est la réunion S-filtrante de ses sous-objets B-accessibles, et comme
le foncteur L est (B-accessible et respecte les monomorphismes, LD est la réunion
B-filtrante de ses sous-objets de la forme LD’, D’ sous-objet (-accessible de D. On
en déduit que le composé de l'inclusion I ® LK,’Y — [ ® LD et du morphisme h :
I ® LD — LD se factorise par un sous-objet LK ;’ de LD, avec K i,' sous-préfaisceau
B-accessible de D. On pose enfin K, = Kﬁr U Kg, ce qui achéve la construction de la
suite K., vy € a™.
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Soit K = 1_i~rr_1»y€wr K.,. La proposition 1.2.10 montre que K est un objet (-
accessible. Grace a I'a-accessibilité de L et de I, on a les identifications suivantes
LK = lim LK,, et I®LK= lim I®LK, .
yE€at yEat
Le carré 1.3.40.1 permet donc d’obtenir par passage a la limite inductive un carré
commutatif

IQLK X~ LK

11®le le

I®LDT—>LD ’

ou k est la limite inductive des morphismes k., et j : K — D l’inclusion.
On remarque que pour tout v € a™, on a les égalités :

L(i)rL(jy) = haiDL(j'y) =h(l;® L(]"y))‘%iiﬂ, = L(j"v-}—l)k'yaiKW )

d’ol I'existence d’une unique fleche s, : LK, — LC N LK., rendant commutatif

le diagramme
1
LK, kyOL k.,
~ Sy
~

BN
LC n LK7+1 _— LK’Y-I—I

l le1+1

LC LD

(1.3.40.2)
rLjy

Li
Grace a l'universalité des limites inductives dans A, a Ia-accessibilité de L, et a la

propriété (b) ci dessus, on a les identifications suivantes

CNK=lim CNK,, e LCNK)= lim LCNLK, .

yEat yEat
Le diagramme 1.3.40.2 permet donc d’obtenir par passage a la limite inductive un
diagramme commutatif

LK kO k

EN My
LICNK) 2> LK

rLj Lj/l le

LC LD ’

Li

ol s est la limite inductive des morphismes s,, et : CNK — K, j': CNK — C
sont les inclusions.
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On en déduit que kO} - = L(i')s, ainsi que les égalités
L(j")sL(i') = rL(§)L(i') = rL(i)L(5") = L(5") ,
L(j)kd7k = h(l1 @ L(5))0} , = hdy pL(j) = L(j) ,
L(])k(l] X L’Ll) = h(l] 29 Lj)(l] [0 Li/) = h(l] ® Li)(l[ [029) Lj/)
=opp(l1®Li) (11 ® Lj') = oy p(17 @ Lj)(1; @ Li')
= L(j)oLk(lr ® Li') .
Comme en vertu de la propriété (a), L(j) et L(j') sont des monomorphismes, on a
donc sL(i') = 1 cnk), k09 = 1ok, et k(1; ® Li') = o, (1; ® Li’), ce qui prouve
que inclusion L(i') : L(C N K) — LK est un rétracte par déformation fort, et donc
une équivalence faible (et méme une extension anodine par le lemme 1.3.38). Le carré

commutatif

lknc

KnC—SL(KNC)

K——— LK

Ik
montre alors que le morphisme C'N K — K est une cofibration triviale. O
Remarque 1.3.41. — Au cours de la démonstration de la proposition précédente, on a

vu que toute cofibration triviale ¢ : C' — D s’insére dans un diagramme commutatif

c—1scr

D—k>D/ )

avec i/, j, k des extensions anodines, et C’, D’ des objets fibrants (prendre C' = LC,
D'=LD,i = LI, j=lc, k=Ip). En particulier, la classe des cofibrations triviales
est la plus petite classe C de fleches de A contenant la classe des extensions anodines
An,et tellequesiu: X — Y, v:Y — Z est un couple de morphismes composables
de 121\, et si v et vu sont dans C, alors u l’est aussi.

Proposition 1.3.42. — Il eziste un ensemble N de cofibrations triviales, tel que

1(r(N)) = Cof N W.

Démonstration. — En vertu des propositions 1.3.40 et 1.2.15, et du corollaire 1.3.37,
cela résulte du lemme 1.2.24, appliqué a la classe C = Cof N W, et a la classe D =
Acco(A) des préfaiscecaux a-accessibles pour un cardinal o assez grand. O

Corollaire 1.3.43. — Il existe une factorisation fonctorielle de toute fleche f de Aen
f =4qj, ou j est une cofibration triviale, et ou q est une fibration.
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Démonstration. — Cela résulte de la proposition 1.3.42 et de 'argument du petit
objet. O
1.3.44. — Ceci acheéve, en vertu de la remarque 1.3.28, la démonstration du théo-

reme 1.3.22 affirmant que (A\,W, Fib, Cof) est une catégorie de modeles fermée a en-
gendrement cofibrant.

Scholie 1.3.45. — Soit f : X — Y une fleche de A. En vertu du lemme 1.3.29, il
existe une extension anodine j : Y — Y’ de but fibrant, et une décomposition j f = pi
de jf en une extension anodine ¢ suivie d’une fibration naive p. De plus, par la
proposition 1.3.36, p est une fibration. On a donc un carré commutatif

X —> x

fl g

Y ——Y ’
J

avec ¢, j des extensions anodines, p une fibration, et X', Y’ des objets fibrants. Si f
est une équivalence faible, il en est de méme de p qui est donc par les propositions
1.3.26 et 1.3.27 le dual d’un rétracte par déformation fort, et admet en particulier
une section s. Le morphisme s est une cofibration triviale, et comme X’ et Y’ sont
fibrants, il résulte du corollaire 1.3.35 que s est une extension anodine. Finalement,
toute équivalence faible f : X — Y s’insére dans un diagramme

X ——= X

fl PDS pi=jf, ps=1ly:,

Y —=Y’

avec 1, j, s des extensions anodines, p une fibration triviale, et X’, Y’ des objets
fibrants. En particulier, la classe W des équivalences faibles est la plus petite classe de
floches de A satisfaisant & la propriété de « deux sur trois » (axiome CM2) et contenant
la classe An des extensions anodines. On en déduit un isomorphisme des catégories
localisées

An~lA—> W14

induit par l'inclusion An C W.

Remarque 1.3.46. — 11 est naturel de se demander si toute cofibration triviale est une
extension anodine. La réponse est négative en général ; nous proposons en exercice au
lecteur de vérifier que [64, chap. X, remarque 2.4] se traduit en un contre-exemple.
Nous allons malgré tout dégager des conditions nécessaires et suffisantes pour que cela
soit le cas.
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Proposition 1.3.47. — Soit A une petite catégorie munie d’une structure homotopique
(3,An). On considére la structure de catégorie de modéles fermée sur A définie par
celle-ci. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(a) Toute cofibration triviale est une extension anodine.

(b) Toute fibration naive est une fibration.

(¢) Toute fibration naive qui est aussi une équivalence faible est une fibration tri-
viale.

(d) Toute fibration naive p admet une factorisation de la forme p = qj, ot q est
une fibration, et ot j est une extension anodine.

Démonstration. — L’implication (a) = (b) se vérifie immédiatement en considérant
les propriétés de reléevement correspondantes, et I'implication (b) = (¢) est évidente.

Vérifions (¢) = (d). Soit p une fibration naive. On peut factoriser p en p = ri, ol
r est une fibration et ¢ une cofibration triviale, puis factoriser ¢ en i = sj, ou s est une
fibration naive, et j une extension anodine. Comme s est une équivalence faible, c’est
une fibration triviale, et donc en particulier une fibration. Par conséquent, ¢ = rs est
une fibration.

Il ne reste donc plus qu’a prouver que (d) = (a). Si 4 est une cofibration triviale, on
la factorise en i = gqj, ol q est une fibration naive, et ou j est une extension anodine,
puis on factorise ¢ en une extension anodine k, suivie d’une fibration . On obtient
ainsi une factorisation de ¢ en une extension anodine suivie d’une fibration, ce qui
permet de conclure grace au lemme du rétracte. O

Définition 1.3.48. — On dira qu’une structure homotopique (J,An) est compleéte, si
les propriétés équivalentes de la proposition ci dessus sont satisfaites. On dira aussi
dans ce cas que la classe des extensions anodines An est compléte, et si la structure
homotopique (J,An) est engendrée par une donnée homotopique (J,S), que cette
derniere est compléte.

Remarque 1.3.49. — Soient A une petite catégorie, et (J, An) une structure homoto-
pique sur A. Si An désigne la classe Cof N'W des cofibrations triviales de la catégorie
de modeles fermée définie par cette structure homotopique, et J = (I,0°,0%,5) une
donnée homotopique élémentaire telle que pour tout préfaisceau X sur A, la fleche
0% X —I®X, e =0, 1, soit une cofibration triviale (par exemple 3 =17)), alors
(3,An) est une structure homotopique compléte, définissant la méme catégorie de mo-
deles fermée. En effet, en vertu de la proposition 1.3.42 et du lemme 1.3.16, la classe
An = Cof N'W satisfait aux conditions An0, Anl, et An2 des extensions anodines, et
la coincidence des deux structures de catégorie de modeles fermée résulte facilement
de la proposition 1.3.36.
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1.3.50. — Soient A une petite catégorie et X un objet de A. On rappelle que le
foncteur canonique

— — u —~
A/X ~A/)X — =24

est fidele, commute aux produits fibrés et aux petites limites inductives. En particulier,

K\f—X—/>L

de A /X est un monomorphisme (resp. un épimorphisme) de A\/ X si et seulement si

un morphisme

f est un monomorphisme (resp. un épimorphisme) de A, et un carré commutatif de
A/X est cartésien (resp. cocartésien) si et seulement si son image par Ux lest.
Un cylindre fonctoriel J = (I,8°, 8", ) sur A définit un cylindre fonctoriel

3/X =(1/X,0°/X,0"/X,0/X)
sur A/X comme suit : pour tout objet (K, k: K — X) de E/X, on pose
I/ X) (K, k) = (I(K), kog : I(K) — X) ,

et on remarque que le diagramme

8% -
K I(K) —X S K
%
ko g
k k
X

est commutatif. Ainsi, on pose

(8E/X)(K’k) = 8?{ , €¢=0,1, (U/X)(K,k) =0k -

Grace a la fidélité et aux propriétés d’exactitude de Uy, on vérifie aussitot que si J
est une donnée homotopique élémentaire, il en est de méme de J/X.

1.3.51. — Soient A une petite catégorie, et X un préfaisceau sur A. Si F est une
classe de fleches de A, on note F/X la classe des fleches de A/ X de la forme

f

K——L

\X

b

ou f e ¥F.
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Lemme 1.3.52. — Pour toute partie F de F1 A, on a UVégalité T(F/X) = r(F)/X,
et si F est stable par changements de base, on a l(F/X) =1(F)/X. En particulier,
pour toute classe de fleches F de A, on a l(r(F/X))=1(r(F))/X.

Démonstration. — Soit F une classe de fleches de A. 11 est immédiat que r(F/X)=
r(F)/X, et que l(F)/X CI(F/X). Supposons que F soit stable par changements de
base, et montrons qu’alors on a aussi I'inclusion [(F/X) C I(F) /X . Soient une fléche
de A/X appartenant & I(F/X), et un carré commutatif de A

K-t -1 K—2=Y

NS A

L—b>Z )

avec p dans F. Il s’agit de montrer que ce carré admet un relevement. La stabilité de F
par changements de base permet de se ramener au cas ou Z = L et b = 1. Mais alors
ce carré peut étre considéré comme un carré commutatif de A\/ X, et le relevement
existe par hypothese, ce qui pouve 'assertion. La derniere affirmation résulte des deux
premieres, et de la stabilité de r( F) par changements de base. O

Dans la suite, on se fixze une petite catégorie A, une structure homotopique (J,An)
sur A, et on garde les notations de 1.3.21.

Proposition 1.3.53. — Pour tout préfaisceau X sur A, le couple (J/X, An/X) est une
structure homotopique sur A/X. De plus, si A est un ensemble de monomorphismes
de A tel que An = I(r(A)), alors (3/X, A/X) est une donnée homotopique sur A/ X
qui engendre la structure homotopique (J/X, An/X).

Démonstration. — Il est immédiat que An/X satisfait aux conditions Anl et An2
des extensions anodines. Si A est un ensemble de monomorphismes de A tel que
An = I(r(A)), le lemme précédent implique que An/X = I(r(A/X)), ce qui prouve la
condition An0 pour An/X, et démontre la derniere assertion. O

1.3.54. — On dira que (3/X, An/X) est la structure homotopique induite sur A/ X
par la structure homotopique (J, An) sur A. Si l’on note avec un indice X les classes des
extensions anodines, fibrations naives, cofibrations, fibrations, et équivalences faibles,
relatives & la structure homotopique induite sur A/ X, on a

Anx =An/X , FibNx = FibN/X |
(1.3.54.1)  Cofx = Cof/X , Fibx "Wx = (FbnW)/X ,

Wx C W/X | Cofx NWx C (Cof NW)/X | Fib/X C Fibx ,

et en particulier, les objets fibrants de A\/ X sont simplement les fibrations naives
de but X. En effet, les quatre égalités sont ¢videntes (la premiére par définition, la
troisieme par les propriétés d’exactitude du foncteur Uy, la deuxieéme et la quatrieme

ASTERISQUE 308



1.3. EXTENSIONS ANODINES 49

par le lemme 1.3.52). Montrons I'inclusion Wx € W/X. On a Anxy = An/X Cc W/X,
et W/ X satisfait & la condition de « deux sur trois » (axiome CM2). Comme Wx est
la plus petite classe de fleches de A /X contenant Anx et satisfaisant a la propriété de
« deux sur trois » (scholie 1.3.45), cela prouve ’assertion. Les deux autres inclusions
en résultent. En vertu du théoréeme 1.3.22, (E/X, Wx, Fibx, Cofx) est une catégorie
de modeles fermée, & engendrement cofibrant. On appellera X -équivalences faibles les
équivalences faibles de cette structure, autrement dit, les éléments de Wx.

Définition 1.3.55. — On dit qu’un morphisme f : K — L de A est une équivalence
faible absolue (relativement a la structure homotopique (J, An)) si pour tout préfais-
ceau X sur A, et toute fleche [ : L — X de A, le morphisme

K——L

Y

X

de Z/ X est une X-équivalence faible. On note W la classe des équivalences faibles
absolues.

On a des inclusions évidentes An C W C W, et il résulte de 1.3.54.1 que les
fibrations triviales sont des équivalences faibles absolues.

Proposition 1.3.56. — On a les égalités An = Cof NW?* et FibN'W = FibN N W?.

Démonstration. — L’inclusion An C Cof N W® est évidente. Réciproquement, soit
f: X —Y dans Cof NW°. Alors f : (X, f) — (Y, 1y) est une cofibration triviale
de but fibrant de A\/ Y, donc en vertu du corollaire 1.3.35, une extension anodine de
A\/Y. On en déduit que f: X — Y est une extension anodine de A.

De méme, l'inclusion Fib "W C FibN N W?® est évidente. Réciproquement, soit
f: X — Y dans FibNNW?. Il résulte de 1.3.54.1 que f : (X, f) — (¥, 1y) est une fi-
bration naive de but fibrant de A /Y, qui est une Y-équivalence faible. Le lemme 1.3.34
implique alors que c’est une fibration triviale de A/ Y. On en déduit par 1.3.54.1 que
f: X — Y est une fibration triviale de A. O

Proposition 1.3.57. — La classe des équivalences faibles absolues W de A est la plus
petite classe C de fleches de A satisfaisant aur conditions suivantes :

(a) C est stable par composition ;

(b) si f: X —Y,g:Y — Z est un couple de morphismes composables de Z,
et si f et gf sont dans C, il en est de méme de g ;

(c) An C C.

De plus, la classe W® est formée exactement des fleches de A qui se décomposent en
une extension anodine, suivie d’une fibration triviale.
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Démonstration. — Montrons d’abord que la classe des équivalences faibles absolues
satisfait aux conditions (a), (b), (¢). Soit f : X —=Y, g : Y —= Z un couple de
morphismes composables de 121\, et supposons que f soit une équivalence faible absolue.
Pour tout préfaisceau 7" sur A et tout morphisme de préfaisceaux h : Z — T, la fleche
f (X, hgf) — (Y, hg) de Zl\/T est une T-équivalence faible. On en déduit que la
fleche g : (Y, hg) —= (Z, h) de A/T est une T-équivalence faible si et seulement si la
fleche composée gf : (X, hgf) — (Z,h) lest. Il s’ensuit que g est une équivalence
faible absolue si et seulement si gf ’est, ce qui prouve les conditions (a) et (b). La
condition (c) est évidente.

Montrons ensuite qu’une fleche de A est une équivalence faible absolue si et seule-
ment si elle se décompose en une extension anodine, suivie d’une fibration triviale.
Soit donc f une équivalence faible absolue. Le morphisme f se décompose en une
extension anodine ¢, suivie d’une fibration naive p. En vertu de la condition (b), p est
une équivalence faible absolue, et il résulte donc de I’égalité Fib "W = FibN N W@
de la proposition 1.3.56 que p est une fibration triviale. La réciproque résulte de la
condition (a), et des inclusions An C W% et FibN'W C W?.

Soit maintenant C une classe de fleches de A satisfaisant aux conditions (a), (b),
(¢), et montrons que W C C. En vertu de ce qui précéde et des conditions (a) et
(¢), il suffit de montrer que C contient les fibrations triviales. Or, il résulte de la
proposition 1.3.26 que toute fibration triviale p : X — Y admet une section s :
Y — X, qui est un rétracte par déformation fort. Le lemme 1.3.38 implique alors
que s est une extension anodine. Comme 1y est aussi une extension anodine, il résulte

des conditions (b) et (¢) que p est dans C, ce qui achéve la démonstration. O

Corollaire 1.3.58. — Soit f : X — Y, g: Y — Z un couple de morphismes compo-
sables de A. Si f et gf sont des extensions anodines et g une cofibration, alors g est
une extension anodine.

Démonstration. — Supposont que f et gf soient des extensions anodines et g une
cofibration. Les morphismes f et gf sont alors des équivalences faibles absolues, et il
résulte de la condition (b) de la proposition précédente qu’il en est de méme de g. Le
corollaire résulte alors de ’égalité An = Cof N W de la proposition 1.3.56. O

Corollaire 1.3.59. — Soient (J,5) une donnée homotopique sur A engendrant la struc-
ture homotopique (J,An), et M un modéle cellulaire de A. Alors la classe An des
extensions anodines est la plus petite classe C de fleches de A vérifiant les conditions
de stabilité suivantes.

(a) La classe C est stable par images directes, par compositions transfinies, et par
rétractes.

(b) Si f: X —Y etg:Y — Z sont deur monomorphismes composables de A\,
et si f et gf sont dans C, alors g est dans C.
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(c) Pour tout préfaisceau X sur A, source ou but d’une fleche appartenant & M,
les inclusions 0% : X — I ® X, e = 0,1, sont dans C, et S C C.

Démonstration. — Si C est une classe de fleches de A satisfaisant aux conditions (a),
(b), et (c) ci-dessus, la proposition 1.1.16, appliquée aux foncteurs F' = 13, G = I,
aux morphismes de foncteurs 9%, ¢ = 0, 1, et a la classe C N Cof, implique en vertu
du lemme 1.2.30, que pour tout préfaisceau X sur A les inclusions 9% : X — I® X,
e = 0,1, sont dans C. Le corollaire résulte donc du lemme 1.3.16, de la proposi-
tion 1.3.13, et du corollaire précédent. O

Proposition 1.3.60. — La classe W® des équivalences faibles absolues est saturée par
monomorphismes (cf. 1.1.14).

Démonstration. — La proposition résulte de [74, corollaire 5.1.6 et lemme 5.2.6] ap-
pliqués aux catégories de modeles fermées (A/ X, Wx, Fibx, Cof x), pour X préfaisceau
arbitraire sur A. O

La proposition suivante compléte la proposition 1.3.47.

Proposition 1.3.61. — Les conditions suivantes sont équivalentes.

(a) Toute cofibration triviale de A est une extension anodine (i.e. la structure ho-
motopique (J,An) est compléte).

(b) Pour tout préfaisceau X sur A, les X -équivalences faibles sont les fleches de
E/X dont limage par le foncteur d’oubli vers A est une équivalence faible.

(¢) Toute équivalence faible est une équivalence faible absolue.

Démonstration. — L’équivalence des conditions (b) et (¢) est tautologique, et I'impli-
cation (¢) = (a) résulte aussitot de la proposition 1.3.56. Comime la classe W des équi-
valences faibles est formée des fleches qui se décomposent en une cofibration triviale
suivie d’une fibration tiviale, 'implication (a) = (¢) résulte de la proposition 1.3.57.

0O

Scholie 1.3.62. — Soit C une classe de fleches de A. Considérons les trois conditions
élémentaires composant la propriété de « deux sur trois » pour C : Pour tout couple
de fleches composables f: X —Y,g:Y — Z de A, on a :

(a) si f et g sont dans C, il en est de méme pour gf ;
(b) si g et gf sont dans C, il en est de méme pour f ;
(c) si f et gf sont dans C, il en est de méme pour g ;
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On a un carré commutatif d’inclusions

Cof NW

An/ \ W
o

et on a vu en 1.3.41 (resp. 1.3.57, resp. 1.3.45) que la classe Cof N W (resp. W¢,
resp. W) est la plus petite classe de fleches de A contenant An et satisfaisant a la
propriété (b) (resp. aux propriétés (a) et (c), resp. aux propriétés (a), (b), et (c)).
Les considérations du scholie 1.3.45 impliquent aussi que la classe W est la plus petite
classe de floches de A satisfaisant & la condition (b) (resp. aux conditions (a) et (c)),
et contenant la classe W* (resp. la classe Cof N W). De plus, on peut remarquer que
dans tout ce qui précede la condition (c¢) peut étre remplacée par la condition (plus
faible) :

(') si f est dans C, et si Z = X et gf = 1x, alors g est aussi dans C ;
ou par la condition de nature différente :

(d) toute fibration triviale est dans C.

Ceci nous amene a la section suivante, et & la notion de A-localisateur.

1.4. A-localisateurs

Dans cette section, on va mettre en lumiere le lien entre les notions de donnée
homotopique et de A-localisateur.

Définition 1.4.1. — Soit A une petite catégorie. Un A-localisateur est une classe de
floches W de A satisfaisant aux axiomes suivants.

L1 Sidans un triangle commutatif de A , deux des fleches sont dans W, la troisiecme
est dans W.

L2 Toute fibration triviale est dans W.

L3 La classe des monomorphismes de A qui sont dans W est stable par images
directes et par compositions transfinies.
On appellera W-équivalences les éléments de W. Si S est une classe de fleches de A, le
A-localisateur engendré par S, noté W(S), est 'intersection de tous les A-localisateurs
contenant S. Un A-localisateur est accessible s’il est engendré par un ensemble de
fleches de A. Le A-localisateur minimal est le A-localisateur W(2).

Proposition 1.4.2. — Soient A une petite catégorie, (J, An) une structure homotopique
sur A, et W la classe des équivalences faibles de la structure de catégorie de modéles
fermée sur A obtenue partir de (J,An) par le théoréme 1.3.22. Alors W est un A-
localisateur accessible. Plus précisément, si A est un ensemble générateur de la classe
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des extensions anodines (i.e. un ensemble de fleches de A tel que An = L(r(A))), alors
W = W(A). En particulier, si (J,S) est une donnée homotopique qui engendre la struc-
ture homotopique (J3,An), et M un modéle cellulaire de A, alors W = W(A5(S, M)).

Démonstration. — La classe W des équivalences faibles définies par la structure ho-
motopique (J, An) est un A-localisateur en vertu de la proposition 1.3.27 et du corol-
laire 1.3.37. Si A est un ensemble générateur des extensions anodines, les inclusions
A C An C W, et la minimalité de W(A) parmi les A-localisateurs contenant A, im-
pliquent I'inclusion W(A) C W.

Soit f : X — Y un élément de W. Par une double application de la proposi-
tion 1.3.29, on construit un carré commutatif

X —t= X

)

Y ——Y’ )
j

oll f’ est une fibration naive de but fibrant, et ¢, j sont des composés transfinis d’images
directes d’éléments de A. Alors en vertu de la propriété L3 des localisateurs, les mor-
phismes ¢ et j sont des éléments de W(A). D’autre part, il résulte du lemme 1.3.34
que f' est une fibration triviale. Par la condition L2, f’ est un élément de W(A), et
par L1 il en est de méme de f, ce qui prouve U'inclusion W € W(A). On en déduit, en
particulier, que le A-localisateur W est accessible. La derniere assertion résulte de la
proposition 1.3.13 O

Théoréme 1.4.3. — Soient A une petite catégorie, et W une partie de Fl1A. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes.

(a) La classe W est un A-localisateur accessible.

(b) Il existe un ensemble S de monomorphismes de A tel que W soit la classe
des équivalences faibles de la catégorie de modéles fermée engendrée par la don-
née homotopique (£,5), ou £ désigne le cylindre de Lawvere (cf. exemple 1.3.9 et
théoréme 1.3.22).

(c) 1l eziste une structure homotopique sur A, telle que W soit la classe des équi-
valences faibles de la catégorie de modéles fermée définie par cette structure (cf. théo-
réme 1.3.22).

(d) Il existe une structure de catégorie de modéles fermée a engendrement cofibrant
sur /T, dont les équivalences faibles sont les éléments de W, et dont les cofibrations
sont les monomorphismes de A.

En particulier, pour toute petite catégorie A, A admet une structure de catégo-
rie de modéles fermée dont les cofibrations sont les monomorphismes, et dont les
équivalences faibles sont les éléments de W(@), appelée la structure de catégorie de
modeles minimale. Cette structure est engendrée par la donnée homotopique (£, D).
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Démonstration. — Supposons que W soit un A-localisateur accessible, et considérons
un ensemble T de fleches de A tel que W = W(T"). On factorise chaque élément f
de T'en f = p;i Iz ou 1 ¢ est un monomorphisme, et ol p ¢ est une fibration triviale
(par le corollaire 1.2.28), et on pose S = {i; | f € T}. 1l est clair que W = W(S). La
donnée homotopique (£, S), olt £ = (L, A%, A\, pr) est le cylindre de Lawvere (voir
I’exemple 1.3.9), engendre une structure homotopique (£, An). En choisissant un mo-
dele cellulaire M, on définit un ensemble d’extensions anodines Ag (S, M), et il résulte
de la proposition 1.4.2 que la classe des équivalences faibles de la catégorie de modeéles
fermée engendrée par la donnée homotopique (£, S) est égale & W(A (S, M)). Vu que
I'objet de Lawvere L est un objet injectif de K, et que W contient toutes les fibra-
tions triviales, ce dernier contient en particulier les projections du type L x X — X,
et donc aussi les morphismes \§ : X — L x X, ¢ = 0, 1. Par suite, il résulte du
lemme 1.3.16 que W contient Ag (S, M), et donc qu’il contient W(Ag(S, M)). Comme
il est clair que S est contenu dans W(Ag (S, M)), on en déduit que W = W(A ¢ (S, M)),
ce qui prouve 'implication (a) = (b). L’implication (b) = (c¢) est immédiate, et I'im-
plication (¢) = (d) est conséquence du théoréme 1.3.22. Si I’assertion (d) est vérifide,
et si £ désigne le cylindre de Lawvere, on vérifie aussitot qu’on a une structure ho-
motopique complete (£, Cof "W) dont la classe d’équivalences faibles correspondante
n’est autre que W (cela résulte par exemple du scholie 1.3.45). La proposition 1.4.2
montre alors que (d) = (a). O

Remarque 1.4.4. — Le théoreme ci-dessus se reformule en disant que W est accessible
si et seulement s’il existe un ensemble J de morphismes de préfaisceaux sur A tel
que [(r(J)) = Cof N W, et que si c’est le cas, ’ensemble J engendre W en tant que
A-localisateur.

1.4.5. — Lorsque W est un A-localisateur accessible, on appellera parfois W-cofibra-
tions triviales les éléments de Cof "W (i.e. les monomorphismes qui sont des W-équi-
valences), et W-fibrations, ou fibrations au sens de W, les éléments de r(Cof "W) (i.e.
les fleches ayant la propriété de relevement a droite relativement aux W-cofibrations
triviales).

Scholie 1.4.6. — Le théoreéme 1.4.3 peut étre comparé au théoréme de J. Smith [6,
theorem 1.7] qui permet de construire des structures de catégorie de modeles fermée
sur une catégorie locallement présentable M (ce qui est trivialement le cas des caté-
gories de préfaisceaux) dés que la classe des équivalences faibles est accessible en tant
que sous-classe de la classe des fleches de M (dans le sens défini par exemple dans [1]).
L’intérét du théoreme 1.4.3 est qu’il démontre en particulier qu’'un A-localisateur W
est accessible dans le sens de la définition 1.4.1 si et seulement si W est une sous-classe
accessible de la classe des fleches A, ce qui n’est pas évident a priori.

En admettant un axiome de grands cardinaux appelé principe de Vopenka, on peut
démontrer que tout A-localisateur est accessible (voir [27]).
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Corollaire 1.4.7. — Pour toute petite catégorie A, tout A-localisateur est fortement
saturé (1.8.19).

Démonstration. — Lorsque le A-localisateur est accessible, cela résulte du théo-
réme précédent et de [109, chap. I, sec. 5, prop. 1] (ou plus simplement de la
remarque 1.3.24). Dans le cas général, comme tout A-localisateur W est réunion
filtrante des A-localisateurs accessibles W' contenus dans W, la catégorie w-14
est limite inductive filtrante des catégories W’ _1121\, ou W’ parcourt la classe des
A-localisateurs accessibles contenus dans W. Si une fleche u de A induit un isomor-
phisme dans W_lg, il existe donc un A-localisateur accessible W’ contenu dans W,
tel que u induise un isomorphisme dans W’ —12, ce qui montre le corollaire. O

Corollaire 1.4.8. — Soient A une petite catégorie, W un A-localisateur. Pour toute
fleche f: X —=Y de W™ A, il existe deux morphismes g: X — Z ets:Y — Z
de A, le morphisme s étant une W-équivalence, tels que le diagramme suivant commute

dans W1 A.
X—f—>Y
Z

Démonstration. — Comme W~! A est limite inductive filtrante des catégories W’_lg,
ou W’ parcourt la classe des A-localisateurs accessibles contenus dans W (voir preuve
du corollaire précédent), il existe un A-localisateur accessible W' C W, tel que la
fleche f soit I'image d’une fleche de W'~ 'A par le foncteur canonique. Or, A admet
une structure de catégorie de modeles fermée dont tous les objets sont cofibrants, et
dont les équivalences faibles sont les W’-équivalences (théoréme 1.4.3), ce qui entraine
I’existence d’'une W’/-équivalence s : Y — Z de but W’-fibrant. Mais alors les mor-
phismes de X vers Z dans W ' A sont des classes d’homotopie de morphismes de /21\,
ce qui implique 'assertion. O

Corollaire 1.4.9. — Soient A et B deux petites catégories, W un A-localisateur ac-
cessible, et F : A—=B un foncteur commutant aux petites limites inductives et
respectant les monomorphismes. Alors le B-localisateur W' engendré par F(W) est
accessible.

Démonstration. — On note Cof indifféremment la classe des monomorphisme de A
ou B. En vertu du corollaire précédent, il existe un ensemble J de monomorphismes
de A tel que I{(r(J)) = Cof NW. On va montrer que W = W(FJ), ce qui prouvera le
corollaire. On a des inclusions évidentes W(FJ) C W/, et F'J C Cof NW(FJ) (car F
respecte les monomorphismes). Comme F' commute aux petites limites inductives, on
en déduit que F(Cof NW) = F(I(r(J))) € Cof NW(F'J), et le scholie 1.3.62 implique
alors que F(W) C W(FJ), ce qui achéve la démonstration. O
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Corollaire 1.4.10. — Soient A une petite catégorie, et (W;),er une famille de A-
localisateurs indexée par un ensemble I. On considére I comme une petite catégorie
discréete, et on définit

W={secFl(AxI)|Viel, s €W} .

Alors W est un (A x I)-localisateur, et si pour tout 1 € I, W, est un A-localisateur
accessible, W est un (A x I)-localisateur accessible.

Démonstration. — Il est immédiat que W est un (A x I)-localisateur. Si pour tout i,
W; est accessible, soit .S; un ensemble de monomorphismes tel que Cof "W, = I(r(S;)),
ot1 Cof désigne la classe de tous les monomorphismes. En identifiant A x I &4 A7, ona:
Wr(T] S) = T11(r(S:) = [[(Cof NW,;) = Cof NW
i€l iel i€l

et il résulte du corollaire 1.4.4 que W est accessible. O

Définition 1.4.11. — Soient A une petite catégorie, W un ensemble de fleches de ﬁ, et
X un préfaisceau sur A. Un W-cylindre de X est un cylindre (I1X,8°,0*, o) de X tel
que la fleche 0 : IX — X soit un élément de W.

1.4.12. — Soit C une catégorie. On dit qu'une classe W de fleches de C est faiblement
saturée si elle vérifie les axiomes suivants.

FS1 Toute identité de C est dans W.

FS2 Si deux des fleches d’un triangle commutatif de C sont dans W/, alors il en
est de méme de la troisieme.

FS3 Sii: A—> Betr:B— A sont deux fleches de C telles que i = 14 et ir
est dans W, alors i est dans ‘W.

Par exemple toute classe de fleches fortement saturée (1.3.19) est faiblement saturée.
En particulier, en vertu du corollaire 1.4.7, pour toute petite catégorie A, tout A-lo-
calisateur est faiblement saturé.

Lemme 1.4.13. Sotent A une petite catégorie, et W une partie faiblement saturée
de F1 A. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(a) Toute fibration triviale est dans W.

(b) Pour tout préfaisceau X sur A, la projection L x X — X, ot L désigne [’objet
de Lawwvere de A\, est dans W.

(¢) Tout objet de A admet un W-cylindre.

Démonstration. — Commencons par I'implication (a) = (b). On sait que l'objet de
Lawvere est un objet injectif de A (voir 'exemple 1.3.9). Comme les fibrations triviales
sont stables par changement de base, on en déduit que pour tout préfaisceau X sur
A, la projection L x X — X est une fibration triviale.
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Pour montrer I'implication (b) = (¢), il suffit de remarquer que si £ désigne le
cylindre de Lawvere (1.3.9), pour tout préfaisceau X sur A, le cylindre de X défini
par £, est en vertu de la condition (¢) un W-cylindre.

1l reste donc & montrer I'implication (¢) = (a). Soit p : X — Y une fibration
triviale. En vertu de la condition (c¢), il existe un W-cylindre (1X,9° 8',0) de X,
et il résulte du lemme 1.3.5 que p admet une section s, et qu’il existe un morphisme
h:IX — X de A tel que hO° = 1x et hO' = sp. Comme par hypothése o est dans
W, il en est de méme pour 9° et 9%, par faible saturation. On en déduit que h est dans
W. Par conséquent, sp est aussi dans W, et comme ps = ly, il résulte de la propriété
FS3 de la faible saturation, que p est dans W. O

Corollaire 1.4.14. — Soient A une petite catégorie, et W une classe de morphismes de
préfaisceaux sur A. Les deux conditions suivantes sont équivalentes.

(i) La classe W est un A-localisateur.

(ii) La classe W est faiblement saturée, les fleches qui sont a la fois des monomor-
phismes et des éléments de W sont stables par images directes et par compositions
transfinies, et tout préfaisceau sur A admet un W-cylindre.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement du lemme 1.4.13 et du fait que tout
A-localisateur est faiblement saturé (puisque fortement saturé). a
Lemme 1.4.15. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur.

(a) On considére un diagramme commutatif dans A

B B B )
1 B B

dans lequel a1 et B sont des monomorphismes, et fo, f1, fo sont des W-équivalences.
Alors la fleche canonique Ay 114, Ao — Bj llg, By est une W-équivalence.

(b) On se donne un ensemble bien ordonné A, deux foncteurs X,Y : A — A, et
un morphisme de foncteurs ¢ : X —=Y. On suppose que les fleches X,, — X,
Y,—Y, p < v, p,v € A, sont des monomorphismes, et que les fleches ¢, :
Xy —= Yy, p € A, sont des W-équivalences. Alors limp : lm X — limY est une
W-équivalence.

(¢) Les W-équivalences sont stables par petites sommes.

Démonstration. — Lorsque W est accessible, il s’agit d’un résultat général dans les
catégories de modeles fermées (voir [74, corollaire 5.1.6 et lemme 5.2.6]). Le cas non
nécessairement accessible s’en déduit, en considérant les localisateurs accessibles en-
gendrés par les ensembles des fleches figurant dans les diagrammes intervenant dans
ces énoncés. O
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Remarque 1.4.16. — 1l résulte du corollaire 1.4.7 et des assertions (a) et (b) du lemme

précédent que tout A-localisateur est une classe de fleches saturée par monomor-
phismes (cf. 1.1.14).

Proposition 1.4.17. — Soient A et B deux petites catégories, F,G : A —> B deuz
foncteurs qui commutent aux petites limites inductives et qui respectent les mono-
morphismes. Alors pour tout morphisme de foncteurs o de F wvers G, le plus pe-
tit B-localisateur W tel que pour tout préfaisceau X sur A, le morphisme induit
ay : FX — GX soit une W-équivalence, est accessible. Plus précisément, si M
est un modéle cellulaire de X, W est engendré par l’ensemble

S={ap | X—=YeM Te{X,Y}}.

Démonstration. — 11 est évident que W(S) C W. Soit D la classe formée des objets
X de A tels que ay soit dans W(S). Il résulte de la remarque précédente et du
lemme 1.1.15 que la classe D est saturée par monomorphismes (cf. définition 1.1.12).
Comme elle contient I’ensemble S, le lemme 1.2.30 montre que D = Ob A\, ce qui
prouve que W C W(S). O
Corollaire 1.4.18. — Soient A une petite catégorie, (3,5), I = (I,0° 0',0), une don-
née homotopique sur A, et M un modéle cellulaire de A. Alors la classe W des équi-
valences faibles de la structure de catégorie de modéles fermée engendrée par (J,5)
est le plus petit A-localisateur contenant l’ensemble

S=SuU{d5 | X—YeM Te{X,Y}, e€{0,1} },
ou de facon équivalente, contenant ’ensemble
S"=8SU{op | X —=YeM Te{X,Y}}.

Démonstration. — En vertu de la proposition 1.4.2, on a W = W(A5(S, M)), et
comme S’ C W(A5(S, M)), on en déduit que W(S’) C W. Vu que les foncteurs 1 3 et
I satisfont aux hypotheses de la proposition précédente, on en déduit que pour tout
préfaisceau X sur A, la fleche 9% : X — I ® X est dans W(S’). Si l'on note Cof la
classe des monomorphismes de A\, et An celle des extensions anodines définies par la
donnée homotopique (7, S), le corollaire 1.3.59, appliqué & la classe C = W(S’) N Cof,
implique alors que An C W(S’), et en particulier que A5(S, M) C W(S'), ce qui
prouve que W C W(S’), et acheve la démonstration. a

Corollaire 1.4.19. — Soit A une petite catégorie.

(a) Si S est une classe de fleches de A, on note cart(S) la classe des fléches de la
forme
lyxs:ZxX —>=2ZxY , s:X—>YeS, ZcObA.

Alors le plus petit A-localisateur contenant cart(S) est stable par produits finis. Si en
outre S est un ensemble, il est aussi accessible.
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(b) Si W et W sont deuz A-localisateurs stables par produits finis, alors le A-lo-
calisateur engendré par leur réunion est stable par produits finis.
(¢) Le A-localisateur minimal est stable par produits finis.

Démonstration. — Si Z est un préfaisceau sur A, on note 7, le foncteur
Z:zzl\—>2 , X+—ZxX.

On remarque que le foncteur 7, commute aux petites limites inductives, et qu’il res-
pecte les monomorphismes, ainsi que les fibrations triviales. Par conséquent, pour tout
A-localisateur W, 7r§1W est un A-localisateur.

Montrons l’assertion (a). Soit S une classe de fleches de A. Alors pour tout préfais-
ceau Z sur A, on a I'inclusion 7 4cart(S) C cart(S), ce qui implique que 7, W(cart(S))
est un A-localisateur contenant W(cart(.S)), et prouve la premiere partie de (a). Dans
le cas oul S est un ensemble, chaque élément s : X — Y définit un morphisme de
foncteurs évident

Mg : My —> Ty

qui vérifie les conditions de la proposition 1.4.17, laquelle montre que le A-localisateur
W(cart(S)) est accessible.

L’assertion () résulte de (a), une fois remarqué que si W et W’ sont deux A-
localisateurs stables par produits finis, le A-localisateur engendré par leur réunion est
le plus petit contenant cart(W U W’).

L’assertion (c¢) est une spécialisation de (a) dans le cas ou S = @. |

Proposztlon 1.4.20. — Soient A et B deux petites catégories, W un B-localisateur, et
F:A—>Bun foncteur commutant auz petites limites inductives et respectant les
monomorphismes.

(a) Pour que F~'W soit un A-localisateur, il faut et il suffit qu’il existe un cylindre
fonctoriel 3 = (I,0°,0',0) sur A tel que pour tout préfaisceau X sur A, le morphisme
Flox): F(I® X) — F(X) soit une W-équivalence.

(b) Si le foncteur F admet un adjoint a gauche respectant les monomorphismes,
alors F~'W est un A-localisateur.

(c) Sile B-localisateur W est accessible, et si F~'W est un A-localisateur, alors il
est accessible.

Démonstration. — L’assertion (a) résulte du lemme 1.4.13 et du corollaire 1.4.7. La
deuxiéme assertion résulte d’un argument standard d’adjonction qui permet d’affirmer
que, sous les hypotheses de (b), le foncteur F' respecte les fibrations triviales.

Pour montrer Passertion (c), on remarque d’abord que comme le foncteur F' res-
pecte les monomorphismes et les carrés cocartésiens, pour toute paire d’inclusions
J—> L, K — L de A, la fleche canonique F(JNK)— F(J)N F(K) est un iso-
morphisme. Cela résulte du fait que dans la catégorie des ensembles, donc aussi dans
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toute catégorie de préfaisceaux, tout carré cocartésien formé de monomorphismes, est
aussi cartésien.

Supposons donc que le B-localisateur W soit accessible, et que F~'W soit un A-
localisateur. En vertu des propositions 1.2.15, 1.2.17 et 1.3.40, et du théoreme 1.4.3,
il existe un cardinal infini 3 tel que :

(i) tout préfaisceau sur A est la réunion S-filtrante de ses sous-objets G-accessibles ;

(ii) le foncteur F' envoie tout objet [-accessible de A sur un objet (-accessible
de §;

(iii) pour toute W-cofibration triviale ¢ : C — D dans é, et tout sous-objet (-
accessible J de D, il existe un sous-objet 3-accessible J’ de D, contenant J, et tel que
linclusion J' N C — J’ soit une W-cofibration triviale.

Soit K —= L un monomorphisme de A appartenant a4 F~!'W, et soit J un sous-
objet B-accessible de L. On va construire une suite de sous-objets [(-accessibles de L,
Jn, n = 0, et une suite de sous-objets B-accessibles de F'L, J/,, n > 0, telles que pour
tout n > 0, on ait des inclusions

Jn, C Jn+1 s FJ, C J,/L C FJn+1 y

les morphismes F(K) N J), — J/, étant des W-équivalences. On pose Jo = J. Pour
n > 1, supposons qu’on ait construit J,,_1, et construisons J/,_; et .J,. Comme J,,_;
est (J-accessible, il en est de méme de F'.J,_; (en vertu de (ii)), et par (iii), F'J,—1 est
contenu dans un sous-objet S-accessible J),_; de F'L, tel que F(K)NJ,_, — J},_;
soit une W-cofibration triviale. D’autre part, par (i), L est la réunion g-filtrante de
ses sous-objets B-accessibles, et donc comme J), _; est [S-accessible, vu que le foncteur
F commute aux petites limites inductives et respecte les monomorphismes, J),_; est
contenu dans un sous-objet -accessible de F'L, de la forme FJ/, ot J/ est un sous-
objet [-accessible de L. La propriété (i) implique alors qu’il existe un sous-objet
(B-accessible J,, de L, contenant J,,_; et J/.

Une fois cette construction faite, on pose J' = ll_II_lm Jn. Ona J C J, et J estun
sous-objet [(-accessible de L. D’autre part, on a des isomorphismes

FJ =~ lim F'J, 21_i_111éJ,’1 ,

n n

et
F(J'NE) ~ Flin(J, N K) ~ lim F(J,NK) ~ lim(F(J,) N F(K)) ~ lim(J;, N F(K)) ,

n n n n
et par le lemme 1.4.15, on a une équivalence faible dans B ,
lim(J;, N F(K)) — lim Jj, .
n n

On en déduit que J' N K — J’ est une F~!W-équivalence.
Etant donné que la catégorie Accg(A) est essentiellement petite (1.2.15), le
lemme 1.2.24, appliqué a la classe C = Cof N F~'W des monomorphismes de A
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appartenant & F~'W, et & la classe D des objets S-accessibles de ;1\, montre & présent
qu'il existe un ensemble I tel que I(r(I)) = Cof N F~!W, et on conclut grace a la
remarque 1.4.4. O

Corollaire 1.4.21. — Soit A une petite catégorie. Toute intersection d’un ensemble de
A-localisateurs accessibles est un A-localisateur accessible.

Démonstration. — Soit (W;);c5 une famille de A-localisateurs accessibles, indexée par
un ensemble I. On consideére I comme une petite catégorie discrete, et on note W la
classe des fleches s de A x I , telles que pour tout i € I, s; soit dans W;. En vertu du
corollaire 1.4.10, W est un (A x I)-localisateur accessible, et il résulte des assertions (b)
et (¢) de la proposition 1.4.20 appliquée au foncteur diagonal 4 : A—> Al ~ m,

que ﬂI W, = 6~ W est un A-localisateur accessible. O
ic
Corollaire 1.4.22. — Soient A et I deux petites catégories, et W un A-localisateur

accessible. Alors Hom(I ,A\) admet une structure de catégorie de modéles fermée a
engendrement cofibrant, dont les cofibrations sont les monomorphismes, et dont les
équivalences faibles sont les éléments de la classe W' formée des morphismes X —= Y
tels que pour tout i € Ob I, X; — Y, soit une W-équivalence. En outre, si p est une
fibration pour cette structure, alors pour tout objet i de I, le morphisme p; est une
fibration de A au sens de W.

Démonstration. — Comme la catégorie Hom(I, ,Z) s’identifie & la catégorie des pré-
faisceaux sur A x I°P, pour montrer la premiére assertion, il suffit en vertu du théo-
réme 1.4.3, de montrer que la classe W/ est un (A x I°P)-localisateur accessible.
Notons Iy I’ensemble des objets de I, ainsi que la catégorie discrete correspondante,
et u : Ig — I le foncteur d’inclusion. Il résulte du corollaire 1.4.10 que la classe de
fleches W0 de ATo ~ m est un (A x Ip)-localisateur accessible, et si on note

u* i Ax Iov ~ Hom(I, A) — Hom(Iy, A) ~ Ao

le foncteur image réciproque par u, on a W! = (u*)"!(W). Or, le foncteur u*
commute aux petites limites inductives et projectives, et admet un adjoint a gauche
u, tel que pour toute famille de préfaisceaux X = (X;);cobrs sur A, et tout objet j
de I, on ait
(w X )j = [ I Xi .
i€Ob I Homy (4,5)

En particulier, le foncteur v, respecte les monomorphismes, et il résulte des assertions
(b) et (¢) de la proposition 1.4.20 que W' est un (A x I°P)-localisateur accessible.
D’autre part, en vertu de I’assertion (¢) du lemme 1.4.15, le foncteur u, transforme
Wlo_équivalences en W!-équivalences, et comme il respecte les monomorphismes, un
argument standard d’adjonction montre que le foncteur u* transforme W!-fibrations
en Wo_fibrations. En remarquant que la structure de catégorie de modeles sur Alo
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définie par le (A x Ip)-localisateur W0 est la structure produit, cela prouve la deuxieme
assertion. O

Proposition 1.4.23 (Crans [39]). — Soient (M, W, Fib, Cof) une catégorie de modéles
fermée engendrée par un couple (I,J), et G : M —= M’ un foncteur admettant un
adjoint & droite D : M’ — M. On suppose les conditions suivantes vérifiées.

(i) La catégorie M' admet des petites limites projectives et inductives.

(ii) Les ensembles GI et GJ permettent l’argument du petit objet.

(iii) D((r(GJ))) C W .
On pose W = D7'W, Fib" = D~'Fib, et Cof’ = I(Fib' N W'). Alors le quadru-
plet (M', W' Fib’ Cof’) est une catégorie de modéles fermée engendrée par le couple
(GI,GJ).

Démonstration. — La vérification des axiomes CM1, CM2 et CM3 est immédiate. On
remarque qu’on a les identifications suivantes

Fib' = D™'Fib = D~ r(J) = r(GJ) ,
Fib' "W = DY (FibnW) = D™ 'r(I) = 7(GI) ,
d’on Cof’ = I(r(GI)). La condition (iii) implique que {(r(GJ)) C Cof’ "W'. On va
montrer I’autre inclusion. Soit i : X — Y € Cof’ N W’. On factorise i en i = qj, ol
j: X —Zecl(r(GJ))etouq: Z —Y € r(GJ) (ce qui est possible car en vertu de
(ii), 'ensemble GJ permet I'argument du petit objet). Mais alors comme 4 et j sont
dans W/, il en est de méme de ¢, et donc q € r(GI). Le lemme du rétracte implique
alors que i est un rétracte de j, et donc que i € [(r(GJ)). On a ainsi montré CM4.

L’axiome CMS5 résulte du fait que les ensembles GI et GJ permettent 'argument du
petit objet. O

Corollaire 1.4.24. — Soient A et I deux petites catégories, et W un A-localisateur
accessible. Alors Hom(I, A\) admet une structure de catégorie de modeles fermée a en-
gendrement cofibrant dont les équivalences faibles (resp. les fibrations) sont les mor-
phismes X —Y tels que pour touti € ObI, X; —Y; soit une W-équivalence (resp.
une fibration au sens de W).

Démonstration. — Lorsque I est une catégorie discrete, A x I =[], E, et on obtient
ainsi la structure produit. Dans le cas général, on considere I’ensemble Ob I comme
une catégorie discrete, et on note u : Ob I — [ le foncteur d’inclusion canonique. Il
induit un foncteur image inverse
u* : Hom(I, A) — Hom(ObI,A) = [] A,
ObT
lequel admet un adjoint a gauche

w s [ A —> Hom(I, A) .
Ob I
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Comme le foncteur u* envoie les fibrations au sens de la structure du corollaire 1.4.22
sur des fibrations de [[qy, A, pour toute cofibration triviale j de []qy; A, w,j est
une cofibration triviale au sens de la structure du corollaire 1.4.22. On en déduit
aussitot que le couple de foncteurs adjoints (u,, u*) vérifie les conditions de la propo-
sition 1.4.23, et qu’on obtient de la sorte la structure de catégorie de modeles fermée
escomptée. O

Remarque 1.4.25. — En vertu des corollaires 1.4.22 et 1.4.24, pour tout couple de pe-
tites catégories A et I, et tout A-localisateur accessible W, il existe deux structures
de catégorie de modeles fermée 3 engendrement cofibrant sur Hom(I, 2), ayant les
mémes équivalences faibles, a savoir les W-équivalences argument par argument. Pour
la premiere, les cofibrations sont exactement les monomorphismes, et les fibrations
sont des W-fibrations argument par argument. Pour la seconde, les fibrations sont
exactement les W-fibrations argument par argument, et les cofibrations sont des mo-
nomorphismes. On remarque que pour chacune de ces structures les fibrations triviales
et les cofibrations sont indépendantes du A-localisateur W. Ces deux structures coin-
cident quand la catégorie I est discreéte, auquel cas on obtient la structure de catégorie
de modeles fermée produit.

1.4.26. — Si « désigne un cardinal, on parlera dans la suite de limites inductives a-
filtrantes pour les limites inductives indexées par des ensembles ordonnés a-filtrants.

Lemme 1.4.27. — Soit A une petite catégorie. On considére un modéle cellulaire M
de A et un cardinal o tels que tout préfaisceau sur A, source ou but d’une fléche
appartenant & M, soit a-accessible. Alors les fibrations triviales de A sont stables par
les limites inductives a-filtrantes.

Démonstration. — Comme M est un modele cellulaire de A, la classe des fibrations
triviales de A s’identifie a celle des fleches qui vérifient la propriété de relevement a
droite relativement aux éléments de M. Soit I un ensemble ordonné a-filtrant, et soit

i—p;: X; —Y;

un foncteur de I a valeurs dans la catégorie des fleches de A\, tel que pour tout i € I, p;
soit une fibration triviale. Si K —s L est un élément de M, alors on a le diagramme
commutatif ci-dessous, dont les fleches verticales sont des bijections.

li_mn, HOH]Z(L, XZ) _ llil,l HomK(Ka X’L) Xli_rnr Hom 3 (K,Y;) lll’_n)l Homﬁ(Lv K)

l

Homﬁ(Lvmh Xi) —— Homﬁ(K’ —l—i—rll)i XZ) XHomg(K,Em}. Y;) HOH]A‘(L,II_IIIM Y;)
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Les surjections étant stables par limites inductives, et les limites inductives filtrantes
étant exactes a gauche, la fleche horizontale du haut est surjective. Il en est donc
nécessairement de méme de celle du bas, ce qui prouve ’assertion. (]

Proposition 1.4.28. — Soit A une petite catégorie. Il existe un cardinal o tel que tous
les A-localisateurs soient stables par limites inductives a-filtrantes (ce qui implique
une propriété analogue pour les cardinauz 3 > «).

Démonstration. — Les diagrammes incriminés étant toujours petits, on s’apercoit
aussitot qu’il suffit de montrer 'assertion pour les A-localisateurs accessibles. Nous
allons vérifier dans un premier temps qu’il suffit de prouver ’assertion pour le A-
localisateur minimal. Considérons un A-localisateur accessible W, ainsi qu’une petite
catégorie I. La structure de catégorie de modeles fermée du corollaire 1.4.24 implique
I’existence d’un foncteur

Q[ : ﬂom(I,A\) —_—> }[Oﬂl([,g) ’

et d’un morphisme de foncteurs Q7 — 1 Hom(I,A) tels que pour tout foncteur X de

I vers A\, QX soit cofibrant au sens de cette structure, et Q; X —= X soit une
équivalence faible (en fait une fibration triviale). Comme le foncteur limite inductive
lim : Hom(I, A) — A

I

admet un adjoint & droite qui respecte les fibrations et les fibrations triviales, il res-
pecte les cofibrations et les cofibrations triviales. En vertu du lemme de Ken Brown
[74, lemme 1.1.12], le foncteur li_m)l Q1 respecte donc les équivalences faibles. Une
vérification immédiate montre que demander que W soit stable par les limites induc-
tives de type I équivaut a demander que pour tout foncteur X de I dans 2, la fleche
li_m}l QrX — li_m)l X soit une W-équivalence. Comme la notion de cofibration est la
méme quels que soient les A-localisateurs considérés, si cette derniere condition est
vérifiée par W, elle le sera encore pour tout A-localisateur contenant W.

Il ne nous reste donc plus qu’a montrer I'assertion dans le cas du A-localisateur
minimal. Il suffit donc de la prouver pour un A-localisateur accessible fize W. On consi-
dére un foncteur L : A — A\, et une W-équivalence naturelle de foncteurs 13 — L,
tels que L soit accessible, et envoie tout préfaisceau X sur A sur un objet W-fibrant
(en vertu de la proposition 1.2.35, de tels objets peuvent étre construits grace a argu-
ment du petit objet appliqué & un ensemble de générateurs des cofibrations triviales).
Soit M un modele cellulaire de A. On se donne enfin un cardinal « tel que le foncteur
L, ainsi que les sources et les but des éléments de M, soient a-accessibles. Soit I un
ensemble ordonné a-filtrant. Le lemme 1.4.27 montre que le foncteur lim envoie les
fibrations triviales terme a terme sur des fibrations triviales. Le lemme de Ken Brown
appliqué a la structure de catégorie de modeles fermée du corollaire 1.4.24 montre que
liil}] envoie les W-équivalences terme a terme entre diagrammes W-fibrants terme a
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terme sur des W-équivalences. Or si X — Y est une W-équivalence terme a terme
de Hom(I, A), on obtient le diagramme commutatif suivant.

lim X — lim LX > Llim X

N l

l_ir_n)IY__>li_m>ILY_N._>Lli_n_1)IY

L’a-accessibilité de L implique que les fleches horizontales du carré de droite sont
des isomorphismes. On en déduit aussitot par axiome L1 que les fleches horizontales
du carré de gauche sont des W-équivalences. La fleche verticale du milieu étant une
W-équivalence, une nouvelle utilisation de 'axiome L1 achéve la démonstration de la
proposition. O

1.5. Propreté

Définition 1.5.1. — Soit C une catégorie de modeles fermée. Une fleche X — Y de
C est une équivalence faible propre a droite si pour toute fibration Z — Y, le mor-
phisme image réciproque X Xy Z — Z est une équivalence faible.

On dit qu’une catégorie de modeles fermée est propre o droite si toutes ses équiva-
lences faibles sont propres a droite.

Dualement, on dit qu’une catégorie de modeles fermée C est propre d gauche si
C°? est propre a droite. Une catégorie de modeles fermée est propre si elle est a la
fois propre a gauche et propre a droite.

Remarque 1.5.2. — Toute équivalence faible propre a droite est une équivalence faible,
car toute identité est une fibration.

Il résulte du lemme 1.4.15 que pour toute petite catégorie A et tout A-localisateur
accessible, la structure de catégorie de modeles fermée obtenue sur A est propre a
gauche.

Définition 1.5.3. — Soit A une petite catégorie. Un A-localisateur propre est un A-
localisateur accessible W, tel que la structure de catégorie de modeles fermée sur 21\,
dont les cofibrations sont les monomorphismes, et dont les équivalences faibles sont
les éléments de W, soit propre a droite.

Le théoréme suivant généralise des résultats de [107, 81].

Théoréme 1.5.4. — Soient A une petite catégorie, et S une classe de fleches de A.
On note W le A-localisateur engendré par S, et on suppose que celui-ci est accessible.
Alors W est propre st et seulement si pour tout élément f : X — Y de S, pour toute
fibration de but fibrant (au sens de W) p: E — B, et pour toute fleche u: Y — B,
le morphisme g : X xgp E —Y Xxp E, image réciproque de f par p, est une W-
équivalence.
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Remarque 1.5.5. — Une spécialisation immédiate du théoréme ci-dessus est le cas
S = @. Autrement dit, la structure de catégorie de modeéles minimale sur A (voir
le théoreme 1.4.3) est propre. On verra plus loin que ce n’est pas le cas de tous les
A-localisateurs (9.4.6).

La démonstration de I’énoncé ci-dessus occupe la majeure partie de cette section,
mais nous commencons par en donner quelques conséquences.

Corollaire 1.5.6. — Soit A une petite catégorie. On considére un ensemble I, et une
famille Wy, @ € I, de A-localisateurs propres. Alors le A-localisateur engendré par la
réunion des W; est propre.

Démonstration. — Pour ¢ € I, on choisit un ensemble S; de fleches de A qui engendre
W;. On pose S = U;S;, et alors W(.S) est le A-localisateur engendré par la réunion des
W;, et il est clair qu’il est accessible. Le fait que W(S) soit propre résulte du théoréme
ci-dessus et du fait que pour tout ¢, toute fibration au sens de W en est une au sens

de Wi. O

Corollaire 1.5.7. — Soient A une petite catégorie, et D une classe de préfaisceaur sur
A. On note W le plus petit A-localisateur contenant les projections X X Z —= Z pour
tout X € D, et tout préfaisceau Z. Si W est accessible (pour cela, il suffit, en vertu
du corollaire 1.4.19, que D soit un ensemble), alors W est propre.

Démonstration. — Pour tout morphisme de préfaisceaux sur A, ¥ — Z, et tout
X € D, le carré suivant est cartésien

XxY ——Y
XXxZ——7Z )

ce qui permet de conclure par le théoreme 1.5.4. O

Définition 1.5.8. — Soient A une petite catégorie, W un A-localisateur, et p: £ — B
un morphisme de préfaisceaux sur A. On note C(p) la classe des fleches f : X — Y de
A telles que pour tout u € Hom 3(Y, B), une fois formés les carrés cartésiens suivants,

XxpE—2>Y xgE——>E

N T

X Y B )

la fleche g soit une W-équivalence.
Si ¥ est une classe de fleches de A, alors on note C(¥) la classe Npe 7 C(p).

Sorites 1.5.9. — On considére A, W, et p comme dans la définition ci-dessus, et on
rappelle que Cof désigne la classe des monomorphismes de A.
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(a) Soient f : X —Y et g : Y — Z deuz morphismes de préfaisceaux sur A.
Si f et g (resp. f et gf) sont des éléments de C(p), alors il en est de méme de gf
(resp. de g).

(b) L’ensemble C(p)N Cof est stable par rétractes, par images directes, et par com-
positions transfinies. En outre, si on a un diagramme commutatif

a2 ay
Az - AO _—> Al

N

By <—— By —— B3 )
ba b1

tel que a1 et by soient des monomorphismes, et fo, f1, fo des éléments de C(p), alors
la fleche canonique Ay 14, A2 — By L, By est un élément de C(p).
(c) Si C(p) contient W N Cof, alors C(p) contient W.

Démonstration. — Commengons par montrer le point (a). Supposons que f € C(p),
et soit Z — B un morphisme de préfaisceaux. On forme les carrés cartésiens

XxpE——YXgpE——>ZxpFE——F

T T

X—— —Z B

Alors le morphisme X xg E — Y X g E est une équivalence faible, et le morphisme
Y xgE — Z x g E est une équivalence faible si et seulement si le morphisme composé
X xgE —Y xg E — Z xg E en est une, ce qui prouve que g est dans C(p) si et
seulement si gf est.

Pour montrer (b), on définit un foncteur F : A/B — Avpar (X — B)—> X xp
E. Ce foncteur commute aux petites limites inductives et respecte les monomor-
phismes. On en déduit que F~'(W) est un A/B-localisateur car les fibrations tri-
viales sont stables par images réciproques. Le point (b) résulte de cette constatation,
du lemme 1.4.15, et de I'universalté des limites inductives dans A, car C(p) peut a
présent étre vu comme ’ensemble des fleches X — Y de A telles que pour toute
fleche Y —= B, le composé X —> Y — B soit une F~!(W)-équivalence faible.

Pour se persuader du point (c¢), il suffit de voir que comme les fibrations triviales
de A sont stables par images réciproques, C'(p) les contient toutes, et ainsi, ’assertion
résulte du corollaire 1.2.28 et du point (a). O

Lemme 1.5.10. — Soient A une petite catégorie, (J,S) une donnée homotopique sur
A. On considére une fibration naive p : X — Y, et un rétracte par déformation fort
1:Z —Y. Alors linclusion image réciproque j : Z xy X — X est un rétracte par
déformation fort.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2006



68 CHAPITRE 1. CONSTRUCTIONS DE CATEGORIES DE MODELES

Démonstration. — On a un carré cartésien

Ixy X2 x

Z Y

Comme ¢ est un rétracte par déformation fort, il existe, par définition, deux fleches
r:Y —Zeth:IQY —Y telles que ri = 1z, hdy = ly, hd} =ir, et h(1;®1) =
oy (1 ® 7). On a les égalités h(1; ® p)0% = hddp = 1yp = p, h(l; @ p)(1; ® j) =
h(11 @) (11 ®q) = oy (11 ®1)(11®q) = iq0zxy X = DJOZxy X, €t jOz5y x0G 5 x = 7,
ce qui permet de définir un morphisme v : I ® (Z xy X)U{0} ® X — X, en posant
u= (jozxyx,1lx), tel que le carré suivant soit commutatif :

I®(Zxy X)Uu{0} X —= X
l lp
fTex h(1;®p) Y

Or ce dernier admet un relevement & : I ® X — X, puisque p est une fibration naive,
la fleche verticale de gauche dans ce diagramme étant une extension anodine. On a
alors les égalités k(17 ® j) = jozxyx = ox (17 ® j) et k0% = 1x. D’autre part, on
a les égalités pkdy, = h(1l; ® p)0% = hdLp = irp. 1l existe donc une unique fleche
s: X — Z Xy X telle que js = k@}(, et ¢gs = rp. En outre, on a sj = 1zx, x, car
jsj = kokj = k(1; ®j)8%><yx = jaZXYxa%XYX =j,et qsj =rpj =rig=q. On a
ainsi montré que j est un rétracte par déformation fort. O

Lemme 1.5.11. — Soient A une petite catégorie, W un A-localisateur accessible, et
q: E — B une W-fibration de but W-fibrant. Alors pour tous morphismes composa-
bles

x .y iz
de ﬁ, i €tant une cofibration triviale, sii etif sont dans C(q), alors il en est de méme
de f.

Démonstration. — Soit u : Y — B un morphisme de A. Comme 7 est une cofibration
triviale, et B est fibrant, il existe une fleche v : Z — B telle que u = vi. On peut
alors former les carrés cartésiens ci-dessous.

XXBE—f—>Y><BE—i/—>ZXBE-—>E

T T

X
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Par hypothese, i’ et i’ f’ sont des équivalences faibles, et donc f’ en est une, ce qui
prouve l'assertion. O

Lemme 1.5.12. — Soient A une petite catégorie, W un A-localisateur accessible, et
q : E — B une W-fibration. Alors pour tous morphismes composables

x-toy 2oz
de A\, p étant une fibration triviale, si pf est dans C(q), alors il en est de méme de f.

Démonstration. — En vertu du théoréeme 1.4.3, il existe une donnée homotopique
(£,8), on £ = (L,\° A}, pry) désigne le cylindre de Lawvere (cf. exemple 1.3.9), telle
que W soit la classe des équivalences faibles de la catégorie de modeles fermée engen-
drée par (£, S). On remarque d’abord que toute section d’une fibration triviale est une
équivalence faible propre a droite pour cette structure, et en particulier, appartient
a C(q). En effet, une telle section est un rétracte par déformation fort (cf. proposi-
tion 1.3.26), et comme toute fibration est une fibration naive, ’assertion résulte du
lemme 1.5.10. En particulier, pour tout préfaisceau T' sur A, comme la deuxieme pro-
jection L x T'— T est une fibration triviale (cf. exemple 1.3.9), A% et A} sont dans
Clq).

Comme p est un fibration triviale, il existe une section s de p et une £-homotopie
de 1y vers sp (1.3.26). On en déduit qu'il existe un morphisme h : L x X —= Y, tel
que hA% = f et hAk = spf. En vertu du sorite 1.5.9, (a), vu que pf, s, A% et Ay
sont dans C(q), la deuxieme égalité implique que h est dans C(g), et la premiére qu’il
en est de méme de f. O

Proposition 1.5.13. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur accessible.
On note Fw la classe des W-fibrations de but W-fibrant. Alors C(Fw) est un A-
localisateur contenu dans W.

Démonstration. — On remarque que C(Fw) C W, puisque 'identité de 1'objet final
de A est une W-fibration de but W-fibrant. En vertu de 1.5.9, il suffit a présent de
montrer que pour tous morphismes composables

x oy 4oz

de A\, si g et gf sont dans C(Fw), il en est de méme de f. Dans ce cas, g est une
équivalence faible, et admet donc une factorisation de la forme g = pi, ou ¢ est
une cofibration triviale, et p une fibration triviale. Soit ¢ un élément de Fy. Par
hypothese, pi et pif sont dans C(q). Il résulte donc du lemme 1.5.12 que 7 et i f sont
dans C(q). Mais alors en vertu du lemme 1.5.11, f est dans C(q), ce qui acheve la
démonstration. Od
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Lemme 1.5.14. — Soient A une petite catégorie et W un A-localisateur. On considére
trois fleches de A, f: K — L, p: X —Y , et q: Z — T, et on suppose que p est
un rétracte de g. Si f € C(q), alors f € C(p).

Démonstration. — Comine p est un rétracte de ¢, il existe un diagramme commutatif

1x
i/\r

X Z
|
Y —>T —>

N T

ly

X
l”
Y

Soit u : L — Y un morphisme de préfaisceaux sur A. On obtient par composition
avec j un morphisme v : L — T, et on vérifie que par fonctorialité, la flecche K xy
X — L xy X est un rétracte de la fleche K xp Z — L xp Z. Comme f € C(q),
cette derniere est dans W, et donc I'assertion résulte de la stabilité de W par rétractes
(1.4.7). O

Démonstration du théoréme 1.5.4. — Si Fyw désigne la classe des fibrations de but
fibrant (au sens W), il s’agit de montrer que W est propre si et seulement si S C
C(Fw). Or si W est propre W C C(Fw), et donc S € C(Fy). Réciproquement, si
S C C(Fw), il résulte de la proposition 1.5.13 que W C C(Fw). Si F’ désigne la classe
des morphismes images réciproques d’éléments de Iy, on s’apergoit immédiatement
que C(F’) = C(Fw). Pour conclure, en vertu du lemme 1.5.14, il suffit de prouver que
toute fibration est un rétracte d’un élément de F’. Si p: X — Y est une fibration,
il existe un carré commutatif

X ——= X’

1l

Y ——Y' ’

dans lequel p’ est une fibration de but fibrant, et 7, j des cofibrations triviales. On
obtient le diagramme commutatif suivant, ou q et 7' désignent les projections

’

Y sy X s x

Y ———=Y"
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Comme j € W et p’ € F, la fleche j' : Y Xy X' — X', image réciproque de j par
p’, est une équivalence faible. Vu que ¢ € W, on en déduit que k € W. D’autre part,
1 étant un monomorphisme, il en est de méme de k. Par suite, k& est une cofibration
triviale, et donc le lemme du rétracte acheve la démonstration. O

Proposition 1.5.15. — Soient A et I deux petites catégories, et W un A-localisateur.
On rappelle que W! désigne la classe des fleches f de Hom(I, A\) ~ IoF x A telles que
pour tout objet i de la catégorie I, le morphisme f; soit une W-équivalence. Alors si
W est propre, il en est de méme de WY,

Démonstration. — On sait que si W est accessible, W! 'est aussi, et qu’alors si p est
une fibration de Hom(I, ,Z) au sens de W/, pour tout objet i de I, le morphisme p;
est une fibration de A au sens de W (corollaire 1.4.22). On en déduit immédiatement
que si W est propre, I’image réciproque de toute W!-équivalence par une fibration au
sens de W/ est encore une W!-équivalence. O

Nous terminons cette section par le rappel de quelques résultats généraux sur la
propreté dans le cadre abstrait des catégories de modeles fermées.

Définition 1.5.16. — Soit C une catégorie de modeles fermée. Un carré commutatif
de C
Xo Mo Yo

)
Xl?yl

est homotopiquement cartésien si Xg s’identifie canoniquement a la limite homoto-
pique du diagramme
Yo

ln
Xl T— Yl )
i.e. 8'll existe un diagramme commutatif dans C,
X, sy - Yo
X — Y/ <~ Yy )

dans lequel les fleches verticales sont des équivalences faibles, et p, ¢, des fibrations
de but fibrant, tel que le morphisme canonique

XO —_—> X{ Xyll YO/

soit une équivalence faible.
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On a aussi une version duale de cette notion : un carré commutatif de C est homo-
topiquement cocartésien si c’est un carré homotopiquement cartésien de C°P.

Remarque 1.5.17. — Si C est propre a droite, alors le carré ci-dessus est homotopi-
quement cartésien si et seulement s’il existe une factorisation de la fleche Yy — Y}
en Yy — Z — Y7, ou Yy — Z est une équivalence faible, et o Z — Y7 est une
fibration, telle que la fleche Xy — X, Xy, Z soit une équivalence faible, et si c’est
le cas, alors pour toute factorisation de la fleche Yy — Y7 en Yy — Z — Y7, ou
Yy — Z est une équivalence faible, et ou Z — Y7 est une fibration, le morphisme
canonique Xg —> X Xy, Z est une équivalence faible. Nous renvoyons le lecteur a
[64, chap. II, section 8] pour un horizon raisonnablement étendu sur la notion de carré
homotopiquement (co)cartésien dans les catégories de modeles fermées propres.

La proposition suivante provient de [113].

Proposition 1.5.18. — Soit C une catégorie de modéles fermée propre a droite, et p :
X — Y wune fleche de C. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(a) Pour toute fleche Z — Y, le carré suivant est homotopiquement cartésien.
Zxy X — X
R
Z Y

(b) Pour toute équivalence faible u : Z' — Z, et pour toute fleche Z —= Y, si on
forme les carrés cartésiens

Z' xy X ——>Zxy X — X

| b

z' Z Y ’

u

la fleche v est une équivalence faible.

Démonstration. — Montrons que (a) = (b). En vertu de la condition (a), le carré
de droite ainsi que le grand carré composé du diagramme de la condition (b) sont
homotopiquement cartésiens. On en déduit qu’il en est de méme du carré de gauche.
Par suite, si u est une équivalence faible, il en est de méme de v.

Il reste & voir la réciproque. Soit v : Z — Y une fleche de C. On factorise u
en Z —T —Y, o Z — T est une cofibration triviale, et ou T'—= Y est une
fibration. Alors en vertu de la condition (b), la fleche Z xy X — T Xy X est une
équivalence faible, ce qui implique que le carré voulu est homotopiquement cartésien,
en regard de la remarque ci-dessus. O

1.5.19. — Soit C une catégorie de modeles fermée. Si X est un objet de C, La catégorie
C/X admet une structure de catégorie de modeles fermée dont les équivalences faibles
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(resp. les fibrations, resp. les cofibrations) sont les fleches dont I'image par le foncteur
d’oubli de C/X vers C en est une dans C. Si v : X — Y est une fleche de C, on a
un foncteur
u:C/X —CJY |, (Z,z2) — (Z,uz) .
Ce dernier admet un adjoint a droite
u:ClY — C/X

qui associe & un objet Z au-dessus de Y lobjet Z xy X au-dessus de X. Il est
immeédiat que (u,, u*) est une adjonction de Quillen, puisque par définition, le foncteur
u, respecte les cofibrations et les équivalences faibles (il en résulte par adjonction que
le foncteur u* respecte les fibrations et les fibrations triviales).

Proposition 1.5.20. — Soit u: X — Y un morphisme de C. Les conditions suivantes
sont équivalentes.

(a) u est une équivalence faible propre a droite.

(b) Le couple de foncteurs adjoints (u,, u*) est une équivalence de Quillen (au sens
de |74, définition 1.3.12]).

(c) Le foncteur induit par u, entre les catégories homotopiques

HoC/X — Ho(C/Y
est une équivalence de catégories.

Démonstration. — Il s’agit d’un simple exercice de traduction & 1’aide de [109, chap. I,
sec. b, prop. 1] et de [74, proposition 1.3.13]. O

Corollaire 1.5.21. — Soient C une catégorie, et W une classe de fleches de C. On sup-
pose qu’il existe une structure de catégorie de modéles fermée sur C dont les équiva-
lences faibles sont les éléments de W. Les conditions suivantes sont alors équivalentes.
(a) Il existe une structure de catégorie de modéles fermée propre o droite sur C
dont les équivalences faibles sont les éléments de W.
(b) Toute structure de catégorie de modéles fermée sur C dont les équivalences
faibles sont les éléments de W est propre a droite.

Démonstration. — La condition (¢) de la proposition ci-dessus est une propriété du
seul couple (C,W), sans mention d’aucune structure de catégorie de modeles fermée
sur C. 0O

Proposition 1.5.22. — Soient A une petite catégorie, et W C W' deuz A-localisateurs
propres. On considére un carré cartésien de préfaisceaux sur A :

X —“=X
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Si p est une W-fibration de but W’ -fibrant et si le morphisme canonique de Y’ vers le
préfaisceau final est une W-équivalence, alors ce carré est homotopiquement cartésien
au sens de W et au sens de W'.

Démonstration. — Comme W est propre et p est une W-fibration, ce carré est ho-
motopiquement cartésien au sens de W (cf. remarque 1.5.17). On factorise v en une
W/-cofibration triviale 7 suivie d’une W’-fibration g, puis on forme les carrés cartésiens
suivants.

X/_j>.X//;>X

d )

Y — Y/ —Y
1 q

On remarque que le morphisme de Y vers le préfaisceau final est une W’-équivalence
et que Y est W/-fibrant. Par conséquent, Y est un objet injectif de A, ce qui implique
que ¢ est une W-équivalence. Comme p est une W-fibration, la fleche j est une W-é-
quivalence, et donc aussi une W’-équivalence. Il suffit donc & présent de vérifier que
le carré de droite est homotopiquement cartésien au sens de W', ce qui résulte de la
remarque 1.5.17, puisque W’ est propre et g est une W’-fibration. O

1.6. Cofibrations exotiques

1.6.1. — Soient A une petite catégorie, et I un ensemble de monomorphismes de pré-
faisceaux sur A. Un morphisme de A est une I-fibration s’il vérifie la propriété de
relevement a droite relativement & I. Un morphisme de A est une T -cofibration s’il
vérifie la propriété de relevement & gauche relativement aux I-fibrations. Un préfais-
ceau X sur A sera dit I-cofibrant si le morphisme du préfaisceau vide vers X est une
I-cofibration.

Théoréme 1.6.2. — Soient A une petite catégorie, W un A-localisateur accessible. On
considére un ensemble I de monomorphismes de préfaisceaur sur A tel que toute
I-fibration soit une W-équivalence. Alors la catégorie des préfaisceaux sur A admet
une structure de catégorie de modéles fermée propre a gauche et a engendrement
cofibrant dont les équivalences faibles sont les W-équivalences, et les cofibrations, les
I-cofibrations (les fibrations triviales sont donc les I-fibrations). En outre, pour que
cette structure de catégorie de modéles fermée soit propre (a droite), il faut et il suffit
que le A-localisateur W le soit.

Démonstration. — En vertu des propositions 1.2.15 et 1.3.40 et du théoreme 1.4.3, il
existe un cardinal « tel que les conditions suivantes soient vérifiées.

(a) Les sources et les buts des éléments de I sont a-accessibles.
(b) Tout sous-objet ou objet quotient d’un objet a-accessible de A est a-accessible.
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(¢) Il existe un ensemble D de préfaisceaux sur A tel que tout préfaisceau a-
accessible sur A soit isomorphe & un élément de D.

(d) Pour toute W-cofibration triviale X — Y de préfaisceaux sur A, et tout sous-
objet a-accessible K de Y, il existe un sous-objet a-accessible L de Y contenant K
tel que 'inclusion L N X —s L soit une W-équivalence.

Notons Jy ’ensemble des W-cofibrations triviales X — Y telles que X et Y soient
dans D. Pour chaque élément f de Jy, on choisit ensuite une factorisation de la forme
qfjf, ot js est une I-cofibration, et gy une I-fibration (factorisations qui existent
grace & l'argument du petit objet appliqué & I). On note enfin J ’ensemble des
morphismes j¢, ot f parcourt les éléments de Jy. On remarque que les morphismes
gy étant des W-équivalences (puisque des I-fibrations), les morphismes j; sont aussi
des W-équivalences. Nous allons montrer que la catégorie des préfaisceaux sur A ad-
met une structure de catégorie de modeles fermée engendrée par le couple (I, J)
dont les équivalences faibles sont les W-équivalences. Comme tous les éléments de [
sont des monomorphismes, il résulte de 'argument du petit objet appliqué a I que
toute I-cofibration est un monomorphisme. On appellera I-cofibrations triviales les
I-cofibrations qui sont aussi des W-équivalences. Toute I-cofibration triviale est donc
une W-cofibration triviale. Les éléments de J étant des I-cofibrations triviales, une
nouvelle application de 'argument du petit objet a J montre que toute J-cofibration
est une I-cofibration triviale, et donc, en particulier, une W-équivalence.

1.6.2.1. — Pour tout carré commutatif

A—>X

l lw

B—=Y

de préfaisceaux sur A dans lequel © € I et w est une W-cofibration triviale, il existe
un diagramme commutatif dans A de la forme

A—u>A'L>X

1)

B—v>B'T>Y
tel que a = a’u, b="bv, eti’ € J.

Soit K I'image du morphisme b dans Y. En vertu de (a) et (b), K est a-accessible,
et donc il résulte de (d) que K est contenu dans un sous-objet a-accessible L de Y tel
que L N X — L soit une W-cofibration triviale. Les propriétés (b) et (¢) impliquent
que l'on peut supposer que L N X et L sont dans D. L’inclusion f de L N X dans L
est par conséquent un élément de Jy. On a donc une factorisation de f de la forme
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f =4qsjs. Posons i’ = j;. Si A’ = LN X et B’ désignent respectivement la source et
le but de 7', on a un diagramme commutatif de la forme

/
a

_QA,%X
Y

dans lequel g désigne l'inclusion de L dans Y, avec a’u = a et gv’ = b. D’autre
part, le morphisme gy étant par construction une I-fibration, et le morphisme ¢ étant

v’ 9

dans I par hypothese, I'égalité f = qi’ et la commutativité du carré de gauche dans
le diagramme ci-dessus impliquent qu’il existe un morphisme v : B — B’ tel que
vi =i’y et ¢yv = v'. En posant b’ = gqy, on en déduit que b'v = ggyv = gv’ = b. On
a obtenu de la sorte le diagramme commutatif annoncé.

1.6.2.2. — Pour tout carré commutatif

25 x
lw
Y

de préfaisceauzr sur A dans lequel © € I et w est une W-équivalence, il existe un

<0

E—
b

diagramme commutatif dans A de la forme

tel que a = a'u, b=">b'v, et i’ € J.

On factorise w en une cofibration w’ : X — Y’ suivie d’'une fibration triviale
p: Y’ —= Y. On voit aussitoét que w’ est une W-cofibration triviale. En outre, vu que
i est en particulier un monomorphisme, il existe un morphisme [ : B — Y’ tel que
w'a = 17 et pl = b. On peut appliquer 1.6.2.1 au carré commutatif

A—=X
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ce qui nous donne un diagramme commutatif

tel que a’u = a, b"v =1, et i’ € J. On conclut en posant b’ = pb”.

1.6.2.3. — Une J-fibration est une W-équivalence si et seulement si c’est une
I-fibration.

Il est clair que toute I-fibration est & la fois une J-fibration et une W-équivalence.
Réciproquement, il résulte facilement de 1.6.2.2 que toute J-fibration qui est une
W-équivalence vérifie la propriété de relevement & droite relativement a I.

1.6.2.4. — Une I-cofibration est une W-équivalence si et seulement si c’est une
J-cofibration.

On sait déja que toute J-cofibration est a la fois une I-cofibration et une W-
équivalence. Soit i : X — Y une I-cofibration. On peut la factoriser, grace a 'argu-
ment du petit objet appliqué & J, en une J-cofibration j suivie d’'une J-fibration gq.
Si ¢ est une W-équivalence, alors il en est de méme de ¢, ce qui implique en vertu de
1.6.2.3 que ¢ est une [-fibration. Le lemme du rétracte implique que ¢ est un rétracte
de j, et qu’il est donc une J-cofibration.

Les axiomes de factorisation étant assurés par 'argument du petit objet, on peut
A présent affirmer que A est munie d’une structure de catégorie de modéles fermée
engendrée par le couple (I,J) dont les équivalences faibles sont les W-équivalences.
La propreté a gauche de cette structure résulte de la propreté a gauche de la structure
de catégorie de modeles fermée du théoréme 1.4.3 (voir remarque 1.5.2) et de I’énoncé
dual du corollaire 1.5.21. Ce dernier corollaire implique aussi la derniére assertion du
théoréme concernant la propreté a droite. O

Proposition 1.6.3. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur accessible.
On suppose donnés un ensemble I de monomorphismes de A tel que toute I-fibration
soit une W-équivalence, et une classe W' de morphismes de préfaisceaur sur A conte-
nant W. Alors pour que W’ soit un A-localisateur accessible, il faut et il suffit que la
catégorie des préfaisceaur sur A admette une structure de catégorie de modéles fermée
& engendrement cofibrant dont les équivalences faibles sont les W' -équivalences, et les
cofibrations, les I-cofibrations.
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Démonstration. — C’est une condition nécessaire en vertu du théoréme 1.6.2. Réci-
proquement, supposons qu’il existe un ensemble .J de I-cofibrations tel que A admette
une structure de catégorie de modeles fermée engendrée par le couple (I, .J) dont les
équivalences faibles sont les W’-équivalences (i.e. les éléments de W), et notons W”
le A-localisateur engendré par W et par J. On va montrer que W = W”. Toute J-
cofibration est une W”-équivalence : 'argument du petit objet appliqué & J implique
qu’il suffit de vérifier que J C W”, ce qui est vrai par définition de W”. Soit u une
W’-équivalence. Pour vérifier que u est une W”-équivalence, on remarque que u admet
une factorisation en une J-cofibration j suivie d’une J-fibration gq. Mais alors ¢ est
une W’'-équivalence, et donc une I-fibration. Les morphismes j et g étant dans W”, il
en est donc de méme de u. On a ainsi prouvé que W C W”. 1l reste donc 4 montrer
Pinclusion inverse. Pour cela, il suffit de prouver que W’ est un A-localisateur. Le seul
axiome non trivial a vérifier est axiome L3. Soient ¢ un monomorphisme, et u un
morphisme de méme source que ¢ dans A.

Y R X 27z
En utilisant des factorisations adéquates en I-cofibrations suivies de I-fibrations, on

peut construire un diagramme commutatif de la forme

-/ !’
<t ) Y /
Y ~—X —Z7

L)

Y<—X—>7

dans lequel ¢’ est une I-cofibration, et les morphismes x, y et z sont des I-fibrations
(on peut par exemple choisir une factorisation de i en une I-cofibration ¢’ suivie d’une
I-fibration y, et prendre pour z et z les identités de X et Z respectivement). Toutes
les fleches verticales étant en particulier des W-équivalences, il résulte de I'assertion
(@) du lemme 1.4.15 que le morphisme canonique Y’ IIx, Z/ — Y lIx Z est une W-
équivalence. On en déduit aussitdt que si ¢ est une W’-équivalence, alors le morphisme
Z — Y llx Z en est une aussi. La stabilité par composition transfinie des monomor-
phismes qui sont dans W’ se démontre de maniére analogue. Si F est un ensemble bien
ordonné, et si F' : £ —> A est un foncteur tel que pour tous € < e, le morphisme
F., — F, soit un monomorphisme, alors il existe un foncteur F’ : E — A tel que
pour tout élément e de E, le morphisme th)e,Q Fo — F, soit une I-cofibration,
et un morphisme de foncteurs F/ — F' qui soit une I-fibration argument par argu-
ment (cela résulte d’une construction élémentaire par récurrence transfinie que nous
laissons en exercice au lecteur, ou bien encore de [74, théoréme 5.1.3] appliqué, pour
‘B = E, a la structure de catégorie de modeles fermée sur A dont les cofibrations sont
les I-cofibrations, et les équivalences faibles, les W/-équivalences). L’assertion (b) du
lemme 1.4.15 implique alors que le morphisme induit lim F" — lim ' est une W-
équivalence, et donc, en particulier, une W’-équivalence. La classe des I-cofibrations
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qui sont des W’-équivalences étant stable par composition transfinie, cela permet de
conclure. O

1.6.4. — Les énoncés précédents permettent d’avoir le choix quant aux cofibrations
avec lesquelles on peut travailler. Le choix de celles-ci ne change rien a la théorie de
I’homotopie considérée : seules les équivalences faibles sont pertinentes. Cependant,
cette liberté permet une plus grande souplesse quant a la description des catégories
homotopiques et des foncteurs dérivés. On utilisera par exemple ce type de propriété
pour dériver les foncteurs de limite inductive (3.1.10) et de passage au quotient sous
laction d’un préfaisceau de groupes (7.2.13). On rappelle dans la proposition sui-
vante quelques éléments du folklore sorital sur la localisation des catégorie de modeles
fermées (voir [72] pour un développement beaucoup plus exhaustif du sujet).

Proposition 1.6.5. — Soient C une catégorie admettant des petites limites inductives et
projectives, et (W, Fib, Cof) et (W', Fib’, Cof’) deuz structures de catégorie de modéles
fermée sur C telles que W C W' et Cof = Cof (ce qui implique que Fib' C Fib).
On notera les catégories de modéles fermées correspondantes C = (C,W, Fib, Cof)
et C' = (C,W',Fib’,Cof’). Le foncteur identité définit donc un foncteur de Quillen
a gauche de C vers C'. On appellera W-équivalences (resp. W’-équivalences, resp.
fibrations, resp. fibrations fortes) les fleches qui sont dans W (resp. dans W', resp.
dans Fib, resp. dans Fib’). Un objet X sera dit fibrant (resp. fortement fibrant) si le
morphisme de X wvers l’objet final est une fibration (resp. une fibration forte). On a
alors les propriétés suivantes.

(i) Le foncteur canonique Ho C — Ho C’ admet un adjoint & droite pleinement
fidéle dont l'image essentielle est formée des objets isomorphes dans Ho C a des objets
fortement fibrants.

(ii) Un objet fibrant de C est fortement fibrant si et seulement s’il est isomorphe
dans Ho C a un objet fortement fibrant.

(iii) Considérons un triangle commutatif

X\iy

de C dans lequel u est une W-équivalence, et p et q sont des fibrations. Pour que p
soit une fibration forte, il faut et il suffit que q en soit une.

(iv) Un objet fibrant X de C est fortement fibrant si et seulement si pour toute
W' -équivalence entre objets cofibrants A — B, application

HomHoC(B, X) —> HomHo C(A, X)

est bijective.
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(v) Un morphisme entre objets fortement fibrants est une W-équivalence si et seule-
ment s’ est une W' -équivalence.
(vi) Pour tout triangle commutatif

X—sY
A

dans lequel p et q sont des fibrations fortes, le morphisme u est une W-équivalence si
et seulement s’il est une W’-équivalence.

(vil) Un morphisme entre objets fortement fibrants est une fibration forte si et
seulement s’il est une fibration.

(viii) Soit G : C — D un foncteur de Quillen & gauche. Pour que G induise un
foncteur de Quillen a gauche de C' vers D (i.e. qu’il envoie les cofibrations triviales de
C’ sur des cofibrations triviales de D), il faut et il suffit qu’il envoie les W' -équivalences
entre objets cofibrants sur des équivalences faibles de D.

Démonstration. — L’assertion (i) est une conséquence immédiate des sorites géné-
raux sur les adjonctions de Quillen appliqués & I'identité de C, vue comme un fonc-
teur de Quillen & gauche de C vers C’ (voir par exemple [74, théoréme 1.3.7 et
lemme 1.3.10]). On en déduit facilement les assertions (iz), (iv) et (v). Les asser-
tions (%) et (vi) sont des reformulations respectives des énoncés (i7) et (v), appliqués
a la catégorie C/Z. Montrons 1’énoncé (vii). Supposons que p : X —= Y soit une
fibration entre objets fortement fibrants. On peut alors choisir une factorisation de
p en une W’-équivalence i : X — Z suivie d’une fibration forte q : Z — Y. Mais
alors Z est fortement fibrant, ce qui implique d’apres (v) que i est une W-équivalence.
Il résulte donc de (iiz) que p est une fibration forte. La réciproque est immédiate
(puisque toute fibration forte est une fibration). Il reste a présent a démontrer 'as-
sertion (wviii). Le fait que cela soit une condition nécessaire résulte immédiatement du
lemme de Ken Brown [74, lemme 1.1.12]. Réciproquement, supposons que le foncteur
G envoie les W/-équivalences entre objets cofibrants sur des équivalences faibles de
D. Le foncteur G admet par définition un adjoint & droite D qui est un foncteur
de Quillen & droite. Pour prouver que G définit un foncteur de Quillen a gauche de
C’ vers D, il suffit de prouver que le foncteur D envoie les fibrations de D sur des
fibrations fortes. On voit dans un premier temps que le foncteur D envoie les objets
fibrants de D sur des objets fortement fibrants. En effet, si X est un objet fibrant
de D, et A — B une W’'-équivalence entre objets cofibrants de C, on a les bijections
canoniques ci-dessous (o LG et RD désignent respectivement le foncteur dérivé a
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gauche de G et le foncteur dérivé a droite de D).
Hompio ¢ (B, D(X)) ~ Homg, (B, RD(X))

~ Hompg, p(LG(B), X)

~ Homgzon(G(B), X)

~ Homp, p(G(A4), X)

~ Hompo 9(LG(A), X)

~ Homp, ¢(4, RD(X))

~ Homuy, c(4, D(X))
1l résulte donc bien de (iv) que DX est un objet fortement fibrant. Considérons enfin
une fibration p : X — Y de D. Le foncteur

Dy :D/Y — C/DY | (Z,Z —Y)+— (DZ,DZ — DY)
a pour adjoint a gauche le foncteur
Gy :C/DY — D/Y | (Z,Z — DY)+— (GZ,GZ —Y) ,

ou GZ —= Y est la fleche obtenue de Z — DY par adjonction. On vérifie aussitot
que Gy et Dy forment une adjonction de Quillen, et que Gy envoie les W/-équivalences
entre objets cofibrants au-dessus de DY sur des équivalences faibles au-dessus de Y.

Ce qui précede implique donc que Dy (X, p) est un objet fortement fibrant de C/DY,
ou autrement dit, que Dp est une fibration forte. O
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CHAPITRE 2

YOGA SIMPLICIAL

2.1. Ensembles simpliciaux

2.1.1. — On rappelle que la catégorie des simplexes A est la sous-catégorie pleine de
la catégorie Cat des petites catégories dont les objets sont les ensembles bien ordonnés

A, ={0,...,n}, n=>0.

La catégorie des ensembles simpliciauz est par définition la catégorie A des préfais-
ceaux d’ensembles sur A.

Pour 0 € i < n», n > 1, on note &, 'unique application croissante et injective de
A, vers A, qui ne prend pas la valeur 4, et pour 0 < i < n, o, 'unique application
croissante et surjective de A, 41 vers A, qui prend deux fois la valeur i. On définit
alors des ensembles simpliciaux 4,, par la formule 8A4,, = Upg;<n Im &%, pour n > 1,
et 0Ag = @, pour n = 0. On a donc, pour chaque n > 0, une inclusion canonique
04, — 4A,.

La catégorie A admet un automorphisme involutif non trivial Inv : A — A,
tel que pour tout n > 0, Inv(A4,) = A,, et pour toute application croissante ¢ :
Ay —> Ap,

Inv(p)(k)=n—@(m—k), 0<k<m.
Ainsi, on a
Inv(6L) = 6m~" | Inv(ol) =on™t .
Proposition 2.1.2. — L’ensemble d’inclusions
{04, — A, |n=>20}

~

est un modéle cellulaire de .

Démonstration. — Voir [60, chap. III, §3.2]. Nous redémontrerons ce fait dans un
cadre plus abstrait plus loin; cf. la proposition 8.1.37. O
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2.1.3. — On a un segment séparant (A, 61, 69), ce qui définit une donnée homoto-
pique élémentaire sur A, notée A; (voir 'exemple 1.3.8), une structure homotopique
(engendrée par la donnée homotopique (Aj, @)), et donc une classe d’extensions ano-
dines dans 3, ainsi qu’un A-localisateur accessible W, (proposition 1.4.2). On appel-
lera oco-équivalences les éléments de W,. La remarque 1.3.15 implique que I’ensemble
J des inclusions

Ay x 0A, U{e} x A, — A x 4, , n>=0, e=0,1

engendre la classe des extensions anodines, dans le sens ou celles-ci sont les élément
de la classe I(r(J)). Ainsi cette notion d’extensions anodines coincide avec celle de
[60]. Pour ne pas nous singulariser, nous appellerons fibrations de Kan, les fibrations
naives au sens de cette classe d’extensions anodines, et compleres de Kan les objets
fibrants.

En vertu du corollaire 1.4.18, W, est le A-localisateur engendré par les projections

A x X — X, X € ObA .

En particulier, il résulte du corollaire 1.4.19 que W, est stable par produits finis.

On peut décrire les extensions anodines en exhibant un autre ensemble qui les
engendre. Pour 0 < k < n, n > 1, on pose AF = Uggj<n, jzkIm 6. On a alors une
inclusion canonique Afl — A,.

Proposition 2.1.4. — La classe des extensions anodines est la classe
Wr({ Ay — An|n=1,0<k<n})) .

Démonstration. — Voir [60, chap. IV, §2.1] ou bien encore [64, chap. I, pro-
position 4.2]. O

Proposition 2.1.5. — La catégorie des ensembles simpliciaux admet une structure de
catégorie de modéles fermée, propre, et a engendrement cofibrant, dont les équivalences
faibles sont les oo-équivalences, et dont les cofibrations sont les monomorphismes. En
outre, les objets fibrants sont exactement les complexes de Kan.

Démonstration. — Le fait que ’on obtienne de la sorte une structure de catégorie
de modeles fermée a engendrement cofibrant, avec pour objets fibrants les complexes
de Kan, résulte du théoreme 1.3.22 et de la proposition 1.3.36. D’autre part, comme
W, est le A-localisateur engendré par les projections A; x X — X, X € Ob 3, la
propreté résulte du corollaire 1.5.7. O

La suite de ce paragraphe sera consacrée, en grande partie, & montrer que la donnée
homotopique (A1, &) est complete (cf. 1.3.48), autrement dit, que les fibrations de la
structure de catégorie de modeles fermée de la proposition ci-dessus sont exactement
les fibrations de Kan. On obtiendra ainsi une nouvelle preuve du théoreme de Quillen
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sur la structure de catégorie de modéles fermée des ensembles simpliciaux(?). Jusqu’a
la preuve de ce résultat on prendra soin de distinguer les fibrations de Kan des fi-
brations, les extensions anodines des cofibrations triviales, et les équivalences faibles
absolues relatives a la donnée homotopique ci-dessus des oo-équivalences.

Proposition 2.1.6. — Toute limite inductive filtrante de fibrations de Kan (resp. de
fibrations triviales) est une fibration de Kan (resp. une fibration triviale).

Démonstration. — Soient 7 : K — L une inclusion d’ensembles simpliciaux de pré-
sentation finie (autrement dit, telle que le foncteur Homx (M, .) commute aux petites
limites inductives filtrantes pour M = K, L), I une petite catégorie filtrante, X et Y
deux foncteurs de I vers 3, et p: X — Y un morphisme de foncteurs tel que pour
tout ¢ € ObI, p(i) ait la propriété de relevement a droite relativement & j. On va
montrer que lim p vérifie aussi cette propriété. On se donne donc un carré commutatif

_k limX

K
j[ l‘iﬂp
L

— limY )

et comme K et L sont de présentation finie, il existe des factorisations de k et de [
telles que le diagramme suivant soit commutif

K X (i) lim X
J lp(i) l“_mJ’
L (i) lim ¥

Le carré de gauche admet par hypotheése un reléevement, ce qui en définit un pour le
carré composé, qui n’est autre que le carré donné. La proposition résulte a présent
des propositions 2.1.2 et 2.1.4, et du fait que les ensembles simpliciaux A,, 0A4,, et

AF sont de présentation finie. O

2.1.7. — On dit qu’'un carré commutatif dans une catégorie C est absolument cartésien
si son image par tout foncteur de source la catégorie C est un carré cartésien.

MLa preuve que nous donnons ici a pour particularité de ne pas faire appel a la théorie des fibrations
minimales ni a aucune sorte de réalisation topologique. Elle utilise seulements les bonnes propriétés
combinatoires du foncteurs Ez°° de Kan (il est & noter que dans [109], Quillen annonce ’existence
d’une telle démonstration sans plus de détails). Voir aussi le scholie 2.3.21 pour une variante.
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Lemme 2.1.8. — Soient C une catégorie, et

A——>B

i

C_k_>D

un carré commutatif dans C. On suppose que j, k, | admettent des rétractions r, q, p
respectivement, et que pk = ir. Alors le carré ci-dessus est absolument cartésien.

Démonstration. — Vu que I'image, par un foncteur arbitraire, d’un carré commutatif
satisfaisant aux conditions du lemme satisfait encore & ces hypotheses, il suffit de
montrer qu'un tel carré est cartésien. Soit donc u : X — C, v : X — B deux fleches
de C telles que ku = lv, et montrons qu’il existe un unique morphisme w : X — A

tel que u = jw et v = jw.

)o

Unicité : Si w satisfait a ces conditions, on a w = rjw = ru, ce qui prouve I'unicité.
FExistence : Posons w = ru. On a
v = plv = pku = iru = iw ,

u = qku = qlv = qliw = gkjw = jw ,
ce qui achéve la démonstration. Od

Proposition 2.1.9. — Pour m > 2, 0 < i < j < m, le carré suiwant de A est absolu-
ment cartésien
Si

Am—? mt Am—l
Dm,i, j = ‘5rjn_—1 1 6er
Am—l - Am
S
Démonstration. — Comme 6¢, admet une rétraction, il suffit en vertu du lemme pré-

cédent, de montrer que 5;__11 et 07 admettent des rétractions, r et p respectivement,
telles que 8°,_,7 = pdi. . Les relations simpliciales montrent que si j < m, on peut
prendre r = Ufn__lz et p = Uﬁhl, et que si j = met i < j — 1, on peut prendre
r= 0{{_22 et p= crfn__ll. Il reste le cas j = m et i = m — 1. Mais alors, comme m > 2,
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on a i > 0. Or le carré Dy, ; ; est 'image du carré Dy, m—j m—; par 'automorphisme
Inv de A. Sii > 0,onam—i < m, et assertion résulte du premier cas, ce qui acheve
la démonstration. O

Lemme 2.1.10. — Soient A une petite catégorie, et F : A—= A un foncteur com-
mutant aux petites limites inductives. Pour que le foncteur F : A—> A respecte les
monomorphismes, il faut et il suffit que la fleche (F&}, F6¥) : FAqII FAg — FA,
soit un monomorphisme de A.

Démonstration. — En vertu de la proposition 2.1.2, le foncteur F' respecte les mono-
morphismes si et seulement si pour tout entier positif n, le morphisme F9A,, — FA,,
est un monomorphisme. On va vérifier que c’est toujours le cas pour n # 1, ce qui
montrera le lemme.

Lorsque n = 0, c’est trivial, car 84y = &, et car le foncteur F' commute aux petites
limites inductives. Il suffit donc de considérer le cas ot n» > 1. On définit un sous-objet
OF A,, de F A, en posant OF A,, = Upgign Im F d%. Les carrés absolument cartésiens
décrits par la proposition 2.1.9 montrent que pour i < j, on a Im F§! N Im F§J ~
F(Iméi NImél) ~ FA,_5. La présentation standard de 04, (cf. [60, chap. II,
§3.9]) permet ainsi de constater que F'OA, ~ dFA,, ce qui montre que FOA,, est
canoniquement un sous-objet de FA, pour n > 1. O
Lemme 2.1.11. — Soient D une classe d’objets de ZAX, et n un entier. On suppose que
les conditions suivantes sont vérifiées.

(a) Pour tout carré cocartésien de A

X—X'

1

Y——Y'

tel que i soit un monomorphisme, si X, Y, et X' sont dans D, il en est de méme
deY’.

(b) Pour tout m, 0 < m <n, A, est dans D, et le préfaisceau vide & est dans D.

<
Alors pour tout m, 0 < m < n, tout sous-objet homogene de A,, (réunion de faces

de Ay,) est dans D. En particulier, pour tout m, 0 < m < n, 04, est dans D.

Démonstration. — Pour m = 0,1 c’est immédiat. Soient m un entier , 1 < m < n, et
K un sous-objet homogene de A,,. Alors il existe un sous-ensemble I de {0,...,m}
tel que K = U;erImé%,. On procede par récurrence sur [I|. Si [I| = 0,1, alors

K =@, A,,, et Passertion résulte de (b). Supposons donc que |I| > 2, et soit i le
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plus petit élément de I. On pose J = I — {i}, et on définit un sous-objet homogene L
de Ay, par L = UjcyIméd7,. On a alors un carré cocartésien

LNAy_1 — Apy

N

L K

La proposition 2.1.9 montre que LNA,,_; =~ Ujc;(Im 5ﬁnﬁlm 6}71) ~ UjeyIm (53;_11. On
en déduit que LNA,,_; est un sous-objet homogene de A,,,_1, et comme | J | = | I |—1,
I’hypothese de récurrence implique que L et L N A,,_1 sont dans D. Comme A,,_1
est dans D (par (b)), la condition (a) implique que K est dans D. a

Proposition 2.1.12. — Soit D une classe d’objets de A saturée par monomorphismes
(cf. 1.1.12). Si pour tout m > 0, A, est dans D, alors D = Ob A.

Démonstration. — En considérant le modele cellulaire 9A4,, — A,,, m > 0, de A
(cf. 2.1.2), la proposition résulte du lemme 1.2.30 et du lemme ci-dessus. O

Corollaire 2.1.13. — Soient A une petite catégorie, F, G : A —> A deux foncteurs
commutant aux petites limites inductives et respectant les monomorphismes, et o :
F — G un morphisme de foncteurs.

(a) Soit W un A-localisateur. Si pour tout entier m > 0, o, =~ est dans W, alors
pour tout ensemble simplicial X, oy est dans W.

(b) Soient (J,An) une structure homotopique sur A, et W la classe des équiva-
lences faibles absolues relatives a cette structure. Si pour tout entier m > 0, ay, oest
dans W, alors pour tout ensemble simplicial X, oy est dans We.

(¢) Soit (3,An) une structure homotopique sur A, et supposons que pour tout en-
semble simplicial X, ay soit un monomorphisme, et que pour tout entier m > 0, a4
soit dans An. Alors pour tout ensemble simplicial X, oy est dans An.

m

Démonstration. — Les assertions (a) et (b) résultent du lemme 1.1.15, de la propo-
sition 1.3.60, de la remarque 1.4.16, et de la proposition précédente. L’assertion (c)
résulte de l'assertion (b) et de la proposition 1.3.56. O

2.1.14. — La catégorie A est par définition une sous-catégorie pleine de Cat. On
rappelle que le foncteur nerf N : Cat — A, C —> N C, est le foncteur qui & une
petite catégorie C' associe I’ensemble simplicial A,, —= Homey (A, C).

Lemme 2.1.15. — Soit A une petite catégorie admettant un objet final. Alors toute
fleche f: Ag —> N A est une extension anodine.

Démonstration. — Notons s : Ag —= N A la fleche correspondant au 0-simplexe dé-
fini par 'objet final de A. On vérifie facilement que ce morphisme est un rétracte
par déformation fort, et donc qu’il est une extension anodine de A en vertu du
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lemme 1.3.38. En outre, pour ¢ = 0,1, le morphisme 67 : A9 — A; est une ex-
tension anodine. Si f : Ag —= N A est un morphisme quelconque, il existe une fleche
h: Ay — N A telle que hd! = f et hé? = s. Supposons que [ soit distinct de s.
Alors h est un monomorphisme, et comme 69 et s sont des extensions anodines, il
résulte du corollaire 1.3.58 qu’il en est de méme de h. On en déduit que f est une
extension anodine. Od

Proposition 2.1.16. — Soient A, B deuz petites catégories admettant un objet final.
Alors toute fleche f : N A — N B est une équivalence faible absolue.

Démonstration. — Le choix d’un 0-simplexe de N A, par exemple celui défini par
I'objet final de A, définit un triangle commutatif

SN\

NA———>NB

dont les fleches obliques sont, en vertu du lemme précédent, des extensions anodines.

L’assertion résulte donc de la proposition 1.3.57. O
Lemme 2.1.17. — Soit C une classe de fléches de A satisfaisant aux conditions sui-
vantes.

(a) La classe C est stable par compositions et par images directes.

b) Sif: X —Y etg:Y — Z sont deux monomorphismes de ﬁ, etsifetgf
sont dans C, alors g est dans C.

(¢) Pour tout m > 0, toute fleche Ay — A,,, est dans C.

Alors pour tout m > 0, la fleche

0] X 1a,, 14, — Ay xA4,, =01,

m

est dans C.

Démonstration. — Pour tous m, n > 0, et tout monomorphisme 4,, — A,, en
choisissant un morphisme Ag — A4A,,, et en considérant le triangle commutatif

Ao A,
A,

on remarque que les conditions (b) et (¢) impliquent que A, — Ay, est dans C.
Soit m > 0. Pour 0 < k < m, on définit des monomorphismes de A

Uy : Ay — Ay X Ay

bat 0 (0,1) si 0<I<k
u =
F (L,I—1) si k<l<m+1
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En posant Ly = Upgr/ <k Imuy,, 0 < k < m, on obtient une suite de sous-objets
Apy1>~LoC Ly C---CL, =24; x4, ,
telle que pour 0 < k < m, on ait Ly NImuy , ~ Ay, Uinclusion
Ly NImugy; — Imug,,

s’identifiant au monomorphisme 61“,;:11 1 Ay —> Apt1- On a donc des carrés cocar-
tésiens du type

k+1
m+1

Am Am-f—l

L

Ly —— Lkt J
et la condition (a) entraine que l'inclusion Ly — Ly est dans C, ce qui implique
qu’il en est de méme de la fleche composée ug : Apy1 =~ Lo —> Ly, = A1 X A,
En vertu de (a) et (c), on en déduit que les morphismes Ay —= A; x A, définis
par (0,0) et (1,0) sont dans C, et par suite, par (b) et (c¢), que les morphismes
05 X 14, : Ay — Ay X Ay, sont aussi dans C. O

Remarque 2.1.18. — Dans le lemme précédent, on peut remplacer la condition (c¢) par
la condition plus faible
(") Pour tout m > 0, les fleches

0

Ay —s A, et A —"s A,
O—>90 OF———>m

sont dans C.

En effet, pour tout k&, 0 < k < m, on a un carré cocartésien

O P
-0
Ym—k

0 Ap——ADm—k 1

] ]

k Ap——A4n I+k
[

le composé Ay —= A,, étant défini par 0 — k.

-~

Théoréeme 2.1.19. — La classe des extensions anodines de A est la plus petite classe
C de fleches de A satisfaisant auz conditions suivantes.

(a) La classe C est stable par images directes, par compositions transfinies, et par
rétractes.
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—~

(b) Si f: X —Y etg:Y — Z sont deux monomorphismes composables de A
et si f et gf sont dans C, alors g est dans C.
(¢) Pour tout m = 0, toute fleche Ag —= Ay, est dans C.

Démonstration. — La classe des extensions anodines satisfait aux conditions (a), (b),
et (¢) en vertu de la remarque 1.3.11, du corollaire 1.3.58, et du lemme 2.1.15 respecti-
vement. D’autre part, il résulte du lemme précédent que les conditions (a), (b), et (¢)
impliquent que pour tout m > 0, les morphismes 6{ x1a,, : Ay —> A1 XAy, e =0,1,
sont dans C. La proposition 1.1.16, appliquée aux foncteurs F' = 13, G = A x 153,
aux morphismes de foncteurs 6f x 11, € = 0,1, et a la classe formée des monomor-
phismes appartenant & C, implique donc, en vertu de la proposition 2.1.12, que pour
tout ensemble simplicial X, les morphismes 6§ x 1x : X — A; x X sont dans C. Le
théoréme résulte alors du corollaire 1.3.59. O

-~

Corollaire 2.1.20. — La classe des co-équivalences de A est la plus petite classe C de
fléches de A satisfaisant auz conditions suivantes.

(a) La classe des monomorphismes de A appartenant a C est stable par images
directes, par compositions transfinies, et par rétractes.

(b) Si dans un triangle commutatif de A deuz des trois fléches sont dans C, il en
est de méme de la troisiéme.

(¢) Pour tout m > 0, la fléeche A,, — Ag est dans C.

Démonstration. — Le corollaire résulte aussitot du scholie 1.3.45, et du théoréeme
précédent, appliqué & la classe des monomorphismes de A appartenant a C. O
Corollaire 2.1.21. — Le A-localisateur Wy, est le A-localisateur engendré par les mor-

phismes Ay, —> Ag, m = 0.
Démonstration. — Cela résulte du corollaire 1.4.7, et du corollaire précédent. O

Corollaire 2.1.22. — Soient A wune petite catégorie, W un A-localisateur, et F
A—=A un foncteur commutant aux petites limites inductives et respectant les
monomorphismes. Si pour tout m > 0, le morphisme FA,, — FAq est dans W,
alors le foncteur F' transforme les co-équivalences en W-équivalences.

Démonstration. — La classe des fleches de A dont I’image par F' est dans W satisfait,
en vertu du corollaire 1.4.7, aux conditions (a), (b), et (¢) du corollaire 2.1.20, ce qui
prouve ’assertion. O

2.1.23. — On rappelle que si v : A — C est un foncteur défini sur une petite caté-
gorie, et a valeur dans une catégorie admettant des petites limites inductives, il existe
un unique foncteur wu, : A—=C qui commute aux petites limites inductives prolon-
geant u, et que le foncteur u, admet un adjoint a droite, noté v* : C — A\, défini par
¢+ (a — Homeg(u(a), c)).
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Proposition 2.1.24. — Soit i : A — Cat un foncteur satisfaisant auxr conditions
sutvantes :

(a) pour tout m > 0, i(A,,) admet un objet final;

(b) i(d1) # i(dY).
Soit Ni: A —= A le composé de i avec le foncteur nerf, et posons F' = (N i),. Alors
le foncteur F : A—A respecte les extensions anodines.

Démonstration. — La condition (b) implique en vertu du lemme 2.1.10 que le foncteur
F' respecte les monomorphismes. Comme ce foncteur commute aux petites limites
inductives, on en déduit que la classe des fleches de A dont I'image par F est une
extension anodine satisfait aux conditions (a) et (b) du théoréme 2.1.19. D’autre part,
en vertu des propositions 1.3.56 et 2.1.16, la condition (a) de la proposition implique
que cette classe satisfait aussi a la condition (¢) du théoréme. On en déduit qu’elle
contient les extensions anodines, ce qui prouve la proposition. O

Proposition 2.1.25. — Soient i, : A — Cat, ¢ = 0,1, deux foncteurs satisfaisant aux
conditions suivantes :

(a) pour tout m = 0, i.(A,,) admet un objet final;

(b) i.(61) # i (7).
On pose F, = (Ni,), : A— ZAS, e = 0,1. Alors tout morphisme de foncteurs a :
Fy — Fi est une équivalence faible absolue argument par argument.

Démonstration. — Les foncteurs Fy et F} commutent aux petites limites inductives,
et il résulte de la condition (b) et du lemme 2.1.10 qu’ils respectent les monomor-
phismes. En vertu du corollaire 2.1.13, (b), il suffit donc donc de prouver que pour
tout m > 0,

ap,  Fo(Am) = Nig(An) — Ni(An) = Fi(4n)
est une équivalence faible absolue. Mais cela résulte de ’hypothese (a) et de la pro-
position 2.1.16. O

2.1.26. — On introduit a présent les foncteurs de subdivision barycentrique et
d’extension de Kan (d’apres [91]). Soit Ord la catégorie des ensembles ordonnés.
On définit un foncteur ¢ : Ord —= Cat, qui & chaque ensemble ordonné E, associe
I’ensemble des sous-ensembles totalement ordonnés finis et non vides de F, ordonné
par linclusion (puis vu comme une catégorie), et & chaque application croissante
f + E— F, associe I'application croissante f : EE — &F, S+ f(5). En com-
posant avec le foncteur nerf N : Cat — A on obtient un foncteur N ¢ : Ord — A.
Comme A est une sous-catégorie pleine de Onf , cela définit par restriction un foncteur
oA — 3, A, —> N£&A,. On obtient ainsi un foncteur

Sd =oy: A—A,
lequel admet un adjoint a droite

Er=o0":A—A .
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Explicitement, pour tout ensemble simplicial X, et tout entier m > 0,
(Ex X)pm = Homg (N A, X) .

On remarque que pour tout ensemble ordonné E, il existe une application croissante
ap : EE — E, qui & S C E associe max S. Si h : A — A est le plongement de
Yoneda, cela définit un morphisme de foncteurs a : ¢ — h, d’ott un morphisme
de foncteurs o : Sd — 1x. Par adjonction, on obtient un morphisme de foncteurs
B : 13 — Ez. Il est immédiat que le foncteur Sd respecte les monomorphismes en
vertu du lemme 2.1.10, et comme pour tout m > 0, a,, : Sd Ay = NEA, — Ay,
est un épimorphisme, pour tout ensemble simplicial X, By : X — Ez X est un
monomorphisme.

Corollaire 2.1.27. — Le foncteur Sd respecte les extensions anodines, et le foncteur
Fzx respecte les fibrations de Kan. De plus, le morphisme de foncteurs o : Sd — 13
est une équivalence faible absolue argument par argument.

Démonstration. — Le corollaire résulte aussitot des propositions 2.1.24 et 2.1.25, et
d’un argument standard d’adjonction. O
2.1.28. — Soit Y un ensemble simplicial. On définit un foncteur

SdY :A)Y — A)Y
en posant pour tout objet (X, f: X —Y) de K/Y7
SdY (X, f) = (Sd X, ay Sd f) = (Sd X, fax) ,
et pour toute flache g : (X, f) — (X', f) de AJY, Sd¥ (g) = Sd g.

g

X—X SdX—>bdX’
SdY =
N/ \ e
Y

On définit un morphisme de foncteurs a¥ : Sd¥ —= lg/y, par a{x,f) = ay, pour
(X,f)eOb A/Y.

SdX —X—> X
Y _
A = fax %
Y

Le foncteur Sd* admet un adjoint & droite Ez" : K/Y — K/Y, tel que pour tout
objet (X, f: X —Y)de A/Y,

ExY (X, )= (Y Xgoy Bx X, Y Xy Bz X —Y) ,

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2006



94 CHAPITRE 2. YOGA SIMPLICIAL

o Y X gy Ex X — Y désigne le morphisme obtenu de Ez f : Ex X — Ez Y par
le changement de base By : Y — Ez Y. Le morphisme de foncteurs oY définit par
adjonction un morphisme de foncteurs 5Y : 1 Ay — EzY tel que pour tout objet

(X,f: X —Y)de AJY,
Blx.py = (f:Bx): X —Y Xppy Bz X

soit le morphisme déduit du carré commutatif

x 2 e x

| |

Y—EzY
By

En considérant la structure homotopique sur A/Y induite par celle sur A (cf. 1.3.54),
il résulte du corollaire 2.1.27 que le foncteur Sd¥ respecte les extensions anodines de
A /Y, et que oY est une équivalence faible argument par argument. Par un argument
standard d’adjonction, on en déduit que Ez¥ respecte les fibrations naives de A /Y,
et en particulier les objets fibrants.

Lemme 2.1.29. — Soient C une catégorie de modéles fermée, G : C — C un endo-
foncteur admettant un adjoint a droite D, et respectant les cofibrations et les cofibra-
tions triviales. On se donne aussi un morphisme de foncteurs o : G —= 1¢, on note
B :1c — D le morphisme obtenu par adjonction, et on suppose que pour tout objet
cofibrant X de C, le morphisme o est une équivalence faible. Alors pour tout objet
fibrant X, le morphisme Bx : X — DX est une équivalence faible.

Démonstration. — Cela est un cas particulier de [74, corollaire 1.4.4 (b)]. O

Proposition 2.1.30. — Pour toute fibration de Kan p : X —=Y, le morphisme
(p,Bx): X —Y Xpyy Ex X est une extension anodine.

Démonstration. — Soit p : X — Y une fibration de Kan. On va appliquer le
lemme précédent a la catégorie de modeles fermée sur A /Y définie par la structure
homotopique induite sur A/Y, au couple de foncteurs adjoints SdY, EzY, et aux
morphismes de foncteurs oY : Sd¥ — 15/)/7 By . IB/Y — Ez¥. Comme le fonc-
teur Sd respecte les monomorphismes, il en est de méme pour SdY7 et comme oY
est une équivalence faible argument par argument, SdY respecte les équivalences
faibles. Le foncteur SdY respecte donc les cofibrations et les cofibrations triviales

de A/Y Comme p est une fibration de Kan, (X,p) est un objet fibrant de A/Y,
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et il résulte du lemme précédent que

. (p.Bx) PP v py Er X
(Xap) —()EL)ExY(va) \ /

est une équivalence faible de ﬁ/ Y. Le morphisme (x étant un monomorphisme,
il en est de méme de ﬂ X,p)7 4 qui est donc une cofibration triviale de A/ Y. Mais
(X, p) est un objet ﬁbrant de A/Y, donc EzY (X, p) aussi, et par suite il résulte du
corollaire 1.3.35 que [5’( x,p) €st une extension anodine de A/ Y. On en déduit que
p,8x): X —Y Xpgpy Ez X est une extension anodine de A. O

2.1.31. — Pour n > 0, on a un morphisme de foncteurs
Bpgn : Bx"™ — Ez"t1 |

ce qui définit un systeme inductif de foncteurs,

IR — Bz — -+ — Ex" — Er™tt — ...
On obtient ainsi un foncteur

Ez® =limEz": A — A .
On définit par récurrence des morphismes " : 1x —> Ez" par 3% =1, , et g71! =
A A

BEznB". Cela induit un morphisme de foncteurs 5% : 13 — Ez™

Corollaire 2.1.32. — Pour toute fibration de Kanp : X — Y, le morphisme (p, BF) :
X — Y Xpggoy Bz X est une extension anodine.

Démonstration. — Le morphisme (p, %) est le composé transfini de la suite

1y X 8puny BEanx
X=>Y Xpgy BEx X = > Y Xggny E2"X ——————Y Xpgynt1y Ex"tiX >

Comme le foncteur Ez respecte les fibrations de Kan (2.1.27), Exz" p est une fibration
de Kan, et le carré cartésien

Y Xggny B2 X —— Ex" X
Pnl lEx"p
Y———FEz"Y

implique que le morphisme p, est une fibration de Kan. En vertu de la proposi-
tion 2.1.30, appliquée a la fibration de Kan p,, la fleche

Y X Ezny E.TnXMY XEBEzY E'a:(Y X EBznY EInX)

est une extension anodine, et les isomorphismes

Y Xgoy Br(Y Xgeny Ex"X)>Y X gy Bz Y X gpnsry Bt TP X ~Y X grnir y Bz 1 X
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identifient cette fleche au morphisme 1y xg,, ., Bgz» x. Le lemme résulte donc de la
stabilité des extensions anodines par compositions transfinies. O

2.1.33. — On définit a présent la catégorie CS des complexes simpliciauz combina-
toires : un complexe simplicial combinatoire est un couple X = (E,®), ou F est un
ensemble ordonné, et ou @ est un sous-ensemble de £E tel que pour tous S € ¢, 5’ C S,
si 8" # @, alors S’ € &, et tel que pour tout élément x de E, le singloton {x} soit dans
@. Un morphisme de complexes simpliciaux combinatoires f : (Fo,®o) — (E1,P1)
est une application croissante f : Ey — Fj telle que f($y) C ®1. On a un fonc-
teur évident k : A — CS, défini par A,, — (A4,,£4,,) (cf. 2.1.26), ce qui induit un
foncteur
K*:CS — A , X +— (A, — Hom¢s(kA,, X)) .

Concrétement, si X = (F,®) est un complexe simplicial combinatoire, un n-simplexe
de k* X est une application croissante f : A,, — E telle que f(A4A,) € ¢. On remarque
que si E est un ensemble ordonné, alors k*(F,£FE) n’est autre que le nerf de E.

Exemple 2.1.34. — On note ®F (resp. 3®,,) 'ensemble des parties non vides de A,, qui
ne contiennent pas {0, ...,k—1,k+1,...,n} (resp. {0,...,n}). Alors 6*(A4,,®*) = AL
(resp. K* (A, 0P,) = 0A,).

2.1.35. — Soit X = (E,®) un complexe simplicial combinatoire. On définit un mor-
phisme naturel

Sdk*X — N&

(on @ est vu comme un sous-ensemble ordonné de £F, et donc comme une catégorie)
de la maniere suivante. Par définition, on a

Sdk*X = lim NE&A,
—
f:An — FE
croissante
f(An)ed
Pour toute f : A, — E croissante telle que f(A,) € &, on définit une application
croissante

A, — D (Sc A, — f(9),
d’oli un morphisme d’ensembles simpliciaux N £A,, — N @. Par la propriété uni-

verselle des limites inductives, on en déduit le morphisme annoncé Sd k*X — N .

Lemme 2.1.36. — Si E est un ensemble ordonné, alors le morphisme canonique
Sd N E — NE&FE est un isomorphisme.

Démonstration. — L’assertion est vraie par définition si £ = A, pour n > 0. Elle est
donc vraie pour tout ensemble totalement ordonné fini E (le cas E = & est trivial).
D’autre part, tout ensemble ordonné F est la réunion de ses parties finies et totalement
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ordonnées. Si P désigne I’ensemble des parties finies et totalement ordonnées de E, il
suffit de montrer que les morphismes évidents

lim NS— NE et lim N{S— NEE
Sep Sep

sont des isomorphismes. Comme les sous-objets de N E (resp. de N £F) de la forme
N S (resp. de la forme N £S), S € P, sont stables par intersections finies, cela peut
encore se reformuler en disant que N E (resp. N £F) est la réunion de ses sous-objets
de la forme N S (resp. de la forme N £S), S € P, ce qui est évident. O

Lemme 2.1.37. — Pour tout complexe simplicial combinatoire X = (E,®), le mor-
phisme canonique Sd k*X —= N @ est un isomorphisme.

Démonstration. — Considérons le monomorphisme X = (E,®) — (E,¢E) de CS,
et le carré commutatif correspondant

SdK*(E, &) —— Sd k*(E,£E)=Sd N E

| l

N —— > NEE

Comme les foncteurs Sd, x* et N respectent les monomorphismes, les fleches horizon-
tales sont des monomorphismes, et il résulte du lemme précédent que la fleche verticale
de droite est un isomorphisme. On en déduit que la fleche verticale de gauche est un
monomorphisme. Il nous reste donc a vérifier que cette fleche est aussi un épimor-
phisme. Considérons un n-simplexe Sy C -+ C S, de N @. Il définit un n-simplexe de
N £S,, dont I'image par I'inclusion de N ¢S, dans N @ est notre n-simplexe préféré.
Or il résulte de la construction méme de Sd X que l'inclusion de N £S5, dans N @ se
factorise par Sd X, ce qui prouve la propriété voulue. O

Remarque 2.1.38. — Le composé de l'isomorphisme inverse N & — Sd k*X et du
morphisme «a, .y : Sd K*X —= k*X est le morphisme N & — x*X associant a un
m-simplexe Sg C S; C --- C S,,, de N & le m-simplexe de k* X défini par 'application
croissante

Ay —E | k —> max Sy .

Pour le voir, on se raméne aussitot par fonctorialité au cas ot X = (A4,,£A4,,), auquel
cas il s’agit de la définition méme de a.

La proposition ci-dessous est issue de [91], et la démonstration que nous en donnons
ici est essentiellement 'originale.
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Proposition 2.1.39 (Kan [91]). — Pour tout ensemble simplicial X, Ez*™ X est un
compleze de Kan.

Démonstration. — Soient n > 1, et 0 < k < n. On va montrer 'existence d’un
morphisme F : §d* A,, — Sd A*F rendant commutatif le triangle

Sd o
Sd* Ak ' Sd Ak
Sd? Ay,

En vertu des lemmes précédents et de ’exemple 2.1.34, on a
Sd Ak = Sdk*(A,,®%) ~ N ok |
Sd* AF ~ Sd N &F ~ N edF |
Sd® A, ~ N £2A,, ,

et il résulte de la remarque 2.1.38 que le morphisme Sd c,, s’identifie au nerf de

I’application croissante
ak . edk — ok S {max S| S e S}.

Il suffit donc de construire un triangle commutatif d’ensembles ordonnés

f@k ————-> @k
24,

On définit une application (non nécessairement croissante) ¢k : £4,, —= A,, en posant
pour S € £A,, ck(S) = max S si S est dans @£, et c£(S) = k sinon, d’ott une
application croissante

EA, — €4, ,  S—={F(©)|SeS}.

Il est immédiat que cette application se factorise par ¥, et définit une application
croissante b : £2A,, — ®F rendant commutatif le triangle ci-dessus.

Montrons a présent que pour tout ensemble simplicial X, et pour tout morphisme
a:A¥ — Bz X, il existe une fleche b: A, — Ez? X telle que le carré

A — > pr X

| la

Ay = Ez? X

ASTERISQUE 308



2.1. ENSEMBLES SIMPLICIAUX 99

soit commutatif. En effet, la donnée de a correspond par adjonction a la donnée d’un
morphisme u : Sd AX —= X et en vertu de ce qui précede, on obtient un diagramme

commutatif
d o,k

Sd oy,
Sd* Ak Sd Ak

|

Sd? A,

u

X

Le morphisme u¥* correspond par adjonction & un morphisme b qui rend commutatif
le carré ci-dessus.

Montrons enfin que pour tout ensemble simplicial X, I’ensemble simplicial Fz*° X
est un complexe de Kan. Soit A¥ — Ez°° X un morphisme d’ensembles simpliciaux.
Comme AX est de présentation finie, ce morphisme se factorise par Ez™ X pour un
entier m assez grand, et en vertu de ce qui précede, on a un diagramme commutatif

AP — s Py X ———> Er™® X
An __b> E£E7n+1 D'
La proposition 2.1.4 achéve donc cette démonstration. O

Corollaire 2.1.40. — Pour toute fibration de Kan p, Ex° p est une fibration entre
objets fibrants.

Démonstration. — Cela résulte directement de la construction du foncteur Fz°°, du
corollaire 2.1.27, et des propositions 2.1.39, 2.1.6 et 1.3.36. O

Proposition 2.1.41. -— Toute fibration de Kan est une fibration.

Démonstration. — En vertu de la proposition 1.3.47, il suffit de montrer que toute
fibration de Kan p : X — Y se décompose en une extension anodine suivie d’une
fibration. En considérant le carré cartésien

Y Xggoy Bz X —— FEz>® X

P — 0 )
Y 5 Ex>Y

il résulte du corollaire précédent que g est une fibration. Comme p est le composé

(.85
X 20 Y oy Bz° X —2>Y

Passertion résulte du corollaire 2.1.32. O
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Théoreme 2.1.42 (Quillen [109]). — La catégorie des ensembles simpliciaux admet une
structure de catégorie de modéles fermée propre, dont les cofibrations sont les mono-
morphismes, les cofibrations triviales, les extensions anodines, et les fibrations, les
fibrations de Kan.

Démonstration. — Cela résulte des propositions 2.1.5, 1.3.47, et 2.1.41. O

2.2. Caractérisation locale de la classe des oc-équivalences

2.2.1. — On définit le foncteur « ensemble des composantes connexes »
o : A —> Ens
comme ’adjoint a gauche du foncteur
p*Azfns——>£ Er— Ilg Ay .
On vérifie facilement que pour tout ensemble simplicial X, on a une bijection naturelle

Homﬁ((s;,X)

(2.2.1.1) mo(X) ~ Coker (X1 ~ Homjg (A1, X) Homz (Ag, X) ~ Xo) .

Homﬁ(d?,X)

Autrement dit, mo(X) est I'’ensemble des classes de A;-homotopie de 0-simplexes
de X. On appelle 0-équivalences les morphismes de A qui induisent une bijection
apres application du foncteur mg.

Lemme 2.2.2. — Les 0-équivalences forment un A-localisateur qui contient les
oo-Eéquivalences.

Démonstration. En considérant sur Ens la structure de catégorie de modeles fer-
mée ayant comme fibrations et cofibrations toutes les applications et comme équiva-
lences faibles les bijections, et sur A celle du théoréeme 2.1.42, on remarque que le
foncteur pj respecte les fibrations. Par un argument standard d’adjonction, on en dé-
duit que le foncteur 7y respecte les cofibrations triviales, et il résulte alors du lemme
de Ken Brown [74, lemme 1.1.12] que 7y respecte les équivalences faibles, autrement
dit, que toute oo-équivalence est une 0-équivalence. En particulier, toute fibration
triviale est une 0-équivalence, et comme le foncteur my commute aux petites limites
inductives, on en déduit aussitot le lemme. O

Définition 2.2.3. — Soient A une petite catégorie, W une classe de fleches de 2, et
p: X — Y un morphisme de A.
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Le morphisme p est une W-fibration faible si pour tout élément f : K — L de W,
et pour tout morphisme L — Y de A, si on forme les carrés cartésiens suivants,

Kxy X —2sLxyX—sX

N

K L Y ’

la fleche g appartient a W.
Le morphisme p est W-localement constant si pour tout morphisme f : a’ — a de
A, et pour tout morphisme a — Y de A, si on forme les carrés cartésiens suivants,

g
adxy X —axy X —X

N

a a Y )

la fleche g appartient a W.
Le morphisme p est une W-équivalence universelle si pour toute fleche Y — Y,
le morphisme image réciproque p’ : X’ — Y’ appartient a4 W.

X' =Y xy X —X

Y —Y

Exemple 2.2.4. — 11 résulte du théoreme 2.1.42 et de la proposition 1.5.18 que toute
fibration de Kan est une W-fibration faible. Plus généralement, pour toute petite
catégorie A et pour tout A-localisateur propre W, toute fibration au sens de W est une
W-fibration faible. Pour tout ensemble simplicial X, le morphisme canonique de X
vers l'objet final Ag de A est une Wo-fibration faible (stabilité de Wo, par produits
finis). Tout morphisme d’ensembles simpliciaux qui est une W-fibration faible est
un morphisme W.-localement constant (toute fleche de la forme A, — A,, étant
une W.-équivalence faible). La proposition 2.2.6 montre que la réciproque est vraie
aussi.

Proposition 2.2.5. — Soit W un A-localisateur. Un morphisme d’ensembles simpli-
ciaur p : X —>Y est W-localement constant si et seulement si pour tous carrés
cartésiens de la forme

Kxy X —2sLxyX —s=X

N N

K 7 L Y ’

si [ est une W -€quivalence, alors g est une W-équivalence.
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Démonstration. — Il est évident que cette condition est suffisante, et il résulte aussitot
des théoremes 2.1.42 et 2.1.19 assortis des sorites 1.5.9 qu’elle est nécessaire. O
Proposition 2.2.6. — Soit p : X — Y wun morphisme d’ensemble simpliciauz. Les

conditions suivantes sont équivalentes.

(a) Pour tout morphisme Z —= Y, le carré cartésien

Z Xy X —= X

Il

Z————>Y

est homotopiquement cartésien.
(b) La fléeche p est une W -fibration faible.
(¢) Le morphisme p est W -localement constant.

Démonstration. — L’équivalence des conditions (a) et (b) résulte de la proposi-
tion 1.5.18, et celle des conditions (b) et (¢) est un cas particulier de la proposition
ci-dessus. |

On dit qu’un ensemble simplicial X est co-asphérique si le morphisme X — Agp
est une oo-équivalence.

Corollaire 2.2.7. — Soit p : X — Y un morphisme W, -localement constant. Les
conditions suivantes sont équivalentes.

(a) La fleche p est une co-équivalence.

(b) Le morphisme p est une oo-équivalence universelle.

(c) Les fibres de p sont co-asphériques.

(¢/) Chagque composante connexe de'Y posséde un 0-simplexe y tel que la fibre de
p en y soit co-asphérique.

Démonstration. — L’équivalence des conditions (a) et (b) résulte immédiatement du
critére (a) de la proposition 2.2.6, et P'implication (b) = (c) est évidente. Montrons
I'implication (¢) = (a). Notons D la classe des ensembles simpliciaux Y tels que pour
toute fleche v : Y/ —= Y/, si 'on forme le carré cartésien

X —t=X

Y/T>Y )
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le morphisme p’ soit une oo-équivalence. Il résulte du lemme 1.4.15 et du corol-
laire 1.4.7 que la classe D est saturée par monomorphismes. D’autre part, pour tout
m > 0, et tout morphisme A,, — Y, si on choisit une flecche Ag — A,,, et si on
forme les carrés cartésiens

A()XyX—)AmXYX—)X

l R

AO Anz Y ’

la proposition 2.2.6 implique que le morphisme Ay xy X — A,, Xy X est une
oo-équivalence. Comme par hypothese Ag xy X — Aj est une oco-équivalence, on
en déduit, par saturation faible, qu’il en est de méme de A,, Xy X — A,,, ce qui
prouve que 4A,, est dans D. La proposition 2.1.12 implique alors que Y est dans D,
et en prenant le morphisme identique 1y : Y — Y, on en déduit que p est une
oo-équivalence.

Il reste & montrer 1’équivalence des conditions (c¢) et (¢’). L’implication (¢) = (¢’)
est évidente. Montrons I'implication (¢) = (c¢). Il suffit de montrer que si yo et y; sont
deux 0-simplexes appartenant & une méme composante connexe de Y, et si la fibre de
p en yo est co-asphérique, alors il en est de méme de la fibre de p en y;. Cela résulte
aussitot du fait que le morphisme p est Wo-localement constant, en remarquant que
cela implique que pour tout 1-simplexe y : A; — Y de Y, la fibre de p en yg = yd3,
ou en 3, = yd?, est co-asphérique si et seulement si le produit fibré A; xy X Pest. O

Lemme 2.2.8. — Soit X un complexe de Kan. On suppose que pour tout m > 0, toute
fleche 0A,,, — X est homotope & un morphisme constant. Alors X est contractile.

Démonstration. — On va montrer que la flecche X — Ag est une fibration triviale,
i.e. qu’elle satisfait a la propriété de relevement a droite relativement aux inclusions
04,, — A, m > 0. Soit u : 0A,, —= X un morphisme. Par hypothese, il existe
une fleche h : A; x 94, — X, et un O-simplexe x de X tels que le diagramme
suivant soit commutatif.

A,
Lk xla;x\\
A, x A, ”/ X

§Yx1
1 647/ A x
0
8Am /
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Soit v : A,, — X le morphisme constant de valeurs z. Comme X est un complexe
de Kan, il existe un relévement

AL X 0 U1} x Ay — 2 x
_ 7
_ Tk
Al X Am/
On pose Il =k | {0} x A, = k(61 x 14,,). Alors [ : A, — X reléve u. O

On renvoie par exemple & [60, chap. VI, §3] ou & [64, chap. I, section 1.7] pour la
définition des groupes d’homotopie d’un ensemble simplicial pointé.

Lemme 2.2.9. — Pour qu’un complexe de Kan X soit co-asphérique, il faut et il suffit
qu’il soit connexe, non vide, et que tous ses groupes d’homotopie soient triviaux, au-
trement dit, que pour tout 0-simplexe x de X, et tout entier m > 1, le groupe 7, (X, x)
soit trivial.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement du lemme précédent. ]

Le lemme 2.2.2 et le corollaire 2.2.7 déterminent totalement W, dans le sens
suivant.

Théoréeme 2.2.10. — Soit W un A-localisateur vérifiant les propriétés suivantes.

(i) Toute W-équivalence est une 0-équivalence.

(ii) Un morphisme W-localement constant est une W-équivalence si el seulement
s’il est une W-équivalence universelle.

(iii) Pour tout ensemble simplicial X, le morphisme canonique de X wvers l’objet
final Ay de A est W-localement constant.

Alors W = W,.
Démonstration. — On va procéder en plusieurs étapes.
2.2.10.1. — Toute co-équivalence est une W-équivalence.

En effet, il résulte de (i) que pour tout ensemble simplicial X, la projection
A x X — X est une W-équivalence, ce qui permet de conclure en vertu de la défi-
nition méme de W (cf. 2.1.3).

2.2.10.2. — Une fibration de Kan est une W-équivalence si et seulement si elle est
une W-équivalence universelle.

Toute fibration de Kan est Woo-localement constante (voir 'exemple 2.2.4) et donc
est W-localement constante en vertu de 2.2.10.1. L’assertion résulte donc de la condi-
tion (7).
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2.2.10.3. — Soit X un complexe de Kan tel que la fleche canonique X — Aq soit
une W-équivalence. Alors X est oo-asphérique.

1l résulte de la condition (i) que mo(X) est ensemble & un élément, et donc en
particulier que X n’est pas vide. Soit « un 0-simplexe de X. Comme X est un complexe
de Kan, le morphisme canonique (ott Hom désigne le Hom interne de A)

q: Hom(A, X) — X x X ~ Hom(0A;, X)

est une fibration de Kan (cf. [60, chap. VI, §4.3]). D’autre part, si on forme les carrés
cartésiens

UX,z) — P (X,z) — Hom(A,, X)

L )

A() - X (1x.2) X X X
l lpm
Ag X J

on obtient un diagramme dont toutes les fleches verticales sont des fibrations de Kan.
Le morphisme composé Hom(A;, X) —= X est une fibration triviale, et il résulte
de 2.2.10.2 que pro : X x X — X est une W-équivalence. On en déduit que le mor-
phisme ¢ est une W-équivalence. Par conséquent, en vertu encore de 2.2.10.2, Q(X, x)
est un complexe de Kan dont la fleche canonique vers Ag est une W-équivalence. En
itérant cette construction, on obtient une suite Q" (X, x) de complexes de Kan véri-
fiant la méme propriété, telle que meQ™(X, z) soit le n-iéme groupe d’homotopie de
X au point z. La condition (i) et le lemme 2.2.9 impliquent donc l’assertion.

2.2.10.4. — Toute fibration de Kan qui est une W-équivalence est une co-équivalence.

Considérons une fibration de Kan p : X — Y qui soit aussi une W-équivalence.
En vertu de 2.2.10.2 et 2.2.10.3 les fibres de p sont oco-asphériques. Comme toute
fibration de Kan est un morphisme Wqo-localement constant (2.2.4), il résulte du
corollaire 2.2.7 que p est une oo-équivalence.

2.2.10.5. Toute W-équivalence est une oo-équivalence.

Cela résulte immédiatement de 2.2.10.1, de 2.2.10.4, et de ’existence pour tout
morphisme de A d’une factorisation en une extension anodine suivie d’une fibration
de Kan. 0

Le reste de ce paragraphe est consacré a une démonstration élémentaire du théo-
reme de Whitehead [60, chap. VI, §5.6.1], n’utilisant pas la théorie des fibrations
minimales.
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Lemme 2.2.11. — Soient X un ensemble simplicial, et m un entier, m > 1. On consi-
dére deux 0-simplezes x et x, dans une méme composante connexe de X. Alors si le
groupe wm (X, zy) est trivial, il en est de méme du groupe mm (X, ;).

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur m. On peut supposer que X est
un complexe de Kan. Il existe alors un 1-simplexe x : A; — X tel que z, = x4} et
x; = 269, et le morphisme canonique

q: Hom(Ay, X) — X x X ~ Hom(0A,, X)

est une fibration de Kan ([60, chap. VI, §4.3]). Considérons le diagramme formé de
carrés cartésiens

(X, z,) — QX 2) —> Hom(A,, X)

ST e

Ay Ay XxX

sie (z.2)

dont les fleches verticales sont des fibrations de Kan. Il résulte du théoreme 2.1.42 que
fe est une oo-équivalence. En particulier, en vertu du lemme 2.2.2, on a des bijections

71 (X, 20) =~ mo(QUX, 7)) = mo(QUX, 7)) ~ mo (UX, 7)) = m (X, 24) ,

ce qui prouve l’assertion pour m = 1. Supposons ’assertion établie pour m, et dé-
montrons la pour m + 1. Comme f. est une oo-équivalence, on a des bijections

T (X, 20) > o, (UX, 2.), ) ~ 7, (UX 1), fe(2)) s e=0,1.

D’autre part, le morphisme A; x Ay — X obtenu comme le composé de la premiere
projection sur A; et de 2 définit un morphisme t de A; vers Hom(A;, X) tel que
gt = (x,z). On en déduit I’existence d’une section s du morphisme de Q(X, z) vers A;
telle que s81~° = f.(z.) pour € = 0, 1. En particulier, les O-simplexes f,(z) et f,(z,)
sont dans une méme composante connexe de (X, x), et par hypothese de récurrence,
comme m,, (X, z), fo(xy)) est trivial, il en est de méme de 7, (X, x), f;(x,)), ce

qui acheve la démonstration. O
Proposition 2.2.12. — Soit X un ensemble simplicial. Les conditions suivantes sont
équivalentes.

(a) L’ensemble simplicial X est co-asphérique.

(b) L’ensemble simplicial X est connezxe, non vide, et pour tout 0-simplexe x de
X, et tout entier m 2 1, le groupe mm (X, x) est trivial.

(b") L’ensemble simplicial X est conneze, et posséde un 0-simplexe x tel que pour
tout entier m = 1, le groupe 7, (X, x) soit trivial.

Démonstration. — Les implications (a) = (b) = (V') sont évidentes. Pour montrer
Pimplication (¢’') = (a), on peut supposer que X est un complexe de Kan, et I’assertion
résulte alors des lemmes 2.2.9 et 2.2.11. |
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Corollaire 2.2.13. — Soit f : X — Y wun morphisme d’ensembles simpliciauz. Les
conditions suivantes sont équivalentes.

(a) Le morphisme f est une co-équivalence.

(b) L’application mo(f) : mo(X) — mo(Y') est bijective, et pour tout 0-simplexe x
de X, et tout entierm = 1, mp(f,x) : (X, ) — (Y, f(x)) est un isomorphisme
de groupes.

(b") L’application mo(f) : mo(X) —= mo(Y') est bijective, et chaque composante
connexe de X posséde un 0-simplexe x tel que pour tout entier m > 1, le morphisme
T (fy @) : T (X, ) — 7 (Y, f(z)) soit un isomorphisme de groupes.
Démonstration. — Les implications (a) = (b) = (V') sont évidentes. Démontrons
Iimplication (') = (a). En décomposant f en une extension anodine suivie d’une
fibration de Kan, on peut (en vertu du lemme 2.2.2 et de I'impication (a) = (b))
supposer que f est une fibration de Kan. Une fibration de Kan étant un morphisme
W .-localement constant (2.2.4), 'implication résulte alors du corollaire 2.2.7, de la
proposition précédente, et de la longue suite exacte des groupes d’homotopie associée
a une fibration de Kan ; voir [60, chap. VI, § 3.3] ou encore [64, chap. I, lemme 7.3]. O

2.3. Réalisations simpliciales

2.3.1. — Soient A une petite catégorie, et pr; : Ax A —> A, pry : A X A — Ales
projections canoniques, qui induisent deux foncteurs images inverses
pri‘:;l\—>A/>_<\A et pri A —>=AxA .

Comme la catégorie A admet un objet final, le foncteur pr; est toujours pleinement
fidele, ce qui permet parfois d’identifier A & une sous-catégorie pleine de A x A.
De méme, par abus de notations, si X, Y et T sont respectivement un préfaisceau
sur A, un ensemble simplicial, et un préfaisceau simplicial sur A (i.e. un objet de
A x A ~ Hom(A°? A)), on désigne respectivement par X x Y, X x T et T x Y les
préfaisceaux priX x pr3Y, priX x T et T x pr3Y sur A x A.

Lemme 2.3.2. — Soient A une petite catégorie, et M un modéle cellulaire de A. Alors
l’ensemble d’inclusions

{KxA,UL%x38A, —LxA, | K—~LeM,n>0}
est un modéle cellulaire de A x A.

Démonstration. — Pour n > 0, on définit la catégorie A¢,, comme la sous-catégorie
pleine de A dont les objets sont les ensembles ordonnés Ag pour k < n, et on note

in : Agn — A
le foncteur d’inclusion. On obtient de la sorte deux foncteurs

. —— o~ . x o~ —_—
iyt Agn — A et iyt A — Ay,
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le premier étant un adjoint & gauche du second. Suivant [60], cela permet de former
un foncteur squelette

Sk™ =i, if A —= A,
muni d’un monomorphisme fonctoriel canonique Sk™ — 13 (voir [60, chap. II, § 3]).
On a ainsi une filtration de 13 (cf. [60, chap. II, §3.5, corollaire 1, et §3.8])

g=8SktcSkc...cSk"cSk"tlc...c1x,

telle que 13 = h_mm Sk™. En appliquant cette construction argument par argument,
on obtient un foncteur noté aussi

Sk":m—>m,

et une filtration de 1-——. Pour chaque monomorphisme f : X — Y de m, on
montre facilement, en utilisant le carré cocartésien [60, chap. III, §3.2, Fig. 18], que
le carré suivant de A x A est cocartésien.

((Xn U (Sk'n-l Y)n) X An) U (Y;L X 6A'n) — XU Skn-l Y

| |

Y, x A, XUSE™Y

L’égalité Y = U,>0(X USE™ YY) montre donc que les monomorphismes de A x A sont
engendrés par les fleches de la forme

KxA,UL x 0A, — Lx A, ,

définies par un monomorphisme K — L de A\, et Iune des inclusions canoniques
0A,, — A,, n > 0. L’assertion résulte donc de 1.1.8. O

Lemme 2.3.3. — Soient A, B deuzx petites catégories, et F : AxA —> Bun foncteur
commutant aux petites limites inductives. Pour tout préfaisceau X sur A, et tout
ensemble simplicial Y, on note respectivement F(X x ?) et F(? xY') les foncteurs

F(Xx?):A—=B, Z+—>F(XxZ2), ZecObA,
F?xY):A—=B, T+>FTxY), TecObA.
Les conditions suivantes sont équivalentes.

(a) Le foncteur F respecte les monomorphismes.

(b) Pour tout préfaisceau X sur A, et tout ensemble simplicial Y, les foncteurs
F(Xx7?) et F(? xY) respectent les monomorphismes.

(c) Pour tout ensemble simplicial Y, le foncteur F(? x Y') respecte les monomor-
phismes, et pour tout préfaisceau X sur A, Uimage du morphisme (0},69) : Ag 11
Ag — Aq de A par le foncteur F(X x ?) est un monomorphisme de B.
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Démonstration. — L’équivalence de (b) et (c) résulte du lemme 2.1.10, et Pimplication
(a) = (b) est immédiate. Supposons que la condition (b) soit satisfaite et montrons
la condition (a). En vertu du lemme précédent, il suffit de montrer que pour tout
n = 0, et tout monomorphisme K — L de ;4\, I'image par F' du monomorphisme
KxA,ULx 04, — L x A, de A x A est un monomorphisme de B. Le fait que
le foncteur F' commute aux sommes amalgamées, et la condition (b) impliquent que
cette image s’identifie & 'inclusion F(K x A,,) UF(L x 0A4,) — F(L x A,), ce qui
acheve le démonstration. O

Proposition 2.3.4. — Soient A une petite catégorie, M un modéle cellulaire de A\, et D
une classe d’objets de Ax A saturée par monomorphismes. Si pour tout préfaisceau
X sur A, source ou but d’une fleche appartenant a M, et tout entier n > 0, l’objet
X x A, de A x A est dans D, alors D = Ob AxA.

Démonstration. — En vertu de la remarque 1.1.13, pour tout préfaisceau X sur A,
la classe des ensembles simpliciaux K tels que X x K soit dans D est saturée par
monomorphismes. Il résulte donc de I’hypothése, et de la proposition 2.1.12; que si
X est la source ou le but d’une fleche appartenant & M, alors pour tout ensemble
simplicial K, l'objet X x K de A x A est dans D. Par conséquent, si X — Y est un
monomorphisme de préfaisceaux sur A appartenant & M, et K —s L une inclusion
d’ensembles simpliciaux, le carré cocartésien

XXxXK———Y x K

| |

XXL——XxLUY xK

montre que X x LUY x K est dans D. La proposition résulte alors des lemmes 1.2.30
et 2.3.2. O

Corollaire 2.3.5. — Soient A, B deux petites catégories, F, G : Ax A —> B deux
foncteurs commutant auz petites limites inductives et respectant les monomorphismes,
a 1 F —= G un morphisme de foncteurs, M un modéle cellulaire de 2, et W un
B-localisateur. Si pour tout préfaisceau X sur A, source ou but d’une fléche apparte-
nant a M, et toutn > 0, Qxyn, estdans W, alors a est une W-équivalence argument
par argument.

Démonstration. — Le corollaire est une conséquence immédiate de la proposition pré-
cédente, de la remarque 1.4.16, et du lemme 1.1.15. |
Corollaire 2.3.6. — Soient A, B deux petites catégories, F : Ax A —> B un foncteur

commutant aux petites limites inductives et respectant les monomorphismes, M un
modéle cellulaire de f/l\, et W un B-localisateur. On suppose que pour tout préfaisceau
X sur A, source ou but d’une fléche appartenant o M, et tout n > 0, l'image par F de
la projection X x A,, —> X x Ag est dans W. Alors pour tout préfaisceau T sur Ax A,
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et toute co-équivalence Y — Z de &, limage par F du morphisme T XY — T x Z
de A x A est une W-équivalence.

Démonstration. — Soit X un préfaisceau sur A, source ou but d’une fleche apparte-
nant & M. En vertu du corollaire 2.1.22, appliqué au foncteur

F(Xx?):A—=B, Yr=F(XxY), YeObA,

pour toute co-équivalence Y — Z de 3, I'image du morphisme X x Y — X x Z de
AxA par le foncteur F' est une W-équivalence. Comme W, est stable par produits
finis (cf. 2.1.3), 'image par F de X x A, XY — X x A, X Z est aussi une W-équiva-
lence, pour tout n > 0. En considérant le morphisme de foncteurs de Ax A dans B

F?XY)—=F(?xZ%), T+ (F(TxY)—FTxZ), TeObAxA,
défini par I'oo-équivalence Y —= Z, ’assertion résulte donc du corollaire 2.3.5. O

Corollaire 2.3.7. — Soient A une petite catégorie, M un modéle cellulaire de IZ, et W
un A x A-localisateur. Les conditions suivantes sont €quivalentes.

(a) Pour tout préfaisceau T sur A x A, la projection T x Ay —> T est dans W.

(b) Toute A;-équivalence d’homotopie de préfaisceaur sur A x A est dans W.

(c) Pour tout préfaisceau X sur A, source ou but d’une fléche appartenant ¢ M,
et tout n > 0, la projection X x A, — X x Ag est dans W.

(d) Pour toute co-équivalence Y —= Z de 3, et tout préfaisceau T sur A X A, le
morphisme T' X Y — T x Z est dans W.
En outre, si les conditions équivalentes ci-dessus sont satisfaites, pour toute W-équi-
valence T — T" de A/><\A, et tout ensemble simplicial Y, la fleche T XY —= T’ XY
est dans W.

Démonstration. — L’implication (a) = (b) est conséquence immédiate du corol-
laire 1.4.7. L’implication (b) = (¢) résulte du fait que A,, est A;-contractile. L’impli-
cation (¢) = (d) est un cas particulier du corollaire précédent appliqué au foncteur
identique de m, et 'implication (d) = (a) est évidente. Pour montrer la derniere
assertion, soit 7' — 7" un morphisme de préfaisceaux sur AxA appartenant a W.
Pour tout n > 0, le carré commutatif

TxA,—T x A,

|

T T’ ’
dont les fleches verticales sont dans W en vertu de (d), montre que T'x A,, — T'x A,
est une W-équivalence. L’assertion résulte donc du corollaire 2.1.13, (a), appliqué au

morphisme de foncteurs de A dans A x A
Tx?—=T'x?, Yr>(TxY—>T xY), YeObA,
défini par la W-équivalence T — T". O
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2.3.8. — Soient A une petite catégorie, et D un objet cosimplicial de A (i.e. un
foncteur de A vers A). Pour n > 0, on pose D,, = DA, et si f est une fleche de A,
on note encore par abus f 'image de f par D. On a un foncteur

D:AxA— A4, (a, Ap) —>a x D,

lequel se prolonge de manieére unique en un foncteur commutant aux petites limites
inductives

RealD:Q!:A/>-<\A—>A\,
et admettant donc un adjoint a droite
SingD:Q*:A\—>m.
Si Hom désigne le Hom interne de A, pour tout préfaisceau X sur A, on a
(Sing p X)pn = Hom(D,, X) , n>=0.
On vérifie facilement que le composé

Real,

~

~  pr3 o
A" Ax A

n’est autre que le foncteur D, : A— /Al, unique prolongement de D en un foncteur
commutant aux petites limites inductives, et que si X et Y sont respectivement un
préfaisceau sur A et un ensemble simplicial, on a

(2.3.8.1) Real (X xY) =X x DY .

Pour chaque morphisme D —= D’ d’objets cosimpliciaux de f/l\, on obtient canoni-
quement deux morphismes de foncteurs

Realp — Realp, et Singp — Singp .

Exemple 2.3.9. — Si P est l'objet cosimplicial constant de valeur 'objet final de X,
alors le foncteur
Singp : A—>AxA

est le foncteur pry, qui & un préfaisceau X sur A associe I'objet simplicial constant
de valeur X. Son adjoint & gauche Realp s’identifie donc au foncteur limite inductive
sur AP :

lim : Hom(AP, A) ~ AxA— 4.

s

Aor
Si D est un objet cosimplicial quelconque de A\, on a un unique morphisme canonique
de D vers P, ce qui induit des morphismes de foncteurs

Real, — Realp = lim et Singp = pry — Singp .
Aop
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Lemme 2.3.10. — Soient A une petite catégorie, et D un objet cosimplicial de A. Pour
que le foncteur Real, respecte les monomorphismes, il faut et il suffit que la fleche

((5%, 5?) : D()HDO —_—> D1
soit un monomorphisme.

Démonstration. — En vertu de la relation 2.3.8.1, le lemme est conséquence immé-
diate du lemme 2.3.3. O

2.3.11. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur. Un W-segment est un
segment séparant (I,9°,9') de A tel que pour tout préfaisceau X sur A, la projection
I x X — X soit une W-équivalence, autrement dit, tel que le cylindre fonctoriel
défini par ce segment séparant (cf. 1.3.8) soit un W-cylindre (cf. 1.4.11) fonctoriel.
En vertu du lemme 1.4.13, pour tout A-localisateur W, le segment de Lawvere de A
(cf. 1.3.9) est un W-segment. D’autre part, comme Wq, est le A-localisateur engendré
par les projections A; x X —> X, X € ObA (cf. 2.1.3), le segment (A;,45},89) de A
est un W,-segment.

Définition 2.3.12. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur. Une W-ré-
solution cosimpliciale est un objet cosimplicial D de A vérifiant les axiomes suivants.

RC1 La fleche

(61, 8%) : Do 11 Dy —= D,
est un monomorphisme.

RC2 Les morphismes D, — eqpn 20, ou €z désigne 'objet final de ;4\, sont

des W-équivalences universelles (i.e. pour tout préfaisceau X sur A, les projections
X x D,, — X sont des W-équivalences).
Si de plus le préfaisceau Dy est isomorphe a e qon dit que la W-résolution cosimpliciale
D est normalisée. Si D est un objet cosimplicial de A vérifiant 'axiome RC1, et s’il
existe un W-segment (I,9°,9') de A\, tel que pour tout entier n > 0, D,, soit I-con-
tractile, on voit aussitot que D est une W-résolution cosimpliciale. On dit qu’une telle
résolution est contractile.

Exemple 2.3.13. — Soit A une petite catégorie.

Soient W un A-localisateur et u : A — Cat un foncteur, tels que pour tout objet
a de A, u(a) soit non vide, et que le morphisme u*A; — e 2 soit une W-équivalence
universelle. Alors

D:A,—u"A,

est une W-résolution cosimpliciale contractile normalisée (car les préfaisceaux D,, sont
tous Di-contractiles).

Soit i : A — Cat le foncteur qui associe & chaque objet a de A la catégorie A/a
des objets de A au-dessus de a. Les objets de A/a sont les couples (a’, ), olt a’ est un
objet de A, et o une fleche de a’ vers a dans A. Un morphisme de (a’, @) vers (a”, o)
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dans A/a est une fleche f de a' vers a” telle que &' f = . Si f : ag —> a1 est une
fleche de A, le foncteur i(f) est défini par

i(f): AJag —= AJar (a/,a) —= (d’, fa) .

On désigne par % : Cat — A le foncteur C' — (a — Homcg(A/a, C)). La résolu-
tion cosimpliciale de Lawvere de A est ’objet cosimplicial

QWA Ay — i, A, .

Pour tout entier n > 0, le préfaisceau i A, est i% A;-contractile. Or % Ay = L est
lobjet de Lawvere de A (voir par exemple [96, 1.5.5]). Par conséquent, pour tout
A-localisateur W, i% A est une W-résolution cosimpliciale contractile (normalisée).

Lemme 2.3.14. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur accessible. On
considére un monomorphisme K — L de A, et on suppose que les foncteurs

XH—XxK et X+—XxL

respectent les W-équivalences. Alors pour toute W-fibration p : X —Y de ;1\, la
fléche

q: Hom(L, X) —= Hom(L,Y) X gpom(rc,y) Hom (K, X)
est une W-fibration (Hom désignant le Hom interne de g}

Démonstration. — Les fibrations étant définies par le fait qu’elles vérifient la propriété
de relevement & droite relativement aux cofibrations triviales, on s’apercoit aussitot
par adjonction que g est une W-fibration si et seulement si pour toute W-cofibration
triviale U — V/, la fleche

UxXxLUV XK —VxL

est une W-cofibration triviale. Or cette derniére propriété est une conséquence immé-
diate de I’hypothese. O

Proposition 2.3.15. Sotent A une petite catégorie, W un A-localisateur, et D une
W-résolution cosimpliciale. On note WA™ le A x A-localisateur formé des morphismes
X —Y de m, tels que pour tout n = 0, la fleche X,, —Y,, soit une W-
équivalence (cf. 1.4.22). Alors on a Uinclusion

Real , WA Cc W .

Démonstration. — Soit X — Y un morphisme appartenant & W2”. En vertu du
corollaire 1.4.19, il existe un A-localisateur accessible W’ contenu dans W tel que
D soit une W’-résolution cosimpliciale et X — Y un élément de WA™ . 1l suffit
donc de prouver la proposition dans le cas ou W est accessible. En vertu du théo-
reme 1.4.3, la catégorie A admet alors une structure de catégorie de modeles fermée
(& engendrement cofibrant), dont les cofibrations sont les monomorphismes, et les
équivalences faibles les fleches appartenant a W. On peut donc considérer la struc-
ture de catégorie de modeles fermée de Reedy induite sur AXA ~ Hom(A°P ,g)
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(voir [74, théoréme 5.2.5]). On vérifie facilement que les cofibrations pour cette struc-
ture sont les morphismes K —= L tels que pour tout n > 0, le morphisme de A

(SE™ L)n U g1 ), K —> Ln,

soit un monomorphisme. On en déduit grace au lemme d’Eilenberg-Zilber [60, 11, § 3.1]
que ce sont exactement les monomorphismes de AxA. En particulier, tous les objets
sont cofibrants pour cette structure. En outre, on s’apergoit grace & la caractérisation
des fibrations pour la structure de Reedy, que si X — Y est un morphisme de ,Zf,
alors la fleche Singp X — Singp Y est une fibration si et seulement si pour tout
n =0,

Hom(Dy,, X) —= Hom(D.,,,Y) X spomap,,v) Hom(d D, X)

est une fibration de A (o 0D, désigne I'image de 0A,, par D,). Or il résulte de la
définition méme de résolution cosimpliciale et du corollaire 2.1.13, (a) que les inclu-
sions 0D,, — D,, vérifient les hypothéses du lemme ci-dessus. On en déduit que le
foncteur Singp respecte les fibrations, et donc par adjonction que le foncteur Real
respecte les cofibration triviales. L’assertion résulte ainsi du lemme de Ken Brown
[74, lemme 1.1.12]. ]

2.3.16. — Soit 6 : A — A x A le foncteur diagonal (défini par 64, = (4,, A,)). 1

induit un foncteur image inverse
5*:A/-\><A—>3, X+ (An— Xpn),

lequel admet un adjoint a droite d : A—>AxA Sionnote h: A — A le plon-
gement de Yoneda, on a les identifications

0" = Real,, et 0. = Singy, .

Corollaire 2.3.17. — Soit W un A-localisateur contenant We, et soit X —Y un
morphisme de A x A tel que pour tout n > 0, le morphisme d’ensembles simpliciauz
Xen — Yo, soit une W-équivalence. Alors 0* X — 6*Y est une W-équivalence.

Démonstration. — L’inclusion Wo, C W implique que le morphisme A; — A est
une W-équivalence universelle (cf. 2.1.3). L’objet cosimplicial h de A est donc une
résolution cosimpliciale contractile normalisée (cf. exemple 2.3.13), et le corollaire est
par conséquent une spécialisation immédiate de la proposition 2.3.15. O

Lemme 2.3.18. — Soient A une petite catégorie, (I,0°,0%) un segment de ﬁ, et deux
morphismes I-homotopes u,v € Hom 3(X,Y). Alors pour tout préfaisceau Z sur A,
les morphismes induits

u*,v* : Hom(Y,Z) — Hom(X,Z)

sont I-homotopes.
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Démonstration. — On peut supposer qu’il existe une I-homotopie h : I x X — Y
de u vers v, ce qui induit un morphisme

h* . Hom(Y,Z) — Hom(I x X, Z) .
Or on a un isomorphisme canonique
Hom(I x X, Z) ~ Hom(I, Hom(X,Z)) ,
et donc A* induit par adjonction une fleche
I x Hom(Y,Z) — Hom(X,Z)
qui est I’homotopie recherchée. O
Proposition 2.3.19 (Kan [91]). — Les morphismes de foncteurs (cf. 2.1.26, 2.1.51)
B:13 — Ex et B 13 — Ez™
sont des co-équivalences argument par argument.
Démonstration. — Soient A <— A x A —> A les deux projections canoniques.
Elles induisent deux foncteurs images inverses
p*:3—>m et q*:ﬁ—»A/\xA,
et on remarque qu’on a deux morphismes de foncteurs canoniques (2.3.9)
pr—>=0<—q" .

~

On a d’autre part un objet cosimplicial o de A, et un morphisme d’objets cosimpli-
claux a : 0 — h (voir 2.1.26), ce qui induit un morphisme de foncteurs

04 = Sing,, — Sing, .
Si X est un ensemble simplicial, pour m,n > 0, on a 1’égalité
(Sing, X)mn = Homz (Am x Sd Ay, X)

laquelle montre qu’on a un diagramme commutatif d’ensembles bisimpliciaux, naturel
en X,

p*X 6. X X

T

p*X ——= Sing, X ~—q¢*Ex X

D =

tel que pour tous m,n > 0,

Homg (A, X) —— Homgz (A, x Ay, X) Homgz (An, X)

S | |

Homgz (Am, X) —— Homz (A x Sd Ay, X) <—— Homz (Sd Ay, X) ,
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les deux fleches verticales étant induites par a, . Or en vertu du lemme 2.3.18, pour
tout m > 0, on a une A;-équivalence d’homotopie
(@ X)me =X —= (0. X)m.e = Hom(Ap,, X)
et comme le foncteur Bz commute aux produits, une Ex A;-équivalence d’homotopie
(¢" Ex X)me=Ez X — (Sing, X)m.e = Ex Hom(Ap, X) ,
laquelle est aussi une Aj-équivalence d’homotopie (le morphisme fonctoriel 3 :
13 — FEz induisant un morphisme du segment (A;,d7,67) vers le segment
(Exz Ay, Ex 6}, Ex 6?), si deux morphismes d’ensembles simpliciaux sont FEz A;-
homotopes, alors ils sont Aj;-homotopes). De méme, pour tout n > 0, on a des
Ajp-équivalences d’homotopie
(p*X)o,n =X — (6*X)o,n = }[om(ﬂru X)
P*X)en =X —> (Sing, X)en = Hom(Sd A, X) .
Comme les Aj-équivalences d’homotopie sont des co-équivalences, il résulte du corol-
laire 2.3.17 qu’en appliquant le foncteur 6*, on obtient un diagramme commutatif

X 0*0. X X

L

X—>6*SmggX<-—EwX ;

dans lequel toutes les fleches horizontales sont des co-équivalences. Cela implique que
le morphisme (5 est une co-équivalence. Comme le morphisme de foncteurs 3 est un

monomorphisme, on en déduit que 8% est aussi une oo-équivalence. O
Proposition 2.3.20. — Les oco-équivalences sont stables par limites inductives filtrantes.
Démonstration. — Pour tout entier n > 0, I'ensemble ordonné £A,, est fini, et donc

Sd A,, = NEA, est un ensemble simplicial de présentation finie (cf. [60, chap. II,
§5.4]). Par conséquent, le foncteur Homgz (Sd A, .) commute aux petites limites in-
ductives filtrantes. On en déduit que le foncteur EFz commute aux petites limites
inductives filtrantes, puis qu’il en est de méme des foncteurs Ez™ pour n > 0. Comme
Ez®° est une limite inductive des foncteurs Ez"”, cela implique que ce dernier com-
mute aussi aux petites limites inductives filtrantes. Considérons a présent une petite
catégorie filtrante I, et le I°P x A-localisateur W/ _, formé des morphismes X — Y
de [P x A ~ :7-[0711(1',3)7 tels que pour tout i € ObI, la fleche X; — Y; soit une
oo-équivalence. Alors en vertu du corollaire 1.4.24, Hom(I, 3) admet une structure de
catégorie de modeles fermée dont les équivalences faibles sont les éléments de W._, et
les fibrations sont les morphismes X — Y de Hom(I, ﬁ) tels que pour tout ¢ € Ob I,
X; — Y} soit une fibration de Kan. Il résulte de la proposition 2.1.6 que le foncteur
limite inductive

-~

lim : Hom(I,A) — A
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respecte les fibrations et les fibrations triviales, et donc en vertu du lemme de
Ken Brown [74, lemme 1.1.12], qu’il respecte les équivalences faibles entre objets
fibrants. Soit X —= Y une équivalence faible de Hom(I ,3) Alors le morphisme
induit Ez>° X — Ez™Y est une équivalence faible entre objets fibrants (proposi-
tions 2.1.39 et 2.3.19), et donc lim £z°° X — lim Ez™ Y est une oo-équivalence. Or
on a un diagramme commutatif

I l

mY —  lim Bz Y —~» Er®limY )
lequel permet de conclure en vertu de la proposition 2.3.19. O

Scholie 2.3.21. — La proposition 2.3.19 permet de donner une seconde preuve du
théoreme de Quillen 2.1.42 concernant la structure de catégorie de modeles classique
sur la catégorie des ensembles simpliciaux (avec la caractérisation des fibrations par
la propriété de Kan). En effet, la preuve de la proposition 2.3.19 n’utilise que le fait
que le plongement de Yoneda de A dans A est une W, -résolution cosimpliciale, ce
qui est trivialement visible dans la définition méme de W, donnée au numéro 2.1.3.
Pour retrouver le théoreme 2.1.42, il suffit en vertu de la proposition 1.3.47 de prouver
que toute fibration de Kan qui est une oco-équivalence est une fibration triviale. Nous
allons en donner une preuve en utilisant la proposition 2.1.39 (dont la démonstration
repose sur des considérations purement combinatoires), son corollaire 2.1.40, et la
proposition 2.3.19. Dans la suite de ce numéro, on appellera fibrations de Kan triviales
les fibrations de Kan qui sont des co-équivalences. Il s’agit donc de montrer que toute
fibration de Kan triviale est une fibration triviale, ce que ’on va faire en quatre temps.

2.3.21.1. Les fibrations de Kan triviales sont stables par changement de base.

Toute fibration de Kan entre complexes de Kan étant une fibration (grace & 1.3.36),
cela résulte aussitot du fait que le fonteur Fz° commute aux produits fibrés, du
corollaire 2.1.40 et de la proposition 2.3.19.

2.3.21.2. — Toute fibration de Kan triviale de la forme X — A, est une fibration
triviale.

Soit p: X — A,, une fibration de Kan triviale (n > 0). On forme le carré cartésien

F X
ql lp
Ap ——5—> n ,

suivant,

2
—_—
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le morphisme j pointant le O-simplexe 0 de 4,. Comme j est un rétracte par déforma-
tion fort, et p une fibration de Kan (donc naive), le lemme 1.5.10 implique que 7 est un
rétracte par déformation fort. En particulier, les morphismes i et j sont des extensions
anodines. Comme ¢ est une fibration triviale en vertu de 1.3.34 et de 2.3.21.1, c’est
en particulier une équivalence faible absolue, et par conséquent, la proposition 1.3.57
implique que p est une équivalence faible absolue. La proposition 1.3.56 permet donc
de conclure.

2.3.21.3. — Pour qu’un morphisme X — Y d’ensembles simpliciaux soit une fibra-
tion triviale, il faut et il suffit que pour toute fleche A, —= Y, n > 0, la projection
de A, xy X sur A, soit une fibration triviale.

Cela résulte facilement du fait que les inclusions de la forme 0A4,, — A,, forment
un modele cellulaire de la catégorie des ensembles simpliciaux.

2.3.21.4. — Toute fibration de Kan triviale est une fibration triviale.
C’est une conséquence immédiate de 2.3.21.1, 2.3.21.2 et 2.3.21.3.

Définition 2.3.22. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur. On rap-
pelle que WA™ désigne le A x A-localisateur des fleches p de AxA =~ Hom(A°P, ﬁ)
telles que pour tout n > 0, p, soit une W-équivalence. La complétion simpliciale de W
est le A x A-localisateur W, engendré par WA et par les projections X x A; —= X
pour tout préfaisceau X sur A x A.

Remarque 2.3.23. — FEn gardant les notations de la définition ci-dessus, on remarque
que la restriction a A du foncteur image réciproque pri : A—>AxA par la
deuxieéme projection pr, : A x A — A définit un objet cosimplicial de m, qui
est une W -résolution cosimpliciale contractile normalisée (cf. exemple 2.3.13).

Proposition 2.3.24. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur. Si W est
accessible (resp. propre), alors il en est de méme de sa complétion simpliciale W , .

Démonstration. — La premiére assertion est conséquence immédiate des corol-
laires 1.4.19, 1.4.22, et du théoreme 1.4.3. La seconde résulte de la proposition 1.5.15,
et des corollaires 1.5.6 et 1.5.7. O

Lemme 2.3.25. — Soient A une petite catégorie, W un A-localisateur, et D une W-
résolution cosimpliciale. Alors pour tout préfaisceau T sur A X A, et toute co-équiva-
lenceY — Z de 3, Uimage du morphisme T xY — T X Z par le foncteur Real,
est une W-équivalence.
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Démonstration. — Le foncteur Real, commute aux petites limites inductives, et en
vertu de ’axiome RC1 et du lemme 2.3.10, il respecte les monomorphismes. Pour tout
préfaisceau X sur A, et tout morphisme 4,, — A,,, le triangle commutatif

XxD,,——=XxD,
X

montre que 'image X x D,, — X x D,, du morphisme X x A,, — X x A, par le
foncteur Realp est une W-équivalence (par 'axiome RC2). L'assertion résulte donc
du corollaire 2.3.6. O

Lemme 2.3.26. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur. On considére

deux W 5 -résolutions costmpliciales D et E, un morphisme d’objets cosimpliciaux
p:D—F,

et on note D et E les foncteurs de A x A wvers AxA définis respectivement par

E(a, Ap)=ax D, et E(a, Ap) =a x E,. On obtient deuz foncteurs commutant auz
petites limites inductives et prolongeant D et E

DLE:AxA—AxA,

ainsi qu’un morphisme de foncteurs induit par ¢, Dy — E. Alors pour tout préfais-
ceau T' sur A x A, la fleche D\T — E\T' est une W  -équivalence.

Démonstration. — Les foncteurs f)g et E; commutent aux petites limites inductives,
et respectent, en vertu du lemme 2.3.3 les monomorphismes. D’autre part, le triangle
commutatif

XxD, ——=XxE,,

N

montre que ’assertion est vérifiée lorsque T est de la forme T' = X x A,,, ou X est un
préfaisceau sur A, et m > 0. Le cas général s’en déduit, en vertu du corollaire 2.3.5. O

Proposition 2.3.27. — Soient A une petite catégorie, W un A-localisateur, et D une
W-résolution cosimpliciale. Alors on a les égalités

Wa = Realp*W et W=pri 'W, ,

ou pr; : A X A — A désigne la premiére projection, et les foncteurs induits sur les
catégories localisées

Realp, : lem — W4 et pri WA — W;lm

sont des équivalences de catégories quasi-inverses l'une de l’autre.
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Démonstration. — On remarque qu’il suffit de montrer les inclusions
Real ,(WA) C W | pri (W) C Wy

et de prouver qu’il existe un morphisme de foncteurs Real pri — 13 qui soit une
W-équivalence argument par argument, et une chaine de morphismes de foncteurs
reliant pri Realp & 14—, chacun étant une W 5-équivalence argument par argument.

La proposition 2.3.15 montre que Real , ~' W contient le A x A-localisateur WA™ | ce
qui implique en particulier, que toute fibration triviale est dans Real D_l W. Comme
le foncteur Real commute aux petites limites inductives et respecte, en vertu du
lemme 2.3.10, les monomorphismes, on en déduit que Real D_IW est un A x A-
localisateur. I'inclusion Real(W,) C W résulte donc de la proposition 2.3.15 et du
lemme 2.3.25.

L’inclusion pri (W) C W, résulte du fait que I'image par pri d’une W-équivalence
est une W-équivalence argument par argument.

La relation 2.3.8.1 montre que pour tout préfaisceau X sur A on a un isomorphisme
canonique Real , pri X ~ X x Dy, et la projection X x Dy — X définit un morphisme
de foncteurs Realp pri —= 13, qui est une W-équivalence argument par argument,
en vertu de I'axiome RC2.

Comme le A x A-localisateur W, contient les W-équivalences argument par argu-
ment, on vérifie aussitdt qu’en composant la W-résolution cosimpliciale D : A — A
avec le foncteur pry : A— A/>_<\A7 on obtient une W ,-résolution cosimpliciale no-
tée aussi D : A —= A x A. Si l'on désigne par E la W -résolution cosimpliciale de
la remarque 2.3.23, on définit une troisiéme W ,-résolution cosimpliciale D x E par
Ay +— D, x B, = D, x A,. En vertu du lemme 2.3.26, les deux projections

D<~—DxFE—F

induisent deux W -équivalences naturelles

5;<—DXE;—>E';.

Or E s’identifie au plongement de Yoneda de A x A dans A X A, et donc on a un
isomorphisme de foncteurs Ey ~ 1. D’autre part, Dy s’identific canoniquement au
foncteur pri Realp, ce qui acheve la démonstration. O

Corollaire 2.3.28. — Soit A une petite catégorie. Un A-localisateur est propre si et
seulement si sa complétion simpliciale [’est.

Démonstration. — C’est une condition nécessaire en vertu de la proposition 2.3.24.
Soit W un A-localisateur tel que W 5 soit propre. Il résulte de la proposition précédente
et de 1.4.20, (¢) que W est accessible. Pour montrer que W est propre, on procede
comme suit. On choisit une W-résolution cosimpliciale contractile D (par exemple, la
résolution cosimpliciale de Lawvere de A, cf. 2.3.13), et le lemme 2.3.18 montre que le
morphisme de foncteur pri — Singp (cf. 2.3.9) est une W-équivalence argument par
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argument, donc une W , -équivalence. En vertu de la proposition précédente, une fleche
de A est donc une W-équivalence si et seulement si son image par Sing p est une W, -
équivalence. Or le foncteur Sing , commute aux produits fibrés et envoie les fibrations
au sens de W sur des fibrations au sens de W, : en effet, il admet un adjoint gauche
Real, qui respecte les monomorphismes (par le lemme 2.3.10) et les équivalences
faibles (par la proposition ci-dessus). On en déduit aussitot ce corollaire. O

2.3.29. — Soit A une petite catégorie. Un A x A-localisateur est discret s’il contient
la complétion simpliciale du A-localisateur minimal.

Proposition 2.3.30. Soit A une petite catégorie. L’application W —= W, définit
une bijection croissante pour l’inclusion de ’ensemble des A-localisateurs vers celui
des A x A-localisateurs discrets. L’application inverse est définie par W — p'r'f*lW.

Démonstration. — La proposition 2.3.27 montre que cette application est injective. I1
ne reste donc qu’a prouver qu’elle est surjective. Soit W,,;, la complétion simpliciale
du A-localisateur minimal. Soit W un A x A-localisateur discret, et posons W/ =
prf_IW. On remarque que W' contient prj "YW, i, et donc une nouvelle utilisation
de la proposition 2.3.27 dans le cas du A-localisateur minimal montre que W’ contient
le A-localisateur minimal. Par conséquent, W’ contient les fibrations triviales, d’olt on
déduit aussitot que W’ est un A-localisateur. Il reste donc & prouver que la complétion
simpliciale de W’ n’est autre que W. Pour cela, considérons la résolution cosimpliciale
de Lawvere D. Pour tout préfaisceau X sur A, le morphisme pri X — Sing, X est
une Di-équivalence d’homotopie argument par argument (grace au lemme 2.3.18). En
particulier, c’est donc une W,,,;,-équivalence. On a donc ’égalité W' = Sing D_l W, et
on en déduit que le foncteur Sing , envoie le A-localisateur minimal dans sa complétion
simpliciale W,,,;,. La proposition 2.3.27 (toujours pour le A-localisateur minimal)
implique par conséquent que le morphisme d’adjonction 14— — Singp Realp, est
une W,,;n-€équivalence, et partant, une W-équivalence. Il en résulte que Real D_l W =
W. Une derniére application de la proposition 2.3.27 au A-localisateur W/ montre donc
que W est la complétion simpliciale de W'. O

Proposition 2.3.31. — Soient A, B deuz petites catégories, I : A—= B un foncteur
commutant aux petites limites inductives et respectant les monomorphismes, W' un
B-localisateur tel que la partie W = F~'W' de F1 A soit un A-localisateur, et

F:Ax A~ Hom(AP, A) — Hom(AP, B) ~ B x A
le foncteur induit par F'. Alors on a l’égalité
WA = F_l(W/A) .

Démonstration. — 1l est immédiat que W’ = F~1(W/)) est un A x A-localisateur
qui contient les W-équivalences argument par argument. Il est aussi évident que pour
tout préfaisceau X sur A, la projection de X x A; sur X est une W”-équivalence. En
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vertu du corollaire 2.3.7, cela implique que W contient la complétion simpliciale de
W, et donc, en particulier, est discret. On vérifie enfin que si pr; désigne la projection
de A x A sur A, on a ’égalité W = pr{_1W”, et donc la proposition 2.3.30 permet de
conclure. O
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CHAPITRE 3

DENSITE HOMOTOPIQUE

3.1. Propriétés locales des extensions de Kan homotopiques

Notations 3.1.1. — Si I est une petite catégorie, on désigne par p; : I — e le foncteur
canonique de I vers la catégorie ponctuelle e.

Soit u : I — J un foncteur entre petites catégories. Pour un objet j de J donné,
on note I/j la catégorie définie comme suit. Les objets de I/j sont les couples (3, s),
oll 7 est un objet de I, et s une fleche de wu(i) vers j dans J. Les fleches de (4o, so)
vers (i1, s1) sont les morphismes f : ig — i1 dans I tels que syu(f) = so. La loi de
composition de I/j est celle induite par celle de I, de sorte que I'on a un foncteur
d’oubli

E(u,7): I/ —1 (i,8) —>1 .
De méme, on a un foncteur canonique

(ot J/j désigne la catégorie des objets de J au-dessus de j, obtenue comme I/j en
remplagant le foncteur u par I'identité de J). Dualement, on définit la catégorie j\I
par

N = (I°7 /).
On a de méme des foncteurs ((u,j) = &(u?, )" et j\u = (u°?/5)°", de sorte que

I’'on obtient obtient les carrés cartésiens suivants dans Cat (la vérification est laissée
au lecteur)

1w PV
u/jl iu j\ul Ju
i—mn 7 N —mm
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3.1.2. — Soit C une catégorie admettant des petites limites inductives et projectives.
Si I est une petite catégorie, on note C! = Hom(I, C) la catégorie des foncteurs de I
vers C. Si u: I — J est un foncteur entre petites catégories, on obtient un foncteur
image inverse
u*: ¢ — T, Fr+— Fou,

lequel admet un adjoint a gauche

u : C1 — C7 |
et un adjoint a droite

uy : CT — C7 .
On remarque que pour tout foncteur F' de I vers C, on a des isomorphismes canoniques
(voir [93, §X.3, théoreme 1))

(wF)j ~ lim &(u, j)" F et (us£); = lim ((u,5)"F, j€ObJ.
I/5 I\I

Autrement dit, on a deux isomorphismes de foncteurs

7" Z’p[/jlf(u,j)* et J7 U ZPJ\I*C(U,j)* )

ou j désigne aussi le foncteur e — J correspondant & I'objet j. Ces identifications
peuvent s’interpréter en disant que le calcul des fibres des foncteurs u, et uw. dépend
directement du comportement local ou colocal de u (i.e. de sa restiction aux catégories
I/j ou aux catégories j\I respectivement).

Définition 3.1.3. — Une catégoric de modeles fermée C est exponentielle a gauche
(resp. exponentielle & droite) si pour toute petite catégorie I, C! = Hom(I,C) ad-
met une structure de catégorie de modeles fermée (nécessairement unique) dont les
équivalences faibles sont les fleches de CT qui sont des équivalences faibles de C argu-
ment par argument, et les cofibrations (resp. les fibrations), les fleches de C’ qui sont
des cofibrations (resp. des fibrations) de C argument par argument. Une catégorie de
modeles fermée est exponentielle si elle est exponentielle & gauche et a droite.

Remarque 3.1.4. Une catégorie de modeles fermée C est exponentielle & gauche si
et seulement si C°P est exponentielle a droite.

Exemple 3.1.5. — Si A est une petite catégorie, et W un A-localisateur accessible,
alors en vertu des corollaires 1.4.22 et 1.4.24, la structure de catégorie de modeles
fermée sur A associée & W (théoreme 1.4.3) est exponentielle.

Exemple 3.1.6. — Plus généralement, il résulte de la proposition 1.4.23 (en ayant re-
cours aux mémes types de méthodes que pour la preuve du corollaire 1.4.24) que
toute catégorie de modeles fermée a engendrement cofibrant est exponentielle & droite
(cf. [72, théoréme 13.4.2]).
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3.1.7. — Soit C une catégorie, et W une partie de F1C. Si I est une petite catégorie,
on note W/ I’ensemble des fleches f de C telles que pour tout i € ObI, f; € W, et
Hoy, C! ou Ho C! 1a localisation de CT par W!. Si w : I — J est un morphisme de
Cat, alors le foncteur

u*: ¢ — !
vérifie la condition w*WY ¢ W/, et donc induit un foncteur noté aussi
u* :HoC’ — Ho(C! .
Lemme 3.1.8. — Soit C une catégorie de modéles fermée exponentielle a droite. Alors

pour tout morphisme u: I —= J de Cat, le foncteur u* : CY —= C! est un foncteur
de Quillen & droite de C’ vers C! au sens de [74, définition 1.3.1].

Démonstration. — 1l s’agit de vérifier que le foncteur u* admet un adjoint & gauche
et qu’il respecte les fibrations et les fibrations triviales. La premiere condition résulte
du fait que C admet des petites limites inductives, et la seconde est évidente. O

Lemme 3.1.9. — Soit C une catégorie de modéles fermée exponentielle a droite. Alors
pour tout morphisme u : I — J de Cat, le foncteur u, : CT —= C’ est un foncteur
de Quillen a gauche.

Démonstration. — Cela résulte du lemme précédent par adjonction. O

Proposition 3.1.10. — Soit C une catégorie de modéles fermée exponentielle a droite.
Alors pour tout foncteur u : I — J entre petites catégories, le foncteur

u : C1 — 7
admet un foncteur dérivé a gauche
Lu, : HoC! — Ho C’ ,
lequel est en outre un adjoint a gauche du foncteur
u*:HoC’/ — HoC! .
Démonstration. — Cela résulte du lemme 3.1.8 et de [74, lemme 1.3.10]. |

Remarque 3.1.11. — La proposition ci-dessus admet un énoncé dual, a savoir que si
C est une catégorie de modeles fermée exponentielle & gauche, pour tout foncteur
u : I — J entre petites catégories, le foncteur

u*:Ho C/ — Ho C’!
admet un adjoint & droite

Ru, : HoC! — Ho C’ .
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Lorsque J est la catégorie ponctuelle, et lorsque cela aura un sens, on notera L@)I,
ou plus simplement L lim, (resp. R(l_igl ou R]im) I'adjoint & gauche (resp. & droite)
du foncteur
u* =p;:HoC ~HoC* — HoC(C'.
Si F est un foncteur de [ vers C, Llim F' (resp. Rlim F) est appelé la colimite homo-
hm am
topique de F' (resp. la limite homotopique de F).

Lemme 3.1.12. — Soient C une catégorie de modéles fermée exponentielle a droite, I
une petite catégorie, et i un objet de I. Le foncteur d’évaluation en i

i*.cl—cC

est un foncteur de Quillen a gauche.

Démonstration. — 1l suffit de montrer que pour tout i € Ob I, le foncteur

iv: C—> CT
respecte les fibrations triviales. Or pour chaque objet ¢’ de I, on a une identification
canonique

i,* Ty H 1C y
Homy (¢/,7)

ce qui permet de conclure car les fibrations triviales sont stables par produits. Od
Lemme 3.1.13. — Soient C une catégorie de modéles fermée exponentielle a droite,

u: I — J un morphisme de Cat, et j un objet de J. Le foncteur image inverse
&(u,j)": T — '3
est un foncteur de Quillen a gauche.

Démonstration. Comume le foncteur £(u, j)* respecte les équivalences faibles, il suf-
fit de montrer qu’il respecte les cofibrations, ou bien, de maniére équivalente, que
&(u, j)« respecte les fibrations triviales. Par définition, cette derniére propriété signi-
fie que pour tout objet ¢ de I, le foncteur i*&(u, j). respecte les fibrations triviales,
autrement dit, par adjonction, que le foncteur &(u, j)*4, respecte les cofibrations. Or
pour tout i € Ob [ et tout (i/,u’) € ObI/j (i.e. i’ € ObT et i’ € Homy(u(i’), 7)), on
a une identification naturelle

Homf(ivi/) = H Homl/]'((inu‘)v(ilv ﬂ/)) )
n€Hom s (u(i),5)
ce qui induit un isomorphisme canonique
Eui) i~ [ Gwr,
pueHom j(u(i),5)

et permet de conclure, puisque les foncteurs (i, u), respectent les cofibrations, et
celles-ci sont stables par sommes. O
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Proposition 3.1.14. — Soient C une catégorie de modéles fermée exponentielle a
droite, et uw : I — J un morphisme de Cat. Pour tout objet j de J, on a un
isomorphisme de foncteurs canonique

J* Ly LpI/j! §(u, J)" -

Démonstration. — On sait que le foncteur dérivé a gauche du composé de deux fonc-
teurs de Quillen & gauche est canoniquement isomorphe au composé des deux foncteurs
dérivés & gauche correspondants (cf. [74, théoréme 1.3.7]), et on a un isomorphisme
canonique dans C

I uy = pr&(u, )"
La proposition résulte donc des lemmes 3.1.9, 3.1.12, et 3.1.13. O

Remarque 3.1.15. — L’énoncé ci-dessus se dualise comme suit. Si C est une catégorie
de modele fermée exponentielle a gauche, alors pour tout morphisme v : I — J de
Cat, et tout objet j de J, on a un isomorphisme canonique dans Ho C

J* Ru. = Ry C(u,)"

Lemme 3.1.16. — Soient C une catégorie de modéles fermée, et I une petite caté-
gorie, telles que C! admette une structure de catégorie de modéles fermée dont les
équivalences faibles sont les équivalences faibles de C argument par argument. Alors
la famille des foncteurs

i* :HoC! — Ho C i:e—>1 , 1€0bl

est conservative (i.e. une fleche f de Ho C! est un isomorphisme si et seulement si
pour tout objet i de I, f; = i*(f) est un isomorphisme de Ho C).

Démonstration. — Soit f : X — Y une fleche de Ho C!. Comme C! admet une
structure de catégorie de modeles fermée, on peut supposer que X est un objet co-
fibrant de C!, et que Y est un objet fibrant de C’. 1l résulte alors de [109, §1.1,
corollaire 1 du théoréme 1] que f est 'image d’une fleche fo : X — Y de C’, ce
qui prouve assertion, puisqu’en vertu de [109, § 1.5, proposition 1], les équivalences
faibles de C! forment une partie fortement saturée de F1 C’. O

3.1.17. — On considére une catégorie de modeles fermée exponentielle & droite C,
ainsi qu’un triangle commutatif de Cat

[———>J
S
On définit un morphisme de foncteurs canonique dans Ho C*

Lv, p; — Luw, p}
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comme suit. On a un morphisme d’adjonction ¢ : Lu,u* — lggcs, d’ot un
morphisme

Lw, * € x p% : Lw, Luyu*py — Law, p% .

Or, comme wu = v, on a u* w* = v*, d’ott un isomorphisme canonique Lw, Lu, ~ Luv,,
et comme p ;u = p;, onau*py = p7. On obtient donc un isomorphisme Lw, Lu, u*p% ~
Luv, p7, d’olt le morphisme annoncé.

On a aussi un morphisme de foncteurs canonique dans Ho C

Lp;v* — Lp; w”

composé de 'isomorphisme canonique Lp;, v* ~ Lp;, Lu, u*w* et du morphisme de
foncteurs

Lpj xexw" : Lp; Luy u*w* — Lp; w” .

En particulier, lorsque S est la catégorie ponctuelle, on obtient de la sorte un mor-
phisme canonique dans Ho C

Lpj, Py — Lp;, Dy

(les deux constructions ci-dessus donnant le méme résultat).

Proposition 3.1.18. — Soient C wune catégorie de modeéles fermée exponentielle a

I\u/J
S

un triangle commutatif de Cat. Les conditions suivantes sont équivalentes.

droite, et

(a) Pour tout objet s de S, le morphisme LpI/S!p}/S e LpJ/S!p*J/S, induit par
u/s:I/s — J/s, est un isomorphisme dans Ho C.
(b) Le morphisme canonique Lv, p; — Lw, p’; est un isomorphisme dans Ho cs.

Démonstration. — En vertu du lemme 3.1.16, la condition (b) est équivalente a la
suivante.

(b') Pour tout objet s de S, s*Lv,p; — s*Lw, p% est un isomorphisme dans
Ho C.

Or d’apres la proposition 3.1.14, on a deux isomorphismes canoniques
s* Loy ~ Lp; (v, 8)" et s"Lw, ~ Lp;,, &(w,s)" .

Les égalités (v, s)* p} = p}‘/s et &(w, s)* ph = pf}/s montrent 1’équivalence entre (a)
et (b'), et acheévent ainsi la démonstration. O
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Remarque 3.1.19. — On a aussi une formulation duale. Si C est une catégorie de
modeéles exponentielle a gauche, et si

I—————J

NS

est un triangle commutatif de Cat, les conditions suivantes sont équivalentes.

(a) Pour tout objet s de S, le morphisme Rps\J*p:\J — Rp,;, p:\l, induit par
s\u: s\I — s\J, est un isomorphisme dans Ho C.

(b) Le morphisme canonique Rw,p; —= Rv,p} est un isomorphisme dans
Ho CS.
Lemme 3.1.20. — Soient C une catégorie de modéles fermée exponentielle, et u :
I — J un morphisme de Cat. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(a) Le morphisme Lp; p; — Lp;, % est un isomorphisme de Ho C.
(b) Le morphisme Rp;, p% — Rp;_ p] est un isomorphisme de Ho C.

Démonstration. — Le lemme résulte du fait que chacun des morphismes de (a) et (b)
s’obtient de ’autre par transposition. O
Proposition 3.1.21. — Soient C une catégorie de modéles exponentielle, et

un triangle commutatif de Cat. Les conditions suivantes sont équivalentes.
(a) Pour tout objet s de S, le morphisme LpS\I!p:\I — Lps\J!p:\J, induit par
s\u: s\I — s\J, est un isomorphisme dans Ho C.
b) Le morphisme canonique Lp; v* — Lp,;, w* est un isomorphisme dans
(b) P que Lpy, Py P
Ho C*.

Démonstration. Cela résulte du lemme précédent et de la remarque 3.1.19, car le
morphisme Lp;, v* — Lp;, w* est le transposé du morphisme Rw. p’; — Ruv. p}.

O
Proposition 3.1.22. — Soit ® : C — D un foncteur de Quillen a gauche entre deux

catégories de modéles fermées exponentielles a droite. Alors pour chaque petite caté-
gorie I, le foncteur induit par ® sur les catégories de foncteurs, noté aussi par abus
O : Cl —= D!, est un foncteur de Quillen & gauche, et admet donc un foncteur dérivé
a gauche

L®:HoC' — Ho D' .
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En outre, pour tout foncteur entre petites catégories u : I — J, on a un isomor-
phisme canonique
Ly, L® ~L® Ly, ,

autrement dit, le carré
Lo

Ho C! Ho D!

LJ lL

Ho C7 —4 ;> Ho D’/

commute a isomorphisme pres.

Démonstration. — Il est immédiat que le foncteur ® : C! — D! admet un adjoint &
droite et que ce dernier respecte les fibrations et les fibrations triviales, ce qui prouve
la premiére assertion. La seconde résulte du lemme 3.1.9, de [74, théoréme 1.3.7], et du
fait que pour tout foncteur u : I — J entre petites catégories, on a un isomorphisme
canonique u; ® ~ ® u,, puisque ¢ commute aux petites limites inductives. O

Notations 3.1.23. — Soient A une petite catégorie et W une classe de fleches de A
(le plus souvent un A-localisateur). Si I est une petite catégorie, les éléments de W/
seront appelés des W-équivalences argument par argument, ou plus simplement des
W-équivalences, si aucune confusion n’en résulte. On note

Hoy, A(I) = Hoy, AT = (W!)~! Hom(1, A)

la localisation de Hom(I, A\) par les W-équivalences argument par argument, ou bien
encore, lorsque I est la catégorie ponctuelle, plus simplement

Ho,y, A=W14.
Siu: I — J est un morphisme de Cat, il induit donc un foncteur image inverse

u* : Hoy A\(J) — Hoy /T(I) .

3.1.24. — On fixe, dans ce numéro et le suivant, une petite catégorie A, et deux A-
localisateurs W et W’. On suppose en outre que W est accessible, et que W C W’. On
vérifie que pour toute petite catégorie I, Hoy, X(I) est la localisation de Hoy, A\(I)
par les images des W’-équivalences argument par argument. On a donc un foncteur
de localisation

v : Hoy A(I) — Hoy, A(I) ,

et pour tout foncteur entre petites catégories u : I — J, on a un carré commutatif

Ho,, A(J) —— Hoy, A(J)

| |+

Hoy, A(I) —— Hoyy, A(I)
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En outre, le foncteur u* : Hoy, A(J) —= Hoy, A(I) admet un adjoint & gauche noté
Lu, (cf. Pexemple 3.1.5 et la proposition 3.1.10).

Lemme 3.1.25. — Pour tout morphisme u : I — J de Cat, il existe un unique
foncteur

Lu! : HOW/ A\(I) —> HOW/ JZ(J)
tel que le carré

Hoy, A(I) —— Hoy, A(I)

Ll lL

Hoy, A(J) == Hoy,, A(J)
soit commutatif.

Démonstration. — Comme - : Hoy, /E(I) — Hoyy, E(I) est la localisation de la ca-
tégorie Hoyy A\(I ) par les images des W/-équivalences argument par argument, il suffit
de montrer que si f est une W’/-équivalences de Al , alors v Lu, (f) est un isomorphisme
de Hoy, A\(J ). Pour cela, considérons le A-localisateur accessible W” engendré par
W et par l'ensemble {f; | ¢ € ObI}. On a W C W’ C W/, et en vertu de la proposi-
tion 3.1.22, appliquée au foncteur ® = 1z, on a un carré commutatif, & isomorphisme
pres,

Hoy, A(I) —> Hoy,., A(I)

Ll lL

Hoy, A(J) — How, A(J)

On en déduit que I'image de Lu,(f) dans Hoyy. A\(J), et a plus forte raison celle dans
Hoy A(J), est un isomorphisme, ce qui achéve la démonstration. O

Proposition 3.1.26. — Soient A une petite catégorie et W un A-localisateur. Pour tout
foncteur u : I — J dans Cat, le foncteur image inverse

u* : Hoy A(J) — Hoy, A(I)

admet un adjoint a gauche

-~

Lu, : Hoyw A(I) — Hoy, A(J) .

Démonstration. — En vertu de la proposition 3.1.10, ’assertion est vérifiée lorsque W
est accessible, et en particulier lorsque W est le A-localisateur minimal. Le cas général
résulte lemme précédent et de la 2-fonctorialié de la localisation (voir par exemple
[96, lemme 2.1.6]). d
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Remarque 3.1.27. — De fagon explicite, le foncteur Lu, de la proposition précédente
est construit comme suit. On considere sur A7 = Hom(I, ;1\) la structure de catégorie
de modeles fermée du corollaire 1.4.24, associée au A-localisateur minimal, et on choi-
sit une résolution cofibrante fonctorielle, autrement dit, un foncteur L : Al —s Al ,
et un morphisme de foncteurs ¢ : L — 13,, tels que pour tout foncteur F': I — g,
lobjet LF soit cofibrant et la fleche ¢ : LF' — F' une fibration triviale (ou simple-
ment une équivalence faible) au sens de cette catégorie de modeles fermée. Il résulte
du lemme 3.1.25 que le foncteur composé u, L : Al —~ A7 respecte les W-équivalences
argument par argument. Le foncteur Lu, : Hoy, A\(I ) — Hoy 121\(] ) est induit par le
foncteur u,L, et en particulier pour tout objet F' de A\I, on a Ly, F = u,LF. Le mor-
phisme de foncteurs u, * q : ;L — u, induit un morphisme canonique de foncteurs

Uy

AT A7

7
Hoyy, A\(I) T Hoy, .Z(J)

On peut vérifier que le couple (Lu,, o) satisfait & la propriété universelle des foncteurs
dérivés a gauche, et que le morphisme de foncteurs a s’obtient également par adjonc-
tion a partir de I'image dans Hoy, A\( I) du morphisme d’adjonction 1z; — u*u,.
Lorsque J est la catégorie ponctuelle, le foncteur u, est le foncteur limite inductive
lim, Al — A, et le foncteur Lu, : Hoy, A(I) — Hoy, A sera noté Llim , ou plus
simplement L lim. Pour tout objet £ de AI7 le morphisme de foncteurs o définit alors
un morphisme canonique ap : Llim F' — MF

Proposition 3.1.28. — On considére deux petztes categorzcb A et B, un A-localisateur
W, un B-localisateur W', et un foncteur ® : A—=B qui commute aux petites limites
inductives, respecte les monomorphismes, et envoie les W-équivalences sur des W’ -é-
quivalences. Alors pour chaque petite catégorie I, ® induit un foncteur, noté aussi par
abus
® : Hoy, A(I) — Hoy,, B(I) ,
et pour tout foncteur u : I — J entre petites catégories, il existe un isomorphisme
canonique
Lu,® —= ®Lu, .

Autrement dit, le carré

Hoy, A(I) — Hoy,, B(I)

Lu, l lLu,

Hoy, A(J) —> Hoyy, B(J)

commute o isomorphisme preés.
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Démonstration. — Lorsque W et W’ sont accessibles, cela résulte de la proposi-
tion 3.1.22. En particulier, I'assertion est vérifiée lorsque W est le A-localisateur
minimal et W’ le B-localisateur engendré par ®W, qui est accessible en vertu du
corollaire 1.4.9. Le lemme 3.1.25 montre que cela implique aussi le cas général. Od

Corollaire 3.1.29. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur. On consi-
dére deux foncteurs u : I —= J et v : K — L entre petites catégories induisant un
carré commutatif dans Cat

uxX1lg

IxK——Jx K

11><vl ll‘]x’l}

IXL———JXxL
ux1lrp

o~

On a alors un isomorphisme canonique dans How A (I x L)
L1y xv) (u x 1g)* =~ (ux11)*L(1; x v) ,
autrement dit, le carré

(ux1r)*

Hoy A (J x K) Hoy A (I x K)

(3.1.29.1) L(1sxv) L(11xv)

—“‘_Z'HOWZ(IXL)

Hoy A (J x L) T

commute a isomorphisme prés.

Démonstration. — Une fois remarqué que le carré 3.1.29.1 s’identifie au carré

Hoyy, A x Jo7(K) —“—> Hoy A x 1% (K)

Lo l lL

Hoy, A x JoP(L) —=> Hoy: Ax I°?(L) >

on constate que ce corollaire résulte de la proposition 3.1.28 appliquée au foncteur ® =
u*: A x JoP — A x [°P en considérant les W-équivalences argument par argument.
O

Proposition 3.1.30. — Soient A une petite catégorie, W un A-localisateur, et I une
petite catégorie. Une fleche de Hoy E(I) est un isomorphisme si et seulement si
pour tout objet i de I, son image par le foncteur i* : Hoy, X(I) — HOWA\ est un
isomorphisme.
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Démonstration. — Cela résulte immédiatement du corollaire 1.4.8, appliqué & la ca-
tégorie A x I°P et au A x I°P-localisateur W', et du corollaire 1.4.7. O
Lemme 3.1.31. — Soient A une petite catégorie et W, W’ deuz A-localisateurs. On

suppose que W est accessible, et que W C W'. Pour toute petite catégorie I, et tout en-
semble S de fléeches de Hoyy A(I) tel que pour tout s € S limage de s dans Hoy, A(D)
soit un isomorphisme, il existe un A-localisateur accessible W tel que W C W’ C W/,
et tel que pour tout s € S l'image de s dans Hoyy, A\(I) soit un isomorphisme.

Démonstration. — En vertu du corollaire 1.4.8, appliqué a la catégorie A x I°P et
au A x I°P-localisateur W/, pour tout s € S, il existe deux morphismes f, et g,
de A! avec gs € WI, et tels que l'on ait 1’égalité f, = gss dans Hoyy ﬁ([) Comme
W C W/, et comme s est un isomorphisme de Hoy, A(I), il résulte du corollaire 1.4.7
que fs € W'Z. On en déduit que le A-localisateur W” engendré par W et la famille
(fs,i)ses,icob 1, de fleches de A\, est un A-localisateur accessible contenu dans W/, et
que pour tout s € S, I'image de s dans Hoy A\(I ) est un isomorphisme. O

3.1.32. — Dans les deux lemmes suivants, on se fixe une petite catégorie A, un
A-localisateur W, et on consideére un diagramme commutatif du type suivant dans Cat

S’ ’
et le morphisme de foncteurs dans Hoyy, A\(S' )
Lv)v* — Lw)w*
composé de 'isomorphisme canonique Lv v* ~ Lw/ Lu, v*w* suivi du morphisme
Lw) % € x w* : Lw) Luy u*w* — Lw)w* ,
oue¢ : Luju* — IHOW AW désigne le morphisme d’adjonction.
Lemme 3.1.33. — Soient K une petite catégorie, et F': K — AS un foncteur tel que
pour tout objet k de K, la fleche canonique
Lo v* F, — L', w* Fy,

soit un tsomorphisme. Alors si p = py X 1s désigne la projection de K x S sur S, on
a un isomorphisme
Lo\ v*Lp F — Lw w*Lp, F .
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Démonstration. — En vertu du corollaire 3.1.29, pour tout objet £ de K, on a un
isomorphisme

Lo\ v*Fp =L (k x 11)* (1g x 0)*F =~ (k x 15)*L(1x x o)1 (1g X v)*F .

En utilisant les formules analogues pour w et w’, il résulte de la proposition 3.1.30 et
de ’hypothese du lemme que le morphisme canonique

L(1x x ') (1xg x v)*F —= L(1xg x w')i (1x x w)*F

est un isomorphisme. En appliquant le foncteur L(pg X lg/)i, on obtient I’isomor-
phisme annoncé, en remarquant qu’en vertu du corollaire 3.1.29, on a des isomor-
phismes

Lo\ v*Lp F ~ Lo\ L(pg x 11)1(1g x v)*F ~ L(pg x lg W L(lg x v')1{(1g X v)*F ,

ainsi que des isomorphismes analogues pour w et w'. O

Lemme 3.1.34. — Pour que le morphisme de foncteurs
Lo v* — L/, w*

soit un isomorphisme dans Hoy, E(S’), il faut et il suffit que son analogue le soit dans
Hoy, A(S’) pour un A-localisateur accessible W C W.

Démonstration. — Le lemme 3.1.25 montre que c¢’est une condition suffisante. 11 suffit
donc de montrer qu’elle est nécessaire. Choisissons un cardinal « tel que tout préfais-
ceau sur A x S°P soit la limite inductive a-filtrante de ses sous-objets a-accessibles,
et tel que tout A-localisateur soit stable par limites inductives a-filtrantes (cf. 1.2.15
et 1.4.28). Alors pour tout ensemble ordonné a-filtrant K, et tout A-localisateur W/,
le foncteur limite inductive

li_rn)z (pg X 1g)i: ASXE o A8

K
respecte les W’-équivalences argument par argument. Autrement dit, pour tout fonc-
teur F': K — A\S, la fleche canonique

L(pg X lgh F — _llr_QF
K

est un isomorphisme dans Hoyy, A\(S) On en déduit que pour que Lv) v* — L/, w*
soit un isomorphisme dans Hoyy, A(S), il faut et il suffit que pour tout préfaisceau
a-accessible X sur A x S°P la fleche Lo v*X — Lw’ w*X soit un isomorphisme
de Hoy, E(S’ ). En effet, soit X un préfaisceau arbitraire sur A x S°P, et notons K
I’ensemble ordonné o-filtrant de ses sous-objets a-accessibles, et F' : K — AS le
foncteur évident d’inclusion. En vertu de ce qui précede, on a un isomorphisme

L(pg % 15)gF—N>X ,
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et le lemme 3.1.33 implique 'assertion. Comme la sous-catégorie de A x Sor formée
des préfaisceaux a-accessibles est essentiellement petite (cf. 1.2.15), on acheéve la dé-
monstration en appliquant le lemme 3.1.31 a linclusion du A-localisateur minimal
dans le A-localisateur W, et en tenant compte du lemme 3.1.25. O

Proposition 3.1.35. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur. On consi-
dere le triangle commutatif suivant dans Cat.

S

u* : Hoy A(J) —> Hoy, A(I)

1. Le foncteur

admet un adjoint a gauche

o~

Lu, : Hoy A(I) — Hoy, A(J) ,
et ce dernier est le foncteur dérivé a gauche du foncteur
u : AT — A7
2. Pour tout objet j de J, on a un isomorphisme de foncteurs canonique dans Hoy, A
J* Luy ~ Lpl/j! E(u, j)* .
3. Les conditions suivantes sont équivalentes.
(a) Pour tout objet s de S, le morphisme LpI/S!p}‘/s — LpJ/S!p*J/s, induit par

u/s:I/s — J/s, est un isomorphisme dans Hoy, A.
(b) Le morphisme canonique Lv, p; — Lw, p’ est un isomorphisme.

4. Les conditions suivantes sont équivalentes.
(a) Pour tout objet s de S, le morphisme LpS\I! Pag —> Lps\J!p:\J, induit par

s\u: s\I — s\J, est un isomorphisme dans Hoy, A.
(b”) Le morphisme canonique Lp;, v* — Lp;, w* est un isomorphisme.

Démonstration. — Dans le cas ou W est accessible, cela résulte des proposi-
tions 3.1.10, 3.1.14, 3.1.18, et 3.1.21. Dans le cas général, le point 1 est conséquence
immédiate de la proposition 3.1.26, et de la remarque 3.1.27. Le point 2 résulte
du cas accessible, de la 2-fonctorialité de la localisation, et du lemme 3.1.25. Les
équivalences 3 et 4 résultent elles aussi du cas accessible, en vertu du lemme
précédent. O
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Remarque 3.1.36. — Lorsque le A-localisateur W est accessible, la structure de caté-
gorie de modeles fermée sur A est exponentielle (cf. exemple 3.1.5). En gardant les
notations de la proposition précédente, le foncteur

u* : Hoy A(J) — Hoy, A(I)
admet alors également un adjoint a droite
Ru, : Hoy A(I) — Hoy, A(J) ,
qui est le foncteur dérivé a droite du foncteur
U, : AT — A7

(cf. remarque 3.1.11), et pour tout objet j de J, on a un isomorphisme de foncteurs
canonique dans Ho,y, A

J" Ruy >~ Rpj\I* C(u, 5)"
(cf. remarque 3.1.15). De plus, on obtient par transposition que les conditions équi-
valentes de la troisieme partie de la proposition sont aussi équivalentes a la condition

(¢) le morphisme canonique Rp; w* —= Rp; v* est un isomorphisme;
et celles de la quatrieme partic a la condition

(¢') le morphisme canonique Rw, p% —> R, p} est un isomorphisme.

3.2. Préfaisceaux réalisés en catégories
3.2.1. — Soit C une petite catégorie. On a un foncteur
io C — Cat

qui associe & chaque préfaisceau X sur C' la catégorie C'/ X des objets de C' au-dessus
de X. Pour étre plus explicite, si X est préfaisceau d’ensembles sur C', on définit la
catégorie C'/X de la maniére suivante. Les objets de C/X sont les couples (c, s), o1 ¢
est un objet de C' (vu comme un préfaisceau sur C' par le plongement de Yoneda), et s
une section de X au-dessus de ¢ (que 'on voit comme un morphisme de préfaisceaux
de ¢ vers X). Une fleche f de (co,s0) vers (c1,s1) dans C/X est simplement un
morphisme f de ¢y vers c; tel que s f = sg. Le foncteur i, ci-dessus est défini sur
les morphismes comme suit : pour un morphisme de préfaisceaux v : X — Y, le
foncteur

ic(u)=C/u:C/X —C/Y

envoie un couple (¢, s) sur (¢, us) (et ici encore, le composé us correspond a la section
u*(s) de Y au-dessus de ¢ induite par u). On vérifie aussitét que lorsque c est un objet
de C' vu comme un préfaisceau représentable sur C, la catégorie C/c est canonique-
ment isomorphe & la catégorie construite au numéro 3.1.1 avec C =1 = J, u = 1¢,
et ¢ = j. Par la suite, on ne distinguera donc pas ces deux constructions.
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Vu que ic(ea) =C (ou e désigne 'objet final de 6‘), le foncteur i, se factorise de
maniére unique par la catégorie des petites catégories au-dessus de C' (ou U, désigne
le foncteur d’oubli évident) :

Cat/C
Proposition 3.2.2. — Pour toute petite catégorie C, le foncteur
jo : C — Cat/C
est pleinement fidéle.

Démonstration. — Soient X et Y deux préfaisceaux sur C, et soit

C/X4>C/Y

N

un morphisme de Cat/C. Si (¢, s : ¢ — X) est un objet de C'/ X, alors f(c, s) est un
objet de C/Y de la forme (¢, f.(s) : ¢ —Y'), puisque le triangle ci-dessus est com-
mutatif. Or par le lemme de Yoneda, on a pour tout objet ¢ de C, et tout préfaisceau

)

T sur C, une identification canonique

T(c) ~ Homg(c,T') .
Par suite, on peut définir une application g(c) : X (¢) — Y (¢), par s —> f:(s). On
vérifie immédiatement que cela définit un morphisme de préfaisceaux g : X — Y,
que iog = f, et qu'un tel g est unique. O

Corollaire 3.2.3. — Pour toute petite catégorie C, le foncteur

C:é’———>Cat

est fidéle.

Démonstration. — Cela résulte de la proposition précédente, et du fait que le foncteur
d’oubli Cat/C — Cat est lui-méme fidele. O
3.2.4. — On considere a présent une petite catégorie A, et un foncteur

i: A— Cat .

On obtient alors un foncteur ¢* : Cat — A\, défini pour chaque petite catégorie C, et
chaque objet a de A, par i*(C)(a) = Homeg(ia, C). Cela détermine ainsi un foncteur
i4¢* : Cat — Cat. Si C est une petite catégorie, on notera par abus A/C la catégorie
i 4i*(C).
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On suppose a présent qu’en outre, pour tout objet a de A, la catégorie ia admet
un objet final e4, et on définit un morphisme de foncteurs

[0 7 iAi* —— lCat
comme suit : si C est une petite catégorie, le foncteur
an: AJC —C

est déterminé sur les objets par la formule a(a,u) = u(eq) (en remarquant que par
définition du préfaisceau i*C, un objet de A/C est un couple (a,u), ol a est un objet
de A, et u un foncteur ia — C), et si f : (a,u) —> (b,v) est une fleche de A/C, i.e.
une fleche f: a — b telle que v o i(f) = u, ax(f) = v(i(f)(ea) — e€s).

Proposition 3.2.5. — Soient C une petite catégorie, et p : F — G un morphisme de
préfaisceaux sur C. Le carré suivant est cartésien dans Cat :

(o7
A/(C/F) 2 c/F
A/ic(P)l lic(P)
A/(C/G) == C/G
Démonstration. — Quitte & remplacer la catégorie C par la catégorie C/G, on peut
supposer que G est I'objet final de la catégorie des préfaisceaux sur C, et donc qu’on
a C/G = C, la fleche p étant 'unique fleche de F' vers 'objet final de C. On notera

D=A/C x¢cC/F.
Un objet de A/(C/F) est un couple

(a,u:ia — C/F)

ol a est une objet de A, et u un foncteur. Le foncteur u induit par composition avec
le foncteur d’oubli de C'/F vers C un foncteur v : ia — C, et 'image par u de l'objet
eq de la catégorie ia est un morphisme w : ¢ — F', ou ¢ = v(ey). Comme e, est un
objet final de ia, la donnée d’un tel objet équivaut a celle du triplet

(a,v:ia — Cyw:c—> F)

vérifiant la condition ¢ = v(e,). Or c’est la description méme des objets de la catégorie
A/C x ¢ C/F. La correspondance au niveau des fleches se vérifie de maniére analogue
et est laissée au lecteur. a

3.2.6. — Dans la situation du paragraphe 3.2.4, pour toute petite catégorie C, on
obtient un foncteur image inverse

of:C— A/C

ou E/C est la catégorie g/i*C, canoniquement équivalente & la catégorie A/C.
On note encore U, : A/C — A le foncteur d’oubli. Le foncteur ¢* induit un
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unique foncteur i*/C : Cat/C — 121\/ C, tel que le carré suivant commute :

Cat/C L 30

ucl lruc

Cat——ir—>2

Lemme 3.2.7. — Soient u : C' — C un foncteur entre petites catégories, et F un
préfaisceau sur C. Alors le carré commutatif induit par u

C'/u*F ——=C/F
C’ ” C
est cartésien.
Démonstration. — C’est un corollaire immédiat du lemme de Yoneda. O
Proposition 3.2.8. — Pour toute petite catégorie C, on a un isomorphisme canonique

de foncteurs dans Z/Z*C (voir 3.2.6) :

ac =~ (i*/C)jc

Démonstration. — La pleine fidélité du foncteur jA/C (proposition 3.2.2) implique
qu’il suffit de montrer que les foncteurs Jajcoc et jA/c(i*/C’)jc sont isomorphes, ou
encore que pour tout préfaisceau I’ sur C, les catégories

(A/C)/acF et (A/C)/(i"/C)jcF ~ A/i*(C/F) = A/(C/F)

sont isomorphes au-dessus de A/C, et ce fonctoriellement en F. Or en vertu de la
proposition 3.2.5 et du lemme 3.2.7, on a les deux carrés cartésiens suivants.

A/(C/F) —C/F (A/C)/aF —>C/F
A/C — (l; AJC— i

Cela montre que ces deux catégories vérifient la méme propriété universelle, et donc
qu’elles sont canoniquement isomorphes. O
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3.2.9. — On a donc le diagramme commutatif suivant (& isomorphisme pres) :
C ‘¢
uC
Cat/C ——— Cat
ag
i/C i*
A/C 0 A
Corollaire 3.2.10. — Pour toute petite catégorie C, le foncteur i*is : C — A com-

mute aux petites limites inductives et aux produits fibrés. En particulier, il respecte
les monomorphismes.

Démonstration. — Le foncteur af, commute aux petites limites inductives et projec-
tives, et le foncteur d’oubli U, commute aux petites limites inductives, ainsi qu’aux
produits fibrés. Le corollaire résulte donc trivialement de la proposition ci-dessus, et

du fait que i*ip = U (t*/C)jeo- O
3.2.11. — Soit A la catégorie des simplexes, i.e. la catégorie dont les objets sont
les ensembles bien ordonnés A,, = {0,...,n}, pour tout n > 0, et dont les fleches

sont les applications croissantes. On définit un foncteur i : A — Cat en associant a
chaque objet A, la catégorie associée a sa structure d’ensemble ordonné. Le foncteur
i est une inclusion pleine, et on notera par abus i4, = A, (abus déja consommé
lors de la définition A donnée au numéro 2.1.1). On note N : Cat — A le foncteur
nerf défini par N = i*, et cat son adjoint & gauche. Le foncteur nerf est pleinement
fidele, et on a donc un isomorphisme de foncteurs canonique cat N ~ 1¢, (voir [60,
corollaire 11.4.3]).

Proposition 3.2.12. — Pour toute petite catégorie C, le foncteur
jo : C — Cat/C
commute aux petites limites inductives et projectives.

Démonstration. — En vertu de la proposition 3.2.8, on a un isomorphisme de fonc-
teurs a, ~ (N /C)j, ce qui montre que le foncteur (N /C')j commute aux petites li-
mites inductives et projectives, puisque c’est le cas de ag,. En outre, comme le foncteur
nerf est pleinement fidele, il en est de méme du foncteur N /C : Cat/C — A/C, ce
qui implique que le foncteur j~ commute aux petites limites inductives et projectives.

O
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Corollaire 3.2.13. — Pour toute petite catégorie C, le foncteur
ic: C — Cat
commute aur petites limites inductives et auzr produits fibrés. En particulier, il res-

pecte les monomorphismes. En outre, il admet pour adjoint a droite le foncteur iy, :
Cat — C, D — (¢ +> Hom¢y,(C/e, D)).

Démonstration. — Le foncteur i, est le composé du foncteur j et du foncteur d’oubli
U, : Cat/C — Cat, et donc la proposition ci-dessus montre qu’il commute aux
petites limites inductives et aux produits fibrés, puisque le foncteur d’oubli U vérifie
la méme propriété. On en déduit que le foncteur i, admet un adjoint a droite, et on
vérifie facilement que ce dernier ne peut qu’étre le foncteur ¢f,. O

Proposition 3.2.14. — Soit C une petite catégorie.
(a) Le morphisme d’adjonction n: 15 — ijis est un monomorphisme.
b) Le foncteur iti, : C — C commute aux petites limites inductives et aux
clc

produits fibrés.
(¢c) Pour tout morphisme ¢ : X — Y dans C, le carré suivant est cartésien :

n i o
X —X—> ZE’LCX

wi li’éiccp

Y ——igicY

Démonstration. — L’assertion (a) résulte formellement du fait que le foncteur i¢ est
fidele (corollaire 3.2.3).
L’assertion (b) est une conséquence du corollaire 3.2.10 appliqué au foncteur

C — Cat c—CJc,

une fois remarqué que pour tout objet ¢ de C, la catégorie C'/c admet un objet final
(& savoir (¢, 1¢)).

Pour montrer (¢), on commence par considérer le diagramme commutatif suivant
dans Cat (ol € : iif, —> lcg est le morphisme d’adjonction) :

liCX
. icnx P Cigx .
teX ioipicX 1o X
icvl (1) liciéicw (2) licw
i~Y TatsinY i~nY
lzCY
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Ensuite, on vérifie que pour toute petite catégorie D, le foncteur ep : iimD — D
est exactement le foncteur défini par la formule € p(c, u) = u(c, 1.) (ou ¢ est un objet
de C, et u : C/c — D un foncteur), et donc en vertu de la proposition 3.2.5, le
carré (2) est cartésien. Grace a la formule €.ten = li, on constate trivialement
que le carré (2)o(1) est aussi cartésien. Par conséquent, le carré (1) ne peut qu’étre
cartésiep. Or on peut voir (1) comme un carré cartésien de Cat/C grace au foncteur
canonique de i-i5%-Y vers C. La pleine fidélité de j (proposition 3.2.2) achéve donc
la démonstration. O

3.3. Localisateurs fondamentaux et fibrations de Grothendieck

Cette section ne contient que des définitions et des résultats sans démonstrations.
Elle n’est écrite que pour le confort du lecteur. Nous renvoyons ce dernier & [96] pour
une contribution plus compléete a la théorie axiomatique de 'homotopie des petites
catégories dégagée par Grothendieck.

3.3.1. — Etant donné un triangle commutatif de Cat de la forme
A— —— =5
x /
C )
pour chaque objet ¢ de C, on a un foncteur canonique

ujc: Ajc — BJc

(voir 3.1.1 pour la signification et la construction de A/c et B/c). Le foncteur u/c est
obtenu grace au fait que A/c (resp. B/c) peut étre décrite canoniquement comme le
produit fibré de A (resp. B) et de C/c au-dessus de C.

Définition 3.3.2 (Grothendieck). — Un localisateur fondamental est une classe ‘W de
foncteurs entre petites catégories vérifiant les axiomes suivants.

LA La classe W est faiblement saturée (1.4.12).
LB Si A est une petite catégorie admettant un objet final, alors A — e, ol €
désigne 1'objet final de Cat, est dans W.

LC Si
“ B
c

est un triangle commutatif de Cat, et si pour tout objet ¢ de C, le foncteur u/c :
A/c — B/c induit par u est dans W, alors u est dans W.

A
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3.3.3. — Soit W une classe de foncteurs entre petites catégories.

Les éléments de W seront appelés des W-équivalences, ou encore, si cela ne préte
pas & confusion, des équivalences faibles. On dira qu'une petite catégorie A est W-as-
phérique, ou encore, plus simplement, asphérique, si le foncteur de A vers la catégorie
ponctuelle est une W-équivalence. Un foncteur u : A — B entre petites catégories
sera dit W-asphérique, ou encore, plus simplement, asphérique, si pour tout objet b
de B, la catégorie A/b est W-asphérique. Enfin, étant donné un triangle commutatif

A

u

\ w

C

dans Cat, on dira que u est une W-équivalence localement au-dessus de C, ou bien
encore une équivalence faible localement au-dessus de C, si pour tout objet ¢ de C, le
foncteur u/c est une W-équivalence.

B

Une fois cette terminologie fixée, la notion de localisateur fondamental se formalise
donc comme suit : la classe ‘W est un localisateur fondamental si elle est faiblement
saturée, si toute petite catégorie admettant un objet final est asphérique, et si tout
équivalence faible localement au-dessus d’une petite catégorie donnée est une équi-
valence faible. En particulier, si W est un localisateur fondamental, tout foncteur
asphérique est une équivalence faible. En effet, si u : A — B est asphérique, alors
pour tout objet b de B, on s’apergoit immédiatement par ’axiome FS2 de la faible
saturation (cf. 1.4.12) que le foncteur canonique de A/b vers B/b est une équivalence
faible. Il s’ensuit, en appliquant ’axiome LC avec C = B et w = 1p, que u est bien
une équivalence faible. Autrement dit, 'analogue (relativement & ‘W) du théoreme A
de Quillen [112] est vrai par définition pour tout localisateur fondamental.

Exemple 3.3.4. — La classe de toutes les fleches de Cat forme un localisateur fonda-
mental, appelé le localisateur fondamental trivial.

Exemple 3.3.5. — Soit ‘I/Vgr la classe formée de l'identité de la catégorie vide et des
foncteurs entre petites catégories non vides. On vérifie immédiatement que ‘VVgr est,
un localisateur fondamental, appelé le localisateur fondamental grossier. On dit qu’un
localisateur fondamental est grossier s’il contient le localisateur fondamental grossier.
Il est immédiat que les seuls localisateurs fondamentaux grossiers sont le localisateur
fondamental trivial et le localisateur fondamental grossier lui-méme. Nous renvoyons
a la proposition 9.3.2 pour une autre caractérisation des localisateurs grossiers relati-
vement a la notion de connexité.

Exemple 3.3.6. — 11 est immédiat que les localisateurs fondamentaux sont stables par
intersections. Si S est une partie de Fl Cat, le localisateur fondamental engendré par
S est I'intersection de tous les localisateurs fondamentaux contenant S. On le note
W(S). Lorsque S est la classe vide, on obtient de la sorte le localisateur fondamental
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minimal. Le localisateur fondamental trivial est engendré par le singloton formé de
I'inclusion de la catégorie vide dans la catégorie ponctuelle. Le localisateur fondamen-
tal grossier est quant & lui engendré par le singloton formé du morphisme canonique
eIl e — e. Pour le voir, on remarque que si I = e Il e est asphérique, alors pour
toute petite catégorie A, la projection de I x A sur A est un foncteur asphérique,
et donc une équivalence faible (voir plus bas 3.3.8). Si on fait jouer a I le role d’un
intervalle, on remarque que tout foncteur entre petites catégories est I-homotope a un
foncteur constant, et donc que toute petite catégorie non vide est asphérique (cf. [96,
lemme 1.7.22]).

Exemple 3.3.7. — On verra plus loin que les équivalences faibles usuelles de Cat dé-
finies par le foncteur nerf forment un localisateur fondamental qui n’est autre que le
localisateur fondamental minimal (corollaire 4.2.19).

Sorites 3.3.8. — Soit W un localisateur fondamental.

1. Les équivalences faibles sont stables par sommes.
2. Les équivalences faibles sont stables par produits finis.
3. Soit

un triangle commutatif de Cat. Siu est asphérique, alors v est asphérique si et seule-
ment si w est asphérique.

4. Une petite catégorie A est asphérique si et seulement si le foncteur de A vers la
catégorie ponctuelle est asphérique.

5. Les foncteurs asphériques sont stables par produits finis.

6. Tout foncteur entre petites catégories admettant un adjoint a droite est asphé-
rique.

7. Un morphisme u : A — B de Cat est une équivalence faible si et seulement si
le foncteur u°? : A°P —= B°P est une équivalence faible.

Démonstration. — Nous renvoyons dans l'ordre & [96, proposition 2.1.4, proposi-
tion 2.1.3, proposition 1.1.8, proposition 1.1.4, corollaire 1.1.5, proposition 1.1.9,
proposition 1.1.22]. 0

3.3.9. — Le sorite numéro 7 ci-dessus permet de dualiser les axiomes de localisateur
fondamental. Si W est un localisateur fondamental, on introduit la terminologie sui-
vante. Un foncteur v : A —= B est ‘W-coasphérigque, ou encore, coasphérique, si pour
tout objet b de B, la catégorie b\ A est asphérique (ce qui revient & dire que u°? est
asphérique). Il est clair que tout foncteur coasphérique est une équivalence faible. De
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méme, étant donné un triangle commutatif
u
A B
DN
C

dans Cat, on dira que u est une W-équivalence colocalement au-dessus de C, ou encore
b b
que u est une équivalence faible colocalement au-dessus de C, si pour tout objet ¢ de

C, le foncteur induit c\u : ¢\A — ¢\ B est une équivalence faible. Cela revient a dire
que u°P est une équivalence faible localement au-dessus de C°? ; en particulier, un tel
foncteur u est une équivalence faible.

3.3.10. — Soit u : A — B un foncteur.
Pour chaque objet b, on note A, la fibre de u au-dessus de b. On a donc par
définition un carré cartésien de catégories

Ap —> 4

|l

e—>b B

ou b: e — B désigne le foncteur qui envoie I'unique objet de la catégorie ponctuelle
e sur b. La catégorie A, peut ainsi étre décrite comme la sous-catégorie non pleine de
A formée des objets a tels que u(a) = b, et dont les fleches sont les morphismes f de
A tels que u(f) = 1,. Le foncteur 7 est alors simplement 'inclusion.

On dit quun morphisme k : a — a’ de A est cartésien au-dessus de B si pour tout
morphisme m : £ — a’ de A tel que u(k) = u(m), il existe un unique morphisme
l:x — a tel que kIl = m.

On dit que le foncteur u est une préfibration si pour tout morphisme x : b — b’ de
B et tout objet a’ au-dessus de b’ (i.e. a’ est un objet de A tel que u(a’) = b') il existe
un morphisme cartésien k : a — a’ au-dessus de z (i.e. z est un morphisme cartésien
tel que u(k) = x). On dit enfin que u est une fibration si ¢’est une préfibration, et si
les morphismes cartésiens de A au-dessus de B sont stables par composition.

Dualement, on dira que le foncteur u est une précofibration!) (resp. une cofibration)
si le foncteur u°? est une préfibration (resp. une fibration).

Les fibrations (resp. les préfibrations, resp. les précofibrations, resp. les cofibrations)
sont stables par changement de base (d’apres [69, Exposé VI, corollaire 6.9]). Les
fibrations (resp. les cofibrations) sont stables par composition (c’est immédiat), mais

(1) Cette terminologie est assez malvenue dans la mesure ol la notion de (co)fibration est déja définie
dans la cadre des catégories de modeles. Nous la conservons cependant car c’est celle qui est utilisée
dans [69, Exposé VI|. D’une manitre générale, le contexte déterminera clairement si 'on parle de
(co)fibration au sens catégorique, comme on vient de le définir, ou bien au sens homotopique, dans
le cadre des catégories de modeles.
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ce n’est pas le cas des préfibrations ni des précofibrations en général. Nous renvoyons
le lecteur intéressé & [97] pour un point de vue plus conceptuel sur ces notions.

Exemple 3.3.11. — Si A est une petite catégorie, et si u : X — Y est un morphisme
de préfaisceaux sur A, alors le foncteur A/p: A/X — A/Y (cf. 3.2.1) est une fibra-
tion & fibres discretes (i.e. une fibration dont les fibres sont des catégories discretes).
En particulier, si X est préfaisceau sur A, le foncteur canonique de A/X vers A est
une fibration a fibres discretes.

Remarque 3.3.12. — Les préfibrations admettent la caractérisation suivante (qui n’est
qu’une simple traduction de la définition) : un foncteur v : A — B est une préfibration
si et seulement si pour tout objet b de B, le foncteur canonique

A, — b\A | at— (a,1p)

admet un adjoint & droite.
Dualement, un foncteur v : A — B est une précofibration si et seulement si pour
tout objet b de B, le foncteur canonique

Ay, — A/b at— (a,1p)

admet un adjoint a gauche.

On en déduit aussitdt que si un foncteur est une préfibration (resp. une précofi-
bration) & fibres asphériques, alors il est coasphérique (resp. asphérique), et donc, en
particulier, est une équivalence faible (et ce relativement a tout localisateur fonda-
mental).

3.3.13. -— Soit [ une petite catégorie, et F' un foncteur de I vers Cat. On lui associe
la catégorie [F = [, F, appelée I'intégrale de F® comme suit. Les objets de [F sont
les couples (i,x), ol i est un objet de I, et x un objet de la catégorie F;. Une fleche
de (ig,xo) vers (i1,z1) dans [F est un couple (k, f), o k : 59 — @, est une fleche
de B, et f: Fy(xo) — 1 une fleche de F(iy). La composition de deux morphismes
est définie par la formule

(k1, f1) o (ko, fo) = (kiko, f1 © Fk, (fo)) »

ot (ko, fo) : (i0, o) —= (i1, 1) et (k1, f1) : (i1,21) —> (i2, x2) sont deux morphismes
composables de f F. On a un foncteur canonique

Op: [F—1 |, (t,2) —1 .

On vérifie facilement que le foncteur 6 ci-dessus est une cofibration (voir [96, 2.2.1]).
En outre, pour chaque objet i de I, on a un foncteur

F,— [F x+— (i,7)

qui identifie la fibre de 6 au-dessus de i avec la catégorie F; (évaluation de F en 7).

(P)Dans la littérature, [ F est souvent appelée la construction de Grothendieck associée a F.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2006



148 CHAPITRE 3. DENSITE HOMOTOPIQUE

Cette construction est fonctorielle. Cela résulte formellement du fait que la
construction de l'intégrale vérifie une propriété universelle (voir par exemple [96,
2.2.3 et 2.2.4]). Cependant, on peut décrire cette fonctorialité de maniére élémentaire
comme suit. Soit « : F —> G une transformation naturelle, I’ et G étant deux
foncteurs de I vers Cat. On définit un foncteur

Ja: JF—[G
par la formule [a(i,z) = (i,a;(z)) pour les objets, et [a(k, f) = (k, ;) pour les
fleches, i, désignant le but de f. Il est clair que 0 [ = 0.

3.3.14. — Soient a présent I et A une petite catégorie, et F' un foncteur de I vers A.
En reprenant les notations de 3.2.1, on désigne par A/F le foncteur

A/F =i, F:1— Cat i A/F;, = i,(F;) .

En vertu du corollaire 3.2.13, on a un isomorphisme canonique

limA/F — A/lim F .

e -
Pour chaque objet ¢ de I, on désigne par

g F; — MF

le foncteur canonique. Cela permet de définir un foncteur

K:[A/F— A/ lim F°

comme suit. Les objets de [A/F sont les couples (7, x) ot i est un objet de I, et z un
objet de A/F;. On peut donc voir les objets de fA/F comme les triplets de la forme
(i,a,s), ol ¢ est un objet de I, a est un objet de A, et s une section de F; au-dessus
de a. Les morphismes

(40, a0, s0) —= (i1, a1,s1)
sont les couples (k, f), ot k : ig —= 41 est une fleche de I, et f : ag — a; une fleche

de A, telles que le carré suivant commute.

apg —— a1

F(io) WF(il)

Le foncteur K est alors simplement défini par la formule
K(i,a,s) = (a,&;s)
sur les objets, et par la formule
Kk, f)=f

sur les fleches.
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Proposition 3.3.15. — Le foncteur canonique K : [A/F — A/lim F est une
fibration.

Démonstration. — Voir [96, proposition 2.3.6]. O

Proposition 3.3.16. — Soit W un localisateur fondamental. On considére un triangle
commutatif de Cat de la forme suivante.

A—>—=B

NAA

On suppose de plus que pour tout objet ¢ de C, le morphisme u. : A, — B, induit
par u dans les fibres, est une W-équivalence.

(a) Siv et w sont des précofibrations, alors le foncteur u est une W-équivalence
localement sur C.

(b) Si v et w sont des préfibrations, alors le foncteur u est une W-équivalence
colocalement sur C'.

En particulier, dans les deux cas (a) ou (b), le foncteur u est une W-équivalence.
Démonstration. — Voir [96, proposition 2.1.10]. O

3.3.17. — Soit I une petite catégorie. On désigne par Hom(I, Cat) la catégorie des
foncteurs de I vers Cat. On appelle W-équivalences argument par argument les mor-
phismes F — G de Hom(I, Cat) tels que pour tout objet i de I, le foncteur in-
duit F; — G; soit une W-équivalence. On désigne par Hotw(I ) la localisation de
Hom(I, Cat) par la classe des W-équivalences argument par argument (i.e. la catégorie
obtenue & partir de Hom(I, Cat) en inversant formellement la classe des W-équiva-
lences argument par argument). Lorsque I = e est la catégorie ponctuelle, on posera
simplement Hot,, = Hot,,(e).

Siw: I — J est un foncteur entre petites catégories, il induit un foncteur image
inverse

u* : Hom(J, Cat) — Hom(I, Cat) Fr—u"(F)=Fou.

Il est immédiat que ce foncteur respecte les W-équivalences argument par argument.
Il induit donc un foncteur noté par abus

u* : Hotgyy(J) — Hotg(I) .

La théorie des catégories cofibrées (i.e. des cofibrations dans le sens défini dans cette
section) permet de définir un adjoint a gauche explicite de ce dernier foncteur u*.

3.3.18. — Soit I une petite catégorie. On définit un foncteur

©;: Cat/I — Hom(I, Cat)
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de la maniére suivante. Si (A, p) est un objet de Cat/I (A est une petite catégorie,
et p un foncteur de A vers I), alors ©;(A, p) est le foncteur défini par

0;(A,p);i = A/t i objet de I.
Autrement dit, pour chaque objet ¢ de I, on a un carré cartésien de catégories
0,(4,p)i —= A
I
I)i — 1

Ce point de vue montre de maniére évidente comment faire de ©; un foncteur. En
vertu de [96, proposition 3.1.2], ce dernier est en fait 1’adjoint & gauche du foncteur

©} : Hom(I, Cat) — Cat/I Fr+— ([F,05)

(voir 3.3.13).
Considérons a présent un foncteur entre petites catégories u : I — J. On lui
associe un foncteur

Cat/u: Cat/I — Cat/J (A,p) —= (A, up) .
Cela permet de définir encore un foncteur noté par abus
wy : Hom(I, Cat) — Hom(J, Cat)

par la formule u; = © ; o Cat/u o ©%. On démontre que le foncteur u respecte les W-
équivalences argument par argument (cela résulte par exemple directement de [96,
théoreme 3.1.4 et lemme 3.1.5]). Le foncteur w; induit donc un foncteur

Lu, : Hot g (1) — Hotg,)(J) .
On démontre que ce dernier est un adjoint a gauche du foncteur
u* : Hot g,y (J) — Hot g, (1)

(voir [96, théoréeme 3.1.7]).
Soit I une petite catégorie. Si p désigne le foncteur de I vers la catégorie ponctuelle,
on note

Llim : Hotg,(I) — Hot,, = Hot,(e)
I
le foncteur défini par LE@H = Lp;. Ce dernier admet une description simple comme
suit. Par définition, si F' est un foncteur de I vers Cat, alors

©.(Cat/p(©7(F))) = [F .
Ce qui précede nous dit donc en particulier que le foncteur

Fl—>fF
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envoie les W-équivalences argument par argument sur des W-équivalences, et que
pour tout foncteur F' de I vers Cat, on a

Llm(F) = [F .
I

3.4. Régularité

On considére une petite catégorie A et un A-localisateur W. On rappelle que pour
toute petite catégorie I, p; : I — e désigne 'unique foncteur de I vers la catégorie
ponctuelle e.

Définition 3.4.1. — Un foncteur u : I — J dans Cat est une W-équivalence si le
morphisme canonique Lp;, p; — Lp;, p est un isomorphisme dans Hoy A.

On remarque que si J est la catégorie ponctuelle e, le foncteur v = p; est une
W-équivalence si et seulement si le foncteur p} est pleinement fidele. On désigne par
W, la classe des W-équivalences de Cat.

Lemme 3.4.2. — Soit I une petite catégorie admettant un objet final i. Alors le fonc-
teur Lpy, s’identifie au foncteur i* : Hoy A(I) — Hoy A induit par ’évaluation
en l'objet final ¢, et le foncteur p7 : Hoy A—> Hoy, 121\([) est pleinement fidele. En
particulier, le morphisme p; de Cat est une W-équivalence.

Démonstration. — Le foncteur ¢ : e — I, défini par I'objet final de I, est un adjoint
& droite pleinement fideéle de p;. Comme S +— Hoy, A(S), S € Ob Cat, est un 2-
foncteur, on en déduit que le foncteur pj : Hoy A — Hoy, A(I) est un adjoint a

~

droite pleinement fidele de i* : Ho, A(I) — Hoy A, ce qui démontre le lemme. O
Proposition 3.4.3. — Les W-équivalences de Cat forment un localisateur fondamental.

Démonstration. — La vérification de I'axiome LA est immédiate, et 'axiome LB ré-
sulte du lemme précédent. Il reste a prouver 'axiome LC. Considérons un morphisme
de Cat/S (S étant une petite catégorie).

En vertu du point 3 de la proposition 3.1.35, si pour tout objet s de S, le fonc-
teur I/s — J/s, induit par u, est une W-équivalence, alors le morphisme canonique
Lv p; — Lw pY est un isomorphisme. On en déduit un isomorphisme

Lp;, p; ~ Lpg, Lv p; — Lpg, Lw pjy ~ Lp;, pj »

ce qui acheve la démonstration. O
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3.4.4. — Afin d’alléger la terminologie, on dira simplement qu'un morphisme de Cat
est W-asphérique (resp. W-coasphérique, etc.) pour signifier qu'il est W ,,-asphérique
(resp. W,,-coasphérique, etc.).

Proposition 3.4.5. — Soient S une petite catégorie, et

I———J

NS

un S-morphisme. Le foncteur u est une W-équz’valence localement (resp. colocalement)
au-dessus de S si et seulement si le morphisme canonique

Lv, p; — Lw, pj (resp. Lp; v* — Lp; w* )

est un isomorphisme.

Démonstration. — C’est une simple traduction de la troisieme (resp. quatrieme) as-
sertion de la proposition 3.1.35. O
Corollaire 3.4.6. — Pour qu’un foncteur entre petites catégories u : I — J soit W-

asphérique (resp. W-coasphérique), il faut et il suffit que le morphisme canonique
Lu,p; —p} (resp. Lpju® —=Lpy, )

soit un isomorphisme.

Démonstration. C’est le cas particulier de la proposition précédente pour S = J,
w=1;, et v=u. O
Remarque 3.4.7. — En utilisant les notations des remarques 3.1.11 et 3.1.27, la ca-

ractérisation de la coasphéricité du corollaire précédent s’exprime en demandant que
pour tout foncteur F' de J vers A le morphlbme canonique Lhil,l u*F — LhmJ F
soit un isomorphisme dans la catégorie Hoy, A. Autrement dit, la condition de coa-
sphéricité est une condition de cofinalité homotopique. Dualement, lorsque le A-loca-
lisateur W est accessible, la caractérisation de I'asphéricité du corollaire, revient par
transposition a demander que pour tout foncteur F' de J vers 2, le morphisme ca-
nonique R(liﬂj F — Rlim u*F soit un isomorphisme (cf. remarque 3.1.36). Cest
a présent une condition de finalité homotopique.

3.4.8. — Si I est une petite catégorie, un foncteur F' de I vers A est dit W-régulier si
le morphlsme canonique L lim F' — lim F* (cf. remarque 3.1.27) est un isomorphisme
dans Hoy, A.Si Fest W-reguher et si W’ est un A-localisateur contenant W, il résulte
immédiatement de la proposition 3.1.28, appliquée au foncteur identique de A, que F
est W/-régulier.

Pour chaque préfaisceau X sur A, on a un foncteur canonique

ciA/X — A | (a,s:a —X)F—>a
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et un isomorphisme canonique dans A de lim py sur X. On dit que X est W-régulier
si le foncteur @ l'est (i.e. si le morphisme canonique de Llim ¢y vers limoy ~ X
est un isomorphisme dans Hoy, A).

Exemple 3.4.9. — Soient I une petite catégorie, et F' un foncteur de I vers A. Le
foncteur F' est W-régulier dans les cas suivants :

1. I est I'ensemble ordonné {1 > 0 < 2}, et la fleche Fy — F est un monomor-
phisme;

2. I est un ensemble bien ordonné, et pour tous i < ¢’ dans I, la fleche F; — Fj/
est un monomorphisme ;

3. I est une catégorie discrete.

Lorsque W est accessible, il s’agit d’un résultat général dans les catégories de mo-
deles fermées (voir [74, corollaire 5.1.6 et lemme 5.2.6]). Le cas non nécessairement
accessible s’en déduit, en considérant le A-localisateur minimal.

Exemple 3.4.10. — Tout préfaisceau représentable sur A est W-régulier. Cela résulte
aussitot du fait que pour tout objet a de A, la catégorie A/a admet le couple (a, 1,)
pour objet final, et donc en vertu du lemme 3.4.2, le foncteur L hmA n’est autre que
le foncteur d’évaluation en (a,1,), et on a donc 'identification L lim ¢ limp,

Lemme 3.4.11. — Soit I une petite catégorie. Pour qu’un A-localisateur W soit stable
par limites inductives de type I, il faut et il suffit que tout foncteur F : [ — A soit
W-régulier.

Démonstration. — En vertu de la remarque 3.1.27, la condition est nécessaire par
construction du morphisme Lﬁﬂ[ — ml. Montrons que la condition est suffisante.
Soient F, F' : [ — A deux foncteurs, et a : F — F’ un morphisme de foncteurs.
On a un carré commutatif dans Hoyy A

LlimF — - lim F

L lim (xl llima
— e

Llim F' —— lim F"

dont les fleches horizontales sont les morphismes canoniques. Si a est une W-équiva-
lence argument par argument, L lim v est un isomorphisme, et si les foncteurs F et F
sont W-réguliers, les deux fleches horizontales sont des isomorphismes. On en déduit
qu’alors lim v est un isomorphisme dans Hoy 121\, ce qui prouve l'assertion en vertu
du corollaire 1.4.7. O

Proposition 3.4.12. — Soient I une petite catégorie, et W C W' une inclusion de A-
localisateurs. Si W est stable par limites inductives de type I, alors il en est de méme
pour W'.
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Démonstration. — La proposition résulte aussitot du lemme précédent, et du fait que
si un foncteur F': I —= A est W-régulier, alors il est aussi W’-régulier (cf. 3.4.8). O

Définition 3.4.13. — Un A-localisateur W est régulier si tout préfaisceau sur A est
W-régulier.

Remarque 3.4.14. — 11 résulte immédiatement de la proposition 3.1.28, appliquée au
foncteur identique de ﬁ, que tout A-localisateur contenant un A-localisateur régulier
est lui-méme régulier.

Etant donnée une partie S de FI A\, on peut définir le A-localisateur régulier en-
gendré par S comme suit. Pour chaque préfaisceau X sur A, on choisit une résolution
cofibrante @ y de ¢ dans la catégorie Hom(A/X, A) au sens de la structure de ca-
tégorie de modeles fermée du corollaire 1.4.24 associée au A-localisateur minimal. On
a donc en particulier une équivalence faible argument par argument (que 'on peut
supposer étre une fibration triviale argument par argument) Qy — ¢, d’olt un
morphisme de préfaisceaux

ux lim@Qy — limpy ~ X .
Or lim @y est un modele de Llimyy, et uy un modele de la fleche canonique, et
ce pour tout A-localisateur (cf. remarque 3.1.27). Dire qu'un A-localisateur est régu-
lier revient donc par forte saturation a affirmer qu’il contient toutes les fleches u
pour tout préfaisceau X sur A, ce critere ne dépendant pas des choix des résolutions
cofibrantes ci-dessus. On peut ainsi définir le A-localisateur régulier engendré par S
comme le A-localisateur engendré par S et par toutes les fleches u .

Si W est un A-localisateur, sa complétion réguliére, notée W, est le A-localisateur
régulier engendré par W. On remarque qu’un A-localisateur est régulier si et seulement
s'il contient le A-localisateur régulier minimal (i.e. la complétion réguliere du A-
localisateur minimal).

On verra a la fin de ce paragraphe des exemples de A-localisateurs qui ne sont pas
réguliers.

Lemme 3.4.15. — Soient A wune petite catégorie, X un préfaisceau sur A, F =
(Y)Y — X) un objet de A/X ~ 1?/7(, et W un A-localisateur. On note W/X le
A/ X -localisateur des W-équivalences au-dessus de X. Pour que le préfaisceau F sur
A/ X soit W/ X -régulier, il faut et il suffit que le préfaisceau’Y sur A soit W-régulier.

Démonstration. — On désigne par U : A\/X —> A le foncteur d’oubli. On a
par définition W/X = U 'W, ce qui implique, en vertu des corollaires 1.4.7
et 1.4.8, que le foncteur induit U : Hoy,x Z/X—> Howg est conserva-
tif. Par ailleurs, on a lidentification Upp = ¢y, et vu que le foncteur U
A /X — A commute aux petites limites inductives et respecte les monomorphismes,
il résulte de la proposition 3.1.28 qu’on a un isomorphisme canonique

Llimpy = Llim Upp ~ ULLmpp .
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On en déduit que I'image par U de la fleche Llim ¢ . — F' de Hoy,, x A\/ X s’identifie

a la fleche Llim ¢y —= Y de Hoy /’1\7 ce qui démontre le lemme. O
Proposition 3.4.16. — Soient A une petite catégorie et W un A-localisateur régulier.

Pour tout préfaisceau X sur A, le A/X-localisateur W/ X des W-équivalences au-
dessus de X est régulier.

Démonstration. — La proposition est conséquence directe du lemme précédent. [

3.4.17. — On considére a nouveau une petite catégorie A et un A-localisateur W.
Un foncteur F' d’une petite catégorie I vers A est W-parfait s’il est W-régulier et
si les fibres du foncteur canonique (cf. 3.3.14)

(3.4.17.1) f[A/F—>A/li_m)IF
sont W-asphériques.

Remarque 3.4.18. — Les foncteurs de la forme 3.4.17.1 sont des fibrations (cf. propo-
sition 3.3.15). Par conséquent, pour que leurs fibres soient W-asphériques il faut et il
suffit que ceux-ci soient W-coasphériques (cf. remarque 3.3.12). On en déduit le

Lemme 3.4.19. — Les trois types de foncteurs W-réguliers décrits au numéro 3.4.9
sont W-parfaits.

Démonstration. L’assertion résulte de la remarque ci-dessus et de [96, proposi-
tions 2.3.10 et 2.3.14]. O
Proposition 3.4.20. — Les préfaisceaur W-réguliers sont stables par petites limites in-

ductives W-parfaites. Autrement dit, si F' est un foncteur W-parfait d’une petite caté-
gorie I a valeurs dans A tel que pour tout objet i de I, le préfaisceau F; soit W-régulier,
alors im I est W-régulier.

Démonstration. — Commencons par une remarque triviale. Soit X un préfaisceau
sur A, et soit my : A/X — A le foncteur canonique. Si on désigne par h : A — A
le plongement de Yoneda, alors en reprenant les notations du paragraphe 3.1.2, on
a lidentification px = 7% (h). On note F' = lim F' la limite inductive de F. Pour
alléger les notations, on pose m = 7., et m; = T, pour ¢ € ObI. On note enfin k le
foncteur canonique de [A/F vers A/F’, p la projection de [A/F sur A, et g celle de
JA/F sur I. On a le triangle commutatif de catégories suivant.

[AJF —F > A/F

NS

On en déduit le morphisme canonique suivant dans Hoy, A.

(3.4.20.1) Llimp*h = Llimk*7*h — Llim7"h = Llim ¢ p
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Or le foncteur k est W-coasphérique par hypothese (voir la remarque 3.4.18), ce qui
implique en vertu du corollaire 3.4.6 que la fleche 3.4.20.1 est un isomorphisme. On a,
d’autre part un morphisme de foncteurs p*h — ¢*F défini par les fleches

p*(h)(i,a,a - E) =a— F‘l Iq*(F)(Z,(I,(l I FZ) 9

ou (a,i,a — Fj;) parcourt ensemble des objets de [A/F (i.e. i € ObI, a € Ob A,
et a — F; est une section de F; au-dessus de a). On en déduit par adjonction un
morphisme

(3.4.20.2) Lgp*h — F

dans Hoy, A(I). En lui appliquant le foncteur Llim on en déduit un morphisme
canonique

(3.4.20.3) Llimp*h ~ Llim Lgp*h — Llim F’

D’autre part, comme on a supposé F' W-régulier (puisque W-parfait), on a un isomor-
phisme canonique dans Hoyy, A :

(3.4.20.4) LlimF — F .
Les fleches 3.4.20.1, 3.4.20.3 et 3.4.20.4 s’inserent dans le carré commutatif

Llimp*h —=s Llim7*h

| |

LlimF —= - v )

la fleche Llim 7*h = Llim ¢, — F étant le morphisme canonique. Vu que 3.4.20.1
et 3.4.20.4 sont des isomorphismes, il suffit donc pour montrer la proposition de véri-
fier que 3.4.20.3, ou encore 3.4.20.2, en est un (et on n’utilisera pour cela que le fait
que pour tout objet ¢ de I, le préfaisceau F; est W-régulier). En vertu de la proposi-
tion 3.1.30, on peut se contenter de montrer que pour tout objet i de I, I’évaluation
en ¢ du morphisme 3.4.20.2 (i.e. son image par le foncteur i*)

(3.4.20.5) t"Lgp*h — i*F = F;

est un isomorphisme dans Hoy A. Or il résulte de I'assertion 2 de la proposition 3.1.35
qu’on a un isomorphisme canonique

i*Lgp*h ~ L1lim&(q,4)"p"h ,
et comme l'inclusion pleine ¢, de A/F; dans ([A/F)/i admet un adjoint & gauche
(3.3.12), elle est coasphérique (par les sorites 6 et 7 de 3.3.8), ce qui implique en vertu
du corollaire 3.4.6 que la fleche canonique

Llim¢;¢(q,1)*p"h — Llim&(q,i)"p*h
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est un isomorphisme. Comme m; = p&(q,)¢;, on a V'égalité £;&(q,7)*p* = m}, et on
obtient donc un isomorphisme canonique

Llim7;h — i*Lgp*h .
Puisque 'on a supposé F; W-régulier, on a aussi un isomorphisme
Llim7/h = Llim pp, — F; .
On remarque enfin que le triangle suivant commute

Llimnih ——— ~ i*Lq,p*h

T

d’ol1 on déduit que 3.4.20.5 est bien un isomorphisme, ce qui achéve ainsi la démons-

tration. O
Proposition 3.4.21. — Les préfaisceaux W-réguliers sont stables par rétractes.
Démonstration. — La construction des morphismes Llim ¢y — X est fonctorielle
en X, et par conséquent, ’assertion résulte du fait que les isomorphismes sont stables
par rétractes. O
Proposition 3.4.22. — Les préfaisceaur W-réguliers forment une classe saturée par
monomorphismes.

Démonstration. — Cela résulte aussitoét du lemme 3.4.19 et des propositions 3.4.20
et 3.4.21. O

Théoréme 3.4.23. — Pour qu’un A-localisateur W soit régulier, il faut et il suffit que
A admette un modéle cellulaire dont toutes les sources et les buts sont W-réguliers.

Démonstration. — Cela résulte de la proposition précédente et du lemme 1.2.30. O
Corollaire 3.4.24. — La complétion réguliere d’un A-localisateur accessible est
accessible.

Démonstration. — En vertu de la remarque 3.4.14, le corollaire est conséquence di-
recte du théoréeme ci-dessus. O
Proposition 3.4.25. — Tout A-localisateur est régulier.

Démonstration. — Tout préfaisceau représentable étant régulier (3.4.10), c’est une
conséquence immédiate des propositions 2.1.12 et 3.4.22. O
3.4.26. On considere a présent, et cela jusqu’au numéro 3.4.33, une petite catégorie

A et un A x A-localisateur W tel que pour tout préfaisceau simplicial X sur A, la
projection de X x A sur X soit une W-équivalence.
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Lemme 3.4.27. — Soit X un préfaisceau sur A (vu comme un préfaisceau simplicial
sur A par Uinclusion canonique A— A/X\A) On note encore par abus ¢ le fonc-
teur de A/X dans AxA défini par py(a,a —= X) = a. Les assertions suivantes
sont équivalentes.

(i) Le préfaisceau X est W-régulier.

(ii) Pour tout ensemble simplicial K, le préfaisceau simplicial X x K est W-
régulier.

(iii) La fleche canonique Llim ¢y — X est un isomorphisme dans Hoyy AxA.

Démonstration. — Considérons un entier n > 0. La catégorie (A x A)/(X x A,)
s'identifie & la catégorie produit A/ X x A/A,, et le foncteur ¢y, 5 correspond par
cette identification au foncteur produit py X ¢, , i.e. &

((a,a —= X), (Am, Ay — Ap)) —>=a x A,, .

Désignons par p la projection de A/X x A/A, sur A/X. Comme A/A, admet un
objet final, ¢’est une catégorie W-asphérique, et donc le foncteur p est W-coasphérique
(en vertu de 3.3.12, puisqu’il est une fibration & fibres W-asphériques). On a donc par
le corollaire 3.4.6 un isomorphisme canonique

Llimp*pyxy — Llimpy .

D’autre part, les projections a x A,, — a sont des W-équivalences (2.3.7) et par
suite induisent un isomorphisme

Pxxa, —> D Px
dans Ho, m(A/X x A/A,), d’ott un isomorphisme
Llimey,a, — Llimp ey .
Enfin, il est facile de vérifier qu’on a un carré commutatif dans Hoyy AxA

Llimpy,n, —= X x 4,

| |

Llimepy —» X ,

dont la fleche verticale de gauche est le composé des deux isomorphismes ci-dessus,
celle de droite est la premiere projection, et dont les fleches horizontales sonts les
morphismes canoniques. Vu que la projection X x A,, —= X est une W-équivalence
(2.3.7), ces considérations montrent que la condition (#7) équivaut a la W-régularité
du préfaisceau simplicial X x A, (ol l'entier n > 0 est arbitraire). En particulier,
le cas n = 0 montre ’équivalence des conditions (i) et (7). Comme il est trivial
que (i) implique (i), il reste & vérifier que (i77) implique (éi). Or il résulte de la
proposition 3.4.22 et de la remarque 1.1.13 que la classe des ensembles simpliciaux K
tels que X x K soit W-régulier est saturée par monomorphismes. Comme en vertu
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de ce qui précede, (i7) implique que cette classe contient les simplexes standard, cela
résulte de la proposition 2.1.12. O

Lemme 3.4.28. — Pour que W soit régulier, il faut et il suffit que A admette un mo-
déle cellulaire dont les sources et les buts soient W-réguliers en tant que préfaiscequx
simpliciauz.

Démonstration. — L’assertion résulte aussitot du lemme précédent, et des proposi-
tions 2.3.4 et 3.4.22. O

3.4.29. — Soient X et Y deux préfaisceaux simpliciaux sur A. On note Hom(X,Y)
I’ensemble simplicial

A, — HomAxA(X X Ap,Y)
qui représente le foncteur
A®? —Ens , K+ Hom (X x K,Y)

On définit ainsi un foncteur
—— op — ~
Hom:AXx A xAxA—A

On suppose dans la suite que le A x A-localisateur W est accessible.

Lemme 3.4.30. — Pour tout préfaisceau simplicial Y sur A, le foncteur
— op ~
Hom(.,Y): AxA — A

commute auzx petites limites projectives (i.e. envoie les petites limites inductives de
A x A sur des limites projectives de ZS) Si en outre Y est W-fibrant, alors ce fonc-
teur respecte les fibrations et les fibrations triviales (i.e. transforme les cofibrations
(resp. les W-cofibrations triviales) de AXA en fibrations de Kan (resp. en fibrations
triviales) de A ). En particulier, il envoie les W-équivalences sur des co-équivalences.

Démonstration. — La premiére assertion est évidente. La troisieme est conséquence
de la deuxieéme en x)ertu du lemme de Ken Brown [74, lemme 1.1.12], puisque tous les
objets de (A x A) = sont fibrants. Pour montrer la deuxiéme assertion, un argument
standard d’adjonction implique qu’il suffit de vérifier que pour toute W-cofibration
triviale (resp. toute cofibration) X — Y dans m, et pour toute inclusion (resp.
oo-cofibration triviale) d’ensembles simpliciaux K — L, la fleche

XXLUYXxK-—Y XL
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est une W-cofibration triviale. En considérant le diagramme commutatif

XXK—Y x K

l |

XXxL——XXxLUY xK

dont le carré interne est cocartésien, cette vérification se ramene & montrer que si
X — Y (resp. K — L) est une W-cofibration triviale de AxA (resp. une oco-co-
fibration triviale de 3), et Z (resp. T') un ensemble (resp. préfaisceau) simplicial, alors
X xZ—Y x Z (resp. T x K — T x L) est une W-cofibration triviale. Or cela
résulte du corollaire 2.3.7, ce qui achéve la démonstration. O

Lemme 3.4.31. — Soient X etY deux préfaisceauz simpliciauz sur A. Si'Y est W-fib-
rant, alors application canonique

mo Hom(X,Y) — Homp ——=(X,Y)
W
est bijective.

Démonstration. — En vertu du lemme précédent, Y étant supposé W-fibrant,
Hom(X,Y') est un complexe de Kan. On en déduit que ’ensemble mo Hom(X,Y") est
formé des classes d’équivalences de Aj-homotopie de morphismes de X vers Y dans
AxA. Or X est cofibrant, Y est fibrant, et le diagramme

XIIX — X xA — X

est un cylindre de X au sens de la structure de catégorie de modeles fermée associée
a W, ce qui implique 'assertion. |

3.4.32. — Soit I une petite catégorie. Conformement au corollai/re_zi4[.24 (resp. 1.4.22),
on considere la structure de catégorie de modeles fermée sur A x A (resp. sur AT )
dont les équivalences faibles sont les W-équivalences argument par argument (resp. les
oo-équivalences argument par argument), et dont les fibrations sont les W-fibrations
argument par argument (resp. et dont les cofibrations sont les monomorphismes). Il
résulte du lemme 3.4.30 que pour tout préfaisceau simplicial W-fibrant Y sur A, le

foncteur
1 9P ——"—— 0P rop ~op
Hom(.,Y): (AxA) =AxA") —A
est un foncteur de Quillen & droite. Ce dernier admet donc un foncteur dérivé a droite

R Hom(.,Y): (Hoy A/X\A(I))OP — Hoy A(I°7) .
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Lemme 3.4.33. — Soient Y un préfaisceau simplicial W-fibrant, et F' un foncteur dé-
fini sur une petite catégorie I & valeurs dans A x A. La fléche canonique

RHom(Llim F,Y) — Rlim R Hom(F,Y)
/4 ——Jop

est un isomorphisme dans Hoy, A.

Démonstration. — Cela résulte du lemme 3.4.30 et de la version duale de la proposi-
tion 3.1.22. O
Proposition 3.4.34. — Soit A une petite catégorie. Le A x A-localisateur W2" des co-

équivalences argument par argument est le A x A-localisateur régulier engendré par
la classe des projections de la forme X x Ay — X, pour X préfaisceau simplicial
sur A. Autrement dit, pour qu’un A X A-localisateur W contenant les projections
X x Ay —= X pour tout préfaisceau simplicial X sur A soit régulier, il faut et il
suffit que toutes les oo-équivalences argument par argument soient des W-équivalences
(ie. que WL" C W).

Démonstration. — On désigne par W le plus petit A x A-localisateur régulier conte-
nant les projections de la forme X x A; — X pour tout préfaisceau simplicial X
sur A. Il résulte des corollaires 1.4.19 et 3.4.24 que W est accessible. Pour montrer
'égalité W = WA™ | on procede en plusieurs étapes.

3.4.34.1. — Le préfaisceau final e = eqx SUr A X A est Wg‘o‘” -régulier.

. ’ . . P op . .
Soit Y un préfaisceau simplicial WA -fibrant sur A. On a alors des isomorphismes
canoniques dans Hoy, A :

R Hom(e,Y) ~ Hom(e,Y) >~ imY ~ R]limY .
Aop Aor
Or pour tout objet a de A, on a aussi les identifications
Y, ~ Hom(a,Y) ~ RHom(a,Y) ,
d’ott on déduit grace au lemme 3.4.33 des isomorphismes :

Rlim, Y ~Rlim RHom(a,Y) ~ RHom(Llim a,Y).

AP ——agcA°r —a€A
Autrement dit, on a un isomorphisme canonique
RHom(e,Y) ~ RHom(Llim a,Y).
—a€A
On peut alors appliquer le foncteur 7y a ce dernier, et le lemme 3.4.31 permet d’affir-

mer par le lemme de Yoneda que la fleche canonique

Llim a—e
—a€cA

est un isomorphisme. Cela prouve 'assertion en vertu du lemme 3.4.27.

3.4.34.2. — Tout préfaisceau sur A (vu comme un préfaisceau simplicial sur A) est
WA régulier.
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Soit X un préfaisceau d’ensembles sur A. On désigne par
U:AJX x A~ (AxA)/X — Ax A

le foncteur d’oubli. Pour tout préfaisceau simplicial Y sur A/ X, et pour tout objet a
de A, on a une identification canonique

(W)@ = 1 Y(as).

Une somme de morphismes d’ensembles simpliciaux étant une oco-équivalence si et
seulement si chacun de ces morphismes ’est, on en déduit que le A/ X x A-localisateur
WA /X des WA -équivalences au dessus de X n’est autre que le A/X x A-localisateur

(A/X)°® Lo
Weo des oo-équivalences argument par argument. En remarquant que X, vu
comme préfaisceau simplicial sur A, est 'image par U du préfaisceau final sur A/ X x
A, Vassertion résulte de 3.4.34.1 et du lemme 3.4.15.

3.4.34.3. — Les co-équivalences argument par argument forment un Ax A-localisateur
régulier. En particulier, toute W-équivalence est une oco-équivalence argument par
argument.

La premiere assertion résulte immédiatement de 3.4.34.2 et du lemme 3.4.28. La
définition méme de W implique que la seconde est conséquence de la premieére et du
fait que les projections de la forme X x A; — X sont des co-équivalences argument,
par argument.

3.4.34.4. — Toule co-équivalence argument par argument entre préfaisceauzr simpli-
ciauxr W-fibrants est une W-équivalence.

Soit Y — Y’ une oo-équivalence argument par argument entre préfaisceau sim-
pliciaux W-fibrants. Pour tout objet a de A, et tout entier n > 0, on a un carré
commutatif

Hom(a x A,,Y) —— Hom(a x A,,Y")

| T

Y, Y/ 7

dont les fleches verticales sont les images par les foncteurs Hom(.,Y) et Hom(.,Y”)
de la projection de a x A, sur a, et sont donc, en vertu du lemme 3.4.30, des
oo-équivalences. La fleche Y, — Y étant une oo-équivalence par hypothese, on en dé-
duit que la flecche Hom(a x 4,,,Y) — Hom(a x A,,Y”) est aussi une co-équivalence.
Soient X un préfaisceau simplicial sur A, et vy le foncteur canonique de (A x A)/X
vers A x A. Ce qui précede montre qu’on a un isomorphisme canonique

R Hom(py,Y) — RHom(py,Y') .
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N

On obtient donc griace aux lemmes 3.4.31, 3.4.33 et a lisomorphisme canonique
Llim py ~ X dans Hoy A x A les bijections suivantes :

H (X,Y) ~ mpRHom(X,Y)

oMy, AXA
~ moR Hom(Llimpy,Y)
~ moR Jim R Hom(px,Y)
~ moR Jim R Hom(py,Y")
~ moR Hom(Llim ¢, Y")
~ moR Hom(X,Y")

~ . !/
~ HomHOWAXA(X,Y ).

On conclut par le lemme de Yoneda et la saturation forte de W.
3.4.34.5. — Toute co-équivalence argument par argument est une W-équivalence.

Soit u : X — X' une oo-équivalence argument par argument entre préfaisceaux
simpliciaux sur A. On choisit une W-équivalence de but W-fibrant ¢’ : X' — Y,
puis on factorise i'u en une W-équivalence i : X — Y suivie d’'une W-fibration
v:Y — Y’. 1l résulte de 3.4.34.3 que v est une oo-équivalence argument par argu-
ment, et donc, en vertu de 3.4.34.4, v est une W-équivalence, ce qui implique qu’il en
est de méme de u. O

Lemme 3.4.35. — Soient A une petite catégorie, W un A-localisateur, et X un préfais-
ceau sur A. Pour que X soit W-régulier, il faut et il suffit que X, vu comme préfaisceau
simplicial constant, soit W 5 -régulier, ou W, désigne la complétion simpliciale de W
(2.3.22).

Démonstration. — Notons pr; : AXA — A la premiére projection, d’oti un foncteur
image inverse pr; : A — A x A. En vertu des propositions 2.3.27 et 3.1.28, on a un
carré commutatif (& isomorphisme pres)

Hoy, A(A/X) —=——> Hoy, A x A(A/X)

L lim L lim
——A/X ——A/X
A Ho, A x A
O X ’
HOW A p’r'f WA

dont les lignes sont des équivalences de catégories. En considérant I'objet px de
Ho, A(A/X), il résulte alors du lemme 3.4.27 que X est W-régulier si et seulement
si pri X est W,-régulier, ce qui prouve le lemme. O
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Théoreme 3.4.36. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur. Les asser-
tions sutvantes sont équivalentes.

(a) Le A-localisateur W est régulier.
(b) La complétion simpliciale de W est réguliére.
(¢) La complétion simpliciale de W contient les oo-équivalences argument par

arqument.

Démonstration. — L’équivalence des assertions (a) et (b) est conséquence des
lemmes 3.4.28 et 3.4.35. Celle des assertions (b) et (¢) résulte de la proposi-
tion 3.4.34. O

Corollaire 3.4.37. — Soit A une petite catégorie. L’application W —= W définit une
bijection croissante pour l'inclusion de l’ensemble des A-localisateurs réguliers vers
celui des A x A-localisateurs discrets et réguliers. En particulier, la complétion régu-
liere de la complétion simpliciale d'un A-localisateur W coincide avec la complétion
simpliciale de sa complétion réguliére (ce qui s’écrit encore ((WD = (W)p)), et
s’identifie au A x A-localisateur engendré par la classe formée des W-équivalences
argument par argument et des oco-équivalences argument par argument.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la proposition 2.3.30 et du théo-
reme 3.4.36. O

Dans la suite, on notera simplement W, le A4 x A-localisateur (W, ) = (W), et on
utilisera librement cette égalité sans se référer explicitement au corollaire précédent.

Corollaire 3.4.38. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur. Si W est
stable par produits finis, il en est de méme de sa complétion réguliére W.

Démonstration. — Supposons que le A-localisateur W soit stable par produits finis.
Le A x A-localisateur W2”™ des W-équivalences argument par argument est alors aussi
stable par produits finis, et comme il en est de méme du A x A-localisateur WA des
oo-équivalences argument par argument (cf. 2.1.3), il résulte du corollaire précédent et
du corollaire 1.4.19, (b) que la complétion simpliciale Wa de la complétion régulicre W
de W est stable par produits finis. Si pr; : Ax A — A désigne la premiere projection,
le corollaire résulte donc de 1'égalité W = pr} ~*Wju (2.3.27), et de la commutativité

du foncteur pri : A—> AxA aux produits. O
Corollaire 3.4.39. — Pour toute petite catégorie A, le A-localisateur régulier minimal

est stable par produits finis.
Démonstration. — Cela résulte du corollaire précédent et du corollaire 1.4.19, (¢). O

Corollaire 3.4.40. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur. Si W est
propre, il en est de méme de sa complétion réguliére.
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Démonstration. — Si le A-localisateur W est propre, le corollaire 2.3.28 implique que
W, est propre, et il résulte de la proposition 3.4.34 que la complétion réguliere de W o
est le A x A-localisateur engendré par W, et par les oo-équivalences argument par
argument. La preuve s’achéve donc grace au théoreme 2.1.42, a la proposition 1.5.15,
et aux corollaires 1.5.6 et 2.3.28. O

Corollaire 3.4.41. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur réqulier.
Les W-équivalences sont stables par limites inductives filtrantes.

Démonstration. — En vertu de la proposition 2.3.27, il suffit de montrer que la com-
plétion simpliciale de W est stable par petites limites inductives filtrantes, et le théo-
reme 3.4.36 implique que celle-ci contient les co-équivalences argument par argument.
Or la proposition 2.3.20 implique immédiatement que les co-équivalences argument
par argument sont stables par petites limites inductives filtrantes. Le corollaire résulte
donc de la proposition 3.4.12. O

Lemme 3.4.42. — Soit A une petite catégorie. Les A-localisateurs réguliers sont stables
par intersections.

Démonstration. — Cela résulte de la stabilité des A-localisateurs par intersections et
du fait que les A-localisateurs réguliers sont ceux qui contiennent le A-localisateur
régulier minimal (voir la remarque 3.4.14). O

Lemme 3.4.43. — Soit u: A — B un foncteur entre petites catégories; il définit un
foncteur image inverse

On considere un A-localisateur régulier W, et on suppose que W' = (u*)~1(W) est un
B-localisateur (voir la proposition 1.4.20 pour des conditions suffisantes). Alors W’
est régulier. Si en outre W est accessible, il en est de méme de W'.

Démonstration. — L’assertion relative a ’accessibililité résulte aussitot de la propo-
sition 1.4.20. Il suffit donc de prouver que W’ est régulier. Le foncteur u x 1a induit
un foncteur image inverse :

('1L><1A)*:B/><\A—>A/X\A.

En vertu de la proposition 2.3.31, la complétion simpliciale de W’ est formée des
fleches dont I'image par (u x 1a)* est dans la complétion simpliciale de W. D’autre
part, le foncteur (u X 1a)* respecte les oco-équivalences argument par argument, et il
résulte du théoreme 3.4.36 (appliqué a W) que la complétion simpliciale de W, donc
aussi celle de W/, contient les oo-équivalences argument par argument. Une nouvelle
application du théoreme 3.4.36 (cette fois & W’) achéve ainsi la démonstration. O

Proposition 3.4.44. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur régulier.
Pour toute petite catégorie I, le A x I°P-localisateur W! des W-équivalences argument
par argument est régulier.
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Démonstration. — Pour chaque objet i de I, on note W, le A x I°P-localisateur formé
des morphismes dont ’évaluation en i est une W-équivalence. Le lemme précédent
appliqué au foncteur i : e — I, défini par l'objet i, montre que W; est régulier.
Comme W/ est 'intersection des W;, I’assertion résulte ainsi du lemme 3.4.42. O

Proposition 3.4.45. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur régulier.
Un foncteur entre petites catégories u : I — J est une W-équivalence (3.4.1) si et
seulement si pour tout préfaisceau représentable a sur A, le morphisme canonique
Lp;, pi(a) — Lp;,p%(a) est un isomorphisme de Hoy, A.

Démonstration. — Cela résulte aussitot du lemme 3.1.33. O

Proposition 3.4.46. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur régulier.
On considére un morphisme de préfaisceaur X —=Y sur A, et on définit un foncteur

p:A)Y — A | (a,a —Y)— X xya .

Alors le morphisme canonique Llim p — X, induit par les projections X xya —= X,

est un isomorphisme dans Hoy, A.
Démonstration. — On va décomposer la preuve en plusieurs étapes.

3.4.46.1. — Si on suppose en outre que W est stable par produits finis et que Y est le
préfaisceau final € = €5 alors U'assertion est vérifiée.

Pour le voir, on commence par remarquer que ’assertion est immédiate si ’on
suppose de plus que X est le préfaisceau final : cela revient a affirmer que le préfais-
ceau final est W-régulier. Si on suppose que W est stable par produits finis, alors le
foncteur X’ — X x X’ commute aux petites limites inductives et respecte les mo-
nomorphismes autant que les W-équivalences. En vertu de la proposition 3.1.28, si A
désigne le plongement de Yoneda de A dans X, on obtient ainsi des isomorphismes

canoniques
Llimp=Llim(X x h) ¥~ X x Llimh~ X xe=X .
—_ = e
A A A
3.4.46.2. — L’assertion est vérifiée si on suppose que Y est le préfaisceau final.
Soit W,  le A-localisateur régulier minimal. En vertu du corollaire 3.4.39, celui-ci

est stable par produits finis, et donc il résulte de 3.4.46.1 que la fleche canonique
Llimp — X
—
A
est un isomorphisme dans HOW,, ) A. En vertu de la proposition 3.1.28, appliquée a

Pidentité de A en regard de l'inclusion W, ., C W, cette fleche est aussi un isomor-

phisme dans Hoy, A.
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3.4.46.3. — L’assertion est vérifiée en général.

Considérons le foncteur d’oubli U de A\/ Y vers A, et W/Y = U~'W le A/Y-loca-
lisateur des W-équivalences au-dessus de Y. On peut voir le foncteur p comme I'image
par U du foncteur p/Y de A/Y dans A/Y défini de maniére analogue, mais & partir
du morphisme

(X’X — Y) — (Y, ly) .

On a alors les égalités U(p/Y) = p et U(X,X —Y) = X. Comme U respecte
les monomorphismes et les équivalences faibles tout en commutant aux petites limites
inductives, il résulte de 3.4.46.2, appliqué & p/Y, et de la proposition 3.1.28, appliquée
a U, qu'on a des isomorphismes canoniques

Llim p = Llim U(p/Y) ~ ULlim p/Y ~ U(X, X —Y) =

AlY AJY AlY
ce qui acheve cette démonstration. O
Corollaire 3.4.47. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur régulier.

On considére un triangle commutatif

XVY

de préfaisceaux sur A. Si pour tout objet a de A, et toute section a — S de S au-
dessus de a, le morphisme X Xga —Y Xga est une W-équivalence, alors u est une
W-équivalence.

Démonstration. — On note p (resp. p’) le foncteur de A/S vers A qui associe & une
section a —= S le préfaisceau X Xg a (resp. Y Xg a). Les hypothéses impliquent
qu’on a un isomorphisme p ~ p’ dans Hoy, 121\(141/.5')7 d’ol1 en vertu de la proposition
précédente, des isomorphismes canoniques dans Hoy, A

X ~Llimp~Llimp' ~Y,
ce qui acheve la démonstration par forte saturation. O

Proposition 3.4.48. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur propre et
régulier. On considére un carré commutatif

X —X
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de préfaisceaux sur A. Pour que celui-ci soit homotopiquement cartésien au sens de
W, il suffit que pour tout préfaisceau représentable a sur A, et toute section s de Y’
au-dessus de a, le carré

axy X' ——= X

|k

a Ta Y
soit homotopiquement cartésien au sens de W.
Démonstration. — On choisit une factorisation de p de la forme p = g7, ol j est une

W-équivalence, et ¢ une W-fibration. Pour tout objet a de A, et toute section de Y’
au-dessus de a, on peut alors former le diagramme suivant (ot Z’ désigne le produit
fibré de Z et de Y’ au-dessus de Y).

axy' X' —= X' ——= X

1

aXy/ZI——>Z/ﬁZ

T

a Y’ Y
On veut montrer que la fleche j est une équivalence faible (cf. 1.5.17). Or on sait par
hypothese que la fleche j, est une équivalence faible pour tout objet a de A et toute

section de Y’ au-dessus de a, et par conséquent, le corollaire 3.4.47 implique que j’
est une équivalence faible, ce qu’il fallait démontrer. O

Corollaire 3.4.49. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur propre et
régulier. La notion de W-fibration faible (cf. 2.2.3) est locale dans le sens suivant :
pour qu’un morphisme p : X — Y de préfaisceaux sur A soit une W-fibration faible,
il faut et il suffit que pour tout préfaisceau représentable a sur A, et toute section s
de Y au-dessus de a, le carré ci-dessous soit W-homotopiquement cartésien.

(,l><yX——>X

b

—_—
a S Y

Démonstration. — Il résulte aussitot de la proposition précédente que la condition
invoquée est équivalente & la condition (a) de la proposition 1.5.18, laquelle implique
donc ce corollaire. O

3.4.50. — Soit G un groupe. Si on voit ce dernier comme une catégorie a un objet,
la catégorie des G-ensembles & droite (i.e. des ensembles munis d’une action de G a
droite) s’identifie & celle des préfaisceaux d’ensembles sur G. Si X et Y sont deux

ASTERISQUE 308



3.4. REGULARITE 169

G-ensembles, on note Homg (X, Y) l'ensemble des morphismes G-équivariants de X
vers Y. Par exemple, si X est un G-ensemble, et si H est un sous-groupe de G,
Homg (H\G, X) s’identifie canoniquement & I’ensemble X7 des éléments de X inva-
riants sous l'action de H induite par celle de G (H\G désignant le quotient de G par
H muni de laction de G par translations & droite).

On désigne par WZ la partie de Fl G x A formée des morphismes de G-ensembles
simpliciaux (& droite) X — Y tels que pour tout sous-groupe H de G, le morphisme
d’ensembles simpliciaux X7 — Y so0it une oo-équivalence. On appellera les élé-
ments de W/ des oc-équivalences fines. Le but de la fin de ce paragraphe est de
montrer que lorsque G est différent du groupe trivial, alors WL est un G' x A-locali-
sateur propre qui n’est pas régulier.

Lemme 3.4.51. — Tout monomorphisme de G-ensembles est une inclusion de la forme
X —XI1Y.

C’est immédiat.

Lemme 3.4.52. — Les inclusions de la forme @ — H\G, H parcourant l’ensemble
des sous-groupes de G, forment un modele cellulaire de la catégorie des G-ensembles.

Démonstration. — C’est une conséquence directe du lemme précédent et du fait que
tout G-ensemble est somme de G-ensembles de la forme H\G, oll H est un sous-groupe
de G. (|

Lemme 3.4.53. — Soit H un sous-groupe de G.
(i) Le foncteur X — X*H respecte les monomorphismes.
(i) Si
X ——X
]
Y ——>Y’

est un carré cocartésien de G-ensembles, et si i est un monomorphisme, alors

H
XH AN X,H

yH —UI_—I—) Y/H

est un carré cocartésien d’ensembles.

(iii) Si I est un ensemble bien ordonné, et si X est un foncteur de I & valeurs dans
la catégorie des G-ensembles tel que pour tous i < j dans I, X; — X; soit un mo-
nomorphisme, alors l'application canonique de h_rn)(XH) vers (liLn)X)H est bijective.
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Démonstration. — Cela résulte facilement du lemme 3.4.51, une fois remarqué que le
foncteur X — X commute aux petites sommes. Od

3.4.54. — En vertu des lemmes 2.3.2 et 3.4.52, 'ensemble I des inclusions
H\G x 04,, — H\G x 4,, H sous-groupede G, n>=0,

forme un modele cellulaire de la catégorie des G-ensembles simpliciaux. On définit
d’autre part une donnée homotopique élémentaire sur G x A en considérant le segment
séparant défini par A;, muni de l'action triviale (cf. exemple 1.3.8). A Paide de la
remarque 1.3.15, on constate que ’ensemble J formé des inclusions de la forme

H sous-groupe de G,

H\G x (A1 x 04, U{e} x A,) — H\G x A; x A, ,
n=>0, =01,

engendre la classe d’extensions anodines définie par cette donnée homotopique (cf. le
numéro 1.3.14). Il résulte facilement de 2.1.4 que les dites extensions anodines sont
aussi engendrées par ’ensemble des morphismes de la forme

H\G x AF — H\G x 4, , H sous-groupede G, n=>1, 0<k<n.

Proposition 3.4.55. — Les oco-équivalences fines forment le G x A-localisateur engendré
par les projections de la forme X x Ay — X, pour X G-ensemble simplicial. Ce
G X A-localisateur est propre, et en particulier accessible. En outre, la structure de
catégorie de modéles fermée associée (en vertu du théoréme 1.4.3) est engendrée par
le couple (I,J) défini ci-dessus (ce qui signifie simplement que les fibrations au sens
de WL sont les morphismes X —= Y de G-ensembles simpliciauz tels que pour tout
sous-groupe H de G, X" —= YH soit une fibration de Kan).

Démonstration. — Montrons que les oo-équivalences fines forment un G x A-loca-
lisateur contenant les projections de la forme X x A; — X. La vérification de
P'axiome L1 est immédiate, et l'axiome L3 résulte aussitot du lemme précédent.
D’autre part, si on voit A; comme un G-ensemble simplicial muni de I'action triviale,
pour tout G-ensemble simplicial X, la projection X x A; — X est une oco-équivalence
fine. En particulier, tout G-ensemble simplicial admet un W/ -cylindre, et vu qu’il est
aussi immédiat que les co-équivalences fines forment une classe faiblement saturée, le
lemme 1.4.13 prouve 'axiome L2, ce qui démontre bien I'assertion.

Soit W le G x A-localisateur engendré par les projections X x A; — X . En vertu
du corollaire 1.5.7, ce dernier est propre (et donc en particulier accessible). Ce qui
précede montre en outre que toute W-équivalence est une oo-équivalence fine. Considé-
rons & présent la donnée homotopique élémentaire définie par le segment séparant Ay,
ainsi que les extensions anodines, et fibrations naives correspondantes (voir 3.4.54). 11
résulte du corollaire 1.4.18 que le A x A-localisateur W est la classe des équivalences
faibles de la structure de catégorie de modeles fermée engendrée par cette donnée
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homotopique. On remarque que pour tout sous-groupe H de G, le foncteur
GxA—A , X—X", XeObGxA,
admet comme adjoint & gauche le foncteur
A—~GxA , Kr—>HGxK, KecObA,

(K étant muni de l'action triviale). Vu la description des ensembles I et J qui en-
gendrent les cofibrations et les extensions anodines respectivement (3.4.54), un ar-
gument standard d’adjonction montre que les fibrations naives (resp. triviales) sont
les morphismes X — Y de G-ensembles simpliciaux tels que pour tout sous-groupe
H de G, XH —s YH 50it une fibration de Kan (resp. une fibration triviale). On en
déduit que toute fibration naive qui est aussi une co-équivalence fine est une fibra-
tion triviale (puisqu’en vertu du théoréeme 2.1.42, toute fibration de Kan qui est une
oo-équivalence est une fibration triviale d’ensembles simpliciaux). Il résulte donc de
la proposition 1.3.47 que la donnée homotopique considérée ci-dessus est compléete.
En outre, cela implique que toute oo-équivalence fine est une W-équivalence. En ef-
fet, soit u une oo-équivalence fine ; elle se décompose en une W cofibration triviale 4,
suivie d'une W-fibration p. Comme W C WY_, p est une co-équivalence fine, donc une
fibration triviale, ce qui acheéve la démonstration. O

Lemme 3.4.56. — Si G n’est pas le groupe trivial, il existe un G-ensemble simplicial
X dont l’ensemble simplicial sous-jacent est contractile, et tel que XC = &.

Démonstration. — Si Y est un ensemble, on lui associe un groupoide EY dont les
objets sont les éléments de Y, et dont les fleches sont les couples (y,z) (z étant la
source, et y le but). La composition est définie par (z,y)o(y,x) = (z, ). Il est clair que
lorsque Y n’est pas vide, le nerf de EY est un ensemble simplicial contractile : EY est
une catégorie équivalente a la catégorie ponctuelle. D’autre part, cette construction
étant fonctorielle, si Y est muni d’une action de G, alors le nerf de EY est canonique-
ment muni d’une structure de G-ensemble simplicial. Soit X le G-ensemble simplicial
obtenu comme le nerf de EG, en considérant ’ensemble G muni de ’action par trans-
lations a droite. Il est alors immédiat que si GG n’est pas trivial, I'action de G sur X
n’admet aucun point fixe parmi les 0-simplexes de X. O

Proposition 3.4.57. — Le G x A-localisateur des oo-équivalences fines n’est pas régulier
si G n’est pas le groupe trivial.

Démonstration. — Les oo-équivalences argument par argument de G % A sont les
morphismes de G-ensembles simpliciaux qui sont des oo-équivalences d’ensembles
simpliciaux apres oubli de l’action de G (car le foncteur d’oubli de I'action de G est le
foncteur d’évaluation en 'unique objet de G vu comme une catégorie). Or si G n’est
pas trivial, le lemme précédent montre qu’il existe un G-ensemble X tel que la fleche
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de X vers le G-ensemble final soit une co-équivalence argument par argument, mais
pas une oo-équivalence fine. Autrement dit, on a une inclusion stricte W/, ¢ WS,
ce qui permet de conclure en vertu de la proposition 3.4.34. g
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CHAPITRE 4

CORRESPONDANCES FONDAMENTALES

4.1. Catégories test locales

Dans cette section, on suppose qu’un localisateur fondamental W est fixé (cf. défi-
nition 3.3.2).

4.1.1. — On désigne par Hot,, la localisation de la catégorie Cat par la classe des
W-équivalences.

4.1.2. — Soit A une petite catégorie. D’apres 3.2.1 et 3.2.13, on dispose d’un foncteur
in:A—Cat , X+ A/X
qui commute aux limites inductives et aux produits fibrés. Il admet pour adjoint a
droite le foncteur
iy : Cat — A , C +— (a —> Homc¢y(A/a,C)) .

Soit A; la catégorie associée a l’ensemble ordonné {0 < 1}. On vérifie facilement
(voir [96, 1.5.5]) que le préfaisceau % (A;) n’est autre que I'objet de Lawvere L de
A (cf. 1.3.9). La section de L correspondant & l'identité (resp. au sous-objet vide) du
préfaisceau final sur A est 'image par le foncteur % de I'inclusion de {0} (resp. de
{1}) dans A;.

Soit X un préfaisceau sur A. Le foncteur

iA/X:A//?(:A\/X—>Cat

s’identifie canoniquement au foncteur composé du foncteur d’oubli de A\/ X vers A
avec le foncteur ¢ ,. Autrement dit, si X’ — X est un morphisme de préfaisceaux
sur A, on a

iA/X(XI,X/ —_— X) - ZA(X/) = A/XI .
On en déduit que le foncteur % /X correspond au foncteur

Cat — A/X , Cr—= X xi%(C).



176 CHAPITRE 4. CORRESPONDANCES FONDAMENTALES

Définition 4.1.3. — Soit A une petite catégorie. Un morphisme de préfaisceaux sur A
est une W-équivalence, ou plus simplement, une équivalence faible, si son image par
le foncteur i, est une W-équivalence. On désigne par W5 = i,' (W) la classe des
W-équivalences de préfaisceaux sur A. Un morphisme u : X — Y de préfaisceaux
sur A est une W-équivalence locale, ou plus simplement une équivalence faible lo-
cale, si pour tout préfaisceau représentable a sur A, le morphisme a x X —a x Y
est une W-équivalence. Un préfaisceau X sur A est W-asphérique, ou plus simple-
ment, asphérique, si la catégoric A/ X est W-asphérique. Un préfaisceau X sur A est
localement W-asphérique, ou plus simplement, localement asphérique, si pour tout
préfaisceau représentable a sur A, la catégorie A/(a x X) est ‘W-asphérique.

4.1.4. — Si A est une petite catégorie, on note }['WA\ la localisation de la catégorie
A par la classe ‘VVZ des W-équivalences de préfaisceaux sur A.

Remarque 4.1.5. Considérons un triangle commutatif de préfaisceaux sur A de la

forme ci-dessous.
X———sY
x /
Z

Il induit donc un triangle commutatif de catégories de la forme suivante.

A/X A AJY
N
A)Z

En outre, on a les identifications
A/ X =A/Z(X,p) et A/Y =A/Z(Y,q) .

On en déduit que v est une W-équivalence en tant que morphisme de préfaisceaux sur
A si et seulement si u est une W-équivalence en tant que morphisme de préfaisceaux
sur A/Z (i.e. en tant que morphisme de préfaisceaux sur A au-dessus de Z). Soit a
un préfaisceau représentable sur A, et s : a — Z une section de Z au-dessus de a. Le
couple (a, s) peut aussi étre considéré comme un objet de la catégorie A/Z. Comme
le foncteur i, commute aux produits fibrés, on obtient les identifications suivantes.

(A/X)/(a,s) =Af(axz X) et (A/Y)/(a,s)=A/(axzY).

Par conséquent, dire que le foncteur A/u est une équivalence faible localement au-
dessus de A/Z revient & dire que pour tout objet a de A, et toute section s de Z
au-dessus de a, le morphisme de préfaisceaux

aXZX—>(L><ZY
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est une équivalence faible. En particulier, une telle condition implique que le mor-
phisme u est une équivalence faible de préfaisceaux sur A. On déduit aussitét de ces
considérations que toute équivalence faible locale est une équivalence faible.

Remarque 4.1.6. — Soit v : X — Y un morphisme de préfaisceaux sur A. On s’aper-
coit facilement que u est une équivalence faible locale si et seulement si pour tout
préfaisceau Z sur A, le morphisme 1z x u : Z x X — Z x Y est une équivalence
faible. En effet, dire que u est une équivalence faible locale équivaut a dire que le
foncteur A/u est une équivalence faible localement au-dessus de A. D’aprés les calculs
effectués dans la remarque précédente, cela revient encore & affirmer que pour tout
préfaisceau représentable a, le morphisme 1, X u : a x X — ax Y est une équivalence
faible. On en déduit que pour tout préfaisceau Z sur A, le morphisme 1z X u est une
équivalence faible locale de préfaisceaux sur A/Z. En particulier, 1z x u est donc une
équivalence faible.

Remarque 4.1.7. — Lorsque A est asphérique, un préfaisceau X sur A est asphérique
si et seulement si le morphisme de X vers ’objet final de A est une équivalence faible.
Or pour tout objet a de A, la catégorie A/a est asphérique (puisqu’elle admet un
objet final). On en déduit qu’un préfaisceau X sur A est localement asphérique si et
seulement si pour tout préfaisceau représentable a sur A, la projection

ax X —a

est une équivalence faible. Autrement dit, un préfaisceau X sur A est localement
asphérique si et seulement si le morphisme de X vers le préfaisceau final sur A est
une équivalence faible locale. D’apres la remarque 4.1.6, on peut donc encore donner
la caractérisation suivante : un préfaisceau X sur A est localement asphérique si et
seulement si pour tout préfaisceau Y sur A, la projection

XxY —Y

est une équivalence faible.

Définition 4.1.8 (Grothendieck). — Une petite catégoric A est une W-catégorie test
faible, ou plus simplement, une catégorie test faible, si pour toute petite catégorie C
admettant un objet final, le préfaisceau % (C) est W-asphérique.

Remarque 4.1.9. — La définition que nous avons adoptée pour cette notion n’est pas
celle donnée dans [96, 1.3.7]. Elle est cependant équivalente & cette derniére en regard
du résultat élémentaire suivant.

Proposition 4.1.10. — Soit A une petite catégorie. Les conditions suivantes sont équi-
valentes.

(i) A est une catégorie test faible ;

(ii) la catégorie A est asphérique, et on a i% (W) C Wy ;

(iii) la catégorie A est asphérique, et W = (%)~ (W5) ;
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(iv) pour toute petite catégorie C, le morphisme de co-unité i,i%(C) —= C est
une équivalence faible ;
(v) pour toute petite catégorie C, le morphisme de co-unité i ,i%(C) — C est
Ala
asphérique ;
vi) pour toute petite catégorie asphérique C, le préfaisceau i% (C) est asphérique.
A P

Démonstration. — Voir [96, proposition 1.3.9]. ]

Remarque 4.1.11. —— Si A est une catégorie test faible, on montre facilement le fait
suivant (voir [96, paragraphe 1.3.7, lemme 1.3.8 et proposition 1.3.9]). Les foncteurs
1,4 et 1% respectent tous deux les équivalences faibles, ce qui implique qu’ils induisent
respectivement des foncteurs

Pour tout préfaisceau X sur A, le morphisme d’unité X —s % ,(X) est une équiva-
lence faible. En utilisant la condition (iv) ci-dessus, on obtient de plus que les foncteurs
74 et 77 sont des équivalences de catégories quasi-inverses I'une de I'autre.

Définition 4.1.12 (Grothendieck). — Une petite catégorie A est une W-catégorie test
locale, ou plus simplement, une catégorie test locale, si pour tout objet a de A, la
catégorie A/a est une W-catégorie test faible. Une petite catégorie A est une W-ca-
tégorie test, ou plus simplement, une catégorie test, si elle est & la fois une W-catégorie
test faible et une W-catégorie test locale.

Remarque 4.1.13. — On vérifie facilement qu’une petite catégorie A est une catégorie
test si et seulement si A est une catégorie test locale et si A est asphérique (voir
[96, remarque 1.5.4]). Par exemple, si A est une petite catégorie admettant un objet
final, alors A est une catégorie test locale si et seulement si A est une catégorie test.
En particulier, on obtient la caractérisation suivante : une petite catégorie A est une
catégorie test locale si et seulement si pour tout objet a de A, la catégorie A/a est
une catégorie test.

En conclusion de cette remarque, pour caractériser les catégories test, il suffit de
savoir caractériser les catégories test locales. On obtient un premier critére comme
suit.

Proposition 4.1.14. — Soit A une petite catégorie. Les conditions suivantes sont équi-
valentes.

(i) La catégorie A est une catégorie test locale.

(i1) Pour toute petite catégorie C' admettant un objet final, le préfaisceau i% (C) est
localement asphérique.

(iii) Pour toute petite catégorie asphérique C, le préfaisceau i%(C) est localement
asphérique.
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(iv) Le foncteur i% envoie les équivalences faibles de Cat sur des équivalences
faibles locales de A.
(v) Pour tout préfaisceau X sur A, la catégorie A/X est une catégorie test locale.

Démonstration. — Voir [96, proposition 1.5.3 et remarque 1.5.4, b)]. O

4.1.15. — On dit qu’un foncteur entre petites catégories j : U — X est une immer-
sion ouverte s’il est pleinement fidele, injectif sur les objets, et si j(U) est un crible de
X. Cette derniére condition revient & dire que pour tout objet  de X, et tout objet
u de U, s’il existe un fleche de z vers j(u) dans X, alors il existe un objet v de U tel
que x = j(v) (un tel v est bien entendu nécessairement unique en vertu de l'injectivité
de j). Dualement, on dit qu'un foncteur entre petites catégories ¢ : Z — X est une
immersion fermée si le foncteur i°? : Z°? —= X °P est une immersion ouverte (ce qui
revient & dire que i est pleinement fidele, injectif sur les objets, et identifie Z & un
cocrible de X).

Par exemple, si A est une petite catégorie, et si X est un sous-objet de 'objet final
de X, alors le foncteur canonique de A/X vers A est une immersion ouverte. Toutes
les immersions ouvertes sont obtenues de cette maniére (& isomorphisme de catégories
pres).

Soit j : U — X une immersion ouverte. On désigne par Z la sous-catégorie pleine
de X formée des objets z de X qui ne sont pas de la forme j(u) pour v dans U. Alors
le foncteur d’inclusion i : Z — X est une immersion fermée. On dit alors que Z est le
cocrible complémentaire & U dans X, et que ¢ est 'immersion fermée complémentaire
de j. Le résultat ci-dessous est alors immédiat.

Lemme 4.1.16. — Soient X une catégorie, j : U —= X une immersion ouverte, et F'
le cocrible complémentaire a U. Alors pour toute catégorie A admettant un objet final
ey, et tout foncteur u : U — A, il existe un unique foncteur x : X — A, tel que
xoj =u, et dont la restriction & F soit le foncteur constant de valeur e 4. O

Lemme 4.1.17. — Soient A une petite catégorie, et i : A — Cat un foncteur. On sup-
pose que le foncteur i, : A—> Cat, unique prolongement de i commutant aux petites
limites inductives, envoie les monomorphismes de A sur des immersions ouvertes.
Alors ladjoint a droite de iy, i* : Cat — A, C > (a — Homgy(i(a), C), envoie les

—~

petites catégories admettant un objet final sur des objets injectifs de A.
Démonstration. — Le lemme 4.1.16 implique que si C est une petite catégorie ad-
mettant un objet final, le foncteur canonique p : C — e, ou e désigne la catégorie

ponctuelle, vérifie la propriété de relevement a droite relativement aux immersions
ouvertes, ce qui permet de conclure par un argument standard d’adjonction. O

Proposition 4.1.18. — Soit A une petite catégorie, et W une classe faiblement saturée
(cf. 1.4.12) de morphismes de préfaisceaux sur A. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes.
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(i) Pour toute petite catégorie C admettant un objet final, et pour tout préfaisceau
X sur A, la projection du produit X x i%(C) sur X est dans W.

(ii) Tout morphisme de préfaisceauz sur A vérifiant la propriété de relévement d
droite relativement a la classe des monomorphismes de A est dans W.

Démonstration. — Le fait que (i) implique (i) résulte aussitot du lemme 4.1.17.
L’autre implication est quant & elle conséquence du lemme 1.4.13 et des faits suivants :
l'objet de Lawvere de A s’identifie au préfaisceau i% (A1) (voir 4.1.2), et la catégorie

A; admet un objet final. O
Théoreme 4.1.19. — Soit A une petite catégorie. Les conditions suivantes sont équi-
valentes.

(i) La catégorie A est une catégorie test locale.

(ii) L’objet de Lawvere de A est un préfaisceau localement asphérique.

(iii) Il existe un segment séparant I = (I,0y,01) de A tel que I soit localement
asphérique.

(iv) Toute fibration triviale de A (i.e tout morphisme de préfaisceauzr sur A véri-
fiant la propriété de relévement a droite relativement a la classe des monomorphismes)
est une équivalence faible de préfaisceaux sur A.

Démonstration. — En vertu de la proposition 4.1.14 ’équivalence des conditions ()
et (iv) résulte de la proposition 4.1.18. L’équivalence des conditions (i), (i) et (iv)
résulte du lemme 1.4.13 et du fait que I'objet de Lawvere de A définit un segment,
séparant (voir 1.3.9). O

Exemple 4.1.20. — Soit A une petite catégorie admettant des produits finis. En parti-
culier, la catégorie A admet un objet final, et donc elle est asphérique. Par conséquent,
pour que A soit une catégorie test, il faut et il suffit que A soit une catégorie test
locale. D’autre part, comme A admet des produits finis, les préfaisceaux représen-
tables sur A sont stables par produits finis. Or tout préfaisceau représentable sur A
est asphérique. On en déduit que dans cette situation, tout préfaisceau représentable
sur A est localement asphérique. Supposons en outre que A admette un segment sé-
parant I = (I, 9y, 01) tel que I soit un préfaisceau représentable sur A. Alors il résulte
du critere (éi7) du théoreme 4.1.19 que A est une catégorie test. Ce procédé permet
de construire un grand nombre d’exemples de catégories test : toute petite catégorie
équvalente a la catégorie des ensembles finis non vides (resp. a la catégorie des en-
sembles ordonnés finis non vides, resp. a la catégorie des catégories finies admettant
un objet final, etc.) est une catégorie test.

Exemple 4.1.21. — La catégorie des simplexes (2.1.1) est une catégorie test. Pour
le voir, on démontre par un procédé combinatoire que le préfaisceau représentable
A1 est localement asphérique, et on applique une nouvelle fois le critere (74) du
théoreme 4.1.19. Voir [96, exemple 1.5.11] pour une preuve élémentaire et complete.

ASTERISQUE 308



4.1. CATEGORIES TEST LOCALES 181

Corollaire 4.1.22. — Soient A une catégorie test locale (resp. une catégorie test), et
B une petite catégorie arbitraire (resp. asphérique). Alors la catégorie A x B est une
catégorie test locale (resp. une catégorie test).

Démonstration. — Voir [96, corollaire 1.5.10]. a
4.1.23. — Si A est une petite catégorie, et i : A — Cat un foncteur, on rappelle que
i*: Cat — A

désigne le foncteur
C +— (a+— Homgy(ia,C) .
Par exemple, si i désigne le foncteur
a+— Ala,

alors i* n’est autre que le foncteur & présent bien connu 7%.

Définition 4.1.24. — Soit A une petite catégorie. Un foncteur i : A — Cat est un W-
foncteur test local, ou plus simplement un foncteur test local, si les trois conditions
suivantes sont vérifiées.

(a) La catégorie A est une W-catégorie test locale.

(b) Pour tout objet a de A, la catégorie ia est W-asphérique.

(c) Pour toute catégorie W-asphérique C, le préfaisceau i*(C) est localement W-
asphérique.
Un foncteur i : A —s Cat est un foncteur W-test, ou plus simplement un foncteur
test, si i est un W-foncteur test local et si A est une W-catégorie test.

Remarque 4.1.25. — La définition de foncteur test local que nous avons introduite ci-
dessus n’est pas identique & celle donnée dans [96, définition 1.7.11], mais seulement
équivalente; nous renvoyons le lecteur a [96, théoréme 1.7.13 et corollaire 1.7.10]
pour une caractérisation des foncteurs test locaux généraux. La situation se simplifie
beaucoup si on considere la situation suivante.

Soit i : A — Cat un foncteur, A étant une petite catégorie. On suppose que pour
tout objet a de A, la catégorie ia admet un objet final. Alors on peut définir une
transformation naturelle explicite (cf. 3.2.4)

o igit — Cat .
On obtient alors la caractérisation suivante.

Théoréme 4.1.26. — Soient A une petite catégorie, et i : A — Cat un foncteur. On
suppose que pour tout objet a de A, la catégorie ia admet un objet final. Les conditions
sutvantes sont équivalentes.

(i) Le foncteuri est un foncteur test local (en particulier, A est donc une catégorie
test locale).
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(ii) Pour toute petite catégorie C admettant un objet final, le préfaisceau i*(C) est
localement asphérique.

(iii) Le foncteur i* envoie les équivalences faibles de Cat sur des équivalences faibles
locales de A.

(iv) Le préfaisceau i*(Ay) est localement asphérique.

Si l'une des conditions ci-dessus est vérifiée, et si en outre A est asphérique, alors A
est une catégorie test, et pour toute petite catégorie C, le morphisme naturel

o AJC =i, (C) — C

est un foncteur asphérique (en particulier, une équivalence faible). En outre, le fonc-
teur i* respecte les équivalences faibles (on a méme Uégalité (i*) "' (W3) = W), et le
foncteur induit

est une équivalence de catégories, quasi-inverse du foncteur

7A.7'[WA\—>HOtw .

Démonstration. — Voir [96, théoréme 1.7.13] pour I'équivalence des conditions (i)
a (). Les autres assertions sont démontrées par [96, proposition 1.7.6 (d) et
corollaire 1.7.10]. O
Remarque 4.1.27. — Nous n’utiliserons pas ce fait par la suite, mais le théoréme pré-

cédent reste vrai pour un foncteur test général si I'on retire les conditions (%) et (iv).
En particulier, tout foncteur test ¢ induit un quasi-inverse du foncteur 7 4.

Exemple 4.1.28. Soit. A une petite catégorie. Alors A est une catégorie test locale
si et seulement si le foncteur

A — Cat ar— Ala

est un foncteur test local.

Exemple 4.1.29. — Soit i : A — Cat le foncteur d’inclusion (ou1 A désigne la catégorie
des simplexes). Alors on démontre grace au critére (iv) du théoreme 4.1.26 que i est
un foncteur test (voir [96, exemple 1.7.18]). Or dans ce cas le foncteur

i*: Cat — A

n’est autre que le foncteur nerf (2.1.14). On retrouve ainsi formellement que le foncteur
nerf induit une équivalence de catégories entre la catégorie homotopique des ensembles
simpliciaux et la catégorie homotopique des petites catégories.
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4.2. Modélisateurs élémentaires

4.2.1. — Soit W un localisateur fondamental. On rappelle que pour chaque petite
catégorie I, on note Hot,,(I) la localisation de la catégorie des foncteurs de I vers
Cat par la classe des W-équivalences argument par argument (cf. 3.3.17). Lorsque [
est la catégorie ponctuelle, cette localisation est notée plus simplement Hot,,. Si 4
est une petite catégorie, ‘I/Vg désigne la classe de fleches z’;lw (cf. 4.1.3).

Lemme 4.2.2. — Soit W un localisateur fondamental. Pour toute petite catégorie A, la
classe W5 de fléches de A vérifie Uaziome L3 des A-localisateurs (cf. définition 1.4.1).

Démonstration. — Cela résulte de [96, corollaires 2.3.12 et 2.3.17]. O

Proposition 4.2.3. — Soit W un localisateur fondamental. Pour qu’une petite catégorie
A soit une W-catégorie test locale, il faut et il suffit que Wy soit un A-localisateur.

Démonstration. — Puisque W est par définition une classe de fleches faiblement sa-
turée, il est immédiat que ‘I/Vg est faiblement saturé. Par conséquent, Wg vérifie en
particulier axiome L1 de la définition 1.4.1. Le lemme 4.2.2 et la caractérisation (iv)
du théoreme 4.1.19 permettent donc de conclure. O

Proposition 4.2.4. — Tout localisateur fondamental est fortement saturé, et donc, en
particulier, est stable par rétractes.

Démonstration. — Soit W un localisateur fondamental. On choisit une W-catégo-
rie test A (voir les exemples 4.1.20 et 4.1.21). Alors un morphisme de Cat est une
W-équivalence si et seulement si son image par i% est une W-équivalence de 121\, et
I’assertion résulte donc du corollaire 1.4.7 et de la proposition 4.2.3. O

4.2.5. — Soient W un localisateur fondamental, et A une petite catégorie. Pour
chaque petite catégorie I, on note .‘7-[ /I( I) la localisation de la catégorie des fonc-
teurs de I vers A par la classe ‘l/VA des ‘I/VA-equlvalences argument par argument, i.e.
pour reprendre les notations du chapltre précédent, ,‘7-[ A(I ) = How A(I ). Lorsque
I est la catégorie ponctuelle, cette localisation est notee plus 81mplement .‘7-[ A.

Corollaire 4.2.6. — Soient ‘W un localisateur fondamental, et A une W-catégorie test
locale. Le foncteur v, : H,, A — Hot,, est conservatif.

Démonstration. — Cela résulte aussitét de la forte saturation de W et du
lemme 1.4.8. O
Proposition 4.2.7. — Soient ‘W un localisateur fondamental, et A une W-catégorie

test locale. Alors les foncteurs i, et i induisent, pour toute petite catégorie I, un
couple de foncteurs adjoints

Qg Hyy A(I) — Hotgy(I) et 4 : Hotyy(I) —= Hy, A(I) .
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En outre, pour tout foncteur entre petites catégories u : I —= J, on a un isomor-
phisme de foncteurs canonique

LU! ZA s {AL'LL! .

Autrement dit, le carré suivant est commutatif a isomorphisme prés.

H,, A(T) —2> Hot, (1)

H,, A(J) —— Hoty, (/)

Enfin, lorsque A est W-asphérique (i.e. une W-catégorie test), les foncteurs Ty ety
sont des équivalences de catégories quasi-inverses l'une de 'autre.

Démonstration. — La premiére assertion résulte du fait que les foncteurs i, et %
respectent les W-équivalences (toute W-équivalence locale étant une W-équivalence
en vertu de la remarque 4.1.5, cela résulte de la caractérisation (iv) de la pro-
position 4.1.14) et de la 2-fonctorialité de la localisation (voir par exemple [96,
lemme 2.1.6]). La deuxiéme est conséquence de la premiere, puisque Lu 7, et 7,4 Lu
sont tous deux des adjoints a gauche de 7ju* = u*7} (voir 3.3.18 et la proposi-
tion 3.1.26). Enfin, la troisieme résulte du fait que dans ce cas, i 4i% — 1¢ est une
MW-équivalence, et 17 —= i1, une Wg—équivalence (voir la remarque 4.1.11). O

Lemme 4.2.8. — Soient A une petite catégorie, et X un préfaisceau sur A. On désigne
par ¢ le foncteur de A/ X dans A, (a,a —= X) > a. Alors le foncteur canonique

Jasxiapx —= lim y fapx =g X
est une fibration dont les fibres sont des catégories admettant un objet initial.

Démonstration. — Le fait qu’il s’agit d’une fibration est un cas particulier de la pro-
position 3.3.15. D’autre part, si s = (a,a — X) est un objet de A/X =1i,X, alors
la fibre de ce foncteur au-dessus de s est canoniquement isomorphe a la catégorie
s\(A/X), laquelle admet évidemment un objet initial. O

Proposition 4.2.9. — Soit ‘W un localisateur fondamental. Pour toute W-catégorie
test locale A, W = Wg est un A-localisateur régulier.

Démonstration. — La proposition 4.2.3 implique que si A est une W-catégorie test
locale, alors W est un A-localisateur. Il suffit donc de vérifier la régularité de W. Con-
sidérons une petite catégorie I, et un foncteur F' de I vers A. Le foncteur canonique
K de [i F vers limi,F (3.3.14) correspond dans Hot,, au morphisme obtenu par
adjonction & partir du morphisme i, ' — p7limi,F dans Hotgy(I). En vertu de
la proposition 4.2.7, K est donc isomorphe dans Hot,, a 'image par le foncteur 7,
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du morphisme canonique Llim /' — lim F'. Grace au corollaire 4.2.6, il suffit par
conséquent de montrer que pour tout préfaisceau X sur A, le foncteur canonique

K: [igox —= limiy oy = A/X

est une W-équivalence. Or en vertu de la proposition 3.3.15 et du lemme 4.2.8, K
est une fibration a fibres asphériques, et donc K est une équivalence faible (voir la
remarque 3.3.12). Cela achéve la démonstration. |

Définition 4.2.10. — Si S est une partie de F1 Cat, on rappelle que le localisateur fon-
damental engendré par S est le plus petit localisateur fondamental 9/ contenant S
(i.e. lintersection de tous les localisateurs fondamentaux contenant S). On dit alors
que S engendre W. Un localisateur fondamental est accessible s’il est engendré par
un ensemble de fleches de Cat. Le localisateur fondamental minimal est le localisateur
fondamental engendré par @ C Fl Cat (il est par définition accessible).

Définition 4.2.11. — Soit A une petite catégorie.

Un A-localisateur test est un A-localisateur régulier W tel que pour tout préfaisceau
représentable a sur A, le morphisme canonique de a vers 'objet final de A soit une
W-équivalence.

Un localisateur fondamental W est modelable par une petite catégorie A si A est
une W-catégorie test.

Remarque 4.2.12. — Si S est un ensemble de fleches de 2, alors le A-localisateur test
engendré par S est accessible. En effet, il est la complétion réguliere du A-localisateur
engendré par S et par I’ensemble des morphismes a — e P a€ ODb A, ce qui implique
I'assertion en vertu du corollaire 3.4.24. De méme, si S est un ensemble de fleches
de Cat, le localisateur fondamental modelable par A engendré par S est accessible,

puisqu’il est le localisateur fondamental engendré par S et par les foncteurs A — ¢
et i (a xi% A1) —> e, a € Ob A (cf. le théoreme 4.1.19).

Lemme 4.2.13. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur test. Un fonc-
teur entre petites catégories u : I —= J est une W-équivalence si et seulement si le
morphisme canonique Lp;, p} (eg) — Lp;, pf}(ex) est un isomorphisme de Hoy A.

Démonstration. — Les morphismes a — € 7 a€ Ob A, sont des W-équivalences, et
donc pour toute petite catégorie I, on a des isomorphismes canoniques

Lp; pi(a) — Lp“p?(eg) :
Ce lemme résulte donc de la proposition 3.4.45. O

Lemme 4.2.14. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur test. Pour
tout objet X de Hoy A, on a un isomorphisme naturel dans Hoy, A,

Lpa/x,pa/x(eg) =X .

En outre, on a ’égalitée W = iZIWCat, et A est W-asphérique.
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Démonstration. — Soit X un préfaisceau sur A. On a alors par régularité un isomor-
phisme canonique Llim ¢y ~ X dans Hoy, A. D’autre part, si P = pZ/X (eg) désigne
le foncteur constant sur A/X de valeur l'objet final de A, les fleches a — e RS
Ob A, étant des W-équivalences, on a un isomorphisme ¢, ~ P dans Hoy A(A/X).
On en déduit par fonctorialité un isomorphisme L lim ¢, ~ Llim P. Or L lim P s’iden-

tifie par définition a Lp , /x,Pa /X (eg), d’ol1 un isomorphisme canonique

LPA/X!PZ/X(‘?;) ~X .

Le lemme précédent, vue la forte saturation de W, montre donc que W = i:llWCat. 1
implique aussi que A est W-asphérique, une fois remarqué qu’on a des isomorphismes
canoniques

Lpapalez) ~Lpaje Paje (ez)~ez et Lp,pileg) ~ez,
ou e désigne la catégorie ponctuelle. O

Théoréeme 4.2.15. — Soit A une petite catégorie. L’application W —= W, (8.4.1)
établit une bijection croissante pour linclusion, entre l’ensemble des A-localisateurs
test et celui des localisateurs fondamentaux modelables par A, Uapplication inverse
étant définie par W = W5 = i;' W. En outre, cette correspondance conserve l'ac-
cessibilité dans le sens ou un localisateur fondamental modelable par A est accessible
si et seulement si le A-localisateur (test) correspondant l’est.

Démonstration. — Soit W un A-localisateur test. Alors en vertu de la proposi-
tion 3.4.3, W = W, est un localisateur fondamental, et en vertu du lemme 4.2.14,
A est W-asphérique et W = i;l‘VV. La proposition 4.2.3 implique donc que A est
une W-catégorie test, ce qui montre que 'application est bien définie et injective.
Pour prouver la surjectivité, considérons un localisateur fondamental U modelable
par A, et posons W = ‘VVK = i;l‘l/l/. Les propositions 4.2.3 et 4.2.9, ainsi que la
TW-asphéricité de A, impliquent que W est un A-localisateur test. En vertu de ce qui
précede, on a W = iZIWCaw et la W-catégorie test A est une W ,,-catégorie test (et
en particulier test faible). On a donc les égalités W = (i*) ‘W = W, L'assertion
relative a ’accessibilité s’en déduit alors formellement grace a la remarque 4.2.12. 0O

Remarque 4.2.16. — 11 résulte immédiatement du théoreme ci-dessus que pour toute
petite catégorie A, et tout A-localisateur test W, on a W, = (ij})_lw (et plus géné-
ralement, en vertu du théoreme 4.1.26, que pour tout W,,-foncteur test i : A — Cat
tel que ia admette un objet final,ona W, = (i*)_IW ). Ainsi, si W est le localisateur
modelable par A engendré par une classe S de fleches de Cat, ‘Wg est le A-localisateur
test engendré par la classe i%S (ou la classe i*S, si i est un W-foncteur test comme
ci-dessus), de méme que si W est le A-localisateur test engendré par une classe S de
fleches de zzf, W, est le localisateur fondamental modelable par A engendré par i, S.
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Scholie 4.2.17. — 11 résulte du théoreme 4.2.15 qu’en admettant le principe de
Vopenka, tout localisateur fondamental est accessible (voir le scholie 1.4.6).

Corollaire 4.2.18. — Soient W un localisateur fondamental accessible, et A une W-
catégorie test locale. Alors A admet une structure de catégorie de modéles fermée a
engendrement cofibrant dont les cofibrations sont les monomorphismes, et dont les
équivalences faibles sont les éléments de Wy = i)' W.

Démonstration. — En vertu du théoréme 1.4.3, il suffit de montrer que ‘T/VX est un
A-localisateur accessible. Lorsque A est une W-catégorie test, cela résulte du théo-
réme 4.2.15. Dans le cas général, on choisit une W-catégorie test B (par exemple B
peut étre une petite catégorie équivalente a la catégorie des ensembles ordonnés finis
non vides, ou bien la catégorie des simplexes), et un W-foncteur test i : B — Cat
tel que pour tout b € Ob B, i(b) admette un objet final (par exemple blmplement le
foncteur b — B/b). En vertu du corollaire 3.2.10, le foncteur composé i* i, : A — B
commute aux petites limites inductives et respecte les monomorphismes. Comme i est
un foncteur test, on vérifie immédiatement que i;‘l(i*)_l‘l/l/g = W;. 1l résulte de la
proposition 4.2.3 que Wg est un A-localisateur, et le critere (¢) de la proposition 1.4.20
appliqué au foncteur i* ¢, acheve ainsi la démonstration. O

Lorsque W est un localisateur fondamental accessible, et A une W-catégorie test
locale, on dira parfois qu’une fleche de A est une W-fibration (resp. une ‘W-cofibration
triviale, etc.), ou une fibration (resp. une cofibration triviale, etc.) au sens de W,
pour signifier qu’elle est une Wg—ﬁbration (resp. une W‘Z—coﬁbration triviale, etc.),
autrement dit, qu’elle est une fibration (resp. une cofibration triviale, etc.) pour la
structure de catégorie de modeles fermée du corollaire ci-dessus.

Corollaire 4.2.19. — Le localisateur fondamental minimal est formé des morphismes
de Cat dont l’image par le foncteur nerf N : Cat — A est une oo-équivalence.

Démonstration. — La catégorie des simplexes A est une W-catégorie test pour tout
localisateur fondamental W (voir ’'exemple 4.1.21). Il résulte donc du théoréme 4.2.15,
que le localisateur fondamental minimal correspond au A-localisateur test minimal.
Or tout A-localisateur est régulier (cf. 3.4.25), et par suite le corollaire 2.1.21 montre
que W__ est le A-localisateur test minimal. Pour conclure, il suffit donc de remarquer
que linclusion canonique de A dans Cat est un foncteur test (cf. 4.1.29) et de lui
appliquer les dernieres assertions du théoreme 4.1.26. O

4.2.20. — On notera W le localisateur fondamental minimal, et les W,,-équiva-
lences seront appelées aussi des oco-équivalences. On emploiera volontier les adjectifs
oo-asphérique, co-coasphérique, etc., au lieu de Wh-asphérique, Wh,-coasphérique
etc. On note Hot, la localisation de Cat par les oo-équivalences. Il résulte du
corollaire 4.2.19 que Hot_, est canoniquement équivalente a la catégorie homoto-
pique }[Wmﬁ = Hoyy__ A. Plus généralement, pour toute petite catégorie A, tout
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A-localisateur test acccessible W définit canoniquement une sous-catégorie pleine de
Hot_,. De fagon plus précise on a ’énoncé ci-dessous. (Ce résultat ne sera pas utilisé
dans la suite, et nous en laissons la démonstration au lecteur.)

Corollaire 4.2.21. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur test acces-
sible. La catégorie Hoyy A s’identifie canoniquement a la localisation de Hot__ par les
W-équivalences, et le foncteur de localisation de Hot_, vers Hoyy A admet un adjoint
a droite pleinement fidéle.

Corollaire 4.2.22. — Tout localisateur fondamental est stable par limites inductives
filtrantes.
Démonstration. — Soit W un localisateur fondamental. Comme ’inclusion canoni-

que de la catégorie des simplexes A dans Cat est un W-foncteur test (4.1.29), on a
l'égalité W = N1 ix'W (4.1.26). Or en vertu de la proposition 4.2.9, ix' W est un
A-localisateur régulier, et donc le corollaire 3.4.41 implique qu’il est stable par limites
inductives filtrantes. L’assertion résulte donc de la commutativité du foncteur nerf
aux petites limites inductives filtrantes. O

Proposition 4.2.23. — Soient W un localisateur fondamental, et v : A —= B un fonc-
teur entre petites catégories. On remarque que pour chaque préfaisceau X sur B,
on a un carré cartésien canonique de la forme suivante dans Cat (dont les fléches
horizontales sont les fleches canoniques, cf. 3.2.7).

A/u*(X)—— A

|k

B/X—)B

Les conditions suivantes sont équivalentes.

(a) Le foncteur u est ‘W-asphérique.

(b) Pour qu’un préfaisceau X sur B soit ‘W-asphérique, il faut et il suffit que le
préfaisceau u*(X) sur A soit asphérique.

(b") Si X est un préfaisceau ‘W-asphérique sur B, alors u*(X) est un préfaisceau
W-asphérique sur A.

(b"”) Pour tout objet b de B, le préfaisceau u*(b) sur A est W-asphérique.

(¢) Pour tout préfaisceau X sur B, le foncteur canonique A/u*(X) — B/X est
une W-équivalence.

(¢) Pour tout préfaisceau X sur B, le foncteur Aju*(X)— B/X est W-
asphérique.

(c”) Pour tout objet b de B, le foncteur A/u*(b) — B/b est une W-équivalence.

Si ces conditions sont satisfaites, on a alors la propriété suivante.
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(d) Pour qu’un morphisme ¢ de B soit une W-équivalence, il faut et il suffit que
u*(p) soit une W-équivalence de A.

De plus, si A et B sont W-asphériques, les conditions (a) a (d) sont équivalentes, et
équivalentes a la condition ci-dessous.

(d') Sip est une W-équivalence de B, alors u*(p) est une W-équivalence de A.
Démonstration. — Voir [96, proposition 1.2.9]. O

Proposition 4.2.24. — Soient W wun localisateur fondamental accessible, et u
A — B un foncteur ‘W-asphérique entre deux W-catégories test. Alors le couple de
foncteurs adjoints

w:B—>A et u,:A—>B

est une équivalence de Quillen.

Démonstration. — En vertu de ’assertion (d) de la proposition 4.2.23, le foncteur v*
respecte les W-équivalences, et il est immédiat qu’il respecte les monomorphismes, ce
qui prouve qu’on a une adjonction de Quillen. Il reste donc & montrer que le foncteur v*
induit une équivalence de catégories entre les catégories homotopiques. Or en vertu de
'assertion (¢) de la proposition 4.2.23, on a une W-équivalence naturelle du foncteur
i 4u* vers le foncteur i5. On obtient donc un triangle commutatif & isomorphisme de
foncteurs pres

~ * ~

H,,B = H,) A

HOtW

dont les deux fleches obliques sont des équivalences de catégories (puisque A et B sont
des catégories test), ce qui acheve la démonstration. O

Remarque 4.2.25. — On verra plus loin que cet énoncé reste vrai si on suppose seule-
ment que A et B sont des W-catégories test locales.

Proposition 4.2.26. — Soient W un localisateur fondamental accessible, et A, B une
paire de W-catégories test. Alors le foncteur

ipia: A—B
est un foncteur de Quillen a gauche.

Démonstration. — En vertu du corollaire 3.2.10, ce foncteur commute aux petites
limites inductives, et donc admet un adjoint a droite. Il est d’autre part immédiat
qu’il respecte les monomorphismes et les équivalences faibles. Enfin, comme A et B
sont des W-catégories test, il induit une équivalence des catégories homotopiques. O
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Remarque 4.2.27. — La preuve ci-dessus montre plus généralement que pour tout
foncteur test ¢ : B — Cat tel que pour tout objet b de B, la catégorie i(b) admette
un objet final, le foncteur ¢*i 4, : A — B est I’adjoint & gauche d’'une équivalence de
Quillen.

4.3. Ubiquité de la propreté

4.3.1. — Soit W un localisateur fondamental. On dit qu’une petite catégorie A est
totalement W-asphérique, ou plus simplement, totalement asphérique, si elle est W-
asphérique, et si pour tous préfaisceaux représentables a et b sur A, le préfaisceau
a x b est W-asphérique (ce qui signifie simplement que la catégorie A/a x b est W-
asphérique).

Proposition 4.3.2. Soit A une petite catégorie. Les conditions suivantes sont équi-
valentes.

(a) Pour tous préfaisceaux représentables a et b sur A, le préfaisceau a X b est
W -asphérique.

(b) Les préfaisceaux W-asphériques sur A sont stables par produits finis.

(¢) Pour tous préfaisceaur X et'Y sur A, le foncteur canonique

A/ X xY)— A/X x A/Y
est une W-équivalence dans Cat.
(d) Pour tous préfaisceaux X et Y sur A, le foncteur canonique
A/(X xY)—A/X x A]Y

est ‘W-asphérique.

(e) Tout préfaisceau représentable sur A est localement W -asphérique.

(f) Le foncteur diagonal A —= A x A est ‘W-asphérique.

(g) Les W-équivalences de préfaisceaux sur A sont stables par produits finis.
Si en outre A est non vide, chacune de ces conditions implique que A est une catégorie
W-asphérique (et donc que A est totalement W-asphérique).

Démonstration. — Voir [96, proposition 1.6.1] pour la preuve de 1’équivalence entre
les six premieres conditions et pour la preuve du fait que chacune d’entre elles im-
plique que A est W-asphérique. L’équivalence entre les conditions (c¢) et (g) résulte
trivialement du fait que W est stable par produits finis (cf. 3.3.8). O

4.3.3. — Une W-catégorie test stricte, ou plus simplement, une catégorie test stricte,
est une MW-catégorie test qui est aussi totalement WW-asphérique.

Proposition 4.3.4. — Soit A une petite catégorie totalement W-asphérique. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes.

(i) La catégorie A est une W-catégorie test faible.
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(ii) La catégorie A est une W-catégorie test locale.

(iii) La catégorie A est une W-catégorie test.

(iv) La catégorie A est une W-catégorie test stricte.

(v) Il existe un segment séparant I = (I,8o,01) tel que I soit ‘W-asphérique.
(vi) L’objet de Lawvere de A est un préfaisceau W-asphérique.

Démonstration. — Voir [96, proposition 1.6.8]. O

Exemple 4.3.5. — Toute catégorie test vérifiant les conditions de I’exemple 4.1.20 est
une W-catégorie test stricte.

Exemple 4.3.6. — La catégorie des simplexes A est une W-catégorie test stricte.

4.3.7. — Soit W un localisateur fondamental. On considére deux petites catégories
A et B, on note

A< AxB-2sB

les projections, et on désigne par

AL>AxB<1B

les foncteurs image inverse correspondants.

Lemme 4.3.8. — Soit p : X — Y une fléche de AxB. Si pour tout objet b de B,
vy Xp — Y, est une W-équivalence dans A, alors le morphisme o est une W-é-
quivalence dans A X B.

Démonstration. — Si Z est un préfaisceau sur A x B, alors i 4, g Z est une catégorie
fibrée au-dessus de A x B, et donc au-dessus de B (par la projection de A x B vers
B). D’autre part, pour chaque objet b de B, i 4Z; s’identifie canoniquement & la fibre
en b du foncteur ¢ ,, 5 Z — B. Comme ce dernier est une fibration, le lemme résulte
de la proposition 3.3.16. O

Lemme 4.3.9. — Si la catégorie B n’est pas vide, un morphisme de A est une W-é-
quivalence si et seulement si son image dans A X B par le foncteur p* en est une.

Démonstration. — Si X est un préfaisceau sur A, on a une identification canonique
. .
ZAXB P X >~ lAX X B .

Soit ¢ : X — Y une fleche de A. En vertu du lemme précédent, si ¢ est une W-équi-
valence, alors p*¢ en est une. Réciproquement, si p*p est une W-équivalence, comme
tout choix d’un objet de B fait de i 4 un rétracte de i 4, g " = i 4o x 1p, il résulte de
la stabilité de W par rétractes (proposition 4.2.4) que i 4¢ est une W-équivalence. [
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4.3.10. — On garde les hypotheses et les notations du numéro 4.3.7. On suppose en
outre que B est non vide, et qu’il existe un préfaisceau localement W-asphérique I
sur B admettant une structure de segment séparant, et tel que tout objet de B soit
I-contractile. Les objets I-contractiles étant stables par produits finis, la catégorie B
est totalement TW/-asphérique, et donc, en vertu de la proposition 4.3.4, B est sous
ces hypotheéses une W-catégorie test stricte. On consideére par ailleurs un foncteur i
de A a valeurs dans 1/3\, et on note

i*:B—>A X +— (a +— Homg(ia, X))

le foncteur image inverse correspondant. On suppose que le foncteur ¢ vérifie les condi-
tions suivantes :

(a) le préfaisceau i*I est localement T/-asphérique;
(b) pour tout objet a de A, ia est I-contractile.

On remarque qu’en vertu de la condition (b), pour tout objet a de A, le préfaisceau ia
admet une section globale, ce qui implique en particulier que 'image par le foncteur
1* du préfaisceau vide sur B est le préfaisceau vide sur A. Comme le foncteur ¢*
commute aux petites limites projectives, on en déduit que la condition (b) implique
que i*I admet une structure de segment séparant. Il résulte donc du théoréeme 4.1.19
que la condition (@) implique que la catégorie A est une W-catégorie test locale.

On définit un foncteur

j:AXx B — B
par j(a,b) = ia x b, d’oli un foncteur image inverse
j*:§—>A/>—<\B , X+ ((a,b) — Homgp(ia x b, X)) .

On obtient deux morphismes de foncteurs induits par les projections ia X b — ia et
iaxXb—=0b

(4.3.10.1) Pt — T ~—q" .

Lemme 4.3.11. — Les deur morphismes de 4.3.10.1 sont des W-équivalences
naturelles.

Démonstration. — On va procéder en adaptant (une partie de) la démonstration de
la proposition 2.3.19. Soit X un préfaisceau sur B. Si a € Ob A, alors en vertu du
lemme 2.3.18, le morphisme

(" X))o = X —= Hom(ia,X) = (7*X),

est une I-équivalence d’homotopie, et si b € Ob B, comme le foncteur i* commute
aux produits, le méme lemme implique que

(pi"X)p = "X —= i" Hom(b, X) = (5" X)y

est une i*I-équivalence d’homotopie. Le lemme 4.3.8 achéve ainsi la preuve. O
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Proposition 4.3.12. — Sous les hypothéses du numéro 4.3.10, le foncteur image inverse
i* : B —= A respecte les W-équivalences. Si en outre A est non wvide, alors on a
l’égalité (i*)_l‘l/V; = WE‘

Démonstration. — Cela résulte des lemmes 4.3.8, 4.3.9 et 4.3.11. O
4.3.13. — Soit A une petite catégorie. On a un foncteur A — A défini par
a+—> N A/a, et on note par abus

it A — A
le foncteur image inverse correspondant. Il résulte du corollaire 3.2.10 que ce dernier
est un adjoint & droite du foncteur
Niy: A—A .
Cet abus de notation et la pleine fidélité du foncteur nerf permettent d’écrire pour

toute petite catégorie C, ¢%C =i N C.

Corollaire 4.3.14. — Soit W un localisateur fondamental. Pour toute W-catégorie test
locale A, le foncteur i% : A —= A respecte les ‘W-équivalences. Si en outre A nlest
pas vide ou bien est une W-catégorie test, alors WZ = 'ij‘_lwg.

Démonstration. — Les conditions décrites dans le paragraphe 4.3.10 sont vérifiées en
posant B = A, I = Ay, et ta = N A/a. La proposition 4.3.12 montre donc la premiere
assertion, ainsi que la seconde dans le cas ou A n’est pas vide. Si A est une catégorie

test vide, alors W = Fl(Cat) (cf. 3.3.6), et I'énoncé est alors trivial. O
Corollaire 4.3.15. — Soit W un localisateur fondamental. Pour toute W-catégorie test
locale A, et pour tout préfaisceau X sur A, le foncteur

XXZE&——)A\ , Kr— X x i3 K

respecte les W-équivalences.

Démonstration. — Le foncteur d’oubli U: A/X = A/ X — A respecte les W-équi-
valences, et pour tout ensemble simplicial K, on a 1’égalité ‘Zli’;l/XK =X x4 K, ce
qui permet de conclure en vertu du corollaire précédent. O

Proposition 4.3.16. — Il existe deur oo-équivalences naturelles

NZ’A——>1£ et 1£_>i*A-

Démonstration. — On va a nouveau s’inspirer de la preuve de la proposition 2.3.19.
On considere cette fois le plongement de Yoneda de A dans A, le foncteur
A—=A |, A, NA/A,,

et le foncteur

JiAXA—=A | (An,A)— (NA/A,) x A, .
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On a un morphisme fonctoriel N A/A,, — A,, (3.2.4), ce qui détermine en le pro-
longeant par limites inductives (grace au corollaire 3.2.10) un morphisme de foncteurs
Nin — 13, et donc par adjonction un morphisme de foncteurs 13 — iA. En vertu
du lemme 4.3.11, si §, désigne I’adjoint & droite du foncteur diagonal, il existe un dia-
gramme commutatif dans AxA

pr——=0.~—¢"

R

prip —j  <=——q" '

dont toutes les fleches horizontales sont des co-équivalences. Le lemme 4.3.9 implique
donc que le morphisme de foncteurs 13 — iy est une oco-équivalence. Comme les
deux foncteurs N i, et i} respectent les oo-équivalences (4.3.14), et induisent des
équivalences de catégories de la catégorie localisée (4.2.27), on en déduit par transpo-
sition que N i, —> 13 est une oo-équivalence. O

Lemme 4.3.17. — Soient ‘W un localisateur fondamental, et A une W-catégorie test
locale. Pour tout ensemble simplicial K, le foncteur

A—>A | X+ XxitK
respecte les W-équivalences.

Démonstration. — On considere d’abord le cas ot K est le nerf d’une petite catégorie
C. Si on demande en outre que C admette un objet final, I’assertion résulte de la
proposition 4.1.14. Dans le cas général, pour chaque préfaisceau X sur A, la projection
de X x 3% C vers ¢%C et le morphisme d’adjonction i 4i% C' — C permettent de voir
i 4(X x i%C) comme une catégorie au-dessus de C. Pour chaque objet ¢ de C, on a
alors une identification canonique

i f(X % i4C)Je =i (X x i4C/e) .

On en déduit que si ¢ est une W-équivalence dans /Al, alors le foncteur i 4 (¢ X 11‘;0)
est une W-équivalence localement au-dessus de C, et donc une W-équivalence. On
suppose a présent que K est un ensemble simplicial quelconque. En vertu de la propo-
sition 4.3.16, on a une W-équivalence N i, K — K, et il résulte du corollaire 4.3.15
que pour chaque préfaisceau X sur A, le morphisme induit X xi%i, K —= X x7% K est
une W-équivalence. Comme en vertu de ce qui précede le foncteur X = X x i%i K
respecte les W-équivalences, on en déduit que le foncteur X — X x i*% K les respecte
aussi, ce qui acheve la démonstration. O

Proposition 4.3.18. — Soient A une petite catégorie, et W un A-localisateur test ac-
cessible. Pour tout objet X de A fibrant au sens de W, le foncteur ¥ —= X x Y,
Y € Ob A, respecte les W-équivalences.
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Démonstration. — Soit X un objet fibrant de A au sens de W. Le théoreme 4.2.15
implique que le localisateur fondamental W = W, est accessible, et comme A est
une W-catégorie test, que le A-localisateur WZ = igl‘VV est accessible. On peut
donc choisir une Wz-équivalence de but fibrant Ni,X — K. On remarque que
le foncteur N i, respecte les cofibrations triviales, et donc que par adjonction, le
foncteur 3% respecte les fibrations. Par conséquent, i% K est un objet fibrant de A au
sens de W = Wg . Or en vertu du corollaire 4.3.14, le morphisme i%¢, X — ¢ K est
une W-équivalence, et comme A est une W-catégorie test, le morphisme d’adjonction
X — %14 X est une W-équivalence. Le morphisme composé X — i K est donc
une W-équivalence entre objets fibrants, ce qui implique qu'il est une % A;-équivalence
d’homotopie. On en déduit que pour tout objet Y de Z, la fleche Y x X — Y x
1% K est aussi une i Aj-équivalence d’homotopie, et donc une W-équivalence. Le

lemme 4.3.17 permet ainsi d’achever la démonstration. O
Théoréme 4.3.19. — Pour toute petite catégorie A, le A-localisateur test minimal est
propre.

Démonstration. — Soient A une petite catégorie, et W le A-localisateur test minimal.

En vertu de la remarque 4.2.12, on sait que ce dernier est accessible. Si W,.., désigne
le A-localisateur régulier minimal (i.e. la complétion réguliere du A-localisateur mi-
nimal), alors W peut étre défini comme le A-localisateur engendré par W,.4 et par les
fleches a — ep a € Ob A. Or on sait que W,¢4 est propre (voir la remarque 1.5.5
et le corollaire 3.4.40). Comme toute fibration au sens de W en est une au sens de
W,.eg, il résulte du théoreme 1.5.4 qu'il suffit de montrer que pour tout objet a de
A, le morphisme a — e 4 est une W-équivalence propre a droite, i.e. que pour tout
objet fibrant X au sens de W, la projection X x a — X est une W-équivalence, ce
qui résulte de la proposition précédente. O

Corollaire 4.3.20. — Soient ‘W un localisateur fondamental accessible, et A une W-
catégorie test. Alors pour tout préfaisceau X sur A, le morphisme d’adjonction ny :
X —i%i,4X est une Wg-équz’valence propre a droite.

Démonstration. Soit W' le A-localisateur test minimal. Comme W C W = WZ’
toute fibration au sens de W en est une au sens de W/, et donc toute W’-équivalence
propre & droite est une W-équivalence propre & droite. Or 7, est une W/-équivalence
puisque A est une W, -catégorie test, et il résulte du théoréme ci-dessus que toutes
les W’-équivalences sont propres a droite. O

Définition 4.3.21. — Un localisateur fondamental W est propre si pour toute ‘W-ca-
tégorie test A, le A-localisateur W5 = i,' W est propre.

Exemple 4.3.22. — En vertu des théorémes 4.2.15 et 4.3.19, le localisateur fondamen-
tal minimal est propre.
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Remarque 4.3.23. — 1l résulte aussitot du théoreme 4.2.15 que tout localisateur fon-
damental propre est en particulier accessible.

Théoréme 4.3.24. — Soit W un localisateur fondamental. Les conditions suivantes
sont équivalentes.

(i) Le localisateur fondamental W est propre.
(ii) Il eziste une W-catégorie test A telle que le A-localisateur induit W5 soit
propre.

Démonstration. — Supposons qu’il existe une W-catégorie test A telle que Wy
soit un A-localisateur propre, et en particulier donc accessible. En vertu du théo-
reme 4.2.15, le A-localisateur WB est aussi accessible, et on dispose sur A et A les
structures de catégorie de modeles fermée du théoreme 1.4.3, dont les équivalences
faibles sont les W-équivalences de Aet A respectivement. Le foncteur i, respecte
les W-équivalences par définition, et le foncteur nerf les respecte car l'inclusion
canonique de A dans Cat est un foncteur test. Il résulte en outre du corollaire 4.3.14
que Wﬁ = i% W5 . Or le foncteur Ni, respecte les cofibrations triviales, et par
conséquent, le foncteur % respecte les fibrations. Ce dernier commute en outre aux
petites limites projectives (car il admet un adjoint & gauche), et donc en particulier
aux produits fibrés. On en déduit aussitot que le A-localisateur ‘I/VA est propre. Il
suffit par conséquent de montrer que si ‘1/1/5 est propre, alors pour toute catégorie
test A, ‘VVZ est propre.

On suppose & présent que le A-localisateur WA est propre, et on considere une
W-catégorie test A. On va montrer que le A-localisateur ‘VV; est propre. On sait déja
en vertu du théoreme 4.2.15 que ‘T/Vg est accessible. On procede en plusieurs étapes.

4.3.24.1. — Soient X un ensemble simplicial, Y un préfaisceau sur A, u :Y' —=Y
une Wg-équivalence, etp: X — ]X i,Y une fibration au sens de WB‘ Si on forme
les carrés cartésiens suivants dans A

0 .
VA AN 7 —— ZZZX
q’t ql lz:‘p
Y’ — Y ———5;-)- ZALAY ’
alors le morphisme v est une Wg—équivalence.

On forme le carré cartésien ci-dessous dans A.

w

X' X

J )

Ni,Y' —= Ni,Y
Niju
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Comme p est une fibration au sens de WZ’ il en est de méme de p’, et comme WB
est, propre, w est une Wﬁ—équivalence. On obtient le cube commutatif suivant, dont
les faces latérales sont des carrés cartésiens (en fait, il résulte de la proposition 3.2.14

que toutes ses faces sont cartésiennes).

. ipw .
z;X’ _ ZZX

N

VA Z -
. 1
ZAp/l AD
q
q v
ihi4Y — — %1,
’LAlAu
, /'713// /Zv
Y Y

u

Comme le foncteur % respecte les fibrations, les morphismes ¢%p et ¢%p’ sont des
fibrations au sens de WZ' Il résulte donc du corollaire 4.3.20 que les fleches 6 et ¢’
sont des rI/Vﬁ—équivalences. D’autre part, le corollaire 4.3.14 implique que ¢ w est une
Wg-équivalence, ce qui prouve l’assertion.

4.3.24.2. — Toute fleche f : X —Y de A admet une factorisation de la forme
f=4qj, ot j: X — Z est une cofibration triviale au sens de Wg, telle qu’il existe
une fibration p: K — Ni,4Y au sens de WB’ et un carré cartésien

72 s inK

— %0, Y
Y Ny A%A
On factorise N i, f en une cofibration triviale ¢ : N ¢ ;X — K suivie d’une fibra-
tionp: K — Ni,Y, et on forme le carré cartésien suivant.

72 s inK

% s
YTZAZAY

En vertu de la proposition 3.2.14, on obtient le diagramme commutatif ci-dessous,
dont tous les carrés sont cartésiens, et dont toutes les fleches horizontales sont des
cofibrations (i.e. des monomorphismes).
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fl Z——13K |ihinf

Comme le foncteur % respecte les monomorphismes, on s’apercoit aussitot que j est
une cofibration. Le corollaire 4.3.20 implique que les morphismes 1y, 7, et 6 sont des
Wg-équivalences. Comme le foncteur % respecte les W-équivalences, on en déduit
que j est une Ws-équivalence.

4.3.24.3. — Le A-localisateur W5 est propre.

Soit f: X — Y une fibration au sens de "I/Vg. On considére une factorisation de
f de la forme décrite en 4.3.24.2, dont on reprend les notations. Comme f vérifie la
propriété de relevement & droite relativement & j, il existe un morphisme r : Z —> X
tel que le diagramme suivant soit commutatif.

1x
x ey "ox

Z
1

Considérons & présent une Wg—équivalence u:Y' —=Y, et formons les carrés carté-
siens suivants.

X =X 7' —=Zz
) |
Y —Y Y ——Y

On s’apercoit immédiatement que par fonctorialité, w est un rétracte de v, et il résulte
de 4.3.24.1 que v est une W;j-équivalence. Par conséquent, w est une W;-équiva-
lence. O

Corollaire 4.3.25. — Soient I un ensemble, et W;, i € I, une famille de localisa-
teurs fondamentauz propres. Alors le localisateur fondamental engendré par U; W, est
propre.

Démonstration. — Soit W le localisateur fondamental en question. On choisit une
petite catégorie A telle que pour tout i € I, A soit une W;-catégorie test (il suffit pour
cela de prendre une Wh,-catégorie test). Alors en vertu du théoreme 4.2.15, i W est
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le A-localisateur engendré par U; i;l‘l/Vi. Le théoréme ci-dessus et le corollaire 1.5.6
permettent ainsi de conclure. O

4.3.26. — Soit F une classe de petites catégories. Un localisateur fondamental ‘W
trivialise F si tous les éléments de F sont des catégories W-asphériques. Un localisa-
teur fondamental W est ¢ engendrement asphérique s’il existe une classe F de petites
catégories telle que W soit le plus petit localisateur fondamental qui trivialise F
(i.e. si ‘W est engendré par les fleches de la forme C — e, pour C petite catégorie
dans F, ou encore de fagon équivalente, s’il est le plus petit localisateur fondamental
faisant des éléments de T des catégories asphériques).

Exemple 4.3.27. — Pour toute petite catégorie A, le localisateur fondamental mode-
lable par A minimal est & engendrement asphérique : c’est le plus petit localisateur
fondamental qui trivialise la catégorie A elle méme ainsi que les catégories A/ X pour
tout préfaisceau X de la forme X = i%A; x a, a € Ob A.

Corollaire 4.3.28. — Tout localisateur fondamental accessible et a engendrement
asphérique est propre.

Démonstration. — On choisit une fois pour toutes une W, -catégorie test A. Consi-
dérons une classe F de petites catégories, et ‘W le plus petit localisateur fondamental
qui trivialise ¥, et supposons que ce dernier est accessible, ce qui implique que ‘VV; =
i, W est un A-localisateur accessible (4.2.15). Pour toute petite catégorie C dans ¥,
le préfaisceau i%C est localement W-asphérique (4.1.14). Par conséquent, pour tout
préfaisceau X sur A, la projection X x i%C —= X est une W-équivalence. On en
déduit que ‘VV; est le A-localisateur engendré par celles-ci et par le A-localisateur test
minimal (cf. 4.2.16). Comme ce dernier est propre (4.3.19), il résulte du théoreéme 1.5.4
que ‘T/VK est propre. Le théoreme 4.3.24 acheéve donc la démonstration. O

Remarque 4.3.29. — On verra plus loin que le corollaire ci-dessus caractérise les loca-
lisateurs fondamentaux propres (théoréme 6.1.11).

Suivant des méthodes dégagées par Thomason, on va montrer dans le chapitre
suivant que pour tout localisateur fondamental accessible W, Cat admet une structure
de catégorie de modeles fermée dont les équivalences faibles sont les W-équivalences.
On peut en outre démontrer que pour que ‘W soit propre, il faut et il suffit que ladite
structure de catégorie de modeles le soit (cf. 5.2.15), ce qui donne une caractérisation
supplémentaire des localisateurs fondamentaux propres.

4.4. Types d’homotopie localement constants

4.4.1. — Soient W un localisateur fondamental, et A une W-catégorie test locale.
Les foncteurs N i, et i% respectent les W-équivalences (cf. 4.1.26, 4.1.29 et 4.3.14),
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et par conséquent induisent pour chaque petite catégorie I, une paire de foncteurs
adjoints

Nig: Hyy A(I) — HyyA(I) et 75 : HyyA(I) —= H, A(I) .

Proposition 4.4.2. — Le foncteur N, : H,,, A(I) — ,’J{WA(I) est conservatif.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate des corollaires 1.4.7 et 1.4.8, de
'égalité N ' WB = W (cf. 4.1.26 et 4.1.29), et de la définition des W-équivalences
dans A. O
Proposition 4.4.3. — Pour tout foncteur entre petites catégories u : I —= J, on a un

isomorphisme canonique dans H,, E(J )

Autrement dit, le carré ci-dessous est commutatif a isomorphisme de foncteurs prés.

-~ Nz, -~
Hyy A(T) — H,,,A(I)

L, l lL

Hyy A(T) ——= Hy,yA(J)

Démonstration. — Cela résulte du fait que Lu, N7, et N1, Lu, sont des adjoints a
gauche du foncteur 2 u* = u* 7. O
Lemme 4.4.4. — Soient ‘W un localisateur fondamental, et i : A — Cat un W-fonc-

teur test local tel que pour tout objet a de A, la catégorie i(a) admette un objet final
eq. Alors pour toute petite catégorie C, le foncteur

(o, ac): AJC =i i"C — Ax C

est W-asphérique (ot qo désigne la projection canonique de A/C sur A, et ag le
foncteur qui associe & un objet (a, u : i(a) — C) de A/C lobjet u(e,) de C).

Démonstration. — Si (a,c) est un objet de A x C, la catégorie (A/C)/(a,c) est ca-
noniquement isomorphe & la catégorie (A/a)/(C/c) = i, (a x i*(C/c)), laquelle est
asphérique puisque 7 est un foncteur test local, et C'/c une catégorie asphérique. 0O

Proposition 4.4.5. — Pour tout foncteur entre petites catégories w: I — J, on a un
isomorphisme canonique dans }[WA(J )

Lu! i; ’iiA Lu, .
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Autrement dit, le carré ci-dessous est commutatif a isomorphisme de foncteurs prés.

H,, A(I) —2> #,,A(I)

Lu!l jLu!

HyyA(J) ——> Hoy A(J)

Démonstration. — Soit u : I — J un foncteur entre petites catégories. On veut
montrer que pour tout foncteur F de I vers Cat, le morphisme

Luy 13 (F) — 05 Luy(F)

induit par adjonction de lidentité u*Ni, = Ni,u* est un isomorphisme dans
}[WA(I). En vertu des propositions 4.4.2 et 4.4.3, on remarque qu’il suffit de prouver

que pour tout foncteur F' de I vers 3, le morphisme canonique
Luy Nig14(F) —= Nii4 Luy (F)

est un isomorphisme dans }[WA(I ). Or le foncteur N7 424 est le foncteur induit par
le foncteur N i 4i% : ce dernier respecte les W-équivalences en tant que composé de
trois foncteurs ayant la méme propriété. En outre, pour tout ensemble simplicial X,
on a un morphisme naturel

wyx  Nigih(X) — X xNA

induit par la morphisme de co-unité N i 4i% (X ) — X et par le morphisme canonique
de Ni4i%(X) vers N A. Ce morphisme wy est une W-équivalence. Pour le voir, on
remarque que si X est le nerf d’une petite catégorie C, alors wy est le nerf du
morphisme g du lemme 4.4.4 correspondant au foncteur test local

i: A— Cat ar— Ala

et donc ce lemme implique notre assertion dans ce cas. Pour un ensemble simplicial
général X, il existe une W-équivalence N C — X, ou C est une petite catégorie (on
peut prendre par exemple C' = A/X en vertu de 4.3.16). On obtient donc un carré
commutatif

Niyis(C)——= NC x N A

| |

Ni j%(X)——=XxNA
dans lequel les fleches verticales ainsi que la fleche horizontale supérieure sont des
W-équivalences. On en déduit aussitot le cas général de notre assertion (& savoir que
le morphisme wy ci-dessus est une W-équivalence pour tout ensemble simplicial X).
1l s’ensuit que le foncteur N7,7% est isomorphe au foncteur induit par le foncteur

X—XxNA.
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Comme ce dernier respecte les monomorphismes ainsi que les W-équivalences, on

conclut en lui appliquant la proposition 3.1.28. O
4.4.6. — La résolution cosimpliciale de Lawvere (cf. exemple 2.3.13)
MACA —=A . A4 A,

se prolonge de manieére unique & isomorphisme preés en un foncteur commutant aux
petites limites inductives |.|4 : A — A. On a un morphisme de foncteurs canonique

| Ja — i}

qui est l'identité sur les ensembles simpliciaux A,, n > 0, et qui est défini pour un
ensemble simplicial arbitraire K comme étant le morphisme canonique
|Kla >~ lim i}y o —> i im e ~ i3 K .
AJK AJK

(¢ désignant le foncteur de A/ K vers A qui associe & chaque objet (4,,, A, — K)
de A/K, l’ensemble simplicial A,). On remarque que pour tout ensemble simpli-
cial K, |K|a = Real A K, K étant considéré comme préfaisceau simplicial constant,
(cf. 2.3.8), ce qui implique que le foncteur |.|4 envoie les oco-équivalences sur des
W-équivalences (d’apres 2.3.27, 4.2.9 et 3.4.36).

Corollaire 4.4.7. — Le morphisme de foncteurs |.|a —= i% est une W-équivalence
naturelle.
Démonstration. — On veut prouver que pour tout ensemble simplicial K, le mor-

phisme |K|a — ¢4 K est une W-équivalence, ou encore, de maniére équivalente
(grace a la forte saturation des A-localisateurs), que c’est un isomorphisme dans
}[‘W A. Comme les oo-équivalences forment un A-localisateur régulier, les proposi-
tions 3.1.28 et 4.4.5 impliquent qu’il suffit de le vérifier lorsque K est de la forme A,,.
Or dans ce cas, c’est une égalité. O

4.4.8. Soient W un localisateur fondamental, et A une catégorie test locale. La
résolution cosimpliciale de Lawvere i3 A : A — A, définit un foncteur de réalisation

Reali;A:AxA—->A.
On obtient ainsi deux foncteurs, i 4, o €t ¢4 Reali; A de A x A vers Cat, qui sont reliés

de la fagon suivante.

Proposition 4.4.9. — Il existe un foncteur
S:AxA— Cat
et deur W-équivalences naturelles

iAXA<—S——>iAReali;A .
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Démonstration. — 11 résulte du lemme 4.3.8 que la complétion simpliciale W, du
A-localisateur W = ‘WA est contenue dans ‘VVA Une vérification facile montre que
les objets commphclaux de m WA, d AA x A et A, sont des W 4-résolutions
cosimpliciales. En vertu du lemme 2.3.26, les projections induisent donc des ‘W-équi-
valences naturelles

(44), < (A X A), — A ~ 1

AxXA

On pose S =i 4, 5(i%A x A),. On a donc deux W-équivalences naturelles

—_——

iAxA(ij\A)! ~— S —isun -

On remarque que pour tout préfaisceau simplicial X sur A on a !’identification sui-
vante.

Comme la catégorie A est W-asphérique, la premiere projection induit une W-équi-

valence naturelle

o~

iaxa(ih ), —= iy, Reali;A ,
ce qui acheve la démonstration. |
Corollaire 4.4.10. — Soient ‘W un localisateur fondamental, et A une catégorie test
locale. Le A x A-localisateur Wm est la complétion simpliciale du A-localisateur
W;. Sip désigne la projection de A x A vers A, alors le foncteur image inverse par

p, allant de la catégorie des préfaisceaur sur A vers celle des préfaisceauz simpliciauz
sur A, respecte les W-équivalences et induit une équivalence de catégories

p* i Hyy A > My AxA
Démonstration. — Cela résulte immédiatement des propositions 2.3.27 et 4.4.9. O
4.4.11. La construction f a une version duale, notée ici V. Si A est une petite
catégorie, et F' un foncteur de A°P vers Cat, on pose
VF = ([For)°" .
La catégorie VF = V4F est appelée la cointégrale du préfaisceau F. On a une

projection canonique
(p:VF — A
définie par
Cr= (GFW)OP :
Il est clair que le foncteur
Opop : [FOP —> AP

étant une cofibration, le foncteur (. est une fibration.
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4.4.12. — Nous allons a présent introduire les constructions duales a celles du pa-
ragraphe 3.3.18 (i.e. en termes de préfaisceaux et de catégories fibrées). Soit A une
petite catégorie. On a le foncteur « catégorie fibrée associée »

= Hom(AP, Cat) — Cat/A |, F+—= (VF, ()= ((JFP)?, (0pw)?)

Si (C, ) est un objet de Cat/A, i.e. un couple formé d’une petite catégorie C, et d’un
foncteur v : C — A, on lui associe un préfaisceau =Z(C,~) sur A a valeurs dans Cat
défini par

at—a\C a€ ObA.

On obtient ainsi un foncteur
=: Cat/A — Hom(A°P, Cat)

Si W est un localisateur fondamental, on rappelle qu'une W-équivalence argument
par argument de Hom(A°P, Cat) est un morphisme ¢ tel que pour tout objet a de
A, p, soit une W-équivalence. On désigne par WA” la partie de F1 Hom (AP, Cat)
formée des W-équivalences argument par argument. On note enfin W/5°°° la partic
de F1(Cat/A) formée des fleches qui sont des W-équivalences colocalement au-dessus
de A.

Lemme 4.4.13. — Le foncteur Z' est un adjoint o droite du foncteur Z. En outre, on
a les égalités

op —_—1 . . —_ op
WA = = ‘VV};OIOC et ‘I/fo’lo‘ =z lwA" |
et les morphismes d’adjonction

/ /

(1]

€: 22 —> Lypm(aor,cary € 1:lcaya —= ==

sont des équivalences faibles naturelles.

Démonstration. La premicre assertion résulte aussitot de [96, proposition 3.1.2].
En vertu du septiéme sorite de 3.3.8, la seconde résulte de (la preuve de) [96, théo-
réme 3.1.4]. Voir aussi [96, remarque 3.1.13]. O

4.4.14. — On définit W/A comme la classe des fleches de Cat/A dont I'image par le
foncteur d’oubli Cat/A —s Cat est une W-équivalence. Les éléments de W /A seront
appelés des W-équivalences sur A. On remarque que toute flecche de Cat/A qui est
une W-équivalence colocalement sur A est une W-équivalence sur A (3.3.9). On note
Hot,, /A la localisation de Cat/A par W /A. Cette catégorie sera appelée la catégo-
rie des ‘W-types d’homotopie localement constants sur A. On dira qu'une fleche de
Hom(A°P, Cat) est une W /A-équivalence si son image par le foncteur =’ en est une.
Le lemme 4.4.13 implique aussitot que le foncteur = respecte les W /A-équivalences, et
que les foncteurs = et = induisent des équivalences de catégories quasi-inverses l'une
de I'autre entre les catégories localisées. D’autre part, le foncteur de localisation de
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Hom(A°P, Cat) par les W /A-équivalences se factorise par la catégorie Hot,,(A°?), lo-
calisée de Hom(A°P, Cat) par les W-équivalences argument par argument. On obtient
donc en particulier I’énoncé qui suit.

U

Proposition 4.4.15. — Les foncteurs Z' et = induisent des équivalences de catégories

quasi inverses ’'une de l’autre entre la localisation de la catégorie Hot,,(A°P) par
limage de W/A et la catégorie des W-types d’homotopie localement constants sur A.

4.4.16. — On fixe un localisateur fondamental . Soit A une petite catégorie. Le
foncteur nerf induit un foncteur
N : Hom(A°P, Cat) —> Hom(AP Ay~ Ax A,
et en composant avec le foncteur i 4, o, on obtient un foncteur
iaxa N : Hom(A°P, Cat) — Cat .
Ce foncteur est relié au foncteur
Va : Hom(A°P, Cat) — Cat
de la maniere suivante.

Lemme 4.4.17. — 1l existe une W-équivalence naturelle i y o N —> V 4.

Démonstration. — Soit F un préfaisceau sur A a valeurs dans Cat. On a une ‘W-équi-
valence argument par argument i, N F' — F (en appliquant le théoréme 4.1.26 &
Iexemple 4.1.29), d’ott une W-équivalence naturelle V4i, N F —> V4 F (cf. 3.3.16).
Or un calcul explicite simple montre I'identification Vi, N F = iy, o N F, ce qui
acheve la démonstration. O

Proposition 4.4.18. — Le foncteur nerf induit une équivalence de catégories de la lo-
calisation de Hom(A°P, Cat) par les W /A-équivalences vers la catégorie Hy, A x A.

Démonstration. — On sait que le foncteur nerf induit une équivalence de catégories
de Hot,,(A°P) vers ﬂ{wﬁ(A"”), et il résulte du lemme ci-dessus qu'un morphisme
de Hom(A°P, Cat) est une W /A-équivalence si et seulement si son nerf est une W-
équivalence dans la catégorie des préfaisceaux simpliciaux sur A, ce qui implique
Passertion. O

4.4.19. — Soit A une petite catégorie. On rappelle qu’on a un foncteur
Ja: A —> Cat/A ,

défini par j4X = (A/X,A/X — A), la fleche de A/X vers A étant le foncteur
d’oubli (cf. 3.2.1). Il est immédiat qu’on a 1’égalité j;l(W/A) = Wj5. En particulier
le foncteur j, induit donc un foncteur j, : _‘J-[WA — Hot,,/ A.
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Corollaire 4.4.20. — Soient W un localisateur fondamental, et A une W-catégorie
test locale. Alors le foncteur

est une équivalence de catégories.
Démonstration. — Tout ensemble pouvant étre vu comme une catégorie discrete, on
obtient une inclusion pleine

dis : A — Hom(A°?, Cat) .
Si on note p : A x A — A la premiere projection, et p* : A —> A x A le foncteur
image inverse, on vérifie facilement que le diagramme suivant est commutatif.

i7" cat/a

A x A <—— Hom(A°?, Cat)
Or le corollaire 4.4.10 implique que le foncteur p* induit une équivalence de catégories
et en vertu de la proposition 4.4.15 (resp. 4.4.18), le foncteur Z' (resp. N) définit une
équivalence de catégories entre la localisation de la catégorie Hom(A°P, Cat) par les

W | A-équivalences et la catégorie Hot,y /A (resp. .’}'[WA/>—<\A) On en déduit que les
foncteurs dis et j, induisent aussi des équivalences de catégories entre les catégories

localisées, ce qui acheve la démonstration. d
Proposition 4.4.21. — Soient W un localisateur fondamental, A une W-catégorie test,
et C une petite catégorie. Le foncteur i : Cat — A induit un foncteur

i*/C: Cat/C — A)itC , (B, B—>C) — (i%B, 3B — i4,C) ,

qui envoie les W/C-équivalences sur des W-équivalences. En outre, ce dernier définit
une équivalence de catégories entre la localisation de A/i%C par les W-équivalences
et la catégorie des W-types d’homotopie localement constants sur C.

Démonstration. — Comme A est une W-catégorie test, le morphisme d’adjonction
€ 1 41% — lcg est une W-équivalence, et la premiere assertion est évidente. D’autre
part, le foncteur i 4, : A — Cat induit un foncteur

i4/C: A)iC —= Cat/C , (X,€&)— (A/X,ecisf),

et le morphisme ¢ définit une W-équivalence naturelle ¢ /C de i, /C% /C vers leg/c.
On vérifie facilement que ¢ , /C est un adjoint & gauche de % /C, que €/C est I'un des
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morphismes d’adjonction, et que (i ,/C) "X (W/C) = i;}ii‘ow. La deuxiéme assertion
en résulte aussitot (voir [96, lemme 1.3.8]). O

4.4.22. — Soient ‘W un localisateur fondamental, et A une W-catégorie test locale.
On considére un morphisme f : X — Y de préfaisceaux sur A. Le foncteur d’oubli

par f
fAX —=A)Y , (T,T—>X)+— (I, T 2> Y),

respecte les W-équivalences (on a méme W; /X = i (wy /y) ), et induit par consé-
quent un foncteur

fi: HyA) X — H, AY .

Proposition 4.4.23. — Si W est accessible, un morphisme f: X —Y de A est une
W-équivalence propre & droite si et seulement si le foncteur d’oubli par f

fi: HyyA)X — H, ) AJY

est une équivalence de catégories.

Démonstration. — Le corollaire 4.2.18 permet de donner un sens & 1’énoncé qui est
alors un cas particulier de la proposition 1.5.20. O
Corollaire 4.4.24. — Soit f : X — Y un morphisme de préfaisceaux sur A. On sup-

pose qu’il existe un localisateur fondamental accessible W' C W, tel que A soit une
W' -catégorie test locale, et tel que f soit une W'-équivalence propre & droite. Alors
le foncteur f, : A\/X — A\/Y induit une équivalence de catégories aprés localisation
par les ‘W-équivalences.

Démonstration. — Lorsque W' = W, cela résulte de la proposition précédente. On
remarque que pour toute petite catégorie C, on a une équivalence de catégories cano-
nique
-1~ —laq—1-
W@ C ~ Wé "I/Vé C .

Le cas particulier implique donc le cas général. |

Lemme 4.4.25. — Soient W un localisateur fondamental, et u : I —= J un mor-
phisme de Cat. On suppose qu’il existe un localisateur fondamental propre W' c ‘W
tel que u soit une W'-équivalence. Alors le foncteur d’oubli par u, de Cat/I wvers
Cat/J respecte les W-équivalences, et induit une équivalence de catégories

w, : Hotgy /I — Hotg,/J .

Démonstration. — La premiére assertion est évidente et ne dépend d’ailleurs pas des
hypotheses faites sur u. Pour montrer la seconde, on choisit une W’-catégorie test A,
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et on remarque qu’on a alors un carré commutatif

Hot,, /I — > Hot,,/J

z;/zl li;}/J

.'7‘[,W AfinI W "7{‘14/ AJirJ
dont les fleches verticales sont des équivalences de catégories (en vertu de la pro-
position 4.4.21). Comme le localisateur fondamental W’ est propre, i%(u) est une
W'-équivalence propre & droite, et donc le corollaire précédent implique que la fleche
horizontale du bas est une équivalence de catégories, donc celle du haut aussi. O

Proposition 4.4.26. — Soient W un localisateur fondamental, et v : A —= B un fonc-
teur W-asphérique. Alors le foncteur d’oubli par u induit une équivalence de catégories

u, : Hot,y /A — Hot,, /B .

Démonstration. — Soit W' le localisateur fondamental minimal parmi ceux qui
rendent asphérique le foncteur u. En vertu du corollaire 4.3.28, ‘W' est propre, et
comme u est W-asphérique, on a linclusion ‘W' C W. L’assertion résulte donc du
lemme ci-dessus. O

Corollaire 4.4.27. — Soient W un localisateur fondamental, et u : A —= B un fonc-
teur W-asphérique entre deux W-catégories test locales. Alors le foncteur image in-
verse
w B — A
respecte les W-équivalences et induit une équivalence de catégories
u* }[wé - }[wg .

Si en outre ‘W est accessible, le foncteur u* est ladjoint a gauche d’'une équivalence

de Quillen.

Démonstration. — En vertu de la proposition 4.2.23, le foncteur u* respecte les W-
équivalences, et on a une W-équivalence naturelle de i,u* vers ig, laquelle peut
s’interpréter comme un morphisme de wj u* vers jg dans Cat/B (u, désignant le
foncteur d’oubli par u, de Cat/A vers Cat/B). On obtient ainsi un carré commutatif
a isomorphisme de foncteurs pres,

H,y B —— H,,A

Hoty /B <—— Hot,, /A
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dont les fleches verticales sont des équivalences de catégories (4.4.20). Vu que la fleche
horizontale du bas est aussi une équivalence de catégories (en vertu de la proposi-
tion ci-dessus), cela prouve la premiere partie du corollaire. La seconde en résulte
aussitot, puisque le foncteur u* : B —> A admet un adjoint & droite et respecte les
monomorphismes. O

La proposition suivante généralise la proposition 4.4.21.

Proposition 4.4.28. — Soient W un localisateur fondamental, A une W-catégorie test,
i+ A —> Cat un W-foncteur test tel que pour tout objet a de A, la catégorie i(a)
admette un objet final, et C' une petite catégorie. Le foncteur i* induit un foncteur

i*/C : Cat/C —= A)i*C ,  (B,B—= C)+— (i*B,i*B — i*C)

qui envoie les W/ C-équivalences sur des W-équivalences. En outre, ce dernier définit
une équivalence de catégories entre la localisation de AJi*C par les W-équivalences
et la catégorie des W-types d’homotopie localement constants sur C.

Démonstration. — La premieére assertion résulte du théoreme 4.1.26. Nous allons
montrer que le foncteur ¢*/C induit une équivalence de catégories apres localisation.
On note ‘W’ le localisateur fondamental minimal parmi ceux qui rendent asphériques
les catégories A et A/a x i*A;, a € Ob A. Le corollaire 4.3.28 implique que W’ est
propre, et le théoréme 4.1.26 que i est un ‘W’-foncteur test et que ‘W C W. En vertu
du théoréme 4.1.26, on a donc une W’ -équivalence naturelle i ,i* —> 1. Comme A
est une W'-catégorie test, le morphisme v : i* — i*% obtenu par adjonction est aussi
une W'-équivalence naturelle. On définit un foncteur p : Cat/C — f’l\/ 1% C comme
le composé du foncteur ¢*/C et du foncteur d’oubli induit par v. Le morphisme de
foncteurs v définit une W-équivalence naturelle de p vers i% /C. On obtient ainsi un
diagramme commutatif & isomorphime pres

v /C —
%\ el
H,, AJi%C

En vertu de la proposition 4.4.21 et du corollaire 4.4.24, les foncteurs 7} /C et v,
sont des équivalences de catégories, et par conséquent, il en est de méme de 7*/C. O

Scholie 4.4.29. — Sous les hypotheses de la proposition ci-dessus, on peut expliciter un
quasi-inverse de I’équivalence de catégories induite par le foncteur i*/C' (ce qui fournit
une autre démonstration). On a en effet un morphisme de foncteurs o : ¢ 4i* —> 1z
(3.2.4), et le foncteur 7 étant un foncteur test, il ést en particulier asphérique. Il
résulte donc du théoreme 4.1.26 que le foncteur o, est asphérique, et par conséquent,
la proposition 4.4.26 implique que le foncteur d’oubli par « induit une équivalence de
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catégories de la catégorie des W-types d’homotopie localement constants sur A/i*C
vers celle des W-types d’homotopie localement constants sur C. D’autre part, comme
A/i*C est une W-catégorie test locale, le foncteur j AjirC définit une équivalence de
catégories (4.4.20)

En composant ces deux foncteurs, on obtient une équivalence de catégories
Nous laissons le lecteur se persuader qu’il s’agit bien 14 du quasi-inverse annoncé.

Théoréme 4.4.30. — Soit W un localisateur fondamental. Si W est propre, alors pour
toute W-catégorie test locale A, le A-localisateur des W-équivalences est propre. Ré-
ciproquement, s’il existe une W-catégorie test locale non vide A telle que W5 soit
propre, alors ‘W est propre.

Démonstration. — Supposons dans un premier temps que W est propre, et con-
sidérons une W-catégorie test locale A. On rappelle que pour tout préfaisceau X
sur A, la catégorie A/X est encore une W-catégorie test locale. Par conséquent, le
foncteur j, /X induit une équivalence de catégories entre la catégorie homotopique

E{Wﬁ /X et la catégorie des W-types d’homotopie localement constants sur A/X (co-
rollaire 4.4.20). Soit u : X — Y une W-équivalence. On obtient le carré commutatif
ci-dessous.

Uy

H,, A X H,,AY

J_A/xl le/Y

Hot,,/(A/X) N Hot,, /(A/Y)

Comme on vient de le rappeler, les foncteurs verticaux sont des équivalences de caté-
gories, et il résulte du lemme 4.4.25 que le foncteur (i ,u), ci-dessus est une équivalence
de catégories. On en déduit que le foncteur u, en est une. Le corollaire 4.2.18 implique,
en vertu du théoreme 1.4.3, que WZ est accessible, et la proposition 4.4.23 montre
donc que u est une W-équivalence propre a droite. On a ainsi prouvé que ‘VVK est
propre.

Supposons & présent qu’il existe une T/-catégorie test locale non vide A telle que
‘I/Vg soit un A-localisateur propre, et choisissons un objet a de A. Alors A/a est une
W -catégorie test locale, et comme elle admet un objet final, elle est W-asphérique,
et donc est une W-catégorie test. Comme le foncteur d’oubli U, : A/a ~ X/a — A
commute aux petites limites inductives et respecte les monomorphismes, et comme
WX/\a = U, (W), la proposition 1.4.20, (c¢) implique que le A/a-localisateur des
MW-équivalences est accessible. Il résulte alors facilement de la proposition 4.4.23 que ce
A/a-localisateur est propre. Le théoréme 4.3.24 implique donc que W est propre. [
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Remarque 4.4.31. — On n’a considéré dans la seconde partie de I’énoncé ci-dessus que
des catégories test locales non vides, car pour tout localisateur fondamental W, la
catégorie vide est test locale, et le @-localisateur W@ est toujours propre, puisque la
catégorie @ s’identifie & la catégorie ponctuelle.
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CHAPITRE 5

FACTORISATIONS DE FONCTEURS

5.1. Cofibrations formelles
5.1.1. — Soit I la catégorie engendrée par le graphe

aol

0——1

aozl

2
La donnée d’un foncteur F' de I vers Cat revient a celle d’un diagramme dans Cat de
la forme
A—"= A
|
B
dans lequel A (resp. A’, resp. B) est I'image de 1'objet 0 (resp. 1, resp. 2) de I. On

note
Ay
4 =/F.
B I

Les objets de cette catégorie sont donc les couples (2, ), ol 2 est un objet de I, et
x est un objet de A, A’ ou B, selon que 2 soit égal a 0, 1, ou 2 respectivement (voir
3.3.13 pour la définition explicite de fF, et [96, 2.3.2] pour une description encore
plus détaillée). Si
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est un carré commutatif de Cat, la construction générale donnée dans [96, 2.2.3] nous
donne un foncteur canonique

A4
(5.1.1.1) K: [« — B
B
défini par
t'a(z) = Bi(z) si=0,
K(1,z) = < i'(x) sit=1,
B(x) sie=2.
5.1.2. — Soit W un localisateur fondamental. Un carré commutatif de Cat

A—"= A

!
B_B—)B

est W-homotopiquement cocartésien si le foncteur canonique 5.1.1.1 est une W-équi-
valence.

On dira qu'un carré commutatif de Cat est un carré homotopiquement cocarté-
sien absolu si c’est un carré W-homotopiquement cocartésien pour tout localisateur
fondamental W (ou de maniére équivalente, si c’est un carré W,,-homotopiquement
cocartésien).

Les résultats suivants sont des corollaires du paragraphe 2.3 de [96].

Sorites 5.1.3. — Soit W un localisateur fondamental.

(a) Tout carré commutatif de la forme

A—"= A

I

B 5 B’

dont les fléches verticales sont des W-équivalences est ‘W-homotopiquement co-
cartésien.
(b) Si dans un carré W-homotopiquement cocartésien

A—> A

!
B—ﬁ>B

le foncteur i est une W-équivalence, il en est de méme de i'.
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(c) Considérons deur carrés commutatifs de Cat de la forme suivante.

A—a—>A’—L>A"

| o] e o

N 7/ 7"
B 3 B 7> B
Si C est un carré W-homotopiquement cocartésien, pour que le carré C' soit ‘W-ho-
motopiquement cocartésien, il faut et il suffit que le carré composé C' o C le soit.
(d) Pour qu’un carré commutatif de Cat

A—= A

/
B—5~5
soit ‘W-homotopiquement cocartésien, il faut et il suffit que le carré dual

Ao°pP _ai) AI op

40P l li/ op

Ber W B/OP

le sott.
(e) Les carrés W-homotopiquement cocartésiens sont stables par limites inductives

filtrantes.

Démonstration. — Les assertions (a) et (b) sont des conséquences faciles de [96,
proposition 2.3.3]. La preuve de (c) peut étre faite en manipulant directement des
morphismes de la forme (5.1.1.1) (exercice laissé au lecteur). Une autre méthode
(moins élémentaire) est la suivante. Il est immédiat que I’on peut supposer que W est
accessible. Or une fois choisie une W-catégorie test A, en vertu de la proposition 4.2.7,
un carré commutatif de Cat est W-homotopiquement cocartésien si et seulement
si son image par le foncteur ¢% est un carré homotopiquement cocartésien au sens
de la structure de catégorie de modeles fermée sur A associée 3 W. L’assertion ()
résulte donc des sorites généraux sur les carrés homotopiquement cocartésiens dans les
catégories de modeles fermées. Montrons assertion (d). Pour chaque petite catégorie
C, on construit fonctoriellement dans Cat un diagramme de la forme
Sc lo
cor << 5(C) “2>

comme suit. La catégorie S(C) a pour objets les fleches de C. Si f : a—1b
et f/ : @ — U sont deux objets de S(C), une fleche de f vers f’ est un
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diagramme commutatif dans C' de la forme ci-dessous.
a—t oy
o Ly
Les foncteurs s et t. sont définis par les formules
se(f:a—b)=a et to(f:a—=b)=b.

On vérifie que s, et t, sont des cofibrations dont les fibres admettent un objet initial,
ce qui implique que ce sont des foncteurs WW-asphériques (voir [96, lemmes 1.1.19

et 1.1.20]). Si u : C' — D est un foncteur entre petites catégories, on obtient un
diagramme commutatif de catégories
; ¢
Cop (b_c S(C’) c%

C
unpl ls(u) Ju
tp

Dor <2 §(D) -2~ D :
olt S(u) désigne le foncteur évident défini par

S)(f :a —=b) = (u(f) : u(a) — u(b)) .
Il est clair que 'on a en particulier défini de la sorte un foncteur S. Si F' désigne le
foncteur de I vers Cat défini par le diagramme

A—— A

B )

on obtient ainsi un diagramme commutatif de la forme suivante, dans lequel S(F)
désigne le foncteur de I vers Cat composé avec le foncteur S défini ci-dessus.

JF? <—— [S(F)—— [F

L

B < S(B) —> B

Or il résulte de la proposition 3.3.16 que les fleches horizontales de la premiere ligne de
ce diagramme sont des W-équivalences localement au-dessus de I, et donc que ce sont
des W-équivalences. Les fleches verticales du diagramme ci-dessus étant des foncteurs
canoniques de la forme (5.1.1.1), assertion (d) en résulte aussitot. Enfin, la stabilité
par limites inductives filtrantes résulte de la fonctorialité des morphismes de la forme
(5.1.1.1), du fait que le foncteur d’intégration commute aux limites inductives, et de
la stabilité des W-équivalences par limites inductives filtrantes (cf. 4.2.22). a
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5.1.4. — Un foncteur entre petites catégories i : A — B est une cofibration formelle
si tout carré cocartésien de Cat de la forme

A—" A

B—— B’
B
est un carré homotopiquement cocartésien absolu.

Proposition 5.1.5. — Les cofibrations formelles sont stables par composition, par
images directes, par limites inductives filtrantes, et par rétractes.

Démonstration. — La stabilité par composition et par images directes est une consé-
quence formelle de la définition et du sorite 5.1.3, (¢). Celle par rétractes résulte de la
fonctorialité des morphismes de la forme (5.1.1.1), et de la stabilité des co-équivalences
par rétractes. La stabilité par limites inductives filtrantes est quant a elle conséquence
du sorite 5.1.3, (e). O

Proposition 5.1.6. — Pour qu’un foncteur entre petites catégories u : A —= B soit
une cofibration formelle, il faut et il suffit que le foncteur u°? : A°? —s B°P en soit
une.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du sorite 5.1.3, (d). O
5.1.7. — Un foncteur ¢ : A — B est un rétracte par déformation s’il existe un fonc-
teur r : B — A, et un morphisme de foncteurs £ : ir — 1p, tels que ri = 14

et ex1 = 1;.

Proposition 5.1.8. Les rétractes par déformation sont stables par images directes.
Démonstration. Soit
A—2> q
!
B e B

un carré cocartésien de Cat, i étant un rétracte par déformation. Soient r : B —= A et
€:ir — lp tels que ri = 14 et ex7 = 1;. On obtient par la propriété universelle des
images directes un unique morphisme 7’ : B’ — A’ tel que i’ = 14/ et '3 = ar.
D’autre part, la donnée de ¢ équivaut a celle d’un foncteur encore noté par abus
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€: A} x B— B. La relation € xi = 1; s’interpréte par la commutativité du carré de
gauche dans le diagramme ci-dessous.

la, X2 la, Xa
A1><B<—A1XA—>A1><A,

B ; A A’

[e%

En prenant la limite inductive dudit diagramme, on obtient ainsi un nouveau foncteur
€ 1 Ay x B' — B, tel que €'|j0yxp' = 7', €'|[{1}xB = 1B/, et €'(1a, x i) = i'pry
(cela résulte des propriétés analogues pour €). On a ainsi prouvé que 7’ est un rétracte

par déformation. O
Corollaire 5.1.9. — Les rétractes par déformation sont des cofibrations formelles.

Démonstration. — Les rétractes par déformation étant des co-équivalences (ce sont en
particulier des A;-équivalences d’homotopie), cela résulte de la proposition précédente
et du sorite 5.1.3, (a). O
Lemme 5.1.10. — Les immersions ouvertes sont stables par les opérations suivantes.

(a) Si dans un carré cocartésien de Cat,

A—= A

B_ﬂ—>B/ )

le foncteur 1 est une immersion ouverte, alors il en est de méme de i’. En outre, dans
ce cas, ce carré est aussi cartésien, et le cocrible complémentaire B — A de A dans B
est canoniquement isomorphe via 3 au cocrible complémentaire B’ — A’ de A’ dans
B

(b) Tout composé transfini d’immersions ouvertes est une immersion ouverte.

(c) Tout rétracte d’une immersion ouverte est une immersion ouverte.

Démonstration. — On rappelle que le foncteur Cat°® — Ens qui associe a chaque
petite catégorie C' ’ensemble Cr(C') de ses cribles est représentable par la catégorie
Ay = {0 — 1}. Plus précisément, la bijection Homc,(C, A1) — Cr(C) est définie
par u — u~*(0). Si i est une immersion ouverte, on a donc un carré cartésien

A—— {0}
1

B——X—>A1
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Le carré considéré étant supposé cocartésien, le foncteur A” — {0} induit un unique
foncteur x’ : B’ — A tel que le diagramme suivant soit commutatif.

A—= A — {0}

]

B——=B ——> 4
U
X

—1 . . . .
On remarque en outre que A’ = x'~ (0). En effet, Comme les limites inductives sont
universelles dans Cat, on a un carré cocartésien

f[—a>11/
x~H0) —=x'"1(0) ’

dont la fleche verticale de gauche est un isomorphisme. On a ainsi prouvé que i’ est
une immersion ouverte. Les carrés

A—— {0} A —— {0}
ML
B——X—>A1 BIT)AI

étant cartésiens, on en déduit aussitot que le carré
A—2s 4
zl li’
S > V]
B 5B

lest aussi. Pour vérifier la derniere assertion de (a), on procéde de la méme maniere :
le cocrible complémentaire B — A de A dans B s’identifie & 'image réciproque x ~1(1),
et on a un carré cocartésien

g0
XM —= X" ’

ce qui montre que le foncteur @ induit un isomorphisme de B — A sur B’ — A’.
La stabilité des immersions ouvertes par composition transfinie et par rétractes est
immédiate. O
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Lemme 5.1.11. — Tout carré cocartésien de Cat formé d’immersions fermées

A—2 4

B—— B
B
est un carré homotopiquement cocartésien absolu.

Démonstration. — Si on a un carré cocartésien de la méme forme que dans ’énoncé
ci-dessus dont toutes les fleches sont des immersions ouvertes, on peut le voir comme
I'image par le foncteur ig, d'un carré cocartésien de préfaiscecaux sur B’ formé de
monomorphismes. Or une telle situation définit un carré homotopiquement cocartésien
absolu (cf. [96, proposition 2.3.10]). Ce lemme résulte donc du sorite 5.1.3, (d). O

Lemme 5.1.12. — Soit i : A — B une immersion ouverte. On suppose qu’il existe
un cocrible W de B contenant A tel que l'inclusion de A dans W soit une cofibration
formelle. Alors i est une cofibration formelle.

Démonstration. — Considérons un carré cocartésien de la forme suivante.
A—2s A’
B—— B’
B
Si W/ =W 14 A, ce carré peut étre vu comme le composé des carrés cocartésiens
«
A—— A

[T

W ——Ww

ki l’“

B———> B’

Or comme j est une cofibration formelle, le carré du haut est un carré homotopique-
ment cocartésien absolu. Il s’ensuit qu’il suffit de prouver que le carré du bas est un
carré homotopiquement cartésien absolu. Soit V' (resp. V') le cocrible complémentaire
de A (resp. de A’) dans B (resp. dans B’). On remarque que V N'W est le complé-
mentaire de A (resp. de A’) dans W (resp. dans W’). Il résulte donc du lemme 5.1.10,
(a), que B (resp. w) induit un isomorphisme V ~ V' (resp. VN W ~ V' N W’). On
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remarque enfin que B =V UW (resp. que B’ = V' UW’). On en déduit qu’on a les
carrés cocartésiens suivants.

Vonw —W —WwW'

o

\% B B’

Or toutes les fleches du carré de gauche et du carré composé sont des immersions
fermées, et par conséquent, en vertu du lemme 5.1.11, ceux-ci sont des carrés homoto-
piquement cocartésiens absolus. Le sorite 5.1.3, (¢) implique donc que le carré de droite
est un carré homotopiquement cocartésien absolu, ce qui acheéve la démonstration. O

Proposition 5.1.13. — Soiti: A — B une immersion ouverte. On suppose qu’il existe
un cocrible W de B contenant A tel que linclusion de A dans W soit un rétracte par
déformation. Alors i est une cofibration formelle.

Démonstration. — En vertu du corollaire 5.1.9, cela résulte du lemme précédent. O

5.1.14. — Si W est un localisateur fondamental, on appellera cofibration formelle W -
triviale tout foncteur entre petites catégories qui est a la fois une cofibration formelle
et une W-équivalence.

Proposition 5.1.15. — Les cofibrations formelles ‘W-triviales sont stables par compo-
sition, 1mages directes, limites inductives filtrantes, et rétractes.

Démonstration. — Cela résulte du sorite 5.1.3, (b), de la proposition 5.1.5, et de la
stabilité des W-équivalences par limites inductives filtrantes et par rétractes. O
Proposition 5.1.16. — Les W-équivalences sont stables par image directe le long d’une

cofibration formelle.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du sorite 5.1.3, (b). O

5.2. Structures de catégorie de modeles de Thomason

Proposition 5.2.1. — Soit o un cardinal. Toute petite catégorie dont le nerf est un
ensemble simplicial a-accessible est a-accessible dans Cat.

Démonstration. — On vérifie immédiatement que les ensembles ordonnés A,,, n > 0,
sont des objets de présentation finie (i.e. 0-accessibles) dans Cat. Cela implique en
particulier que le foncteur nerf N commute aux petites limites inductives filtrantes
(i.e. qu’il est 0-accessible). Soit C' une petite catégorie telle que N C' soit a-acces-
sible. On considere un ensemble ordonné a-filtrant I, et un foncteur F' de I dans Cat.
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Comme le foncteur nerf est pleinement fidele, on obtient les bijections canoniques

suivantes
lim Homey (C, F') = limHomgz (N C, N F)

I I
= Homz (N C,lim N F)
I
= Homz (N C, N lim F)
I
= Homcat(C’,liLn)F) ,
I

ce qui prouve 'assertion. O
Corollaire 5.2.2. — Toute petite catégorie est accessible. En particulier, tout ensemble
de fleches de Cat permet l'argument du petit objet.
Démonstration. — Cela résulte de la proposition 5.2.1 et du fait que tout ensemble
simplicial est accessible. O
Corollaire 5.2.3. — Soit I un ensemble de foncteurs entre petites catégories. Pour que

tout élément de l(r(I)) soit une cofibration formelle, il suffit que tout élément de I en
soit une. De méme, si ‘W est un localisateur fondamental, pour que tout élément de
I(r(I)) soit une cofibration formelle W-triviale, il suffit que tout élément de I le soit.

Démonstration. — Cela résulte de 'argument du petit objet appliqué a I (1.2.23) et
des propositions 5.1.5 et 5.1.15 respectivement. O

5.2.4. — Un foncteur u : A — B entre petites catégories est un morphisme de Dwyer
g’il est une immersion ouverte, et s’il existe un cocrible W de B contenant A tel que
I'inclusion de A dans W admette un adjoint a droite.

Proposition 5.2.5. — Tout morphisme de Dwyer est une cofibration formelle.
Démonstration. — Toute inclusion pleine admettant un adjoint a droite étant en par-
ticulier un rétracte par déformation, cela résulte de la proposition 5.1.13. O

5.2.6. — Si cat : A —= Cat désigne I'adjoint & gauche du foncteur nerf, et si Sd? :
A — A désigne le foncteur de subdivision barycentrique itéré deux fois (2.1.26), on
obtient un foncteur

cat Sd* : A — Cat ,
lequel admet pour adjoint & droite le foncteur
Ez® N : Cat —= A ,

Ez? désignant le foncteur Ez (adjoint & droite de Sd), itéré deux fois.
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Lemme 5.2.7. — Pour tout complexe simplicial combinatoire (E,®) (2.1.33), on a des
isomorphismes canoniques

N cat Sd* k*(E,®) ~ N éb ~ Sd N & ~ Sd* x*(E, d)
ot @ est muni de la structure d’ensemble ordonné induite par 'inclusion).
( P

Démonstration. — Cela résulte immédiatement du lemme 2.1.37. O

Lemme 5.2.8. — Soit E —= F une inclusion pleine d’ensembles ordonnés. Alors
l’image de celle-ci par le foncteur £ (cf. 2.1.26), EE —> &F, est un morphisme de
Duwyer.

Démonstration. — L’inclusion d’ensembles ordonnés £F —s £F est trivialement un
crible. D’autre part, le cocrible W engendré par £ E dans £F est formé des S C F' tels
que SN E soit non vide. On définit un foncteur r : W — (F par S+ SN E. Une
vérification immédiate montre que celui-ci est un adjoint & droite de I'inclusion de £€F

dans W. O

Proposition 5.2.9. — Pour tout n > 0, le foncteur cat Sd* dA,, — cat Sd* A, est un
morphisme de Dwyer, et donc, en particulier, une cofibration formelle.

Démonstration. — On rappelle que 'inclusion canonique i,, : 34,, — A,, est induite
par 'inclusion de complexes simpliciaux combinatoires

(Anvagpn) - (An,fAn) )

olt P, est I’ensemble des sous-ensembles non vides de 4,,, différents de A,, (2.1.34).
Comme le foncteur nerf est pleinement fidele, la formule du lemme 5.2.7 montre
que l'image de i, par cat Sd* est 'image par ¢ de I’inclusion d’ensembles ordonnés
0P, — £A,,. La proposition 5.2.5 et le lemme 5.2.8 impliquent donc ’assertion. [

Corollaire 5.2.10. — Le foncteur cat Sd* envoie les monomorphismes de A sur des
cofibrations formelles.

—~

Démonstration. — Comme les inclusions de bord forment un modele cellulaire de A,
cela résulte aussitot du fait que cat Sd* commute aux petites limites inductives, de
Iargument du petit objet (1.2.23), et de la proposition 5.1.5. O

Lemme 5.2.11. — Pour tout couple d’entiers n et k, n > 1, 0 < k < n, le foncteur
canonique cat Sd* AF — cat Sd? A,, est une cofibration formelle Wi -triviale.

Démonstration. — En vertu du corollaire ci-dessus, du lemme 5.2.7, et en repre-
nant les notations de 2.1.34, il s’agit de montrer que £®F — ¢2A, est une oo-
équivalence, ou encore, de maniere équivalente, que le morphisme d’ensembles simpli-
ciaux Sd? A’fl — Sd? A,, est une extension anodine. Or cela résulte immédiatement
du corollaire 2.1.27. O
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Théoreme 5.2.12 (Thomason [124]). — La catégorie Cat des petites catégories admet
une structure de catégorie de modéles fermée propre et a engendrement cofibrant, dont
les équivalences faibles sont les co-équivalences. Les cofibrations sont engendrées par
l’ensemble I, formé des cofibrations formelles

cat Sd* OA,, — cat Sd* A, , n=0,
et les cofibrations triviales par l’ensemble J, formé des fleches
cutSdzAfl—> cat Sd* A, , n=1,0<k<n.

Le couple de foncteurs adjoints (cat Sd?, Ex? N) définit une équivalence de Quillen
de la catégorie des ensembles simpliciauz vers celle des petites catégories. En outre,
les foncteurs cat Sd* et Ex® N respectent les équivalences faibles, et les morphismes
d’adjonction

cat SA2 Ex? N —= 1¢y et 13 — Ex% N cat Sd*

sont des oco-équivalences naturelles.

Démonstration. — En vertu de la proposition 2.3.19, on a une oo-équivalence na-
turelle N —= Ez® N. Par conséquent, (Ez? N)_lzzlwoo = Ws. 11 résulte d’autre
part du corollaire 5.2.3 et du lemme 5.2.11 que I(r(J)) C W, et comme en vertu
du corollaire 5.2.2, tout ensemble de fleches de Cat permet 'argument du petit objet,
la proposition 1.4.23 implique que 1'on a bien défini ainsi une structure de catégorie
de modeles fermée sur Cat dont toutes les cofibrations sont des cofibrations formelles
(5.2.3, 5.2.9). La propreté a gauche de cette structure est assurée par la proposi-
tion 5.1.16. La propreté a droite résulte de la propreté du A-localisateur i;] W, et
du fait que Ez? N respecte les fibrations (par définition d’icelles) et commute aux
produits fibrés. Il est par ailleurs immédiat que le couple (cat Sd?, Ez? N) est une ad-
jonction de Quillen. Comme tous les ensembles simpliciaux sont cofibrants, le lemme
de Ken Brown [74, lemme 1.1.12] implique que le foncteur cat Sd? respecte les équi-
valences faibles. Pour conclure, vue la forte saturation des oo-équivalences, il suffit
donc de montrer que le foncteur Fz? N induit une équivalence de catégories apres
localisation, ce qui résulte aussitot de la propriété analogue pour le foncteur nerf. O

5.2.13. — On appellera cofibrations de Thomason les cofibrations pour la structure
de catégorie de modeles fermée ci-dessus. Il est immédiat que toute cofibration de
Thomason est une cofibration formelle. De méme, on appellera fibrations de Thomason
triviales les fibrations triviales au sens de cette structure de catégorie de modeles
fermée (i.e. les fleches vérifiant la propriété de relevement & droite relativement aux
cofibrations de Thomason).

Lemme 5.2.14. Pour tout localisateur fondamental W, le foncteur cat Sd* respecte
les ‘W-équivalences.
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Démonstration. — Toute oo-équivalence étant une W-équivalence, il résulte de la
derniére assertion du théoréme ci-dessus qu’un morphisme d’ensembles simpliciaux f
est une W-équivalence si et seulement si Ez2 N cat Sd® f en est une, et donc si et
seulement si N cat Sd° f est une W-équivalence, ce qui implique aussitot I'assertion.

O

Théoréme 5.2.15. — Pour tout localisateur fondamental accessible W, la catégorie Cat
des petites catégories admet une structure de catégorie de modéles fermée propre a
gauche a engendrement cofibrant, dont les cofibrations sont les cofibrations de Tho-
mason, et dont les équivalences faibles sont les W-équivalences. En outre, pour que
cette structure soit propre (4 droite), il faut et il suffit que W soit propre.

Démonstration. — L’existence de cette structure, ainsi que la propreté a gauche s’éta-
blit en invoquant les mémes arguments que pour celle du théoréme 5.2.12 (grace aux
corollaires 5.2.3, 5.2.10 et au lemme 5.2.14). Si ‘W est propre, alors i;l‘l/l/ est propre,
et la propreté de la structure de catégorie de modeles fermée sur Cat s’obtient comme
ci-dessus en utilisant le foncteur Ez? N, car dans cette situation encore, par construc-
tion, une fleche de Cat est une fibration (resp. une équivalence faible) si et seulement
si son image par Ez? N en est une dans A. Tl reste donc & vérifier que réciproquement,
si cette structure de catégorie de modeles fermée est propre, alors W est propre. Sup-
posons que c’est le cas, et considérons une W-catégorie test A, et u : X —= Y un
morphisme de préfaisceaux sur A. On obtient un carré commutatif de catégories (les
fleches horizontales sont induites par les foncteurs d’oubli évidents)

uy

H,,A)X H,,AlY

jA/xl lJA/Y

Hotyy /(A/X) > Hotyy/(4/Y)

dont les fleches verticales sont des équivalences de catégories (4.4.20). Si u est une W-
équivalence, alors en vertu de la proposition 1.5.20 appliquée & Cat, le foncteur (i 4u):
est une équivalence de catégories, ce qui implique qu’il en est de méme du foncteur
uy. Une nouvelle application de la proposition 1.5.20 (cette fois a g) montre donc que
u est une équivalence faible propre a droite, ce qui achéve la démonstration. O

5.2.16. — Si W est un localisateur fondamental accessible, la structure de catégorie
de modeles fermée sur Cat définie dans le théoreme précédent sera appelée la structure
de catégorie de modéles de Thomason associée & ‘W. On appellera alors ‘W-fibrations
de Thomason les fibrations de cette structure de catégorie de modeles fermée. Une
petite catégorie A sera dite W-fibrante si le foncteur de A vers la catégorie ponctuelle
est une W -fibration de Thomason.
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Proposition 5.2.17. — Si v : A —= B est une W-fibration de Thomason, alors pour
tout objet b de B, la catégorie A/b est W-fibrante.

Démonstration. — Le foncteur u/b: A/b —= B/b est une W-fibration de Thomason,
puisqu’il est obtenu a partir de u par changement de base. Il suffit donc de prouver que
B/b est W-fibrante. On est donc ramené a démontrer que si C est une petite catégorie
admettant un objet final, alors le foncteur de C vers la catégorie ponctuelle est une
fibration de Thomason triviale. Or cela résulte aussitot du fait que les cofibrations
de Thomason sont en particulier des immersions ouvertes (grace au lemme 5.1.10, &
I’argument du petit objet, et a la proposition 5.2.9) et du lemme 4.1.16. O

5.2.18. — Soit W un localisateur fondamental accessible. Un foncteur entre petites
catégories u : A — B est une W-bifibration de Thomason s'il est une W-fibration
de Thomason, et s’il en est de méme du foncteur u°? : A°? — B°P,

Il résulte du septieme sorite de 3.3.8 et du théoreme 5.2.15 que Cat admet une
structure de catégorie de modeles fermée propre a gauche et & engendrement cofibrant
dont les équivalences faibles sont les TW-équivalences, et les fibrations, les foncteurs
u: A — B tels que u°? : A°’? —s B°P s0it une W-fibration de Thomason (et bien
sfir, cette structure est propre si et seulement si U/ ’est). Cette structure sera appelée
la structure de catégorie de modéles fermée duale associée & W. On en déduit 1’énoncé
suivant.

Proposition 5.2.19. — Pour tout localisateur fondamental accessible ‘W, la catégorie
des petites catégories admet une structure de catégorie de modéles fermée propre a
gauche et a engendrement cofibrant dont les équivalences faibles sont les W-équiva-
lences, et les fibrations, les W-bifibrations de Thomason. Cette structure de catégorie
de modéles fermée est propre si et seulement si W est propre.

Démonstration. — On note Cat"” (resp. Cat%ale) la catégorie Cat munie de la struc-

can
ture de catégorie de modeles fermée (&4 engendrement cofibrant) de Thomason (resp.
duale) associée a . On obtient de la sorte une catégorie de modeles fermée produit

Cat”

can X Cat%ale- On définit un foncteur

G : cat”

can

par G(A, B) = A1l B°P, et un foncteur

X Cat%ale — Cat

D: Cat — Cat” x Cat%ale

can

par D(C) = (C,C°P). 1l est clair que G est un adjoint & gauche du foncteur D. On
remarque qu’un foncteur entre petites catégories est une ‘VV—équivalence (resp. est une
W -bifibration de Thomason) si et seulement si son image par le foncteur D est une
équivalence faible (resp. une fibration). Pour conclure, il suffit donc de prouver que
les hypotheses de la proposition 1.4.23 sont vérifiées, ce qui résulte immédiatement
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du corollaire 5.2.3, des sorites 3.3.8, et des propositions 5.1.5 et 5.1.6. L’assertion
concernant la propreté est conséquence du théoreme 5.2.15 et du corollaire 1.5.21. O

Remarque 5.2.20. — La structure de catégorie de modeles fermée obtenue dans la
proposition précédente est définie de telle maniere que Iautomorphisme de Cat qui
associe & une petite catégorie C sa catégorie duale C°P respecte les équivalences
faibles, les cofibrations, et les fibrations.

5.3. Approximations propres et lisses

5.3.1. — Soit W un localisateur fondamental.
Un foncteur u : A — B est ‘W-propre, ou plus simplement, propre, si pour tout
objet b de B, le foncteur canonique

Ap — A/b | a+— (a,1p)

est W-coasphérique.
Dualement, un foncteur u : A —= B est W-lisse, ou plus simplement, lisse, si pour
tout objet b de B, le foncteur canonique

Ay — W\A at— (a,1p)
est W-asphérique (ce qui revient & dire que le foncteur u°? : A°P —s B°P est propre).
Exemple 5.3.2. — Toute précofibration est propre, et toute préfibration est lisse (cela

résulte aussitot de 3.3.8 et de 3.3.12). En particulier, toute immersion ouverte (4.1.15)
est lisse, et dualement, toute immersion fermée est propre.

5.3.3. — Les résultats qui vont suivre sont tous démontrés dans [96]. Ils ne concernent
que les foncteurs propres. Par dualité, ils impliquent des énoncés analogues pour les
foncteurs lisses que nous laissons au lecteur de loisir d’expliciter.

Proposition 5.3.4. — Soit u : A — B un morphisme de Cat. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(a) u est propre;
(b) pour tout objet a de A, les fibres du morphisme

a\A —b\B b=u(a) ,

induit par u, sont asphériques ;
(c) pour tout morphisme B’ = Ay — B de Cat, si l’on forme le carré cartésien

A’=A><BB/——>A

|

B’ B
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Uinclusion A} — A’, de la fibre de A’ au-dessus de l'objet 1 de B’ = A;, est un
morphisme coasphérique ;

(d) pour toute fleche fo : by — by de B, et tout objet ay de Ap,, la catégorie
A(ag, fo) dont les objets sont les fleches f : ag —= a de source ag qui relévent fy
(u(f) = fo), et dont les morphismes sont les triangles commutatifs

ao
a——Fg—>d
avec g morphisme de Ap, (u(g) = 1p,), est asphérique.

Démonstration. — Voir [96, proposition 3.2.3]. O

Remarque 5.3.5. — La proposition ci-dessus implique que u : A — B est propre si et
seulement si pour tout objet b de B, le foncteur canonique b\ A — b\ B est propre
[96, lemme 3.2.7]. Or ces derniers sont des foncteurs dont les fibres sont asphériques,
ce qui a son intérét en vertu des corollaires suivants.

Corollaire 5.3.6. — Les morphismes propres sont stables par changement de base, au-
trement dit, pour tout carré cartésien dans Cat

Al—A
B —— B )

st u est propre, il en est de méme de u'.
Démonstration. — Voir [96, corollaire 3.2.4]. a

Corollaire 5.3.7. — Un foncteur propre est asphérique si et seulement s’il est univer-
sellement une équivalence faible (i.e. sil est une équivalence faible et le reste apres
tout changement de base).

Démonstration. — On voit facilement qu’un foncteur propre est asphérique si et seule-
ment si ses fibres sont asphériques. Les foncteurs propres étant stables par changement
de base en vertu du corollaire précédent, et les foncteurs a fibres asphériques étant
stables par changement de base pour des raisons évidentes, cela implique ce corol-

laire. O
Proposition 5.3.8. — Les morphismes propres sont stables par composition.
Démonstration. — Voir [96, proposition 3.2.10]. O
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5.3.9. — Les notions de foncteurs propres et de foncteurs lisses vont jouer un grand
role dans la suite du texte, en particulier dans la construction de carrés homotopique-
ment cartésiens dans Cat. En fait on s’attend & ce que les foncteurs a la fois propres et
lisses jouent le roles de « fibrations formelles » en un sens homotopique adéquat (voir
par exemple le corollaire 6.4.8 ainsi que le théoréme 6.4.15, et son corollaire). Cela
explique pourquoi on peut aussi s’attendre & ce qu’il existe une structure de catégorie
de modeles fermée sur Cat dont les équivalences faibles sont les W-équivalences, et
telle que toute fibration (au sens de cette structure de catégorie de modeles) soit a
la fois propre et lisse. Ce qui suit consiste & obtenir (un peu de force, il faut bien
l’avouer) une telle structure a partir de celle donnée par la proposition 5.2.19.

Proposition 5.3.10. — Soient W un localisateur fondamental, et v : A —= B un fonc-
teur entre petites catégories. On note v le foncteur canonique

v: Hom(Ay, A) — A xg Hom(A;, B)
correspondant au carré commutatif

.‘7-[0m(A1 s A) —— ﬂ-[om(Al, B)

l l

A B

dont les fleches verticales sont induites par l'inclusion {0} — Ay. Pour que le fonc-
teur w soit ‘W-propre, il faut et il suffit que les fibres du foncteur v soient W-asphé-
TIQUES.

Démonstration. Un objet de A x g #Hom(A;, B) correspond & un couple (a, f) dans
lequel a est un objet de A, et f : b— b une fleche de B tels que ua = b. Or
il est immédiat que la fibre de v au-dessus de (a, f) est la catégorie A(a, f) de la
condition (d) de la proposition 5.3.4, ce qui implique aussitot Passertion. O

Proposition 5.3.11. — Soit i : A —> B une immersion fermée de petites catégories.
Le foncteur canonique

J:Bx{0JUAXx A =B x{0}ayxq0y Ax A —BxA4; ,

induit par Uinclusion {0} —= Ay, est un rétracte par déformation.

Démonstration. — On vérifie que B x {0}114, 10y A x A; s’identifie a la sous-catégorie
pleine de B x A, formée des objets de la forme (a,¢), avec a dans A et e = 0,1, ou de
la forme (b, 0), avec b dans B (exercice facile laissé au lecteur). On définit un foncteur

r:Bx A — Bx{0}UAx 4,

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2006



230 CHAPITRE 5. FACTORISATIONS DE FONCTEURS

par 7(a,e) = (a,e), pour a dans A et e = 0,1, r(b,0) = (b,0), pour b dans B,
et r(b,1) = (b,0), pour b dans le complémentaire de A. Le fait que cela définis-
se bien un foncteur (avec les définitions évidentes pour les fleches) résulte immé-
diatement du fait que A est un cocrible de B. Il est clair que rj est 'identité de
B x {0} U A x Ay, et on définit un morphisme de foncteurs € : jr — 1pyxa, de la
seule maniére raisonnable possible : £(; .y est I'identité si b est dans A ousie =0, et
est le morphisme (b,0) — (b, 1) lorsque b n’est pas dans A et e = 1. Il est clair que
r et € font de j un rétracte par déformation. O

5.3.12. — On note L 'ensemble des foncteurs de la forme

cat Sd* A, x {1} U cat Sd?0A,, x A, — cat Sd? A,, x Aq

?

pour n > 0. On désigne par P ’ensemble des foncteurs de la forme u°? : A°? — B°P,
pour u : A — B dans L.

Un foncteur entre petites catégories sera dit fortement lisse (resp. fortement propre)
s’il vérifie la propriété de relevement a droite relativement a L (resp. relativement a P).
Un foncteur sera dit fortement propre et lisse s’il est fortement propre et fortement
lisse.

On vérifie aussitot qu'un foncteur u est fortement propre si et seulement si ©°? est
fortement lisse.

Proposition 5.3.13. — Tout foncteur fortement propre (resp. fortement lisse) est
propre (resp. lisse) pour tout localisateur fondamental.

Démonstration. — Un argument standard d’adjonction montre que si un foncteur
u : A — B est fortement propre, alors le foncteur v de la proposition 5.3.10 vérifie la
propriété de relevement a droite relativement aux morphismes du type

(cat Sd> 9A,)”" — (cat Sd* A,)7

pour tout n > 0. Autrement dit, le foncteur v est une fibration de Thomason triviale.
En particulier, le foncteur v°P est une équivalence faible universelle, ce qui implique
qu'il en est de méme de v (voir 3.3.8). La proposition 5.3.10 implique donc que u est
un foncteur propre. On en déduit, par une nouvelle application du septiéme sorite
de 3.3.8, que tout foncteur fortement lisse est lisse. O

Théoréeme 5.3.14. — Soit ‘W un localisateur fondamental accessible. Alors la caté-
gorie des petites catégories admet une structure de catégorie de modéles fermée
propre 4 gauche et a engendrement cofibrant dont les équivalences faibles sont les
W-équivalences, et les fibrations, les W -bifibrations de Thomason fortement propres
et lisses. En particulier, toutes les fibrations au sens de cette structure de catégorie
de modéles fermée sont des foncteurs W-propres et W-lisses. En outre, pour que
cette structure de catégorie de modeles fermée soit propre, il faut et il suffit que le
localisateur fondamental W soit propre.
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Démonstration. — En vertu du corollaire 5.1.9 et du septiéme sorite de 3.3.8 et des
propositions 5.1.6, 5.2.9 et 5.3.11, tous les éléments de L U P sont des cofibrations
formelles W-triviales. La proposition 5.2.19 montre que Cat admet une structure de
catégorie de modeles fermée a engendrement cofibrant dont les équivalences faibles
sont les W-équivalences, et les fibrations, les W-bifibrations de Thomason. Soit (I, .J)
un couple qui engendre cette structure de catégorie de modeles fermée. Posons I’ =
TULUP, et J' = JULUP. Un morphisme de Cat vérifie la propriété de relévement a
droite relativement & I’ (resp. & J') si et seulement s’il est a la fois une W-bifibration
de Thomason triviale (resp. une W-bifibration de Thomason) et un foncteur fortement
propre et lisse. Il est donc clair qu’un élément de r(J’) est dans r(I’) si et seulement
s’il est une W-équivalence. D’autre part, il résulte de I'argument du petit objet (5.2.3)
que tous les éléments de I(r(I’)) (resp. de I(r(J')) sont des cofibrations formelles (resp.
des cofibrations formelles W-triviales). On en déduit que I(r(J')) = I(r(I")) N ‘W. En
effet, si u est dans I(r(I’)) N W, 'argument du petit objet appliqué & .JJ’ nous donne
une factorisation de u de la forme u = pi, ou i est dans I(r(J)), et p dans r(J’). Mais
alors, comme i est une W-équivalence, p est dans r(I’) = r(J') N W, ce qui implique
que u est un rétracte de ¢, et donc qu’il est dans I(r(J’)). L’argument du petit objet
assurant ’existence des factorisations de I’axiome CM5, on en déduit que Cat admet
une structure de catégorie de modeles fermée engendrée par le couple (I’,J’) dont les
équivalences faibles sont les ‘W-équivalences, et les fibrations, les W-bifibrations de
Thomason fortement propres et lisses. Les assertions concernant la propreté résultent
de leurs analogues dans la proposition 5.2.19 et du corollaire 1.5.21. Le fait que les
fibrations au sens de cette structure soient propres et lisses découle de la proposition
précédente. O
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CHAPITRE 6

CHANGEMENTS DE BASE HOMOTOPIQUES

6.1. Propreté et asphéricité
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