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LES SIX OPERATIONS DE GROTHENDIECK ET LE
FORMALISME DES CYCLES EVANESCENTS DANS LE
MONDE MOTIVIQUE (II)

Joseph Ayoub

Résumé. — Ce deuxiéme volume regroupe les chapitres 3 et 4 de notre étude de la
fonctorialité des catégories homotopiques stables des schémas. Dans le volume pré-
cédent, nous nous somimes concentrés sur les six opérations f*, f., fi, f', — ® — et
Hom(—, —) et leurs propriétés de constructibilité et d’exactitude.

On commence ce volume par la construction des foncteurs motifs proches Wy,
analogues motiviques des foncteurs cycles proches bien connus en cohomologie étale.
On étend ensuite le formalisine des cycles évanescents & ces foncteurs. En particulier,
on calcule I'effet du foncteur ¥y dans le cas oit f est a réduction semi-stable. On
montre aussi que les Wy préservent les motifs constructibles, qu’ils commutent au
produit tensoriel extérieur et aux foncteurs de dualité. On définit ensuite un opérateur
de monodromie et on montre qu’il est nilpotent.

Le dernier chapitre, de nature différente des trois autres, reprend en détails la
construction de la catégorie homotopique stable des S-schémas.

Abstract (The Grothendieck six operations and the vanishing cycles formalism in the
motivic world (II))

This second volume contains chapter 3 and 4 of our study of the functoriality of
the stable homotopy categories of schemes. In the previous volume, we concentrated
on the six operations f*, f.. fi. f', — ® — and Hom(—, —), their constructibility and
exactness.

This volume begins with the construction of the nearby motive functors ¥y which
are the analogue of the nearby cycles functors, well-known in étale cohomology. We
then extend the vanishing cycles formalism to these functors. In particular, we com-
pute the effect of the functor ¥y in the case where f has semi-stable reduction. We
show also that ¥ preserve constructible motives and commute with external ten-
sor product and duality. We then define a monodromy operator and prove that this
operator is nilpotent.

The last chapter, which is of different nature than the previous ones, recall in full
details the construction of the stable homotopy category of S-schemes.
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CHAPITRE 3

LA THEORIE DES FONCTEURS CYCLES PROCHES
DANS UN CADRE MOTIVIQUE

Introduction

On a vu dans le premier volume que l'on disposait dans le monde motivique du
formalisme des six opérations de Grothendieck, a savoir f*, f, fi, f', ® et Hom. 1l
est alors naturel de se demander si 'on dispose également de la septieme opération, a
savoir les foncteurs cycles proches W. Le présent chapitre est consacré a la construction
et & I’étude des foncteurs cycles proches motiviques. Pour rester fidele a 1'esprit de ce
travail, on a évité de se restreindre aux cas des 2-foncteurs homotopiques stables SH
ou DM. Malheureusement, pour définir les foncteurs ¥, il est nécessaire de sortir de la
catégorie des schémas. Ceci ne pose pas de problémes lorsqu’on considere SH ou DM
puisqu’on peut faire les constructions nécessaires au niveau des catégories de modeles.
Une solution satisfaisante est de travailler dans un dérivateur algébrique plutot que
dans un 2-foncteur homotopique. Au début, le prix peut paraitre cher, mais en réalité
on gagne beaucoup a travailler dans une telle généralité. En effet, parmi les avantages
on peut noter :

- Notre construction s’applique ainsi & la plupart des 2-foncteurs homotopiques
stables connus. En particulier on peut 'appliquer en cohomologie étale, en théorie
de Hodge, etc. Ceci peut étre particulierement intéressant si on s’intéresse a la
compatibilité de notre définition avec les réalisations.

— Le fait de travailler dans un cadre abstrait facilite les problémes de cohérence.
Ainsi, la construction de la structure pseudo-monoidale sur les ¥y se fait beau-
coup plus facilement que si I'on avait travaillé avec des modeéles.

Un autre point & retenir sur ce chapitre est la théorie des systemes de spécialisation.
En effet, la plupart des théoremes importants sur les foncteurs ¥ seront plus ou moins
des traductions des résultats sur des systémes de spécialisation généraux. Faisons un
bref apergu de ce chapitre :

1- Dans la section 3.1, on introduit la notion centrale de systémes de spécialisation.
Il s’agit en gros d'une généralisation des propriétés formelles de commutation avec les



2 CHAPITRE 3. LES FONCTEURS CYCLES PROCHES MOTIVIQUES

opérations f* et f. vérifiées par les foncteurs ¥ en cohomologie étale. Pour plus de
détails, le lecteur est invité a consulter la définition 3.1.1. On s’intéresse ensuite &
quelques problémes de cohérence et on définit la notion de systéme de spécialisation
pseudo-monoidale puis on en dérive quelques conséquences.

2- Dans la section 3.2, on décrit un procédé de construction des systémes de spécia-
lisation. Plus précisément, on montre comment la donnée d’un diagramme de schémas
permet de construire & partir d'un systéme de spécialisation donné, un nouveau sys-
teéme de spécialisation. La, évidement, il faut que le systéme de spécialisation de départ
soit défini entre deux dérivateurs algébriques (voir la définition 3.2.1 pour plus de dé-
tails). Notre construction des foncteurs cycles proches sera un cas particulier de ce
procédé.

3- La section 3.3 est sans doute le cocur de ce chapitre. Clest ici qu’on fera le
calcul fondamental, a savoir le théoréme 3.3.10, sur lequel reposent tous les résultats
importants sur les systéemes de spécialisation et les foncteurs cycles proches. Pour
expliquer de quoi il s’agit. on raisonne en cohomologie étale et on considere le premier
cas non trivial. On se donne un schéma strictement hensélien S de point générique 7
et de point fermé s. Soit f: X —— S une courbe semi-stable, génériquement lisse
et de fibre spéciale X réunion de deux branches D; et Ds. On voudrait calculer le
complexe de faisceaux étale RUsA. Le théoreme 3.3.10. nous dit que la restriction a
D; du complexe R¥ ¢A est isomorphe & Ruvi, A avec v1 Uinclusion de Dy — (Dy N Do)
dans D;. Ce résultat sera donc généralisé a n’importe quel systéme de spécialisation
entre deux 2-foncteurs homotopiques stables avec f semi-stable & un nombre arbitraire
de branches (voir le théoréme 3.3.10 pour plus de détails). Comme conséquence de ce
calcul, on obtient un théoréme d’unicité (voir les théorémes 3.3.4, 3.3.46 et 3.3.46 )
donnant un critére simple pour décider si un morphisme de systémes de spécialisation
est un isomorphisine. De méme, on obtient un critére simple pour la constructibilité
et la Pt-exactitude & gauche des systémes de spécialisation (voir le théoréme 3.3.6 et
les corollaires 3.3.49 et 3.3.50).

4- Les sections 3.4 et 3.5 sont consacrées a la définition et 4 ’étude de deux systemes
de spécialisation T et U. Les T sont appelés les foncteurs cycles proches unipotents
tandis que les ¥ sont les foncteurs cycles proches totaux. Ce sont ceci qui jouent le
role des foncteurs cycles proches classiques en cohomologie étale. On prouvera que ¥ ¢
envoie un objet constructible sur un objet constructible, qu’il commute & la dualité
et au produit tensoriel extérieur.

5- On termine ce chapitre par une section consacrée & la construction d'un 2-
triangle distingué de monodromie pour les foncteurs cycles proches unipotents (&
coefficients rationnels) :

Yo (=1)[=1] —— x7 —— T 2 To(=1)

ASTERISQUE 315



3.1. LES SYSTEMES DE SPECIALISATION 3

La fléche N est l'opérateur de monodromie pour les cycles proches unipotents. La
construction de ce 2-triangle passe par un systéme de spécialisation auxiliaire log
qu'on appellera le systéme de spécialisation logarithmique. Il est démontré, sous les
bonnes hypothéses, que que log est isomorphe & Y. Ainsi, la définition de log fournit
une deuxiéme construction des cycles proches. Il est important de noter, que cette
construction n’utilise pas le formalisme des dérivateurs algébriques. Par contre, on
est obligé de travailler dans un 2-foncteur homotopique stable Q-linéaire (vérifiant
quelques conditions techniques supplémentaires).

3.1. Les systémes de spécialisation : définition et propriétés de cohérence

Dans cette section, on introduit la notion de systéme de spécialisation entre deux
2-foncteurs homotopiques stables. On verra dans ce chapitre beaucoup d’exemples de
systémes de spécialisation. L’exemple des foncteurs cycles proches est probablement
le plus intéressant. Toutefois, un grand nombre de résultats sur les cycles proches sont
en fait des résultats généraux sur les systemes de spécialisation. On verra a plusieurs
reprises, comment cette généralité portera des fruits méme en ce qui concerne des
questions spéciales aux foncteurs cycles proches.

3.1.1. Définition et premiers exemples. — On suppose donné un diagramme
de schémas noethériens admettant une famille ample de fibrés en droite :

(1) n L) B«*—o
ainsi que deux 2-foncteurs homotopiques stables :
Hi: Sch/n—— TR et Hz : Sch/o —— TR

Lorsqu’il n’y a pas de confusion possible (et il n’y en aura jamais!) on notera par les
mémes symboles : f*, f., fi et f' les quatre opérations relativement & H; ou & Hs.

Définition 3.1.1. — Un systéme de spécialisation sp (au-dessus de (B, j,i)) de H; vers
Hs est l’ensemble des données suivantes :

(SPE1) : pour chaque diagramme commutatif & carrés cartésiens :

X, I X X,
@ AT
J

—— B+——5

d’un foncteur triangulé spy : Hy(X,) — Ha(X,) ,

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2007



CHAPITRE 3. LES FONCTEURS CYCLES PROCHES MOTIVIQUES

(SPE2) : pour chaque diagramme commautatif & carrés cartésiens :

xi Lo x et x

| j l Jo

X, ——= XX,

fnl . j,f J{fa
n—J)B(—i—O'

(3)

d’un 2-morphisme :
S
H1(Xy) —22— Hy(X,)

ag .

9n z 95

HI(X;,) Tfog) Ha(X7)

tels que les conditions ci-dessous soient vérifiées.
1. La famille des 2-morphismes og est compatible avec la composition ver-
ticale des diagrammes commutatifs a carrés cartésiens de base (B, j,1)
de la maniére évidente, i.e., pour tout diagramme commutatif a carrés

cartésiens :
J i

Xy —— X"+—— X[

hy h ho

T
x) L xr et x1

n B——gc

les composées des deux diagrammes planaires :

sp
Hi (X)) ——— Ha(X,)

9n "z 95

noha) (L0~ (X £ ) (arohor
maf h
Hy (X)) —g57 Ha(X2)

ASTERISQUE 315



3.1. LES SYSTEMES DE SPECIALISATION 5

et
sp
H1 (X)) ——L— Ha(X,)

(gn o hn)* (’go‘z (gao ha)*

+
Hl(X.,III) —Sﬁ—fogTh) Hz(Xg)

~

sont égales.
2. Lorsque le B-morphisme g est lisse, le 2-morphisme og est inversible.
3. Notons (34 le 2-morphisme obtenu par adjonction d partir de oy :

s O,
Hy(X}) —P129 5 Hy(X1)

3
gn*l ! 4 lga*

H1(Xy) —sp,— Ha(Xo)

Lorsque g est projectif, By est inversible.
Un morphisme entre deuz systémes de spécialisation sp et sp’ est la donnée pour

tout digramme (2) d’un 2-morphisme :

spy — sp9r

compatible au sens évident avec les 2-morphismes ay, i.e., tel que les carrés suivants

soient commutatifs :

* aq *
9oSPy — SPfog9n

| o |

g9
955Ps — Pyog0n

Remarque 3.1.2. — 1l n’est pas nécessaire de supposer que j est une immersion ouverte
et i 'immersion fermée complémentaire. Il existe en effet des systémes de spécialisation
tres intéressants avec o le fibré normal d’un sous-schéma de B.

Remarque 3.1.3. — Souvent, mais pas toujours, les B-schémas 7 et o sont quasi-
projectifs et Hy et Hy sont les restrictions d’un méme 2-foncteur homotopique stable :

H: Sch/B —— TR

Dans ce cas, on dit simplement que sp est un systéme de spécialisation au-dessus de
(B, j,1) dans H.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2007



6 CHAPITRE 3. LES FONCTEURS CYCLES PROCHES MOTIVIQUES

Voici deux exemples de systémes de spécialisation. Le premiers jouera un role im-
portant dans la suite. Le second, servira comme fil conducteur, pour la théorie déve-
loppée :

Exemple 3.1.4. — L’exemple le plus simple de systémes de spécialisation est le suivant.
On suppose que 7 et o sont des B-schémas quasi-projectifs et que H; et Hy sont
la restriction d’'un méme 2-foncteur homotopique stable défini sur Sch/B (voir la
remarque 3.1.3) . On définit alors un systéme de spécialisation x en associant & tout
digramme (2), le foncteur triangulé x5 = i*j. et en prenant pour a4 la composée
de morphismes d’échange Ez} o Ex**. Ce systéme de spécialisation sera appelé le
systéme de spécialisation canonique. Notons que pour vérifier les conditions de la
définition 3.1.1, on utilise le théoréme de changement de base pour un morphisme
projectif.

Exemple 3.1.5. — L’exemple qui nous motive vient de la cohomologie étale. On prend
pour B = S un trait strictement hensélien, n son point générique et o son point
fermé (o est le spectre d’un corps séparablement clos). On fixe une cléture séparable
7 — 1 et on note S le normalisé de S dans 7. On forme & partir du diagramme (2)
le diagramme commutatif suivant :

— X,

i

I

Pour tout objet A de D8(X,,A) (ot A est un anneau fini de torsion premiere a la
caractéristique du corps résiduel de S) on pose :

CQM—-—X:
I

Us(A) = i*Rju(A)x,)

Les foncteurs ¥ sont connus sous le nom de foncteurs cycles proches. Ils définissent
un systeme de spécialisation sur le foncteur croisé homotopique stable D’;(—, A). On
verra dans la suite comment on pourra définir un systéme de spécialisation sur SH (et
DM) qui jouira de la plupart des bonnes propriétés des cycles proches du formalisme
étale.

Notons le résultat utile suivant qui permet de construire un systéme de spécialisa-
tion donné a partir d’un autre :

Proposition 3.1.6. — Gardons les notations de la définition 3.1.1. On fize un B-
schéma quasi-projectif b: B’ —— B et on définit deuz 2-foncteurs homotopigues
stables :

H|: Sch/np—— IR et Hy: Schjo — TR

ASTERISQUE 315



3.1. LES SYSTEMES DE SPECIALISATION 7

tels que :
— pour un n-schéma quasi-projectif X1, on a H{(X1) = H1(X1xpB’) avec X1 xgB’
muni de la structure évidente de n-schémas,
— pour un o-schéma quasi-projectif X2, on a Hy(X2) = Ha2(X2x gB’) avec Xox pB’
muni de la structure évidente de o-schémas,
Pour tout diagramme (2), posons sp} = SPyo s+ Oby, avec f le pull-back de f parb. Alors
sp’ est naturellement un systéme de spécialisation au-dessus de B’ de H vers Hj.

3.1.2. Propriétés de cohérence. — Les résultats de ce paragraphe peuvent étre
vus comme cas particuliers de résultats concernant les morphismes de 2-foncteurs
homotopiques stables. En effet, on peut voir un systéme de spécialisation sp comme
un morphisme entre deux 2-foncteurs sur Sch/B. Ces deux 2-foncteurs associent &
X/B les catégories Hy(X,) et Ha(X,).

On fixe un systéme de spécialisation sp au-dessus de (B, j,i), de H; vers Hz. On
garde les notations de la définition 3.1.1. Il est clair que la famille (8-) est compatible
au sens évident avec les compositions verticales. On dispose également de cubes com-
mutatifs ayant pour faces a?, G2 et les morphismes d’échange Fz}. On laissera aux
lecteurs le soin de les écrire.

Lorsque le morphisme g est lisse, on obtient par adjonction & partir de a;l un
2-morphisme :

S|
Hy(X!) —P1o9 by (x1)

(4) gn#J{ 'yg% Jf]a#

Hl(Xn) —T* Hz(X5)

La famille (y7) est également compatible au sens évident avec les compositions ver-
ticales et on dispose de cubes commutatifs décrivant la compatibilité avec les mor-
phismes d’échange Ez,.

Lorsqu’a la place du morphisme g, on a une immersion fermée s: ¥ —— X , on
obtient & partir de ;! un 2-morphisme v; :

Hl(X,,
(5) s

)
Hl(Yn) —TPTOS—) Hz(Yg)

S|
—pf_) HZ(Xa)
Vs

=z s

Bien entendu, on a les compatibilités évidentes avec la composition verticale ainsi que
les morphismes d’échange Ex' et Exz"*.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2007



8 CHAPITRE 3. LES FONCTEURS CYCLES PROCHES MOTIVIQUES

Etant donné un &x-module localement libre de type fini 4 sur le B-schéma X,
on définit par les formules habituelles des morphismes de commutation avec les équi-
valences de Thom :

wf : spyo Th™ (M) —— Th™'(A,) o sp;
(6) et
wf : Th(,) ospy —> sps o Th(.4y)

On vérifie sans peine que ces morphismes sont compatibles aux isomorphismes de
commutation avec les opérations f* et s' (pour s une immersion fermée). On en déduit
en particulier une compatibilité avec les isomorphismes de composition.

Sans savoir que ces morphismes sont inversibles, on peut déja définir pour g lisse
une face carrée (dans le mauvais sens) :

S
Hi(X) — 4 Ha(X,)

(7) gi,l " ng,

HI(X';I) Tf'og) HZ(X(I,)

en prenant la composée :

~ [6]]
®)  ghspy —— Th((Q)e)gssP; — Th((Qg)o)SPogdy

Wfog ~
—— P10 T((Q)o )95y — SPsog9r

On vérifie par la méthode habituelle que ces faces sont compatibles avec la composition
verticale et les morphismes d’échange de type Ex'*.

Proposition 3.1.7. — Les 2-morphismes we de (6) sont inversibles.

Démonstration. — Tl suffit de traiter le cas de I’équivalence de Thom inverse Th™*(=).
Le cas de ’équivalence de Thom Th(—) découle alors par adjonction. On se ra-
meéne au cas ol .# est libre en prenant un recouvrement Zariski suffisamment fin
u: U—— X et en utilisant le diagramme commutatif :

ulsp; Th™! (M) —— spyoy u Th™" (M) —— 5P o, Th™((u* A )p)ui

l |

utTh™ (M )spr —— Th™ ((u* M) uzsp; —— Th™ 2 ((u* M) o )SPfon U
f f fou™n

ainsi que la conservation du foncteur u;‘, On se rameéne ensuite au cas # = Ox
en utilisant la compatibilité avec I’isomorphisme de composition des équivalences de
Thom. Pour traiter ce cas particulier, on procede de la maniére suivante.

ASTERISQUE 315



3.1. LES SYSTEMES DE SPECIALISATION 9

On appelle p: P4 —— X la projection de la droite projective relative
sur X. Notons que p est lisse et projectif. On déduit alors un isomorphisme
SP (D% -~ Po+D5SPy €N prenant la composée §111ivante :

* P * Xp *
spfp'n*pn _N-) pa*spfoppn —N_) pd‘*paspf

L’idée est de déduire que le 2-morphisme de commutation sp; o (—1)[-2] —
(—=1)[-1] o sp; est inversible du fait que p,p* ~ id & (~1)[~2]. On note pour
cela s 'immersion de la section nulle de P} et on considére les deux diagrammes
commutatifs suivants :

sps sps

Lo, u |

* 2k p
SPan*P,, B pa*SPfoppn — po‘*p;spf

sps 0 (~1)[~2] spy 0 (~1)[-2] —+ (~1)[-2] o sp;

| l l

SP fDrx S SyDly — PSP fopSn SyP}y — PoxSawSPSyDsy — PosSosSySPfoply €= PoxSoxSy PSPy

l J J |

SP§PyxPy — PoxSPsDy PoxSP Py & PoxPgSPs

On en déduit immédiatement un carré commutatif :

id®cy
sps ®spy o (—1)[=2] ————sp; & (—1)[-2] osps

| . |

SPmeP; > pa*p;SPf

montrant ainsi que notre morphisme wy est rétraction d’un isomorphisme. Ceci prouve
la proposition. O

En particulier la face (7) est inversible. On notera v, son inverse :
sp
Hl(Xn) _f—) H2(Xo)

(9) gi,j ket ng,

Hi(X7) Tfog-) Hz(X5)
L’étape suivante, consiste a recoller les faces (5) et (9) pour obtenir les transformations
naturelles v4 avec g quasi-projectif quelconque. On factorise alors g par une immersion
fermée s suivie d'une projection lisse p. On prend alors pour v, la composée de v, et v,
modulo les isomorphismes de connexion de H'. Le point est de prouver I'indépendance
du choix de la factorisation. On se ramene alors a prouver le résultat suivant.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2007



10 CHAPITRE 3. LES FONCTEURS CYCLES PROCHES MOTIVIQUES

Lemme 3.1.8 (Compatibilité avec ’isomorphisme de pureté). — On suppose donné un
triangle commutatif de B-schémas :
v—taw
g
N

X
avec t une immersion fermée et g et h lisses. Le diagramme suivant est commutatif :

SPfohti,g;; — t!aspfogg:; - tiy.‘];st

| |m
SpfohTh_l(‘/%a)h:] — Th_l(JVt,,)SPfohh; — Th‘l(%,,)h.’;spf
Démonstration. — La preuve de ce lemme est completement analogue a celle de la

proposition 1.6.22. On se raméne a prouver la compatibilité correspondante avec le
2-morphisme 7. Les détails sont laissés aux lecteurs. O

On a ainsi le résultat suivant :

Proposition 3.1.9. — 1l existe une unique famille de faces carrées :

sp
H1(X,) ——— Ha(X,)

(10) 9 = g’

HI(X,,,I) —SPf:g_) HQ(X;)

prolongeant les faces (5) et (9) et compatible & la composition verticale. De plus, les
vy et les ag sont compatibles a la structures d’échange Ex*' dans le sens évident.

On déduit par adjonction de (10) des faces carrées :

S o
Hi(X}) —2120 4 Hy(X?)

(11) gn!J Hg% Jga!

Hl(X.,,) —S—pf—) HQ(X,,)

De la compatibilité avec la structure d’échange FEz"*, on déduit en revenant & la
définition du 2-morphisme g —— g, le résultat suivant :

Proposition 3.1.10. — Le diagramme suivant est commutatif :

ga!spfog — spfgn!

9oxSPfog € SPsYn«

En particulier, pour g projectif la face pg est inversible.
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3.1. LES SYSTEMES DE SPECIALISATION 11

Retenons la conséquence suivante :

Corollaire 3.1.11. — Le systéme de spécialisation sp est également un systéme de spé-
cialisation sp°® du 2-foncteur homotopique stable H® = (G}, Gix, Giv, GY) opposé d
H; vers le 2-foncteur homotopique stable H5P = (G}, Ga., G2y, GY ) opposé da Ha (voir
la page 211 du premier volume pour la définition du 2-foncteur homotopique stable
0pposé).

3.1.3. Systémes de spécialisation monoidaux. — Dans ce numéro, on suppose
que H; et Hy sont des 2-foncteurs monoidaux homotopiques et stables. Faisons la
définition suivante :

Définition 3.1.12. — Un systéme de spécialisation pseudo-monoidal de H; vers Hy est

la donnée :

1. d’un systéme de spécialisation sp de H; vers Hy au sens de la définition 3.1.1,

2. pour chaque diagramme & carrés cartésiens (2), d’un accouplement a sur le
foncteur sp; faisant de lui un foncteur pseudo-monoidal et tel que les ag soient
des transformations naturelles de foncteurs pseudo-monoidauz.

Les deux résultats simples suivants seront utiles :

Proposition 3.1.13. — On suppose donné un systéme de spécialisation pseudo-
monoidal sp de Hy vers Ho et on garde les notations de la définition 3.1.1.

1- Soit Ay un objet de H(n). On obtient un systéme de spécialisation sp™' en
posant :

SP}“] (=) =sps(f; (A1) ®x, —)

2- Soit Ay un objet de Ha(o). On obtient un systéme de spécialisation 42sp en
posant :

A2spp(=) = f5 A2 ®x, sps(-)

Démonstration. — On prendra pour a4 les composées suivantes :

955Ps(fr (A1) ® =) — > spyoq(gn(fy A1) ® —)
5P fog (95 5 A1 ® g5 (=) = SPsog((f 0 9)5A1 ® g5(—))
95 (foA2 ®spp(—)) — 95 f5 A2 ® g5sps(—)
—— 95 S5 A2 ®SPsoggn(—) = (f 0 9)5 A1 ®SPsoggrn(—)

La preuve de la compatibilité avec la composition verticale est laissée en exercice.
Lorsque g est lisse, on voit immédiatement que ces composées sont inversibles. Pour
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12 CHAPITRE 3. LES FONCTEURS CYCLES PROCHES MOTIVIQUES

vérifier le troisiéme axiome, on remarque d’abord que les 3, sont donnés par les
composeées :
sps(fr A1 ® gnu(—)) — > sps(gns«(g5 fr A1 @ —))

— 9oxSPfog(97f A1 ® =) 2 GouSPsog((f 0 9)5 41 ® —)

foA2 @ 5ppgn(—) — f5A2 ® gouSPsog(—)
—— 9o+ (955 A2 @ SP1og(—)) = gou ((f © 9)5 A2 ® SPfog(—))

Pour vérifier que ces composées sont bien inversibles pour g projectifs, il suffira
de montrer que les morphismes structuraux des coprojecteurs [g;,g,,*] et [g%, gox
sont inversibles. C’est effectivement le cas et les projecteurs inverses sont donnés par
[g;‘], gn!] €t [g, go1] modulo les isomorphismes gyt ™ gny €t gor ~ gox. O

On a également le résultat facile suivant dont la preuve est laissée en exercice :

Proposition 3.1.14. — On garde les notations de la proposition 3.1.13. Soit A un objet
de Hi(n). Les transformations naturelles :

fosPiaA ®x, sps(—) —spsfrA®sps(—) —sps(frA®—)

définissent un morphisme de systémes de spécialisation SPiaAsp —— sp4
Notons le résultat suivant :

Proposition 3.1.15. — On suppose donné un systéme de spécialisation sp au-dessus de
B de Hy vers Hy. Avec les notations de la définition 3.1.1, le diagramme suivant :

9aspsA®SpsoggnB —— gisp A ® gisps B — gl (spsA® sp;B) — g,sp;(A ® B)
SPfognA ® SPfoggnB —— 5P 1oy (95A 8 gy B) — spsoe9n(A € B) — gisp;(A® B)
est commutatif.

Démonstration. — On se raméne immédiatement au cas ol g est lisse ou une immer-
sion fermée.
Pour une immersion fermée s, on se rameéne par adjonction a la commutation de :

8ox(85SPfA®SPsosB) —5pf AR 85uSPfos B —— Py A @ 5ppsy B — sp;(A ® s, B)
8x(SPfosSyA ® SPfos B) — 804SPfos(87A % B) —> sps(sy« (554 ® B)) —> sps(A ® s, B)

Cela découle immédiatement du lemme 2.1.110.
Pour g lisse, on a la formule g' = Th(),)g*. En utilisant la commutation du
diagramme analogue obtenu en remplacant ¢' par g* dans le diagramme de ’énoncé,
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3.1. LES SYSTEMES DE SPECIALISATION 13

on se rameéne & une question qui concerne des équivalences de Thom. En passant
aux équivalences de Thom inverses on voit qu’il faut prouver la commutation des
diagrammes suivants :

spyA® sprh_l(.//,,,)A —sp;A® Th'l(.%a)spr — Th‘l(.//{,,)(spfA ®sp;B)

| l

sps(A® Th™' (.#,)B) — sp; Th™! (#,)(A® B) ——— Th™'(#,)sp;(A® B)

En revenant & la définition de Th™*(—), on voit qu'il suffit de prouver la commutation
du diagramme de I’énoncé dans lequel on a remplacé ¢' par s' (avec s une immersion
fermée) et p*. Mais on a déja traité le cas des immersions fermées. D’ou le résultat
annoncé. O

On supposera dans la suite que H; et Hy sont tous les deux fermés a droite. On
notera Hom sans décorations les foncteurs homomorphismes internes. Par la défini-
tion 2.1.140, on a des transformations naturelles :

spyHom(A, B) —— Hom(sp;A,sp;B)

Etant donné un objet R, de H,(n) et Ry de Hy(o') on pose :
- DJ'(~) = Hom(—, f}Ry),
2 !
- Df2(-) = Hom(—, f3 Ry).

Proposition 3.1.16. — Les foncteurs :
- spyo D't Hy(Xy) — Ha(X,)P

D osps: Hy(X,) — Ha(X,)oP
définissent deux systémes de spécialisation de Hy vers HoP.

Démonstration. — En effet, on peut les voir comme des composées :
op R
DR sp sp D2
Hy —— H}® —— HP et Hy —— Hy —— HP
Les détails seront laissés aux lecteurs. O

Fixons un objet R de Hi(n). On dispose ainsi d’'une transformation naturelle

sps o D? — Dsfp“’R osp; en prenant la composée :

(12) SPfM(—afq!yA) E— Hom(SPf(_)»SPffy!,R) _—)I-k)—m(spf(_)vfr!rspidR)

On a le résultat de cohérence suivant.
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14 CHAPITRE 3. LES FONCTEURS CYCLES PROCHES MOTIVIQUES

Proposition 3.1.17. — Le diagramme suivant) :

SPfogDFfogdn —— SPog9nDF — gispsDF

l l

spiq R spia R ! BSPia R}
DYog SPfogdn — Dfoy g5sps — 9,07 “spy
est commutatif.
Démonstration. — En dégageant les isomorphismes de connexion, on se raméne im-

médiatement & montrer que le diagramme suivant :
spogHom(gy (—), g fo R) ——— sp 0,9, Hom(—. f} R) ————— glspHom(—, f} R)

+

HoJ(Spfogg:,(_)v Spfoggilf}]R)

~ v

Hom(spo,95(—), gbsps f3R) — Hom(g3sps(—). gbsp 1 R) — gLHom(sp (=), sps foR)

l |

Hom(sp a9 (—), g5 frspiaR) — Hom(gxsps(—). g, fospiaR) — ghHom(sp; (=), fispiaR)

est commutatif. La commutation des petits carrés en bas est triviale. La commutation
du gros rectangle se démontre en utilisant la méthode de la preuve de 2.3.57. O

On a le corollaire intéressant suivant :

Corollaire 3.1.18. — Les transformations naturelles (12) définissent un morphisme de
systémes de spécialisation :

spo DE —— DsPifl o gp

3.2. Une technique de construction de structures de spécialisation

Dans cette section, on décrira une méthode générale pour construire des systemes
de spécialisation. Cette méthode utilise le formalisme des dérivateurs algébriques ho-
motopiques et stables. Comme application de cette construction, on obtiendra les
foncteurs cycles proches a partir du systéme de spécialisation canonique. On suppose
donné un diagramme de schémas noethériens admettant une famille ample de fibrés
en droite :

n——B+—o

(1) Noter que la premigre fleche de la ligne inférieure n’est pas dans le mauvais sens comme on pourrait
le croire & premiére vue. En effet, les foncteurs de dualité sont contravariants.
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3.2. UNE TECHNIQUE DE CONSTRUCTION DE STRUCTURES DE SPECIALISATION 15

et deux dérivateurs algébriques :
H, : DiaSch/n —— TR et Hp; : DiaSch/o —— TR
La définition suivante est une extension évidente de la définition 3.1.1 :

Définition 3.2.1. — Un systéme de spécialisation sp (au-dessus de (B, j,i)) de H; vers
H, est l’ensemble des données suivantes :

(SPEL1) : pour chaque diagramme commutatif de DiaSch/B d carrés cartésiens :

(2.9 L (2,9) e (25,9)
(13) (f,,,pa)J 1(f,m) l(fa,m)
J i
n > B < o

d’un foncteur triangulé sp(sqy : Hy(25,]) — Ha(25,7) ,
(SPE2) : pour chaque diagmmme commutatif de DiaSch/B ¢ carrés cartésiens :

(2,9) =1 (27,9 — (2,7)
wn| l(m [
(14) (2,,9) —L— — (2,9
(fmpa)l j f,pu J(fa,pa)
J
n > B ¢ o

d’un 2-morphisme :

Hy(2;,9) —22 (2, 2)
QA(g.7)

(gn,7)* z (9o 7)*

H (4 Ho (2, 9')

",j) SP(fog.p.r)
tels que les conditions ci-dessous soient vérifiées.

1. La famille des 2-morphismes g,y est compatible avec la composition
verticale des diagrammes commutatifs d carrés cartésiens de base (B, j,1)
de la maniére évidente.

2. Lorsque le B-morphisme (g,7) est lisse argument par argument, le 2-
morphisme g r) est inversible.

3. Notons By ) le 2-morphisme obtenu par adjonction d partir de oy, ).
Lorsque (g,T) est projectif argument par argument, ce 2-morphisme est
inversible.

Exemple 3.2.2. — Lorsque 7, et o sont de type fini et que H; et Hy proviennent d’un
méme dérivateur algébrique homotopique et stable H défini sur DiaSch/B, on définit
un systeme de spécialisation canonique x par la formule x ¢ = i*ji.
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16 CHAPITRE 3. LES FONCTEURS CYCLES PROCHES MOTIVIQUES

Pour ¢ € {1, 2}, on note H;(—) le 2-foncteur homotopique et stable H;(—, e). Dans
la suite, on fixe un systéme de spécialisation sp de H; et Hy. On construira & partir
de sp de nouveaux systemes de spécialisation de H; vers Ha.

3.2.1. La construction. Vérification des axiomes. — On sc¢ donne un dia-
gramme de 7-schémas quasi-projectifs (.#.J). On va définir un systéme de spécialisa-
tion qu’on notera .%# e sp (lorsqu’il y a pas d’ambiguité sur la catégorie d’indice J) de
Hy vers Hs.

Notons (m,pg) : (#,J) —— (n,e) la projection structurale de notre diagramme
de n-schémas. On a ainsi la factorisation évidente (voir remarque 2.4.7) :

(ﬂ-fpu)

(#.,7) NN (n.9) —pJ—) n

Pour tout B-schéma quasi-projectif f : X —— B . on consideére le diagramme com-
mutatif & carrés cartésiens :

X, 1o x——x
f"l lf Jfa
n; B+1—7

Le foncteur .# e sp; a définir est un foncteur de Hi(X;) dans H2(X,). On commence
par considérer le diagramme commutatif de 1-morphismes de diagrammes de schémas :

7z' .. -
(F xp Xy 9) — 22— (X,.9) »(X.9) < (X,.9)

T T T

(-.?,J) T) n, j
2] Fu l ) fl 1f g
j .

n > B+ o

Dans lesquels tous les carrés (et losanges) sont cartésiens. Suivant notre convention
de noter les 1-morphismes de diagramme de schémas, la composée py o T sera notée
(nypﬂ) D (F Xn X,,,J) — X, .

Définition 3.2.3. — Le 1-morphisme # esp; : H;(X;) — Ha(X;) est la composée

suivante :
mrpg)* TF)x
Hi (X)) —%Hl(y Xy X, ) _m H, (X, )
SP(f.ps p
Ue) g (X..9) (p7)# Ha(X.)
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3.2. UNE TECHNIQUE DE CONSTRUCTION DE STRUCTURES DE SPECIALISATION 17

Remarque 3.2.4. — 1l est clair que si l'on prend a la place d'un B-schéma X un dia-
gramme de B-schémas 2, la définition précédente grade son sens. Le lecteur vérifiera
méme que & o sp s’étend de cette maniére en un systéme de spécialisation entre dé-
rivateurs algébriques homotopiques stables. On a quand méme préféré sc restreindre
a Hy et Hy pour éviter les complications au niveau des notations.

Remarque 3.2.5. — La définition de .# e sp; peut paraitre arbitraire. C’est peut-étre
bien le cas, puisqu’a la place de py4 on aurait pu prendre pj,. ou méme tout simplement
le 1-morphisme : sp;(ry, p3)+(7¢,p3)*. Notons quand méme que la définition choisie
a la propriété de commuter aux petites sommes (du moins pour SH) ce qui n’est pas
le cas (sauf pour J particulier) pour les deux autres définitions. De plus, la définition
choisie est celle qui donne la bonne formule dans le cas des foncteurs cycles proches.

Remarque 3.2.6. — Le lecteur attentif a siirement remarqué qu’'on s’est donné plus
de structures que nécessaire. En effet, pour définir les foncteurs .# e sp; on utilise
uniquement la restriction de sp au 2-foncteur

H; : Sch/n x Dia—— 3R

i.e., le systeme de spécialisation induit sur le 2-foncteur homotopique stable H; (—,J)
a valeurs dans Hy(—.J). En effet, le lecteur vérifiera facilement que pour ce qui sera
fait dans cette section, on aurait bien pu partir d’un systéme de spécialisation sp entre
2-foncteurs homotopiques stable en dérivateurs(®). Notons que le cas qui nous motive
est celui du systeme de spécialisation canonique x qui lui est définit sur H; tout entier.

Le reste de la sous-section sera consacré a étendre la famille des foncteurs # esp, en
une structure de spécialisation. Il s’agit donc de définir les faces carrées - et de vérifier
les axiomes de la définition 3.1.1. Supposons donné un diagramme commutatif & carrés
cartésiens :

Y, —J——> Y ——v,
Qul l!l l{la
X, Xty
I l | Jf jfa
n L) B (Z— o

()La notion de 2-foncteur homotopique stable en dérivateurs est la notion évidente qui se trouve a
mis-chemin entre les 2-foncteurs homotopiques stables et les dérivateurs algébriques homotopiques
et stables. Ainsi un tel 2-foncteur prendra ses valeurs dans une certaine 2-catégorie de dérivateurs
triangulés ou d’une facon équivalente sera défini sur des couples (X, J).
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18 CHAPITRE 3. LES FONCTEURS CYCLES PROCHES MOTIVIQUES

Pour définir le 2-morphisme oy : g5.# esp; —— F esp; g, , on forme d’abord le
diagramme commutatif & carrés cartésiens :
TfogsPI ° j
y,,<(f’+)(y Xy Yo 3) —22%5 (¥, 9) —2s (v,9) 2 — (¥,,9) P v,

ynl ) lgn . lgn ; lg ' lga N lya

X e (F Xy X, D) — (X T) —— (X.9) —— (X,.9) — X,

i

On prend alors pour oy la composée du diagramme planaire :

(15)
(mg,pg)* (Tf)x SP(f.p1) (p9)#
Hi(Xp) ———— Hi(F x, X,).T) ——— H;(X,).J) —— Hy(X,,T) ———Hq(X,)
e * Ex} * P (Bxy)™*
o Eeg 9 VZ 9 V o Tz 9

~

H, ( ,,)4) Hi (& x, Yy, ]) ——— Hi(Y,.J) ——— Ho(Y,,J) ————— Ha(Y5)
TI'fo(,,P:]) 7Tfo_l)* Sp(f"‘ll’)) (pJ)#

Notons que le 2-morphisme d’échange Exz, est inversible par le corollaire 2.4.24 appli-
qué au 1-morphisine pg lisse argument par argument et au morphisme de J-diagrammes
de schémas g,. Les deux premieres conditions de la définition 3.1.1 sont vérifiées.

Lemme 3.2.7

1- La famille des 2-morphismes oz est compatible & la composition verticale au
sens de la définition 3.1.1.

2- Lorsque le morphisme g est lisse, le 2-morphisme ag4 est inversible.

Démonstration. — Pour montrer la compatibilité a la composition des carrés, on
considére un troisitme morphisme de S-schémas h : Z——Y . On forme alors le
diagramme commutatif & carrés cartésiens :

s ) . .

Z, omP) Xy Zs3) 225 (2,.9) —2— (2,9) —— (2,,9) 2 2,
l [P N
(Tfogs Tfo i . ’

v, oo P) oy T v g I (v ) e (v 9) B Y

lg n lg n \[g
(7Tf pg) Tf J

(F xy X)) — (X)) == (X)) ——
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3.2. UNE TECHNIQUE DE CONSTRUCTION DE STRUCTURES DE SPECIALISATION 19
Il s’agit de montrer que la composée du diagramme planaire :
(mg po)* (77)s P(s.py) (p9)#
H (P B (2 x X ) T B (X0, 9) ) Hy (Xas3) 2 eba(X,)
x ~ . E qh " ~ .
(gh)q,l z l(gh),, p l(yh),, [(gh)a 7z l(gh)a
Hi(Z,))—— ]HII(? Xy Zy.J) —-> H, Z,,,Jg————) H2(Z,,7) ———H2(Z,)
(ﬂ'fgh p3)* Tigh)« P(fgh.py) (pa)#
coincide avec la composée de :
(mg,pa)* (m5)x SP(f.p1) (po)#
H; (X,,)-——-) Hy(# x, X,.9) ——— Hi(X,),J) ——— Hy(X,.J) ————Ha(X,)
« ~ « Ex} * Qy * ~ *
9y =z 9y £ 9n ©z Yo z 9o
v (mpgepo)* v Tfg)« T SPUap) g (p9) b
HI(Y,,)(—fy——J)—» Hy (F x, Yy J) {ms0)e, Hy(Y;.9) — 2 Hy(Y,,9) o Ha(Y,)
* ~ * Ex} * h * ~ *
I Yz hy, Z I 7 h’ ©z h?
4 4 4 4 4

H\(Zy) —— H(F %, Z,.7) —— H,(Z,,I) — Hx(Z,.7) ———H2(Z,)

7’ *
(Trghsp9)

Tfgh)*

SP(fgh.py)

(p9)#

modulo les 2-isomorphismes de connexions que 1’on pense. Ceci est clair étant donné
que chacune des faces carrées qui composent le 2-morphisme a7 est compatible a la
composition verticale. Le premier point du lemme est donc vrai.

Pour établir la seconde assertion, il suffit de montrer que la face du type Ex} est
inversible lorsque g est lisse. Ceci découle immédiatement du théoreme de changement

de base par un morphisme lisse. O

Il nous reste & vérifier la troisiéme propriété de la définition 3.1.1. Le 2-morphisme
Bg: F esp F9nx — gsxF ®5ps,, Obtenu & partir de oy par adjonction est la
composée :

Tfog,P)* Tfo P(fog.pu) D3
HI(YW)M Hy (F x, Yy.9) (msog)s, ]HIl(Y,,,IJ)—qp—) Ha(Y,,9) ﬂ%HZ(Y)
Ex; ot | o
Gnx rﬂ gnx E A Gn* Ug//V Gox Em#ﬂ 9ox
Hi (X, )—-—) Hy (F x, X3, 7) ——— Hi(X5,J) ——— Ho(X,,J) ———Ha(X,)

(mf,pa)* Tf)e SP(f.py) (po)#

Le morphisme d’échange Fxy4 . ci-dessus est obtenu via les adjonctions (g%, go«) de
I'inverse de 1'isoéchange Ez}. Cest donc aussi I'échange obtenu a partir de 'inverse
de I'isoéchange Ex} via les adjonctions (py,p;). On a :

Lemme 3.2.8. — Lorsque le S-morphisme g est projectif, le 2-morphisme (B4 est in-
versible.
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20 CHAPITRE 3. LES FONCTEURS CYCLES PROCHES MOTIVIQUES

Démonstration. -~ En effet, la face de type Exz} est inversible par le théoreme de
changement de base pour un morphisme projectif argument par argument. La face
Ezy . est inversible puisqu’elle s’identific & Ez;l, O

Ainsi, on a démontré le résultat suivant :

Proposition 3.2.9. — La famille des .% e sp ainsi que celle des faces az données par la
composée de (15), forment un systéme de spécialisation au-dessus de (B, j,1) de H;
vers Hs.

Notons au passage le lemme suivant :

Lemme 3.2.10. — On suppose que les catégories Hi(—) et Ha(—) admettent les petites
sommes et que Hy est parfait pour les petites sommes. On suppose également que le
foncteur sp, commute aux petites sommes pour tout B-morphisme quasi-projectif f.
Alors, le foncteur (F o sp)s commute également auz petites sommes.

Démonstration. - Rappelons que (% e sp)s = (py)#Ssp( f,pu)(ﬂ'f)*(ﬂ'f,pj)*. Les fonc-
teurs (pg)4 et (mf,py)* sont des adjoints & gauche. Ils commutent donc aux petites
sommes. Pour prouver que les foncteurs SP(f.,p1) et (7rf)* commutent aux petites
sommes, on peut le faire aprés application de i* pour i € Ob(J). Ceci nous raméne
immédiatement & montrer que sp; et ms(i). commutent aux petites sommes. Ceci
découle de I'énoncé. O

3.2.2. Fonctorialité par rapport aux diagrammes des schémas. — Dans
cette section, on étudie la fonctorialité du systéme de spécialisation .# esp par rapport
au diagramme de 7-schémas (.#,J). L’utilisation d’une image directe cohomologique
(m¢)« et d’'une image directe homologique (py)4 dans la définition de & e sp,, nous
force a distinguer deux cas :

1. celui d'un morphisme de J-diagrammes de 7-schémas (¢,J) — (%#,7) ,
2. celui d'un morphisme de diagrammes de n-schémas (% o ,J) —— (#,J) in-
duit par un foncteur ao: J ——J de Dia.
En effet, 'association (£ ,J) ~» .# esp sera contravariante par rapport au morphismes
du premier type et covariante par rapport a ceux du second type.

3.2.2.1. Contravariance par rapport auz morphismes de J-diagrammes. - - On fixe la
catégorie d’indices J et on garde les notations de la section précédente. On se donne
un morphisme de J-diagrammes de n-schémas :

u: (4,3) — (£,J)

On notera (1% ,pg) et (7¥,py) les projections structurales sur 7 de telle sorte que

7¥ = 7% owu. On fait la définition suivante.
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Définition 3.2.11. — Soit f : X —— B un B-schémaus quasi-projectif. On définit
une transformation naturelle v : F espy —— Y esp par la composée du dia-

gramme planaire :

(2
Hl(X,,)(—ﬂ) (4 %y X0n9) —D% 100,30, 1y (X, 9) — 2% ()

Bz, Uy Em*ﬁN 2 2
Hi(Xy)—— Hi(F x X,.]) —5— ]H[I(X,,,J)——) H(X5,9) ————H2(X5)
(mf .pa)* (7 ) SP(f.p1) (py)#

La premiére face Ex* étant essentiellement la counité de l’adjonction (u*,u.) puis-
qu’elle est égale a la composée :

(wf.pg)* ——->u*'u*(7rf7,pg)* ~ -u*(w}",pg)*

La proposition suivante est facile et sera laissée en exercice :
Proposition 3.2.12. —- La famille des v3 définit un morphisme de systémes de spécia-
lisation :

Y Fesp——Gesp

De plus, les associations :

- F ~ Foesp

- (w:¥9 > F)~w> (" Fesp— Y esp)

définissent un foncteur contravariant de la catégorie des J-diagrammes de n-schémas
quasi-projectifs dans celle des systémes de spécialisation de Hy vers Ha.

3.2.2.2. Covariance par rapport au changement des catégories d’indices. — On se
donne un J-diagramme de 7-schémas quasi-projectifs .# ainsi qu'un foncteur ¢ :
d ——J de Dia. On a alors un l-morphisme de diagrammes de 7-schémas :

t: (Fo,d)—(#,7)
On fait la définition suivante :

Définition 3.2.13. — Soit f : X —— B wun B-schéma quasi-projectif. On définit un
2-morphisme 7y, 5 : Fresp g — % esp; par la composée du diagramme planaire :

77 . py)* o P(f.ps) ;
Hl(Xrl)(f—J)> Hl(¢ Xn X!/~j) i) (lej)——p) H?(XU:]) ﬂ)H:-’(‘X-'T)
il ¥ «, Ex,

ETZ/'N o EA'?N o iz o Z
Hi(X)—— Hy (i %y X 8) —5— H1 (X 8) —— Ha(X,,5) —Hs(X,)
(m5*.pg) (7" SP(f.ps) (pa)#
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Notons que o, est bien inversible puisque ¢ est lisse argument par argument et que la
derniére face carrée est simplement la composée :

Payt™ — Paplpl” — Pap
La proposition suivante est facile et laissée aux lecteurs :

Proposition 3.2.14. — La famille des v, définit un morphisme de systémes de spé-
cialisation :

v : Fresp—— F esp

De plus, les associations :

- (t:d—>9)~ F, esp

~(@:KX—>3)~ (Ya: (Fra)esp— Fresp)
définissent un foncteur covariant de Dia/J dans la catégorie des systémes de spéciali-
sation de Hy vers Ha.

3.2.3. Structures pseudo-monoidales. — Dans ce paragraphe, on supposera que
H; et Ha sont des dérivateurs algébriques monoidaux homotopiques et stables au sens
de la définition 2.4.48. On dispose donc d’une structure de catégorie monoidale sur
chacune des catégories H;(—) telles que les foncteurs images inverses soient monoidales
et que certaines images directes homologiques vérifient la formule de projection.

On supposera dans la suite que le systeme de spécialisation sp est pseudo-monoidal
au sens analogue de celui de la définition 3.1.12. On donne alors une condition suffi-
sante permettant de définir une structure pseudo-monoidale sur le systéme de spécia-
lisation % e sp. La condition est la suivante :

Hypotheése 3.2.15. — Le foncteur pseudo-comonoidal pj4 est comonoidal. Plus pré-
cisément, pour tout o-schéma quasi-projectif F' et tout (A, B) € Ob(H(F,7J))?, le
coaccouplement :

P1#(A® B) —— pjpA® pyyB

est inversible.

Notons que la structure pseudo-comonoidale sur le foncteur ps4 provient par ad-
jonction de celle sur le foncteur monoidal (et donc aussi comonoidal) pj.

Définition 3.2.16. — Soit (¥,3) un diagramme de n-schémas quasi-projectifs avec J
vérifiant Uhypothése 3.2.15. Soient f : X —— B wun B-schéma quasi-projectif et
(4, B) € Ob(H(X,))2.

On définit un accouplement naturel en A et B :

my: F esp;(4) @x, F esp;(B) — F esp(A®x, B)
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en prenant la composée :

[(PJ)#SP(f.p;,)(71’;5)*(”,51’9)*14] ® [(pﬂ)#Sp(fan)(ng)*(ngvpfl)*B]

~

(09)# (P .oy (TF ) (T 1 29)* AT ® [8P( 1. (7 ) (7 F . )" B))

L

(2)#58(1 ) (7)o (0 1 52)* A] & [(F ) (77 ,po)" A])

(P3) 458 .y (TF)ol(F 19)" A] & [(F ,po)" A])
1
(PU)#SP(f.p;,)(W?)*(W}?7PJ)*(A ® B)

Muni de cet accouplement, F e sp; est le foncteur pseudo-monoidal composé des
foncteurs pseudo-monoidauz : (7rf‘9? ,p3)*, (7r';¢ )xs SP(f,py) €t PI-

Proposition 3.2.17. — Les foncteurs pseudo-monoidaux F esp, définissent un systéme
de spécialisation pseudo-monoidal au sens de la définition 3.1.12.

Démonstration. — En effet, toutes les faces du diagramme planaire (15) définissant
les 2-morphismes
ag: g, F espy —— F esps,.gn

sont des faces dans la 2-catégorie pPMono. Il vient que les a4 sont bien des transforma-
tions naturelles de foncteurs pseudo-monoidaux. C’est la seule propriété a vérifier. [

Proposition 3.2.18. — On suppose que les catégories J et J vérifient ’hypothése 3.2.15.
Sous les hypothéses des définitions 3.2.11 et 3.2.13, les morphismes de systémes de
spécialisation :

Fesp—— G esp et FrLesp—— F esp

sont des morphismes de systémes de spécialisation pseudo-monoidauz.

Démonstration. — Ceci découle du fait que les faces des diagrammes planaires des
définitions 3.2.11 et 3.2.13 sont des faces de la 2-catégorie p9ione. O

3.2.4. Autour de I’hypothése 3.2.15. — Dans cette section, on donne une condi-
tion simple sur la catégorie d’indice J impliquant ’hypothése 3.2.15. Notons que I’hy-
potheése en question est indépendante de la situation considérée dans le paragraphe
précédent. Par soucis de généralité on se place donc dans un nouveau dérivateur al-
gébrique monoidal homotopique et stable H : DiaSch/S —— TR . On profite de
I'occasion pour introduire 1'accouplement externe.
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Définition 3.2.19
1- Supposons donné un diagramme dans DiaSch/S :
el
.5) 2z,
()|
(Z#1.01)

Pour i€ {1,2} et A; € H(.%#;,3;) on pose A1 K Az = (f1,a1)*A1 Qg 3 (f2,a2)* Aa.

2- Etant donné un carré commutatif de DiaSch/S :

@.9) 2% 5, 1,)

(fl-”l)l l(gg.:jg)

(F1.01) ——(8.K)
(g1.31)

on note (h,v) = (g1,061) o (f1,01) = (g2, B2) o (f2,2). On définit un coaccouplement
extérieur :

(hy7)# (A1 ® Ag) —— (g1. 1) # (A1) @& 3¢ (g2, B2)#(Az2)

par la composée suivante :

(h. ) ((f1.01)* A1 %5 (f2.a2)* Ag)
[(hy)(frr01)* A1) Z [(Bo7) e for a2)* Ao]

[(91:81)p(f1.a1)u(f1.01)* A1) 8 [(g1-32)# (fa. a2)#(f2, a2)* Ag)

(91, 81) (A1) % (92:32) 4 (A2)

La relation du coaccouplement habituel avec le coaccouplement extérieur est donné
par le lemme suivant :

Lemme 3.2.20. -— On suppose donné un 1-morphisme de diagrammes de S-schémas
quasi-projectifs (f,a) : (4.3) —— (F,9) . On forme le carré cartésien :

@ x5 9.3 x38) T2 g )

(prl,pv-nj l(f, )

(9. §) ——————— (£.7)

(f:e)
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et on appelle (A,A) Uinclusion de la diagonale (¥4,d) —— (9 xg 9, x53) et
(p,p) = (f,@) o (pri,pri) pour i € {1,2}. Pour A et B des objets de H(¥,d) le
diagramme suivant est commutatif :

(fr2)# (D, A)* (AR B) == (p,p)#(A, A)4(A, )" (AR B) — (p,p) (AR B)

| l

(f;0)4(A® B) (f,0)4(A® B)

La condition qui assurera la validité de I’hypothese 3.2.15 est basée sur les deux

lemmes suivants. D’une part on a :

Lemme 3.2.21. — Sous les hypothéses de la définition précédente, le coaccouplement :
(hy7)#:(A1 B Ag) — (g1, B1)#(A1) ®e,3¢ (92, B2)#(Az2)
est inversible lorsque le 2-morphisme de changement de base :
Exy : (fi,00)4(f2, a2)* — (91, 51)* (92, B2)

est inversible.

Démonstration. — En effet, on vérifie immédiatement que le coaccouplement qu’on
a défini est donné par la composée suivante :

(hy7)#((f1,01)* A1 ®g,3 (f2,02)*A2)

~

~

(91, 81)#(f1,00)#((f1,21)* A1 ®u.g (f2,2)* Ag)

~

1
(91, 601)# (A1 ® (f1, 1) % (f2, a2)* A2)
E:z,';)e
(91, 81) (A1 ® (91, 581)* (92, Bo) 4 Aa

~

(91, 81) 141 ® (g2, 2) 3 Ao

D’ou le lemme. O
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D’autre part on a le résultat général sur les dérivateurs triangulés :

Lemme 3.2.22. — Soit D un dérivateur (triangulé) de domaine Dia. Etant données
deuz catégories J et § de Dia, on forme le carré cartésien :

Ixg- 2% 4
I"‘ll lpa
JLe

Le morphisme de changement de base Ex}y : priyprs — pipgy est inversible.

Démonstration. — On montrera que pour tout objet ¢ de J le 2-morphisme :
Cprigpry —— Upipg#
est inversible. En appliquant ’axiome 4 de la définition 2.1.34 4 la face carrée :
i\I x g _IIxa g4
Pi\ixg a pry
e— 1,4

on obtient un isomorphisme d’échange Ex} : (pp\gxg)# (Jigxg)® — i*prig - Ceci
nous rameéne a montrer que l'isomorphisme d’échange Ez, associé au carré commu-
tatif :

) Pr2 0 jixixg
\JxJ———7

Pi\axal P’H

e ——e

est inversible. En d’autres termes, il s’agit de montrer que le foncteur évident
i\J x § —— J est filtrant au sens de la définition 2.1.50. Par la proposition 2.1.49,
il suffit de montrer que pour tout j € Ob(J) la transformation naturelle évi-
dente Ry (i\(J x g)/j) ——id est inversible. Ceci est effectivement le cas puisque
i\(I x )/ = (:\J) x (3/7) est un produit d’une catégorie admettant un objet
initial par une autre admettant un objet final (on pourra par exemple utiliser la
proposition 2.1.51 en remarquant que pour X une petite catégorie, px est filtrant si
et seulement si Ry (X) ~ id). |
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On en déduit le corollaire suivant :

Proposition 3.2.23. - Soit X un S-schéma quasi-projectif. Etant données deux caté-
gories J et J de Dia. on forme le carré cartésien :

Ix g2, 4

|
»m

J——e
Pour tout A et B dans H(X.J) et H(X.J) respectivernent. le coaccouplement exté-

rieur :
(Prxg)# (AR B) —— (p3) A2 (pg)p B

est inversible.

En utilisant le lemme 3.2.20 et la proposition 3.2.23. on déduit le critere simple
suivant :

Proposition 3.2.24. — Pour que J vérific Uhypothése 3.2.15, il suffit que le foncteur
diagonal 3 —— 3 x I soit filtrant.

Exemple 3.2.25. - Voici quelques exemples de catégories vérifiant la condition de la
proposition précédente :

A. N> et N* x A

avec N* T'ensemble des entiers non nuls ordonné par 1'opposée de la relation de divi-
sibilité. Ces catégories apparaitrons dans la construction des foncteurs cycles proches.

3.3. Le calcul des systéemes de spécialisation pour les schémas standards

Les axiomes imposés dans la définition d'un systéme de spéeialisation sp permettent
dans certains cas de « calculer » le foncteur spy en fonction de spyy,, et les quatre
opérations. Pour plus de précision sur ce qu'on entend par le mot « caleul » le lecteur
pourra consulter I'énoncé du théoréme 3.3.10. Comme conséquence de ce « calcul »
on obtiendra deux résultats intéressants a savoir les théorémes 3.3.4 et 3.3.6. Ces
résultats acquierent leur véritable importance lorsqu’on se place au-dessus d'un trait
(sous réserve de pouvoir résoudre les singularités).

3.3.1. Les B-schémas standards. Notations et énoncés des théorémes

On se donne une base (B. j,i) comme dans 3.1.1 et deux 2-foncteurs homotopiques
stables Hy : Sch/n —— TR et Hy: Sch/oc —— TR . On supposera qu'il existe une
section globale # € T'(B. &) qui soit nulle sur ¢ ¢t inversible sur 7. Ceci implique
en particulier que le produit fibré n X g o est vide (puisque le zéro est inversible sur
ce schéma). Une telle section sera fixée une fois pour toutes. On notera B/(w) le
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sous-schéma fermé de B défini par 'annulation de 7. Le morphisme i: ¢ —— B se
factorise par B/(x) :

(fl—)B/(ﬂ')

(16) \ f

B
et 'image de j : 7 —— B ne rencontre pas B/ (7). Voici les schémas standards dont

il sera question dans la suite :

Définition 3.3.1. - - Soient k un entier naturel non nul et a = (ay,...,ax) un k-uplet
dans N\{0}. Le B-schéma w-standard a réduction semi-stable de type a est le B-
schéma noté St(f et défini par :

sty StP=DB[Ty.... T, /(T{" ... T —n) — B

Lorsqu’il y a pas de confusion sur B. il nous arrivera de noter simplement st,, et Sty
a la place de st2 et StB.

Pour énoncer les théorémes, on aura également besoin des B-schémas suivants :

Définition 3.3.2

1- Pour n € N\{0} on pose B, = B[T]/(T" —~) et on note b, sa projection sur B.
La classe de T dans O, sera notée wl/n . 1l est clair que B, est isomorphe & ngl).

2- Pour n € N\{0} et m € Z on pose B} = B{U.U![T]/(T™—U™.7) et on note
b)) sa projection sur B.

Remarque 3.3.3. 1l cst facile de voir que les morphisimes st2 sont plats. En effet st2
peut étre obtenu par changement de base de Spec(Z[Th.. ... Ty Py/(Ty ... T — P))
— Spec(Z[P]) (qui cst clairement plat) par le morphisme B —— Spec(Z[P]) qui
envoic P sur la section 7. Par contre les B-schémas Sté3 ne sont en général ni lisses

mn

ni réguliers. La méme remarque s'applique également aux b, et 7.

Pour un schéma X notons N (X) I'ensemble des entiers naturels non nuls n tel
que tout diviseur premier de n est non inversible sur X. En particulier si X est de
caractéristique 0, I'ensemble N"-*(X) est réduit a {1}. L'un des buts de la section est
de prouver les deux théoremes 3.3.4 et 3.3.6 :

Théoréme 3.3.4. — Soit sp——sp’ un morphisme de systémes de spécialisation
au-dessus de B de Hy wers Hy. Soient a un k-uplet d’entiers non nuls et A un objet
de Hy(n).

1- Supposons que le k-uplet a est constant de valeur n. Si les morphismes :

spy, (bn )j;A — spj,“ (b, )T,A
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sont inversibles. alors le norphisme sp (sff)f,A —spl, (stB A est également
st (ST st (8t

inversible.
2- Pour a non forcément constant. notons d le p.g.c.d des entiers a; et r le maxi-
mum des a;/d. On suppose que les morphismes :

spy,, (bn )y A —> sp;, (bu);A et spyy (D)5 A —— sp{,z‘, (i) A

sont inversibles pour n = d.l avec 1 <1 < r et m = dy.ly avee dy le plus grand diviseur
de d appartenant @ N™(B) et 1 < ly < r appartenant également a N™4(B). Alors. le

morphisme. spis (stf A ——>spl, s (stf )y A est cgalement inversible.

On se donne pour tout o-schéma quasi-projectif T une sous-catégorie (pleine)
H,(T)" C Hy(T) telle que T'hypothése suivante est satisfaite :

Hypothese 3.3.5. La sous-catégoric Ha(T)' est cosuspendue (voir la défini-
tion 2.1.1). Si f : R——T est un morphisme de o-schémas quasi-projectifs.
alors :

f« envoie Hy(R)' dans Ho(T')'.

f* envoie Hy(T) dans Ha(R) lorsque f est lisse.
Enfin. pour tout entier n € Z les sous-catégories Ho(T')' sont stables par I'opération

A~ A(n)[n).

Un cas important ot I'hypothese 3.3.5 est vérifiée est lorsque Ha(=) est un sous-
2-foncteur homotopique stable de Hy. Notons que dans ce cas, les sous-catégories en
question sont triangulées (et non seulement. cosuspendues).

Théoreme 3.3.6. Soit sp un systéme de spécialisation au-dessus de B de Hy wvers
Hy. Soient a un k-uplet et A un objet de Hy(n).

1- On suppose que le k-uplet a est constant de valeur n. Si les objets SPy,, (b,,)j‘,A
sont dans Ha((B,,))s)" . alors Lobjet spﬁ,n(sff)flA est également dans Ha((Sty)o) -

2- Supposons en. plus de Uhypothése 3.3.5 que les sous-catégories Ha(—) sont stables
par facteurs directs. Pour a non forcément constant, notons d le p.g.c.d des entiers
a; et r le mazimum des a;/d. On suppose que les objets : sp,, (b,)yA et spy (b1)');,A
sont respectivement dans Ha((B))e)" et Ha((B")g)'. pour n = dd avec 1 <1< r et
m = do.ly avec dy le plus grand diviseur de d appartenant @ N"(B) et 1 < [y <
1 appartenant également a N"(B). Alors. 'objet spﬁ,/lg(sff )3 A est également dans

Ha((Sta))"-
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La version duale du théoreéme précédent est plus intéressante. On se donne pour tout
o-schéma quasi-projectif T' une sous-catégorie (pleine) Ho(T')” C Hy(T) satisfaisant
I’hypothése duale de 3.3.5. a savoir :

Hypothese 3.3.7. - La sous-catégorie Ho(T')" est suspendue (voir la définition 2.1.1).
Si f: R——T est un morphisme de o-schémas quasi-projectifs. alors :

- fi envoie Ha(R)” dans Hyo(T)”,

~ f" envoie Hy(T)" dans Hy(R)” lorsque f est lisse.
Enfin, pour tout entier n € Z les sous-catégorics Ha(T')” sont stables par 1'opération
A~ A(n)[n].

Remarque 3.3.8

1- Etant domnée une classe d'objets A C Hy(0) quasi-stable par twist de Tate
(voir la définition 2.2.17). les catégories (H2)S(—) vérifient les conditions de I'hypo-
these 3.3.7.

2- Un autre exemple important ott I'hypothése 3.3.7 est satisfaite est le suivant.
Soit ¢ un ensemble d'objets de Ha(o). On suppose que I'hypothese 2.2.58 est véri-
fiée. Alors, les sous-catégories suspendues P(Hz).,(—) des objets Pt-positifs vérifient
I'hypothese 3.3.7 par la proposition 2.2.62. -

Pour i € {1, 2}, on note H;* le 2-foncteur homotopique stable opposé & H;. On sait
par le corollaire 3.1.11 que les foncteurs sp(}p induisent un systéme de spécialisation de
HP vers HyP. On vérific immédiatement que les sous-catégories (Hp(T')")°P vérifient
I'hypothese 3.3.5 relativement a H3P. Lorsqu'on applique le théortme 3.3.6 & cette
situation, on obticnt 1'énoncé suivant :

Théoreme 3.3.9. - Soit sp un systéme de spécialisation au-dessus de B de H; vers
Hy. Soient a un k-uplet et A un objet de Hi(n).

1- On suppose que le k-uplet a est constant de valeur n. Si les objets spy,, (b,,)i,A
sont dans Hy((B,.)s)", alors Uobjet sps,zx(.stf)!,lA est également dans Ha((Stq)s)" .

2- Supposons en plus de Uhypothése 3.3.7 que les sous-catégories Ho(—)' sont stables
par facteurs directs. Pour a non forcément constant, notons d le p.g.c.d des entiers
a; et r le mazimum des a;/d. On suppose que les objets : sp,,“(b,,)i,A et spym (b‘:;‘)i,A
sont respectivement dans Ha((B,)s)" et Ha((B)s)", pour n = d.l avec 1 <1 < r
et m = do.lg avec dy le plus grand diviseur de d appartenant a N**(B) et 1 < [y <
r appartenant également o N"-{(B). Alors. 1 objet spx,f(stf )!,,A est égalernent dans

Ha((Sta)s)"-

Les démonstrations des deux théoremes 3.3.4 ct 3.3.6 reposent sur le théo-
réme 3.3.10. Pour I'énoncer on a bhesoin d'introduire des notations supplémentaires.
Ces notations servirons dgalement dans tout le reste de la section.

O
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1- Pour tout B-schéma X, notons X/(w) (resp. Xo, X)) le schéma X xp B/()
(resp. X xp 0. X xp n). Le o-schéma X, est canoniquement un produit fibré :
X/(7) X p(xy & via le morphisme o —— B/(m) . Ainsi (St2)/(m) est le sous-schéma
de St défini par I'idéal () et (St2)y le produit fibré Stg xp 0.

2- Pour 1 < i < k, on notera DT,

Wi le sous-schéma de StB d’équation (T; = 0)

qu'on appellera la i-cme branche de StB. Le B-schéma D(’,’i est naturellement un

B/m-schéma inclus dans (St2)/(n). En effet, 7 est nul sur DT

=% i1 T, ;"‘ (on utilise le fait que l'entier a; est non nul (revoir la définition 3.3.1)).
Le petit calcul :

B[Ty.....TR]/(T ... T —x.T)) = B[Ty.....Ti]/(x.T;)
= B/(Tf)[T],...,T,j_l.Ti+1,....Tk]

puisque T; = 0 et

(Il

montre que D ; est isomorphe & l'espace affine de dimension k& — 1 sur B/(m). On
notera également D, ; le produit fibré D] ; X g/(x) o (le morphisme ¢ —— B/(r)
utilisé est le iy du triangle commutatif (1(5)_). Le o-schéma D, ; est isomorphe & I'espace
affine AkK~1. On appellera uT ; ct u, ; les inclusions de D7 ; et D, dans (5tB)/(m) et
(ng ) respectivement. On a un diagramme commutatif & carrés cartésiens :

lu i Stf)ﬂ
Dy > (St )r, >

a.d

3- Plus généralement, pour I C {1,...,k} non vide, on posera Dj ; = U[D7r et
ier %
D, = U D(, i Evidement. D“ ; est encore un B/(w)-schémaet Dy.; = D ;X p /(m) O

En notant u} ; et uy,; comme tout a I'heure, on a le diagramme commutatif & carrés
cartésiens :

B
Ua.I (st )o
DQJ > (Sff)(,- > T

i()J{ Jlo l’i()
n
Ug.

T —=5 (St8)/(r) — B/ (r)

On fera attention que w7 (1o} n'est pas en général un isomorphisine, mais seule-
ment une immersion fermée d'idéal nilpotent.
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4- On aura également besoin d'intr(xluirﬂ pow i € {1....,k} les ouverts D”',Q et
D) ; de D ; et Dy quon définit p(u D = DL\D: {(1...k}—{iy pour 7 € {@.m}. On

a2 Had VA ATV RRRMAL VAL Had T Madi \a {1.....

a toujours la formule D “ ;=D x5 /(m) O
Plus généralement si I C {1 ..... k} et .J son complémentaire. on notera D:? l'ou-
W \ DT vde DT . N DT N\ DT
vert de Dy ; (et méme de Dy () 1y) égala D7 \D7 ; (owencorea Dy o 3 \D7 ;).
L}) é“.al 3\1 Du I\Du J

{1k} I'ouvert D ot 1(\ fermé

On notera également D” J 1011V(‘1t de Dy g (et méme de D, ¢

(ouwencore & Dy (... 1y \Da.s). I est clair que dans D’

? ’
D,‘, ; sont complémentaires. On notera l*", et vg. g les inclusions de D I (,t " ; dans
D7 ; et D, g respectivement. La situation se résume alors par le (hdg_,l alne comun-
tatif & carrés cartésions :

a1 Ug. 1 B (s wlo
D" I D,.; > (St )o > o

iul i0 lin i
R T
( uj

I
DT ”—)D", (St2)/(7) —— B/(m)

a.l
l sf” l

StB——— B

Voici I'énoncé du « calceul des systemes de spéeialisation pour les B-schémas stan-
dards » :

Théoréme 3.3.10. - Soit sp unc structure de spécialisation de base B de Hy vers H,.
On fire des entiers naturels non nuls n et k et on notera ny. le k-uplet constant
de valeur n. Pour I C {1..... K} une partic non vide. le 2-morphisme d’adjonction
id —— UEA-J*"ZA..I appliqué au 1-morphisme ”Z ,sp,,u (sfnh)

[’ll.:‘_,k_lsps,gk (stgk )TI] _~ Un, 1% I‘Zk', [UT_';.»’Sp-*'fL.’A. (stz_ )j‘]]
est inversible.

On obtient I'énoncé dual de 3.3.10. en appliquant le corollaire 3.1.11. On en déduit :
Théoréeme 3.3.11. - On garde les notations ct hypothéses (lu théoréme 3.3.10. Le 2-
morphisme v, ol w1~ i appliqué au L-morphisme w, ,sps,.gh(sffk)il :

vyt gl Sy (512 )] = [ by (52,
est inversible.

Remarque 3.3.12. - Il n'est pas tout & fait clair commment 1'énoneé de théoreme 3.3.10
permet de « calculer » le foncteur sp,, s . Avant d’expliquer cela, précisons tout de suite
s

qu'on ne « calculera » pas le foncteur sp,, ;s mais plutot ses valeurs lorsqu’on 'applique
p .
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sur des objets de Hq ((S tf_fk )n) coustants (voire localement constant) relativement a 1,
i.e.. des objets de la forme (sfg)fl(’ ). De plus, on ne calculera pas ces valeurs mais
sculement leurs restrictions aux branches Duk-'i pour i € {1,....k} qui recouvrent
tout de méme (Stgk),,

Pour simplifier. on prendra dans la suite n = 1 et I = {i} C {1..... k}. Dans
ce cas. le B-schéma Stﬁ est lisse en tout point de D‘l’k_i. Appelons w la projection
structurale du B-schéma lisse (St”
voit alors immédiatement que m, = uy, ;o vy, ; de sorte que :

Uz DT, J-) et . son inclusion dans .S't{_B . On

* 0% 4B \* A % 4B * ¥
v} ul SPyys (St )y 2 myspyn (st] ) —)sp“,m («»1‘1 ) o SP, Wy S W;SPid,
Ly Ly 1 L/ 1y Lk 1

En fin de compte le théoréme 3.3.10 se traduit dans ce cas par un isomorphisme

* +DB \ Lok
1Ll,,.-isp5'{;('5tll,.)’] & UL Wy SPyg,, -

Une honne partie de cette section est consacrée a la preuve du théoreme 3.3.10. La
partie restante est consacrée aux applications de ce théoreme. On y verra les preuves
de 3.3.4 et 3.3.6 ainsi que des géndralisations dans le cas ot B est un trait (ou plus
généralement de dimension 1).

3.3.2. Quelques préparations. — Le lemme simple suivant. nous sera utile :

Lemme 3.3.13. - Soita = (q;..... ay) un k-uplet d'entiers strictement positifs. Soit
d un diviseur commun a tous les a;. Il existe alors un B-morphisme canonique :

stB SfB—>B

a. d*

l 1
qui envoie la classe de T sur la classe de T, "'/' . “‘/'

; , ohé B3
. De plus. le Bq-schéma Sty
est canoniquement isomorphe au B,,-sch«'m,a 71'1/ " —standard & réduction semi-stable de

type a/d :

ay/d ay/d 1/d
Sfu/(l Bd[Tls---aTk]/(T| ! T,‘ -7 /()-—-)B,l
avee a/d = (ar/d..... ax/d). (Lisomorphisme consiste ¢ envoyer T; sur T;).
Démonstration. En cffet le morphisme :

St —— BIT]

. : . 1 Jd
qui envoie T sur le produit T¢"/* LT

relation :

se factorise par l'idéal (T — ) vu la

(T Ty =T T =
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La seconde assertion du lemme résulte des identifications suivantes :
Bu[T1,.... T/ (@ — )
= B[T)/(T" = m)[Ty....., T /(T T/~ T)
= B[T.Ty,....TL)(T{"" ... T[f"/" T — )
= B[T.Ty..... T/(T T/ 1o T — )
=B[TN.....T)/(T{" ... T{* =) O

On utilisera a plusicurs reprises le lemme facile suivant dont la preuve est laissée
en exercice :

Lemme 3.3.14. — Soit g : Y —— X un B-morphisme entre deux B-schémas h :
Y ——=B et f: X—— B. Soit D un sous-schéma de X, et DY C D un ouvert
de D. On notera u linclusion de D dans X, et v celle de DV dans D. On appelle
également D', D'°, v’ et o' les pull-back par g,. On considére les deur 2-morphismes
suivants :

(17) u*spyfr —> vt uspsfr
(18) u"spyhy —— v o™ u*sp, Iy,

On a les assertions suivantes

1. Si g est lisse et si (17) est un 2-isomorphisme, alors il en est de méme de (18).
2. Si g est un recouvrement pour la topologie de Nisndvich et si (18) est un 2-
isomorphisme, alors il en est de méme de (17).

Terminouns ces préparations en introduisant quelques notations. Pour I une partie
non vide de {1..... k}. on notera U” ; Touvert SfB \Dj ; de StB. On pose de méme.

Vf fB \ e{l " D,_M-. L’ouvert Vf est ainsi recouvert par les Uq.; pour 1 < i < K.

Dans la suite, on aura 'occasion d’appliquer le lemme 3.3.14 & ce recouvrement Zariski
g: 1L UB — VB Notons par ailleurs que :

U, =BITy,.... T[T, i € /(T ... T — )
=B, 1 ey j ¢ 0/(T] 1 - (T]77) )
J¢l iel

ce qui prouve le leinme suivant.

Lemme 3.3.15. --- Le B-schéma U_" ; est canoniquement isomorphe a un B [Ti.Ti—l.
i € I]-schéma (l_[,.,e ( T;7%).m-standard 4 réduction semi-stable. De plus, le schéma
standard en question est de type (aj. j & I). et ses branches sont les restrictions des
branches DT, (j ¢ I) de StE.

a.j
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3.3.3. La preuve du théoréme 3.3.10 : le cas [ réduit a un élément
Rappelons que dans 1'énoncé de 3.3.10, on a noté ny, le k-uplet constant de valeur
n. A partir du lemme ci-dessous, on ne considérera que le cas n = 1. En effet :

Lemme 3.3.16. - 1l suffit de prouver le théoréme 3.3.10 dans le cas oun = 1.

Dérmonstration. D aprés le lemme 3.3.13. on a triangle commutatif :

sthe
B —k B
Stﬂ;.- — B,

sfh lb,l
n. B

Notons sp” le systeme de spécialisation de base B, obtenu par restriction de sp.
Supposons que 'on sait résoudre le cas n = 1 pour tout systéme de spécialisation (en
particulier pour sp™). Il vient alors que le 2-imorphisme suivant :

* n " Bn * . Wk * n . Bn *
(19) ulk_,spsf{:, (.sflk ),7 —_— "l*“l*llﬂl'lx-ylSpst{f'; (st e
est inversible. Mais sp” ; = sp.,s par définition. De méme les inclusions wuy,
.s‘fl " ”,u I =k
1 -
et v your le B,,-schéma stB" sont simplement les inclusions u et v,
1.0 n 1, n;. n,.
. . Zaves 4B s 4B \x __ 4By * CO8 -
pour le B-schéma sty - Enfin. (.sfﬂk),] = (.stlk' )y, © (bn);,- On obtient ainsi le 2-
nhie * 4+ \* X * 4B yx . 3
morphisme uy ,sps,',_'gk(sfﬂk)” > Uy dx U gy 1SPar rl-_lxk(htﬂk)'l en appliquant le
2-isomorphisme (19) au l-morphisme (b, )*. Ceci prouve le lemme. Od
7

Jusqu'a la fin de la preuve de 3.3.10. n sera toujours égal a 1 et on écrira alors
. ) N ?
simplement sty, Stg. ui.g. vhg, Dy, cte & la place de stf’; . Sl‘ﬁ. W10y V1, Dih_,-
cte. Lorsqu’on voudrait préciser la base B on la mettra en exposant.
Pour démontrer le théoréme 3.3.10 dans le cas oit I = {i} est un singleton, on rai-
sonnera par récurrence sur l'entier non nul A. Il sagit de montrer que le 2-morphisme :
. * , * P . * * N *
(*h.s) Wy iSPuty, (S5th )7 = Vk.inUf ;UL iSPyy, (STh) )
est inversible. Lorsque A = 1. le résultat est clair.
Deux résultats préliminaires. On fixe 'entier & > 1 et on supposera que (x4 ;) est
inversible pour tout & < Ak et 1 < i < A’. On va prouver que (*g41.;) est inversible
pour 1 <i <k + 1. Le lemme suivant est une évidence :

Lemme 3.3.17. Il suffit de prouwver que (*p41.;) est un 2-isomorphisme pour un seul

Démonstration. En effet si 7 est une permutation de U'ensemble {1..... k+1}. on
peut lui associer un automorphisme du B-schéma Sf,f.j 1 qui consiste a envoyer T; sur
T.-1;. On obtient ainsi une représentation du groupe symétrique Xj4; sur St,{ﬁr]. On
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voit facilement que cette représentation permute transitivenent les branches. Il suffit
alors (par cxemple) d'appliquer le lemme 3.3.14. O

Soit O™ le sous-schéma de Stj4; égal a lintersection des branches Df ;N ---N
Dy, 1 141 Rappelons qu'on avait posé Vﬁ"l = Viy1 = St+1\O™. Notons O le pull-
back de O™ par iy : ¢ —— B/(7) . Evidement O est I'intersection Dy nN-on
Diyia41. L'ouvert (Stp41)o\O de (Stiy1)s s'identifiec naturellement an o-schéma
(Vi+1)o. On a le lemme :

Lemme 3.3.18. - Soit A un objet de Hi(n)). Choisissons un triangle distingué :
[‘“ZH,,:SPstH, (ka+1)T,A] E— "‘I.~+1.»i*'l’1t+1.i[“1t+1.;SPstH. ("“fk+1)f,A] —Csp—
L’objet C4 est a support dans O.

Démonstration. - Soit a l'inclusion de Viy; dans Stp4q. On forme le diagramme
commutatif suivant a carrés cartésiens :

! !
s ; u f
k+1.i k+1.i
D1 — Dip1\NO —— (Vis1)o

l(l,‘ l(l”
0 Ukt 1. Uk+1.i

bt 1.i (R > (Stpt1)a

Il s’agit de montrer que afC4 est nul, ou encore que le 2-morphisme :
%,k . * EP ek ¥ . *
AU Pty (STh41 )5~ AT kg 1in Oy 01 Pty (8TRt1)])

est inversible. On voit facilement (en utilisant le théoréme de changement de base par
un morphisme lisse) que le 2-morphisine en question est isomorphe a :

(“’Ik+1.i)*(l';spst,,.+| (Str1 )7, ? (l‘;c+l.i)*(l‘;.-+1.i)*(ll;st+l.vi)*(l:75psl.,,.+1 (str+1 )T,

Par la définition 3.1.1. il en aussi isomorphe a :

*

(W 1.3)"SPaty 4 10a (8Th1 0 @)} > (Vg1 (V1 ) (W 1.1)"SPat, . oa (Sth41 © @),

Maintenant I'ouvert Vi est recouvert par les ouverts Uy, ;. Par le lemme 3.3.15,
Fouvert Uy, ; est & réduction semi-stable standard de type 1, au-dessus de
BI[T;. Tj_l] pour Tj_l.ﬂ'. On conclut alors en utilisant 'hypothese de récurrence et le

lemme 3.3.14. O

Une construction géométrique. - On considere :
X =A'"xStf =DB[T\..... Ti)/(Th ... Ty — ) [Tht1)

L . .0

Oun a une projection canonique pry : X —— Sf,f? . On notera D% | et DY les sous-
. . 0 .

schémas de X obtenus par pull-back suivant pro de DT, et Dy, On notera également
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Dy et DO\ ; les sous-schémas de X, obtenus par pull-back suivant i : ¢ —— B .
On continue a avoir un diagramme commutatif a carrés cartésiens :

Ux.I ux.1 fo
D({l >» Dy g > X >0

iul ['(IJV i io
s a2 T
Ux. Ux.g )

DY 5 Dt % X/ (r) — B/(x

|, |

X—B

avee f = st,",3 o pry le morphisme structural du B-schéma X. En fait, on aura surtout
besoin dans la suite des sous-schénias Dy ; et DS’{_i. Remarquons que la seule différence
de notations pour les branches de X et ceux de Sty est I'indice X ou & qui précede le
numéro i de la branche DY ; € X et Dff; C Sty.

On note Z7 le sous-schéma de X = B[TY....,Ty. Thy1]/(T1 ... T — ) défini par
les équations Ty = Tp+1 = 0. Le sous-schéma Z™ est de codimension 2 dans X. il est
contenu dans DY ;. et coupe les branches DY ; transversalement pour 1 <4 < k — 1.
La projection pry : X —— Sf,’? envoie Z isomorphiquement sur son image : Df .
On notera aussi Z le pull-back de Z7™ suivant ig : ¢ —— B/(w) . On a en particulier.
le diagramme commutatif a carrés cartésicns :

Ux.k fo
Z > D > X >

a
10 iul J’iu l‘i()
™
Uy g
N

On définit également los ouverts Z™9 ot Z0 de Z™ et Z respectivement comme étant
les traces des ouverts D’{(i et D% ,.. On obticnt ainsi un diagramme commutatif &
carrés cartésiens :

20-Zaz-TE,x,

Jiu iy lio
770 2 77 75 X /()

On aimerait considérer I'éelaté de Z dans X. Afin d'éviter les problemes qui peuvent
intervenir pour B tres général. on optera plutot pour le B-schéma :
[E(r[‘lv-Tk-f 1 )(Spec(Z[P] [T], ey T;.-+1]/(T] e TA. — P)))] xSpec('/Z[P]) B
C'est-a-dire, le pull-back de 1'éclaté de T'idéal (Tk. Tht1) dans le Z[P]-schéma A! x
Sfﬁpl. suivant le morphisme B —— Spec(Z[P]) qui envoie P sur m. Le B-schéma
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obtenu sera appelé X. On dispose d'un morphisme projectif
e: X — X

qui n’est autre que le pull-back de I'éclatement :

E(TA‘_TA,H)(Spec(Z[P] [T] ..... Tk_H]/(T] e Tk - P)))

E— Spec(Z[P] [T] ..... Tk+1]/(T1 Ty — P))

On abusera ct on dira que ¢ : X —— X est I'éclaté de Z dans X. Remarquons que
e induit un isomorphisme X n =~ Xy sur la fibre générique car le centre de 1'éclatement
est contenu dans X/(7) et m est inversible sur X,. Le morphisme structural de B-
schéma f o ¢ sera noté f. Le lemme qui suit décrit précisément le B-schéma X :

Lemme 3.3.19. — Le B-schéma X est recouvert par dewr ouverts Uy et Us affines sur
B avec :
1. U1 = B[Tl, e .T/\.+1]/(T1 S TA.—W)[T]\.+1/T],-] jad B[Tl ..... T],.. ,{_+1]/(T1 e TA.—
m) Uisomorphisme consiste ¢ envoyer Tj, 41 sur Tyy1 /T
2. U2 = B[Tl, ceea T]H_]]/(T] cue Tk - W)[Tk/T]\-+1] ~ B[T] .. »Tk—l-,T]i-,Tk-{»l]/

(Ty ...TL._lT,f_TL.+1 — m) lisomorphisme consiste & envoyer Ty, sur T /Ti41.
En particulier, Uy est isomorphe® a X et Uy est isomorphe d Str+1 (en tant que

B-schémas).

Démonstration. — Par construction, on se ramene a calculer I'éelatement de 1'idéal
(T, Tr41) dans le schéma :

Z[P|[T\..... Tip1]/(Ty ... T — P)

Mais ce schéma cst clairement isomorphe & Spec(Z[T}.....Ty+1]). Le calcul dans ce
cas est classique. O

Pour 1 <i < k—1, on notera DY le sous-schéma de X transformé pur de D% ;. La
projection DT —— D7% . est canoniquement isomorphe a I'éclatement de Z™ N DY
dans D% .. On notera également D7 le sous-schéma de X transformé pur du sous-

X.i A
schéma D% ;.. Il est facile de voir que e envoie isomorphiquement D sur D% ;. On
notera finalement E™ = e~1(Z™) le diviscur exceptionnel de e. On définit alors D; et

E en prenant le pull-back suivant ig. On pose E™C l'ouvert de E™ égal a E™\ <U<k Dr.
1<i<k

(3)L'isomorphisme en question n'est pas induit par e.
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De méme, on pose E° = E\ U \ D;. On a alors le diagramme commutatif a carrés
, . 1<i<k
cartésiens :

fa
g

)
".Ul io lio )
T uT

v
q>q,
4

v .
E™ L5 g —E, X /() — B/(n)
o,
X——B
Lemme 3.3.20. — Pour établir le cas k4 1 de la récurrence, il suffit de prouver que

le 2-morphisme :
" _f* dy e ayk ork s
WgSPfy — VEVEUESPFS,
est inversible.

Démonstration. - Il suffit d’appliquer le lemme 3.3.14 & I'imnersion ouverte Uy C X.

O

Formons les deux diagrammes commutatifs :

v uf Up U -~
E™ L, pr 5 X/(r) EC—E5E5 %,
PG l pT lur 1){ Jp le,,
(3 uy 0 Uz Uy
7m0 =5 77 — 5 X /(n) —7—X,

Le second carré dans chacun de ces deux diagrammes est cartésien. Par contre, il n'en
est pas de méme des premicers carrés. Le lecteur pourra facilement voir que p est la
projection d'une droite projective. alors que pg est la projection dune droite affine.
On a le lemme suivant :

Lemme 3.3.21. - Pour établir le cas k + 1 de la récurrence. il suffit de prouver que
le 2-morphisme :

"o _f } . _
PxuEspify — [)*l'E*l'z,:Il,;:Spff,]
est inversible.
Dérmonstration. On note O™ l'intersection E™ N ( <ﬁ<AD.,?r ) et O son pull-back. Il
1<i<k” '
est clair que O™ est contenu dans 'ouvert U, et qu'il coincide avec 'intersection des

1
Soit A un objet de H(n). On choisit un triangle distingudé :

branches Df, ; ; modulo I'isomorphisme Uy >~ Sty 1.
upspjfyA ——vppupspfyA——C ——

Le lemme 3.3.14 appliqué a l'inclusion de U; ainsi que I'hypothese de récurrence
mountre que I'objet C' de Ha(E) est a support dans X —U;. D’autre part. le lemme 3.3.18
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montre que la restriction de C' a l'ouvert Us est supportée dans O. Ceci prouve que
C est lui méme a support dans O.
Etant douné que e euvoie isomorphiquement O sur son image, il suffira donc de
prouver que p,.C est nul. En d’autres termes il suffira de prouver que le 2-morphisme :
Lk _fx e gk ok _fx
P u.Espff,, — Pyt E*(.EuEspff,,
est un 2-isomorphisme. C'est exactement ce qu'affirme le lemme. O
La k+ 1-éme étape de la récurrence. On est en mesure de déduire I'étape k+1 de

la récurrence ct donce de prouver le théoreme 3.3.10 dans le cas ot I est un singleton.
Formons le diagramme de 2-morphismes :

VoL gk gk _fx
PUERUEUESPES)

, N
! ~ | B
D u.’,‘b.spjf,’; vZ*p(,*-v’,‘:-u’j.;sp/-f,’,‘
) )
! (1) | Ear
Ext|(1) czevypaspify
(1) | Ex
~* 'I * * ‘*
Uz CaxSPif) P UZal'ZUZCoxSP )
(2) (2)
* * ,, * * *
uyspyf (3) Uzs U5 ugSPs f)

Tous les sous-diagrammes de ce diagramme sont comuutatifs pour des raisons tri-
viales. Il vient que notre diagramme cst commutatif. Les 2-morphismes désignés par
(1) sont inversibles par le théoréme de changement de base pour un morphisme pro-
jectif appliqué au carré cartésien :

Les 2-morphismes désignés par (2) sont inversibles car e est projectif. On voit donc
que pour terminer la preuve du cas k4 1 de la récurrence il suffit de prouver que les
2-morphismes (3) et (4) sont des 2-isomorphismes. On démontrera d'abord :

Lemme 3.3.22. - Le 2-morphisme (3) est inversible.
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Démonstration. — 1l suffit de prouver que uysp;f;A est isomorphe a un objet du
type vz«(?). En effet le 2-morphisme d’unité id — vz,v} appliqué sur un objet
de ce type est un isomorphisme.

Notons que puisque n = 1 , le morphisme f est lisse au voisinage de D;r(’g pour
tout 1 < i < k. On appelle wz la restriction de f, & Z° et wx i la restriction de f &
Dg(, &~ On montrera qu'il existe un isomorphisme :

uzspyfaA = vz [wyspiq, Al

Pour cela, on part de I'isomorphisme u’ ;spsfqA =~ vx k(W xSPia,A] Obtenu en
composant le morphisme :

U kSPy Sy A — VX kaUX UK 4 SPs fr A

avec 'isomorphisme vy ,u ;SpsfyA =~ Wk ;SPiq, A (voir remarque 3.3.12). Notons
que l'inversibilité s’obtient en utilisant ’hypothése de récurrence et en appliquant le
lemme 3.3.14 au morphisme lisse pro : X —— Sty .

Appelons s l'inclusion Z —— Dy, . On déduit alors un isomorphisme :

JK K * o o* *
s uXx ySPsfy = STUX ke [Wx kSPia Al

On a clairement s*u’ ;spsfy =~ uzspyfyA.

Il reste donc & voir pourquoi s*vp.[wjspiq,A] est isomorphe vz.[wyspyy,A]. 11
suffira pour cela de construire un 2-isomorphisme entre s*vg w}, et vz,w7. Enrevenant
aux définitions, on voit que 'inclusion s : Z —— Dx  est isomorphe au-dessus de
o a l'inclusion de la section nulle Tj4+1 = 0 de Z dans Alz. De méme pour l'inclusion
s0: 20 —— Dg(' « - Ll existe alors des rétractions 7 et ro & s et sg et un carré cartésien
au-dessus de o :

0 UX "";
DX,]\: DX.I\:

L

vz
72—z
Ceci donne une chaine de 2-isomorphismes :
VX Ja W 2 VX kaToWy ~ T 0Z4Wy

Le dernier 2-isomorphisme étant donné par le théoreme de changement de base par
un morphisme lisse. On voit en fin de compte que s*vx g w% , est 2-isomorphe a
$* r* vz, Wy ~ vz,wy. Le lemme est prouvé. O

Il nous reste donc a prouver que le 2-morphisme d’échange :

%
vEDUES ~f* L} vhut -f"*
VzPxUESP Iy Po+VEUESP .y
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associé au carré commutatif (non cartésien) :

EO_PL)E

POJ' LD
v

Z
Zy —

est inversible. Etant donné le diagramme commutatif de 2-morphismes :

Eax:

*

(uz ovz)*eqx — pox(ug o vE)*

Nl o lN

* 0k * ; 3 y
VZUGCox W VD UE -E—r*)po*tj‘gu’,‘;
. ;

Tk

et le fait que le 2-morphisme (1) est inversible par le théoréme de changement de
base pour un morphisme projectif, on voit qu'il suffit de prouver que le 2-morphisme
d’échange :

Ez}: (ugzo vz)*ea*spff;; —— > po«(ug o vE)*SPf'JE;,‘

associé au carré commutatif (non cartésien) :

UE OUVE ~
EY=—'X,

I)ol lfa
Uz 0vVz
Zy— X,
est un 2-isomorphisme.
Formons le diagramme de 2-morphismes :

2) e _
(uz ovz)*spsfy » (uz o vz) €axsprfy — Pox(ug 0 vE)*sp;fy
fIn fon fIn

T(l) | Jo

] ~ - -
(uz 0 vz)" f3sPiay = (uz 0 vz)"€ouer f3sPia, = (Uz 0 vz) €on foSPiay, = Pox(UE © VE)" f5sPia,

Le carré de droite est clairement commutatif. De méine le rectangle de gauche est
commutatif. En effet, on a un diagramme commutatif :

s em* £
f;spi(lg -7 Spf ]
€axCo foSPids > €oxfoxSPia > €axSPF Ly

£

Notre diagramme est donc commutatif. D’apreés le lemme 3.3.14, les 2-morphismes
désignés par (1) sont des 2-isomorphismes étant donné que f (resp. f) est lisse au-
dessus de Z™0 (resp. E™0). Comme e est projectif. le 2-morphisme (2) est également
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inversible. Il vient que pour prouver que (?) est un 2-isomorphisme, il suffira de prouver
que la composée :

n
(uz o vz)* faspia, — (uz 0 vz) €axe f55Pia,,
~o ~ ~
— (uz 0 vz)*eox feSPiay, — Pox(uE © VE)" f5SPig,

est un 2-isomorphisme. Il est bien sir plus général de prouver que la composée :

T ~ -
(uzovz) fy 1 (uz 0 vz)*Couth f —— (Uotz)*Cas fi — pos(up 0 vE)* f2

est un 2-isomorphisme. Ceci est équivalent & prouver que la composée :

*

1 Ezx
(uz ovz)* fr— (uz 0 vz)* conel f3 — poulug o vp)* el f

est un 2-isomorphisme. En composant a droite par un 2-isomorphisme d'échange Ex**.
on se ramenc au bout du compte a prouver que la composée :

*

7 Eux
(uzovz)*fr —— (uz ovz)*esstifr —*+p0*(u5 ovg)*el fx
— poxpy(uz ovz)* f

est inversible. Cette composée n'est autre que le 2-morphisme d'unité associé a la
paire (pg. pox) :
Ui .
(uz ovz)* f5 —— popj(uz o vz)* f5
1
Z()
en utilisant 'axiome d’homotopie. Le théoreme 3.3.10 est prouvé dans le cas ol I est

Mais on a vu que pg était isomorphe & la projection AL, —— Z0 . On conclut alors

un singleton.

3.3.4. La preuve du théoréme 3.3.10 : le cas général. — Dans ce numéro on
termine la preuve du théoreme 3.3.10 en établissant le cas ot I une partie quelconque
non vide de {1..... k}.

On raisonnera par récurrence sur le cardinal card(I) de I. L'entier & ne jouera pas de
role et sera fixé. Ceci nous permettra d'alléger les notations. Ainsi. on notera DT, D}r‘”.
Dy et D? a la place de DL‘_ I DL"(_),. Dy, 1 et ng. ;- De méme, les immersions u; oo
et vy, .1 seront simplement notées u; et ¢7. On continue a noter sty : St, —— B le
B-schéma standard de type 1;.

Au cours de la preuve, on verra apparaitre le systéme de spécialisation canonique
x (voir I'exemple 3.1.4) auquel on lui appliquera 'hypothése de récurrence. II serait
done important de ne pas se restreindre a un systéme de spéeialisation particulier.

Pour card(I) = 1 le résultat a 6té prouvé (pour tous les systémes de spéeialisation).
On supposera donce card(I) > 2.
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Soit i € I et J = I\{i}. La conclusion du théoréme 3.3.10 est supposée vraie pour
J. On dispose donc des 2-isomorphismes :

~Y ~y
uySPyy, (8th)y —— vaatulspy, (sti)) et uispy, (ste); — vikvjufspg, (sti);
Notons T' = D; N D; = Ujes(D; N Dy) et t son inclusion dans (Sti), ainsi que ¢;

(resp. tj, t7) son inclusion dans D; (resp. Dj. Dy). On a ainsi un carré cartésien
d’'immersions fermées :

ty
T——Dy
f,l X‘ I“J:l
P P

Par le triangle distingué de Mayer-Vietoris associé au recouvrement fermé de Dy par
Dy ¢t D; on déduit pour tout A € Hy(7) un triangle distingué :

TSPy, ($th)nA —> Uirct}spy, (Sth)) A 4wy yspy, (sti)) A

—> tiut*spy, (sti)) A —

En appliquant le foncteur triangulée vy,.v} a ce triangle. on déduit un morphisme de
triangles distingués :

wisp,, (s1);A
_ '(L,-;I*'IL;‘spS,k(stk),,*,A D Uy [+ WPy, (.st;\.),’;A
l — t1ut"spy, (sti), A —
VI UTUTSP (8t)) A l
— v[*'u;‘ui:]*u;fspx,k(stk);‘lA @ 'u,*'u;'u,,]:]*'IL_",spH,A(st;,:),’,';A l
— enUttspg (sti) A —

Inal . . 1@ N g 3 * § FYr 9 * .
Ainsi pour prouver que le 2-morphisme ujspy, (sty)), — > vicvjuispy, (sty); est

inversible, il suffira de prouver que les trois 2-morphisines suivants :

Wi I« U] SPgy, (st;.)’,“] P VLU U LU SP g, (sf;)’,*,

(20)
Wy 15 SPyy, (Stk))) — VrtTu g Py, (8tk )}
(21) f]*f*sps,k(stk):; — I‘I*I‘;‘f]*f*sps,k(ka)’f,

sont des 2-isomorphismes. On divise alors la tache en deux étapes : une premicre qui
traite les deux 2-morphismes (20) et une deuxiéme qui traite le 2-morphisme (21).
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Etape 1. Les deuzx 2-morphismes (20). --- Formons les carrés cartésiens suivants :
Vi V.1
0 “ 3 0 3
D3, D; Dy, D,
“?:Il 1““ “3:11 IUJ:I
o uI o I
DY — 5 D, DY —15 D,

Les 2-morphismes d’échange Ex} : vjusr» — udp, v} et Ex} : viug.re — uJ.,07.;
sont inversibles (par le théoréme de changement de base pour une immersion fermée).
D’autre part, les deux diagramines suivants :

Wi p U} U [ Uy

J Ex; Er, . l

VU U ) — 5 VLU [ VS UF —o Wi Ia Vi [k U U

Wr Wy UJ.IxUY
l Ez; Ez, l
VIS UL 1Y ——> V1Y 1 U5 U —— U g [V g 0 U
DU U Iy =57 VU e i Ve p g = JIxUT A%V g rt g
sont commutatifs. Ceci nous rameéne a prouver que les deux 2-morphismes suivants :
Ui IU; SPgy, (stk);‘, > Ui T Vi I V] f USSPy, (stk)fl
et
U T 1 WSPyt, (STh)j — US:1aV: 1V, JUTSPgy, (SEi)y)
sont inversibles. On montrera plus précisément que les 2-morphismes :
* n * . * * > *
[u;spgy, ('Stk)n] P Vi V7 (U SPgy,, (btk)n]
(22) et
* * ) y ¥ Y *
[uJSpst;\. (Stk)'l]] VJ: IV .1 [u.]Spstk (Stk)n]

sont inversibles. Rappelons pour cela que v;.r (resp. vy.r) est 'immersion de Pouvert
DY, C D; (resp. DY.; C D) et que cet ouvert contient DY (resp. D). Or, on sait par
I’hypotheése de récurrence que si on remplace dans (22) v;.; (resp. vy.;) par Pinclusion
v; (resp. vy) de DY (resp. DY) dans D; (resp. D) on obtient des isomorphismes. L'in-
versibilité des 2-morphismes (22) découle alors du lemme général (et facile) suivant :

Lemme 3.3.23. - Soient H : Sch/S —— TR un 2-foncteur homotopique stable et
X un S-schéma quasi-projectif. Supposons données des immersions ouvertes :

U——>V—]L+X

Ju
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Soit A est un objet de H(X) pour lequel le morphisme d’unité A —— jy.jHA est
inversible. Alors, le morphisme d’unité A —— jy,ji A est également inversible.

Démonstration. — En effet, appelons a l'inclusion de U dans V de tel sorte que
Jju = jv o a. Par hypothese, on sait que A est isomorphe & jy.j;;A et donc aussi a
Jvsasa®jj, A. Ainsi pour montrer que A —— jy,ji A est également inversible, il
suffira de prouver que :

[jV*a*a*j(/A] B— jV*jik/ [jV*a*a*j;‘/A]

est inversible. Ceci découle immédiatement du fait que jy, —— JvsJyjvs est un
2-isomorphisme. O

Etape 2. Le 2-morphisme (21). — Pour mettre la récurrence en marche et donc
terminer la preuve du théoréme 3.3.10 pour I quelconque, il nous reste a établir que
le 2-morphisme :

trat*spgy, (Stk):; — > U VTt TSPgy, (stk);‘l
est inversible. Considérons pour cela un carré cartésien :

vT
" ——T

t?l Jt;

o I
DY p,

Le 2-morphisme d’échange Ex; : vyty. - t9 v% est inversible par le théoréme de

changement de base pour une immersion fermée. D’autre part, le diagramme suivant :

trat* trat*

| o l

* * * 0 % g% E‘r** * 4
VUt t™ — < vt vttt —o= thauraurt
commute. Il est donc équivalent de prouver que le 2-morphisme t1*t*spstk(stk):‘,
— tl*vT*v}t*spstk(stk):‘l est inversible. On prouvera plus précisément que le
2-morphisme :

t*spyy, (Stk )y — vTLVTE*SPyy, (stk);*,

est inversible.

Pour prouver cela, on a besoin d’introduire quelques notations. On ne restreint pas
la généralité en supposant i = k. Pour 1 < j < k —1, on pose C; = D; N Dy. On
pensera aux C; comme & des branches de Dy,. Plus généralement, pour toute partie
non vide K C {1,...,k — 1}, on posera Cx = jEUKC',' et C% = Ck\Cp....k—1}\k- On
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a cen particulier T = C,; ot T° = C9 = TN DY. Factorisons I'immersion ¢ de la maniére
suivante :

t
T=C,—— D,

Sk

(Stl\')(r
Il vient que t*sp,, (str)) = thugspy, (stk)y = tEUk«PESPia,, avec pi la projection de
D) sur 0. Le dernier isomorphisme n'est autre que celui de la remarque 3.3.12 & une
notation pres (& savoir p. a la place de w}). On voit done qu'il est suffisant de prouver
que le 2-morphisme :
tzl’k*pz — 'U'I'*‘“;’t]:'”k*plt
est inversible.

L'idée est de voir ce 2-morphisme comme un cas particulier du 2-morphisme du
théoréme 3.3.10 avec sp remplacée par le systéme de spécialisation canonique.

On notera D le o-schéma Dj. jusqu'a la fin de la preuve. Par définition. D est
I'espace affine de dimension k — 1 sur ¢. L’ouvert DY = D est le complémentaire
dans D = o[Ty....Ti—1] des hyperplans C; d'équation T; = 0. On considere alors le
o-morphisme D —— Al = ¢[P] qui envoie P sur le produit T; ...Ty_;. Ce mor-
phisme fait de D un o[P]-schéma standard de type 1;,_;. On a un diagramme com-
mutatif a carrés cartésiens :

p'—Y spS p,

qG 1‘1 qs

(Gm)” L) A}, (9— a

Ceci nous incite & poser xq = s*vy @ Hy(D?) —— Hy(D,) -
Evidement la projection py : D° = DY —— o se factorise par g se qui nous
ramene a prouver que :
i kndey = U O ki
est inversible. On a la factorisation suivante de ¢ :

ayj

Cr—Ch k-1 =Dy

ls

D
En remarquant que ¢ coincide avece v, il devient clair que notre 2-morphisme est

isomorphe & :
* Ik, — 1) SuNT) p— p
ahs* vl = axg — vrtTa%[s*eaE = vrevpal g

On voit alors apparaitre naturellement la structure de spécialisation canonique . De
plus. aux notations pres, le 2-morphisime qu'on considere est celui du théoréme 3.3.10
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dans le cas de x pour le schémas standard S fz[_Pl] et JcC{l..... k —1}. 1l vient que

ce 2-morphisme est inversible puisque card(.J) < card([I).

3.3.5. Complément au théoréme 3.3.10 : cas ou1 H; est Q-linéaire et séparé
Dans ce numéro on supposera que H; est Q-linéaire et séparé. Sous cette hypothese
il est possible d'étendre le théoréme 3.3.10 aux A-uplets non constants :

Théoréme 3.3.24. On suppose que Hy est Q-linéaire et séparé. On se donne un k-

uplet a (non nécessairement constant) d'enticrs non nuls a;. Soit sp une structure

de spécialisation de base B. Pour tout I C {1..... k}. le 2-morphisme d adjonction
; n* e rohisne 1 VAL I

1= va, sty g appliqué au 1-morphisme ujy 15Psf£(5f<_.)., :

% 413 % S k[, ® 4B \*
[u'g.lspsli,’ ('ST(_: )u] t ‘_'-I*lﬂ.l[“(_:.lspsii,’ ('Sf(_x )n]
est un 2-isomorphisme.

Démonstration. -~ Soit m le p.p.c.m. des entiers a; et notons d; = m/a;. Considérons
le B-morphisme :

r:Stw, =B[T}.....T{J/((T}...T})" — ) — Sty = B[T\..... Ty]/(T" ... T — )

qui consiste & envoyer T; sur (T7)9

. Ce morphisme est fini et surjectif et admet une
action du groupe G = [[; Z/d;Z. Cette action est transitive sur les fibres géométriques.
On a un diagramme commutatif a carrés cartésiens :
l'ﬂ‘,.l “ﬂ;,.»l
D?ﬂk-[ ’ Dﬂk-’ ? (‘S{ﬂk)”

i e
Ca.l Ug. I

D:_:.l — Dg.l (Sfi),.,

Considérons le carré commutatif de 2-morphismes :

U -~ 4B * S 1 k ¥ 4By
,I*[uﬂk.lspﬁfzk('Stl_NA_)I[] 'I*“ﬂ/\nl*lmk.l[“ﬂk.lsp-‘ifik('stﬂ,‘,)n]

l |

* )
[uz_,sps,g r,,*(stgk)fl] -y vu_,*vz.,[u;_,sp,,,gr,,*(stB )¥]

g )y

Les 2-morphismes verticaux sont des 2-isomorphismes car r est projectif. Le 2-
morphisme horizontal supérieur est un 2-isomorphisme par le théoreme 3.3.10. 11
vient que (%) est un 2-isomorphisme. Pour terminer, il suffira de montrer que le
2-morphisme de I'énoncé est un rétracte de (x). Pour cela il suffit de montrer que
idn((st,),) ost un facteur direct de ryury. On prouvera cela dans le lemme ci-dessous
(qui devrait intégrer le paragraphe 2.1.7). O
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Lemme 3.3.25. - Soit H: Sch/S —— TR un 2-foncteur homotopique stable qu'on
supposera Q-linéaire et séparé. Soit v : X' —— X un morphisme fini surjectif dans
Sch/S muni d'une action d'un groupe fini G transitive sur les fibres géométriques.
L'image du projecteur :

1
])Zng

9€eG

dans ra* s'identifie au foncteur identité via le 2-morphisme d unité 1 —— ror* .

Démonstration. Notous F l'image de p : rr* —— r* . On dispose d’une fac-
torisation du 2-morphisme d'unité :

l1— F ——ra*

Il s’agit de prouver que 1 ~ F. On raisonnera par récurrence noethérienne sur X. Il
existe un ouvert non vide j : U —— X au-dessus duquel le morphisme » est pseudo-
galoisien i.e. composé dun revétement étale galoisien suivit par un morphisme fini
surjectif totalement inséparable. Par le lemme 2.1.165. on sait que : j* —— j*F cst
inversible. Si i désigne I'immersion fermée du complémentaire Z de U, on se ramene
par I'axiome de localité & montrer que : i* —— i*F . Ceci équivaut a la conclusion
du lemme pour le morphisme : Z' = X’ x vy Z —— Z . La récurrence noethérienne
permet de conclure. O

Remarque 3.3.26. - Nous ignorouns si la conclusion du théorcme 3.3.10 est vraie sans
hypotheéses sur H pour des k-uplets non constants. La méthode qui consiste a utiliser
les éclatements e/ (voir la preuve de 3.3.4 et 3.3.6) pour modifier les A-uplets ne
s'applique pas aussi facilement au théoréme 3.3.10.

3.3.6. La preuve des théorémes 3.3.4 et 3.3.6. — Conune on l'a dé¢ja annoncé,
la preuve des théoremes 3.3.4 et 3.3.6 repose d’unce manicre essentielle sur le théo-
réme 3.3.10. Etant donné que le théoréme 3.3.10 concerne les A-uplets constants. on
divisera la preuve de ces théorcmes en deux partics. Dans la premiére, on traitera
le cas des A-uplets constants en se basant sur 3.3.10. Dans la seconde. on essayera
de ramener par des dévissages géomcétriques le cas des k-uplets généraux a celui des
k-uplets constants. Notous tout de suite le lenune suivant :

Lemme 3.3.27. Pouyr des entiers non nuls n et k, notons n,, le k-uplet constant de
valeur n. Le cas a = ny. du théoréme 3.3.4 (resp. du théoréme 3.3.6). découle du cas
a =1, du méme théoréme.

Démonstration. On suppose qu'on sait résoudre le cas a = 1, du théoréme 3.3.4
(resp. théoréme 3.3.6) pour tout morphisme de systémes de spéeialisation (resp. pour
tout systeéme de spécialisation).
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On se place alors dans la situation du théoréme 3.3.4 (resp. théoreme 3.3.6) avec
a = 1. Par le leimne 3.3.13 on a triangle commutatif :

szk"
St ——, B,
ny

B bn
st N
ny.

B

Notons sp™ et sp™ (resp. seulement sp™) les systémes (resp. le systéme) de spécialisa-
tion de base B,, obtenus (resp. obtenu) par restriction de sp.

Appliquons le cas ¢ = 1;. du théoréme 3.3.4 au morphisme de systémes de spéciali-
sation sp" — sp™ et & Vobjet (b, )3 A Remarquons pour cela que la condition de
théoreme 3.3.4 est satisfaite. puisque Spi':l”" (by)y, — spii . (bn);, ost par définition
égale a la fleche sp,, (b,);A— spj, (by);A auon sait inversible. On obtient ainsi

I'inversibilité de la fleche :

X st Bn L +Bn
Sp:tf: (sty" )5 (bn) A —— sp;r;f: (stp" )5 (bu)n A

Cette fleche s’identifie a celle de 'énoncé wia les isomorphismes de connexions
B, \* * 4B \* vy AFahli . TATETI L e N
(st )5 (bn);, = (st); );- Ceci établit le premier cas du lemme.
Pour ce qui concerne le théoreme 3.3.6, on procéde de la méme manicre,
en appliquant le cas 1, a sp” et l'objet (b,),. On déduit alors que l'objet

sp”, i (stﬁ ") (bn)5 AL Mais cet objet s'identifie & SPatss (.stfk)*
A L%

; via l'isomorphisme de

e 4B yx * ~ (etB )* N NP 113
connexion (st ")} (bn)} = (sty, )} Le lemme est prouvé. a
Gréace au lemme précédent, on établira le cas des k-uplets constants en traitant

uniquement le cas ¢ = 1. Ainsi dans les deux paragraphes qui suivent. on notera stg.,
Sti, Di.1, 1 et vg. 1 & la place de Sfﬁ’ Stfk. Dy, .1 ug,.r et vy, g

Le théoréme 3.3.4 pour les k-uplets constants. Pouri e {1..... k}.les Dy ; forment
un recouvrement fermé de (Sti.),. On voit alors immédiatement que les foncteur uj ;
forment un famille conservative de foncteurs. On est done ramené a montrer que pour
tout i € {1....,k}, le morphisme :

* 3 * * / . *
Uy Pt (.sf,\,),,A — u} Pl (.st;\.),IA
est inversible. On considére pour cela le carré commutatif :

g iSPat, (st ) A ———————> uj ;sply, (sti) 3 A

| |

/
‘l';,»_,-*‘v,t_,»u,’:.,-sp,‘,k(stk)fIA B — 4',‘._,»*:';‘,_,-u;‘,_isp,‘,k(ﬁt,,.):‘)A
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Les fleches verticales sont des isomorphisme par le théoréeme 3.3.10. On se raméne
ainsi & montrer que le 2-morphisme :

% * * ok * / *

UF iR 5Pty (Sti)n A —> v Jug Sy, (Stk); A
est inversible. En utilisant la remarque 3.3.12, on voit immédiatement que ce mor-
phisme est isomorphe & :

D; 'SPy, (bn):}A S p;SPQn (bn):;A

avec p; la projection de DY ; sur . Ce morphisme est un isomorphisme par hypothése.

Le théoréme 3.3.6 pour les k-uplets constants. — On aura a travailler un peu plus
que pour le théoréme 3.3.4. On commence par une courte digression. On considére le
diagramme de o-schémas :

(Gm)y =G —I+ F = AL = o[P] 20
et on note x la structure de spécialisation canonique s*g. de base (Al, g, s) dans Hs.
La projection de G = (Gm), sur o sera notée pg. L’hypothése 3.3.5 implique :

Lemme 3.3.28. — Soit E un objet dans Ha(o)'. L’objet xiap& E appartient & Ha(o)'.

Démonstration. - En effet, on montre facilement que xiapi E = E®E(—1)[—1]. Mais
Hz (o) est additive, cosuspendue et stable par twist de Tate (—1)[—1]. Le résultat est
donc clair. O

On raisonne par récurrence sur k. Pour k = 1, le résultat est donné par hypothése.
On suppose donc que le résultat est vrai pour @ = 1;_; et tout systeme de spéciali-
sation, et on le prouve pour 1;. En particulier, par le lemme 3.3.28, la conclusion du
théoréme 3.3.6 est vraie pour x et I'objet p, A (avec a =1,_,).

Fixons un entier i € {1,...,k} et posons I = {1,...,k} — {i}. On note Z =
Dy ; N Dy 1 et on considere le carré cartésien d’immersions fermées :

Z —2’——) DL-,i
le \ luk,i
Uk,1
Dy.; — (Sti)o

Rappelons que vy ; (resp. vg.r) est I'inclusion de I'ouvert Dy ; — Di,1 (resp. Dy 1 — D;)
dans Dy,; (resp. Dy,r). Notons K = sp, (sti);A. On a un triangle distingué de
Mayer-Vietoris dans H((Sty)s) :

K — up,iuj ;K © up,eup (K — 2:2" K — K[+1]
Les catégories Ha(—)" étant cosuspendues et stables par les images directes cohomo-

logiques, on se ramene & montrer que les trois objets uj K, uj ;K et 2*K sont dans
Hz(—)’. On divise la tache en deux parties.
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1- E’tape 1 : Les objets uy ;K et z* K. Par le théoréme 3.3.10, on a un isomorphisme :
up K —— v iut] up K

Il suffit donc de montrer que vy ;uf ;K est dans Ha(—)". Si on note w la projection
sur B de l'ouvert (Stx) — %.; on a par la remarquc 3.3.12 un isomorphisme :

Uk Uk K > wispig, A
Le probléme de uj, ; K est alors réglé en invoquant la stabilité de Ha(—)" par les images
inverses suivant des morphismes lisses.

Une autre conséquence du théoreme 3.3.10 est un isomorphisme : 2*K ~ zfv; we E
avec E = sp;q, A. En remarquant maintenant que w, : ((Sty) — D} ;)e — 0 est
canoniquement isomorphe & la fibre générique du Al-standard de type 1;_; on déduit

1
immédiatement que 'objet z* K est isomorphe & x Jih (stﬁjl);p’&E . On conclut alors
St
a ’aide du lemme 3.3.28 et de I'hypothese de récurrence appliquée a x.

2- E"tape 2 : L’objet uy, ;K. Toujours par le théoréme 3.3.10, on a un isomorphisme :
g 1 K — v g pug (K

On montrera que v}, juj ;K est dans Ha(—)". Si on note Y = (Stx) — Df; et g sa
projection sur B on voit immédiatement que v}, yuy K est isomorphe & sp gy A. On
prouvera plut6t que spyg; A est dans Ha (Y, ) .

On ne restreint pas la généralité si on suppose que i # 1. Le B-schéma Y est :

BITy, ..., Ta)[T7Y/(Ty ... Ty — ) ~ B[Ty. T, . ..Tk][Ti_l]/( 17 - 7r)
J#1
Le dernier isomorphisme étant donné par I'association T} ~» Tj pour [ # 1 et T ~~
T,.T; On obtient ainsi un isomorphisme entre Y et Stx_; X Gm. En particulier, on
dispose d'un morphisme lisse :

q: Y —— Sty

Il vient que : spggnA =~ qzspy, (stk—1);A. On conclut a I'aide de 'hypothese de
récurrence.

Le cas des k-uplets générauzr. -- Dans ce paragraphe, on montre comment déduire le
cas général des théorémes 3.3.4 et 3.3.6 du cas particulier a constant. Rappelons qu’on
avait noté B™ le B-schéma B[U,U~!][T]/(T™—U™.x) et b sa projection structurale.
On aura besoin du lemme suivant :

Lemme 3.3.29. -- Soit ¢ un entier non nul. Notons | : Q —— B le B-schéma
B[R,R71] et ¢ la section R=“. de 6. Soient sp et sp’ deux systémes de spécialisa-
tion de base B et A € Ob(H1(n)). On suppose que les hypothéses du théoréme 3.5.4
(resp. théoréme 3.3.6) sont satisfaites pour A. sp et sp’ (resp. pour A et sp). Alors les
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hypothéses du théoréme 8.8.4 (resp. théoréme 3.3.6) sont également satisfaites pour
[hA. sp)g et SplQ (resp. pour I} A et spi) relativement a la section @.

Démonstration. — On se donne des entiers n et m avec m € N™*(B) comme dans
les énoncés des théorémes 3.3.4 et 3.3.6. On considére les B-schémas :

ni Qu=Q[/(T"-¢)—Q——B
et

g Q= QU.UT)/(T" ~U™¢) — Q—— B

On a Q. = B[R, R™Y[T]/(T" — ¢) = BI|R,R™Y|[T}/(T" — R~°.7). Ecrivons ¢ =
c1.co avec ¢, inversible sur B et ¢ € N™¥(B). On définit un B-morphisme f, :
Q. — B% = B[U, U7 Y[T])/(T" — U¢?.7r) en envoyant T sur T et U sur R~'. Le
fait que ¢; soit inversible sur B montre que ce morphisme est un revétement étale.

D’autre part, on a Q™ = B[R, R~!][U,U~!][T]/(T"-U™.¢)= B[R, R~|[U,U~Y|[T]/
(T™ — U™.R™“.x). On note d le p.g.c.d. de m et c. Puisque d divise m, on déduit
que d € N*#(B). On définit un B-morphisme f : Q™ — B¢ = B[U,UY[T)/
(T" — U%.w) en envoyant T sur T et U sur U™/ 4.R™ e/ d Montrons que ce mor-
phisme est lisse. Pour cela. remarquons qu'il est obtenu par pull-back suivant b2 du
B-morphisme :

B[U.R.U',R~Y1—— B[U, U]

qui envoie U sur U™ .R™“' avec m; = m/d et ¢; = ¢/d. Ce morphisme n'est autre
que le morphisme % : Gm? —— Gm donné par (z,y) ~ x™'.y~°'. Choisissons deux
entiers a et b tel que : a.m; —b.c; = 1 et considérons le morphisme v : Gm2 —— Gm?
donné par la matrice (“;* 7, ). On voit facilement que v est un isomorphisme et que
la composée u o v est la projection sur le second facteur de Gm. Dot la lissité de u

o que 'on vient de construire, il est

En utilisant les B-morphismes lisses f,, et
facile de prouver le lemme. En effet, pour le premier cas. il s’agit de montrer que les

deux morphismes :

SPy,, ((In)*A B Sp;[u (q’ll»):;A et SPgm (q:L")nA E— Spq'” (%;L 7
n n 1

sont des isomorphismes. Ceci est vrai puisqu’ils sont isomorphes & :
2 )k 3 * / 2\ *
(fn) Spb (bﬁzz)nA (fn)o-spb‘,"z (bnz)nA
et

( m) spb" (bn)r]A _)( m) Spb‘/ (b(riz):;A

Pour le cas respectif. il s’agit de montrer que sp,, (q,,,)f,A et spyn (qZ,") A sont
dans Ha((Qn)s) et Ha((QM),) respectivement. Ceci découle des isommphismes
SPq, (fn)y = (fn)5sPycz et spgm (fi')y = (f1')5spya et le fait que les catégories Ha(—)'
sont stables par les images inverses suivant des morphismes lisses. O
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Soit un k-uplet a = (a1, ...,ax). Pour 1 <i < j <k, on note St47 le B-schéma :
E(Ti,Tj)(Spec(Z[P][Tl, ey Tk]/(Tlal - T,?"‘ - P))) X Spec(Z[P]) B

obtenu en prenant le pull-back de I'éclaté de l'idéal (T}, T;) dans Sthec(Z[P]) suivant
le morphisme B —— Spec(Z[P]) qui envoie P sur 7. Sa projection sur B sera notée
stb7 et le morphisme projectif St47 —— St, sera noté e’. On abusera et on dira
que StiJ est I'éclaté de (T}, Tj) dans Stq. -

Lemme 3.3.30. — Le B-schéma St};7 est recouvert par deuz ouverts V; et V; affines
sur B avec :
1. Vi ~ BTy, ..., Tio1, T, Togr, Tl /(T T T TR T T 9T, L
T.* — ) Visomorphisme est donné par T] ~~ T;/Tj.
2.Vj = B[Th,...,Tj-1, T}, Tjr, Tl /(T1" .. T TP T TP TS T
Ty* — m) Uisomorphisme est donné par Tj ~ T;/T;.

En d’autres termes, il existe un recouvrement pour la topologie de Zariski :

vi [Tvy .
St [1 Sty ——— St}?
a; =
avec g{ (resp. g;'» ) le k-uplet obtenu en gardant tous les a; inchangés saufle a; (resp. a;)
que l'on remplace par a; + a;.

Démonstration. — Par construction, on est ramené & calculer 1'éclaté de (T3, T;) dans
le schéma
Spec(Z[P|[T, ..., Ty| /(T ... T3 — P))

Mais ce schéma est canoniquement isomorphe & l'espace affine Spec(Z[T1,...,Tk]),
puisque la variable P s’exprime en fonction des autres. Le calcul de 'éclaté dans ce
cas est classique. O

Muni des lemmes 3.3.29 et 3.3.30, on est en mesure de terminer la preuve de 3.3.4
et 3.3.6. Lorsque k = 1 la validité des théoremes 3.3.4 et 3.3.6 découle de leurs énoncés.
On peut donc supposer & > 2. On raisonne par récurrence sur k en supposant le
résultat vrai pour les schémas standards a& moins de k — 1 branches.

Proposition 3.3.31. — Supposons que le théoréme 3.3.4 (resp. théoréme 3.3.6) est vrai
pour le k-uplet a. Alors (sous-l'hypothése de récurrence) le théoréme 3.3.4 (resp. théo-
réme 3.3.6) est vrai pour les k-uplets al et Q;" pourtout 1 <i<j<k.

Démonstration. — Remarquons d’abord que les k-uplets g{ et gj» on méme p.g.c.d et
méme élément maximal. Il vient que les hypotheéses de théoréme 3.3.4 (resp. du théo-
réme 3.3.6) sont les mémes pour ces deux k-uplets. Ainsi on supposera ces hypothéses
vérifiées et on prouvera le théoréme 3.3.4 (resp. théoréme 3.3.6) pour Qg et g; d’un
seul coup en se ramenant au cas de a. L’outil principal pour cela est le B-schéma stg7.
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En effet par le lemme 3.3.30, on voit qu'il suffit de montrer que :

1. Le morphisme sp st J(sty)rA —sp! ,,(st“) A est un isomorphisme dans
le premier cas,
2. L'objet sp,;. (sty?)r A est dans Ha((Sty7),)" dans le cas respectif.
Notons D"J”r le transformé pure de la branche D, par e}’ et E7T le divi-
seur exceptlonnel de ey “J. On appelle également D"’ et EEJ les pull-back par i :

c—— B/(n) . Notons enfin pourt € {i,j}tet? € {Q, 7}, Ob? Dintersection :

e I A=
le({1,....k}—{i,5Hu{t}
Le sous-schéma O%™ est envoyé isomorphiquement par e%’ sur l'intersection OF =
Nieqa,.... ._}D des branches de St,. Il en est de méme de Ot. On vérifie ega.lement
que O»™ (I‘esp. O7'™) n’est autre que I'image de O;'Z_- (resp. O;’; ) par v; (resp. v;). On
traite d’abord le premier cas :

1- Pour le théoréme 3.8.4 Formons un triangle distingué de Ha((St37),) :

SPyi.s (stg? )y A —— P (stii)yA—— C ——

L’objet C est & support dans O [ [ O7. En effet le complémentaire de O%™ [[ O™ dans
S t”] est recouvert par deux ouverts Zariski isomorphes a Sta. - O’r et St - O’r Par

le lemme 3.3.15, chacun de ces deux ouverts est & son tour recouvert par des B [U U 1.
schémas U~ ¢.m-standard a k — 1 branches de type un k — 1-uplet b inclus dans gl ou
gj-. En utilisant le lemme 3.3.29, on vérifie immédiatement que les hypothéses du
théoreme 3.3.4 sont satisfaites pour [} A et le k — 1-uplet b. L’hypothese de récurrence
permet alors de conclure que la restriction de C' au complémentaire de O* [JO7 est
bien nulle.

On a ainsi montré que le défaut d’isomorphie est concentré sur deux sous-schémas
fermés disjoins et envoyés isomorphiquement sur leur image (commune) par (e47),.
11 suffit alors de voir que la fleche : B

(6 ])a*SP t' J(StLJ)1’A——)( _’])o,*sp ,J(gtl’J)"A

est un isomorphisme. Mais puisque e est projectif et induit un isomorphisme sur la
fibre générique, cette fleche est isomorphe a :

Spstg_(St&):]A E— sp’stl(st&);A

D’ott la conclusion de la proposition dans le premier cas.

2- Pour le théoréme 3.3.6 : On considére l'ouvert w : W —— St& , complé-
mentaire de O™ [[O™J. On montre d’abord que wg*/w;spsti.j(sti_'j )5 A est dans
Ha((St47)s)". Puisque Ho(—) est stable par images directes cohomologiques, il suffit
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de montrer que w} oSPstii (sf’ J )nA est dans Ha(W,)’. Mais on a vu dans le paragraphe
précédent que W était recouvert par des B[U. U - schemds U~ °n-standards a k — 1-
branches de type un k — 1-uplet b inclus dans ¢ ou a . En utilisant le lemme 3.3.29,
on vérifie comme pour le premier cas que les hypothebes du théoreme 3.3.6 sont
vérifiées pour le k — 1-uplet b ct 'objet [} A. En utilisant ’hypothese de récurrence, on
déduit alors que I'objet WySP,i-i (stg?)5A est localement pour la topologie de Zariski
dans Hy(—)'. On utilise alors le lemme 3.3.32 ci-dessous pour conclure.
Choisissons ensuite un triangle distingué :

(23) N —— sp,,i.i (st57 )5 A —— wouwhsp, i (sth ) A —— N[+1]

Il suffit de montrer que N est dans Ha((St;7),) (on utilise que Hz(—)" est cosus-
pendue). Par construction N est & support dans O[] O7. Si on appelle o/ et o' les
inclusions de 07 et O* dans (St47),, il existe alors des objets N} et N} tel que :

N =~ (0'),N} & (0/). N}

On prouvera que les deux objets (o -) Nj et (o, -) Ni sont dans Ha(—)" (avec o, et
0qi Iinclusion de O, j o O et O, i O’ dans St, et Sf ; respcctlvement)
"Considérons le trlangle dlbtmgue :

(et J)U*N—)( ey )c,*sp ,u(stéi),,*]A

a

— (e )onWoswysp, i (ste? ) s A — (€57)ou N [+1]

obtenu en appliquant le foncteur (¢%7),. & 23. Le troisitme sommet de ce triangle est
un objet de Ha(—)" par le début de la discussion. Comme elJ est projectif et qu’il
induit un isomorphisme sur la fibre générique, le deuxicme sommet du triangle est
isomorphe a spy; (ste);A. Cest donc un objet de Ha(—)". On déduit ainsi que I'objet
(eh7)ox N est dans Ha(—)' puisque cette catégorie est cosuspendue. L'objet (€57)s. N
est la somme directe :

(€57)ox(0)x N7 ® (€7)on (0 ) N}
La stabilité par facteurs directs des catégories Ha(—)’ (voir I'énoncé de théoréme 3.3.6)
implique alors que chacun des objets :
00N} = (€57)5u(0)uN] et 04uN} 2 (€h7)gu (o)) N
est dans Ha(—)" (avec bien entendu o, I'inclusion de O, dans (Stg)a). Enfin, il est
facile de voir que 'objet (0,,)«N] de Ha((St,;)s) est isomorphe & s.(04N7) avec

s: (Stg)e — (St J )o la nil-immersion :
o[Th, ..., Til/TH ... TH —— o[Th..... TW)/T{ . T T T T

d’idéal (T;’" ). La méme chose s’applique & (of;)*N J’ Cecci prouve le cas respectif. O
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Le lemme suivant 3 été utilisé au cours de la preuve du cas respectif de la proposition
précédente :

Lemme 3.3.32. — Soient T un o-schéma quasi-projectif et (jo : To —— T o UN
recouvrement fini Zariski de T. Soit A un objet de Ha(T'). On suppose que pour tous
les indices o, l'objet j* A est dans Ha(T,) . Alors l'objet A est dans Ha(T')'.

Démonstration. -— Une facon économique de prouver ce lemme est d’utiliser le version
duale du lemme 2.2.13. On note j; 'immersion de 'ouvert NaerTy. La version duale
de 2.2.13 concerne les operations jr. et j7 au lieu de jr# = jn et j; = .7'1 On déduit
ainsi que 1'objet A appartient a la sous-catégorie cosuspendue :

< {jr+j3A; I non vide} >*~
Le lemme découle alors de I’hypothese 3.3.5 O

La proposition 3.3.31 permet de mettre en marche la récurrence sur & et donc de
prouver les théorémes 3.3.4 et 3.3.6. En effet, tout k-uplet a de p.g.c.d. d, peut-étre

construit & partir de d;, par applications successives du procédé : z ~» z (avec i et j
bien choisis).
3.3.7. Réduction semi-stable. — Dans ce paragraphe on supposera que le schéma

de base B est régulier, connexe et de dimension 1. On fixe une section globale 7
du faisceau €5. On supposera que le sous-schéma B/(7) est réduit, non vide et de
dimension 0. On notera p 'exposant caractéristique de B/(7) qu’on suppose constant
pour simplifier. On commence par préciser ce que I’on entendra par la réduction semi-
stable :

Définition 3.3.33
1- Soient f: X —— B un B-schéma et x un point de X/(7). On dit que f (ou
X ) est a w-réduction semi-stable en x (a k-branches de type (a1, ...,ax) € (N—{0})*)
s’il existe existe un voisinage pour la topologie Nisnévich t —— U —— X de x
dans X tels que :
1. U est un schéma régulier,
2. Il existe k + 1 sections globales t1, ... , ty et u de Oy vérifiant :
~ u est inversible et T = ut® ...t = u. [ 1%,
— pour tout 1 < i < k, le sous-schéma D; de U défini par ’équation (t; = 0)
est un schéma lisse sur B/(w) et contient z (en particulier il est non vide),
- la réunion des D; forme un diviseur d croisements normauz dans le schéma
U.
3. Soit mg la borne supérieure dans N U {+oco} de l’ensemble des entiers m pour
lesquels il existe un v € Oy avec vP" = u. Soit ly € N la borne supérieure des
1 tel que p™ o divise tous les a; pour i € {1,...,k} (on conviendra exception-
nellement que 0 est la borne supérieure de l’ensemble vide). Désignons par O
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le sous-schéma de U d’équation t, = --- = t;. = 0. Lorsque mg = 0o on posera

vg = u, sinon on choisit vy € T(U. Oy) tel que v} = u. Alors pour tout
1

le{0,...,l}, le B/(r)-schéma O[v(l,/” | est lisse.

On dira que le B-schéma X est ¢ réduction semi-stable (& moins de k-branches)
lorsque en tout point x de X/(7), il est a réduction semi-stable (a k, branches avec
k. <k).

2- On dit que f (ou X ) est globalement ¢ réduction semi-stable en x (& k-branches
de type (ai,...,ar) € (N — {0})*) lorsqu’il est possible de choisir U un voisinage
Zariski ouvert de x. Dans ce cas, il y a k diviseurs de X qui passent par x. On définit
de méme la notion de B-schéma globalement a réduction semi-stable.

Exemple 3.3.34. — D’aprés notre définition, un B-schéma X avec X/(r) vide est &
m-réduction semi-stable.

Remarque 3.3.35. — La troisieme condition dans la définition précédente a été impo-
sée dans le but d’avoir la proposition 3.3.39. Cette condition peut paraitre compliquée,
mais devient simple dans beaucoup de situations :

— Lorsque B/(w) est de caractéristique nulle, cette condition est automatique. En
effet, mg = oo et Iy = 0. Il suffit donc de vérifier que O est lisse. On sait que O
est régulier puisque X/(7) est un diviseur & croisements normaux. Mais sur un
corps de caractéristique nulle tout schéma régulier est lisse.

— Supposons que p > 2. Lorsque les a; sont premiers & p ou plus généralement
lorsque u admet des racines p™-éme pour m plus grand que la valuation p-
adique des a;, cette condition se réduit a la lissité de O. En effet, dans ce cas on
a lo =0.

— Supposons que p > 2 et que B/(m) est somme de corps parfaits. Cette condition
est vérifiée si O est de dimension 0. En effet dans ce cas, tous les O[v(l,/ P '] sont
étales sur B/(r).

Remarque 3.3.36. — Notre définition differe de la définition classique. Classiquement
un B-schéma X est a réduction semi-stable si localement pour la topologie étale, X
est lisse au-dessus d’un B-schéma de la forme :

B[Tl,...,Tk]/(Tl...Tk —71’)

Cette définition est suffisante en cohomologie étale pour les besoins de la théorie des
cycles évanescents. Elle est insuffisante dans le contexte motivique ou 1’on dispose
uniquement de la localité pour la topologie de Nisnévich.

(4)Le choix de v n'est pas important. En effet seul la restriction de v & O interviendra dans la
suite. Cette restriction est indépendante de ce choix puisque sur O il n’y a pas de racines p-éme de
P’unité non triviales (on utilise que O est réduit).
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Si X est un B-schéma globalement & réduction semi-stable, le diviseur libre X/(m)
est sommes de diviseurs lisses irréductibles :

[X/(m)] = my.[D1] + - - + m,[D,]

avec m; des entiers strictement positifs. Les m; sont en général différents des a;, étant
donné que les a; décrivent une information locale dépendante d'un point z alors que
les m; décrivent une situation globale, mais il est facile de voir que la suite des a;
est toujours contenue dans celle des m;. Les diviseurs D; seront appelés les branches
connexes (ou irréductibles) du S-schéma X et l'entier m; sera appelé la multiplicité
de D;. Plus généralement on appellera branche de X tout diviseur lisse de X contenu
dans X/(x). Ainsi une branche de X est forcément une réunion disjointe de branches
irréductibles. Nous dirons qu'une branche D de X est de multiplicité constante m si
toutes ses branches irréductibles sont de multiplicité m. Enfin. on dira que la branche
D cst simple si elle est de multiplicité 1. Notons le lemme :

Lemme 3.3.37. — Soient f : X —— B un B-schéma et x un point de X/(w). On
suppose que X est a w-réduction semi-stable de type (a1,....ax) au point x. On se
donne un point géométrique : T —> X au-dessus de z. Lorsque B/(w) est de ca-
ractéristique positive, on supposera que p ne divise pas tous les a;. Il existe alors un
voisinage étale de T dans X :

T—U—X
et un B-morphisme lisse :

U—)B[TlTk]/(Tlal T,:I" —7(')

qui envoie T sur le point o = (Ty = --- = T}, = 0). De plus si les a; sont premiers entre
eur (resp. et si en plus f est globalement a réduction semi-stable) on peut choisir U
un voisinage Nisnévich de x (resp. un voisinage ouvert de x:).

Démonstration. -— Quitte & remplacer X par un voisinage Nisnévich (ou Zariski
lorsque X est globalement & réduction semi-stable en z) de x on peut supposer qu’il
existe k + 1 sections globales 1, ... , t; et u de Ox vérifiant les hypotheses de la
définition 3.3.33. En particulier 7 = w.t{'...#3*. On note d le plus grand diviseur
commun des entiers a;, et on prend pour U le X-schéma :

U=X[g]/(—u) —X

Comme u est inversible et que p ne divise pas d, il s’agit bien d’'un morphisme étale
(c’est méme un revétement étale). Remarquons également que lorsque les a; sont
premiers entre eux, on a : U = X. Puisque Z est le spectre d’un corps séparablement
clos il existe une factorisation de z —— X

T—U—X

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2007



60 CHAPITRE 3. LES FONCTEURS CYCLES PROCHES MOTIVIQUES

Il nous reste & construire un morphisme lisse vers un schéma standard. Pour cela, on
choisit un k-uplet d’entiers relatifs k; tel que :

k
Zk,-a.i =kiay +- -+ kar =d
=1

et on considére le B-morphisme :
Do : U—)B[Tl,...Tk]

défini au niveaux des algebres par I'association : T; ~» £¥i.t;. En remarquant que :
k
— ay ap _ ¢d ga1 ayp _ ki 3 yai
=t =g = [[ (€4 )
i=1

On voit que pg se factorise d’une maniére unique par :

Po

U=5~ B[T.... . T/(T{" ... T{* =)~ B(Th.....Ti]

Le fait que p envoie T sur le point o de coordonnées (0. ..., 0) est évident. Il reste &

prouver que p est lisse au voisinage de x. Le fait que I’équation ¢; ...t = 0 définit
un diviseur a croisements normaux assure que la suite (fkl d1,..., &R .tk) est une
suite réguliére au voisinage de x et donc que p est plat au voisinage de x. D’autre part
comme p~1(0) est égal au sous-schéma t; = ...¢; = 0. Ce dernier est lisse au voisinage
de z par la troisieme condition de la définition 3.3.33. Le lemmec est prouvé. O

Voici une réciproque partielle au lemne précédent :

Lemme 3.3.38. - — Soient f: X —— B un B-schéma avec X régulier et T un point
géométrique de X au-dessus de x. On suppose qu'il existe un voisinage étale U de T
et un B-morphisme lisse :

U—— B[T1,... Te)/(T® ... T — )

qui envoie T sur le point o = (T} = --- = T}, = 0). On suppose également qu’il existe
k diviseurs irréductibles de X contenus dans X, et passant par x. Le B-schéma X
est alors globalement & réduction semi-stable au sens de la définition 3.3.33.

Démonstration. — Quitte & remplacer X par un voisinage ouvert assez petit de x on
peut trouver k sections globales t1,...,tx de Ox définissant les k diviseurs irréduc-
tibles passant par x de ’énoncé. Soit D; le diviseur de X définit par 'équation ¢; =0
et D) 'image inverse de D; dans U. Les D; sont distincts et passent par z. Quitte a
remplacer U par un voisinage ouvert de & on peut supposer que U, est la réunion des
Dj et que ces derniers sont irréductibles. I vient que I'image inverse par :

p: U—— B[Ty.,...Ta]/(T}" ... T* — )
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de (T; = 0) est 'un des Dj. Quitte & réindexer les ¢;, on peut supposer que p~YT; =
0) = D). En d’autre termes T; cst envoyé sur t;'.u; avec u; inversible sur U. Comme
p est lisse, les entiers e; sont forcément égaux a 1. En particulier, on a la relation

suivante dans Oy :
T = H(ti.'ll:i)ai = (Htf‘)(nu;")
' i i

i
Siu=([[,u{")"! on a alors : [, " = u.m. De plus, quitte & remplacer X par un
voisinage Zariski de x on peut supposer que les D; sont lisses et que leur réunion
est un diviseur a croisement normaux étant donné que c'est le cas dans U. Ainsi
pour prouver la deuxiéme condition de la définition 3.3.33. il suffit de montrer que
u € (U, Oy) est en fait dans T'(X, Ox) (quitte peut-étre a rétrécir X). En effet si on
rétrécit X le morphisme U —— X devient fidélement plat. Mais 'image inverse du

Ox-module (m,[]t{")/(m) est nulle sur U. Ce qui prouve que Ox.[[t{* C Ox.7.
Enfin, la troisicme condition de 3.3.33 est stable par morphisine lisse. On se ramene
aussitot a la vérifier pour un schéma standard au point de I'intersection des branches.
C’est un cas particulier de la troisieme situation considérée dans la remarque 3.3.35.
O

Le lemme 3.3.37 n'est pas trés utile pour 1'étude des systemes de spécialisation
au-dessus des B-schémas m-standards puisqu’il donne une information locale pour la
topologie étale. Heureusement. on dispose d'un résultat légerement plus faible mais
local pour la topologie de Nisnévich. Ce résultat ramenera beaucoup de questions sur
les B-schémas a réduction semi-stable a des questions sur les B-schémas standards :

Proposition 3.3.39. - Soit X un B-schéma a réduction semi-stable (resp. globalerment
o réduction semi-stable) de type a en un point x. On peut trouver un voisinage Nis-

névich (resp. Zariski) W de x[R. R~'] dans X[R. R™'] pour lequel il existe :
un B-morphisme lisse W —)Stf avec b l'uplet obtenu de a en rajoutant
Uentier p™.
- un B-morphisme lisse W —— Stf““’_'] avec Sff[v‘v_l] le B[V, V~1]-schéma
V—P" m-standard.
avec ™ un certain entier plus petit que la valuation p-adique du p.g.c.d des a;.

Démonstration. --- La premiere propriété de W découle de la seconde. Pour cela, il
suffit de remarquer l'existence d'une B-immersion ouverte :

St —— stP

avec b le k + l-uplet obtenu & partir de @ en ajoutant la valeur p™ & la k + 1-éme
place. Le morphisme étant bien entendu celui qui envoie T; sur T; pour i € {1,...,k}
et Ti4+1 sur V. On cherchera donc un voisinage W ayant la seconde propriété.
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La question est évidement locale pour la topologie de Nisnévich (resp. Zariski) en
z € X. Quitte a remplacer X par un voisinage Nisnévich (resp. Zariski) de z, on
peut supposer qu’il existe k + 1 sections globales t1, ... , t; et u de &x vérifiant les
conditions de la définition 3.3.33. On garde alors les notations de 3.3.33 et on notera
D; la branche d’équation t; = 0.

Quitte & permuter les indices, on peut supposer que vp(a;) est minimal parmi
les vp(a;). On se donne un couple (m,v) € N x I'(X. &x) avec m maximal tel que
u = vP" et m < v,(a1). Appelons a} I'entier a;/p™. On notera O l'intersection des
D;. On montrera qu’un certain voisinage ouvert de O[R.R™!] dans X[R, R™1] est
lisse au-dessus d'un B[V, V ~!]-schéma standard de I'énoncé. On notera dans la suite
X' = X[R,R™!]. On définit les sections v’.#]....,t} de ['(X', Ox-) par :

~ v =v.R% et t) = R~ 1.t;,

- t;=t; pourie€ {2,....k}.
de telle sorte qu'on a encore la relation m = v'? "I.H;":l i avec v’ inversible. Re-
marquons également que le sous-schéma D! défini par équation t; = 0 est isomorphe
a D;[R,R7!] et est en particulier lisse. L'intersection des D/ sera notée O’ et est
isomorphe 3 O[R, R71].

Notons également B’ le B-schéma B[V, V~!] muni de la section V=" .. On définit
un B-morphisme de schémas f : X’ —— B’ par 'association V ~~ v'. Le morphisme
f est plat. En effet, il se factorise de la maniére suivante :

) . (2 _
X[R,R7Y —> X[U, U] —— B[V, V1]
le morphisme (1) envoie U sur R% et le morphisme (2) envoie V sur U.v. Le morphisme
(1) est clairement plat. Il suffit donc de prouver que (2) est plat. Mais ceci est clair,
puisque en composant & gauche par l'automorphisme de X[U,U~!] qui consiste &

envoyer U sur U.v™!, on obtient simplement la projection sur le second facteur de
X x B ((Gm B)-

Considérons d’autre part le B’-schéma V~P" .7-standard Stg' = B'[Ty,...,Tk]/

(Hf=1 T — V=P" 7). On définit le B'-morphisme de 1'énoncé :
g: X' —— Stf

en envoyant T; sur t;. Il faut montrer que g est lisse au voisinage de O’. Remarquons
d’abord que g est plat au voisinage de O’. Il suffit donc de prouver que le pull-back
de g suivant l'inclusion de OB c StB’ est lisse. Le pull-back en question s'identifie
simplement & : N N

go: O[R,R™Y| —— B/(m)[V,V1]

. . ~ ’ . rd \ N
qui consiste & envoyer V sur R*1.v. Ce morphisme étant a son tour plat, on se rameéne
a prouver que ses fibres sont lisses. On ne restreint pas la généralité a remplacer
B/(m) par la cloture algébrique k¥ d'un de ses points. Si s est un point fermé de
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Spec(k[V,V~!]) = (Gm)x correspondant & une section non nulle s de &, la fibre de go
en s est simplement le A-schéma :

(O X gy(ny k)[R, R™]/(R* v — 5) = Ok[R]/((R.s71/)% —v71) = Op[v/%1]

On utilise le fait que dans k, la section s admet des racines quelconques. La lissité
de g au voisinage de O’ découlera donc de la lissité du k-schéma Oy [v!/%1]. Ecrivons
a} = p.b avec | = vy(a}) (et b premier a p). Etant donné que l'extraction d’une
racine b-éme d'une section inversible induit une revétement étale de k-schéma, on se
ramene & montrer que Oy [v!/ ”'] est k-lisse. Ceci découle immédiatement de la troisiéme
condition de la définition 3.3.33 affirmant que O[v'/?'] est lisse sur B/(). O

Notons également la conséquence suivante de la résolution des singularités en ca-
ractéristique nulle :

Proposition 3.3.40. -—— On suppose que B est un schéma d’égal caractéristique nulle.
Soit X un B-schéma quasi-projectif. Il existe un éclatement e : X' —— X avec X'
un B-schéma semi-stable. De plus, si X,, est un schéma régulier, on peut choisir le
centre de l’éclatement dans le sous-schéma X/(m).

Démonstration. -— En effet, en égal caractéristique zéro, la troisiéme condition de la
définition 3.3.33 découle automatiquement des deux premiéres. Pour les deux pre-
mieres, il suffit d’appliquer la deuxiéme partie de 2.1.166 avec le diviseur X/(w). O

Remarque 3.3.41. — En caractéristique positive, méme en admettant la résolution des
singularités, la conclusion de la proposition 3.3.40 est fausse déja pour les B-schémas
finis. Le probléme vient de la troisieme condition de la définition 3.3.33.

Pour des résultats a « coefficients rationnels » le résultat suivant di & De Jong
remplace efficacement la proposition 3.3.40 :

Proposition 3.3.42. — Supposons pour simplifier que B/(m) est le spectre d’un corps.
Soit X un B-schéma quasi-projectif. Il existe un carré commutatif :

X <5 x

| ]

B'——B
de schémas, vérifiant les propriétés suivantes :
- e est une altération,
- B’ est un schéma normal, quasi-fini et plat sur B avec B’ /() non vide,
— X' est un B'-schéma a réduction semi-stable de type (1,...,1) en tout ses points
(relativement & n’importe quel choiz d’uniformisante n’ de B').
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3.3.8. Application aux systémes de spécialisation sur une base de dimen-

sion 1. — On suppose donné un systéme de spécialisation sp de Hy vers Hoy au-dessus
de :

1 —J——) B¢
avec B un schéma régulicr de dimension 1. On fixe 7 € T'(€'5) une section globale
telle que :
- B/(7) est non vide. régulier et de dimension 0.
- m est inversible sur ) et nul sur o.
En particulier, on dispose d'une factorisation :

UL)B/(TI')
N
B

Le but de cette sous-section est d’étendre les théoremes 3.3.10. 3.3.4 et 3.3.6 aux B-
schémas semi-stables généraux voire a tous les B-schémas sous certaines hypotheses.
Nous utiliserons le lemme trivial suivant :

Lemme 3.3.43. — Soit H: Sch/S —— IR un 2-foncteur homotopique stable. Soit
X un S-schéma et A € H(X). Notons p la projection de X x Gm sur X. Le foncteur

p* est conservatif.
Démonstration. —— En effet si s : X —— X x Gm est la section unité on a s*p* =
id. O

On a la généralisation suivante des théorémes 3.3.10 et 3.3.24 :

Théoréeme 3.3.44. - Soient f : X —— B un B-schéma a m-réduction semi-stable
et D une branche de X, de multiplicité . Appelons D° Uouvert de D complémentaire
de la réunion des traces des autres branches de X. On note u l'inclusion de D dans
X, et v Uinclusion de D° dans D. On suppose également l'une des deuz conditions
sutvantes satisfaites :

- Toute branche irréductible rencontrant D est de multiplicité m,

- H est Q-linéaire et séparé.
Alors le 2-morphisme d adjonction 1 —— v,0* évalué en u*spsfy :

[uspy ) = v [usp f;]
est inversible.

Démonstration. -— Montrons d’abord qu'il suffit de montrer le théoreme pour f' :
X' = X x Gm —— B ct la branche D’ = D x Gm. Notous p la projection de Y X Gm
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sur Y pour un schéma Y quelconque. On a un carré commutatif de 2-morphismes :

p*lu*spyf] — p*ov*[u*spy fy]

| |

[U/*Spfzf,ll*] — 'U,’k'l”* [ul*spf, f,,,,*]

Les fleches verticales sont des isomorphismes puisque p est lisse. Ainsi, si le 2-
morphisme horizontal inférieur est un isomorphisme, il en est de méme du 2-
morphisme horizontal supérieur. On pourra alors conclure a 1'aide du lemme 3.3.43.

Ceci dit, par la proposition 3.3.39 on sait qu’au voisinage de tout point de D', le
B-schéma X' est lisse au-dessus d’'un B-schéma standard. Lorsque H est Q-linéaire et
séparé, ceci permet de conclure par le théoreme 3.3.24.

Supposons que toutes les branches irréductibles qui rencontrent D sont de multipli-
cité m. Quitte & remplacer X par un voisinage de D, on peut supposer que X est semi-
stable de type my, en tout ses point (k pouvant varier d'un point & 'autre). On sait
par la proposition 3.3.39 que X’ est localement lisse au-dessus d'un B’ = B[V, V~1]-
schéma V—P" r-standard Sf,’_f;. On déduit alors le résultat en appliquant le théo-
reme 3.3.10 & sp;p/. O

On généralise de la méme manicre le théoréme 3.3.4 :

Théoréme 3.3.45. - Soit sp —— sp’ un morphisme de systémes de spécialisation

au-dessus de B. Soient A un objet de H(n) et N € NU {+oc}. On suppose pour tout
entiers naturels n et m inférieurs a N avec m une puissance de p, les morphismes :

$py,, (bn)5 A ——> 5P}, (bu)5A et spyy (B1)5 A —— sp},, (b7); A

sont des isomorphismes.

Soit f: X —— B un B-schéma semi-stable tel que localernent pour la topologie
de Nisnévich toute branche lisse de X est de multiplicité inférieure ¢ N. Alors le
morphisme : sp;fyA—— sp fyA est aussi un isomorphisme.

Démonstration. - On se ramene immédiatement & démontrer le théoréme pour le
schéma X’ = X[R, R™]. Par la proposition 3.3.39, ce schéma est localement lisse au-
dessus de B-schémas w-standard de type b avec b; < N. On conclut a I'aide de 3.3.4.

O
En égale caractéristique nulle, on déduit le résultat suivant :

Théoreme 3.3.46. - On suppose que B est d’égal caractéristique nulle et que 1) est un
ouvert de B. On suppose donnée une classe A; C Ob(H1(n)) quasi-stable par twist de
Tate. Soit sp —— sp’ un morphisme de systémes de spécialisation au-dessus de B.
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On suppose que pour tout A € Ay et n € N, les morphismes :

Py, (bn)i A ——>sp}, (ba)tA et spbz'(b}l);A%sng(b}l);A

sont des isomorphismes. Alors pour tout B-schéma quasi-projectif f : X —— B, et
tout M € HY', (X)) le morphisme :

sp (M) —— sp; (A1)
est un isomorphisme.

Démonstration. — 11 suffit bien sir de traiter le cas ou M est dans un systéme de
générateurs de la sous-catégorie triangulée stable par facteurs directes H{, (X;).
Cette catégorie est engendrée par les objets de la forme gy, Ax; (n) avec :

- g: X' —— X un morphisme projectif.

- X' un B-schéma régulier a réduction scmi-stable.

- A € A et n un entier naturel.
Ceci découle en effet de la proposition 2.2.27. Pour s’en convaincre, on peut poser
H: Sch/B —— %R le 2-foncteur qui & X/B associe H(X) = H;(X,). On vérifie, en
utilisant le fait que j est une immersion ouverte que HY, (X) = H{*, (X;) pour tout
B-schéma X. Il suffit alors d’appliquer la proposition 2.2.27 & X muni du sous-schéma
T = X/(m) et d'utiliser le fait qu'en caractéristique nulle la troisieme condition de la
définition 3.3.33 est vide.

Ceci dit, il est alors facile de prouver le théoréme. On fixe un des génératcurs
gnxAx;(n). On a un carré commutatif :

Spfgn*AX’ (") E— Sp_lfyn*AX’ (Tl)

|

9oxSPfogAx' (N) — gouSP}o, Ax (1)

Les fleches verticales sont des isomorphismes car g est projectif. On voit donc qu'il
suffit de prouver que la fleche : sp fogAx:(n) — sp’fo g Ax/(n) est un isomorphisme.
Ceci découle du théoreme 3.3.45. O

Lorsque B n’est pas de caractéristique zéro, la preuve du théoréme précédent ne
s’adapte pas méme en supposant la résolution des singularités. Le probléeme vient des
branches ayant des multiplicités divisibles par p. Ceci suggere une version a coefficients
rationnels du théoréme précédent. En effet on a :

Théoréme 3.3.47. — On suppose que 1) est un ouvert de B et que Hy est Q-linéaire et
séparé. On suppose donnée une classe A; C Ob(H1(n)) quasi-stable par twist de Tate.
Soit sp— sp’ un morphisme de systémes de spécialisation au-dessus de B. On
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suppose que pour tout A € A et tout B-schéma B’ fini plat et régulier, le morphisme :

Spg/ (AB;’ ) _— sp'B, (AB:, )

est un isomorphisme. Alors pour tout B-schéma quasi-projectif f : X —— B, et
tout M € H{, (X,) le morphisme :

sps(M) — sp’(M)
est un isomorphisme.

Démonstration. — La sous-catégorie triangulée stable par facteurs directes HF (X)
est engendrée par les objets de la forme g,. Ax; (n) avec :

- g: X' —— X un morphisme projectif,

— X' un B’-schéma régulier a réduction semi-stable de type (1,...,1) avec B'/B

fini, normal et plat.

- A € A et n un entier naturel.
Pour s’en convaincre, on peut utiliser la méme astuce que dans la preuve de 3.3.46,
consistant & introduire le 2-foncteur H défini sur les B-schémas par H(X) = H;(X,,)). Il
suffit ensuite de modifier légerement la preuve du cas respectif de la proposition 2.2.27.
La modification consiste essentiellement & prendre e : X —— X avec en plus X a
réduction semi-stable de type (1,...,1) au-dessus d’'un B-schéma B’ fini, normal et
plat. Ceci étant possible par le théoréme de De Jong. Pour le reste de la démonstration,
on raisonne exactement comme pour le théoreme 3.3.46. O

On a également des généralisations du théoréme 3.3.6. On suppose donnée pour
tout o-schéma T une sous-catégorie Hz(T)" C Ha(T) vérifiant I’hypotheése 3.3.5 et
stable par facteurs directs. On a :

Théoréme 3.3.48. - Soit sp un systéme de spécialisation au-dessus de B de Hy vers
ha. Soit A un objet de Hi(n) et N € NU{+o0}. On suppose que les objets spy,, (bn);A
et Spym (bp')nA sont dans Ha(—)" pour tout entiers naturels n et m plus petits que N
avec m une puissance de p.

Soit f : X —— B un B-schéma globalement a w-réduction semi-stable tel que
localement pour la topologie Nisnévich la multiplicité de chaque branche lisse de X est
plus petite que N. Alors U'objet spsfy A est dans Ha(X,)'.

Démonstration. — Notons X” = X x g P;. Le schéma schéma X" peut-étre recou-
vert par des X’ = X x g Gmp. On sait que X est globalement & réduction semi-stable.
La proposition 3.3.39 nous dit alors que le B-schéma X’ est localement pour la to-
pologie de Zariski lisse au-dessus d'un schéma standard de type b avec b; < N. Mais
la propriété d’appartenir & Ha(—)" est locale pour la topologie de Zariski (voir le
lemme 3.3.32). On déduit que la conclusion du théoréme est vraie pour le B-schéma
X",
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N

11 s’agit donc de passer de X” & X. Notons p: X” —— X la projection sur le
premier facteur. On sait que l'objet spy,,(f o p);A est dans Ha(—)'. Par la stabilité
de Hz(—)' par image directc cohomologique. on déduit que 1'objet py.sp fop(fo p):;A
est dans Ha(—)’. Comme p est projectif, on déduit la chaine d’isomorphismes :

pa*spfop(f Op):;A = Spfpn*p;f;A = Spff;;A D spff;A(_]‘)[_Q]

On conclut en invoquant la stabilité de Ho(—)’ par passage aux facteurs directs. O
On notera deux corollaires en égale caractéristique nulle :

Corollaire 3.3.49. — On suppose que B est d’égale caractéristique nulle et que n est
un ouvert de B. En plus de Uhypothése 3.3.5 et la stabilité par facteurs directs, on
supposera que les ho(—)" sont des sous-catégories triangulées. Soit A1 C Hi(n) une
classe quasi-pure. On suppose finalement que les objets s, (bn);A et SPy! (b}L);A sont
dans Ha(=) pour tout A € Ay et n € N. Alors pour tout B-schémas quasi-projectif
f: X —— B et tout objet M de H{*, (X)), l'objet sp;(M) est dans Ha(Xo)'.

Démonstration. - - Etant donné que Ha(X,) est une sous-catégorie triangulée stable
par facteurs directs, il suffira de vérifier 'assertion pour M variant dans un systéme
de générateurs de la sous-catégorie triangulée stable par facteurs directes H{*, (X;).
On peut donc supposer M de la forme g.,,*AX'r' (n) avec :

- ¢g: X' —— X un morphisme projectif.

— X’ un B-schéma régulier globalement & réduction semi-stable(®),

- A € A et n un entier naturel.
Comme g est projectif, on dispose d'un isomorphisime :

SPyYnsAx; (N) = gouSPpoy(f © 9);A(n)
La stabilité des Ha(—)’ par images directes cohomologiques et twist de Tate, nous ra-
mene & montrer que sp,,s(go f);A est dans Ha(X;)". Ceci découle du théoréme 3.3.48
et du fait que X’ est a réduction semi-stable. O

Pour le second corollaire, on utilisera plutot la variante duale de 3.3.48. Ainsi, on
supposera donnée pour tout o-schéma quasi-projectif T' une sous-catégorie Ha(T)" C
Ho(T') vérifiant I'hypothese 3.3.7. On a :

Corollaire 3.3.50. — Soit sp un systéme de spécialisation au-dessus de B de Hy vers
Hs et 4 un ensemble d'objets Hi(n). On suppose les conditions suivantes satisfaites :
— B est d’égal caractéristique nulle et n est un ouvert de B.
- Le 2-foncteur Ha admet des petites sommes et en plus de Uhypothése 3.3.7, les
sous-catégories Hao(—)" sont stables par petites sommes ¢t par passage auz fac-
teurs directes,

(5)En effet la résolution des singularités utilisée dans la preuve de 2.2.27, fournit des B-schémas
globalement a réduction semi-stable.
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— Le 2-foncteur Hy et 'ensemble ¢4, vérifient Uhypothése 2.2.58. De plus, les fonc-
teur sp, commutent aur petites sommes,
- L’ensemble 4, est faiblement Pt-pure au sens de la définition 2.2.67.
Supposons que les objets sp,, (bn); A €t spy: (b),)5 A sont dans Ha(—)" pour tous les en-
tiers naturels n. Alors pour tout B-schéma quasi-projectif f : X —— B le foncteur
sp; envoie la sous-catégorie P(H1)5((Xy) dans Ha(Xo)".

Démonstration. — La sous-catégorie Ha(X, )" étant suspendue et stable par petite
sommes il suffira de prouver le corollaire pour un ensemble de générateurs de la sous-
catégorie suspenduc avec petites sommes ”(Hl)zo(xn)- Par la proposition 2.2.69, un
tel ensemble est donné par les objets de la forme gy g}, f_,!,A(n) [n] avec :

- g: X'—— X un morphisme projectif avec X’ un B-schéma globalement &

réduction semi-stable,

- Aebetn el

Comme g est projectif, on a un isomorphisme :

sPrInigyfyAM)[N] ~ go1p og (f © 9),A(n)n]

La stabilité des Ha(—)" par les opérations images directes a supports compacts, nous
ramene & prouver que sp ., (f o g)!,]A est dans Ho(X.)”. Ceci découle du fait que X’
est globalement & réduction semi-stable et la version duale de 3.3.48. Le corollaire est
prouvé. O

Remarque 3.3.51. - - Le résultat précédent est particulierement intéressant lorsque les
catégories Ha(—)" sont les catégories d’objets Pt-positifs P(Hz)-o(—) de la t-structure
perverse engendrée par un ensemble %. Le corollaire 3.3.50 fournit alors un critére
simple de P¢-positivité des foncteur spj.

3.4. Le systéme de spécialisation T

Soit S un schéma de base. On se donne un dérivateur algébrique homotopique et
stable :

H : DiaSch/S —— TR

On notera H le 2-foncteur homotopique stable donné par H(X) = H(X, e) pour tout
S-schémas quasi-projectif X.

Dans cette section, on va construire un systéme de spécialisation T de base A} sur
H. Ce systéme de spécialisation constitue une premiere approximation de la théorie
des cycles évanescents. Il présente méme quelques avantages sur cette derniere du
moins lorsqu’on travaille avec des coefficients rationnels (et si le schéma de base S est
un corps).
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3.4.1. Le schéma cosimplicial (&7, A). — Le systéme de spécialisation T s’ob-
tient & partir du systéme de spécialisation canonique x par application de la construc-
tion 3.2.3 & un certain diagramme de Gm-schémas bien choisi. Ce paragraphe est
consacré a 'introduction dudit diagramme.

Rappelons que A désigne la catégorie des ordinaux finis. Les objets de A sont les
catégories directes :

n={0-1—----—n}

Les morphismes de A sont les foncteurs. Si € est un catégorie, on note A°PC la
catégorie des foncteurs covariants : A°?P —— € . Les objets de A°PC sont appelés les
objets simpliciaux de €. De méme, on note AC la catégorie des foncteurs covariants :
A —— €. Les objets de AC sont appelés les objets cosimpliciaux de C. Ainsi, un
schéma cosimplicial est un diagramme de schémas dont la catégorie d’indices est A.
La catégorie A admet une présentation explicite en termes de générateurs et rela-
tions. En effet, elle est engendrée par deux types de fleches d* et s :
-~ Pour 0 <i<mn+1,le foncteur d* : n — n + 1 est caractérisé par la propriété
d’étre injectif sur les objets et d’éviter 'objet ¢ de m + 1.
— Pour 0 < j <n—1,le foncteur s/ : n — n — 1 est caractérisé par la propriété
d’étre surjectif sur les objets et de confondre les objets j et j + 1 de n.
Ainsi, un objet simplicial ou cosimplicial est déterminé par 'action des d’ et s7. La
construction suivante est bien connue :

Lemme 3.4.1

A- Soit C une catégorie admettant des produits directes finis. Supposons donné un
diagramme dans C :

|
(24) 9
v—_.5

Il existe un objet cosimplicial UxgV : A —— € défini par :

1. PourneN, ona:UxpgV(n)=UxBx---x BxV (le nombre de facteurs B
étant n),

2. Fizons un entier n € N. Soient X un objet de €, u € home(X,U), v €
home(X,V) et by,...,bn € home(X,B) des X-points d valeurs dans U, V
et B respectivement. L’action des d* et s sur les foncteurs de points est donnée
par les formules suivantes :

(a) d°:n+—— n+1 agit par : d°(u,bs,....bn,v) = (u, f(u),b1,...,bn,v),

(b) d*:n+— n+1 agit par : d'(u,b1,...,by,v) = (U, b1,...,bi biy. .., bn,0)
pour 1 <i<mn,

(c) d**!:n+——n+1 agit par : d" (u, by, ..., b, v) = (u,,b1,...,bn,g(v),v),
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(d) s/ :n+— n—1 agit par : s7(u,by,...,bp,v) = (u,bl,...,b;\ﬂ,...,bn,v)
pour0<j<n—1.
De plus, cette construction s’étend en un foncteur : Y€ —— AC de la catégorie des
diagrammes de type (24) dans C dans celle est objets cosimpliciauz de C.
B- Gardons les notations ci-dessus. Supposons en plus que la fleche f est inver-
sible. Le morphisme d’objets cosimpliciauz pro : UxgV —— V  est une équivalence
d’homotopie (cosimpliciale).

Démonstration. — La vérification du fait que les formules du A définissent bien un
objet cosimplicial dans € est classique. Le lecteur pourra consulter [BK72]. On dé-
montre uniquement la partie B. L’inverse & homotopie prés de pro : UxgV ——V

est donné par un morphisme s : V —— UxgV défini au niveau de n par :

s(v) = (f'9(v),9(v),...,g(v),v)

Pour tout X-point v de V. 1l est en effet clair que pry o s est I'identité. Montrons que
sopro est cohomotope a I'identité de U x gV. En termes explicites, il s’agit de définir
pour toute fleche [ : n — 1 un morphisme :

hi: UxgV(n) —— UxgV(n)

tel que :
- hg = sopry(n) et hy = idUiBV(g) (ot I'on a noté 0 et 1 pour désigner les
applications constantes vers 1 de valeurs respectivement 0 et 1).

. a l ’ . .
— Pour toute suite : m — n —— 1, le carré suivant est commutatif :

Loa

- I ~
UxgV(m) —— UxgV(m)

. b
UkpV(n) —— Uk pV(n)

On définit notre homotopie sur les X-points par :
— Pour l'application constante 0 : n — 1, on prendra hg : (u,by,...,by,v) —
(f'9(v), 9(v), ..., g(v),v).
— Pour 1 <4 < n, notons {; : n — 1 'application croissante tel que [;(i—1) = 0 et
1;(¢) = 1. On prendra hy; : (u, b1, .., bnyv) — (F71(Bi), biy e - oy biybig1s e e vy bnav),

— Pour l'application constante 1 : n — 1, on prendra hq : (u,b1,...,bp,v) —
(uy b1, ..., b, v),

I1 est facile de vérifier que ces données définissent bien une cohomotopie entre s o pry

et idU)?BV' O
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Remarque 3.4.2. — Comme pour le produit fibré habituel, on dispose de deux projec-
tions dans AC :

pr2
UxpV —=V

1’"11

U
avec bien entendu, les objets U et V considérés comme des objets cosimpliciaux
constants. Par contre, le carré :

1)7‘2

tU(—<J

I’ﬁl
U

f
"
n’est pas commutatif en général.

Remarque 3.4.3. -— L’objet cosimplicial U x gV peut-étre considéré comme le bon mo-
deéle du point de vue homotopique de l'espace des lacets de B ayant la premiere ex-
trémité dans U et la deuxieme dans V.

Définition 3.4.4. —- On définit le S-schéma cosimplicial s, en appliguant le
lemme 3.4.1 au diagramme de S-schémas suivant :

S
|1
Gmg Jl—) Gmg

Ainsi on a : Zs(n) = (GmgXemsS)(n) = (Gm) et

Le S-schéma cosimplicial .75 sera des fois considéré comme un diagramme de S-
schémas indicé par A. Il sera alors noté («7s. A). La seconde partie du lemme 3.4.1,
nous dit que :

Corollaire 3.4.5. — Le morphisme d’objets cosimpliciauz :
Ws = Gmg X vmsS — S
est une équivalence d’homotopie cosimpliciale.

Le corollaire 3.4.5 dit que du point de vue homotopique, ’espace cosimplicial (A, A)
est contractile. Cet espace ne devient intéressant que lorsque que ’on considere la
projection sur le premier facteur :

Définition 3.4.6. --- La projection sur le premier facteur pr1 : GmgXgmsS — Gmg
induit un morphisme de diagrammes de S-schémas :

0: (Hs.A) — (Gms. A)

Le 1-morphisme 0 sera appelé la classe fondamentale motivique.
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Remarque 3.4.7. -— Pour un topologue, I'espace cosimplicial Gmg XgmgS est un mo-
dele pour I'espace des « chemins » sur Gmg dont la premiére extrémité est libre et
la seconde égale & la section unité. Ceci donne une explication informelle du fait que
s est cosimplicialement contractile. De plus, la classe fondamentale 6 joue le role du
morphisme « évaluation de la premiére extrémité d’un chemin ». Ceci fait de &5 une
sorte de revétement universel de Gm.

Cette interprétation, qui nous a été expliquée par Markus Spitzweck, est venue
apreés notre construction des foncteurs cycles proches qui & la base était inspirée par
des travaux de Rapoport-Zink. Son intérét, est de donner une justification topologique
a notre définition des foncteurs Y.

3.4.2. Définition de T. Normalisation. — Rappelons qu’on s’est donné un déri-
vateur algébrique homotopique et stable H : DiaSch/S —— TR . Cette donnée sera
utilisée dans cette section et la suivante pour construire des systemes de spécialisation
dans le 2-foncteur homotopique stable H(—) = H(—, e). Ces systémes de spécialisation
seront définis au-dessus de la base (A}, j,1) :

Gumg —J—) A.IS ('I— S

N

Ceci ne constitue pas une vraie restriction, puisque chaque fois qu'on se donne un S-
schéma, quasi-projectif T muni d"une section 7 € I'(T, €'r), on en déduira des systémes
de spécialisation au-dessus de T par restriction suivant le morphisme T'—— A qui
envoie l'indéterminée sur «. Ainsi, nos systémes de spécialisation sc¢ définissent au-
dessus des bases tres générales. Ceci dit, la plupart des résultats importants seront
prouvés sous I'hypothése que S est le spectre d’un corps de caractéristique nulle. Dans
la suite. il nous arrivera d’adopter les notations suivantes :

B = A}, 7 = Gmy, o =1i(9) et 1/—])B<—Z—a

Ceci aura I'avantage d’alléger les notations et de faciliter la traduction des résultats
établis dans les sections précédentes.

Notre point de départ, sera le systéme de spécialisation canonique x dans H :
Définition 3.4.8. —— Avec les notations de la définition 3.2.3, on appellera Y le systéme
de spécialisation /s @ x ou s est vu comme un diagramme de Gmg-schémas via

la classe fondamentale (0.pa) : (s, A) — (Gmg,e) . Les foncteurs Yy seront
appelés les foncteurs cycles proches unipotents.
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Rappelons que pour un B-schéma f: X —— AL , on a noté 6y le pull-back de 6
suivant f,. Ainsi on a :

Y5 = (pa)#X(f.pa)0)«(0f,Pa)"

Remarquons que #s5(e) = Gmg et que f(e) est I'identité. Par la définition 3.2.13,
le foncteur 0: e —— A induit un morphisme de systémes de spécialisation
x — Y . Rappelons qu’au niveau de f, ce morphisme est donné par la composée :

X — x50*(0f,pa)* —— Xx70%(8).(05,pa)*
— 0" X(£.0a)(01)+ (0, pA)* — (PA)#X(fpa)(05)+ (07, DA)*

Pour n € N, on notera e, : Ay —— A} le morphisme élévation & la puissance
n-éme. Remarquons que e, est isomorphe au B-schéma b, : B, —— B (voir la
définition 3.3.2). Le résultat suivant est & la base de toutes les propriétés spéciales
aux systeémes de spécialisation T et ¥ (voir la section suivante).

Proposition 3.4.9

1- Avec les notations du diagramme (25), la composée des 2-morphismes suivants :
1 —"5 4*p* —— i juj*p* —— X1aq® — Yiaq*

est un 2-isomorphisme.

2- Supposons que le 2-foncteur H est Q-linéaire et séparé. Pour tout n € N*, la
composée des 2-morphismes suivants :

1 ——i*(en)"p* —i"juj*(en)*p" — Xen (eﬂ):ﬂ* S~ (en);q*
est un 2-isomorphisme.

Pour prouver cette proposition, on aura besoin de quelques préliminaires. Soit
(m,p3) : (#,J) —— (Gmg,e) un morphisme de diagrammes de S-schémas quasi-
projectifs. On suppose donné un objet o € J tel que m(0) : F(0) —— Gmg est un
isomorphisme. Ceci permet de définir un morphisme : y —— % o x de systémes de
spécialisation. On définit d’autre part une transformation naturelle ¢, —— x;q par
la composée :

~

g« >P*j* )])*i*i*j* — I*J* = Xid
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Considérons le diagramme suivant :

PP = 1*§u D" — Xidq" ¢ 0" X(id,ps) (1)« (T, 23)*¢* — (P3)# X (id o) ()« (7, ) * q*

IR

1 > geg® ¢ 0*(q,idy)u () (7, p3)*q* — (p2) (g, idg)s (m)s (7, P3)*q*

~

2~

0*(gom)u(qom)*(py)* — (po)#(gom)(gom)*(ps)”
+ A

0*(pg)* > (p9)#(p3)*

Ce diagramme est commutatif. En effet, tous ses sous-diagrammes, & part (1), sont
trivialement commutatifs. La commutation du sous diagramme (1) est laissée en exer-

cice. On a ainsi le lemme suivant :

Lemme 3.4.10. — Pour que la composée :

1 ——i*p* —— i*juj*p" > Xid¢" — (F ® X)iaq"
soit un 2-isomorphisme, il suffit que les conditions suivantes soient satisfaites :
1. Le 2-morphisme de counité : (pg)u(py)* —— 1 est inversible,
2. Le 2-morphisme d'unité : (pg)* —— (go7)«(qom)*(ps)* devient un isomor-

phisme aprés application de (pg)x.
3. Pour tout a € Ob(J). le morphisme w(a) : F(a) —— Gmg est isomorphe au

pull-back d'un S-schéma via la projection q : Gmg —— S .
Démonstration. — En utilisant le diagramme commutatif ci-dessus, on se ramene a
montrer que le composée :
12 0"(py)* — (p2)#(po)* — (po)%(qm)+(qm)* (P3)" = (P3)#(q.ids)« (7, ps)*q"
— (P7)#X(id,py) (7. P3)*q*

est inversible. Il suffit donc de prouver que les trois fleches suivantes sont inversibles :
1. Le 2-morphisme 1 ~ 0*(pg)* —— (p3)x(p3)* »
2. Le 2-morphisme (ps)4(ps)* ——> (pa)s(gm)a (am)* ()" -
3. Le 2-morphisme (q.idy).(7)« (7, p3)*q* — X(id,ps) (7)x(7,p3)*q* -

On prouvera que ces 2-morphismes sont inversibles en utilisant les conditions de
I’énoncé. Il est clair que la condition 2 est simplement une reformulation du fait
que le second 2-morphisme ci-dessus est inversible. Pour le premier 2-morphisme, il

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2007



76 CHAPITRE 3. LES FONCTEURS CYCLES PROCHES MOTIVIQUES

suffira de remarquer que la composée 1 =~ 0*(pj)* —— (py)x(ps)* est une section
du morphisme de counité (p;)x(p;)* —— 1 . Pour terminer, il reste & prouver que :

a*(q,idg)« (7).« (7, p9)*q* — a@* X (id.py) (7)« (7, p3)*q*

est inversible pour tout a € Ob(J). On se raméne immédiatement 3 montrer que les
2-morphismes :

gxm(a)m(a)*q* — xiam(a)«m(a)*q*
sont inversibles. On sait qu'il existe un carré cartésien :

/

F(a) 4 Y,

W((L)l Jfa
q

Gmg —— S

En appliquant le théoreme de changement de base par un morphisme lisse, on se
rameéne immédiatement & montrer que le 2-morphisme :

(I*q*fu*f: B— Xi(lq*fa*f:
est inversible. Ceci découle donc de 'inversibilité de :
(I*(]* — Xidq*

Pour démontrer cela, le plus simple est de considérer le morphismes de 2-triangles
distingués :

Paixi'p* —<— pup” Y Dadud*D" —— paixi'p*[+1]

L] l y

Dulai'D* — Puiai*p* — Puini®juj*p* — puini'p*[+1]

avec p la projection de la droite affine (voir le diagramme (25)) Ceci nous rameéne
& montrer que p,p* — p.i,i*p* ~ 1 est inversible. Il suffit alors de remarquer
que ce 2-morphisme est une rétraction au 2-morphisme d’unité 1 —— p,p* qui est
inversible par ’axiome d’homotopie. O

Le lemme ci-dessous et plus précisément son corollaire, jouera un role clef dans la
preuve de la proposition 3.4.9 :

Lemme 3.4.11. — On suppose donnés deuzx morphismes de S-schémas cosimplicioux :
fo, f] G — F

On notera (7% ,pa) et (7%,pa) les projections respectives de (F,A) et (4,A) sur
(S,e). On suppose que fo est cosimplicialement cohomotope a f1. Alors pour tout
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objet A de H(S,A) les deux fléches :
(7%)u (7% ) A —— (1% ) fou £ (1% )* A — (1) (n¥)* A
(17 )u(7Z ) A—— (17 )u fro f{ (77 ) A—= (n7)u(n?)* A
sont simplicialement homotopes au sens de la définition 2.1.56 dans H(S, A).

Démonstration. — Notons ¢ : A/1——— A la projection canonique et s;
A —— A/1 les sections habituelles. Dire que f; et f2 sont cosimplicialement co-
homotopes, équivaut & dire qu'il existe un morphisme de diagrammes de S-schémas :

(h.iday1) @ (Y o0q,A/1) —— (F oq,A/1)

qui se restreint a f; suivant s;.
Notons 7' et 7'¢ les projections de .% o q et 4 o q sur (S, A/1). On en déduit un
2-morphisme :

(]*(W'?)*(W'?)*A ~ (71'"?)*(71'"?)*(1*14 N (W"g)*h*h*(ﬂ"‘g)*q*A
L (1) (1) g A g (1) (1Y) A
Par adjonction, ce 2-morphisme fournit une fleche :

3" (1%)u (77 ) A —— (17).(n¥)* A

On vérifie aisément que cette fleche fournit bien unc homotopie au sens de 2.1.56 entre
les deux fleches de I'énoncé. O

Corollaire 3.4.12. -— Soit f : ¢ —— % wun morphisme de S-schémas cosimpliciauz.
On notera (77 ,pa) et (79,pa) les projections respectives de (F,A) et (4,A) sur
(S,e). Supposons que f est une équivalence d’homotopie cosimpliciale. Alors la com-
posée :

(1) (77 ) —— (1) fuf* (1% ) — (7). (n¥)*

est un 2-isomorphisme aprés application de (pa ).

Démonstration. — Soit g : .% —— 4 un inverse & homotopie prés de f. La com-
posée :

(1) (@) —— (7 F )ufuf* (17 ) —— (79)u (27
— (19)ugsg" (7). — (77 )s(n 7).
est clairement égale a :

(m7)u(1%)* —— (1%).(f 0 9)u(f 0 9)* (7 7).
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Mais (f o g) est cohomotope & I'identité de .#. Il vient par le lemme 3.4.11 et la
proposition 2.1.57 que la composée :

Pa)#(m%)u (1% ) — (a)#(17)u (1) — (a) (17 )u (7 %)

vaut l'identité. Pour prouver que I’autre composée, & savoir :

(Pa)# (1) (1)s —— (pa)# (7% )+ (1% ) — (pa) #(17)u (77),

vaut 'identité, il suffit d’inverser les roles de f et g dans le raisonnement précédent. [
On est en mesure de prouver la proposition 3.4.9 :

Démonstration. — Rappelons que Y., = (pa)#Xe, (be,.)x(0e,,pa)*. Le foncteur
Xen : H(Gmg) —— H(S) est égal & xia : H(Gmg) —— H(S) . Notons 4, le Gmg-
schéma simplicial obtenu par pull-back de & suivant e,,. Il vient que Y., = (2%, ® Xx)iq.
De plus, le morphisme x,, — T, s’identifie au morphisme y;q —— (&, ® x)id
induit par 'objet 0. En appliquant le lemme 3.4.10 & % = &, on voit que pour
prouver la proposition 3.4.9, il suffit de vérifier les points :

1. Le 2-morphisme de counité : (pa)x(pa)* —— 1 est inversible,

2. Le 2-morphisme d’'unité : (pa)* —— (g0 0, )«(q0be,)*(pa)* devient un iso-
morphisme apres application de (pa ),
3. Pour tout r € N, le morphisme 6., (r) : «,(r) — Gmg est isomorphe au
pull-back d’un S-schéma via la projection ¢ : Gmg —— S .
La premiére condition découle de la proposition 2.1.41 et du fait que A admet un
objet final. La troisiéme condition est également vérifiée puisque #,(r) = Gmg+1 et
0., (r) est simplement la projection sur le premier facteur. Il reste & vérifier la seconde
condition.
Supposons d’abord que n = 1. Le morphisme d'unité 1 —— (g o 6).(g o 6)* coin-
cide avec celui du corollaire 3.4.12 appliqué au morphisme de S-schémas cosimpli-
ciaux :

(go8): (&,A) —(S,A)
Ce morphisme est une équivalence d’homotopie cosimpliciale par le corollaire 3.4.12.
Il vient que : 1 —— (g o 6).(qo #)* devient un 2-isomorphisme apres application de
(pa)#. La premiére partie de la proposition 3.4.9 est ainsi prouvée.
Dans la suite, on supposera que n est un entier non nul et que H est Q-linéaire et
séparé. Remarquons d’abord que le schéma cosimplicial &7, s’obtient via le lemme 3.4.1
appliqué au diagramme :

€n )y
Gms( )éGmS( 1 S
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On dispose donc d’un morphisme de S-schémas cosimpliciaux 7, : &, — &
déduit du diagramme commutatif :

( n)’l

Gmg —— Gmg (— S

(e U

Gmg =——=Gmg (— S

Remarquons au passage que 7,(m): Gmm+l —)Gn1m+1 est donné par

(Zoy. -y Zm) ~ (2], 21, Tm)-
Revenons, & notre probléme. L’égalité (6, 0q) = (§oq) or,, induit une factorisation
du 2-morphisme d'unité 1 —— (6, o q).(6, 0 ¢)*

1
1—— (6o q)u(60q)" 0, (00 q)ernury(009)" = (61 0 q)a(6n 0 g)"

En utilisant le cas n = 1, on voit qu’il suffira de prouver que la fléche (1) est un iso-
morphisme. Ceci se vérifie objet par objet. Ainsi, on est finalement ramené & prouver
que pour tout m € N, la fleche :

1
(6(m) o g)«(6(m) o g)* L) (6(m) o q)srn(m).ry(m)*(6(m) o g)*

est inversible. Il est facile de voir que ceci est un cas particulier du lemme ci-dessous.
O

Lemme 3.4.13. — Soit X un S-schéma quasi-projectif. Notons q la projection évi-
dente : Gmg xg X —— X et ey (au liew de (en)n) le X -morphisme Gmg xg X —
Gmg xg X qui consiste a élever le premier facteur a la puissance n. Si H est Q-linéaire
et séparé, alors le 2-morphisme :

4xq" — Qenx€pq* — ¢uq*
est un 2-isomorphisme.

Démonstration. - 11 suffit bien évidement de traiter le cas X = S. On continue &
utiliser les notations du diagramme (25). Considérons le diagramme commutatif &
carrés cartésiens (& nil-immersion pres) :

Gmg ——) Al (— S

enl a

Gmg —> Al (——' S
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Notons G ~ Z/nZ le groupc de Galois du revétement étale e, : Gmg — Gmg . Ce
groupe agit également sur le morphisine ¢y, : AL, —— A} . On a un morphisme de
2-triangles distingués :

Ppaixi'p® > pup” Y Pand* Pt > Duiui'p*[+1]

| | l |

ol
P*en*‘l*l'eﬁp* ? p*en*(’ P > I)*J*(’n*f’:]*l)* ? p*f’n*l*l 6’,,[) [+1]

Le groupe G agit sur le triangle inférieur. Etant donné que H est Q-linéaire et séparé,
on déduit que la deuxiéme et troisiéme fleche verticale identifient la source a la partie
invariante sous G du but. On en déduit que c'est également le cas pour la premiere
fleche.

Pour prouver le lemme, il suffit de prouver que les deux fleches :

!
.1 E.’lf*" .1
i'p* —— i'e;p* et DeD* — DuensChp*

sont inversibles. L’inversibilité de la seconde fleche découle facilement de l'axiome
d’homotopie.

Pour prouver l'inversibilité de la premiere fleche, on doit passer par une méthode
indirecte. On prouvera en effet que G agit trivialement sur i'e%p* ~ i'e,.elp*. On
peut décrire cette action sur i'eXp* ~ i'p* de la maniere suivante. Si € est un élément
de G, on a un diagramme cartésien :

S—»A‘

)Al

-

. . .4, Exe ~ .
L’action de € est donnée par la composée : i'p* 5 {1 p* s i'p* . On prouvera
! p p
que cette composée est 'identité. Pour cela on invoque le diagramme commutatif :

iy - i’f!p! > U

| | |

i'Th(Q,)p* —— #'€*Th(Q,)p* —— ' Th(,)p*

| | l

Th(@s)i'p" —— Th(Bs)i'€"p* — Th(s)i'p*

Le résultat est maintenant clair. O
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Remarque 3.4.14. - -- La conclusion de la seconde partic de la proposition 3.4.9 est
fausse a coefficients entiers. En effet soit £ un nombre premier différent de la caracté-
ristique du corps de base k. Supposons que H est le foncteur croisé qui a un k-schéma
X associe la catégorie dérivée des faisccaux de Z/¢-modules sur le petit site étale de
X. On va montrer que l'objet Y., Z/¢ est isomorphe & :

Gren(Z/t(—r)[-r]© Z/t(-r = 1)[-r - 1])

dés que £ divise n. En effet, comme conséquence de la preuve de la proposition 3.4.9,
le complexe Y, (Z/¢) s’identifie au complexe total associé au complexe simplicial :

Hom(ﬂ Xe, Gm, Z/f)
Il est bien connu que la réalisation étale de (Gm)"+! est canoniquement isomorphe & :
(Z/t Z/e(1)[1])®"

De plus la réalisation de la diagonale Gm —— Gm X Gm est donnée par la matrice :

( P ) 200 /) 1] —s Z/0® T[] & 2/ 1] © Z/E2)(2]

Tandis que la réalisation de (z.2™) : Gm —— Gm X Gm est donnée par :

<(1) (1) 2 8) Z/t S /)] — Z/E S Z/U(V) 1] ® Z/¢(1)[1]) © Z/£(2)(2)

Avec ces formules, on voit que lorsqu’on passe au complexe normalisé de la réalisation
de &/ Xgm.e, Gm on trouve le complexe

[...—0——Z/tDZ/LQ)[1] — Z/¢(1)[1] & Z/£(2)[2]

— .. ——Z/(r) [ @ Z/e(r+1)[r+1] — ... ]

Avee Z/¢ & Z/€(1)[1] placé en degré zéro ct les différentielles données par :

( 8 g ) L) [P BZ E(r + 1) [+ 1] ——=Z/l(r + 1)[r + 1]®Z/l(r + 2)[r + 2]
Ainsi, pour n divisible par ¢, les différentielles deviennent nulles et on obtient la
formule annoncée pour Y, (Z/¢) apres passage au dual.

Ce calcul montre que la structure de spécialisation T ne donne pas toujours des
motifs raisonnables : ainsi Ts(A) peut ne pas étre de type fini méme si A I'était. Ce
phénomeéne disparait lorsqu'on passe aux cocfficients rationnels du moins lorsque S
est le spectre d'un corps de caractéristique nulle.
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Notons e} le Ag-schéma B™ = AL[P|[U,U~']/(P" — U™.nr) — AL = B . Avec
les notations de 3.3.2, b = €. On a dans le méme esprit :

Corollaire 3.4.15. — Supposons que le 2-foncteur H est Q-linéaire et séparé. Pour tout
n,m € N*, la composée des 2-morphismes suivants :

(em)y ——> & (en')*p* —— i*juf* ()" P* — Xep (€7)50" — Yoy (€]")3q"
est un 2-isomorphisme.

Démonstration. — Considérons le revétement pseudo-galoisien de groupe G ~ Z/nZ:
r: Bp[V,V~!]—— BT

donné par : U ~ V™ et P ~» V™ 7!/ 1l s’agit bien d’un revétement pseudo-galoisien
a cause du petit calcul suivant :

By'[V]/(V* -U) ~ B[P|[U,UYV]/(V* - U.P" — U™.)
~ B[P][V,V~]/((P.V~™)" — 1) ~ B, [V, V1]
On sait par le lemme 2.1.165 que le foncteur (b7'); est un facteur direct de

Tn«Ty (b )5+ 11 suffit donc de montrer que la composée suivante :
- X[ M\*, _* sk s ek * (0 Mmyk, * I mY* ok *( MYk %
rer*(en' ) pt — g (e ) pt — Xe;:.v,]*r,,(en )"q — YemTnary (e ),)q

est inversible. Comme 7 est fini, on voit immédiatement que cette composée est iso-

morphe a :

*
n

*

Toud T (€)D" 1ui”iud T €)D" 5 ToXep Ty (€30 — o Ty (el)ya’

Ceci nous ramene & traiter la question analogue pour le B-schéma B, [V, V‘l]. 11 est
facile de conclure en utilisant la proposition 3.4.9 et le fait que le B-schéma B,,[V,V 1]
est lisse au-dessus de B,,. (]

On termine cette sous-section par une discussion sur la structure monoidale. Sup-
posons que H est un dérivateur algébrique monoidal. homotopique et stable. On sait
par la proposition 3.2.17 que T est naturellement un systéme de spécialisation pseudo-
monoidal. De plus, le morphisme y —— T est un morphisme de systémes de spé-

cialisation pseudo-monoidaux. On note le résultat simple suivant :

Proposition 3.4.16. - On garde les notations de la proposition 3.4.9 ainsi que du co-
rollaire 3.4.15. Soient A et B des objets de H(S). Alors :

1- L’accouplement : Yiqq*A ®s Tiaq*B — Tiaq*(A ®s B) est un isomor-
phisme.
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2- Supposons que H est Q-linéaire et séparé. Les accouplements :
Te, (e,,,)_,*,q*A &s Te, (e"):,q*B — T, (en):,q* (A®s B)

Tem (ehm)3q* A %y, Ten (€nm)rg*B —— Ten(em);q* (A ®s B)

n

sont des isomorphismes pour n,m € N — {0}.

Démonstration. - - Ceci découle immédiatement du fait que les composées dans la
proposition 3.4.9 et son corollaire 3.4.15 sont des transformations naturelles de fonc-
teurs pscudo-monoidaux. O

3.4.3. Etude de T au-dessus d’un corps de caractéristique nulle. — On sup-
poscra dans ce paragraphe que la base S est le spectre d’un corps k de caractéristique
nulle. L’hypothése : H est Q-linéaire et séparée sera essentielle dans la suite. Le théo-
réme suivant sera appelé le théoréme de type finitude des cycles proches unipotents :

Théoréme 3.4.17. -—- On suppose que H est Q-linéaire et séparé. Soit A C Ob(H(k))
une classe d’objets quasi-stable par twist de Tate. Alors pour tout Aj-schéma quasi-
projectif f 1 X —— A} ., le foncteur Yy envoie la sous-catégorie HY(X,) dans
HE (X.).

Démonstration. - - On applique le corollaire 3.3.49 & Hy = (HY)|sch/o €t & la classe
d’objets de H(n) formée des g* A avec A € A. Ceci nous ramene immédiatement & vé-
rifier que pour A € A les objets T, (en);g*A et Tem (en');q* A sont A-constructibles
quelque soient les entiers non nuls n et m. Ceci découle immédiatement de la propo-

sition 3.4.9 et son corollaire 3.4.15. O
On a également un théoréme de Pt-positivité :

Théoréme 3.4.18. -— On suppose toujours de H est Q-linéaire et séparé. On se donne
un ensemble d’objets 4 C Ob(H(k)). On suppose en plus que U’hypothése 2.2.58 est
vérifiée. Alors pour tout Aj-schéma f: X —— Al , le foncteur T ¢[—1] est Pt-positif.

Démonstration. — Par le lemme 3.2.10, les foncteurs T» commutent aux petites
sommes. On appliquera le corollaire 3.3.50 au systéme de spécialisation Y[—1], HY =
(PH>0)|sch/o €t & I'ensemble d’objets de H(n) qui sont de la forme ¢dAavec Ac 9.

11 suffit donc de vérifier que les objets T, (en)},q' A[—1] et Yem (e;")!nq!A[—l] sont
Pt-positifs quelque soit les entiers non nuls n et m. En utilisant la proposition 3.4.9
et son corollaire 3.4.15 on obtient des isomorphismes :

Te, (en)yd Al=1] = Te, (en)ng* A(1)[1] =~ A(1)[1]
Yep (€n)yq Al=1] = Tep (e7)70" A(2)[3] = ()5 A(D)3] = (er), A(L)[1]
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étant donné que (e, ), et (e)r'), sont lisses de fibré normal trivial et que & nil-immersion

pres (en)s et (e'), sont également lisses de fibrés normal trivial. Le résultat découle

alors du fait que 'objet A(1)[1] est bien Pt-positif dans H(o). O
Notons le corollaire suivant :

Corollaire 3.4.19. — Sous les hypothéses et conditions du théoréme précédent, le fonc-
teur Tig : H(Gmi) —— H(k) est t-positif.
Démonstration. - ~ En effet, par les théorémes 2.2.82 et 2.2.86 on a l'inclusion
HZl(Gmk) C szo(Gmk) ct l’égalité HZO(U) = "H_>_0((7). Ainsi si E € Ob(H(Gmk))
est t-positif, alors A[+1] est Pt-positif et Tig(A[+1])[—1] ~ TiqA est Pt-positif (par le
théoreme 3.4.18) domnc t-positif. O

Supposons maintenant que H est un dérivateur algébrique monoidal homotopique
et stable et que le 2-foncteur H est fermé a droite. On notera simplement Hom(—, —) a
la place de Hom,(—, —) les bifoncteurs homomorphismes internes que 1'on supposera
triangulés en les deux variables. On a le théoréme suivant :
Théoréeme 3.4.20. — Soit f : X —— A} un A} -schéma quasi-projectif. On fize un
objet R de H(k). On définit les opérateurs de dualités D, : H(X,) —— H(X,)°P et
Do : H(X,) —— H(X,)°P par les formules :

Dn(_) :ﬂm(_f':’yq*R) et Da’(_) :M(—7 f(lyR)

On définit un morphisme de commutation a la dualité : YD, —— D,Y; en pre-

nant la composée :
YD, = YD * —— D4 *1 == DY, = D,
avec les notations de la proposition 8.1.16, du corollaire 3.1.18. Pour toute classe
d’objets A C Ob(H(k)) et tout objet E de HS(X,,) le morphisme :
T4Dy(E) —— D, T;(E)
est inversible.

Démonstration. — Il suffit bien évidement de considérer le cas A = Ob(H(k)).
On adopte les notations de 3.1.16 et 3.1.18. On montrera que le morphisme :
TfD‘}*R(E) —)D}“"‘f BY¢(E) est inversible. Par le corollaire 3.1.18, on sait
que le morphisme en question est sous-jacent & un morphisme de systémes de
spécialisation :
TDY B —— pYud"RY

Ainsi, en appliquant le théoreme 3.3.46, on voit qu'il suffit de prouver que pour tout
n € N et A € Ob(H(k)), les morphismes :

Te, DQ‘R((en);“’q*A) E— D;r,,“q*RTen ((en):}q*A)

€n
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et
"R 1 YTiaq* R 1\* %
Tc,‘, Dp,'l' ((Gn):;q*A) 7 De'l, Te,‘, ((en)nq A)
sont inversibles. On considérera uniquemnent le premier morphisme, le second se traite
exactement de la méme facon. Par définition, le morphisme en question est obtenu
par adjonction de I'accouplement :
*R o n *R *
T, DZ, ((‘—'n);q*A) © T, ((en);q*A) > T, DE ((e,,);*,q*A) ® ((en):,q A)

— T, (("‘n);(l*R) ~ Tig"R
Remarquons que DY ®((e,);q*A) = Hom(((en)}q*A), (en);,q* R) =~ Hom(((en);¢* A),

(en)nq*R) ~ (en)yq” Hom(A. R) puisque (ey,), est étale et que g est lisse. On se ramene
donc a étudier 1'accouplement :

T, (en)rq*Hom(A. R) @ T, (e,);q*A — Le, (en);,q*(Hom(A. R) @ A)
— T(r,, ((’n);q*R

Par la proposition 3.4.9, on dispose d'un isomorphisme de foncteurs pseudo-
monoidaux 1 ~ Y., ((’,,,);‘Iq*. Il vient que 'accouplement ci-dessus est isomorphe
a l'accouplement évident : Hom(A.R) & A —— R . Cet accouplement fournit par
adjonction I'isomorphisime identité : Hom(A. R) === Hom(A. R) . Le théoréme est
prouvé. O

3.5. Le systéme de spécialisation ¥

Dauns ce nunéro, on donne la définition des foncteurs cycles proches dans le cadre
d'un 2-foncteur homotopique stable. La définition des foncteurs ¥ est une variation de
la définition de T qui tient en compte le coté discret du groupe fondamental motivique
de Gm a savoir les revétements étales finis. On se place de nouveau au-dessus d’un
schéma de base général S.

3.5.1. Le diagramme de schémas (Z. A x N*). — Sauf mention du contraire le
symbole N* désignera la catégorie directe associée a I'ensemble des entiers naturels
non nuls ordonné par 'opposé de la relation de divisibilité. Les objets de N* (& la
différence de ceux de A) seront simplement notés n,m, r, . . .. L'existence d'une fleche
m — n signifie donc que n divise m.

Définition 3.5.1. - Le diagramme de S-schémas (§.N*) est donné par le foncteur
& : N ——Sch/S qui:

- a un entier n associe toujours le schéma Gmg,

- a une fleche m — n associe le morphisme ()% : Gmg — Gmg élévation a
m

la puissance =
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Remarque 3.5.2. — On dispose d’un morphisme évident de diagrammes de schémas
e: (6,N¥) —— Gm On peut penser & e comme étant le revétement étale universel

de Gm.

Pour obtenir les foncteurs cycles proches totaux, il faut utiliser un revétement de
Gm qui soit plus fin que le revétement étale universel &/Gm ainsi que le revétement
universel unipotent % /Gm :

Définition 3.5.3. — On définit un objet cosimplicial # en N*-diagrammes de S-
schéma en appliquant le lemme 3.4.1 au diagramme de DiaSch/S :

(&, NX) == (&, N%) +—— (5.N%)

On peut voir # comme un diagramme de S-schémas indicé par la catégorie A x NX,

On définit un morphisme de diagrammes de S-schémas :
(0%, paxn<) : (#, A x N¥) —— Gmg

en prenant la composée : (%, A x N*) —— (£.N*) —— Gumg . On notera doré-
navant (8,pa) le morphisme & —— Gmg . Les deux lemmes ci-dessous résument
quelques propriétés évidentes de £ :
Lemme 3.5.4. — Soit 1, : A —— A x N* le foncteur qui envoie l’objet r sur (r,n).
Ona:

1. Le diagramme de S-schémas (% o T, A) s’identifie canoniquement a (&7, A).

2. On a un carré commutatif de morphismes de diagrammes de S-schémas :
(o, A) —" (%. A x N¥)
o o
Gmg —e'"—> Gmg
ol e, désigne l’élévation a la puissance n.
Dans le méme esprit, on a :
Lemme 3.5.5. — Soit £, : (A x N*) —— (A x N*) le foncteur qui envoie l’objet

(x,m) sur (r,m.n). On a :
1. Le diagramme de S-schémas (# o kn. A x N*) s’identifie canoniquement a
(Z,A x N*).
2. Gardons les notations ci-dessus. Pour tout entier non nul l, le diagramme sui-
vant :

— (@, AxN")—>Gm5

H J\H n len
A

Ty (2. A x N<) 2 Goms

est commutatif.
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3.5.2. Définition de ¥. Normalisation. — Voici la définition des foncteurs cycles
proches :

Définition 3.5.6

1- Avec les notations de 3.2.3, on appelle U le systéme de spécialisation Z e x. Les
foncteurs Wy seront appelés les foncteurs cycles proches (totauz).

2- On appelle également T" le systéme de spécialisation (% o 1,) ® x. On dispose
alors de morphismes de systémes de spécialisation :

Tp: TP — U

8- On appelle finalement U™ le systéme de spécialisation (Z o k,) ® x. Par la
définition 8.2.18 on dispose alors d’un carré commutatif de systémes de spécialisation :

Tl" i y P

‘ lh"”

Tln >

Remarque 3.5.7. — Le systéme de spécialisation T! s’identifie canoniquement au sys-
téme de spécialisation T considére dans la section 3.4. Par construction, on dispose
de morphismes de systémes de spécialisation T? —— T™ et ¥ est la NX-colimite
des T" (en un sens que 'on peut facilement formaliser).

Lemme 3.5.8. -—— Pour tout entier non nul n, le morphisme de systémes de spéciali-
sation W™ —— U est inversible.

Démonstration. — Ceci découle immédiatement de la définition et du fait que le
foncteur — x n: N* —— N* est filtrant au sens de la définition 2.1.50. O

Soit » un entier non nul. Etant donné un S-morphisme quasi-projectif f :
X —— A}, on définit f, : X, —— A} comme étant le pull-back de f suivant
en : Aj —— A} . On appellera alors e, : X, —— X le B-morphisme évident.
On dispose d’un isomorphisme canonique de diagrammes de X-schémas :

(#,A x N*) Xgmg Xn — (# 0 kn, A x N¥) Xgmg X
On déduit alors immédiatement un isomorphisme : W% =¥ f. (en);, - Par la pro-

position 3.1.6, les 1-morphismes ¥y, (e,); s'organisent en un systéme de spécialisation
qu’on notera e, e WU,
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La méme discussion s’applique & T. Ainsi pour tout n, on a e, ¢ T ~ T". On
déduit :

Proposition 3.5.9. — Il existe un isomorphisme de systémes de spécialisation
U——e,0V0.

Lorsque H est un dérivateur algébrique monoidal homotopique et stable, le systéme
de spécialisation ¥ est également pseudo-monoidal. On vérifie aisément que l'iso-
morphisme ¥ —— ¢, ¢ ¥ est un morphisme de systémes de spécialisation pseudo-
monoidaux.

On a le résultat de normalisation suivant :

Lemme 3.5.10. — Avec les notations du diagramme (25), la composée des 2-
morphismes suivants :

11— ip* —— %" —— xiaq® —— Viag*

est un 2-isomorphisme. En d'autres termes le 2-morphisme TYiqq* —— Wiqq* est
inversible.

Démonstration. — Par la remarque 3.5.7. ¥ est la colimite des T™. Il suffira donc de
prouver que les morphismes :

Tiaq* — Tiq* ~ Tia(en)pg*

sont des isomorphismes. Remarquons pour ccla, qu’on a un digramme commutatif :

1 > Xiaq" > Tiaq*

| l

1— Xi(l(en):}q* — Ti(l(en):}q*

On déduit alors le résultat recherché en utilisant la proposition 3.4.9 qui assure que
les deux composées horizontales du diagramme ci-dessus sont des isomorphismes. [

Remarque 3.5.11. - On fera attention que dans la preuve ci-dessus, on a utilisé le
foncteur Tid(en);‘7 et non T, (en);*,. En effet. la composée :

1 —— Xe, (en)yq" — T, (en):}q*
n’est pas inversible cn général (voir la remarque 3.4.14).
On peut alors déduire le résultat de normalisation suivant :

Proposition 3.5.12
1- Soit n un entier inversible sur S. On note ¢, le S-schéma S[T)/(T"—1) —— S .
Il existe un isomorphisme canonique : Ve, (€n);q* = Cnxc;,.
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2- Soient n et m des entiers inversibles sur S. On note ¢ le morphisme étale de
S-schémas :
S[U,U-Y/(Q" -U™) —— S[U, U]

Il existe un isomorphisme canonique : Wem (en')5q* = (cit)«(cit)*(en!)5 -

Démonstration. — Notons f 'un des morphismes e,, ou e]*. Vu la proposition 3.5.9,
on peut remplacer f par f,. Remarquons alors les faits suivants :
- Le Al-schéma (e, ), est donné par :

(Bn)n = S|P, w]/P"™ — ™ —— S|n]
On définit alors un morphisme de Aj-schémas :
u: Sl 1) — S[r, PJ/(P" — ")

qui consiste & envoyer P sur T.mw. Il est claire que u est fini, qu’il induit un

isomorphisme sur la fibre générique et que sa fibre spéciale est égale & ¢, (& une

nil-immersion preés). De plus, le A§-schéma S[z][T™ — 1] est lisse (en fait étale).
— Le A§-schémas ("), est donné par :

(B™), = S, U,U[P]/(P* —U™.x"™) — S|[n]
On définit alors un morphisme de A§-schémas :
v: S[r,U,U71[Q/(Q" —U™) — S[x, U, U Y|[P]/(P" — U™.x")

qui consiste & envoyer P sur @~ 1.m. Il est clair que v est fini, qu’il induit un
isomorphisme sur sa fibre générique et que sa fibre spéciale est donnée par c)*
4 une nil-immersion prés. De plus, le AL-schéma S[r,U,U~][Q]/(Q™ —U™) est
lisse.

On déduit alors que :

Ve, )noul(€n)n 0 “);q* =~ ((en)nou); et ‘I/(e;:'),.Ou((e?)n ° 7’)7;‘1* ~ ((en')n 0 v)5

Le résultat découle immédiatement du fait que us« ¥ (e,,), 0u = ¥Y(e,), €t Vox ¥ (em), o0 =
Yienyn: O

Remarque 3.5.13. —- La technique utilisée dans la preuve ci-dessus sera utilisée plu-
sieurs fois dans la suite. Par exemple, elle permettra de réduire les conditions & vérifier
pour la validité du théoréme 3.3.46 au seul cas du B-schéma identité.

3.5.3. Etude de ¥ au-dessus d’un corps de caractéristique nulle. — Dans
cette sous-section le schéma de base S sera le spectre d’un corps k de caractéristique
nulle. On établira pour ¥ les analogues des théorémes de constructibilité et de Pt-
positivité pour Y. Contrairement au cas de T ces analogues sont valables & coefficients
entiers. C’est 13, 'un des principaux avantages de ¥ sur Y.
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Théoréme 3.5.14. — Soit A C Ob(H(k)) une classe d'objets quasi-stable par twist de
Tate. Alors pour tout Aj-schéma quasi-projectif f : X —— A}, le foncteur Uy
envoie la sous-catégorie HS (X,)) dans HY (X, ).

Démonstration. — On applique le corollaire 3.3.49 & Hy = (HY)sch /o €t a la classe
d’objets de H(n) formée des ¢g*A avec A € A. Ceci nous rameéne immédiatement & vé-
rifier que pour A € A les objets W, (e,);¢* A et Wen (en');q* A sont A-constructibles
quelque soit les entiers non nuls n et m. Ceci découle immédiatement de la proposi-
tion 3.5.12. O

On a également un théoréme de Pt-positivité :

Théoréme 3.5.15. — On se donne un ensemble d'objets ¢ C Ob(H(k)). On suppose en
plus de Uhypothése 2.2.58 est vérifiée. Alors pour tout A} -schéma f: X —— A},
le foncteur W s[—1] est Pt-positif.

Démonstration. — Par le lemme 3.2.10. les foncteurs ¥; commutent aux petites
sommes. On appliquera le corollaire 3.3.50 au systéme de spécialisation ¥[—1], Hf =
(PH>0)|sch/o €t & 'ensemble d’objets de H(n) qui sont de la forme ¢A avcc AecY9.

11 suffit donc de vérifier que les objets ¥, (e.,,,)!,,q!A[—l] et Wem (e)) q 'A[—1] sont
Pt-positifs quelque soient les entiers non nuls n et m. En utilisant la proposltlon 3.5.12
on obtient des isomorphismes :

Ve, (en)yd' A[—1] = e, ()50  A(1)[1] = cpuch A(1)[1] =~ crch A(1)[1]

U (€7 )y Al=1] = ep (e )5g* A(2)[3] = ()« ()" (en')5 A(2)[3]
=~ (e () (e 5 AL (1]
étant donné que (e, )y et (e'), sont lisses de fibré normal trivial et que & nil-immersion

pres (en)o et (e*), sont également lisses de fibrés normal trivial. Le résultat découle
alors du fait que 'objet A(1)[1] est bien P¢-positif dans H(a). g

Notons le corollaire suivant :

Corollaire 3.5.16. — Sous les hypothéses et conditions du théoréme précédent, le fonc-
teur Wig : H(Gmg) —— H(k) est t-positif.

Démonstration. — En effet, par les théoréme 2.2.82 et 2.2.86 on a !’inclusion
HZl(Gmk) C szo(Gmk) et 1'égalité HZ()(O') = szo(O’). Ainsi si E € Ob(H(Gmk))
est t-positif, alors A[+1] est Pt-positif et Uiq(A[+1])[—1] ~ ;g A est Pt-positif (par le
théoréme ci-dessus) donc t-positif. O

Supposons dans la suite que H est un dérivateur algébrique monoidal, homotopique
et stable. Le systeme de spécialisation ¥ est donc naturellement un systéeme de spé-
cialisation pseudo-monoidal et le morphisme T —— ¥ respecte les accouplements.
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Une des propriétés qu’ont les foncteurs cycles proches totaux et que n’ont pas les
foncteurs cycles proches unipotents (méme a coefficients rationnels) est :

Théoréme 3.5.17. — (Commutation au produit extérieur) On se donne une classe
d’objets A dans H(k). Soient f: X —— Al etg: Y —— AL deuz Aj-schémas.
Soient A € H(X,,) et B € H(Y;)) deuz objets A-constructibles. Le morphisme cano-
nique de H(X, X, Y5) :

Wy (A) B Wy (B) — Uy, (AR B)

est un isomorphisme.

Démonstration. — 1l suffit de traiter le cas A = Ob(H(k)). Fixons d’abord le k-schéma
X et 'objet A et faisons varier Y ¢t B. En combinant les propositions 3.1.6 3.1.13,
on obtient deux systémes de spécialisation WXn4A et WX«¥s(4) de Hsey/p vers le 2-
foncteur homotopique stable Hx_ défini sur Sch/o par Hx, (T) = H(Xs xi T). Ces
systemes de spécialisation sont donnés par :

-0y () = U (AR ),

- Uy () = (A R T (-),
Le morphisme de I’énoncé défini un morphisme de systémes de spécialisation. Ainsi par
le théoréme 3.3.46, il suffit de considérer les cas: g =e, oug=e] et B = (en);q*D
ou B = (eg')5q* D avec D € Ob(H(k)). Comme pour la preuve de la proposition 3.5.12,
on a la liberté de remplacer g par g,. Il est également facile (en utilisant la formule
de projection pour les images directes projectives cohomologiques) de se ramener a
g =epouet g=eouv (avec les notations de la preuve de la proposition 3.5.12).
Mais dans ces cas, g est lisse. Ceci prouve qu'il suffit de prendre g = id et B = ¢*D.

Par symétrie, on peut également supposer que f = id et A = ¢*C. 1l suftit donc de
prouver que l’accouplement :

Vi4q*C ® ¥i4q* D — ¥;4q* (C ® D)

est inversible. Ceci est vrai par la proposition 3.5.12 qui affirme que le foncteur pseudo-
monoidal ¥;gq* est isomorphe au foncteur pseudo-monoidal identité. O

Corollaire 3.5.18. — Gardons les notations du théoréme précédent. On suppose que H
admet les petites sommes, qu’il est parfait pour elles et qu’il est engendré par la base.
Alors l'accouplement extérieur :

U5 (A) B Ug(B) — Vg (AR B)
est un isomorphisme pour tout (A, B) € Ob(H(X,)) x Ob(H(Yy)).

Démonstration. — En effet, sous ces conditions, les foncteur ¥y ainsi que le produit
tensoriel commutent aux petites sommes. O
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Le cas f = g = id est particulierement intéressant :

Corollaire 3.5.19. — Sous les hypothéses du corollaire précédent, le foncteur Wiq :
H(n) —— H(s) est monoidal.

Supposons en plus que le 2-foncteur H est fermé & droite. On notera simplement
Hom(—, —) & la place de Hom,(—, —) les bifoncteurs homomorphismes internes qu’on
supposera triangulés en les deux variables. On a le théoréme suivant :

Théoréme 3.5.20. — Soit f : X —— A} un A} -schéma quasi-projectif. On fize un
objet R de H(k). On définit les opérateurs de dualités D, : H(X,) —— H(X,)°P et
Dy : H(Xs) —— H(X,)°? par les formules :

D,(-) =Hom(—. f,¢*R) et  D,(—)=Hom(-—, f.R)
On définit un morphisme de commutation a la dualité : ¥;D,, —— D, ¥; en pre-

nant la composée :
UD, = ¥;D4 ¥ —— DY *y; = DRV, = D, ¥,

avec les notations de la proposition 3.1.16 et du corollaire 3.1.18. Pour toute classe
d’objets A C Ob(H(k)) et tout objet E de HS (X)) le morphisme :

\I/fD,,(E) S D,,\I/f(E)
est inversible.

Démonstration. — 11 suffit bien évidement de considérer le cas A = Ob(H(k)).
On adopte les notations de la proposition 3.1.16. On montrera que le morphisme :
\I'fD‘}*R(E) — D?““’*R\Ilf(E) est inversible. Par le corollaire 3.1.18, on sait que le
morphisme en question est sous-jacent & un morphisine de systeémes de spécialisation :

UDY R —— pYiad™ Ry
En appliquant le théoreme 3.3.46, on se ramene a traiter le cas f = e, ou f =¢e* et
E = q*(en)yq"F ou E = q*(ep');¢" F pour F € Ob(H(k)). On dispose d'un diagramme
commutatif de systemes de spécialisation :

VoDV R ————— DYt Ro g

(en @) o DI'R —y Dleno¥)iag"R o (en @ W)

Ceci nous permettra de remplacer e, et e par (ep), et (e1*),. En utilisant la com-
mutation avec la dualité des images directes cohomologiques par des morphismes
projectifs, on se raméne méme & supposer que f est égal & (e, ), ou ou ("), ov (avec
les notations de la preuve de la proposition 3.5.12). Mais alors f est lisse, ce qui nous
ramene en fin de compte & f = id. Pour traiter ce cas, on procéde comme pour la
preuve du théoréme 3.4.20.

ASTERISQUE 315



3.6. LE TRIANGLE DE MONODRONMIE 23

Par définition, le morphisme en question est obtenu par adjonction de 'accouple-
ment :

UiuDY B (g* A) ® Wia(g* 4) —— TiaDY, F(g* A) ® (¢ A) — Pia(¢*R)

id
Remarquons que D?(;R(q*A) = Hom(q*A.¢*R) ~ ¢*Hom(A, R) puisque g est lisse.
On se ramenc donc a étudier 'accouplement :

Piag*Hom(A. R) ® Wiqq* A — ¥iqq*(Hom(A, R) @ A) — Vg™ R

Par la proposition 3.5.12, on dispose d'un isomorphisme de foncteurs pseudo-
monoidaux Id ~ Wiyq*. Il vient que l'accouplement ci-dessus est isomorphe a
l'accouplement évident : Hom(A,R) ® A—— R . Cet accouplement fournit par
adjonction l'isomorphisme identité : Hom(A, R) Hom(A. R) . Le théoréme est
prouvé. O

3.6. Le systéme de spécialisation logarithmique et le triangle de monodro-
mie
Le but de cette section est de construire un 2-triangle de systémes de spécialisation :

(26) T(=1)[=1] — x —— T~ 1(-1)

qu'on appellera le triangle de monodromic. La transformation naturelle N jouera le
réle de l'opérateur de monodromie. bien connu dans les situations classiques. Pour
mener & bien notre construction. on va devoir supposcr que H est Q-lindaire, ainsi
que d'autres conditions techniques. Toutefois, ces conditions sont vérifiées pour les
2-foncteurs homotopiques stables DMg et SHg (lorsque le corps de base n’est pas
ordonnable). On aura besoin d'introduire un systéme de spécialisation auxiliaire log.
Pour le construire. quelqués préliminaires sont nécessaires :

3.6.1. Préliminaires. — Le systéme de spécialisation log sera construit a partir de
X en prenant pour log;(—) le foncteur x s (— @ f;-Log) avec .Zog un objet H(Gm) bien
choisi qu'on appellera le logarithme. Cet objet, ou plutot son dual considéré comme
un pro-objet, est bien connu. Il intervient par exemple dans la construction des poly-
logarithmes (voir [BD94] et [Wil97]). Notons que classiquement, le logarithme a été
considéré dans les catégories de réalisations (faisceaux f-adiques, modules de Hodge.
cte) pour lesquels on dispose de t-structures motiviques. Ceci facilite la construc-
tion puisqu'on est ramené a raisonner dans le coeur motivique qui est une catégorie
abélienne tensoriclle. Etant donné que l'existence d'une t-structure motivique pour
DM est 1'un des problemes ouverts les plus difficiles dans la théorie des motifs, une
construction directe basée sur des techniques triangulées s'impose. Le but de ces préli-
minaires est de formaliser la construction de 1'objet Zog dans le cadre d"une catégorie
triangulée (par opposition au cadre abélien).
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On se donne une catégorie monoidale triangulée (T, ®) symétrique et unitaire au
sens de 2.1.148. On supposera que T est Q-linéaire et pseudo-abélienne et on notera
1 son objet unité. Etant donné un objet A de T, on déduit des représentations de
l’algebre du groupe symétrique Q[X,] sur A®™ par la méthode usuelle. Etant donné
un projecteur p de Q[X,,] on peut donc parler de l'image Image(p : A®") de p dans
A®™ Lorsque p = 5 30 gex, 9 (resp. p = Ly gex, 5ign(g).g) on notera cette image
par Sym™A (resp. Alt™ A).

On supposera donné un triangle distingué de 7 :

(27) I/L)éa—b—)/\——c—.—)u[—i—l]

tel que les conditions de ’hypotheése suivante sont vérifiées :
Hypothese 3.6.1

1- Les objets v et A sont inversibles et les objets Alt?v et Alt?\ sont nuls,

2- Les groupes d’homomorphismes homg (v®", A®"[k]) sont nuls pour n € N — {0}
et k € {—1,0}.

3- Le groupe d’homomorphisme homg (A, ) est nul. L’annulateur dans ends(1) de
Pélément ¢ € homg(A, v[+1]) est réduit & l'idéal nul.

Remarque 3.6.2. — Les données ci-dessus sont autoduales. En effet, dans T°P, le tri-
angle distingué :
! / /
v 26 b » A —< >V [+1]
avec V' = A\, XN =v, d’ =b°P, b = a° et ¢ = —(c[—1])°P vérifie bien les conditions
de I’'hypothese 3.6.1. Ceci permettra d’effectuer des raisonnements par dualité dans
la suite.

Les trois lemmes suivants seront utilisés au cours de la preuve de la proposi-
tion 3.6.6. Ils sont des conséquences directes de ’hypothese 3.6.1 :

Lemme 3.6.3. — Le triangle distingué (27) n’admet pas d’endomorphismes non tri-
viauz induisant l’identité sur &. En particulier, une fleche a : v —— v rendant
commutatif le carré :

v—256
o ]
v—2,¢

est forcément Uidentité de v. De méme, une fleche 3: A —— \ rendant commutatif
le carré :

est forcément l'identité de A.
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Démonstration. — On se donne un endomorphisme du triangle distingué (27) :

v y & > A > v[+1]
T
uiw-—b—),\—w{ﬂ]

En retranchant & cet endomorphisme, ’automorphisme identité, on obtient 1’endo-
morphisme :

~

v > & A > y[+1]
ldl lo Jﬁ ~id la i
v—256 b, A ——v[+]]

On prouvera que a —id = 0 et 8 —id = 0. Par dualité (voir la remarque 3.6.2) il suffit
de traiter uniquement la premiere égalité. En remarquant que la composée :

id a
V—)y—)é’

v
Ja
v

est nulle, on déduit une factorisation :

Al- 1] e
Mais par I’hypothése homs (v, A[-1]) = 0. D’ol1 le résultat. O
Lemme 3.6.4. — On a les annulations suivantes : homg(A, &) = 0, homg(&,v) = 0.

On a également les deux chaines d’isomorphismes :
homg (&, &) —— homg (v, &) «—— homg (v, v) ~ endy (1)
homy (&, &) —— homg (&, A) «——— homg (A, A) ~ ends(1)

Démonstration. — Montrons d’abord que homg(\, &) = 0. Pour cela, on écrit les
premiers termes de la suite exacte longue associée au triangle (27) :

homg (A, v) —— homg (A, &) —— homg (A, A) —— homg (A, v[+1])

Par hypothése, on a : homg(A,v) = 0. Il reste & prouver que : homg(\,\) —
homg (A, v[+1]) est injectif. Cet homomorphisme envoie 'identité de A sur le mor-
phisme connectant ¢ du triangle (27). C’est également un morphisme de end(1)-
module. Etant donné que A est inversible, end(\) est un end(1)-module libre de rang
1 engendré par idy. Il vient par la troisiéme condition de ’hypothese 3.6.1 que I'homo-
morphisme qui nous préoccupe est bien injectif. Par dualité (voir la remarque 3.6.2)
on obtient également '’annulation de homg (&, v).
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Passons aux chaines d’isomorphismes. Notons tout de suite que la seconde chaine
s’obtient & partir de la premicre par dualité (voir remarque 3.6.2). Considérons I'ho-
momorphisme :

(28) homg(v. v) —— homg(v. &)
Ecrivons les premiers termes de la suite exacte longue associée au triangle (27) :
homs(v. A[-1]) — hom(v. v) —— homg(v. &) —— homg (v, \)

Par hypothese, homg (v, A) = homg (v, A[—1]) = 0. I vient que 'homomorphisme (28)
est bien inversible. En particulier. homg(v. &) est un end(1)-module libre de rang 1
engendré par a.

Pour terminer. il nous reste a traiter 1'homomorphisme :

(29) homs (&, &) — homy(v. &)

,

Ecrivons les premiers termes de la suite exacte longue associée au triangle (27) :
homg(A. &) —— homg(&. &) —— homg(v. &)

On a vu que homg(A. &) = 0. Ceci montre que (29) est injectif. Montrons qu’il est
également surjectif. Remarquons pour cela. que l'identité de & est envoyée sur a par
cet homomorphisme. La surjectivité découle alors du fait que (29) est un morphisine de
end(1)-modules et que homg(v. &) est engendré par a en tant que end(1)-module. O

Lemme 3.6.5. - On a homy(& 2 v[+1]. A% A) =0 et homy(v @ v[+1]. & @ A) = 0.
Démonstration. - Pour homs (& @ v[+1], A7 A) il suffit de considérer la suite exacte :
homy(A®@v[+1]. A® )\)l — lomg (& 2 v[+1]. A% A) — homg (v @ v[+1]. A® A)
Par dualité, on a l'annulation de homs(v Z v[+1]. & 2 A). a

La proposition suivante jouera un réle important dans la suite, notamment dans
la construction des triangles distingués du théoréme 3.6.10 :

Proposition 3.6.6. - 11 existe un unique morphisme | : Alt>(&) —— v @ X rendant
commutatif le carré suivant :

Alt28 N oD

(30) l Ju #id
PRI D
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De méme, il existe un unique morphisme k : v ® A —— Alt2€ rendant commutatif
le carré suivant :

a®id
v —ERE

(31) id % bl l

v —E A2E
De plus les morphismes | et k sont des isomorphismes tels que : lok = %id,@)\ et
kol = Lidayze.

Démonstration. — On divise la preuve en plusieurs étapes. On montre d’abord 'exis-
tence de | et k. Ensuite, on prouve la relation 2/ o k = id. On utilisera ceci pour
construire un triangle distingué de la forme :

(32) vy —ERE— W RN O (AR®E) —r v Qu[+]]
pour lequel on explicitera I'action du groupe symétrique 35 = {+1, —1}. On montrera

que [ est inversible en passant au facteur direct alterné de ce triangle distingué. La
derniere étape est consacrée a 1'unicité de [ et k.

Etape 1. Construction de l et de k. — La composée :

A2e — s e e 188 o0 0O o)

est nulle. En effet, on a un diagramme commutatif :

Alt?& > Alt2\

| l

ERZE—ERN—ARA

et I'objet Alt2\ est nul. En utilisant le triangle distingué : v@A — ERA — AN —,
on déduit une fleche I : Alt?’6 —— v ® X faisant commuter le carré :

la ®id
PR L LAY PP

On procede de méme pour construire une fleche k. La composée :

. .
ver'8®%, 06 8 eg e — s A2E

est nulle. En effet, on a un diagramme commutatif :

VRIV—I Vv RE—ERE

! l

Alt?y y A28
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et Pobjet Alt?v est nul. En utilisant le triangle distingué : v@X — EQ\ — A\ —,
on déduit une fleche k: v ® A\ —— Alt’4 faisant commuter le carré :

v & Lﬂ)i 88 &
id® bJ J'
v Koy Al2e
On a ainsi montré I’existence des fleches [ et k de 1'énoncé.

Etape 2. La relation 2l o k = id,zx. — Formons le diagramme commutatif suivant :

-
vy 82866

w|
k

vir—E s aee —L oy za
la@id
PR ILELF DS

On déduit que les deux composées suivantes sont égales :

(33) V®£MV®A Lok >V®/\a®1§‘1£0)\
i Lid - 1) i
(34) Y Ak PP N A P L1 F P
Nous affirmons que la composée : V®£’a®l(>1<§’®£’ T >£®£Mé’o/\ est

nulle. En effet cette composée est clairement égale a celle de :

T id®a id®b

v & yE QU Y ERE—ER A

et la composée b o a est nulle puisque le triangle (27) est distingué. Nous déduisons
de cela que la composée de (33) est égale a celle de :

. Lid .
a®id 2 }é’@é"ld@b@@@,\

V& Y ERE

En d’autres termes, le diagramme suivant est commutatif :

V®£MV®)\2I_M>U®/\

a®idl la@id

_-_.____)'
ERE P ER A

ASTERISQUE 315



3.6. LE TRIANGLE DE MONODROMIE 99

D’autre part, le carré suivant :

®6°;®—gu®)\

a® id‘l la ®id
d
PRI LIy
est trivialement commutatif. On en déduit que la composée suivante :

y®gld®by®)\ 2lok—1d;V®/\a®1(’1g®)\

est nulle. En utilisant le triangle distingué : v® & — v ® A — v ® ¥[+1] —, on
déduit I'existence d'une fleche v ® v[+1] —— & ® A rendant commutatif le carré :

A 200k —id v @A

l Josa

l/gu[‘l‘l] .......................... )6”@)\

Par le lemme 3.6.5. on a homy(v @ v[+1],& @ A) = 0. Il vient immédiatement que le
carré suivant :

PR LA P

2lokl
par22 oo

est commutatif. Comme A est un objet inversible, on peut appliquer le lemme 3.6.3
pour conclure que 2l o k = id.

Etape 3. Le triangle distingué (32). —- Dans cette étape on construit le triangle
distingué annoncé au début de la démonstration. On introduit le morphisme m :
&R®E —— v\ défini par la composée :

f@g——aAmg——au®A

Le carré suivant est commutatif :

V®€1(l®b A

ag id‘l ”
P AL
En effet, on peut le factoriser de la maniére suivante :

gld&)b %A

AN

& %6 — A2E —23 1 22
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En utilisant que b o a = 0, on déduit immédiatement un carré commutatif :

a % id
v ——mExE

id 7 bl ) l(,,;»,;’{d)
VEA— S (v A) T (A% E)

qu’on compléte en un morphisme de triangles distingués :

% i b
Vs & a % id N h 7 id \)\:‘f{xl(:}yg((,[_}_l]
id&b W J{(be‘.gi‘d) jf’ J,a 5 id
(' J _(0.1d) 0
v A—— V% A) B (A% E) PA S PV A

Nous affirmons que la fleche v dans le diagramme ci-dessus est 'identité. En effet,
on voit immédiatement que la composée suivante :

r—id
ez gb®l(lA®€ B A& Y

est nulle. En utilisant le triangle distingué : & © & — A® & — v & &[+1] —, on
voit que la fleche 4 — id se factorise de la manicre suivante :

e a—id
AE ——mmm A K &

v Z &+1]
On dispose d’'une suite exacte :
homs(v ® &[+1], A ®v) — homg(v & &[+1], A & &) — homg(v @ E[+1].A® A)

Par le lemme 3.6.5, on sait que homg (v 2 &[+1], A 2 A) = 0. Il vient que le premier
homomorphisme est surjectif. Il existe donc une fleche e : v @ &[+1] — A @ v qui
factorise d. On dispose ainsi d'un diagramme commutatif :

—id
/\xa"————n\ &

c% idl / Ti(l “%a
d

La relation v = id découle alors du fait que homg (A & &, A & v) ~ homg(&,v) = 0
(voir le lemme 3.6.4).
Ainsi, on dispose d’un morphisme de triangles distingués :

i b id > id
aid N e P - BB

E % &
id bl . l bz :,l'(l ’
() b (0.id)

vEA— vz AN s (A E) Az & YU E A

vy &
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En appliquant 'axiome de I'octaédre, on déduit 'existence d’un triangle distingué :

(35) u®ua—cml)é’®6”(b®—id)>(u®)\)®()\®€)——)V®u[+1]

C’est le triangle distingué recherché.

Etape 4. L'action de S5 sur (35). - - On cherche & utiliser le triangle distingué (35)
pour mieux comprendre I'action de ¥g sur & ® & afin de pouvoir identifier Alt?&
avec v ® A. On notera 7 la permutation des facteurs. On peut compléter le carré
commutatif :

AsAdZ8 o0 e

Tl lr
aNa

ARAN——ERE
en un isomorphisme de triangles distingués :

v &8l oug (”"*‘“2 2N a AR E) — v g v[+1]

v L8 00 e Y 5 AP ARE)— v RV[+1]

On va calculer la matrice de 'isomorphisme u. Remarquons tout de suite que y = 0
étant donné que homy(&.v) = 0 (voir le lemme 3.6.4) ¢t que A est inversible. Notre
matrice est donc triangulée inférieure et on peut former le diagramme commutatif :

(v:41) . (id.0)
BE——WEA)DARE) — v R A

T U= "f(') r
l (b:5a) ll ¢ )(id.()) ‘[

BE——WSA)EASE) —r A

La composée des fleches horizontales est égale & m et donc & la composée :
E®E — Alt’6 —=— v g ). Etant donné que 2! admet une scction (donnée
par k) on déduit que & = —id, g du fait que 7 agit par —id sur Alt&.

Montrons que ¢t = idygs. Par le lemme 3.6.4 (et du fait que XA est inversible), il
existe un unique t' : A®@ A —— A ® A tel que le carré suivant soit commutatif :

Ao 48l oy

[ ]
idRb

ARE ——ARA
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De plus, pour montrer que ¢ = id, il suffit de montrer que # = id, ce que 'on fera.
Nous affirmons que le diagramme suivant est commutatif :

PRNDPAYE) —ARE——AR
‘| g
VENBARE) —IARE — AR\

En effet, il faut vérifier que la composée :

VAA—Z9AQE — AR\

est nulle. Ceci est vrai étant donné que X est inversible et que homy (v, A) = 0. Il vient
que le carré suivant est commutatif :

EQRE——ARA
O
ERE—IAZ A
Comme Alt>)\ = 0, le carré suivant est également commutatif :

EQXSE—AZ A

1

ERE——AZ A
Comume 7 est un isomorphisme, on déduit que la composée :

: _ /
f0E—roA b e

est nulle. Par dualité, on dispose d’un triangle distingué analogue & (35), & savoir :

WYRNDERY —ERE YAR A y

11 vient que id — t’ se factorise par ((v ® A\) & (& ® v))[+1]. Ainsi pour montrer que
t' = id, il suffira de montrer que : homg(v[+1],A) = 0 et homg(& @ v[+1], A® A) = 0.
Ceci est vrai par I’hypothese 3.6.1 et le lemme 3.6.5.

Il reste & déterminer la fleche 2 : v @A —— A ® & . Pour cela, considérons le
diagramme commutatif :

1]

/\)
Alt?26 —= 0 E—— (V2 A S (AR E)

”idl J l

A28 — €0 E—— AN B (AR E)
~— N

v
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Calculons la composée v des deux fleches horizontales du diagramme ci-dessus. Sur le
facteur v ® A, la fleche v est donnée par :

=
A6 £ 06— AI2E —2 5 @ A
\_/

m

Elle est donc simplement égale & 2[. Pour décrire la composante de v qui correspond
au facteur A ® &, on considére de diagramme commutatif suivant :

A6 — 606229 0 e

- Jr . &

A6 — 3 EQRE——E® A

l a®id
VA
Ceci montre que cette composante est donnée par : —7o(a®id)o!l. On a ainsi montré
que v est donné par la matrice :

":( —To(a2(l8>id)ol )

La relation u o v = —v se traduit alors par :

( _zid i?i )°< —To(a2é§)id)ol ) - ( To(a_;lid)ol )

Ce qui donne la relation : 2z0l — 7o (a®id) ol = 70 (a ® id) o I, ou encore
(z—70o(a®id)) ol = 0. La fleche [ admettant une section (& savoir 2k), on déduit
finalement que z = 7 0 (a ® id).

En fin de compte, on a :
—id 0
u= . .
To(a®id) id

Etape 5. Les fléches | et k sont inversibles. — Vu la relation 2l o k = id, il suffit de
montrer que [ est inversible.

D’apres 1'étape précédente, on dispose d’une action de Xy sur le triangle distin-
gué (35) donnée par 'involution qui sur les deux premiers sommets agit par T et sur
le troisi¢tme sommet agit par u (vérifier que u? = id).

On déduit alors un projecteur de (35), donné par %(id — 7) sur les deux premiers

sommets et par :
1 .
q=—2-(id—u)=< id 0)

37o(a®id) 0
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sur le troisieme sommet. En passant aux images de projecteurs, on obtient un triangle
distingué :

0 —— Alt’6 — Image(q: (v D N) D (A ® &)) — 0[+1]

Ce qui montre en particulier que la composée :

v

APE —— 858 — vz A+ (A% 8)

admet une rétraction. Mais on a vu que v se factorise par [ : Alt?4€ —— v @ X . Ceci
montre que | admet unc rétraction. Il vient que la fleche [ est inversible puisqu’elle
admet également une section (& savoir 2k).

E’tape 6. Unicité de l et k. — 1l est facile a cc stade de prouver 'unicité de [ et k.
En effet, soit I’ : Alt?6 —— v ® A une autre fleche rendant commutatif le premier
carré de I’énoncé. On a : 2'ok = 2l ok = id. Comme k& est inversible, on a forcément :
I'= %k_l = [. Le méme raisonnement s’applique pour montrer 'unicité de k. O

Notons le corollaire suivant :

Corollaire 3.6.7. — Supposons que la catégorie monoidale T est fermée et que le
bifoncteur Hom(—, —) est triangulé en les deuz variables. On a alors Alt’€ = 0.
En d’autres termes, & est pair de dimension 2 au sens de Kimura (voir [Kim05]
et [AKO2]).

Démonstration. - Montrons d’abord que Alt?(v % A) = 0. Ceci équivaut a dire que
la permutation des facteurs 7 agit par l'identité sur (v © A\)®2. Pour cela il suffit de
remarquer que le diagramme suivant :

WEN S s — v (A xr) 2 ASBTE N g A ) A% A)

JVT 17'597'
o
wAN2WgA) —rvx (A@_;u)x)\ld—‘”—’ﬂ»uz(u:_‘-;)\)g)\——>(uf_-;u)x)\5§/\)

est commutatif étant donné que 7 agit par I'identité sur v®2 et A\®2.

On sait, par la proposition 3.6.6, que Alt?€ ~ v @ \. Il vient que AIt2(AIt2é”) =0.
On déduit que & est tué par les foncteurs de Schur correspondant au diagrammes de
Young suivants :

[TTT] e =

Il vient immédiatement que (Alt?&)®2 = 0. Les objets v et A étant inversibles, ils
admettent des duaux forts au sens de [AKO02]. Comme T est fermée, un objet A
admet Hom(A, 1) pour dual fort si et seulement si le morphisme évident :

Hom(A.1) ® — — Hom(A. —)
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est inversible. Ceci montre que la propriété d’avoir un dual fort est stable par exten-
sions (au sens triangulé). On déduit alors que I'objet Alt*& admet un dual fort. L’éga-
lité (Alt3€)®2 = 0 implique alors que Alt*& est nul d’aprés Kimura (voir [Kim05] ou
plutét la généralisation du résultat de Kimura dans [AKO02]). O

Dans le reste de cette sous-section, supposera que Alt3€ = 0 (ce qui est le cas
si (T,®) est fermée et que le bifoncteur Hom(—, —) est triangulé par rapport aux
deux variables). On s’intéressera aux objets Sym™&. On a la conséquence suivante du
corollaire 3.6.7 :

Corollaire 3.6.8. — Soit n € N. Les deux morphismes évidents :
Sym"Tlg —— g8t T, o0 g o — 5 SYM"ER &
Sym" & @ AltPE —— 8B Q (£RE) — EEMRE —— Sym"ERE
induisent un isomorphisme Sym"t'€ @ (Sym" '€ @ Alt?E) —— (Sym"&)® & .

Le carré commutatif (30) de la proposition 3.6.6 s¢ généralise aux cas des Sym™&
de la maniére suivante :

Lemme 3.6.9. — Pour tout n € N — {0}, le carré suivant est commutatif :

id =
Sym" & 2 Alt’ € ld—N—i Sym" &% (v & A)
Sym' € 2 & ——L L Sym"E % A
ot la fleche Sym" '€ @v @A —— Sym"E R\ est la fliche évidente déduite de
a: v——& .

Démonstration. — En effet. on a un carré commutatif :
=12 AltPE — &7~ (v 5 )
EEN g E ————— EX WA

obtenu & partir du premier carré de la proposition 3.6.6 en tensorisant partout par
&®"=1. Le groupe symétrique X,_; agit sur les objets de ce carré et les fleches sont
Y,.—1-équivariantes. Le groupe symétrique X,, agit sur les deux objets £"®& et £" R\
et la fleche horizontale inférieure est ¥,,-équivariante. Ainsi, en passant au plus gros
quotient sur lequel ¥,,_; ou X,, agit trivialement, on obtient le carré de I’énoncé. O

Soit (1m,n) € N2. On définit une fleche

Ampn @ Sym™E @ v —— Sym"”+”5’
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a partir de (id®™ ® a®") : £@™ @ Y®" — £™+" en passant aux plus grands
quotients invariants par l'action des groupes symétriques ¥,, et X, 4,,. Dualement,
on définit une fleche :

bt Sym™t"E —— Sym™E @ A"

A partir de (id®™ ® p®") : £&m+n ____, £On @ A\®n en passant aux plus grands
sous-objets invariants par 'action des groupes symétriques X, et X, 1 n,.
Le théoréme suivant décrit la structure des objets Sym™& :

Théoréme 3.6.10
1- Soient (m,n) € (N — {0})2. Il existe un unique triangle distingué :

Um—1,n

(36) Sym™ '€ @ue" Sym™tn-lg

b1 —-1.m
— " Sym™ L& ® A2 —— Sym™ L& @ v [+1]

2- Pour (m,n,r) € (N —{0})% x N, les deur diagrammes suivants sont des mor-
phismes de triangles distingués :

2 m—1 5?-1lzd ® Gm-1.n ar < m+n—1 ld Z bn—l.m or n—1 e @m
V%" ® Sym & QBT ———— V" 5 Sym E——v7" RSym" T & @ A" —»
T& 1dJ{ l(am+n—l.r) oT Jv((anvl.r) o T) & id
Om—1. , bitr—1.m
symm—lg © yAntr m n+r Sym"+m+, -l(ga n+r m Sym"+'r_1(5” < )\Zm
Sym'"‘""_lé” ® VQ)" A+r—1.n Sym'7'+'l+r—1é’ bn—l.m+,. Sym"—lg ® A®1n+r
(T ° bm—l.'r) & 1dJ{ Jb77z+rl.—l.'r' l‘l’ %id
id X am-1.n id % bn—l.m

)\zvr < Symm—léo & V’éCn 3 /\'81' & symm+n—lg - N /\21 & Sym"—léa b4 /\’8""7- —_
3- Pour (m,n,r) € (N—{0})? x N et k € {—1,0}, on a l'annulation suivante :
homg(Sym™ & @ v®"+7 Sym™ 1 & @ \E™HT[k]) = 0

Démonstration. — On divise la démonstration en plusieurs étapes. On commence par
un cas particulier de la partie I du théoréme. On l'utilise pour montrer le résultat
d’annulation de la partie 8. On reprend ensuite la partie 1 et on termine par une
preuve de la partie 2.

E’tape 1. — On commence par construire les triangles distingués (36) lorsque 1'un
des deux entiers m et n est égal & 1. Par dualité (voir la remarque 3.6.2), il suffit de
traiter le cas n = 1. Dans ce cas, le triangle (36) que 1'on cherche & construire s'écrit :

Sym™ & ® v —— Sym™& » \2m > Sym™ 1 &[+1]

ASTERISQUE 315



3.6. LE TRIANGLE DE MONODROMIE 107

Lorsque m = 1, il s’agit du triangle distingué (27). Supposons le triangle distingué
construit pour m > 1 et construisons le pour m + 1.
On a un triangle distingué évident :

Sym™E @y ——Sym"ER®E —— Sym™E® A —— Sym™ & @ v[+1]

obtenu en tensorisant le triangle distingué (27) par Sym™&. En utilisant le
lemme 3.6.9, on déduit facilement un morphisme de triangles distingués :

00— Sym™ & ® Alt26 —— Sym™ & @ v ® A ——— 0[+1]

] l J

Sym-méa Qv ——m— Syrﬂ"'éa $E — Sym"'é” R/AN—— Sym"'é” R V[+]‘]

Le cone de la premiere fleche verticale non nulle est Sym™*'&. Le cone de la seconde
fleche verticale non nulle est A™ ® A par 'hypothése de récurrence. En appliquant
Paxiome de 'octaédre, on déduit du corollaire 3.6.8 le triangle recherché.

Etape 2. — Montrons que le groupe homg (Sym™ !&£ @v®" 17, Sym™ 1 & @ A®™+7[k])
est nul pour (m,n,r) € (N—{0})2xN et k € {—1,0}. On raisonnera par récurrence sur
(n,m). Lorsque (n,m) = 1, 'annulation recherchée est donnée dans I'hypothese 3.6.1.
On supposera donc que 'un des entiers n et m est strictement supérieur a 1. Par
dualité, on peut supposer que m > 1, ce que 1'on fera dans la suite. Le cas (1, m) des
triangles (36), fournit la suite exacte (que 1'on écrit verticalement pour des raisons de
place) :

homa(Sym™ ™2 2 A ® v®"+7 Sym™1& @ A®m+7[k])

J

homg (Sym™~1& @ v&1+7 Sym"~1& % A\FMHT[R])

l

homg(y‘g""‘*""“"_ Symn—léo ® /\®""'+7'[k])

homg(Sym'"_z ® ®Vo‘9n.+rsymn—léo ® /\@:u—l+.r[k]) =0

hom:r(Syml_'é’ ® u®"’+("‘+"’,5ym”‘16" ® /\@m+,.[k]) =0

D’ou 'annulation recherchée.

Etape 8. — On peut maintenant achever la preuve de la partie 1 du théoréme. On
suppose que le triangle distingué (36) est construit pour tous les couples strictement
inférieurs & (m, n) et on le construira pour (m,n). On peut supposer que m, n > 2.
On adoptera la convention : Sym™'& = 0.
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Considérons le diagramme suivant :
(37)
Sym™3& R v®" @ Alt2E —— Sym™ " 38 w Al?E —— Sym" e @ A2 @ R A
| 0 | (i |
Sym"2EQYEN @ & ——— Sym" " 2z & ——— Sym"TIE g ATl g &
avec les carrés (i) et (ii) construits de la maniére suivante. Le carré (i) est la composée

verticale des carrés suivants :

Sym™ 3 2 V2 g A6 —— Sym™ 38 o AlS

[ |

Sym"BE 2V R E & —— Sym" T IE G Ew &

l l

Sym" 28 2 i % § ———— Sym™ T e g &
En particulier, il est commutatif. Le carré (ii) est la composée horizontale des carrés
suivants :

. id® ! , )
Sym™ 38 @ Al2E 28 Sym™ 3L 2 p g A —— SymiTLE @ ABM2 2 p @ A

| | |

Symm+n—2éa ® d , Symm+n——2g “ A Symn.—lgv % )\’/_;m—l & &

Ainsi, le diagramme (37) est commutatif. En utilisant I’hypothése de récurrence,
on voit que les lignes horizontales de (37) s'étendent naturellement en des triangles
distingués. On va montrer que (37) définit alors un morphisme de triangles distingués.
Pour cela, on part du carré commutatif (ii) de (37) qu'on compléte en un morphisme
de triangles distingués :

(38)
Symm—:iéa ® I/’Z'" ® AltZéa — Symm+n—36a & Alt2£ — symn—léa & )\,‘/,-m—z SURN—
| (v) | (i) |
Sym™ 2 QU g & ——— Sym" T 28 g & ——— Sym" T e NE Tl g & ——

On va montrer que le carré (') est forcément égal & (i). ce qui revient a dire que les
deux fleches :

Sym™ 3 @ Ve @ Alt?E —— Sym™ 28 QLB @ &

de (i) et (i’) sont égales. On notera e la différence de ces deux fleches. En utilisant
le triangle distingué inférieur de (38) on déduit que € se factorise par Sym" & @
A®m—1 @ &[—1]. Mais le groupe :

homy(Sym™3& © 12" @ Al?&. Sym" 1€ @ A2~ @ £[-1])
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est nul d’apres la deuxieme étape puisqu’il s’insere dans une suite exacte :

homg(Sym™3& 2 vE" g Alt?E, Sym™ & & A8 -1 g y[-1])

|

homy(Sym™ 3£ g v¥" ® Alt’€, Sym™ 1 & @ A8 ~1 g &[-1))

|

homg (Sym™3& 2 v&" @ Alt?&, Sym" 1 & ® A& ® A[-1])

(on utilise que : A28 ~ v @ \).

Enfin, les cones des trois premiéres fleches verticales de (38) sont respectivement :

Sym™ 1€ @ v®", Sym™ "1 et Sym™ '€ @ A®™. Ainsi, en appliquant I'axiome de
Poctaeédre a (38), on obtient un triangle distingué de la forme annoncée.
Etape 4. — Montrons la partie 2 de I'énoncé. Notons que cela prouvera 1'unicité
des triangles (en prenant r = 0 et en 'appliquant & deux triangles distingués de la
forme (36)). Il suffira par dualité de traiter le premier diagramme de 2.

On part du carré commutatif :

id X bn—l.nl-
VW‘ o Sym'"+"_1£> - V®-r ® Symn—lg ® /\®m

(am+n—l.r) o TJv l((a"—l-") o T) ®id
Sym"_'_m_'_,._léa bn.+-r—1.m Sym.,,+.,._16, ® /\®m

qu’on compléte en un morphisme de triangles distingués :

. id % Am—1.n . id ® bn—l.m ,
v R Symm—lgw 2 A" ST R Syl.nm+n—l(§a 58T @ sym"'-lg’ P LA —

T&RiId+ fl l(“'m+n.—1,r) oT l((an—l,w-) o T) Qid

Am—1,n+r _ bn-f—r—l,m
Symn+m+r Iéa

Sym.m—léa % I/®"+r Symn-{-r_léa ® A®1n

avec € une fleche exprimant la différence avec la fleche canonique. Il s’agit de montrer
que € = 0. Pour cela, on remarque que € sc factorise par 'objet Sym™*" 1 QA®™[—1].
Mais le groupe :

homg (18" ® Sym™ 1€ @ v®", Sym™ " 1e @ A®™[—1])

est nul par la seconde étape de la démonstration. Le théoreme est prouvé. O

On aurait également besoin de comprendre la structure de 'objet Sym™ & ®Sym"&.
Pour cela, on dispose du résultat suivant qui généralise le corollaire 3.6.8 :

Proposition 3.6.11. — Soient (m,n) € (N — {0})2. On définit des fléches
Pm.n * Sym’"é” ® Sym”(g" — Symm+né3

et
qyn,n . Sym"t6‘,® symnéa _) Symm_léa®Alt2(f)@® Symn_léa
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de la maniére suivante. Pour p, , on prend simplement la composée :
Sym™& @ Sym"E —— £™ @ £I" = K™ —— Sym™ g
Pour gpm,n on prend la composée :

Sym™& ® Sym"E —— £5M g £ = (£3M-1 2 £) 3 (& @ £ 1)

PG (EQE)REE —— Sym™ 1€ @ A€ ® Sym™ L&

Alors le morphisme :

( Pm,n ) : Sym™é& ® Sym™E —— Sym™ & @ (Sym™ 1 ® Alt’E ® Sym™ 1 &)

dm,n

est un isomorphisme.

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur min(n,m). Lorsque ce minimum
vaut 1, le résultat découle du corollaire 3.6.8. Supposons que le formule est vrai pour
le couple (n,m). On tensorise le tout par & pour obtenir I'isomorphisme :

SymMEQSyM"ERE —— (Sym™ " ERE) @ (Sym™ T IERAPE QSymM" T E® &)
Ce qui donne !'isomorphisme :

Sym™é& ® (Sym™ & @ Alt’ € @ Sym™~2¢)

(39) lw

(Sym™ "+l e g Alt2E @ Sym™ "1 g)
@ [(Alt’E ® Sym™ '€ ® Sym" &) & ((Alt2&)? g Sym™ 1€ ® Sym"~2&))
On retrouve facilement le morphisme :

Sym™& ® Sym"T1& — Sym™ " & ¢ Alt?E @ Sym™ 1 ® Sym™E
comme facteur direct de I'isomorphisme (39). O
Corollaire 3.6.12. — Soit (n,7) € (N—{0}) ® N. On a un isomorphismes canonique :

Sym™tTE @ Sym"E —— @1, (Alt2£)®t @ SymAm~dtre
Lemme 3.6.13. — Pour (m,n) € (N — {0})2, on a un diagramme commutatif :

Sym™1E @ AI?E 5 Sym" 16— Sym™ 1 @ v @ A @ Sym" L&

la T
Sym™é& ® Sym"& % Sym™& & Sym""'& @ A
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Démonstration. — La preuve de ce lemme se fait exactement comme celle du
lemme 3.6.9. O

D’ici la fin des préliminaires, on supposera v = 1 (I'objet unité de T). On notera
alors @, : Sym™& —— Sym™*1& la composée :
~ am,1
Sym™& — Sym™E ® 1 —— Sym™+1&

On considérera ainsi la suite (Sym™&)men comme un ind-objet de T indicé par la
catégorie N ={0 - 1 - --- > n > n+1 — ...}. Le théoréme 3.6.10 fournit
également un ind-triangle distingué :

(40) 1—— Sym™& —— Sym™ L @ A —— 1[+1]
ot les fleches du systéme inductif sont données par les morphismes de triangles :

1 —— Sym™& —— Sym™ L @ A —— 1[+1]

| L]

1 —— Sym™ & —— Sym™ @ A ——— 1[+1]

On est bien siir tenté de considérer la colimite de ces systémes inductifs. Pour cela,
on supposera que T admet les petites sommes et que le bifoncteur — ® — y commute.
On fize alors une colimite homotopique € des Sym*&. On verra que cette colimite
homotopique est définie & un unique isomorphisme prés. On introduit la définition
suivante :

Définition 3.6.14. — Soit B,, un systéme inductif d’objets de T indicés par n € N. On
note B une colimite homotopique des B,. Soit F un objet de T et € € homg (%, F).
Nous dirons que € est une fléche fantéme (par rapport au systéme inductif (Bp)nen)
si pour tout n € N, la composée : B, —— AB —S 3 F est nulle.

On a le lemme facile suivant :

Lemme 3.6.15. — Gardons les hypothéses et les notations de la définition 3.6.14. Si
pour tout n € N, la fleche : B, — B, .1 admet une rétraction, alors toute fléche

fantome € est nulle.

Démonstration. -— On pose Cy = By et pour tout n > 1, on choisit un facteur direct
C,, de B,, supplémentaire & B,,_;. Ainsi notre systéeme inductif devient isomorphe au
systéme inductif évident (@] ,C;)nen. Une colimite homotopique de ce systéme est
alors une colimite catégorique : elle est canoniquement isomorphe & @®;enCi. 11 est
alors clair que les fleches fantémes sont nuls dans ce cas. O

Nous allons donner un critére pour qu’une fleche fantéme de source € soit nulle.
Ce critére est basé sur le lemme suivant.
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Lemme 3.6.16

1- Pour tout (n.r) € N? la fleche :

Sym"t"E D E —— Sym" 2\ @ ¥

obtenue en tensorisant la fleche canonique par 6 admet une section.

2- De méme, la fleche :

Sym'"& 2 € —— Sym" & 2 €
obtenue en tensorisant la fléche canonique par € admet une rétraction.
Démonstration. — Etant donnés les triangles distingués :
Sym™ & —— Sym™ T 1e — 5 Sym" T 1& @ A& ——

on voit que les parties 1 et 2 sont équivalentes. On s'intéressera donc uniquement a la
premiere partie. On raisonne par récurrence sur r. Pour r = 0, il y a rien & prouver.
Supposons que > 0. On a un triangle commutatif :

Sym"t"& —— Sym" T & 2 AErL
Sym"& = A®T
Par I’hypothese de récurrence, on voit qu'il suffit de construire une section a :
Sym" 18 5 € —— Sym"E w A 6

En d’autre termes, le cas général découle par récurrence du cas r» = 1.
Pour traiter le cas » = 1, on utilise le triangle distingué :

1—— Sym" "' —— Sym" & x A ——
qui nous ramene en fin de compte & la construction d'une rétraction de :
15% ——Sym"& ¢
pour m € N. Pour faire cela, on considere les fleches canoniques :
Sym™& % Sym” & —— Sym™ 1" &

En passant a la limite suivant n € N, on obtient une fleche : Sym"&R€ —— € .

) y
En remarquant que la composée :

1® Sym"& —— Sym™& % Sym" & —— Sym™ &
s'identifie au morphisme canonique : Sym™& —— Sym™1"& , on déduit que la com-
posée :
1 ¢ ——Sym"¢ —— %

n’est autre que l'isomorphisme canonique. Le lemme est ainsi démontré. 0O
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Pour énoncer notre critére, on a besoin d’introduire la terminologie suivante :

Définition 3.6.17. — Soit (C,®,1) une catégorie monoidale unitaire.
1- On appellera objet unitaire de €, un couple (X,z) avec X un objet de C et
r: 1 —— X une fléeche de C.

2- Etant donné un objet unitaire (X,z). On appelle X-module (resp. X-
module faible) & droite un couple (M.p) formé d’un objet M de C et d’une fléche
p: M® X —— M tel que la composée :

Me1 98 ex Py

est lidentité de M (resp. est un isomorphisme).

Pour r € N, I'objet €"®" est une colimite homotopique du systéme ((Sym"™&)®") ,en.
Voici notre critére d annulation des fleches fantomes relativement a cette colimite :

Proposition 3.6.18. — Soient (X.x) un objet unitaire de (T,®.1) et (M,p) un X-
module faiblement unitaire a droite. On suppose qu’il existe une factorisation de l'unité
de X de la maniére suivante :

1 £
1
(6; »

avec u le morphisme évident. Alors, toute fléche fantome (relativement au systéme
((Sym"&)® ) en) de €®" vers M est nulle.

Démonstration. - En effet, soit € : €#¢" —— M une fleche fantéme. Considérons
la fleche :
eRidg: € REC — MQYF
étant donné que les fleches : (Sym"&)®" @ € —— (Sym"&)®" ® ¢ admettent des
rétractions (ce qui découle immédiatement du lemme 3.6.16), on déduit que € ® idg
est nul.
Etant donné que le carré suivant :

(1)

G %1 — %8:' E

€R i(hl le ) ideg
(2)

M3I1—M3E
est commutatif, on voit qu'il suffit de montrer que les fleches horizontales admettent
des rétractions. Une rétraction de (1) est donnée par la colimite des :

(Sym"&)®" ® Sym™"& —— (Sym"&)®" 1 © Sym" & ® Sym" &

—— (Sym"&)®" @ Sym*™ &
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Pour définir une rétraction de (2) on compose & droite par M Q¥ — M @ X .
On est ainsi ramené & trouver une rétraction de :
dgzx
M1 23 nex
Ceci est clairement possible étant donné que p o (id ® x) est un isomorphisme. La
proposition est démontrée. O

2

Etant donné une catégorie monoidale symétrique unitaire, on a les notions habi-
tuelles d’algebres (associatives, commutatives, unitaires). Comme application de la
proposition précédente, on obtient :

Corollaire 3.6.19. — La colimite € des Sym™ & est définie a un unique isomorphisme
pres. Elle est canoniquement munie d’une structure d’algébre commutative et unitaire.
De plus étant donnée une algébre commutative unitaire % et une factorisation :

1— %

L

6()
il existe un unique morphisme d’algébres unitaires f : € —— % prolongeant f.

Démonstration. — Montrons d’abord que € est défini & un unique isomorphisme
pres. Soit €’ une autre colimite homotopique de (Sym"™&),en. Etant donné que la co-
limite est unique & un isomorphisme prés, on dispose d un isomorphisme ¥ AN 7
rendant commutatifs les carrés :

Sym"& —— €

| b

Sym"& —— ¢

Soient i; et iz deux tels isomorphismes, et appelons € = ip —i; : € —— €' leur
différence. Il est clair que € est une fleche fantome. Pour montrer que € est nulle, il
suffit d’appliquer la proposition précédente avec :

- (X,z)=(¢",v)ouu': 1 —— %" est le morphisme canonique,

- M=%etp: € @€ —— €' lacolimite des : Sym"&R@Sym"&E — Sym>"&.
D’ol 'unicité de € a un unique isomorphisme pres.

Pour définir une structure d’algébre unitaire sur %, on prend la colimite des
Sym"& ® Sym™& — Sym?"& qu'on noteram : ¥ @ € — € ainsi que le mor-
phisme évident u : 1 —— % . Pour montrer que m est associatif, on considere la
différence €’ des deux fleches possibles :

€8 —— ¢
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auquel on applique la proposition précédente avec (X, z) = (¢, 1) et (M, p) = (¥, m).
On est ainsi ramené a 'associativité du produit :

(Sym™&)®3 —— Sym3" &

Ce qui est clair. On fait de méme pour prouver la commutativité et le fait que u est
une unité pour m.

On s’intéresse maintenant & la derniére partie de ’énoncé. On construit d’abord
I’extension f. Pour tout n > 1, la composée :

®n

1 multiplication

& > U™

est ¥,-équivariante. Elle passe ainsi au plus grand quotient X,-invariant de £%" et
fournit des fleches :

7

fn: Sym"E — U
On vérifie immédiatement que les carrés suivants sont commutatifs :
Sym"& & Sym"& —— Sym*" &
fn g fnl len
U YU ———U
De plus la famille des f,, est I'unique extension de f; ayant cette propriété et les
triangles suivants :
Sym"& BN Sym"tlg

fn+1
.
4

sont commutatifs. En passant a la liinite suivant n, on obtient alors un morphisme :
f:€—%

Soit f’ un autre tel morphisme. On pose ¢’ = f — f’. C’est clairement une fleche
fantéme par 'unicité des f,. On voit alors qu'il est nul, en lui appliquant la propo-
sition 3.6.18 avec X = % et M = % . D’ou 'unicité de f. La preuve que f est un
morphisme d’algebres unitaires se fait de la méme fagon. O

Définition 3.6.20. — La colimite homotopique de (Sym™& )nen bien définie 6 un unique
isomorphisme prés sera noté Sym>¢&. C’est naturellement une algébre commutatif
unitaire.

Notons également le corollaire suivant :

Corollaire 3.6.21. — Supposons que l’objet unité 1 est compact. Il eriste un unique
triangle distingué :

1 ——Sym*& —— Sym™& @ A —— 1[+1]
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tel que les diagrammes suivants :

1 ——Sym" ' —— Sym"& % A —— 1[+1]

| L

1 ——Sym>& —— Sym™ & 5 A —— 1[+1]

sont commutatifs.

Démonstration. —- L’existence s’obtient en prenant la colimite du ind-triangle dis-
tingué (40). Il s’agit de montrer 1'unicité de ce triangle. On commence par 'unicité
de Sym>*& —— Sym>*& @ A .

Pour cela, on se donne deux tels morphismes et on note € leur différence. C’est bien
une fleche fantéme. On montre qu’elle est nulle en lui appliquant la proposition 3.6.18
avec X = Sym> & et M = Sym™& ® A.

Montrons ['unicité du morphisme connectant Sym>& ® A —— 1[+1]. Par
construction de la colimite homotopique, on dispose d une suite exacte :

homg (1[+1], ®,Sym"& @ A) —— homg (1[+1]. Sym>& ® A)
— homg(1[+1],8,Sym"& @ A\[+1])
Comme 1 est compact, ceci montre que homs(1[+1],Sym>& ® A) = 0.

Deux triangles distingués ayant la méme forme que celui de 1’énoncé sont iso-
morphes :

1 ——Sym™>~& —— Sym™ & 2z A —— 1[+1]
| b
1 ——Sym>*& —— Sym™>& 2 A —— 1[+1]

Pour conclure, il suffit de montrer que la fleche u est 'identité. Mais u — id se factorise
par une fleche de 1[+1] vers Sym>™& & A. d

3.6.2. Le logarithme de H(Gm). — Soit k un corps de base. On se donne un 2-
foncteur homotopique stable H défini sur Sch/k. Rappelons le diagramme commutatif :

Gm J > Al < L5
Spec(k)
On fait la définition suivante :
Définition 3.6.22. - - La transformation naturelle de Kummer, est le 2-morphisme

ek idp(gm)(=1)[~1] — idn(Gm)
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entre les foncteurs identiques de H(Gm) (la source étant convenablement twistée et
décalée) définie de la maniére suivante. On considére le triangle commutatif :

Gm A) Gm x, Gm

(41) \ [

Gm

avec pry la projection sur le premier facteur. On prend alors pour ey la composée :
. ~ .
1dH(Gm) (_1)[_1] — > pripr; —— Prixls A*I)TT — 1dH(Gm)

ot la premiére fleche est celle déduite de lidentification canonique : pri.pri =~
idn(gm) @ idpgm) (—1)[-1].

On cst surtout intéressé par le 2-morphisime ey appliqué au foncteur ¢* :
exq" : @*(—1)[-1] — pri.prig* —— pri.AA pri ¢t —— ¢
Les deux lemmes suivants décrivent l'imnage directe par g, de ce 2-morphisime :
Lemme 3.6.23. - La composée suivante :

Gxenq” .
Geq* (1)~ 1] — > quq* U

ot la seconde fleche est celle induite par Uidentification canonique q.q* ~ idpy ®
idp ey (=1)[=1]. est nulle.

Démonstration. —- Notons i1 : Spec(k) — Guy. la section unité de Gm. On a un
diagramme commutatif de A-schémas :

Spec(k) ——— G

ill li(lx I

Gm i) Gm X Gm
Le 2-morphisme ¢,¢* —— idy() de I'énoncé s'identifie a :
G q* — Quiri] ¢ — iy

D’autre part. il est clair que le morphisme canonique idygw) (—1)[—1] — pripr}

utilisé dans la définition de ey est le novau du 2-morphisine scindé :

priwpri — > pria(id x i) (id x i1)*pr} ~ idygm)
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Le résultat découle alors du diagramme commutatif de 2-morphisme suivant :

Pripri > Pric A A pry ———————— pri Ayin A pry

~

pf‘]*(id X 21)*(1(1 X il)*pr{ —-)prl*(id X il)*il*ii‘(id X il)*prf :>pr1*(i1 X ’il)*(il X il)*prl

auquel on applique g« & gauche et ¢* a droite. O
Lemme 3.6.24. — On a un carré commutatif :
idnek) (—1)[-1] == idyy (- 1)[-1]
o )
geg” (~1)[-1] — s g

avec (1) le morphisme d’unité et (2) celui déduit de l’identification canonique q.q* ~
idH(k) (&) idH(k)(—l)[—l].
Démonstration. — Par le lemme précédent, on dispose d’une unique factorisation de
geKxq”
iduer) (—1)[-1]
" uexg”
%q*(-1)[- 1] — (¢

Ainsi pour prouver le lemme, il suffit de montrer que la composée :

. " g+ekq” N - s
idu(ky (=1)[=1] — qugq*(-1)[-1] > qxq > idnky (—1)[—1]

est égale a l'identité. Considérons d’abord le diagramme commutatif :

Gm A) Gm X3 Gm ﬂ) Gm

[ T
A’ 1

pr
Gm ——=— Al x} Gm — Al

On déduit un diagramme commutatif :

idp(k) (—1)[=1] = pup*(=1)[=1] = pupripri’p* — p.pri, ALApri*p*
H —)q*q —)ldH(;\ [ 1]
idu(ky (—1)[—1] = qug* (= 1)[-1] — qupr1.priq* — q.pri.AA*prig* ”
— guq* — idn(r)(—1)[-1]

Ce qui nous rameéne & démontrer que la composée de la ligne supérieure du diagramme
précédent est égale a 1'identité.
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Considérons maintenant le diagramme commutatif :

Glll

La fleche canonique g.q* —— idy(r)(—1)[—1] est définie par la composée :

Guq" — Pufuf*P* —— puini'p*[+1] = i'p*[+1]
De méme la fleche canonique p,pr},pri*p* —— p.p*(—1)[—1] est définie par la com-
posée :
Ppripri’p” —— pupri.(id x 7). (id x j)*pri"p*
— puprf, (id x 9).(id x 7)' pr{*p* =~ p.(id x i)' pr{*p*
Mais on a un diagramme commutatif :

1k Kk

Py pritp* —— pupr!, (id x j).(id x §)*pri*p* —— p.pri, (id x i).(id x i)'pr{*p*

| |

aq" > Pujuj*D* > Puini'p*[+1]

du fait de la compatibilité du morphisme connectant du triangle de localité avec les
morphismes de changement de base (voir la sous-section 1.4.7). Ceci termine la preuve
du lemme. O

Le résultat suivant est un corollaire immédiat des lemmes 3.6.23 et 3.6.24 :

Corollaire 3.6.25. — La fléche guexq* : g.q*(—1)[—1] —— q.q* est donnée, modulo
les identifications canoniques, par une matrice de la forme :

0 0 . .
( d ) Fidpery (—1[=1] @ idneey (—=2)[-2] — idn) ® idneey (—1)[-1]
avec t : idy(ky(—2)[—2] — idnk)(—1)[—1] une certaine transformation naturelle
qu’on ne précisera pas.

Dans la suite, on supposera que le 2-foncteur homotopique stable H est muni d’une
structure monoidale symétrique unitaire. Pour un k-schéma quasi-projectif X, on
notera ® x et 1x le produit tensoriel et ’objet unité de H(X). Lorsqu’on supposera
que (H(X),®x) est fermée, on notera comme d’habitude Hom (—, —) le bifoncteur
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homomorphismes internes. Sauf mention du contraire, on supposera les conditions de
I’hypothése suivante vérifiées :

Hypothese 3.6.26

1- Le 2-foncteur homotopique stable admet les petites sommes et il est parfait pour
elles. Il est Q-linéaire et séparé. Les catégories monoidales H(—) sont fermées et leur
objet unité est compact.

2- Les groupes de morphismes suivants sont nuls :

— homyxy (1(m), 1[n]) = 0 pour n € {-2,—1,0} et m € N — {0},

- hOIIlH(k) (]1, ]l(].)) =0.

3- L'objet Alt?>(14(1)) est nul. En d'autres termes, 1(1) est pair de dimension 1
au sens de Kimura [KimO05].

En appliquant la transformation naturelle de Kummer a 'objet unité de H(Gm),
on obtient une fleche ex : 1g,,(—1)[—1] —— 1g,, - Notons le lemme suivant :

Lemme 3.6.27. -— L’annulateur dans ell(lH(gm)(]l(;m) de la fléche e est l'idéal nul.

Démonstration. — En  effet. hompgn)(Iam.1owm) = homypy(l.gdlgm) =
homy ) (1,1, 1(~1)[~1]) = homy(1.1). Il suffit donc de prouver que l'an-
nulateur de ex dans endyk)(1) est nul. Pour cela. il suffit de remarquer que g.ex
contient comme facteur direct l'identité de 1(—1)[—1]. O

Vu le lemine précédent. on voit que I'hypothese 3.6.26 implique ’hypothese 3.6.1 de
la sous-scction précédente avee v = 1g,, et A = 1g,,(—1). Dans la suite, on utilisera
librement les résultats établis dans cette sous-section.

Lemme 3.6.28. -— 1l existe, a un unique isomorphisme prés, un triangle distingué :
CK N

(42) Lgm(—1)[-1] > Lgm y H > Lggm(—1)

L’objet A ainsi défini, est connu sous le nom du torseur de Kummer.

Démonstration. — Complétons la fleche ex @ 1gm(—1)[—1] — L en un tri-

angle distingué comme dans 1'énoncé. Il s’agit de montrer que le triangle ainsi obtenu,

n'admet pas d'endomorphismes non triviaux induisant l'identité sur Lgy,(—1)[—1]

et Igm-

Pour cela, on choisit un tel endomorphisine :

€K
n»ﬂm(_l)[_ll > llil-m 4 > ]l'Gtu(_l)

N

]l”:m [ 1] m > X > ]12111(_1)

L’endomorphisme e se factorise par une fleche 1(—1) —— % . Mais par le
lemme 3.6.4, on voit qu'une telle fleche est forcément nulle. D’ou le résultat. O
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Définition 3.6.29. — Le logarithme ZLog¥ = Sym™.* est la colimite homotopique
de lind-objet (£0g))nen de H(Gm) donné par ZLog, = Sym"™(¥). Par le corol-
laire 3.6.19, le logarithme est unique & un unique isomorphisme prés. De plus, il est
naturellement muni d’une structure d’algébre associative, commutative et unitaire.

On dispose également d’un triangle distingué canonique :

(43) Log¥ (-1)[-1] > Lgm » Log¥ — Log¥ (1)

Ce triangle est a la base du 2-triangle distingué de monodromie. On aura besoin du
lemme clef suivant :

Lemme 3.6.30. — Rappelons que l’on note q la projection structurale du k-schéma
Gm. On a des triangles distingués canoniques dans H(k) :

(44) 1(—n— I)L)I—L)q*fog,\{——i)-)]l(—n—l)[—l]
avec a et b donnés respectivement par les composées suivantes :

1 — qlgm — q.Log, et q.Log, — ¢glem(—n) — 1(—n—1)[-1]
De plus les diagrammes suivants :

1(=n—1) 251 — q. Log¥ — 1(—n — 1)[~1]

@ .

1(—n—-2) — 1 —— q.Zog, ., — 1(—n — 2)[-1]

sont des morphismes de triangles distingués.

Démonstration. -— Notons qu'une fois les triangles distingués (44) construits, il est
clair que le diagramme (45) est un morphisimne de triangles distingués. En effet, il suffit
de compléter le carré commutatif au centre et d’utiliser le fait que homyg)(1(—n —
1),1(—=n —2)) = homy)(1,1(-1)) = 0.

Pour tout m € N, on choisit deux triangles distingués :

142 qZLog), — Crpy, —
et
Ny —— guLogY, —2 3 1(=m — 1)[-1] ——

Dans la suite, on raisonnera par récurrence sur n. Lorsque n = 0, le résultat
découle de I'identification g,1 ~ 1 @ 1(—1)[—1]. On supposera alors n > 0. On divise
I’argument en trois étapes. On commence par une réduction :
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E’tape 1. Une réduction. --- Nous affirmons que pour prouver le lemme au rang n, il
suffit de montrer que :

1. Cy est isomorphe & 1(—n — 1)[-1],
2. N, est isomorphe a 1.
Cette étape est consacrée a la preuve de cette affirmation. On dispose donc de deux
triangles distingués :
/
125 ¢, Log? v, 1(—n-1)[-1] —

et

!
12 gZLog,, L) 1(-n-1)[-1]—

Etant donné que homyy(xy (1, 1(—n — 1)[—1]) = 0, on voit que les deux composées :

! /
12 g Pog? s 1(-n—1)[=1] et 1-2q Log¥ L s1(—n—1)1]

sont nulles. Il existe alors des fleches rendant commutatifs les carrés :

!
1 & @Zog) 1 L AN q.ZLog,!
oL
v o v v a v
]l EE— q*gogu ]1 — Q*$Ogn

En composant verticalement, on déduit deux carrés commutatifs :

’

1—25 q.Log) 1 -5 g Logy

u' o ul ” uo u’l “
a v a’ v
1— q*g()gn 1— q*“gOgn

On voit alors que les fleches id — v’ o u et id — u o u’ se factorisent & travers ’'objet
1(—n — 1)[-2]. IIs sont donc nuls vu que homy (1, 1(—n — 1)[-2]) = 0 (par 'hy-
potheése 3.6.26). Ceci montre que u et v’ sont inversibles. On déduit alors I’existence
d’un triangle distingué :

1(—n-1) —<51-25 gZLogy b, 1(—n —1)[-1]

Il reste & montrer que € est nul. On prouvera en fait que b admet une section.
Pour cela, on considére le morphisme 1(—n —1)[—1] — ZLog,’ qui apparait
dans le triangle distingué :

1(—n —1)[-1] —— Log, — Logy,, — 1(—n—-1)
On va montrer que la composée :

1(—n — 1)[~1] — g 1(-n — 1)[-1] — q..Log¥ —2=1(—n — 1)[1]
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est I'identité. On remarque alors qu’on dispose d’un diagramme commutatif :
1(—n — 1)[~1] — g1 (—n — 1)[-1] — q.Logy —2= 1(—n — 1)[-1]
] |
(n = 1)[-1] —— g 1(—n — 1)[-1] —=>'¢,1(—n) —— L(—n — 1)[-1]
déduit du morphisme de triangles distingués :
Logy — Logy 1 — lgm(-n—1) —
Loy (—n) — H(—n) —— lgm(-n— 1) —
Le résultat découle alors immédiatement du corollaire 3.6.25.

Etape 2. Un isomorphisme Cy, ~ 1(—n—1)[~1]. — On utilisera I'hypothése de récur-
rence pour construire un tel 1150111orphlhme. On dispose d’un morphisme de triangles
distingués :

1(-1)[-1] -1 > H »1(-1)

| L

ZLogy_1(-1)[-1] — 1 —— Log,, — Log,_,(-1)

En appliquant ¢, et en utilisant le corollaire 3.6.25, on obtient une suite de deux
morphismes de triangles distingués :

0[-1)

1 —0

+
—e

1(=1)[-1] 3 1(=2)[~2] — 1 3 L(~1)[-1] — g —— 1(=1) 2 1(~2)[~1]

| | |

@Zogy_1(-1)[-1] —— 1@ 1(-1)[-1] — q.Log,) — q..Log, _,(~1)

En appliquant 1'axiome de 1'octaédre aux deux carrés commutatifs :

[ o= ——
| | | |
18 1(-1)[-1] — ¢.Log 10 1(=1)[-1] — q.#

on obtient un morphisme de triangles distingués :

1-D-]e1(=2)[-2] — 1(-D)[-1] — C; — 1(-1) & 1(-2)[-]]

1 Lo |

geZ0gy_1(—1)[-1] —— L(=1)[-1] — Cr —— ¢.Log,_,(-1)
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Formons alors le diagramme commutatif suivant :

1(~1)[-1] =—=1(-1)[-1] 50 > 1(—1)

| | | |

1=D[-1]®1(=2)[-2] = L(-)[-1] —= 1(-2)[-1] —= 1(-1) & 1(-2)[- 1]

| | | |

@ Logy_ 1 (-1)[-1] —— 1(-1)[-1] > O, > gLogy_1(—1)

En composant, on obtient un morphisme de triangles distingués :

1(-1)[-1] =—==1(-1)] » 0 > 1(—1)

AT

gZogy_1(=1)[-1] — 1] —— Cp — quLog,_,(—1)

Il est facile de se convaincre que o’ est isomorphe (mais pas forcément égale) a
a(—1)[—1]. Ainsi un céne de a” est isomorphe & C,_;(—1)[-1] ~ L(—n — 1)[-2].
L'isomorphisme recherché s’obtient alors en appliquant encore une fois I'axiome de
I'octaedre.

Etape 3. Un isomorphisme N, ~ 1. -— On procede de la méme maniere que I'étape
précédente. On a un morphisme de triangles distinguds :

ZLog, | ——— ZLog, —— Ly (—n) — Log,_[+1]

| l | 1

logm(-n—1) ——= H#(—n+1) —— Lg(—n) — gy (—n — 1)[+1]

En appliquant g, et en utilisant le corollaire 3.6.25. on voit qu’on dispose d’une suite
de deux morphismes de triangles distingués :

GLogy_y ——— qu.Logy —— L(—n) L L(—n - 1)[-1] —— ¢..Logy_;[+1]

| |

1(-n+1) @ 1(—n)[-1] = ¢ (-n+1) = L(—n+ 1)[+1] & L(—n) = L(—n) B L(—n — 1)[-1]

| l l l

00— 1(—n—1)[-1] 1(—n —1)[-1] ———— > 0[+1]

On applique ensuite ’axiome de 'octacdre aux carrés commutatifs :

@ZLogy —— 1(—n) B 1L(—n — 1)[-1] @ — 1(—n) d 1(—n — 1)[-1]

| |

1(~n — 1)[~1] =———1(~n — 1)[-1] 1(=n — 1)[-1] =——=1(—n - 1)[-1]
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On obtient ainsi un morphisme de triangles distingués :

g.ZLog)_, > N, > 1(—n) > g Logy_1[+1]

| | |

1(—n+1) % 1(-n)[-1] — Ny — 1(—n) — L1(-n + 1)[+1] ® 1(—n)

Et de 14 le morphisme de triangles distingués :

¢u.L0g)_y — Np —— 1(—n) — q.Log,/_[+1]

I O

1(—n)[-1] —— 0 —— 1(—n) =—=1(-n)
L’axiome de 'octaédre fournit alors un isomorphisme 1 ~ N, _; ~ N,,. Le lemme est
démontré. O
Corollaire 3.6.31. - Le morphisme canonique lg, — .Log" induit un isomor-

phisme 1 ~ q..Log" via la composée :
1 —— g lgm — ¢« ZLog"
Démonstration. - - Etant douné que p, commute aux colimites homotopiques (H étant

supposé parfait pour les petites sommes), on déduit par passage a la colimite des
triangles (44) un triangle distingué :

HoColim, 1(—n — 1)[~2] — HoColim,,1 — p,.£0g¥ — HoColim,1(—n — 1)[-1]

La premiere colimite homotopique est nulle étant donné que les morphismes de transi-
tion du systeme inductif correspondant sont nuls. La deuxi¢me colimite vaux 1 puisque

le systéme inductif correspondant est stationnaire. Le corollaire est démontré. O
Remarque 3.6.32. - Les analogucs (¢-adique, Hodge, etc) du résultat précédent sont

bien connues. La preuve classique repose sur un calcul de suites spectrales. A ce
propos, le lecteur peut consulter [HW98].

3.6.3. Le systeme de spécialisation logarithmique. — Rappelons le dia-
gramme comutatif suivant :

Gm L—) A,{ (Z_ S
k

On introduit un nouveau systéme de spécialisation de base (A,{_, Jyi)

Définition 3.6.33. - Le systéme de spécialisation logarithmique est le systéme de spé-
cialisation noté log défini par :

log(A) = xs(A® Log")
pour tout k-morphisme f: X —— A} et A € Ob(H(X,)).
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Dans cette section, on étudiera les propriétés de log comme on 1’a déja fait pour
T. Remarquons tout de suite, que le morphisme évident 1g, —— ZogV induit un
morphisme de systémes de spécialisation :

x — log
On a I’analogue de la proposition 3.4.9 pour log :

Proposition 3.6.34. — Gardons les notations du diagramme (25). Pour tout n € N*,
la composée des 2-morphismes suivants :

1 ——%(en)"p" — i*juj*(€n)*P* — Xen (en);q* — log,, (en);q*
est un 2-isomorphisme.

Démonstration. — Avant d’entamer la preuve de 3.6.34, montrons que pour tout
n € N — {0}, I'objet (en);-£ogy; est canoniquement isomorphe & Zogy;. Le foncteur
(en)y étant monoidal, il suffit d’exhiber un isomorphisme entre (e,);# et . Pour
cela, on étudie I'action de (€n);, sur la classe de Kummer. En utilisant les morphismes
de changement de base, on voit immédiatement que

(en);eK : ]l(;m(——l)[—l] —1
est la composée :
L6m(~1)[~1] — pr1.prilom — pri. Pu Piprilem
—r—\'—) prl*pr{‘]l(;m E— pT1*A*A*P7"f]1@m ~1gm

avec P, : Gm X Gm —— Gm X Gm le morphisme de schémas donné par ’associa-
tion : (z,y) ~ (z,y™). Puisque H est Q-linéaire et séparé, le lemme 3.4.13 affirme que
la composée : :

Pr1sPri Lom — pri«Pas Pyprilgm — pri«prilcm

est un isomorphisme. Il est facile de voir qu'il respecte la décomposition pri.prilem ~
1gm®1gm(—1)[—1]. Cet isomorphisme induit donc un isomorphisme o : 1gm(—1)[—1]
— 1gm(—1)[~1] rendant commutatif le diagramme :

(en)yex
Lem(=1)[=1] = priapri Lom — privPoe Prprilem — pricprilom — pricAA*prilem = lom

@ Tgm(—1)[-1]

On obtient alors un isomorphisme (dans la catégorie des fleches) : (en)pex =~ ex

induisant un isomorphisme % =~ (e, ), % .
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Passons & la preuve de la proposition 3.6.34. Par ce qui précede, il suffit de traiter
le cas n = 1. Il faut donc prouver que la composée des 2-morphismes suivants :

1 _’V__) i*p* - ,i*j*j*p* ~ R Xidq* 3 Iogidq*

est un 2-isomorphisme. Rappelons que 'on dispose d’une transformation naturelle
g« — Xia définie par la composée :

qx > DuJx P Patal™Ju = 1% jx = Xid
Cette transformation naturelle a été utilisée dans la preuve de la proposition 3.4.9.
On sait que cette transformation naturelle est un isomorphisme lorsqu’elle est évaluée

sur des objets de la forme ¢*(?) (ainsi que des extensions de tels objets).
Considérons le diagramme commutatif :

1 — xiaq* — xia(q*(—) ® Log")
\ } ](?)
4q* — q.(q*(—) ® Log")

On voit alors que la fleche (?) est un isomorphisme (on utilise que H est parfait pour
les petites sommes). D’autre part, la composée :

1 > guq* » 4+ (q* (=) ® ZLogV)
s’identifie a :
(5)®1— (=) ®qqg*l — (—) ® ¢.Log"

Par le corollaire 3.6.31, on sait que cette composée est inversible. La proposition est
prouvée. O

Le corollaire suivant s’obtient & partir de la proposition 3.6.34 de la méme maniere
que le corollaire 3.4.15 s’obtient de la proposition 3.4.9.

Corollaire 3.6.35. — On reprend les notations du corollaire 3.4.15. Pour tout n,m €
N*_ la composée des 2-morphismes suivants :

(ex)s —i"(ex)"p" —>i"jug" (7)™ P" — Xep (€n')7q" — logepm (e7')74"

est un 2-isomorphisme.

On dispose également d’une structure pseudo-monoidale sur les foncteurs log, ob-
tenue en prenant les accouplements suivants :

log;A®log;B — x;((A® Log") ® (B® Log"))

— xf((A® B) ® (Log")®?) — xs((A® B) ® Log")
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La derniére fleche étant la multiplication de 1'algébre .ZogV. En utilisant le fait que
cette algebre est associative, commutative et unitaire, on déduit que log; est un fonc-
teur pseudo-monoidal symétrique et que la transformation naturelle : y —— log est
un morphisme de systémes de spécialisation pscudo-monoidaux.

Supposons que le 2-foncteur monoidal homotopique et stable H est fermé. Soit R
un objet de H(k). On définit les opérateurs de dualité D, et D, par :

Dy(-) =Hom(~. fy¢*R) ¢t D,(~)=Hom(~. f;R)

On en définit un morphisme de commutation a la dualité :
(46) Sp)}lo!] o D'I ——D,o Sp?og

par la méme recette que celle du théoreme 3.4.20. On a alors :

Théoréme 3.6.36. — On suppose que le corps k est de caractéristique zéro. Pour

toute classe d'objets A C Ob(H(k)) et tout objet E de HY(X,), le morphisme

spf{og oD, (E) ——Dso spﬁo-” (E) est inversible.

On fait la définition suivante :

Définition 3.6.37. —- Le triangle de monodromie pour log est le 2-triangle distingué :

N
logf(—1)[—1] > X f > log ¢ > log ;(—1)

obtenu a partir du triangle distingué (43). La transformation naturelle N est appelée
lopérateur de monodromie.

On termine notre étude du systéme de spécialisation logarithmique en prouvant
une compatibilité du triangle de monodromie avece la dualité. On note d'abord la
proposition suivante :

Proposition 3.6.38. - Soit R un objet de H(k). Soit f : X —— A}, un k-morphisme.
1l existe un accouplement naturel :

XDy A% xfA— fLR(-1)[~1]
induisant un morphisme de commutation ¢ la dualité :
XfDnA —— Dyx;A(-1)[-1]

Lorsque le corps k est de caractéristique nulle, alors pour toute classe d'objets A C
Ob(H(k)), ce morphisme est inversible pour A dans HY(X,).

Démonstration. - - L accouplement naturel est celui obtenu en prenant la composée :
XfDnA & XfA B XfDuA 2 A— )\f.fyllR B f};Xi(lR — f.‘!;R(_l)[_l]

ol le derniere flecche est celle déduite de l'isomorphisme canonique xR = R 3
R(-1)[-1].
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Montrons que le morphisme de commutation & la dualité est bien inversible. On se
ramene par la méthode habituelle & traiter le cas A=1 et f =€, ol f =e'. On se
raméne immédiatement & montrer que I’accouplement hyperbolique :

(R®R(-1))® (1 ©1(-1)) — R(-1)
est non-dégénéré. Ceci est vrai. O

Soit A un objet de H(X,,). En appliquant 'opérateur de dualité Dy au triangle de
monodromie, on obtient le triangle suivant :

D,(N
Ds(log;A(-1)) —'(—QD.q('ngA) — Dy(xyA) — Ds(logs(-1)[-1])

qui s'identifie au triangle distingué :
Ds(log;A)(1) — D,(logA) — Dy (xs(A)) — Ds(log;(A4))(1)[+1]
On a le théoréme suivant :

Théoreme 3.6.39. - - On a un morphisme de triangles distingués :

—N(1
108D (A)(1) 3 log D (A) ——» x 1Dy (A)(1)[1] ——> log D, (A) (1)1

l

D,N
D (log;A)(1) — D, (log;A) —— Dy (xs(A4)) — Da(log;(A))(1)[1]

ot les fléches verticales sont les morphismes de commutation a la dualité et le triangle
supérieur est le triangle de monodromie décalé et twisté. Lorsque le corps k est de
caractéristiqgue nulle, alors pour toute classe A C Ob(H(k)), ce morphisme est un
isomorphisme de triangles dés que A € Ob(H%(X4)).

Démonstration. -- La derniére assertion est mise pour mémoire. Il s’agit simplement
de prouver que le diagramme de 1’énoncé est commutatif. Ainsi on divisera la preuve
en trois parties, chacune consacrée a la commutation d'un des trois carrés constituant
le diagramme.

Etape 1. — L’anti-commutation du carré :

N(1)
Iog,D,,(A)(l) — log;Dy(A)

| l

D, (log;A)(1) M D (log;A)
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On se rameéne immédiatement par adjonction & montrer 'anti-commutation du carré :
logsD,)(A) & loggA —— log D, (4)(-1) € log; A

(47) | |

log;D,)(A) & log;(4)(~1) ——— fiR(-1)

En revenant aux définitions, on voit immédiatement que les deux composées possibles
du carré (47) sont égales aux deux composées possibles du diagramme suivant :
Xf(Dn(A) & Log") % xs(A @ ZLog¥)
x5(Dy(A) 8 A% Log¥ @ LogV)
xf(fiR % Log¥ & Log")
4
R® xs(fy(ZLog" % Log¥))
Rg fixia(ZLog¥ @ Log") ———— R foxia(Log"(~1) & Log")

| |

R® fixi((Log" & Log"(-1))) —— R fixia(Log"(-1)) = f,1(~1)

Ainsi, il suffira de montrer ’anti-commutation du carré :
Xia(Zog" % Log") —— xia(Log"(~1) 8 Log")
Xid((ZLog" & Log¥(—1))) — xia(Log"(-1)) = 1(-1)
D’apres la proposition 3.6.11, on dispose d'une décomposition en somme directe :
Log¥ & (Log¥ @ A2H @ Log¥) —— Log" @ Log"

Vue que homy ) (1, 1(—1)[-1]) = 0, on déduit immédiatement que les deux compo-
sées du diagramme :

Xid(LogV) — x1d(Log" 2 Log¥) — xia(Log"(-1) 8 Log")

|

Xid((Log¥ ® Log"(-1))) — xia(Log"(-1)) ~ 1(-1)
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sont nulles. Ceci nous raméne & montrer que les deux composées possibles de dia-
gramme suivant :

Xia(-Log¥ ® A2 » Log¥) — xia(Log"¥ @ Log¥) — xia(Log¥ (1) ® Log")

Xid((Log¥ ® Log¥(-1))) — xia(Log"(-1)) ~ 1(-1)

sont égales & un facteur (—1) prés. Par le lemme 3.6.13, on a un carré commutatif :

ZLog¥ R A’ H @ Log¥ —L-) ZLog¥ @ 1(-1) ® Log"

| |

ZLog¥ 50 Log¥ ————— Log¥ & Log¥(—1) ——— Log"(—1)
On déduit que la premieére composée, a savoir :

us) xid(-Zog" @ A’ ¥ @ Log¥) — xia(Log" ® Log")
48
— xid(Zog" ® Log¥(-1)) — xia(Log¥(-1))

est égale a la composée suivante :

xid(ZLog" ® Alt> ¥ @ Log") 4 Xid(Log" ® 1(—-1) ® Log")
= Xxf(Log’ ® Log")(—1) — xs(Log")(-1)
Remarquons d’autre part que la seconde composée, a savoir :

(49) Xid(Log" @ Alt’ ¥ & Log") — xia(Log” ® Log")
— xid(L0g"(~1) ® Log") — xia(Log" (1))

s’obtient de la premiére en faisant agir la permutation des facteurs sur la source
contenue dans Log¥ @ Log". Cette permutation agit par —id sur At2.#¢. D’autre
part. la multiplication : Log" ® .Log¥ —— Log" est commutative. Il vient de
tout cela que les composées (48) et (49) s’obtiennent 1'une de I'autre par multiplication
par (—1). D'ou I'anti-commutation de notre carré.

Etape 2. — La commutation du carré :

logsDy)(A) — x (D, A)(1)(1]

| |

D, (log A) —— D, (x;(4))
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On se ramene par adjonction & montrer la commutation du carré :
log +(Dy(A))(—=1)[-1] & x5 (A) — xs(Dy(4)) ® x5(A)

1 1

log (D5 (A))(—1)[-1] ® log(A) —— fiR(=1)[-1]

En revenant aux définitions, on voit immédiatement que les deux composées possibles
du carré (50) sont égales aux deux composées possibles du diagramme suivant :

X7 (Dn(4) & Log¥ (~1)[1]) % x4(4)
X7 (Dy(4) % A® Log" (—1)[1]
x5 (f\R ® Log” (~1)[~1])

R& fixia(Log"(-1)[-1] 2 1) ————— R % fixia(1 2 1)

~

R® fixia(ZLog¥(—1)[-1] & Log") —— R 2 fixia(Log" (—1)[-1]) — R fi1(-1)[-1]
Il vient qu’il suffit de prouver la commutation du diagramme suivant :

xid(ZLog" (-1)[-1]) ——— xia(1)

l

xid(ZLog¥ (—1)[-1] 2 Log") — xia(Log" (~1)[-1]) — 1(-1)[-1]

Remarquons pour cela que xia(-Log¥(—1)[—1]) ~ 1(—1)[—1]. De plus, modulo cette
identification, la composée :

Xid(ZLog" (-1)[-1]) > Xia(1) +1(-1)[~1]

est 'identité. Il reste donc a montrer que la composée :

1(-1)[-1] = x1a(Log" (-1)[-1]) — xia(Log" (-1)[-1] ® Log")
— xia(Log¥ (~1)[-1]) — 1(-1)[-1]

vaut l'identité. Pour cela, il suffit de remarquer que la composée en question est égale
a la composée de :

1(=1)[-1] — xia(L(~1)[~1]) — xia(Log" (~1)[-1]) —— 1(~1)[-1]

Cette derniére vaut l'identité.

ASTERISQUE 315



3.6. LE TRIANGLE DE MONODROMIE 133

E‘tape 3. - La commutation du carré :

X5 (DyA)(1)[1] — log;(DyA)(1)[1]

| |
Ds(x5(A)) — Dy(log(A))(1)[1]
Par adjonction, on se rameéne immédiatement a la commutation du carré :
XDy (A) 50 log; A(—1)[—1] — log;D;(A) % log A(—1)[~1]
(51) | |
xsDy(A) & x5(A) ————— fLR(-1)[~1]

En revenant aux définitions, on voit immédiatement que les deux composées possibles

du carré (51) sont égales aux deux composées possibles du diagramme suivant :

\fD,,(A) b Xf(A jO([ [ 1]

x5(Dy(A) @ A = Log¥ (= 1)[-1] — v;(fy R % Log" (-1)[~1])

|

R finia(1 5 Log¥ (-1)[-1]) = R fixia(Log" (-1)[-1] 8 Log")

| |

Rz fl\ld(]l ot l) R® fs\l(l YO(/ [ 1])
R fi1(-1)[-1]
Ce qui nous ramene encore une fois a la commutation du diagramme suivant :

xia(Zog" (—1)[-1]) ——— xia(1)

|

Yid(Log¥ (=1)[~1] ® Log") — x1a(Log" (~1)[-1]) —— 1(-1)[-1]

Ce diagramme a été traité dans 1'étape précédente. O

3.6.4. Retour au systéme de spécialisation cycles proches unipotents

On termine ce paragraphe par la construction d’un isomorphisme entre le systéme
de spécialisation YT construit dans la section 3.4 et le systéme de spécialisation logarith-
mique. Une fois cet isomorphisme construit, on déduit le triangle de monodromie (26)
annoncé au début de la section. Pour construire cet isomorphisme, on a besoin d’une
hypothese technique souvent vérifiée, a savoir la commutation de images directes co-
homologiques suivant un morphisme de schéma avec les A-colimites homotopiques.
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Ainsi, tout au long de ce paragraphe, on supposera en plus de ’hypothése 3.6.26 que
la condition suivante est vérifiée :

Hypothese 3.6.40

1- Le 2-foncteur homotopique stable H est sous-jacent & un dérivateur algébrique
monoidal, homotopique et stable. De plus pour tout morphisme de k-schéma f,
le foncteur f. commute aux A-limites, dans le sens que le morphisme évident :
(pa)gfx — f«(pa)y est inversible.

2- Le 2-foncteur homotopique stable H est engendré par sa base.

Sous ces conditions, on va définir un morphisme de systémes de spécialisation
pseudo-monoidaux : log —— T qui fournira l'isomorphisme recherché. Pour cela,
on reprend les notations de la section 3.4. On posera Z = (pa)x0+1 € Ob(H(Gm)).
On a le lemme suivant :

Lemme 3.6.41. — L’objet % est naturellement une algébre commutative de H(Gmy).
De plus, sous la premiére partie de hypothése 3.6.40, on a un isomorphisme canonique
de systémes de spécialisation monoidaur : T ~ x(— @ %).

Démonstration. — Le foncteur 6, étant pseudo-monoidal symétrique, il est clair que

0.1 est une algebre commutative unitaire. De méme, le foncteur (pa )4 est pseudo-

monoidal symétrique. Il vient que % est bien une algebre commutative de H(Gm).
On obtient un morphisme Y;—— x¢(— ® »%) en prenant la composée :

(Pa)#xsO5)(0r,pa)* —— Pa)exs((05):1) 2 (pa)*(=))

—— x5 ((pa)#((05)+1) ® (-))

Sous la partie 1 de I’hypothese 3.6.40, il s'agit bien d'un isomorphisme de systemes
de spécialisation pseudo-monoidaux. O

On va définir un morphisme canonique ¢; : ¥ —— % dans H(Gm). Rappelons
que O désigne la catégorie 1 x 1 :

(1,1) «—(0.1)

]

(1,0) «—(0,0)

et que ir : - —— O désigne l'inclusion de la sous-catégorie pleine ayant pour
objets Ob(O) — {(0,0)}. On appelle 6 : ™ —— A le foncteur qui :
- envoie l'objet (1,1) € Ob(I") sur 1 € Ob(A) et les objets (1,0) € Ob(") et
(0,1) € Ob(I") sur 0 € Ob(A),
— envoie la fleche (0,1) — (1,1) sur I'application 0 — 1 qui pointe 0 € 1,
— envoie la fleche (1.0) — (1,1) sur I'application 0 — 1 qui pointe 1 € 1.
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étant donné un dérivateur triangulé de domaine Dia contenant la catégorie A, on
déduit immédiatement une transformation naturelle : (pr)x(6r)* — (pa)x en
prenant la composée :

(pr)#(0r)” = (pa)#(dr )% (dr ) — (pa)#

En appliquant ceci & l'objet 6,1 € Ob(H(Gm,A)), on déduit un morphisme dans
H(Gm) .

(pr )#(Jr)*o*]l — Y

Pour obtenir le morphisme ¢; recherché, on va identifier (pr)x(dr)*6,1 & . Cal-
culons d’abord le squelette de (6r )*8.1. Remarquons pour cela que le diagramme de
schémas & o - est donné par :

Gm Xk Gm (—4— Gm

Tid x 1

Gm

Il vient immédiatement que le squelette de (0r)*@.1 est donné par :

(id, (ZK)

]le @ ]lme(_l)[_ll — ]le

id, OJ

Igm

avec e la fleche de Kummer. I1 existe alors une unique (& isomorphisme pres) fleche
a: Q— (6r)*0.1 de H(Gm, ") ayant pour squelette :

]]-Gm( 1)[ 1]—)11Gm

w‘ \
]le <% ]IGm 1)["‘1] (ld.f’)
(id, O)l

]le

Le morphisme 1 —— (6r)*¢,1 induit un isomorphisme apres passage & (pr )4 étant
donné que la colimite du cone de a admet pour squelette :

]]-Gm >0

]le
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En fin de compte, par I'axiome 6 de la définition2.1.34, on dispose d’un triangle
distingué :

€

]]-Gm(_l)[_]-] > Igm ” (]JF)#Q_)]IG,"(—].)

Il vient par le lemme 3.6.28 que (pr)xQ est canoniquement isomorphe & .2 .

Muni du morphisme ¢; : # —— U . on applique le corollaire 3.6.19 pour ob-
tenir un morphisme canonique d’algebres associatives. commutatives et unitaires £ :
Log¥ —— U

Définition 3.6.42. — On définit un morphisme de systémes de spécialisation £
log—— YT en prenant la composée :

log = X(— @ Log¥) —o X(— @ W) == T

C’est un morphisme de systémes de spécialisation pseudo-monoidauz.

Lemme 3.6.43. — On a un triangle commutatif de systémes de spécialisation :
X ——->/ T
San_q
Théoréme 3.6.44. — Lorsque le corps k est de caractéristique nulle, le morphisme £

est un isomorphisme de systémes de spécialisation pseudo-monoidauz.

Démonstration. -— Les deux systémes de spécialisation spZ°9 et T commutent aux
petites sommes. Etant donné que H est engendré par la base, on peut alors appli-
quer le critére 3.3.46. Le résultat découle alors des propositions 3.4.9 et 3.6.34 et des
corollaires 3.4.15 et 3.6.35 (ainsi que le lemme précédent). O

Remargque 3.6.45. — Lorsque H est le 2-foncteur homotopique stable DMg, M. Le-
vine [Lev07] a apporté une simplification notable & la preuve du théoréme précédent.
En effet, il démontre directement que le morphisme ¢ : ZLogV —— % est un iso-
morphisme. Pour cela, il utilise un modele particulierement simple du dual de Zog
qu’il arrive & identifier avec le complexe normalisé associé au schéma cosimplicial 2.
En particulier, le théoréme précédent est valable sans hypothese sur le corps de base
(du moins lorsqu’on travaille dans DMg).

On obtient donc le résultat suivant :

Théoréme 3.6.46. — Supposons que le corps k est de caractéristique nulle et que les
hypothéses 3.6.26 et 3.6.40 sont vérifiées. Il existe un 2-triangle distingué canonique :

T(=1)[~1] — x5 — Ty =2 T(~1)
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appelé triangle de monodromie. De plus, ce triangle est compatible d la dualité dans
le sens que le diagramme suivant :

Ty o Dy(=1)[-1] > Xf © Dy > TDy > TDp(—1)

| | | o,

D,(Y¢(1)[1]) —— Ds(xs(D)[1]) — Ds(Ys) ———— Ds(T4(1))

est un morphisme de triangles distingués qui devient un isomorphisme lorsqu’il est
évalué en des objets de HY (X)) pour toute classe A C Ob(H(k)).

On termine avec quelques conditions assurant la nilpotence des opérateurs de mono-
dromie. Ces conditions sont vraies pour le 2-foncteur homotopique stable DM et sont
conséquences du théoréme de simplification de Voevodsky (voir pour cela [VSF0O]
et [Voe02]).

Hypotheése 3.6.47. — Pour tout k-schéma lisse U, le groupe abélien homy ) (1v,
1y (n)[m]) est nul dés que n est strictement négatif.

On a le lemme suivant :

Lemme 3.6.48. —- Supposons 'hypothése 3.6.47 satisfaite. Soit 1(Z) C Ob(H(k)) l'en-
semble des objets de la forme 1(r) avec r € Z. Soit X un k-schéma de type fini et
A et B deuz objets de Hy(z)(X). Il existe alors un entier ng € Z tel que les groupes
homy(x)(A, B(n)[m]) sont nuls pour n < no.

Démonstration. - - On a un isomorphisme canonique :
homyx)(A, B(n)[m]) ~ homy x)(1,Hom(A, B)(n)[m])

Comme A et B sont 1(Z)-constructibles, il en est de méme de Hom(A, B). Il vient
qu’on peut supposer que A = 1. La conclusion de¢ lemme étant clairement stable par
extensions, suspensions et cosuspensions, on se ramene facilement & supposer que B
varie dans un ensemble de générateurs de HY(X). On peut donc supposer que B est
de la forme fi.1ly(—ng) pour un certain f : Y —— X projectif et lisse. Mais alors,
par adjonction on a :

homy(x)(1, B(n)[m]) = homyx)(1, fel(—ng 4 n)[m]) = homyy)(1, 1(—ng + n)[m])

Comme Y est lisse, on voit que pour n < ng, les groupes ci-dessus sont bien nuls. [

Corollaire 3.6.49. — Gardons les hypothéses du théoréme 8.6.46 Lorsque l'hypo-
thése 3.6.47 est vérifiée, l'opérateur de monodromie :

N T;(4) — T;(4)(-1)
est nilpotent pour A dans Hit(z)(X ).
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CHAPITRE 4

LA CONSTRUCTION DE 2-FONCTEURS
HOMOTOPIQUES STABLES

Introduction

Dans ce chapitre nous construisons le 2-foncteur homotopique stable SH dont il
était question a plusieurs reprises dans les chapitres précédents. Ceci est bien en-
tendu 'aboutissement des travaux de plusieurs mathématiciens : Morel et Voevodsky
[MV90], Jardine [Jar87, Jar00], Hovey [HovO01]. Riou [Rio02, Rio06], Rondigs
[R05] et d’autres. En reproduisant ici la construction de SH nous espérons faciliter
la tache au lecteur désirant apprendre cette théorie. Le lecteur déja familier avec la
théorie remarquera a plusieurs reprises des divergences avec le traitement suivi dans
les papiers originaux. Toutefois, il est clair que I'essentiel des résultats de ce chapitre
sont dus aux auteurs déja mentionnés et ont été directement puisés dans leurs papiers.
Faisons un bref apercu de ce chapitre :

1- La section 4.1 est une introduction a la théorie des catégories de modéles se-
lon Quillen. On expose rapidement les conséquences immédiates de la définition. On
définit ensuite la notion d’homotopie et on démontre le théoréme fondamental de 1'al-
gebre homotopique. On étudie également les foncteurs entre les catégories de modeles
et notamment les adjonctions de Quillen. On passe ensuite aux 2-homotopies ce qui
nous amene naturellement & la notion de catégories de modeles stables. On démontre
alors un cas particulier du théoréme de Hovey [Hov99] affirmant que la catégorie
homotopique d’une catégorie de modeles stable est naturellement triangulée.

2- La section 4.2 est probablement la plus technique de ce chapitre. Le but est
d’établir le théoréme de localisation de Hirschhorn [Hir03] (en fait un cas particulier
dudit théoréme). On commence par la notion d’accessibilité qui permet de mesurer
la taille des objets dans une catégorie de modeles. On expose ensuite 'argument du
petit objet et la notion connexe de complexes cellulaires (formalisée par Hirshhorn
[Hir03]). On introduit dans la sous-section 4.2.3 la classe des catégories de modeles
présentables par cofibrations. On s'efforce alors de filtrer les cofibrations de ces catégo-
ries par des sous-cofibrations de taille bornée. Les techniques obtenues servirons dans
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la preuve du théoréme de localisation mais également dans d’autres endroits tout au
long du chapitre. Dans la sous-section 4.2.4, on présente une preuve du théoréme de
localisation de Hirschhorn. Ce théoréme sera systématiquement utilisé dans la suite.

3- La section 4.3 est consacrée & la technique de stabilisation des catégories de
modeles comme développée par Hovey [HovO01]. Le but est d’inverser, d’'une maniére
convenable, un endofoncteur de Quillen & gauche F fixé. La technique de stabilisa-
tion est basée sur la notion de F-spectres (non-symétriques, symétriques etc). On
commence par ’étude des spectres dans des catégories abstraites. On présente alors
les constructions bien connues des foncteurs de suspension infinie et de délagage. On
étudie aussi la fonctorialité de la catégorie des spectres relativement aux différentes
données (’endofoncteur F', le monoide de symétrisation, la catégorie ambiante, etc).
On passe ensuite aux spectres dans les catégories de modeles. On définit les struc-
tures stables et on décrit les objets stablement fibrants via la notion de Q-spectres.
On démontre aussi des théorémes de comparaisons entre différents types de spectres.
Dans la sous-section 4.3.5, on spécialise la théorie au cas ou le foncteur a inverser est
le produit tensoriel par un objet cofibrant dans une catégorie de modeéles monoidale
symétrique. On définit en particulier le produit tensoriel entre spectres symétriques et
on montre que la structure de modéles stable est encore monoidale symétrique (sous
certaines hypotheses techniques).

4- Dans la section 4.4 on présente les travaux de Jardine [Jar87]. Etant donné
un site de Grothendieck (8.¢op), notre but est de définir des structures de modeles
top-locales sur les catégories des préfaisceaux PreShv(8,9) & valeurs dans certaines
catégories de modeles I appelées les catégories de coefficients. Notre traitement exclu
le cas fondamental de 9t = A°PEns considéré dans [Jar87] puisque nos catégories de
coefficients seront supposées stables. Une boune partie de la section est consacrée aux
questions de fonctorialité. On établit ainsi un critére pour qu'un foncteur continu entre
deux sites induise une adjonction de Quillen relativement aux structures projectives
top-locales.

5- Dans la derniére section, on exploite les techniques développées précédemment
pour parvenir & notre but, & savoir, la construction du dérivateur algébrique SH. On
localise d’abord la structure Nis-locale de PreShv(Sm/(#,J),9) suivant les Al-
équivalences faibles (voir [MV90]). On stabilite ensuite relativement au foncteur
(A'/Gm) ® — (voir [Jar00]). Une bonne partie est consacrée & la construction des
foncteurs images inverses et de leurs adjoints ainsi qu’aux questions de cohérence. On
vérifie ensuite les différents axiomes que doit satisfaire un dérivateur algébrique homo-
topique est stable. En particulier, on présente dans la sous-section 4.5.3 la preuve du
théoréme de localité de Morel et Voevodsky [MV90]. Cette sous-section est sans doute
le cceur géométrique de ce chapitre. On termine la section par quelques compléments.
On démontre notamment que les catégories SH(—) sont compactement engendrées.
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4.1. Catégories de modeles I : la théorie générale

La notion de catégories de modeles qu’on utilisera est légerement plus restrictive
que celle de [Qui67] du fait que les catégories sous-jacentes seront supposées completes
et cocompletes :

Définition 4.1.1. — Une catégorie M munie de trois classes de fleches W, Cof et
Fib (appelées respectivement la classe des équivalences faibles, des cofibrations et des
fibrations) est une catégorie de modeles si les cing aziomes suivants sont vérifiés.

(MC1) : Les petites limites et colimites sont représentables dans 9.
(MC2) : Supposons donné un triangle commutatif :

f
oe——e

NG

Si deuz des trois fleches f, g et h sont dans W, il en est de méme de la fléche
restante.

(MC3) : Si la fléche f est rétracte de g et si g est une équivalence faible, une
coftbration ou une fibration, il en est de méme de f.

(MC4) : Toute cofibration admet la propriété de relévement & gauche par rapport
aur fibrations triviales (i.e., fibrations qui sont des équivalences faibles). De
méme toute fibration admet la propriété de relévement a droite par rapport auz
cofibrations triviales (i.e., cofibrations qui sont des équivalences faibles).

(MC5) : Toute fleche a : @ —— o admet une factorisation :

ﬂ) . fo(a)

[
avec c(a) une cofibration et fo(a) une fibration triviale, ainsi qu’une factorisa-

tion :

Joola)  fla)

L]
a

avec co(a) une cofibration triviale et f(a) une fibration.

Remarque 4.1.2. -— Un triplet (W, Cof, Fib), formé de trois classes de fleches dans
une catégorie compléte et cocomplete 9, vérifiant les axiomes (MC2) & (MC5) de
la définition 4.1.1 est appelé une structure de modéles sur M.

Les catégories de modeles rencontrées sont souvent propres au sens ci-dessous :

Définition 4.1.3. —- Une catégorie de modéles M est dite propre a gauche (resp. propre
a droite) lorsque les équivalences faibles de M sont stables par push-out suivant les
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cofibrations (resp. stables par pull-back suivant les fibrations). On dit qu’elle est propre
st elle est propre & gauche et a droite.

Rappelons qu’une fleche f admet la propriété de relévement a gauche par rapport
a une fleche g si pour tout carré commutatif (3 fleches pleines) :

il existe une fleche en pointillé, appelée relévement, rendant commutatif le diagramme
ci-dessus. Dualement, nous disons que g admet la propriété de relévement a droite par
rapport a f lorsque f admet la propriété de relevement & gauche par rapport a g. Il
sera pratique d’introduire les notations suivantes :

Définition 4.1.4. — Soient C une catégorie et F' C FI(C) une classe de fleches de C.
On note LLP(F') la classe des fléches ayant la propriété de relévement a gauche par
rapport aux éléments de F'. Dualement, on note RLP(F') la classe des fléches ayant
la propriété de relévement a droite par rapport auz éléments de F.

La proposition ci-dessous montre que dans une catégorie de modeles, la connais-
sance de deux des trois classes W, Cof et Fib suffit pour déterminer la classe restante :

Proposition 4.1.5. —- On a les égalités suivantes :
Fib = RLP(Cof NW), FibN'W = RLP(Cof),
Cof =LLP(FibNn'W) et Cof N'W =LLP(Fib)

De plus, la classe W coincide avec celle des composées g o f avec f € W N Cof
et g € WNFib.

Démonstration. — On démontre uniquement la premiére égalité. Soit f : X —— Y
une fleche de RLP(Cof N'W). Par la seconde partie de 'axiome (MC5), il existe une
factorisation de f :
K f/
X Xx =y
avec 1 une cofibration triviale et f’ une fibration. Comme f € RLP(Cof N W), un
relevement existe dans le carré commutatif :

X X
1
XI'——l'>Y

Ceci montre que f est rétracte de f’. Par 'axiome (MC3), f est une fibration. O
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On a le corollaire immédiat suivant :

Corollaire 4.1.6. — Les classes Cof et WNCof sont stables par push-out et coproduits
directs. Dualement, les classes Fib et W N Fib sont stables par pull-back et produits
directs.

Voici quelques exemples de catégories de modeles :

Exemple 4.1.7

1- Si C est une catégorie admettant les petites limites et colimites, alors
(€, Isom(C), FI(€), FI(€)) est une catégorie de modeéles.

2- La notion de catégories de modeles est clairement autoduale dans le sens
que lorsque (9, W, Cof, Fib) est une catégorie de modeles, il en est de méme de
(9m°P, W, Fib, Cof).

3- Soit A une catégorie abélienne de Grothendieck. La catégorie Compl(A) des
complexes (homologiques) d’objets de A est naturellement une catégorie de modeles
propre (voir [Joy84]). Un morphisme de complexes f: A, — B, est une cofibra-
tion lorsque les f, sont des monomorphismes pour tout n € Z. C’est une équivalence
faibles lorsque H, (f) est un isomorphisme pour tout n € Z. Enfin, f est une fibration
s'il admet la propriété de reléevement a droite par rapport aux cofibrations triviales.

Exemple 4.1.8. — La catégorie A°P?Ens des ensembles simpliciaux est naturellement
une catégorie de modeles propre (voir par exemple [GJ99]). Les cofibrations sont les
monomorphismes. Un morphisme d’ensembles simpliciaux f: A, —— B, est une
équivalence faible si sa réalisation topologique |f|: |As] — |Bs| est une équiva-
lence d’homotopie. Les fibrations sont les morphismes ayant la propriété de relevement
a droite par rapport aux cofibrations triviales. La catégorie A°PEns est a la base de
beaucoup de constructions de catégories de modeles.

La preuve du lemme ci-dessous est un exercice facile :

Lemme 4.1.9

1- Soient 9 une catégorie de modéles et A € Ob(9M). La catégorie A\M, des
fléches de source A, est une catégorie de modéles lorsqu’elle est munie des trois classes
Oub™ (W), Oub™*(Cof) et Oub™!(Fib) ou Oub : A\IM —— M désigne le fonc-
teur d’oubli qui associe a une fléche de source A son but.

2- On a également l'énoncé dual concernant la catégorie M/A des fléches de but A.

Soit € une catégorie ayant un objet initial @ et un objet final *. Rappelons que
C est dite pointée lorsque 'unique morphisme @ —— x est inversible. Il existe au
moins deux fagons d’associer a une catégorie € (ayant un objet initial et un objet
final) une catégorie pointée. La premiére consiste & prendre la catégorie Cx = C/@.

La seconde consiste & prendre la construction duale, & savoir C, = *\C. Les catégories
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Co et Cx sont pointées et la catégorie € est pointée si et seulement si I'un des deux
foncteurs d’oubli : €y —— € ou Cx —— € est un isomorphisme.

Les deux catégorics C« et Cz peuvent étre tout a fait différentes. C'est le cas par
exemple pour la catégorie des ensembles Ens. Dans la suite nous utiliserons exclusi-
vement la construction Cx quon appellera la catégorie pointée associée a C.

Etant donnée une catégorie de modeles (9. W.Cof.Fib). le lemme 4.1.9 nous
dit que 9« munie des classes W, = Oub™'(W). Cof, = Oub™!(Cof) et Fib, =
Oub ™! (Fib) est une catégorie de modeles pointée.

4.1.1. Quelques points d’algébre homotopique. — Soit (9, W, Cof, Fib) une
catégorie de modeles. Dans ce paragraphe nous expliquons, suivant Quillen [Qui67],
comment faire de ’homotopie dans 9. Notre référence principale sera le second cha-
pitre de [GJ99].

Définition 4.1.10. — Soit X un objet de M.

1- Un cylindre (Cx,p,io.11) sur X est un diagramme commutatif dans M :

X

J

Cx—X
31

\

X
tel que p est une équivalence faible et ig[]i1: X [[ X —— Cx une cofibration.

2- Dualement, un espace de chemins (Px,c.eq.e1) sur X est un diagramme com-
mutatif dans M :
X

)

R\'(TX

1

\

X
tel que c est une équivalence faible et eg X e1 : Px —— X x X wune fibration.

Soit (Cx,p,i0,%1) un cylindre sur X. Par I'axiome (MC2), les fleches i et i; sont
des équivalences faibles. Lorsque X est cofibrant, c¢’est méme des cofibrations triviales
(voir [GJ99]).

Définition 4.1.11

1- Soient fo,f1 : X ——Y deux fleches de M. Nous disons que fu et ho-
motope & gauche a f1 relativement au cylindre (Cx.p.ip.i1) s’il existe une fléche
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h: Cx ——Y tel que fo = hoig et fi = hoiy. La fleche h est appelée une ho-
motopie de fo & f1 relativement au cylindre Cx. Nous dirons que fo est homotope a
gauche a f1 s’il existe un cylindre relativement auquel fy est homotope a gauche a fi.

2- Dualement, on a la notion d’homotopie & droite obtenue d l’aide des espaces de
chemins.

On démontre suivant [GJ99] que la relation d’homotopie & gauche (resp. & droite)
est une relation d’équivalence lorsque X est cofibrant (resp. Y est fibrant). On a
également :

Proposition 4.1.12. —-- Soient f,g: X ——Y deux fléches de M avec X cofibrant
et Y fibrant. Les assertions suivantes sont équivalentes :

- f et g sont homotopes d gauche,

- f et g sont homotopes & gauche relativement & un cylindre fizé,

- f et g sont homotopes a droite,

- f et g sont homotopes & droite relativement a un espace de chemin fizé.
On notera mo(X,Y) le quotient de homon(X,Y) par la relation d’homotopie.

Démonstration. - - On prouvera seulement que la premiere assertion implique la der-
niere. Les autres implications s’en déduisent facilement (en utilisant, entre autre, un
argument de dualité). Pour cette implication, nous n'aurons pas besoin de '’hypothése
que Y est fibrant.

Soit (Py, ¢, eo, €1) l'espace de chemins sur Y qu’on s’est fixé. Par hypotheése, il existe
un cylindre (Cx,p,ig,%1) sur X et une homotopie & gauche h: Cx ——Y de f a
g. Comme X est cofibrant, i; : X —— Cx est une cofibration triviale. Considérons
le carré solide commutatif :

-—)Py

X
l ' (eosf’-l)
Cx

YxY
JOP

Par Paxiome (MC4), on a un relévement ¢t : Cx —— Py . L’homotopie & droite
recherchée est donnée par la composée t o ig. O

La preuve de la proposition 4.1.12 met en évidence la notion ci-dessous qui jouera un
role important dans I’étude des homotopies a 2-homotopies prés dans la section 4.1.3.

Définition 4.1.13. — Soient X et Y deux objets de M et f,.g : X ——Y deur
fléches. On suppose données :
- une homotopie & gauche hg : Cx ——Y de f a g relativement & un cylindre
(Cx.p.io.11),
- une homotopie a droite hg : X —— Py de f d g relativement ¢ un cylindre
(Py,c,ep,€1)-
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Une correspondance entre hy et hq est une fleche t : Cx ——— Py rendant com-
mutatif le carré :

ha U
X[ X =29,

‘iOUiIJ, / 1(60.61)

Cx —Y xY
(hg.gop)

On dit que hy et hq sont correspondantes si une correspondance t existe.

Remarque 4.1.14. — Soient X et Y deux objets de M et f,g : X —— Y deux
fleches. Supposons que X est cofibrant et soit hy : Cx —— Y une homotopie a
gauche de f & g. La preuve de la proposition 4.1.12, montre qu’il existe une homotopie
a droite hg : X —— Py de f & g et une correspondance t : Cx —— Py entre hg

et hy.

On note M. (resp. M) la sous-catégorie pleine de M formée des objets cofibrants
(resp. fibrants). On note M.y la sous-catégorie des objets cofibrants et fibrants et
moMcy la catégorie obtenue en quotientant 'ensemble des fleche par la relation d'ho-
motopie. Nous dirons qu'une fleche de M.s est une équivalence d’homotopie si son
image dans mM.s est un isomorphisme. On a alors le théoréme de Whitehead :

Proposition 4.1.15. -— Soient X et Y deux objets cofibrants et fibrants de 9. Soit
[ X ——Y wune fleche. Les deuz assertions suivantes :

- f est une équivalence faible,

- f est une équivalence d’homotopie,
sont équivalentes.

Démonstration. — On suppose que f € W et on démontre que f est une équivalence
d’homotopie ('autre implication est claire). On utilisant 1'axiome (MC5), on peut
supposer que f est une cofibration triviale ou une fibration triviale. Ces deux cas sont
duaux 'un de l’autre : on traitera uniquement le cas ol f est une cofibration triviale.
En appliquant ’axiome (MC4) au carré commutatif :

X
f

M

e

*——— X

on obtient une rétraction g a f. Il reste & montrer que f o g est homotope a 'identité.
Pour cela, on se donne un espace de chemins (Py-.c.eg.e1) sur Y et on applique une
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deuxiéme fois 'axiome (MC4) au carré :

cof

X——)Py

fl hj leo,fh
Yidfoq Y

ce qui fournit une homotopie & droite h de idy a fog. O

Remarque 4.1.16. - La preuve de la proposition précédente montre en fait qu’une
cofibration triviale f: X —— Y de source un objet fibrant admet une rétraction g
tel que f o g est homotope a droite a l'identité.

Dualement, si f est une fibration triviale et que Y est cofibrant, il existe une section
s a f tel que s o f soit homotope a gauche a 'identité.

Le théoreme suivant est connu sous le nom du théoréme fondamental de I'algébre
homotopique :

Théoréme 4.1.17. - La catégoric Ho(M) = MW ™! eziste et est équivalente d
moMcs. Elle est appelée la catégorie homotopique associée a la catégorie de mo-

déles M. De plus, pour A cofibrant et X fibrant on a un isomorphisme canonique
homggeomy (A. X) ~ mo(A, X).

Démonstration. -~ Pour tout X € Ob(9M) on choisit (en se servant de 'axiome
(MCS5)) deux factorisations :

(52) o—0xX) 25 x o XX RX)—«

avec Q(X) (resp. R(X)) cofibrant (resp. fibrant) et px (resp. ix) une fibration tri-
viale (resp. cofibration triviale). Pour toute flecche f : X —— Y de 9 on choisit
également des fleches Q(f) et R(f) faisant commmuter les carrés :

Q(X)Q@»Q(Y) x— Ly

) [, | o
4 f

— Y R(X R(Y)

L’existence des fleches Q(f) et R(f) est une conséquence de 'axiome (MC4).
Remarquons que Q(f) (resp. R(f)) est unique & une homotopie & gauche (resp.
a droite) pres. En effet, soient fi, f2 : Q(X) —— Q(Y) deux fleches rendant com-

mutatif le premier carré de (53). Choisissons un cylindre (Cg(x), i, i1, p) sur Q(X).
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L’axiome (MC4) appliqué au carré commutatif :

oo 1o 2owy)

Catn) fopopx Y
fournit une homotopie & gauche de fi & fo. On déduit de 1a que Q(id) est homotope a
gauche & id. De méme, pour une paire de fleches composables @ ——— o —? s les
fleches Q(g o f) et Q(g) o Q(f) sont homotopes & gauche.

Supposons maintenant que X et Y soient cofibrants et soient f,.g: X ——Y
deux fleches homotopes & gauche. On veut montrer que R(f) et R(g) sont homotopes
a droite. Remarquons d’abord que f oiy et g o iy sont encore homotopes & gauche.
Par la proposition 4.1.12, ils sont également homotopes a droite. Fixons une homo-
topie h : X —— Pp(y) entre foiy et goiy relativement a un espace de chemins
(Pr(y)s ¢, €0, 1) sur R(Y'). Par I'axiome (MC4), il existe un relevement dans le carré
commutatif :

h
X— PR(Y)

ul h l(eo.el)

R(X) ———— R(Y) x R(Y
O i) Ry 1Y)
Il est clair que k' est une homotopie & droite entre R(f) et R(g).
11 est facile de déduire de 1a que R(Q(id)) est homotope & id et que pour une paire
de fleches composables e —— o —2 5 .on a R(Q(go f)) homotope & R(Q(g)) o
R(Q(f))- On obtient ainsi un foncteur bien défini :

RQ: M — meM,s

On définit une catégorie §) ayant les mémes objets que ceux de M et tel que pour
X,Y € Ob(M) on a homgy(X,Y) = mo(R(Q(X)). R(Q(Y))). On a une factorisation
évidente de RQ :

m—Ls 5 momy;

Si f est une équivalence faible, il en est de méme de R(Q(f)) qui est donc une
équivalence d’homotopie par la proposition 4.1.15. Il vient que le foncteur L envoie les
équivalences faibles de 9t sur des isomorphismes de ). On va montrer que ce foncteur
L: M —— § répond au probléme universel de la localisation. On se donne ainsi
un foncteur F : 90t —— € envoyant les équivalences faibles sur des isomorphismes.
On va montrer que F' se factorise uniquement a travers .

On construit Fy : 9 —— € en posant Fy(X) = F(X). Pour v € mo(R(Q(X)).
R(Q(Y))), choisissons u : R(Q(X)) —— R(Q(Y)) une fleche de 90 ayant v pour
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classe d’homotopie. On pose alors Fy(«y) l'unique fleche rendant commutatif :

~

F(X)+—— F(Q(X)) — F(R(Q(X))

Fo(‘r‘)i lF(")

F(Y) +——F(Q(Y)) — F(R(Q(Y))

On vérifie immédiatement que Fy(y) ne dépend pas du choix de u. Ceci fournit le
foncteur Fy dont l'unicité est claire.

11 reste & montrer 1'égalité homg (A, X) = mo(A, X) pour A cofibrant et X fibrant.
Etant donné que A est cofibrant, on peut supposer que Q(A) = A. De méme, puisque
X est fibrant, Q(X) est encore fibrant et 1'on peut supposer que R(Q(X)) = Q(X). On
est donc ramené & montrer que la fleche évidente mo(R(A4). Q(X)) —— mp(A. X)) est
bijective. Ceci découle immédiatement de la remarque 4.1.16 appliquée a pg et ix. O

Remarque 4.1.18. — La preuve du théoreme précédent montre que les catégories
M (W] et M[W!] existent et qu'elles sont équivalentes & meM.s et donc &
Ho(9M). Plus précisément. les choix R(X). Q(X). R(f) et Q(f) définissent des
foncteurs :
R: M. —— mMey et Q: My — moWey
qui envoient les équivalences faibles sur des isomorphismes. Ceci induit des foncteurs :
EUI,;[W“] —_ Womcf et imf[W—l] — Womcf

qui sont des équivalences de catégories.

Notons les deux lemmmes faciles :

Lemme 4.1.19. Soit MM une catégorie de modéles. Le foncteur 9 —— Ho(IM)
commute aux coproduits directs entre objets cofibrants ainsi qu’aux produits directs
entre objets fibrants. En particulier, les produits et coproduits directs existent dans la
catégorie Ho(M).

Démonstration. -- - On traite uniquement le produit d'une famille (X;);c; d'objets
fibrants. Etant donné que tout objet de Ho(9M) est isomorphe & un objet cofibrant il
suffit de voir que pour A cofibrant :

[T (A, Xi) ~ mo(A.T] X2)

Ceci est clair si 'on définit mo(—. —) en utilisant les homotopies a gauche (voir la
proposition 4.1.12). O
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Lemme 4.1.20. — Soit 9 une catégorie de modéles. Si la catégorie M est additive, il
en est de méme de Ho(9M). De plus, le foncteur MM —— Ho(IM) est additif.

Démonstration. — Si 9 est additive, il en est de méme de M. (qui est alors stable
par sommes directes finies). On vérifie immédiatement que la relation d’homotopie est
compatible & I'addition des fleches. Il vient que moM.¢ est aussi additive (puisqu’elle
admet des produits et des coproduits).

Pour terminer, il reste & montrer que le foncteur RQ : I —— moMs est additif,

i.e., qu’il commute aux sommes directes finies. Il suffit pour cela de prouver que les
fleches :

QX)®QY)— X®Y e XY —>RX)®R(Y)

sont des équivalences faibles pour X, Y € Ob(91). Ceci découle du fait que les fibra-
tions triviales sont stables par produits directs et que les cofibrations triviales sont
stables par coproduits directs (voir le corollaire 4.1.6). O

4.1.2. Adjonctions de Quillen et adjonctions de Morel-Voevodsky. — Dans
ce paragraphe, on se donne deux catégories de modeles 90 et N.

Définition 4.1.21

1- Soit F : M —— N un foncteur. On dit que F est dérivable & droite s’il existe
un couple (RF,~) formé
- d’un foncteur RF : Ho(9MM) —— Ho(M) ,
- d’une face carrée :
oM — Ho(M)

Fl Z, lRF
N —— Ho(M)

qui soit universel dans le sens suivant. Pour tout couple (T, () formé d’un foncteur
au niveau des catégories homotopiques et d’une face carrée comme ci-dessus, il existe
une unique transformation naturelle o« : RF —— T telle que f = ao~y. Le foncteur
RF sera appelé le foncteur dérivé a droite de F.

2- On obtient la notion de foncteur dérivable a gauche par dualité. On désignera
par LF le foncteur dérivé a gauche (lorsqu’il existe) de F.

On a le critére suivant de dérivabilité :

Proposition 4.1.22. — Soit F : 9N —— N un foncteur qui préserve les équivalences
faibles entre objets cofibrants (resp. fibrants). Alors F est dérivable d gauche (resp. d
droite).

Démonstration. — Remarquons d’abord que pour A un objet cofibrant de 90t et
(Ca,p,i0,%1) un cylindre sur A, le morphisme F(p) est une équivalence faible. Il
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vient que si f,g: A —— X sont homotopes & gauche, les fleches F(f) et F(g) ont
méme classe dans Ho(1).

Pour tout objet X de 9, on fixe une fibration triviale px : Q(X) —— X avec
Q(X) un objet cofibrant. Pour toute fleche f : X —— Y, on fixe une fleche Q(f) :
Q(X) —— Q(Y) rendant commutatif :

Q(X) ) Q(Y)

le s lpy
X—Y

La fleche Q(f) est unique & une homotopie & gauche prés (voir la preuve du théo-
réme 4.1.17). 11 vient que I'image de F(Q(f)) dans Ho(N) ne dépend que de f. On
obtient ainsi un foncteur bien défini F'QQ : 9t —— Ho(91) . D’autre part, si f est

une équivalence faible, il en est de méme de Q(f) et donc aussi de F(Q(f)). Ainsi,
notre foncteur envoie les équivalences faibles de 9t sur des isomorphismes de Ho(N).
Il se factorise alors uniquement par un foncteur :

LF : Ho(9M) — Ho(N)

Pour montrer que LF' est le foncteur dérivé a gauche de F, remarquons que les
fleches F(px) : FQ(X)—— F(X) définissent une face carrée :

om —— Ho (M)
Fl z, lLF
N —— Ho(M)

Le couple (LF, ) ainsi obtenu est universel. En effet, soit (T, #) un autre couple. Pour
X € 9 on a alors un carré commutatif dans Ho(1) :

T P
T(QX) — X, 1(x,)

ﬂQ(X)l lﬁx
Fax) TP =X oy

Comme px est inversible dans Ho(90), la fleche horizontale supérieure du carré pré-
cédent est inversible. Ainsi, la famille des fleches de Ho(N) :

T 1 B
70— rax) 229 pigun) = L)

définit une transformation naturelle « : T —— LF telle que 8 = 7y o o.. De plus, un
tel a est unique. O
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Le résultat suivant se déduit par un jeu d’adjonction de la proposition 4.1.5 :

Proposition 4.1.23. — Soit (F,G) : M —— N un couple de foncteurs adjoints. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

- F préserve les cofibrations et les cofibrations triviales.

- G préserve les fibrations et les fibrations triviales.

— F préserve les cofibrations et G préserve les fibrations.

~ F préserve les cofibrations triviales et G préserve les fibrations triviales.

Définition 4.1.24. --- Un couple de foncteurs adjoints (F,G) : 9 —— N vérifiant
l'une des conditions équivalentes de la proposition 4.1.23 est appelé une adjonction de
Quillen. Nous dirons également que F (resp. G) est un foncteur de Quillen & gauche
(resp. & droite).

Lemme 4.1.25. — Soit (F.G) : M —— N une adjonction de Quillen. Alors F' pré-
serve les cylindres sur les objets cofibrants. Dualement, G préserve les espaces de
chemins sur les objets fibrants.

Démonstration. — On traite uniquement le cas de F. Soit (Ca, p, io,%1) un cylindre
sur un objet cofibrant A. La fleche F(AJ]A) —— F(C4) est unc cofibration.
Comme F est un adjoint a gauche, il commute aux coproduits. Il vient que
F(ig) [] F(i1) est aussi une cofibration.

Il reste & vérifier que F(p) est une équivalence faible. Comme A est cofibrant, g
est une cofibration triviale. Il vient que F(iy) est une cofibration triviale. On conclut

alors par 'axiome (MC2) et le fait que F(p) o F'(ig) = id. |

On déduit immédiatement que F' (resp. G) préserve la relation d’homotopie a
gauche (resp. & droite) sur les fleches de A vers B lorsque A (resp. B) est cofibrant
(resp. fibrant).

Lemme 4.1.26. — Soit (F,G) : 9 —— N une adjonction de Quillen. Alors F' pré-
serve les équivalences faibles entre objets cofibrants. Dualement, G préserve les équi-
valences faibles entre objets fibrants.

Démonstration. - - On traite uniquement le cas de F. Soit f : A —— B une équi-
valence faible entre objets cofibrants. On peut factoriser f en une composée :

A—tsx-L,p

avec i une cofibration triviale et p une fibration triviale. On sait que F'(¢) est encore
une cofibration triviale. Il reste & montrer que F(p) est une équivalence faible.
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Etant donné que B est cofibrant, on sait par la remarque 4.1.16 que p admet une
section s : B—— X tel que sop est homotope a gauche a l'identité. Comme X est
cofibrant, le lemme précédent nous dit que F'(s) o F(p) est aussi homotope & gauche
a id. Il vient que F(p) est une équivalence faible. d

Proposition 4.1.27. — Soit (F,G) : 9 —— 9 une adjonction de Quillen. Alors F
admet un foncteur dérivé a gauche LF : Ho(9) —— Ho(N) . Dualement, G admet
un foncteur dérivé a droite RG : Ho(91) —— Ho(9M) . De plus, le foncteur LF est
naturellement un adjoint & gauche de RG.

Démonstration. — L’cxistence de LF' et RG découle du lemme 4.1.26 et de la propo-
sition 4.1.22. Il reste & montrer que LF est adjoint & gauche a RG. 1l suffit de vérifier
qu’on a un isomorphisme : wo(F(A), X) ~ mo(A, G(X)) pour A cofibrant et X fibrant.
Ceci découle facilement du lemme 4.1.25. O

Définition 4.1.28. —- Une adjonction de Quillen (F,G) est dite une équivalence de
Quillen lorsque LF (ou RG) est une équivalence de catégories.

On suppose donné un couple de foncteurs adjoints (F,G) : 9t —— N tel que G
envoie les équivalences faibles entre objets fibrants sur des équivalences faibles. On
cherche des conditions assurant I'existence de ’adjoint & gauche de RG.

Soit A est un objet de 90 tel que F(A) est cofibrant. Pour X un objet fibrant de
N, la composée :

hom (F(A), X) — homgn (4, G(X)) — homgem) (4, G(X))

se factorise par mo(F(A), X). En effet, si (Px,c,eg,e1) est un espace de chemins sur
X, on a un diagramme commutatif :

hom (F(A), Py) #{ homm (F(A), X)
1

€0
homgge(om) (A. G(Px)) —e_l_; hompyo(m) (4. G(X))

et les deux fleches e et e; inférieures sont égales puisqu’ils sont deux rétractions a
I'isomorphisme :

hompze(an (A. G(X)) —= hompe(an) (4, G(Px))
induit par I’équivalence faible G(c) : G(X) —— G(Px) .

Définition 4.1.29. --- Un objet A de M est dit F-admissible si F(A) est cofibrant et
que pour tout objet fibrant X de N le morphisme canonique :

mo(F(A), X) — hompye(am) (4, G(X))

est inversible.
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Définition 4.1.30. Une adjonction (F,G) : M —— N est dite une adjonction de
Morel-Voevodsky lorsque les conditions suivantes sont satisfaites.
1. G envoie les équivalences faibles entre objets fibrants sur des équivalences faibles.
2. Pour tout objet A de M, il eriste une équivalence faiblle B — A avec B
un objet F-admissible. On dit dans ce cas, qu’il eriste suffisamment de F-
admissibles.

Proposition 4.1.31. — Soit (F,G) : 9 —— N une adjonction de Morel-Voevodsky.
Alors F admet un foncteur dérivé 4 gauche LF qui est naturellement un adjoint a
gauche au foncteur RG.

Démonstration. — Pour montrer 'existence d un adjoint a gauche a RG, il suffit de
montrer que, pour tout objet A de 9, le foncteur :

hom(A,RG(-)) : Ho() — Ens
est représentable. On prouvera qu’il est représentable par F'(ad(A)) pour une équiva-

lence faible g4 : ad(A) —— A avec ad(A) un objet F-admissible.

Pour cela, reprenons les choix de R(X) et R(f) comme dans la preuve de la pro-
position 4.1.22 de sorte que RG(X) = G(R(X)). On a alors des isomorphismes :

homggo(amy (4, G(R(X))) =~ hompe(an) (ad(A4), G(R(X)))
~ mo(F(ad(A)). R(X))  homgzo(em) (F(ad(4)), X)
Ces isomorphismes sont bien-entendu naturels en X.

Pour terminer, il reste & prouver que 'adjoint a droite Fad de RG est bien le
foncteur dérivé & gauche de F. On dispose d’une transformation naturelle F(ga) :
Fad(A) —— F(A) . On vérifie qu’elle est universelle au sens de la définition 4.1.21
en suivant la méthode utilisée dans la preuve de la proposition 4.1.22. O

4.1.3. La notion du 7; dans une catégorie de modéles. — On définit suivant
Quillen [Qui67] la notion de 2-homotopies entre homotopies dans une catégorie de
modeles (M, W, Cof, Fib) :

Définition 4.1.32. — Soient f,g: A—— X deux fléeches de IM avec A cofibrant et
X fibrant.

1- Soient (Ca,p,io0,11) et (Cy,p',i0.11) deuz cylindres sur A. Deux homotopies
d gauche h: C4 —— X eth’': Cy —— X de f a g sont dites 2-homotopes a
gauche s’il existe un diagramme commutatif :

!
<CA 11 C’Q) A)X
ATl A

a
pUP'l \ !
A—2L >p
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avec a une cofibration et q une équivalence faible. La fléche 1 est appelée une 2-
homotopie.

2- On a la notion duale de 2-homotopie & droite entre deur homotopies a droite
de f ag.

On vérifie facilement, comme pour la relation d’homotopie :
Lemme 4.1.33. — La relation de 2-homotopie d gauche est une relation d’équivalence.

Démonstration. — On traite uniquement la question de transitivité. Soient trois cy-
lindres : (Ca.p.i0.%1). (C'y,p' 15, 1) et (C4.p". 45, 47) sur A. On suppose données trois
homotopies & gauche h: Cy —— X b’ : C)y —= X eth”: Cf —— X de fa
g. Soient l; et [y deux 2-homotopies & gauche de h & b’ et de A’ & h” respectivement :

I/
(CA __huk (CA I Cf, UR"
4[1 A AT A
pUp \ / p’Up I2
A<———D1 A<————Dz

On pose alors D = D, ]_[C,4 Ds. Alors Il =1 Uly : D—— X est clairement une
2-homotopie de h & h”. ‘ O

Définition 4.1.34. -— On garde les notations de la définition 4.1.32. On note
nJ(A, X.f.g) (resp. ¢(A.X,f.g)) la clafse des homotopies & gauche (resp. a
droite) modulo la relation de 2-homotopie. Etant donné un cylindre (Ca.p.ig.11) sur
A (resp. un espace de chemins (Px,.c,eg.e1) sur X ), on note m(A.X. f,g.Ca) C
(A, X, f.g) (resp. m(A.X.f.g.Px) C (A, X, f,g)) le sous-ensemble des ho-
motopies 4 gauche (resp. & droite) relativement ¢ Ca (resp. Px) a 2-homotopie
pres.

Les classes 7§ (A, X, f,g) (resp. les ensembles 71 (A, X, f, g,C4)) sont covariants en
X de la maniére évidente. Supposons donné un diagramime commutatif :

'vlu'/ /
Ao, L u

u
.
AlallB e P Ly

avec A et A’ cofibrants et (Ca,p,i1,i2) et (C%,p,1],75) des cylindres sur A et A’
respectivement. On a alors un morphisme évident 71 (4, X, f,g,Ca) — m (4, X, fo
u,gowu,C’). On vérifie immédiatement que m (4, X, f, g, Ca) sont bifonctoriels en les
couples ((4,Ca), X).
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Lemme 4.1.35. -~ On garde les hypothéseé et les notations des définitions 4.1.32
et 4.1.54.

1- Il existe un isomorphisme canonique (A, X, f,g) ~ 7¢(A, X, f,g) qui & une
homotopie d gauche h: Cy, —— X associe une homotopie a droite k : A —— Px
telle que h et k sont correspondantes au sens de la définition 4.1.13.

2- L’ inclusion m1 (A, X, f,9,Ca) C 7 (A, X. f.g) est bijective. En particulier, les
classes (A, X, f,g) sont des ensembles.

Démonstration. — En effet, par la remarque 4.1.14, 4 une homotopie a gauche corres-
pond une homotopie a droite et vice versa. Il s’agit de vérifier que cette correspondance
est bien définie a4 2-homotopie pres.

Soit donc h: C4 —— X une homotopie a gauche de f & g. Soient (Px, ¢, eg.€1)
et (Py,c, ep, €}) deux espaces de chemins sur X. Considérons des relévements ¢ et t/
dans les deux carrés commutatifs :

J

cog cog
A— Py A——— P}
L . ;o
l - j( e1) l L l(( &)
C - x X C —) x X
A(h..gopf( /th.gop{(

dont 'existence est assurée par l'axiome (MC4). On veut montrer que t o ig est
2-homotope & droite & ' o i(. On choisit par I’axiome (MC5) une factorisation :
exd

u [
X —— E—— Px xxxx Py

avec u une cofibration triviale et v une fibration. Considérons le carré commutatif :

uog
A———F

Ca W Px xxxx Pk

Par 'axiome (MC4), on obtient un relevement w : C4 —— E . On vérifie immé-
diatement que w o ip est une 2-homotopie de t o ig & t’ o iy.

Pour terminer la démonstration du 1-, il reste a vérifier que deux homotopies
h: Ca——X ct ' : Cy —— X qui sont 2-homotopes, correspondent & la
méme homotopie & droite. Choisissons une factorisation :

/ a q
B | !
All A

avec a = bU b’ une cofibration et ¢ une équivalence faible ainsi qu'une 2-homotopie
l: D—— X entre h et h'. L'objet D, muni de la cofibration évidente ug [Ju; :
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AJJ]A—— D déduite de a. est un cylindre. De plus, [ est une homotopie a gauche
de f & g relativement a D. Il existe donc une correspondance ¢t : D —— Px entre
l et t o ug. Il est alors clair que 'homotopie & droite £ o ug : A —— Px correspond
aux homotopies & gauche h = lob et h' = ob’ via les correspondances respectives
tobettol.

L’assertion du 2- est maintenant claire. En effet, la construction précédente fournit
également des isomorphismes 7y (A4, X. f.g) ~ 7 (A.X. f.g. Px) pour (Px.c.ep.€1)
un espace de chemins fixé. O

On note m(A.X.f.g) I'in des deux ensembles canoniquement isomorphes
7 (A. X. f.g) oun¢(A. X, f. g). Le lemme ci-dessus montre que 'ensemble m; (A. X., f. g)
est bifonctoriel en A et X.

Lemme 4.1.36. - Soit u: A’ —— A une fleche entre objets cofibrants de 9M. La
composée :

(A X, f.g) ¢—— m(A. X, f.9,Ca) —— (A, X, fou,gou,CY)
— = 7(A.X.fou.gou)
ne dépend pas du choixz d’un diagramme commutatif :
in Ui p
anatHeo, Lo
A
ig Uiy P
AlJA——Cy— A
De plus, on a un carré commutatif :
TTiI(A.A', fry) — ﬂ-i](A’7 X,fou,gou)
(A X. f.g) — (A X. fou.gou)
Démonstration. --- 1l suffit de montrer que le diagramme suivant est commutatif :
(A X, f.9) +—— m(A. X. f.g.Ca) —> 1 (A" X. fou.gou.C"y) — n¥(A". X. fou, gou)

m{(A. X. f.g) » 1d(A', X, fou, gou)

Ceci revient a montrer que pour un espace de chemin (Py,c.ep,e;) sur X. le carré
suivant :
m(A. X. f.g.Cq) — m (A X, fou,gou.Cl)

NI IN

(A, X. f.g.Px) — m (A", X. fou.gou, Py)
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est commutatif. Ceci découle de la remarque suivante. Soit K : A —— Px une
homotopie & droitede f 4 g. Sih: C4 —— X correspond a k via la correspondance

t: C4 —— Px alors hov correspond a k o u via la correspondance t o v. O
Définition 4.1.37. — Lorsque la catégorie de modéles MM est pointée, on notera sim-
plement 71 (A, X) le groupe m1(A, X.*.%). On a ainsi un foncteur :

(54) (=, =) MP x My —— Ens

Théoréme 4.1.38. — Supposons que la catégorie de modéles M est pointée. Le bifonc-
teur (54) se reléve en un bifoncteur :

(55) 71 (=, —): Ho(M)°P x Ho(IM) —— Ens

De plus, il existe un couple de foncteurs adjoints (£'.Q) : Ho(9M) —— Ho(M) et
des isomorphismes fonctoriels en A cofibrant et X fibrant :

homgge(am) (£ A. X) ~ m1(A. X) ~ hompge(an) (A. Q' X)

Enfin, pour A cofibrant, l'objet £' A est canoniquement isomorphe (dans Ho(9M)) au
push-out du diagramme :

AHA—)CA

(56) 1

*
L’énoncé dual est bien entendu vrai pour Q1X.

Démonstration. — Pour A € Ob(9M) cofibrant, notons S} le push-out de (56).
Le foncteur m(A,—) : 9M; —— Ens s'identifie canoniquement & mo(Sh,—) :
Ms — Ens . En effet, une homotopie C4 —— X de * a * est simplement
une fleche de S} vers X. De méme une 2-homotopie correspond simplement a une
homotopie entre fleches de S 4 vers X.

On en déduit que m(A,—) : MMy — Ens envoie les équivalences faibles entre
objets fibrants sur des isomorphismes. Dualement, m;(—, X) envoie les équivalences
faibles entre objets cofibrants sur des isomorphismes. Ainsi, m;(—, —) se reléve en un
bifoncteur :

IMP W] x MW —— &ns

Comme les foncteurs 9 [W~!] —— Ho(M) et MW '] —— Ho(9M) sont des
équivalences de catégories (voir remarque 4.1.18), nous avons prouvé la premiére partie
du théoréme. Le reste découle formellement du lemme de Yoneda et de 1'isomorphisme

m1(A, X) ~ mo(S}, X) ~ hompo(am) (S4. X) pour A cofibrant et X fibrant. O
Définition 4.1.39. — Pour une catégorie de modéles M pointée, l’endofoncteur L' de

Ho(9M) est appelé le foncteur de suspension. Son adjoint Q' est appelé le foncteur de
cosuspension (ou encore de délagage).
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Proposition 4.1.40. -— Soient e, f,g: A—— X trois fléches de 9 avec A cofibrant
et X fibrant. On a un morphisme de composition fonctoriel et associatif :

7T1(A- X,E_.f) X 7T1(A, X! f,g) —)ﬂ-l(A7 X? e:g)

De plus, les monoides m1(A. X, f, f) sont des groupes.
En particulier, si la catégorie de modéles M est pointée le foncteur m(—,—) s’en-
richit en un foncteur :

m1(—,—) : Ho(M)°P x Ho(IM) —— Grp
avec Grp la catégorie des groupes.

Démonstration. — Soient (Ca,p,io,%1) et (C%,p',ip,4}) deux cylindres sur A et
(C4,p",i5,17) le cylindre composé ot C4 est le push-out de :

!
)
A——C)

]

Ca

Etant données une homotopie h : C4 —— X de e & f et une homotopie h’ :
Cy —— X de f a g, on définit I'homotopie h” : C§ —— X par h” = hUR'.
On vérifie facilement que cette construction fournit un accouplement associatif et
fonctoriel :

wf(A.X,e,f) X ﬂ'i](Avafwg) ‘—‘)WSIJ(A,X,C,Q)

dont les éléments neutres sont donnés par les classes des homotopies constantes fop :
Csp —— X dans (A, X. f, f).

Pour montrer que (A4, X, f, f) est un groupe, il reste & construire des inverses.
Si (Ca,p,io,%1) est un cylindre sur A, on notera (C4,p, i1,%0) le cylindre symétrique
avec C3 = C4, On montrera que 'inverse d’une homotopie h : C4 —— X dans
m(A, X, f, f,Ca) est donnée par h mais vue dans m1(A4, X, f, f,C3). Il s’agit donc de
voir que I’homotopie de f vers f :

hU

est 2-homotope & 'homotopie constante.
Pour cela, considérons I'objet D obtenu par push-out du diagramme :

igU1i
AHAO—?CA]_L-I(A)CA

19 Uill
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Le carré commutatif :

U
ATTAYS AT, 4y Ca

iuHill l
igop

Ca—C4

fournit un morphisme D —— C4 qu'on factorise par :

D—-—U—)R;')CA

avec u une cofibration et v une fibration triviale. Si l'on compose la cofibration dgUd;
par u. on obtient la cofibration :

rour; : AHA—)R

faisant de R un cylindre sur A.

On obtient alors deux morphismes de cylindres : Cq4 — R et Cy Hil (4) Cs — R.
L’homotopie h o v induit par restriction suivant ces deux morphismes 1’homotopie
constante et ’homotopie composée h U h. Le résultat découle alors du lemme 4.1.36.

O

Oun note trois corollaires de la proposition 4.1.40 :

Corollaire 4.1.41. - Supposons que la catégorie de modéles M est pointée. Pour tout
objet X de M. l'objet 1 X (resp. Q1 X ) est un cogroupe (resp. un groupe) de Ho(9N).
Lobjet ¥2X (resp. V2X ) est un cogroupe commutatif (resp. un groupe commutatif)
de Ho(M).

Démonstration. — L’assertion concernant X! est claire. Montrons que le cogroupe
G = £%(X) est commutatif. Remarquons pour cela que cet objet admet en fait deux
structures de cogroupes. La premieére v : G —— G[[ G étant la structure sur iz
pour Z = £'X. Lascconde v: G —— G LI G ¢tant la structure déduite de celle de
Y1 X par application de 1.

Il est clair que v est un morphisme de cogroupes pour la structure u. Ainsi pour
tout objet B de M, les deux lois de groupes *, et *, sur 'ensemble homyggo o) (G. B),
déduites de u et v respectivement. vérifient I'identité :

(fl *u f2) *o (gl *u .‘/2) = (fl *p gl) *u (fz *u 92)

Il est bien connu que cette identité implique que *,, et %, sont égales et commutatives.
O

Corollaire 4.1.42. — Supposons que la catégorie de modéles M est pointée. Si ’endo-
foncteur 1 est une autoéquivalence de Ho(9M). la catégorie Ho(M) est additive.
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Démonstration. -~ Lorsque T! est une autoéquivalence de catégories, tout objet de
Ho(9M) est un groupe et un cogroupe commutatif et toute fleche est compatible a
cette structure. Il reste & montrer que X [[Y —— X x Y est un isomorphisme
pour X, Y € Ob(Ho(9)).

On définit une flecche X x Y —— X [[Y en prenant la somme des deux fleches

évidentes :
XxY—X—X]]Y e XxY—Y—X][[Y
On vérifie facilement que les composées :
X][JY — X xY —X][Y et XxX—X[[X—XxX

sont des identités. O

Corollaire 4.1.43. — Supposons que la catégorie de modéles M est pointée. Soit
(Ca,p.io.11) un cylindre sur A et 7 : Cq —— Cs une fleche au-dessus de A
permutant les extrémités. On a alors un diagramme commutatif dans Ho(90) :

CAHAUA*—T’CAHAHA*

1o L

T4 ——— 24

ot la fleche horizontale inférieure est l'inverse du cogroupe LA et les fleches verti-
cales sont l'identification canonique du théoréme 4.1.38 associée au choir du cylindre

(CA7pa iOa Zl)
Démonstration. --- En effet, on peut voir 7 comme un morphisme de cylindres :
T (C.47p~,1:07i]) ) (CAwpvi"lsiO)

Le résultat découle alors du lemme 4.1.36 et de la construction de I'inverse dans le

groupe 71 (—, —) (voir la preuve de la proposition 4.1.40). O
4.1.4. Triangulation de la catégorie homotopique. — On fait la définition
suivante :

Définition 4.1.44. — Une catégorie de modéles M est dite stable si la catégorie M est
pointée et si le foncteur de suspension X! est une autoéquivalence de Ho(9M).

Le but ce paragraphe est de montrer que la catégorie homotopique d’une catégorie
de modeles stable admet naturellement une structure de catégorie triangulée au sens
de Verdier. On se contente ici de traiter le cas ot 9 est propre a gauche. La condition
de propreté n’est nullement nécessaire si I'on suit la méthode de Hovey dans [Hov99].
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Soit f : A—— B une fleche de 9. On appelle cofibre de f et I'on note Cof(f)
le push-out :

f

A——)Q

PTETR > C°<F( f )
Lorsque f est une cofibration, 1'objet Cof(f) est cofibrant.

Définition 4.1.45. — Supposons que la catégorie de modéles M est pointée.

1- Soit f : A—— B une fléeche de M. Le cone de f relativement au cylindre
(Ca,p,io,i1) est le push-out du diagramme :

arpa-t1*, g

l Al

Coy v » Cone(f)

2- La cofibre de la cofibration B Em) Cone(f) est canoniquement isomorphe a
la cofibre de AJ[ A —— Cy4 . Ainsi, lorsque A est cofibrant, le cylindre C4 induit
un isomorphisme dans Ho(9M) entre Cof (a(f)) et L1 A (voir le théoréme 4.1.38). On
note alors O(f) : Cone(f) —— L!(A) la fléche (de Ho(9M)) ainsi obtenue.

3- On appelle vrai triangle de cofibrations (de base f) un diagramme dans Ho(9M)
de la forme :

A Cay: A= B2 conecry 29 510y

avec f une cofibration de source cofibrante. On appelle triangle de cofibrations tout
triangle
U——V > W » XU

dans Ho(9M) isomorphe & un vrai triangle de cofibration.

Remarque 4.1.46. — Rappelons qu'un morphisme de triangles et un diagramme com-
mutatif de la forme :

U yV W » TIU

b e e

U ——V — W —— I

Lemme 4.1.47. — Soit f : A—— B une cofibration de M avec A cofibrant. On se
donne deuz cylindres (Ca,p.io,%1) et (Cy.p iy, i) sur A. Les triangles A(f,Ca) et
A(f,C"y) sont isomorphes dans Ho(90t).
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Démonstration. — - En factorisant la fleche :
ca [ ch —4
All A
en une cofibration suivie d’une fibration triviale, on obtient un nouveau cylindre qui

est le but de deux cofibrations triviales de source Cy4 et C’. On se raméne donc aux
cas ou il existe un morphisme de cylindres u : C4 —— C’; avec u une cofibration
(forcément triviale).

On obtient dans ce cas une cofibration triviale Cone(f) — Cone’(f) avec

Coné/(f) le cone de f relativement & C’;. La conclusion du lemme est maintenant
claire. O

Avec les notations de la définition 4.1.45, on dispose d’un morphisme 6§(f)
Cone(f) — Cof (f) qui s’insére dans le diagramme & carrés cocartésiens :

A—2 Cof(iy) )

o, |

B —— Cone(f) —(—]:—) Cof(f)

On a le lemme suivant :

Lemme 4.1.48. — Supposons que la catégorie de modéles MM est pointée et propre a
gauche. Si A est cofibrant et f une cofibration, alors 6(f) est une équivalence faible.

Démonstration. — Comme i, : A——> C4 est une cofibration triviale, il en est
de méme de *x —— Cy I, (a)* - Il vient que Cof(i;) — * est unc équivalence
faible entre objets cofibrants. Le résultat découle de la propreté & gauche appliquée a
la cofibration Cof(i;) —— Cone(f) . ]

Théoréme 4.1.49. — On suppose que la catégorie de modéles M est stable et propre a
gauche. Alors Ho(9M) est naturellement une catégorie triangulée, ot le foncteur de
suspension est donné par X! et les triangles distingués par les triangles de cofibrations.

Démonstration. - 1l s’agit d’une vérification facile mais longue. Le lecteur pourra
consulter [Hov99] pour plus de détails. Les triangles : X X —x— ¥1(X)
sont des triangles de cofibrations. En effet, Cone(idx) est la cofibre de i,

X —— Cx qui est contractile (i.e., équivalente & *) pour X cofibrant.

Soit f une fleche de Ho(90). Quitte & la remplacer par une fleche isomorphe, on
peut supposer qu’elle est 1'image d'une cofibration f de source cofibrante. Le triangle
de cofibrations associée & f fournit un triangle de cofibrations ayant f comme premiére
aréte.
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Soit un diagramme commutatif dans Ho(90) :

A—C b o Civiy

A,

Al 3 B/ 3 Cl 3 ZIA,

dont les lignes sont des triangles de cofibrations. Le carré de gauche est isomorphe &
un carré provenant d'un carré commutatif de cofibrations de 9t avec tous les sommets
cofibrants. On peut alors supposer que notre diagramine est I'image de :

A—23B-b Cone(a) —S 514

fl Jg lEl(f)

A -2 B' — Cone(d’) ——— 214’

ol les cOnes sont pris relativement a des cylindres (C4. p.ig, 1) et (C%,p’, g, ¢}) munis
d'une fleche u: Cy —— C/; telleque fop=p'ou.ijof =uoigetijof =uoi;.
11 est alors clair que la fleche v U g : Cone(a) — Cone(a’) convient.

De méme, pour vérifier que la classe des triangles de cofibrations est stable par
rotation a droite, on peut considérer le cas d'un vrai triangle de cofibrations :

A B ey 2 s a

avec f une cofibration entre objets cofibrants. Il suffit alors de vérifier que le dia-
gramme de Ho(9M) :

B a(f) Cone(f)a(a(f)) (a(f))d( (f))z:
) P(ﬂ(f)l)
Bﬂ(ﬁone(f) W) | siy == s

est commutatif puisque §(«(f)) est inversible par le lemme 4.1.48. Seul la commutation
du carré de droite est non évidente. En choisissant convenablement les cylindres, on
obtient la factorisation suivante qui nous rameéne au cas ou f =id :

) I(e(idp)) .
Cone(a(f)) — Cone(a(idp)) ——— X'B
S| [statian)
sig— > ), 5ip —id sy 2B

Ce cas sera traité dans le lemme 4.1.50 ci-dessous.
L’axiome de 'octaedre est également facile. Soit X 2y "7 une paire de
fleches de Ho(9M). On peut supposer qu'il s’agit d'une paire de cofibrations de 9 avec
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X cofibrant. En choisissant convenablement les cylindres, on obtient un diagramme
commutatif dans Ho(901) :

X LN 7 > Cone(u) —— E1(X)
v r
X Lz 3 Con;’(vu) —BHX)

~ ~ v ~

Cone(idy ) — Cone(v) —— Cor;e(r) —— Cone(ids v)

~ v ~

NP ¢ — Sy » S Cone(u) —— XIX1X

Il suffit de vérifier que la fleche Cone(v) —— Cone(r) est une équivalence faible.
Par le lemme 4.1.48, cette fleche est isomorphe dans Ho(9t) & Cof(v) — Cof(r) .
Cette derniere cst un isomorphisme dans 9. O

Lemme 4.1.50. — On suppose que la catégorie de modéles M est stable et propre a
gauche. Soit X un objet cofibrant de M. Le triangle suivant est commutatif dans
Ho(MM) :

Cone(a(idx)) '
6(n(idx))l Qalidx))

)LD ¢ —d) siX
—1

Démonstration. — Soit (Cx.p,io,%1) un cylindre sur X. L'objet Cone(a(idx)) s'iden-
tifie canoniquement & :

(cx I *) II (CX 11 *)

Il(X) 'l()(x) Il(X)

Notons F; et Fy les deux inclusions évidentes :

(CX H)*) c(ex IT#) II (ex 10 *)

(X i(X)  0(X) i1(X)

Les deux fleches d(a(idx)) et d(c(idx)) s’identifient donc & :

Cone(a(idx)) — Cone(a(idx)) [ 15, * ~ E1(X)
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Si I’on note 7 I'automorphisme de Cone(a(idx)) qui permute les facteurs Fy et F, on
obtient alors un triangle commutatif :

Cone(a(idx)) SN Cone(a(idx))

\ lt) a(idy))
d(a(idx

Ainsi pour conclure, il suffit de montrer que I'image de 7 dans Ho(9M) est égale a —id.
Pour cela, on peut remarquer que Cone(a(idx)) est un modeéle de X! X obtenue via
le théoreme 4.1.38 & ’aide du cylindre :

cx =Cx [] cx
i1(X)
L’automorphisme 7 permute les cofibrations triviales structurales X —— C . Ainsi
I'image de 7 dans Ho(90) correspond bien & l'inverse du cogroupe !X par le corol-
laire 4.1.43. Comme 90 est stable, I'inverse du cogroupe %' X est donné par —id. O

Lemme 4.1.51. — Soit une adjonction de Quillen (F,G) : M —— N entre deux
catégories de modéles stables et propres a gauche. Alors, LF et RG sont des foncteurs
triangulés.

Démonstration. — En vue du lemme 2.1.23. il suffit de traiter LF. Mais il est clair
que F' commute & Cone et ©! puisqu'il préserve les cylindres sur les objets cofibrants
(voir le lemme 4.1.25). O

Remarque 4.1.52. —- Si la catégorie de modeles 9 est stable et propre a droite, notre
construction fournit une structure de catégorie triangulée sur Ho(901°P). En passant
a la catégorie triangulée opposée, on obtient une structure de catégorie triangulée sur
Ho(201) dont les triangles distingués sont donnés par les triangles de fibrations (notion
duale de celle de triangles de cofibrations).

Ainsi, si 9 est propre a gauche et a droite, on a a priori deux structures de
catégories triangulées sur Ho(9). On peut montrer (voir Hovey [Hov99]) que ces
deux structures coincident.

En vue des vérifications des axiomes des dérivateurs triangulés, on est ramené a
étudier les carrés cartésiens et cocartésiens dans une catégorie de modéles pointée
et stable. Pour cela, nous aurons besoin d'introduire les structures de modeles de
Reedy sur certains diagrammes & valeurs dans 9. On traitera uniquement le cas des
diagrammes indexés par des ensembles ordonnés finis. Pour le cas général, le lecteur
pourra consulter [Hir03].

Proposition 4.1.53. — Soient (J,<) un ensemble ordonné fini et M une catégorie de
modéles. On note HOM(J, M) la catégorie des J-diagrammes dans M. On définit une
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structure de catégorie de modéles sur HOM(J,9M) en appelant un morphisme de J-
diagrammes (fi)ies : (Ai)ies — (Bi)ies

- une équivalence faible lorsque chaque f; est une équivalence faible,

- une cofibration lorsque pour tout i la fleche :

4 [ Colime<;B. — B;
Colime<iA.
est une cofibration,
— une fibration lorsque pour tout i la fleche f; est une fibration.

Démonstration. —— On raisonne par récurrence sur le cardinal de I'ensemble J. Ceci
est utile pour 1’étape 1 de la preuve :
E‘tape 1. — On montre dans cette étape qu'une fleche (fi)ics est une cofibration
triviale si et seulement si :
A; H Colime<,-Be — B;
ColimeciAe

est une cofibration triviale pour tout i.

La condition est nécessaire. En effet, comme J<; = {e € J; e < i} est un ensemble
ordonné de cardinal strictement plus petit que celui de J, le foncteur

Colime<; : HOM(J;, ) —— M

est un foncteur de Quillen & gauche. Il vient que Colim,;Ae — Colim.;B. est
une cofibration triviale. Il en est de méme de son push-out (par le corollaire 4.1.6) :
A — A; ] Colime<iB.
Colime<i Ae
On conclut a I'aide de I'axiome (MC2).

La condition est suffisante. On raisonne par récurrence sur ¢ € J. Si A, —— B,

est une équivalence faible pour tout e < ¢ alors (fe)e<i est une cofibration triviale. Il
en est de méme de Colim,;Ae — Colim.; B, ainsi que ses push-out. On conclut
encore une fois & l'aide de 'axiome (MC2).
Etape 2. — Vérifions ’axiome (MC4). En le fera uniquement pour les cofibrations et
fibrations triviales. L’autre cas se traite par la méme méthode en présence du résultat
de I'étape 1.

On suppose donné un diagramme commutatif :

(Ai)ies — (Xi)ien
(a»l j(fi)
(Bi)ies — (Ya)ieo

Soit § C J un sous-ensemble maximal tel que :
- un relevement partiel 7 : (Bj)jeg — (Xj)jeg existe,
-sii<javecj€galorsi€J.
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On va montrer que § = J. Supposons le contraire. Soit ¢ € J\J un élément minimal.
On va montrer que l'on peut étendre r & J U {i}. Pour cela, on considere le carré
.commutatif :

(Ai 11 CoIime<,<X(.)——>Xi

Colim,.; A,.

(Bi I Coan,-X,,) — Y,
Colim,.«; B..
La fleche verticale de droite est bien une cofibration puisque c’est le push-out de la
cofibration :
A,’ H Colime<,-B,_., — B;
Colim.<;A.

suivant la fleche :

A JI ColimeciB, ———= 5 4, ] ColimeiX.

Colim.<iAe Colim.<iA.

On déduit donc un relévement qui fournit un morphisme r; : B; —— X; . On vérifie
facilement qu’il est compatible aux r; pour j € J. Ceci contredit la maximalité de J.

Etape 3. - - On considére maintenant 'axiome (MC5). On traite uniquement la pre-
micre partie (la seconde partie se traite par la méme méthode en présence du résultat
de Détape 1). Soit (fi)ies : (Ai)ies — (Bi)ies une fleche dans HOM(J, 90t). On
procede comme pour ’étape 2. Soit § C J un sous-ensemble maximal vérifiant :

- il existe une factorisation partielle f; = c; o p; avec (¢;)jeg une cofibration et

(pj)jcg une fibration triviale,

-sii<javecj€Jalorsie€J.
Supposons que g # J. Soit i € J — J minimal. Notons C, le but de c. pour e < i. On
choisit par (MCS5) une factorisation de la fleche évidente :

4 ][] Colime<iCc — Ci — B;
Colim.<; A
en une cofibration suivie d’une fibration triviale. Il est alors facile de voir que les
fleches ¢; : A, —— C; et p; : C; —— B; permettent d’étendre la factorisation
partielle & J U {i}. Ceci contredit la maximalité de J. |

Remarque 4.1.54. — La preuve de la proposition 4.1.53 s’étend facilement au cas ot
l’ensemble ordonné J est remplacé par un ordinal. Il suffit en effet de remplacer la
récurrence sur le cardinal de J par la récurrence transfinie sur les ordinaux.

Rappelons que ™ (resp. _J) désigne la sous-catégorie pleine de O = 1 x 1 dont les
objets sont Ob(O) — {(0,0)} (resp. Ob(O) — {(1,1)}).
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Pour une catégorie de modeles 9, on notera I (9M) la catégorie HOM((™)°P, 1)
munie de sa structure de Reedy (voir la proposition 4.1.53) associée & ’ensemble
ordonné (™)°P. Ainsi, les objets de ™ (9) sont les diagrammes de la forme :

A——B

|

C
que l'on notera pour abréger (A — B|C). Une fleche (A — B|C) —— (A’ — B'|C")
est donc une cofibration lorsque les fleches suivantes :
A— A, Bl[,A —— DB et CI[,A——C

sont des cofibrations de .

On notera également _I(9M) la catégorie HOM((J)°P,91). Cette catégorie sera
munie de la structure de modeles opposée de la structure de modeles de Reedy (voir
la proposition 4.1.53) sur (HOM((J)°P,9t))°P = HOM( J, 9M°P) associée & I'ensemble
ordonné _I. Ainsi, les objets de _I(9N) sont les diagrammes :

1‘—[,
cC— A
que 'on notera pour abréger (B|C — A). Une fleche (B|C — A) —— (B'|C’ — A')
est donc une fibration lorsque les fleches suivantes :
A— A, B ——BxaA e C——>CxqA

sont des fibrations de 9.

Remarquons que si M est stable (resp. propre a gauche) il cn est dec méme de ™ (9N)
ct _I(OM).

On dispose d'une adjonction de Quillen :

(F.G): [T (9) —— (M)

avec F' (resp. G) le foncteur qui & un diagramme :

A—C C
l (resp. l )
B B—— A
associe le diagramme :
C Bx,C——C
l (resp. l )
B—— B[], C B
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On déduit alors un couple de foncteurs adjoints :
(LF,RG) : Ho(I™ (9M)) —— Ho(_I(M))
qui sont triangulés lorsque 90t est stable et propre & gauche.

Proposition 4.1.55. — Soit 9 une catégorie de modéles stable et propre a gauche.
Alors ladjonction (F,G) est une équivalence de Quillen.

Démonstration. — On montre uniquement que l'unité id —— RG o LF est inver-
sible. Le fait que la counité est inversible se démontre par la méme méthode.
On utilisera le fait que Ho(I™ 9t) est triangulée. Un objet (A — BIC) :

A——B

|

C
s'inscrit dans un triangle distingué :
(* = Bl*) @ (* = *|C) —— (A — B|C) —— (A — *|x) ——
Il suffit donc de traiter les cas olt seulement 'un des trois objets A, B et C est non-nul.

Premier cas : B = C = %. — Soit a le foncteur qui & un objet A de 9 associe le
diagramme :

*——

et b le foncteur qui & un diagramme :

B

|

C——D

associe D. Comme a et b préservent les équivalences faibles, ils se dérivent trivialement.
La composée :

Ho(M) —% Ho(™ M) —=L5 Ho( ) —2— Ho(m)

coincide avec ! qui est une équivalence. Il est immédiat & partir de 13, de voir que
I'unité de (LF, RG) appliquée & (A — ) coincide avec :

(A — *|¥) — (U TH(A) — *|*)

qui est bien inversible.
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Second cas : A = B = 0. — Il s’agit de voir pour C cofibrant que la limite
homotopique du digramme :

W
* — C
est contractile. Ceci est évident. O
Le résultat suivant est maintenant clair :
Théoréme 4.1.56. -— Soit M une catégorie de modéles stable et propre d gauche. Alors,

un carré :
A—— B
C——D

est homotopiquement cocartésien si et seulement si il est homotopiquement cartésien.

Pour terminer, nous vérifions que la catégorie homotopique associée a une caté-
gorie de modeles monoidale, stable et propre a gauche est une catégorie triangulée
monoidale au sens de la definition 2.1.148. Ceci découlera du lemme 4.1.58. Rappelons
d’abord la définition d’une catégorie de modeles monoidale (voir [Hov99]) :

Définition 4.1.57. - Une catégorie de modéles monoidale (MM, ®) est une catégorie de
modéles munie d'une structure monoidale fermée d droite et a gauche (au sens de la
définition 2.1.119) vérifiant l’axiome suivant :
(MMQC) : soient f: A—— B etg: U——V deux cofibrations de IM. Alors
le morphisme évident :

fOg: AV [[ B®U — BoV
ARU
est une cofibration qui est une équivalence faible lorsque f ou g est une équiva-
lence faible.

On dit que M est symétrique lorsque la catégorie monoidale sous-jacente est également
munie d'un isomorphisme de symétrie. On dit que M est unitaire si la catégorie
monoidale sous-jacente est munie d’un objet unité qui est cofibrant.

Pour A un objet cofibrant, les foncteurs A® — et —® A sont des foncteurs de Quillen
a gauche. On déduit du lemme 4.1.26 que le bifoncteur — @ — préserve les équivalences
faibles entre objets cofibrants. Il admet par la proposition 4.1.22 un foncteur dérivé a

L
gauche — ® — qui fait de Ho(9) une catégorie monoidale fermée & gauche et a droite
(voir [Hov99] pour plus de détails).
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Lemme 4.1.58. — Soit MM une catégorie de modéles monoidale symétrique et unitaire.
On note 1 lobjet unité de M. Supposons que M est pointée. Alors le foncteur X! est

L
canoniquement isomorphe a (£'1) ® —. De plus, la permutation des facteurs :

L L
(57) 7 (Z1) @ (B'1) — (2'1) ® (T'1)
est égale & linverse du cogroupe commutatif 21 modulo Uidentification ¥!(X'1) ~
L
1.
Si en plus M est stable et propre & gauche, alors Ho(9M) est une catégorie monoi-
dale triangulée au sens de la définition 2.1.148.

Démonstration. — Si (C, p, g, ¢1) est un cylindre sur 1, alors pour tout objet cofibrant
A de M, le quadruplet (C ® A,p ®id,ip ® id,7; ® id) est un cylindre sur 1 ® A ~ A.
L
L’isomorphisme %! ~ ¥!'1& — découle alors du théoréme 4.1.38 appliqué & ce cylindre.
L
Par ®-dualité, on a également un isomorphisme X! ~ — ® X'1. Il est clair que la
composée :
1 19 & L 1 1
Y1a¥le- — —Y¥'1~X
est 'identité. En effet, elle correspond a I'isomorphisme de cylindres C@ A ~ A® C
pour A cofibrant dans 9.
Montrons que la fleche (57) est égale & —id. On fixe un cylindre (C, p, ig,¢1) sur 1.
On dispose alors de quatre cylindres isomorphes :
C@Z()(Il), C@h(]l) l()(]l)f:ic et ’L](]l)@C
ainsi que des morphismes évident vers C % C. La permutation 7 envoie C ® ig(1) sur
i0(1)®C et C®i1(1) sur i;(1) @ C.
On définit deux cylindres Cy; et Cp; par :
Cor=(io(1)®C) [] (C®i(1) et Co=@@H(1)®C) ] (C®io(1))
i0(1)®i1 (1) i1 (L)®in(L)

Par I'axiome (MMC), on dispose de deux cofibrations triviales :
ap1: Cop—C®C ct ap: Cpo—C®C

permutées par 7.
Notons D = Co1 [,
encore une cofibration :
d:D 1T « — ceC [[ =
i1(1)®i1 (L) [ 41 (1)®i1 (L) i1(1)®i (1)

1)@io(1) C10- C'est naturellement un cylindre sur 1. On a

dont le but est contractile. De plus, la cofibre de d est égale 4 £'1 ® £'1. On dispose
donc d’un isomorphisme naturel entre ©'1 2 1 et :

Cone(D H * —>*)
i1 (1)®@éy (1) ] i1 (1) ()
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On est ainsi ramené & montrer que 7 opére (& homotopie prés) par —id sur
Dunun * = 1. Ceci découle du corollaire 4.1.43 et le fait que 7 permute les
extrémités du cylindre D.

Montrons finalement que lorsque 90 est stable, Ho(90) est bien une catégorie mo-
noidale symétrique. Pour A un objet cofibrant de 90, les foncteurs - @ A et A ® —

L
sont des foncteurs de Quillen & gauche. Il vient que leurs foncteurs dérivés — ® A et

L
A ® — sont des foncteurs triangulés. Ceci fournit les isomorphismes sy et sq de la
définition 2.1.148 et prouve la premiére propriété.

D’autre part, modulo l'identification X! ~ £'1 é —, lisomorphisme s : EIAQ%B ~
! (AéB) est simplement 'isomorphisme d’associativité : (EI]IQLZ)A)Q%B /5 Ellléli)
(A Qli) B). Dualemement, modulo l'identification X! ~ — Q%) Y11, I'isomorphisme sq :
AéZlB ~ 3! (AéB) est I'isomorphisme d’associativité : AQLb (BéZI]l) —= (A<§I§
B) ® £'1. Etant donné que les deux identifications X! ~ $11 ®— et B~ — (ELQ xi1
different par I'isomorphisme de commutation, on voit que modulo X! ~ (X!1) é) _—
I'isomorphisme sq4 est la composée :

A®(E 11@3) (A®211)®B——>(21®A)®B—>21®(A®B)

Ainsi, si I'on utilise I'identification X! ~ ¥11 ® —, on voit que 'anticommutativité
du carré :

L L
(21A ® ZIB) — 3! (E‘A ® B)

J l

! (Ao’l?; 213) — s xixt (AéB)
équivaut a I'anticommutativité du diagramme :
(S ® A) R (Z'1 8 B) — (B'1 % A) ® $11) ® B —— (2111 R(EM®A))B
Nl —~ (S 2%'1) % (A® B)
M@ (AR (21 & B)) — 21 & (A% 2'1) ® B) ”
— = (Z1e31)® (A8 B)

Etant donné que les deux composées possibles de ce diagramme different par I'iso-
morphisme de commutation :

T®id
(2119 51)® (A® B) ——=25 (211 @ £'1) ® (A ® B)

le résultat est maintenant clair. |
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4.2. Catégories de modeles II : accessibilité et localisation

On introduit ici la classe des catégories de modeles présentables par cofibrations.
Cette classe contient tous les exemples que I'on rencontrera. On démontre ensuite un
théoreme de localisation pour ces catégories de modeles qui sera plus ou moins un cas
particulier du théoreme de localisation de Hirschhorn [Hir03]. On commence par la
notion clef d’accessibilité.

4.2.1. Accessibilité. — Nous dirons qu’une catégorie J est pseudo-discréte s’il
existe deux sous-catégories pleines et discrétes Jo et J; avec Ob(g) = Ob(Jo) UOb(J1)
et tel que hom(j1, jo) = @ pour tout (jo,j1) € Ob(Jo) x Ob(d1). Notons qu’une telle
catégorie est un objet projectif dans la catégorie des petites catégories dans le sens
qu’un relévement r existe :

D
o
T lp
J SN e

si le foncteur p est surjectif sur les objets et induit des surjections homp(A, B) —
home(p(A), p(B)) pour tout A et B dans D.

Par le cardinal d’une petite catégorie X, on entend le cardinal de ’ensemble FI(XK).
On fait la définition suivante :

Définition 4.2.1. — Soit a un cardinal (non nécessairement infini). Une catégorie J
est dite a-filtrante si elle est non vide et si pour tout foncteur P : J——J avec
d pseudo-discréte et de cardinal inférieur ou égal & «, il existe i € Ob(J) tel que
l’ensemble :

Lo hom( PO
Lim homa(P(j). )

est non vide. Si € est un ensemble ordonné dont la catégorie associée est a-filtrante,
on parlera alors d’ensemble ordonné a-filtrant.

Remarque 4.2.2. -— Une catégorie a-filtrante est J-filtrante pour tout cardinal 8 < a.
Toute catégorie non vide est clairement O-filtrante et 1-filtrante. Une catégorie non
vide J est 2-filtrante si et seulemment si pour tout couple d’objets (A, B) € Ob(J)?,
il existe un troisiéme objet C tel que les ensembles homg (A4, C) et homy(B, C) soient
non vides. En faisant la liste des catégories pseudo-discrétes de cardinal 3 et 4, on
voit immédiatement les équivalences entre les notions :

2-filtrante <> 3-filtrante <> 4-filtrante

Une catégorie est 5-filtrante si et seulement si elle est filtrante au sens de [AGVT73].
On vérifie également que pour tout entier naturel n > 5 la notion de n-filtrante est
équivalente a 5-filtrante et donc aussi a filtrante.

Remarquons enfin que pour les ensembles ordonnés la situation se simplifie. En
effet, un ensemble ordonné est filtrant si et seulement si il est 2-filtrant.
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Voici quelques exemples de catégories a-filtrantes :

Exemple 4.2.3
1- Une catégorie admettant un objet final est a-filtrante pour tout cardinal a.

2- Soit J une catégorie admettant des colimites suivant les catégories pseudo-
discretes J avec card(FI(J)) < a. Alors J est a-filtrante.

3- Soit un foncteur J —— K induisant des surjections sur les objets et les fleches
entre objets. Si J est a-filtrante, il en est de méme de XK. Ceci découle immédiate-
ment du fait que les catégories pseudo-discrétes sont des objets « projectifs » dans la
catégorie des catégories.

4- Soit a un cardinal. Alors tout cardinal v > a vu comme ordinal!) est o-filtrant.
On a le lemme fort utile suivant :

Lemme 4.2.4. — On fize un cardinal o et un ordinal limite A plus petit ou égal au
cardinal infini successeur de .. Soient K une petite catégorie de cardinal inférieur ou
égal d a et un foncteur :

E&: K—— Ordéns

avec OrdEns la catégorie des ensembles ordonnés et des applications croissantes. On
suppose les propriétés suivantes satisfaites :
- pour tout k € Ob(X), l’ensemble ordonné E(k) est a-filtrant et admet les colimites
indexées par X,
- pour tout k1 — kg € FI(X), Uapplication &(k;) — E(k2) est cofinale et com-
mute auz A-colimites.
Alors Uinclusion évidente Limgc& —— [[iconc) E(k) est cofinale. En particulier,
l’ensemble Limg & est non vide.

Démonstration. -— Lorsque a = 0 ou 1, il n'y a rien & démontrer. On supposera
dans la suite que o > 2. Les ensembles ordonnés €(—) sont donc filtrants au sens
de [AGVT3].

On se donne une famille (ex)reob(x) € [lkcob(x) €(k) que I'on majorera par un
élément de Limg €. On pose pour cela eg r = e pour k € Ob(X) et on construit par
récurrence transfinie une suite croissante de familles (ev.k)reob(x) € [Ircob(x) €(K)
pour v € A de la maniere suivante.

Soit ¥ € X et supposons que pour tout p € v, les éléments e, ; sont construits.
Comme p € A, son cardinal est strictement inférieur & celui du cardinal infini succes-
seur de a. Il vient que le cardinal de p est inférieur ou égal & o (resp. est fini) si « est
infini (resp. a est fini).

()Rappelons qu’un cardinal est, par définition, le plus petit ordinal A dans une classe d’équipotence.
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Soit k € Ob(X). Les éléments de la forme E(K' — k)(eyr’) forment une partie
de cardinal inférieur & « (resp. de cardinal fini). Comme E(k) est a-filtrant, on peut
choisir un élément m, ;. € E(k) qui majore tous les E(K — k) (e, x).

D’autre part. pour tout k — k" € FI(X) et u € v, on peut trouver, par cofinalité du
foncteur E(k — £”), un élément ny, ;v € E(K) tel que ey, < E(k — k) (ny k—skrr)-
La famille des 1, k1~ étant de cardinal inférieur & o (resp. de cardinal fini), on peut
trouver p,r € E(k) qui majore tous les ny, p—i~. On prendra pour e, un majorant
commun a my g et py .

Ainsi par construction, la propriété suivante est vérifide :

(A) Pour tout k; — ky € FI(X) et p € v € A on a ey, > E(k1 — k2)(eur,)

et g(kl - kQ)(eu.lﬁ) 2 €pky-
On pose alors e}, = Colim, e e, k. Pour k1 — ko € FI(X), on déduit de (A) les inégalités
suivantes :

‘3;\-2 = Colimyerepp, < Colimyer€(k1 — k2)(evs,) < Colimyerepn, = e;{z

E(ky — ka)ef,

Ceci montre que e, = E(k1 — k2)(e},). En d'autres termes, la famille (e},)reob(x)
est un élément de Limg €. O

Définition 4.2.5

1- Un foncteur F: A —— B entre catégories admettant des petites colimites est
dit a-accessible sl commute aux colimites suivant les petites catégories «-filtrantes.

2- Un objet A € Ob(A) est dit a-accessible si le foncteur homg (A, —) est a-
accessible.

Lorsque le cardinal o dans la définition 4.2.5 est fini et plus grand que 5, nous
dirons finiment accessible au lieu de a-accessible (ceci étant indépendant de o par
la remarque 4.2.2). Nous réserverons l'adjectif accessible pour les foncteurs ou ob-
jets qui sont a-accessibles pour un certain cardinal a. On a le lemme bien-connu
(voir [AGVT73]) :

Lemme 4.2.6. - On suppose le cardinal o supérieur ou égal 4 5. Soit X une catégorie
de cardinal inférieur ou égal @ . Alors le foncteur :

Limx : HOM(X. Ens) — Ens

est a-accessible.

ASTERISQUE 315



4.2. CATEGORIES DE MODELES II : ACCESSIBILITE ET LOCALISATION 177

Démonstration. —- Pour tout foncteur F': K —— Ens , on a une suite exacte d’en-
sembles :

Lime—>( I F(k))::;( I1 F(kz))

keOb(X) k1—k2€FI(K)

Puisque o > 5, une catégorie a-filtrante est filtrante au sens de [AGV73]. Comme les
colimites filtrantes commutent aux limites finies dans ns, on est ramené & montrer
que le produit direct suivant un ensemble de cardinal inférieur ou égal & a est -
accessible.

Soient E un ensemble de cardinal inférieur ou égal & a et (De)ecr : J— Ens
une famille de foncteurs avec J une petite catégorie a-filtrante. Il s’agit de montrer
que l'application canonique :

Colim [0 — ] ColimD (i)
eeFE ecE

est bijective.

Pour la surjectivité, on se donne une famille d’éléments b, € Colim;ecgD,(i). Pour
chaque e, il existe i, € Ob(J) tel que b, est représenté par un élément b, € De(ic).
Comme J est a-filtrante, on peut choisir k € Ob(J) et des fleches i, — k. Les éléments
be sont également représentés par b = D.(ic — k)(b.) € De(k). Ainsi, la famille
(b)ecE € [leck De(k) fournit un antécédent de (be)eck-

L'injectivité se traite de maniére similaire. Soient (ue)ece € ][] ccE D.(i) et
(ve)eeE € [lecr De(j) deux familles ayant la méme classe dans [I.c ColimyD.. Pour
tout e € FE, il existe des fleches i — k. et j — ke telles que :

Dc(i — ke)(ue) = De(j — ke)(ve)

Comme J est a-filtrante, il existe [ € Ob(J) et des fleches k. — [. On peut donc
supposer que k. = [. Ainsi, pour tout e € E, on a des fleches fe:i—let ge:j — 1
telles que De(fe)(te) = De(ge)(ve). Comme a > 5, la catégorie J est également
(2a + 3)-filtrante. On peut donc trouver une fleche b : I — I’ qui égalise les fe et les
ge- On note f' = ho feet ¢’ = hoge. On a alors De(f')(ue) = De(g')(ve). Ceci montre
que les classes de (ue)eck €t (ve)ecr coincident dans Colimg [].c 5 De. Linjectivité
est prouvée. O

Corollaire 4.2.7. — On suppose le cardinal « supérieur ou égal a 5. On se donne
une catégorie C admettant les petites colimites. Soient X une catégorie de cardinal
inférieur ou égal 4 o et F 1 X —— € un foncteur tel que F(k) est un objet a-
accessible pour tout k € Ob(X). Alors, l'objet Colimx F est encore a-accessible.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2007


http://Colimn.De

178 CHAPITRE 4. LA CONSTRUCTION DE 2-FONCTEURS HOMOTOPIQUES STABLES

Démonstration. — En effet, pour toute petite catégorie a-filtrante J on a des isomor-
phismes :

home (Colimg F,, ColimyG) =~ Limycop(x) home (F(k), ColimyG)
= Limgcop(x) Colim;cob(s) home (F'(k), G(i))
Or par le lemme 4.2.6, le membre de droite est isomorphe 4 :
Colim;cob(g) Limgecob(x) home (F(k), G(i)) =~ Colim;cop(g) home(Colimg F, G(i))

Le corollaire est prouvé. O

On peut utiliser le corollaire 4.2.7 pour fournir un premier exemple d’objets o-
accessibles :

Exemple 4.2.8. — On suppose que « est infini. Soit E un ensemble. Alors FE est un
objet a-accessible de Ens si et seulement si, son cardinal est inférieur ou égal a a.
La condition est suffisante d’apres le corollaire 4.2.7 puisque E ~ [] . z{e} et que les
singletons sont évidemment 0-accessibles.

Pour voir qu’elle est nécessaire, considérons 1’ensemble P, (F) des parties de E de
cardinal inférieur ou égal a a. Cet ensemble ordonné par l'inclusion est a-filtrant (on
utilise ici que a x a est équipotent a a) et I'on a E = Colim4¢p, (g)A. Lorsque E est
a-accessible, I'identité de E se factorise a travers un élément de P,(F). Ceci montre
que E € P, (E).

On montre de méme que I’ensemble E est finiment accessible si et seulement si son
cardinal est fini.

Proposition 4.2.9. — Soit (F,G) : € —— D wune adjonction entre deuzr catégories
admettant les petites colimites. On suppose que G est a-accessible. Alors le foncteur
F envoie les objets a-accessibles sur des objets c-accessibles.

Démonstration. -— En effet, soit A un objet a-accessible de €. Pour vérifier que F(A)
est encore a-accessible, on se donne un foncteur B : J—— D avec J une petite
catégorie a-filtrante. On a alors des isomorphismes :

homp (F(A), Colim;con() B(i)) =~ home (A, G(Colim;con) B(i)))
=~ home (A, Colim;cop(s)G(B(i))) ~ Colim;cop(g) home (A, G(B(7)))
=~ Colim;cop(g) homp (F(A), B(i))
D’ou le résultat. O
Rappelons qu'un monomorphisme dans une catégorie C est une fleche a telle que
l'application hom(X,a) est injective pour tout objet X. Supposons que € admet les

coproduits finis. Une fleche dont tous les push-out sont des monomorphismes est
appelée un monomorphisme universel. Le lemime suivant nous sera utile dans la suite.
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Lemme 4.2.10. — Soit C une catégorie admettant les petites colimites. On suppose que
les limites finies existent dans C et qu’elles commutent aux colimites filtrantes.

Soient J une catégorie filtrante et t : F —— G une transformation naturelle
entre deuz foncteurs F,G : J—— € . On suppose que pour tout i € Ob(J), la fléche
t(i) : F(i) —— G(i) est un monomorphisme universel. Alors la fléche :

t: ColimgFF —— Colim;G
est encore un monomorphisme universel.

Démonstration. — Notons A = ColimgF. Soient F' : 3 —— € le foncteur constant
de valeur Aet G': J—— € le foncteur donné par G'(i) = A[[p(;) G(i). On a alors
un isomorphisme canonique ColimgG = ColimyG’. De plus, pour tout i € Ob(J) la
fleche A ——— G’(i) est un monomorphisme universel. Il suffit donc de traiter le cas
des foncteurs F' et G'.

En d’autres termes, on peut supposer que le foncteur F' est constant de valeur
A. On notera B la colimite de G. Etant donné qu'un co-changement de base sui-
vant A —— A’ ne changera pas nos hypotheéses, on se contentera montrer que
A —— B est un monomorphisme sans se soucier de I'universalité.

Soient U € Ob(C) et f,g: U —= A deux fleches telles que to f =tog. On veut
montrer que f = g. On considére les égalisateurs :

f , fot(i)
Equ(U—_—;A) ct E(z):Eq(U:;B(i))
9 got(i)
Comme les limites commutent aux colimites filtrantes, on déduit que Colimy E(i) = U.
Mais puisque les fleches t(i) sont des monomorphismes, la fleche canonique
E —— E(i) est inversible. Ceci montre que £ = U. On a donc 'égalité f =g. O

Définition 4.2.11. - — Soit B un objet d’une catégorie C. On note Sub(B) C C/B la
sous-catégorie pleine dont les objets sont les monomorphismes a: A —— B . Nous
abuserons parfois et dirons que A est un sous-objet de B.

Supposons que C admet les petites colimites et soit a un cardinal. On no-
tera Sub,(B) la sous-catégorie pleine formée des monomorphismes de sources
a-accessibles.

Remarque 4.2.12. -— Supposons que la catégorie C admet les petites colimites et que
tous les monomorphismes de € sont universels. Si en plus, les limites finies existent
dans € et commutent aux colimites filtrantes, la catégorie Sub(B) admet les colimites
suivant les petites catégories filtrantes (par le lemme 4.2.10). De méme, si a > 5,
la catégorie Sub,(B) admet les colimites suivant les petites catégories filtrantes de
cardinal inférieur ou égal & « (par le corollaire 4.2.7). De plus, ces colimites commutent
au foncteur « oubli » qui & un monomorphisme associe sa source.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2007



180 CHAPITRE 4. LA CONSTRUCTION DE 2-FONCTEURS HOMOTOPIQUES STABLES

Il est clair que la catégorie Sub(X) est directe. Etant donnés deux sous-objets A et
B de X, nous dirons que B majore A s'il existe une fleche de A vers B dans Sub(X).

Soit u : U —— V une fleche d'une catégorie €. On a deux sous-catégories pleines
Sub,(u) et Sub(u) de Hom(1, €)/u. On parlera alors de sous-fleches de u. Une sous-
fleche ug est majorée par u; si et seulement si, le but ¢t la source de ug sont respec-
tivement majorés par le but et la source de u;.

Définition 4.2.13. —— Soit C une catégorie admettant les petites colimites. On dit qu’un
objet X de € est la colimite a-filtrante de ses sous-objets a-accessibles si les deux
conditions suivantes sont satisfaites :

- la catégorie Sub,(X) est essentiellement petite et a-filtrante,

~ la fleche canonique (Colim g, xesub, (x)A) — X est inversible.

Le résultat suivant permet dans certain cas d’estimer le cardinal de I’ensemble des
fleches partantes d'un objet a-accessible :

Proposition 4.2.14. — Soient C une catégorie admettant les petites colimites et a, 3
et v des cardinaur infinis. On suppose que la sous-catégorie pleine C, des objets
a-accessibles est essentiellement petite et équivalente d une catégorie de cardinal infé-
rieur?) ou égal d ~y. Soit X un objet B-accessible de C qui est la colimite a-filtrante de
ses sous-objets a-accessibles. Alors, le cardinal de home(A, X) est majoré par v.5%
pour tout A € Ob(C,). En particulier, si 3 = 2¥ > « pour v > a, le cardinal de
home (A, X) est majoré par 3.

Démonstration. — On montrera la conclusion de la proposition dans une situation
plus générale. On supposera simplement ’existence d'un isomorphisme X ~ ColimgF,
avec J un ensemble ordonné a-filtrant et F un foncteur J —— € tel que F'(i) est
a-accessible pour tout ¢ € Ob(J).

On veut se ramener au cas ot le cardinal de J est majoré par . Il suffit pour cela de
montrer qu’il existe un sous-ensemble J C J de cardinal inférieur ou égal a 3% qui soit
encore a-filtrant et tel que ColimjcgF(j) — X admet une section. Considérons
I'ensemble 8%5(J) formé des parties J de cardinal inférieur & 3% et qui sont a-filtrantes.
Cet ensemble est ordonné par I'inclusion. En utilisant le lemme 4.2.15 ci-dessous, on
voit qu’il est B*-filtrant et donc en particulier 3-filtrant. On définit un foncteur :

G:83(9) —¢e
qui & J associe ColimgF. Les fleches évidentes ColimgF —— ColimgF = X sont
compatibles avec les inclusions. Ils fournissent donc un morphisme évident :

(58) C0|imgz;(g)G — X

(2)En fait, nous aurions seulement besoin que 4 majore le cardinal de chaque ensemble home (A, B)
pour A et B des objets a-accessibles.
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D’autre part. pour i € J le singleton {i} est un élément de 83(J). Ceci fournit des
morphismes évidents :
F(z) E— COlIms;;(g)G

compatibles avec les morphismes de transitions F (i) — F(j) pour i < j et donc.
par passage a la colimite. un morphisme

s: X — COlimsg('_))G

qui est une section & la fleche (58). Comme X est j3-accessible, le morphisme s provient
d'un morphisme X —— G(J) pour J € 85(J). On voit alors que X est un rétract
de G(g) = Colimcg F(j).

On peut donc bicn supposer que J est de cardinal inférieur & 3. Si A est a-
accessible, on a home(A. X) = Colimg home(A. F(i)). Le cardinal de cet ensemble est
majoré par y.3%. O

Lemme 4.2.15. — Soient « ¢t § des cardinaus tels que o > 2 et § infini. Soient I un
ensemble ordonné a-filtrant et A C J une partie de cardinal 8. 1l existe alors un sous-
ensemble a-filtrant § C J contenant A et de cardinal inférieur a §*. En particulier, si
0 est de la forme 3. l'ensemble des parties c-filtrantes de cardinal inférieur a 6 est
§-filtrant pour la relation d'inclusion.

Démonstration. - On note P, (J) I'ensemble des parties de J de cardinal inférieur a
«. On fixe une application M : P,(J) ——J qui & une partic U C J associe un
majorant M(U) € I de U. On construit par induction transfinie des parties Ag C
AiC---CA,C... avec:

- Apg=A,

Au+1 = Al/ U {A[(U): Ue ?(t(AV)}v

~ Ay = Uxep Ay si v est un ordinal limite.
Il est clair que card(A,+1) < card(A,)™ étant donné que card(P,(A)) < card(A,)*.
En utilisant que (0%)* = "X = §* (si § est infini et « fini, c’est clair; c’est également
vrai lorsque a est infini), on montre par induction transfinie que card(4,) < 6% pour
card(v) < 6. En particulier si v est le cardinal infini successeur de «r, J = A, est de
cardinal inférieur & 0°. Il est immédiat de voir que g est a-filtrant. g

On termine ce paragraphe en introduisant la classe de catégories a-présentables :
Définition 4.2.16. — Soit C une catégoric. On dit que C est a-présentable si les condi-
tions suivantes sont vérifices avec 3 n'importe quel cardinal supérieur ou égal d « :

1. Les petites limites et colimites sont représentables dans C. Les colimites filtrantes
commutent aux limites finies. De plus, les colimites 3-filtrantes commutent aux
limites sutvant des catégories de cardinal inférieur ou égal a (.

2. Les monomorphismes de C sont universels.

SOCIETE NMATHEMATIQUE DE FRANCE 2007



182 CHAPITRE 4. LA CONSTRUCTION DE 2-FONCTEURS HOMOTOPIQUES STABLES

3. Tout objet de C est accessible. Un sous-objet d’un objet 3-accessible est encore
B-accessible.

4. Tout objet de C est la colimite 3-filtrante de ses sous-objets B-accessibles.

5. La sous-catégorie Csz formée des objets 3-accessibles est essentiellement petite.

Lorsque C est a-présentable avec a fini et plus grand ou égal d 5, nous dirons que C
est finiment présentable. Nous dirons que C est présentable, lorsqu’elle est présentable
pour un certain cardinal c.

Remarque 4.2.17. — La premiere condition de la définition précédente, affirme que
pour toute petite catégorie X de cardinal inférieur ou égal a 3, le foncteur :

Limg : HOM(X.C) —— €

est (-accessible. Nous avions démontré cette propriété pour la catégorie des ensembles
dans le lemme 4.2.6. Notons toutefois, que dans une catégorie présentable, cette pro-
priété est supposée vraie seulement pour /3 suffisamment grand.

Remarque 4.2.18. — 11 existe déja dans la littérature une notion de catégories locale-
ment présentables (voir par exemple [AR94]). Il s’agit d’'une notion beaucoup plus
naturelle que celle que 'on vient d’introduire dans la définition 4.2.16. Notons sim-
plement que notre classe des catégories a-présentables est contenue dans celle des
catégories localement a-présentables. Nous n’avons pas cherché & savoir si cette in-
clusion est stricte.

Notons aussi que la définition 4.2.16 comporte des redondances. En effet, on peut
montrer, en suivant les arguments de [AR94], que la propriété 4 implique la pro-
priété 5 ainsi que la commutation des colimites 3-filtrantes avec les limites suivant les
catégories X avec card(FI(X)) < j3.

Exemple 4.2.19. — La catégorie des ensembles Ens est finiment présentable. En effet,
les deux premiéres conditions sont claires. La troisieéme et cinquiéme condition dé-
coulent de ’exemple 4.2.8. La quatriéme condition découle du fait que si 3 est infini
(resp. B est fini) Subg(E) est équivalente & I'ensemble des parties de E de cardinal
inférieur ou égal & 3 (resp. de cardinal fini). Cet ensemble est bien S-filtrant et sa
réunion vaut ’ensemble E.

On présente deux constructions permettant d’obtenir des catégories présentables :

Proposition 4.2.20. — Soient J une petite catégorie et C une catégorie présentable.
Alors HOM(3, €) est encore présentable.

Démonstration. -— Pour tout ¢ € Ob(J) on dispose d'un foncteur évident i*
HOM(J,€) —— € qui & un foncteur F' : J—— D associe 'objet F(i). Les fonc-
teurs ¢* commutent aux colimites et aux limites et forment une famille conservative
de foncteurs. D’ou la premiére condition de 4.2.16.
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Comme C est cocompléte et compléte, le foncteur i* admet un adjoint & gauche
i# ainsi qu'un adjoint & droite i,. Rappelons que la construction du foncteur i,
fait apparaitre des limites suivant des sous-catégories de J. On en déduit que i, est
B-accessible pour tout 8 majorant le cardinal® de J et tel que € est B-accessible.

Soit t : F —— F’ un morphisme de HOM(J, €). Si chaque ¢(¢) est un monomor-
phisme, t est clairement un monomorphisme. Réciproquement, si ¢ est un monomor-
phisme, en considérant des fleches de source ixA pour i € Ob(J) et A € Ob(€C), on
voit que tous les #(i) sont des monomorphismes. En particulier, les monomorphismes
de HOM(J, @) sont universels.

Soit 8 un cardinal majorant le cardinal de J et tel que € est F-présentable. On va
montrer que F': J—— € est [-accessible si et seulement si, tous les F (i) le sont.
Ceci démontrera la troisiéme et derniere propriété de 4.2.16.

Etant donné un deuxiéme objet F/ de HOM(J, @), on a une suite exacte :

om(F, ) — (11 home(F@), F/@) == TT_home(FG).F'(8) )

i€Ob(7) j—keFI(9)

En utilisant que :
— les limites finies d’ensembles commutent aux colimites filtrantes,
— les produits indexés par Ob(J) et FI(J) commutent aux colimites [-filtrantes
d’ensembles,
on déduit que lorsque tous les F'(i) sont -accessibles, il en est de méme de F.
Réciproquement, supposons que F' est 3-accessible. Pour montrer que F(i) est (-
accessible, il suffit d’évaluer hom(F, —) en des colimites [-filtrantes d’objets de la
forme i.(A) avec i € Ob(J) et A € Ob(C) et d’utiliser le fait que i, est F-accessible.
Pour terminer, il nous reste a établir la quatriéme propriété. Etant donné un ob jet
F de HOM(J, €), il suffira de montrer que le foncteur (qui est une inclusion) :

(59) Suby(F) —— ] Subg(F(i)

i€0b(J)
est cofinal¥). On se donne une famille de sous-objets (A; € Subg(F (4)))icob(z)- On
va construire par récurrence une suite croissante de familles de sous-objets (AP €
Subg(F()))icob(s) avec n € N.

(3)8i « est un cardinal infini majorant celui de FI(J), il majore également les cardinaux des catégories
J/i. En effet, on dispose d’une application injective FI(J/i) — FI(J)® qui associe & un triangle
commutatif ses arétes.

(4)On aurait pu également appliquer le lemme 4.2.4 au foncteur J°P — Ord€ns qui a4 € Ob(J)
associe Subg(F(i)) et & i — j € FI(J) le foncteur — X g(;) F(i) : Subg(F(j)) — Subg(F(3)) -
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Pour n = 0, on prend A? = A;. Supposons la famille construite au rang n. Pour
chaque i € Ob(J), on considére la fleche composée :

(60) T4 — J][FG) — FG)

Jj—1i J—i
Comme les A} sont f-accessibles, il en est de méme de [, ; A}. Puisque F(j) est
une colimite J-filtrante de ses sous-objets /3-accessibles. on peut trouver un sous-objet
[-accessible qui factorise la composée (60). On prend pour A';“H un tel objet.

On pose A = Colim, A'. Par coustruction, si j — i € FI(J) la fleche composée
A > F(5) » F(i) se factorise (uniquement) par A>. On déduit donc des
fleches AT — Ay . On vérifie immédiatement qu’on a construit un foncteur A :
J—— € qui de plus est un sous-objet de F et dont l'image par (59) majore la
famille (Ai)iGOb(J)- O

Proposition 4.2.21. — Soient C une catégorie a-présentable et D une catégorie com-
pléte et cocompléte. On suppose donnée une adjonction (F.G) : € —— D telle que :

- G est pleinement fidéle et a-accessible,

- F commute aux limites finies,

- le foncteur G o F préserve les objets [3-accessibles pour [ supérieur ou égal a o
Alors D est a-présentable.

Démonstration. - Comme G cst pleinement fidéle, la counité de 1’adjonction
FoG——id est inversible. Ainsi, les colimites dans D peuvent se calculer dans €
via la formule suivante. Soit un foncteur B: J—— D . On a :

(61) COlimiEQb(g)B(’i) >~ F(Colim,;eob(g)G(B(i))

Il est facile de déduire de cette formule et de la commutation de F' aux limites finies que
les colimites filtrantes dans D commutent aux limites finies. D’autre part, en utilisant
que G est B-accessible on montre que les colimites A-filtrantes dans D commutent aux
limites suivant des catégories de cardinal inférieur ou égal a 3. Ceci démontre donc la
premiére propriété dec la définition 4.2.16.

Comme G est un adjoint & droite. il préserve les monomorphismes. Puisque F
commute aux limites finies. il préserve également les monomorphismes. Ainsi, une
fleche u de D est un monomorphisme si et seulement si G(u) est un monomorphisme.
On déduit alors (en utilisant la formule (61)) que les monomorphismes sont universels
dans D.

Montrons qu'un objet B de D est 3-accessible si et seulement si G(B) est (-
accessible.

La condition est nécessairc. En effet. G(B) est la colimite p-filtrante
Colimgesub,(c(B))A. Comme G o F est 3-accessible, on voit que G(B) est éga-
lement la colimite /-filtrante de Colim acsub ,(c:(8))G(F(A)). Il vient que B = FG(B)
est la colimite A-filtrante Colimgcsub,(c(B))F(A). Etant donné que lobjet B est
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B-accessible, et que les F'(A) sont des sous-objets de B, il existe A € Subg(G(B)) tel
que F(A) ~ FG(B) = B. 1l vient que G(B) = GF(A) est f-accessible.

La condition est suffisante. En effet, soit A(—) : J—— D un foncteur avec J une
petite catégorie 3-filtrante. On a des isomorphismes :

homqp (B, ColimgA(—)) ~
home(G(B), G(ColimgA(—))) ~ home(G(B), ColimgG(A(-)))
~ Colimg home(G(B), G(A(—))) =~ Colimg homqp (B, A(—))

En particulier, tout objet de D est accessible, et la sous-catégorie des objets (-
accessibles est essentiellement petite.

Il reste & vérifier la quatriéme propriété de la définition 4.2.16. Soit B un objet de D.
La catégorie Subg(B) est essentiellement petite. Pour montrer qu’elle est S-filtrante,
il suffit de montrer que le foncteur :

G : Subg(B) —— Subg(G(B))

est cofinal. Mais si A est un sous-objet de G(B), F(A) est un sous-objet de FG(B) =
B, dont l'image par G majore A via le morphisme d'unité A —— G(F(4)) .

Pour montrer que B est isomorphe a Colimsesub,(B)A, on peut le faire apres
application de G. Il suffit donc de prouver (puisque G est S-accessible) que la fleche
évidente :

(Colim gesub,(8)G(A)) — G(B)

est inversible. Mais on vient de voir que le foncteur G : Subg(B) — Subg(G(B))
est filtrant. Le résultat est maintenant clair. O

Remarque 4.2.22. - - La proposition 4.2.21 scra appliquée dans le cas ou € et D sont
respectivement la catégorie des préfaisceaux et la catégorie des faisceaux sur un site de
Grothendieck. Le foncteur F' est alors le foncteur de faisceautisation et G I'inclusion
évidente.

4.2.2. L’argument du petit objet et complexes cellulaires

Définition 4.2.23. — - Soit X un ordinal. On appelle A-suite un foncteur A: A —— @
que l’on schématise par :

Ay » Aq y Ay > Ayt

et qui commute auz colimites (lorsqu’elles existent), i.e., pour tout v € \ un ordi-
nal limite, on a A, ~ Colim,ec, A,. La fleche Ay —— Colim,crA, est appelée la
composition transfinie de la A-suite A.
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Définition 4.2.24. — Soient C une catégorie admettant les petites colimites et F C
FI(C) une classe de fleches. On note Cell(F') C FI(@) la plus petite classe contenant F
et stable par pushout et composition transfinie.

Remarque 4.2.25. — Toute fleche f de Cell(F) peut s'écrire comme la composée trans-
finie d’une A-suite :

Ap + Aq > A, > Ayl

telle que pour tout v, la flecche A, —— A,,; est un push-out d’un élément de F.
En effet, on vérifie facilement que la famille de telles fleches est stable par push-out
et composition transfinie.

Le résultat ci-dessous est connu sous le nom de I’'argument du petit objet. Le lecteur
pourra également consulter [Hir03] et [Hov99].

Proposition 4.2.26. - Soit C une catégorie admettant les petites colimites. Soit F C
FI(C) un ensemble de fléches de sources et de buts a-accessibles pour un cardinal o
fizé. Il existe alors un foncteur

®ro: HOM(1,C) —— HOM(2, @)
qui a une fleche f: U ——V associe une factorisation :

f

U— (I)F.cx(f) —V

qui satisfait les propriétés suivantes :
La fleche U —— ®p,(f) est dans Cell(F).

1.
2. La fléeche ®po(f) —— V est dans RLP(F).
3. Le foncteur ®fr o est a-accessible.
4. Soit B un cardinal infini vérifiant les deux conditions :
(a) B est strictement supérieur & a et supérieur ou égal au cardinal de l’en-
semble F,
(b) pour tout objet a-accessible A et tout objet 3-accessible X de C, ’ensemble
home (A, X) est de cardinal inférieur ou égal a (.
Alors, Uobjet ®r o(f) est B-accessible lorsque U et V' sont 3-accessibles.
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Démonstration. — Pour une fleche f = fo: U —— V de €, on note F/ f 'ensemble
des carrés commutatifs Q(a, i, j) :

A—>U
o| |1
_'}_)V

avec a € F'. On a alors un carré commutatif :

Qla.ij)EF/f

Ual f
Uj
Qla.i.j)EF/f

On forme le push-out ®z;(f) du diagramme :

Q(a.ij)EF/f

l
(onrs”)
Qla.i.j)eF/f

pour obtenir une factorisation de f :

f

U——'—)&)prl(f) —f'—) \%4
1

Cette factorisation est fonctorielle en f dans le sens évident. On définit alors par
induction transfinie une suite fonctorielle en f :

fo
. fu

U=&py(f) — 1 (f) — ®pa(f) — ... — D () — ... 1%

en posant :
~ siv=p+lalors®r,(f) = ®r1(fu) et f, le morphisme évident Sr1(fu) —V,

~ si v est un ordinal limite, on pose ® Fu(f) = Colimueué Fu(f) et £, la limite des

(fH)NEu-
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On définit alors @, = ) F.x avec A le cardinal infini successeur de a. La premiére
propriété est claire.

Soit a : A —— B une fleche de F. On vérifie immédiatement, en utilisant que
home (A, —) commute aux colimites indexées par A, que ®p,(f) —— V admet la
propriété de relevement & droite par rapport a a.

Le foncteur HOM(1,€) —— &ns qui a f associc I'ensemble F'/f est clairement
a-accessible puisque les sources et buts des éléments de F' sont a-accessibles. I1 vient
immédiatement que le foncteur <i>p,1 est a-accessible. Par induction transfinie, on
déduit que ] F,v est également a-accessible pour tout ordinal v (et donc en particulier
pour A).

Pour la derniére propriété, il suffit de remarquer que si U et V sont [3-accessibles,
P’ensemble F/f est de cardinal inférieur & 3. Par le corollaire 4.2.7, on voit que ® .1 (f)
est encore [B-accessible. Par le méme corollaire, on déduit par induction transfinie que
pour tout ordinal v dont le cardinal est inférieur ou égal a 3, 'objet ) Fu(f) est -
accessible. C’est en particulier le cas pour le cardinal infini successeur de « puisque /3
est infini et 3 > a. La proposition est démontréc. O

La définition suivante est tirée de [Hir03] :

Définition 4.2.27. — Soient C une catégorie admettant les petites colimites, ' C FI(C)
une classe de fléeches et A un ordinal.

1- Un A-complexe F-cellulaire (U,, E,,i,,ju)vex est la donnée :
d’une A-suite : Uy > Uy > > Uy, > Uy 1 > ... a valeurs

dans C,

pour tout v € X\, d'un ensemble E, (appelé l'ensemble des cellules) tel que E,
est vide siv+1 =],

pour tout v € A et e € E,, d'un carré commutatif de C :

i,(e)
A(' —— UI/

l Jv(e) l

e — Uvt1
avec A, —— B. dans F et tel que le carré :

Ui, (e)
HeEE,, Aw > Ull

Uju(e) j’

]-Iee E, "¢ Ui

est cocartésien (ot l'on a posé U,y =U, siv+1= ).
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2- Un morphisme (U,.E,.i,.5,)vex — (U.. E..i,.j.)vexr de A-complezes F-
cellulaires est la donnée :
- d'un morphisme de A-suites (U,)pexn — (U] )ven >

— pour tout v € A, d'une application m, : E, —— E!, telle que les deuz carrés

suivants :
E, —% 14— per home(A.U,) E, i per home(B.Urs)
my my
i’ Jo
E, — = [14_pep home(A.U}) E, —= [l 4_pep home(B.U}4,)

sont commutatifs.
Nous dirons que le morphisme (U,, Ey, iy, ju)vex —— (UL, E. i\, j.)vex est une

v

inclusion de cellules lorsque les applications m,, sont injectives.

On notera CpCellg,(C) la catégorie dont les objets sont les A-complexes F-
cellulaires et les morphismes définis comme dans 4.2.27. On a un foncteur évident de
composition Cp : CpCelly ,(€) —— HOM(1,€) qui a un A-complexe F-cellulaire

(Uy.Ey.1y.3u)ven associe la fleche Uy —— Colim,epU,. i.e., la composée transfinie
de la A-suite sous-jacente.

Etant donnée une floche v : U ——V de €, nous appellerons structure F'-
cellulaire sur u, un antécédent a isomorphisme pres du foncteur Cp (pour un certain
ordinal A). On a le résultat suivant qui découle immédiatement de la preuve de la
proposition 4.2.26 :

Corollaire 4.2.28. - On garde les hypothéses et les notations de la proposition 4.2.26
(et de sa démonstration). On note A le cardinal infini successeur de o. Il existe un
foncteur :

(i)F.u)u.é)\ : M(lv e) I CpCellp_,\((i’)

qui @ une fleche f : U——V de C associe un A-compleze F-cellulaire (9., (f),
E,(f)sifudsu)ver- De plus, la composée de la A-suite ®p,(f) est la fléche
U—— ®ro(f) - En d'autres termes, (®p,)ien est une structure F-cellulaire
sur la fleche U —— ®po(f) .

Démonstration. - C'est clair. Notons simplement que les ensembles de ccllules E,
sont les F/ f,. Pour Q(a,,j) € F/f,.lafleche if.,(Q(a, i, j)) est donnée par i. On fera
attention par contre que js,(Q(a.i. 7)) est différente de j. En effet, ces deux fleches
ont des buts différents en général. O

Vu le résultat précédent. nous sommes amenés a étudier la catégorie CpCelly , (C).
On regroupe quelques résultats dans le lemme suivant.
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Lemme 4.2.29. - - Soient C une catégorie admettant les petites colimites et F C FI(C)
une classe de fléches.

1- La catégorie CpCelly ,(C) admet les petites colimites. De plus, le foncteur de
composition
Cp: CpCelly,(€) —— HOM(1,€)
y commute.
2- Soit (U,,E,,iy,,j,) —— (U..E.,i,.j.) une inclusion de cellules. Alors, la
fléche évidente :
Ug [ Colim,exl, —— Colim,exU;,
Uy

est dans Cell(F'). De plus, elle est naturellement la composée d’'un A-complexe F'-
cellulaire dont les ensembles de cellules sont donnés par E,\E,.

Démonstration. — Soient X une petite catégorie et X —— CpCellg ,(€) un fonc-
teur qui & k € Ob(X) associe un A-complexe F-cellulaire (U, (k). E,(k), ik, jkv)-

On pose U, = Colimycopx)Us (k) et E, = Colimicopx)Ev (k). On définit i, et j,
comme étant les limites respectives des applications :

ik,l/
E, (k) — [11_.  home(4, U, (k) — [11_.  home (4, U,)

jk,u
E,(k) —— 11 4_ghome(B,U,41(k)) — [ 4, g home(B,Uy41)

Pour montrer que (U, E,,i,,j,) est bien un A-complexe F-cellulaire il suffit de re-
marquer que le carré :

Uiy (e)
Hece, Ae — U

l Uju(e) l

]_L:G E, ~¢ v+1
est la colimite des carrés cocartésiens :

Uik.u(e)
I_[t:EE.,(k) A Ul’(k)

‘l Ujk.w (€) 1

¢€E, (k) Pe ? Uu+l

On vérifie facilement que (U,, E,,i,,7,) est bien la colimite du foncteur X —
CpCell; ,(€). La commutation du foncteur Cp avec les colimites est claire par
construction.

Passons a la seconde partie du lemme. On définit un A-complexe F-cellulaire
(Vo EL\E,.il,j) de la maniére suivante. On pose V,, = U, [[; Colim,exU,. On
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obtient ainsi une A-suite (V,,),ex dont la composée est
U I Colim,ealU, —— Colim,eaU,,
Uy
On va munir cette fleche d'une structure de A-complexes F-cellulaires dont la A-suite

sous-jacente est (V,),ex. Pour v € X et ¢ € E! on définit il/(e') et j./(e') par le
diagramme commutatif :

()
Ay,

. ’
Jv i, (€) l JV
N !
Ju(€)
B«" > 1,;+1 > Vv+1
Jn(e’)
On va montrer que les restrictions de i et j”/ &4 E'\E, conviennent dans le sens que
174 -]l/ v

le carré suivant :

H("EEI’,\EU Ae' > Ull, I_IU,, C0|im“€)\UH
, .
He'EE,’,\E,, Ber = U, 11 Hu,,+1 Colim,exU,

est cocartésien. En remarquant que la fleche verticale de droite est le push-out de
U, Uy, U1 — Uy suivant U, [[y; U1 — U, [y, ColimueaU, , on se

ramene a montrer que le carré suivant est cocartésien :

H.-'eE,',\E,, Aer = UL HU,, Uvir

l |

T !
IL"~€E.’,\E., Ber * Uyt

Ceci est découle immédiatement du fait que les carrés ci-dessous :

HG’EE,’, Ae’ UL H(:EE.‘ Ae > U” » UL
!
Ue'eE,’, Be — U, 4, U«EEV Be—— U1 — U HU., Uvt1
sont cocartésiens. Od

On obtient le complément suivant & la proposition 4.2.26.

Proposition 4.2.30. — On garde les hypothéses et les notations de la proposition 4.2.26
et de son corollaire 4.2.28. On suppose en plus que les fléches de Cell(F') sont des
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monomorphismes. Supposons donné un carré commutatif :

f

U——V
fl
U/ ; ‘/’/
avec e et ¢/ des monomorphismes universels. Alors. le morphisme de \-complezes
F-cellulaires

(&)F.u(f)’ Eu(f)v if.u; jf,u) — ((i)F‘.u(f,)v Eu(fl), if’.uajf’.u)

est une inclusion de cellules. En particulier. la fleche U’ [, ®r.a(f) — ®ra(f’)
est dans Cell(F).

Démonstration. — On garde les notations de la preuve de la proposition 4.2.26. 11
s’agit de montrer que F/f, — F/f] est injective. Ceci serait le cas si les fleches
) ru(f) — ) Fu(f') étaient des monomorphismes. Nous montrerons par récurrence
transfinie que ces fleches sont des monomorphismes universels. Le résultat est vrai pour
v = 0 puisque la fleche en question n'est autre que la fleche e. Soit v € A et supposons
que @, (f) — ®p,(f') cst un monomorphisme universel pour tout p € v.

On traite d’abord le cas v = yu+ 1. Rappelons que @, (f) et @5, (f') sont définis
comme étant les push-out respectifs de :

Ui s Ui =
Uo.igerss, A > @p(f) et Uow.ijersp, A= @rulf)

| |

HQ(u.i.j)eF/f,. B H(J(r:.i.,i)ef‘/f,ﬁ B

I vient que &g, 5 Sp, (f)—— Dp,(f) est un push-out de
I Ué., () PFal. :
HQ(u L) E(F/ FONEF/ fu) @ C'est- donc un monomorphisme universel puisqu’il ap-
(1,1, N o a~ ~
partient & Cell(F'). Pour conclure, on factorise ®p,(f) —— ®r.(f') :

(i)F.u(f) — &)F,u(f) Hti),,."(f) <i’F.;t(f’) E— &)F,V(fl)

et on utilise que la fleche de gauche est un push-out du monomorphisme universel
éF.u(f) — (i)F./L(f/) .

Supposons maintenant que v est un ordinal limite. On dispose d'un morphisme
de wv-complexes F-cellulaires : (ép"“(f).Ell(f.),'[.f7/,,,jf,“)“e,, o (&)p'u(f’),
E (f"),ifrprJfru)uer qui est une inclusion de cellules par 1'hypothese de ré-
currence. Il vient par la seconde partic du lemme 4.2.29 que le morphisme
U'lly ®r,(f) —— ®r,(f') est dans Cell(F). C'est donc un monomorphisme
universel. D’autre part. ®p,(f) —— U'][[;- ®r.(f) est un push-out de e. La
proposition est démontrée. O
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Définition 4.2.31. - On suppose que C admet les petites colimites et que les fléches
de Cell(F) sont des monomorphismes. Soit (U, Ey,, iy, ju)vexr un A-compleze F-
cellulaire.

On note SubCp((U,, E,, iy, ju)ver) la sous-catégorie pleine de CpCelly ,(€C)/(U,,
E,, iy, ju)vex dont les objets sont les inclusions de complezes (U, E., i, j.,)ver —
(Uv, Evyiv, ju)ver avec Uy —— Uy un monomorphisme universel. Les objets de

SubCp((Uy, Ey. iy, Ju)vex) seront appelés les sous-complezes de (U, Ey, v, ju)ven-

Lemme 4.2.32. — On garde les hypothéses de la définition 4.2.31. Soit (U, E,,1,,
ivex — (Uu, Ev.iv, ju)ver un sous-compleze de (U,,E,,i.,j.)ver. Alors, pour
tout v € A, la fleche U, —— U, est un monomorphisme universel. Il en est de
méme de Colim,c U, —— Colim,eaU,.

En particulier. la catégorie SubCp((U,, Ey, iy, ju)vexr) est directe et la composition
transfinie des A-suites sous-jacentes induit un foncteur :

(62) Cp: SubCp((Uy, Ey.iy. Ju)ver) — Sub(Uy — Colim,er(U,))

Démonstration. —- Soit (U, E..4,,j.,)vex — (Uy, Ey.iv.ju)vexr une inclu-
sion de cellules. Par le lemme 4.2.29, on voit que pour tout ¥ + 1 € A la fleche
U1y Uy —— Uy est dans Cell(F). Cest donc un monomorphisme universel.

On peut donc raisonner comme daus la preuve de la proposition 4.2.30 pour prouver
que les fleches U, —— U, et Colim,epU], — Colim,c U, sont des monomor-

phismes universels. O

Nous allons construire un adjoint & droite au foncteur (62). En plus des hypotheéses
de 4.2.31, nous supposerons pour simplifier que tous les monomorphismes de € sont
universels.

Soit (Uy, Ey, iy, ju)vexr un A-complexe F-cellulaire. Onnoteu : Uy =U —— V =
Colim,e U, sa composition. On se donne une sous-fleche v’ : U/ —— V' de u

On définit un A-complexe F-cellulaire (U, E.,.i,,j,)uex par récurrence transfinie
sur v € A. On pose Uj = U’. Soit Ej C Ey le sous-ensemble des e € Ey tels que la
fleche ig(e) : A, —— Uy sc factorise par Uj et la composée B, —— U, ——V
se factorise par V'. On définit iy(e) : A, —— U} comme étant I'unique fleche qui
factorise ig(e).

Soit 0 # v € A et supposous que les données U, Ej, ct i), sont définies pour
p € v. La fleche jj, est supposée définie dés que pu + 1 € v. On supposera aussi que

U B} iy Jp)wer — (Up, By, ju)“e,, est une inclusion de cellules.

Si v est un ordinal limite, on posera U], = Colim,¢, Ill' On sait par le lemme 4.2.32
que U, est un sous-objet de U,. On prend pour E/, 'ensemble des e € E, tels que
A, — U, se factorise par U}, et la composée B, —— U, 1 —— V par V’. On

prendra i}, (e) 'unique fleche factorisant i, (e).
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Si v =p+1, on définit U, et j, par la condition que le carré :

Ui’ (e)
M
HeEEl’, € Ill
l Uj(e) ~
weir Be b !

est un push-out. On vérifie facilement que U, est un sous-objet de V', majoré par U;
et V. On définit alors ’ensemble E/, et les fleches i/, (e) de la méme maniére que dans
le cas ol v était limite.

Proposition 4.2.33. — La construction ci-dessus, définit un foncteur :
M : Sub(u) —— SubCp((U,. Ey, iy, ju)ver)

qui est naturellement l’adjoint a droite du foncteur (62). Si de plus, les sources et buts
des fleches de F sont a-accessibles, le foncteur M est a-accessible.

Démonstration. — 11 est clair par construction que le A-complexe F-cellulaire
(U, E,.i,,j.,)vexr majore tous les objets de SubCp((U,.E,,i,,j.)vexr) dont la
composée est majorée par u’. D’ou la premiére assertion. La seconde découle
immédiatement de la construction. O

Définition 4.2.34. — On garde les hypothéses et notations ci-dessus. Une sous-
fleche v : U —— V' de u est dite cellulaire si le morphisme de counité
Cpo M(u) —— u est inversible. Ceci revient d dire que :

Colim,eAU!, —— U’

est un isomorphisme. On note SubCell(u|(U,. E,.i,,ju)ver) la sous-catégorie pleine
des sous-fléches cellulaires de u.

Lemme 4.2.35. — La sous-catégoric SubCell(u|(U,, E,, %y, ju)ver) est ezactement
Uimage pleine'® du foncteur Cp : SubCp((U,.E,.i,,j,)vex) — Sub(u) .

Démonstration. -— Soit (U, E.,i.,,j.,)vex un sous-complexe de (U,, Ey, iy, ju)ve.
La fleche évidente :
Cpo M o Cp((U,, E,, 4y, j, )ver) — Cp((U,. E,, 4y, J,, Jvenr)

admet une rétraction. Mais il s’agit d’'un morphisme dans la catégorie directe Sub(u).
C’est donc un isomorphisme. Ceci montre que 'image du foncteur Cp est contenue
dans SubCell(u|(Uy, Ey, iy, ju)vex). L'inclusion inverse est également facile et sera
laissée en exercice. O

(5)On appelle image pleine, d’un foncteur F : A ——— B, la sous-catégorie pleine de B dont les
objets sont les F/(A) avec A € Ob(.A).
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On continue avec un critére pour l'existence des colimites dans la catégorie
SubCell(u|(U,, E, iy, ju)ver)-

Proposition 4.2.36. - - On suppose que C admet les petites colimites, que les monomor-
phismes de C sont universels et que les éléments de F' sont des monomorphismes.

Soient X une petite catégorie et v'(—) : X —— SubCell(u|(Uy,, E, iy, ju)ver)
un foncteur qui & k € Ob(X) associe une sous-fléche cellulaire v’ (k) : U'(k) — V'(k).
On note u' : U' —— V' la colimite Colimgu'(—) dans la catégorie HOM(1, C)/u.
Si la fleche u' est une sous-fleche de u, alors elle est automatiquement cellulaire.

Démonstration. — On note (U, (k), E,,(k), j .+, ) e A-complexe cellulaire M (v’ (k))
pour k € Ob(X). La colimite Colimgcop(s)u’ (k) est donc la composée transfinie de la
A-suite :

Uy — U] ——...— U], » U

avec U}, = Colimycobx)U,, (k) et U, le push-out du diagramme suivant :

( Ae) —
e¢€Colimy EL(—)

(8,.5)
ceColimy E%(—)

Les fleches U}, —— Colim,eaU}, = Colimiecops)V’(k) sont dans Cell(F). Ce sont
donc des monomorphismes. Comme Colimxu’(—) est supposée une sous-fleche de wu,
on voit que pour tout v € A, la flecche U] —— U, est un monomorphisme. En
considérant le carré commutatif :

‘l:/

ColimyE,(—) — I 4. pep home (A, U})

|

E, ———— 1 4_. per home(A,U,)

on voit que la fleche i}, se factorise par 'image E!’ de 'application Colimx E.,(—) —
E,. On pose alors U}/, | le push-out :

( I A,,) — U,

e€EY
( H B")
e€EY
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On dispose ainsi d’un morphisme évident U, ; — U}, ; qui admet une section
puisque Colimy E;, (=) — E]/ est surjective. Remarquons par ailleurs que U,,; —
,+1 factorise le monomorphisme U;, — U,,. Il vient que U} ,; — U]/, est inver-
sible, puisque c’est un monomorphisme admettant une section.
On définit ainsi un sous-complexe (U).E..il.jl) de (Uy, Ey,iy,j,) en prenant
pour e € E! les carrés qui bordent les diagrammes :

A, — U,

AN

B.—UJ — Upia
Il est clair que (U, E!/,%,j) est un sous-complexe de (U,, E,,i,,j,) dont la com-
position est u’. Le résultat recherché découle maintenant du lemme 4.2.35. O

Corollaire 4.2.37. — On garde les hypothéses de la proposition 4.2.36. On suppose
en plus que les colimites filtrantes de C préservent les monomorphismes. Alors, la
catégorie SubCell(u|(Uy, Ey, iy, ju)ver) admet les colimites filtrantes et le foncteur
de composition y commutent.

Corollaire 4.2.38. — On suppose que C est a-présentable au sens de la défini-
tion 4.2.16. On suppose également que les buts des fleches de F sont «-accessibles
pour un méme cardinal «v. Alors, Uinclusion :

SubCell, (u|(U,, Ey.iv.ju)ver) C Subgy(u)

est cofinale (avec SubCell,(u|(U,.E,.i,.j.)vex) la sous-catégorie des sous-fléches
cellulaires de buts a-accessibles).

Démonstration. — Soit en effet ug une sous fleche de u : U ——V de but a-
accessible. On va la majorer par une sous-fleche cellulaire de but encore a-accessible.
Pour cela, considérons 'inclusion inc : Sub, (u) —— Sub(u) . La colimite de inc
est égale & u et la catégorie Sub, (u) est a-filtrante.
Par la proposition 4.2.33 le foncteur A est a-accessible. Il en est donc de méme de
I’endofoncteur Cp o M de Sub(u). On a donc :

u = Colimy egub, (u) CP(M (u'))
Comme le but de ug est a-accessible, il existe donc une sous-fleche u’ € Subg (u) tel

que Cp(M(u')) majore ug. Pour terminer, il reste & voir que Cp(M(u')) est de but
a-accessible. Ceci est clair puisque Cp(M (u’)) est majorée par la sous-fleche w/. O
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4.2.3. Catégories de modeles présentables par cofibrations. — Dans ce para-
graphe, on se donne unc catégorie de modeles (9, W, Cof, Fib). On fait la définition
suivante :

Définition 4.2.39. — On dit que M est a-présentable par cofibrations si les conditions
suivantes sont satisfaites :

1. M est a-présentable, en tant que catégorie abstraite, au sens de la défini-
tion 4.2.16.

2. Les cofibrations de I sont des monomorphismes.

3. Notons Cof, la classe des cofibrations de buts «-accessibles. Alors Fib =
RLP(Cof, NW) et FibN'W = RLP(Cof,).

Le cardinal o est appelé la taille essentielle de 9.

Remarque 4.2.40. — Une catégorie dc modeles présentable par cofibrations est cellu-
laire au sens de [Hir03] dés que les monomorphismes de 90t sont effectifs. Ainsi, le
théoreéme 4.2.71 est essentiellement un cas particulier du théoreme de localisation de
Hirschhorn [Hir03].

Proposition 4.2.41. - Soit M une catégorie de modéles a-présentable par cofibrations.
1l existe deux factorisations fonctorielles d’une fleche u: U ——V de M :
c(u) fo(uw) co(w) fw)
U—> D5, (u) —V et U——> 0 f(u) —V

avec Bz, (—) et e, p(—) des foncteurs a-accessibles et tels que :

- ¢(u) est une cofibration et fo(u) une fibration triviale,

- ¢co(u) est une cofibration triviale et f(u) une fibration.

Notons v le cardinal d’une petite catégorie équivalente a la sous-catégorie des objets
a-accessibles de M. Soit 3 = 2¥ un cardinal infini tel que v > « et 2¥ > . Alors les
objets Bz, (u) et Pe,p(1) sont B-accessibles dés que U et V' sont [3-accessibles.

Démonstration. -— On choisit une petite sous-catégorie pleine € C 9 équivalente a
la sous-catégorie des objets a-accessibles de 99t. On supposera que le cardinal de C est
majoré par . L'existence des factorisations découle alors de 'argument du petit objet
(voir la proposition 4.2.26) appliqué a I'ensemble des cofibrations et & 1'ensemble des
cofibrations triviales qui sont des fleches de C.

La derniere assertion découle de la quatrieme propriété de 4.2.26 et de I'estimation
du cardinal de homgyr (A. X), établie dans la proposition 4.2.14, avec A et X des objets
« et (-accessibles de 9. O

Par le corollaire 4.2.28, la fleche ¢(u) (resp. co(u)) est munie d’une structure ca-
nonique de A-complexes Cof,-cellulaires (resp. Cof, N W-cellulaires). On notera

(Pefo,r(u), Eu(u). tuw, Juw)ver (resp. (Peg (1), By (%), tuws Juw)ver) cette structure.
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Définition 4.2.42. — Soit u : U ——=V une fléche d’une catégorie de modéles M
supposée a-présentable par cofibrations. On pose :

SubCell(c(u)) = SubCell(c(u)|(Pcs, . (), By (), bups Juw)ver)
(resp. SubCell(cy(u)) = SubCell(co(u)](@c(,f,,,(u), E,(u),tu,p, Juw)ver))

la sous-catégorie pleine de Sub(c(u)) (resp. Sub(co(u))) formée des sous-fléches cel-
lulaires.

On notera aussi SubCellg(c(u)) C SubCell(c(u)) (resp. SubCellg(co(u)) C
SubCell(co(u))) les sous-catégories pleines formées des fleches de buts B3-accessibles.

Etant donnée une sous-fléche cellulaire A—— B de c(u): U — &, fo(u) , on
sait par le lemme 4.2.29 que U], B —— ®.5,(u) est dans Cell(Cof) = Cof. Il
sera pratique dans la suite d’isoler cette propriété :

Définition 4.2.43. — Soit c: A—— B une cofibration de M.

1- Une sous-cofibration de c est une sous-fléeche ¢y de c :

Co
A() — By

aol lbo

A—55B

telle que A9 —— By et A]_[A“ By —— B sont des cofibrations.

2- On note SubCof(c) C Sub(c) la sous-catégorie (a priori non pleine) dont les
objets sont les sous-cofibrations de c et les fléches sont les diagrammes commutatifs :

(€]
A — By

|, |

A — B
A—t-B
avec ¢y une sous-cofibration de c; .

8- On note SubCofs(c) C SubCof(c) la sous-catégorie pleine formée des sous-
cofibrations de sources et buts [3-accessibles.

On vérifie immédiatement que les inclusions SubCell(c(u)) C Sub(c(u)) (resp.
SubCell(cy(u)) C Sub(co(u))) se factorisent par des inclusions SubCell(c(u)) C
SubCof(c(u)) (resp. SubCell(co(u)) C SubCof(co(u))).

Proposition 4.2.44. -— Soient M une catégorie de modéles a-présentable par cofibra-
tions et 3 un cardinal comme dans la proposition 4.2.41. Soit u: A—— B une
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fléche de M. Alors la cofibration c(u) : A —— @5 (u) (resp. la cofibration triviale
co(u) : A—— D 5(u) ) est la colimite B-filtrante du foncteur :

Subg(u) Det, SubCellg(c(u)) € HOM(1, 9M)/c(w)

o,
(resp. Subg(u) —, SubCellg(co(u)) C HOM(1, M) /co(u) )
De plus, dans le cas respectif, le foncteur envoie les sous-fléches de u sur des cofibra-
tions triviales.

Démonstration. — Ceci découle immédiatement du fait que les foncteurs @y, et @, ¢
sont a-accessibles et donc [-accessibles. O

Ainsi, dans une catégorie de modeéles a-présentable par cofibrations, les cofibra-
tions (resp. les cofibrations triviales) de la forme c(u) (resp. co(u)) sont colimites
B-filtrantes d’un diagramme de sous-cofibrations (resp. sous-cofibrations triviales) de
buts S-accessibles. On voudrait généraliser cette propriété a toutes les cofibrations
(resp. les cofibrations triviales). Remarquons pour cela que si u est une cofibration
(resp. cofibration triviale) alors u est rétracte de c(u) (resp. co(u)). On introduit la
définition suivante :

Définition 4.2.45. — Soit u : A—— B une cofibration (resp. une cofibration tri-
viale) dans une catégorie de modéles a-présentable par cofibrations. On fize un rele-
vement r: B —— &5, (u) dans le carré :

A ﬂ) Dy, (u)
“l ' Tj lfo(u)
B B
(resp. 71 B ——— @y 5(u) dans le carré :
A —CM D, f(u)
u J o Jf(u)
B B)

de telle sorte que u devient un rétract de c(u) (resp. co(u)).

Soit ugp : A9 — By une sous-fleche de u. On dit que ug est r-spéciale lorsque
le sous-objet By € Sub(B) est isomorphe au sous-objet ®cf,(wo) Xs,, (u)r B €
Sub(B) (resp. ®c,f(uo) X, ,(u).r B € Sub(B)). On notera SpSub(u|r) C Sub(u)
et SpSubg(ulr) C Subg(u) les sous-catégories (pleines) formées des sous-fléches
r-spéciales de u.
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On résume quelques propriétés des sous-fleches r-spéciales dans la proposition sui-
vante :

Proposition 4.2.46. - On garde les hypothéses et les notations de la définition 4.2.45.
Soit ug : Ag —— By une sous-fléche r-spéciale de u. On a les propriétés suivantes :
- ug est une sous-cofibration (resp. une sous-cofibration triviale) de u,
- ug est un rétract de c(ug) (resp. co(ug)). Plus précisément, la restriction de v a
By se factorise par ®.5,(ug) (resp. @e,r(uo)).

Démonstration. — On traite uniquement le premier cas. Montrons que la composée
By—— B —— &, f,(u) se factorise par le sous-objet ®f,(up). Comme ug est r-
spéciale, By est isomorphe au sous-objet ®..¢, (uo) X o, so(w).r B € Sub(B). La propriété
recherchée découle alors de la commutation du carré :

(I)lifo(u’()) X‘I’,-f(,(u).r B———B

Sl

(I)Cfu (U()) — q)rtf(y (u)

Onnoterg : By — ®.f,(ug) larestriction de r a By. C’est une rétraction & fo(uo).

Ceci découle immédiatement du diagramme commutatif :

fo(uo)

To
By —— &y, (uo) — Bo

L, ]l

B &, (1) —=B

\\__/

et du fait que By cst un sous-objet de B. Il vient que ug est une cofibration par
Paxiome (MC3).

Il reste & montrer que ug est une sous-cofibration de u. Pour cela, on peut remar-
quer que AJ[, Bo—— B est rétractec de AJ[, ®Pcs,(uo) — Pcf,(u) - Cette
derniére est une cofibration puisque c(ug) est une sous-cofibration de ¢(u) par la pro-
position 4.2.30. O

Corollaire 4.2.47. — On garde les hypothéses et les notations de la définition 4.2.45.
Soient ug et uy deux sous-fléches r-spéciales d’une cofibration (resp. d’une cofibration
triviale) u. Supposons que ug est magjorée par uy en tant que sous-fleche. Alors, ug est

magjorée par uy en tant que sous-cofibration. En particulier, la sous-catégorie pleine
SpSub(u|r) C Sub(u) est contenue dans SubCof (u).

Démonstration. — En effet, si ug est une sous-fleche de ug, alors c(ug) (resp. co(uo))
est une sous-cofibration de c(u;) (resp. co(u1)). Le résultat découle alors du fait que
le morphisme de fleches ug — u; est un rétract de c(ug) — c(u1) (resp. co(ug) —
Co(’ll.] )) O
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Dans la suite, on appellera parfois abusivement sous-cofibration r-spéciale une sous-
fleche r-spéciale. Notons également le lemme suivant qui découle immédiatement de
la définition 4.2.45 et du fait que le foncteur @y, (resp. @, s) est a-filtrant.

Lemme 4.2.48. — Une colimite a-filtrante de sous-fléches r-spéciales est encore une
sous-fléche r-spéciale.

Le résultat suivant, montre qu'il y a suffisamment de sous-fleches r-spéciales de
buts B-accessibles :

Proposition 4.2.49. - - On suppose que I est a-présentable par cofibrations. Soit
B un cardinal comme dans la proposition 4.2.41 et u : A—— B une cofibra-
tion (resp. unme cofibration triviale). On fire un relévement r : B —— @ (u)
(resp. 7 1 B——®. ¢(u) ) comme dans la définition 4.2.45. Alors, linclusion
SpSubg(u|r) C Subg(u) est cofinale.

Démonstration. - - On traite uniquement le premier cas. Remarquons que SpSub ;(u|r)
est I'égalisateur d'une double fleche :

F
Subg(u) :l—; Subg(u)
ic

avec F' le foncteur qui & une sous-fleche uy : Ag —— By de u associe la sous-fleche
Ag —— ®Beg, (40) Xy (a1 B-

Le foncteur F' est cofinal. En effet, les limites finies et le foncteur ®.5, commutent
aux colimites a-filtrantes. Il vient que la fleche canonique :

Colim,, esub,, (u) F () — u
est inversible. Ainsi, si v’ est une sous-fleche de u de but B-accessible, la composée :
u —u ~ Colimuuesub“(u)F(uo)

se factorise par I'une des F'(ug). Cette dernieére majore done u'.

D’autre part, la catégorie Subg(u) admet les colimites filtrantes indexées par des
catégories de cardinal inférieur ou égal & (3. Le foncteur F' commute aux colimites -
filtrantes indexées par des catégories de cardinal inférieur ou égal a 3. Le lemme 4.2.4
s'applique pour montrer que l'inclusion SpSub(u|r) C Subg(u) est cofinale. O

On déduit immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 4.2.50. — On suppose que M est a-présentable par cofibrations. Soient (8
un cardinal comme dans la proposition 4.2.41 et u : A—— B wune cofibration
(resp. une cofibration triviale). On five un relévement r: B —— ®.5,(u) (resp.
r: B——® (u) ) comme dans la définition 4.2.45. La cofibration u est la co-
limite B-filtrante de ses sous-cofibrations (resp. sous-cofibrations triviales) r-spéciales
de buts (B-accessibles.
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Soit u : A—— B une cofibration. Les catégories SubCof(u) et SpSub(u|r)
ne sont pas en général stables par colimites suivant les ordinaux. Ceci rend difficile
l’application du lemme de Zorn qui est utile pour la construction des relevements
(voir par exemple la preuve du théoréme de localisation 4.2.71). Pour cela, nous allons
élargir la catégorie SpSub(u|r) et plus précisément id 4 \SpSub(u|r) :

Définition 4.2.51. — On suppose que IM est a-présentable par cofibrations. Soit u :
A—— B une cofibration (resp. une cofibration triviale) et fitons une rétraction
r: B—— &5 (u) (resp.T: B—— @ ¢(u) ) comme dans la définition 4.2.45.
Une sous-fleche de la forme v : A——T de c(u) : A—— Pg5,(u) (resp.
co(u) : A—— B, s(u) ) est dite r-normale lorsque les conditions suivantes sont
satisfaites :
1. v est une sous-fleche cellulaire. fo F(w)
2. La composée : T —— ®.5, (u) —— B (resp. T —— &, ¢(u) —— B ) se
factorise par le sous-objet s(T') =T X,z (u).r B (resp. s(T') =T X, 1 (u),r B)
de B.

Dans la suite, nous considérons uniquement le premier cas afin d’alléger la pré-
sentation. Le lecteur pourra facilement adapter les énoncés et les démonstrations au
cas ol u est supposée une cofibration triviale et r est une rétraction a f(u). On peut
résumer la situation de la définition 4.2.51 par un diagramme commutatif :

S\v
A ()>s(T) * B
RN
(63) A—o T —— 0y, (u)
lfu(u
s(v) ~
A= 5(T) ' B
avec s(T) = T xg, so (W)t B. Comme v est cellulaire, on déduit aussitot que

T —— ®.4,(u) est une cofibration. Le diagramme (63) montre également que
s(T') est rétract de T'. On déduit alors que s(v) et s(T)) — B sont des cofibrations
puisqu’elles sont rétractes de v et T —— Py, (u) respectivement. Ainsi toutes les
fleches horizontales du diagramme (63) sont des cofibrations. On parlera doréna-
vant de sous-cofibrations r-normales de ¢(u). Voici un exemple de sous-cofibrations
r-normales :

Exemple 4.2.52. — Siug: A —— By est une sous-fleche r-spéciale de u, alors c(uo)
est une sous-cofibration r-normale de c(u).

Définition 4.2.53. — On note NormSub(c(u)|r) C SubCell(c(u)) la sous-catégorie
pleine dont les objets sont les sous-cofibrations r-normales.
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L’association v ~ s(v) définit un foncteur s : NormSub(c(u)|r) — SubCof (u).
En effet, étant donnée une fleche (vp : A — Tp) — (v : A — Ti) dans
NormSub(c(u)|r), la fleche s(To) — s(T1) est rétracte Top —— T; . Cette
derniére est dans Cell(Cof) = Cof par le lemme 4.2.29. Ceci montre que s(vg) est
bien une sous-cofibration de s(v1).

Proposition 4.2.54. — On suppose toujours que 9M est a-présentable par cofi-
brations. Soit X wune petite catégorie filtrante et supposons domné un foncteur
v(=) : X —— HOM(1,0M)/c(u) tel que pour k € Ob(X), v(k) est une sous-
cofibration r-normale de c(u). Alors Colimgv(—) est encore une sous-cofibration
r-normale de c(u).

Démonstration. — Ceci découle immédiatement du corollaire 4.2.37. O

Proposition 4.2.55. —- On reprend les notations et les hypothéses de la défini-
tion 4.2.51. Soit v: A—— T une sous-cofibration r-normale de c(u). On suppose
donnés une sous-fléche r-spéciale ug dans SpSub(u|r) et un diagramme commutatif :

K0 Jo
A() —_— Tb E—— q>('f0 (U())

[0,

A L) T—— (I)(:f()(u)
avec vy une sous-cofibration r-normale de c(ug). Si en plus, jo est une sous-cofibration
de j, alors :
/
v': A—— T[] ®cf,(uo)
To

est une sous-cofibration r-normale qui majore v.

Démonstration. - - Notons T" = T [[ 1, ®cf,(uo). I s’agit de montrer les points sui-
vants :
— v’ est cellulaire.
fo(u)

L
— La composée T' —— ®.5,(u) —= B se factorise par le sous-objet s(T') =
T X‘I)cf” (uw),r B.
Le premier point découle de la proposition 4.2.36 et du fait que T’ est un sous-objet
de ®.5,(u). Etant donné que T = T [ [, ®c,(uo), il suffit de voir que les fleches :

T — ®.45,(u) — B et D5, (up) — Bcfy(u) —— B

se factorisent par s(T'). La premiére composée se factorise par s(T') qui est majoré
par s(T'). La seconde se factorise par By, qui est également majoré par s(T"). En
effet, @y, (uo) X, (u).r B = By puisque ug est r-spéciale. O
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Définition 4.2.56. — Soit u: A—— B une cofibration dans une catégorie de mo-
déles a-présentable par cofibrations. Supposons donnée une sous-fleche r-normale
v: A——T de c(u). Une sous-fléche r-spéciale ug de u sera dite orthogonale d
v lorsque la sous-fleche Ag —— T Xg,, (u) Pcs,(wo) = To est r-normale dans c(uo)
et la fleche Ty —— ®.g,(ug) est une sous-cofibration de T —— @, (u) . On note
SpSub;”(ulr) la sous-catégorie pleine de SpSub,(ulr) formées des sous-fléches r-
spéciales orthogonale d v (avec 7 € {@,}).

Ainsi, si la sous-fleche ug est orthogonale & v on peut former, par la proposi-
tion 4.2.55, une nouvelle sous-cofibration r-normale A —— T[], ®cf,(u0). On a
le lemme suivant qui montre 'existence de beaucoup de sous-fleches r-spéciales et
orthogonales a v.

Lemme 4.2.57. — On garde les hypothéses de la définition 4.2.56. L’inclusion
SpSubﬁ”(u|r) C SpSubg(ulr) est cofinale.

Démonstration. — Considérons le diagrainime suivant dans Ordéns :

SubCells(A — T) SpSub (T — @, (u)|r')

(64) in({ l’inc

Subj(A — T) +—L— SpSub (A — Blr) —E— Suby(T — &0z, (u)

tels que :

Lor': ®gp,(u) — Bep, (T — ey, (u)) est un relevement quelconque,

2. les foncteurs inc sont les inclusions évidentes,

3. le foncteur F' associe & une sous-fleche ug : Ag —— By de u la sous-fleche
Ao — T xq’vfo(") q)cf(, (uo) s

4. le foncteur G associe & une sous-fleche ug de u la sous-fleche T xg, fo ()
D5, (UO) - q)cfu(UO)'

Le diagramme (64) vérifie les conditions du lemme 4.2.4. En effet, toutes les catégories
de (64) sont g-filtrantes ct admettent des colimites suivant les catégories a-filtrantes
de cardinal plus petit ou égal & 3. Les foncteurs de (64) commutent & ces colimites.
Les foncteurs inc sont cofinaux par le corollaire 4.2.38 et la proposition 4.2.49. Enfin,
en utilisant le corollaire 4.2.50, on voit facilement que F' et G sont aussi cofinaux.

Notons L la limite du diagramme (64). Par le lemme 4.2.4, le foncteur
¢ : L ——Subg(u|r) est cofinal. Un calcul immédiat montre que L est la ca-
tégorie des sous-fleches r-spéciales ug : Ag —— By tels que :

(i) Ao——To =T Xa,; (u) Pesi,(uo) est cellulaire,

(ii) Top —— ®cf,(up) est une sous-fleche r'-spéciale de T —— P, (u) -
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La condition (ii) implique en particulier que To—— ®.f,(up) est une sous-
cofibration de T —— ®,(u) . Comme ug est r-spéciale, on dispose d’un carré
commutatif :
T
By — ®c, (uo)

|

B —T—-) ‘I>cf0 (u)
1l vient que Ty X B s0(u0),m0 By =(T X &g, (u) D, (uo)) X &, 5y (u0),m0 By~ (T X®epo(u),r
B) x By. Comme la composée Ty — ®.5,(u) — B se factorise par les sous-
objets (T x o, 0w B) et By, elle se factorise également par leur intersection, & savoir
(T X&., (u),r B) B Bo. Ceci montre que Ty —— ®.,(ug) — By se factorise par

To X

cfo

oo (u0),mo Bo- La sous-fleche Ay —— T, est donc r-normale. Il est maintenant

clair que £ est contenu dans SpSubé”(ulr). Le lemme est démontré. |

4.2.4. Localisation des catégories de modéles. — Dans ce paragraphe on dé-
montre le théoréme de localisation pour les catégories de modeles présentables par cofi-
brations. Il s’agit d’un cas particulier, mais amplement suffisant pour nos applications,
du théoréme de localisation de Hirschhorn [Hir03]. Dans la suite (90t, W, Cof, Fib)
désignera une catégorie de modeles. La définition suivante est tirée de [Hir03] :

Définition 4.2.58. — Soit &/ une sous-classe de FI(Ho(9)). Une localisation de
Bousfield (& gauche) de M suivant &/ est une catégorie de modéles (LM,
W, Cof 7, Fiby) munie d'une adjonction de Quillen

telle que LUy (f) est inversible pour tout f € &/ et vérifiant la propriété univer-
selle suivante. Pour toute catégorie de modéles M munie d’une adjonction de Quillen
(F,G) : M —— 9 telle que LF(f) est inversible pour f € &, il existe une unique
adjonction de Quillen (For,Gor) 1 L9 —— N rendant commutatif le triangle :

m—L,m

od| A4

LN

Remarque 4.2.59. — Soit (F,G) : 9 —— 9N une adjonction de Quillen. Soient & C
FI(Ho(9)) et & C FI(Ho(M)) deux classes de fleches. On suppose que LF(&/) C AB.
Alors, 'adjonction (F,G) induit naturellement une adjonction de Quillen (F,G) :
Ly —— LaM lorsque les localisations de Bousfield existent.

L’objet de ce paragraphe est de donner des conditions sur 9 et & qui assurent
I’existence de la localisation de Bousfield. On commence par deux lemmes simples.
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Lemme 4.2.60. — Soient a: A —— B une cofibration entre objets cofibrants de MM
et X un objet fibrant. Les deuzx assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Le morphisme mo(a, X) : mo(B, X) — mo(A, X) est surjectif.

(ii) La fleche : X —— x admet la propriété de relévement a droite par rapport

da.
Démonstration. — Seule I'implication (i) ==> (i4) demande une preuve. Suppo-
sons donné un carré :
A L) X
(65) o| j
B—x

Il existe une fleche ro : B—— X telle que rg o a est homotope & f. On se donne un
cylindre (C4, p,i0,1) sur A et on construit, en utilisant I’axiome (MC5), un cylindre
(Cg,p,io,11) sur B qui factorise la fleche :

(CA i (BHB))—)B
(ALl 4)

en une cofibration suivie d’une fibration triviale.
Soit h : C4 —— X une homotopie de g o a & f relativement au cylindre
(Ca,p,10,%1). Considérons le diagramme suivant :

hUr
CA ]—Ii(l(A) B _?l X
Cg—— %
Etant donné que Cy Hi(,( A) B —— Cp est une cofibration triviale, un relevement &

existe par (M(C4). Il est alors clair que r = ko4; est un relévement au carré (65). O

Lemme 4.2.61. — Soient a: A—— B une cofibration entre objets cofibrants de M
et X un objet fibrant. On se donne des cylindres (Ca,p,0,i1) et (Cp,p,io,11) sur A
et B ainsi qu’une fléche :

Ca : CA e CB
compatible avec les fléches p, io et i1. Si la fleiche X —— * posséde la propriété de
relévement a droite par rapport auz deux fléches :

a: A— B et (CA 11 (B]_[B))—)C’B
(Al 4)

alors le morphisme mo(a, X) : mo(B, X) — s mo(A, X) est inversible.
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Démonstration. — La surjectivité est claire étant donné que X —— x admet la
propriété de relevement & droite relativement & a. Pour montrer I'injectivité, on consi-
dére deux fleches f,g: B —— X telle que f oa est homotope & g o a. Fixons une
homotopie h: C4 —— X et formons la fleche :

Il=(fUug)Uh: (CA(A]]]IA)(BHB)> — X

La propriété de relevement a droite fournit alors I’homotopie Cg —— X recherchée.
|

Nous aurons également besoin du lemme suivant :

Lemme 4.2.62. — Pour e € {1,2}, on se donne une cofibration a. : A, —— B,
entre objets cofibrants de M. On choisit des cylindres (Ca,,p,i0,%1) €t (Cg,,D,i0,%1)
sur A et Be ainsi qu’une fléeche :

Co,: Ca, — Cp,

compatible avec les fleches p, ig et i1. Supposons que a; et ay deviennent isomorphes
dans Ho(M). Alors, il en est de méme des fléches :

(CA1 H (B] H Bl)) 4 C‘B1 et (C'A2 H (Bz H Bz)) e C}32
(AL 1T Ar) (A211 A2)

Démonstration. — Comme les fleches Cp, — B, sont des équivalences faibles, il

suffit de montrer que les deux fleches suivantes :

(C’Al I (Bl]_[Bl))———>Bl et (CA2 I (Bz]_[Bz))—>32

(A 11 A1) (4211 Az)

ont méme classe dans Ho(M). Ainsi, les cylindres Cp, et Cp, ne joueront aucun réle.

On procede en plusieurs étapes. On montre d’abord l'indépendance par rapport aux

choix des cylindres sur A.

Etape 1. — Soit a: A —— B une cofibration entre objets cofibrants. On se donne

deux cylindres (Ca, p,i0,%1) et (C.p',i5,4)) sur A. En choisissant une factorisation

depUp':
(CA I C;,) —Cf—— A

(Al 4)

en une cofibration suivie d’une fibration triviale, on voit qu’il suffit de considérer le cas

ot il existe un morphisme de cylindres C'4 —— C’ qui est en plus une cofibration.

Dans ce cas, la fleche :

(CA(A]]__I[A)(B H B)) — (CA(A%[A)(B H B))

est une cofibration triviale, puisque c’est un push-out de C4 —— C/; .
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Etape 2. -— On traite maintenant le cas ou il existe un carré commutatif dans 90 :

a1
A — B

i1

Ay —— B>

a fleches verticales des équivalences faibles. Ayant la liberté de modifier les cylindres
sur A; et Az, on peut supposer qu'il existe unc fleche C,, : C4, —— Cy4, qui soit
compatible avec p, ig et i;. Remarquons que les deux diagrammes :

AL [TA1 —— Ca, A2 [[A2 — Ca,
B, 1] B: B[] B2

sont des objets cofibrants de la catégorie de modeles ™ (91) munie de sa structure de
Reedy (voir la proposition 4.1.53). De plus les fleches w[[u, v][]v et C, définissent
une équivalence faible entre ces deux objets. Le foncteur ™ (91) —— 9, qui & un
diagramme de type [~ associe sa colimite, est un foncteur de Quillen & gauche. Il vient
qu'il préserve les équivalences faibles entre les objets cofibrants. D'ou le résultat dans
ce cas.

Etape 3. — On démontre maitcnant le cas général. On peux supposer A. et Be
fibrants (et cofibrants). En effet, par 'axiome de factorisation on peut trouver un
carré commutatif :

!
, a, ,
A(' B e

| |

A, — B,

avec a,, une cofibration entre objets fibrants et cofibrants et tel que les fleches verticales
sont des équivalences faibles.

Choisissons y : A; —— Ay ety : By —— By des isomorphismes dans Ho (1)
réalisant 1'isomorphisme de fleches entre a; et az. Comme les objets A. et B. sont
fibrants et cofibrants, on peut trouver des relévements v et 4’ dans 9 de v et 4. On

obtient ainsi un carré de IM :

(5]
A —— B

ﬁl lv"
/D]

Ay —— By

commutatif & homotopie prés. Fixons unc homotopie h : C4, — B, de ¥’ oa; &

ag o ¥ relativement & un cylindre (Cy,.p. io. i1).

ASTERISQUE 315



1.2. CATEGORIES DE MODELES II : ACCESSIBILITE ET LOCALISATION 209

On munit la catégorie HOM(1,901) de sa structure de modeles de Reedy (voir la
proposition 4.1.53) associée & I’ensemble ordonné 1 = {0 < 1}. Remarquons alors que
les deux fleches a; et ao sont isomorphes en tant qu'objets de Ho(HOM(1. 90t)) via la
chaine d’isomorphismes :

ag 0%y 0
Ay SN By A = ! B Ay 2221 B,
R O R R
a
Ca,—5B,  Ca—toB  4-HB

Comme a; et ay sont des objets fibrants et cofibrants pour la structure de Reedy sur
HOM(1.901), il existe un carré commutatif dans 9 :

a
A —B

+ ag ¥

Ay —— B>
qui reléve cet isomorphisme, i.e., les fleches verticales sont des équivalences faibles.
On s’est encore une fois ramené a la seconde étape de la preuve. O

Définition 4.2.63. Pour toute cofibration a : A —— B on choisit une cofibration
V(a) :

O¥l(4) [T (BIIB)| — Cyl,(B)
(AI1 4)
avec Cyl,(A) et Cyl,(B) des cylindres sur A et B. Pour une classe F' de cofibrations,
on pose V(F) = {V(a); a € F}. On définit par récurrence les classes V,,(F') en posant
Va(F) =V (Vy_1(F)). On notera Vo (F) = UpenV, (F) Uunion de ces classes.

Dans la suite. on fixe une sous-classe &/ C FI(Ho(901)). Soit & C FI(901) un rele-
vement & isomorphisme prés de .« constitué de cofibrations entre objets cofibrants.
Lorsque & est essentiellement petite, on supposera implicitement que & est un en-
semble. On notera alors V., (&) l'image dans Ho(9M) de la classe V. (&7). D’apres
le lemme 4.2.62. la classe V(&) est indépendante. & isomorphisme pres, du choix
de & et des cylindres. Voici la définition clef :

Définition 4.2.64

1- Un objet X de M est appelé <7 -local lorsque pour toute fleche a : A —— B
de Vo (&) le morphisme :

homgge o) (B. X') — homgge(an) (4. X)

est inversible. On note Moy _1oc (Tesp. HO(IM) o —10c) la sous-catégorie pleine de M
(resp. Ho(9M)) formée des objets & -locauz.
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2- Une fleche f: A—— B est dite une & -équivalence faible lorsque
hom(f, X) : homHO(gm) (B, X) E— homHO(m) (A, X)

est inversible pour tout objet 2o/ -local. On note Wy la classe des /' -équivalences
faibles et Fiby celle des fléches ayant la propriété de relévement a droite par rapport
auz cofibrations & -triviales (i.e., qui sont des o -équivalences faibles).

Lemme 4.2.65

1- La notion d’objets &/ -locaux ne dépend pas du choix de &/ ni du choiz des
cylindres dans la construction de Voo (&).

2- Soit (W', Cof’,Fib’) une deuziéme structure de modéles sur la catégorie M.
On suppose que W' = W et Cof C Cof’. Alors les objets o/ -locauz et les of -
équivalences faibles définis relativement ¢ (W', Cof’. Fib') sont les mémes que ceux
définis relativement ¢ (W, Cof, Fib).

Démonstration. — La premiere partie de 1'énoncé découle du lemme 4.2.62. La se-
conde partie découle aussi de 4.2.62. En effet, &/ est encore un relévement & iso-
morphisme pres de &/ formés de cofibrations entre objets cofibrants relativement
a (W’,Cof’,Fib’). De méme, la formation des V, (&) convient pour la structure
(W', Cof’, Fib'). O

Le résultat suivant est une conséquence immeédiate des lemmes 4.2.60 et 4.2.61 :

Proposition 4.2.66. — Soit X un objet fibrant de M. Les deuxr assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) X est «/-local.
(ii) La projection X —— % posséde la propriété de relévement d droite relative-
ment auz fléches de V().

Démonstration. — Comme X est fibrant, les applications mo(a, X) : (B, X) —
mo(A, X) sont inversibles et donc en particulier surjectives pour tout a € V,(£/). On
en déduit ainsi I'implication (i) == (i7) . L'implication réciproque est déduite du
lemme 4.2.61. O

Lemme 4.2.67. -— Supposons que M est propre & gauche. Soit f un push-out d’un
élément de V  (&). Alors, V,(f) € W pour tout n € N.
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Démonstration. -— Soit un carré cocartésien :
u
A—X

|

B——X|[,B

avec a € Voo(&). L'objet Cyls(X) [1cy1 () Cyla(B) est naturellement un cylindre
sur X [, B. D’autre part, on dispose d'un carré cocartésien :

V(a)
Cyl,(A) ay 4)(BIB) > Cyl,(B)

C.Vlf(X) H(.\']_] X)((X . B) (X .B)— C.Vlf(X) Hcyl,,(A) Cyl.(B)

Il vient (par le lemme 4.2.62) que V(f) est équivalent & un push-out de V(a). Il suffira
donc de montrer que f € W .

Montrons que 'on peut supposer X cofibrant. Choisissons une fibration triviale
X' —— X avec X' cofibrant. Comme A est cofibrant, la fleche u se releve alors
en une fleche v’ : A —— X’ . On obtient ainsi un diagramme commutatif & carrés

cocartésiens :
A — X' » X
|
B——X'[[,B— X[, B

Comme 90 est propre a gauche, on voit que la classe de f dans Ho(91) est isomorphe
a celle de f’. Ainsi, on peut remplacer X par I'objet cofibrant X'.

Dans le cas ou X est cofibrant, il suffit par le lemme 4.2.61 de montrer que f
et V(f) possédent la propriété de relevement a gauche par rapport aux projections
X —— x avec X fibrant et @/-local. Ceci est bien le cas, puisque LLP(X — %)
contient a et V(a) et est stable par push-out. O

Plus généralement, on a le résultat suivant :

Proposition 4.2.68. — Si 9N est propre & gauche, on a linclusion Cell(Vo(2)U(WN
Cof)) CWgy.

Démonstration. — On peut supposer (voir remarque 4.2.25) que g € Cell(Voo(g_/; )
U (W N Cof)) est la composée transfinie d'une A-suite :

fO fl fu

A=A -2 Ay =2 —— Ay~ Ay —— ...
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avec f, un push-out d'un élément de Vo (& )U(WNCof). On counstruit par induction
transfinie et en utilisant I’axiome (MC5). un morphisme de A-suites :

/ ! !
g,—f"—m'l i, s A f",A:,+1———>...
J' f() l f " fu J’
Ay +> A 1>... > A, > Ayt =

a fleches verticales des équivalences faibles et f, des cofibrations entres objets cofi-
brants. Notons ¢’ la composition transfinie des f.. Par le lemme 4.2.69 ci-dessous, la
fleche ¢’ est isomorphe & g dans Ho(9). 11 suffit donc de montrer que g’ est dans W .

Comme ¢’ est unc fleche entre objets cofibrants, il s"agit de vérifier que application
mo(g’, X) est bijective pour X fibrant et «/-local. Par le lemme 4.2.61, il suffira de
prouver que g’ et V(g') possédent la propriété de relevement a gauche par rapport
& X —— x . Cette propriété pour g’ découle de la propriété correspondante pour
chaque f]. Montrons qu'il en est de méme pour V(g').

On construit, par induction transfinie sur u € v € A, des cylindres (Cyl(Al). p, %0,%1)
sur A, ainsi que des fleches Cyl(A),) —— Cyl(4],) compatibles & p. i et i1 et tels
que :

la famille (Cyl(A}))vex est une A-suite. i.c., Cyl(4},) = Colim,¢, Cyl(4),) pour
v un ordinal limite.
- pour tout v+1 € A, lafleche Cyl(A)) [T .4/ 11 any (A [T AL L) — Cyl(4), 1)
est une cofibration.
Il vient par le lemme 4.2.62, que la flecche V(g’) est (équivalente &) la colimite des
fleches V(ou<y f,) (ot 'on note o, <y f;, : Ay — A}, la composée transfinie de la

suite (f,,)u<v) ¢

(66)
oo Cyl(AY) Iy 11 4y, (AL TTAL) — CyU(Ag) Ly 11 a4 (AL in LT Apy) — -

v (s )l Jv ((2f)er)

. ——— Cyl(4]) »Cyl(Ay ) — ...

Les lignes de (66) sont des A-suites et pour tout v € A la fleche :

cyl(4)) I (et TT (4 IT40n))
(Cylan ay (AL 11 A7) Ayl A
— Cyl(4}41)
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s'identifie a la cofibration V(f}) : Cyl(4}) [/ 11 ar)(AL11 11 A, ) — Cyl(4,,,).
11 vient, par le lemme 4.2.70 ci-dessous, que V(g') € LLP(X — x) si les V(f)) €
LLP(X — %) pour tout v € A.

Ainsi pour terminer la preuve de la proposition, il reste & vérifier que les f. et V(f})
sont dans LLP(X — %) pour tout X fibrant et 2/-local. Lorsque f, € W N Cof. la
propriété est claire. On se place donc dans le cas ol f, est un push-out d'un élément
de Voo (&).

Par le lemme 4.2.60, il suffira de montrer que f/, V(f) et V2(f.) sout des /-
équivalences faibles. Etant douné que les images dans Ho(9) de f., V(f.) et V2(f!)
sont isomorphes & ceux de f,. V(f,) ¢t Va(f,), le résultat découle du lemme 4.2.67.

O
Lemme 4.2.69. Soit un morphisme de \-suites :
fo fi fo
! ! ! !
AT s —— A AL ——
f() fl fll
Ay > Aq > ... » A, > A,,+1 > ..

dans une catégorie de modéles M propre 6 gauche. On suppose que les fléches verticales
sont des équivalences faibles et que les fléches horizontales sont des cofibrations. Alors
le morphisme évident Colim,cyA!, — Colim,c)A, est une équivalence faible.

Démonstration. — On peut factoriser notre morphisme de A-suites de la maniere

suivante :

’

v A
0 Al

~

fo fi I
0 S y A Y

~ ~

/ r / A /
A() E— A() H'_”) A1 _— ... A() ]_IA", A" —_— A() I_[__”) Au+1 —_ ...

fo h ] 2 !
Agy > Ay — A, — Ayt

Comme Aj —— Ay est une équivalence faible et que 9 est propre a gauche, il vient

que toutes les fleches A, —— Ag[[ 4, A, sont des équivalences faibles. On déduit
0

que toutes le fleches verticales dans le diagramme ci-dessus sont des équivalences

faibles.
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Remarquons également que le morphisme canonique :

Colim,gx A, —— Colim,ex (Ao ]_[A‘,] Al) ~ Ay ]_[A(,) Colim,er A,

est une équivalence faible puisque c’est le push-out de Ay —— Ay par une cofibra-
tion. Ainsi, pour montrer le lemme, il reste & montrer que la fleche :

C0|im,,e)‘(A0 ]—[A('] AL) e C0|im,,€)\A,,

est une équivalence faible. En d’autres termes. on peut supposer dans 1’énoncé
que Ag = Ap.

En considérant notre probleme dans la catégorie de modeles Ag\M (voir le
lemme 4.1.9), on voit qu'’il suffit de traiter le cas oli tous les A, et A!, sont cofibrants.
Pour traiter ce cas, rappelons que la catégorie HOM(A, 9t) admet une structure
de modeles de Reedy (voir la remarque 4.1.54) ol les équivalences faibles et les
fibrations sont données terme a terme. Pour cette structure de modeles, Colim,¢)
est un foncteur de Quillen a gauche et le morphisme de A-suites Aler — Aven

est une équivalence faible entre objets cofibrants. Le résultat découle maintenant du
lemme 4.1.26. O

Lemme 4.2.70. — Soient C une catégorie cocompléte et G C FI(C) une classe de
fléches. Soit A un ordinal et supposons donné un morphisme de \-suites dans C :

Ap y Ay > A, > Auti > ...

J

\ !
AL —

Ap y A} > Al

14

On suppose que Ao —— A} est dans LLP(G) ainsi que les fleches :
A, ]_IA,, Apy1 — AL
pour v+ 1€ A, Alors Colim,epA, — Colim,c)A!, est dans LLP(G).

Démonstration. — On vérifie que Colim,c)A, —— Colim,e)A] posséde la pro-
priété de relevement & gauche par rapport aux éléments de G. On se donne donc
un carré commutatif :

Colim,cx A, Yt Lx

Colimyerd;, ——Y
u
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avec f € G. Pour construire le relévement r, il suffit de se donner des relévements r,
dans :

A,,LX

A, ——Y

!

uV

d’une maniére compatible. On procéde par induction transfinie. Lorsque » = 0, on
prend un relévement quelconque rg. L’ensemble des choix étant non vide puisque
Ag —— A} est dans LLP(G). Si v est un ordinal limite, on prend r, la colimite
de (r.)uev- Enfin, pour construire r,4; d’une maniére compatible avec 7, il suffit de
choisir un relévement dans le carré :

r, Uu 1
A:/ I_[A,, AU+1 , o % X

/
"
AL ; Y
uu+l

L’ensemble des choix étant encore non vide puisque la fleche verticale de droite est
dans LLP(G). O

Voici le théoréme qu’on cherche & démontrer :
q

Théoréme 4.2.71. — Supposons que le catégorie de modéles M est propre a gauche et
présentable par cofibrations. Si la classe &/ est essentiellement petite, alors le quadru-
plet (M, W o, Cof,Fiby) est une catégorie de modéles qui est encore propre d gauche
et présentable par cofibrations. De plus, c’est la localisation de Bousfield a gauche de
I par rapport 4 & .

On garde les hypotheses de 1’énoncé ci-dessus. Soit @ un cardinal qui majore le
cardinal de & et tel que 9 est a-présentable par cofibrations et les buts des fleches
de & sont a-accessibles. On commence par quelques résultats préliminaires :

Proposition 4.2.72. — 1l existe un foncteur Locgy : MM —— M et une transforma-
tion naturelle id —— Loc,, tels que :
(i) Pour tout X € Ob(9M), l'objet Locy (X) est fibrant et posséde la propriété de
relévement a droite par rapport 6 Voo (). En particulier, Locy (X) est un objet
& -local.
(it) Pour tout X € Ob(9M). la fleche X —— Locy(X) est dans Cell(V (&) U
(WNCof,) CWg.
(iii) Le foncteur Locg préserve les cofibrations.
(i) Une fleche f € FI(IM) est une & -équivalence faible si et seulement si Locg (f)
est une équivalence faible.
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(v) Le foncteur Locy est a-accessible. Si 3 est un cardinal comme dans la propo-
sition 4.2.41, alors le foncteur Loc,s préserve les objets B-accessibles.

Démonstration. — Mise a part la quatricme assertion, le résultat découle du lemme
précédent et de I'argument du petit objet (voir la proposition 4.2.26) appliqué & la
classe essentiellement petite V. (&) U (W N Cof,,).

Montrons la troisieme assertion. Soit f : U —— V une &/-équivalence faible. En
considérant le carré :

U —— Locy (U)

f l lLow(f )

V ——Locy (V)

et en utilisant la proposition 4.2.68, on voit que Locg(f) est également une o-
équivalence faible. Ainsi, pour conclure, il suffira de montrer qu'une &/-équivalence
faible entre objets «/-locaux est forcément une équivalence faible. Ceci découle im-
médiatement du lemme de Yoneda appliqué a la sous-catégorie des objets &7/-locaux
de Ho(9M). O

Corollaire 4.2.73. -— La classe Cof UW o est stable par push-out et composition trans-
finie.

Démonstration. — Pour tout objet X de 9 la fleche X —— Loc,/(X) est natu-
rellement munie d'une structure de A-complexe (Vx (&) U (W N Cof,))-cellulaire
par le corollaire 4.2.28. De plus, pour tout monomorphisme X, —— X, , la sous-
fleche Xg —— Locy(Xg) de X —— Loc(X) est cellulaire au sens de la défini-
tion 4.2.34 (ceci étant conséquence du lemme 4.2.35).

Considérons une A-suite : Ag — A} — ... — A, — A, 41 — ... formée de
cofibrations &/-triviales. Formons le diagramme suivant :

AO _— LO(',‘(,/(A())

(67) l @) *

Colim,ex A, — Colim,¢sLocw (A,) — Loc,y(Colim,erA,)

La fleche Colim,cyA, —— Colim,ecaLocg (A,) est colimite filtrante des sous-fleches
cellulaires A, — Loc,(A,) de Colim,exA, —— Locy(Colim,erA,). Elle est

donc elle-méme une sous-fleche cellulaire par le corollaire 4.2.37. Ceci montre que la
fleche (1) du diagramme (67) est dans Cell(V . (27) U (W N Cof,)). C'est donc une
&/ -équivalence faible par la proposition 4.2.68.

ASTERISQUE 315



4.2. CATEGORIES DE MODELES II : ACCESSIBILITE ET LOCALISATION 217

Pour conclure, il suffit de montrer que la fleche (2) de (67) est dans Cell(V o (2/) U
(WNCof)). On peut voir cette fleche comme la composée transfinie d’'une A+ 1-suite :

Ug=—=U; > U, > Uyt

avec U, = Colim,¢,Locy(A,) pour 0 # v € A + 1. Il suffit donc de prouver que les
fleches U, —— U,41 , t.e. ¢

(68) Colim,e,Locy(Ay) —— Locy (Ay)

sont dans Cell(V (&) U(W NCof)). Lorsque v = p+1, la fleche (68) est simplement

Loc,y(A,) — Locy(A,) qui est une cofibration triviale, par la proposition 4.2.72,
puisque A, — A, est une cofibration &/-triviale. Lorsque v est un ordinal limite,
cette fleche s’écrit :

(69) Colimye,Locy (Ay) —— Locgy (Colimue, Ay)

L’argument utilisé au début de la preuve pour traiter le cas de la fleche (1) du dia-
gramme (67) montre que (69) est dans Cell(Voo (&) U (W N Cof,)).
Il nous reste & montrer la stabilité par co-changement de base. Considérons un
carré cocartésien :
A—X

al l f
B—— X]II4B
avec a € Cof N W . On forme alors le carré suivant :

X ——— X[, Locw (A)

| |

XI1,B——X]I4Locy(B)

Les fleches horizontales sont des push-out des fleches A —— Locgy(A4) et
B —— Locy(B) . Elles sont donc dans Cell(V (&) U (W N Cof,)). D'autre
part, X ][] Locy(A) —— X ][] Locy(B) est un push-out de la cofibration
triviale Locg (A) — Locy (B) - O

On obtient la caractérisation suivante de la classe des &/-équivalences faibles :

Proposition 4.2.74. — Sous les hypothéses du théoréme 4.2.71, la classe Wy est la
plus petite classe € telle que :

- & contient W et &,

- € vérifie la propriété 2 sur 3,

- € NCof est stable par push-out et composition transfinie.
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Démonstration. — Nous avons vu que W, vérifie les propriétés mentionnées.
On montre réciproquement que si la classe 4 vérifie les propriétés ci-dessus, elle
contient W .

Remarquons d’abord que si f: X ——Y € @ N Cof alors V(f) € €. En effet,
fUf: X[[X ——=Y]]Y est dans & puisque c’est la composée de deux push-out
de f. Il vient alors que :

CyL(X) — Oyl [ x g 3y (Y 1Y)

est également dans %. Etant donné que Cyl(X) —— Cyl(Y) est aussi dans ¥,
par la propriété 2 sur 3 nous déduisons que V(f) € €. Ceci montre que € contient
Cell(V (&) U (W N Cof)).
Pour montrer I'inclusion W C %, on forme pour une &/-équivalence faible f le
carré commutatif :
A—— Locy(A)

fl lLo(f,d(f)

B —— Locy(B)
L’appartenance f € € découle alors de la propriété de 2 sur 3 de ¥, le fait que les

fleches horizontales sont dans Cell(V (&) U (W N Cof)) et que Locy(f) est une
équivalence faible (voir la proposition 4.2.72). O

L’étape suivante consiste a montrer :

Proposition 4.2.75. — Un morphisme dans RLP(Cofg N W) est une & -fibration,
i.e., appartient a Fiby (voir la définition 4.2.64).

Démonstration. ~- Soit f: X —— Y une fleche dans RLP(Cofg N'W ). On veut
montrer que f admet aussi la propriété de relevement a droite par rapport a toutes
les cofibrations &/-triviales u : A —— B . Comme u est un rétract de c(u), il suffit
de vérifier la propriété de relevement & droite par rapport a c(u). On se donne donc
un carré commutatif :

A—X

W
<I>Cfu(u) —Y

On considére ’ensemble & formé des classes d’isomorphismes de couples (v,a) avec
v: A—— T une sous-cofibration r-normale de c(u) (voir la définition 4.2.51) qui
est de plus &/-triviale et a un relévement partiel :

A 3 X

vl/’ f

T=—— &5, (u) —Y
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Cet ensemble est non vide puisqu’il contient (id4, A — X). Il est naturellement or-
donné de la maniére suivante : (v,a) < (v',a’) si la sous-fleche v : A —— T est
majorée par v/ : A—— T’ et sila restriction de @’ : T' —— X & T est égale &
a. Par la proposition 4.2.54 et le corollaire 4.2.73, on voit que toutes les chaines de
I’ensemble & sont majorées par leur colimite. Ainsi, par le lemme de Zorn, il existe
des éléments maximaux dans &.

Dans la suite, on fixe un élément de & :

(v: A—T,a: T—X)

ue l’on supposera maximal et on montrera que T —— &, (u) est inversible. Consi-
cfo

dérons le diagramme de catégories directes :

(70)
SpSub y(Loc (v)[r") SpSub ;(Loc. (u)|r)

in cl li nc

Sub,s(Locu (1)) —L— Suby(v) «L— SpSubt* (ulr) —Z— Sub(Loc. (1))

Les notations sont expliquées ci-dessous :

1. 7 : Locy(B) — &, s(Locy(u)) et " : Locy(T) — ®c,s(Locy(v))
sont des relévements comme dans le cas respectif de la définition 4.2.51. Ces
relevements existent puisque Locg (u) et Locg (v) sont des cofibrations triviales
par la proposition 4.2.72.

2. Les foncteurs inc sont les inclusions évidentes.

3. Le foncteur E associe & une sous-fleche vg de v. la sous-fleche Locy (vg) de
Locg (v).

4. Le foncteur F associe a une sous-fléche ug : 49 —— By de u, la sous-fleche
vg: Ag—— Ty =T X, (u) D5, (ug) de v.

5. Le foncteur G associe & une sous-fleche ug de wu, la sous-fleche Locy(ug) de
Locg (u).

Toutes le catégories du diagramme (70) sont S-filtrantes et admettent les colimites
suivant les catégories a-filtrantes de cardinal plus petit ou égal & «. De plus, les fonc-
teurs inc, E, F et G commutent a ces colimites. Ces foncteurs sont également cofinaux.
Le lemme 4.2.4 affirme donc que la limite £ de (70) est cofinale dans SpSubé”(ulr).

Par construction, L est formée des sous-cofibrations r-spéciales ug : 49 —— By
de u qui sont orthogonales a v et telles que :

Locg (ug) est une sous-fleche r'-spéciale de Locgy (u). En particulier, c’est une
équivalence faible,

— Locg(vo) est une sous-fleches r”’-spéciale de Locy (v). En particulier, c’est une
équivalence faible.

Ainsi, par la proposition 4.2.72, les cofibrations ug et vg sont &/-triviales.
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Comme ug est orthogonale & v, on peut former par la proposition 4.2.55 la sous-
cofibration r-normale v/ : A ——T' =T HTO ®. s, (up). Comme ug et vy sont des
&/ -équivalences faibles, on déduit que v’ est encore &/-triviale.

Notons ag la restriction de a & Ty. Comme ®.f,(up) est J-accessible, et que f €
RLP(Cofz N W), on peut trouver un reléevement dans le carré :

ag
Ty——X

.5, (uwg) —Y

Ainsi, en posant ' = aUl: T[]y ®c5,(uo) — X , on obtient un élément (v',a’)

de & qui majore (v,a). Par maximalité de (v,a), le sous-objet @y, (ug) de Py, (u)
est majoré par T. Ainsi. le foncteur L —— Sub(c(u)) qui & ug associe c(ug) :
Ag —— P4, (up) se factorise par Sub(v). Comme L est cofinal dans SpSubj"(uh")
qui est cofinal dans Subg(u) et que le foncteur ®.5, est a-accessible, on voit que
v > Colimg (¢(—) : L — Sub(c¢(u))) = ¢(u). Ceci prouve que T ~ D, (u). d

On peut maintenant achever la preuve du théoréme 4.2.71. Les axiomes (MC1),
(MC2), (MC3) sont triviaux. La deuxitme partie de 'axiome (MC5) est triviale
elle aussi. La premiere partie. découle de la proposition précédente et de I'argument
du petit objet appliqué & un ensemble essentiellement équivalent a Cofg N W .

Par construction, la premiére partic de 'axiome (MC4) est claire. La seconde
partie du mméme axiome, découle alors par I'astuce de Joyal (voir [Hir03] ou [Hov99)).

Enfin, pour voir que (MM, W, Cof,Fib,/) est la localisation de Bousfield de 90,
on se donne une adjonction de Quillen (F,G) : M —— N telle que la classe LF (o)
est formée d'isomorphisies. On va montrer que le couple de foncteurs adjoints (F, G)
forment un adjonction de Quillen relativement a la structure .&/-localisée de 9. 11
suffit de montrer que F' préserve les cofibrations «/-triviales puisque F' préserve déja
les cofibrations. Soit donc u : A —— B une cofibrations &/-triviale. On forme le
carré commutatif :

A—— Loc(A)

“l lLoc,(,/ (u)

B —— Locy(B)

Comme Locg(u) est une cofibration triviale, son image par F' est une équivalence
faible. 11 suffira donc de montrer que F(Cell(Vx(2) U (W N Cof))) C Cof N W.
Comme F' commute aux colimites et que Cof N'W est stable par push-out et compo-
sitions transfinies, il nous reste & montrer que F(V . (&7)) C Cof N W. Ceci découle
du fait que la classe F'(V(£)) est équivalente dans Ho(M) & V. (F(&)) et que la
construction a ~» V(a) préserve les cofibrations triviales.
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4.2.5. Quelques compléments. — Dans cette deniere sous-section, on se donne
une catégorie de modeles monoidale (9, ®) au sens de la définition 4.1.57. On suppose
que M est propre a gauche et présentable par cofibrations. On cherche un critere
pour que la localisation de Bousfield suivant la classe essentiellement petite &/ C
FI(Ho(9)) soit encore une catégorie de modeles monoidale. Dans cette direction,
nous avons obtenu le critere peu satisfaisant :

Proposition 4.2.76. --- La catégorie de modéles (I, W o7, Cof,Fib,,) est une catégo-
rie de modéles monoidale lorsque les conditions suivantes sont satisfaites :
(i) pour A € Ob(M) cofibrant et f € &, les fleches A® f et f® A sont des
& -équivalences faibles,
(ii) la catégorie de modéles (M, W 4, Cof,Fib. ) est stable.

On rappelle le lectreur que &7 est un ensemble de cofibrations entre objets cofibrants
de 9 qui reléve & équivalences faibles prés la classe @, La condition (i) du critére
ci-dessus est nécessaire. C'est la condition (ii) qui rend ce critére peu applicable.

Lemme 4.2.77. — On suppose vérifiée la condition (i) de la proposition 4.2.76. Pour
A € Ob(9M) cofibrant, les foncteurs (A ® —) et (—® A) : M —— M sont des
foncteurs de Quillen o gauche relativement a la structure &7 -localisée.

Démonstration. -- Le founcteur A @ — : M —— M est un foncteur de Quillen a
gauche. Etant donné que (A ® —) envoic & sur des @/-équivalences faibles, on voit
que A @ — est encore un foncteur de Quillen & gauche relativement a la structure
&/ -localisée. O

Corollaire 4.2.78. --- La condition (i) de la proposition 4.2.76 est équivalente a :
(i) pour toute cofibration o -triviale f et tout objet cofibrant A € M. les fleches
AR f et f® A sont des cofibrations & -triviales.

Dans la suite, nous supposons que les conditions (i) et (ii) de la proposi-
tion 4.2.76 sont satisfaites. Soit ¢« : A—— B une cofibration de 9. On
note %, la classe des cofibrations «/-triviales u : U——V telles que alu
ARQV ][ jquB®U ——B®V est une &-équivalence faible (et donc une cofi-

bration &«7-triviale). Notre but et donc de prouver que l'inclusion ¢, C Cof N Wy
est une égalité. Notons le lemme simple suivant :

Lemme 4.2.79. —- La classe 6, est stable par rétract, composition transfinie et push-

out.

Démonstration. En effet, si v’ est un push-out de u alors alJu’ est un push-out de

alu. La stabilité par composition transfinie découle immeédiatement du leinme 4.2.69.
0O
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Le lemme suivant est le seul endroit oui l'on a besoin de I’hypothése que
(9, W, Cof, Fib,) est stable :

Lemme 4.2.80. — Supposons donnée une suite composable de cofibrations -

triviales : U—2>V —2 W . Si v et v ou sont dans 6., il en est de méme
de u.

Démonstration. — La fleche a0(v o u) se factorise de la maniére suivante :

AQW [ BOU —— AW,y Bo V2 Bow

Il vient que la fleche r est une «/-équivalence faible.
Remarquons alors que 7 est le push-out de allu suivant la fleche AQ V [] Aou B®
U— A®@ W]][ygu B ®U. Ceci montre que la cofibration * —— Cof(allu) est

une &-équivalence faible. Comme Hog (9M) est triangulée, on déduit que aldu est
inversible dans Ho (9). a

Soit u : U —— V une cofibration &/-triviale. Par la proposition 4.2.66, on dispose
d’un carré commutatif :

U —— Locy (U)

“l lLOCm(U)

V —— Loc, (V)

ol les fleches horizontales sont dans Cell(V (&) U (Cof N'W)) et la fleche Locg (u)
dans Cof "W. Ainsi, par le lemme 4.2.80, pour montrer que u € %,, il suffit de montrer
que Voo (&) C €, Remarquons alors que les fleches de Vo (27) sont des cofibrations
&/ -triviales de source un objet cofibrant. Il suffit donc de prouver le lemme :

Lemme 4.2.81. — Soit u : U ——V wune cofibration & -triviale avec U cofibrant.
Alors pour toute cofibration a : A —— B, la cofibration aOu : A ® V]_[A®U B®
U — BQYV est o -triviale.

Démonstration. — On fixe un carré commutatif :

a2, p

L,

A—2-B
4 fleches verticales des équivalences faibles et tel que a’ est une cofibration entre objets

cofibrants. On notera C = AJ],, B’ et c la cofibration A —— C . Comme 9N est
propre 3 gauche, la fleche évidente C —— B est une équivalence faible.
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Remarquons d’abord que a’Ou est une cofibration &7-triviale. En effet, les fleches
verticales du carré :

AU — B U

|

AQQV— B QU

sont des &/-équivalences faibles puisque A’ et B’ sont cofibrants. Il vient que cu
est aussi une &7-équivalence faible. Pour conclure, nous allons montrer que les fleches
verticales du carré commutatif :

ARV [y COU Sy

(71)

ARV Ly BeU S BeV

sont des équivalences faibles. Pour voir que la flecche C® V ——> B® V est une
équivalence faible, il suffit de remarquer que — ® V' induit un foncteur de Quillen &
gauche : A\M —— AQ V\M et que C —— B est une équivalence faible entre
les deux objets cofibrants A — C et A — B de A\M.

Le méme raisonnement montre que CQU —— BQ®U est une équivalence
faible. Pour conclure, on considére la fleche verticale de gauche du carré (71)
comme étant l'image par le foncteur de Quillen & gauche A ® V][ ey —

AQU\IM —— AR V\M de 'équivalence faible C QU ——> B U entre les
objets cofibrants AQU - C QU et AQU — BQU de AQU\M. |

Notons enfin le critére suivant de stabilité de la structure &/-localisée :

Proposition 4.2.82. — Soient M une catégorie de modéles présentable par cofibrations
et &/ une classe essentiellement petite de fleches dans Ho(9M). On suppose que M est
stable. Pour que la structure & -localisée de M soit encore stable, il faut et il suffit
que l'une des deux conditions équivalentes soient satisfaites :
(i) le foncteur Q' : Ho(9M) —— Ho(M) envoie les fleches de Voo (&) sur des
& -équivalences faibles,
(ii) le foncteur ' préserve les objets & -locauz de Ho(9M).

Démonstration. — Le fait que les conditions (i) et (ii) sont équivalentes est un simple
exercice d’adjonction (vue que X! et ! sont des équivalences inverses I'une de I'autre).
La condition (i) est nécessaire. En effet, si (9, W, Cof, Fib ) est stable, le foncteur
évident L : Ho(9M) —— Ho (M) est triangulé. Ainsi, si f € Voo(2), la fleche
L(f) est inversible et donc aussi Q! (L(f)) ~ L(Q(f)).
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La condition (ii) est suffisante. En effet. clle montre que 2! préserve les &/-
équivalences faibles dans Ho(9). Ceci est également le cas pour X!. L’équivalence
(1, Q') passe alors & la localisation Ho(90) ~ Ho(9M)[W '] et induit donc une
équivalence (3. Q') sur Hoy (OM). O

4.3. Catégories de modéles III : les spectres symétriques

On présente ici la technique de stabilisation des catégories de modéles par rapport
4 un endo-foncteur. On suit les grandes lignes de 1'article de Hovey [HovO01].

Dans cette section, ® = (®,,),,en désignera un monoide gradué et unitaire dans la
catégorie des groupes. C'est donc la donnée pour tout entier naturel n d'un groupe
®,, et pour tout couple (m,n) € N x N d'un morphisme de groupes :

(72) Omn 't P x By —— Dy,
telle que les deux conditions suivantes sont satisfaites :
(i) Pour tout triplet (m.n.r) € N3, le carré suivant :

C)Hl n

<I)m X (I)n X (I)r ? (I)m-#-n X <Dl'

O"lrJv J'Om+u.r

q>m X <I)n-f—r > <DIH+H+!'
Om.n+r

est commutatif.

(ii) Pour tout n € N. les deux composées :

¢(),rl
®,~{1} x P, — Py x &, — P,

et
d)u‘.O

®,~d, x {1} — &, x g —— 9,
sont l'identité (avec 1 1'élément necutre de ®y).

On est particulierement intéressé par les deux exemples suivants :
Exemple 4.3.1

1- Le monoide trivial {1} donné en chaque degré par le groupe a un élément {1}.

2- Le monoide des groupes symétriques ¥ = (L, )neny ot L, cst le groupe des
permutations de l'ensemble {i € N, 1 < i < n} (qui est donc vide pour n = 0). Le
morphisme de groupes ¢, : Xy X X, — Ty associe & un couple de permu-
tations (f.g) la permutation f e g définie par :

Fogli) f@) si 1<i<m,
®(glt) = . . .
g g(t —m)+m si m+1<i<m-+n.

pouri € {1,...,m+n}.
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Remarque 4.3.2. — Pour (a,g) € &y x &,,,,on a:

¢0,m((("s 1)(1- (J)) = ¢0,m(av 1)¢0.m(1a g) = ¢0,m(a-, 1)9

po.m(a,g) =
d)O,m((lv g)(a: 1)) = ¢0,m(1a g)¢0,m(a, 1) = g-d)O.m(as 1)

Ceci montre que le morphisme ¢g,,(—,1) : &g — ®,,, est central (en particulier,
®g est abélien et ¢g o et 'application produit). Il en est de méme de ¢y, o(1, —). Notons
toutefois que les deux morphismes de groupes ¢g ,n(—, 1) et dm.0(1. —) sont en général
différents lorsque m > 1.

4.3.1. Les (F,®)-spectres dans une catégorie abstraite. — Soit C une caté-
gorie. On commence par une série de définitions :

Définition 4.3.3

1- Pour un groupe G, on note Rep(G, C) la catégorie des G-représentations dans €
i.e., des foncteurs o{G} —— € o1 ¢{G} est la catégorie d un objet ® et end(e) = G.

2- On note Suite(®, C) la catégorie [ [,y Rep(®n, C). Les objets de cette catégorie
sont appelés les suites ®-symétriques de C. Ce sont les familles d’objets (Xn)nen de
C munies d’actions ®,, —— Aut(X,,) pourn € N.

Définition 4.3.4. -~ Soit C une catégorie. Un endofoncteur ®-symétrique de C est un
foncteur F : € —— C muni pour tout n. € N d’une action ap : ®,, —— Aut(F°") ,
telle que les carrés suivants :

m n
P, xP, —rAut | Fo---oF | xAut | Fo---oF
(bl'l.” l

P,y — Aut (FO---OFOFO--~0F)
[

m

sont commutatifs pour (m.n) € N x N.

Remarque 4.3.5. - - A un endofoncteur F: € —— € on peut associer un monoide
gradué et unitaire dans la catégorie des groupes (non nécessairement petits) en posant
@, (F) = Aut(F°") avec n € N. Il est alors clair qu'un endofoncteur ®-symétrique
est simplement un endofoncteur F' muni d un morphisme de monoides gradués ap :
("I>n)neN E— ((I)n(F))neN .
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Définition 4.3.6. -— Soit F' un endofoncteur ®-symétrique de C.

1- Un F-spectre ®-symétrique X (ou simplement un (F,®)-spectre) est
une suite ®-symétriqgue (Xp,)nen de C munie de morphismes d’assemblage 7,
F(X,) —— X,11 tels que pour tout (m,n) € N? la composée de :

o Fom=l(yy,) om—1 Ym—1+n
Fo(X,) —— F" X, — ... — F(Xp—14n) — > Xpnun

est @, x ®,-équivariante relativement a :
- L’action sur F°™(X,) induite par l'action de ®,, sur F°™ et l'action de ®,, sur
an
- L’action sur X+ obtenue par restriction de l’action de 4y suivant le mor-
phisme ¢mn-
2- Un morphisme de (F.®)-spectres de X = (Xp)nen vers Y = (Yn)nen est un
morphisme de suites ®-symétriques (Xp)nen —— (Yo )nen tel que les carrés :

Fxn — xn+1

|

FYn — Yn,+l

sont commutatifs pour tout n € N. On note Spects (@) la catégorie des F-spectres
®-symétriques.

3- Pour n € N, on note Ev,, : Spectf‘(e) — Rep(®n,C) le foncteur qui
¢ un (F,®)-spectre X associe la ®,-représentation sur X,. On notera Ev,

Spect?(C) —— © le foncteur qui & X associe ’objet X,, de €.

Remarque 4.3.7. — Pour m = 0, la condition de la premiere partie de la défini-
tion 4.3.6 est non vide. Elle affirme en effet que l'identité de X, est ®g x ®,-
équivariante pour deux actions différentes. Ceci est le cas si et seulement si ’action
de ®¢ sur X,,, déduite par restriction suivant le morphisme ¢g ,(—, 1), coincide avec
celle obtenue par le biais de 'action de ®¢ sur le foncteur identité. On appellera
Repg, (Pr. C) la catégorie de tels représentations. C’est donc la sous-catégorie pleine
de Rep(®,,, C) formée des ®,-représentations X telles que le carré :

B9 —L 4 Aut(ide)

Po.n (-, 1)‘[ l

&, — Aut(X)

est commutatif.

Exemple 4.3.8. — Supposons que la catégorie € admet un objet initial @. Notons Fiy
le foncteur qui & tout A € Ob(€) associe @. Se donner une structure d’endofoncteur
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®-symétrique sur Fp équivaut & se donner une action a : ®; —— Aut(ide) sur le
foncteur identité de €. On vérifie alors immédiatement que la catégorie Spect}gz (©)
est identique a ], .y Repg,(®x,C).

Supposons que la catégorie € admet les colimites pertinentes. Soit o : H —— G
un morphisme de groupes. On dispose d'un foncteur évident a. : Rep(G,€) —
Rep(H, ) qui & une G-représentation dans € associe la H-représentation obtenue par
restriction suivant a. Ce foncteur, que I’on notera Oubg, admet un adjoint a gauche o*
connu sous le nom du foncteur représentation induite. Pour une H-représentation X de
@ nous noterons Ind$ (X) la G-représentation o* X. On vérifie facilement que lorsque
a est injectif, I'objet de € sous-jacent & Ind$ (X) est isomorphe (non canoniquement)
au coproduit de G/H-copies de X.

Lemme 4.3.9. -— Soit F' un endofoncteur ®-symétrigue de C qui commute aux
colimites pertinentes. Pour p € N, le foncteur Ev, admet un adjoint a gauche
Sus?. 5 : Rep(®,, @) — Specty(C) . Pour X € Ob(Rep(®,,C)) le (F, ®)-spectre
Sush. 5 (X) est tel que :
(i) La ®,-représentation Sush ,(X), est donnée par Indg::_pxq,p(F""_p(X ))
lorsque n > p. Elle est égale a @ sinon,
(1) Pour n > p, le morphisme d’assemblage F[Sush, 4(X)n] — Sush 4(X)nt1

est la composée :

F (Indggg_"xq,p(F°"—P(X))) ~ (Indﬁizgzwxq,y(F°1+""”(X)))

(73)
— (g} s, (FH0(X)))
Démonstration. — La composée de m morphismes de type (73) est égale a :
3 b, on—} 1} x®,, ; -
For (g, (F"7(X))) = (Ind{3} 357 o, (FO™"77(X)))
(74) .
— (magrr |, (Fm7(X)))
Modulo I'isomorphisme canonique
1 X‘[v‘,, - <I>m <I>n -
Ind}lixq,”_pxq,p (Fom+n=P(X)) > Indgn g o (FT™"P(X))
la fleche (74) correspond & la transformation naturelle évidente Indgiz :g::_,,x ®, —
Indg:::i:_px%. Ceci prouve que (74) est @,,, X ®,-équivariante. Les données (i) et (ii)

de I'énoncé définissent donc un (F, ®)-spectre.
Pour un (F, ®)-spectre Y = (Y, )nen, on construit un isomorphisme naturel :

honigep(e,.¢)(X, Yp) = homgpeces () (Sush 4 (X), Y)
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de la maniére suivante. A un morphisme de (F,®)-spectres f : Sush, 4(X) —Y
on associe la composée : '

o

X —— Indg! 4 (X) = Sush o (X), —— Y,
Réciproquement, soit un morphisme de ®,-représentations u : X ——Y, . Pour
n > p, la composée :
For—P(X) —— F"PY,——Y,
est ®,_p, x ®p-équivariante. On en déduit par adjonction une fleche :
Un t Sush 4(X)n =Indg: o F"7P(X) — Yo
La famille des u,, définit bien un morphisme de (F. ®)-spectres. O

Définition 4.3.10. — On garde les hypothéses du lemme 4.3.9. On pose Sus’,’,’cI> =
Sus o oInd(f”. Comme Ev,, = Oub?"’ oEv, on a donc une adjonction (Susf, 4, Ev,).

Pour X € Ob(M), le (F. ®)-spectre Susk, 4, (X) est appelé le p-iéme (F, ®)-spectre de
suspension sur X . Au niveau n > p, ce (F, @)—spectre est donné par Indg:_p Fon—pX,
ot Uinduction est prise suivant le morphisme de groupes ¢n—pp(—,1).

Soit ®' un deuxi¢me monoide gradué unitaire et F’ un endofoncteur ®’-symétrique.
Supposons donnés un morphisme de monoides gradués & —— &’ ainsi qu’'une trans-
formation naturelle ®-équivariante F —— F' (i.e. pour tout n € N, la transforma-

tion naturelle F°? —— F/°" est ®,-équivariante). On dispose alors d'un foncteur
d’oubli :

(75) Oubgfl : Spect}l’;’,(e) — Spect®(C)

Proposition 4.3.11. -— Supposons que C admet les colimites pertinentes et que F et F’
y commutent. Alors, le foncteur Oub?f admet un adjoint & gauche :

(76) (F',®') @Fs —: Spect®(€) — Spect®, (€)

Démonstration. — Soit X = (X )nen un (F. ®)-spectre. On définit une suite ®'-
symétrique (X! )nen par :

(77)

' _ @), 10i 10 j @, 0l
X/, —Coeq< [ e, e FOFXe == [ Indyie, F'Xm
i+j+k=n l+m=n
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La premiére fleche étant celle induite par la transformation naturelle F —— F’ et
la seconde est celle induite par les morphismes d’assemblage du (F, @)-spectre X. Le

diagramme :
. . " ]
Frer (11 Indq,,x o, xa, FOFIX | — I Indq,;';"q, xan, FOVFT X
i+j+k=n i'+j Rk =n+h
roh rol @, 4 rol’
F H Ind(l)l X P F Xm E— H Illdq)ll xd F Xm.’
l+m=n U'+m’=n+h 4 "

est un morphisme de doubles fleches qui est de plus @} x ®/,-équivariant. En passant
au coégalisateurs et en utilisant la commutation de F' aux colimites, on obtient une
structure de (F’, ®')-spectre X’ sur la suite (X)) en.

Montrons que le foncteur qui & X associe X’ est adjoint & gauche du foncteur oubli.
Soit Y’ un (F’, ®')-spectre. Un morphisme de (F’, ®')-spectres X’ —— Y’ est une
famille de morphismes fi,, : F’°'X,, —— Y/, qui sont ®] x ®,,-équivariants et tels
que :

(i) Pour i+ j + k = n le carré suivant :

FIOiFOjX[,- N F’°i+jxk

|

101 !
FozXJ-H»‘ _—)Yn
fij+n

est commutatif,
(ii) Pour I +m = n le carré suivant :

F F/olxm (/, n )Flyl

|

F/ol+lxm )Yn 1
fl+] m

est commutatif.
La condition (ii) équivaut & dire que fi, est égale & la composée :

F/olxm ‘fO m F/olY/ BYI

m

De plus, la fleche fo,n @ X,, ——Y’! est ®,,-équivariante si et seulement si elle

m

est @) x ®p-équivariante (puisque ®f opere via laction &) —— Aut(ide) ). En
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présence de (ii), la condition (i) fournit un diagramme commutatif :

Fx, Lo F(fo, L)FY,

NN

F'X) — F’ Y

ol

s Y!
Yk+1

Xk+1
fort1

Ceci montre que les fo,m : X,, —— Y définissent un morphisme de (F,®)-
spectres.

Réciproquement, étant donné un morphisme (f,) : X —— Y’ de (F, ®)-spectres,
on prend pour f;,,, la composée :
fm

FlolYI 3 YI

FlolX o

Il est immédiat de vérifier les conditions (i) et (ii) pour cette famille de morphismes.
En d’autres termes se donner un morphisme de (F’,®’)- spectres X’ —Y’
équivaut & se donner un morphisme de (F. ®)-spectres X —— Oub (Y' ). 0O

Remarque 4.3.12. — Pour p € N, on dispose d'un carré et d’un triangle commutatifs :
FvI(I)I u})pl QI
SpectF,(C) —) Spect?(C) Spectp, C) LN Spect?(C)

S
Oub ;

Rep(®/, C) ., Rep(®,, C)
En passant aux adjoints & gauche, on obtient deux isomorphismes de foncteurs :
¢I
(F', @) ®F.o (Sush 4(—)) = .SLSII)-".Q’(Indd);:(_))
et
(F',®") @F.a (Sush (—)) = Sushy 4 (~)
On a également des opérations de décalage sur les (F, ®)-spectres :

Définition 4.3.13

1- On note s_ : Suite(®,C) — Suite(P.C) le foncteur qui a une suite -
symétriqgue X = (Xn)nen associe la suite ®-symétrique s_(X) définie par (s—(X))n =
Xny1 muni de laction de ®,, obtenue par restriction suivant le morphisme ¢p 1(—,1) :

b, — Dy -

ASTERISQUE 315



4.3. CATEGORIES DE MODELES III : LES SPECTRES SYMETRIQUES 231

2- Supposons que C admet les colimites pertinentes. Le foncteur s— admet un ad-
joint a gauche s. Ce dernier, associe d la suite ®-symétrique X la suite ®-symétrique
s4+(X) définie par :

%] si n=0,
(3+(X))" - { Indg:_lxlxn—l st n>1.

3- Supposons que le foncteur F' commute auzx colimites pertinentes. Les foncteurs
sy et s_ s’étendent naturellement en un couple de foncteurs adjoints sur les (F,®)-
spectres :

(54,5-) : Specth(€) —— Specth(C)

tel que les carrés suivants :

s— s
Spect®(€) —— Spect}(C) Spect®(C) 5 Spect}(C)
Hn Evnl J(Hn EVH Hn EV"J{ J{H"l EVn

s— s
Suite(®, €) —— Suite(®, €) Suite(®, €) —— Suite(®. C)

sont commutatifs.

Soit un (F, ®)-spectre X. Le morphisme d’assemblage F(s—(X))n] — (5= (X))n+1
est FX,; 1 — Xpn42 . Pour n > 1, le morphisme d’assemblage F[(s4(X))n] —
(s+(X))n+1 est la composée :

P (tnag; Xoon) = (s FXonr) — (nd{i307 Xn) — (1nd3. o)

{1}x®
Remarque 4.3.14. — Du carré et triangle commutatifs :
S—
Spect®(€) —————— Spect?(€) Spect®(C) ——————) Spect?(C)

&nl l&n 1
Ollbq," x1 EV,, EV,, 1

Rep(®,,,6) ——— > Rep(®,-1,C)

on déduit, par passage aux adjoints a gauche, deux isomorphismes de foncteurs

Suqu,(Ind (=)= s4Sush o (—) et Sush o(—) = s4Sush g (—).

Dans le méme esprit, on a également :

Remarque 4.3.15. — Reprenons les notations et hypotheses de la proposition 4.3.11.
Les deux carrés suivants :
&’ S— (I)/ &' S+ P’
Spectz (€) —— Spect ./ (C) Specty. (€) —— Spectz, (C)
Oub?jfll Jollbﬁ_’f’ Oub?_/f’l lOub,’i:f’
o - o ® S+ ®
Specty(€) — Spect(C) Specty (C) —— Spectz(€)
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commutent. Du premier carré ci-dessus, on obtient en passant aux adjoints & gauche
un isomorphisme de foncteurs (F', ®') @ ¢ s4(—) ~ s+ ((F', ?') ®F.0 —).

On aura besoin d’une dernicre construction :

Définition 4.3.16. — Soient C et €' deuz catégories munies chacune d’un enfoncteur
®-symétrique F et F'.

1- Soient K : € —— €' un foncteur et 7: F' o K —— K o F une transforma-
tion naturelle. On dit que T est ®-symétrique lorsque la composée :

FroroK —L sy pron-loKoF —  —T 4 Ko Fon

est ®,,-équivariante.

2- Si T est symétrique, le prolongement de K (suivant 7) est le foncteur K, :
Specth(C) —— Specth(€') qui d un (F.®)-spectre X associe le (F', ®)-spectre
K. (X) avec (K.(X)), = K(X,,) et pour morphisme d'assemblage, la composée :

F'(K (X)) — K(F(Xn)) — K(Xp41)

Il est clair que l'association (K,7) ~» K, est compatible & la composition des
foncteurs et est fonctorielle en les transformations naturelles qui commutent a 7.

Lemme 4.3.17. - On garde les notations de la définition 4.3.16. Supposons que T est
®-symétrique et que K admet un adjoint d droite L. Si T est inversible, la composée :

-1
v = %71 . FoL——LoKoFoLl —LoFoKoL——>LoF'

est encore ®-symétrique. De plus. le foncteur L. est naturellement l’adjoint a droite
de K.

Démonstration. — Le fait que 7' est ®-symétrique découle immédiatement de la
proposition 1.1.12. Pour montrer que L,/ est 'adjoint a droite de K, remarquons
que les foncteurs L, o K, et K, o L./ sont les prolongements de Lo K et K o L
suivant les transformations ®-symétriques 7/ o7 et 7 o0 7. Etant donné que les 2-
morphismes d’unité et de counité 1 —— Lo K et K o L —— 1 sont compatibles
avec ces transformations, on déduit des transformations naturelles 1 —— L., o K,
et K;o L, —— 1. Ces transformations naturelles définissent une adjonction entre
K. et L. O

ASTERISQUE 315



4.3. CATEGORIES DE MODELES III : LES SPECTRES SYMETRIQUES 233

Remarque 4.3.18. - Gardons les hypothéses du lemme 4.3.17. Pour p € N, les carrés
suivants :
Spect®, (€' i) Spect (@) Spect®, (€) -i> Specth (@)
&pl l&p EVpJ J(Evp
Rep(®,.¢') —2 Rep(®,, €) e—2=L Lo e

commutent. En passant aux adjoints a gauche, on obtient deux isomorphismes cano-
niques : K, o Sush, 4 > Sush, 4 0 K et K, o Sush 4 ~ Sush, 40 K.

On termine les généralités sur les spectres abstraits par la proposition suivante :

Proposition 4.3.19. - - Soit o un cardinal majorant le cardinal du monoide ®. On sup-
pose que C est a-présentable au sens de la définition 4.2.16 et que le foncteur F' admet
un adjoint & droite G qui est c-accessible. Alors, la catégorie Spect?%((?) est également
a-présentable.

Démonstration. — La catégorie Spect;}}((‘f) est complete et cocomplete. De plus, les
limites et colimites commutent aux foncteurs d’évaluations Ev,, : Specth(C) —— C .
La premieére et deuxiéme condition de la définition 4.2.16 sont donc vérifiées.
Montrons qu'un (F, ®)-spectre X est (-accessible si ct seulement si tous les X,, sont
des objets 3-accessibles de C. Le foncteur hom(X, —) s’insére dans une suite exacte :

hom(X, —) —— [],,cy homRep (s, .¢) (Xn, Ev,, (=)

: HnGN IIOIIIG(FX,,“ Ev'n+1(—‘))
Les foncteurs F, Ev

Ev,, et Ev,, commutent aux colimites. D’autre part, une &®,-
représentation est a-accessible dés que 'objet de C sous-jacent l'est (voir la preuve
de la proposition 4.2.20). Il vient que X est a-accessible lorsque les X,, le sont.

Pour la réciproque, on remarque que le foncteur Ev,, admet un adjoint a droite qui
a une ®,-représentation A associe le (F, ®)-spectre d,,(A) défini par :
* si p>mn,

d,(A)), =

(dn(A)) { Fix(®,,—,.G°""PA) si p<n.
ou Fix(®,_p, G°"PA) désigne 'objet invariant relativement & I'action de ®,,_, via
la diagonale :

id x d)n—p.p(—71£
<I)n =~ {(gg) g€ q)n—-p} - (I)'n—p X q)n—p —_— n—p X o,
avec ®,,_,, opérant sur G°"*~? par g € ®,,_,, ~ *(ap(g~")). En effet, soient un (F, ®)-
spectre X et une fleche équivariante X,, —— A . La composée :

Xp , Gon—pFo'n—pXP 5 Gon—pxn — s @onPA
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se factorise par le sous-objet Fix(®,_,, G PA), étant donné que pour g € &, le
triangle :

1 n y GON—P o fon—p

n lag—l °g
Gon-r pon—p

commute. Les flecches X, —— (d,(A)), définissent un morphisme de (F, ®)-spectres
X —— dn(A) - L'application hompep(s, c)(Xn. A) — homgpecte ey (X, dn(4))
ainsi obtenue est l'inverse de 'application évidente.

Le foncteur d,, est a-accessible, puisque c’est le cas des foncteurs G et Fix(®,_p, —).
Si X est un (F, ®)-spectre 3-accessible, on montre que 'objet X,, est 3-accessible en
évaluant en une colimite $-filtrante d’objets de la forme d,(—).

Il reste a prouver la quatrieme propriété. Elle découle du fait que le foncteur

(78) Subg(X) — ] Suby(X.)

neN
est cofinal pour tout (F, ®)-spectre X. On peut obtenir la cofinalité de (78) en ap-
pliquant le lemme 4.2.4 au foncteur € : N°° —— Ord€ns qui & n € N associe
Subj(X,,) (ou les sous-objets sont considérés dans Rep(®,,C)) et & m < n associe
le foncteur X,;, Xgon-mx, G°"~™(—). Les détails sont laissés aux lecteurs. O

4.3.2. Les (F, ®)-spectres dans une catégorie de modéles. — Dans cette sous-
section, on sc donne une catégorie de modeles (M, W, Cof, Fib). On suppose alors
que F est un endofoncteur de Quillen a gauche de 9 qui est ®-symétrique au sens de
la définition 4.3.4. On note G 'adjoint a droite de F.

Définition 4.3.20. — Soit f : X —— Y une fléche de Spect’h(9M).

1- On dit que f est une équivalence faible (resp. cofibration, fibration) niveau par
niveau st pour tout n € N la fleche f, : X, ——Y,, est une équivalence faible
(resp. une cofibration, fibration) de la catégorie de modéles M. On note Wy, (resp.
Cof iy, Fibyy ) la classe des équivalences faibles (resp. cofibrations, fibrations) niveau
par niveau.

2- On dit que f est une cofibration projective (resp. une fibration injective) lors-
qu’elle posséde la propriété de relévement a gauche (resp. & droite) relativement auz
fibrations triviales (resp. cofibrations triviales) niveau par niveau. On note Cofpro;
(resp. Fib,,;) la classe des cofibrations projectives (resp. fibrations injectives).

On a la proposition suivante :

Proposition 4.3.21. - Supposons que la catégorie de modéles M est présentable par co-
fibrations (voir la définition 4.2.39) et que le foncteur G est accessible. Supposons éga-
lement que pour (m,n) € N2, les morphismes de groupes ¢m.n(—,1) : ®p — Pmyn
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sont injectifs. Alors, les deuz quadruplets :
(79) (Spect®(IM), W i, Cof projs Fibniy) et (Spectd (M), Wiy, Cofniy, Fibin;)
sont des catégories de modéles qui sont encore présentables par cofibrations.

Démonstration. — Soit o un cardinal majorant celui de ® tel que G est a-accessible
et M a-présentable par cofibrations. On sait par la proposition 4.3.19 que Spect?}(i)ﬁ)
est a-présentable en tant que catégorie abstraite.

Les axiomes (MC1), (MC2) et (MC3) sont vérifiés pour les deux quadru-
plets (79). Pour montrer les axiomes restants, on aura besoin de distinguer les deux
cas :

Le cas de (W pniy, Cof proj, Fibpiy). — Les classes Fiby,;, et Fiby, N Wy, coincident
respectivement avec :

RLP{Susf, 4(u0); p € Net up € Cof, N W}

et
RLP{Sus% ;(u); p € Net u € Cof,}

On peut donc appliquer 'argument du petit objet (voir la proposition 4.2.26) pour fac-
toriser une fleche f de Spect () en une fleche dans Cell{Susf. 5 (uo); p € Net up €
Cof, N W} suivie d'une fibration niveau par niveau. De méme, on peut factoriser f
en une fleche dans Cell{Susf, 4 (u); p € Net u € Cof,,} suivie d'une fibration triviale
niveau par niveau. Ainsi, pour montrer I'axiome (MCS5), il reste & voir que Susf. 4 (u)
(resp. Sus}, 4 (uo) ) est une cofibration projective (resp. une cofibration projective tri-
viale) lorsque u (resp. ug) est une cofibration (resp. une cofibration triviale) de 9. Le
premier cas est clair puisque 'on a défini les cofibrations projectives par la propriété
de reléevement & gauche par rapport aux fibrations triviales niveau par niveau.

Pour montrer le cas respectif, il suffit de vérifier que Sus?, 4, (uo) est une cofibration
triviale niveau par niveau lorsque ug est une cofibration triviale. En effet cette pro-
priété est stable par push-out ¢t composition transfinie. Au niveau n > p, la fleche
Sus? 5 (uo) est donnée par Indz::_"Fm”p(uo). Cette fleche est bien une cofibration
triviale puisque F°"~P est un foncteur de Quillen & gauche et que ¢p_p p(—,1) est
injectif.

L’axiome (MC4) (et plus précisément sa seconde moitié) s'obtient en appliquant
I'astuce de Joyal. Nous avons donc montré que le triplet (Whyi,, Cof proj, Fibyy) est
une structure de modeles sur Specth(9M).

Le foncteur F préserve les objets a-accessibles (voir la proposition 4.2.9 ). Il en est
donc de méme des foncteurs Sus}, 5. Il vient que les cofibrations projectives Susf, 5 (u)
et Sush, 5 (uo) sont de buts a-accessibles lorsque u et ug le sont. Ceci montre la troi-
siéme propriété de la définition 4.2.39.

La seconde propriété de la définition 4.2.39 découle du fait que les cofibrations
projectives sont des cofibrations niveau par niveau. En effet, une cofibration projective
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est un rétract d’une fleche dans Cell{Sus} 5(u); p € N et u € Cof,}. 1l suffit donc
de voir que les Sus’}‘q,(u) sont des cofibrations niveau par niveau. Au niveau n > p,
cette fleche est donnée par Indgx_pF °"=P(up). Il s’agit bien d’une cofibration triviale
puisque F°"7P est un foncteur de Quillen & gauche et que ¢p_p ,(—, 1) est injectif.

Le cas de (Wyiv, Cof iy, Fib,yj). — Il suffit de montrer P’égalité :

(80) Fib;,; = RLP((Cof ;)3 N Whiy)

pour un certain cardinal (B. En effet, ’argument du petit objet fournit pour
f € FI(Spect?(9M)) une factorisation en une fleche dans Cell((Cofniy)s N Wpiy)
(resp. Cell((Cofriy)g)) suivie par une fleche dans RLP((Cof,,i)s N Wiy ) (resp.
RLP((Cofpniv)g)). L’axiome (MCS5) sera satisfait si I'on sait que RLP((Cofiy)g3) C
Wiy N Fibjy;. L'inclusion RLP((Cof;,)3) C Fibj,; découle de (80). L’inclusion
RLP((Cofiv)3) C Whiy est vraie dés que /3 > a. En effet, on a vu dans la premiere
partie de la preuve que Cof ,,; C Cofy;y et que LLP((Cof proj)a) = Fibpiy "W, C
W,iv. On applique encore une fois 'astuce de Joyal pour obtenir I’axiome (MC4).

Dans la suite, on supposera que 3 majore le cardinal d'une petite catégorie équiva-
lente & M, et qu'il est de la forme 2¥ pour v > a (comme dans la proposition 4.2.41).
Pour montrer (80), on utilisera les techniques développées dans la sous-section 4.2.3.
Soit donc f: X —— Y une fleche dans RLP((Cof,i, )3 N W,,i,). On montrera que
f posséde la propriété de relevement a droite par rapport & toutes les cofibrations
triviales niveau par niveau.

Soit un carré commutatif dans Spect(91) :

A—X

|

B—Y

avec u une cofibration triviale niveau par niveau. Pour chaque n € N, on fixe un rele-
vement r, : B,, —— ®.,s(u,,) comme dans le cas respectif de la définition 4.2.45.

On considére ’ensemble & des classes d'isomorphismes de familles (vy,, apn)nen avec :
- v, : A,——T, une sous-flecche r,-normale de co(un,) (voir la défini-
tion 4.2.51),
- an : s(T,,) — X, un relevement partiel :

A, ——— X,

an .-
s('u,,)l - \[f“

8(Tp) —— B, —— Yo,

(ou 5(T7) est le sous-objet Tn Xs, ;(u,).r, Bn)
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et vérifiant les conditions suivantes :
(i) La famille ($(Ty))nen définit naturellement un sous-(F, ®)-spectre s((Tn)nen)
de B. En d’autres termes, I'action de ®,, sur B,, préserve s(T,) et la composée
F(s(T,)) —— FB,, —— B,,1 se factorise & travers s(Tp41),

(ii) La famille (an)nen définit un morphisme de (F, ®)-spectres s((T)nen) — B.
Cet ensemble est naturellement ordonné par la relation suivante : (vn,a@n)nen <
(vl ,al)nen si pour tout n € N, la sous-fleche v, est majorée par v), et si la res-
triction de a}, & s(T},) est égale & a,. De plus, toute chaine de & est majorée par sa
colimite (par la proposition 4.2.54). Par le lemme de Zorn, cet ensemble admet des
éléments maximaux. Dans la suite, nous fixons un élément maximal (v, an)nen dans
&. On montrera que T3, ~ @, f(u,). Ceci terminera la preuve de la proposition.

On considére le diagramme suivant dans Ord€ns (voir la définition 4.2.56) :

id
H"GN SpSub;‘"" (uann) ? HnEN Sllb,:j(u")

(81) QHR

HneN._qed>,, SUbd(un)

avec :
- P le foncteur qui & une famille de sous-fleches (u},)nen associe la famille
(un XG(un+1) G(“;z+1))neNa
- @ le foncteur qui & une famille (u,),en associc la famille (u), )nen,geo, s
- R le foncteur qui & une famille (u],)nen associe la famille (g o u},)neN,ged,.
Le lecteur vérifiera facilement que les hypothéses du lemme 4.2.4 sont satisfaites (il
faut bien entendu utiliser le lemme 4.2.57). Il vient que la limite £ du diagramme (81)

est cofinale dans [, cx SpSubé’"" (un|rn)- Un calcul immédiat montre que £ est for-

mée des familles (uj, : Al —— B/, )nen tels que :

1. u), est une sous-fleche r,-spéciale de u, qui est orthogonale a v,

2. Les sous-objets A/ et B! sont stables par I'action de ®,, sur A,, et B, respec-
tivement,

3. On a des isomorphismes A}, ~ A, Xg(a,,,) G(A},+1) et By, ~ B, xgB
G(B,,,).

u.+l)

Il vient en particulier, que les familles (A!,),en et (B),)nen définissent des sous-(F, ®)-
spectres A’ et B’ de A et B.

Considérons les sous-fleches vy, : A} —— T, avec Tj, = T Xa, ;(u,) Peof(un)-
Comme u}, est orthogonale & vy, la sous-fleche v}, de co(ul,) est normale. En parti-

culier, s(T)) —— B!, est une cofibration triviale. D’autre part, la famille s(T},)nen

forme un sous-(F, ®)-spectre de B’ que 'on notera s((7},)nen). On a évidemment
s((T3)nen) = s((Tn)nen) xB B'.
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Etant donné que s((T))nen) —— B’ est une cofibration triviale niveau par ni-
veau et de but (-accessible, on peut trouver un relévement dans le diagramme :

S((Trﬁ)ﬂGN) —_— S((Tn)nEN) —2"'# X

B’ > B —Y

Par la proposition 4.2.55, la famille (A, — T, [[ ®cof(ul,), @n U lp)nen fournit un
majorant de (vn,an)neN. Par maximalité, on voit alors que P, ¢(ul,) est un sous-
objet de T,,. Comme L est cofinal dans [],.ynSubg(u,) on déduit immédiatement
que T = @, ¢(u). a

Définition 4.3.22. — Gardons les hypothéses de la proposition 4.3.21. Le triplet
(Whiv, Cof proj, Fibri,) est appelé la structure de modéles projective instable
sur Spect}g(i)ﬂ). Le triplet (Wyiy, Cofpiy, Fibin;) est appelée la structure de
modéles injective instable sur Spectp(9M). On notera Hop(Specth(9M)) =
Specth (M) [W_1].

niv
A partir de maintenant, la catégorie de modeles M sera supposée présentable par
cofibrations et le foncteur G accessible. Sauf mention explicite du contraire, tous les
monoides ®, @', etc auront les morphismes ¢m (1, =), ¢;,.,(1,—), etc injectifs. On

se concentrera surtout sur la structure projective de Specty(9t). Notons le résultat
suivant qui a été établi au cours de la preuve de la proposition 4.3.21.

Corollaire 4.3.23. — Les cofibrations projectives de 9M sont des cofibrations niveau par
niveau. En particulier, si M est propre d gauche, il en est de méme de Spect?}(fm)
munie de sa structure projective instable ou de sa structure injective instable.

Notons les lemmes suivants :

Lemme 4.3.24. — Pour p € N, Uadjonction (Susy ,Ev,) : Spectf(9) —— M
est une adjonction de Quillen relativement a la structure projective instable sur
Specth (IM).

Démonstration. — En effet, le foncteur Ev, envoie les fibrations et les équivalences
faibles niveau par niveau sur des fibrations et équivalences faibles de 9. O
Lemme 4.3.25. — Soient ®' un monoide gradué dans la catégorie des groupes et F' un

endofoncteur de Quillen d gauche ®'-symétrique et tel que son adjoint & droite G’ est
accessible. On suppose donnés un morphisme de monoides gradués ® —— &' ainsi
qu’une transformation naturelle F —— F' qui est ®-équivariante. Alors, le couple
(Oub;,;:,, (F',®')®F.¢ —) est une adjonction de Quillen relativement auz structures

projectives instables sur Spect (M) et Spect}}}', (o).
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’ ’
Démonstration. — En effet, le foncteur Oubj,4 préserve les équivalences faibles et
les fibrations niveau par niveau. O

Lemme 4.3.26. — L’adjonction (s4,s_) : Specth(9) — Specth (M) est une

adjonction de Quillen relativement 4 la structure projective instable sur Spect? (901).

Démonstration. — En effet, s_ préserve les équivalences faibles et les fibrations ni-
veau par niveau. O
Lemme 4.3.27. — On suppose donnés deut catégories de modéles M et M' présen-

tables par cofibrations ainsi que des endofoncteurs ®-symétriques F' et F' qui sont
des foncteurs de Quillen 4 gauche ayant des adjoints d droite accessibles. Soit K :
M —— M un foncteur de Quillen & gauche muni d’une transformation naturelle
7: FloK —— KoF inversible et ®-symétrique (au sens de la définition 4.3.16).
Alors le foncteur :

K. : Spect®(9) —— Specty (M)

est un foncteur de Quillen @ gauche relativement auz structures projectives instables.

Démonstration. — Soit L I’adjoint & droite de K et 7/ comme dans le lemme 4.3.17. Le
prolongement K. admet pour adjoint a droite le prolongement L,. Il est immédiat
que L, préserve les fibrations et les fibrations triviales niveau par niveau. D’ou le
résultat. O

Soit X un objet de 9 et p un entier naturel. On a Evpiq[Sush 4(X)] =
Oub{"*! (Indi‘l“rl F(X)). Le morphisme évident F(X)—— Oubj**! (Indiz“rl F(X))

correspond par adjonction a un morphisme :
(82) wh : Sushiy (F(X)) — Sush, 4 (X)

On note #Z (resp. %) la classe des fleches w% avec p € N et X un objet cofibrant
(resp. et B-accessible) de 90t. On notera W, (resp. Wy, ) la classe des #Z-équivalences
faibles (resp. #Zs-équivalences faibles) (voir la définition 4.2.64). Par le lemme 4.2.65,
ces classes peuvent étre définies relativement a la structure projective ou injective
instable.

Lemme 4.3.28. - On suppose que M est propre & gauche, présentable par cofibrations
et que G est accessible. Pour /3 suffisamment grand, on a W4, = Wg.

Démonstration. — On utilisera librement ’existence de la localisation de Bous-
field (voir le théoréme 4.2.71) de la structure projective (ou injective) instable sur
Spect‘,’}(im) suivant la classe essentiellement petite %g. Il suffit de montrer que
w% € Wg, pour X un objet cofibrant de M. Dans la suite, le cardinal 3 sera pris
comme dans la proposition 4.2.41.
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Soit 7 : X —— @y, (@ — X) une rétraction comme dans la définition 4.2.45.
Rappelons que NormSub(c¢(@ — X)|r) est la catégorie des sous-cofibrations r-
normale @ ——T de @ —— &4 (& — X) (voir la définition 4.2.51).

On considere 1'ensemble ordonné formé des classes d'isomorphismes de sous-
cofibrations r-normales @ —— T de @ —— .5, (2 — X) . telle que W) € Wep,.
Toutes les chaines totalement ordonnées de cet ensemble sont majorées par leur
colimite (par la proposition 4.2.54). Par le lemune de Zorn, cet ensemble admet des
éléments maximaux.

On fixe un élément maximal @ —— 7' . On va prouver que T ~ ®.¢ (& — X). En
effet, dans le cas contraire, on peut trouver par le lemme 4.2.57 une sous-cofibration :

U——V

|

T— ®.5,(0 — X)

avec U et V cofibrants et 3-accessibles et telle que @ — T[], V = T’ est encore une
sous-cofibration r-normale majorant strictement @ — T'. Comme wf, et w}, sont dans
Wz, on déduit que wh, est encore dans Wy, . En effet, on peut regarder le triplet
(W, wh, wh) comme une équivalence faible entre deux objets cofibrants de la catégorie
de modeles ™ (Spect?}(im)) munie de sa structure de Reedy déduite de la structure
Hp-localisée. Le résultat découle alors du fait que la colimite de M -diagrammes est
un foncteur de Quillen & gauche. Ceci contredit la maximalité de @ — T. O

Le lemme 4.3.28 et le théoreme 4.2.71 montrent 'existence des #-localisations de
Bousfield des structures instables sur Spect‘?(im).

Définition 4.3.29. — On suppose que M est propre o gauche, présentable par cofi-
brations et que G est accessible. La structure projective (resp. injective) stable sur
Spect?(im) est la localisation de Bousfield de la structure projective (resp. injec-
tive) instable de la définition 4.3.22 suivant la classe 2. On note W la classe des
X -équivalences faibles qui seront alors appelées les équivalences stables. On note éga-
lement Fibproj—st (Tesp. Fibi,j_st) la classe des Z-fibrations projectives (resp. injec-
tives) qui seront appelées les fibrations stables projectives (Tesp. injectives). On pose
finalement Ho,; (Spect®(9M)) = SpectF(M)[W].

On a une description simple des objets Z-locaux de Spect?}(ﬁﬂ) :

Proposition 4.3.30. — Un objet fibrant niveau par niveau X de Spectcfﬂ(‘.m) est Z-local
si et seulement si pour tout n € N le morphisme obtenu par adjonction du morphisme
d’assemblage :

(83) xn — Gxn+1

est une équivalence faible.
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Démonstration. — La condition est nécessaire. En effet pour tout A cofibrant de 901,
ona:

mo(Sust 4 (4), X) = mo(4,X,)
Ainsi, pour X un (F, ®)-spectre #-local mo(A, Xp) ~ mo(F(A), Xnt1) =~ mo(A, GXpt1).
Par le lemme de Yoneda appliqué dans Ho(9t), on déduit que (83) est une équivalence
faible.

Montrons que la condition est suffisante. Soit X un (F, ®)-spectre fibrant niveau
par niveau tel que (83) est une équivalence faible pour tout n € N. Il s’agit de montrer,
pour f € V(#). que lapplication my(f, X) est bijective.

Etant donné une fleche u : A —— B , on notera w? la fléche :

(Sus”“(F(B)) I Sus’,’;_(p(A)) — Sush o(B)
ushly (F(A))

On vérifie immédiatement que V(wB) = w%(u) quitte a choisir convenablement les
objets cylindres. Etant donné que w% = wh_, y, on voit que f est de la forme w? avec

u: A —— B une cofibration entre objets cofibrants.
Se donner une fleche :

(Sus’”rl (F(B)) H Sus’;‘q)(A)) —X
Sushl (F(A))

équivaut & se donner un couple de fleches (v : F(B) — Xn41,74 : A — X,,) tel que
le carré suivant :

F(A) 2 FX,

F(u) j

F (B ) T X,,+1
commute. Ceci, équivaut & se donner un carré commutatif :

a—1x,

1]

B T’ GXII+1

De méme, se donner une homotopie a droite entre deux telles fleches v; et 2 revient
& se donner une homotopie a droite dans la catégorie de modeles HOM(1.9) (pour la
structure de Reedy de la proposition 4.1.53 associée & I'ensemble ordonné 1 = {0 < 1})
entre les deux fleches :

A—L X, A—2 %,
ul J ul l
B T Gx'n+1 B T Gxn+1
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On a donc un isomorphisme canonique :

no((sus';g (FB) ] Sus’},d,(A)>. x) ~ mo(A — B, X, — GXpny1)

Sush’y (F(4))
11 suffit alors de montrer que le morphisme canonique :
7TQ(B, Xn) I 7!'0(A — B.X,, — Gxn+1)

est inversible. Ceci est vrai, étant donné que la fleche évidente (X, = X,,) — (X, —
GX,+1) est une équivalence faible dans HOM(1, 90). a

Définition 4.3.31. — Un (F, ®)-spectre X est appelé un Qp o-spectre (ou simplement
Q-spectre) si pour tout n € N, la fleche X, —— RGX,, ;1 est inversible dans
Ho(M).

Ainsi, les objets fibrants de (Spect?}(ﬂﬁ),Wst,Cofpmj, Fiby,oj_st) sont les Q-
spectres fibrants niveau par niveau.

Lemme 4.3.32. — Soient ®' un monoide gradué dans la catégorie des groupes et
F' un endofoncteur de Quillen & gauche ®'-symétrique et tel que son adjoint d
droite G’ est accessible. On suppose donnés un morphisme de monoides gradués
® —— @' ainsi qu’une transformation naturelle ®-équivariante F —— F' tel
que F(X)—— F'(X) est une équivalence faible pour tout X cofibrant de 9. Alors,

le couple (Oubg&,‘p’, (F',®') @Fe —) est une adjonction de Quillen relativement auz
structures projectives stables sur Spect®(9M) et Spect®, (M).

Démonstration. — Par la remarque 4.2.59, il suffit de montrer que les fleches
(F',®') ®F0 W% sont des équivalences stables pour tout p € N et X € Ob(9)
cofibrant. Par la remarque 4.3.12 on a des isomorphismes de foncteurs (F’, ®') @ r.o
(Susf o(—)) = Susks ¢ (—). Modulo ces identifications, la fleche (F', @) ® po wh se
factorise de la maniére suivante :
1 1 w
Susht b (F(X)) — Susht 4, (F'(X)) — Sushy 4/ (X)

11 suffit donc de prouver que la premiére fleche ci-dessus est une équivalence faible
niveau par niveau. Ceci est bien le cas puisque Sus?;_ip, est un foncteur de Quillen a
gauche et que F(X)—— F'(X) est une équivalence faible entre objets cofibrants.

O

Lemme 4.3.33. — L’adjonction (s4.s_) : Spectp(9M) — Spectp (M) est une
adjonction de Quillen relativement a la structure projective stable sur Spect?(ﬁ)‘().

Démonstration. — On sait que (s4, s_) est une adjonction de Quillen pour les struc-
tures projectives instables. Le résultat découle alors de la remarque 4.2.59 et du fait
que s4(w%) = Wi pour p € N et X € Ob(M). O

ASTERISQUE 315



4.3. CATEGORIES DE MODELES III : LES SPECTRES SYMETRIQUES 243

Lemme 4.3.34. -~ On suppose données deuz catégories de modéles IM et M pré-
sentables par cofibrations ainsi que des endofoncteurs ®-symétriques F et F' qui
sont des foncteurs de Quillen & gauche ayant des adjoints o droite accessibles. Soit
K: 9 —— M un foncteur de Quillen ¢ gauche muni d’une transformation na-
turelle 7 : F'o K —— Ko F inversible et ®-symétrique (au sens de la défini-
tion 4.3.16). Alors, le foncteur :

K. : Spect®(9) —— Specth (M)

est un foncteur de Quillen d gauche relativement aux structures projectives stables.

Démonstration. - En utilisant la remarque 4.3.18 on voit que K (w%) ~ w’;{( X)
pour p € N et X € Ob(91). Le résultat découle alors du lemme 4.3.27 et de la
remarque 4.2.59. O

Notons également le résultat suivant :
Proposition 4.3.35. - Si (F,G) est une équivalence de Quillen alors l'adjonction :
(Sus(,);,q,, Evg) : 9t —— Specth (M)

est une équivalence de Quillen lorsque Spect‘fﬂ (M) est munie de sa structure projective
stable.

Démonstration. — Le couple (Sus%,q,, Evg) est une adjonction de Quillen par 4.3.24
Montrons que le morphisme d unité :

(84) 1 — REvg o LSus} o

est inversible. Soit donc X un objet cofibrant de M. Comme F°" X est cofibrant et
que (F, G) est une équivalence de Quillen, le morphisme d’unité :

FonXO 5 RGFon+1XO

est inversible dans Ho(90). Il vient que le (F, ®)-spectre Sus(,):,q,(Xo) est un -spectre
au sens de la définition 4.3.31. Choisissons une cofibration triviale niveau par niveau
SIIS(I);*,q)(XO) —— R avec R fibrant niveau par niveau. Le spectre R est alors fibrant
relativement & la structure (W, Cof 5105, Fibproj—st). Le résultat est maintenant clair
puisque ’évaluation de (84) en X est donnée par Xg —— Ry .

Il reste encore a démontrer que la counité :

(85) LSus% 4 o REvo X —— X

est inversible. On peut supposer que X est fibrant relativement & (W, Cofp;,
Fib,,oj—st). Il suffit de montrer que le morphisme LF°"X, —— X,, est inversible
dans Ho(9) pour n € N. Ce morphisme se factorise de la maniére suivante :

(86) LF°"Xy — LF°"G°"X,, — X,
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La fleche de droite de (86) est inversible. En effet, il s’agit de la counité de ’équivalence
de Quillen (F, G). D’autre part, la fleche Xy —— G°"X,, est une équivalence faible.
Comme LF°" envoie les équivalences faibles sur des isomorphismes, la fleche de gauche
de (86) est également inversible. La proposition est démontrée. O

Pour 7 € ®3, on note 7(,) € @41 I'élément 7y ...7, avec 7; = ¢i—1,2.n—i(1,7,1)
I'image de 7 par le morphisme :
Bi-12n-i(1, = 1) Pa=1x Py x1——=P;_1 X Py x By —— Ppyy

Définition 4.3.36. — L’élément 7 € @y est dit symétrique lorsque pour tout g € P,
on a:

(87) T(n,)-¢n.1 (97 1) = ¢1.n(lvg)'7-(n)
o nm : Py X &, —— ®,,,,,, désigne le morphisme structural du monoide .

Exemple 4.3.37. - La transposition 7 = (12) € ¥, est un élément symétrique du
monoide des groupes symétriques X (voir I'exemple 4.3.1). En effet, la permutation
T(n) €st égale au produit des transpositions :

(12)(23)...(n — L,n)(n,n+1)=(1,2,3,...,n,n+ 1)

En particulier, sa restriction & {1,.... n} est donnée par i ~ ¢ + 1. Il vient que pour

ge€ Xy, ona T(n)(g el)=(1le g)T("r)'

Si 7 € @2 est un élément symétrique, la transformation naturelle ap(7)
FoF —— FoF est ®&-symétrique au sens de la définition 4.3.16. En effet, la
relation (87) se traduit par la commutation du diagramme :

n n—1 n
PR — Tn e N Th—1 1 /
(Fo---oF) oF —— (Fo---oF) oFo——...—— Fo (Fo-~~o )

‘Dn.l(g-, 1)J{ ltbl.n(ld})

(FO,,,OF) OFL-) (Fo...op) oFo—T";l)_,,l—)Fo (Fo~--oF)
N, it \_T/ S———
n n-— n

On en déduit un foncteur F, : Specth(90t) — Spect® (M) . Comme 7 est un
automorphisme, F; est un foncteur de Quillen & gauche relativement aux structures
projectives instable et stable (par le lemme 4.3.17). L’adjoint & droite de F est donné
par G avec 7/ =271 FoG——GoF.

Soit X un (F,®)-spectre. Le (F.®)-spectre F:X est donné au niveau n par
(F:X), = FX,,. Montrons que les fleches composées de :

-1
-

88 X ()

( ) FX,, > Xn+1 ” X"+]
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définissent un morphisme de (F.®)-spectres F,X —— s_X . Remarquons d’abord

que la composée (88) est ®,-équivariante. En effet, pour g € ®,, on a un diagramme

commutatif :
—1

T(n)
Fxn _) xn+l — xn+1

(L.(/)JV l‘li)l.n.(l*g) l(/i)n.,l(g’l)

Fxn T‘> xn+1 _) Xn+l
(n)
Il reste & montrer que (88) conunutent aux morphismes d’assemblages. Ceci se traduit
par la commutation du diagramme :

F((,)™Y)
( (Xu)) _—(’Y—xz F(x:1+l) '—((TL) F(x,,+1)

Fo F(Xn X
TJ .
F(yx) X T(n+1)
Fo F(Xn) ? F(X-Il+1) )xn+2 )Xn+2

Il est facile de voir que ¢y ,4+1(1.7;) = Tit1 avec Ti41 considéré dans ®,,412. On déduit
immédiatement la relation 7(,+1) = ¢2..(7,1).01.n+1(1. 7(»)). Ceci permet de diviser
notre diagramme en deux parties :

g F((ry)™!
F(F(X ))L)i))F(X'&l) SOV » F(Xo41)

Fo F(X,) )

| -
( X) T (52.I:(T~ 1) U)l"""l(l'T(u))
Fo F(xn) ’ ” F(Xn+1) X L4 Xu+‘2 < x‘n+2 > x'n+2

La partie (2) est commutative puisque les morphismes d'assemblages sont équiva-
riants. De méme, la partie (1) commute puisque la composée FoFX,, — FX,, 11 —
X, 12 est @g X &, -équivariante. On notera t, : F, —— s_ la transformation natu-

relle définie par (88).

Théoréme 4.3.38. — On suppose leristence d'un élément symétrique 7 € $3. On a
relativement a la catégorie de modéles (Spect}l’-(im) W, Cof projs Fibproj—st) -

1- L'adjonction (s4.s—): Spect’s(9M) —— Specth (M) est une équivalence de
Quillen.

2- L adjonction (Fr,G/): Spect® (M) — Specty(9M) est une équivalence de
Quillen.
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3- La transformation naturelle t; : F, —— s_ induit un isomorphisme :
LF, ——Rs_ .
Démonstration. — 1l est clair que les deux foncteurs s_ et G, commutent. On note

A =s_0G,; = G, os_ leur composition. On dispose d’une transformation naturelle
A: 1—— A obtenue en prenant la composée :

¢
11— G 0F —25G.0s_

Pour un (F, ®)-spectre X et n € N, la fleche X, L) A(X),, est la composée :

-1
G(1x) Glrim)
(89) X, — G(FX) S ox Y ex
Comme la fleche G(T(;;) de (89) est inversible, les deux conditions suivantes sont
équivalentes pour un (F, ®)-spectre X fibrant niveau par niveau :
— X est un Q-spectre i.e. fibrant pour la structure (W, Cof proj, Fibproj—st),
— Le morphisme X —— A(X) est une équivalence faible niveau par niveau.

On en déduit que la transformation naturelle A : 1 —— RA est inversible puis-
qu’elle se calcule sur les spectres fibrants pour la structure (W, Cof proj, Fibproj—st)-
Comme A = G, os_ = s_ o G,+, on obtient ainsi deux isomorphismes de foncteurs :

1—5RG, oRs_ et 1——Rs_ oRGH

Ceci montre que RG; et Rs_ sont des équivalences de catégories. Les autres assertions
sont alors immédiates. O

4.3.3. Comparaison des spectres. — Soit 91 une catégorie de modeles propre a
gauche et présentable par cofibrations. Soient ® et & deux monoides gradués dans la
catégorie des groupes. On supposera ici que les morphismes structuraux
¢m,n("a '_) 1 ¢y X 0 —— <I)m+n et ¢:n.n(_’ —) : (I):n X (I):l — (I);n+n
sont injectifs pour (m,n) € N2. Notons que cela implique en particulier que ®o ~
o = {1}. On généralise la définition 4.3.36 de la maniére suivante :

Définition 4.3.39. — Supposons donné un morphisme de monoides gradués o«
& —— &' . Un élément o € D), sera dit symétrique relativement a ® lorsque pour
n € N et g € ®,, la relation suivante est satisfaite :

U(n)-¢;z,1(a(g)v 1) = ¢,1n(1 a(g))'o(n)

avec O(n) = 01...0pn POUr 0; = @i—12.n-i(1,0.1).
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Le but de ce paragraphe est de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 4.3.40. — Soient F et F' deuzr endofoncteurs ® et ®-symétriques de M
qui sont des foncteurs de Quillen & gauche admettant des adjoints & droite acces-
sibles. On suppose donnés un morphisme de monoides gradués a : & —— ®’ et une
transformation naturelle ®-équivariante F —— F' . Si les conditions suivantes sont
vérifiées :
(i) I eziste un élément symétrique 7 € Y tel que o = (')~ est symétrique
relativement a ®.
(i) Pour X un objet cofibrant de M, le morphisme F(X)—— F'(X) est une
équivalence faible,
(iii) Le foncteur F. : Spect, (9) —— Spect (M) est une équivalence de
Quillen a& gauche,
alors ladjonction ((F',®') ®r. —,Oubf:::fI) : Spect®(9) —— Spect®, (M) est
une équivalence de Quillen relativement aux structures projectives stables.

Remarque 4.3.41. — La condition (i) ci-dessus est automatiquement satisfaite pour
1

I’élément symétrique 7 = (1,2) € Ly puisque 77" = T.

L’adjonction ((F',®') ®Fre —. Oubl;:fl) est bien une adjonction de Quillen rela-
tivement aux structures stables par le lemme 4.3.32. De plus, cette adjonction de
Quillen se décompose :

F'®p — ' ®p — ,
Spect® (M) —r Spect}, (M) ———— Spect 3, (M)
Ainsi, la preuve du théoréme 4.3.40 se divise en deux parties. On traite d’abord le
foncteur — ® p F’. On montre plus précisément le résultat suivant :

Proposition 4.3.42. — Soit F —— F' une transformation naturelle ®-équivariante
entre endofoncteurs de Quillen & gauche ®-symétriques de M qui admettent des ad-
joints d droite accessibles. On suppose que la fléche F(X) —— F'(X) est une équi-

valence faible pour X € Ob(9M) cofibrant. Alors ’adjonction :
(F' ®F —. OubII::') : Specth (M) — Spect?, (M)

est une équivalence de Quillen pour les structures projectives niveau par niveau et les
structures projectives stables.

Nous aurons besoin de quelques lemmes préliminaires. Soit G un groupe. Une fleche
f de Rep(G, 9M) est appelée une équivalence faible lorsque Oublc( f) est une équiva-
lence faible de 9. Si Oub¥(f) est une cofibration (resp. fibration), nous dirons que f
est une cofibration injective (resp. fibration projective). On définit alors les fibrations
injectives (resp. cofibrations projectives) par la propriété de relevement & droite (resp.
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& gauche) par rapport aux cofibrations injectives (resp. fibrations projectives) tri-
viales. On obtient ainsi deux structure de catégories de modeles (W, Cof ;. Fibiy;) et
(W, Cof o, Fiby,,j) sur Rep(G. 9M). Le lecteur pourra consulter la sous-section 4.4.2
pour une preuve (dans le cas plus général des préfaisceaux). Il est clair que les ad-
jonctions :
(Ind¢. Oub?) : M —— Rep(G, m)

et

(SLSI})?,CI)’&])) : Rep(<I>,,.9.'TZ) — SpeCt;I;(m)
sont de Quillen relativement aux structures projectives sur Rep(G, 9t). Rep(®,. M)
et Specty(M).

Lemme 4.3.43. -— Soit v: A —— B une cofibration projective de Spect?}(f)ﬁ) de
source projectivement cofibrante. Alors, u est rétracte d’une fleche de :

Cell{Sus}. 5(u): p € Net u € €}
ot € C Cofyro; est la classe des cofibrations projectives de sources injectivement

cofibrantes.

Démonstration. - On sait que v est rétracte d'une fleche de source A et qui est dans
Cell{Sus}. 4(u); p € N et u € Cof}. On peut donc supposer que v est la composée
transfinie d’une A-suite :

A=A0)——A(1)... » A(v) —Av+1)——...

telle que pour tout v + 1 € A, la flecche A(v) —— A(v + 1) cst un push-out d'une
fleche de {Sush. (u); p € N et u € Cof}. En particulier, tous les A(v) sont projec-
tivement cofibrants. Il suffit donc de traiter le cas ot v : A —— B est le push-out
d’une fleche Sus? 4(u) avec u : C —— D une cofibration de 9. On dispose donc
d’un carré cocartésien :

Sus} ¢ (Indy" C)

Sush 4(C) —45A

(90) S“”'g‘.(b(“)l v

Sus (D) L) B

Sus} 4 (Ind}” D)

Les fleches a et b correspondent par adjonction a a : Ind(lp”(C) — A, etb:
Ind{”(D) — B, . Etant donné que Ev, o Sush 4 = In(lz:;x% = id, on déduit

de (90) que le carré :

Ind}"(C) == A,

(91) l jf‘p
b

Ind}" (D) —— B,
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est cocartésien. En particulier, v, est une cofibration projective de Rep(®,, ). No-
tons également que A, est injectivement cofibrant. En effet, par le corollaire 4.3.23,
le (F, ®)-spectre A est injectivement cofibrant. Ceci montre que v, € €. On factorise
le carré (90) de la maniére suivante :

P §lﬁll""ﬂfb(a) ’
Sus} ¢ (Ind; "C) ————— Sush g Ap —— A

l (1) J (2)

L]
Sus: 4 (Ind, * D) m Sus}, B, — B

Le carré (1) est cocartésien puisqu'il est I'image par le foncteur (commutant aux
colimites) Sus%. o du carré cocartésien (91). Ceci montre que (2) est cocartésien i.e. v
est un push-out de Sus% (vp). Le lemme est démontré. a

Lemme 4.3.44. —- On garde les hypothéses de la proposition 4.3.42. Pour X un (F, ®)-
spectre projectivement cofibrant, la flecche X —— Oubk (F' ®  X) est une équiva-
lence faible niveau par niveau.

Démonstration. -— En appliquant le lemme 4.3.43 a la cofibration projective @ — X,
on voit que 1'on peut supposer X = Colim,exA(v) ou :

A0)=0 —A(l) —> ... — Ayv) — A +1)— ...

est une A-suite avec A(v) — A(v + 1) un push-out d’une fleche de {Sus¥, 4 (u); p €
Net u € €}. On forme alors le morphisme de A-suites :

(92)

A0)=2 > A(v) — Av+1)—— ...

J l l

OubE (F/'®rA(0)) = @ — ... — Oubh (F/® p A(v)) — Oubk (F'spA(v + 1)) — ...

Etant donné que € C Cof yo;, les fleches A () — A(v + 1) sont des cofibrations
projectives de (F. ®)-spectres. Le foncteur F’® p— préserve les cofibrations projectives
et le foncteur Oubf;, préserve les cofibrations niveau par niveau. Il vient que les fleches
Oubk (F' @ A(v)) — Oubk (F’ @ A(v + 1)) sont des cofibrations niveau par
niveau. Ainsi, toutes les fleches horizontales de (92) sont des cofibrations niveau par
niveau. Par le lemme 4.2.69, il suffira de prouver que les fleches verticales sont des
équivalences faibles niveau par niveau.

On raisonne par récurrence transfinie sur v € A. Lorsque v = 0, il n’y a rien &
montrer. Lorsque v est limite, le résultat découle du lemme 4.2.69. Supposons donc
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que v = 1 + 1. On fixe un carré cocartésien :
Sush 4(C) —— A(v)
Susf ¢ (u)
Sush (D) —— A(v +1)

avec u € %. En utilisant I'isomorphisme F’' @p Sush 4 =~ Sush, s (voir la re-
marque 4.3.12) on déduit un carré cocartésien :

Oub¥ Sust, 4(C) ——— Oubk (F 25 A(v))

&@';,.q,(u)l J

Oubj’ Sus?, 5 (D) — Oubk (F' 8¢ A(v + 1))

Etant donné que 9 est propre a gauche, il suffit par le lemme 4.3.45 de montrer que
la fleche :

93) Sush. o (U) — OubFISI_l.gp, U
F.® F DUSE g

est une équivalence faible niveau par niveau pour U € {C, D} ou plus généralement
pour U un objet injectivement cofibrant de Rep(®,, ). Au niveau n > p, le mor-
phisme (93) est donné par :

P, on—p @, ton—p
Indq,"ﬂ’ x®, F U——Indg" _oxP, F U

Comme le morphisme de groupes ¢,,_,, est injectif. et que les objets F°"~PU et
F'°"=PU sont cofibrants, il suffira de prouver que F°"~PU —— F/°"~P[J est une
équivalence faible. Cette fleche se factorise de la manieére suivante :

For=Py —— F' o For=p=1 —— ... —— F/n=P=1FJ —— Fron—py

Le résultat découle du fait que F(V)—— F'(V) est une équivalence faible pour

V cofibrant, et que F’ est un foncteur de Quillen & gauche (et donc préserve les
équivalences faibles entre objets cofibrants). O

Lemme 4.3.45. — On suppose donné un diagramme commutatif :

Bel 4,0

[, 1]
BI ¢ A/ 3 CI
dans une catégorie de modéles M propre a gauche. On suppose que les fléches verti-

cales sont des équivalences faibles et que b et b’ sont des cofibrations. Alors, la fléche
Bl[,C—— B'[[, C" est une équivalence faible.
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Démonstration. — On peut former un diagramme commutatif :

/\
B2 T 1‘
g/< ‘L s D’ e Vo4
\_/t
!

avec d et d’ des cofibrations et e et e’ des équivalences faibles. Comme 9 est propre,
les fleches horizontales du carré commutatif :

BIl,D —— B][,C

|

B[y D' —— B[4

sont des équivalences faibles. Il suffit donc de prouver le lemme pour D et D’ & la
place de C et C’. Le diagramme :

B<—b A————)d D

Jv / Jv ! l
B’ L A’ 4, D’
définit une équivalence faible entre deux objets cofibrants de ™ (91) pour la structure

de Reedy (voir la proposition 4.1.53). Le résultat découle alors du fait que la colimite
est un foncteur de Quillen a gauche. O

On peut maintenant prouver la proposition 4.3.42 :

Démonstration de la proposition 4.3.42. — Montrons d'abord que le foncteur
ROubgl est conservatif (i.e. détecte les isomorphismes). Soit f' : X' —— Y’ un
morphisme de Hoyi, (Spect (M) (resp. Hoy(Spect® (M) tel que ROUbE (f')
est inversible. On peut alors supposer que f’ est I'image d'une fleche entre objets
fibrants niveau par niveau (resp. stablement fibrant). Dans les deux cas (instable et
stable), Oub?l( f') est une équivalence niveau par niveau. Ceci montre que f’ est aussi
une équivalence niveau par niveau de Spects, ().

Sachant que ROub? est conservatif, il suffit de prouver que le morphisme d’unité :

7 ,
(94) 1 —1 5 ROubE o L(F' @5 )
est inversible. En effet, étant donné que la composée :

ROubE —— ROubE o L(F' ®F —) o ROub —— ROubL
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est I'identité, on déduit que ROubgl ) : ROubgl oL(Flep—)o ROub? 2, ROube:’
est un isomorphisme. Comme ROub? est conservatif, on obtient que le morphisme
de counité L(F' ®Fp —) o ROub,{:' %, 1 est aussi inversible.

Le cas instable de la proposition 4.3.42 est maintenant facile. En effet, le foncteur
Oub?l préserve les équivalences faibles niveau par niveau. Il se dérive donc triviale-
ment. Ainsi, Pinversibilité de (94) découle directement du lemme 4.3.44.

Le cas stable demande cncore un peu de travail. Etant donné que tout objet de
Ho, (Spect®(M)) est isomorphe & un Q-spectre, il suffit de prouver que :

(95) X —1, ROubk (F' & X)
est inversible avec X un -spectre projectivement cofibrant. Le lemme 4.3.46 ci-
dessous affirme alors que F’ @ p X est un Qg g-spectre étant donné que Oubf;, (F'®F
X) est un Qpg-spectre puisque isomorphe dans Ho,;,(spect®(9M)) a X (par le
lemme 4.3.44).

Il vient qu’une équivalence stable F' @ X —— R avec R un (F’, ®)-spectre sta-
blement fibrant est une équivalence niveau par niveau. Ceci montre que ROubI; (F'eF
X) ~ OubIIf:’(F' ®r X) et (95) est inversible par le lemme 4.3.44. O

Lemme 4.3.46. - - On garde les hypothéses de la proposition 4.3.42. Soit X! un (F', ®)-
spectre. Alors X' est un Qp ¢-spectre si et seulement si Oub,’i X' est Qr e-spectre.

Al
Démonstration. — Comme Oubf, préserve les équivalences faibles niveau par niveau,
—~7
on peut supposer que X' est fibrant niveau par niveau. Dire que Oub; X’ est un -
spectre, équivaut a dire que pour tout n € N. la composée :

— GX!

’ s G/
xn G n+1

I
n+1

est inversible. L’assertion du lemme serait vraie si I'on savait que G'(Y) —— G(Y)
était une équivalence faible pour tout Y fibrant de 9. En d’autre termes, il nous faut
montrer que la transformation naturelle RG’ —— RG est inversible. Cette derniere
est 'adjointe de LF —— LF’ qui est bien inversible puisque F(A) —— F'(A)
est une équivalence faible pour A cofibrant de 9. O

On traite maintenant la seconde partie du théoréme 4.3.40, i.e. le foncteur ' ®¢ —.
Nous montrerons plus précisément :

Proposition 4.3.47. — Soit a : ® —— ® un morphisme de monoides. Soit F :
M —— M un foncteur de Quillen & gauche @' -symétrique et admettant un adjoint
a droite accessible. On suppose que :
- Il existe un élément symétrique 7' € @ tel que o = (7')
vement d P,

~ Le foncteur F, : Specth(9) —— Specth (M) est une équivalence de Quillen.

1 est symétrique relati-
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Alors Uadjonction (®' @5 —, Oub2 ) : Spect®(9) —— Spect® (M) est une équi-
valence de Quillen.

Pour montrer la proposition, nous avons besoin de faire une digression pour intro-
duire les bispectres. Soit € une catégorie abstraite adinettant les colimites pertinentes.
On suppose donnés deux monoides gradués et unitaires ® = (P, )pen et ¥ = (¥ )nen
dans la catégorie des groupes ainsi que des endo-foncteurs F et P de € qui sont
respectivement ® et U-symétriques.

Définition 4.3.48. -— Une transformation naturelle 0 : FoP —— PoF est dite
(U, @)-bisymétrique lorsque la transformation naturelle :

FOTL o PO’I" ) Pom fo) FOn

déduite de o, est U,,-équivariante et ®,-équivariante pour tout (m,n) € N2. Ceci
revient o dire qu’elle est U,, x ®,,-équivariante.

La condition de la définition 4.3.48 est vide pour n = 0 ou r = 0. Notons la
remarque suivante :

Remarque 4.3.49. - - Pour que la transformation naturellec : Fo P —— Po F soit
(T. ®)-bisymétrique. il suffit que que les deux transformations naturelles :

F°*o P —— Po F°" et FoP™ ——Pm"oF

soient respectivement @, ct ¥, -équivariantes. En particulier, o est ®-symétrique
au sens de la définition 4.3.16. Lorsque o est inversible, la transformation o' est

(®, ¥)-symétrique. Il vient que o~ ! est U-symétrique au sens de la définition 4.3.16.
Le lemme suivant est une évidence :

Lemme 4.3.50. --- Supposons que 0 : FoP——PoF est (V.®)-bisyméirique.
Alors, le prolongement P, : Specth(C) —— Specth(C) est naturellement un
endofoncteur V-symétrique.

On se donne une transformation naturelle (¥, ®)-symétriqueoc: FoP——> Po F .
Par le lemme 4.3.50 on peut considérer la catégorie Spectﬁn(Spectﬁ(G)). Un objet
X de cette catégorie. correspond aux données suivantes :

1. Pour tout couple (m.n) € N2, d'une ¥,,,-représentation et une ®,,-représentation
sur Xy, n,
2. Pour tout (m.,n) € N2, d'un morphisme d’assemblage yx : FXpn — Xt
3. Pour tout (m,n) € N2, d’un morphisme d’assemblage ¥x : PXonon — Xont 1,0
telles que les quatre conditions suivantes sont satisfaites :
(i) Pour tout m € N. la suite ®-symétrique (X,n.n)nen est un (F, ®)-spectre (que
'on note X, ¢) pour les morphismes vx,
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(ii) Les morphismes d'assemblage vy définissent un morphisme de (F, ®)-spectres
Py Xme — X1, pour tout m € N,
(iii) L’action des ¥, sur les X,, ,, définit une suite U-symétrique de (F, ®)-spectres
(Xm,o )mGN .
(iv) La suite U-symétrique (X, e)men de Spect;g((‘f) est un (P,, ¥)-spectre pour
les morphismes d’assemblage définis par les vx.
La condition (i) dit simplement que les flecches F°"X,, ,, — Xy ntr sont &, x &,,-
équivariantes. La condition (ii) affirme que la fleche PX,,,, — X411, est @p-
équivariante et que le diagramme suivant :

FOleu.n ) Fxm+1.n ) xm+1.n+1

(96) al

PoFX,n > PXonn+1 — Xingln41

est commutatif. La condition (iii) affirme que I'action de ¥,, sur X, ,, commute avec
l'action de ¥,, et que les fleches yx : FX,, , —— X, nt1 sont ¥ ,-équivariantes.
La condition (iv) affirme que les fleches P°TX,,, —— X,r0n sont ¥, x U,-
équivariantes. Ainsi, les quatre conditions (i) & (iv) sont équivalentes aux quatre
conditions (plus symétriques) suivantes :
(i") Les actions de ¥,, et ®, commutent.
(ii’) Les morphismes F°"X,,, — X,untr sont ®,. x ®,-équivariants et U,,-
équivariants,
(iii’) Les morphismes P°"X,, , —— X,n4rn sont ¥, x ¥, -équivariants et ®,-
équivariants,
(iv’) Le diagramme (96) est commutatif.
Le résultat suivant est maintenant clair :

Proposition 4.3.51. — Supposons que la transformation (¥, ®)-symétrique o
FoP——PoF est inversible. Alors, les catégories Spect}l':”(Spect?(C)) et
Spect} . (Spectp(C)) sont canoniquement isomorphes.

Démonstration. — A un objet X de Spect%ﬂ (Spect?(C)) on associe un objet X’ de
Spect}y » (Spectp(€)) en posant X!, . = X, . et en prenant les mémes actions de

U,, et ¢, et les mémes morphismes d’assemblage. O

On revient au cas ou € est une catégorie de modeles M propre a gauche et pré-
sentable par cofibrations. On suppose alors que F et P sont des foncteurs de Quillen
a gauche ayant des adjoints & droite accessibles. On dispose alors d’une structure de
modeles bi-projective bi-stable sur Spect%ﬂ(Spect‘,}}(m)) obtenue en prenant deux
fois les structures projectives stables.
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Proposition 4.3.52. — On garde les notations et les hypothéses précédentes. On sup-
pose que o est inversible. L’isomorphisme de catégories

(97) Spect}l;” (Spect®(IM)) ~ Spect:}l'}a_1 (Spectp(9M))

de la proposition 4.3.51 est un isomorphisme de catégories de modéles pour les struc-
tures bi-projectives bi-stables.

Démonstration. - - On dispose sur Spectgﬂ (Spect®(9)) (respectivement, sur
Specti]l;)-a_1 (Spectp(9M))) d’une structure de modeles bi-projective bi-instable ob-
tenue en prenant deux fois la structure projective instable. Les fibrations et les
équivalences faibles sont alors détectées (bi-)niveau par (bi-)niveau. Il est alors clair
que l'isomorphisme (97) est un isomorphisme de catégories de modeles pour les
structures bi-projectives bi-instables.

Revenons au cas des structures bi-projectives bi-stables. Etant donné que les cofi-
brations des structures bi-projectives et bi-stables sont les mémes que ceux des struc-
tures bi-projectives bi-instables, il nous reste & montrer que (97) est un isomorphisme
sur les classes des équivalences bi-stables. Par le lemme 4.3.53 ci-dessous, il suffira de
vérifier que (97) est un isomorphisme sur les classes d’objets bi-stablement fibrants.
Presque par définition, un objet X de Spect}ga (Spect s (9)) est bi-stablement fibrant
si et seulement si pour tout (m,n) € N? :

-- L'objet X, , est fibrant dans 9,

- Les morphismes X,, ,, —— QX pt1,n et Xy — GXpp g1 sont des équi-

valences faibles
avec @ 'adjoint a droite de P. Le résultat est maintenant clair. O

Lemme 4.3.53. — Soit M une catégorie munie de trois structures de modéles
(W, Cof,Fib), (W1, Cof;,Fib;) et (W2, Cofy, Fiby). On suppose que :

- Cof = COfl = Csz,

- WCW;NW,.
Pour que W1 = Wy, il suffit que les objets fibrants pour (W1, Cof,Fib;) et
(W2, Cofz, Fibg) soient les mémes.

Démonstration. — Montrons que f € W si et seulement si pour tout X fibrant pour
la structure (W1, Cofy, Fib;) I'application

homgpw-17(f, X)

est inversible. Ceci démontrera le lemme. Comme W C Wj, on peut supposer
que f : A—— B est une cofibration entre objets cofibrants. Choisissons des cy-
lindres (Ca,p,i0,i1) et (Cg,p,i0,i1) pour la structure (W, Cof,Fib). L'objet X
fibrant pour (W1, Cof;,Fib;) est aussi fibrant pour (W, Cof,Fib). Il vient que
Pensemble mp(A, X) (resp. mo(B, X)) calculé & l'aide du cylindre C4 (resp. Cpg)
est isomorphe & homgw-1(A4. X) et homm[wl—ll(A,X) (resp. homgw-1)(B, X) et
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homm[wl- 4 (B, X)). Ceci montre que la condition homgpw-1)(f, X) inversible est équi-

valente & hOll'lm[er]( £, X) inversible. Etant donné que tout objet de MW est
isomorphe & un objet fibrant pour (W,.Cof;.Fib;), cette derniére condition est
équivalente a dire que le foncteur homm[w,“]( f-—) est inversible. Par le lemme de
Yoneda, ceci est équivalent a f € Wy. O

Revenons a la proposition 4.3.47. On spécialisera la construction et les résultats
précédents & la situation suivante: P=F, ¥ = ® ctc =ap(c): FoF—— FoF .
Etant donné que 7 € @) est un élément symétrique et que o = (7)1 est symétrique
relativement & ®, on déduit que 0: FoF —— Fo F est (9'. ®)-bisymétrique.

Lemme 4.3.54. — Sous les hypothéses de la proposition 4.3.47, on a deux équivalences
de Quillen :

Spect® (M) — Spectg(Spect?(Wl))
(98) et
Spect‘};l (M) — Spect‘br, (Spect?;' (7))

relativement aux structures projectives stables et bi-projectives bi-stables. Ces équiva-
lences sont données par les adjonctions (Sus(,’;m(,,. Evy) et (Susy _,.&>Evo). De plus,
Spectg (Specth(9M)) et Spect}l;r, (Spect‘g(im)) sont canoniquement isomorphes en
tant que catégories de modéles.

Démonstration. — La derniére assertion est mise pour mdémoire. Par hypotheése, 'en-
dofoncteur F, de Spect‘};(im) est une équivalence de Quillen & gauche. Par la propo-
sition 4.3.35, la premicre adjonction de (98) est une équivalence de Quillen.

Etant donné que 7’ est un élément symétrique de @', on sait par le théoréme 4.3.38
que F,/ est une équivalence de Quillen & gauche. On applique une deuxieéme fois la
proposition 4.3.35 pour conclure. |

Soit un (F, ®')-spectre (X,,). On définira de la maniére suivante un bi-spectre Y
’
dans Spectq’f, (Spect (9M)) :
- Y0 = X, 1n muni de I'action déduite par la restriction suivant ¢, ,(a(—), —) :
+ D
! 3 /
(I)m X <I:’n (I)m-}—n *
-7y : FY o — Yog1 est le morphisme d'assemblage FX,n1, — X1
de X.
- 97 FYmn—— Y1 estla composée :

/ ~1
Pm+1.n (U(m)' 1)
FXm+n ? xl+m+lz ? Xm+1+n

Pour montrer que Y, ,, est un bi-spectre. nous allons vérifier les conditions (i) & (iv")
de la page 254. On fera attention que ® joue le role de ¥ et @’ celui de ®. Seules les
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conditions (ii’) et (iv") sont non triviales. Pour (ii’), remarquons que la composée de
r fleches vy est égale a :

(99)

/ -1 / —1
or ¢0,m+1.1‘—1+n(1’ O(m)» 1) cee ¢1'—1,m+1,n(17 U(m)v\l)
F Xm+n, ? X1'+m+n 4 Xm-l—r-l—n

Ainsi, pour montrer que (99) est @) x ®,,, x ®/,-équivariante, il suffit de montrer pour
(¢',9) € ®. x ®,, la commutation du diagramme :

(100)

/ -1 / -1
¢().m+1.r—1+n(1~ O(m)- 1) s ‘/’-r—l,m+l.n(1' T(m)s 1)
r+m-+n — Xm+r+n

Smalliolo)1)] [EANCORRY
¢().m+1.r—1+u(1-U(m)- 1)_1 s (/5:-_1_.,-,,4_1‘,,(1, T(m)» 1)_1
T+m-+n — xm+-r+n.

é:'.m.n ({],, L. I)J( l :,,..,.."(1, g’. l)
(b6.1n+l.l‘—1+n(1'U("I‘)‘ 1)‘1 e ¢£‘—1.m+1.n(170(771)’ 1)—1
Xr+m+n — Xm+.,~+,,l

La commutation du carré supéricur de (100) est facile. En effet, ce carré se décompose
en des petits carrés :

Q):'—i—l,m+1.n—r+i(11 O(n)» 1)_

[ — e
¢/I'—i-lrl-ll+7'(1' (l(g)l UJ« Q{r—i—l.m+l.n—1'+1ﬁ(] ) U(u)‘ 1)_1 l¢i'—i—1"'l-7l+i+1 (1’ a(g)‘ 1)
[} — @

pour 0 < i < r — 1. La commutation de ces petits carrés découle immédiatement de
la relation o(p)@;, 1(a(g).1) = @1,,(1,®(g))om). Pour montrer la commutation du
carré inférieur, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 4.3.55. -~ On a Uégalité suivante dans @), ., :

¢6.m+1,1-—1+n(ls T(m)- 1)_1 cee d’i‘—l.m+1.n(1-0’(m)- 1)_1

(101) |
= q):u»—l,'l'+1.'n(1'/ 7‘(,r)' 1) cee ¢6,r+],m—1+n(1! T(/v-)ﬁ 1)

Démonstration. — En reprenant la définition de 7'(’1,) et o,y on peut récrire (101) de
la maniére suivante :

-1 -1 ! / / /
(102) (O10cc0m) o0 Orm—1)" = (T Topgp) o (1. T1)

Comme o; = 7,71, Dégalité (102) est équivalente & :

(103) (Th oo o T1) oo e (Tt o To) = (Ton e+ < Tomgre1) oo (T4 oo Th)
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Il est clair que 7] et 7} commutent dés que |i — j| # 1. On peut alors faire les mani-
pulations suivantes sur le premier membre de (103) :

(Tha e T (Tpag1 -+ T2) oo (Toms o Tig1) - (Togor—1 - - - T3)

= Tvln(T':n—-l e T{)T:n-}»l(T:n e Tp) e Trln—f—i(Tr/n+i—1 . 'Tz{+1) s 7'1In+r—1(7'7'n,+r—2 Ty

o ' ’
= T Todl - Tongi - Tongr—1
/ / / / ! / / /
ATy o T (T oo To) oo (Togicr oo Tig1) oo (Togr—g - -+ Ty
En simplifiant I'expression (7}, ...7},,,_1). on voit que I'égalité (103) est équiva-
lente a :

(Tt T1) oo (Topp— oo o T0) = (Top—t - Togr—2) - - - (71 - .. T1)
Ainsi, le cas (m,r) découle du cas (m — 1,7). On se ramene alors par récurrence au
cas trivial (1,7). a

Par le lemme 4.3.55 ci-dessus, on peut décomposer le carré inférieur de (100) en
des petits carrés :

¢:n—i.r+1.n—i—l(l‘ T(r)- 1)

Y

¢lm.—i.-r.n.—i(l' g,‘ 1)1 v

7@

S i1l 1
@m—i.r+1.n—i—1(1'T(l')'1) JQm—H—l.r.n—:—l( g )
> e

qui commutent en vue de la relation 7.0, ,(¢9'. 1) = @} ,.(1, ¢')7(,). On a donc montré
que (99) est P, x ®,, x P/ équivariante. Il reste & vérifier la condition (iv’) pour Y, p.
Il faut donc montrer que le digramme :

-1
(p:n+2.n (0'( m+1)» 1)

X X
Fo Fxm+n > Fxm.+n+1 )xu+m+2 > xn+m+2
'
.
M 1
X ¢‘m+1.n(a(m)% 1) X
FoFXpiy > FX i1 > FX o pm+1 > Xt m+2

commute. On se rameéne facilement & montrer que le carré :

/ -1
Pin+2.n (U(I"+l)~ 1)
» X
Xm+u+2 4 m+n+2

; o,1)7!
¢2.m+n( ) l d)/ (1 o 1)_1
Lom+1.n\1tY(m)s
Xm+n+2 >xm+n+‘2

est commutatif. Ceci découle immédiatement de la relation o(,,+1) = 01.01.m+1(1, o(m))-
On a ainsi défini un foncteur :

A Spect‘,’}' (om) — Spect?f, (Spect(};’ (o))
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qui associe au (F, ®')-spectre X le bi-spectre Y. Ce foncteur admet un foncteur dérivé
a droite puisqu’il envoie les équivalences faibles entre objets stablement fibrants sur
des équivalences faibles entre objets bi-stablement fibrants. La comnposée :

’ ’ E ’
Spect} (M) A) Spect‘br, (Spect® (90)) =0, Spect® (M)

est le foncteur identité. Par la seconde équivalence de Quillen du lemme 4.3.54, on
déduit alors que RA est une équivalence de catégories. D'autre part, la composée :

Spect® (9) A, Spect}, (Spect} (9))
/ E
—— Spect§, (Spect®(9M)) —, Spect ()

est isomorphe au foncteur Oubgl. Par la premieére équivalence de Quillen du
lemme 4.3.54, on sait que REv( est une équivalence de catégories. Ceci montre que
ROub;l est une équivalence de catégories. La proposition 4.3.47 est démontrée et
donc aussi le théoreme 4.3.40.

4.3.4. Hypothése de finitude et ()-spectres. — Dans ce paragraphe, on tra-
vaille avec les spectres non-symétriques i.e. on prendera pour  le monoide trivial
({1})nen- La catégorie des F-spectres non-symétriques a valeurs dans une catégorie
C sera simplement notée Spect (C).

On reprend nos hypothéses habituelles, & savoir : 9 est une catégorie de modeles
présentable par cofibrations et F' un endofoncteur de Quillen & gauche de 9t admettant
un adjoint & droite G accessible. On va exploiter I’hypothese supplémentaire suivante
qui sera satisfaite dans tous les exemples qui nous intéressent :

Hypotheése 4.3.56. -~ Le foucteur RG : Ho(9M) —— Ho(9M) commute aux compo-
sitions transfinies dans le sens suivant. Soit A un ordinal. L’adjonction (F,G) induit
une adjonction de Quillen :

(F,G) : HOM(A, M) —— HOM(, 90t)

lorsque 'on munit HOM(A. 91) de sa structure de Reedy (voir la remarque 4.1.54). La
face carrée évidente :

—RG, Ho(HOM(A, m))

LColim, e © LColim, ¢

Ho(M —)Ho( )

déduite de I'isomorphisme LColim,¢cy o LF ~ LF o LColim, ¢ , est inversible.
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L’hypotheése 4.3.56 sera utilisée wvia la proposition suivante :

Proposition 4.3.57. — Soient (K.L) : M —— I une adjonction de Quillen et
7: FoK——KoF wune transformation naturelle inversible. On note 7 =
1t~ Y): FoL—— LoF comme dans le lemme 4.3.17.

On suppose que le foncteur RL : Ho(9M) —— Ho(9M) commute auz com-
positions transfinies au sens de [hypothése 4.3.56. Alors, le foncteur RL.s
Ho,;, (Spect (90t)) —— Ho,,;.(Spect -(9)) préserve les équivalences stables.

Démonstration. — Soit f: A —— B une équivalence stable de F-spectres. Par la
proposition 4.2.72, Loc#(f) est une équivalence faible niveau par niveau et les fleches
A —— LocgA et B—— LocgB sont dans Cell(V (£) U (Cof proj N Whiyv)).

I1 suffit donc de traiter le cas de f € Cell(Vx (£2) U (Cof proj "W i0)). Ainsi, f est
la composée transfinie d'une A-suite :

(104) A=A®0) 25 A1) —...—AW) 5 A +1) — ...
avec a, un push-out d'un élément de V. (Z2) U (Cof pro; N1 Wiy ).

Montrons que RL./(f) est une équivalence stable ou plus correctement que RL,+( f)
est isomorphe & l'image d'une équivalence stable par le foucteur Specty(9) —
Honiw (Spect (901)). Comme les fleches o, de la A-suite (104) sont des cofibrations
projectives, on déduit que LColim,cyA(v) ~ Colim,cyA(v) = B. Ainsi, par I’hypo-
these 4.3.56, on est ramené a prouver que :

(105) RL,(A(0)) —— LColim,exRL, (A (v))

est une équivalence stable. Toujours par l'hypothese 4.3.56, on peut appli-
quer le lemme 4.3.58 ci-dessous, pour se ramener & montrer que RL;/(a,)

RL,;/(A(v)) — RL(A(v + 1)) est une équivalence stable pour chaque v € A.
Seul le cas oll a, est un push-out d'un élément u € V(%) demande un argument.
Dans ce cas, il existe N € N tel que A, (v) —— A, (v+ 1) est un isomorphisme
pour n > N (quitte & choisir convenablement les cylindres dans la formation des
Va(wk)). 11 vient que REv,,RL,/(A(r)) — REv,RL,/(A(v+1)) est inversible
pour n > N. On conclut alors par le lemme 4.3.59 ci-dessous. O

Lemme 4.3.58. - - On suppose donné un foncteur E(—) : X —— Spectp(9M) tel
que :
- Pourv+1¢€ ), la fleche E(v) —— E(v + 1) est une équivalence stable,
~ Pour v € X limite, la fleche LColim,c, E, —— E, est un isomorphisme dans
Ho,, (Spect - (90)).
Alors, la fleche E(0) —— LColim, e \E(v) est une équivalence stable.

Démonstration. — Les conditions de 'énoncé dépendent uniquement de la classe
d’isomorphisme de 'objet E(—) dans Hoy;,.(Spectz(HOM(A,9t))). On peut alors
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supposer que E(—) est un objet cofibrant de HOM(A. Spect -(91)) pour la structure
de Reedy obtenue & partir de la structure projective instable sur Spect »(9t). Dans
ce cas, les fleches E, —— E,;; sont des cofibrations projectives stablement tri-
viales et pour v limite, Colim,e,E, —— E, est une cofibration projective triviale
niveau par niveau et donc stablement triviale. Le résultat découle alors du fait que
Cof proj N W est stable par composition transfinie. O

Lemme 4.3.59. — Soit f: X ——Y wun morphisme de F-spectres. On suppose que
fon: X,——Y, est une équivalence faible de MM pour n > N. Alors, f est une
équivalence stable.

Démonstration. - On fait une récurrence descendante sur N. On peut supposer que
f est une cofibration niveau par niveau entre F-spectres cofibrants niveau par niveau.
On peut également supposer que X,, = @ pour n < N. Quitte & remplacer X par
X HSusﬁ (Xn) Sus¥ (Y ) on peut supposer que Xy = Y.

La composée FYy_1 —— Yy ~ Xy correspond par adjonction a une fleche
a: Susg (FYn-1) —— X . De plus, le carré suivant :

SuspFYn_1 —— X

N-1
wYN—ll J/

Sus]b\f_lYN_l —Y

commute. La fleche X—_’X]_Isus{;{ FYn_1 Sus]}"lYN_l est une équivalence
stable puisque c’ecst un push-out de wg;ll (qui est une cofibration niveau par
niveau dans le cas des spectres non symétriques). Il suffit donc de montrer que
f: XHSus;}fFYN_l Susg_lYN_l —— Y est une équivalence stable. Or f] est une
équivalence faible pour n > N — 1 (en fait, fj,_, est un isomorphisme et f), = fm
pour m > N). O

Supposons ’hypothese 4.3.56 satisfaite. Le monoide triviale admet bien évidement
un élément symétrique. Ainsi, 'adjonction (F,G) se prolonge en une adjonction de
Quillen (F,G) : Spect () —— Spect (M) . Par la proposition 4.3.57, le fonc-
teur RG : Ho,;,(Spect (M) —— Hoy;,(Spect(M)) préserve les équivalences
faibles. Rappelons également que le théoréme 4.3.38, affirme que ce foncteur est une
équivalence de Quillen a droite relativement a la structure projective stable.

Ala page 245, on a construit une transformation naturelle t : F —— s_ entre
endofoncteurs de Spectp(91). On a également posé A = Gos_ =s_oG et A:

7
1—— A la composée 1 ]ﬁ‘GoF t yGos_ .
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Corollaire 4.3.60. — Pour tout X € Ob(Ho,;,(Spect (9M))), la fleche X — RA(X)
est une équivalence stable (ot le foncteur dérivé RA est pris relativerment a la structure
projective instable).

Démonstration. — Un morphisme de F-spectres f : X —— Y est une équivalence
stable si et seulement si s4 (f) est une équivalence stable. Lorsque X et Y sont projec-
tivement cofibrants, ceci est clair puisque s est une équivalence de Quillen & gauche
par le théoreme 4.3.38. Pour le cas général, il suffit de remarquer que s; préserve les
équivalences faibles niveau par niveau, ce qui permet de remplacer X et Y par des
objets projectivement cofibrants sans changer I'hypothese : s4(f) € W.

D’autre part, pour tout F-spectre X, la fleche de counité s, s X —— X est
une équivalence stable par le lemme 4.3.59, puisqu’elle induit un isomorphisme
(s4+8-X), ~ X, pour n > 1. Ainsi, si f: X ——Y est une équivalence stable de
F-spectres, la fleche sy s_(f) est aussi une équivalence stable et donc s_(f) est une
équivalence stable.

Par la discussion précédente et la proposition 4.3.57, RA : Ho,, (Spect (901)) —
Ho,, (Spect (90)) préserve les équivalences stables. Soient X un F-spectre fibrant
niveau par niveau et X —— R une équivalence stable avec R un F-spectre stable-
ment fibrant. Dans le carré commutatif :

X—R

L

AX — AR

les fleches horizontales sont alors des équivalences stables. La fleche R —— AR est
une équivalence stable par le théoréme 4.3.38. Le corollaire est démontré. O

Le résultat suivant fournit un modeéle simple du %-localisé d'un F-spectre :

Théoréme 4.3.61. — Soit X un F-spectre fibrant niveau par niveau. La colimite ho-
motopique de la N-suite :

)\X /\Aou (X) 1
(106) X 29 AX) — ... — A (X) ———— AH(X) —— ...

est un Qp-spectre. De plus, la fleche évidente X —— LColim,enA°"X est une équi-
valence stable.

Démonstration. — Le fait que X —— LColim,,cyA°"X est une équivalence stable
découle du lemme 4.3.58 étant donné que les Apyenx sont des équivalences stables par
le corollaire 4.3.60.

Il reste & montrer que la colimite homotopique K de (106) est un Q-spectre. Ceci
équivaut & dire que K —— RA(K) est un isomorphisme de Hop;,, (Spect (901)).
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Etant donné que s_ commute aux colimites et qu’il préserve les équivalences faibles,
on déduit de I’hypothese 4.3.56 un isomorphisme de commutation & la colimite homo-
topique LColim,enoRA ~ RAoLColim,,¢en. Il suffit donc de prouver que le morphisme :

LColim,enyA°"X —— LColim,eyA 0 A°"X

est inversible. Ce morphisme correspond & la colimite homotopique du morphisme de
N-suites :

by )\Aon X
X X AX) s A(X) — B ponrxy ——

Ax lAA(x) AAon(x)l jAA°"+1(X)
A(Xx) A(Apen (x))

AX) =5 A2(X) —— ... —— A" (X) ———— AH2(X) — ..

Le résultat découle alors du lemme 4.3.62 ci-dessous. O

Lemme 4.3.62. — Pour tout F-spectre X les deur morphismes A(Ax) et Ay(x) sont

égaux.
Démonstration. — Au niveau n, la fleche Ay(x) est donnée par la composée :
G(ax))
Ui A(X)
(107) G(Xnt1) — GF(GXns1) —— G(GKnt2)

Rappelons que les morphismes d’assemblage du F-spectre A(X) sont construits a
partir du morphisme F oG —— G o F déduit par adjonction de Fo F' = Fo F. Ils
sont donc donnés par la composée :

n G(vx)
F(CXni1) =25 X1 —s G(FX 1) —8 GX o2

Etant donné que la composée G » GFG + G est I'identité, on voit que Ay (x)
est égale a la composée :

(108) G(Xns1) Gl G(GFXni1) GoClm), G(CXny2)

Par définition, la composée (108) est le niveau n du morphisme de F-spectres A(Ax).
d

4.3.5. Spectres dans les catégories de modéles monoidales. — On suppose
ici que (9M, ®) est une catégorie de modeles monoidale symétrique et unitaire (voir la
définition 4.1.57). On suppose toujours que M est présentable par cofibrations.
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Soit T un objet cofibrant de 9. Le foncteur F = T ® — est un foncteur de Quillen
a gauche qui est X-symétrique. lorsque ¥, agit sur F°" = T®" ® — en permutant les
facteurs de T ® - - - ® T'. On supposera que le foncteur Ho_mg(T, —) est accessible. On
dispose ainsi de deux catégorics (avec plusieurs structures de modeles) :

- Spect(9M), la catégorie de T-spectres non-symétriques,

- SpectZ(M), la catégorie des T-spectres ()-symétriques.

On verra dans ce numéro que Spect?(im) est une catégorie de modeles monoidale
symétrique (sous 'hypothése que (SpectZ(9M), W, Cof proj, Fibpoj—st) est stable
au sens de la définition 4.1.44) et que sous certaines conditions, les catégories de
modeles Spect (M) et SpectZ (M) sont Quillen-équivalentes.

On commence par construire un produit tensoriel sur les suites (X)-symétriques
(voir la définition 4.3.3). On se place momentanément dans le cadre d’une catégorie
monoidale unitaire abstraite (€, ®,1). On supposera que C admet les coproduits et
que les foncteurs A ® — et —® A y commutent pour A € Ob(C).

Définition 4.3.63. - Soient X = (X, )nen €t Y = (Yn)nen deuzx suites symétriques
dans C. On définit une nouvelle suite symétrique X ® Y en posant :

(X@Y),= [] Wdig, (Xi®Y;)
i+j=n

Le bi-foncteur — ® — que 'on vient de définir induit une structure monoidale sur
Suite(X,, M) dont I'objet unité est donné par 1y = (1.9,...,,...). L’isomor-
phisme d’associativité est donné au niveau n par la composée :

(XY oZ),> [ Wdgis . (Xie ;e 2)

i+j+hk=n
>[I mdfs s, (X Y) @ Zk) = (X @Y) ® Z)n
i+j+k=n
Notons le lemme suivant :
Lemme 4.3.64. — Supposons que C est fermée a gauche (resp. a droite) et qu’elle

admet les limites pertinentes. Alors la catégorie monoidale Suite(X, C) est fermée a
gauche (resp. & droite).

Démonstration. — Par ®-dualité, il suffit de traiter le premier cas. Soient X =
(X )neN et Z = (Zy)nen deux suites symétriques dans €. Pour (i,n) € N2, on note
Hom (X, Zitn) cst le sous-objet de ¥;-invariants de Hom, (XL, Zi+yn) pour I'action :

Hom, (t71, Ziyn)
t € ¥; ~ Hom (X, Zitn) » Hom, (X, Zitn)

_Hom (Xia ¢n (t’ 1))
A » Hom, (X;, Zitn)
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Le groupe X, opére sur Ho_mg(X,-,,Z,-Jr") par Ho_my(Xi,¢i.,L(l, —)). On définit une
suite symétrique Hom,(X. Z) par :
Hom (X, Z)n = Hﬂg’r_\‘;“i(X,-, Zitn)
ieN

Soit Y = (Yn)nen une suite symétrique. Se donner un morphisme de Y dans
Hom, (X, Z) revient & se donner, pour tout (n,i) € N, une fleche ¥; x 3,-
équivariante : X; ®Y,, — Z;4,, . Ceci montre que Hom,(X,Z) représente le
foncteur homgyjte(s,e) (X ® —, Z). O

On suppose maintenant que (€, ®) est monoidale symétrique. On va définir une
contrainte de symétrie pour le produit tensoriel de la définition 4.3.63. Pour cela, on
introduit pour n =i + j la permutation 6; ; € ¥,, définie par :

a+j si 1<a<i
Gij(a.):{ J

109
(109) a—1i si i+1<a<i+j

Ainsi 6; ; est I'unique permutation qui envoie {1,....i} sur {j +1,...,j+ i} et {i +

1,...,i+j} sur {1,.... j} d’une maniére croissante. On a clairement 0;; = 6, jl. On
vérifie immédiatement que le carré suivant est commutatif :
bi.j
X —5 %,
(110) Tl 19:'.1(—)97.}
Pj.i

ol 7 est la permutation des facteurs. On a le lemme :

Lemme 4.3.65. — Soient X = (X,,)nen €t Y = (Yn)nen deuz suites symétriques dans
C. Soit n = i+ j une décomposition de n en somme d’entiers naturels. La composée :

9,
(111) X, @Y, — Y; ® X; — Indgr, 5 (V; ® X;) —— Indir, 5 (¥; ® X))

est X; X Yj-équivariante pour :
L’action produit sur X; ® Y;,
- L’action obtenue par restriction via ¢;j : X; x ¥j —— X, de l'action de X,
sur Ind%;’xzi (Y; ® Xi).

Démonstration. — Soit (u,v) € ®; x ®;. On a le diagramme commutatif suivant :
T b)) 9‘7',,‘ b
Xi®Y; — Y Xy — Indy, 5 (¥; ® Xi) —— Indg! 5, (V) ® X5)

(u. 'v)l l(r. u) Jv(bj.i(va u) loj,id’j‘i('v‘ ‘“)‘91_.1'1

0;.i
X;®Y; —— Y% X; — Ind¥", 5 (V) & X;) —— Indy", 5 (Y; ® X;)
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A une permutation pres de i et j, le carré commutatif (110) montre que 0;;¢;.;(v.
u)ﬂj_; = ¢;.j(u,v). O

Ainsi, la composée (111) induit par adjonction un morphisme ¥,,-équivariant (que
I’on appelle § par abus de notations) :

(112) 0: Indg’, s (X; @ Y;) —— Indg", 5 (V; ® X;)

et donc, par passage au coproduit suivant les décompositions n = i+ j, un morphisme
naturel de suites symétriques :

(113) 0: XY —YaeX
Nous allons vérifier rapidement que 6 rend la structure monoidale sur Suite(X, 901)

symétrique :

Lemme 4.3.66. - - La fléche (113) est involutive ie. 6> = idxgy. De plus, le dia-
gramme suivant :

(X3Y)%Z—Z0(XxY)— Z% (Y %X)
(114) Nl lN

Xy (Y@ Z)— (YR Z)u X — (ZaY)® X
est commutatif.
Démonstration. — Pour faire cela, il est pratique de se donner une suite symétrique
T = (Ty)nen et d’évaluer le foncteur homgyites.e¢)(—. T') sur 6? et sur le diagramme
de I'énoncé.

L’application homgyjte(s.c)(6. T') : homgyite(s.c) (Y @ X, T) — homgyite(s.c) (X
® Y, T) associe a une famille :

(Vj.i)j+i=n € H homgep(s; xx;.¢)(Y; ® Xi, T)
Jjti=n
la famille des composées :
T V)i 0;.i
(xieY ">V Xi—5T, =51, )
i+j=n

avec 7 l'isomorphisme de commutativité de € et 6;; 1'élément (109) de Xy ;. Etant
donné que 72 = id et 0;:0;; = 1, il est immédiat que hOIlls“ite(z,e)(92, T') est I'identité.
Montrons la commutation du diagramme (114). La composée

homgyite(s.e)((Z @ Y) @ X.T) — homgyitez.e) (Y @ 2) ® X, T)

— llonlsuite(zwe) (X b (Y & Z)7 T)
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associe a une famille :

(’7’\?,j.i)l\'+j+i=n € H hornRep(E,\.XE.,- XE,-)((Zk ® Yl) ® Xiv T)
k+j+i=n

la famille des composées :

(Xie(®z) — = (GeZ) 8 X —— (ZeY;) & X;

ki Pitki(0iks1)  Ojik
0 J,j\T¢j+ i( j >)T-L+—)T)
i+j+k=n
De méme, la composée
homgyite(s.¢)(Z @ (Y € X),T) — homguite(s,e) (Y ® X) ® Z.T)
R — hOlllSuite(g’(g)((X ® Y) ® Z, T)
associe & une famille :

(Wjidktiti=n € ] homrep(s,xs;xz)(Zk @ (¥; ® Xi),T)
k+j+i=n

la famille des composées :
((Xi®yj)®Zk—T—_>Zk®(Xi®Yj)—T')Zk®(Y;'®Xi)

'Yk,j,i} T¢k,i+j(1, 93'.1‘)) T Ok,ivj T )
i+j+hk=n

La commutation du diagramme (114) découle alors de la commutation du dia-
gramme correspondant dans la catégorie monoidale symétrique € ainsi que la relation
O r1.i®jki (0. 1) = Ok it jOr.itj (1.654). a

On a donc la proposition suivante :

Proposition 4.3.67. — Soit (C.®) wune catégorie monoidale fermée symétrique et
unitaire. On suppose que C admet les colimites et limites pertinentes. Alors,
(Suite(X, C), ®) est aussi une catégorie monoidale fermée symétrique et unitaire.

Dans la suite, (C, &) sera toujours supposée symétrique.

Définition 4.3.68. -- Soit T un objet de C.

1- On note ST la suite symétrique donnée au niveau n € N par 'objet ST = T®"
muni de Uaction de X,, déduite de la permutation des facteurs.

2- On note m le morphisme de suites symétriques ST © ST —— ST donné au
niveau n par le coproduit. selon les décompositions n =i+ j, des fleches évidentes :

Ind%;’xz’_ (T® @ T®I) —— T®"
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Proposition 4.3.69. — La suite ST, munie de Uaccouplement m : ST @ ST —— ST
et de l'unité 1y —— ST, est une algébre unitaire et commutative dans la catégorie
monoidale Suite(X, C).

Démonstration. — On traite uniquement la commutativité de ST Il s’agit de montrer
pour n =1 + j que le triangle suivant :

Indg", s (T% g T) ¢ Indg", 5 (T® & T#)

\/

TZ n
est commutatif. Par adjonction, et en utilisant la construction de 6, on voit qu'’il suffit
de montrer la commutation du diagramme suivant :

T @ T% —— T% @ T% —— Indy", 5 (T% & T%) IR Indgr, s, (T®J ® T®)

T@ n

Le point clef est de remarquer que la permutation 7 : T®! @ T® —— T®i g T®?
coincide avec 'action de 6; ; € ¥, sur T' 27 modulo les identifications canoniques. On
a donc un diagramme commutatif :

T® @ T® ——=T% @ T% —— Indy", 5 (T% % T?) —— Ind3", 5, (T% ® T)

T~ o1 .

T%n e s Ton — Té::n
Le résultat découle alors de la relation 6;;6; ; = 1. O

On notera Mody(ST) (resp. Mody(ST)) la catégorie des ST-modules & gauche
(resp. & droite) dans Suite(X, €). Comme ST est une algébre commutative, on dispose
d’un isomorphisme Mod,(ST) ~ Mod(ST) qui & un ST-module & gauche (ST ®M —
M) associe le ST-module & droite (M ® ST ~ ST @ M — M).

L’intérét de I’algeébre ST vient du résultat suivant :

Proposition 4.3.70. — La catégorie Spect’(C) est (tautologiquement) isomorphe d la
catégorie Mody(ST) des ST -modules a gauche dans Suite(Z, C).

Démonstration. — Un T-spectre symétrique X définit un ST-module en prenant la
suite symétrique (X,,)nen ct accouplement :

ST @ (Xn)nen — (Xn)n
donné en degré n par le coproduit, selon les décompositions n = ¢ + j, des fleches :
Indg’, 5 (T% @ X;) — X,

déduites des morphismes d’assemblage du T-spectre symétrique X.
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Réciproquement, un ST-module (M), en définit un T-spectre symétrique M en
posant M,, = A, ct en prenant pour morphisme d'assemblage T ® M,,_; — M,
la composante correspondante & la décomposition n = 1 + (n — 1) du morphisme
structural ST @ M —— M . O

Vue la proposition 4.3.70, les ST-modules & gauche seront notés par les lettres
grasses : X, Y, etc. Comme ST est commutative, on dispose aussi d’un isomorphisme
SpectZ(C) ~ Mody(ST). Toutefois, cet isomorphisme est moins tautologique que
celui de la proposition 4.3.70.

Comme ST est une algebre symétrique et unitaire, la catégorie Mody(ST) est
encore monoidale symétrique et unitaire. Si X et Y sont deux ST-modules, on définit
X ®gr Y comme étant le coégalisateur habituel :

Coeq(X®8T®Y:jX®Y)

ot X est considéré comme un ST-module & droite via 'isomorphisme Modgy(ST) ~
Mod(ST). Sous les hypotheses du lemme 4.3.64, la catégorie Mod,(ST) et également
fermée. Si X et Y sont deux ST-modules & gauche, on définit Ho_mST(X, Z) comme
étant I'égalisateur :

(115) €q ( Hom, (X,2) == tom, (X 5572 )

ol la premiére fleche est celle déduite du morphisme structural X @ ST —— X de
X vu comme ST-module & droite et la seconde est la composée :

Hom, (X, Z) — Hom, (X ® ST, Z ® ST) —— Hom, (X ® ST, Z)

Notons également que la structure de ST-module & gauche sur (115) est donnée par
celle de Z.

En utilisant la proposition 4.3.70 on déduit un produit tensoriel — ® — sur la
catégorie SpectZ(€). De plus, (SpectZ(C),®) est monoidale symétrique et unitaire.
Elle est également fermée si € est fermée et admet les limites pertinentes. Notons la
proposition suivante :

Proposition 4.3.71. — Appelons SUSy s, : Suite(S, ) —— Spect7(C) le fonc-
teur qui @ une suite symétrigue X = (X,)nen associe le T-spectre symétrique
[,enSush 5(Xp). Ce foncteur correspond via Uisomorphisme SpectZ(€) o~
Mod,(ST) au foncteur « ST-module libre associé » qui & la suite symétrique
X = (Xn)nen associe le ST-module & gauche ST ® X. En particulier, le fonc-
teur SUSr 5, est monoidal.
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Démonstration. — Le foncteur SUSryy est I'adjoint & gauche du foncteur oubli
Spect?(€) — Suite(X, €) . De méme, le foncteur ST ® — est 'adjoint & gauche
du foncteur oubli Mod,(ST) —— Suite(X. €) . Le résultat est maintenant clair. [

Pour p € N et A € Ob(C), on note e,(A) la suite symétrique (2, .. .,@,Ind;‘:"A,
Z,...) avec Ind?”A placé en degré p. On a un isomorphisme canonique ep(A) ®
eq(B) = ep+q(A ® B). De la relation Sus}, . = SUS7 5; 0 ep, on déduit le corollaire :

Corollaire 4.3.72. — Il existe un isomorphisme de T-spectres Susf. 5,(X )®Susf. 5(Y) ~
Susfl’«jrg (X ®Y) naturel en X et Y dans C. En particulier, le foncteur Susg«,z est

monoidal.
On dispose d’un morphisme évident de suites symétriques i1 : e;(T) —— ST qui

est I'identité au niveau 1. On peut former la composée des morphismes de ST-modules :

®’Ll

(116) w: ST®61(T) — ST @sT 2, g7

Le morphisme w est aussi la fleche correspondante & i; via l’adjonction (ST ® —,
T
Oub® ) : Suite(%, €) — Mod,y(ST) .

Etant donnée une suite symétrique X = (X, )nen, la flecche w ® X :

id®i
ST@el(T)® X —3ST ST @ X —23 ST @ X
induit par la proposition 4.3.71 une fleche naturelle en X :
(117) wx : SUSy x(e1(T) @ X) — SUSy 5 (X)
De plus, cette fleche correspond, via I'adjonction (SUSt 5, Oubg‘z) : Suite(%,C) —
Spect(C), & la fleche
e1(T) ® X —— SUS7 5 (X)
qui, au niveau n, est donnée par l'inclusion du facteur Ind)f:z"_lT ® Xp_1, numé-
roté 1 +n — 1 = n, dans le coproduit [[;,;_, Ind%;'xEjT@Xj. Il vient que si 'on

applique (117) & X = e,(A), on retrouve la fleche w% (voir (82)). Le lemme suivant
est maintenant clair :

Lemme 4.3.73. —- Soient A € Ob(C) et p € N. La fleche w¥ : Sus”""l(T ®A) —

Susf. 5;(A) correspond via l’isomorphisme de catégories SpectZ(€) ~ Mod,(ST) d
composée :

ST ® e11(T ® A) = ST ® €1(T) ® ep(4) —— ST ST ® e,(4) —2+ ST @ e (4)
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Corollaire 4.3.74. —- Soient (p,q) € N? et (A, B) € Ob(€)2. Le carré suivant :

wh ®id
SusEE} (T ® A) ® Sush 5,(B) ———— Sush. 5,(4) © Sus?. ,(B)

| |

WagB
SuE T 8 A® B) 2 s Sudti(A® B)

est commutatif.

Démonstration. — Par le lemme précédent, le carré de I’énoncé correspond modulo
I'isomorphisme Spect?(€) ~ Mod,(ST) au carré suivant :

(ST & e1(T) ® €p(A)) ® e4(B) —2— (ST R e,(A)) ® eq(B)

| l

ST ® e1(T) ® ep+q(A ® B) ——8T® ep+q(A ® B)
La commutation de ce carré est évidente. O

Revenons au cas ol € est notre catégorie de modeles (M, ®, 1) monoidale symé-
trique et unitaire. Notons la proposition suivante :

Proposition 4.3.75. — La catégorie Spect%(im) est une catégorie de modéles monoi-
dale pour sa structure projective instable.

Démonstration. — 1l s’agit de vérifier I'axiome (MMC) de la définition 4.1.57. Soit
v : A—— B une cofibration projective (resp. cofibration projective triviale ni-
veau par niveau) de T-spectres symétriques. On note €” la classe des fleches v’ :
A’ —— B’ dans SpectZ(9M) telles que :

AgB || B A’ — BoB

AQA’
est une cofibration projective (resp. cofibration projective triviale niveau par ni-
veau). Il suffira de prouver que Cofp,,; C 6”. Pour cela, remarquons que €’ est
stable par rétract, composition transfinie et push-out. Ceci nous rameéne a vérifier que
{Sus}. 5 (v'); g€ Netu' € Cof} C €.
Soit u' : U’ —— V' une cofibration de 9. Il faut montrer que la fleche :
A ® Sus?. (V') H B ® Sust, 5,(U') —— B ®Sust (V')
AQ®Sust . (U’)

est une cofibration projective (resp. cofibration projective triviale niveau par niveau).
Pour faire cela, on introduit la classe ¥ des fleches v vérifiant cette propriété et
on montre que Cofp.; C € (resp. Cofproj N Wiy C F). Etant donné que % est
stable par rétract, composition transfinie et push-out, on se raméne & montrer que
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{Sus¥. - (u); p € Net u € Cof (resp. u € Cof N W)} C €. On se donne donc une co-

fibration (resp. une cofibration triviale) u: U —— V' de M. Par le corollaire 4.3.72,
on voit que la fleche :

Sust (U) ® Sus? 5 (V') 11 Sush. (V) ® Sust - (U")
Sush. o (U)@Susd. . (U’)
— Sush, (V) ® Susf, (V')
s’identifie canoniquement a :

Sus"+q(U ® V') H Susl}*'zq uzv) — S‘15p+q(V ®V’)
Sus!;.'_")g(U@U')

et donc a I'image de la cofibration (resp. cofibration triviale) U2V’ [[g, U'®V —
V ® V' par le foncteur de Quillen & gauche Sush . Dol le résultat. O

Nous ignorons si I'analogue de la proposition 4.3.75 est encore vrai pour la structure
stable sur Spect?(C). Nous avons toutefois le résultat conditionnel :

Théoréeme 4.3.76. — On suppose que la catégorie Spect%(i)ﬁ) est stable pour sa struc-
ture projective stable. Alors, (Spectqzw(fm). W,i. Cof o, Fibproj—st) est une catégorie
de modéles monoidale.

Démonstration. — Par la proposition 4.2.76, il nous reste & vérifier que E ® w¥ est
une équivalence stable pour E un T-spectre symétrique projectivement cofibrant, A
un objet cofibrant de 9t et p € N. II suffit donc de voir que pour tout Q7-spectre
fibrant niveau par niveau X, I'application :

homyy,,,, (spect(am)) (E @ Sush »(4), X)
— homy,, , (spects (o)) (E ® Sust5 (T ® A), X)
est bijective. Par adjonction, cette application s’identifie a :
homy, , (spects(am)) (E; Hom, (Sush. 5;(4), X))
— homy,, (spectz (o)) (E: Homd(Susp+1(T ® A), X))

1 suffit donc de montrer que la fleche Hom, (Sus, 5;(A4), X) — Hom (Susp'H(T ®
A),X) est une équivalence faible niveau par niveau. Soit ¢ € N, la transformatlon
naturelle :

(118) Ev, o Hom, (Susf. 5;(A), —) — Ev, o Hom (SuspH(T ® A),—-)
correspond par adjonction a la fleche :

1 . wh % id
(119) Sush’ (T ® A) ® Sush. 5, (—) ———— Sush. 5, (A) ® Sus ()
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Par le corollaire 4.3.74, la transformation naturelle (119) est isomorphe a :

wp+q_
(120) SusbH (T @ A® —) —2—— Sushi(A® -)

On déduit que (118) est isomorphe & la transformation naturelle :
Hom, (A.Evpq(—)) — Hom, (A, Hom (T’ Evpiq11(-)))

déduite par adjonction du morphisme d’assemblage des T-spectres. Le résultat est
maintenant clair étant donné que pour un r-spectre fibrant niveau par niveau, le
morphisme X, — Hom, (T, Xp44+1) est une équivalence faible de 9. O

Notons la proposition suivante :

Proposition 4.3.77. — Pour que la catégorie de modéles (Spect¥(9M), W g, Cof proj,
Fibyroj—st) soit stable, il suffit qu’il existe un objet T' € Ob(IM) tel que T soit iso-
morphe ¢ $1(T") dans Ho(M).

Démonstration. — Par la proposition 4.3.42, il suffit de traiter le cas T = T" ® X1
avec T’ un objet cofibrant de 9. On note 7 la transposition (12) € 3. On sait par
le théoréme 4.3.38 que le foncteur (T'® —), est une équivalence de Quillen & gauche
relativement & la structure projective stable de Spect% (9). On vérifie immédiatement
que (T®—), est égal au foncteur ST®eo(T)® — modulo Iisomorphisme Spect () =~
Mod,y(ST). On a des isomorphismes canoniques de foncteurs :
STRe(T)® — = (ST ®@ep(T") ® =) o (ST @ ep(Z'1) ® —)
= (87 @ eo(5'1) ® ) 0 (ST @ eo(T") ® -)
De plus, les deux foncteurs (ST ®eo(T")®—) et (ST ®eo(X!1)®—) sont des foncteurs de
Quillen & gauche. Ceci montre que (S” ® eg(X'1) ® —) est une équivalence de Quillen
& gauche. Il est immédiat que L(ST ® eo(2'1) ® —) est isomorphe & I'endofoncteur
%!(—) de Hoy(SpectZ(9M)). O

Remarque 4.3.78. —— La condition de la proposition 4.3.77 est clairement satisfaite
lorsque 9N est stable.

Le reste de ce paragraphe est consacré a la preuve du critére suivant :

Théoréme 4.3.79. — Pour que le foncteur de Quillen a gauche (— ®{1; )

Spect () —— Spect?(9IM) soit une équivalence de Quillen relativement auz
structures projectives stables, il suffit que les conditions suivantes soient satisfaites :
(i) La permutation (123) € L3 opére par l'identité sur T®® dans Ho(9M),
(i) Le foncteur RHom (T, —) commute auzx compositions transfinies comme dans
Uhypothése 4.3.56.
(#ii) La catégorie de modéles (Spect%(im),Wst, Cof o), Fibproj—st) est stable.
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La permutation 7 = (12) € ¥ est une involution symétrique du monoide ¥ (voir
la définition 4.3.36). D’apres le théoréme 4.3.40. il suffit de vérifier que le foncteur
(T®-)r = (T®r—) : Spect (M) —— Spect(IM) est une équivalence de Quillen
a gauche. On notera Hom, (T, —) I'adjoint & droite de T'2, —. L’hypothese de stabilité
de (SpectT(Sﬁ) Wy, Cof o). Fiby,o_s¢ ) sera utilisée via le lemme suivant :

Lemme 4.3.80. — On suppose donné un morphisme de N-suites dans une catégorie de
modéles stable N :

Ay — A YA, —— A1 — ..
By—— B, —— ... > B,, + B, 41 > ...

et des morphismes v, : B, —— A,,+1 dans Ho(M) faisant de :

Ay— Ay — ... — A, — Ay —— ...

/]

By—— B ——>...—— B,—— B,;1—...

un diagramme commutatif dans Ho(MN). Alors le morphisme évident LColim,ecnyA, —
LColimpenB,, est un isomorphisme de Ho(N).
Démonstration. - - La colimite homotopique d'une N-suite de N :

1 Cn

)
Co y Cy — ... » Ch > Crt1

se calcule (& un isomorphisme non-unique preés) dans la catégorie homotopique par :

Cone(]_[c,, Mol HC”)

Les fleches v, de l'énoncé fournissent dounc une fleche (non canonique) «

LColim,,enB;, —— LColim,ecnA,, . On montre facilement que les composées v o ¢
et ¢ o~y sont inversibles (avec ¢ : LColim,ecnA,, — LColim,cnB,, le morphisme
canonique). O

La composée (T ®, —) o (T ®, —) est égale & (T9? ® —), avec 0 = (123) € 3.
On notera T®% ®, — le prolongement de T%? 7 — associé & o et HomZ(T®2. —) sont
adjoint & droite.

Lemme 4.3.81. — On suppose que o = (123) : T®3 —— T%3 est l'identité
dans Ho(9M). On suppose aussi que (Specty (M), Wy, Cof.Fibp,oj_st) est
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stable. Alors, l'unité : X —— RHom{ (T®?,—) o L(T®? ®, —)X de ladjonction
(L(T®? ®, —). RHom? (T.—)) : Hop;(Spect (M) —— Honin (Spect (M) est
une équivalence stable pour tout T-spectre X.

Démonstration. -— Soit X un T-spectre projectivement cofibrant. Choisissons une
suite de cofibrations

X5 R, —“SR
avec a1 triviale niveau par niveau, u stablement triviale, R, fibrant niveau par niveau
et R stablement fibrant. On choisit ensuite une cofibration triviale niveau par niveau
by : T®? ®, R{ —— Q; avec Q; fibrant niveau par niveau et un carré commutatif :

R, — R
Hom? (T'#2.Q,) 5P

avec v une cofibration stablement triviale et P stablement fibrant.
Considérons le diagramme suivant daus Ho,,;, (Spect,(90)) :

(4

» LColim,enA°"R, ——— LColim,enA°"R

X
(121) l l(*) l
;(Tm‘

Hom Q) — LCoIim,,eNA°"HomZ(TZ"Q. Q) — LColim,enA°"P

¢

Come R et P sont des T-spectres stablement fibrants, les fleches AR — A°" TR
et A°"P —— A°?H1P sont des équivalences faibles niveau par niveau. On
déduit des isomorphismes R ~ LColim,cnA°"R et P ~ LColim,enA°"P dans
Ho,,;, (Spect,(9M)). Ceci montre que les fleches e et e’ sont des équivalences stables.
En considérant I'image de (121) par Ho,;,(Spect,(9)) —— Ho,:(Spect(MM)) ,
la fleche X —— Hom?(T', Q) devient un rétract de (*). I suffira donc de montrer
que (%) est une équivalence stable. On verra méme que (%) est un isomorphisme de
Honiv(Spectr(9M)).
La fleche (x) de (121) est la colimite homotopique du morphisme de N-suites :

AR, »y A'R, ... - A"R; ——— ...

A°Hom? (T®2, Q;) — A'Hom7 (T%?,Q;) — ... — A°"Hom{ (T®%,Q;) — ...
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On montrera que la restriction de ce morphisme de N-suites suivant Iinclu-
sion cofinale 2N C N, vérifie la condition du lemme 4.3.80 niveau par niveau.
Ainsi, on s’intéressera uniquement & l'image de cette restriction par le foncteur

Ev
Spect () —m— Ho () . Cette image est :

(122)
(1)

... ————— RHom(T%". X, 1)) —————

RHom, (T%2+", Xay4p) —————— ...

(2)
3)

.. — RHom, (T*", RHom, (T*2.T%2 2 X, +,)) —

RHomy(T“'?"'". RHomg(T’X’z, T2 Xognip)) — -

ol la fleche (1) est la composée :

RHom, (T®", X,4,) — RHom, (T22 & T?".T?2 @ X,,4,)

~

1§
—x) RHomg (T®2+n, X2+n+p)

La fleche (2) est induite par le morphisme d'unité 1 —— RHom (T®2,T%2 g —) .

La fleche (3) est donnée par la composdée :

RHom, (T®",RHom, (T2, T%2 % X 14 ))

—— RHom, (T2 5 T#". T%? 2 RHom,(T%2. T%2 % X,,1,))

~2
l ’RHom; (T2, T%22,X)

RHom, (T*%*".RHom, (T*2.T?% ® Xayn+p))

Supposons un instant que le morphisme d’assemblage du T-spectre Ho_m‘g’(T®2,
T®%%,X) est égal dans Ho(9M) au morphisme d’assemblage du T-spectre M;(T ®2
T®%2®,X) (avec T®?®; — le prolongement du foncteur 7%2®— : 9t — M associé
a l'isomorphisme d’associativitt T @ (T2 T)2 — ~ (T ®T)®@T @ —). Dans ce cas,
la fleche (3) dans le diagramme (122) est égale a la composée :

RHom, (T2",RHom, (T2, T%2 % X ,4,))

—— RHom, (T®? 5 T?".T?? % RHom,(T*?,T%? % Xy4p))

2
‘[ 'RHom! (T2.T%272,X)

RHom, (T#2+". RHom,(T*2.T%? @ Xo1n+p))
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, . . 1
Le carré du morphisme d’assemblage VHom! (T52.T%28,X) du T-spectre Hom, (T' ®; X)
est égal a la composée :

T®2 @ Hom, (T%2, T © X,14,) —— T2 @ X,
%

n
e X2+n+p _— Homg (T®2, T®2 ® X2+n+p)

On dispose d'un isomorphisme canonique Hom, (T®", Hom (T®2. —)) ~ Hom (T®*®
T®" —) et dun diagramme commutatif :

Hom, (T#". Hom, (T"2.T%2 & X 1)) s Hom, (T2 & T#". T2 @ Xy 4p)

A2
X

(T T Xy p)

|
RHom, (T*!'*". Hom, (T*2.T%2 & X4 4p))

Hom, (T#* & T#", T2 2 Hom, (T**, T2 5 X,14,))

Hom”(T:’?2 ST Xognap)

U

RHom, (T2 Hom, (T "2. T%* & Xotn+p))

Ceci montre que le diagrame

. 1
...—— RHom,(T*".X,,) S RHom, (T#2+1". Xy ) — ...
¢
(2)J L J
o (3)
...— RHom, (T*". Hom,(T*2.T

xu+p)) ._) R'__lﬂ”(:[‘i-i'l‘l-"___Hom”(Ti-iZ_ TZ?:‘,j X2+u+p)) i

est commutatif dans Ho(9) si I'on prend pour la fleche en pointillés la composée :
Homg(T@”. Homy(T®'", T%2 @ X))

2
~ . . Tx
? _I:'Qm”(T@Z z T®“~ T®2 & Xn,+p) ? HO_mQ (T®2+n.’ X2+n+p)

On conclut alors avec le lemme 4.3.80.
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N

Pour terminer, il nous reste donc & vérifier que les morphismes d’assemblage
YHom? (T®2,T®2@,X) SONt isomorphes dans Ho(9t) aux morphismes d’assemblage
YHom! (T'92,T92@,X)* Soit € € X3 et explicitons THom¢ (T22,7825.X) €N revenant aux
définitions. Il s’agit donc de la composée :

T ® Hom, (T®2,T?? 2 X,,)
n
Hom, (T®2,T%2 © T ® Hom, (T%2,T%? 5, X))
le_l
Hom, (T%2,T € T®? @ Hom,(T%?2,T%? % X,,))

—% 3 Hom, (T2, T % T%2 % X,,) —— Hom, (T2, T®? g T © X,,)
X
Hom, (T®2,T%2? % X,,41)

Etant donné que o et o~! agissent trivialement sur T ® T ® T dans Ho (M), cette
composée est la méme (dans Ho(9)) pour € = 1 ou € = ¢. Le lemme est démontré. O

On peut maintenant achever la preuve du théoréme 4.3.79. Etant donné que
(T ®; —)°%2=(T® ®, —), il suffit de montrer que l'adjonction ((T®? ®, —),
Homg (T®2, —)) est une équivalence de Quillen relativement & la structure stable.

L’endofoncteur L(T%®? ®, —) de Hop.(Spectr(9M)) préserve les équiva-
lences stables. La condition (ii) du théoréme 4.3.79 implique que l’endofonc-
teur RHom{ (T®%,—) de Honi,(Spect(9M)) préserve également les équivalences
stables (voir la proposition 4.3.57). Ces deux foncteurs se dérivent donc trivia-
lement relativement & la localisation de Ho,;.(Spect(M)) suivant les équi-
valences stables. On déduit, par le lemme 4.3.81, que l'unité de l’adjonction
(L(T®? ®, —),RHom7(T%?% —)) : Ho(Specty(9)) — Hoy(Spects (M)
est invermble

D’autre part, le foncteur RHom? (T®2 —) est conservatif. En effet, soit f : X — Y
un morphisme de T-spectres sta.blemcnt fibrants. Supposons que Hom? (T®2 f) est
une équivalence stable. Les T-spectres Hom g(T®2. X) et I_-l_gmg (T®2,Y) sont encore
stablement fibrants. Il vient que Hom? (T82 f) est une équivalence faible niveau par
niveau. Pour n € N, les carrés :

X, — Hom (xn+2)
l J('-Io_mQ(Tz2-f7z+2)
Y, — Hom ( n+2)
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sont commutatifs et & fleches horizontales des équivalences faibles. Ceci montre que
les f, étaient des équivalences faibles.

11 découle alors formellement que la counité de l'adjonction : (L(T®? ®, —),
RHom¢ (T®2, —)) (au niveau de Hoy(Specty())) est aussi inversible. En effet, la
composée :

RHom? (T®2, —) —— RHom? (T'®2, —) o L(T®2 ®, —) o RHom{ (T'®2, —)
—— RHom{ (T'®2, -)

est I'identité. Ceci montre que RHom{ (T®2, —) o L(T'®? ®, —) o RHomg (T®?, —) —
RHom{ (T'®2, —) est inversible. On invoque alors le fait que RHomg (7°®?, —) est conser-
vatif. Le théoreme 4.3.79 est démontré.

4.4. Des catégories de modeles de nature faisceautique

Le but de cette section est d’exposer les résultats de Jardine [Jar87] sur I'existence
de structures de modeles sur les catégories de faisceaux sur un site. Une différence
notable avec [Jar87] vient du fait que 'on considére des faisceaux a valeurs dans
des catégories de coefficients (voir la définition 4.4.23). Ceci exclut donc ’exemple
fondamental A°PEns puisque les catégories de coefficients sont stables.

4.4.1. Préfaisceaux et faisceaux a valeurs dans une catégorie abstraite

Dans ce numéro, on se donne une catégorie € compléte et cocomplete. Si A est un
objet de C et E un ensemble, on notera E ® A (resp. hom(FE, A)) la colimite (resp. la
limite) du foncteur :

E———)*—ﬁl—)(‘f

ol 'ensemble E est considéré comme une catégorie discréte. Bien entendu, F ® A
(resp. hom(E, A)) est simplement le coproduit (resp. le produit) de E copies de A.
On vérifie aisément que le foncteur E® — est adjoint & gauche du foncteur hom(E, —).

Définition 4.4.1. — Soit 8 une petite catégorie. On note PreShv(§,C) la catégorie
HOM(8°P, €). Un objet de PreShv (S, C) est appelé un préfaisceau & valeurs dans C.
Lorsque C est la catégorie des ensembles, on note simplement PreShv(8) la catégorie
des préfaisceauz d’ensemnbles.

Dans la suite de cette section, une petite catégorie 8 sera fixée. Sauf mention expli-
cite du contraire, les préfaisceaux sont définis sur 8. Soit F' un préfaisceau d’ensembles.
On note 8/ F la sous-catégorie pleine de PreShv(8)/F formée des fleches U — F avec
U un objet de 8 vu comme un préfaisceau représentable via le plongement de Yoneda.
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Définition 4.4.2. — Etant donnés un préfaisceau K a valeurs dans C et un préfaisceau
d’ensembles F', on définit un préfaisceau F & K : §°P —— € par l'association :

U € Ob(8) ~ F(U) 2 K(U)

Si H est un autre préfaisceau & valeurs dans €, on note home (F, H) l'objet de C défini
par :

Limy_ reons;ryH(U)

On définit alors un préfaisceau hom(F. H) a valeurs dans € par l'association :
U € Ob(8) ~ home(F x U, H)

Remarque 4.4.3. -— Pour U € Ob(S), on a un isomorphisme canonique : home (U, H) ~
H(U). En effet, la catégoric 8/U admet idyr comme objet final.

On verra que hom(F, —) est 'adjoint & droite du foncteur F ® —. On commence
par :

Proposition 4.4.4. — Soit F' un préfaisccau d’ensembles. Le foncteur home(F,—) :
PreShv(8,C) —— C est adjoint a droite du foncteur composé :

cst F2 -
€ —— PreShv(S.C) —— PreShv (S, C)

ot cst est le foncteur qui associe a A € Ob(C) le préfaisceau constant At (i.e. tel
que A.st(U) = A pour U € Ob(8)).

Démonstration. — 1l s’agit de construire un isomorphisme naturel en A € Ob(C) et
H € Ob(PreShv(S8,C)) :

hompreshv(s,e)(F & Acst, H) —— home (A, home (F, H))

L’ensemble hompreshv(s.c)(F' @ Acst, H) cst I'égalisateur de la double fleche évidente :
[[ bome(F(U) @ AHU) == [ home(F(V) ® A HU))
UeOb(8) U—VEFI(S)

On déduit par adjonction, un isomorphisme naturel entre hompyeshv(s.c)(F® Acst. H)
et 'égalisateur de :

[[ bome(A hom(F(U),HU)) —= ]| home(A, hom(F(V), H(U)))
U€cOb(8) U—VeFI(8)
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