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LES SI X OPÉRATION S D E GROTHENDIEC K E T L E 
FORMALISME DE S CYCLE S ÉVANESCENTS DAN S L E 

MONDE MOTIVIQU E (II ) 

Joseph Ayou b 

Résumé. —  C e deuxième volume regroupe les chapitres 3  et 4  de notre étude d e la 
fonctorialité de s catégories homotopiques stables de s schémas. Dans le volume pré-
cédent, nous nous sommes concentrés sur le s six opérations /* , /*, f\, / ! , —  0 —  e t 
Hom(—, — ) et leurs propriétés de constructibilité e t d'exactitude . 

On commenc e ce volume par l a constructio n de s foncteur s motif s proches 
analogues motiviques des foncteurs cycle s proches bien connus en cohomologie étale. 
On étend ensuite le formalisme des cycles évanescents à ces foncteurs. En particulier , 
on calcul e l'effet d u foncteu r \I> / dans le cas où /  es t à  réduction semi-stable . O n 
montre auss i que le s préserven t le s motifs constructibles , qu'il s commuten t a u 
produit tensoriel extérieur et aux foncteurs de dualité. On définit ensuite un opérateur 
de monodromie et on montre qu'il est nilpotent . 

Le dernie r chapitre , d e nature différent e de s troi s autres , repren d e n détail s l a 
construction de la catégorie hornotopique stable des 5-schémas. 

Abstract (The Grothendieck six operations and the vanishing cycles formalism in the 
motivic world (II)) 

This second volume contains chapter 3 and 4 of our study o f the functorialit y of 
the stable homotopy categories of schemes. In the previous volume, we concentrated 
on the six operations /*, /*. f\, f\  — ® — and Hom(—. — ), their constructibility an d 
exactness. 

This volume begins with the construction of the nearby motive functors \I> / which 
are the analogu e of the nearb y cycle s functors, well-know n in étale cohomology. We 
then extend the vanishing cycle s formalism to these functors. I n particular, we com-
pute the effec t o f the functo r ^  f i n the case where / has semi-stable reduction . We 
show also that preserv e constructible motives and commut e with externa l ten -
sor product and duality . W e then define a monodromy operator an d prove that this 
operator i s nilpotent. 

The last chapter, whic h is of different natur e than the previous ones, recall in full 
details the construction of the stable homotopy category of 5-schemes. 
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CHAPITRE 3 

LA THÉORI E DES FONCTEUR S CYCLES PROCHES 
DANS U N CADR E MOTIVIQUE 

Introduction 

On a  v u dan s l e premier volum e que l'o n disposai t dan s l e monde motivique du 
formalisme de s six opérations de Grothendieck , à savoi r / * , / * , /i , /" , ® et Hom. Il 
est alor s naturel de se demander s i l'on dispose également de la septième opération, à 
savoir les foncteurs cycles proches L e présent chapitr e est consacré à la construction 
et à  l'étude de s foncteurs cycles proches motiviques. Pour rester fidèle à l'esprit d e ce 
travail, o n a évité de se restreindre au x cas des 2-foncteurs homotopiques stables S H 
ou D M. Malheureusement, pour définir les foncteurs \I>, il est nécessaire de sortir de la 
catégorie des schémas. Ceci ne pose pas de problèmes lorsqu'on considère SH ou DM 
puisqu'on peut fair e les constructions nécessaires au niveau des catégories de modèles. 
Une solutio n satisfaisante es t d e travailler dan s u n dérivateu r algébriqu e plutôt qu e 
dans un 2-foncteu r homotopique. Au début, le prix peut paraîtr e cher, mais en réalit é 
on gagne beaucoup à travailler dan s une telle généralité. En effet, parmi les avantages 
on peut note r : 

- Notr e constructio n s'appliqu e ains i à  l a plupar t de s 2-foncteur s homotopiques 
stables connus. En particulier on peut l'appliquer en cohomologie étale, en théorie 
de Hodge , etc . Cec i peu t êtr e particulièremen t intéressan t s i on s'intéresse à  l a 
compatibilité de notre définitio n avec les réalisations . 

- L e fait d e travaille r dan s u n cadr e abstrai t facilit e le s problèmes de cohérence. 
Ainsi, l a construction de la structure pseudo-monoïdale sur le s ^f  s e fait beau -
coup plus facilement que si Ton avait travaill é ave c des modèles. 

Un autre point à  retenir su r c e chapitre es t l a théorie des systèmes de spécialisation. 
En effet, la plupart de s théorèmes importants su r les foncteurs \I> seront plus ou moins 
des traductions de s résultats sur de s systèmes de spécialisation généraux. Faisons un 
bref aperç u de ce chapitre : 

1- Dans la section 3.1, on introduit l a notion centrale de systèmes de spécialisation. 
Il s'agit e n gros d'une généralisatio n des propriétés formelles de commutation avec les 
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opérations / * e t / * vérifiées par le s foncteurs ^ / e n cohomologi e étale. Pou r plu s d e 
détails, l e lecteu r es t invit é à  consulte r l a définitio n 3.1.1 . O n s'intéress e ensuit e à 
quelques problèmes de cohérence et o n définit l a notion de système de spécialisation 
pseudo-monoïdale puis on en dérive quelques conséquences. 

2- Dans la section 3.2, on décrit un procédé de construction des systèmes de spécia-
lisation. Plus précisément, on montre comment la donnée d'un diagramm e de schémas 
permet d e construire à  parti r d'u n systèm e de spécialisation donné , un nouvea u sys-
tème de spécialisation. Là, évidement, il faut que le système de spécialisation de départ 
soit défin i entre deux dérivateurs algébriques (voi r la définition 3.2.1 pour plus de dé-
tails). Notr e constructio n de s foncteur s cycle s proche s sera u n ca s particulie r d e ce 
procédé. 

3- L a sectio n 3. 3 es t san s dout e l e cœu r d e c e chapitre . C'es t ic i qu'o n fer a l e 
calcul fondamental , à  savoir le théorème 3.3.10 , sur leque l reposent tou s le s résultats 
importants su r le s système s d e spécialisatio n e t le s foncteur s cycle s proches . Pou r 
expliquer de quoi il s'agit, on raisonne en cohomologie étale et on considère le premier 
cas non trivial . O n se donne un schém a strictement hensélie n S  d e point génériqu e rj 
et d e point ferm é .s . Soit /  :  X  >  S un e courb e semi-stable, génériquemen t liss e 
et d e fibre  spécial e X s réunio n d e deu x branche s D\  e t D2.  O n voudrai t calcule r le 
complexe d e faisceaux étal e R\P/A . L e théorème 3.3.10 . nous di t qu e l a restriction à 
D\ d u complex e R\£/ A est isomorph e à Ri>i* A avec v\ l'inclusio n de D\  —  [D\ H  D2) 
dans D\.  C e résultat ser a donc généralis é à  n'importe que l système de spécialisation 
entre deux 2-foncteurs homotopiques stables avec / semi-stabl e à un nombre arbitraire 
de branches (voi r le théorème 3.3.10 pour plus de détails). Comme conséquence de ce 
calcul, o n obtien t u n théorèm e d'unicit é (voi r le s théorèmes 3.3.4 , 3.3.46 et 3.3.4 6 ) 
donnant u n critère simple pour décider si un rnorphisme de systèmes de spécialisation 
est u n isomorphisme . De même, on obtient u n critèr e simpl e pour l a constructibilit é 
et l a p£-exactitude à  gauche des systèmes de spécialisation (voi r l e théorème 3.3. 6 et 
les corollaires 3.3.49 et 3.3.50) . 

4- Les sections 3.4 et 3.5 sont consacrées à la définition et à l'étude de deux systèmes 
de spécialisation T  e t Le s Y/ son t appelé s les foncteurs cycle s proches unipotent s 
tandis que les \I> / sont le s foncteurs cycle s proches totaux. C e sont cec i qu i jouent l e 
rôle des foncteurs cycle s proches classiques en cohomologie étale. On prouvera que \I>/ 
envoie u n obje t constructibl e su r u n obje t constructible , qu'i l commut e à  l a dualit é 
et a u produi t tensorie l extérieur . 

5 - O n termin e c e chapitr e pa r un e sectio n consacré e à  l a constructio n d'u n 2 -
triangle distingu é d e monodromi e pour le s foncteur s cycle s proche s unipotent s ( à 
coefficients rationnels ) : 

T ? ( - l ) [ - l ] •  x? •  T — T ? ( - l ) 

ASTÉRISQUE 315 
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La flèch e T V est l'opérateu r d e monodromi e pour le s cycle s proche s unipotents . L a 
construction d e c e 2-triangl e pass e pa r u n systèm e d e spécialisatio n auxiliair e lo g 
qu'on appeller a l e système d e spécialisation logarithmique . I l es t démontré , sou s les 
bonnes hypothèses, que que lo g es t isomorph e à T . Ainsi , la définition d e lo g fourni t 
une deuxièm e constructio n de s cycle s proches . I l es t importan t d e noter , qu e cett e 
construction n'utilis e pa s l e formalism e de s dérivateur s algébriques . Pa r contre , o n 
est oblig é d e travaille r dan s u n 2-foncteu r homotopiqu e stable Q-linéair e (vérifian t 
quelques conditions techniques supplémentaires) . 

3.1. Le s système s d e spécialisatio n :  définition e t propriété s de cohérenc e 

Dans cett e section , on introdui t l a notion de système de spécialisation entr e deux 
2-foncteurs homotopique s stables. O n verra dan s c e chapitre beaucou p d'exemples de 
systèmes d e spécialisation . L'exempl e des foncteur s cycle s proche s est probablemen t 
le plus intéressant. Toutefois, un grand nombre de résultats sur le s cycles proches sont 
en fai t de s résultats généraux su r le s systèmes de spécialisation. O n verra à  plusieur s 
reprises, commen t cett e généralit é porter a de s fruit s mêm e e n c e qu i concern e des 
questions spéciale s aux foncteur s cycle s proches. 

3.1.1. Définitio n e t premier s exemples . —  O n suppos e donn é u n diagramm e 
de schémas noethériens admettan t un e famill e ample de fibres en droite : 

(1 ) n J - , B ^ — o 

ainsi qu e deux 2-foncteur s homotopique s stables : 

Hi :  Sch/r / e t H 2 :  Sch/a  •  1SH 

Lorsqu'il n'y a  pas d e confusion possible (et i l n'y en aura jamais ! ) on notera pa r le s 
mêmes symboles : / * , / * , /! e t / ! le s quatre opérations relativemen t à  H i ou à H2. 

Définition 3.1.1. —  Un  système de spécialisation sp (au-dessus  de  (B,j, ï))  deY\\  vers 
H2 est  Vensemble  des données suivantes  : 

(SPE1) :  pour  chaque  diagramme commutatif  à  carrés  cartésiens  : 

(2) 

j i 
XJJ y  X i  XQ-

fr] f  fa 

rj —-—> B <— < T 

d'un fondeur  triangulé  spj :  Hi(X r ? ) >  H2(X a) , 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2007 



4 C H A P I T R E 3 . LE S FONCTEUR S CYCLE S PROCHE S MOTIVIQUE S 

(SPE2) :  pour  chaque  diagramme  commutati/ à carrés cartésiens  : 

(3) 

X'v X'  «-

9n 

Xr, X  X a 

fv 

rj—-—> B±-

fa 

d'un 2 -morphisme : 

Hi(X„) 
SP/ 

-> H2(XCT) 

9a 

s p / 0 f l >H 2(3c;) 
£e/s ĝ e /e s conditions  ci-dessous  soient  vérifiées. 

1. L a famille des  2-morphismes a g est  compatible avec  la composition ver-
ticale des  diagrammes commutati/s  à  carrés  cartésiens  de  base  (L?,j , i) 
de la  manière évidente,  i.e. , pour tout  diagramme  commutati/ à carrés 
cartésiens : 

x% — X " X'J 

hfj h  h a 

X'^—î—ïX'*-*— X' a 

9r) g  g a 

Ar J i ^ 

X-q y  X ^  X(j 

fr] /  fa 
rj—J—>B<r-l 3 ? 

les composées  des  deux diagrammes  planaires 

{gvohvY 

HiiXr,) ^ - ^ H 2 ( X a ) 

I ( c * ) - 1 +  ,  l  c*  \ 

l < = H ! ( x ; ) s P f o g >H 2(xf

a)<= j 

Hi(x;;) 
SPfoaoh 

H 2 r a 

(gaohv)* 

A S T É R I S Q U E 31 5 



3.1. LES SYSTÈMES DE SPÉCIALISATION 5 

et 
Hipg S**—+H2(Xa) 

(0т/° M* Одер Y AltV ^ 

Hi(x;;) SP/o</o/l > H2(A-') 

sont égales. 
2. Lorsque  le B-morphisme g  est  lisse,  le  2-morphisme a g est  inversible. 
3. Notons  (3 g le  2-morphisme obtenu  par adjonction  à  partir de  ag : 

Hipg s ? f o g )H 2(x;) 

9V* ¿7 9a* 

H^XJ s p )H 2(X„) 

Lorsque g est  projectif, fi g est  inversible. 
Un morphisme entre  deux  systèmes  de  spécialisation  s p et  sp 7 est  la  donnée pour 

tout digramme  (2)  d'un  2-morphisme  : 

spf >sp' f 

compatible au sens évident  avec  les  2-morphismes a g, i.e.,  tel  que  les carrés suivants 
soient commutatifs  : 

9>Pf—g-^sPfoa9l 

-4- iXg ^ 
9>P'f >  sP/o9< 

Remarque 3.1.2. —  I l n'est pas nécessaire de supposer que j es t une immersion ouverte 
et i l'immersion fermée complémentaire. Il existe en effet des systèmes de spécialisation 
très intéressants avec a l e fibre normal d'u n sous-schém a de B. 

Remarque 3.1.3. —  Souvent , mai s pa s toujours , le s £?-schéma s rj  et a  son t quasi -
projectifs e t H i et H 2 sont le s restrictions d'u n mêm e 2-foncteur homotopiqu e stable : 

H : Sch /B >S9 t 

Dans c e cas, on dit simplemen t qu e sp est u n systèm e d e spécialisation au-dessu s d e 
(B,j,ï) dan s H. 
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6 CHAPITR E 3. LES FONCTEURS CYCLES PROCHES MOTIVIQUE S 

Voici deux exemples de systèmes d e spécialisation. L e premiers jouera u n rôl e im-
portant dan s l a suite . L e second, servira comm e fil conducteur, pou r l a théorie déve-
loppée : 

Exemple 3.1.4. —  L'exempl e le plus simple de systèmes de spécialisation est le suivant. 
On suppos e qu e 7 7 et a  son t de s i?-schéma s quasi-projectif s e t qu e Hi et H 2 sont 
la restrictio n d'u n mêm e 2-foncteu r homotopiqu e stabl e défin i su r Sch /B (voi r l a 
remarque 3.1.3 ) .  On défini t alor s un systèm e d e spécialisation \  e n associan t à  tou t 
digramme (2) , le foncteu r triangulé \f —  i*3* e t e n prenan t pou r a g l a composée 
de morphisme s d'échang e Ex%  o Ex*'*. C e systèm e d e spécialisatio n ser a appel é l e 
système d e spécialisatio n canonique . Noton s qu e pou r vérifie r le s condition s d e l a 
définition 3.1.1 , o n utilis e l e théorèm e d e changemen t d e bas e pou r u n morphism e 
projectif. 

Exemple 3.1.5. —  L'exempl e qui nous motive vient de la cohomologie étale. O n prend 
pour В = S  u n trai t strictemen t hensélien , 7 7 son poin t génériqu e e t a  so n poin t 
fermé (a  es t l e spectre d'u n corp s séparablement clos) . O n fixe  une clôtur e separable 
77 >  rj et on note S  le normalisé de S dans 77 . On forme à partir du diagramme (2) 

le diagramme commutati f suivan t : 

Xfj У X i • X(j 

к _ f  U 

Pour tou t obje t A  d e Dç (Xv,A) (o ù Л est u n annea u fini  d e torsio n premièr e à  l a 
caractéristique d u corp s résiduel d e S)  o n pose : 

*f(A)=ï*Rjm(AlX4) 

Les foncteurs Ф / son t connu s sous le nom de fondeurs cycles  proches.  Il s définissen t 
un systèm e d e spécialisation su r l e foncteur crois é homotopique stable D^(— ,Л). On 
verra dans l a suite comment on pourra défini r un système de spécialisation sur S H (e t 
DM) qu i jouira de la plupart des bonnes propriétés de s cycles proches du formalism e 
étale. 

Notons le résultat util e suivan t qu i permet d e construire u n systèm e de spécialisa-
tion donn é à  partir d'un autr e : 

Proposition 3.1.6. —  Gardons  les  notations  de  la  définition  3 .1.1. On  fixe un  B-
schéma quasi-projedif  b  : В' > В et on  définit  deux  2- foncteurs homotopiques 
stables : 

H; :  Sch/7 7 •  et  H ;

2 :  Sch/ a >  T 9 Í 

ASTÉRISQUE 315 



3.1. LES SYSTÈME S DE SPÉCIALISATIO N 7 

tels que  : 
- pour  un n-schéma quasi-projectif'X\,  on  a H'^Xi) =  Hi(Xi  x BB' ) avec X\ x B B ' 

muni de  la structure évidente  de  rj-schémas, 
- pour  un a-schéma quasi-projectif  X2,  on  a H'2(X2) = ^ 2 ( ^ 2 x BB')  avec  X2 x BB' 

muni de  la structure évidente  de  a-schémas. 
Pour tout  diagramme (2),  posons sp^ =  sp 6oyv 06* avec  /' le  pull-back de f par  b. Alors 
sp' est  naturellement  un  système  de  spécialisation au-dessus  de  BF de  vers  W 2. 

3.1.2. Propriété s d e cohérence . —  Le s résultats de ce paragraphe peuvent êtr e 
vus comm e cas particulier s d e résultat s concernan t le s morphisme s d e 2-foncteur s 
homotopiques stables . E n effet , o n peut voi r un systèm e d e spécialisation s p comm e 
un morphism e entr e deu x 2-foncteur s su r Sch/£? . Ce s deu x 2-foncteur s associen t à 
X/B le s catégories Hi(X r / ) e t H2{X a). 

On fixe  u n systèm e d e spécialisatio n s p au-dessus de (J3,j , ¿), de Hi vers H2 . On 
garde les notations d e la définition 3.1.1 . Il est clai r que la famille (/3?)  est compatible 
au sens évident ave c les compositions verticales. On dispose également d e cubes com-
mutatifs ayan t pou r face s a?,  /? ? et le s morphismes d'échang e Ex%.  On laissera au x 
lecteurs l e soin de les écrire. 

Lorsque l e morphism e g  es t lisse , o n obtien t pa r adjonctio n à  parti r d e a" 1 u n 
2-morphisme : 

H i p g sPf°9 > H 2 ( X ¿ ) 

(4) 9 TI# V  &x # 

Hl(*„) gpj—> H2(**) 

La famill e (7? ) est égalemen t compatibl e au sen s éviden t ave c les compositions ver-
ticales e t o n dispos e de cube s commutatif s décrivan t l a compatibilit é ave c les mor -
phismes d'échang e Ex^. 

Lorsqu'à la place du morphisme g,  on a une immersio n fermée s  :  Y  >  X ,  on 
obtient à  partir de (3J 1 u n 2-morphism e v s : 

H i p g S^—^H2(X(7) 

(5) 4  >  4 

S P F Q S )  H 2(Ya) 

Bien entendu, o n a les compatibilités évidentes avec la composition verticale ainsi que 
les morphismes d'échange Ex[  e t Ex 1**. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2007 



8 C H A P I T R E 3 . LE S FONCTEUR S C Y C L E S PROCHE S MOTIVIQUE S 

Étant donn é u n G x-module localemen t libr e d e type fini  jfé  su r l e 5-schém a X, 
on défini t pa r le s formules habituelles de s morphismes de commutation ave c les équi-
valences de Thom : 

(6) 

ujf: s p / o T h 1{Jln) >T h 1 ( ^ a ) o s p / 

et 

ujf :  Th(^# C T )osp^ »  spy o T h ( ^ ) 

On vérifi e sans peine que ces morphismes son t compatible s aux isomorphisme s de 
commutation avec les opérations /* et s 1 (pou r s une immersion fermée). On en dédui t 
en particulier un e compatibilit é avec les isomorphismes de composition. 

Sans savoir que ce s morphismes son t inversibles , on peu t déj à défini r pou r g  liss e 
une fac e carrée (dan s l e mauvais sens ) : 

(7) 

Hi{Xv) ^—+  H 2(Xa) 

9'n *  g a 

s P / o < H 2 (K) 
en prenant l a composée : 

(8) glsp f ThUilgMglspf  T h ( ( n f l ) a ) s p / o ^ 

^ s p / o ^ T h ( ( ^ ) C T ) ^ y  s P / o ^ 

On vérifi e par la méthode habituelle que ces faces sont compatibles avec la composition 
verticale e t le s morphismes d'échange de type Ex/'*. 

Proposition 3.1.7. — Les  2-morphismes UJ?  de  (6)  sont  inversibles. 

Démonstration. —  I l suffît d e traiter le cas de l'équivalence de Thom inverse T h - 1 (—) . 
Le ca s d e l'équivalenc e d e Tho m Th(— ) découl e alor s pa r adjonction . O n s e ra -
mène a u ca s o ù es t libr e e n prenan t u n recouvremen t Zarisk i suffisammen t fin 
u :  U  >  X e t e n utilisant l e diagramme commutati f : 

< s P / T h ' ( ^ - ^ s p ^ X j T h ^ t , ) — ^ s p ^ T h \(u*JZ) r))u*1 

< T h - 1 ( ^ r ) s p / - ^ T h - ^ ^ ^ K s p y ^ ^ T h - 1 ( ( 7 i * ^ ) C T ) s p / o X 

ainsi qu e l a conservatio n d u foncteu r u*.  O n s e ramèn e ensuit e a u ca s M  =  Gx 
en utilisan t l a compatibilit é ave c l'isomorphisme de composition des équivalences de 
Thom. Pou r traite r ce cas particulier, o n procède de la manière suivante . 
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On appell e p  :  P ^ >  X l a projectio n d e l a droit e projective relative 
sur X.  Noton s qu e p  es t liss e e t projectif . O n dédui t alor s u n isomorphism e 
sp fPr}*P„ ~ >  P(T*P*rSPf e n prenan t l a composée suivante : 

SPfPrj+P*! -^Pa *Spfopp* —^Pa^SPf 

L'idée es t d e déduir e qu e l e 2-morphism e d e commutatio n sp ^ o  (—1)[—2] — • 
(—1)[—1] o  spj es t inversibl e d u fai t qu e ~  id ® ( - l ) [ - 2 ] . O n not e pou r 
cela s  l'immersio n d e l a sectio n null e d e P ^ et o n considèr e les deu x diagramme s 
commutatifs suivant s : 

spf = = = = = = = = = = s P / 

Pp OL v 4 -
S?fpv*P* >p a*Spfopp* <  P<r*P*rSp f 

spf o  (-l)[-2] = = = = = = = = == s P / o  (-l)[-2] >  (-l)[-2] o s P / 

SPfP^S^S^p* —tPviSPfopSr,** 1^* —ïpa+StrtSPfS^p* ~^  P^S^S^Spfopp* <r~  p ^S^S^Spf 

SPfPrj+Pr] >P<r*SPfP* v ~ =Pcr*Sp fp* < P**P*crSp f 

On en dédui t immédiatemen t u n carr é commutati f : 
id © Cj 

spf @spfo (-l )[-2] •  spf 0 (-l )[-2] o s P / 

SPfPv*P*r >Pv*P*crSPf 

montrant ainsi que notre morphisme Uf est rétraction d'un isomorphisme . Ceci prouve 
la proposition. • 

En particulie r l a face (7 ) est inversible . On notera v g so n inverse : 

H!(X 7 /) ^l—^  H 2(Xa) 

(9) 9-  >  9l 

H l ^ ) sp / o „ > > W ) 

L'étape suivante, consiste à recoller les faces (5) et (9 ) pour obtenir les transformation s 
naturelles vg ave c g quasi-projectif quelconque. On factorise alors g par une immersion 
fermée s suivie d'une projection lisse p. On prend alors pour v g l a composée de vs e t v v  

modulo les isomorphismes de connexion de H !. Le point est de prouver l'indépendance 
du choi x de la factorisation. O n se ramène alor s à prouver le résultat suivant . 
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10 CHAPITR E 3. LES FONCTEURS CYCLES PROCHE S MOTIVIQUE S 

Lemme 3.1.8 (Compatibilité avec l'isomorphisme de pureté). —  On  suppose  donné  un 
triangle commutatif  de  B-schémas : 

V —^—»  W 

X 
avec t une  immersion  fermée  et  g et  h lisses.  Le  diagramme  suivant  est  commutatif  : 

s P /o^Uî y ^sP/o^* ~  •  t*9>Pf 

n n 

s p ^ T h - 1 ^ ) ^ >Th-\^s Pfohh;^^Th-\^tjKsPf 

Démonstration. —  L a preuv e d e c e lemme es t complètemen t analogu e à  cell e de l a 
proposition 1.6.22 . O n s e ramèn e à  prouve r l a compatibilit é correspondant e ave c l e 
2-morphisme n.  Le s détails sont laissé s au x lecteurs . • 

On a  ainsi le résultat suivan t : 

Proposition 3.1.9. —  Il  existe  une  unique  famille  de  faces carrées  : 

(10) 

HipT,) ï * — > H 2(XCT) 

I "a  , 
9n *  £ r 

"W) sPfog >HaW ) 

prolongeant les  faces (5)  et  (9)  et  compatible  à  la  composition  verticale.  De  plus,  les 
vg et  les  OLg sont  compatibles  à  la structures d'échange  Ex*> 1 dans  le sens évident. 

On dédui t pa r adjonctio n d e (10 ) des face s carrées : 

( 1 1 ) 

Нг(х^) S P / o g )  н 2 (х ; ) 

ßg 
9ц\ ¿? Яа\ 

Hi(*„) s P / >  H 2 pk) 

De l a compatibilit é ave c l a structur e d'échang e Ex 1'*, o n dédui t e n revenan t à  l a 
définition d u 2-morphism e g\  >  g* l e résultat suivan t : 

Proposition 3.1.10. —  Le  diagramme  suivant  est  commutatif  : 

9<r\SPfog >SPf9r1\ 

9cr*SPfog i Sp ^r,* 

En particulier,  pour  g  projectif  la  face ji g est  inversible. 
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Retenons l a conséquenc e suivante : 

Corollaire 3.1.11. —  Le  système de  spécialisation s p est  également  un  système de  spé-
cialisation sp o p du  2-foncteur  homotopique  stable  H° p =  (GJ , Gi*, G iv , G\) opposé  à 
Hi vers le  2-foncteur homotopique  stable  H 2

P =  (G 2, G 2+, G2 V? GJ) opposé  à  H 2 (voir 
la page 211  du  premier  volume  pour  la  définition  du  2-foncteur  homotopique  stable 
opposé). 

3.1.3. Système s de spécialisatio n monoïdaux. —  Dan s c e numéro, o n suppose 
que Hi et H 2 sont de s 2-foncteur s monoïdau x homotopique s e t stables . Faison s l a 
définition suivant e : 

Définition 3.1.12. —  Un  système de  spécialisation pseudo-monoïdal  deWi  vers  H 2 est 
la donnée : 

1. d'un  système  de  spécialisation  s p de  H\ vers  H 2 au  sens  de  la définition 3 .1.1, 
2. pour  chaque  diagramme  à  carrés  cartésiens  (2),  d'un  accouplement  a  sur  le 

foncteur spf  faisant  de  lui un foncteur pseudo-monoïdal  et  tel  que  les ag soient 
des transformations  naturelles  de  foncteurs pseudo-monoïdaux. 

Les deux résultats simples suivant s seront utile s : 

Proposition 3.1.13. —  On  suppose  donné  un  système  de  spécialisation  pseudo-
monoïdal s p de  Hi vers H 2 et  on  garde les notations de  la définition 3 .1.1. 

1- Soit  Ai  un  objet  de  H  1(77). On  obtient  un  système  de  spécialisation  sp Al en 
posant : 

sp^(-) =  s P / ( / ; ( ^ 1 ) ® x , - ) 

2- Soit  A 2 un  objet  de  H 2(a). On  obtient  un  système  de  spécialisation  A'2sp en 
posant : 

A*spf(-) =  Z : A 2 ®x„sp f(-) 

Démonstration. -  O n prendra pour a g le s composées suivantes : 

g'spfif^Ai) ®  -) ¥  spfog(g*ri(f;iA1) ®  -) 

> s p/ 0 f f ( s ; / , M i ®  < ? ; ( - )) ^  s p / o g ( ( / o  g)* Ai  ®  9;(-)) 

g*M*aA2 ®  sP / ( - ) ) V  g*j;A2 ®  5 * s P / ( - ) 

• 9*JIM ®  spfogg*n(-) -  ( / 0 9)%M  0 s p / 0 f l 5 ; ( - ) 

La preuv e d e l a compatibilit é ave c l a compositio n vertical e es t laissé e e n exercice . 
Lorsque g  es t lisse , on voi t immédiatemen t qu e ce s composées sont inversibles . Pou r 
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12 CHAPITR E 3. LES FONCTEURS CYCLES PROCHES MOTIVIQUE S 

vérifier l e troisièm e axiome , o n remarqu e d'abor d qu e le s /Зд son t donné s pa r le s 
composées : 

s p / ( / * A i ®  • s p / ( ^ . ( ^ ; / * i 4 i ® - ) ) 

• 9**sPfog(9Î,flAi ®-)-  9 **spfog((f о д)*Аг (g> - ) 

f*A2 ®  spfg^{-) >  f*A 2 ®  g„*sp fog{-) 

> д**Ш1М ® sP/o^(-)) -  &т . ( ( / о  g)^ ®  s p / o ^ ( - ) ) 

Pour vérifie r qu e ce s composée s sont bie n inversible s pou r g  projectifs , i l suffir a 
de montre r qu e le s morphisme s structurau x de s coprojecteur s [# ,̂#77*] e t [g£,#<r* ] 
sont inversibles . C'est effectivemen t l e cas et le s projecteurs inverse s sont donné s pa r 
[g*,grji] e t \д%,да\\ modulo les isomorphismes g v\ ~  g^  e t g a\ ~  • 

On a  également l e résultat facil e suivant don t l a preuve es t laissé e en exercice : 

Proposition 3.1.14. —  On  garde les notations de  la proposition 3.1.13.  Soit  A  un  objet 
de H  1(77). Les  transformations  naturelles  : 

f*spldA ® X c t s P / ( - ) >  spffiA <8 > sP / ( - ) >  spf(fjA ®  -) 

définissent un  morphisme  de  systèmes de  spécialisation  sp^Asp >  spA . 

Notons le résultat suivan t : 

Proposition 3.1.15. —  On  suppose donné un  système de  spécialisation s p au-dessus  de 
В de И1 vers H 2. Avec  les  notations de  la définition 3.1.1.  le  diagramme suivant  : 

g*aspfA 0 sp foggl}B >  g%spfA (g) gaspfB •  gl(spfA 0  sp fB) >  gaspf(A (8 ) B) 

spfog9;A 8 ) spfogg\}B y  spfog(g*A &  g\fB) •  spfog^{A ®  B) •  gaspf(A ®  B) 

est commutatif. 

Démonstration. —  O n se ramène immédiatemen t a u ca s où g est liss e ou une immer -
sion fermée . 

Pour un e immersio n fermée s , o n se ramène pa r adjonctio n à  la commutation d e : 

sCT+(s*sp /A (8) spfosB) >  spfA (8 > sa*spfoaB >  spfA 8 ) spf s^B  >  spf(A 8 ) s v*B) 

sa*(spFOA8*A ( 8 spfosB) y  s^spfoa(s*A %  B) >  spf(sri*(s*A ®  B)) >  sPf(A ®  sv*B) 

Cela découle immédiatement d u lemm e 2.1.110. 
Pour g  lisse , o n a  l a formul e g 1 =  Th(Q g)g*. E n utilisan t l a commutatio n d u 

diagramme analogu e obtenu e n remplaçant g-  par g*  dans le diagramme d e l'énoncé, 
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on s e ramèn e à  un e questio n qu i concern e de s équivalence s d e Thom . E n passan t 
aux équivalence s d e Tho m inverse s o n voi t qu'i l fau t prouve r l a commutatio n de s 
diagrammes suivant s : 

spfA ® s p y T h - 1 ^ , ) ^ •  spfA <8> T h - 1 ( . ^ ) s P / £ •  Th~1 (^ C T ) (sp / A <8 > spfB) 

spf(A ® JY\-l{^n)B) •  sp/ Th - 1 ( .^ / ) (A ®  B) >  Th-1(.# C T)sp / (A ®  B) 

En revenant à la définition d e T h _ 1 ( — ) , o n voit qu'il suffi t d e prouver la commutatio n 
du diagramm e d e l'énoncé dans lequel on a remplacé g 1 pa r s'  (ave c 5 une immersio n 
fermée) e t p*.  Mai s o n a  déj à trait é l e cas de s immersion s fermées . D'o ù l e résultat 
annoncé. • 

On supposer a dan s l a suit e qu e H i e t H 2 sont tou s le s deu x fermé s à  droite . O n 
notera Hom sans décorations le s foncteur s homomorphisme s internes . Pa r l a défini -
tion 2.1.140 , on a  des transformations naturelle s : 

spjHomfAi?) >Hom(sp fA,spfB) 

Etant donn é un obje t R\  d e H  1(77) e t R2  de №2(0-)  on pose : 
- D f ( - ) =  Hpm ( - ,4 i î i ) , 
- D f ( - ) =  H p m ( - , / ^ 2 ) . 

Proposition 3.1.16. —  Les  foncteurs : 
- s P / o  Df :  H! (X, ) •  ^ ( X ^ P 

Df" o  S P / :  Hi(X„ ) >  H 2 ( X „ ) o p 

définissent deux  systèmes de  spécialisation de  Hi vers  H ^ . 

Démonstration. —  E n effet , o n peut le s voir comme des composées : 

D H l s p o p s p n R2 
H j - ^ — > H ; p - ^ - » H 2 P e t H i — ^ H 2 - ^ H ° P 

Les détail s seron t laissé s au x lecteurs . • 

Fixons u n obje t R  d e H  1(77). O n dispos e ains i d'un e transformatio n naturell e 

spf o  Dj? >  D SfidR o  spf e n prenant l a composée : 

(12) s p / H o m ( - , / - A ) •  H o m ( sP / ( - ) , s P / / i / î ) >H™(sp f(-)j},spidR) 

On a  le résultat d e cohérence suivant. 
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14 CHAPITR E 3. LES FONCTEURS CYCLES PROCHES MOTIVIQUE S 

Proposition 3.1.17. —  Le  diagramme  suivant^ : 

est commutatif. 

Démonstration. —  E n dégagean t le s isomorphismes de connexion, on se ramène im -
médiatement à  montrer qu e le diagramme suivan t : 

sp / o , H o m ( ^ ( - ) , ^ / ^ ) ^ s p / o g ^ H o m ( - . / ^ ) •s ! r sp / Hom(-

Hom(sp fogg* (  - ) , sp foggvf}jR) 

Hom(sp f o gg*(-),glsp f f^R)  •  Hom(g*spf(-),gaspff\R) •  ^•rHom(sp /(-) T sp  ff^R) 

H o m ( s p / o p ^ ( - ) , ^ / i s p i d H ) • H o m ( p ; s p / ( - ) , ^ / i s p i d i î ) ^ | r Hom(sp / ( - ) , / i sp i d iE ) 

est commutatif . L a commutation des petits carrés en bas est triviale . La commutation 
du gros rectangle s e démontre en utilisant l a méthode de la preuve de 2.3.57. • 

On a  le corollaire intéressant suivan t : 
Corollaire 3.1.18. —  Les  transformations naturelles  (12)  définissent un  morphisme de 
systèmes de  spécialisation : 

sp o DR >  D sPuiR o sp 

3.2. Un e techniqu e d e constructio n d e structure s d e spécialisatio n 

Dans cett e section , on décrira un e méthod e générale pour construir e de s systèmes 
de spécialisation . Cette méthod e utilise l e formalisme des dérivateurs algébrique s ho-
motopiques e t stables . Comm e application d e cett e construction , o n obtiendr a le s 
foncteurs cycle s proches à partir du système de spécialisation canonique. On suppose 
donné u n diagramm e d e schémas noethériens admettan t un e famill e ampl e de fibres 
en droite : 

rj >  B <  G 

Noter que la première flèche de la ligne inférieure n'est pas dans le mauvais sens comme on pourrait 
le croire à première vue. En effet, les foncteurs de dualité sont contravariants. 
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et deu x dérivateur s algébriques : 

Hi :  DiaSch/r y >X< R e t M 2 :  DiaSch/c r >  XSH 

La définition suivant e est un e extensio n évident e d e l a définition 3.1. 1 : 

Définition 3.2.1. — - Un  système de  spécialisation s p (au-dessus  de  (B,j, ï))  de  Hi vers 
M2 est  Vensemble  des  données  suivantes  : 

(SPE1) :  pour  chaque  diagramme  commutatif  de  DiaSch/i? à  carrés  cartésiens  : 

(13) (fr„P3) 

(ЛГЧ,Э) {Sir, J)  ^— (ЗГ„,3) 

{fa,PO) 

n >  B < a 

d'un foncteur  triangulé  sp (fj) 1HI(« VK^,3) »112 (^ ,3 ) , 
(SPE2) :  pour  chaque  diagramme  commutatif  de  DiaSch/5 à  carrés  cartésiens  : 

(14) 

{SC'У) (ЛГ',3' ) (А" ' У) 

(9ФТ) (9,т)  (да,  г) 

(Orv,3) —( Л Г . З ) (& а,У) 

(Л/, Pa) (Ш (f<T,Po) 

ij =  :  a 

d'un 2-morphisme  : 

Hi(^;,a) s p < / '" : " >  M 2 ( . r g , . # ) 

(ft,. 7Г 
а(Я.т) (.<?„, r)* 

^ ( V ) s p , f n „ „ V Ш-^У) 

£e/s 0 ?ze /es conditions  ci-dessous  soient  vérifiées. 
1. L a famille  des  2-morphismes  « ( ^ , r ) es £ compatible  avec  la  composition 

verticale des  diagrammes commutatif  s  à  carrés cartésiens  de  base (B,j,i) 
de la  manière évidente. 

2. Lorsque  le  B-morphisme  (p,r ) est  lisse  argument  par  argument,  le  2 -
morphisme OL^ g%r) est  inversible. 

3. Notons  P(g, T) le  2-morphisme  obtenu  par  adjonction  à  partir  de  ct(9ìT)-
Lorsque (g,  r) est  projectif  argument  par  argument,  ce  2-morphisme est 
inversible. 

Exemple 3.2.2. —  Lorsqu e 77 , e t a  son t d e type fin i e t qu e Hi e t H 2 proviennent d'u n 
même dérivateur algébriqu e homotopiqu e e t stabl e El défini su r DiaSch/5 , o n défini t 
un systèm e d e spécialisation canoniqu e \  pa r l a formul e Xf  — 
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16 CHAPITRE 3. LES FONCTEURS CYCLES PROCHES MOTIVIQUE S 

Pour i  G  { 1 , 2 }, o n note H (̂— ) le 2-foncteur homotopiqu e et stabl e Hi(— , e). Dan s 
la suite , o n fix e u n systèm e d e spécialisation s p de Hi et Hfe . On construir a à  parti r 
de sp de nouveaux systèmes d e spécialisation d e Hi vers H2. 

3.2.1. L a construction . Vérificatio n de s axiomes . —  O n s e donn e u n dia -
gramme d e //-schémas quasi-projectifs ( ,^\3) . O n va définir u n systèm e de spécialisa-
tion qu'o n notera &  •  sp (lorsqu'i l y a  pas d'ambiguït é su r l a catégorie d'indice 3) de 
Hi vers H2. 

Notons (7T ,pj) : (¿^,3 ) •  (rj,e) l a projectio n structurale de notre diagramm e 
de //-schémas. On a  ains i l a factorisation évident e (voi r remarque 2.4.7 ) : 

(.^,э)-2-Кч.Э)-^1/ 

Pour tou t ^-schém a quasi-projecti f f  :  X 
mutatif à  carrés cartésien s : 

-> B .  on considère le diagramme com-

X„ X  ̂ — xa 

U f îa 

l ^ - J B f - 1 — a 

Le foncteur &  •  spj à  définir es t u n foncteu r d e Hi(X 7 / ) dan s H2{X S). O n commence 
par considérer le diagramme commutatif de 1-morphismes de diagrammes de schémas : 

(.ir Xrì Х^З)  У  (XnJ) • (X.l) < -
г f\PO \Рз \ Р з 

3) >  (//, 3) x„ - >  X < г- x„ 

J- >Bi  - - a 

Dans lesquel s tou s le s carré s (e t losanges ) son t cartésiens . Suivan t notr e conventio n 
de noter le s 1-morphismes d e diagramme d e schémas, la composée po o 717 sera notée 
(7r/,pa) :  0 ^ x ^ , 3 ) >X 71 . 

Définition 3.2.3. —  Le  1-morphisme  ^"•sp y :  Hi(X 71) >  H 2(XS) est  la composée 
suivante : 

(7Tf»Pa)* (^f) * 
Hi(X„) —^ ^—>Hi( ^ x 7 / X3) -  ^ H i ^ D ) 

i ^ _ , H 2 ( x s , a ) - ^ ^ H 2 ( x s ) 
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Remarque 3.2.4. —  I l est clai r qu e s i Ton prend à  l a place d'un B-schém a X  u n dia -
gramme de B-schémas 3L\  la définition précédente grade son sens. Le lecteur vérifier a 
même que &  •  s p s'étend d e cette manièr e e n u n systèm e d e spécialisation entr e dé-
rivateurs algébriques homotopique s stables. O n a  quand mêm e préféré s e restreindre 
à H i e t H 2 pour évite r le s complications au nivea u de s notations . 

Remarque 3.2.5'. — La définition d e &  •  sp j peu t paraîtr e arbitraire. C'est peut-êtr e 
bien le cas, puisqu'à la place de py# on aurait pu prendre p^* ou même tout simplemen t 
le 1-morphism e :  spy(7r/,pa)*(7T/,Pa)*. Noton s quand mêm e que l a définitio n choisie 
a l a propriété d e commuter au x petite s somme s (du moins pour SH ) ce qui n'est pa s 
le ca s (sau f pour 3  particulier) pou r le s deux autres définitions. D e plus, l a définitio n 
choisie est cell e qui donne l a bonne formule dans le cas des foncteurs cycle s proches. 

Remarque 3.2.6. —  L e lecteu r attenti f a  sûremen t remarqu é qu'o n s'es t donn é plu s 
de structure s qu e nécessaire . E n effet , pou r défini r le s foncteur s &  •  S P / o n utilis e 
uniquement l a restriction d e s p au 2-foncteu r 

Mi :  Sch /r/ x  Di a •  TZH 

i.e., l e système de spécialisation indui t su r l e 2-foncteur homotopiqu e stable Hi(—,3 ) 
à valeur s dan s Hl2(—,3) . E n effet , l e lecteur vérifier a facilemen t qu e pou r c e qui sera 
fait dan s cette section, on aurait bien pu partir d'un systèm e de spécialisation s p entre 
2-foncteurs homotopique s stable e n dérivateuras^ 2). Noton s que le cas qui nous motive 
est celui du système de spécialisation canonique x qui lui est défini t su r Hi tou t entier . 

Le reste de la sous-section sera consacré à étendre l a famille des foncteurs J^"«sp ? e n 
une structure de spécialisation. Il s'agit donc de définir les faces carrées a? et de vérifier 
les axiomes de la définition 3.1.1 . Supposons donné un diagramme commutât if à carré s 
cartésiens : 

Yri Y  ^— Y a 

On fj  V* 

xv^-^x<-^—xtr 

fn f  fn 

(2^La notion de 2-foncteur homotopique stable en dérivateurs est la notion évidente qui se trouve à 
mis-chemin entre les 2-foncteurs homotopiques stables et les dérivateurs algébriques homotopiques 
et stables. Ainsi un tel 2-foncteur prendra ses valeurs dans une certaine 2-catégorie de dérivateurs 
triangules ou d'une façon équivalente sera défini sur des couples (À", 3). 
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18 CHAPITR E 3. LES FONCTEURS CYCLES PROCHES MOTIVIQUE S 

Pour défini r l e 2-morphisme a g :  •  sp̂ - >  & •  sp fogg* ,  on forme d'abord l e 
diagramme commutati f à  carrés cartésien s : 

YV <  7 r f o g ' P o x. n y 7 /,a) ^A (y 7?,3) - ^ -> (y,a) <-!— (yf f,a) y CT 

9TÌ 9Ц 9 Ц 9 9а 9а 

Xn <  - - x „ X,,,3)  —U (Х^З) (X,3) ^— {X a.3) x„ 

On pren d alor s pour a g l a composée du diagramm e planair e : 

(15) 
(717,pu)* (i"f) . sP(f.pi) 

Hi(^r,)—— - > H i ( ^ x T ; X„.3) — H i ( X f , . 3 ) ^— > H 2(XC T,D) )H 2(XC T) 

Ex*'*, 
1„ .9; ^ 9n * 

(Ex^)-1 

H l ( y " ) , 3  H i C ^ x ^ y ^ a ) - — E h ( * V a ) - •  H 2(yC T,a) >H 2(yg) 

Notons que le 2-morphisme d'échange es t inversibl e par l e corollaire 2.4.24 appli-
qué au 1-morphisme pj liss e argument pa r argument e t au morphisme de 3-diagrammes 
de schéma s g s. Le s deux premières condition s de la définition 3.1. 1 sont vérifiées . 

Lemme 3.2.7 

1- La  famille  des  2-morphisrnes  a ? est  compatible  à  la  composition  verticale  au 
sens de  la définition 3.1.1. 

2- Lorsque  le  morphisme g  est  lisse,  le  2-morphisme a g est  inversible. 

Démonstration. —  Pou r montre r l a compatibilit é à  l a compositio n des carrés , o n 
considère u n troisièm e morphism e d e S-schéma s h  :  Z  >  Y .  On form e alor s l e 
diagramme commutati f à  carrés cartésien s : 

^ j {nfgh,P3)  ( ^ n , *f9hx ( r7 j  y ( r 7 n , , i  ( r 7 n , P3 v ^ 
Zrj < x 7 / Z71,3) •  (Zfj.d) >  (Z ,3) i  (Z a,J) >  Za 

hj] h n \h t, \h  \h a h (j 
* {KfoqiPO) * TTfoo +  7 * 7 * P'J  * 
Yn <  x 7 / y7 /,3) — ( y ^ a) (y , a ) (y^a ) y . 

£77 \9ri  \9n  \9  \9o  \9 CT 

<———— x„  x», a ) — A j ) — ( x, 3) A— (x C T, a ) 
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3.2. UNE TECHNIQUE DE CONSTRUCTION DE STRUCTURES DE SPÉCIALISATION 1 9 

Il s'agit d e montrer qu e la composée du diagramm e planair e : 

(717, pj)* (717) * SP(/-P:J) (Po) # 
Hi(xn)———i x. nxv,i) V - A Micx^j ) •  e2 ( ^ , a ) - ^ + H 2 ( X C T ) 

Hi(z„) •  H i ^ x ^ z ^ j ) — • Ei(z f / 1aj •  e2 (z < T ,a) ——+H 2(za) 

coïncide avec la composée de : 

Hx(xn)(7r/,pj) )  Ei(.^ x , x „ j ) e^x. , ,3 ) S P ( / ' P : , ) ) H 2(x f f,a) >H 2(x g) 

9n 9n 
Exl> 

9*n 9% 9a 

H ^ y , ) - ^ — 4 H i G ^ x ^ ^ j ) E !(yr/,a) ^  E 2(y f f,a) >H 2(yg) 

h* , *  Ex* I *  A F > ^ к > к 

H 1 ( Z „ ) / - > H i C ^ x . z ^ a) - — - > H!(z f /,a) •  e2 (z f f , a ) ——— >H2{za) 

modulo les 2-isomorphismes de connexions que l'on pense . Cec i es t clai r étan t donn é 
que chacun e de s face s carrée s qu i composen t le 2-morphisme a ? es t compatibl e à  l a 
composition verticale . Le premier poin t d u lemm e est don c vrai. 

Pour établi r l a seconde assertion, i l suffit d e montre r qu e l a fac e du typ e Ex*  es t 
inversible lorsque g est lisse . Ceci découle immédiatement d u théorème de changement 
de bas e pa r u n morphism e lisse . • 

Il nous reste à vérifier l a troisième propriété d e la définition 3.1.1 . Le 2-morphisme 
f3g ' &  •  spy^* y  Qs*'^ msPfog obten u à  parti r d e a g pa r adjonctio n es t l a 
composée : 

(71700, PD)* i^foq)*  SP(/b9,p.,) (PD) # 
Hi(y„r >  H ^ x ^ . J ) Mi(yT/1J) )  m 2(YaJ) # >H 2(y g) 

Ex* „  Ex**  „  'à g Ex #.* 
9v* 9n*  ^ g v* ^  g a* go* 

Hipr , ) - - > X 7 ,X„,:J) — — > Mi(x 7 / ,j)-— •  m2(xa,3) )H 2(xa) 

Le morphism e d'échang e ci-dessu s es t obten u via  le s adjonctions (3£,# CT*) 
l'inverse d e l'isoéchange Ex^. C'es t don c aussi l'échange obtenu à  partir de l'invers e 
de l'isoéchang e Ex%  via  le s adjonctions PÏ) - On a  : 

Lemme 3.2.8. —  Lorsque  le  S-morphisme g  est  projectif,  le  2-morphisme  (3 g est  in-
versible. 
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20 CHAPITR E 3 . LES FONCTEURS CYCLES PROCHES MOTIVIQUE S 

Démonstration. -  E n effet , l a fac e d e typ e Ex%  est inversibl e pa r l e théorèm e d e 
changement d e bas e pou r u n morphism e projecti f argumen t pa r argument . L a fac e 

est inversibl e puisqu'elle s'identifi e à  Ex#\.  • 

Ainsi, on a  démontré l e résultat suivan t : 

Proposition 3.2.9. —  La  famille des  & •  sp ainsi  que  celle des  faces a ? données  par  la 
composée de  (15),  forment  un  système  de  spécialisation au-dessus  de  (B,j,i)  de  Hi 
vers H2. 

Notons au passag e l e lemme suivant : 

Lemme 3.2.10. —  On  suppose que les catégories Hi(— ) et H2(—) admettent  les  petites 
sommes et  que  Hi est  parfait pour  les  petites sommes.  On  suppose  également  que  le 
foncteur sp ? commute  aux  petites sommes  pour  tout  B-morphisme  quasi-projectif  f. 
Alors, le  foncteur •  sp)/ commute  également  aux  petites sommes. 

Démonstration. -• — Rappelons que # sp) / =  (pa )#sp(/jPJ)(7r/)*(7r/,p:j)*. Le s fonc -
teurs e t (717 , pu)* son t de s adjoint s à  gauche . Il s commuten t don c aux petite s 
sommes. Pou r prouve r qu e le s foncteur s sp^ p,^ e t (717) * commuten t au x petite s 
sommes, o n peu t l e fair e aprè s applicatio n d e z * pour i  G  0b(3). Cec i nou s ramèn e 
immédiatement à  montre r qu e sp̂ - e t 717 (z)* commuten t au x petite s sommes . Cec i 
découle de l'énoncé. • 

3.2.2. Fonctorialit é pa r rappor t au x diagramme s de s schémas . —  Dan s 
cette section, on étudie l a fonctorialité du système de spécialisation ^«sp pa r rappor t 
au diagramm e d e 77 -schémas (<^~,3) . L'utilisatio n d'un e imag e directe cohomologiqu e 
(717)* e t d'un e imag e direct e hornologiqu e (po)#  dan s l a définitio n d e &  •  sp ?, nou s 
force à  distinguer deu x cas : 

1. celu i d'un morphism e de 3-diagrarnmes d e //-schémas (Sf,3 ) >  0^\3) , 
2. celu i d'un morphism e de diagrammes d e //-schémas o  a, 3) >  3 ) in -

duit pa r u n foncteu r a  :  3  •  3 d e Dia . 

En effet, l'associatio n (J^* , 3) ~ » J ^"«sp sera contravariante pa r rappor t a u morphisme s 
du premie r typ e e t covariant e pa r rappor t à  ceux du secon d type. 

3.2.2.1. Contravariance  par rapport  aux morphismes de  3-diagrammes. -  - O n fixe l a 
catégorie d'indices 3  et o n garde le s notations d e l a sectio n précédente . O n s e donne 
un morphism e de 3-diagrarnmes d e //-schémas : 

u: (^ ,3 ) 

On noter a (ir^,po)  e t (TT^IPJ)  le s projection s structurale s su r / / d e tell e sort e qu e 
7r^ = 71- ^ o u. O n fai t l a définition suivante . 
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3.2. UNE TECHNIQUE D E CONSTRUCTION D E STRUCTURES DE SPÉCIALISATION 2 1 

Définition 3.2.11. —  Soit  f  :  X  >B  un  B-schémas  quasi-projectif.  On  définit 
une transformation  naturelle  7J ? :  &  •  SP/ *  •  SP P ar ^ a composée  du  dia-

gramme planaire  : 

Hi(x„) 7 >  M i ^ x. x , , ^ ) - i z ^ u ^ x ^ a ) ^ M 2 ( x a , a ) >H 2(x g) 

EX>y fia;.. 

Hi(x,) >  x , x , . 3 ) — H i ( x 7 î , 3 ) — •  e2 ( ^ , a ) )H 2 (x a ) 

La première  face  Ex*  étant  essentiellement  la  counité  de  l'adjonction  (u*,u*)  puis-
qu'elle est  égale  à  la composée : 

(71/,pa)* >u*u*{nf,po)*  ~u *{7r(f,p3)* 

La proposition suivante est facil e et ser a laissée en exercice : 

Proposition 3.2.12. -  La  famille des  7" définit  un  morphisme  de  systèmes de  spécia-
lisation : 

7 N :  &  •  sp •  cá • sp 

De plus,  les  associations : 
& &  •  sp 

- (u  :  §f -> ,.^) ( 7 « : : F •  sp 1—> # •  sp; 
définissent un  foncteur contravariant  de  la catégorie des  ^-diagrammes de  n-schémas 
quasi-projectif s dans  celle des  systèmes de  spécialisation de  Hi vers H2. 

3.2.2.2. Covariance  par  rapport  au  changement  des  catégories  d'indices.  —  O n s e 
donne u n 3-diagramm e d e //-schéma s quasi-projectif s &  ains i qu'u n foncteu r t  : 
3 >  3 d e Dia . On a  alor s u n 1-morphism e d e diagrammes d e //-schémas : 

f.: (&oi ,3) >(&,3) 

On fai t l a définition suivant e : 

Définition 3.2.13. —  Soit  f  :  X  >  B un  B-schéma quasi-projectif  On  définit  un 
2-morphisme 7 , , / : &i%  sp^ >  & •  spy par  la composée du  diagramme planaire : 

Hi(Xn)-J- U  1EI ( ^ x nXtr3) KIi(X t/,a) - > M 2(Xa.3) '*  >H 2(Xg) 

Ex*;* l* 
Ex* 

i* z* 77 

H^xn)m—3 M l ^ ' x i * ' „ 3 ) M i ( ^ „ 3 ) - — > M2(xaj) >H 2(x g) 
(*/ <P3)  (* / ) * SP(/.P;.) (P3) # 
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22 CHAPITR E 3. LES FONCTEURS CYCLES PROCHES MOTIVIQUE S 

Notons que  aL est  bien  inversible  puisque i  est  lisse  argument  par  argument  et  que  la 
dernière face  carrée  est  simplement  la  composée  : 

P3#t* >Pd#W*  >P3 # 

La proposition suivante est facil e et laissé e au x lecteur s : 

Proposition 3.2.14. —  La  famille des  7^? définit  un  morphisme  de  systèmes  de  spé-
cialisation : 

7*. : &i  •  sp >  & •  sp 

De plus,  les  associations  : 
- (1  :  3  3 ) ~> & L •  sp 
- (a  :  X  - > 3) ~>  {la  '  (&ta)  •  sp 1—> &i  •  sp) 

définissent un  foncteur covariant  de  Dia/3 dans  la  catégorie des  systèmes de  spéciali-
sation de  Hi vers H2. 

3.2.3. Structure s pseudo-monoïdales. —  Dan s ce paragraphe, on supposera qu e 
Hi et H2 sont de s dérivateurs algébriques monoïdaux homotopiques et stable s a u sen s 
de l a définitio n 2.4.48 . On dispos e don c d'une structur e d e catégori e monoïdal e su r 
chacune des catégories №.{(—) telles que les foncteurs image s inverses soient monoïdales 
et qu e certaines image s directes homologique s vérifient l a formule d e projection . 

On supposera dan s la suite que le système de spécialisation s p est pseudo-monoïda l 
au sen s analogu e d e celu i de la définitio n 3.1.12 . On donn e alor s un e conditio n suffi -
sante permettant d e définir un e structure pseudo-monoïdale sur l e système d e spécia-
lisation &  •  sp. L a condition est l a suivante : 

Hypothèse 3.2.15. —  L e foncteu r pseudo-comonoïda l py# es t comonoïdal . Plus pré -
cisément, pou r tou t cr-schém a quasi-projecti f F  e t tou t (A,B)  G  Ob(HI(F , 3) )2 , l e 
coaccouplement : 

Po#(A 0  B)  —p 3#A <g > p 3#B 

est inversible . 

Notons qu e l a structure pseudo-comonoïdal e sur l e foncteur pj#  provien t pa r ad -
jonction d e celle sur l e foncteur monoïda l (e t don c aussi comonoïdal) pj. 

Définition 3.2.16. —  Soit  3 ) un  diagramme  de  rj-schémas  quasi-projectif  s avec  3 
vérifiant Vhypothèse  3.2.15.  Soient  f  :  X  >B  un  B-schéma  quasi-projectif  et 
(A,B)eOb(H(xri))2. 

On définit  un  accouplement  naturel  en  A et  B : 

mf :  &»sp f{A)®Xa&»spf{B) v  & •sp f{A®Xn B) 
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3.2. UNE TECHNIQUE D E CONSTRUCTION DE STRUCTURES DE SPÉCIALISATION 2 3 

en prenant la  composée  : 

[fe)#Sp ( /,p: ) )(7rf )*(7r f ,P3)M] <8> [fe)#SP ( /,p:,)(7rf ) m(rfjP3)mB] 

(P3)#([sP(/fP3)(7rf ).(7rf ,pa)M] 0 [sp ( / ip i j )(7rf ).(7rf ,P3)*B]) 

Ù*)#sp ( / i P 3 )([(7rf ).(*f ,рэ)*А] ® [(Trf ).(*f , И ) М ] ) 

(w)#sp( /,P:,)(Tf ).Ы,Рэ)'А] ®  [(*f ,R,)M] ) 

(pa )#sp( /.p : l ) (vrf )* (Trf, P3 )* (A (g) B) 

Mimz d e ce £ accouplement,  &  •  sp ^ es £ Z e joncteur pseudo-monoïdal  composé  des 
joncteurs pseudo-monoïdaux  :  {nf ,po)*,  (nf)*,  sP{f,P3) etpo#-

Proposition 3.2.17. —  Les  foncteurs pseudo-monoïdaux  ^•sp ? définissent  un  système 
de spécialisation  pseudo-monoïdal  au  sens de  la définition 3.1.12. 

Démonstration. —  E n effet , toute s le s faces d u diagramm e planair e (15 ) définissan t 
les 2-morphisme s 

otg : g *^mspf ^^•sp fogg* 

sont des faces dans la 2-catégorie pOTono. Il vient qu e les ag son t bien des transforma-
tions naturelles de foncteurs pseudo-monoïdaux . C'est l a seule propriété à  vérifier. • 

Proposition 3.2.18. —  On  suppose que les catégories 3 et 3 vérifient Vhypothèse  3.2.15. 
Sous les  hypothèses  des  définitions  3.2.11  et  3.2.13,  les  morphismes  de  systèmes  de 
spécialisation : 

& •  sp >  <S • sp et  &i  m  sp >  & • sp 

sont des  morphismes de  systèmes de  spécialisation pseudo-monoïdaux. 

Démonstration. —  Cec i découle du fai t qu e le s face s de s diagramme s planaire s de s 
définitions 3.2.1 1 et 3.2.1 3 sont de s faces de la 2-catégori e pSDÎono . • 

3.2.4. Autou r d e l'hypothès e 3.2.15. —  Dan s cette section, on donne une condi-
tion simple sur l a catégorie d'indice 3 impliquant l'hypothès e 3.2.15 . Notons que l'hy -
pothèse e n questio n es t indépendant e d e l a situatio n considéré e dans l e paragraphe 
précédent. Pa r souci s de généralit é o n s e place donc dans u n nouvea u dérivateu r al -
gébrique monoïda l homotopiqu e e t stabl e H  :  D iaSch / 5 ^T9t . O n profit e d e 
l'occasion pour introduir e l'accouplement externe . 
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24 CHAPITR E 3. LES FONCTEURS CYCLES PROCHES MOTIVIQUES 

Définition 3.2.19 

I- Supposons  donné  un  diagramme  dans  D i a S c h / S ; 

(/2. ̂ 2) 
( » , 3 ) - >(^h) 

( / l ^ i ) 

{Puh) 

Pouri G  { 1 , 2} et  Ai  G  H ( ^ i, a O o n po.se i i ^ A 2 =  ( / i , a i ) M i (g) ^ ( / 2 , a 2 ) M 2 . 
Etant donné  un  carré  commutatif  de  D iaSch / 5 ; 

(/2- 0.2) 
M - — / ( . ^ 2 , a 2 ) 

(/i-ai! (92 ^h) 

(ili-ih) 

on not e ( /1,7 ) =  ( # 1 , / 3 i ) o  ( / i , a i) =  (.92Î /3 2) 0 ( / 2 » 0 : 2 ) . O n définit un  coaccouplement 
extérieur : 

(fc,7)#(^i B  ¿2) •  (<7i. ® t f t W (^ 2 ,A )#( i4 2 ) 

par la  composée  suivante  : 

(^7)#((/ii<*i)*4i (/2.tt 2)M 2) 

[ ( /z . 7 )#( / i ,a 1 )M 1 ] 2  [ ( / I O ) # ( / 2 , Û 2 ) M 2 ] 

[(Pi 1 /5i)#( / i .a 1 ) # ( / 1 ,Q 1 )M 1 ] g  [ ( f iF i . A ) # ( / 2 . Q 2 ) # ( / 2 î a 2 ) M 2 ; 

( ^ i , A ) # ( ^ i ) « t e : A ) # ( A 2 ) 

La relation du coaccouplemen t habitue l avec le coaccouplement extérieu r est donn é 
par l e lemme suivan t : 

Lemme 3.2.20. —  On  suppose  donné  un  1-morphisme  de  diagrammes  de  S-schémas 
quasi-projectif s ( / , a) :  (Sf , #) >  3 ) .  O n forme le  carré  cartésien  : 

(sf x^í #,a x 3 a ) — í — U (y,a ) 

(propri) (/,«) 

У.2) (f. a) 
•9,3) 
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et on  appelle  (A , A) l'inclusion  de  la  diagonale  ,3)  >  x  & <S,  3 * j 3) & 
(p,p) =  ( / , a) o  (pri,pri) pour  i  e  { 1 , 2 } . Pour  A  et  B  des  objets  de  H ( # , 3 ) le 
diagramme suivant  est  commutatif  : 

(/, a ) # ( A , A)*{A  H B) (p,p) #(A, A )# ( A , A)*( A B  5) •  (p,p)#(A B 5) 

( / , a ) # ( A ® B ) ( / , a ) # ( A ® £ ) 

La conditio n qu i assurer a l a validit é d e l'hypothès e 3.2.1 5 es t basé e su r le s deu x 
lemmes suivants . D'une par t o n a  : 

Lemme 3.2.21. —  Sous  les hypothèses de  la définition précédente,  le  coaccouplement : 

(fc,7)#(>4i H  A2) >  (0i , jSi) # (Ai) ®* fw (92,02)#(A 2) 

est inversible  lorsque  le  2-morphisme de  changement  de  base  : 

Ex% :  ( / i , a i ) # ( / 2 , a 2 ) * >  (<7i,/?i)*(<?2,/?2)# 

est inversible. 

Démonstration. —  E n effet , o n vérifi e immédiatemen t qu e l e coaccouplemen t qu'o n 
a défin i es t donn é pa r l a composé e suivante : 

№,7)#((/i,«iNi ®*, a ( / 2 , a 2 ) M 2 ) 

( f f i ,A)#( / i ,a i )#(( / i ,a i )Mi ®<* . a ( / 2 î Q 2 )M 2 ) 

toi,A)#(Ai(8)(/i,ai)#(/2lQ2)M2) 

Ext 

(9ußi)#{Ai <8>  {gi,far(g2,&¡)#A¡ 

(9u0i)#Ai®(g2,fohA2 

D'où l e lemme . 
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D'autre part o n a l e résultat généra l su r le s dérivateurs triangules : 

Lemme 3.2.22. —  Soit  B  un  dérivateur  (triangulé) de domaine  Dia . Etant  données 
deux catégories  3 et  3 de  Dia, on  forme le  carré cartésien : 

3x3-^3 

pri Pd 
3 ^ - 4 

Le morphisme  de  changement  de  base  Ex# :  pri^pr^  >  PoPd# e s ^ inversible. 

Démonstration. —  O n montrera que pour tou t obje t i  d e 3 le 2-morphisme : 

i*pri#pr$ •  i*VïV№ 

est inversible . E n appliquan t l'axiom e 4 de la définition 2.1.3 4 à la face carrée : 

i\Jx3 j i y j x d )3xd 

Pi\3xd pri 

e s •  3 

on obtien t u n isomorphism e d'échange Ex#  :  (Pi\3x3)#{ji\3xd)*  *  •  Cec i 
nous ramèn e à  montre r qu e l'isomorphism e d'échang e Ex#  associ é au carr é commu-
tatif : 

Pr2 0Ji\ 3x3 

A3xa i— >d 

Pi\0x3 \P3 
e e 

est inversible . E n d'autre s termes , i l s'agi t d e montre r qu e l e foncteu r éviden t 
i\3 x  3  >  3 es t filtrant  a u sen s d e la définition 2.1.50 . Par l a proposition 2.1.49, 

il suffi t d e montre r qu e pou r tou t j  G  Ob(5 ) l a transformatio n naturell e évi -
dente R#(z\( 3 x 3)1  j) ^i d es t inversible . Cec i est effectivemen t l e ca s puisqu e 
A C x =  (A* 0 x (3 /j) es t u n produi t d'un e catégori e admettan t u n obje t 
initial pa r un e autr e admettan t u n obje t final  (o n pourr a pa r exempl e utilise r l a 
proposition 2.1.5 1 en remarquan t qu e pou r 3 C une petit e catégorie , p% est filtrant  s i 
et seulemen t s i R#(3C ) ~  id) . • 
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On en dédui t l e corollaire suivant : 

Proposition 3.2.23. -  Soit  X  un  S-schéma  quasi-projectif.  Etant  données  deux  caté-
gories 3  et  3 de  Dia , on  forme le  carré  caiiésien  : 

pr>2 
3x3- >d 

m Pd 

Pour tout  A  et  D  dans  M(X,3) et  M(X,  3)  respectivement,  le  coaccouplement  exté-
rieur : 

(pix3)#(A H  B) (p <j)#A ® (p 3)#B 

est inversible. 

En utilisan t l e lemm e 3.2.2 0 e t l a propositio n 3.2.23 . o n dédui t l e critèr e simpl e 
suivant : 

Proposition 3.2.24. —  Pour que  3 vérifie  Vhypothèse  3.2.15,  il  suffit  que  le  foncteur 
diagonal 3  >  3x3 soit  filtrant. 

Exemple 3.2.25. Voic i quelque s exemple s d e catégorie s vérifian t l a conditio n d e l a 
proposition précédent e : 

A. N x e t N x x  A 

avec N x l'ensembl e de s entiers non nuls ordonné pa r l'opposé e de l a relation de divi-
sibilité. Ce s catégories apparaîtrons dans la construction de s foncteurs cycle s proches. 

3.3. L e calcu l de s système s d e spécialisatio n pour le s schéma s standard s 

Les axiomes imposés dans la définition d'u n systèm e de spécialisation s p permettent 
dans certain s ca s d e «  calculer »  l e foncteu r sp̂ - e n fonctio n d e sp i d / j e t le s quatr e 
opérations. Pou r plu s d e précision sur c e qu'on entend pa r l e mot «  calcul » le lecteu r 
pourra consulte r renonc é du théorèm e 3.3.10 . Comm e conséquenc e d e c e «  calcul » 
on obtiendr a deu x résultat s intéressant s à  savoi r le s théorème s 3.3. 4 e t 3.3.G . Ce s 
résultats acquièrent leu r véritable importanc e lorsqu'o n s e place au-dessus d'un trai t 
(sous réserve d e pouvoi r résoudre le s singularités) . 

3.3.1. Le s i?-schéma s standards . Notation s e t énoncé s de s théorème s 
On se donne une base (B.j,  i)  comm e dans 3.1.1 et deu x 2-foncteurs homotopique s 

stables Hi :  Sch / / / >  TIR e t H- 2 : Sch/a  >  .  On supposera qu'i l existe un e 
section global e 7 r G T(B. ÛB)  qu i soi t null e su r a  e t inversibl e su r ?/ . Ceci impliqu e 
en particulie r qu e l e produi t fibre ?; xB a  es t vid e (puisqu e l e zéro es t inversibl e su r 
ce schéma) . Un e tell e sectio n ser a fixée  un e foi s pou r toutes . O n noter a B/(n)  l e 
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sous-schéma fermé de B  défin i pa r l'annulatio n d e n.  L e morphisme /  :  a  >  B s e 
factorise pa r B/(ir)  : 

(16) 
a—^Z?/(TT) 

B 

et l'imag e de j :  //  >  B n e rencontre pa s B/(ir).  Voic i les schémas standards dont 
il sera question dan s l a suite : 

Définition 3.3.1. -  Soient  k  un  entier  naturel  non  nul  et  a — (a\,..., a* ;) un  k-uplet 
dans N \ { 0 } . Le  B-schéma  n-standard  à  réduction  semi-stable  de  type  a  est  le  B-
schéma noté  Stff  et  défini  par : 

st* :  Stl  =B[T } T k]/(T{'* .. . -  TT ) •  B 

Lorsqu'il y  a  pas de  confusion sur  B. il  nous arrivera  de noter simplement  st (± et  Sta 
à la  place de  stjf et  St^. 

Pour énonce r les théorèmes, o n aura également besoi n des Z?-schémas suivants : 

Définition 3.3.2 

1- Pour  n  G  N\{()} on  pose B n =  B[T]/(T" —  n) et  on note b n sa  projection sur  B. 
La classe  de T dans  ÛB„  aéra  notée 7T 1 /" . Il  est  clair  que Bn est  isomorphe  à  St^ ny 

2- Pour  n  G  N \ { 0} et  m  G  Z on  pose B™  = B[U. U~l][r]/(Tn -  U nt.7r) et  on  note 
b\\l sa  projection sur  B. 

Remarque 3.3.3. I l est facile de voir que les morphismes st^  son t plats . En effet st^ 
peut êtr e obtenu pa r changemen t d e base de Spec(Z[Ti f k. P]/(T? 1 ...  T""  -  P)) 
—> Spec(Z[P] ) (qu i es t clairemen t plat ) pa r l e morphisme B  >  Spec(Z[P]) qu i 
envoie P  su r l a sectio n 7r . Par contr e le s B-schénia s Stff  n e son t e n généra l n i lisse s 
ni réguliers . L a même remarque s'appliqu e égalemen t au x b n e t b"' . 

Pour u n schém a X  noton s N n-tm(X) l'ensembl e de s entiers naturels non nul s n  te l 
que tou t diviseu r premie r d e // . est non  inversible  su r X.  E n particulie r s i X  es t d e 
caractéristique 0 , l'ensemble N n-lm(X) es t rédui t à  { 1 } . L'u n de s buts de la section est 
de prouver le s deux théorème s 3.3. 4 et 3.3. G : 

Théorème 3.3.4. • — Soit s p >  sp' un  morphisme  de  systèmes  de  spécialisation 
au-dessus de  B de  H\  vers  H2 . Soient a  un  k-uplet  d'entiers  non  nuls  et  A un  objet 
^ H!(/,) . 

1- Supposons  que  le k-uplet a  est  constant  de  valeur n.  Si  les  m.orphismes : 

spbn(bnyr]A >  sp f

hi {b„)* }A 
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LE CALCUL DES SYSTÈMES DE SPÉCIALISATION 2 9 

sont inversibles,  alors  le morphisme sp stu(st^)*A >  sp' s/ / i (sff)* A  est  également 
inversible. 

2- Pour  a  non  forcément  constant,  notons  d  le  p.g.c.d des  entiers  a\  et  r  le  maxi-
mum des  a.i/d. On  suppose  que  les morphismes  : 

sp6„ (bn)*A •  sp;,,, (bn)*,A et  sp b;;, (6™)'VA >  sp^ (&»' )*VA 

sont inversibles  pour n =  d.l  avec  1 < l <  r et  ni — d\).lo avec do le plus grand diviseur 
de d, appartenant  à  NUmlm(B) et  1  < / y <  r  appartenant  également  à  Nn'l(B). Alors,  le 
morphisme sp sf H  (st^)* A  >  sp^7, (st^)*A est  également  inversible. 

On s e donn e pou r tou t rr-schéin a quasi-projecti f T  un e sous-catégori e (pleine ) 
M2(T)f C  H 2(T) tell e qu e riiypothès e suivant e est satisfait e : 

Hypothèse 3.3.5. L a sous-catégori e ^ ( T ) ' es t cosuspendu e (voi r l a défini -
tion 2.1.1) . S i /  :  B  >T  es t u n morphism e d e rr-schéina s quasi-projectifs . 
alors : 

./* envoie H 2 ( i î ) ' dans H 2 (T) ' . 
/ * envoi e H 2(T)' dan s H 2(R)f lorsqu e /  es t lisse . 

Enfin, pou r tou t entie r / / G  Z le s sous-catégorie s H 2(T)f son t stable s pa r l'opératio n 
A ~*  A(n)[n]. 

Un ca s importan t o ù l'hypothès e 3.3. 5 es t vérifié e es t lorsqu e H 2( —  )7 es t u n sous -
2-foncteur homotopiqu e stabl e de H2 . Notons qu e dans ce cas, le s sous-catégorie s e n 
question son t triangulée s (e t no n seulemen t cosuspendues) . 

Théorème3.3.6. Soit  s p un  système  de  spécialisation  au-dessus  de  B  de  Hi vers 
H2. Soient  a  un  k-uplet  et  A un  objet  de  H1 (•//). 

1- On  suppose  que  le  k-uplet a  est  constant  de  valeur  n.  Si  les  objets  sp bn(b„)*A 
sont dans  H2((B„)ay. alors  l'objet  sp stn(stjf )*A  est  également  dans  \-\ 2((St(±)aY. 

2- Supposons  en  plus de l'hypothèse 3.3.5  que  les sous-catégories H 2(—)' sont  stables 
par facteurs directs.  Pour  a  non  forcément  constant,  notons  d  le  p.g.c.d des  entiers 
Oj et r  le  maximum des  a.i/d. On suppose  que  les  objets  :  spbn(b„)*A et  sp b„, (&"')* A 
sont respectivement  dans  H 2{(Bn)ay et  H 2((/?;,") a) .  pour  n — d.l avec  1  < /  <  / • et 
m —  dodo avec  r/ () le  plus grand  diviseur  de  d  appartenant  à  N" ' (Z? ) et  1  <  / ( ) < 
r appartenant  également  à  N"-'(B).  Alors,  l'objet  sp stn (stj/)*  A est  également  dans 
U2((Sta)ay. 
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La version duale du théorème précédent es t plus intéressante. On se donne pour tout 
a-schéma quasi-projecti f T  un e sous-catégori e (pleine ) H 2 (T)" C  H 2 (T) satisfaisan t 
r i iypothèse dual e d e 3 . 3 . 5 . à  savoir : 

Hypothèse 3.3.7'. L a sous-catégorie H 2 (T ) " es t suspendu e (voi r la définition 2 . 1 . 1 ) . 

Si /  :  R  >  T es t u n morphism e d e a-schémas quasi-projectifs . alor s : 
fi envoi e H 2 ( i?)" dan s H 2 (T)" , 
f envoi e H 2 (T)" dan s H 2 ( i?)" lorsqu e /  es t lisse . 

Enfin, pou r tou t entie r n  G  Z les sous-catégories H 2 (r)" son t stable s par l'opératio n 
A ~*  A(n)[n}. 

Remarque 3.3.8 

1- Etan t donné e un e class e d'objet s A  C  H 2(<r) quasi-stabl e pa r twis t d e Tat e 
(voir l a définitio n 2 . 2 . 1 7 ) . le s catégorie s (H 2)^(—) vérifien t le s conditions d e l'hypo -
thèse 3 . 3 . 7 . 

2- U n autr e exempl e importan t o ù l'hypothès e 3 . 3 . 7 es t satisfait e es t l e suivant . 
Soit u n ensembl e d'objet s d e H 2 ( < J ) . O n suppos e qu e l'hypothès e 2 . 2 . 5 8 es t véri -
fiée. Alors , le s sous-catégorie s suspendue s / J ( H 2 ) > 0 ( — ) de s objet s ^/-positif s vérifien t 
l'hypothèse 3 . 3 . 7 pa r l a propositio n 2 . 2 . 6 2 . 

Pour i  G  { 1 , 2 } , o n note H° p le 2-foncteur homotopique stable opposé à H* . On sait 
par l e corollaire 3 . 1 . 1 1 qu e les foncteurs s p j P induisen t u n système de spécialisation d e 
H" p ver s H l2P. On vérifi e immédiatemen t que les sous-catégories ( H 2 ( T ) / / ) o p vérifien t 
l'hypothèse 3 . 3 . 5 relativement à  H^* . Lorsqu'on appliqu e l e théorèm e 3 . 3 . 6 à cett e 
situation, on obtient l'énonc é suivant : 

Théorème 3.3.9. Soit  s p un  système  de  spécialisation  au-dessus  de  B  de  Hi vers 
H 2 . Soient  a  un  k-uplet  et  A un  objet  de  Hi(//) . 

1- On  suppose  que  le  k-uplet a  est  constant  de  valeur  n.  Si  les  objets  sp bn(bn)\1A 
sont dans  H 2({Bn)ayf, alors  l'objet spstii(st^)\fA est également  dans  H 2 ( (5 ta) < 7 ) / / . 

2- Supposons  en  plus de l'hypothèse 3.3.7  que  les sous-catégories H 2 ( - ) ' sont  stables 
par facteurs directs.  Pour  a  non  forcément  constant,  notons  d  le  p.g.c.d des  entiers 
a.[ et  r le  maximum des  at/d. On  suppose  que  les objets  :  spbn(bn)\lA et  sp&„ , (b™); ;A 
sont respectivement  dans  H 2 ( ( P / , ) C R ) / / et  H 2 ( ( Z ? ^ ) A ) " , pour  n  =  d.l  avec  1  <  l  <  r 
et m  =  do.lo  avec  do le  plus grand  diviseur  de  d appartenant  à  N N'TM(B) et  1  < IQ  < 
r appartenant  également  à  N"-'(B).  Alors,  l'objet  sp s f ^(.sf^); ; A est  également  dans 

H 2 ( ( s y C T ) " . 

Les démonstration s de s deu x théorème s 3 . 3 . 4 e t 3 . 3 . 6 reposen t su r l e théo -
rème 3 . 3 . 1 0 . Pou r renonce r on a  besoi n d'introduire de s notation s supplémentaires . 
Ces notation s serviron s égalemen t dan s tout l e reste de la section . 
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1- Pou r tou t i?-schém a X,  noton s X/( TT) (resp . X A, X V) l e schéma X  XB  B /(7T) 
(resp. X  XB  CT . X  XB  T]).  L e rr-schém a X A es t canoniquemen t u n produi t fibre  : 
X/(TT) X  B(n) a  via  le morphisme a  >  B/(ir)  .  Ainsi (Stff)/(ir)  es t l e sous-schéma 

de St -a défin i pa r lïdéa l (ir)  et (St^)^  l e produit fibre St% x  B ° . 

2- Pou r 1  <  /  <  k.  o n noter a D* lA l e sous-schém a d e St%  d'équatio n (X , =  0 ) 
qu'on appeller a l a /-èm e l)ranch e d e Stjf.  L e B-schém a D* A es t naturellemen t u n 
B/7r-schéma inclu s dan s (SY f )/(7r) . E n effet , 7 r est nu l su r D* A puisqu e X¿ = 0  e t 
7T = ITJ =I T"J (o n utilise l e fait qu e l'entier a L es t no n nul (revoi r la définition 3.3.1)) . 
Le peti t calcu l : 

B[T, T K]/(T^ . . . -  7T . T¡) = B[T U.... T k]/(ir. T)) 

= 2 ?/(7r)[T l î . . . ,T i _i.r i + i T K] 

montre qu e D* A es t isomorph e à  l'espac e affin e d e dimensio n A ; — 1 sur B/( TT). O n 
notera égalemen t D (J_A l e produi t fibre D*A x f î / ( 7 r ) a  (l e morphisme a  >  B/(n) 
utilisé est le /Q du triangle commutati f (10)) . Le ¿r-seliénia D(±A es t isomorphe à l'espace 
affine A £ - 1 . On appellera u* A e t le s inclusions de D* A e t D (± dan s (5f f )/(7r) e t 
(St^)a respectivement . O n a  un diagramm e commutati f à  carrés cartésien s : 

Da, —^  (St") a =  •  a 

h) k)  U) 

Dit >B/( TT) 

St* —>B 

3- Plu s généralement , i)ou r /  C  { 1 , . . . , A; } non vide , o n poser a D £ 7 =  U  D*A e t 
D(±j =  }JD (±A. Évidement . D*  l es t encore un B  j (7r)-schéma et Dg _j =  D*  l x  B/(n)°~' 

En notan t u *j e t Uaj  comm e tout à  l'heure, o n a le diagramme commutati f à  carré s 
cartésiens : 

U-aJ _  ( sfa )<r 
DUJ ——+  (St )a =  >  (J 

î{) ¿0  il) 
+ aa J , 7 * 

Dlj-^iStlm*) >B /(n) 

St* ~  > R 

On fer a attention que ^  ny n'es t pa s en général u n isomorphisine , mais seule-
ment un e immersio n fermée d'idéa l nilpotent. 
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4- O n aura égalemen t besoi n d'introduire» pou r / ' G { 1 . . . . le s ouverts e t 

Dl- d e Dl-  e t £>„. £ qu'o n définit pa r =  ^ . A^ I | i k}-{i.} P o u r ?  ^  {0- TT}. O n 
a toujour s l a formul e D ° , = D*'?  x  B/(7T) CT. 

Plus généralemen t s i I  C  {1 o t J  so n complémentaire, on notera D*j  l'ou -
vert d e (e t même de D £ { 1 A ; } ) égal à I Ç . A ^ L / (o u encore à 
On noter a égalemen t Dj J 7 l'ouver t d e D (±A (e t mêm e de £^.{1 A-} ) C'8 ' al à  Da.i\D (J_.j 
(ou encor e à k }\D(±.j). H  est clai r que dans D' t ^  A.| l'ouvert D' a'°r e t l e fermé 
D f ; j  son t complémentaires . On notera r* tJ et le s inclusions de £^" 7 e t 7 dan s 
D* j  e t respectivement . L a situation s e résume alor s pa r l e diagramme commu-
tatif à  carrés cartésien s : 

D% A, . , —  =  •  CT 

/"о ' о 'n 'о 

D^l (SY rf)/(7T) •  Д/(тг) 

67* = »  В 

Voici renoncé du «  calcul des systèmes d e spécialisation pou r le s Б-schémas stan -
dards » : 

Théorème 3.3.10. —  Soit s p una structure de  spécialisation de  base D de  Y\\ vers  H- 2-
On fixe  des  entiers  naturels  non  nuls  n  et  k  et  on  notera  n_ h. le  k-uplet  constant 
de valeur  n.  Pour  I  С {1 к} une partie  non  vide,  le  2-morphisme d'adjonction 
id •% f r , / .< f r . y appliqué  au \-mmphisine // ^ 7sp.s.^ (st^  )*  : 

K , . /SP.s^ A Ы" к. )*,] %,./*  r^ r [ < A . . / S p ^ ( * / * )*] 

est inversible. 

On obtien t renoncé dual de 3.3.10. en appliquant l e corollaire 3.1.11. On en déduit : 

Théorème 3.3.11. On  garde  les notations et  hypothèses  du  théorème  3.3.10.  Le  2-
morphisme i-n kj\V'n^ j  >  id appliqué  au l-morphisme  u m

n^jspstn (stjf^)^  : 

vii,Miik./[u„h.,sps,^ (st'¿k );,] — [ t /^ ,sp. s.,£ (stl\ );,] 

est inversible. 

Remarque 3.3.12. I l n'est pas tout à  fait clai r comment l'énoncé de théorème 3.3.10 
permet d e « calculer » le foncteur sp sln .  Avant d'expliquer cela, précisons tout d e suite 

—A-
qu'on ne « calculera »  pas le foncteur sp s//j mai s plutôt se s valeurs lorsqu'on l'applique 
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sur de s objets de H ] ( ( 5 ^ ), ;) constants (voir e localement constant ) relativemen t à  // , 
i.e.. des objet s de la forme (.sf /f )* ;(?). D e plus , o n ne calculera pa s ce s valeurs mai s 
seulement leur s restriction s au x branches D^j  pou r /  G {1, k}  qui recouvrent 
tout d e même {St^  ) a . 

Pour simplifier , o n prendra dan s la suite n = 1  et I =  { / } C {1 À:} . Dans 
ce cas . le B-schcma Stf^  est lisse en tout poin t d e D*} A . Appelons w la projection 
structurale du B-schema liss e (Stt f —  UJJLÎDJ J) et m. son inclusio n dan s Stf. On 
voit alor s immédiatemen t qu e rti a =  u± j o v\ i  de sorte qu e : 

< l , / < , . i s p< . ( . s f f j ; spH,m?*(.sffA).* - sPu,<; <-^- -<sp~ ///;sp,,/, (»tf k)* sp H,m ?*(.sffA).* -  s P u , < ; <-^- -<spi d o 

En fi n de compte le théorème 3.3.1 0 s e traduit dan s c e cas par un isomorphisme 
ulk.jsP*t?(»fOn -  <V ' v "S s Picii j-

Une bonne partie de cette sectio n est consacré e à la preuve d u théorème 3.3.10 . La 
partie restante est consacré e aux application s d e ce théorème. O n y verra les preuve s 
de 3.3. 4 et 3.3.6 ains i que de s généralisation s dan s le cas où B est un trait (o u plu s 
généralement d e dimension 1) . 

3.3.2. Quelque s préparations . — Le lemme simple suivant, nous sera utile : 

Lemme3.3.13. Soit  a  = (a\ un  k-uplet d'entiers  strictement  positifs.  Soit 
d un  diviseur commun  à  tous les  a,. Il existe alors  un B-morphisme canonique  : 

<.,/ ^  St£  •  Bd 

qui envoie la  classe de T sur la  classe de T"']/d .. .Tk

k^d. De  plus, le  Bd-schéma st^ d 

est canoniquement  isomorphe  au  B(\-schéma TT 1/71-standard à  réduction semi-stable  de 
type a/d. : 

St%d =  Bd[Txr,]/(r;"/f'... T^l*  -  TT'A' ) •  Bd 

avec a/d — (a\/d a^/d).  (L'isornorphisme  consiste  à  envoyer T;  surTj). 

Démonstration. E n effet l e morphisme : 

stll >  B[T] 

qui envoi e T sur le produit T" l^d.. .T k

k'^d s e factoris e pa r l'idéal (T (l — 7r) V U l a 
relation : 

St%d = Bd[Txr,]/(r;"/f'... T^l* - TT'A') 
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L a second e assertio n d u lemm e résult e de s identif ications suivante s : 

Dn[Tu..^Tk]/(T^/d...T^/d-n]/(1) 

= B[T]/{T d -  7r ) [T i , . . . , Tk]/(T[ll/d... T^ k,d -  T) 

= J3[T , Tu .. ., Tk}(T[n/d ...  Tk

k , d -  T:  Td - TT ) 

= B[T.  Tu .. .. T k]/(T[n/d ....  Tk"h/d —  T: T"1 . . . T£h -  TT ) 

= B[T,  T k]/(Ta^ ...T^ -  TT)  • 

O n uti l iser a à  plusieurs reprise s l e lemme facil e suivan t don t l a preuve es t laissé e 
en exercic e : 

Lemme 3.3.14. -  Soit  g  : Y  >  X un  B-morphisme entre  deux  B -schémas h  : 
Y >  B et  f :  X  >  B .  Soit D  un sous-schéma  de  XG et  D°  C  D un ouvert 

de D.  On notera  u  Vinclusion  de  D dans Xa et  v celle  de  D{) dans  D. On  appelle 
également D',  D' {\ u!  et  v' les  pull-back par ga. On  considère  les  deux  2-morphism.es  
suivants : 

(17) t i * s P / / * — H v * " * s P / / , ; 

(is) « ' * s P l l / i ; — > t- ; n'*u'*sPhh; 

On a les assertions  suivantes  : 

1. Si  g  est  lisse  et  si  (17)  est  un  2-isomorphisme,  alors  il en est  de  même de  (18). 
2. Si  g est un  recouvrement pour  la  topologie  de  Nisnévich  et  si (18)  est  un  2-

isomorphisrne, alors  il en est  de  même de  (17). 

Terminons ce s préparat ions e n introduisan t quelque s notat ions . Pou r /  un e par t i e 
non vid e d e {1 À'} , on notera U f 7 l 'ouver t St^\D*  j  d e S f f . O n pos e d e même . 
V f =  S /f \ H  Dl  { . L 'ouver t V f est ainsi recouver t pa r les Ug_ ; pour 1  < / < k. 

~ >e U k]  -' 
Dans l a suite, on aura l'occasio n d'appl ique r l e lemme 3.3.1 4 à  ce recouvrement Zar isk i 
g :  [ ] . Uf • >  Vf . Notons pa r ailleur s qu e : 

Uf f / =  BIT,,..., T k][Tr\ i  e I]/(T^ ...  Tp - TT) 

= B [TuTr\ i  e /][!}. j i  I]/{ UTJ' ~  ( I I ^ ' H 

ce qu i prouve l e lemm e suivant . 

Lemme3.3.15. -- - Le  B -schéma U f 7 est  canoniquement  isomorphe  à  un B[Ti,T^~l, 
i G  I]-schérna  {Yl ieI T~ n').TT-standard à  réduction semi-stable.  De  plus,  le  schéma 
standard en  question  est  de  type  (aj.  j  £  I). et  ses  branches  sont  les  restrictions  des 
branches D^±j (j  £1) de  St%. 
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3.3.3. L a preuv e d u théorèm e 3.3.1 0 :  le ca s /  rédui t à  u n élémen t 
Rappelons qu e dan s renonc é de 3.3.10, o n a noté n k l e A:-uplet constan t d e valeur 

n. A  par t i r d u lemme ci-dessous , o n ne considérera qu e l e cas // = 1 . En effet : 

Lemme 3.3.16. -  II  suffit de  prouver le  théorème 3.3.10  dans  le cas  où n =  1 . 

Démonstration. D'aprè s l e lemme 3.3.13 . o n a tr iangle commuta t i f : 

St»'-±+B„ 

< 
к 

B 
Notons sp " l e systèm e d e spécialisation d e base D n o b t e n u p a r r e s t r i c t i on d e sp. 
S u p p o s o n s q u e T on sa it r é s o u d r e l e cas /? = 1  p o u r t o u t s y s t è m e d e s p é c i a l i s a t i on ( e n 
p a r t i c u l i e r p o u r sp") . I l v i e n t a l o r s q u e le 2 - m o r p h i s me s u i v a n t : 

<19) и1.гК"» К " } * > >  ' ' 1 , . ' * ( 1 , . / " ! , , / 5 Р : , » ; ; « Л )v 

est inversible . Ma i s sp " ,3 =  sp stn pa r définit ion. D e même le s inclusions u\  j 
fit , '  Ni . " 

et ¿' 1 ./ pou r l e Z?„-schém a .sff " son t shnplemen t le s inclusions // » /  e t r n / 
—A- " ±f,-  —A - —A -

pour l e B-schém a st^.  En f in , ( « f f j * =  ("t^)*  o  (b,,)*.  O n obtient ains i l e 2-

morpl i isme « * , s p „ , » ( « f * ) ; • ' V / * * , r . 1 . / C . / s P » » " ("*«.)r ;

 e n appl iquan t l e 

2-isomorphisine (19 ) au 1 - n i o r p h i s me (b n)*. Cec i prouv e l e lemme. • 
Jusqu'à l a fin de la preuve d e 3.3.10. / / ser a toujour s éga l à  1  et on écrira alor s 

simplement ,sfA: , St-k* u kj, /'A-./ , D[.J,  et c à la place d e ,sff ,  S ff ,  ' ^ i A . , / , ' ; 1 A . . / ' -^ î ./• 
etc. Lorsqu'o n voudrai t précise r l a bas e B  o n la m e t t ra e n exposant. 

Pour démontre r l e théorème 3.3.1 0 dan s l e cas o ù / =  {/' } est u n s i n g l e t o n, o n r a i -
s o n n e r a p a r r é c u r r e n ce su r l' ent ier n on n ul k. I l s 'agi t d e m o n t r er q u e le 2 - m o r p h i s me : 

(*Av>) ^A -./SP.S/A('S^); >  vk.i*KmiuljSp„tk(stk)* 

est inversible . Lorsqu e A * = 1 . le résultat es t clair . 

Deux résultats  préliminaires. O n fixe l'entie r k  >  1  et on supposera qu e (* A-'./) es t 
i n v e r s i b l e p o u r t o u t k'  <  k  e t 1  <  /  <  k'.  O n va prouve r qu e (* A-+I.;) ^  inversibl e 
pour 1  < / ' < k  -h 1. Le lemme suivan t es t une évidenc e : 

Lemme 3.3.17. Il  suffit  de prouver que  (*A-+I.I ) est  un  2-isomorphisme pour  un  seul 
ie{l À - + 1 }. 

Démonstration. E n effet s i r  es t une permuta t ion d e l'ensemble { 1 A ' + 1 } . o n 
peut lu i associer u n autoii iorphisine d u ^ -schéma S f f + j qu i consiste à  envoyer T t sur 
TT i z. O n obtient ains i un e représentatio n d u groupe symétr iqu e E A + I su r S f f+ 1 . O n 
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voit facilemen t qu e cette représentatio n permut e transitivemen t le s branches. I l suffi t 
alors (pa r exemple ) d'appliquer l e lemme 3.3.14 . • 

Soit O 71" le sous-schéma d e Sfy-+ i éga l à  l'intersectio n de s branches D% +1 x  f l •  • • fl 
-DjJ+i.Ar+i- Rappelon s qu'on avai t pos é Vf* ] =  V^+ i =  S * A - + I \ 0 7 R . Notons O  l e pull-
back d e O n pa r /' o :  a  >  D/( TT) •  Evidement O  es t l'intersectio n D A + I . I f l •  • • D 
£>A-+I.A-+I. L'ouver t (SfA-+i)rr\ 0 d e (5/ A-+I),T s'identifi e naturellemen t a u rr-schérn a 
CVA-+I)(T- O n a  l e lemm e : 

Lemme 3.3.18. -  Soit  A un  objet de Hi(//) . Choisissons  un  triangle distingué  : 

K + u S P , ^ + 1 (8t k+l)*A] >  T A - + I . , - . ^ + 1 . I - [ ^ . + 1 . 4 - S P ^ + I {»tk+\)*A]  >  CA • 

L'objet CA est  à  support dans  O. 

Démonstration. Soi t a  l'inclusio n d e V A-+I dan s 5/ A-+I- O n form e l e diagramm e 
commutatif suivan t à  carrés cartésien s : 

'•'A+I /  "A+ I / 
• A +  i .A" +  ( V f r + i ) f f 

J1 -t'A-+L. » ^  Ï/A -+1./ ^ 

Il s'agit d e montrer qu e U *CA es t nul . o u encore que le 2-niorphisme : 

« . + l ,/ SP.s/, + 1(^A-+l)r, ^^r / ,A-+l./^t- +l./ ' /A- +l./ SP^, + 1 (^A-+l)* 

est inversible . On voit facilement (e n utilisant l e théorème de changement d e base pa r 
un morphism e lisse ) que l e 2-morpliisme en question es t isomorph e à : 

«+i . i )*< s p-* f c + 1 (^fc+i) r / —^( ' , fc+i . i ) . ( ' f r+ i . iO*(^+i , i )*<sp a , f r + 1 (^ f c +i) ; 

Par l a définition 3 .1 .1 . i l en auss i isomorphe à : 

K + i . . ) * s p « f H . o f l ^ H i ° « ) ; — • (K+\.i)*K+ij)*K+u)^ 

Maintenant l'ouver t V A ; +I es t recouver t pa r le s ouverts U i . j . Pa r l e lemme 3.3 .15 , 
l'ouvert U\ k+ij es t à  réductio n semi-stabl e standar d d e typ e l k. au-dessu s d e 
B[Tj.Tj~l] pou r TJ~ 1.7T. O n conclu t alor s e n utilisan t l'hypothès e d e récurrenc e e t l e 
lemme 3.3.14 . • 

Une construction géométrique.  O n considère : 

X =  A 1 x  Stf  =  D[T { T k]/(T, ...T k- TT )[TA.+ 1 ] 

On a  une projection canonique pr? '  X  >  Stl

h

3 .  On notera D^j  e t D^j  le s sous-
schémas de X obtenu s par pull-back suivant pr -2 de Df.  t e t D*/}.  O n notera égalemen t 
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D\j e t D° x l  le s sous-schémas de X a ol)tenus  pa r pull-back suivant /  :  a  >•  B . 
On continu e à  avoi r un diagramm e commutati f à  carrés cartésien s : 

D% j •  DXj •  X„ •  CT 

h) h)  h)  h) 
t'y/ -ф- » v r 

ДY." — ^ ö b — ^ * /M • 

X >B 

avec / =  st k opv>2  l e morphisme structural du B-schéin a X.  E n fait , o n aura surtout 
besoin dans la suite des sous-schémas D\j e t D° x •  . Remarquons que la seule différence 
de notation s pou r le s branches d e X e t ceu x de St k es t l'indic e o u k qu i précède le 
numéro /  d e la branche D\-  •  C X e t D kj C  St k. 

On not e Z K l e sous-schéma d e X  =  B[T A ,...,Tk. r A.+i]/(7i ..  .T k -  TT)  défin i par-
les équations T k =  T k+\ —  0. Le sous-schéma Z 71" est d e codimension 2 dans X.  i l est 
contenu dan s D Xk et  coup e les branches D\-  transversalemen t pou r 1  < i  <  k  —  1 . 
La projectio n pr> :  À " >  St k envoi e Z isomorphiquemeii t su r so n image :  D k k . 
On noter a auss i Z l e pull-back de Z 71" suivant /' o : a  >  B/(TT)  .  On a en particulier . 
le diagramm e commutati f à  carrés cartésien s : 

".Y. A- fa 
Z >  Dx.k >  X„ y  a 

h) in in h) 

Zn y  D*xk. X/ {TT) y  B/(TT) 

X—-—yB 

On défini t égalemen t les ouverts Z 71""0 e t Z° de Z 71" et Z  respectivement comm e étant 
les trace s de s ouvert s D ^l e t k . O n obtien t ains i u n diagramm e commutati f à 
carrés cartésien s : 

Z" —=-» • Z " )  x. 

'o ' o ' o 

Z1T.O Z7T ^  X / ( 7 r ) 

On aimerai t considére r l'éclaté de Z dans X. Afi n d'éviter le s problèmes qui peuvent 
intervenir pou r B  trè s général, o n optera plutô t pou r l e B-schéma : 

[£ (T f r.T f r + 1)(Spec(Z[P][ri,... ,Tfc+i]/№ • • -T, - P))) ] x S p e c ( Z 1 P ] ) B 

C'est-à-dire, l e pull-back d e l'éclat é d e l'idéa l (T*. . 2 1+ 1 ) dan s l e Z [P]-schéma A 1 x 
. suivan t l e morphisme B  y  Spec(Z[P]) qu i envoi e P su r TT.  L e B-schéma 
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obtenu ser a appelé X.  O n dispose d'un morpliism e projectif 

e: X  >X 

qui n'es t autr e que le pull-back d e l'éclatement : 

E ( T , . T , + l ) (Spec (Z[P ] [T 1 T , + 1 ] / ( r 1 . . . T , - P ) ) ) 

y Spec(Z[P][T, T k+l]/{Tx... T k -  P)) 

On abusera e t o n dira que e  : X  y  X es t l'éclat é de Z  dan s X. Remarquon s qu e 
e indui t u n isomorphisme XR] ~  X 7] su r l a fibre générique car le centre de l'éclatemen t 
est conten u dan s X/( TT) e t TT  es t inversibl e su r X N. L e morphisme structura l d e B-
schéma foc  ser a noté / . L e lemme qui sui t décri t précisémen t l e ^-schéma X  : 

Lemme 3.3.19. — • Le  D-schéma X  est  recouvert  par  deux  ouverts U\  et  U2 affines sur 
B avec  : 

1. U\  =  B [ T i , . . . ,T A.+i]/(Ti . . .TH-TT)[Tk+x/Tk\ ~  B[T X T , . T / . + 1 ] / ( T ! . . .T k — 
TT) l fisomorphisme consiste  à  envoyer  T' k+l sur  T k+\/Tk. 

2.U2 =  B[T u....Tk^]/(T]...Tk -  TT )[Tk/Tk^] ~  B[T x....Tk.uT'k,Tk+1]/ 
(Ti . . . Tk-\TkTk+i —  TT ) Visomorphisme  consiste  à  envoyer  T k sur  T k/Tk+\. 

En particulier,  U\  est  isomorpheP^  à  X et  U2  est isomorphe  à  St k+] (en  tant  que 
B-schém,as). 

Démonstration. -  Pa r construction , o n s e ramène à  calcule r l'éclatemen t d e l'idéa l 
(Tfc.Tfr+i) dan s le schéma : 

Z[P][T1....,Tk+l}/(T1...Tk-P) 

Mais c e schéma es t clairemen t isomorph e à  Spec(Z[Ti . . . . . T^+i]). L e calcul dans ce 
cas est classique . • 

Pour 1  < /  <  k  — 1. on notera Df  l e sous-schéma de X transform é pu r d e D xA. L a 
projection DJ  y  D\ i es t canoniquenien t isomorph e à l'éclatement d e Z* (lD Xi 

dans D Xi. O n noter a égalemen t D k l e sous-schém a d e X  transform é pu r d u sous -
schéma D x k . I l es t facil e de voi r que e  envoie isomorphiquement D k su r D x k . O n 
notera finalemen t E n =  e~ l(Zn) l e diviseur exceptionne l de e.  On défini t alor s D{  et 
E en prenant le pull-back suivant / 0 . On pose En-° rouver t d e En éga l à E n\^JJ^^DJ. 

('^L'isomorphisme en question n'est pas induit par v. 
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De même , on pose E° =  E\ U  À . O n a  alor s l e diagramme commutati f à  carré s 
1 < /' < k 

cartésiens : 

EN ——^—•  E ———>• X„ — —> er 

M) in In In 

£*.<) En >  B/(7r) 

X >  B 

Lemme 3.3.20. —  Pour  établir  le cas  k + 1  de  la  récurrence,  il  suffit  de  prouver que 
le 2-morphisme : 

"E S P/ / , * >  VE*v*Eu*Espjf* 

est inversible. 

Démonstration. -  I l suffit d'applique r l e lemme 3.3.14 à l'immersion ouverte U2 C  X. 
• 

Formons les deux diagrammes commutatif s : 

E*.o _ ^ E * ^  x/{n)  E°  E  X„ 

pl \f  Pi)  P 

Z"-° ^  X/(TT)  Z ° >  Z •  X A 

Le second carré dans chacu n de ces deux diagrammes es t cartésien . Pa r contre , il n'en 
est pa s d e mêm e des premier s carrés . L e lecteur pourr a facilemen t voi r que p  es t l a 
projection d'un e droit e projective, alors qu e po  est l a projectio n d'une droit e affine . 
On a  le lemme suivant : 

Lemme 3.3.21. —  Pour  établir  le cas  k + 1  de  la  récurrence,  il  suffit  de  prouver que 
le 2-morphisme : 

P*u*Espjf* >  P*VE*vEu*Espjf* 

est inversible. 

Démonstration. O n note O n l'intersectio n E n D  ( f l D?)  e t O  son pull-back . I l 
1</<A: L / 

est clai r qu e O n es t conten u dan s l'ouver t JJi  et qu'i l coïncid e avec l'intersection de s 
branches D\ T,+ li modul o l'isomorphisme U2 —  St-k+i-

Soit A  un obje t d e H( / / ) . O n choisi t un triangl e distingu é : 

u*Espff*A •  vE*v*Eu*Espjf*A >  C y 

Le lemm e 3.3.1 4 appliqu é à  l'inclusio n d e U\  ains i qu e l'hypothès e d e récurrenc e 
montre que l'objet C de V\2(E) est à support dan s X—U\.  D'autr e part, le lemme 3.3.18 
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montre qu e la . restriction d e C à l'ouvert Uo  est supportée dan s O.  Ceci prouv e que 
C es t lui même à support clan s O. 

Étant donn é que a envoie isoinorphiqueinen t O  sur son image, i l suffira don c de 
prouver que p*C est nul. En d'autres termes il suffira d e prouver que le 2-morphisme : 

p*u*Espjf* >  P*rE*VE-u*Espjf* 

est un 2-isomorphisine. C'est exactemen t c e qu'affirme l e lemme. • 

La fc + 1-ème étape  de  la récurrence. O n est en mesure de déduire l'étape fc+ 1 de 
la récurrence et donc de; prouver le théorème 3.3.1 0 dans le cas où / es t un singleton. 
Formons le diagramme de 2-morphismes : 

P*rï*rî-u*t:spf~f* 
rï* ~ £>* * 

rï*rîE-u* t'zrï*rîE-u*Espjf* 

(4) EK 

rz*r*zp*u*Kspj.f* E.vl (1) 

Z.',zW^fT ••',Z.',zW^fT.SP//J 

(i) El-: 

> vz*r*zii*zspff* 

(2) 

(3) 

(2) 

Tous le s sous-diagrammes d e ce diagramme son t commutatif s pou r de s raisons tri -
viales. Il vient qu e notre diagramm e es t commutatif. Le s 2-morphismes désigné s par 
(1) son t inversible s par le théorème de changement d e base pou r un morphisme pro -
jectif appliqu é au carré cartésien : 

a y 
E —  ̂X„ 

P (J« 

z x„ 

Les 2-morphisme s désigné s par (2) sont inversible s car e est projectif. O n voit don c 
que pour termine r la preuve du cas k + 1 d e la récurrence i l suffit d e prouver qu e les 
2-morphismes (3 ) et (4 ) son t des 2-isomorphismes. On démontrera d'abor d : 

Lemme 3.3.22. Le  2-morphisme (3 ) est  inversible 
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Démonstration. —  I l suffi t d e prouve r qu e u* zspff*A es t isomorph e à  u n obje t d u 
type E n effe t l e 2-morphisme d'unit é i d >  vz*vz appliqu é su r u n obje t 
de ce type es t u n isomorphisme . 

Notons qu e puisqu e n  =  1  ,  l e morphisme /  es t liss e a u voisinag e de D x

,0

{ pou r 
tout 1  < i  <  k. O n appell e wz  l a restriction d e f a à  Z°  e t wx,k  l a restriction d e /  à 
Dx k . O n montrera qu'i l exist e un isomorphism e : 

u*z*PfflA -  vz*lwzSPidB

A} 

Pour cela , o n par t d e l'isomorphism e u xkspff*A ~  vx,k*[ wx,ksPidB

A] °btenu  e n 
composant l e morphisme : 

u*x*sPffïA >  vx,k*v*x,ku*x,ksPffïA 

avec l'isomorphism e v x k ux k spff*A ~  w Xkspid£3A (voi r remarqu e 3.3.12) . Noton s 
que l'inversibilit é s'obtien t e n utilisant l'hypothès e d e récurrence e t e n appliquan t l e 
lemme 3.3.14 au morphism e liss e pr2 :  X  >  Stk • 

Appelons s  l'inclusio n Z  >  Dk •  On déduit alor s un isomorphism e : 

^Ux.kSPffï - S*VXMlWX,kSPulB

A] 

On a  clairement s*u XMspff* ~  u *zspff*A. 
Il rest e don c à  voi r pourquo i s *Vk*[w^spidBA] es t isomorph e vz*[w *zsp[dBA]. I l 

suffira pour cela de construire un 2-isomorphisme entre s*Vk*wl et vz*wz. E n revenan t 
aux définitions , o n voit que l'inclusion s  :  Z  >  Dx,k  e s ^ isomorph e au-dessus d e 
G à  l'inclusion d e la section nulle Tk+ i =  0  de Z  dan s A^. De même pour l'inclusio n 
so :  Z°  >  D° x k  .  Il existe alors des rétractions r  et r*o à  s et ,so et un carré cartésie n 
au-dessus d e a  : 

VAMfe 
D\ ,  >  Dx.k 
ro r 

z«-^-^z 

Ceci donne une chaîn e de 2-isomorphismes : 

vxMwx,k. -  vx,k* rowz -  r*vz*w*z 

Le dernie r 2-isomorphism e étant donn é pa r l e théorème d e changemen t d e bas e pa r 
un morphism e lisse . O n voi t e n fi n d e compt e qu e S*VXM* WX k  e s ^ 2-isomorph e à 
s*r*vz*Wz ~ vz*w*z>  L e lemme est prouvé . • 

Il nous reste donc à  prouver qu e le 2-morphisme d'échange : 

v*zp+u*Espjf* -
Ex* 

>Po*v*Eu*Espff* 
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associé au carr é commutatif (no n cartésien) : 

Po 

Z ( J - ^ - > Z 

est inversible . Étant donn é le diagramme commutati f de 2-morphisme s 

Ext 
(uz o  vz)*e<r* >  Po*(uE o  v E) 

(1) 
VZUze°* E x * >  "ZP *U*E ER* >1 %*V*EU*E 

et l e fai t qu e l e 2-morphism e (1 ) es t inversibl e pa r l e théorèm e d e changemen t d e 
base pour u n morphism e projectif , o n voit qu'i l suffi t d e prouver que le 2-morphisme 
d'échange : 

Ext '  (uz  o  v z)*ea*spff* 

associé au carr é commutatif (no n cartésien) : 

Pi)Z.',zŴ fT e a 

A)Z.',z• 

est u n 2-isomorphisme . 
Formons le diagramme d e 2-morphismes : 

>Po*(uE °v E)*spjf* 

(izz o v z ) *sp / / * 
(2) (?) 

-> (uz ° vz)*e„tspjf* —>pa*(uE ° vE)*spff* 

T o 

(uzo v z)*fïsp[dB ->(tzzov z)*e r T.e;/;sp i d f l ^ (« z o r z )* f^/ ;sp i ( 1 / j ->  p0*(uE o v E)*f*spidB 

Le carr é d e droit e es t clairemen t commutatif . D e mêm e l e rectangl e d e gauch e es t 
commutatif. E n effet , o n a un diagramm e commutati f : 

Z.',zW s P//rî 

e^clf;spidB >  eaJ„*spïdD >  e„*spjf* 

Notre diagramm e es t don c commutatif . D'aprè s l e lenim e 3.3.14 , le s 2-morphisme s 
désignés pa r (1 ) sont de s 2-isomorphisme s étant donn é qu e /  (resp . / ) es t liss e au -
dessus d e Z 7 1"' 0 (resp . E n'°). Comm e e est projectif . l e 2-morphisme (2 ) est égalemen t 
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inversible. Il vient qu e pou r prouve r qu e (? ) es t u n 2-isoniorphisnie , i l suffira d e prouve r 
que l a composée : 

n 
(uz o  vz)\f;sp[dB >  (uz °  tfz)*e ff.</;spid|J 

-2L* (uz  o  vz)*eaJ;sp-ldB >po*{u E ° vE)*f*spidB 

est u n 2-isomorpliisnie . I l est bie n sû r plu s généra l d e prouve r qu e l a composée : 

(uz o  vz)*f* •  (uz o  vzYe**e%fï >  {uQvzY^*fa >Po*(u E ° v EYfï 
est u n 2-isomorphisme . Cec i es t équivalen t à  prouver qu e l a composée : 

("z o vz)*f* ("z  o v zy<>a*e*JZ ^I>O*(UE °  vEYc*J* 

est u n 2-isomorphisme . E n composan t à  droite pa r u n 2-isomorphism e d'échang e Ex**. 
on s e ramèn e a u bou t d u compt e à  prouver qu e l a composée : 

(uz o  vzYf* (uz  o  vzYe^lf: ^P O*(UE o  vEYe*J*A 

>Pi)*PÏ)(uZovzYfï 
est inversible . Ce t t e composé e n'es t autr e qu e l e 2-morphisme d'unit é associ é à  l a 
paire (p*,.po* ) : 

// 
(UZ O VzYfa >  P()*Po(uZ O VzYfa 

M a i s o n a vu qu e po  étai t isomorph e à  la project io n A ^ „ >  Z° .  On conclu t alor s 
en uti l isan t l 'axiom e d'homotopie . L e théorèm e 3.3.1 0 es t prouv é dan s l e cas o ù /  es t 
un singleton . 

3.3.4. L a preuve d u théorème 3.3.1 0 :  le ca s général . —  Dan s c e numér o o n 
termine l a preuve1 d u théorèm e 3.3.1 0 e n établissan t l e ca s o ù /  un e part i e quelconqu e 
non vid e d e { 1 , k}. 

O n raisonner a pa r récurrenc e su r l e cardina l card(J ) d e /. L'entier k  ne jouera pa s d e 
rôle e t ser a fixé . Cec i nou s p e r m e t t r a d'allége r le s notat ions. Ainsi , o n noter a DJ. D^ s\ 
Dj e t D® à la place d e 7 , D^'^\,  ^ i A . . / ^ t D^j. D e même , le s immersion s u\ kj 

et f>i A i./ seron t simplemen t notée s ¿/ 7 et ¿7. O n continu e à  noter st^.  : St^  >  B l e 
B-schénia s tandar d d e typ e 1^. . 

A u cour s d e l a preuve, o n verr a appara î t r e l e système d e spécialisatio n canoniqu e 
X (voi r l 'exempl e 3.1.4 ) auque l o n lu i appl iquer a l 'hypothès e d e récurrence . I l serai t 
donc impor tan t d e n e pa s s e restreindr e à  un systèm e d e spécialisatio n part icul ier . 

Pour card(J ) =  1  le résulta t a  été prouv é (pou r tou s le s système s d e spécialisation) . 
O n supposer a don c card(J ) >  2. 
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Soit / G  / e t J  =  L a conclusion du théorème 3.3.10 est supposée vraie pour 
J. O n dispose donc des 2-isomorphismes : 

u>Pst, (st k)* vj*v *jU*jSpHtk (»tk)* e t u*sp Hlk (st k)* Vi*v;u*sp atk (ntk)* 

Notons T =  Di  D  Dj =  Uj ej(Di D  Dj) e t /  so n inclusion dans (Stk)a  ains i que t t 

(resp. tj,  ti)  so n inclusion dans D ti (resp . Dj.  Df).  O n a  ains i un carr é cartésie n 
d'immersions fermées : 

/ / 
T —>  Dj 

ti «•/:/ 
Vi*v;pstj8h)* 

Par l e triangle distingué de Mayer-Vietoris associé au recouvrement fermé de Di pa r 
Dj e t Dj  on déduit pou r tout A  G  H 1(7/) u n triangle distingué : 

u}spsh{stk)*A >  ui:i*u*spHtk(stk)*A Uj :i*U*jSpstj8tk)*A 

ïti+rsp^istk^A y 

En appliquant l e foncteur triangulée 7,7*''' / à  ce triangle. 01 1 dédui t u n morphisme de 
triangles distingué s : 

"}sPsihi*h-)*A 
ui:I*u*spsth{stk)*A e  uJ:i*u*jSpHtlf{8tk)ìA 

tjJ*spstJstkyriA 
vuv*jU*jSpalk{8tk)*A 

Vl#V*Ui:r*U*SpMJ8tk)*A(BVÎ vf*SpMJ8tk)*pHtlf{8 
t'i*v*tr+t*spath{8tk)*A-

Ainsi pour prouver que le 2-morphisme a)sp stk (st k)* > vj^VjU*jSpsfk (st k)* es t 
inversible, il suffira d e prouver que les trois 2-morphismes suivants : 

Ui:!*U*Spatlf {8t k)* >  Vi*V*Ui:I*rfspHtlf {8tk)* 
(20) 

uj-.i+uïsprt^ntk)*, >  v I#vJvJ:I#u*jSpHtk(stk)* 

(21) tl*t*Spatlf(8tk)* >  r,*V*t rJ*SpHtle(8tk)* 

sont des 2-isoniorphismes. On divise alors la tâche en deux étapes :  une première qui 
traite les deux 2-morphismes (20) et une deuxième qui traite le 2-morphisme (21). 
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Étape 1. Les deux 2-morphismes (20).  Formon s les carrés cartésiens suivants : 

Vl*V*UJ:I*Uj ^ > VI*UJ:I*VJ:IUJ 

«?:/ K ' « J : / \ U J : I 

ui:i*vt.i et : vîuJ-i* —> uj.i*v 

Les 2-morphismes d'échange Ext : ^Ui-.i* —•  ui:i*vt.i e t :  vîuJ-i* —>  uj.i*vJ:i 
sont inversibles (par le théorème de changement de base pour une immersion fermée). 
D'autre part, les deux diagrammes suivants : 

VI*UJ VI*UJ 

± ui: vîuJ-i* Ext ui:uJ-i* n

 u i:îuJ-i*Ex** Ar 

UJ:I*U*J Uj.ml*U*j 

+ Exl  Jbx*.*  ± 
Vl*V*UJ:I*Uj ^ >  VI*UJ:I*VJ:IUJ ^  >  Uj.j+Vj.j+Vj.jUj 

sont commutatifs. Ceci nous ramène à prouver que les deux 2-morphismes suivants : 

Ui:r*U*Spattf(stk)* >  Ui^Vi ^vljU^Sp^Stk)* 

et 
UJ:I*U*jSpatk (St k)* >  Uj:I*Vj:I*V*j:IU*jSpatk (st k)* 

sont inversibles. On montrera plus précisément que les 2-morphismes : 

f(stk)* > Ui^Vi^vljU^Sp^Stk)* 
(22) et 

[w}spa t f r >  vj:1+v}:1[u*jspatk (stk);] 

sont inversibles. Rappelons pour cela que Vi-j (resp. VJ.J) es t l'immersion de l'ouvert 
D^:I C  (resp . Dj:I C  Dj) et que cet ouvert contient D® (resp . Dj). Or , on sait par 
l'hypothèse de récurrence que si on remplace dans (22 ) Vi-i  (resp. VJ-J) par l'inclusion 
Vi (resp. vj) d e (resp . D°j) dans D/ (resp. Z)j) on obtient des isomorphism.es. L'in-
versibilité des 2-morphismes (22) découle alors du lemme général (e t facile) suivan t : 

Lemme 3.3.23. -  Soient  H : Sch/ 5 >  un  2-foncteur homotopique stable  et 
X un  S-schéma quasi-projectif.  Supposons  données  des  immersions  ouvertes  : 

jv 
U >V-^X 

. Z)j 
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Soit A  est  un  objet  de  r\(X)  pour  lequel  le morphisme d'unité  A  >  ju*jjjA est 
inversible. Alors,  le  morphisme d'unité  A  >  jv*jyA est  également  inversible. 

Démonstration. —  E n effet , appelon s a  l'inclusio n d e U  dan s V  d e te l sort e qu e 
ju —  jv °  CL-  Pa r hypothèse , o n sai t qu e A  es t isomorph e à  JU*JÏJA  et don c aussi à 
jv*a*a*jyA. Ains i pou r montre r qu e A  >  jv*jyA es t égalemen t inversible , i l 
suffira d e prouver qu e : 

[jv*a*a*Jl,A] >jv*Jv\Jv*a*a>*JvA] 

est inversible . Cec i découl e immédiatement d u fai t qu e jv * 
2-isomorphisme. 

Jv*JvJv* es t u n 
• 

Étape 2.  Le  2 -morphisme (21).  —  Pou r mettr e l a récurrenc e e n march e e t don c 
terminer l a preuv e d u théorèm e 3.3.1 0 pour I  quelconque , il nous reste à établi r qu e 
le 2-morphism e : 

*/.**spatfr •  v/.V/*/.t*sp stfc(stfc); 

est inversible . Considérons pour cel a un carr é cartésie n : 

T° V T )  T 

Ч " 
D°r — U D i 

Le 2-morphism e d'échange Ex%  :  Vjti*  ———> t^Vj, es t inversibl e par l e théorème d e 
changement d e base pour une immersion fermée. D'autre part, le diagramme suivant : 

ti*t* = = ^ ^ ^ ^ ^ = = ^ ^ ^ ^ ^ = f/*£* 

Ext Ex** 
vi*vïU*t* v^t^v^t*  tuvr+v^t* 

commute. I l es t don c équivalen t d e prouve r qu e l e 2-morphism e tj*t*sp stk(stk)*1 

—> ti^vr^v^sp^Xstk);  es t inversible . O n prouver a plu s précisémen t qu e l e 
2-morphisme : 

**spat* >  VT*vît*sp atlf(stk)* 

est inversible . 
Pour prouver cela , on a besoin d'introduire quelque s notations. O n ne restreint pa s 

la généralit é e n supposan t /  =  k.  Pou r 1  <  j  <  k  —  1, o n pos e Cj  =  Dj  f l Dk- O n 
pensera au x Cj  comm e à de s branche s d e D k. Plu s généralement , pou r tout e parti e 
non vid e K  C  { 1 , . . . . k  —  1} , o n posera CK  —  .U Ci  e t =  CK\C{\  k-i}\K-  On 

jeK 
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a on particulier T  =  Cj  e t T° = C j =  TnD {j. Factorison s riinmersion t  de la manière 
suivante : 

T = Cj — > D , 

{Stk)a 

Il vien t qu e t*sp Htlf{st.k)* ^  tpiîsp^istk)*  ~  ^.'^*/^sp kl/ i ave c pk l a projectio n de 
D{1 sur a.  L e dernier isomorphism e n'est autr e que celui de la remarque 3.3.1 2 à un e 
notation près ( à savoir pk à  la place de w% ). O n voit donc qu'il est suffisant d e prouver 
que le 2-morpliisme : 

//:/:<//;sp.s//.(.s7 VT^tivk*pl 

est inversible . 
L'idée es t d e voi r ce 2-niorphisnie comm e u n ca s particulie r d u 2-morphism e d u 

théorème 3.3.1 0 avec sp remplacée par l e système de spécialisation canonique. 
On noter a D  l e a-schém a D k jusqu' à l a fi n d e l a preuve . Pa r définition . D  es t 

l'espace affin e d e dimensio n À : —  1  sur a.  L'ouver t D°  =  D®  est l e complémentair e 
dans D  =  a[Ti  Tk-\]  de s hyperplans d  d'équatio n T,  =  0 . On considère alors le 
rr-morphisme D = a[P]  qu i envoi e P su r l e produi t T\  ..  .Tk-\. C e mor-
phisme fai t d e D  u n (r[P]-schéin a standard d e type \ k _ \ . On a  u n diagramm e corn-
mutatif à  carrés cartésien s : 

D° —- >  D D s 

(la 4  q. 

(Gm)„-!—»Ai <-2—J 

Ceci nou s incite» à poser \ q =  s*  t\ :  H -2(D°) 

Evidement l a projectio n p k :  D°  =  D^.  -
ramène à  prouver que : 

ftl'k*<lG •  rT*rTtlrk.*q£. 
est inversible . On a la factorisatio n suivant e d e t k : 

- + H 2 ( L > , ) . 

» a s e factoris e pa r qc  s e qu i nou s 

C / ^ ^ >C {1 k -1}=DH 

En remarquan t qu e r k coïncid e ave c t \ i l devien t clai r qu e notr e 2-morphism e es t 
isomorphe à  : 

a*A**V*]<lG =  a*jX<i >  VT*r*~a*j[8* C*]<£ =  l>T *VÏ<l*jXq 

On voit alors apparaître naturellement l a structure de spécialisation canonique \. D e 
plus, aux notations près , le 2-morphisme qu'on considère est celu i du théorème 3.3.10 
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dans le cas de , \ pou r l e schémas standard St°}^  e t . 7 C { 1 k  —  1}. I l vien t qu e 
ce 2-morphisme est inversibl e puisque card ( J) <  card(7). 

3.3.5. Complémen t a u théorèm e 3.3.1 0 :  cas o ù Hi est Q-linéair e e t sépar é 
Dans ce numéro on supposera que H i est (Q)-lincair o et séparé . Sous cette hypothèse 

il est possibl e d'étendre l e théorème 3.3.1 0 aux fr-uplcts non constants : 

Théorème 3.3.24. On  suppose que  Hi est Q-linéaim et  séparé.  On  se  donne  un  k-
uplet a  (non  nécessairement  constant)  d'entiers  non  nuls  a, . Soit  s p une  structure 
de spécialisation  de  base  D. Pour  tout  I  C  { 1 k}.  le  2-morphisme d'adjonction 
1 —> VaJ*v*j appliqué  au l-morphisme  J /^/Sp^/j (.sf^)* : 

K / s p ^ f O ; ] — > ' v / * ^ : . / K / s p , ^ ( < ) ; , ] 

est un  2-isomorphisme. 

Démonstration. Soi t m le p.p.c.rn. des entiers a, e t notons dj —  in/ai. Considéron s 
le 7?-morphisme : 

r :  S tm =  D[T[ T[]/((T[ ... Tir 1 -  TT ) — St„  = B[Ti T k]/(T?> ...  Tg*  - TT ) 

qui consist e à  envoyer T, su r (T.[) (1,. C e înorphisme es t fin i e t surjecti f e t adme t un e 
action du groupe G —  Y \ } *L/d{L. Cette action est transitive sur les fibres géométriques. 
On a  un diagramm e coininutati f à  carrés cartésien s : 

Dk-< m^ù$$mù Dm-' jn,ly rr*r^(ij[s* 

rr*r^(ij[s* /7 t'a 

D% D „j — (67„)ff 

Considérons le carré coininutati f d e 2-inorphisincs : 

^ K ^ / s p , ^ ! ^ . ) : , ] ^bn,rr*r^(ij[s* t\]q^ = ,lihjrfews 

K/ SP.s^ T,,* (St^)*] *  >  l'a.I* Ç/K./SP,.̂  /',/* {St^)*] 

Les 2-morphisme s verticau x son t de s 2-isoniorphisme s ca r r  es t projectif . L e 2 -
morphisme horizonta l supérieu r es t u n 2-isomorphism e pa r l e théorèm e 3.3.10 . I l 
vient qu e (* ) es t u n 2-isomorphisme . Pou r terminer , i l suffir a d e montre r qu e l e 
2-morphisme d e l'énonc é es t u n rétract e d e (•) . Pour cel a i l suffi t d e montre r qu e 
idi-K '̂t,,,),,) c s t u n facteu r direc t d e r 7;*r*. On prouvera cel a dans le lenmie ci-dessous 
(qui devrai t intégre r l e paragraphe 2.1.7) . • 
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Lemme3.3.25. Soit  H  : Sch/ 5 >  un  2-fondeur  homotopique  stable  qu'on 
supposera Q-linéaire et  séparé. Soit  r  :  X'  >  X un  rnorphisme  fini surjedif dans 
Sch/5 muni  d'une  action  d'un  groupe  fini  G  transitive  sur  les  fibres géométriques. 
L'image du  projecteur : 

^cc 
1 
cvdf' <,ec 9 

dans r*/' * s'identifie  au  Joncteur identité  vi a le  2-morphisme d'unité  1  >  r*r* . 

Démonstration. Noton s F  F  image d e p :  r*r*  >  r*r* .  On dispos e d'une fac -
torisation d u 2-morpliism e d'unité : 

1 >  F  •  r*/' * 

Il s'agi t d e prouve r qu e 1  ~ F.  O n raisonnera par récurrenc e noethérienn e su r X.  I l 
existe un ouvert no n vide j :  U  >  X au-dessu s duquel le rnorphisme r est pseudo-
galoisien Le.  compos é d'u n revêtemen t étal e galoisie n suivi t pa r u n rnorphisme  fin i 
surjectif totalemen t inséparable . Pa r l e lemme 2.1.165. on sait que :  j * >  j *F es t 
inversible. S i /  désign e l'immersio n fermé e d u complémentair e Z  d e U,  on se ramèn e 
par l'axiom e de localité à  montrer qu e :  ?' * >  i*F .  Ceci équivaut à  l a conclusion 
du lemm e pour l e rnorphisme :  Z'  =  X'  x  y Z >  Z  .  La récurrenc e noethérienn e 
permet d e conclure . • 

Remarque 3.3.26. -  Nous ignorons si la conclusion du théorèm e 3.3.1 0 est vrai e sans 
hypothèses su r H  pour de s À:-uplet s non constants . La  méthode qu i consist e à  utiliser 
les éclatement s c'; J (voi r l a preuv e d e 3.3. 4 e t 3.3.6 ) pou r modifie r le s A'-uplet s n e 
s'applique pa s auss i facilement a u théorèm e 3.3.10 . 

3.3.6. L a preuve de s théorème s 3.3.4 e t 3.3.6 . —  Comm e on Fa déjà annoncé , 
la preuv e de s théorème s 3.3. 4 e t 3.3. 6 repos e d'un e manièr e essentiell e su r l e théo -
rème 3.3.10 . Etant donn é qu e l e théorème 3.3.1 0 concerne les A;-uplet s constants , o n 
divisera l a preuv e d e ce s théorème s e n deu x parties . Dan s l a première , o n traiter a 
le ca s de s A'-uplet s constant s e n s e basan t su r 3.3.10 . Dan s l a seconde , on essayer a 
de ramener pa r de s dévissages géométrique s l e cas des A:-uplet s généraux à  celu i de s 
A'-uplets constants . Noton s tout d e suite l e lemme suivant : 

Lemme 3.3.27. Pour  des  entiers  non  nuls  n et  k.  notons  n k le  k-uplet constant  de 
valeur n.  Le  cas  a — n k du  théorème 3.3 .4 (resp.  du  théorème 3.3.6).  découle  du  cas 
a = l k du  même théorème. 

Démonstration. O n suppos e qu'o n sai t résoudr e l e cas a  —  1A. du théorèm e 3.3. 4 
(resp. théorème 3.3.6 ) pour tou t rnorphisme  d e systèmes d e spécialisation (resp . pour 
tout systèm e d e spécialisation) . 
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On se place alor s dan s la situation du théorème 3.3. 4 (resp . théorèm e 3.3.6 ) avec 
QL = Rk- P* 11" 1° lemme 3.3.13 on a triangle coininutatif : 

^cc 1 cvdf <,ec 
9 

bn)*A 
b„ 

D 

Notons sp" et sp'" (resp . seulement sp" ) les systèmes (resp . le système) de spécialisa-
tion de base B n obtenu s (resp . obtenu) pa r restriction d e sp. 

Appliquons le cas a = lk. du théorème 3.3. 4 au rnorphisme de systèmes de spéciali-
sation sp" ' >  sp/ n e t à l'objet (b n)*A. Remarquon s pou r cel a que la condition de 
théorème 3.3. 4 est satisfaite, puisque sp -Ĵ  (b n)* >  sp{ ("w (b n)* es t par définition 
égale à la flèche sp b (b n)*A >  spf

b (b n)*fA qu'o n sai t inversible . On obtient ains i 
l'inversibilité d e la flèche : 

' Ta-rr*r^(ij[s* t\]q^ = rr*r^(ij[s* t\]q^ = Ta-df 

Cette flèch e s'identifi e à  cell e d e l'énonc é via  le s isomorphisme s d e connexion s 
(s*f^')*(&„)* ~  (stn k)*r Cec i établi t l e premier ca s du lemme. 

Pour c e qu i concerne » l e théorèm e 3.3.6 , o n procèd e d e l a mêm e manière , 
en appliquan t l e ca s 1 A. à  sp " e t l'obje t (b n),r O n dédui t alor s qu e l'obje t 
spn n n(stf")*(bn)*]A. Mai s cet objet s'identifi e à  spHtn {stf t )*  via risomorphisine de 

connexion (stf^)*(b n)* ~  (*tn k )* r L e lemme est prouvé. • 

Grâce a u lemm e précédent , o n établira l e cas des A;-uplets constant s e n traitant 
uniquement l e cas a=lk. Ains i dans les deux paragraphes qui suivent , o n notera st k, 
Stk, D kj, u kj e t Vkj à la place de ,sr£, S f £. Dlkj. ui kj e t vi kj. 

Le théorème 3.3 .4 pour les k-uplets constants.  Pou r / ' G {1 A'} , les Dkj formen t 
un recouvremen t ferm é de (Stk)a. O n voit alors immédiatemen t qu e les foncteur • 
forment u n famille conservâtivc de foneteurs. O n est donc ramené à  montrer qu e pou r 
tout ' / G { 1 . . . ., A;} , le morphisine : 

<:iSPHtMk)*nA >  ulfip'^Stk^A 

est inversible . On considère pour cel a le carré coininutatif : 

<iSPstMk)*A •  ul.sp^ist ^A 

n-.i+vî.jutjSPrtJstk^A >  ''kj+i'ljutjSp'^istk^A 
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Les flèches  verticale s son t de s isomorphism e pa r l e théorèm e 3.3.10 . O n s e ramèn e 
ainsi à montrer qu e le 2-morphisme : 

<-.iuhsP*tMi<)nArr* r^(ij[s* t\]q^ = ml;k, 

est inversible . E n utilisan t l a remarqu e 3.3.12 , on voi t immédiatemen t qu e c e mor-
phisme es t isomorph e à : 

p:s P t n (b n)*A •  p*sp'bn (b n);A 

avec pi la projection de Dki su r a.  C e morphisme est un isomorphisme par hypothèse . 

Le théorème  3.3.6  pour  les  k-uplets constants.  —  O n aur a à  travaille r u n pe u plu s 
que pour l e théorème 3.3.4 . On commence par un e court e digression. On considère le 
diagramme d e cr-schémas : 

(Gm) f f =  G  F  =  A J = a[P]  ^— a 

et o n note \  l a structure de spécialisation canoniqu e s*g*  de base (A^g,  s)  dan s H2. 
La projectio n de G  = (Gm) f f su r a  ser a notée pc- L'hypothès e 3.3. 5 implique : 

Lemme3.3.28. —  Soit  E  un  objet  dans  h ^ a ) ' . L'objet  XïdPcE  appartient  à  ^ ( c r ) ' . 

Démonstration. - - E n effet, on montre facilement que x\àp*GE =  E(BE(—1)[— 1]. Mais 
H2(cr)/ es t additive , cosuspendue et stabl e pa r twis t d e Tate (—1)[—1] . Le résultat es t 
donc clair . • 

On raisonn e pa r récurrenc e su r k.  Pou r A : = 1 , le résultat es t donn é par hypothèse . 
On suppos e don c qu e l e résultat es t vra i pou r a  =  l f c _ 1 e t tou t systèm e d e spéciali-
sation, e t o n le prouve pour l k . E n particulier , pa r l e lemme 3.3.28, la conclusion du 
théorème 3.3. 6 est vrai e pou r x  e t l'obje t p GA (ave c a  = 

Fixons u n entie r i  G  { 1 , . . . , A: } e t poson s /  =  { 1 , . . . . & } —  {i}.  O n not e Z  = 
Dk,i H  D kj e t o n considère le carré cartésie n d'immersion s fermée s : 

z—=-и>*,,-

zi \? иЫ 
XiàPc^ = E(BE 

Rappelons que v kj. (resp . vkj) es t l'inclusio n de l'ouvert D k,i —  Dkj (resp . D kj —  A) 
dans Dk,i  (resp . Dkj).  Noton s K  =  sp 8tk(stk)^A. O n a  u n triangl e distingu é d e 
Mayer-Vietoris dans H((SY A;)<T) : 

K •  ukMulAK ©  ukMu*kIK >  z*z*K >  K[+l] 

Les catégorie s H2(—) ' étan t cosuspendue s e t stable s pa r le s images directes cohomo -
logiques, on se ramène à  montrer qu e les trois objet s {K, u\  jK  e t z*K  son t dan s 
H2(—y. O n divise la tâche e n deux parties . 
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1- Étape  1  : Les objets ukÀK et  z*K. Pa r l e théorème 3.3.10, on a un isomorphisme : 

rr*r^(ij[s* rr*r^(ij[s* t\]q^ 

Il suffi t don c de montre r qu e v kiukiK es t dan s H2(—)' . S i on not e w  l a projectio n 
sur B  d e l'ouvert (Stk)  —  DkI o n a par l a remarque 3.3.1 2 un isomorphism e : 

rr*r^(ij[s* t\]q^ = rr*r^(ij[ 

Le problèm e de uk { K es t alor s réglé en invoquant l a stabilité d e H2(—) ' par le s images 
inverses suivan t de s morphismes lisses . 

Une autre conséquence du théorème 3.3.10 est u n isomorphisme :  z*K ~  z *Vi*waE 
avec E  =  s p i d ß A E n remarquan t maintenan t qu e w a :  ((Stk)  —  Dk j) a >  a es t 
canoniquement isomorph e à la fibre générique du A*-standard d e type l f c _ 1 o n déduit 

immédiatement qu e l'objet z*K  es t isomorph e à x ^  { S^-\)^PG-^• ® N c o n c n i t alor s 

à l'aid e d u lemm e 3.3.28 et d e l'hypothèse d e récurrence appliqué e à  x-

2- Étape  2  : L'objet ut  fK. Toujour s par l e théorème 3.3.10, on a un isomorphisme : 
ut.iK vk.i*vk.iul.iK 

On montrer a qu e v kIu*kIK es t dan s H 2(—)'• S i o n not e Y  =  (Stk)  —  D ki e t g  s a 
projection su r B  o n voi t immédiatement qu e v k jU k jK  es t isomorph e à  sp gg^A. O n 
prouvera plutô t qu e sp  gg^A es t dan s Y\2(Y a)'. 

On n e restreint pa s l a généralité s i on suppose que i  ^  1 . Le B-schéma Y  es t : 

B[TU ...,  T n][T7']/(Tl... T k -  TT ) ~ B[Ti.T 2.... Tk][T^]/ ( ]J  T J -  TT ) 

Le dernie r isomorphism e étant donn é pa r l'associatio n T\  ~>  Ti pour /  ^  1  et T\  ^ 
T\.Ti O n obtien t ains i u n isomorphism e entre Y  e t Stk-i  x  Gm . E n particulier , o n 
dispose d'un morphism e liss e : 

q: Y  ïStu-i 

Il vien t qu e :  sp gg*A ~  q*sp stkï(stk-i)^A. O n conclu t à  l'aid e d e l'hypothès e d e 
récurrence. 

Le cas  des k-uplets généraux.  • — Dans ce paragraphe, o n montre commen t déduire le 
cas général des théorèmes 3.3 .4 e t 3.3.6 du cas particulier a  constant. Rappelon s qu'on 
avait not é B™  l e B-schéma B[U, t7_ 1 ] [T]/ ' (T n -U n\TT) e t b™  sa projection structurale. 
On aur a besoin du lemm e suivant : 

Lemme 3.3.29. •- - Soit  c  un  entier  non  nul.  Notons  l  :  Q  >B  le  B-schéma 
B[R, i ? - 1 ] et  (p  la  section i î _ c .7r de  ÛQ . Soient s p et  sp' deux  systèmes de  spécialisa-
tion de  base  B et  A  G  Ob(Hi(r/)). On  suppose  que  les hypothèses du  théorème  3.3 .4 
(resp. théorème  3.3.6)  sont  satisfaites  pour  A, s p et  sp' (resp.  pour  A etsp).  Alors  les 
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hypothèses du  théorème 3.3 .4 (resp. théorème  3.3.6)  sont  également  satisfaites  pour 
l*A, spj Q et  spjg (resp.  pour  l*A et sp\Q) relativement à  la section 0. 

Démonstration. —  On se donne des entiers n et m avec m G  NNMLM(B) comm e dans 
les énoncés des théorèmes 3.3 .4 et 3.3.6. On considère les B-schémas : 

Qn : Qn  = Q[T]/(T N -  0 ) >  Q >  B 

et 
C -  Qn  =  Q[u. u~'][T]/(TN -  u m.^) y  Q >  B 

On a  Q N =  B[R,R- L}[T]/(TN -  0 ) =  B[R, i2-1][T]/(Tn -  R~ C.TT). Écrivon s c  = 

c\.C2 ave c c\  inversibl e su r B e t c 2 G  NNA-(B). O n définit u n B-rnorphisme f n : 
QN >  BN

2 =  B[U, U~ L][T]/(TN -  U C2.TT) e n envoyant T su r T  e t U  sur R~ C'. L e 

fait qu e c.\ soit inversibl e sur B montre que ce morphisme est un revêtement étale . 
D'autre part, on a Q\\ L=B[R, R~ L][U, U- L][T\/(TN-Um4) =  B[R, R- L][U, IJ- 1}[T]/ 

(TN —  UM .R~C.TT). O n note d  le p.g.c.d. d e m et c. Puisque d  divise m, on dédui t 
que d  G  NN-L{B). O n défini t u n B-morphism e f™  :  Q™  —> B* =  B[U,  U' 1]^}/ 

(TN -  U (l.7r) e n envoyant T  su r T e t U  sur U M/D.R~C/D. Montron s qu e ce mor-
phisme es t lisse. Pour cela , remarquons qu'i l est obtenu pa r pull-back suivan t b d du 
B-rnorphisme : 

B[U. R.U~\R- 1} >  B[U, U' 1] 

qui envoi e U sur [ /"? 1 . f l " C | ave c ni\ — m/d et c\ = c/d. Ce morphisme n'es t autre 

que le morphisme u : Gm 2 >  Gm donn é par (x, y) x m i .y~Cl. Choisisson s deux 

entiers a et b tel que : a.nii—b.ci = 1 et considérons le morphisme v : Gm 2 >  Gm2 

donné par la matrice (  c c

h

a ) . On voit facilement qu e v est un isomorphisme et que 
la composé e u o v est la projection sur le second facteur d e Gm. D'o ù la lissité de u. 

En utilisan t le s B-morphismes lisse s f n e t fn

n qu e l'on vient d e construire, i l est 
facile de prouver l e lemme. En effet, pou r le premier cas . il s'agit de montrer qu e les 
deux morphismes : 

s p g „ (q N);A •  sP ; , (qN)'A e t sp, ™ (q^)*A >  s p^ {<Œ)*A 

sont des isomorphismes. Ceci est vrai puisqu'il s son t isomorphe s à : 

(fn)tsPh7 (b<ï); }A >  (f ,Xsp'b7 №)* A 

et 

(f;;%sPb,, (bir nA — > (f?rM;< ( b X A 

Pour l e cas respectif, i l s'agit d e montrer qu e sp^ n (qn)*jA e t sp q1„ (q™)*A son t 
dans H 2 ( (Q n ) c r ) / e t H 2 ( ( Q " ' ) T ) / respectivement . Cec i découl e de s isomorphismes 
S P g „C/n) ; ^  (/n)*sp 6;;2 e t s pr / ; ; ) ( / ^ ) ; ~  {f"l)*aSPb<> e t le fait qu e les catégories H 2 ( - ) / 

sont stable s pa r les images inverses suivant de s morphismes lisses . • 
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Soit un fc-uplet a = (ai, . . . , afc). Pour 1  < i < j <  k, on note St^ l e B-schéma : 

E(TitTj){Spec(Z[P][TU T K]/{T^ ...  -  P)))  x S p e c ( z [ P ] ) B 

obtenu en prenant le pull-back de l'éclaté de l'idéal (Ti,Tj)  dan s 5^|Pec(z[pl) s uiVant 
le morphisme B  >  Spec(Z[P]) qu i envoie P sur 7r. Sa projection sur B sera notée 
st1^ e t le morphisme projectif St a

ij >  Sta ser a noté e^ j. O n abusera e t on dira 
que St^ j es t l'éclaté de (Ti,Tj) dans St^ 

Lemme 3.3.30. —  Le  B-schéma St a^ est  recouvert par deux ouverts Vi et Vj affines 
sur B avec  : 
1. Vi ~ B[T1,...,Ti-UT!,Ti+lìTk\/(T?1 ...T^T[ ai.T^\..T^1T^ajT;i1... 
Tk

k —  7r) Visomorphisme  est  donné par T[  ~> Ti/Tj. 
2. Vj  ~ B[T U...,Tj_1,r;,rj+1,Tfc]/(r1°i.^T^T^Jt^ m..Tfîï'Tf'Tjiï1.. 
Tk

k —  7r) Visomorphisme  est  donné par T- ^ Tj/Ti. 
En d'autres termes,  il existe un recouvrement pour la topologie de Zariski : 

Vi T T Vj 
S*çiUStai —+Stg 

avec (resp.  a lj) le k-uplet obtenu en gardant tous les ai inchangés sauf le aj (resp.  ai) 
que l'on remplace par  ai  + Oj. 

Démonstration. —  Par construction, on est ramené à calculer l'éclaté de (T*, Tj) dans 
le schéma 

Spec(Z[P][T1,... ,T,.]/(Tf 1 . . .T^ -  P)) 
Mais c e schéma es t canoniquemen t isomorph e à  l'espac e affin e Spec(Z[Ti , . . . , Tfc]) , 
puisque l a variabl e P  s'exprim e e n fonctio n des autres . Le calcul de l'éclat é dan s c e 
cas es t classique . • 

Muni des lemmes 3.3.29 et 3.3.30 , on est e n mesure de terminer l a preuve de 3.3.4 
et 3.3.6. Lorsque k =  1  la validité des théorèmes 3.3.4 et 3.3.6 découle de leurs énoncés. 
On peu t don c suppose r k  >  2 . O n raisonn e pa r récurrenc e su r k  e n supposan t l e 
résultat vra i pou r le s schémas standards à moins de k  — 1  branches. 

Proposition 3.3.31. —  Supposons  que le théorème 3.3 .4 (resp.  théorème  3.3.6)  est  vrai 
pour le  k-uplet a.  Alors  (sous-Vhypothèse  de récurrence) le  théorème 3.3 .4 (resp.  théo-
rème 3.3.6)  est  vrai  pour les  k-uplets a ] et  g}- pour tout  1  < i  <  j <  k. 

Démonstration. —  Remarquon s d'abord que les fc-uplets a] e t a * o n même p.g.c.d e t 
même élément maximal . Il vient qu e les hypothèses de théorème 3.3.4 (resp. du théo-
rème 3.3.6) sont les mêmes pour ces deux fc-uplets. Ainsi on supposera ces hypothèses 
vérifiées e t o n prouvera l e théorème 3.3. 4 (resp . théorème 3.3.6 ) pour e t a * d'u n 
seul coup en se ramenant au cas de a. L'outil principal pour cela est l e B-schéma st a^. 
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En effe t pa r l e lemme 3.3.30, on voit qu'i l suffi t d e montrer qu e : 

1. L e morphisme spstij(stí¡j)^A > sp'st¡ j (st^)*  A  es t u n isomorphism e dans 
le premie r cas , 

2. L'obje t sp sti.j(sta

ij)*A es t dan s H 2 ( ( . S ' ^ ) Í T ) / dan s le cas respectif . 

Notons l e transformé  pur e d e l a branch e D1 t pa r e t E^ i7r l e divi -
seur exceptionne l d e e%¿K On appell e égalemen t D%¿\ et E^  le s pull-bac k pa r ¿o : 
a >  B/(ir) .  Notons enfin pou r t  G  { i, j} e t ?  G {0,7r}, O é ? l'intersection : 

lie({i,...,k}-{iJ})u{t} J 

Le sous-schém a O i , 7 r es t envoy é isomorphiquement pa r e a^ su r l'intersectio n = 
n/e{i,....fc}-Da z  ^es branche s d e Sta.  I l e n es t d e mêm e d e O l. O n vérifi e égalemen t 
que O 1^ (resp . 0 J , 7 r ) n'es t autre que l'image de G K

i (resp . 0\)  pa r Vi  (resp . Vj). On 
—j 

traite d'abord l e premier ca s : 
1- Pour  le  théorème 3.3 .4 Formons un triangl e distingu é d e H 2 ( (S '^- 7 ) f 7 ) : 

SP.^ ( StÎJ)vA >  5P'stï ( S t ï % A >  C • 

L'objet C  est à  support dan s O1 ] J OK En effet le complémentaire de 0î , 7 r ] J 0 J , 7 r dan s 
St1^ es t recouvert par deu x ouverts Zariski isomorphes à St^ —  0^¡ et St aj —  O^j. Pa r 

le lemme 3.3.15, chacun de ces deux ouverts est à son tour recouvert par des B[U, U' 1]-
schémas U ~c.7r-standard à  k  —  1 branches d e type un k  — 1-uplet b  inclus dans œ-  ou 
alj. E n utilisan t l e lemm e 3.3.29 , o n vérifi e immédiatemen t qu e le s hypothèse s d u 
théorème 3.3. 4 sont satisfaites pour l*  A e t l e k — 1-uplet b.  L'hypothèse de récurrenc e 
permet alor s d e conclur e que l a restrictio n d e C  a u complémentair e d e O l ] J O- 7 es t 
bien nulle . 

On a  ainsi montré qu e le défaut d'isomorphi e est concentr é sur deu x sous-schéma s 
fermés disjoin s e t envoyé s isomorphiquement su r leu r imag e (commune ) par (e^ J ) C T . 
Il suffit alor s de voir que la flèche : 

( 4 J ) « " S p a t M K J ) ; ¿ • (e ^sp^Ast^A 

est u n isomorphisme . Mais puisque ea¿ est projecti f et indui t u n isomorphism e sur l a 
fibre générique, cett e flèch e est isomorph e à : 

SPstMa)*A • SPst^Sta)* A 

D'où l a conclusion de la proposition dans le premier cas . 

2- Pour  le  théorème  3.3.6  :  O n considèr e l'ouver t w  :  W  >  St^ ,  complé -
mentaire d e O ^ ' J J O ^ . O n montr e d'abor d qu e w a^w^spstij (st a^)*A es t dan s 
H 2 ( ( 5 ^ , J ) f T ) / . Puisqu e H Q(—) est stabl e pa r image s directes cohomologiques , i l suffi t 
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de montrer qu e w*sp stij(sta^)*A es t dan s H 2(VFC T) /. Mai s on a vu dans le paragraphe 
précédent qu e W  étai t recouver t pa r de s B[U.  U~^-schémas É7 _c7r-standards à  k  — 1-
branches d e type u n k  —  1-uplet b  inclus dans a?  ou a*-. E n utilisan t l e lemme 3.3.29, 
on vérifi e comm e pou r l e premie r ca s qu e le s hypothèse s d u théorèm e 3.3. 6 son t 
vérifiées pour l e k — 1-uplet b  et l'obje t l*A.  E n utilisant l'hypothèse d e récurrence, o n 
déduit alor s qu e l'obje t w*sp atij(sta^)*A es t localemen t pou r l a topologie de Zarisk i 
dans H 2 ( — ) ; . O n utilise alor s l e lemme 3.3.32 ci-dessous pour conclure . 

Choisissons ensuite un triangl e distingué : 

(23) N  •  s pa t M ( s t g ^ A >  w„w* asPatu(sty>)*A •  N [+1] 

Il suffi t d e montre r qu e N  es t dan s H 2((S'^;- y)C T) / (o n utilis e qu e H 2(—)' es t cosus -
pendue). Pa r constructio n N  es t à  suppor t dan s O 1 ] J O- 3. S i on appell e 6*  e t d 1 le s 
inclusions d e O j e t O 1 clan s (St a^)a, i l existe alor s de s objets Nf  e t Nj  te l qu e : 

N~(o%NiG,(&i)+Ni 

On prouvera qu e les deux objet s (o a.,)*NJ

j e t (o r ;; )*7Vj son t dan s H 2(—)' (ave c oaj e t 
oai l'inclusio n d e O  ,  ~  O 1 e t O a, ~  0 :) dan s St  :,  et St ai respectivement) . 

—3 —i  —j  —i  — 3 
Considérons le triangle distingué : 
(e^UN >  (e^Us P<J(st^);A 

• (e¥)**w a*wZspst^(St¥);A >  (e^UN [+l] 

obtenu e n appliquant l e foncteur (fi a^)a* à  23 . Le troisième somme t d e ce triangle est 
un obje t d e H 2(—)' pa r l e débu t d e l a discussion . Comm e e a^ es t projecti f e t qu'i l 
induit u n isomorphism e su r l a fibre  générique , l e deuxièm e somme t d u triangl e es t 
isomorphe à  sp sta (sta)*  A. C'es t don c un obje t d e H 2(—)'. O n déduit ains i que l'obje t 
(ea^)a*N es t dan s H 2(—)' puisqu e cett e catégori e est cosuspendue . L'obje t (el; j)a^N 
est l a somme directe : 

e^)CT.spsf,,(.^)^e^)CT.spsf,,(.^)^e^ 

La stabilité par facteur s direct s des catégories H 2(—)' (voi r l'énoncé de théorème 3.3.6) 
implique alor s qu e chacu n de s objet s : 

Oa*NÎ ~  (e^U(o%NÎ  e t %*7VJ ~  (e^M^J . JV 

est dan s H 2(—)' (ave c bien entend u Oa  T  inclusion d e 0« _ dans (Sta)  a)- Enfin , i l es t 
facile d e voi r qu e l'obje t (o a.i)*N- d e H 2 ( ( S / a J ) a ) es t isomorph e à  s*(oa*N-)  ave c 
s :  (Sta) a •  (Staj)a- l a nil-immersion : 

a[T1,...,Tk]/T^ ...T (^ >a[T,  T^/T^  . . . T ^ T " i + a i T ^ ...T^ 

d'idéal (T** 1). La même chose s'applique à  (o z

y)*iVj. Cec i prouve le cas respectif . • 
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Le lemm e suivant à été utilisé au cours de la preuve du cas respectif de la proposition 
précédente : 

Lemme 3.3.32. —  Soient  T  un  a-schéma  quasi-projectif  et  (j a :  T a >T) a un 
recouvrement fini Zariski  de  T. Soit  A  un  objet  de  Y\2(T). On  suppose  que  pour tous 
les indices  a,  l'objet  j^A est  dans  ^ ( X ^ ) ' . Alors  l'objet  A  est  dans  ^ ( T ) ' . 

Démonstration. -- - Un e façon économique de prouver ce lemme est d'utiliser le version 
duale d u lemm e 2.2.13 . On note ji  l'immersio n d e l'ouvert n^iT^.  L a version dual e 
de 2.2.13 concerne les opérations ji*  e t jj  a u lie u de =  jï\  e t jj  =  j \ . O n dédui t 
ainsi que l'obje t A  appartien t à  la sous-catégorie cosuspendue : 

< {Ji*J*A\  I  no n vide } >!_ c t 

Le lemm e découle alors d e l'hypothèse 3.3. 5 • 

La proposition 3.3.3 1 permet d e mettre e n march e l a récurrenc e su r k  e t don c de 
prouver le s théorèmes 3.3. 4 e t 3.3.6 . En effet , tou t fc-uplet  a  d e p.g.c.d . d, peut-êtr e 
construit à  partir de d k pa r application s successive s du procéd é :  x ~>  x  ̂(ave c i e t j 
bien choisis). 

3.3.7. Réductio n semi-stable. —  Dan s ce paragraphe on supposera que le schéma 
de bas e B  es t régulier , connex e e t d e dimensio n 1 . O n fixe  un e sectio n global e n 
du faiscea u Û B- On supposer a qu e l e sous-schéma B/( TT) es t réduit , no n vid e e t d e 
dimension 0. On notera p  l'exposant caractéristiqu e d e B/(n)  qu'o n suppose constan t 
pour simplifier . O n commence par précise r ce que l'on entendra par l a réduction semi -
stable : 

Définition 3.3.33 
1 - Soient  f  :  X  >  B un  B-schéma  et  x un  point  de  X/(-K). On  dit  que  f (ou 

X) est  à -K-réduction semi-stable enx  (à  k-branches de  type (a\,..., a^ ) G  (N — {0}) kJ 
s'il existe  existe  un  voisinage  pour  la  topologie  Nisnévich  x  >  U >  X de  x 
dans X tels  que  : 

1. U  est  un  schéma  régulier, 
2. Il  existe  k  + 1  sections globales  ti, ...  ,  t k et  u de  ûjj  vérifiant  : 

- u  est  inversible  et  7 r = u.t^ 1 ...  t k

h =  u. Yl^ =11*1, 
- pour  tout  1  < i  <  k, le  sous-schéma D{  de  U défini  par l'équation  (U  = 0) 

est un  schém,a  lisse  sur B/(n) et  contient  x  (en  particulier il  est non vide), 
- la  réunion des  Dt forme  un  diviseur  à  croisements normaux  dans  le schéma 

U. 
3. Soit  rao  la  borne  supérieure dans  N  U {+00} de  l'ensemble  des  entiers  m  pour 

lesquels il  existe  un  v  G  GJJ avec  vp" —  u. Soit  lo  G N la  borne  supérieure des 
l tel  que  pm ( ) + / ( ) divise  tous  les  ai pour  i  G  { 1 , . . ., k}  (on  conviendra  exception-
nellement que  0 est  la  borne  supérieure  de  l'ensemble  vide).  Désignons  par  O 
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le sous-schéma  de  U d'équation  t\  —  • • • = t k =  0 . Lorsque  rao = o o on  posera 
vo =  u,  sinon  on  choisit^  VQ  G T(U. ÛU) tel  que  v%  °  =  u.  Alors  pour  tout 
l G  { 0 , . . . ,lo},  le  B/(TT)-schéma 0[v^ p ]  est  lisse. 

On dira  que  le  B-schéma  X  est  à  réduction  semi-stable  (à  moins  de  k-branches) 
lorsque en  tout  point  x  de  X/(n), il  est  à  réduction  semi-stable  (à  k x branches  avec 
fox —  k)-

2- On  dit  que  f (ou  X) est  globalement à réduction semi-stable  en  x (à  k-branches 
de type  (a\,...  ,a k) G  (N —  {0})k) lorsqu'il  est  possible  de  choisir  U  un  voisinage 
Zariski ouvert  de  x. Dans  ce  cas, il yak diviseurs  de  X qui  passent par  x. On  définit 
de même  la  notion de  B-schéma globalement  à  réduction semi-stable. 

Exemple 3.3.34. —  D'aprè s notr e définition , u n B-schém a X  ave c X /(7r) vid e es t à 
7r-réduction semi-stable . 

Remarque 3.3.35. —  L a troisième conditio n dans la définition précédent e a  été impo-
sée dans le but d'avoi r la proposition 3 .3.39 . Cett e condition peut paraîtr e compliquée, 
mais devien t simpl e dans beaucoup de situations : 

- Lorsqu e B /(ir) es t d e caractéristique nulle , cett e conditio n est automatique . E n 
effet, rao =  o o et Z o = 0 . I l suffi t don c de vérifier qu e O  es t lisse . On sai t qu e O 
est régulie r puisqu e X /(7r) es t u n diviseu r à  croisement s normaux . Mai s su r u n 
corps de caractéristique null e tou t schém a régulie r es t lisse . 

- Supposon s qu e p  >  2 . Lorsqu e le s ai  son t premier s à  p  o u plu s généralemen t 
lorsque u  adme t de s racine s p m-ème pou r ra  plu s gran d qu e l a valuation p-
adique de s â , cett e conditio n se réduit à  la lissit é d e O.  En effet , dan s ce cas on 
a I Q = 0 . 

- Supposon s que p >  2 et qu e B /(7r) es t somm e de corps parfaits. Cett e conditio n 
est vérifié e s i O  es t d e dimension 0 . E n effe t dan s ce cas, tous le s 0[v^ p ]  sont 
étales su r B/(- K). 

Remarque 3.3.36. —  Notr e définitio n diffèr e d e la définition classique . Classiquemen t 
un B-schém a X  es t à  réductio n semi-stabl e s i localemen t pou r l a topologi e étale, X 
est liss e au-dessus d'un B-schém a d e la forme : 

B[TL,...,TK]/(T1...Tk-7r) 

Cette définitio n es t suffisant e e n cohomologi e étale pour le s besoins de l a théori e de s 
cycles évanescents . Ell e es t insuffisant e dan s l e context e motiviqu e o ù l'o n dispos e 
uniquement d e l a localit é pour l a topologie de Nisnévich . 

(4)Le choix de VQ  n'es t pas important. En effet seul la restriction de vo à O interviendra dans la 
suite. Cette restriction est indépendante de ce choix puisque sur O il n'y a pas de racines p-ème de 
l'unité non triviales (on utilise que O est réduit). 
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Si X es t u n B-schéma globalement à  réduction semi-stable , l e diviseur libre X/ (n) 
est somme s de diviseurs lisse s irréductibles : 

[X/(ir)]=ml.[D1] +  ...  +  m r[Dr] 

avec rrij des entiers strictement positifs . Les m.j sont en général différents de s a*, étant 
donné que les ai  décriven t un e informatio n local e dépendante d'u n poin t x  alor s que 
les rrij  décrivent un e situatio n globale , mais i l es t facil e d e voi r qu e l a suit e de s o,i 
est toujour s contenu e dans cell e des m.j.  Les diviseurs D{  seront appelé s le s branche s 
connexes (o u irréductibles) d u 5-schém a X  e t l'entie r mi  ser a appelé l a multiplicit é 
de Di.  Plu s généralement o n appellera branch e de X tou t diviseu r lisse  de X conten u 
dans X/( IÏ). Ains i une branch e d e X es t forcémen t une réunion disjoint e de branche s 
irréductibles. Nou s dirons qu'une branch e D  d e X  es t d e multiplicité constant e m  s i 
toutes se s branches irréductible s son t d e multiplicité m . Enfin, o n dira qu e la branch e 
D es t simpl e si elle est d e multiplicité 1 . Notons le lemme : 

Lemme 3.3.37. —  Soient  f  :  X  >  B un  B-schéma  et  x  un  point  de  X/( TT). On 
suppose que  X est  à  7r-réduction semi-stable  de  type  (r t i , . . . .a k ) au  point x.  On  se 
donne un  point  géométrique  :  x  >  X au-dessus  de  x. Lorsque  B/(ir) est  de  ca-
ractéristique positive,  on  supposera  que p ne  divine  pas tous  les  ai. //  existe  alors  un 
voisinage étale  de x dans  X : 

x >  U •  X 

et un  B-morphisme  lisse  : 

U >  B[TX.... T k]/(T?1 . . . -  TT ) 

qui envoie x  sur  le  point o = (T\  =  •  • •  = T k =  0). De plus si les ai sont  premiers entre 
eux (resp.  et  si  en  plus f  est  globalement à réduction semi-stable)  on  peut choisir  U 
un voisinage  Nisnévich de  x (resp.  un  voisinage  ouvert  de  x). 

Démonstration. -  Quitt e à  remplace r X  pa r u n voisinag e Nisnévic h (o u Zarisk i 
lorsque X  es t globalemen t à  réduction semi-stabl e e n x)  d e x  o n peut suppose r qu'i l 
existe A : + 1  sections globale s t\, . . . ,  tf e e t w  de Gx  vérifian t le s hypothèses d e l a 
définition 3.3.33 . En particulie r n  —  u.t"1 .  ..£jjf c. O n not e d  l e plu s gran d diviseu r 
commun des entiers â , e t o n prend pou r U  le X-schéma : 

U =  X[Ç]/(Ç l-u) >x 

Comme u  es t inversibl e e t qu e p n e divis e pas d , i l s'agit bie n d'un morphism e étal e 
(c'est mêm e u n revêtemen t étale) . Remarquon s égalemen t qu e lorsqu e le s ai  son t 
premiers entr e eux, on a :  U = X.  Puisqu e x  es t l e spectre d'u n corp s séparablemen t 
clos i l existe une factorisatio n d e x  >  X : 

x >  U •  X 
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Il nous reste à construire u n morphisme liss e vers un schéma standard. Pour cela , on 
choisit un A;-uplet d'entiers relatifs k{  tel que : 

k 
haï =  kicii H  h  kkak =  d 

i=l 
et o n considère le B-rnorphisme : 

PQ: U  >B[T U...TK] 

défini au niveaux des algèbres par l'association :  T? ~* Çki.U. En remarquant qu e 

k 
TT - u.t"1 ... =  (,d.t\l ...  ta

k

k =  •*»)"' 
¿=1 

On voi t que po se factorise d'un e manièr e uniqu e par : 

U B[Ti....  .T k]/{T^ .  ..T  ̂-  TT )< •  B[TL . . . , T , ] 

Le fai t qu e p envoie x sur le point o  de coordonnées ( 0 . . . .. 0) est évident. I l reste à 
prouver qu e p est lisse au voisinage de x. Le fai t qu e l'équatio n t\  ... tk =  0 définit 
un diviseu r à  croisement s normau x assur e qu e la suite (£ kl .t\,...,  ^ kk .t k) es t un e 
suite régulière au voisinage de j ; e t donc que p est pla t au voisinage de x. D'autre part 
comme p~ l(o) es t égal au sous-schéma t\ = ... tk =  0. Ce dernier es t lisse au voisinage 
de x par la troisième conditio n de la définition 3.3.33 . Le lemme est prouvé. • 

Voici une réciproqu e partielle a u lemme précédent : 

Lemme 3.3.38. —  Soient f  :  X  >  B un  B-schéma avec  X régulier  et  x un  point 
géométrique de  X au-dessus  de  x. On  suppose  qu'il  existe  un voisinage étale  U de x 
et un  B-morphisme lisse  : 

U >  B[Ti,... T k]/(T?1 ...  7 £ * -  TT ) 

qui envoie x  sur  le point o  = (T\ = • -  •  = Tk =  0). On  suppose  également qu'il  existe 
k diviseurs  irréductibles  de  X contenus  dans  X a et  passant par  x. Le  B-schéma X 
est alors  globalement à réduction semi-stable  au  sens de  la définition 3.3.33. 

Démonstration. —  Quitte à  remplacer X  par un voisinage ouvert asse z petit d e x on 
peut trouve r k  sections globale s t\,... ,t k d e &x définissant le s k diviseurs irréduc -
tibles passant par x de l'énoncé. Soit D{  le diviseur d e X défini t pa r l'équation U  = 0 
et D\  l'image invers e de Di dans U.  Les Di sont distinct s e t passent pa r x. Quitte à 
remplacer U  par un voisinage ouvert d e x on peut suppose r qu e Ua est la réunion de s 
D[ e t que ces derniers son t irréductibles . I l vient qu e l'image inverse par : 

p : U  >  B [T i . . .. T k]/(T{11 ...  T^k -  7r ) 
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de (Ti = 0 ) es t l'u n de s D'-.  Quitte à  réindexer le s tt, o n peut suppose r qu e p~ l(Ti — 
0) =  D[.  En d'autr e termes Tj  es t envoy é sur t?'  .Ui  ave c u-,  inversibl e sur U.  Comme 
p es t lisse , le s entier s a  son t forcémen t égau x à  1 . E n particulier , o n a  l a relatio n 
suivante dan s Ou  : 

7r = ri(**-«i) a i =  ( I l i ? , ' ) - ( n « ? ' ) 

Si u  =  (Yli uV)~l 0 1 1 a  a l ° r s :  Yli^i'  —  U.7T. D e plus , quitt e à  remplace r X  pa r u n 
voisinage Zarisk i d e x  o n peu t suppose r qu e le s D¡ sont lisse s e t qu e leu r réunio n 
est u n diviseu r à  croisemen t normau x étan t donn é qu e c'es t l e ca s dan s U.  Ains i 
pour prouve r l a deuxièm e conditio n de l a définitio n 3.3.33 . i l suffi t d e montre r qu e 
u G  T(U, Ou) es t e n fai t dan s T(X, Ox)  (quitt e peut-êtr e à rétrécir X).  E n effe t s i on 
rétrécit X  l e morphisme U  >  X devien t fidèlement plat. Mais l'image inverse du 
^A-module (^n ^DA 7 1 ") e s t l l u l l c s u r ^-  C e qui prouve que O x.Ylt"1 C  Ox.n. 

Enfin, l a troisième condition de 3.3.33 es t stable par morphism e lisse. On se ramène 
aussitôt à  la vérifier pou r un schéma standard au poin t d e T  intersection de s branches . 
C'est u n ca s particulier d e l a troisièm e situatio n considéré e dans la remarque 3.3.35 . 

• 

Le lemm e 3.3.3 7 n'es t pa s trè s util e pou r l'étud e de s système s d e spécialisatio n 
au-dessus de s B-schéma s 7r-standards puisqu'il donn e une informatio n local e pour l a 
topologie étale . Heureusement , o n dispos e d'un résulta t légèremen t plu s faibl e mai s 
local pour l a topologie de Nisnévich. Ce résultat ramènera beaucoup de questions su r 
les B-schémas à  réduction semi-stabl e à  des questions su r le s B-schémas standards : 

Proposition 3.3.39. Soit  X un  D-schéma à  réduction semi-stable (resp.  globalement 
à réduction  semi-stable)  de  type a en  un  point  x.  On  peut trouver  un  voisinage  Nis-
névich (resp.  Zariski)  W  de  x[R. i ? - 1 ] dans  X[R..R~ l] pour  lequel  il existe  : 

un D-morphisme  lisse  W  >  Stf? avec  b  Vuplet  obtenu  de  a  en  rajoutant 

l'entier p rn, 

un D-morphisme lisse  W  >  St^V,V '  avec  Sta^V,V '  le  B[V, V~ l]-schéma 
V~p"' .n-standard. 

avec m un  certain  entier  plus  petit  que  la valuation p-adique du  p.g.c.d des  a¿. 

Démonstration. -  La  premièr e propriét é d e W  découl e de l a seconde . Pour cela , i l 
suffit d e remarquer l'existenc e d'une B-immersio n ouverte : 

s t f — • stl 

avec b  le k  + 1 -uplet obtenu à  parti r d e a  e n ajoutan t l a valeu r p m à  l a k  + 1-ème 
place. Le morphisme étant bien entendu celu i qui envoie T¡ sur X¿ pour i  G  { 1 , . . . , k} 
et Tfc+ i su r V.  O n cherchera don c un voisinag e W ayan t l a seconde propriété. 
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La question es t évidemen t local e pour l a topologie de Nisnévich (resp . Zariski ) en 
x G  X. Quitt e à  remplace r X  pa r u n voisinag e Nisnévich (resp . Zariski ) d e x , o n 
peut suppose r qu'i l existe k  + 1  sections globales t\, ...  ,  t k e t u  de ûx  vérifian t le s 
conditions de la définition 3.3.33 . On garde alor s les notations d e 3.3.33 et o n noter a 
Di l a branche d'équatio n ^  =  0 . 

Quitte à  permute r le s indices , o n peu t suppose r qu e v p(cii) es t minima l parm i 
les Vp (a,i). O n s e donn e u n coupl e (m ,v) G  N x  T(X.  ûx)  ave c m  maxima l te l qu e 
u =  v p'n e t m  <  Vp((ii).  Appelon s a\ l'entie r a\/p m. O n noter a O  l'intersectio n de s 
D{. O n montrer a qu'u n certai n voisinag e ouver t d e 0[R,  Rr 1} dan s X[R,  B - 1 ] es t 
lisse au-dessus d'u n B[V,  Vr _ 1]-schéma standard d e l'énoncé. On notera dan s l a suite 
X' =  X[R, R- 1]. O n défini t le s sections v\ t\....,  t' k d e F(X',  0 X>) pa r : 

- v'  =  v.R a'i e t t\  =  R~ l.tu 

- t'i  = ti pou r i  G  { 2 , . . . . A:} . 
de tell e sort e qu'o n a  encor e l a relatio n 7 r = v ,p .  nt=i a v e c v ' inversible . Re-
marquons égalemen t qu e le sous-schéma D\ défin i par l'équatio n t\  —  0 est isomorphe 
à Di[R,R~ l] e t es t e n particulie r lisse . L'intersectio n de s D[  ser a noté e O'  e t es t 
isomorphe h  0[R, R -1]. 

Notons également B'  l e B-schéma B[V, V~1] mun i de la section V~p"1 .it.  On défini t 
un B-morphisme de schémas / :  X'  >  B f pa r l'association V ~ * v'. Le morphisme 
/ es t plat . En effet , i l se factorise d e la manière suivant e : 

(1) (2 ) 
X[R, R- 1] X[U,  U- 1} — A B[V,  V' 1} 

le morphisme (1) envoie U sur R a* e t le morphisme (2) envoie V sur U.v.  Le morphisme 
(1) es t clairemen t plat . I l suffi t don c de prouver qu e (2 ) est plat . Mai s cec i es t clair , 
puisque e n composan t à  gauch e pa r l'automorphism e d e X[U,  U~1] qu i consist e à 
envoyer U  su r U.v~ l, o n obtien t simplemen t l a projectio n su r l e secon d facteur d e 
X X B (Gmfî) . 

Considérons d'autr e par t l e B'-schém a V~ pin .7r-standard St^  =  B ' [T i , . . . , T k]/ 

(Ud=i T i k -  V~ p'n^)' O n défini t l e B'-morphisme de l'énoncé : 

9 : X'  •  St*' 

en envoyant Ti  su r t\.  I l faut montre r qu e g est liss e au voisinag e de O'.  Remarquon s 
d'abord qu e g  es t pla t a u voisinag e de O'.  I l suffi t don c de prouver qu e l e pull-back 
de g  suivan t l'inclusio n d e C  St^  es t lisse . Le pull-back en questio n s'identifi e 
simplement à  : 

(/0: OiR.R- 1} >B/(n)[V,V- 1} 

qui consiste à envoyer V su r R aKv. C e morphisme étant à  son tour plat , on se ramène 
à prouve r qu e se s fibres  son t lisses . O n n e restrein t pa s l a généralit é à  remplace r 
B/(7r) pa r l a clôtur e algébriqu e k  d'u n d e se s points . S i s  es t u n poin t ferm é d e 
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Spec(A:[V, V x ] ) = (Gm )fc correspondan t à  une sectio n no n null e s  de k,  l a fibre d e go 
en s  es t simplemen t l e fc-schéma : 

(O x B / ( n ) k)[R,R- l]/(RaKv -  s)  =  O k[R]/{(R.8-L'A*)< -  y- 1) =  O k[vl'<] 

On utilis e l e fai t qu e dan s k,  l a sectio n s  adme t de s racine s quelconques . L a lissit é 
de g  a u voisinag e de O ' découler a don c de l a lissit é du fc-schéma O k[vl/ai]. Écrivon s 
a'i =  p 1 .b ave c l  =  v p(a[) (e t b  premier à  p).  Etan t donn é qu e l'extractio n d'un e 
racine 6-èm e d'une section inversibl e indui t un e revêtemen t étal e de fc-schéma, on se 
ramène à montrer que O k[vl/p ]  est fc-lisse. Ceci découle immédiatement d e la troisièm e 
condition d e la définitio n 3.3.3 3 affirmant qu e 0[ V^P ] est liss e su r B/{ir).  • 

Notons égalemen t l a conséquenc e suivante de l a résolutio n de s singularité s en ca -
ractéristique nulle : 

Proposition 3.3.40. -  On  suppose  que  B est  un  schéma  d'égal  caractéristique  nulle. 
Soit X  un  B-schéma  quasi-projectif.  Il  existe  un  éclatement  e  : X'  >  X avec  X' 
un B-schéma  semi-stable.  De  plus,  si  X 7J est  un  schéma  régulier,  on  peut  choisir  le 
centre de  Véclatement dans  le sous-schéma X/( IÏ). 

Démonstration. - - E n effet , e n éga l caractéristique zéro, la troisième conditio n de l a 
définition 3.3.3 3 découl e automatiquemen t de s deu x premières . Pou r le s deu x pre -
mières, i l suffit d'applique r l a deuxième partie de 2.1.166 avec le diviseur X /(ir). • 

Remarque 3.3.41. —  E n caractéristique positive, même en admettant la résolution de s 
singularités, la conclusion de la proposition 3.3.4 0 est fauss e déj à pou r le s B-schéma s 
finis. L e problèm e vien t d e l a troisième conditio n de la définitio n 3.3.33 . 

Pour de s résultat s à  «  coefficients rationnel s » l e résulta t suivan t d û à  D e Jon g 
remplace efficacemen t l a propositio n 3.3.4 0 : 

Proposition 3.3.42. —  Supposons  pour  simplifier  que  B/(-K) est  le  spectre d'un  corps. 
Soit X  un  B-schéma  quasi-projectif.  Il  existe  un  carré  cornmutatif  : 

X' —e-^x 

B' >  B 

de schémas,  vérifiant  les  propriétés suivantes  : 
- e  est  une  altération, 
- B'  est  un  schéma  normal,  quasi-fini  et  plat sur  B  avec  B'/(n) non  vide, 
- X'  est  un B'-schéma à  réduction semi-stable  de  type ( 1 , . . . , 1 ) en  tout  ses  points 

(relativement à  n'importe quel  choix d'uniformisante  - K' de  B'). 
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3.3.8. Applicatio n au x système s d e spécialisatio n su r un e bas e d e dimen -
sion 1. —  O n suppose donné un système de spécialisation sp de Hi vers H2 au-dessus 
de : 

r; —B ^- L- a 

avec B  u n schém a régulie r d e dimensio n 1 . O n fix e 7 r G T(ÛB) un e sectio n global e 
telle qu e : 

- B/(TÏ)  es t no n vide , régulier e t d e dimension 0 . 
7T est inversibl e su r 7 / et nu l su r a. 

En particulier , o n dispose d'une factorisation : 

C7-^B/(7T) 

B 

Le but d e cette sous-sectio n es t d'étendr e le s théorèmes 3.3.10 . 3.3.4 e t 3.3. 6 aux B -
schémas semi-stable s générau x voir e à, tous le s B-schémas sou s certaines hypothèses . 
Nous utiliserons l e lemme trivial suivant : 

Lemme 3.3.43. -  Soit  H  : Sch / 5 >  XSH un  2-fondeur  hornotopique  stable.  Soit 
X un  S-schéma  et  A  e  r\(X).  Notons  p  la  projection de  X x  G m sur  X.  Le  foncteur 
p* est  conservatif. 

Démonstration. - — En effe t s i s  :  X  >  X x  G m es t l a sectio n unit é on a  s*p*  = 
id. • 

On a  l a généralisation suivant e des théorèmes 3.3.1 0 et 3.3.2 4 : 

Théorème 3.3.44. -  Soient  f  :  X  >  B un  B-schéma  à  n-réduction semi-stable 
et D une  branche  de Xs de  multiplicité m.  Appelons  D°  l'ouvert  de  D complémentaire 
de la  réunion des  traces  des  autres  branches  de X. On  note  u  l'inclusion  de  D dans 
Xs et  v  Vinclusion  de  D {) dans  D.  On  suppose  également  Vune  des  deux  conditions 
suivantes satisfaites  : 

- Toute  branche  irréductible rencontrant  D  est  de  multiplicité  ni, 
- H  est  Q-linéaire et  séparé. 

Alors le  2-morphisrne d'adjonction  1  >  r*r* évalué  en u*spff* : 

[u*sPff;]^n>.v'[u*spff;] 

est inversible. 

Démonstration. -  Montron s d'abor d qu'i l suffi t d e montre r l e théorèm e pou r / ' : 
X' =  X  x  G m >  B  e t l a branche D'  =  Dx  Gm . Notons p la projection de Y x  Gm 
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sur Y  pou r u n schém a Y  quelconque . On a  u n carr é comniutatif d e 2-morphismes : 

P V S P / / * ] [«*SP//,* 1 

[u'*sPf,f'n*] >vW*[u'*spf,f'n*] 

Les flèches  verticale s son t de s isomorphisme s puisqu e p  es t lisse . Ainsi , s i l e 2 -
morphisme horizonta l inférieu r es t u n isomorphisme , i l e n es t d e mêm e d u 2 -
morphisme horizonta l supérieur . On pourra alor s conclure à l'aide d u lemm e 3.3.43. 

Ceci dit , pa r l a propositio n 3.3.3 9 on sai t qu'a u voisinag e de tout poin t d e £)' , le 
B-schéma X'  es t liss e au-dessus d'u n B-schém a standard. Lorsque H est Q-linéair e e t 
séparé, cec i permet d e conclure par l e théorème 3.3.24 . 

Supposons que toutes les branches irréductible s qu i rencontrent D  sont de multipli -
cité m. Quitt e à  remplacer X  pa r u n voisinage de D, on peut suppose r que X es t semi-
stable d e typ e m k e n tou t se s poin t (k  pouvan t varie r d'u n poin t à  l'autre) . O n sai t 
par l a proposition 3.3.39 que X'  es t localemen t liss e au-dessus d'u n B'  =  B[V. V~ 1]-
schéma V~ p"' .7r -standard St^ . O n dédui t alor s l e résulta t e n appliquan t l e théo -
rème 3.3.1 0 à sp|£, . • 

On généralise d e la même manière l e théorème 3.3. 4 : 

Théorème 3.3.45. -  Soit  s p >  sp' un  morphisme  de  systèmes  de  spécialisation 
au-dessus de  B. Soient  A  un  objet  de  H(r/) et  N  G  N U {-hoc}. On  suppose pour tout 
entiers naturels  n  et  m inférieurs  à  N avec  m une  puissance de  p, les  morphismes : 

sp b ( i {b„ynA v  sp'K (b„  )*A et  s P ¡ c ffî^A  •  sp',,,, {b^A 

sont des  isomorphismes. 
Soit f  :  X  >  B un  B-schéma  semi-stable  tel  que  localement pour la  topologie 

de Nisnévich  toute  branche  lisse  de  X  est  de  multiplicité  inférieure  à  N.  Alors  le 
morphisme :  spjf*A  >  sp'jf*A est  aussi  un  isomorphisme. 

Démonstration. O n s e ramèn e immédiatemen t à  démontre r l e théorèm e pou r l e 
schéma X'  =  X[R,  i ? - 1 ] . Pa r l a proposition 3.3.39, ce schéma est localemen t liss e au -
dessus d e B-schémas 7r -standard de type b  avec 6¿ < N.  O n conclu t à  l'aide d e 3.3.4. 

En égal e caractéristique nulle , o n déduit l e résultat suivan t : 

Théorème 3.3.46. —  On  suppose que B est  d'égal  caractéristique nulle  et  que ?/ est un 
ouvert de  B. On  suppose donnée une  classe  Ai C  Ob(Hi (7/)) quasi-stable  par twist  de 
Tate. Soit s p >  sp' un  morphisme  de  systèmes de  spécialisation au-dessus  de  B. 
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On suppose  que  pour toìit A G  Ai et  n  G  N, les  morphismes : 

sPb„ (Ьп)*пА sp'b i i (bnyvA et  sp b, (b^A sp ^ (b^A 

sont des  isomorj)hismes. Alors  pour  tout  B-schéma  quasi-projectif  f :  X  >  B ,  et 
tout M  G  H^* A i (X 7 / ) le  morphisme : 

s P / ( A f ) - ^ - > s p ^ ( M ) 

est un  isomorphisme. 

Démonstration. —  I l suffi t bie n sû r d e traite r l e ca s o ù M  es t dan s u n systèm e d e 
générateurs d e l a sous-catégori e triangulé e stabl e pa r facteur s directe s H^j ^ (X^) . 
Cette catégori e est engendré e pa r le s objets d e la forme g^Ax^n)  ave c : 

- g  : X'  >  X u n morphism e project if. 
- X'  u n B-schém a régulie r à  réduction semi-stable . 
- A  G  A et n  u n entie r naturel . 

Ceci découl e en effe t d e l a propositio n 2.2.27 . Pour s'e n convaincre , o n peu t pose r 
H : Sch/ B >  X9t l e 2-foncteur qu i à  X/B associ e H(X) = hh (X^). O n vérifie, en 
utilisant l e fait qu e j  es t un e immersio n ouvert e qu e H A ] (X)  =  H^ A {X r)) pou r tou t 
B-schéma X.  I l suffit alor s d'appliquer l a proposition 2.2.27 à X mun i du sous-schém a 
T =  X/(n)  e t d'utilise r l e fait qu'e n caractéristiqu e null e l a troisième conditio n de la 
définition 3.3.3 3 est vide . 

Ceci dit , i l es t alor s facil e d e prouve r l e théorème . O n fixe  u n de s générateur s 
9ri*Ax' [n).  O n a  un carr é commutatif : 

spfgv*AX'(n) •g7i*Ax'(n) 

g**spfogAx> (n ) •  g^sp'fQgAX' (n ) 

Les flèches  verticales son t de s isomorphisme s ca r g  es t projectif . O n voi t don c qu'i l 
suffit d e prouver que la flèche : spj ogAx' [n)  >  sp'fogAxf (n)  es t un isomorphisme . 

Ceci découle du théorèm e 3.3.45 . • 

Lorsque B  n'es t pa s d e caractéristiqu e zéro , la preuv e d u théorèm e précéden t n e 
s'adapte pas mêm e en supposant l a résolution de s singularités. L e problème vient de s 
branches ayant des multiplicités divisible s par p. Ceci suggère une version à coefficients 
rationnels d u théorèm e précédent . E n effe t o n a  : 

Théorème 3.3.47. —  On  suppose que  rj est un  ouvert  de  B et  que  Hi est Q-linéaire et 
séparé. On  suppose donnée une  classe  Ai C 0b(Hi(r7)) quasi-stable  par twist  de  Tate. 
Soit s p >  sp' un  morphisme  de  systèmes  de  spécialisation  au-dessus  de  B.  On 
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suppose que pour tout A  G  Ai et  tout B-schéma B'  fini  plat  et  régulier, le  morphisme : 

S P B ' ( ^ ) >sp' B,{AB>}) 

est un  isomorphisme.  Alors  pour  tout  B-schéma  quasi-projectif  f  :  X  >  B ,  et 
tout M  G  H^A (Xrç ) le morphisme : 

spf(M) >sp 'f(M) 

est un  isomorphisme. 

Démonstration. —  L a sous-catégori e triangulé e stabl e pa r facteur s directe s H A ( X ) 
est engendré e pa r le s objets de la forme g v*Ax'{ri) ave c : 

- g  : X'  >  X u n morphism e projectif , 
- X'  u n B'-schérn a régulie r à  réductio n semi-stabl e d e typ e ( 1 , . . . , 1 ) avec B'/B 

fini, normal e t plat . 
A e  A  e t n  u n entie r naturel. 

Pour s'e n convaincre , on peu t utilise r l a mêm e astuc e qu e dan s l a preuv e d e 3.3.46 , 
consistant à  introduire l e 2-foncteur H  défini sur le s B-schémas par H(X)  =  Hi(X 71). I l 
suffit ensuit e de modifier légèrement l a preuve du cas respectif de la proposition 2.2.27. 
La modificatio n consist e essentiellement à  prendre e  :  X  >  X ave c en plu s X  à 
réduction semi-stabl e d e typ e ( 1 , . . . , 1 ) au-dessus d'u n B-schém a B'  fini,  norma l e t 
plat. Ceci étant possible par l e théorème de De Jong. Pour le reste de la démonstration , 
on raisonn e exactemen t comm e pour l e théorème 3.3.46 . • 

On a  égalemen t de s généralisation s d u théorèm e 3.3.6 . O n suppos e donné e pou r 
tout cr-schém a T  un e sous-catégori e ^ ( T ) ' C  ^(T)  vérifian t l'hypothès e 3.3. 5 e t 
stable pa r facteur s directs . O n a  : 

Théorème 3.3.48. -  Soit  s p un système  de  spécialisation au-dessus  de  B de  Hi vers 
ti2- Soit A  un  objet  de  Hi(r/) et  N G  NU { + o o }. On  suppose que les objets spbn (b n)*A 
et sp bm(bT

7[l)*A sont  dans  H2 ( —)' pour  tout  entiers  naturels  n  et  m plus  petits  que  N 
avec m une  puissance de  p. 

Soit f  :  X  >  B un  B-schéma  globalement  à  n-réduction semi-stable  tel  que 
localement pour la  topologie Nisnévich la  multiplicité de  chaque branche lisse de X est 
plus petite que  N. Alors  Vobjet  spjf*A est  dans  r \2{Xa)f. 

Démonstration. —  Noton s X"  =  X  x B P# . L e schéma schém a X"  peut-êtr e recou-
vert pa r de s X' =  X  x  B Gm# . O n sait que X es t globalemen t à  réduction semi-stable . 
La propositio n 3.3.3 9 nou s di t alor s qu e l e B-schém a X'  es t localemen t pou r l a to -
pologie de Zarisk i liss e au-dessus d'u n schém a standard de type b  avec bi < N. Mai s 
la propriét é d'apparteni r à  H2(— )' est local e pou r l a topologi e de Zarisk i (voi r l e 
lemme 3.3.32) . On dédui t qu e l a conclusio n du théorèm e es t vrai e pou r l e B-schém a 
X". 
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Il s'agi t don c de passe r d e X"  à  X.  Noton s p  :  X"  >  X l a projectio n su r l e 
premier facteur . O n sai t qu e l'obje t sp f o p{f o  p)*A es t dan s H 2(—)'. Pa r l a stabilit é 
de H2(— Y pa r imag e direct e cohomologique . on dédui t qu e l'obje t Pa*spf op(f °p)* }A 
est dan s H2(—)' . Comm e p es t projectif , o n dédui t l a chaîne d'isomorphisme s : 

Pa*sp / o p ( / o  P)*A ~  sp fpv+p*f*A ~  sp ff*A e  sp / /* i4 ( - l ) [ -2] 

On conclu t e n invoquan t l a stabilité de H2(—) ' pa r passag e au x facteur s directs . • 

On notera deux corollaire s en égal e caractéristique nulle : 

Corollaire3.3.49. —  • On  suppose  que  B est  d'égale  caractéristique  nulle  et  que  rj est 
un ouvert  de  B.  En  plus  de  l'hypothèse  3.3.5  et  la  stabilité  par  facteurs  directs,  on 
supposera que  les  h^—)'  sont  des  sous-catégories  triangxdées.  Soit  A i C  H  1(77) une 
classe quasi-pure.  On  suppose finalement que  les objets spbn (b n)71A et  spb\ (6jJ*^ 4 sont 
dans H2(— Y pour  tout  A  G  Ai et  n  G  N. Alors  pour  tout  B-schémas  quasi-projectif 
f :  X  >  B et  tout  objet  M  de  Hf A{ (X rj), l'objet  sp f(M) est  dans  H 2 ( X a ) / . 

Démonstration. •• - Étan t donn é qu e r\2(X a) es t un e sous-catégori e triangulé e stable 
par facteur s directs , i l suffira d e vérifie r l'assertio n pour AI  varian t dan s un systèm e 
de générateurs de l a sous-catégori e triangulée stable par facteur s directe s r \fA^ (X 71). 
On peut don c supposer AI  d e l a forme g v*Ax'{n) ave c : 

- g  :  X'  >  X u n morphism e projectif . 
- X'  u n B-schém a régulie r globalemen t à  réduction semi-stable^ , 
- A  G  A et  n  u n entie r naturel . 

Comme g  es t projectif , o n dispose d'un isomorphism e : 

sPfg^Ax^n) ~  ga*sp fofJ(f o  g )*A(n) 

La stabilité des H2(—) ' pa r image s directes cohoinologique s et twis t d e Tate , nou s ra -
mène à  montrer que sp f y oj(r/o/)*A est dan s ^(X^)'.  Cec i découle du théorème 3.3.4 8 
et d u fai t qu e X'  es t à  réduction semi-stable . • 

Pour l e second corollaire , on utilisera plutô t l a variante duale d e 3.3.48 . Ainsi , on 
supposera donné e pour tou t cr-schém a quasi-projecti f T  un e sous-catégori e ^ ( T ) " C 
H 2 (T) vérifian t l'hypothès e 3.3.7 . On a  : 

Corollaire 3.3.50. — • Soit s p un  système  de  spécialisation au-dessus  de  B deY\\  vers 
H2 et (£\ un  ensemble  d'objets  Hi(//) . On  suppose les  conditions suivantes  satisfaites  : 

- B  est  d'égal  caractéristique  nulle  et  7 7 est un  ouvert  de  B. 
- Le  2-fondeur  H 2 admet  des  petites  sommes  et  en  plus  de  Vhypothèse  3.3.7,  les 

sous-catégories H2 ( — )" sont  stables  par petites  sommes  et  par  passage  aux  fac-
teurs directes, 

(5)En effe t l a résolution des singularités utilisée dans la preuve de 2.2.27. fournit des B-schémas 
globalement à réduction semi-stable. 
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- Le  2-joncteur W\ et  Vensemble ($\ vérifient  l'hypothèse  2.2.58.  De  plus, les  jonc-
teur sp ? commutent  aux  petites sommes. 

- L'ensemble  c$\ est  faiblement pt-pure au  sens de  la définition 2.2 .67. 
Supposons que  les objets spbn (b n)*A et  sp6i (b^A  sont  dans  H 2 ( - ) ' pour  tous  les  en-
tiers naturels  n. Alors  pour  tout  B-schéma  quasi-projectif  f :  X  >  B le  fondeur 
spf envoie  la  sous-catégorie  p(r\i)>0(Xn) dans  r\2 {Xa)". 

Démonstration. • — L a sous-catégori e r\2 (Xa),f étan t suspendu e e t stabl e pa r petit e 
sommes il suffira d e prouver l e corollaire pour u n ensemble de générateurs de la sous-
catégorie suspendue ave c petites sommes p ( H i ) > 0 ( X 7 / ) . Pa r l a proposition 2.2.69 , un 
tel ensembl e es t donn é par le s objets d e la forme 9r)\9 \}f]1A{n)[n] a v e c : 

- g  :  X'  >  X u n morphism e projecti f ave c X'  u n B-schém a globalemen t à 
réduction semi-stable , 

- AeW  e t n  e Z. 
Comme g  est projectif , o n a  un isomorphism e : 

sp /^ 7 !^,4^(n)[n] ~  9<r \spfog{f og)\ }A{n)[n] 

La stabilité des H <2(—)" pa r le s opérations image s directes à  supports compacts , nous 
ramène à  prouver qu e spf QfJ(f o  g)l

nA es t dan s ^(X^)" '. Cec i découle du fai t qu e X' 
est globalemen t à  réduction semi-stabl e e t l a version duale d e 3.3.48. Le corollaire est 
prouvé. • 

Remarque 3.3.51. -  L e résultat précédent es t particulièrement intéressan t lorsque les 
catégories H2(—) " sont le s catégories d'objets pf-positifs P (H2) > 0 (—) d e la ^-structure 
perverse engendré e pa r u n ensembl e L e corollair e 3.3.50 fourni t alor s u n critèr e 
simple de ^f-positivité de s foncteur spy . 

3.4. L e systèm e d e spécialisatio n T 

Soit S  u n schém a d e base . O n se donne u n dérivateu r algébriqu e homotopiqu e et 
stable : 

H : DiaSch/ 5 •  T<K 

On noter a H  le 2-foncteur homotopiqu e stable donn é pa r H (X) = HI(X , e) pou r tou t 
5-schémas quasi-projecti f X. 

Dans cette section , on va construire u n système de spécialisation T  d e base su r 
H. C e système d e spécialisatio n constitu e un e premièr e approximatio n d e l a théori e 
des cycle s évanescents. I l présent e môm e quelque s avantage s su r cett e dernièr e d u 
moins lorsqu'on travaille avec des coefficients rationnels (e t s i le schéma de base S  es t 
un corps) . 
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3.4.1. L e schém a cosimplicia l A ) . —  L e système d e spécialisatio n T  s'ob -
tient à partir du système de spécialisation canonique x par applicatio n de la construc-
tion 3.2. 3 à  u n certai n diagramm e d e Gm-schéma s bien choisi . C e paragraph e es t 
consacré à l'introductio n dudi t diagramme . 

Rappelons que A  désign e la catégorie des ordinaux finis.  Les objets de A  son t le s 
catégories directes : 

n =  { 0 -> 1  — >  n} 

Les morphisme s d e A  son t le s foncteurs . S i G  est u n catégorie , o n not e A o p G l a 
catégorie des foncteurs covariants :  A o p > • G . Les objets de Ao p C son t appelés les 
objets simpliciaux de C. De même, on note AC la catégorie des foncteurs covariant s : 
A >  G . Les objets d e AC sont appelé s le s objets cosimpliciau x de G.  Ainsi, u n 

schéma cosimplicial est u n diagramm e d e schémas don t l a catégorie d'indices es t A . 
La catégorie A adme t un e présentation explicite en termes de générateurs et rela -

tions. En effet , ell e est engendré e pa r deu x types d e flèches d% e t s j : 
- Pou r 0 < z < n +  l , l e foncteu r d 1 :  n i—> n + 1  est caractéris é pa r l a propriét é 

d'être injecti f su r le s objets e t d'évite r l'obje t i  de n + 1 . 
- Pou r 0  <  j  <  n —  1, le foncteur s^  :  n i—• n — 1  est caractéris é pa r l a propriét é 

d'être surjectif su r le s objets e t d e confondre les objets j e t j  - h 1 de n . 
Ainsi, u n obje t simplicia l ou cosimplicia l est détermin é pa r l'actio n de s d 1 e t sK  L a 
construction suivante est bie n connue : 

Lemme 3.4.1 

A- Soit  G  une catégorie  admettant  des  produits directes  finis. Supposons  donné  un 
diagramme dans  G : 

(24) 
(-X", U) 

V 

Il existe  un  objet  cosimplicial  UXBV :  A  >  G  défini  par : 

1. Pour  n  eN,  on  a  : Ux 2jV (n) =  U x B  x  •  • •  x B  xV  (le  nombre de  facteurs B 
étant n), 

2. Fixons  un  entier  n  G  N . Soient  X  un  objet  de  G,  u  G  honie(-X" , U), v  G 
home{X, V)  et  b\,...  ,b n G  home(X, B) des  X-points  à  valeurs  dans  U,  V 
et B  respectivement.  L'action  des  d1 et  s J sur  les  foncteurs de  points est  donnée 
par les  formules suivantes  : 

(a) d°  :  n i—• n -h 1 agit  par :  dQ(u, b\,... , b n , v) =  ('M , /(w), b i , . . ., bn , v), 
(b) d % :  n i—> n + 1  agit  par :  dl(u. b i , . . . , bn , v) =  (u,  b\,..., b^ , b^ , . . ., b n , v) 

pour 1  < i  <  n, 
(c) :  n i— > n + l agit  par : dn + 1 (u , b i , . . .. bn , v) = (u,, b i , . . . , bn , g{v), v). 
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(d) s J :  n i—• n — 1  agit  par :  s-7 (iz, b\,..., 6 n , v) =  (u,  b\,..., fy+i,...,  6 n , 
powr 0 < j  <  n — 1 . 

De plus,  cette  construction  s'étend  en  un joncteur :  ^G >  AG de  la catégorie des 
diagrammes de  type  (24 ) dans  G dans celle  est  objets  cosimpliciaux de  G. 

B- Gardons  les  notations  ci-dessus.  Supposons  en  plus  que  la flèche f  est  inver-
sible. Le  morphisme d'objets  cosimpliciaux pr2 :  U XBV >  V est  une équivalence 
d'homotopie (cosimpliciale). 

Démonstration. —  La  vérification d u fai t qu e le s formules d u A  définissen t bie n u n 
objet cosimplicia l dans G  est classique . L e lecteur pourr a consulte r [BK72] . On dé-
montre uniquemen t l a partie B. L'invers e à homotopie près de pr2 :  U XBV >  V 

est donn é par u n morphism e s  :  V  >  Ux BV défin i a u nivea u d e n  par : 

s{v) =  (f  lg(v),g(v),...,g(v),v) 

Pour tou t X-poin t v de V . I l est e n effet clai r que pr2 o  s est l'identité . Montron s que 
s opr 2 es t cohomotop e à l'identité de Ux BV. E n termes explicites , il s'agit de défini r 
pour tout e flèch e / :  n i—• 1  un morphism e : 

hi: UxBV(n) >Ux BV(n) 

tel qu e : 
- ho  =  s  opr 2 (n) e t h\  =  i d t / x c ^(n) ( o u l ' o n a  n ° t é 0  e t 1  pour désigne r le s 

applications constante s ver s 1  de valeurs respectivemen t 0  et 1) . 
- Pou r tout e suit e :  m i-̂ - > n i-̂ -> 1, l e carré suivan t es t commutati f : 

UxBv(m) Ux Bv(m) 

- hi . * 
UxBV(n) ->  Ux BV{n) 

On défini t notr e homotopi e sur le s X-points par : 
- Pou r l'applicatio n constant e 0  :  n i— > 1 , o n prendra ho  :  (u,  bi, .. •, bn, v)  \—• 

(f~lg{v),g(v),-..,g(v),v)-
- Pou r 1  < i  <  n, notons U  :  n i—• 1  l'application croissant e tel que U{i  —  1) =  0  et 

li(i) =  1 . On p r e n d r a: (u , bi, . . ., bn , v) \ —• ( /_ 1 ( b i ) , 6* , •  •  •, &i, •  •  •, bn, v), 
- Pou r l'applicatio n constant e 1  :  n i— • 1 , o n prendra h\  :  (u,bi,...  ,b n,v) \—• 

(u, &i , . . . , 6 n , v ) , 
Il est facil e de vérifier qu e ces données définissent bie n une cohomotopi e entre s  o pr 2 

et \ d u k B V . • 
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Remarque 3.4.2. —  Comm e pour l e produit fibre  habituel , on dispose de deux projec-
tions dan s AC : 

pro 
UXBV-^V 

pri 

U 
avec bie n entendu , le s objet s U  e t V  considéré s comm e de s objet s cosimpliciau x 
constants. Pa r contre , l e carré : 

pr2 
UxBV -  >V 
pn 

u—-—> B 
n'est pa s commutati f e n général . 

Remarque 3.4.3. — - L'objet cosimplicial UXBV peut-êtr e considéré comme le bon mo-
dèle d u poin t d e vu e homotopiqu e d e l'espac e de s lacet s d e B  ayan t l a premièr e ex -
trémité dans U  e t l a deuxièm e dans V. 

Définition 3.4.4. —  - On  définit  le  S-schéma  cosimplicial  &/s>  ?<n  appliquant le 
lemme 3 .4-1 au  diagramme  de  S-schémas suivant  : 

s 

Gm*,' —  y  Gms 

Ainsi on  a  :  ^s{u) =  ( G ^ x G m s , S ) ( n ) =  (Gm)J + 1 . 

Le 5-schém a cosimplicia l ,o/s  sera de s foi s considér é comm e un diagramm e d e S-
schémas indic é par A . I l sera alors not é (.v/s-  A ). La  second e partie du lemm e 3.4.1, 
nous di t qu e : 

Corollaire 3.4.5. —  Le  morphisme  d'objets  cosimpliciaux  : 

pr2 :  &/ s =  G m s X G m s S y  S 

est une  équivalence  d'homotopie  cosimpliciale. 

Le corollaire 3.4.5 dit que du point de vue homotopique, l'espace cosimplicial (A, A) 
est contractile . Ce t espac e n e devien t intéressan t qu e lorsqu e qu e l'o n considèr e l a 
projection su r l e premier facteu r : 

Définition 3.4.6. -  La  projection sur  le premier facteur pr\  :  Gm s XcrnsS ^  Gras 
induit un  morphisme  de  diagrammes  de  S-schémas : 

0: ( ^ S , A ) > ( G m 5 . A ) 

Le 1-morphisme  6  sera  appelé  la classe fondamentale motivique. 
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Remarque 3.4.7. — - Pour u n topologue , l'espace cosimplicia l GmsxGms^ est u n mo-
dèle pou r l'espac e de s «  chemins » sur Gm ^ don t l a premièr e extrémit é es t libr e e t 
la seconde égale à la section unité. Cec i donne une explicatio n informelle du fai t qu e 
sis e s t cosimplicialemen t contractile. De plus, la classe fondamentale в joue le rôle du 
morphisme «  évaluation d e la première extrémité d'u n chemi n » . Cec i fait d e sis  un e 
sorte d e revêtement universe l d e Gm. 

Cette interprétation , qu i nou s a  ét é expliqué e pa r Marku s Spitzweck , es t venu e 
après notr e constructio n de s foncteurs cycle s proches qui à  la base  étai t inspiré e pa r 
des travaux de Rapoport-Zink. Son intérêt, est de donner une justification topologiqu e 
à notr e définitio n de s foncteurs T . 

3.4.2. Définitio n de T . Normalisation . —  Rappelon s qu'on s'est donné un déri -
vateur algébrique homotopique et stabl e E l : DiaSch/S ' >  Т9Я . Cette donné e sera 
utilisée dans cett e section et l a suivante pou r construire de s systèmes de spécialisation 
dans le 2-foncteur homotopique stable H(— ) = H(— , e). Ces systèmes de spécialisation 
seront défini s au-dessu s d e la base  (A l

s,j,i) : 

Gms >  Al —  S 
(25) 

S 

Ceci ne constitue pa s un e vrai e restriction , puisqu e chaqu e foi s qu'on se donne un S-
schérna quasi-projectif T muni d'une section 7r G T(T, &T), on en déduira de s systèmes 
de spécialisation au-dessus d e T par restriction suivan t l e morphisme T  >  Ax

s qu i 
envoie T  indéterminée su r TT.  Ainsi , nos système s d e spécialisatio n s e définissen t au -
dessus de s base s trè s générales . Cec i dit , l a plupar t de s résultat s important s seron t 
prouvés sous l'hypothèse que S est l e spectre d'un corp s de caractéristique nulle . Dans 
la suite , i l nous arrivera d'adopter le s notations suivante s : 

B =  A 1

S, ? / = Gm e, a  =  i(S)  e t 7 / В —a 

Ceci aura l'avantag e d'allége r le s notations e t d e facilite r l a traductio n de s résultats 
établis dan s le s sections précédentes . 

Notre poin t d e départ, sera le système de spécialisation canoniqu e x  dan s Ш : 

Définition 3.4.8. —  Avec  les  notations de  la définition 3.2.3,  on  appellera Y le système 
de spécialisation  sis  •  x  o u e s t v u comme  un  diagramme  de  Gms-schémas  vi a 
la classe  fondamentale (0,PA)  :  (sis,  A)  •(Gr ?i5,e) .  Les  foncteurs  T / seront 
appelés les foncteurs cycles  proches  unipotents. 
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Rappelons que pour u n B-schém a / :  X  >  Â l

s ,  on a noté 0/ l e pull-back de 6 
suivant frj.  Ainsi on a  : 

T / =  ( P A ) # X ( / I P A ) ( Ö / ) . ( Ö / , P A ) * 

Remarquons qu e ^ ( e ) =  Gm s e t qu e 0(e ) es t l'identité . Pa r l a définitio n 3.2.13 , 
le foncteu r 0  :  e  >  A indui t u n morphism e d e système s d e spécialisatio n 
X >  T .  Rappelons qu'au nivea u de /, c e morphisme est donn é par l a composée : 

Xf X / Q * ( 0 / , P A ) * X / Q * ( 0 / ) * ( 0 / , P A ) * 

fl*X(/?pA)(ö/).(fl/,PA)* > (PA)#X(/ , P A ) (ö / )*(ö / ,p A )* 

Pour n  G  N, on noter a e n :  >  Âx

s l e morphisme élévatio n à  l a puissanc e 
n-ème. Remarquon s qu e e n es t isomorph e a u B-schém a b n :  B n > • B (voi r l a 
définition 3.3.2) . L e résulta t suivan t es t à  l a bas e d e toute s le s propriété s spéciale s 
aux système s de spécialisation T  e t ^  (voi r l a section suivante) . 

Proposition 3.4.9 

1- Avec  les  notations du  diagramme (25),  la  composée des  2-morphismes suivants  : 

1 - ^ -> i*p* •  i*j*j*p* XuKf  •  Tidqr* 

est un  2-isomorphisme. 

2- Supposons  que  le  2-foncteur H  est  Q-linéaire  et  séparé.  Pour  tout  n  G  Nx , la 
composée des  2-morphismes suivants  : 

1 •  i*(en)*p* •  i*jj*(en) V  Xe n (e„) ;«* >  % n(en);q* 

est un  2-isomorphisme. 

Pour prouve r cett e proposition , o n aur a besoi n d e quelque s préliminaires . Soi t 
(n.po) :  ( ^ , 3 ) >  (Gms,e) u n morphism e d e diagramme s d e 5-schéma s quasi -
projectifs. O n suppos e donné un obje t o  G  3 tel qu e 7r (o) : J ^(o) >  Gms es t u n 
isomorphisme. Ceci permet d e définir u n morphisme :  x  >  ^ «x ^  système s de 
spécialisation. O n définit d'autr e part un e transformation naturell e >  Xid P a r 

la composée : 

Q* >  >p*i*i*j*  >  i*j* = Xid 
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Considérons le diagramme suivan t : 

i*P* >i*3*3*P*  >Xi<\q*  <^-o*X( id l P J )W.(^P3)*9* •  ( P a ) # X ( i d , P : I ) ( 7 r ) * ( ^ P 3 ) * ^ 

> q*q* o*(q ,idi)*{*)*faPi)*q* •  (Рэ)#(д^а).(7г).(7г,ра) V 

o*(q о тг)*(д о 7T)*(P'JY •  о тг)*(<? о тг)*(ра)* 

ОЧРЭУ (PY)#(PU)* 

Ce diagramm e es t commutatif. E n effet, tou s se s sous-diagrammes, à  part (1) , sont 
trivialement commutatifs . La  commutation du sous diagramme (1 ) est laissée en exer-
cice. O n a ainsi le lemme suivant : 

Lemme 3.4.10. —  Pour que  la composée : 

1 >  *V >  i*3*3*P* >  Xid<7* •  •  x)id<7* 

soz£ un 2-isomorphisme, il  suffit que  les conditions suivantes  soient  satisfaites  : 

1. Le  2-morphisme de  counité :  ^  1  e s t inversible, 

2. Le  2-morphisme d'unité  :  >  (q  o  7r)*(</ O  ir)*(pj)* devient  un  isomor-
phisme après  application  de (pa)# , 

3. Pour  tout  a  e Ob(J) , le  morphisme 7r (a) : ,^*(a ) >  Gms est  isomorphe  au 

pull-back d'un S-schéma vi a la projection q : Gms  •  S . 

Démonstration. —  En utilisant le diagramme commutati f ci-dessus , on se ramène à 
montrer qu e le composée : 

1 ~ o*(p 3)* >  (Pa)#(pa)* >  (Ра)#(с7г)*(стг)*(ра)* - (рз)#(дЛаа).(тг,ра) V 

• (Pa)#X(id, P:,)( 7 r^a)*9* 

est inversible . Il suffit don c de prouver que les trois flèches suivantes son t inversible s : 

1. L e 2-morphisme 1  ~ o*(p a)* >  (pa)#(pa)* , 

2. L e 2-morphisme (pa)#(pa) * •  (Pa)#(^) . (g7r )*(p a )* , 

3. L e 2-morphisme (q.  idj)*(TT)*(TT, •  X ( i d ,P : o M * ( ^ P a ) V • 

On prouver a qu e ces 2-morphismes son t inversible s e n utilisant le s conditions de 
l'énoncé. I l est clair qu e la condition 2  es t simplement un e reformulation d u fai t 
que le second 2 -morphisme ci-dessus est inversible. Pou r l e premier 2 -morphisme, il 
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suffira d e remarque r qu e l a composé e 1  ~ o*(/>j) * >  (pa)#(PD)* e s t un e sectio n 
du morphisme de counité >  1 . Pour terminer , i l reste à prouver que : 

a*(q, id a)*(TT)*(TT,pj)*q* >  a*X(id. P3) W*(TT,PI) V 

est inversibl e pou r tou t a  G  Ob(3). O n s e ramène immédiatemen t à  montre r qu e le s 
2-morphismes : 

q*ir(a)*7r(a)*q* >Xìdn(a)*Tr(a)*q* 

sont inversibles . On sait qu'i l existe un carr é cartésie n : 

.9(a) 4 y» 

ir(a) fa 

Gms —  y  S 

En appliquan t l e théorèm e d e changemen t d e bas e pa r u n morphism e lisse , o n s e 
ramène immédiatemen t à  montrer qu e l e 2-morphisme : 

q*q*fa*f¿ > Xìdq*fa*fa 

est inversible . Cec i découle donc de l'inversibilité d e : 

q*q* >  Xi<iq* 

Pour démontre r cela , l e plu s simpl e es t d e considére r l e morphisme s d e 2-triangle s 
distingués : 

P*i*i'P* — 7ZT-*P*P* >P*J*J*P* >p*ûilp*[+î\ 

pj*rp* >pJJ*p* >p*i*i*j*j*p* >p*i*ilp*[+l] 

avec p  l a projectio n d e l a droit e affin e (voi r l e diagramm e (25) ) Ceci nou s ramèn e 
à montre r qu e p*p*  ~  1  es t inversible . I l suffi t alor s d e remarque r 
que ce 2-morphisme est un e rétractio n a u 2-morphism e d'unité 1  >  p*p* qu i es t 
inversible par l'axiom e d'homotopie. • 

Le lemm e ci-dessous et plu s précisémen t so n corollaire, jouera u n rôl e clef dan s l a 
preuve de la proposition 3.4.9 : 

Lemme 3.4.11. —  On  suppose donnés deux  morphismes de  S-schémas cosimpliciaux  : 

/o,/i :  # 

On notera  (7 T^,PA) et  (7 T*,PA) les  projections respectives  de  ( J ^ \ A ) et  A ) sur 
(5,e). On  suppose  que  fo  est  cosimplicialement  cohomotope  à  f\.  Alors  pour  tout 
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objet A  de  H ( S, A ) les  deux flèches : 

( т г* ) . ( т г ' )М • (тг ' ) . /о . /о*(7г ' )М (7Г»),(7Г »)М 

( т г % ( т г * ) М • {**)*/иК(п*УА (тГ»),(тГ *)М 

son£ simplicialement  homotopes  au  sens  de  la  définition 2.1.56  dans  H (S , A ). 

Démonstration. —  Noton s g  :  A / 1 • A l a projectio n canoniqu e e t Si  : 
A >  A/ 1 le s section s habituelles . Dir e qu e / 1 e t / 2 sont cosimplicialemen t co-

homotopes, équivaut à  dire qu'i l exist e u n morphism e d e diagrammes d e 5-schéma s : 

(Л, i d A / i ) :  (<*од,Д/1) >{&oq,A/r) 

qui s e restreint a  ji  suivan t s,,. 
Notons 7r /e^ et 7r'' ^ les projections d e &  o  q et <S  o g sur (5 , A/ 1 ) . O n en dédui t u r 

2-morphisme : 

Ç * ( ^ ) * ( ^ ) * ^ (7Г'^)*(7Г'^)*</М > (7Г/^).Л.Л*(7Г,^)*(?М 

(п'У)*(1г'У)*а*А <-^- a* (тг*) Jn*)*A 

Par adjonction , c e 2-morphisme fourni t un e flèche : 

q*q*{**U**YA >  (тг*).(тг»)М 

On vérifie aisément que cette flèche fournit bie n une homotopie au sens de 2.1.56 entre 
les deux flèches de l'énoncé . • 

Corollaire 3.4.12. -  Soit  f  :  c$ >  ^ un  morphism,e  de S-schémas cosimpliciaux. 
On notera  (7Г^\рд) et (7Г^,рд) les projections respectives  de  A ) et  A ) sur 
(5,e). Supposons  que  f est  une  équivalence  d'homotopie cosimpliciale.  Alors  la  com-
posée : 

( т г ^ Ы О * > ( т г ^ ) . Л Г ( ^ ) * (тг*).(тг*) * 

est un  2-isomorphisme  après  application  de  (рд)#. 

Démonstration. —  Soi t g  :  &  >  <S un invers e à  homotopi e près de / . L a com -
posée : 

( т г % ( т г % • ( т г * ) , / . Г ( 0 . • 

• (7T S,).fl,ff*(^). •  ( ^ ) . ( ^ ) * 

est clairemen t égal e à : 

( т г % ( ^ ) * • (тг%(/ о  «,).(/ о ду{**)* 
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Mais ( / o  g) es t cohomotop e à l'identit é d e & . I l vien t pa r l e lemm e 3.4.1 1 e t l a 
proposition 2.1.5 7 que la composée : 

( P A ) # ( 7 r % ( 7 r * ) , •  ( P A ) # ( 0. ( 7 T % •  ( P A ) # ( T T * ) . ( 0 . 

vaut l'identité . Pou r prouve r qu e l'autre composée, à  savoir : 

( P A ) # ( 7 r * ) , ( * % •  ( P A ) * ^ ) . ! ^ ) . •  ( P A ) # ( / ) , ( ^ ) . 

vaut l'identité, i l suffit d'inverse r le s rôles de f et  g dans le raisonnement précédent . • 

On es t e n mesur e d e prouver l a proposition 3.4.9 : 

Démonstration. —  Rappelon s qu e T C n =  (pA)#Xe n(0e„)*(0e„>PA)*- L e foncteu r 

X e n '  H  (Gms) >  H (5) es t éga l à Xid :  H  (Gms) •  H (S) .  Notons si n l e Gm S-
schéma simplicial obtenu par pull-back de si suivan t e n. I l vient que T e n =  (^•x )id-
De plus , le morphisme Xe„  >  Te„ s'identifi e a u morphisme Xi d •  (Mi • x)id 
induit pa r l'obje t 0 . E n appliquan t l e lemm e 3.4.1 0 à  &  =  si n, o n voi t qu e pou r 
prouver l a proposition 3.4.9, il suffit d e vérifier le s points : 

1. L e 2-morphisme d e counité :  ( P A ) # ( P A ) * •  1  e s t inversible , 

2. L e 2-morphisme d'unité :  ( P A ) * •  (Q  °  Oe n)*(q °  ^ J * ( P A ) * devien t u n iso -
morphisme après application d e ( P A ) # , 

3. Pou r tou t r  G  N, le morphism e 0 Gn (r ) :  si n(r) •Gm s es t isomorph e a u 

pull-back d'un 5-schém a via  l a projection q  : Gm s >  S . 

La premièr e conditio n découl e de l a propositio n 2.1  Al e t d u fai t qu e A  adme t u n 
objet final.  L a troisièm e conditio n est égalemen t vérifié e puisque si n(r) =  Gm^ +1 e t 
0e„ (r) est simplemen t l a projection sur l e premier facteur . I l reste à vérifier l a seconde 
condition. 

Supposons d'abord qu e n =  1.  Le morphisme d'unité 1  >  (q  o Q)*(q o  0)* coïn -
cide ave c celu i d u corollair e 3.4.1 2 appliqu é a u morphism e d e 5-schéma s cosimpli -
ciaux : 

(q o6):  ( ^ , A ) >(S,A) 

Ce morphism e es t un e équivalenc e d'homotopie cosimpliciale par l e corollaire 3.4.12. 
Il vient que :  1  >  (q  o 6)*(q o 9)* devien t un 2-isomorphisme après application de 

( P A ) # . L a première parti e de la proposition 3.4.9 est ains i prouvée. 
Dans l a suite , o n supposera qu e n  es t u n entie r non nu l e t qu e H  est Q-linéair e e t 

séparé. Remarquons d'abord que le schéma cosimplicial sin s'obtien t via  le lemme 3.4.1 
appliqué a u diagramm e : 

Gms —~ y  Gms  ̂S 
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On dispos e don c d'u n morphism e d e S-schéma s cosimpliciau x r n :  &/ n >  sé 
déduit d u diagramm e commutati f : 

Gms —•—y Gms i S 

(en)r) 

Gms Gm s ^ S 

Remarquons a u passag e qu e r n (m) :  G m ^ + 1 >  Gm™ + 1 es t donn é pa r : 
(xo,...,Xm) ~>  ( j # , # i , . . . , . T m ) . 

Revenons, à notre problème. L'égalité (9 noq) =  (6oq)or n indui t une factorisatio n 
du 2-morphism e d'unit é 1  >  (8 n o  q)*(6n o  q)* : 

1 >  (0  o q)*(0 o a)* •  (0 o q)*rn*r*n(0 o  q)* =  (0 n o  q)*{0n o  <?)* 

En utilisan t l e cas n  =  1 , on voi t qu'i l suffir a d e prouver qu e l a flèch e (1 ) est u n iso -
morphisme. Cec i se vérifie obje t pa r objet . Ainsi , on est finalemen t ramen é à prouve r 
que pour tou t m  G  iV, la flèche : 

(1) 
(0(m) o (z).(fl(m) o  q)* >  (6(in) o <?)*rn(m)*rn(m)*(0(m) o  q)* 

est inversible . I l est facil e de voir que cec i est u n ca s particulier du lemm e ci-dessous . 

Lemme 3.4.13. —  Soit  X  un  S-schéma  quasi-projectif.  Notons  q  la  projection  évi-
dente :  Gm s Xs X >  X et  en (au  lieu  de (en)^) le  X-morphisme Gm s X 5I —• 
Gms Xs X qui  consiste à  élever le  premier facteur  à  la puissance n.  Si  H  est  Q-linéaire 
et séparé,  alors  le  2-morphisme : 

<7*<f >  q*en*e^q* • q*q* 

est un  2 -isomorphisme. 

Démonstration. -  I l suffi t bie n évidemen t d e traite r l e ca s X  =  S.  O n continu e à 
utiliser le s notation s d u diagramm e (25) . Considérons l e diagramm e commutati f à 
carrés cartésiens ( à nil-immersion près ) : 

Gms —A l S 

Cn Cn 

Gms —k l

s S 
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Notons G  ~ Z / n Z le groupe de Galois du revêtement étal e e n :  Gm s •  Gms .  Ce 
groupe agi t égalemen t su r l e morphisme c n :  A  l

s >  Al

s .  On a  u n morphism e d e 
2-triangles distingué s : 

p*i*rp* >  p*p* >  P*j*J*P* >p*ûrp*[+l] 

p.en.-M !e*p* •p.e, l.**p* >  P*j*(Jn*(J*J*P* >  p*e„,* i*zV*/;*[+!] 

Le groupe G agi t su r l e triangle inférieur . Étan t donn é que H  est Q -linéaire et séparé , 
on déduit qu e la deuxième et troisièm e flèche verticale identifient l a source à la partie 
invariante sous G  d u but . O n e n dédui t qu e c'es t égalemen t l e cas pour l a premièr e 
flèche. 

Pour prouve r l e lemme, il suffit d e prouver qu e les deux flèches : 

ilp* — 1—> i le*p* e t p+p*  >  p*en *c>* 

sont inversibles . L'hive r sibili té d e l a second e flèch e découl e facilement d e l'axiom e 
d'homotopie. 

Pour prouve r l'inversibilit é d e l a premièr e flèche , on doi t passe r pa r un e méthod e 
indirecte. O n prouver a e n effe t qu e G  agi t trivialemen t su r ve*jf  ~  ve n*e*np*. O n 
peut décrir e cette actio n sur re*p * ^  rp*  d e la manière suivante . S i £ est u n élémen t 
de G, on a  un diagramm e cartésie n : 

S —^ Al 

s — U A * . 

L'action de £ est donné e par l a composée :  vp*  ——» v£*p* > rp* •  On prouver a 
que cette composé e est l'identité . Pou r cel a on invoque le diagramme commutati f : 

vp •  v^'P >  rp 

rTh(Qp)p* >rt*T\\{Q p)p* >iTh(ii p)p* 

Th(ûs)fp* >Th(Ûs)ÏCP*  >Jh(Û s)rp* 

Le résultat es t maintenan t clair . 
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Remarque 3.4.14. -• - L a conclusio n de l a second e parti e d e l a propositio n 3.4. 9 es t 
fausse à  coefficients entiers. En effe t soi t £  un nombr e premier différen t d e la caracté -
ristique du corp s de base  k.  Supposon s que H  est l e foncteur crois é qui à  un A-schéma 
X associ e la catégori e dérivée de s faisceaux d e Z/£-modules su r l e petit sit e étale de 
X. O n va montrer qu e l'obje t T CnZ/£ es t isomorph e à  : 

© r € N ( Z / * ( - r ) [ - r ] ©  Z/i{-r -  l ) [ - r -  1] ) 

dés que £ divise n. E n effet , comm e conséquence de la preuve d e la proposition 3.4.9 , 
le complex e T€n(Z/£) s'identifi e a u complex e total associ é au complex e simplicial : 

Hom(^ x Vn Gn hZ/£) 

Il est bie n connu que la réalisation étal e de ( G m ) r + 1 es t canoniquemen t isomorph e à : 

( z / * e z / * ( i ) [ i ] ) ® r 

De plu s la réalisation d e la diagonale G m >  Gm x Gm es t donné e par l a matrice : 

( o i  i  o  )  : Z / / 0 Z / £ ( 1 ) [ 1 ] • z / * e z / * ( i ) [ i ] © z / * ( i ) [ i ] e z / * ( 2 ) [ 2 ] 

Tandis qu e la réalisation d e (x.  xn) :  G m >  Gm x Gm es t donné e par : 

( o i  n  o ) : Z / £ e W ) [ 1 ] > z / * e z / * ( i ) [ i ] e z / * ( i ) [ i ] e z / * ( 2 ) [ 2 ] 

Avec ces formules, on voit que lorsqu'on passe au complexe normalisé de la réalisatio n 
de si x&m.ef  G m on trouve l e complexe 

[ . . . •  0 •  Z/£ ©  Z/£{1)[1] >  Z/£{1)[1] ©  Z/£{2)[2] 

>... >  Z/£{r)[r] ©  Z / « ( r + l ) [ r + l] > . . . ] 

Avec Z/£  ©  Z/£(l)[l] plac é en degré zéro et le s différentielles donnée s pa r : 

( ° Q

 n

Q y . Z/t(r)[r]®Z/t(r +  l)[ r + 1 ] >  Z/£(r +  l)[ r + 1]©Z/*( r +  2)[ r + 2] 

Ainsi, pou r r i divisibl e pa r L  le s différentielle s deviennen t nulle s e t o n obtien t l a 
formule annoncé e pour T Cn (Z/£)  aprè s passage a u dual . 

Ce calcu l montr e qu e l a structur e d e spécialisatio n T  n e donn e pa s toujour s de s 
motifs raisonnable s :  ainsi Y f(A) peu t n e pas êtr e de type fin i mêm e s i A  l'était . Ce 
phénomène disparaî t lorsqu'o n pass e au x coefficient s rationnel s d u moin s lorsqu e S 
est l e spectre d'u n corp s de caractéristique nulle . 
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Notons C l e A^-schéma B™  = A^[P][J7 , U~l]/(Pn -  U m.7r) >  Ax

s =  B  .  Avec 
les notations d e 3.3.2 , 6m =  e m . O n a  dans le même espri t : 

Corollaire 3.4.15. —  Supposons  que  le 2-foncteur H  est  Q-linéaire et  séparé. Pour tout 
n,m G  Nx , la  composée des  2-morphismes suivants  : 

( O * ^ ' J . i * ( e ™ ) V -^>Xe;«(e™);<r •T e .»(e™);ç* 

es£ lin 2-isomorphisme. 

Démonstration. —  Considéron s le revêtement pseudo-galoisie n de groupe G ~ Z/nZ  : 

r: B n[V,V-x] >B™ 

donné par :  U ~* V™ et P  ~>  Vm.7r1^n. I l s'agit bien d'un revêtemen t pseudo-galoisie n 
à caus e d u peti t calcu l suivant : 

# r 7 W ( ^ n -  t/ ) -  B[P][£/ , U-l][V}/{Vn -  U.  Pn -  U rn.7r) 

~ B [ P ] [ y , F - 1 ] / ( ( ^ ^ " m ) " -  TT ) - Bn[V , V "1 ] 

On sai t pa r l e lemm e 2.1.16 5 qu e l e foncteu r (6 m )* es t u n facteu r direc t d e 
rr/*r*(6™)*. I l suffi t don c de montrer que l a composée suivante : 

*V.r*(e™)V —  ^ . J * r * r * ( C ) V ^  X e - r v ^ C ) ^ * —  T ^ r ^ C ) ^ * 

est inversible . Comm e r  es t fini,  o n voi t immédiatemen t qu e cett e composé e est iso -
morphe à  : 

r „ « V ( e " ) y —  r a . z ' j . j V ( e ™ ) V ^  ^(e ^q* —  r^r^e ^Q* 

Ceci nou s ramèn e à traiter l a questio n analogu e pou r l e J5-schéma B n[V, V~ 1]. I l es t 
facile de conclure en utilisant la proposition 3.4.9 et l e fait qu e le 5-schéma B n[V, V~ l] 
est liss e au-dessus de B n. • 

On termine cette sous-sectio n pa r un e discussio n su r l a structure monoïdale . Sup -
posons que E l est u n dérivateu r algébriqu e monoïdal . homotopique e t stable . O n sait 
par l a proposition 3.2.17 que T es t naturellement un système de spécialisation pseudo -
monoïdal. D e plus , l e morphisme x  >  Y  es t u n morphism e d e système s d e spé -
cialisation pseudo-monoïdaux . O n not e l e résultat simpl e suivant : 

Proposition 3.4.16. •- - On  garde les notations de  la proposition 3 .4-9 ainsi  que  du co-
rollaire 3 .4-15. Soient  A  et  B des  objets  de  H(5). Alors : 

1- L'accouplement  :  Y\aq*A  0s Y K\q*B >  Y lc\q*(A 0 s B)  est  un  isomor-
phisme. 
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2- Supposons  que  H est  Q-linéaire et  séparé.  Les  accouplements  : 

Ten(en)*q*A %s  r e„ {e n)*q'B •  Teu(en)*q*(A ®s B) 

Ten, (e»7*</*A %{B.„)tr Y e ; ;, (e» r*<?*£ >  Te,n(e*nm)*q*(A ®s B) 

sont des  isomorphismes pour  n,  m G  N — { 0 } . 

Démonstration. Cec i découl e immédiatemen t d u fai t qu e le s composée s dans l a 
proposition 3.4. 9 et so n corollaire 3.4.15 sont de s transformations naturelle s de fonc -
teurs pseudo-monoïdaux. • 

3.4.3. Étud e de T  au-dessus d'un corp s de caractéristiqu e nulle. —  O n sup-
posera dans ce paragraphe que la base 5  es t l e spectre d'u n corp s k de caractéristiqu e 
nulle. L'hypothès e :  H est Q -linéaire et séparé e ser a essentielle dan s la suite . L e théo-
rème suivant sera appelé l e théorème d e type finitud e de s cycles proches unipotents : 

Théorème3.4.17. —  On  suppose  que  H  est  Q -linéaire et  séparé.  Soit  A  C  OD(H(/ L)) 

une classe  d'objets  quasi-stable  par twist  de  Tate.  Alors  pour  tout  Ai -schéma quasi-
projectif f  :  X  >  A l

k ,  le  foncteur  Yf  envoie  la  sous-catégorie  H^(X r / ) dans 

H № ) -

Démonstration. -  O n appliqu e l e corollaire 3.3.4 9 à  H 2 =  (H ^isch/o- e t à , la class e 
d'objets d e H(// ) formée des q*A  avec A G  A. Ceci nous ramène immédiatemen t à  vé-
rifier qu e pou r A  G  A les objets Y €n (e n)*q*A e t Y e»i (e™)*q*A son t A-constructible s 
quelque soien t le s entiers non nuls n e t tn.  Ceci découle immédiatement d e la propo-
sition 3.4. 9 et so n corollaire 3.4.15. • 

On a  également u n théorèm e d e p£-positivité : 

Théorème 3.4.18. —  On  suppose toujours  de  H  est Q-linéaire et  séparé.  On  se  donne 
un ensemble  d'objets  ^  C  Ob(H(/c)) . On  suppose  en  plus  que  l'hypothèse  2.2.58  est 
vérifiée. Alors  pour tout  A\-schéma f  :  X  >  A\ ,  le  foncteur Y /[—1] est  pt-positif. 

Démonstration. —  Pa r l e lemm e 3.2.10 , le s foncteur s Y ? commuten t au x petite s 
sommes. O n appliquera l e corollaire 3.3.50 au systèm e d e spécialisation Y [ - l ] , H 2 = 
(pH>0)|Sch/<T e t à  l'ensemble d'objet s d e H(ry ) qui son t d e la forme qA  ave c A G  . 

Il suffi t don c de vérifie r qu e le s objets Y 6 n (en )^ ! A[—1] e t Y e m (e m )^ ! A[—1] son t 
p£-positifs quelqu e soi t le s entiers non nul s n  e t m.  E n utilisan t l a propositio n 3.4. 9 
et so n corollaire 3.4.15 on obtient de s isomorphismes : 

T e „ ( e n ) ^ U [ - l ] ~  ï e „ ( e n ) ; 9 M ( l ) [ l ] ~  ^ (1 ) [1 ] 

T e S . ( e ™ ) ^ U [ - l ] c  T e ;,.(e™);<?M(2)[3] ~  (e™)^(2)[3 ] c 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2007 



84 CHAPITR E 3 . LE S FONCTEURS CYCLES PROCHES MOTIVIQUE S 

étant donné que (e n)71 e t {e 7

7[l)7] son t lisses de fibre normal trivial et que à nil-immersion 
près (e n)a e t (e T]l)a son t égalemen t lisse s de fibres normal trivial . L e résultat découle 
alors du fai t qu e l'obje t A(l)[ l ] es t bie n p£-positif dans H  (a). • 

Notons le corollaire suivant : 

Corollaire 3.4.19. —  Sous les  hypothèses et conditions du  théorème précédent,  le  fonc-
teur T i (i :  H(Gmfc ) >  H(fc) est  t-positif. 

Démonstration. E n effet , pa r le s théorème s 2.2.8 2 e t 2.2.8 6 o n a  l'inclusio n 
H>i(Gm f c) C  P H> 0 (Gm f c ) e t l'égalit é H > 0 ( < J ) -  PH> 0(<r). Ains i s i E  G  Ob(H(Gm / l.)) 
est t-positif , alor s A[+l]  es t pt-positif e t T i ci(A[+l])[—1] ~  Y^A  es t p£-positif (par l e 
théorème 3.4.18 ) donc t-positif. • 

Supposons maintenant qu e H  est u n dérivateu r algébriqu e monoïda l homotopique 
et stable e t que le 2-foncteur H  est ferm é à droite. On notera simplemen t Hom(— , — ) à 
la place de Homfj(—, —  ) le s bifoncteurs homomorphisnie s internes que l'on supposer a 
triangulés en le s deux variables . O n a  le théorème suivan t : 

Théorème 3.4.20. —  Soit  f  :  X  >  A[ un  A\.-schéma  quasi-projectif.  On  fixe un 
objet R  de  H  (A). On  définit  les  opérateurs de  dualités  :  r \(Xv) >  r \(X71)op et 
Da :  H(X a) •  r\{Xa)op par  les  formules : 

D „ ( - ) =  Hpm( - fl ,q*R) et  D a(-) =  Hom(- f aR) 

On définit  un  morphisme  de  commutation  à  la  dualité  :  T j D 7 / >  DC TTy en  pre-

nant la  composée : 

TfDr, =  T fDq

f*R •  DJuiqmRrf D f r f =  D aTf 

avec les  notations  de  la  proposition  3.1.16,  du  corollaire  3.1.18.  Pour  toute  classe 
d'objets A  C Ob(H(fc)) et  tout  objet  E  de  r\c£(X7]) le  morphisme : 

TfD„(E) •  D*? f(E) 

est inversible. 

Démonstration. —  I l suffi t bie n évidemen t d e considére r l e ca s A  =  Ob(H(&)) . 
On adopt e le s notation s d e 3.1.1 6 e t 3.1.18 . O n montrer a qu e l e morphism e : 

TfDq

f*R{E) •  Djuiq*Rrf{E) es t inversible . Pa r l e corollair e 3.1.18 , o n sai t 

que l e morphism e e n questio n es t sous-jacen t à  u n morphism e d e système s d e 
spécialisation : 

XDq*R >  D T i , l f / * f l T 

Ainsi, en appliquan t l e théorème 3.3.46 , on voit qu'i l suffi t d e prouver qu e pour tou t 
n G  N et A  G  Ob(H(A;)), le s morphismes : 

TeDiR{(en)tq*A) •  DJr mRT*A(en)*nq*A) 
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et 
Te). D'>;R((e}Xq*A) >  0 > " < * я Т е , ( ( e ^ g M ) 

sont inversibles . On considérera uniquement l e premier morphisme , l e second se traite 
exactement d e l a mêm e façon . Pa r définition , l e morphism e e n questio n es t obten u 
par adjonctio n d e T  accouplement : 

repiR((en):jq*A) 0  ? t.n((en)*q*A) >TenDfn

R((en)*nq*A) 0 ((e n)tfA) 

^ T B | l ( ( P M ) ; g * f l ) ~ W f l 

Remarquons qu e Df n

R((en)*q*A) =  H o m ^ n ^ M ) , (en)\^R) ^  Hom(((e n);</M), 
(en)*q*R) ~  (e n)*q*Hgn\(A. R)  puisqu e (e n)n es t étale et que q est lisse . On se ramèn e 
donc à  étudie r 1" accouplement : 

T e „ (e T I)*g*Hom(A R) ®  Tc „ ( en ) ; g M >  TC | I (e„)J<z*(Htom(A i?.) 0 A) 

^ T ^ K ) ; g * i ? 

Par l a propositio n 3.4.9 , o n dispos e d'u n isomorphism e d e foncteur s pseudo -
monoïdaux 1  ~  Y (.n (c n)*q*. I l vien t qu e l'accouplemen t ci-dessu s es t isomorph e 
à 1* accouplement éviden t :  Hom(A. R) ©  A >  R .  Ce t accouplemen t fourni t pa r 
adjonction risomorphism e identit é :  Hom(A R) ==  Homi A. R.)  . Le théorème es t 
prouvé. • 

3.5. L e systèm e d e spécialisatio n ^ 

Dans c e numéro, o n donne l a définition de s foncteurs cycle s proches dans le cadr e 
d'un 2-foncteu r homotopiqu e stable. L a définition de s foncteurs \I / est un e variation d e 
la définition d e T qu i tient en compte le coté discret d u groupe fondamental motiviqu e 
de G m à savoi r le s revêtement s étale s finis . O n s e plac e d e nouvea u au-dessu s d'u n 
schéma de base  général  S. 

3.5.1. L e diagramme d e schéma s (âf. A x  Nx ) . —  Sau f mention d u contraire l e 
symbole N x désigner a l a catégori e direct e associé e à  l'ensembl e de s entier s naturels 
non nul s ordonn é pa r l'oppos é de l a relatio n d e divisibilité . Le s objet s d e N x ( à l a 
différence d e ceux de A) seron t simplemen t noté s n , //i, r, L'existenc e d'une flèche 
77/ — > n signifi e donc que n  divis e m. 

Définition 3.5.1. -  Le  diagramme  de  S-schémas  (<?.N X) est  dorme  par le  foncteur 
S :  N x >Sch/ S qui  : 

à un  entier  n  associe  toujours  le  schéma Gms, 
à une  flèche m  1— > n associe  le  morphisme (.)̂ r :  Gms  >Gms  élévation  à 
la puissance ~. 
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Remarque 3.5.2. —  O n dispos e d'un morphism e éviden t d e diagrammes d e schéma s 
e :  (ê\  N x )  >  Gm  O n peut pense r à  e  comme étant l e revêtement étal e universe l 
de Gm . 

Pour obteni r le s foncteurs cycle s proches totaux, i l faut utilise r u n revêtemen t d e 
Gm qu i soi t plu s fi n qu e le revêtement étal e universe l S/Gm  ains i qu e le revêtemen t 
universel unipoten t si/Gm  : 

Définition 3.5.3. —  On  définit  un  objet  cosimplicial  M  en  N x -diagrammes de  S-
schéma en  appliquant  le lemme 3 .4-1 au diagramme de  DiaSch/S ; 

(<f,N x ) —  (<?,N X) <-i — (S .N X ) 

On peut  voir  comme  un  diagramme  de S-schémas indicé  par la catégorie A  x  N x . 

On défini t u n morphism e de diagrammes d e S-schémas : 

( 0 * , P A X N * ) : ( « , A x N x ) •Gm s 

en prenan t l a composé e :  (,^ , A x  N x ) >  (<?.Nx ) •Gm s •  On noter a doré -
navant ( 0 ^ , P A ) l e morphisme si  •  Gms •  Les deux lemmes ci-dessous résument 
quelques propriétés évidentes de «â ? : 

Lemme 3.5.4. —  Soit  rn :  A  •  A x  N x le  foncteur qui  envoie l'objet  r  sur (r, n). 
On a  : 

1. Le  diagramme  de  S-schémas ( l o r n , A ) s'identifie  canoniquement  à  (si,  A). 
2. On  a  un carré  commutatif  de  morphism.es de diagrammes de  S-schémas : 

( ^ , A ) ^ ( £ A x N x ) 

0 c / 0* 

Gms •  Gm s 
où e n désigne  l'élévation à  la puissance n. 

Dans le même esprit, o n a : 

Lemme 3.5.5. —  Soit  K N :  ( A x  N x ) •  (A x  N x ) le  foncteur qui  envoie  l'objet 
(r, m ) sur  (r , m.n). On  a  : 

1. Le  diagramme  de  S-schémas  (M  o  KN. A x  N x ) s'identifie  canoniquement  à 
( < ^ , A x N x ) . 

2. Gardons  les notations ci-dessus.  Pour  tout  entier  non  nul  l, le  diagramme sui-
vant : 

(si, A ) — ( P I , A  x  Nx ) >  Gm s 

(si, A ) — ( , < % , A  x  Nx ) •  Gm s 
est commutatif 
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3.5.2. Définitio n de \I> . Normalisation. —  Voic i la définition de s foncteurs cycles 
proches : 

Définition 3.5.6 

1- Avec  les  notations de  3.2.3, on  appelle  \£ le système de  spécialisation ^•x-  Les 
foncteurs \I> / seront  appelés  les foncteurs cycles  proches  (totaux). 

2- On  appelle  également T n le  système de  spécialisation  (M  orn) •  x-  On  dispose 
alors de  morphismes de  systèmes de  spécialisation : 

rri : T n >  V 

3- On  appelle  finalement \£ n le  système  de  spécialisation  (S&  o  KN) •  x-  P ar ^ a 

définition 3.2.13  on  dispose alors d'un carré  commutatif de  systèmes de  spécialisation : 

fin T /

 >  \jjTl 

T "  •  Ф 

К 71 

Remarque 3.5.7. — L e système d e spécialisation T 1 s'identifi e canoniquemen t a u sys-
tème d e spécialisatio n T  considèr e dan s l a sectio n 3.4 . Pa r construction , o n dispos e 
de morphisme s d e systèmes d e spécialisatio n T n >  T nl e t \I > est l a N x-colimite 
des T n (e n un sen s qu e l'o n peut facilemen t formaliser) . 

Lemme 3.5.8. - — Pour tout  entier  non  nul  n,  le  morphisme  de  systèmes  de  spéciali-
sation ^ n >  \I> est  inversible. 

Démonstration. —  Cec i découl e immédiatemen t d e l a définitio n e t d u fai t qu e l e 
foncteur —  x  r? , : N x >  Nx es t filtran t a u sen s d e l a définition 2.1.50 . • 

Soit n  u n entie r no n nul . Étan t donn é u n S'-morphism e quasi-projecti f /  : 
X >  Ag ,  on défini t f n :  X n >  A§ comm e étant l e pull-back de /  suivan t 

en :  A ^ >  A], .  O n appeller a alor s e n :  X n >  X l e B-morphism e évident . 
On dispose d'un isomorphism e canoniqu e d e diagrammes d e X-schémas : 

A X  NX )  Xcm s Xn >  (#  O  «n , A X  NX )  XGm s X 

On dédui t alor s immédiatemen t u n isomorphism e :  —— > f n ( e n )* .  Par l a pro -
position 3.1.6, les 1-morphismes \I > jn ( e n )* s'organisen t en un système de spécialisatio n 
qu'on noter a e n •  \£. 
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La mêm e discussio n s'appliqu e à  T . Ains i pou r tou t n , o n a  e n •  T  ~  T n . O n 
déduit : 

Proposition 3.5.9. —  / / existe  un  isomorphisme  de  systèmes  de  spécialisation  : 
# >  en •  #  . 

Lorsque M est u n dérivateur  algébrique monoïda l homotopique et stable , l e système 
de spécialisatio n \ £ es t égalemen t pseudo-monoïdal . O n vérifi e aisémen t qu e l'iso -
morphisme \1 > >  e n •  \I > es t u n morphism e d e systèmes d e spécialisation pseudo -
monoïdaux. 

On a  l e résultat d e normalisation suivan t : 

Lemme 3.5.10. —  Avec  les  notations  du  diagramme  (25),  la  composée  des  2-
morphismes suivants  : 

1 i  *p* •  i*j*j*P* XidQ*  >  *  idtf* 

est un  2-isomorphisme.  En  d'autres  termes  le  2-morphisme  T l(\q* >  ^idÇ* e s ^ 
inversible. 

Démonstration. —  Pa r l a remarque 3.5.7. ^  es t l a colimite des T n . I l suffira don c de 
prouver qu e le s morphismes : 

W •  T|*D 9 * ~  x i d ( e n ) ; g * 

sont de s isomorphismes . Remarquon s pou r cela , qu'on a  un digramm e commutati f : 

1 •  X\<\q* >  T-uiq* 
M 

1 >  Xui(en):,q* > Tiá(en)*q* 

On dédui t alor s l e résultat recherch é e n utilisan t l a propositio n 3.4. 9 qu i assur e qu e 
les deux composées horizontales d u diagramm e ci-dessus  son t de s isomorphismes. • 

Remarque 3.5.11. O n fer a attentio n qu e dan s l a preuv e ci-dessus , o n a  utilis é l e 
foncteur Tid(e n)* e t no n T C ï l ( e n ) * . E n effet , l a composé e : 

1 •  XeH (en)*q* >  T C î l (en)Í,q* 

n'est pa s inversibl e e n généra l (voi r la remarque 3.4.14). 

On peu t alor s déduir e l e résultat d e normalisation suivan t 

Proposition 3.5.12 

1- Soit  n un  entier  inversible  sur S. On  note c n le  S-schéma S[T)/(T n —  1) >  S . 
Il existe  un  isomorphisme  canonique  :  ^ en(en)*q* ~  c n*cn. 
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2- Soient  n  et  m des  entiers  inversibles  sur S.  On  note c™  le  morphisme étale  de 
S-schémas : 

S[U, U-l]/{Qn -  U m) •  S[U, t /"1 ] 

Il existe  un  isomorphisme  canonique  :  ^ em(e™)*g* ~  (c™ )*(cn )*( en • 

Démonstration. —  Noton s / l'u n de s morphismes e n o u e™.  Vu la proposition 3.5.9, 
on peu t remplace r /  pa r f n. Remarquon s alor s le s faits suivant s : 

- L e A^-schéma (e n)n es t donn é par : 

(Bn)n =  S[P,  7T ]/PN ~  7T N •  5 [7T] 

On défini t alor s un morphism e de A^-schémas : 

u :  S [7r][Tn -  1 ] >  S[TT , P]/{P N -  7rn) 

qui consist e à  envoye r P  su r T.ir.  I l es t clair e qu e u  es t fini,  qu'i l indui t u n 
isomorphisme sur l a fibre générique et qu e sa fibre spéciale est égal e à c n ( à une 
nil-immersion près) . De plus, l e A^-schéma 5[7r][Tn — 1] est liss e (e n fait étale) . 

- L e A^-schémas (e™) n

 e«t donné par : 

( B ™ ) „ =  S[TT , U, U-L][P]/(PN -  U m.irn) >  S[ir] 

On défini t alor s un morphism e de A^-schémas : 

v :  5[TT , £/, U-l}[Q]l(Qn -  U rn) >  5[TT , £/, U-1][P]/{Pn -  U m.irn) 

qui consist e à  envoye r P  su r Q ~1.TT. I l es t clai r qu e v  es t fini,  qu'i l indui t u n 
isomorphisme su r s a fibre  génériqu e e t qu e s a fibre  spécial e est donné e pa r c m 

à une nil-immersion près . De plus, le A^-schéma S[ir, U,  U~1][Q]/(Qn —  U771) es t 
lisse. 

On dédui t alor s que : 

* ( e „ ) „ o U ( ( e „ ) „ o  u)*nq* ~ ( (e„) „ o  < e t ^ ( e , „ ) „ 0 1 , ( ( e ™ ) n o  v)*}q* ~ o  « )* 

Le résultat découle immédiatement d u faitque u a*ty(eri)nOU ~  ^( e „.)„ e t îv*\P( em)H O U — 

*(e;;.)„- • 

Remarque 3.5.13. -• - L a techniqu e utilisé e dan s l a preuv e ci-dessu s sera utilisée plu -
sieurs foi s dans la suite. Par exemple , elle permettra de réduire le s conditions à vérifier 
pour l a validité d u théorème 3.3.4 6 au seu l cas du ^-schém a identité . 

3.5.3. Étud e d e ^  au-dessu s d'u n corp s d e caractéristiqu e nulle . —  Dan s 
cette sous-sectio n le schéma de base S  ser a le spectre d'u n corp s k d e caractéristiqu e 
nulle. O n établir a pou r \ £ le s analogue s de s théorème s d e constructibilit é e t d e pt-
positivité pour T. Contrairement a u cas de T ce s analogues sont valables à coefficients 
entiers. C'es t là , l'un de s principaux avantage s d e ^  su r T . 
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Théorème3.5.14. — Soit  A  C  Ob(H (A:)) une  classe  d'objets  quasi-stable  par  twist  de 
Tate. Alors  pour  tout  A\-schéma  quasi-projectif  f  :  X  >  Aj, ,  le  foncteur 
envoie la  sous-catégorie H^(X 7)) dans  r\^(X a). 

Démonstration. —  O n appliqu e l e corollaire 3.3.4 9 à  H 2 = (H^)|s ch/tr e t à  l a class e 
d'objets d e H  (77) formée des q*A  ave c A e  A.  Cec i nous ramène immédiatement à  vé-
rifier qu e pou r A  e  A  les objets V eti(en)*q*A e t V en,(e%)*q*A son t A-constructible s 
quelque soi t le s entiers non nul s 77 , et rn.  Cec i découle immédiatement d e l a proposi -
tion 3.5.12 . • 

On a  également u n théorèm e d e p£-positivité : 

Théorème 3.5.15. —  On  se donne un  ensemble  d'objets  ^ C  Ob(H(A:)). On  suppose en 
plus de  l'hypothèse  2.2.58  est  vérifiée.  Alors  pour  tout  A\-schéma  f  :  X  >  A\ , 
le foncteur 1 ] est  pt-positif. 

Démonstration. —  Pa r l e lemm e 3.2.10 , le s foncteur s ^ ? commuten t au x petite s 
sommes. On appliquer a l e corollaire 3.3.50 au systèm e d e spécialisation 1] , H2 = 
(pH>o)|Sch/o- e t à  l'ensemble d'objet s d e H(7/ ) qu i son t d e l a form e qA  ave c A  G  *3. 

Il suffi t don c de vérifie r qu e le s objet s {e n)^qmA[— 1 ] et ^ em(eJ[ l)^ !A[—1] son t 
p£-positifs quelqu e soient le s entiers non nuls 77 et m.  E n utilisant la proposition 3.5.1 2 
on obtien t de s isomorphisme s : 

*eAen)y-A[-l} ~  * e „ ( e n ) ; g M ( l ) [ l ] ~  c „ . < A ( l ) [ l ] ~  c n,JnA(l)[l] 

*e.„{e™%jA[-\] ~ *e;;.(C)r,qM(2)[3] ^ ( 0 4 C ) * ( C ) ; Y 2 ) [ 3] 

^ ( 0 ( C ) ! ( C ) U ( i ) [ i 
étant donné que ( e n ) r / e t (e™) r ; son t lisses de fibre normal trivial et que à nil-immersio n 
près (e n)o- e t (e™) a sont égalemen t lisse s d e fibres norma l trivial . Le résultat découl e 
alors d u fai t qu e l'obje t A(l)[ l ] es t bie n pt-positif dan s H  (a). • 

Notons l e corollaire suivant : 

Corollaire 3.5.16. —  Sous  les  hypothèses et  conditions du  théorème précédent,  le  fonc-
teur \I>i d :  H(Gmfc ) >  H(fc) est  t-positif. 

Démonstration. —  E n effet , pa r le s théorèm e 2.2.8 2 e t 2.2.8 6 o n a  l'inclusio n 
H>i(Gm f c) C  pH>o(Gm f e) e t l'égalit é H >0(cr) =  pH>0(cr). Ains i si  E  e  Ob(H(Gm fc)) 
est t-positif , alor s es t p£-positif e t # i d ( A [ + l ] ) [ - l ] ~  $idA  es t pt-positif (pa r l e 
théorème ci-dessus ) don c t-positif. • 

Supposons dans la suite que H est u n dérivateur algébrique monoïdal , homotopique 
et stable . L e système d e spécialisatio n \I > est don c naturellement u n systèm e d e spé -
cialisation pseudo-monoïda l e t l e morphisme T  >  $ respect e le s accouplements . 
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Une de s propriété s qu'on t le s foncteur s cycle s proches totau x e t qu e n'on t pa s le s 
foncteurs cycle s proches unipotents (mêm e à coefficient s rationnels) es t : 

Théorème 3.5.17'. —  (Cornm/utation  au  produit  extérieur)  On  se  donne  une  classe 
d'objets A  dans  Y\{k).  Soient  f  :  X  >  A\ et  g :  Y  >  A\ deux  A\-schémas. 
Soient A  G  r \(X71) et  B  E  r \(Yv) deux  objets  A-constructibles.  Le  morphisme  cano-
nique de  r\(X a x  (j Yfj ) : 

9f (A)  B V g(B) •  *f*,ig(A M  B) 
"k 

est un  isomorphisme. 

Démonstration. —  I l suffit d e traiter le cas A = Ob(H (/j)). Fixons d'abord l e fc-schéma 
X e t l'obje t A  e t faison s varie r Y  e t B.  E n combinan t le s proposition s 3.1. 6 3.1.13, 
on obtien t deu x système s d e spécialisatio n ^ x,nA e t i& x»&f(A) d e H ĉh/r? vers l e 2-
foncteur homotopiqu e stable Hx„  défin i su r Sch/c r pa r Y\x„{T)  =  H(X CT x & T). Ces 
systèmes d e spécialisation son t donné s pa r : 

- ^ ' 4 ( - ) = * / x 9 ( . 4 H - ), 

- yf-*f{A)(-) =  Vf(A)®* Q(-). 
Le morphisme de l'énoncé défini un morphisme de systèmes de spécialisation. Ainsi par 
le théorème 3.3.46 , il suffit d e considérer le s cas :  g = e n o u g = e™  et B  =  (e n)*q*D 
ou B =  (e n

n,)*q*D ave c D G  Ob(H(/c)). Comme pour la preuve de la proposition 3.5.12, 
on a  l a libert é d e remplace r g  pa r g n. I l es t égalemen t facil e (e n utilisant l a formul e 
de projectio n pou r le s image s directe s projective s cohomologiques ) d e s e ramener à 
g —  en o  u e t g  =  e ™ o v (ave c les notation s d e l a preuv e d e l a propositio n 3.5.12). 
Mais dans ces cas, g  est lisse . Ceci prouve qu'i l suffi t d e prendre g = id et  B  =  q*D. 

Par symétrie , o n peut égalemen t suppose r qu e /  =  i d et A  =  q*C. Il suffit don c de 
prouver qu e l'accouplemen t : 

*idq*C ®  *idq*D •  #idÇ*(C <g> D) 

est inversible . Ceci est vrai par l a proposition 3.5.12 qui affirme que le foncteur pseudo-
monoïdal \£id<Z * est isomorph e au foncteu r pseudo-monoïda l identité. • 

Corollaire 3.5.18. —  Gardons  les notations du  théorème précédent.  On  suppose que H 
admet les  petites sommes,  qu  'il est parfait pour  elles  et qu  'il est engendré  par la  base. 
Alors l'accouplement  extérieur  : 

Vf (A)  B V g(B) >  V fXBg(A B  B) 

est un  isomorphisme  pour  tout  (A,B)  G  Ob(H(Xr /)) x  Ob(H(Y^)) . 

Démonstration. —  E n effet , sou s ces conditions, les foncteur 9f  ains i que le produi t 
tensoriel commuten t au x petite s sommes. • 
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Le cas /  =  g  = i d est particulièremen t intéressan t : 

Corollaire 3.5.19. —  Sous  les  hypothèses  du  corollaire  précédent,  le  foncteur : 
H (77) >  H  (s) est  monoïdal. 

Supposons e n plu s qu e l e 2-foncteu r H  est ferm é à  droite . O n noter a simplemen t 
Hom(—, — ) à  la place de Hom^f—. — ) les bifoncteurs homomorphisme s internes qu'on 
supposera triangulé s en les deux variables. O n a  le théorème suivan t : 

Théorème 3.5.20. —  Soit  f  :  X  >  Âj. un  &\-schéma quasi-projectif.  On  fixe un 
objet R  de  H(k). On  définit  les  opérateurs de  dualités  D 7] :  H(X r ? ) y  r\(X r])op et 
Da :  H(X C T) V  H ( X a ) o p par  les  formules : 

D „ ( - ) =  Hom( - ffrR)  et  D f f ( -) =  Hom( - f aR) 

On définit  un  morphisme  de  commutation  à  la  dualité :  \£ /D 7 ? y  Da9f en  pre-
nant la  composée : 

* / D „ =  9 fDf R y  D* uiqmRVf DfVf  =  D aVf 

avec les  notations  de  la  proposition 3.1.16  et  du  corollaire  3.1.18.  Pour  toute  classe 
d'objets A  C Ob(H(fc)) et  tout  objet  E  de  H%(X ri) le  morphisme : 

* / D „ ( £ ) >Da*f(E) 

est inversible. 

Démonstration. —  I l suffi t bie n évidemen t d e considére r l e ca s A  =  Ob(H(fc)) . 
On adopt e le s notation s d e l a propositio n 3.1.16 . On montrer a qu e l e morphism e : 
VfD}* R(E) y  Df uiqmRVf(E) es t inversible . Par l e corollaire 3.1.18, on sait que le 

morphisme en question est sous-jacen t à  un morphisme de systèmes de spécialisation : 

- ^ ' 4 ( - ) = * / x 9 ( . 4 H - ), 

En appliquan t l e théorème 3.3.46 , on se ramène à  traiter l e cas /  =  e n o u /  =  eJJ 1 e t 
E =  q*(e n)*q*F o u E =  q*{e%)*q*F  pou r F  G  Ob(H(fc)). On dispose d'un diagramm e 
commutatif d e systèmes d e spécialisation : 

# o  D(1*R y  D*" 1''*7* o ^ 
I > K 

(e n •  tf) o D(>*R •  D <c " # * ^ * o  (e n • 

Ceci nous permettra de remplacer e n e t e™  par ( e n ) n et (e™) n . E n utilisan t l a com -
mutation ave c l a dualit é de s image s directe s cohomologique s par de s morphisme s 
projectifs, o n se ramène mêm e à supposer que /  es t éga l à (e n)nou o u (e^) nov (ave c 
les notations d e la preuve de la proposition 3.5.12). Mais alors /  es t lisse , ce qui nous 
ramène e n fin  d e compt e à  /  =  id . Pou r traite r c e cas , o n procèd e comme pour l a 
preuve d u théorèm e 3.4.20. 
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Par définition , l e morphisme en question es t obten u pa r adjonctio n d e l'accouple-
ment : 

*idD&R(q*A) ®  ttidfaM)  >  9 id^R(q*A) ®  (q*A) >  V id(q*R) 

Remarquons qu e D q

d

R(q*A) =  Hom((7*A q*R) ~  r/* Hom(A R) puisqu e q  es t lisse . 
On s e ramène don c à étudier 1*accouplemen t : 

#idtf*Hom(A R) ®  V\dq*A >  ^^g*(Hom(A R)  ®  A) >  V\ dq*R. 

Par l a propositio n 3 .5.12 , o n dispos e d'u n isomorphism e d e foncteur s pseudo -
monoïdaux Id ~ ̂ idtf* - H  vien t qu e l'accouplemen t ci-dessu s es t isomorph e à 
1* accouplement éviden t :  Horn ( A R)  ®  A >  R .  Ce t accouplemen t fourni t pa r 
adjonction risomorphisni e identit é :  Hom(A R)  =====  Hom(A R)  .  Le théorème es t 
prouvé. • 

3.6. L e système de spécialisatio n logarithmique et le  triangle de monodro -
mie 

Le bu t d e cette section est de construire un 2-triangle de systèmes de spécialisation : 

(26) T ( - l ) [ - l ] •  x >  T —^  T(-!) 

qu'on appeller a l e triangle d e monodromie . La transformatio n naturell e N  jouer a l e 
rôle d e l'opérateu r d e monodromie . bien conn u dan s le s situation s classiques . Pou r 
mener à  bie n notr e construction , o n v a devoi r supposer qu e H  est Q-linéaire , ains i 
que d'autre s condition s techniques . Toutefois , ces conditions sont vérifiée s pou r le s 
2-foncteurs homotopique s stables D M Q e t S H Q (lorsqu e le corps de base  n'es t pa s 
ordonnable) . O n aur a besoi n d ' introduire u n systèm e d e spécialisatio n auxiliair e log . 
Pour l e construire, quelque s préliminaires son t nécessaire s : 

3.6.1. Préliminaires . —  L e système de spécialisation lo g sera construit à  partir de 
X en prenant pour \og r{ — ) le foncteur Xf(~^f*r^

0fj) a v e c 1 1 1 1 objet H(Gm) bie n 
choisi qu'on appellera l e logarithme. Ce t objet , ou plutôt so n dual considér é comme 
un pro-objet , est bie n connu. Il intervient pa r exempl e dans l a construction des poly-
logarithmes (voi r [BD94 ] e t [Wil97]) . Notons que classiquement, l e logarithme a  été 
considéré dans le s catégories de réalisations (faisceau x Sadiques, module s de Hodge . 
etc) pou r lesquel s o n dispos e d e f-structure s motiviques . Cec i facilit e l a construc -
tion puisqu'o n es t ramen é à  raisonner dan s l e coeur motivique qui es t un e catégori e 
abélienne tensorielle . Étan t donn é qu e l'existenc e d'un e ^-structur e motiviqu e pou r 
D M Q es t l'u n de s problèmes ouverts les plus difficiles dans l a théorie des motifs, une 
construction directe basée sur des techniques triangulées s'impose . Le but d e ces préli-
minaires est de formaliser la construction de l'objet Jè f og dans le cadre d'une catégorie 
triangulée (pa r oppositio n au cadr e abélien). 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE D E FRANCE 2007 



94 CHAPITR E 3. LES FONCTEUR S CYCLES PROCHES MOTIVIQUE S 

On s e donne une catégori e monoïdale triangulée (T . (g) ) symétriqu e e t unitair e a u 
sens de 2.1.148 . On supposera qu e T est Q-linéair e e t pseudo-abélienn e et o n noter a 
1 so n obje t unité . Etan t donn é u n obje t A  d e T , o n dédui t de s représentation s d e 
l'algèbre d u group e symétrique Q[E n ] sur A® n pa r l a méthod e usuelle . Étant donn é 
un projecteu r p  d e Q[D n ] on peut don c parle r d e l'imag e lmage( p :  A®n) d e p  dan s 
A®n. Lorsqu e p =  ±  E ^ s , , 9  (resp . p =  ±  Z ^ € E F I

 s i g n (#) -#) o n noter a cett e imag e 
par Sym nA (resp . A\t nA). 

On supposer a donn é un triangl e distingu é d e T : 

(27) v —^—> • g — x —^—>• 

tel qu e les conditions de l'hypothèse suivante son t vérifiée s : 

Hypothèse 3.6.1 

1- Le s objets v  e t À  sont inversible s et le s objets Alt 2i/ et Alt 2À son t nuls , 

2- Le s groupes d'homomorphismes homT(^®n, A® n[A;]) son t nul s pour n  G  N — { 0} 
et A ; G { - 1 , 0 }. 

3- L e groupe d'homomorphisme homo-(À, v) es t nul . L'annulateur dans endg-(l ) de 
l'élément c  G honvr(À, ^[+1]) es t rédui t à  l'idéal nul . 

Remarque 3.6.2. —  Le s données ci-dessus sont autoduales . E n effet , dan s T o p , l e tri-
angle distingué : 

a' b'  d 

avec i / =  A , A' =  v,  a!  = 6 o p , b'  = a op e t d  =  - ( c [ - l ] ) o p vérifi e bien le s conditions 
de l'hypothès e 3.6.1 . Cec i permettr a d'effectue r de s raisonnement s pa r dualit é dan s 
la suite . 

Les troi s lemme s suivant s seron t utilisé s a u cour s d e l a preuv e d e l a proposi -
tion 3.6.6 . Ils sont de s conséquences directes de l'hypothèse 3.6. 1 : 

Lemme 3.6.3. —  Le  triangle  distingué  (27)  n'admet  pas  d'endomorphismes  non  tri-
viaux induisant  l'identité  sur  £.  En  particulier,  une  flèche  a  :  v  >  v rendant 
commutatif le  carré : 

a n v >  e 

^ «  p v >  é 

est forcément  l'identité  de  v. De  même, une  flèche  fi  :  A  > • A  rendant  commutatif 
le carré  : 

v >_ A 

â — — > A 
est forcément  l'identité  de  A. 
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Démonstration. —  O n se donne un endomorphism e du triangl e distingu é (27 ) : 

v >  6 >  A -

a I I 1 ^ i 
t — g — ^ A  > 

En retranchan t à  ce t endomorphisme , l'automorphism e identité , o n obtien t l'endo -
morphisme : 

v —g — A • 

и —̂—> S ——> Л >v[+l] 

a-id 0  0 - i d a _ i d 

On prouvera que a — id = 0  et f3  — id = 0 . Par dualit é (voi r la remarque 3.6.2 ) il suffi t 
de traiter uniquement l a première égalité . E n remarquan t que la composée : 

i/ >  v >  é 

est nulle , o n déduit un e factorisatio n : 

A[-l ] 
a — id 

Mais par l'hypothès e homg-(^ , A[—1]) = 0 . D'où le résultat. • 

Lemme 3.6.4. —  On  a  les  annulations  suivantes  :  hom^A, S) =  0 , hom<j(<? , v) =  0 . 
On a  également  les  deux chaînes  d'isomorphismes  : 

horriT^,^) 

hoiriT(<?, S) -

->homT(i/,<f) <- • honig-(i/, Ï/) ~  endo-(l ) 

hom«j(A, A) ~ end«j(l ) homT(<f, A) <-

Démonstration. —  Montron s d'abor d qu e hom^A , g) =  0 . Pou r cela , o n écri t le s 
premiers terme s d e la suite exacte longue associée au triangl e (27 ) : 

hom«j(A, v) >  hom^A, S) >  hom^(A, A) >  hom<r(A, ^[+1]) 

Par hypothèse , o n a  :  honio-(A , i/) =  0 . I l rest e à  prouve r qu e :  honvr(A , A) — > 
hom^r(A, z/[+l]) es t injectif . Ce t homornorphism e envoi e l'identité d e A  sur l e mor -
phisme connectan t c  d u triangl e (27) . C'es t égalemen t u n morphism e d e end(l) -
module. Étant donné que A  est inversible , end(A) es t u n end(l)-modul e libre de rang 
1 engendré par idA - Il vient pa r l a troisième condition de l'hypothèse 3.6.1 que l'homo-
morphisme qu i nou s préoccup e est bie n injectif . Pa r dualit é (voi r l a remarque 3.6.2 ) 
on obtien t égalemen t l'annulatio n d e homjfë, v). 
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Passons au x chaîne s d'isomorphismes . Noton s tout d e suite que l a second e chaîn e 
s'obtient à  parti r d e l a premièr e pa r dualit é (voi r remarque 3.6.2). Considéron s riio -
momorphisme : 

(28) hom 7(u. v)  •  homg-(ï/. S) 

Écrivons les premiers ternie s de l a suite exacte longu e associée au triangl e (27 ) : 

honi'j(z/, A[—1]) >  1IOIIIT(ZA V)  >  \\o\\vy{y. (f) >  honi9-(iA À) 

Par hypothèse , honi'j(z/ , À) =  honi'j(i/ , A[—1]) = 0 . I l vient qu e riiomomorphisme (28 ) 
est bie n inversible . E n particulier . honiT(zA fi)  es t u n end(l)-modul e libr e d e rang 1 
engendré pa r a. 

Pour terminer , i l nous reste à  traiter riiomomorphisme : 

(29) hoin T(rf. (?) >  hom 7(i/. <?) 

Ecrivons les premiers ternie s de l a suite exacte longu e associée au triangl e (27 ) : 

honi'j(À. (f) >  lioni'j(r^. 6) >  hoill'j(7A (f) 

On a  v u qu e honiT(A.<? ) =  0 . Cec i montre qu e (29 ) es t injectif . Montron s qu'i l es t 
également surjectif . Remarquon s pou r cela , que l'identit é de S  es t envoyé e sur a  pa r 
cet homomorphisme. La subjectivité découl e alors du fait qu e (29) est un morphisme d e 
end(l)-modules et que lioiii'j(/y. S1) es t engendr é pa r a  en tant que end(l)-module. • 

Lemme 3.6.5. On  a  hom.j(^ A  2 A ) = 0  et  liom. T(z/ 0 S  <g > A) = 0 . 

Démonstration. -  Pou r lioni^r (tf0z/[+l], A 2\) i l suffit d e considérer l a suite exacte : 

homo-(A<g>i/[+l]. A® A) »  homcr(<?&-ï/[-hl]. \Z A ) >  honvr(i/ ®  A ® A) 

Par dualité , on a  l'annulât ion d e lioin<j(^ 2 v[+l].é?  2  A) . • 

La propositio n suivant e jouera u n rôl e importan t dan s l a suite , notammen t dan s 
la constructio n de s triangles distingués d u théorèm e 3.6.1 0 : 

Proposition 3.6.6. Il  existe  un  unique  morphisme  l  :  Alt 2(^T) >  v ® A rendant 
commutatif le  carré  suivant : 

(30) 
Alt2,? ——> v  :•: A 

l 
a 7. id 

fi y. fi x^—l /;  \ 
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De même,  il  existe  un  unique  morphisme  k  :  v  <g>  A 
le carré  suivant  : 

-» Alt2<f rendant  commutatif 

„ a <8 id X 8 
(31) id .X) 6  j 

-^->Alt2<? 

Zte pZiis /es morphismes  l  et  k  sont  des  isomorphismes  tels  que  :  l o k =  ^id ^A et 
kol =  ^idA l t2^. 

Démonstration. —  O n divise la preuve en plusieurs étapes . O n montre d'abord l'exis-
tence d e l  e t k.  Ensuite , o n prouv e l a relatio n 21  o  k =  id. On utiliser a cec i pou r 
construire u n triangl e distingu é d e la forme : 

v <g> v >  ë®£ >  (i / <g> A) 0 ( A <g> S) >  v (g) (32) v  <g> v 

pour lequel on explicitera l'action du groupe symétrique £ 2 =  — ! } • O n montrer a 
que /  es t inversibl e e n passan t a u facteu r direc t altern é de c e triangle distingué . L a 
dernière étap e es t consacré e à l'unicit é d e l  et k. 

Etape 1.  Construction  de  l et  de  k. -  L a composée : 

Alt2<? • 
id( 

A •  A (8 ) A 

est nulle . E n effet , o n a un diagramm e commutati f : 

AltV • -> Alt2 A 

S S - <? - -> 0  A  • - • A ® A 

et l'objet Alt 2A est nul. En utilisant le triangle distingué :  v®\ — > S(g) A —• A(g)A 
on dédui t un e flèch e / : Al t & v (g) A faisan t commute r l e carré : 

Alt2<? 1 >  v x A 

a <X id 

On procède de même pour construir e un e flèche fc. La composée : 

-> Al t2 ^ 
id (g) a „  a (g) id „ 

i/ ® v >  v®£ >  g^ë-

est nulle . En effet , o n a  un diagramm e commutati f : 

v •% v •  v % S y  fi® g 

Alt2*/ • -> Alt2<? 
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et l'objet Alt2*/ est nul. En utilisant le triangle distingué : v®\ —•  S (g)À —> \<g>\ — 
on dédui t un e flèch e k  :  v  <g) À  •  Alt2<? faisan t commute r le carré : 

si*"** tlx 

id (g) 6 

Z A —^—> Alt2^ —^—• i/ 2-

On a  ainsi montr é l'existence des flèches / et k  de l'énoncé. 

Etape 2. La  relation 21  o k =  id^A- —  Formon s le diagramme commutatif suivant 

„ a 0 i d „ 
v Z  g —— > < f Z g 

id 0 £ 

v Z  A —^—> A l t 2 ^ —^— • i/ 2- A 
i i a 0 id 

si*"** t l x 

On dédui t qu e les deux composées suivantes son t égales 

CWi ^  id ® 6  % l  o k x a  0 id „ x W v®g  •  v® A • v 0 A •  <T o  A 

(34) „ Ä g , _ ! ^ „ Ä , o A ç § g —ZL_» g & g ®  ̂g Q id 0 ò „ 

Nous affirmons que la composée :  v  0 < f fl ®  ̂g  ç§  g —ZL_ » g &  g ®   ̂g Q ^  e g t 

nulle. En effe t cett e composé e es t clairemen t égal e à celle de : 

r „  i d ® a ^ ^ i d 0 f r „ 
i/<g><? >g®  v  >g®g  >  g <g>  X 

et l a composé e b  o a es t null e puisqu e l e triangle (27 ) est distingué . Nou s déduisons 
de cel a que la composée de (33 ) est égal e à celle de : 

a ® id „  ^  è i c* ^  i d 0 ò „ 
v 0  g  >  g <g > <f >  g 0  >  g 0  A 

En d'autres termes, l e diagramme suivant es t commutati f : 

a i d 0 b  21  ok v<%g >  v 0 A  >  v 0 A 

a 0 i d a 60 id 

£ 0  g  :  •  g 0  A 
id 0 b 
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D'autre part , le carré suivant : 

v<&£ •  v 0 A 

a 0 id a 0 id 
„ ^ „  id (g) 6 „ l — ^ ^ 0 A 

est trivialement commutatif . On en déduit que la composée suivante : 

^ id (g) b ,  21  o k — id % a 0 id ^ 
i/ <g> •  (8 ) A •  z/ (g) A > - <f® A 

est nulle . En utilisant le triangle distingué :  v (g) S — > v (g) A —• (g ) z/[+l] — o n 
déduit l'existence d'une flèche  v (g) v[+l] ^  <^ Cg) A rendant commutatif le carré : 

% 21  o k - id v 0 A •  ^ 0 A 

a 0> id „ <F 0 A 

Par le lemme 3.6.5. on a homj(^ (g) (g ) A) = 0. Il vient immédiatement que le 
carré suivant : 

% a 0> id „ v 0 A ——• ^ 0 A 

2/oit 
^ .  a 0 id „ ^ 0 A •  <? 0 A 

est commutatif . Comm e A est un objet inversible, on peut applique r l e lemme 3.6.3 
pour conclure que 21 o A: = id. 

Étape 3. Le  triangle distingué (32).  — Dan s cett e étap e o n construi t l e triangl e 
distingué annonc é au débu t d e la démonstration . O n introdui t l e morphisme m : 
é? <0 S >  v & A défin i par la composée : 

Le carré suivant es t commutatif : 

AltV - ^ - » v  (g) A 

/D id 0 6 ^ 0 <f >  v 0 A 

a 0 id 

^ 0 S i / 0 A 
En effet, on peut le factoriser de la manière suivante : 

. id 0 b vZ£ >  v 0 A 

a % id 

-» Alt2^ 21 *^0 A 
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En utilisan t qu e b  o a = 0 , on déduit immédiatemen t u n carr é commutati f : 

U9.S a y ì d iSzS 

id Z b 
CE) 

(bzLl) 

v2\ >  {y X A ) •  b (A x S) 

qu'on complète en un morphism e de triangles distingué s : 

ay)id _  _  by, id x _  c(8? id ^r _ 
i> 2 <f •  2  •  A x ^ >  v 0 <?[+!] 

id 0 6 
0?) 

(fcy'i'.l) 
(O.i(l) 

a X id 

-» z/ 0 A • (i/ % A) % (A X <?) •  A X <f — 
Nous affirmons que la flèche 7  dans l e diagramme ci-dessus est l'identité . E n effet , 

on voi t immédiatemen t qu e la composée suivante : 

b 0 i d 7  — îdxvg 

est nulle . En utilisan t l e triangle distingu é :  â 2  S  — > A 0 <f 
voit qu e la flèche 7  — id se factorise de la manière suivante : 

~ - i d 

Ï / 0 <?[+! ] — o n 

A -x S • 

e y id I 

-> A£ 

1/ 2 

On dispose d'une suit e exact e : 

hom.j(z/ 0 A  0 v)  — > homo-(ï/ 0 A  0 <? ) — > hom7(v 0  <?[+l] . A 0 A ) 

Par l e lemme 3.6.5, on sait qu e hoirie(1 / 0 < f [+1], A 0 A ) =  0 . Il vient qu e le premier 
homomorphisme est surjectif . I l existe donc une flèche e : v  0 
factorise d.  On dispose ainsi d'u n diagramm e commutatif : 

id 

A 0 v  ciu i 

1/ % <?[+!] 

La relatio n 7  =  i d découl e alor s du fai t qu e hom^( A 0  A  0 z/ ) ~ hom^cf , z/) =  0 
(voir l e lemme 3.6.4). 

Ainsi, on dispose d'un morphism e de triangles distingué s : 

a X id b X id x _  c X. id _r 1/ iX <f •   ̂0 £  : >  A X  <f •  v % <?[+!] 

id 0 b 
Z ff) 

z/ 0 A 

ibZid) 

> (1 / 2 A) e (A x <?) 
(O.id) 

a X id 

> A x • A 
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En appliquan t l'axiom e (le l'octaèdre, on déduit l'existenc e d'un triangl e distingu é : 

(35) v<®v >  g (g)  g •  {y 0> A) e ( A 0> g) >  y (g) 

C'est l e triangle distingu é recherché. 

i^ape ^ . L'action  de  £2 O n cherche à utiliser l e triangle distingu é (35) 
pour mieu x comprendr e l'action d e £ 2 su r g  (g ) g afi n d e pouvoi r identifier A\t 2g 
avec v  0  A . On noter a r  l a permutatio n de s facteurs . O n peu t compléte r l e carr é 
commutatif : 

A ^ A ^ ^ 

\%\^Ag^g 

en u n isomorphism e de triangles distingué s : 

, (fo¿'i<l) a 0 a „ 
v 0  ¿/ >> S ) g -

+ a 0 a , (bv'id) 

> (1 / :* A) e ( A 0 g) - -> 7 / 0 !/[+! ] 

zy 0 zv ——-> g 0  g  — ( y 0  A ) & (A 0 rf ) >  V 0 

On v a calculer la matrice d e lïsomorphisme u. Remarquon s tout d e suite que y =  0 
étant donn é que hom«j(<? . v) =  0  (voi r l e leinine 3.6.4) e t qu e A  est inversible . Notre 
matrice es t don c triangulée inférieur e e t o n peut forme r le diagramme commutatif : 

g 0  g  ——>  (y 0 A ) e ( A 0 g)  v  v 0 A 

(id, ()) ± 
g 0  ^ (/ y 0 A ) .£ (A 0 g)  >  zv &  A 

La composé e de s flèche s horizontale s es t égal e à  m  e t don c à  l a composé e : 
g 0  g  y  k\t2g y  v 0 A  . Étan t donn é qu e 21  admet un e sectio n (donné e 

par A; ) on déduit qu e x =  —  id , ,̂  d u fai t qu e r agi t pa r - i d su r A\t 2g. 
Montrons qu e t  =  idA®^ . Pa r l e lemine 3.6.4 (e t d u fai t qu e A  est inversible) , il 

existe un uniqu e t'  :  A  0 A  >  A ® A te l que le carré suivant soi t commutatif : 

n i d S b  x A # g >  A g A 

0 zv ——-> g 0 g —(y 0 A 
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De plus , pou r montre r qu e t  =  id , i l suffi t d e montre r qu e t'  =  id , c e que l'o n fera . 
Nous affirmons qu e le diagramme suivan t es t commutati f : 

[y 0 A ) e (A 0 g) 

u I 

-> A 0 < ? - ->A0A 

I*' 
(i/ 0 A ) e (A (g) <f ) •  A 0 < f •  A (g) A 

En effet , i l faut verifier que la composée : 

A 0 ¿ ? - -» A 0 A 

est nulle . Cec i est vra i étant donné que A est inversibl e et qu e honvr(V, A) =  0 . Il vient 
que le carré suivan t es t commutati f : 

-» A 0 A 

-> A s A 

Comme Alt 2 A = 0 , le carré suivan t es t égalemen t commutati f : 

g<&£ •  AS A 

-> A 0 A 

Comme r  es t u n isomorphisme , on déduit qu e la composée 

-> A (8) A > A 0 A <f 0<f -

est nulle . Pa r dualité , o n dispose d'un triangl e distingu é analogu e à  (35) , à savoir : 

(y 0 A ) 0 g  0  v  •  g® g  >  A (8) A > 

Il vien t qu e id —  t'  s e factorise pa r ((i / ® A) S (< ? 0 z/))[+l] . Ains i pour montre r qu e 
t' =  id, il suffira d e montrer qu e :  honvr(i4+l], A) = 0  et honvr(< ? 0 A  (8) A) = 0. 
Ceci est vra i pa r l'hypothès e 3.6. 1 et l e lemme 3.6.5. 

Il rest e à  détermine r l a flèch e z  :  v  0 A  >  \<g> g .  Pou r cela , considéron s le 
diagramme commutati f : 

v 

A\t2g '-

- idi 

-*g®g -

I T 

-> (i/ 0 A ) e (A 0 <f ) 

Alt2«f •  g 0  (T >  (i/ 0 A ) 6» (A 0 < f ) 
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Calculons la composée v des deux flèches horizontales du diagramme ci-dessus . Sur l e 
facteur i / 0À , la flèche v es t donné e par : 

Alt2<? - + Alt V v  <g> A 

m 
Elle est don c simplement égal e à  21.  Pour décrir e l a composante de v  qu i correspond 
au facteu r A  (g) $, o n considère de diagramme commutati f suivan t : 

b ®  id x AltV >  <f <g S 

id r  r 

Alt2(T •  g®£ S  (g) Л 

a®\d 
(a (g) id 

Ceci montre que cette composante est donnée par :  — ro (a (g)id) o/. On a ainsi montr é 
que Î ; est donn é par l a matric e : 

21 

-r o  (a (g) id) o / 

se traduit alor s par : La relatio n u  o v 

- i d 
z id ; 

21 
-r o  (a (g) id) o / 

-21 \ 
• o (a (g) id) o / y 

Ce qu i donn e l a relatio n :  2z  o  / —  r o  (a  (g) id) o  / =  r  o  (a (g ) id) o  /, o u encor e 
(z —  r o  (a (g) id)) o / =  0 . La flèche /  admettan t un e sectio n ( à savoi r 2k),  o n dédui t 
finalement qu e z  —  r o  (a (g) id). 

En fin de compte, on a : 

u = 
- i d 0 

r o  (a (g) id) id 

Mape 5 . Les flèches  l  et  k  sont  inversibles.  —  V u la relation 21  o k =  id , i l suffit d e 
montrer qu e Z  es t inversible . 

D'après l'étap e précédente , o n dispos e d'un e actio n d e £ 2 su r l e triangl e distin -
gué (35 ) donnée par Tinvolutio n qui sur le s deux premiers sommet s agi t pa r r  e t su r 
le troisièm e sommet agi t pa r u  (vérifie r que u 2 =  id). 

On dédui t alor s u n projecteu r d e (35) , donné pa r ^  (id —  r) su r le s deux premier s 
sommets et pa r : 

Q = ô ( i d -  u ) = 
id 0 

\T O  (a  (g) id) 0 
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sur l e troisième sommet. En passant aux images de projecteurs, on obtient u n triangl e 
distingué : 

0 •  Al tV — l m a g e ( r y :  (y 0 A ) 9 ( A 0 fi))  >  0[+l] 

Ce qui montr e e n particulier qu e la composée : 
v 

Alt2 >  fi Z fi  •  (y Z A) -r (A Z fi) 

admet un e rétraction. Mai s on a vu que v se factorise par /  :  Alt 2if >  v 0 A  . Ceci 
montre qu e /  adme t un e rétraction . I l vien t qu e l a flèche /  es t inversibl e puisqu'ell e 
admet égalemen t un e sectio n ( à savoir 2À*) . 

Étape 6.  Unicité  de  l et  k.  — • I l es t facil e à  c e stade d e prouve r l'unicit é d e /  e t k. 
En effet , soi t V  : Alt2¿? > v 0 A  un e autr e flèche rendant commutati f l e premie r 
carré de l'énoncé. On a :  2V o k =  21  o k =  id. Comme k est inversible , on a forcément : 
/' =  \k~ l =  l.  Le même raisonnement s'appliqu e pou r montre r l'unicit é d e k.  • 

Notons le corollaire suivant : 

Corollaire 3.6.7. —  Supposons  que  la  catégorie  monoïdale  7  est  fermée  et  que  le 
bifoncteur H o m ( — ) est  triangulé en les  deux  variables.  On  a  alors  A\t 3fi =  0 . 
En d'autres  termes,  fi est  pair  de  dimension  2  au  sens  de  Kimura  (voir  [Kim05 ] 
et [AK02]; . 

Démonstration. Montron s d'abor d qu e Alt 2(zy 3 A ) = 0 . Cec i équivau t à  dir e qu e 
la permutatio n de s facteur s r  agi t pa r l'identit é su r (y  3  A ) 0 2 . Pou r cel a i l suffi t d e 
remarquer qu e le diagramme suivan t : 

id 3 T  3 id 

[y 0 A ) 0  {v  0 A ) >  v % (A Z v) Z A — - — > v Z {v Z A) Z A •  (y 0 v)  0  A  0 A) 

T 0 T 

(y 0 A ) 0  (y  0 A ) •  v 0 ( A % v) 0  A  1 ( 1 ^T vZ(y  'Z  A) 0  A  •  (y 0 v)  0  A  0 A) 
est commutati f étan t donn é que r  agi t pa r l'identit é su r v® 2 e t A 0 2 . 

On sait , pa r l a proposition 3.6.6, que Alt 2<? ~  v  0 A . Il vient qu e A l t 2 ( A l t 2 = 0. 
On dédui t qu e S  es t tu é pa r le s foncteurs d e Schur correspondan t a u diagramme s d e 
Young suivants : 

I I  I  I  I  e t 

Il vien t immédiatemen t qu e ( A l t 3 ^ ) 0 2 =  0 . Le s objet s v  e t A  étant inversibles , il s 
admettent de s duau x fort s a u sen s d e [AK02] . Comm e T  es t fermée , u n obje t A 
admet HomfA 1 ) pour dua l for t s i et seulemen t s i le morphisme éviden t : 

HornfA 1 ) 0 >  HornfA -) 
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est inversible . Ceci montre que la propriété d'avoir un dual fort es t stabl e pa r exten -
sions (au sens triangulé). On déduit alor s que l'objet A\tAg adme t un dual fort. L'éga-
lité (Alt 3«f)® 2 =  0  implique alors que Alt3 # est nu l d'après Kimur a (voi r [Kim05 ] ou 
plutôt l a généralisation du résultat de Kimura dans [AK02]) . • 

Dans l e rest e d e cett e sous-section , supposera qu e A\t 3g =  0  (c e qui es t l e ca s 
si (T , (g>) est fermé e e t qu e l e bifoncteu r Hom(—, — ) es t triangulé par rappor t au x 
deux variables). On s'intéressera aux objets Sym n<?. On a la conséquence suivante d u 
corollaire 3.6.7 : 

Corollaire 3.6,8. —  Soit  n  G  N. Les  deux morphismes évidents  : 

Symn+lg >  <f ®n + 1 g® n <8 > g •  Symn<? (g) g 

Sym n _ 1 <? ® Alt2<? •  g®n~l ®{g®g)  g® n ®  g >  Sym ng (g ) g 

induisent un  isomorphisme  Sym n + 1 <? 0  ( S y m 7 1 - 1 ^ (g ) A\t2g) ~  >  (Sym ng) (g ) g . 

Le carré commutati f (30) de la proposition 3.6.6 se généralise aux cas des Sym n<? 
de la manière suivante : 

Lemme 3.6.9. — - Pour tout  n  G  N — { 0 } , le  carré suivant  est  commutatif  : 

Sym"" 1^ 0 AltV ^ - í Sym"- 1^ ® {v ® A) 

SymT,<? S g >  Symn<? # A 

où la  flèche  Sym n _ 1 <? ®  v (g) A  >  Sym ng (g ) A  est  la  flèche  évidente  déduite  de 
a :  i/  >  g . 

Démonstration. —  E n effet , o n a un carr é commutati f : 

g®"~1 0  A\t2g g® n-1 [y  0 A) 

g*n 0  g  >  g*n 0  A 

obtenu à  parti r d u premie r carr é d e la propositio n 3.6.6 en tensorisant partou t pa r 
^<g>n-i L e group e symétrique E n _i agi t su r le s objets de ce carré e t le s flèches sont 
E/i-i-équivariantes. Le groupe symétrique En agi t sur les deux objets gn®g e t g n®\ 
et l a flèch e horizontal e inférieure es t E n-équivariante. Ainsi , e n passant a u plu s gros 
quotient su r leque l £ n _ i o u £„ agi t trivialement , o n obtient l e carré de l'énoncé. • 

Soit (rn,n ) G  N 2 . On définit un e flèche 

ûm,n : Sym mg (g ) i/®" >  Symw + n <? 
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à parti r d e ( i d 0 m 0  a® n) :  £® m 0  v® n >  g m+n e n passan t au x plu s grand s 
quotients invariant s pa r l'actio n des groupes symétriques E m e t S n +m- Dualement , 
on défini t un e flèche : 

bm.n :  Sym m + n <? >  Symm<? 0 \ ® n 

à parti r d e ( i d 0 m 0  6® n) :  >  g®™  ® A0 n e n passan t au x plu s grand s 
sous-objets invariant s pa r l'actio n des groupes symétriques Em e t E n + m . 

Le théorèm e suivant décri t la structure de s objets Symm<? : 

Théorème 3.6.10 

i - Soient  (m , n)  G  (N — { 0 } ) 2 . Il  existe  un  unique  triangle distingué : 

(36) S y m m - V 0  flm"1,w >  S y mm + n - V 
•1,-m S y m 7 1 - 1 ^ 0  A® m •  Sym™-1*? 0 i /® n [+l] 

2- Pow r (m , n, r) G  (N — { 0 } )2 x  N, tes  de?/ £ diagrammes suivants sont  des  mor-
phisrnes de triangles distingués : 

id0am_i» ,  ,  id06 „_im 

i/®r 0  Sym" 1- 1^ 5 0  i/® " y  0  S y m " ^ " - 1 ^ >  i/»r 0 Sym"- 1 ^ 0  A® ™ —• 

r 0 id 

Sym" ,- 1^<g-i/® n + r •» Sym 

(a m + n _i. r ) o  r 

n+m + r —1 + r-l.m -> Sym 71 + 7"—1 

( K - I / J o t ) 0i d 

g % A 0m > 

S y m " 1 * 1 - 1 * 0  1/« » flw+r-1-w >  S y m m + w + r - 1

< r 6 , , - 1 - w + r >  Sym"" 1 ^ 0  A®'»+ r • 

(ro6m_i, r) 0i d 
. i d 0 

A®r 0 Sym 7 " - 1 ^ 0  i/® w •  A®'1 0 Sy m 

&m+»-l.r 
id 0 6-,i-i.mo 

| r 0  id 
: A® r 0 Sym n _ 1<f 0 A® w — • 

S- Pour  (m,n,r ) G (N — { O } )2 x  N  et  k G  {  — 1,0}, on  a l'annulation suivante  : 

hom^Sym™- 1*? 0 i / ® n + r . Sym 7 1 " 1 ^ 0  A® m + r [ fc]) =  0 

Démonstration. —  O n divise la démonstration en plusieurs étapes. On commence par 
un ca s particulier d e l a parti e 1  d u théorème . On l'utilis e pou r montre r l e résultat 
d'annulation d e l a parti e S.  O n repren d ensuit e l a parti e 1  e t o n termin e pa r un e 
preuve de la partie 2. 

Étape 1.  —- O n commenc e pa r construir e le s triangles distingué s (36 ) lorsque l'u n 
des deu x entiers m  e t n  es t éga l à 1 . Par dualit é (voi r l a remarque 3.6.2) , i l suffit d e 
traiter le cas n =  1 . Dans ce cas, le triangle (36 ) que l'on cherche à construire s'écrit : 

Sym m " V 0  v  •  Symm<? ->A* 
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Lorsque m  =  1 , i l s'agi t d u triangl e distingu é (27) . Supposons le triangle distingu é 
construit pou r m >  1 et construison s le pour m  +  1 . 

On a  un triangle distingu é évident : 

Symmg ®  v >  Symm£ (g ) g >  Symm<? (g) A •  Symm<f (g) 

obtenu e n tensorisan t l e triangl e distingu é (27 ) pa r Sym mg. E n utilisan t l e 
lemme 3.6.9 . on déduit facilemen t un morphism e de triangles distingué s : 

0 •  S y mm _ V (g ) Alt2<f — S y m m _ 1 < f (g ) v (g) A •  0[+l ] 

Sym7,'<? (g v •  Symm<f 0 g •  SymTH<f ® A >  Symmg <8> 

Le côn e de la première flèche verticale non nulle est S y m m + V . L e cône de la seconde 
flèche vertical e no n null e es t A m (g ) A par l'hypothès e d e récurrence . E n appliquan t 
l'axiome de l'octaèdre, on déduit d u corollaire 3.6.8 le triangle recherché. 

Étape 2.  — Montron s que le groupe homT(Symm~ 1<?<g>i/® n+ r, Sym n_1^(g)A®m+r[Jfc]) 
est nul pour (m , n, r) G  (N—{0})2 xN et k G  { — 1,0}. O n raisonnera par récurrence sur 
(n, m) . Lorsqu e (n, m) =  1 , l'annulation recherché e est donnée dans l'hypothèse 3.6.1. 
On supposer a don c qu e l'u n de s entier s n  e t m  es t strictemen t supérieu r à  1 . Pa r 
dualité, o n peut suppose r que m >  1, ce que l'on fera dans l a suite. L e cas (1 , m) des 
triangles (36) , fourni t l a suite exacte (que l'on écrit verticalement pour des raisons de 
place) : 

honvr(Symm-2 A  <» Sym"" 1^ <» À®m+r[k]) 

= liom T(Sym'"-2 (g ) ®v®n+rSymn-1g <g > A®m-1+r[)b]) =  0 

hom a-(Symm- 1^ <g> Sym" - 1 ^ #  A*' 7"+r[A:]) 

hom T ( i /® m + n + r , Sym71"1*? 0 A ®m+r[ife]) 

= hom T(Sym 1- 1^ (g) i/®n +(m + f"), Sym""1^ (g A®m + r[fc]) =  0 

D'où l'annulatio n recherchée . 

Etape 3.  — O n peut maintenan t acheve r la preuve de la partie 1  d u théorème . On 
suppose que le triangle distingu é (36 ) est construi t pou r tous les couples strictement 
inférieurs à  (m , n)  e t o n le construira pou r (m ,7i). On peut suppose r que m, n  >  2. 
On adopter a l a convention : S y m- 1 ^ =  0 . 
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Considérons l e diagramme suivant : 

(37) 

Symm-3<f 0  i/®» 0 AltV •  S y mm + , , - V 0  Alt 2<? •  Sym7 '" 1^ 0 A 0 m ~ 2 0  i / 0 A 

(i) (n ) 

Symm-2if 0  i/® n 0 <f •  Sym", + M " 2 ^ X  <f >  Sym7 1" 1^ 0  A®" 1"1 0  S 

avec les carrés (i) et (ii ) construits de la manière suivante. Le carré (i)  es t l a composé e 
verticale des carré s suivants : 

Sym m -V 0  i/®" 0 Alt 2<f •  Symm +"- 3if 0  Alt* 

S y m m - V g  z/®" 0 i f 0  <f •  S y mm + n - V 0  0  <f 

Sym 7"" 2^ 0 z/®" g <? •  Sym7 7 7 + "- 2 ^ 0  ¿T 

En particulier , i l es t commutatif . L e carré (ii ) es t l a composé e horizontale des carré s 
suivants : 

S y m " , + n - V 0  AltV S y m m + n - V 0  v  0 A  •  Sym7 1" 1^ 0  A®"' -2 0  v  0 A 

Symm + 7 i- 2<? 0 <? >  Symm + 7 ,- 2<? 0  A  •  Sym"-1^ 0  A ® m - 1 0 <f 

Ainsi, l e diagramm e (37 ) es t commutatif . E n utilisan t l'hypothès e d e récurrence , 
on voi t qu e le s ligne s horizontale s d e (37 ) s'étenden t naturellemen t e n de s triangle s 
distingués. On va montrer que (37 ) définit alor s un morphisrn e de triangles distingués. 
Pour cela , o n part d u carr é commutatif (ii ) de (37 ) qu'on complèt e e n u n morphisrn e 
de triangles distingués : 
(38) 

Symm _ 3<f 0  i/® n 0 Alt 2^ •  Symm + n - 3 cf 0  AltV >  Sym"" 1^ 0 A®™" 2 0 v  0 A  > 

(i') J (Ü) 
Sym m - 2 ^ 0  i/® M 0 S  •  Symm + f l- 2<? 0  <f •  Sym7 1" 1^ 0 A® 7 / 1 - 1 0  S  > 

On v a montre r qu e l e carré (i' ) es t forcémen t éga l à  (i) , ce qui revien t à  dir e que le s 
deux flèche s : 

S y m m " V 0  v® n ®  Al tV •  Symm - 2 <? 0  v® n 0  S 

de (i ) e t (i' ) son t égales . O n noter a e  l a différenc e d e ce s deu x flèches . E n utilisan t 
le triangl e distingu é inférieu r d e (38 ) o n dédui t qu e e  s e factoris e pa r 
A ® T O _ 1 ®  Mai s l e groupe : 

h o m T ( S y m m - V ®  v*n ®  Alt2if. S y m "- 1 ^ ®  A0 m _ 1 ®  S\-\\) 
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est nu l d'aprè s la deuxièm e étap e puisqu'il s'insère dans une suit e exact e 

homo-(Sym'"-'V g  i/ S n 0  AltV , Sym""1^ 0 A®'" -1 0  i /[-l]) 

hom.j(Symm-3

if -S i i/®w ® Alt2<f, Sym7 1 - 1 ^ (g) A®™" 1 <g> if [ -1]) 

hom.j(Symm-V S i/®" 0 Ait 2*?, SymTI_1tf 0  A®" 1"1 0 A [-l]) 

(on utilise que :  Alt2íf ~ z / 0 A). 
Enfin, le s cônes des troi s premières flèches verticales de (38 ) sont respectivemen t : 

Sym m _ 1 <? 0  i/® n, Sym™*"" 1^ et S y m 7 1 - 1 ^ 0  A 07"1. Ainsi , e n appliquan t l'axiom e d e 
l'octaèdre à  (38) , on obtien t u n triangl e distingué de l a form e annoncée . 

Etape 4-  ~  Montron s l a parti e 2  d e l'énoncé . Noton s qu e cel a prouver a l'unicit é 
des triangle s (e n prenan t r  =  0  e t e n l'appliquan t à  deu x triangle s distingués d e l a 
forme (36)) . I l suffir a pa r dualit é de traiter l e premier diagramme de 2. 

On par t d u carr é commutatif : 

id 0 b n-i m 

v*r » c Sym"^'1- 1^ •  i/®'' 0 Sym"" 1^ 0 A®" 1 

(«-m+u-l.r) ° 7" | 

Sym n + m + r - 1 d 
bn+r-+j—l.m 

0id 

->Sym" + r'- 1¿'0A®m 

qu'on complèt e e n u n morphism e d e triangles distingués : 

id .  ,  id0 &„_i,„ 
i/®r S  Sym"1"1^ g  i/®'« — •  i/®r g Sym 1"^"- 1^ 4  i/®' g Sym 7 1" 1^ .g A®" 

r 0  i d + f 

Sym'"- 1^ 0zy® 7 ï + r — l,ra+r -> Sym 

(am+?i-i,r) 0 T 
bn+r—l,m n+m+r-1 -> Sym 71+7'—1 

((a„_i, r) or) gi d 

<? g A® rn • 

avec e une flèche exprimant l a différence ave c la flèche canonique. I l s'agit de montrer 
que 6  = 0 . Pour cela, on remarque que e  se factorise pa r l'obje t S y m n + r ~ xg0A®m[— 1] . 
Mais l e groupe : 

homT(i/® r 0  Sym m " V 0  v® n, S y m n + r _ 1 ^ 0  A ^ m [ - 1 ] ) 

est nu l pa r l a second e étape d e l a démonstration . Le théorème es t prouvé . • 

On aurait également besoi n de comprendre l a structure de l'objet Sym m<^0Symn<?. 
Pour cela , o n dispos e d u résulta t suivant qu i généralis e le corollaire 3.6. 8 : 

Proposition 3.6.11. —  Soient  (m , n) G  (N — { O } ) 2 . On  définit  des  flèches 

et 

Pm.n • Sym m<f 0 Sym" g •  Symm + n <f 

qnun :  Sym m<? 0 Sym ng •  Sym"1 - 1*? 0 Al t V 0 Sym n " l S 
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de la  manière suivante.  Pour  Pm,n  on  prend simplement  la  composée : 

Symmg 0 ) Symn <? >  g®m 0  g® n =  g m + n y  S y m m + n < ? 

Pour qm,n  on  prend la  composée : 

Sym'V 0 Sym ng >  g®m 0  g® n =  (g^m~l 0  g)  0  (g  0  g® n~l) 

g®™-1 0  (< f 0  < f ) 0 g® 11-1 •  Symm"V (g ) A\t2g 0  Sym n-V 

.A/ors Z e morphisme : 

\ Qm,n  J 
: S y m m < ? (g ) Symn <? •  S y mm + n < f 0  ( S y m ™ " 1 ^ (g ) A\t2g (g ) S y m n - V ) 

es£ im isomorphisms 

Démonstration. —  O n raisonn e pa r récurrenc e su r min (n,ra). Lorsqu e ce minimu m 
vaut 1 , le résultat découle du corollair e 3.6.8. Supposons que le formule est vra i pou r 
le coupl e (n, m). O n tensorise l e tout pa r g  pou r obteni r l'isomorphism e : 

Symm<?(g)Symn<?(g)<r — ( S y m m + n < ? 0 < ? ) 0  ( S y m ^ 1 * ? ® A l t V ® S y m n - V ® < f ) 

Ce qu i donne l'isomorphisme : 

Symmg 0  (Sym n+1g 0  A\t 2g 0  Sym n~2g) 

(39) 

(Symm + 7 l + 1<f 0  A\t 2g 0  Sym r n + n- 1^) 

0 [(A\t 2g (g Symm~lg 0 Sym 71^) 0 ((AltV) 2 S  Sym771"1^ ®  Sym 71"2^)] 

On retrouv e facilemen t l e morphisme : 

S y m m < ? (g ) S y mn + 1 < ? S y m m + n + V 0  Alt 2<? 0 S y m m - V 0  Sym n <? 

comme facteur direc t d e l'isomorphisme (39) . • 

Corollaire 3.6.12. —  Soit  (n,r ) G  (N —  {0}) ® N. O n a  un isomorphismes  canonique  : 

Symn+rg 0  Sym ng e? = 0(Alt 2cf )® * ®  Sym 2{n~i)+rg 

Lemme 3.6.13. —  Pour  (m,n ) G  (N —  { 0 } ) 2 , on  a  un diagramme  commutatif  : 

Sym™-1^ 0 Alt 2<f 0 Sym 71"1^ Sym 771"1 0  v  0 A  0 Sym 71"1^ 

a 0 r 

Sym77l<f 0 SymV l d S  &  >  Sym'V 0 Sym 71"1^ 0 A 

ASTÉRISQUE 315 



3.6. LE TRIANGLE DE MONODROMI E 111 

Démonstration. —  La  preuv e d e c e lemm e s e fai t exactemen t comm e cell e d u 
lemme 3.6.9 . • 

D'ici l a fi n de s préliminaires , o n supposer a v  =  1  (l'obje t unit é de 7).  O n noter a 

alors a m :  Sym m<? >  Symm + 1 <? l a composé e : 

Symm<? Sym m<? (g) 1 S y m m + V 

On considérer a ains i l a suit e ( S y m m ^ ) m e ^ comm e un ind-obje t d e 7  indic é pa r l a 
catégorie N  =  { 0 — • 1 — * ••• — • n —>  n  +  1  — > . . . } . L e théorèm e 3.6.1 0 fourni t 
également u n ind-triangl e distingué : 

(40) 1  •  Symm<? >  Sym™" 1 ® À •  1[+1] 

où le s flèches du systèm e inducti f son t donnée s pa r le s morphismes d e triangles : 

1 •  Symm«f •  Sym"1"1 0 A  >  1[+1] 

1 •  Symni+1<f >  Symm ® A •  1[+1] 

On es t bie n sû r tent é d e considére r l a colimit e de ce s systèmes inductifs . Pou r cela , 
on supposera qu e 7  adme t le s petites sommes et qu e le bifoncteur —  (g) — y  commute . 
On fixe  alor s un e colimit e homotopiqu e ^  de s Sym fc<f. O n verr a qu e cett e colimit e 
homotopique es t défini e à  u n uniqu e isomorphism e près . O n introdui t l a définitio n 
suivante : 

Définition 3.6.14. —  Soit  B N un  système  inductif  d'objets  de  7 indicés  par  n G  N. On 
note 3ê  une  colimite  homotopique  des  B N. Soit  F  un  objet  de  7 et  e  G honvr( ,̂ F). 
Nous dirons que  e est une flèche fantôme (par rapport au  système inductif (D n)n^) 

si pour tout  n  G  N, la  composée  :  B N >  3B ——ï F est  nulle. 

On a  le lemme facil e suivant : 

Lemme 3.6.15. —  Gardons  les  hypothèses  et  les  notations  de  la  définition  3.6 .14- Si 
pour tout  n  G  N, la  flèche :  B N >  -£?n+i admet  une  rétraction,  alors  toute flèche 
fantôme e  est  nulle. 

Démonstration. —  O n pose Co = B Q e t pou r tou t n  >  1 , on choisit u n facteu r direc t 
CN d e B N supplémentair e à B N-\. Ains i notre système inducti f devien t isomorph e a u 
système inducti f éviden t (®" =o^)n€N- Un e colimit e homotopiqu e d e c e système es t 
alors un e colimit e catégoriqu e :  elle es t canoniquemen t isomorph e à  ^i^C{.  I l es t 
alors clai r qu e le s flèches fantômes son t nul s dans ce cas. • 

Nous allon s donne r u n critèr e pou r qu'un e flèche  fantôm e d e sourc e ^  soi t nulle . 
Ce critère est bas é su r l e lemme suivant. 
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Lemme 3.6.16 
1- Pour-  tout (n,  r) G  №  la  flèche  : 

Sym"+r<? 0 ^  >  Sym" ® A®'" 0 # 

obtenue en  tensorisant  la  flèche  canonique  par c£ admet  une  section. 
2- De  même,  la  flèche  : 

Symr<? ® <e >  Sym n + r <? 0 # 

obtenue en  tensorisant  la  flèche  canonique  par c& admet une  rétraction. 

Démonstration. —  Étant donné s les triangles distingué s : 

S y m m " 1 ^ >  Symm+n-l£ >  Sym' 1 " 1 ^ 0 A® m • 

on voit que les parties 1  et 2  sont équivalentes . On s'intéressera donc uniquement à  la 
première partie . O n raisonne pa r récurrenc e su r r . Pou r r  =  0, i l y a  rien à  prouver . 
Supposons que r >  0. On a un triangl e commutati f : 

Sym"+'V? •  Sym"+1<? x A : ; ; r _ 1 

A®r 

Par l'hypothès e de récurrence, on voit qu'il suffi t d e construire un e sectio n à : 

Sym n + 1^ 0  •  Sym"<? 0 A y. V 

En d'autre termes, l e cas général découl e par récurrenc e du ca s r =  1 . 
Pour traiter l e cas r =  1 , on utilise l e triangle distingu é : 

1 •  Sym"+1<? •  Sym"^ 0 A • 

qui nous ramène e n fin de compte à l a construction d'une rétractio n d e : 

!•'/,%•' >Sym w£ > ; c6 

pour m  G  N. Pour fair e cela , on considère les flèches canoniques : 

Symm£ 0  Sym"<f >  Sym"'+"^ 

En passan t à  l a limit e suivan t n  G  N, on obtient un e flèche :  Sym r"<? ®  c € >  ^ • 
En remarquant qu e la composée : 

1 0 SymV •  Sym'"^ 0 Sym"<? •  Symm+,l<f 

s'identifie a u morphisme canonique : Sym" ^ >  Sym™+n<f ,  on déduit qu e la com-
posée : 

1 0 %' •  Symmtf •  ^ 
n'est autr e que l'isomorphisme canonique. Le leinine est ains i démontré . • 
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Pour énonce r notr e critère , o n a  besoin d'introduire l a terminologi e suivante : 

Définition 3.6.17. —  Soit  ( 6 , 0 , 1 ) une  catégorie  monoïdale  unitaire. 
1- On  appellera  objet  unitaire  de  C , un  couple  (X,x)  avec  X un  objet  de  6  et 

x :  1  >  X une  flèche de  C. 

2- Étant  donné  un  objet  unitaire  (X,x).  On  appelle  X-module  (resp.  X-
module faible)  à  droite  un  couple  (M.p)  formé  d'un  objet  M  de  G  et d'une  flèche 
p :  M  0  X  >  M tel  que  la composée : 

id 0  x  P 
M 0  1  —^ M  0  X  — M 

est Videntité  de  M (resp.  est  un  isomorphisme). 

Pour r  G  N, l'objet ^ ® r est une colimite homotopique du système ((Sym nt?)® r)„ 6N-
Voici notre critère d'annulation des flèches fantômes relativemen t à  cette colimit e : 

Proposition 3.6.18. —  Soient  (X<x)  un  objet  unitaire  de  ( X 0, 1 ) et  (M,p ) un  X-
module faiblement unitaire  à  droite. On  suppose qu'il existe une factorisation de  Vunité 
de X  de  la manière suivante  : 

t-^-^X 

g 

avec u  le  m,orphisme  évident.  Alors,  toute  flèche  fantôme  (relativement  au  système 
((Symn<?)®r)neN>J de  vers  M est  nulle. 

Démonstration. -  E n effet , soi t e  : tf® 1' >  M un e flèch e fantôme . Considéron s 
la flèch e : 

f <g > idyr :  <€® r ® V? >  M  <S> 

étant donn é qu e le s flèche s :  (Sym nc?)® r 0  %'  >  (Sym"r?)® r &  V admetten t de s 
rétractions (c e qui découl e immédiatement d u lemm e 3.6.16) , on dédui t qu e e  ® id<^ 
est nul . 

Etant donn é qu e l e carré suivant : 

f <g> idyr : <€®r ® V? 

e 0id e <X) \d<é' 
(2) 

M g  1 >  AI 0 %' 
est commutâ t if, o n voit qu'i l suffi t d e montre r que le s flèches horizontales admetten t 
des rétractions. Une rétraction de (1 ) est donné e pa r l a colimite des : 

(Symn<f ) ®r 0  S y m " ^ •  ( S y m 7 ^ ) ® ' - 1 0  Sym' l<? 0 Sym M<? 

• (Sym n <?)® r 0  S y m 2 7 1 ^ 
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Pour défini r un e rétractio n d e (2 ) on compos e à  droit e pa r M  <g>  ^ >  M <g>  X . 
On es t ains i ramené à  trouver un e rétractio n de : 

M = <€' et p : S?' (g) 

Ceci es t clairemen t possibl e étant donn é qu e p  o  (id ® x) es t u n isomorphisme . L a 
proposition es t démontrée . • 

Étant donn é un e catégori e monoïdal e symétrique unitaire , o n a  le s notion s habi -
tuelles d'algèbre s (associatives , commutatives , unitaires) . Comm e applicatio n d e l a 
proposition précédente , o n obtient : 

Corollaire 3.6.19. —  La  colimite  des  Sym"<? est  définie  à  un unique  isomorphisme 
près. Elle  est  canoniquement munie  d'une  structure  d'algèbre  commutative et unitaire. 
De plus  étant  donnée  une  algèbre  commutative unitaire %  et  une  factorisation : 

1 

i / h 
s 

il existe  un  unique  morphisme  d'algèbres  unitaires f  :  >  ûl/ prolongeant  f\. 

Démonstration. —  Montron s d'abor d qu e es t défin i à  u n uniqu e isomorphism e 
près. Soi t № un e autre colimite homotopique de ( S y m n ^ ) n e ^ . Etan t donné que la co-
limite est uniqu e à  un isomorphisme près, on dispose d'un isomorphism e cé? —^—>  cé" 
rendant commutatif s le s carrés : 

Sym7'<? > 

Symn<? •  tf' 

Soient ii  e t ¿ 2 deux tel s isomorphismes , e t appelon s e = ¿ 2 — i\  :  ^  >  leu r 
différence. I l es t clai r qu e e est un e flèche  fantôme . Pou r montre r qu e e est nulle , i l 
suffit d'applique r l a proposition précédente ave c : 

- (X,  x)  =  ,u')  o ù u'  :  1  > cé" es t l e morphisme canonique , 
- M  =  <€'  e t p :  S? ' (g) •  #' l a colimite des :  Symn<?<g)Symn<f — • Sym 2 n <?. 

D'où l'unicit é d e ^  à  un uniqu e isomorphism e près . 
Pour défini r un e structur e d'algèbr e unitair e su r o n pren d l a colimit e de s 

S y m n ^ (g ) Sym n<f >  Sym 2 n<f qu'o n notera m  :  ^  (g ) ^ >  ains i que le mor-
phisme éviden t u  :  1  >  .  Pou r montre r qu e m  es t associatif , o n considèr e l a 
différence e ' de s deux flèches possibles : 

if® 3 •  <€ 
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auquel on applique la proposition précédente avec (X, x) =  (fé7,1) et (M,p) =  (fé7, m). 
On es t ains i ramen é à  l'associâtivité d u produi t : 

(Symn<?)®3 >  Sym 3 n <f 

Ce qu i es t clair . O n fai t d e même pour prouve r la commutativité e t le fait qu e u est 
une unit é pour m . 

On s'intéress e maintenant à  la dernière parti e de l'énoncé. On construi t d'abor d 
l'extension / . Pour tou t n  > 1, la composée : 

f f n o  multiplicatio n 

est E n-équivariante. Ell e pass e ains i au plus gran d quotien t D n-invariant d e S®n et 
fournit de s flèches : 

/ „ :  Sym n ^ >  & 

On vérifi e immédiatement qu e les carrés suivant s son t commutatif s : 

Sym"<? < % Sym w<f y  Sym2 n<f 

fn 0  fn f'2n 

°?/ %  % y  °?/ 

De plu s l a famille de s f n es t Tunique extensio n d e /i ayan t cett e propriét é e t le s 
triangles suivant s : 

S y m ' ^ - ^ S y m n + 1 ^ 

fn+l 

sont commutatifs . E n passant à la limite suivan t ri , on obtient alor s un morphism e : 

/ :  •  W 

Soit / ' un autre te l morphisme. O n pos e e" = f —  / ' . C'es t clairemen t un e flèch e 
fantôme par l'unicité de s f n. O n voi t alor s qu'i l est nul, en lui appliquant l a propo-
sition 3.6.1 8 ave c X =  e t M = 9/.  D'o ù l'unicité d e /. La preuv e qu e / es t un 
morphisme d'algèbres unitaire s se fait d e la même façon. • 

Définition 3.6.20. —  La  colimite homotopique de  ( S y mn < ? ) n G N bien  définie à un unique 
isomorphisme près  sera  noté  Sym°°<f . C'est  naturellement  une  algèbre  commutatif 
unitaire. 

Notons également l e corollaire suivant : 

Corollaire 3.6.21. —  Supposons que  l'objet  unité  1  est  compact. Il  existe un  unique 
triangle distingué  : 

1 >  Sym°°<r y  Sym0 0 ^ ® A •  1[+1] 
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tel que  les diagramm.es suivants  : 

1 >  Sym"+1<? •  Sym"^ Z A >  1[+1] 

1 •  Sym~<f •  Sym r̂f 0  A  >  1[+1] 

sont commutatifs. 

Démonstration. —  L'existenc e s'obtien t e n prenan t l a colimit e du ind-triangl e dis -
tingué (40) . Il s'agi t d e montre r l'unicit é d e c e triangle. O n commenc e par l'unicit é 
de Sym °°<f •  Sym00^? 0 A  . 

Pour cela , on se donne deux tels morphismes et on note e  leur différence . C'est bie n 
une flèche fantôme. O n montre qu'ell e est null e en lui appliquant l a proposition 3.6.18 
avec X =  Sym 0 0 ^ et AI  =  S y m^ 0  A. 

Montrons l'unicit é d u morphism e connectan t Sym D C ^ 5 ®A » 1 [ + 1 ] . Pa r 
construction d e la colimite homotopique, on dispose d'une suit e exacte : 

hom T ( l [+1] , 0 n Sym n <? 0 A ) >  h o m T ( l [ + l ] ? Sym°°< ? 0 A ) 

• h o mT ( l [ + l ] , 0„Sym n<? 0 A[+l] ) 

Comme 1  es t compact , ceci montre qu e hom<j(l[+l] , Sym^^ ® A) = 0 . 
Deux triangle s distingué s ayan t l a môm e form e qu e celu i d e l'énonc é son t iso -

morphes : 
1 >  Sym r̂f >  Sym r̂? Z A • 

u 

1 •  Sym~^ >  Sym r̂f Z  A •  1[+1] 

Pour conclure, il suffit d e montrer qu e la flèche u est l'identité . Mai s u — id se factorise 
par un e flèch e de 1[+1] vers Sym 0 0 ^ 0 A . • 

3.6.2. L e logarithm e d e H (Gm). — Soi t k  u n corp s de base . O n se donne un 2 -
foncteur homotopique stable H  défini sur Sch/fc . Rappelons le diagramme commutatif : 

Gm • A[ К G 

Spec(A-) 

On fai t l a définition suivant e : 

Définition 3.6.22. -  La  transformation  naturelle  de  Kummer, est le  2-morphisme 

EK '  id H(Gm)(-l)[-l] •îdH (Gm) 
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entre les  Joncteurs identiques  de  H  (Gm) (la  source étant  convenablement  twistée  et 
décalée) définie  de  la manière suivante.  On  considère le triangle commutati} : 

( 4 1 ) 

Gm У Gm Хд. Gm 

\ .Г 
Gm 

avec pt'i la  projection sur  le premier facteur.  On  prend alors  pour CK la  composée : 

i d H ( G m ) ( - l ) [ - l ] >pri*pr*  »pn *A*A*;jr* -^->id H(Gm) 

où la  première  flèche  est  celle  déduite  de  Videntification  canonique  :  pr'upr* ~ 

îdH(C-m) ® îdH(Gm)(-l)[-l]-

O n es t surtou t intéress é pa r le 2 -morphisme e^  appliqu é a u foncteur q*  : 

('KQ* : q *(-l)[-l] >pn*pr\q*  >  jn'UA*A*prìq*q* 

Les deu x lennne s suivant s décriven t l ' imag e direct e pa r d e ce 2-morpli isme : 

Lemme 3.6.23. - La  composée suivante  : 

q*ei\'q* 
4*<f ( - ! ) [ - !] >(l *<f ^id H(A-) 

où la  seconde flèche  est  celle  induite  par  l'identification canonique  q*q*  ~ Ì(IH(A) ® 

idH(A-)( — 1 )[~~ ! ] • ef>t nulle. 

Démonstration. -  Noton s i\  :  Spec (A:) >  GHIA- la section uni t é d e Gm. On a u n 
d iagramme commuta t i f d e /.--schéma s : 

Spec(A-) — > Gm 

ii i d x/'i 

Gm y  Gin  X  Gnn 

Le 2 -morphisme q*q*  >  ^H(k) d e renoncé s'identifi e à  : 

M* >  q*ii*i*q*  idH(A) 

D'aut re par t , i l est clai r qu e l e morpl i isme canoniqu e idH(Gm)( — ^  P'f'upr\ 
utilisé dan s l a définit ion d e CK est le noyau d u 2-morphisme scind é : 

prupr\ >pr u{id x  / i ) * ( id x  ii)*pr\ ~  id H(Gm) 
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Le résulta t découle alors du diagramme commutati f de 2-morphisme suivan t 

propri -+pri*A*A*prl >pri*A*i 1JlA*prl 

pru(id x ii).(id x  ii)*pr{ —>pr u(id x ii)Juil(id x  h)*prl pru(h  x  x  ii)*pri 

auquel o n applique ç* à gauche et q*  à droite. • 

Lemme 3.6.24. —  On  a  un carré  commutatif  : 

idH (*)(-l)[-l] — — id H (*,(-l)[-l] 

«.«•(-l)[-ïj >q*q* 

(2) 

avec (1 ) le  morphisme d'unité  et  (2 ) celui  déduit de  l'identification canonique  ~ 
id H ( fc )©id H ( fc ) ( - l ) [ - l ] . 

Démonstration. —  Pa r l e lemme précédent, on dispose d'une uniqu e factorisatio n d e 
q*eKq* ' 

idH (,)(-l)[-l] 

«.«•(-l)[-ïj >q*q* 

Ainsi pour prouve r le lemme, il suffit d e montrer qu e la composée : 

id H ( f e ) ( - l ) [ - l ] •  ç,ç*(-l)[-l] — ^— > q*q*  >  idH ( f c ) ( - l ) [ - l ] 

est égal e à l'identité . Considéron s d'abord l e diagramme commutati f : 

A P ri 
Gm y  Gm X  k Gm y  Gm 

Gn 

\j x  id 
A' i  P ri • Al x  k G m •  AL 

On dédui t u n diagramm e commutati f : 

idH ( f c )(-l)[-l] -+P.P*(-1)[-1 ] ^>P*pr[mpr[*p* -^p.pr^A^A 'V lV 
•M*->idH(it)(-l)[-l] 

idH(*)(-l)[-l] —>?*g*(-l)[-l ] —•ç.pri.prîç* — >q*pruA*A*pr*iq* 
->g.g*-^idH( f c)(-l)[-l] 

Ce qui nous ramène à démontrer que la composée de la ligne supérieure du diagramme 
précédent es t égal e à l'identité . 
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Considérons maintenant l e diagramme commutati f : 

с I 
Чттtil 

Al i  Spec(Ar ) 

A ' 

4 Al X А\  f 

i 

A 1 X  Gì 1 Ì d X  i Л 1 A 1 Ì D X Ì A l 

jm )• A¿. x A¿ < A 1 

A 1 

La flèche canonique q*q* * îdH(fc) (—!)[—!] e s t défini e par la composée : 

Q*Q* >P*3*3*P* + pj+ilp*[+i\ ~2 ! p*[+l] 

De même la flèche canonique p*pri #prî*p* * ( — 1 ) [ — 1 ] e s ^ définie par la com-
posée : 

P*pr'upr[*p* •  p.pr'/Jid x  j)*(id x  j)*pr'{*p* 

>P*pri*(îd x x  i) lpr"*p* ~p*(i d x i) lpr"*p* 

Mais on a un diagramm e commutati f : 

p*pr'upr[*p* •  p.pr^id x  j)*(id x  j)*pr'{*p* •  p.pr^id x  z)*(id x i)!pr"*P* 

q*q* >P*j*j*P*  >p+ùrp*[+ï\ 

du fai t d e l a compatibilit é du morphism e connectant d u triangl e d e localité avec les 
morphismes de changement de base (voir la sous-section 1.4.7). Ceci termine l a preuve 
du lemme . • 

Le résultat suivan t es t u n corollair e immédiat de s lemmes 3.6.23 et 3.6.2 4 : 

Corollaire 3.6.25. — La  flèche q*exq*  ç*<7*(—1)[—1 ] >  q*q* est  donnée, rnodulo 
les identifications  canoniques,  par une matrice  de  la forme : 

( i d i  ) : i dH( f c )(- l )[- l ]eid H ( f c ) (-2)[-2] *idH(fc)0idH(jb)(-l)[-l] 

avec t  :  id H ( f c )(-2)[-2] * idH(fc)(—1)[—1] u n e c e r ^ n e transformation  naturelle 
qu 'on ne précisera pas. 

Dans la suite, on supposera que le 2-foncteur homotopique stable H  est muni d'un e 
structure monoïdal e symétrique unitaire . Pou r u n fc-schéma  quasi-projecti f X,  o n 
notera ® x e t l x l e produit tensorie l e t l'obje t unit é d e H(X) . Lorsqu'o n supposera 
que ( H ( X ) , 0 x ) es t fermée , on notera comm e d'habitud e HomY(—, — ) l e bifoncteur 
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homomorphismes internes. Sauf mention d u contraire , o n supposera le s conditions de 
l'hypothèse suivant e vérifiées : 

Hypothèse 3.6.26 

1- Le 2-foncteur homotopiqu e stable adme t le s petites sommes et i l est parfai t pou r 
elles. I l es t Q-linéair e e t séparé . Le s catégories monoïdale s H(— ) son t fermée s e t leu r 
objet unit é est compact . 

2- Le s groupes de morphismes suivant s sont nul s : 
- hom H ( k)(l(ra), l[n]) = 0  pour n  G  { - 2, - 1 , 0} e t m  G  N — { 0 }, 
- hom H ( f c ) ( l , l ( l ) )=0. 
3- L'obje t Alt 2(lfc(l)) es t nul . E n d'autre s termes , lfc(l ) es t pai r d e dimensio n 1 

au sen s d e Kimura [Kim05] . 

En appliquan t l a transformatio n naturell e d e Kumme r à  l'obje t unit é d e H  (Gin), 
on obtien t un e flèch e CK  '  l G m ( —1)[—1] >  l-sm .  Notons le lemme suivant : 

Lemme3.6.27. —  L'annulateur  dans  eml^n m)(l<^7n) de  la flèche ex  est  l'idéal  nul. 

Démonstration. —  E n effet . homH (Gm)(lc-m-lc-m) =  hom H(A.)(lL ç*lGm) — 
homH(fc)(l. 1© . 1(—1)[—1]) =  hom H(k)(l. 1). I l suffi t don c d e prouve r qu e l'an -
nulateur d e CK  dans enduit ) (1) es t nul . Pou r cela , i l suffi t d e remarque r qu e q*ex 
contient comm e facteur direc t l'identit é de 1 ( —1)[— 1]. • 

Vu le lemme précédent, o n voit que l'hypothèse 3.6.2 6 implique l'hypothèse 3.6. 1 de 
la sous-sectio n précédente ave c v  —  l,rjm e t À  = lGm(—!) • Dan s l a suite , o n utilisera 
librement le s résultats établis dan s cette sous-section . 

Lemme 3.6.28. —  / / existe,  à  un unique  isomorphisrne  près,  un  triangle  distingué  : 

( 4 2) l G m(-l)[-l] -^-> lG m >  X >  iGm(-l) 
L'objet W  ainsi  défini,  est  connu  sous  le  nom du  torseur  de  Kummer. 

Démonstration. —  Compléton s l a flèch e ex  :  1 G I T I ( — 1 ] ^  H-Gm e n u n tri -
angle distingué comm e dans l'énoncé. Il s'agit de montrer qu e le triangle ainsi obtenu, 
n'admet pa s d'endomorphisme s no n triviau x induisan t l'identit é su r 1 GIH(—1)[— 1] 
et l G m -

Pour cela , on choisi t u n te l endomorphisin e : 

lGm(-l)[-l] l3 m •  * •  iGni(-l) 
id + e 

l6m(-l)[-l] lïï m >  •  lSm(-l) 

L'endomorphisine e  s e factoris e pa r un e flèch e 1(—1 ) >  •  Mai s pa r l e 
lemme 3.6.4 , on voit qu'une tell e flèche est forcémen t nulle . D'o ù le résultat. • 
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Définition 3.6.29. —  Le  logarithme  ££og y =  Sym°°Jf  est  la  colimite  homotopique 
de Uind-objet  (^og^) ne^ de  H (Gm) donné  par  ^£og^  =  S y m n ( J ^ ) . Par  le  corol-
laire 3.6.19,  le  logarithme est  unique  à  un unique  isomorphisme  près.  De  plus, il  est 
naturellement muni  d'une  structure  d'algèbre  associative, commutative et unitaire. 

On dispos e également d'u n triangl e distingu é canoniqu e : 

(43) i ? o £ v ( - l ) [ - l ] H G m >J?og v ^ ^ v ( - l ) 

Ce triangl e es t à  l a bas e d u 2-triangl e distingu é d e monodromie . On aura besoin du 
lemme cle f suivan t : 

Lemme3.6.30. —  Rappelons  que  l'on  note  q  la  projection  structurale  du  k-schéma 
Gm. On  a  des triangles distingués  canoniques  dans  H(fc) ; 

(44) ! (_ w _ i) t — 5-» q+Xogl h  l(-n -  1)[-1 ] 

avec a et  b donnés respectivement  par les  composées suivantes  : 

1 — > ç.lcm —• q*&OQn et  q*3fogX  — • g*lG m(-n) — > t(-n -  1)[-1 ] 

De plus  les  diagrammes suivants  : 

t(-n - 1 ) —1 >  q*&og% •  t(-n - 1)[-1] 
(45) 

t{-n - 2 ) —1 •  q+Sfog%+l •  l(-n - 2)[-l ] 

sont des  morphismes de  triangles distingués. 

Démonstration. -  Noton s qu'un e foi s le s triangles distingué s (44 ) construits, i l es t 
clair que le diagramme (45 ) est un morpliisme de triangles distingués . En effet, il suffi t 
de compléte r l e carré commutati f a u centr e e t d'utilise r l e fai t qu e hom H(/ c)(l(—n — 
1), l ( -n -  2) ) = hom H ( f c ) ( l , 1 ( - 1 ) ) =  0 . 

Pour tou t m  G  N, on choisit deux triangles distingué s : 

1 q*Xogl  y  Cm • 

et 

Nm >  q+Sfog^ —b-^ l(- m -  1)[-1 ] > 

Dans l a suite , o n raisonner a pa r récurrenc e su r n.  Lorsqu e n  =  0 , l e résulta t 
découle de l'identification q*t  ~  1  © 1(—1)[—1]. On supposera alor s n >  0. On divise 
l'argument e n trois étapes . O n commence par un e réductio n : 
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Étape 1.  Une  réduction. Nou s affirmons qu e pour prouve r l e lemme au rang n, i l 
suffit d e montrer qu e : 

1. C n es t isomorph e à 1(— n — 1)[— 1], 
2. N n es t isomorph e à 1 . 

Cette étap e es t consacré e à l a preuv e d e cett e affirmation . O n dispose donc de deux 
triangles distingué s : 

et 

1 —^ q.^ogl  l(-n  -  1 ) [ - 1 ] • 

1 q^ogl  l ( - n -  1)[-1 ] 

Étant donn é que honiH(fc)(l , 1(—n — 1)[—1] ) = 0 , on voit que les deux composées : 

1 — * - * q « 2 o g l — ^ - H ( - n - l ) [ - l ] e t 1  q*££ogl  - ^ - > l ( -n -  1 ) [ - 1 ] 

sont nulles . I l existe alors des flèches rendant commutatif s le s carrés : 

1 — ^ q+Xoql 1  — — > q+Xoqi 

1 - a' mù$!:n, 1 a lmokurs 
En composan t verticalement, o n déduit deu x carrés commutatif s : 

t a mù^$ù*= 1 - m^ù$ q^ogl 
u' ou uou' 

1 Q^OQÍ 1 Q*&OQÍ 

On voi t alor s qu e le s flèches id —  u' o u e t i d —  u  o vl s e factorisen t à  traver s l'obje t 
1(—n —  1)[—2] . Il s son t don c nuls v u qu e homH(fc)(l , 1(—n — 1)[—2] ) =  0  (pa r l'hy -
pothèse 3.6.26) . Cec i montr e qu e u  et u'  sont inversibles . On dédui t alor s l'existenc e 
d'un triangl e distingu é : 

l ( - n - l ) — ^ - H — >q.#ogZ-^l(-n -!)[-!] 

Il reste à montre r qu e e est nul . O n prouvera e n fai t qu e b  admet un e section . 
Pour cela , o n considèr e l e morphism e 1(— n — 1)[— 1] >  ^°9n ^  apparaî t 

dans l e triangle distingu é : 

l ( - n -  ! ) [ - ! ] •  Xogl •  J?o9v+1 •  l ( -„ - 1 ) 

On v a montrer qu e la composée : 

l ( - n -  ! ) [ - ! ] •  q*t{-n -  !)[-!] •+q.J?ogV-2-H{-n-l)[-i\ 
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est l'identité. O n remarque alors qu'on dispose d'un diagramme commutatif : 

l ( -n -  1)[-1 ] •  q.l(-n - 1)[-1 ] •  q+&ogV —^ l ( -n - 1)[-1 ] 

eici—n) ^ n l(n -  1)[-1 ] >  q*l(-n - 1)[-1 ] >  q*l(-n) — ^ l ( -n - 1)[-1 ] 

déduit du rnorphisme de triangles distingués : 

&ogl •  &ogV+1 >  lGm(-n - 1 ) y 

iGm(-n) y JT(-7l) y tGm{-ll -  1 ) • 

Le résultat découle alors immédiatement du corollaire 3.6.25. 

Étape 2.  Un  isomorphisms Cn ~  1 ( — n — 1 ] . —  On utilisera l'hypothèse de récur-
rence pour construire un tel isomorphisms. On dispose d'un rnorphisme de triangles 
distingués : 

1(-1)[-1]- ->1(-1) 

XOQI_A-\)\-\\ y\  y^ogl  yJïog^i-l) 

En appliquan t q*  et e n utilisant l e corollaire 3.6.25, on obtient un e suit e d e deux 
morphismes de triangles distingués : 

0[-l] • ->1 = -+0 

i(-i)[-i] e i(-2)[-2] •  i e i(-i)[-i] y  q*>r y  e i(-2)[-i] 

*JS?o<tf_i(-l)[-l] •  1 e 1(-1)[-1] •  q*&ogV •  q^ogl_ x(-\) 

En appliquant l'axiom e de l'octaèdre aux deux carrés commutatifs : 

1 = 1 1  = 1 

1 e 1(-1)[-1] •  q*%ogl 1  0 1(-1)[-1] y  q*X 

on obtient un rnorphisme de triangles distingués : 

i(-i)[-i] e i(-2)[-2] •  i(-i)[-i] •  Ci y  i(-i) e i(-2)[-i] 

q^og^.ii-in-l] y  1(-1)[-1] y  Cn y  q^og^-l) 
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Formons alors le diagramme commutati f suivant : 

1(-1)[-1] —— 1(-1)[-1 ] >  0 >  l(-l) 

i ( - i ) [ - i ] e i(-2)[-2 ] >  i( - i ) [ - i ] •  i(-2)[-i] >  i( - i ) © i(-2)[-i] 

q^og^i-in-l] >  1(-1)[-1] •  Cn •  q+XoQl_A-\) 

En composant, on obtient u n morphisme de triangles distingués : 

1(-1)[-1]=^==1(-1)[-1] >0  H(-l ) 

a" 
q+Xogl_x (-1)[-1] •  1(-1)[-1] •  Cn >  q ^ogl_^-\) 

Il es t facil e d e s e convaincr e qu e a"  es t isomorph e (mai s pa s forcémen t égale ) à 
a(—1)[— 1]. Ains i u n côn e d e a"  es t isomorph e à  C n_i(—1)[—1] ~  1(— n — 1)[—2] . 
L'isomorphisme recherch é s'obtien t alor s e n appliquant encor e une foi s l'axiom e de 
l'octaèdre. 
Etape S. Un  isomorphisme N n ~  1 . -  O n procède de la môme manière qu e l'étape 
précédente. On a un morphisme de triangles distingués : 

^tfn-i >  Xogl •  iGm(-n) •  Xogl_ x\+\\ 

lGm(-n - 1 ) •  JT(-n + 1) >  lsm(-n) •  lGn,(-n - 1)[+1 ] 

En appliquant q*  e t en utilisant le corollaire 3.6.25. on voit qu'on dispose d'une suite 
de deux morphismes de triangles distingués : 

q.Sfog^ •  q^ogl •  l(-n) b  l(-n -  1)[-1 ] •  q.Xog^+l] 

l(-n +  1) 0 l(-n)[-l] — > q+.)r(-n + 1) —> l(-n +  1)[+1] * l(-n) -> t{-n) *  l(-n -  1)[-1 ] 

0 •  l(-n -  1)[-1 ] = l(-? ï - 1)[-1 ] >  0[+l] 
On applique ensuite l'axiome de l'octaèdre aux carrés commutatifs : 

q^ogl >  l(-n) ©  t{-n -  1)[-1 ] •  l(-rc) © t(-n -  1)[-1 ] 

l(-n -  !)[-! ] = l(- n -  !)[-! ] l(-n  -  !)[-! ] = l(- n -  !)[-! ] 
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On obtien t ainsi un morphisme de triangles distingués : 

q+Xogl_x •  Nn >  t(~n) •  q-Vog^+l] 

t(-n +  1) S l ( - n ) [ - l] >  Ni >  t(-n) >  t(-n +  1)[+1] e t(-n) 

Et de là le morphisme de triangles distingués : 

q^ogl^ >  Nn •  l ( - n) •  q^og^+l] 

l(-n)[-l] >  0 >  t(-n) = 
L'axiome de l'octaèdre fournit alor s un isomorphisme 1 ~ N n-i ~  N n. L e lemme est 
démontré. • 

Corollaire3.6.31. -  Le  morphisme canonique  \<Qm >J £ogJ induit  un isomor-
phisme 1  ~ q+Jlfog^  vi a la composée : 

1 >  q*lGm >  q*3?ogv 

Démonstration. Étan t donné que/;* commute aux colimites homotopiques (H étant 
supposé parfai t pou r le s petites sommes) , o n déduit pa r passag e à  la colimit e des 
triangles (44 ) un triangle distingué : 

HoCol im n l ( - n -  l)[-2 ] — > HoColim„l —• p+Jfog* —> HoCol im n l ( -7A -  1)[-1 ] 

La première colimite hoinotopique est nulle étant donné que les morphismes de transi-
tion du système inductif correspondant sont nuls. La deuxième colimite vaux 1 puisque 
le système inductif correspondant est stationnaire. L e corollaire est démontré. • 

Remarque 3.6.32. Le s analogues (Sadique, Hodge, etc) du résultat précédent sont 
bien connues . La preuve classique repose sur u n calcu l de suites spectrales . A  ce 
propos, le lecteur peut consulter [ H W 9 8 ] . 

3.6.3. L e systèm e d e spécialisatio n logarithmique . — Rappelon s l e dia -
gramme cominutatif suivant : 

Gm — А } . <-1— .s 

k 
On introdui t u n nouveau système de spécialisation de base (Aj[. , j, /) : 

Définition 3.6.33. - Le  système de spécialisation logarithmique  est  le système de spé-
cialisation noté  log défini par : 

l o g / (A) =Xf(A ®S?og*) 

pour tout k-morphisme f  :  X  >  A\ et  A G  Ob(H(X7J)). 
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Dans cette section , on étudiera les propriétés d e log comme on l'a déj à fai t pou r 
T. Remarquons tout de suite, que le morphisme évident l G m >  <$?ogv indui t un 
morphisme de systèmes de spécialisation : 

X >  log 

On a l'analogue de la proposition 3.4.9 pour log : 

Proposition 3.6.34. —  Gardons  les  notations du diagramme (25).  Pour tout n G 
la composée des 2-morphismes suivants  : 

1 >  i*(en) V •  i*j*j*(en)*p* •  Xe„(en);g* > log C n (e n ) ; 9 * 

est un 2-isomorphisme. 

Démonstration. —  Avant d'entame r l a preuv e d e 3.6.34 , montrons qu e pou r tou t 
n G  N — {0}, l'objet (e n)*j£7og^ es t canoniquement isomorph e à 5£og^N. Le foncteur 
(e n)* étan t monoïdal, il suffit d'exhibe r u n isornorphisme entre (e n)* Jfc e t X.  Pou r 
cela, on étudie l'action de (e n)* su r la classe de Kummer. En utilisant les morphismes 
de changement d e base, on voit immédiatement qu e 

(e„);e/c :  l G m ( - l ) [ - l ] > \ 

est la composée : 

lGm(-l)[- l] >W\*W\^&™  •  Pn*^n*O rî 1Gm 

>prUprltGm •pri I|,A.A*prîlGm -  lG m 

avec P n :  G m x Gm >  Gm x Gm l e morphisme de schémas donné par l'associa -
tion : ~ * (x,yn). Puisqu e H  est Q-linéaire et séparé, le lemme 3.4.13 affirme que 
la composée : 

pruprltGm —pruPn*P r*prltGn ->pn*prilGn 

est un isornorphisme. Il est facile de voir qu'il respecte la décomposition pri*prïlG m ~ 
lGm0lGm(—1]- Ce t isornorphisme induit donc un isornorphisme a :  l Gm(—1)[—1] 
—* l G m ( —1 ] rendant commutatif le diagramme : 

{<'п)*пек 

lGm(-l)[-l] —•*pri*Pr*lGm ~•m*^n.O rî 1Gm ^pn.pr^lGm >  prU A*AV^Gm ~ l G n 

HGm(-l)[-l] 
On obtien t alor s u n isornorphism e (dan s l a catégori e des flèches) : (e n)*e/<: ~  e x 
induisant un isornorphisme X ~  (e n)*-J^. 
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Passons à la preuve de la proposition 3.6.34. Par c e qui précède, il suffit d e traiter 
le cas n = 1 . Il faut donc prouver que la composée des 2-morphismes suivants : 

1 >  i*j*j*P* XidQ*  •  log id<?* 

est u n 2-isomorphisme . Rappelon s qu e l'o n dispos e d'une transformation naturell e 
q* y  Xid défini e par l a composée : 

*„• — 9* >p*J*  >p*i*i*3*  >  =  Xid 
Cette transformatio n naturell e a été utilisée dan s la preuve de la proposition 3.4.9. 
On sait que cette transformation naturell e est un isomorphisme lorsqu'elle est évaluée 
sur des objets de la forme <?*(?) (ainsi que des extensions de tels objets). 

Considérons le diagramme commutati f : 

-> Xid<7* •  Xid(<f ( -) ®  J ^ V) 

q*q* ^*(<?*(-)&J*fo<7 v ) 

On voi t alors que la flèche (?) est un isomorphisme (on utilise que H est parfait pour 
les petites sommes). D'autre part, la composée : 

1 y  q*q* y  <Z* (<?*(-) ® &og y) 

s'identifie à  : 
( - ) (g ) 1 y  ( -) (g ) q+q*\ y  ( -) (g ) q*3?ogy 

Par l e corollaire 3.6.31, on sait que cette composé e est inversible . La proposition est 
prouvée. • 

Le corollaire suivant s'obtient à  partir de la proposition 3.6.34 de la même manière 
que le corollaire 3.4.15 s'obtient d e la proposition 3.4.9. 

Corollaire 3.6.35'. —  On  reprend les  notations du  corollaire 3.4-15.  Pour tout n,m G 
N x , la  composée des  2-morphismes suivants : 

( O * — • ;*(C ) V — • Xf((A  0  &o  Xe;«(C);<z * —• logem (0;g* 

est un 2-isomorphisme. 

On dispose également d'une structure pseudo-monoïdale sur le s foncteurs log? ob-
tenue en prenant les accouplements suivants : 

\ogfA <g> \ogfB y  Xf((A 0 &og w) <g > (B (g) Sfog v)) 

y Xf((A ®  B) ® (Sfogy)®2) y  Xf({A ®  B) ® £>ogv) 
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La dernière  flèch e étant l a multiplicatio n d e l'algèbre S£og y. E n utilisan t l e fait qu e 
cette algèbre est associative, commutative et unitaire , on déduit qu e log j es t un fonc -
teur pseudo-monoïdal symétrique et que la transformation naturell e :  x  *  '°g e s t 

un morphism e de systèmes de spécialisation pseudo-monoïdaux. 
Supposons que l e 2-foncteur monoïda l homotopique et stabl e H  est fermé . Soi t R 

un obje t d e H (k). On défini t le s opérateurs de dualité D 7 / et D s pa r : 

D „ ( - ) =  Hom(- , f \,q*R) e t D a ( -) =  Hom(- , f„R) 

On en défini t u n morphism e de commutation à l a dualité : 

(46) sp£° " o D„ •  D, o spJoflf 

par l a même recette qu e celle du théorèm e 3.4.20 . On a alors : 

Théorème 3.6.36. —  On  suppose  que le  corps  k est  de  caractéristique  zéro.  Pour 
toute classe  d'objets A C  Ob(H(A;) ) et  tout  objet  E  de  H^(X 7 ? ) , le  morphisme 
spf0* o  D.r1(E) •  D, o sp£°-y {E)  est  inversible. 

On fai t l a définition suivante : 

Définition 3.6.37. -  Le  triangle  de monodromie pour  log est le  2-triangle distingué  : 

N 
l o g / ( - l ) [ - l ] •  Xf •  log/ • l o g / ( - l ) 

obtenu à  partir du  triangle distingué (J^S).  La  transformation  naturelle  N est  appelée 
l'opérateur de  monodromie. 

On termin e notr e étud e d u systèm e d e spécialisatio n logarithmiqu e e n prouvan t 
une compatibilit é d u triangl e d e monodromi e avec l a dualité . O n not e d'abor d l a 
proposition suivante : 

Proposition 3.6.38. -  Soit  R un objet de  H (A:). Soit f :  X  >  Â[. un  k-morphisme. 

Il existe un accouplement naturel  : 

XfDriA 0  XfA •XfD^A 

induisant un  morphisme de  commutation à  la dualité : 

XfD^A >D.x/A(-l)[-l ] 
Lorsque le  corps  k  est  de  caractéristique  nulle,  alors  pour toute  classe  d'objets  A  C 
Ob(H(fc)), ce  morphisme est  inversible pour A dans  H ^(XTj). 

Démonstration. -• - L'accouplemen t naturel est celu i obtenu en prenant l a composée : 

XfDvA ®  XfA •  XfDvA -z  A •  Xf.fl,R >  fUuiR >  f l

aR(-l)[-l] 

où l e dernière  flèch e es t cell e déduit e d e risoinorphisin e canoniqu e Xid ^ =  R  ^ 
R(-l)[-l}. 
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Montrons que le morphisme de commutation à la dualité es t bien inversible. On se 
ramène pa r la méthode habituelle à  traiter le cas A —  1 et / =  e n o ù / =  e™ . On se 
ramène immédiatemen t à  montrer qu e l'accouplement hyperbolique : 

{R e R{-i))  « ( l e i ( - i ) ) •  R(-i) 

est non-dégénéré . Ceci est vrai. • 

Soit A  un objet de H(Xr]). E n appliquant l'opérateu r d e dualité D 6. au triangle de 
monodromie, on obtient l e triangle suivan t : 

DJN) 
Ds(\ogfA(-l)) - W D ^ I o g ^ ) >  DH{XfA) >  D . s ( l o g / ( - l ) [ - l ] ) 

qui s'identifie a u triangle distingu é : 

D . ( l o g / ¿ ) ( l ) > Ds ( l o g / A ) •  Da(Xf{A)) >  D . ( l o g / (A) ) ( l ) [+ l ] 

On a  le théorème suivant : 

Théorème 3.6.39. -  - On  a un morphisme de  triangles distingués  : 

-N(1) 

l o g / D t / ( > i ) ( l ) \og fDn(A) >  XfOv(A){l)[l] >  l og / D 7 / ( A ) ( l ) [ l ] 

D s ( l o g / A ) ( l ) ^  D H(\ogfA) >  D s(Xf(A)) y  D , ( l o g / ( ^ ) ) ( l ) [ l ] 

où les flèches verticales sont les morphismes de commutation à la dualité et le triangle 
supérieur est  le triangle de  monodromie décalé  et  twisté. Lorsque le  corps k  est  de 
caractéristique nulle,  alors pour  toute classe A  C  Ob(H(A:)) , ce  morphisme est  un 
isomorphisme de  triangles dès  que A G Ob(H^(X r ? )) . 

Démonstration. — - La dernière assertio n es t mise pour mémoire. Il s'agit simplemen t 
de prouve r que le diagramme de l'énoncé est commutatif. Ains i on divisera la preuve 
en trois parties, chacun e consacrée à la commutation d'un des trois carrés constituan t 
le diagramme . 

Etape 1. — L'anti-commutatio n d u carré : 

N{1) 
l o g / D r / ( A ) ( l ) >\og fDv(A) 

D . s ( l o g / A ) ( l ) - ^ D . s . ( l o g / A ) 
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On s e ramène immédiatement par adjonction à montrer l'anti-commutation du carré : 

(47) 

\ogfDn(A)<& \ogfA • \ogfD„(A)(-l) 8  \ogfA 

log/D„(A) » \ogf(A)(-l) • №(-!) 

En revenant aux définitions, on voit immédiatement que les deux composées possibles 
du carr é (47 ) son t égales aux deux composées possibles du diagramme suivant : 

Xf(Dn(A)ZJ?ogv) Z Xf(AZJZ’og'') 

X/(D,(A) S A % &og" ®  if eg") 

Xf(f'sRZ>J?ogV®J?ogV) 

R % \f(fl(yJog'J Z.^og')) 

R ®  flxuiWog" ® ifoS

v) •  R ®  /]xid(Jï?09v(-l) 8 -SV) 

^ ®  / i X i d ( ( ^ o f f

v «  ifof f

v(-l))) •  R » /]X- id(ifo.9

v(-l)) ~  /J l( - l ) 

Ainsi, il suffira de montrer l'anti-commutation du carré : 

Xid(JSW X •  Xi<i(^o5v(-l) » 

xM&og" &ifo5

v(-l))) ^Xi<i (^ v(-1)) ~ 1(-1 ) 

D'après la proposition 3.6.11, on dispose d'une décomposition en somme directe : 

Jï?ogv 0 (j£?o.gv 0 Alt2 J f 3 Sfog*) i *ogJ 0 Z£ogy 

Vue qu e honiH(fc)(l, 1(—1)[—1]) = 0, on déduit immédiatement que les deux compo-
sées du diagramme : 

Xid(^o5

v) •  x i d ( ^v «  -SV) •  Xid(ifopv(-l) ® Jfopv 

* d ( ( W 8 -S?osv(-l))) •Xid(J&W(-l) ) 1 ( -1 ) 
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sont nulles . Cec i nous ramène à  montrer qu e les deux composées possibles de dia-
gramme suivant : 

Xid(^2V <8 Alt2,;T ® JS?O<?V) •  xA^ogv ®  ifo<7v) •  Xui(^ogv(-l) <g > J*?opv) 

Xid((^opv 0 i fo^ v ( - l ) ) ) — • Xid(J?o0v(-l)) ~ i (_i) 

sont égales à un facteur (—1 ) près . Par le lemme 3.6.13, on a un carré commutatif : 

Jfogv ® Alt2.vf <8 > ^ogy 3?og v 0 1(-1) 0  3?ogv 

^ogy K %ogy •  3?ogv ®&ogy(-l) •  £âogy{-\) 

On dédui t que la première composée, à savoir : 

X\à{&ogy ® Mt2Jff ® Sfog") >  X id( -W ®  S£oqy) 
(48) 

> Xuii-Sfogv <8 > SfogV(-l)) >  X i d ( ^ v ( - 1 ) ) 

est égale à la composée suivante : 

Xid{^ogv &  Alt2-JT © Xogy) — 1—> Xid(^ogv ® 1 ( - 1) ®  Jzfo5

v) 

= X /(JSfo f l

v ®  J5fo.<7v)(-l) •  X / ( ^ v ) ( - l ) 

Remarquons d'autre part que la seconde composée, à savoir : 

Xid {^oqy ®  Alt2.X ® Jzfo3

v) •  Xid(Jz?°3v ® JSfo9

v) 
(49) 

>Xi№ogV(-l)®XogV) > Xid(^ogV(-l)) 

s'obtient d e l a premièr e e n faisan t agi r l a permutatio n de s facteur s su r l a source 
contenue dans ^fog v &  5£ogy. Cett e permutation agi t pa r —i d sur Alt 2JT. D'autr e 
part, l a multiplication :  Sfog^  g ) .Sfogv >  .$£ogy es t commutative . Il vient de 
tout cela que les composées (48) e t (49) s'obtiennen t l'une de l'autre par multiplication 
par (—1) . D'o ù F anti-commutation de notre carré. 

Etape 2.  — L a commutation du carré : 

log /D,(A) >  Xf(DvA)(l)[l] 

D,(log/A) >D s(Xf(A)) 
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On se ramène par adjonction à montrer la commutation du carré : 

lo g /(D,(I4))(-l)[-l] ®  Xf(A) >  Xf(Dr,(A)) ®  Xf(A) 

(50) | 

LOG/(D,(I4))(-L)[-L] ® \ogf(A) > 

En revenant aux définitions, on voit immédiatement que les deux composées possibles 
du carré (50) sont égales aux deux composées possibles du diagramme suivant : 

Xf(Dr,(A) ®  i?o<,V(-L)[-L]) %  X/(A) 

X/(D„(A)®A®.JSV(-1)[-1] 

X / (4 i?»i fo 5

V ( -L) [ -L] ) 

R ® /lxid(^opv(-l)[-l] %  1) •  R % f\ XWt{\ Z  1) 

R ® /ixid(^09v(-l)[-l] X W) •  R 8 /Jxid(.W(-l)[-l]) ^ R  ® 
Il vient qu'il suffit de prouver la commutation du diagramme suivant : 

X id(^o<? v(-l)[-l]) •  Xid(l) 

x-id(j2W(-i)[-i] % se<rf) —• xw(^os v(-i)[-i]) i(-i)[-i ] 

Remarquons pour cela que x\d(^ogy( — 1)[— 1]) ~ 1( —1)[—1]. De plus, modulo cette 
identification, l a composée : 

*id( W ( - i ) [ - i ]) >  xia(i) •  i(- i)[- i] 

est l'identité. Il reste donc à montrer que la composée : 

1 ( - 1 ) [ - 1 ] =  Xid(JS?offv(-l)[-l]) •  X I D ( ^ V ( - 1 ) [ - 1 ] ®  JSf0</v) 

• X i d ( . ^ V ( - 1 ) [ - 1 ] ) 1 ( - 1 ) [ - 1 ] 

vaut l'identité. Pour cela, il suffit de remarquer que la composée en question est égale 
à la composée de : 

1 ( - 1 ) [ - 1 ] >  Xid(l(-1)[-1]) •  Xid(^of l

v(-l)[-l]) 1 ( - 1 ) [ - 1 ] 

Cette dernière vaut l'identité . 
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Etape S.  -  L a commutation du carré : 

X7(D^)(1)[1] •  log /(Dr7A)(l)[l] 

Ds(xf(A)) •  D.(log/(>i))(l)[l] 

Par adjonction , on se ramène immédiatement à  la commutation du carré : 

XfDv(A) >o log / A(-l)[- l] •  log/DT,(A) oo log / A(-l)[- l] 

(51) | 

XfDv(A) <%  Xf(A) >  /1^(-1)[-1] 

En revenant au x définitions, on voit immédiatement qu e les deux composées possibles 
du carré (51 ) sont égales aux deux composées possibles du diagramme suivant : 

XfDtl{A)sXf{A ; Ï W ( - l ) [ - l ]) 

\f(D„(A) g> A s J*V(-1)[-1] >  Xf(f},B « .^y v(-l)[-l]) 

R S fi \ id(l S W ( - l ) [ - l ]) i ? <>) /]^i(^v (-l)[-l] 0 « 

/?®/-\id(i«i) /?®/lXid(^v(-l)[-l]) 

A®/¡1(-1)[-1] 
Ce qui nous ramène encore une fois à  la commutation du diagramme suivant : 

Xid(^os v(-l)[-l]) >  X i ( 1 ( l ) 

Xid(^ v(-1)[-1] ® JS?o<?v) •  Xid(^v(-1)[-1]) •  1(-1)[-1] 

Ce diagramme a été traité dans l'étape précédente. • 

3.6.4. Retou r au système de spécialisation cycles proches unipotents 
On termine c e paragraphe par la construction d'un isomorphism e entre le système 

de spécialisation T construit dans la section 3.4 et le système de spécialisation logarith-
mique. Une fois cet isomorphisme construit, on déduit le triangle de monodromie (26) 
annoncé au début de la section. Pour construire ce t isomorphisme, on a besoin d'une 
hypothèse technique souvent vérifiée, à savoir la commutation de images directes co-
homologiques suivant u n morphisme de schéma avec les A-colimites homotopiques . 
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Ainsi, tout a u long de ce paragraphe, o n supposera en plus de l'hypothèse 3.6.26 que 
la condition suivante es t vérifiée : 

Hypothèse 3.6.40 
1- Le 2-foncteur homotopique stable H  est sous-jacen t à  un dérivateur algébriqu e 

monoïdal, homotopiqu e e t stable . D e plu s pou r tou t morphism e d e fc-schéma /, 
le foncteu r / * commut e au x A -limites, dan s l e sen s qu e l e morphism e éviden t : 
(PA)# /* > /*(PA )# es t inversible. 

2- Le 2-foncteur homotopique stable H  est engendré par sa base. 

Sous ce s conditions , on v a défini r u n morphism e d e système s d e spécialisatio n 
pseudo-monoïdaux :  log > Y qu i fournira l'isomorphism e recherché. Pour cela, 
on reprend le s notations d e la section 3.4. On posera ^  =  (PA )##*1 G  Ob(H (Gm)). 
On a le lemme suivant : 

Lemme3.6.41. —  L'objet  est  naturellement une  algèbre commutative de H (Gmfc). 
De plus, sous  la première partie de hypothèse 3.6 .40, on  a un isomorphisme canonique 
de systèmes de spécialisation monoïdaux  :  T ~ \{~  ®  ^0-

Démonstration. —  L e foncteur 9*  étan t pseudo-monoïdal symétrique, i l est clair que 
6*1 est un e algèbre commutative unitaire. De même, le foncteur ( PA)# es t pseudo-
monoïdal symétrique. I l vient que ói¿ est bien une algèbre commutative de H (Gm). 

On obtient un morphisme Y f >  Xf{~ ®  fïfë) e n prenan t la composée : 

( P A ) # X / ( * / ) . ( * / , P A ) * (PA)#X/( ( (0 / M ) « • ( P A ) * ( - ) ) 

^ - * X / ( ( P A ) # ( ( 0 / M ) ® ( - ) ) 

Sous la partie 1  de l'hypothèse 3.6.40 , il s'agit bien d'un isomorphism e de systèmes 
de spécialisation pseudo-monoïdaux. • 

On va définir u n morphisme canonique i\ : Jfi > dan s H(Gm). Rappelons 
que •  désign e la catégorie l xl : 

( 1 , 1 ) i (0.1) 

(1,0) <  (0.0 ) 

et qu e ir : r > •  désign e l'inclusio n d e l a sous-catégori e pleine ayan t pou r 
objets Ob(D) —  {(0,0)} . O n appelle ôr : F •  A l e foncteur qu i : 

- envoi e l'objet (1,1 ) G Ob(T) sur 1  G  Ob(A) et le s objets (1,0 ) G Ob(l~) e t 
(0, l)GOb(r)surOGOb(A), 

- envoi e la flèche (0,1) —> (1,1 ) sur l'application 0  —> 1  qui pointe 0 G 1 , 
- envoi e la flèche (1,0) —> (1,1 ) sur l'application 0  —•> 1  qui pointe 1  G 1 . 
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étant donn é un dérivateu r triangulé de domaine Dia contenant l a catégori e A, on 
déduit immédiatemen t un e transformation naturell e :  (pr)#(Sr)*  >  ( P A ) # E N 

prenant la composée : 

(pr)#(5r)* ^ (pA)#(«r)#(ir)* >  (pA)# 

En appliquan t cec i à  l'obje t 0* 1 G  Ob(HI(Gm, A)), o n déduit u n morphism e dan s 
H(Gm) : 

(pr) #(¿r)*0*l >W 

Pour obtenir l e morphisme t\ recherché , on va identifier (pr  )#(¿r )*0*1 à  Jff '. Cal-
culons d'abord le squelette de (6r)*0*l. Remarquons pour cela que le diagramme de 
schémas sí o  ôr est donné par : 

Gm X k Gm ~̂ 
id x 1 

-Gn 

Gm 
Il vient immédiatement qu e le squelette de (ôr)*0*l est donné par : 

( id,e*) 
IGI» ©  1G.H(-1)[-1] •  Icm 

id,0 

IGIII 

avec l a flèche de Kummer. Il existe alors une unique (à isomorphisme près) flèche 
a : Q  >  (or)*0*1 de i(Gm, f~~) ayant pour squelette : 

lGm(-l)[-l]-
(0,id) 

> iGm 

iGm ©  lGm(-l)[-l] TT. \ lern 
(id.e) 

lGm 

Le morphisme 1  >  (ôr  )*0*1 indui t un isomorphisme après passage à (pr )# étant 
donné que la colimite du cône de a admet pour squelette : 

->0 

IL Gm 
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En fin  d e compte , pa r l'axiom e 6  d e l a définition2.1.34 , o n dispos e d'u n triangl e 
distingué : 

L G m ( - L ) [ - L ] — ^ iG m >  ( P R ) # Q > L G m ( - L ) 

Il vient pa r l e lemme 3.6.28 que (pr )#Q es t canoniquemen t isomorph e à  W. 

Muni d u morphism e £\  :  .Jtf > U .  on appliqu e l e corollair e 3.6.1 9 pou r ob -
tenir u n morphism e canoniqu e d'algèbre s associatives , conirnutative s e t unitaire s £  : 
&ogy >  <?/ 

Définition 3.6.42. —  On  définit  un  morphisme  de  systèmes  de  spécialisation  £  : 
log > Y en  prenant la  composée : 

log = x(-  2  Stag") —^ X(- % V) T 

C'est un  morphisme  de  systèmes de  spécialisation pseudo-monoïdaux. 

Lemme 3.6.43. —  On  a  un triangle  commutati/ de systèmes de  spécialisation : 

X т 

sp Lo(J 

Théorème 3.6.44. —  Lorsque  le  corps  k  est  de  caractéristique  nulle,  le  morphisme  £ 
est un  isomorphisme  de  systèmes de  spécialisation pseudo-monoïdaux. 

Démonstration. —  Le s deu x système s d e spécialisatio n sp^° 9 e t T  commuten t au x 
petites sommes . Étant donn é qu e H  est engendr é pa r l a base , o n peu t alor s appli -
quer l e critère 3.3.46 . Le résultat découl e alors de s propositions 3.4.9 e t 3.6.3 4 et de s 
corollaires 3.4.15 et 3.6.3 5 (ains i qu e l e lemnie précédent) . • 

Remarque 3.6.45. —  Lorsqu e H  est l e 2-foncteur  homotopiqu e stable D M Q , M . Le-
vine [Lev07 ] a  apporté un e simplification notabl e à  la preuve du théorème précédent . 
En effet , i l démontr e directemen t qu e l e morphisme £  : J£og v >  ^ es t u n iso -
morphisme. Pou r cela , i l utilis e u n modèl e particulièrement simpl e d u dua l d e J£og 
qu'il arrive à identifie r ave c le complexe normalisé associ é au schém a cosimplicia l srf'. 
En particulier , l e théorème précéden t es t valabl e sans hypothèse su r l e corps de bas e 
(du moin s lorsqu'on travaille dans D M Q ) . 

On obtien t don c le résultat suivant : 

Théorème 3.6.46. —  Supposons  que  le  corps  k  est  de  caractéristique  nulle  et  que  les 
hypothèses 3.6.26  et  3.6.40 sont  vérifiées.  Il  existe  un  2-triangle distingué  canonique  : 

T / ( - L ) [ - L ] • Xf  >  ?f  T ( - I ) 
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appelé triangle  de  monodromie.  De  plus, ce triangle est  compatible  à  la  dualité dans 
le sens que le diagramme suivant  : 

Tf o  D„( - l ) [ - l ] •  Xf o  DT; •  TfD.n >  TD„(-1) 

i l -D. s(iV(l)) 
D ^ l H l ] ) •  DS ( X / (1 ) [1 ] ) >  D.ÇTf) O s(Tf(l)) 

est un  morphisme de  triangles  distingués  qui  devient un isomorphisme lorsqu'il  est 
évalué en  des objets de  H^(XV) pour  toute classe A  C Ob(H(A;)). 

On termin e avec quelques conditions assurant la nilpotence des opérateurs de mono-
dromie. Ces conditions sont vraie s pour l e 2-foncteur homotopiqu e stable D M e t son t 
conséquences d u théorèm e d e simplificatio n d e Voevodsk y (voir pour cel a [VSFOO ] 
et [Voe02]) . 

Hypothèse 3.6.47. —  Pou r tou t fc-schéma  liss e U,  l e group e abélie n hom H(c/)(l[/5 
lf/(n)[m]) es t nu l dè s que n  es t strictemen t négatif . 

On a  le lemme suivant : 

Lemme 3.6.48. —  Supposons  l'hypothèse  3.6.47  satisfaite. Soit  t(Z) C  Ob(H(A:)) l'en-
semble des objets  de la  forme l ( r) avec  r G  Z. Soit  X un  k-schéma de  type  fini et 
A et  B  deux  objets de r\ t^i){X). Il  existe  alors un  entier iio  G Z tel  que  les groupes 
honiH(x)(A B(n)[m]) sont nuls pour n <  no-

Démonstration. -  O n aa un isomorphism e canonique : 

h o m H ( x ) ( A B ( n ) H ) -  h o m H ( x ) ( l , Hom(i4,B)(n)[m]) 

Comme A  e t B  son t l(Z )-constructibles, il e n es t d e mêm e d e Hom(A B). I l vien t 
qu'on peu t suppose r qu e A  =  1 . L a conclusion de lemme étant clairemen t stabl e pa r 
extensions, suspension s e t cosuspensions , on se ramène facilemen t à  suppose r qu e B 
varie dans un ensembl e d e générateurs de r\ c£(X). O n peu t don c supposer qu e B  es t 
de la forme / * l y (— 7/.o) pour u n certai n / ' :  Y  >  X projecti f et lisse . Mais alors , 
par adjonctio n o n a  : 

hom H (x ) ( l , B(n)[m\) =  hom H (x) ( l , / * l ( - n 0 +  n)[m]) = hom H (y)( l , l ( - n 0 +  n)[m]) 

Comme Y  es t lisse , on voit que pour n  < rio,  le s groupes ci-dessus sont bie n nuls . • 

Corollaire3.6.49. —  Gardons  les hypothèses  du théorème  3.6.46  Lorsque  l'hypo-
thèse 3.6.47 est  vérifiée,  l'opérateur  de  monodromie : 

N: T f(A) • T / ( A ) ( - 1 ) 

est nilpotent pour A dans  H ^,ZJX). 
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C H A P I T R E 4 

L A C O N S T R U C T I O N D E 2 - F O N C T E U R S 

H O M O T O P I Q U E S S T A B L E S 

Introduction 

Dans c e chapitre nou s construison s l e 2-foncteu r hoinotopiqu e stable S H don t i l 
était questio n à  plusieur s reprise s dan s le s chapitre s précédents . Cec i es t bie n en -
tendu l'aboutissemen t de s travaux d e plusieurs mathématicien s :  Morel et Voevodsk y 
[MV90], Jardin e [Jar87 , JarOO] , Hovey [HovOl] . Riou [Rio02 , Rio06] , Rôndigs 
[RÔ5] et d'autres . E n reproduisan t ic i la constructio n de SH nou s espérons facilite r 
la tâch e a u lecteu r désiran t apprendr e cett e théorie . L e lecteur déj à familie r ave c la 
théorie remarquera à  plusieurs reprise s de s divergences avec le traitement suiv i dan s 
les papiers originaux . Toutefois, il est clai r que l'essentiel de s résultats de ce chapitre 
sont dus aux auteurs déjà mentionnés et ont été directement puisés dans leurs papiers . 
Faisons un bre f aperçu d e ce chapitre : 

1- L a sectio n 4.1 es t un e introductio n à  l a théori e de s catégorie s de modèle s se-
lon Quillen . On expose rapidement le s conséquences immédiates d e la définition . O n 
définit ensuit e l a notion d'homotopie et on démontre le théorème fondamental d e l'al-
gèbre hoinotopique. On étudie également les foncteurs entre les catégories de modèles 
et notammen t le s adjonctions de Quillen . On passe ensuit e au x 2-homotopie s ce qui 
nous amène naturellement à  la notion de catégories de modèles stables. O n démontre 
alors u n ca s particulie r d u théorèm e d e Hove y [Hov99 ] affirman t qu e l a catégori e 
hoinotopique d'une catégori e de modèles stable es t naturellemen t triangulée . 

2- L a sectio n 4.2 es t probablemen t l a plu s techniqu e d e c e chapitre . L e bu t es t 
d'établir l e théorème de localisation de Hirschhorn [Hir03 ] (en fait u n cas particulie r 
dudit théorème) . On commenc e pa r l a notio n d'accessibilit é qui perme t d e mesure r 
la taill e de s objets dans un e catégori e de modèles . On expose ensuite l'argumen t d u 
petit obje t e t l a notio n connex e de complexe s cellulaire s (formalisé e par Hirshhor n 
[Hir03]). O n introdui t dan s l a sous-section 4.2.3 la classe des catégories de modèles 
présentables par cofibrations. On s'efforce alors de filtrer le s cofibrations de ces catégo-
ries par de s sous-cofibrations de taille bornée . Les techniques obtenues servirons dans 
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la preuve du théorème de localisation mais également dan s d'autre s endroits tou t a u 
long du chapitre . Dan s l a sous-section 4.2.4, on présente un e preuve du théorème de 
localisation de Hirschhorn. C e théorème sera systématiquemen t utilis é dan s l a suite . 

3- L a sectio n 4. 3 es t consacré e à l a techniqu e d e stabilisatio n de s catégorie s de 
modèles comme développée par Hove y [HovOl] . Le but es t d'inverser , d'un e manièr e 
convenable, u n endofoncteu r d e Quille n à  gauch e F  fixé . L a techniqu e d e stabilisa -
tion es t basé e su r l a notio n d e F-spectre s (non-symétriques , symétrique s etc) . O n 
commence pa r l'étud e de s spectre s dan s de s catégorie s abstraites. O n présente alor s 
les constructions bien connues des foncteurs d e suspension infini e e t d e délaçage. On 
étudie auss i l a fonctorialit é d e l a catégori e des spectre s relativemen t au x différente s 
données (l'endofoncteu r F, l e monoïde de symétrisation, l a catégorie ambiante, etc) . 
On pass e ensuit e au x spectre s dan s le s catégorie s de modèles . On défini t le s struc -
tures stable s e t o n décri t le s objets stablemen t fibrant s via  l a notio n de fi-spectres. 
On démontre auss i de s théorèmes de comparaisons entre différents type s de spectres. 
Dans la sous-section 4.3.5, on spécialise la théorie a u ca s où le foncteur à  inverser es t 
le produi t tensorie l pa r u n obje t cofibran t dan s un e catégori e de modèles monoïdale 
symétrique. On définit e n particulier l e produit tensorie l entre spectres symétriques e t 
on montr e qu e la structure de modèles stable es t encor e monoïdale symétrique (sou s 
certaines hypothèse s techniques). 

4- Dan s l a sectio n 4. 4 o n présent e le s travau x d e Jardin e [Jar87] . Étan t donn é 
un sit e d e Grothendiec k (S.  top), notr e bu t es t d e défini r de s structure s d e modèles 
top-locales sur le s catégories des préfaisceaux PreShv(§, OJl) à valeurs dans certaine s 
catégories de modèles DJl appelées les catégories de coefficients. Notr e traitement exclu 
le cas fondamental d e 9JI = A o p £n.s considéré dans [Jar87 ] puisque nos catégories de 
coefficients seron t supposée s stables. Une bonne partie de la section est consacré e aux 
questions de fonctorialité. On établit ains i un critère pour qu'un foncteur continu entre 
deux site s induis e un e adjonctio n d e Quille n relativement au x structure s projectives 
top-locales. 

5- Dan s l a dernière section , on exploite les techniques développée s précédemment 
pour parveni r à  notre but , à  savoir, la construction du dérivateu r algébriqu e SEL On 
localise d'abor d l a structur e Nis-local e de PreShv(Sm /(.^\3),9K) suivan t le s A 1 -
équivalences faible s (voi r [MV90]) . O n stabilit é ensuit e relativemen t a u foncteu r 
(Al/Gm) <S>  —  (voir [JarOO]) . Une bonn e parti e es t consacré e à l a constructio n de s 
foncteurs images inverses et d e leurs adjoints ains i qu'aux questions de cohérence. On 
vérifie ensuite le s différents axiome s que doit satisfaire u n dérivateur algébriqu e homo-
topique est stable . E n particulier , o n présente dan s l a sous-section 4.5.3 la preuve du 
théorème de localité de Morel et Voevodsky [MV90] . Cette sous-section est sans doute 
le cœur géométrique de ce chapitre. O n termine l a section par quelque s compléments. 
On démontre notammen t qu e les catégories SH(—) sont compactemen t engendrées. 
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4.1. Catégorie s d e modèle s I  :  la théori e général e 

La notio n d e catégorie s d e modèle s qu'o n utiliser a es t légèremen t plu s restrictiv e 
que celle de [Qui67] d u fait que les catégories sous-jacentes seron t supposées complète s 
et cocomplète s : 

Définition 4.1.1. -  Une  catégorie  9JI  munie de  trois  classes  de  flèches  W , Co f et 
Fib (appelées  respectivement la  classe des  équivalences  faibles, des  cofibrations  et  des 
fibrations) est  une  catégori e d e modèles si  les  cinq  axiomes  suivants  sont  vérifiés. 

(MCI) :  Les  petites limites  et  colimites  sont  représentables  dans  9JI. 
(MC2) :  Supposons  donné  un  triangle  commutatif  : 

J 

9 
Al 

Si deux  des  trois  flèches f,  g  et  h  sont  dans  W, il  en  est  de  même de  la  flèche 
restante. 

(MC3) :  Si  la  flèche f  est  rétracte  de  g  et  si  g  est  une  équivalence  faible,  une 
cofïbration ou  une  fibration,  il  en  est  de  même de  f. 

(MC4) :  Toute  cofïbration  admet  la  propriété de  relèvement à  gauche par rapport 
aux fibrations  triviales  (i.e.,  fibrations  qui  sont  des  équivalences  faibles).  De 
même toute  fibration  admet  la  propriété de  relèvement  à  droite  par rapport  aux 
cofibrations triviales  (i.e.,  cofibrations  qui  sont des  équivalences  faibles). 

(MC5) :  Toute  flèche a  :  •  >  • admet  une  factorisation : 

c(a) f 0(a) 

a 

avec c(a)  une  cofïbration  et  /o(a ) une  fibration  triviale,  ainsi  qu'une  factorisa-
tion : 

cQ(a) f{a) 

a 

avec co(a) une  cofïbration  triviale  et  f(a)  une  fibration. 
Remarque 4.1.2. •  — Un triple t (W , Cof, Fib) , form é d e troi s classe s d e flèche s dan s 
une catégori e complèt e e t cocomplèt e 9JI, vérifian t le s axiome s (MC2 ) à  (MC5 ) d e 
la définitio n 4.1. 1 es t appel é un e structure  de  modèles  su r SDÎ. 

Les catégories d e modèles rencontrées son t souven t propre s a u sen s ci-dessous : 

Définition 4.1.3. —  Une  catégorie de  modèles VJt est  dite  propre à  gauche (resp.  propr e 
à droite ) lorsque  les  équivalences  faibles  de  9J Î sont  stables  par  push-out  suivant  les 
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cofibrations (resp.  stables par pull-back suivant les fibrations). On  dit qu'elle est propre 
si elle est propre à gauche et  à droite. 

Rappelons qu'une flèche / adme t la  propriété de relèvement à  gauche par rapport 
à une flèche g si pour tout carr é commutatif ( à flèches pleines) : 

f g 

> • 
il existe une flèche en pointillé, appelée relèvement rendant commutatif le diagramme 
ci-dessus. Dualement, nous disons que g admet la  propriété de relèvement à droite par 
rapport à  / lorsqu e / adme t l a propriété de relèvement à  gauche par rappor t à  g. Il 
sera pratique d'introduire le s notations suivante s : 

Définition 4.1.4. — Soient G une catégorie et F C  FI(G) une  classe de flèches de G. 
On note LLP(F) la  classe des flèches ayant la propriété de relèvement à  gauche par 
rapport aux  éléments de  F. Dualement,  on  note RLP(F) la  classe des flèches ayant 
la propriété de relèvement à  droite par rapport aux  éléments de  F. 

La proposition ci-dessous montre qu e dans une catégorie de modèles, la connais-
sance de deux des trois classes W, Cof et Fib suffit pour déterminer la classe restante : 

Proposition 4.1.5. —  On  a les égalités suivantes  : 

Fib = RLP(Cof n W), Fi b H W = RLP(Cof ), 
Cof =  LLP(Fib H W) et  Co f n W = LLP (Fib) 

De plus,  la classe W coïncide  avec celle des composées g  o / avec  f G  W f l Cof 
et g e W n Fib. 

Démonstration. —  On démontre uniquement l a première égalité. Soit / :  X  >  Y 
une flèche de RLP(Cof fl W). Pa r la seconde partie de l'axiome (MC5), i l existe une 
factorisation d e / : 

X X'  ^—>  Y 
avec i un e cofibration triviale e t / ' un e fibration. Comme / G  RLP(Cof fl W), u n 
relèvement existe dans le carré commutatif : 

X = X 

f 
Xf ---f'Y 

Ceci montre que / es t rétracte de Pa r l'axiom e (MC3), /  es t une fibration. • 
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On a  le corollaire immédiat suivan t : 

Corollaire 4.1.6. —  Les  classes  Cof et  WflCof sont  stables  par push-out et  coproduits 
directs. Dualement,  les  classes  Fib et  W P i Fib sont  stables  par pull-back et  produits 
directs. 

Voici quelques exemple s de catégories d e modèles : 

Exemple 4.1.7 

1- S i G  es t un e catégori e admettan t le s petite s limite s e t colimites, alors 
(E,Isom(C), FI(C) , FI(C)) est un e catégori e d e modèles. 

2- La  notio n d e catégorie s d e modèle s es t clairemen t autoduale dans l e sen s 
que lorsqu e (OJl , W. Cof, Fib ) es t un e catégori e d e modèles , i l e n es t d e mêm e d e 
(OT°P,W,Fib,Cof). 

3- Soi t A  un e catégori e abélienn e d e Grothendieck . L a catégori e Compl (.A) de s 
complexes (homologiques ) d'objets d e A  es t naturellemen t un e catégori e d e modèle s 
propre (voi r [Joy84] ). U n morphisme d e complexes / :  A m >  B 9 es t un e cofibra -
tion lorsqu e le s f n son t de s monomorphismes pou r tou t n  G  Z. C'est un e équivalenc e 
faibles lorsqu e H n ( / ) es t u n isomorphism e pour tou t n  G  Z. Enfin, /  es t un e fibration 
s'il adme t l a propriét é d e relèvement à  droite pa r rappor t au x cofibration s triviales . 

Exemple 4.1.8. —  L a catégori e A opEns de s ensemble s simpliciau x es t naturellemen t 
une catégori e d e modèles propre (voi r par exempl e [GJ99]) . Le s cofibrations son t le s 
monomorphismes. U n morphism e d'ensemble s simpliciau x /  :  A*  >  Bm es t un e 
équivalence faibl e s i s a réalisatio n topologiqu e | / | :  \A*\  >  \B 9\ es t un e équiva -
lence d'homotopie. Les fibrations sont les morphismes ayan t la propriété d e relèvemen t 
à droit e pa r rappor t au x cofibration s triviales . La  catégori e A o p £ n s es t à  l a bas e d e 
beaucoup de constructions d e catégories d e modèles. 

La preuve d u lemme ci-dessous est u n exercic e facile : 

Lemme 4.1.9 

1- Soient  9J I une  catégorie  de  modèles  et  A  £  0b (9Jt). La  catégorie  A\9Jl,  des 
flèches de  source A, est  une catégorie  de  modèles lorsqu 'elle est  munie des  trois classes 
O u b - 1 ( W ) , Oub _ 1 (Cof) et  Oub _ 1 (Fib) où  Oub :  A\Wl  >VJt  désigne le  Jonc-
teur d'oubli  qui  associe  à  une flèche de  source A son  but. 

2- On  a également l'énoncé  dual concernant la  catégorie 911/A  des  flèches de  but A. 

Soit C  une catégori e ayan t u n obje t initia l 0  e t u n obje t final  * . Rappelons qu e 
6 es t dit e pointé e lorsqu e l'uniqu e morphism e 0  >  * es t inversible . I l exist e a u 
moins deu x façon s d'associe r à  un e catégori e G  (ayant u n obje t initia l e t u n obje t 
final) un e catégori e pointée . L a premièr e consist e à  prendr e l a catégori e G 0 =  G/0. 
La seconde consiste à  prendre la construction duale, à savoir 6 * = *\C . Les catégories 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2007 



144 CHAPITR E 4 . LA CONSTRUCTION D E 2-FONCTEURS HOMOTOPIQUES STABLE S 

Ç,0 et C * sont pointée s e t l a catégori e 6  es t pointé e s i e t seulemen t s i l'u n de s deu x 
foncteurs d'oubl i :  C 0 >  6 o u 6 * >  6 es t u n isomorpliisme . 

Les deu x catégorie s C * et C 0 peuven t êtr e tout à  fai t différentes . C'es t l e cas pa r 
exemple pou r l a catégori e de s ensembles Ens.  Dan s l a suit e nou s utiliseron s exclusi -
vement l a construction C * qu'on appeller a l a catégori e pointée associé e à C. 

Étant donné e un e catégori e d e modèle s (971 . W. Cof. Fib) . l e lemme 4.1.9 nou s 
dit qu e 071 * munie de s classe s W * =  O u b _ 1 ( W ) . Cof * =  Oub _ 1 (Cof) e t Fib * -
Oub _ 1 (Fib) es t un e catégori e de modèles pointée. 

4.1.1. Quelque s points d'algèbre homotopique. —  Soi t (971 , W, Cof, Fib ) un e 
catégorie de modèles. Dans c e paragraphe nous expliquons , suivant Quille n [Qui67] , 
comment fair e d e l'homotopie dans 971 . Notr e référenc e principal e ser a le second cha-
pitre de [GJ99] . 

Définition 4.1.10. —  Soit  X  un  objet  de  971 . 

1- Un  cylindre (Cx,P,  ?'o - ¿1) sur  X  est  un  diagramme  commutati/ dans 97 1 ; 

X 

Cx—^X 

X 

tel que  p est  une  équivalence  faible et  /0 II ?i : X\JX  >  Cx  u n e cofibration. 
2- Dualement,  u n espac e de chemins (Px*c.  e^.ei) sur X  est  un  diagramme  com-

mutati/ dans 97 1 : 
X 

P , Y « - ^ - X 

X 

tel que  c est  une  équivalence  /aible et  CQ  X  e\ :  P x >  X x  X une  fibration. 

Soit (CXÎ /MOï^i) u n cylindr e sur X.  Pa r l'axiom e (MC2) , le s flèches ?"o et i\  son t 
des équivalences faibles. Lorsque X es t cofibrant , c'es t mêm e des cofibrations triviale s 
(voir [GJ99]) . 

Définition 4.1.11 

1- Soient  / o . / i '  X  >Y  deux  flèches de  971 . Nous  disons  que  / o et  ho -
motope à  gauch e à  /\  relativement  au  cylindre  (Cx-P<io*ii)  s'il  existe  une  flèche 
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h :  Cx  >  y tel Q ue fo  =  h  o ¿0 et  / 1 = h  o ¿1. L a flèche h est  appelée  une  ho-
motopie d e /0 à  /1 relativement au  cylindre Cx-  Nous  dirons que  fo est  homotope  à 
gauche à  f\ s'il  existe  un  cylindre relativement  auquel  fo est  homotope à  gauche à  f\. 

2- Dualement,  on  a la notion d'homotopi e à droite obtenue  à  l'aide des  espaces de 
chemins. 

On démontr e suivan t [GJ99 ] que la relation d'homotopie à gauche (resp . à droite) 
est un e relatio n d'équivalenc e lorsqu e X  es t cofibran t (resp . Y  es t fibrant).  O n a 
également : 

Proposition 4.1.12. — - Soient f,g :  X  >  Y deux  flèches de 9JI  avec X  cofibrant 
et Y fibrant. Les assertions suivantes  sont  équivalentes : 

- f  et  g sont  homotopes à  gauche, 
f et  g sont  homotopes à  gauche relativement  à  un cylindre fixé, 
f et  g sont  homotopes à  droite, 
f et  g sont  homotopes à  droite relativement  à  un espace de  chemin fixé. 

On notera 7To(X, Y) le  quotient de  homgn(-X", Y) par  la  relation d'homotopie. 

Démonstration. -  O n prouvera seulemen t qu e la première assertio n implique la der-
nière. Le s autres implications s'e n déduisen t facilemen t (e n utilisant, entre autre, u n 
argument de dualité). Pou r cette implication, nous n'aurons pas besoin de l'hypothès e 
que Y  es t fibrant. 

Soit (Py , c, eo? ei) l'espac e de chemins sur Y  qu'o n s'est fixé. Par hypothèse , il existe 
un cylindr e (Cx, /Mo?u) sur X  e t un e homotopi e à gauch e h  :  Cx  >  Y d e /  à 

g. Comm e X es t cofibrant , ¿1  :  X  >  Cx es t un e cofibration triviale. Considérons 
le carré solide commutatif : 

c o q 
X '^Py 

t *  ( , *i (e 0,ei) 

Cx] >Y  x Y 
h, gop 

Par l'axiom e ( M C 4 ) , o n a  u n relèvemen t t  :  Cx  *  PY •  L'homotopie à droit e 
recherchée es t donné e par l a composée toi0. • 

La preuve de la proposition 4.1.12 met en évidence la notion ci-dessous qui jouera un 
rôle important dans l'étude des homotopies à 2-homotopies près dans la section 4.1.3. 

Définition 4.1.13. —  Soient  X et  Y  deux  objets de Wl  et  f.g  :  X  >Y  deux 
flèches. On suppose données  : 

une homotopie à  gauche h g :  Cx  >  Y de  f à  g relativement  à  un cylindre 
(Cx ,p , io ,ù ) , 

- une  homotopie à  droite  hd  :  X  >  Py de  f  à  g relativement  à  un  cylindre 
(Py,c, e 0 , e i ) . 
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Une correspondanc e entre  h g et  hd  est  une  flèche  t  :  Cx 
mutatif le  carré  : 

-» Py rendant  com-

hdUcog 
X]\X- >  Pi-

io U ii (e0.ei) 

{hg,gop) 
->YxY 

On dit  que  hg et  hd  sont  correspondante s si  une  correspondance  t existe. 

Remarque 4.1.14. —  Soien t X  e t Y  deu x objet s d e 9J t e t f,g  :  X  >Y  deu x 
flèches. Supposon s qu e X  es t cofibran t e t soi t h g :  Cx  >  Y un e homotopi e à 
gauche de f  kg.  L a preuve de la proposition 4.1.12. montre qu'i l existe une homotopie 
à droit e hd  : X  >  Py de  f  à  g  et un e correspondanc e t  :  Cx  >  PY entr e h g 

et hd. 

On note DJl c (resp . 9JI/) l a sous-catégorie plein e de DJl  formée des objets cofibrant s 
(resp. fibrants) . O n not e Wl cf l a sous-catégori e de s objet s cofibrant s e t fibrant s e t 
7To9Jlcf l a catégori e obtenue e n quotientant l'ensembl e de s flèche par l a relation d'ho-
motopie. Nou s diron s qu'un e flèch e d e 9Jt c/ es t un e équivalenc e d'homotopi e s i so n 
image dans 7To9Jt c/ es t u n isomorphisme . O n a  alor s l e théorème d e Whitehead : 

Proposition 4.1.15. — - Soient X  et  Y  deux  objets  cofibrants  et  fibrants de  9JI.  Soit 
f :  X  >  Y une  flèche.  Les  deux  assertions  suivantes  : 

- /  est  une  équivalence  faible, 
- f  est  une  équivalence  d'homotopie, 

sont équivalentes. 

Démonstration. —  O n suppose que /  G  W e t o n démontre qu e /  es t un e équivalenc e 
d'homotopie (l'autr e implicatio n es t claire) . O n utilisan t l'axiom e (MC5) , o n peu t 
supposer qu e /  es t un e cofibratio n trivial e ou une fibration  triviale . Ce s deux cas sont 
duaux l'u n d e l'autre :  on traitera uniquement l e cas où /  es t un e cofibratio n triviale . 
En appliquan t l'axiom e (MC4 ) a u carr é commutatif : 

X =  X 
i i 

' i / . 
Y >  * 

on obtien t un e rétractio n g à / . I l reste à montrer que f  og  es t homotop e à l'identité. 
Pour cela , on se donne u n espac e d e chemin s {Py.c.  eo - ei) su r Y  e t o n applique un e 
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deuxième foi s l'axiom e ( M C 4 ) au carr é : 

cof 
X -*P Y 

/1 eo,ei 

x Y Y >  Y : 

ce qui fourni t un e homotopi e à droite h  de idy à  /  o  g. • 

Remarque 4.1.16. -  L a preuv e d e l a propositio n précédent e montr e e n fai t qu'un e 
cofibration trivial e /  :  X  >  Y d e source un obje t fibrant  adme t un e rétraction g 
tel qu e /  o  g est homotop e à droit e à  Tidentité . 

Dualement, s i / es t une fibration trivial e e t que Y es t cofibrant , i l existe une section 
s à  /  te l qu e s  o / soi t homotop e à gauche à  l'identité . 

Le théorème suivan t es t conn u sous le nom du théorèm e fondamenta l d e l'algèbr e 
homotopique : 

Théorème 4.1.17. La  catégorie  Ho(OT ) =  9Jt[W _ 1] existe  et  est  équivalente  à 
7To9Jtc/. Elle  est  appelée  la  catégorie  homotopique  associée  à  la  catégorie  de  mo-
dèles DJl.  De  plus,  pour  A  cofibrant  et  X  fibrant  on  a  un  isomorphisme  canonique 
homHom(A.X) ~  7 ro(AX) . 

Démonstration. Pou r tou t X  G  0b(5PÎ ) o n choisi t (e n s e servan t d e l'axiom e 
( M C 5 ) ) deu x factorisation s : 

(52) 0 > Q ( X ) - ^ X e t X - ^ R ( X ) 

avec Q(X)  (resp . R (X)) cofibran t (resp . fibrant)  e t px  (resp . %x)  une fibration  tri -
viale (resp . cofibratio n triviale) . Pou r tout e flèch e /  :  X  >  Y d e 9J I o n choisi t 
également de s flèches Q(f) e t R(f)  faisan t commute r le s carrés : 

Q(f) f Q(X) - ^ 4 Q (Y) X  •  Y 
(53) 

i f  i  i  R(f)  i 
X >Y  R(X)-^AR(Y) 

L'existence des flèches Q(f) e t R(f)  es t un e conséquenc e de l'axiome ( M C 4 ) . 
Remarquons qu e Q(f)  (resp . R(f))  es t uniqu e à  un e homotopi e à  gauch e (resp . 

à droite ) près . E n effet , soien t / i , /2 :  Q(X)  >  Q(Y) deu x flèches rendant com-
mutatif l e premier carr é de (53) . Choisisson s un cylindr e ( C Q ( X ) , «O , h,p) su r Q(X). 
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L'axiome (MC4 ) appliqué a u carr é commutatif : 

Q(X)UQ(X)f-^?Q{Y) 

pY 

CQ(X) 
f °P°Px 

Y 

fournit un e homotopi e à gauche de f\  à  / 2 . O n déduit d e là que Q(icV) est homotop e à 
gauche à  id . D e même, pour un e pair e de flèches cornposables •  >  • >  • le s 
flèches Q(g  o  /) e t Q{g)  o Q(f) son t homotope s à gauche . 

Supposons maintenan t qu e X  e t Y  soien t cofibrant s e t soien t / , g :  X  >  Y 
deux flèches homotopes à gauche. On veut montre r qu e R(f)  e t R(g)  son t homotope s 
à droite . Remarquon s d'abor d qu e /  o  iY e t g  o %Y sont encor e homotopes à gauche . 
Par l a propositio n 4.1.12 , ils son t égalemen t homotope s à  droite . Fixon s un e homo -
topie h  :  X  >  PR{ Y) e n t re /  o  iY e t g  o iY relativemen t à  u n espac e d e chemin s 
(PR(Y)I CÎ eo,ei) su r R(Y)>  Par l'axiom e (MC4) , i l existe un relèvemen t dan s le carré 
commutatif : 

X >  PR(Y) 

ix 
h'. (eo«ei) 

R(X)Q(X)UQ >  R(Y) x  R{Y) 

Il est clai r qu e h 1 es t un e homotopi e à  droi t e entr e R(f)  e t R(g). 
Il est facil e de déduire d e là que R(Q (id)) est homotop e à id et qu e pour un e pair e 

de flèches cornposables •  >  • —-— > •  .  on a  R(Q(g  o  / )) homotop e à  R(Q(g))  o 
R(Q(f))- O 1 1 obtient ains i un foncteu r bie n défin i : 

RQ :  Wl  •  7roTlcf 

On défini t un e catégori e S)  ayan t le s mêmes objets qu e ceux de 9JI et te l qu e pou r 
X,Y e  Ob(9Jt ) o n a  h o m ^ X y ) =  ir 0{R(Q(X)),R(Q(Y))). O n a  un e factorisatio n 
évidente d e RQ  : 

M — f t > 7T 0mcf 

Si /  es t un e équivalenc e faible , i l e n es t d e mêm e d e R(Q(f))  qu i es t don c un e 
équivalence d'homotopie par l a proposition 4.1.15. Il vient qu e le foncteur L  envoie les 
équivalences faibles de 9JI sur de s isornorphismes d e ft. On va montrer qu e ce foncteur 
L :  9J I >  ft répond a u problèm e universe l d e l a localisation . O n s e donn e ains i 
un foncteu r F  :  3D Î >  6 envoyan t le s équivalences faible s su r de s isornorphismes . 
On v a montrer qu e F  s e factorise uniquemen t à  travers ft. 

On construi t F 0 :  W  >  G  e n posan t F 0(X) =  F{X).  Pou r 7  G  7r Q(R(Q{X)), 
R(Q(Y))), choisisson s u  :  R(Q(X))  >  R(Q(Y)) un e flèche  d e M  ayan t 7  pou r 
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classe d'homotopie. On pose alors ^0 (7) Tuniqu e flèche rendant commutati f : 

F{X) < F{Q(X)) • F(R(Q(X)) 

F(u) 

F(Y) i F(Q(Y)) • F(R(Q(Y)) 

On vérifi e immédiatemen t qu e F 0 (7 ) ne dépen d pa s d u choi x d e u.  Cec i fourni t l e 
foncteur FQ dont l'unicit é es t claire . 

Il reste à montrer l'égalit é hom$( A X)  =  TTQ (A< X) pou r A  cofibran t e t X  fibrant. 
Étant donné que A es t cofibrant , on peut suppose r que Q(A) =  A.  D e même, puisque 
X es t fibrant,  Q(X)  es t encore fibrant et l'on peut suppose r que R(Q(X)) =  Q(X).  O n 
est donc ramené à  montrer qu e la flèche évidente 7TQ (R(A), Q(X))  >  7To(A. X) es t 
bijective. Cec i découle immédiatement d e la remarque 4.1.16 appliquée à PA et ix-  D 

Remarque 4.1.18. — La  preuv e d u théorèm e précéden t montr e qu e le s catégorie s 
9JtR..[W _ 1] e t 9 J Î / [ W _ 1 ] existen t e t qu'elle s son t équivalente s à  7ro9Jt c/ e t don c à 
Ho(Stt). Plu s précisément , le s choi x R(X).  Q{X).  R(f)  e t Q(f)  définissen t de s 
foncteurs : 

R :  VJlc > 7r09Jtc/ e t Q  :  •  7r09Kc/ 

qui envoient les équivalences faibles sur des isomorphismes. Ceci induit de s foncteurs : 

OT^W-1] >  7r0an c/ e t ^ / [ w - 1 ] >  7r 0mcf 

qui son t de s équivalences de catégories. 

Notons les deux lemmes faciles : 

Lemme 4.1.19. Soit  SD Î une  catégorie  de  modèles.  Le  joncteur  9JI  >  Ho(9Jl) 
commute aux  coproduits  directs  entre  objets  cofibrants  ainsi  qu'aux  produits  directs 
entre objets  fibrants. En  particulier,  les  produits et  coproduits  directs existent dans  la 
catégorie Ho(9Jt) . 

Démonstration. -  O n trait e uniquemen t l e produi t d'un e famill e (Xi)i ei d'objet s 
fibrants. Etan t donn é que tout obje t d e Ho (OT) es t isomorph e à un obje t cofibran t i l 
suffit d e voir que pour A  cofibran t : 

J j 7 r 0 ( A , X 0 ^ 7 r o ( i 4 , I I X t - ) 
î i 

Ceci es t clai r s i To n défini t 7To(— . — ) e n utilisan t le s hoinotopie s à  gauch e (voi r l a 
proposition 4.1.12) . • 
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Lemme 4.1.20. —  Soit  97 1 une catégorie  de  modèles. Si  la  catégorie  971 est  additive, il 
en est  de  même de  Ho(97t). De plus,  le  fondeur 97 1 >  Ho(97t) est  additif 

Démonstration. —  S i 97 1 est additive, il en es t d e même d e 97t c/ (qu i es t alor s stabl e 
par somme s directes finies).  On vérifie immédiatement qu e la relation d'homotopie est 
compatible à  l'additio n de s flèches. Il vien t qu e 7To97t c/ est auss i additive (puisqu'elle 
admet de s produit s e t de s coproduits) . 

Pour terminer , il reste à montrer que le foncteur RQ : 97 1 >  7ro97t c/ es t additif , 
i.e., qu'il commut e au x somme s directe s finies.  I l suffi t pou r cel a d e prouve r qu e le s 
flèches : 

Q(X) © Q(Y) • X © Y e t X © Y > R(X) © R(Y) 

sont de s équivalence s faible s pou r X,Ye Ob(97t) . Ceci découle du fai t qu e le s fibra-
tions triviale s son t stable s pa r produit s direct s e t qu e le s cofibration s triviale s son t 
stables par coproduit s direct s (voi r le corollaire 4.1.6) . • 

4.1.2. Adjonction s d e Quille n e t adjonction s d e Morel-Voevodsky. —  Dan s 
ce paragraphe , on se donne deu x catégorie s d e modèle s 971 et 9t . 

Définition 4.1.21 

1- Soit  F  :  97 1 > • 9t un  foncteur. On  dit  que  F est  derivable à droite s'il  existe 
un couple  (RF, 7) formé 

- d'un  foncteur  RF  :  Ho(97t ) •  Ho(9t) , 
- d'une  face  carrée  : 

971 •  Ho(97t) 

RF 

«H •  Ho(9t) 

qui soit  universel  dans  le  sens  suivant.  Pour  tout  couple  (T ,f3) formé  d'un  foncteur 
au niveau des  catégories  homotopiques et  d'une  face  carrée  comme  ci-dessus,  il  existe 
une unique  transformation  naturelle  a  :  R F >  T telle  que  /3 = a  o  7. Le  foncteur 
R F sera  appelé  le foncteur dériv é à  droite de  F. 

2- On  obtient  la  notion de  foncteur derivable à gauch e par  dualité.  On  désignera 
par L F le  foncteur dériv é à  gauche (lorsqu'il  existe)  de  F. 

On a  l e critère suivant d e dérivabilit é : 

Proposition 4.1.22. —  Soit  F  :  9J I >  9t un  foncteur qui  préserve les  équivalences 
faibles entre  objets  cofibrants  (resp.  fibrants). Alors  F  est  derivable à gauche (resp.  à 
droite). 

Démonstration. —  Remarquon s d'abor d qu e pou r A  u n obje t cofibran t d e 97 1 et 
(CU,p,¿0,^1) u n cylindr e su r A,  l e morphism e F(p)  es t un e équivalenc e faible . I l 
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vient que si /, g : A  >  X son t homotopes à gauche, les flèches F ( /) et F(g)  ont 
même classe dans Ho(9î). 

Pour tout obje t X  d e 9JI, on fixe une fibration triviale px Q(X)  >  X ave c 
Q(X) u n objet cofibrant. Pou r toute flèche / :  X  >  Y ,  on fixe une flèche Q(f) : 
Q(X) >  Q(X) rendan t commutatif : 

Q(f) Q(X)^Q(Y) 

Px PY 
f 

X >Y 
La flèche Q{f) es t uniqu e à  une homotopie à gauche près (voi r la preuv e d u théo-
rème 4.1.17) . Il vient qu e l'image de F(Q(f)) dan s Ho^) n e dépend que de /. O n 
obtient ains i un foncteu r bie n défini FQ  :  9JI  >  Ho(9t) .  D'autre part, si /  es t 
une équivalence faible, i l en est d e même de Q(f)  e t don c aussi de F(Q(f)).  Ainsi , 
notre foncteur envoie les équivalences faibles de 9Jt sur des isomorphismes de Ho(OÎ). 
Il se factorise alors uniquement pa r u n foncteur : 

L F : Ho (SDt) >  Ho(9t) 

Pour montre r qu e L F est l e foncteur dériv é à  gauche de F , remarquons qu e les 
flèches F(px)  '•  FQ(X) >  F(X) définissen t un e face carrée : 

m >  Ho(9Jt) 

F LF 
91 •  Ho(9l) 

Le couple (LF, 7) ainsi obtenu est universel. En effet, soit (T, fi) un autre couple. Pour 
X G  9JI on a alors un carré commutatif dans Hofâ) : 

T{px) 
T(Q(X)) K-L^T{X) 

A') ßx 
F(QiX))^l^ F(X) 

Comme px es t inversible dans Ho(9Jt), la flèche horizontale supérieure du carré pré-
cédent est inversible . Ainsi, la famille des flèches de Ho(yi) : 

T(X) —  >  T(Q(X)) -^4 F(Q(X))  = IF(X) 
définit un e transformation naturell e a :  T  >  LF tell e que ß = 7 o a. D e plus, un 
tel a  es t unique. • 
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Le résultat suivan t s e dédui t pa r u n jeu d'adjonctio n d e l a propositio n 4.1. 5 : 

Proposition 4.1.23. —  Soit  (F , G) :  9JI  >  9t un  couple  de fondeurs adjoints.  Les 
assertions suivantes  sont  équivalentes  : 

- F  préserve  les  cofibrations  et  les  cofibrations  triviales. 
- G  préserve  les  fibrations et  les  fibrations triviales. 
- F  préserve  les  cofibrations  et  G préserve  les  fibrations. 
- F  préserve  les  cofibrations  triviales  et  G  préserve  les  fibrations triviales. 

Définition 4.1.24.  —  - Un  couple  de  fondeurs adjoints  (F,  G) :  9J t >  $1 vérifiant 
l'une des  conditions  équivalentes  de  la proposition 4.1.23  est  appelé  une adjonctio n d e 
Quillen. Nous  dirons  également  que  F (resp.  G)  est  un  Joncteu r de Quille n à  gauch e 
(resp. à  droite / 

Lemme 4.1.25.  —  Soit  (F.  G) :  9JI  >  VI une  adjonction  de  Quillen.  Alors  F  pré-
serve les  cylindres  sur  les  objets  cofibrants.  Dualement,  G  préserve  les  espaces  de 
chemins sur  les  objets  fibrants. 

Démonstration. —  O n traite uniquemen t l e cas d e F.  Soi t (C^.p , /U ; ¿1 ) u n cylindr e 
sur u n obje t cofibran t A.  La  flèch e F ( A ] J A ) >  F(CA)  e s t un e cofibration . 
Comme F  es t u n adjoin t à  gauche , i l commut e au x coproduits . I l vien t qu e 
F(io) \J  F  (h)  es t auss i une cofibration . 

Il reste à  vérifie r qu e F(p)  es t un e équivalenc e faible . Comm e A  es t cofibrant , z' o 
est un e cofibratio n triviale . I l vient qu e F(/o ) est un e cofibratio n triviale . O n conclu t 
alors pa r l'axiom e ( M C 2 ) et l e fait qu e F(p)  o  F(io) =  id . • 

On dédui t immédiatemen t qu e F  (resp . G)  préserv e l a relatio n d'hoinotopi e à 
gauche (resp . à  droite ) su r le s flèche s d e A  ver s D  lorsqu e A  (resp . B)  es t cofibran t 
(resp. fibrant). 

Lemme 4.1.26.  —  Soit  (F,  G) :  9J I >  9t une  adjonction  de  Quillen.  Alors  F  pré-
serve les  équivalences  faibles entre  objets  cofibrants.  Dualement,  G  préserve  les  équi-
valences faibles  entre  objets  fibrants. 

Démonstration. -  O n traite uniquement l e cas d e F.  Soi t /  :  A  >  B un e équi -
valence faibl e entr e objets cofibrants . O n peut factorise r /  e n un e composé e : 

7 P A - ^ X — ^ B 

avec i  un e cofibratio n trivial e e t p  un e fibratio n triviale . O n sai t qu e F(i)  es t encor e 
une cofibratio n triviale . I l reste à montrer qu e F(p)  es t un e équivalenc e faible . 
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Étant donn é que B est cofibrant , o n sait pa r la remarque 4.1.16 que p admet une 
section .s : D  >  X te l que s op est homotope à gauche à l'identité. Comme X es t 
cofibrant, l e lemme précéden t nou s di t que F (s)  o F(p) est aussi homotope à gauche 
à id. Il vient qu e F(p) es t une équivalence faible . • 

Proposition 4.1.27. —  Soit  (F , G) :  Wl  >  91 une  adjonction de  Quillen. Alors  F 
admet un  joncteur dérivé  à gauche LF : Ho(SDÎ ) >  Ho(9t) .  Dualement, G  admet 
un fondeur dérivé  à  droite RG : Ho(9t ) •  Ho(SDÎ) .  De plus, le  fondeur LF  est 
naturellement un  adjoint à  gauche de RG. 

Démonstration. —  L'existenc e de LF et R G découle du lemme 4.1.26 et de la propo-
sition 4.1.22 . Il reste à montrer que LF est adjoint à  gauche à RG. Il suffit d e vérifier 
qu'on a un isomorphisme :  7r0(F(A), X) ~  7To(A , G(X)) pou r A  cofibrant e t X fibrant. 
Ceci découle facilement d u lemme 4.1.25. • 

Définition 4.1.28. —  Une  adjonction de  Quillen  (F , G) est  dite  une équivalence d e 
Quillen lorsque  L F (ou  RG) est une équivalence de  catégories. 

On suppos e donné un couple de foncteurs adjoint s (F , G) : ïïl  > • te l que G 
envoie le s équivalences faible s entr e objet s fibrants  su r de s équivalences faibles . On 
cherche des conditions assurant l'existenc e d e l'adjoint à  gauche de RG . 

Soit A  est un objet d e 9JÏ tel que F  (A)  es t cofibrant . Pou r X  u n objet fibrant  de 
çy\, la composée : 

homn(F(A), X)  •  homs m (A, G(X)) •  h o mH o ( ^ ) ( ^ , G(X)) 

se factorise pa r TTQ (F(A),X). E n effet, s i (Fx,^ , eo,ei) es t un espace de chemins sur 
X , o n a un diagramme commutati f : 

<?o 
homm(F(A). P Y ) I homm(F(A), X) 

ei 

homHo(^)(^' G(PX)) = $ l i o m H o ( ^ ) ( ^ . G(X)) 

et le s deux flèches  eo et e\  inférieure s son t égale s puisqu'il s son t deu x rétraction s à 
l'isomorphisme : 

homH o(<m)(A G{X)) hom H o (an)(A G(P X)) 

induit pa r l'équivalence faibl e G(c)  : G(X)  >  G(Px) • 

Définition 4.1.29. — - Un  objet A de  9JI est dit  F-admissible si  F  (A)  est  cofibrant et 
que pour tout objet fibrant X de  VI le morphisrne canonique  : 

MF(A), X)  y  h o mH o ( O T ) ( A G(X)) 

est inversible. 
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Définition 4.1.30. Une  adjonction (F , G) :  9J t •  9t est  dite  une  adjonctio n d e 
Morel-Voevodsky lorsque  les conditions suivantes  sont  satisfaites. 

1. G  envoie  les  équivalences faibles entre  objets fibrants sur des équivalences faibles. 
2. Pour  tout  objet  A  de  9JI,  il existe  une  équivalence  faible B  >  A avec  B 

un objet  F-admissible.  On  dit  dans  ce  cas,  qu'il  existe  suffisamment  de  F-
admissibles. 

Proposition 4.1.31. —  Soit  (F,  G) :  9JI  »  91 une  adjonction  de  Morel-Voevodsky. 
Alors F  admet  un  foncteur  dérivé  à  gauche  L F qui  est  naturellement  un  adjoint  à 
gauche au  foncteur RG. 

Démonstration. —  Pou r montre r l'existenc e d'u n adjoin t à  gauche à  RG , i l suffit d e 
montrer que , pour tou t obje t A  d e OT, le foncteur : 

hom(A, R G ( - ) ) :  Ho(9t ) •  Ens 

est représentable . O n prouvera qu'i l est représentabl e pa r F(ad(A) ) pou r une équiva-
lence faible qA  ad(A ) >  A ave c ad(A) un obje t F-admissible . 

Pour cela , reprenons le s choi x d e R(X)  e t R(f)  comm e dans la preuv e d e l a pro-
position 4.1.22 de sorte qu e RG(X)  =  G(R(X)).  O n a  alors des isomorphismes : 

homHom(A,G(R(X))) ~ homîlom)(ad(A).G(R(X))) 
~ ir 0(F(ad(A)),R(X)) hom H o (<n)(F(ad( J 4)),X) 

Ces isomorphismes sont bien-entend u naturel s en X. 
Pour terminer , i l rest e à  prouve r qu e l'adjoin t à  droit e Fa d d e R G est bie n l e 

foncteur dériv é à  gauch e d e F . O n dispos e d'un e transformatio n naturell e F(g^ ) : 
Fdid(A) >  .  On vérifie qu'elle est universell e a u sen s de la définition 4.1.2 1 

en suivant l a méthode utilisée dan s la preuve de la proposition 4.1.22. • 

4.1.3. L a notion du 7r i dans un e catégori e d e modèles . —  O n définit suivan t 
Quillen [Qui67 ] l a notio n d e 2-homotopie s entre homotopie s dans un e catégori e d e 
modèles (9Jl,W,Cof,Fib ) : 

Définition 4.1.32. —  Soient  f,g:  A  >  X deux  flèches de  9Jt avec  A  cofibrant  et 
X fibrant. 

1- Soient  (GA,P, io ,h) et  (G ^,p ; , i ' 0 , i [ ) deux  cylindres  sur  A.  Deux  homotopies 
à gauche  h  :  C A •  X et  h'  :  C' A >  X de  f  à  g sont  dites  2-homotope s à 
gauche s'il  existe  un  diagramme  commutatif  : 

(ел и  c'A) h u h ' ) X 

pop' \ ^ /1 
A< D 
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avec a  une  cofibration  et  q  une  équivalence  faible.  La  flèche l  est  appelée  une  2 -
homotopie. 

2- On  a  la  notion  duale de 2-homotopie à  droit e entre  deux  homotopies  à  droite 
de f  à  g. 

On vérifi e facilement , comm e pour l a relation d'homotopie : 

Lemme 4.1.33. —  La  relation de  2-homotopie à  gauche est  une relation  d'équivalence. 

Démonstration. —  O n traite uniquement l a questio n d e transitivité . Soien t troi s cy-
lindres : {CA.p, ?'o - ¿1) . {C' A,p*\ ¿0 , ii) e t (C A.p". Z Q, i'[) sur A.  O n suppose données trois 
homotopies à  gauche h  :  C A >  X ,  h' :  C' A •  X e t h"  :  C" A >  X de  f  h 
g. Soien t / 1 et / 2 deux 2-homotopie s à  gauche d e h  à  h'  e t d e h'  à  h"  respectivemen t : 

h Uh' . v I„,  T T „„\  h' Uh" 

qi N  / 
 

CA U  C\ 

pUp' 

> x C'A I I OU 
AU A 

p' U  p" 
Г " 7 

\ . / h 
q> >  / 

Ai D 2 

On pos e alor s D  =  Di \}c,^ D 2. Alor s /  =  / 1 U l2 :  D 
2-homotopie de h  à  h". 

-> X es t clairemen t un e 
• 

Définition 4.1.34. • — On  garde  les  notations  de  la  définition  4.1.32.  On  note 
7 i f ( A X , / , g ) (resp.  -irf(A.X,f,g))  la  classe  des  homotopies  à  gauche  (resp.  à 
droite) modulo  la  relation de  2-homotopie. Etant  donné  un  cylindre  (C^.p . ¿0 . ¿1) sur 
A (resp.  un  espace  de  chemins  (Px,c.eo,ei)  sur  X),  on  note  7Ti (A X, / ,Q . C A ) C 
nf(A, X,  f,g)  (resp.  7Ti (A X. f\g,  Px)  C  irf  (A, X, /, g)) le  sous-ensemble  des  ho-
motopies à  gauche  (resp.  à  droite)  relativement  à  C A (resp.  Px)  à  2-homotopie 
près. 

Les classes nf  (A , X.  /,  g)  (resp . les ensembles 7T\  (A, X, f,  g,  CA)) son t covariant s e n 
X d e l a manière évidente. Supposon s donn é u n diagramm e commutâ t if : 

ï0Ui' In U? p 
A'\\A'- Ì C A ' - ^ A 

A U A ^ C A ^ A 

avec A  e t A!  cofibrant s e t (CU,p , ¿1,̂ 2) e t (C A,pf, i[,  i' 2) de s cylindre s su r A  e t A 1 

respectivement. O n a  alors u n morphism e éviden t 7Ti (A,X, /,g,  C A) — • ni{A\ X , / 0 
u,gou, C A). O n vérifie immédiatemen t qu e 7T i (A, X, /, g, CA) sont bifonctoriel s e n les 
couples ( (A,CU) ,X) . 
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Lemme 4.1.35. -  On  garde  les  hypothèses  et  les  notations  des  définitions  4.1.32 
et 4.1.34. 

1- Il  existe  un  isomorphisme  canonique  7rf (A,X,f,g) ~  7rf (A,X,f,g) qui  à  une 
homotopie à  gauche h :  C a >  X associe  une  homotopie  à  droite k :  A  >  Px 
telle que  h et  k  sont  correspondantes  au  sens de  la  définition 4-1-13. 

2- U  inclusion  7Ti (A, X, /, jry, CU) C  7 r f (AX. / , # ) est  bijective.  En  particulier,  les 
classes 7r f (A X, /,  g)  sont  des  ensembles. 

Démonstration. —  En effet , pa r l a remarque 4.1.14, à une homotopie à gauche corres-
pond une homotopie à droite et vice versa. Il s'agit de vérifier que cette correspondanc e 
est bie n défini e à  2-homotopi e près . 

Soit don c h :  C a >  X un e homotopi e à gauche d e /  à  g.  Soien t (Px , c, eo, e\) 
et (P' x.cf.e'0, e[)  deu x espaces de chemins su r X.  Considéron s de s relèvements t  e t t! 
dans les deux carré s commutatifs : 

A 

¿1 

CÂ 

cog + Px 

(eo,ei) 

>X X  X 
h4 а о n) 

A 

h 

C4 

c o  g >P'x 

ih.go^f X X 

dont l'existenc e es t assuré e pa r F  axiome (MC4) . O n veu t montre r qu e t o  / 0 es t 
2-homotope à  droite h t' o if

0. O n choisi t pa r l'axiom e (MC5 ) un e factorisatio n : 

X—fPx E Px x XxX P' x 

avec u  un e cofibratio n trivial e et v  un e fibration.  Considéron s l e carré commutatif : 
u o g 

-±E 

11 

CA'-—fPx xxxxP'x txt 

Par l'axiom e (MC4) , o n obtien t u n relèvemen t w  :  C a >  E .  On vérifi e immé -
diatement qu e w  o  ¿0 est un e 2-homotopi e de t  o iQ à  t'  o  i f

Q. 
Pour termine r l a démonstratio n d u 1- , i l rest e à  vérifie r qu e deu x homotopie s 

h :  C a >  X e t h!  :  C\  >  X qu i son t 2-homotopes , corresponden t à  l a 
même homotopi e à droite . Choisisson s une factorisatio n : 

Ca U  C' a 
AUA 

D A 

avec a  =  b  U b' une cofibratio n e t q  une équivalenc e faibl e ains i qu'un e 2-homotopi e 
l :  D  >  X entr e h  e t h'.  L'obje t D.  mun i d e l a cofibratio n évident e ^oU^ i • 
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D déduit e de a. est un cylindre. De plus. / est une homotopie à gauche 
de f  h  g relativement à  D. Il existe donc une correspondance t :  D  >  Px entr e 
l et  touQ. I l est alor s clair que Thomotopie à droite t  o u0 :  A  >  Px correspon d 
aux homotopies à gauche h = l o b et h!  = l o b' via les correspondances respectives 
t o  b et t  o b'. 

L'assertion du 2- est maintenant claire. En effet, la construction précédente fourni t 
également de s isomorphismes ir[(A,  X. f. g) ~  TT\  (A. X. f. g. Px) pou r (P x.c. eo.ei) 
un espace de chemins fixé. • 

On not e 7T i (A. X, f. g) Y  un de s deu x ensemble s canoniquemen t isomorphe s 
7rf (A. X. f. g) ou 7rf (A. X, f. g).  Le lemine ci-dessus montre que l'ensemble TTI (A. X. f. g) 
est bifonctorie l en A et X. 

Lemme 4.1.36. -  Soit  u :  A'  >A  une  flèche entre objets cofibrunts de  $Jl. La 
composée : 

TT?(A X, /, g) 4r^— Tri (A, X, /, g, CA) >  TTI (A', XJou,go u,  C'A) 

-^^{A'.X.f7vf{(Aou.gou) 
ne dépend pas du choix d'un diagramme commutatif  : 

'o u l\ p' 
A'HA' - > CA> ——> A' 

A\J A > CA • A 

De plus, on a un carré commutatif : 

7rfl(A, X, /, g) >  7vf{(Af

: X, f o  u, g o u) 

7rf(A. X. f. g) •  TT*(A'. X, / o  u. g o u) 

Démonstration. I l suffit d e montrer qu e le diagramme suivant est commutati f : 

7Tf((A.XJ\g)^-7rl(A.X.f.g.CA) •TTI(A'.X . fou.gou.C'A)-^n*(A',X.fou,gou) 

^{A.X.f.g)- • 7TÏ(A. X, /ou, gou) 

Ceci revien t à  montrer qu e pour un espace de chemin (Py-c , eo?^i) s u r X.  l e carré 
suivant : 

7T! (A. X. /. g. CA) •  TTI (A\ X . / o  u, g o u, C )̂ 

7T! (A, X. /, 0. PA-) > TTI (A. X.fou.go u, Px) 
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est commutâ t if. Cec i découl e d e l a remarqu e suivante . Soi t k  :  A  >  Px un e 
homotopie à droite d e / à  g. Si h :  CA  •  X correspon d à  k via  la correspondanc e 
t :  CA  >  Px alor s hov  correspon d à  k  o u via  l a correspondance tov.  • 

Définition 4.1.37.  —  Lorsque  la  catégorie  de  modèles  9J I est  pointée,  on  notera  sim-
plement 7T i ( A X)  le  groupe 7Ti(A X. * . * ). On  a  ainsi  un  foncteur : 

(54) TTI(- ? - ) :  x  Wlf  >  Eus 

Théorème 4.1.38.  —  Supposons  que  la catégorie de  modèles DJl est  pointée. Le  bifonc-
teur (54 ) se  relève  en  un  bifoncteur  : 

(55) TTI(- , - ) :  HO(OT)° P x  Ho(9Jt ) •  Eus 

De plus,  il  existe  un  couple  de fondeurs adjoints  (E 1 :  Ho(9Jl ) >  Ho(9Jl) et 
des isomorphismes  fonctoriels  en  A  cofibrant  et  X fibrant : 

H O M H O ( O T ) ( S 1 A X ) ~ T T I ( A X ) ~  H O M H O ( A N ) ( ^ . S ^ X ) 

Enfin, pour  A  cofibrant,  l'objet  Y, 1 A est  canoniquement  isomorphe  (dans  Ho^OT), ) au 
push-out du  diagramme  : 

A]} A  >CA 

(56) 

* 

L'énoncé dual  est  bien  entendu  vrai  pour Çt LX. 

Démonstration. —  Pou r A  G 0b(9Jl ) cofibrant , noton s S\  l e push-ou t d e (56) . 
Le foncteu r ni(A,  —  ) :  9Jf y >  £ns  s'identifi e canoniquemen t à  7To(5^,— ) : 
%Jlf >  Ens  .  E n effet , un e homotopi e CA  >X  d e *  à  *  es t simplemen t 

une flèch e d e S\  ver s X.  D e mêm e un e 2-homotopi e correspon d simplemen t à  un e 
homotopie entre flèches de SA  ver s X. 

On e n dédui t qu e 7Ti(A , — ) :  9Jt / •  Ens envoi e les équivalence s faible s entr e 
objets fibrant s su r de s isomorphismes . Dualement , TTI(—,X)  envoi e le s équivalence s 
faibles entr e objets cofibrant s su r de s isomorphismes . Ainsi , 7Ti(—, — ) s e relève en u n 
bifoncteur : 

ajÇPpSV-1] x  OJl/tW- 1] •  Eus 

Comme les foncteurs 9JÎ C [W _ 1 ] •  Ho(9Jl) e t OT/[W _1] >  Ho(9H) son t de s 

équivalences de catégories (voi r remarque 4.1.18), nous avons prouvé la première parti e 
du théorème. L e reste découle formellement d u lemme de Yoneda et de l'isomorphism e 
7Ti(A,X) ~  7To(S\,X)  ~  h o m H o ( g j î ) ( 5 \ , X ) pou r A  cofibran t e t X  fibrant.  • 

Définition 4.1.39.  —  Pour  une  catégorie  de  modèles  9Jt pointée,  l'endofoncteur  E 1 de 
Ho(9JÏ) est  appelé  le foncteur de  suspension. Son  adjoint  Q 1 est  appelé  le foncteur de 
cosuspension (ou  encore  de  délaçage,). 
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Proposition 4.1.40. -----  Soient  e,f,g: A  >  X trois  flèches de avec  A cofibrant 
et X fibrant. On  a un morphisme de  composition fonctoriel et associatif : 

Tri {A. X, ej)x Tr i {A, X / , g) >  m (A, X e , g) 

De plus, les monoïdes TT\  (A. X, /, /)  sont  des groupes. 
En particulier, si  la catégorie de  modèles 9Jt est pointée le fondeur 7Ti(—, — ) s'en-

richit en un fondeur : 

TTI(-, -) :  Ho(OT)°i> x Ho(SDt) •  9rp 

avec Qrp  la catégorie des  groupes. 

Démonstration. —  Soient (C A,p,io,i\) e t {C' A,p',z0,i[) deu x cylindre s su r A  e t 
(C^,p / ;, ¿0,2*1) le cylindre composé où CA es t le push-out d e : 

A —^—» C'A 

h 

CA 

Étant donnée s un e homotopi e h :  C A >  X de  e  h  f  et  un e homotopi e h'  : 
C'A >  X de  f h  g, on définit l'homotopi e h" :  C" A •  X pa r h"  =  h  U h'. 

On vérifi e facilemen t qu e cett e constructio n fourni t u n accouplemen t associati f e t 
fonctoriel : 

TT?(A X, e, /) x  TT?(J4, X, /,g) •  Trf (A,X, e, 0) 

dont les éléments neutres sont donnés par les classes des homotopies constantes fop  : 
CA >X  dan s 7T 0 (A,X/ , / ) . 

Pour montre r qu e 7T\ (A, X, /, /) es t u n groupe , il reste à construire de s inverses. 
Si (C A,p, ¿0 , ¿1) est un cylindre sur A,  on notera (C A,p, i\,io)  l e cylindre symétrique 
avec C A =  C A, O n montrera qu e l'inverse d'un e homotopie h :  C A >  X dan s 
7Ti(A, X, /, /, C A) es t donnée par h  mais vue dans 7Ti(A, X, /, /, CA). I l s'agit donc de 
voir que l'homotopie de / ver s / : 

c.4LLi(.4)04^Xx 

est 2 -homotope à l'homotopie constante. 
Pour cela, considérons l'objet D  obtenu par push-out d u diagramme : 

x LJ x 4 LCU d\ (A) CA 
do U  d\ 

io UÎI 

eu D 
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Le carré coinmutatif : 

A U A ^ C A U h { A ) C A 

oU ' I 
/() o p 

CA —  >C A 

fournit u n morphism e D  >  C A qu'o n factoris e pa r : 

D R  C A 

avec u une cofibration et v  une fibration  triviale . S i l'on compose la cofibration do Udi 
par u.  o n obtient l a cofibration : 

r 0 U n :  A\JA  >R 

faisant d e R  u n cylindr e sur A. 
On obtient alor s deux morphismes de cylindres : CA —• R e t C A ( A) — > R-

L'homotopie h  o  v indui t pa r restrictio n suivan t ce s deu x morphisme s l'homotopi e 
constante e t l'homotopi e composée h U h. L e résultat découl e alors d u lemm e 4.1.36. 

• 

On note troi s corollaire s de la proposition 4.1.40 : 

Corollaire 4.1.41. Supposons  que  la catégorie de  modèles %Jl est  pointée. Pour  tout 
objet X  de  93Î, l'objet Y, lX (resp.  i} 1 X) est  un cogroupe  (resp.  un  groupe) de Ho(9JÏ). 
L'objet T?X  (resp.  Q' 2X) est  an  cogroupe  cornmutatif  (resp.  un  groupe  coinmutatif) 
deHo(OR). 

Démonstration. —  L'assertion concernan t E 1 es t claire . Montron s qu e l e cogroupe 
G —  Y?(X) es t commutâ t if. Remarquon s pou r cel a que ce t obje t adme t e n fai t deu x 
structures de cogroupes. La première u  : G  >  GJJ G  étan t l a structure sur Y}Z 

pour Z  =  T}X.  L a seconde v :  G  >  G\JG étan t l a structure déduite d e celle de 
E 1 ^ pa r applicatio n d e E 1 . 

Il es t clai r qu e v  es t u n morphism e d e cogroupe s pour l a structur e u.  Ains i pou r 
tout obje t D  de Wl, les deux lois de groupes * u e t *,. , sur l'ensembl e liom Ho(im) (G, B), 
déduites d e u  e t v  respectivement , vérifien t l'identit é : 

{fi * w /2) *r (gi * a (J2) = (h * r gi) * u (/ 2 *r g2) 

Il est bie n connu que cette identité implique que * „ e t son t égale s et commutatives . 
• 

Corollaire 4.1.42. —  Supposons  que  la catégorie de  modèles 9Jt est  pointée. Si  Vendo-
foncteur E 1 est  une  autoéquivalence  de  Ho(OT). la  catégorie  Ho(9Jt ) est  additive. 
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Démonstration. —  Lorsqu e E 1 es t un e autoéquivalenc e d e catégories , tou t obje t d e 
Ho(OT) es t u n group e e t u n cogroup e commutâ t if e t tout e flèche  es t compatibl e à 
cette structure . I l rest e à  montre r qu e X  ] J Y >  X x  Y  es t u n isomorphism e 

pour X,  Y  e Ob(Ho(OR)). 
On défini t un e flèche  1 x 7 >  X ] J Y  e n prenant l a somm e des deux flèches 

évidentes : 

XxY >X  >X]\Y  e t XxY  >Y  >  X]\Y 

On vérifi e facilemen t qu e le s composées : 

X]\Y VX x Y >X]jy  e t X  xX  >  X]\X >Xx  X 

sont de s identités . • 

Corollaire 4.1.43. —  Supposons  que  la  catégorie  de  modèles  9J I est  pointée.  Soit 
(CAIP* io* h) un  cylindre  sur  A  et  r  :  CA  *  CA une  flèche au-dessus  de  A 
permutant les  extrémités.  On  a  alors  un diagramme  commutati} dans Ho(9Jt) : 

CAUAU A*  >CAUAUA* 

1 / \-l 1 
Y} A -— >Z]A 

où la  flèche horizontale  inférieure  est  Vinverse  du  cogroupe  E 1 ^. et  les  flèches verti-
cales sont Videntification  canonique  du  théorème 4.1.38  associée  au choix  du  cylindre 
(CA,P,ÌO,ÌI). 

Démonstration. E n effet , o n peut voi r r comm e un morphism e d e cylindres : 

r : (CU,p,'¿o,*i) >(CA,P,ÌI,ÌO) 

Le résulta t découl e alors d u lemme 4.1.36 e t d e l a constructio n d e l'invers e dan s l e 
groupe 7Ti(— , — ) (voi r la preuv e d e l a proposition 4.1.40) . • 

4.1.4. Triangulatio n d e l a catégori e homotopique . —  O n fai t l a définitio n 
suivante : 

Définition 4.1.44. —  Une  catégorie de modèles Wl est dite  stable  si la  catégorie 9JI est 
pointée et  si  le  fondeur de  suspension  E 1 est  une  auto  équivalence de  Ho(9Jl). 

Le bu t c e paragraphe est d e montrer que l a catégorie homotopique d'une catégori e 
de modèles stable admet naturellemen t un e structur e de catégorie triangulée au sen s 
de Verdier. On se contente ic i de traiter le cas où 9DÎ est propr e à  gauche. La condition 
de propreté n'es t nullement nécessair e s i Ton suit la méthode d e Hovey dans [Hov99] . 
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Soit f  :  A 
le push-out : 

-> B un e flèch e de 9JÌ. On appell e cofibre  de /  e t To n note Co f ( / ) 

A -—>B 

•Cof(/) 

Lorsque /  es t un e cofibration , l'obje t C o f ( / ) es t cofibrant . 

Définition 4.1.45. —  Supposons  que  la catégorie  de  modèles Wl est  pointée. 

1- Soit  f  :  A  >  B une  flèche de  Wl.  Le  côn e de  f  relativement  au  cylindre 
(CA,P, ÎQ, i \ ) est  le  push-out du diagramme  : 

AUA 

CA 

/ I I * 

Mf) 

> Cone(/) 

2- La  cofibre  de la  cofibration  B  >  C o n e ( /) est  canoniquement  isomorphe  à 
la cofibre  de A  ]J A >  CA • Ainsi, lorsque  A est  cofibrant,  le  cylindre  C A induit 
un isomorphisme  dans  Ho(9Jt) entre  C o f ( a ( / ) ) et  Y}A (voir  le  théorème 4-1-38).  On 
note alors  d{f) :  C o n e ( / ) >  E 1 (A) la  flèche (de  H o ( O T ) J ainsi  obtenue. 

S- On  appelle  vrai triangle de cofibrations (de  base  f) un  diagramme  dans  Ho(93î) 
de la  forme : 

f <*(/)  #(/) A ( / , C U ) : A - ^ ß ^ A C o n e ^ - ^ E 1 ^ ; 

avec f  une  cofibration  de  source  cofihrante.  On  appelle  triangle d e cofibration s tout 
triangle 

U y V > W > T}JJ 

dans Ho (9J l) isomorphe  à  un vrai  triangle  de  cofibration. 

Remarque 4.1.46. —  Rappelon s qu'un morphisme d e triangles et u n diagramm e coi n 
mutatif d e la form e : 

U >  V •  W >  X lU 

u\ \v  w  Y}u 

U' •  V >  W •  T}U' 

Lemme 4.1.47. — Soit  f  :  A  >  B une  cofibration  de  Wl avec  A cofibrant.  On  se 
donne deux  cylindres  ( C U , p . z'o , ¿1) et  (C^.p'.i f

0,i\) sur  A.  Les  triangles  A ( / , CA) et 
A(f,C'A) sont  isomorphes  dans  H o ( 9 J l ) . 
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Démonstration. E n factorisan t l a flèche : 

CA Ц C'A >A 
лил 

en un e cofibratio n suivi e d'une fibration  triviale , o n obtient u n nouvea u cylindr e qu i 
est l e but d e deux cofibration s triviale s de source С A e t C' A. O n se ramène donc au x 
cas o ù i l existe u n morphism e d e cylindre s и : C A >  C'A ave c и une cofibratio n 
(forcément triviale) . 

On obtien t dan s c e ca s un e cofibratio n trivial e Cone(/ ) »Cone'(/ ) ave c 

Cone'(/) l e côn e d e /  relativemen t à  C A. L a conclusio n d u lemme est maintenan t 
claire. • 

Avec le s notation s d e l a définitio n 4.1.45 , o n dispos e d'u n morphism e S(f)  : 
Cone(/) >  Cof ( /) qu i s'insère dans le diagramme à  carrés cocartésiens : 

¿o 
A >  Cof(/i) >  * 

<*(/) 
В • Cone(/) - ^ - 4 Co f (/) 

On a  le lemme suivant : 

Lemme 4.1.48. —  Supposons  que  la  catégorie  de  modèles  Ш est pointée  et  propre  à 
gauche. Si  A  est  cofibrant  et f  une  cofibration,  alors  5(f) est une  équivalence  faible. 

Démonstration. —  Comm e i\  :  A  >  С A es t un e cofibratio n triviale , i l e n es t 
de mêm e d e *  >  С A *  • ^ v i e n t qu e Cof (/'i) >  * es t un e équivalenc e 
faible entre objets cofibrants . L e résultat découle de la propreté à  gauche appliqué e à 
la cofibration Cof(ii ) >  Cone(/) . • 

Théorème 4.1.49. —  On  suppose  que  la catégorie de  modèles Ш est stable  et  propre à 
gauche. Alors  Ho(9Jl ) est  naturellement  une  catégorie  triangulée,  où  le  fondeur de 
suspension est  donné par E1 et  les triangles distingués  par  les triangles de  cofibrations. 

Démonstration. -  I l s'agi t d'un e vérificatio n facil e mai s longue . L e lecteu r pourr a 
consulter [Hov99 ] pour plus de détails. Le s triangles : X  =====  X >  *  >  E 1 (X) 
sont de s triangle s d e cofibrations . E n effet , Cone(idx ) es t l a cofibr e d e i\  : 
X >  Cx Qu i est contractil e (i.e., équivalente à  * ) pour X  cofibrant . 

Soit /  un e flèche  d e Ho(SDÎ) . Quitte à  l a remplace r pa r un e flèche  isomorphe , o n 
peut suppose r qu'ell e es t l'imag e d'une cofibration /  d e source cofibrante. L e triangle 
de cofibrations associée à / fourni t u n triangle de cofibrations ayant / comm e première 
arête. 
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Soit u n diagramm e commutati f dan s Ho (SW) : 

A - - > B — ? - + C — ^ E M f ) ï Y Ï B 

f 

A' Ч Б ' ^ С ' - ^ Е М ' 

one(a') 

dont le s lignes sont de s triangles d e cofibrations. Le carré d e gauche est isomorph e à 
un carré provenant d'u n carr é commutatif de cofibrations de SDÎ avec tous les sommets 
cofibrants. O n peut alor s suppose r qu e notre diagramm e es t l'imag e de : 

• B Cone(a ) —^—• SM 

/ \9  №{f) 

A! В' Cone(a') EM' 

où les cônes sont pris relativement à  des cylindres (C A-P* io,ii)  et  (C A,p'< z 0 , i[) muni s 
d'une flèch e u :  C A >  C'A tell e que /  o  p = p' o u, i'Q o / =  u  o ¿0 et i\  o  / =  u  o ¿1. 
Il est alor s clai r qu e la flèche u U  g :  Cone(a ) >  Cone(a' ) convient . 

De même , pou r vérifie r qu e l a class e de s triangle s d e cofibration s es t stabl e pa r 
rotation à  droite , on peut considére r l e cas d'un vra i triangl e d e cofibrations : 

/ a(f)  0 (f) , 
A —B ^ 4 Cone(/ ) - ^ 4 E M 

avec /  un e cofibratio n entr e objet s cofibrants . I l suffi t alor s d e vérifie r qu e l e dia -
gramme d e Ho (9Jt) : 

B y  Cone(/) >  Cone(a(/)) >  YlB 

« ( / ) 0(f) 
*(«(/)) 

~Zl(f) 
ïYÏB > Cone(/) 

est commutatif puisque ô(a(f)) es t inversible par le lemme 4.1.48. Seul la commutation 
du carr é d e droite es t no n évidente . E n choisissan t convenablemen t le s cylindres, on 
obtient l a factorisation suivant e qu i nous ramène a u ca s où /  =  id : 

Cone(a(/)) 

< W ) ) 

E M — 

-> Cone(cv(idB)) —  Y> lB 

¿(«(Mu)) 

-y E !J5 • 
-id -*Y}B 

Ce cas sera traité dans l e lemme 4.1.50 ci-dessous. 
L'axiome de l'octaèdre es t égalemen t facile . Soit X  Y y Z une paire de

flèches de Ho(9JÎ). On peut suppose r qu'il s'agit d'une pair e de cofibrations de 9Jt avec 
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X cofibrant . E n choisissant convenablemen t le s cylindres, on obtient u n diagramm e 
commutatif dan s Ho(93?) : 

X >  Y >  Сопе(-м) • EX(X) 

X —  •  Z •  Cone(tm) >  EX(X) 

Cone(idx) >  Cone(r) >  Cone(7*) Cone(idEiA-) 

T}X ¥ T}Y >  Ê ONECÜ) • E 1E1ÀR 

Il suffi t d e vérifier qu e la flèche  Cone(w ) >  Cone(r) es t une équivalence faible . 
Par l e lemme 4.1.48, cette flèche est isomorphe dans Ho(9Jt) à  Cof(i» ) >  Cof(r ) . 
Cette dernière est un isomorphisme dan s 9JI. • 

Lemme 4.1.50. —  On suppose que  la catégorie de  modèles SD Î est  stable et  propre à 
gauche. Soit  X  un  objet  cofibrant  de  Wl. Le  triangle  suivant  est  commutatif  dans 
Ho(STO) : 

Cone(a(idx)) 

ö(a(idx)) 

T}X 

^(a(idx)) 

¥Y.lX 
-id 

Démonstration. —  Soit (Cx*P,  io, i\) un cylindre sur X.  L'obje t Cone(a(idx) ) «'iden-
tifie canoniquemeii t à  : 

{Cx U  * ) U  {Cx  U  * ) 
h{X) io(X)  û(X) 

Notons Fi et F-2  le s deux inclusion s évidente s 

(Cx U  * ) C [Cx I I * ) U  {Cx  U  * ) 
i\{X) h{X)  % 0{X) Ù(X ) 

Les deux flèches d(a(idx)) e t 5(a(idx)) s'identifient don c à : 

Cone(a(id x )) >  Cone(«( id x ) ) UF . * - ^(X) 
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Si l'on note T  l'automorphisme d e Cone(a(idx)) qui permute le s facteurs F\  e t F 2 o n 
obtient alor s u n triangl e commutatif : 

Cone(a(idx)) —̂—>• Cone(a(idx)) 

d(a(idx)) 

YlX 

Ainsi pour conclure, il suffit d e montrer qu e l'image de r dan s Ho(9Jt) est égal e à —  id. 
Pour cela , on peut remarque r que Cone(a(idx)) est u n modèle de EX X obtenu e via 

le théorème 4.1.3 8 à l'aide d u cylindr e : 

Cx—Cx ] J Cx 

L'automorphisme r  permute le s cofibrations triviales structurales X  >  C' x .  Ainsi 
l'image d e r  dan s Ho(9Jl) correspond bien à  l'inverse d u cogroup e E1 ^ pa r l e corol -
laire 4.1.43. Comme 9JI est stable , l'invers e d u cogroup e T}X es t donn é par —id . • 

Lemme 4.1.51. —  Soit  une  adjonction  de  Quillen  (F,  G) :  Wl  >  9t entre  deux 
catégories de  modèles stables et propres à  gauche. Alors,  LF  et  RG sont  des  fondeurs 
triangules. 

Démonstration. —  E n vu e d u lemme 2.1.23. il suffi t d e traite r LF . Mai s i l es t clai r 
que F  commut e à  Con e et E 1 puisqu'i l préserv e le s cylindres sur le s objets cofibrant s 
(voir l e lemme 4.1.25). • 

Remarque 4.1.52. - — Si la catégorie de modèles 971 est stabl e e t propr e à  droite, notr e 
construction fourni t un e structur e de catégorie triangulée sur Ho(9Jl o p). En passan t 
à l a catégorie triangulée opposée, on obtient un e structure de catégorie triangulée su r 
Ho(9Jl) don t les triangles distingués son t donnés par le s triangles de fibrations  (notio n 
duale de celle de triangles de cofibrations). 

Ainsi, s i SDÌ est propr e à  gauch e e t à  droite , o n a  a  priori  deu x structure s d e 
catégories triangulée s su r Ho(SDÎ) . O n peu t montre r (voi r Hovey [Hov99] ) qu e ce s 
deux structures coïncident. 

En vu e de s vérification s de s axiome s de s dérivateur s triangules, on es t ramen é à 
étudier le s carré s cartésien s e t cocartésien s dan s un e catégori e d e modèle s pointé e 
et stable . Pou r cela , nou s auron s besoi n d'introduir e le s structure s d e modèle s d e 
Reedy su r certain s diagrammes à  valeur s dan s 9JI. O n traitera uniquement l e cas des 
diagrammes indexé s pa r de s ensemble s ordonné s finis.  Pour l e cas général , l e lecteu r 
pourra consulte r [Hir03] . 

Proposition 4.1.53. —  Soient  (J , <) un  ensemble  ordonné  fini et  9JI une  catégorie  de 
modèles. On  note  H0M(3,9JI) la  catégorie  des  ^-diagrammes dans  9JI. On  définit  une 
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structure de  catégorie de  modèles sur  HOM(3,9Jt) en  appelant un  morphisme de  3-
diagrammes (fi) ie3 :  (A)ie a •  (^i)iea • * 

- une  équivalence faible lorsque  chaque  fi est  une équivalence faible, 
- une  cofibration lorsque  pour tout i la  flèche : 

Ai ] J Co\\m e<iBe >  Bi 
Colimfi</;A(: 

est une  cofibration, 
- une  fïbration lorsque  pour tout i la  flèche fi est  une fibration. 

Démonstration. —  On raisonne pa r récurrenc e su r le cardinal d e l'ensemble 3.  Ceci 
est util e pour l'étap e 1  de la preuve : 

Étape 1. —  On montr e dan s cett e étap e qu'un e flèche  (fi)ie3  es t un e cofibratio n 
triviale s i et seulement s i : 

Ai Colim e < Î J B e y  Bi 
Co\\me<i AE 

est un e cofibration trivial e pou r tou t i. 
La condition est nécessaire . E n effet, comm e 3<à = {e  G  3; e < i}  es t un ensemble 

ordonné de cardinal strictemen t plu s peti t qu e celui de J, le foncteur 

Colim e « :  HOMP <i,9Jl) >m 

est u n foncteur d e Quillen à  gauche. I l vient qu e C o l i m e < ^ e •  Colime<ijE?e es t 
une cofibratio n triviale . I l en est de même de son push-out (par le corollaire 4.1.6) : 

Ai •  Ai  ] J Colim e < i J B e 

Colim,.<jAI: 

On conclu t à  l'aide d e l'axiome (MC2) . 
La condition est suffisante. O n raisonne pa r récurrence su r i G  3. Si A e >  Be 

est un e équivalence faible pou r tou t e  < i  alor s (f e)e<i es t une cofibration triviale . I l 
en est de même de Co\'\m e<iAe >  Col ime < i B e ains i que ses push-out. On conclut 
encore une fois à  l'aide d e l'axiome (MC2) . 
Étape 2.  —  Vérifions l'axiome (MC4). E n le fera uniquemen t pou r les cofibrations et 
fibrations triviales . L'autr e cas se traite par la même méthode en présence du résultat 
de l'étape 1. 

On suppos e donné un diagramme commutati f : 

{Ai)ie-j •  (Xi)ie0 

M (fi) 

{Bi)i€3 > (Yi)ie3 

Soit d  C 3 un sous-ensemble maxima l te l que : 
- u n relèvement partie l r :  (Bj)j^  >  (Xj)je$ existe , 
- s i i < j ave c j G  3 alors i  G  3-
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On v a montre r qu e 3  =  3 . Supposons le contraire. Soi t / ' G 3\3 u n élémen t minimal . 
On v a montre r qu e l'o n peu t étendr e r  à  3  U { / } . Pou r cela , o n considèr e l e carr é 
commutatif : 

(Ai U  Colim ft<l-XP) >Xi 
V Co\\m r<iA,. ' 

(Bi U  Co\\m e<iXc) >Y t 
V Colim,.<;B, . ' 

La flèch e verticale d e droit e es t bie n un e cofibratio n puisqu e c'es t l e push-out d e l a 
cofibration : 

Ai J J Co\\m e<iBc >  Bi 
Colimf;<; AK 

suivant l a flèche : 

U id U Colime < ir T T 

Colime<iJBc •  Ai  J_ [ Co\'\m e<iXe 

Colim,.<i Af» Colim r<jA„ 
On déduit don c un relèvement qu i fournit u n morphisme ri :  Bi  >  Xi .  On vérifie 
facilement qu'i l es t compatibl e aux rj  pou r j  G  d- Ceci contredi t l a maximalité d e 3. 

Étape S.  -  On considère maintenant l'axiome ( M C 5 ) . O n traite uniquement l a pre-
mière partie (la seconde partie se traite par l a même méthode en présence du résultat 
de l'étap e 1) . Soit (fi) ieD :  (Ai) ie0 >  (Bi) ieo un e flèch e dan s HOMfJ.gK). On 
procède comme pour l'étap e 2 . Soit 3  C3 u n sous-ensembl e maximal vérifian t : 

- i l exist e un e factorisatio n partiell e fj  =  Cj  o  pj ave c {CJ)J E^ un e cofibratio n e t 
(Pj)jed u n e fibration  triviale , 
si i  <  j  ave c j G  3 alors i  G  3-

Supposons que 3^1-  Soi t i  G  3 — 3 minimal. Noton s C e l e but d e c e pou r e  <  i.  O n 
choisit pa r ( M C 5 ) une factorisatio n d e la flèche évidente : 

Ai J J Colim t > < i C e >d  >Bi 
Co\'\m(:<iA(. 

en un e cofibratio n suivi e d'un e fibration  triviale . I l es t alor s facil e d e voi r qu e le s 
flèches Ci : Ai  •  Ci e t pi  :  d  •  Bi permetten t d'étendr e l a factorisatio n 
partielle à  3  U {?'} . Cec i contredi t l a maximalité d e 3-  d 

Remarque 4.1.54. —  La  preuve d e la propositio n 4.1.53 s'étend facilemen t a u ca s où 
l'ensemble ordonn é J  est remplac é pa r u n ordinal . I l suffi t e n effe t d e remplace r l a 
récurrence su r l e cardinal d e 3 par l a récurrence transfini e su r le s ordinaux . 

Rappelons que T  (resp . J ) désign e la sous-catégorie pleine de •  =  1  x 1  dont le s 
objets son t Ob(D ) - { (0 ,0 ) } (resp . Ob(D) - { ( 1 , 1 ) } ) . 

ASTÉRISQUE 315 



4.1. CATÉGORIE S DE MODÈLES I : LA THÉORIE GÉNÉRAL E 169 

Pour un e catégori e d e modèle s 9Jt , o n notera F(9JI)  la catégori e HOM((r~)Qp,9JI) 
munie d e s a structur e d e Reed y (voi r l a propositio n 4.1.53 ) associé e à  l'ensembl e 
ordonné ( r ) o p . Ainsi , les objets d e r (9Jt) son t le s diagrammes d e l a form e : 

A >B 

que l'on notera pour abrége r (A  —>  B\C).  Un e flèche (A 
est don c une cofibratio n lorsqu e le s flèches suivantes : 

A >  A! ,  B\\ AAf >B'  e t 

B\C) >{A'->B'\C) 

C]1AA> ->C" 

sont de s cofibrations d e SDÎ. 
On noter a égalemen t _l(SDÎ ) l a catégori e HOM((_l) o p , SPt) . Cett e catégori e ser a 

munie d e l a structure de modèle s opposée de l a structure de modèles de Reed y (voir 
la proposition 4.1.53) sur (HOM( ( J )o p ,O t t ) ) o p =  HOM ( J ,OT o p ) associé e à l'ensembl e 
ordonné J . Ainsi , les objets d e J  (9JÏ ) son t le s diagrammes : 

B 

С > А 

que l'on notera pour abrége r (B\C  ->  A). Un e flèche (B\C  ->  A) •  (B'\C ->  A') 
est don c une fibratio n lorsqu e le s flèches suivantes : 

A >  A' ,  B'  >Bx AA' e t C  >Cx AA' 

sont de s fibrations d e 9JI . 
Remarquons qu e si 9Jt est stable (resp. propre à  gauche) il en est de même de V  (9JI) 

et J(SOT) . 
On dispose d'une adjonction d e Quille n : 

(F. G) :  r(SW ) >  J (9K) 

avec F  (resp . G ) l e foncteur qu i à  un diagramm e : 

A >C  c 

[ resp . 

B ^  B  •  A 
associe le diagramme : 

BxAC >C 
resp. 

в В]] ЛС B 
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On déduit alors un couple de foncteurs adjoints : 

(LF,RG): Ho(r(0K) ) >Ho(J(9W) ) 

qui sont triangules lorsque Wl est stable et propre à gauche. 

Proposition 4.1.55. —  Soit 9JI une  catégorie  de modèles stable  et propre à gauche. 
Alors Vadjonction (F,  G) est  une équivalence de  Quillen. 

Démonstration. —  On montre uniquement qu e l'unité id > RG o \_F est inver-
sible. Le fait que la counité est inversible se démontre par la même méthode. 

On utilisera l e fait que Ho(r~9Jl) est triangulée. Un objet (A  —• B\C) : 

A >B 

C 

s'inscrit dan s un triangle distingué : 

(* -+  B\*) © (* -+ *|C) >  (A -* B\C) •  (A -> *|*) > 

Il suffit donc de traiter les cas où seulement l'un des trois objets A, B et C est non-nul. 
Premier cas : B =  C =  * . — Soit a le foncteur qui à  un objet A  d e 9JI associe le 
diagramme : 

A > * 

* 

et b  le foncteur qui à un diagramme : 

B 

C >D 

associe D. Comme a et b préservent les équivalences faibles, ils se dérivent trivialement. 
La composée : 

Ho(gjt) — H o ( r S D Î) Ho ( JÜH) > Ho(D3î) 

coïncide avec E1 qu i est une équivalence. Il est immédiat à  partir de là, de voir que 
l'unité de (LF, RG) appliquée à (A  —• *|* ) coïncid e avec : 

(A -> *|*) >  ( Í ^ E 1 ^ ) -+ *|*) 

qui est bien inversible. 

ASTÉRISQUE 315 



4.1. CATÉGORIES DE MODÈLES I : LA THÉORIE GÉNÉRALE 17 1 

Second cas  :  A  =  B  =  0 . —  I l s'agi t d e voi r pou r C  cofibran t qu e l a limit e 
homotopique du digramm e : 

C 

* >C 

est contractile . Cec i est évident . • 

Le résulta t suivant es t maintenan t clai r : 

Théorème 4.1.56. ----- SoitWl une  catégorie  de  modèles stable et propre à gauche. Alors, 
un carré  : 

A >B 

C >  D 
est homotopiquement  cocartésien  si et  seulement si  il  est  homotopiquement cartésien. 

Pour terminer , nou s vérifion s qu e l a catégori e homotopiqu e associé e à  un e caté -
gorie d e modèle s monoïdale , stable e t propr e à  gauch e es t un e catégori e triangulé e 
monoïdale au sens de la definition 2.1.148. Ceci découlera du lemme 4.1.58. Rappelons 
d'abord l a définition d'un e catégorie de modèles monoïdale (voi r [Hov99] ) : 

Définition 4.1.57. —  Une  catégorie de  modèles monoïdale  (971 , ®) est  une catégorie  de 
modèles munie  d'une  structure  monoïdale  fermée  à  droite  et  à  gauche (au  sens  de  la 
définition 2.1.119)  vérifiant  Vaxiome  suivant  : 

( M M C ) :  soient  f  :  A  >  B et  g :  U  >  V deux  cofibrations  de 97t. Alors 
le morphisme  évident  : 

fUg :  A <g> V  ] J B  <g ) U •  B  ®  V 
A®U 

est une  cofibration  qui est  une  équivalence  faible lorsque  f ou  g est  une  équiva-
lence faible. 

On dit que  971 est symétrique lorsque  la catégorie monoïdale  sous-jacente  est  également 
munie d'un  isomorphisme  de  symétrie.  On  dit  que  97 1 est  unitaire  si  la  catégorie 
monoïdale sous-jacente  est  munie  d'un  objet  unité  qui  est  cofibrant. 

Pour A  un objet cofibrant, le s foncteurs A®  — et —  (g)A sont des foncteurs d e Quillen 
à gauche. On déduit d u lemme 4.1.26 que le bifoncteur —  ® — préserve les équivalences 
faibles entre objets cofibrants . I l admet pa r l a proposition 4.1.22 un foncteu r dériv é à 

L 
gauche —  (g) — qu i fai t d e Ho(97l) un e catégorie monoïdale fermée à  gauche et à  droit e 
(voir [Hov99 ] pou r plu s d e détails) . 
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Lemme 4.1.58.  —  Soit  SD Î une catégorie de  modèles monoïdale  symétrique  et  unitaire. 
On note  1  l'objet  unité  de  DJl. Supposons  que  9JI est  pointée. Alors  le  fondeur E 1 est 

canoniquement isomorphe  à  ( E1 ! ) 0 — . De plus, la  permutation des  facteurs : 

(57) T :  ( E 1 ! ) 0 ( E 1 ! ) •  ( E 1 ! ) ® ( E1 ! ) 

est égale  à Vinverse du  cogroupe commutatif Y?\  modulo Videntification E 1 ( E 1 1 ) ~ 

Si en  plus DJl  est  stable et propre à gauche, alors  Ho(9JÎ) est  une catégorie monoï-
dale triangulée au  sens de  la définition 2.1.148. 

Démonstration. —  Si (C,p, ¿0, ¿1) est un cylindre sur 1, alors pour tout objet cofibran t 
A de 9JÎ, le quadruplet (C 0 A,p  0 id, z'o 0 id. i\ 0 id) est un cylindre sur 1 0 A ~ A. 

L 

L'isomorphisme E 1 ~S 1 0 - découle alors du théorème 4.1.3 8 appliqué à ce cylindre. 
L 

Par 0-dualité , o n a égalemen t u n isomorphisme E 1 ~  —  0 E 1 ! . Il est clai r qu e l a 
composée : 

E 1 ~  E 1 ! 0  >  - 0 E 1 ! ~  E 1 

est l'identité . En effet, ell e correspond à  l'isomorphisme d e cylindres C  0 A ~ A  0 C 
pour A  cofibrant dan s Wl. 

Montrons qu e la flèche (57 ) est égale à —id. On fixe un cylindre (C,p , ¿0, ¿1) su r 1. 
On dispos e alor s de quatre cylindres isomorphe s : 

C 0 z o ( l ) , zo(l ) ?JC e t z i ( l ) 0 C 

ainsi que des morphismes éviden t ver s C 0 C. La permutation r envoi e C 0 /'o(l ) sur 
z 0 ( l ) 0  C et C 0 z i ( l ) sur z'i(l) 0 C. 

On défini t deu x cylindre s Co i et Coi par : 

Coi =  (¿0(1 ) 0 C ) ] J ( C 0 n ( l ) ) e t Co i - ( ¿ 1 ( 1 ) 0 C)  ]J  (C0i Q(t)) 
IC,(L)®II(L) u(l)(8iio(l ) 

Par l'axiom e ( M M C ) , o n dispose de deux cofibration s triviale s : 

ÛOI : Co i >  C 0 C e t aio : C1 0 •  C 0 C 

permutées par r. 
Notons D  =  Co i lIi„(i)(g>io(i) ^l0' C'es t naturellemen t u n cylindr e su r 1 . O n a 

encore une cofibration : 

d :  D Y[  *  •  C ® C I I * 
*I(l)®*I(L) 

dont l e but est contractile. D e plus, la cofibre de d est égale à E1 ! 0 E 1 ! . O n dispose 
donc d'un isomorphisme nature l entre E 1 ! 0 E 1 ! et : 

Cone^D ] J * 
*I(L)®»I(l)II II(L)®II(L) 
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On es t ains i ramen é à  montre r qu e r  opèr e ( à homotopi e près ) pa r —  id su r 
JDJJ 1 JJ 1 * =  E 1 ! . Cec i découl e du corollair e 4.1.4 3 e t l e fai t qu e r  permut e les 
extrémités d u cylindre D. 

Montrons finalement que lorsque es t stable, Ho (OT) es t bien une catégorie mo-
noïdale symétrique. Pou r A  un obje t cofibrant d e 9JI , les foncteurs —  (g) A e t A  (g) — 

L 
sont des foncteurs de Quillen à gauche. Il vient que leurs foncteurs dérivés —  (g ) A et 

L 
A 0 —  sont de s foncteurs triangules. Ceci fourni t le s isomorphismes s g e t s¿ de la 
définition 2.1.14 8 e t prouve la première propriété . 

D'autre part, inodulo l'identification E 1 ~  E 1 ! ® - , l'isomorphism e sg :  T,lA®B ~ 

E 1 (A®B) est simplement risomorphisme d'associativité :  (Y,1t®A)<g)B ~  >  E 1 ! ^ 

(A® B).  Dualemement , inodul o l'identification E 1 ~  —  0 E 1 ! , l'isomorphism e Sd  : 

A0E1B ~  E l(A®B) es t risomorphisme d'associativité :  A® (B® E1 ! ) ~  >  (A® 

B) 0 E 1 ! . Étant donné que les deux identifications E 1 ~  E 1 ! 4 -  e t E 1 ~  -  4  E 1 ! 
diffèrent pa r risomorphism e de commutation, on voit que modulo E1 ~  (E 1 !) 4 — , 
l'isomorphisme es t la composée : 

A® (E 1!® B)  — ( A 4  E 1 ! ) 4 i ? — ( E 1 4  ̂ 4 ) 4  i ? — E 1 4  ( A 4  B) 

Ainsi, si l'on utilise l'identification E 1 ~  S 1 ! è  -  ,  on voit que l'anticommutativit é 
du carré : 

^ E U è s 1 ^ >  E1 ^ E M 4 B ^ 

s 1 (A  è  E 1 ^ •  EA E : ^4 è 

équivaut à  ranticommutativité d u diagramme : 

(E 1! 0  A)  0  (E 1! g - 5) — ( ( E 1 ! «  A ) &  E 1 !) 0  B  —^ (E 1! 0  (E 1 ! 0  A) ) 0 B 

(E 1 ! 0  E1 !) ®  (A®  B) 

E 1 ! 0  (4 ^  (E 1 ! ®  B))  —E 1 ! 0  ((A 0 E 1 !) 0 

> ( E1 ! g ) E 1 ! ) 0 (4 0 B) 

Étant donn é que les deux composées possibles de ce diagramme diffèren t pa r l'iso-
morphisme de commutation : 

r (g ) id AÔ^B 

( E 1 ! (g ) E1 ! ) (g ) {A  (g ) B) ̂ — > ( E 1 ! (g) E1 ! ) (g ) ( A (g ) 5) 
le résulta t est maintenant clair. • 
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4.2. Catégorie s d e modèle s I I :  accessibilité e t localisatio n 

On introdui t ic i la class e de s catégorie s d e modèle s présentables par  cofibrations. 
Cette class e contient tou s le s exemples que l'on rencontrera . O n démontre ensuit e u n 
théorème d e localisation pour ce s catégories de modèles qui sera plus ou moins un ca s 
particulier d u théorèm e d e localisatio n d e Hirschhor n [Hir03] . O n commenc e par l a 
notion cle f d'accessibilité . 

4.2.1. Accessibilité . —  Nou s diron s qu'un e catégori e 3  es t pseudo-discrète  s'i l 
existe deux sous-catégories pleines et discrète s 3o  et di avec 0b(3) =  Ob(3o ) U Ob(3i) 
et te l qu e hom(ji , jo) =  0  pou r tou t (jo , ji) £  Ob(3o ) x  Ob(5i) . Noton s qu'une tell e 
catégorie es t u n obje t projecti f dan s l a catégori e de s petite s catégorie s dan s l e sen s 
qu'un relèvemen t r  exist e : 

Ti 
r P 

a >  P 
si l e foncteur p  es t surjecti f su r le s objets e t indui t de s surjection s homi>( A B) —• 
homç(p(A),p(B)) pou r tou t A  e t B  dan s D. 

Par l e cardinal d'un e petite catégorie 3C, on entend l e cardinal d e l'ensemble F I (OC). 
On fai t l a définition suivant e : 

Définition 4.2.1. —  Soit  a  un  cardinal  (non  nécessairement  infini).  Une  catégorie  3 
est dite  a-filtrant e si  elle  est  non  vide  et  si  pour  tout  foncteur  P  :  3  >  5 avec 
3 pseudo-discrète  et  de  cardinal  inférieur  ou  égal  à  a,  il  existe  i  G  Ob(3) tel  que 
Vensemble : 

Lim hom<j(P(j),i) 

est non  vide.  Si  £  est  un  ensemble  ordonné  dont  la  catégorie  associée  est  a-filtrante, 
on pariera alors  d'ensemble  ordonné  a-filtrant. 

Remarque 4.2.2. —  Un e catégorie a-filtrante es t /2-filtrant e pour tout cardina l (3  <  a. 
Toute catégori e no n vid e es t clairemen t O-filtrant e e t 1-filtrante . Un e catégori e no n 
vide 3  est 2-filtrant e s i e t seulemmen t s i pou r tou t coupl e d'objets (A,B)  G  Ob(J)2, 
il existe u n troisièm e obje t C  te l qu e le s ensembles hom ;j(A C) e t homi(B,  C)  soien t 
non vides . E n faisan t l a list e de s catégorie s pseudo-discrète s d e cardina l 3  e t 4 , o n 
voit immédiatemen t le s équivalences entre les notions : 

2-filtrante < > 3-filtrante < >  4-filtrante 

Une catégori e es t 5-filtrant e s i e t seulemen t s i elle est filtrante  a u sen s d e [AGV73] . 
On vérifi e égalemen t qu e pou r tou t entie r nature l n  >  5  la notio n d e n-filtrant e es t 
équivalente à  5-filtrante e t don c aussi à filtrante. 

Remarquons enfi n qu e pou r le s ensemble s ordonné s l a situatio n s e simplifie . E n 
effet, u n ensembl e ordonné est filtrant  s i e t seulemen t s i i l est 2-filtrant . 
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Voici quelques exemple s de catégories a-filtrantes : 

Exemple 4.2.3 

1- Un e catégorie admettant u n obje t final  es t «-filtrant e pou r tou t cardina l a. 

2- Soi t 3  un e catégori e admettan t de s colimite s suivan t le s catégorie s pseudo -
discrètes d  avec card(FI(5)) <  et.  Alors 3 est a-filtrante . 

3- Soi t un foncteu r 3  >  % induisan t des surjections su r le s objets et le s flèches 
entre objets . S i 3  est a-filtrante , i l e n es t d e mêm e d e X.  Cec i découle immédiate -
ment d u fai t qu e le s catégories pseudo-discrètes son t de s objets «  projectifs »  dans la 
catégorie des catégories . 

4- Soi t a  u n cardinal . Alor s tout cardina l 7 > a  v u comme ordinal^ es t a-filtrant . 

On a  l e lemme fort util e suivant : 

Lemme 4.2.4. —  On  fixe un  cardinal  a et  un  ordinal  limite  À  plus petit  ou  égal  au 
cardinal infini successeur de  a. Soient  %  une petite catégorie  de  cardinal inférieur ou 
égal à  a et  un  foncteur : 

£ :  %  >  OrdEns 

avec QrdEns  la  catégorie  des  ensembles  ordonnés  et  des  applications croissantes.  On 
suppose les  propriétés suivantes  satisfaites  : 

- pour  tout k  G Ob(X), l'ensemble  ordonné  E(k) est  a-filtrant et  admet les  colimites 
indexées par  À, 

- pour  tout  k\  —>  /¿ 2 G F\(3C),  l'application E(k\)  >  £(^2) e s t cofinale  et com-
mute aux  X-colimites. 

Alors l'inclusion  évidente  Lim^ S >  ELeObcx ) ^ № es^ cofina^e- ^ n particulier, 
Vensemble Lim^ S est  non  vide. 

Démonstration. —  Lorsqu e a  =  0  o u 1 , i l n' y a  rie n à  démontrer . O n supposer a 
dans l a suit e qu e a  >  2 . Le s ensemble s ordonné s £(— ) sont don c filtrants  a u sen s 
de [AGV73] . 

On s e donn e un e famill e (ek )keOb(X) £ FLeObcrK) £(* 0 l ' o n majorer a pa r u n 
élément d e L\mxE.  O n pos e pour cel a eo,f c =  £k  pour A : G Ob(DC ) et o n construi t pa r 
récurrence transfini e un e suit e croissant e d e famille s {e u^)keOb(X) £ ELeObcac) 

pour v  G À de la manière suivante . 
Soit v  G A et supposon s qu e pou r tou t ¡1 G v, le s élément s e^^  son t construits . 

Comme /x G À, son cardinal es t strictemen t inférieu r à  celui du cardina l infin i succes -
seur de a. I l vient qu e le cardinal d e fi est inférieu r o u égal à  a  (resp . est fini)  s i a es t 
infini (resp . a  es t fini). 

t1)Rappelons qu'un cardinal est, par définition, le plus petit ordinal A  dans une classe d'équipotence. 
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Soit k  G Ob(X). Le s élément s d e l a form e £(£: ' — > k){e^k') formen t un e parti e 
de cardina l inférieu r à  a  (resp . de cardina l fini).  Comm e £(fc) est a-filtrant , o n peu t 
choisir un élémen t m v,k G £(fc) qui major e tou s le s £(fc ' —> fe)(e /4.^/). 

D'autre part, pour tout fc —> fc" G FI(3C) et / i G Z A on peut trouver , pa r cofinalit é d u 
foncteur £( À: —> fc"), un élémen t n^k-^k"  £  £(& ) tel qu e e fl^:" <  £(f e —> k")(nfj ,M->k")-
La famille des n^k^k" étan t de cardinal inférieu r à  a (resp . de cardinal fini),  o n peu t 
trouver p v^ G £(fc) qui major e tou s le s n^^^k"-  O n prendra pou r e^ . u n majoran t 
commun à  m v^ e t / V A . -

Ainsi par construction , l a propriét é suivant e est vérifié e : 
(A) Pou r tou t ki  ->  k 2 G FI(3C) e t / i G K A  on a  e„.fr 2 >  £(fc i - > k 2){e^kl) 

et £(fc i — > foXei/jfe,) > e ^ . 
On pose alors e{ , =  Co\\rc \ye\ey^- Pou r Â: i —> À *2 G FI(DC), on déduit d e (A) le s inégalité s 
suivantes : 

e'k.2 = Colim,ÆAeZAA,2 < ColirrvGA£(Aq Aofir^.J < ColirrvGAe/AA.2 = e[,2 

£(ki k 2)e'ki 

Ceci montr e qu e e' k2 =  £(fc i — > A^Xe^ ) . E n d'autre s ternies , l a famill e (e^)^.Gob(iK) 
est u n élémen t d e L i m x £ - • 

Définition 4.2.5 

1- Un  foncteur F  :  A  >  23 entre  catégories  admettant des  petites colimites  est 
dit a-accessible s'il  commute  aux  colimites  suivant  les  petites catégories  a-filtrantes. 

2- Un  objet  A  G Ob(yi ) est  dit  a-accessibl e si  le  foncteur  honi/i( A — ) est  oc-
accessible. 

Lorsque l e cardina l a  dan s l a définitio n 4.2. 5 es t fini  e t plu s gran d qu e 5 , nou s 
dirons finiment  accessible  au lie u d e a-accessibl e (cec i étan t indépendan t d e a  pa r 
la remarqu e 4.2.2) . Nou s réserveron s l'adjecti f accessible  pour le s foncteur s o u ob-
jets qu i son t oj-accessible s pou r u n certai n cardina l a.  O n a  l e lemm e bien-conn u 
(voir [AGV73] ) : 

Lemme 4.2.6. —  On  suppose le cardinal a supérieur  ou  égal  à 5. Soit  %  une catégor 
de cardinal  inférieur ou  égal  à  a. Alors  le  foncteur : 

LirrvK :  HOM(3C. En s) >  Ens 

est a-accessible. 
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Démonstration. —  Pou r tout foncteu r F  :  X  >  Eus , on a une suite exacte d'en-
sembles : 

LimxF >(  n  F(k))=ï(  n  Ffa)) 

Puisque « >  5 , une catégorie «-filtrante es t filtrante au sens de [AGV73] . Comm e les 
colimites filtrantes  commuten t aux limite s finies dans £ns,  o n est ramen é à  montre r 
que l e produi t direc t suivan t u n ensembl e de cardina l inférieu r o u éga l à  «  es t « -
accessible. 

Soient E  u n ensembl e de cardinal inférieu r o u égal à « e t (D E)EEE 3  >  ETIS 
une famill e de foncteur s ave c 3 une petit e catégori e «-filtrante. I l s'agi t d e montre r 
que l'applicatio n canonique : 

Colim Yl  D e(i) >  Yl  CPLJMDEC O 

est bijective . 
Pour l a surjectivité , o n se donne une famill e d'éléments b e G  Coliman Z}e(¿). Pour 

chaque e , i l existe i c G  Ob(3) tel qu e b c es t représent é pa r u n élémen t b' e G D e(ie). 
Comme 3 est «-filtrante , o n peut choisi r k G  Ob(3) et des flèches ic — • k. Les éléments 
be son t égalemen t représenté s pa r b"  = D e(ie —>  k)(b' e) G De(k). Ainsi , l a famill e 
(b")eeE £  IleeE  De(k)  fourni t u n antécéden t d e (b E)EEE-

L'injectivité s e trait e d e manièr e similaire . Soien t (u e)eeE £  YYeeE^Á^) e^ 
{ve)eeE £  Ilee£; De{j) deu x familles ayant l a même classe dans Colimn.De. Pour 
tout e  G E, i l existe des flèches / — > A:^ et j  — • A;e telles que : 

£>c(¿ -> A; e)(wf,) =  D e(j - > fc e)(t>e) 

Comme 3  es t «-filtrante , i l exist e /  G  Ob(3) et de s flèche s k e — » /. O n peu t don c 
supposer qu e k e =  l.  Ainsi , pou r tou t e  e E,  o n a des flèches f e :  i —> / e t g e :  j —•  / 
telles qu e D e(fe)(ue) =  D c(ge)(ve). Comm e «  >  5 , l a catégori e J  es t égalemen t 
(2« +  3)-filtrante . O n peut don c trouve r un e flèche  h  : l V  qui égalise les f e e t le s 
ge. O n note /' =  hof e e t =  hog e. O n a alors De(f')(ue) —  De(gf)(ve). Cec i montre 
que le s classes de (u E)CEE e t (v e)eeE coïnciden t dans Colima YleeE D e. L'injectivit é 
est prouvée . • 

Corollaire 4.2.7. — On  suppose  le  cardinal  « supérieur  ou  égal  à  5 . On  se  donne 
une catégorie  G  admettant les  petites colimites.  Soient  X  une  catégorie  de  cardinal 
inférieur ou  égal  à  a  et  F  :  X  >•  G  un  foncteur  tel  que  F(k) est  un  objet  «-
accessible pour tout  k  G Ob(X). Alors,  l'objet  Couru^ F est  encore  a-accessible. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2007 

http://Colimn.De


178 CHAPITR E 4. LA CONSTRUCTION DE 2-FONCTEURS HOMOTOPIQUES STABLES 

Démonstration. —  En effet, pour toute petite catégorie a-filtrante Dona des isomor-
phismes : 

home(Colim3cF, ColimuG) ~ Lim fcGOb(ac) home(F(fc), Colim^G) 

^ Lim fceob(ac)Colimi€ob(a) home(F(A;), G(i)) 

Or par l e lemme 4.2.6, le membre de droite est isomorph e à : 

Colimieob(a)Limfc€0b(oc) home(F(fc), G(z)) ~ Colim. /GOb(a) home (Colimbi7, G(i)) 

Le corollaire est prouvé . • 

On peut utilise r l e corollaire 4.2.7 pour fourni r u n premie r exempl e d'objets a-
accessibles : 

Exemple 4.2.8. —  On suppose que a  es t infini . Soi t E un ensemble . Alors E est u n 
objet a-accessibl e d e Ens si et seulemen t si , son cardinal es t inférieu r o u égal à  a. 
La condition est suffisante d'aprè s le corollaire 4.2.7 puisque E ~ U e G £ ; { e } e t que les 
singletons sont évidemment 0-accessibles. 

Pour voir qu'elle est nécessaire , considérons l'ensemble y a(E) de s parties de E de 
cardinal inférieu r o u égal à a. Ce t ensemble ordonné par l'inclusion est a-filtrant (on 
utilise ic i que a x  a est équipotent à  a) e t l'on a E = Co\\mAey(ì(E)A. Lorsque E est 
a-accessible, l'identité de E se factorise à  travers un élément d e y a(E). Cec i montre 
que E e Ta(E). 

On montre de même que l'ensemble E est Animent accessible si et seulement s i son 
cardinal es t fini. 

Proposition 4.2.9. —  Soit  (F, G) :  C  >  T> une adjonction entre  deux catégories 
admettant les petites colimites. On suppose que  G est  a-accessible. Alors  le fondeur 
F envoie  les  objets a-accessibles sur  des objets a-accessibles. 

Démonstration. - - E n effet, soit A un objet a-accessible de C. Pour vérifier que F (A) 
est encor e a-accessible, on se dorme un foncteu r B  :  3  >  D ave c 3 une petite 
catégorie a-filtrante. On a alors des isomorphismes : 

homD(F(i4),Colimieob(j)S(i)) ~  horn e(A G(ColimiGOb(a)-B(z))) 

~ hom e(A,Colimi€ob(a)G(B(2))) -  Colim iGOb(D) home(A G(B(i))) 

~ Colim iGOb(a) homv(F(A), B(i)) 

D'où le résultat. • 

Rappelons qu'un monomorphisme  dan s une catégorie G  es t un e flèche a telle que 
l'application hom(X,a ) est injectiv e pour tout obje t X.  Supposon s que 6 admet le s 
coproduits finis.  Une flèche dont tou s le s push-out sont de s monomorphisme s es t 
appelée un monomorphisme universel.  Le lemme suivant nous sera utile dans la suite. 
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Lemme 4.2.10. —  Soit  G  une catégorie  admettant  les  petites colimites. On suppose que 
les limites  finies existent  dans  G et qu  'elles commutent  aux  colimites filtrantes. 

Soient 3  une  catégorie  filtrante et  t  :  F  >  G une  transformation  naturelle 
entre deux  foncteurs F , G :  3  >  G . On  suppose que  pour tout  i G 00(3), la  flèche 
t(i) :  F(i)  >  G(i) est  un  monomorphisme  universel.  Alors  la  flèche : 

t :  Colim^ F >  ColimnG 

est encore  un  monomorphisme  universel. 

Démonstration. — • Noton s A  =  ColimqF . Soient F'  :  3  >  G  l e foncteur constan t 
de valeur A  e t G'  :  3  >  G  l e foncteur donn é par G'(i)  =  A \JF(Í) G {i). On a alor s 
un isomorpliism e canoniqu e Colimj G =  Colimi G'. D e plus , pou r tou t i G 0b(3) l a 
flèche A  >  G'(/) es t u n monomorphism e universel. I l suffit don c de traiter le cas 
des foncteurs F f e t G'. 

En d'autre s termes , o n peu t suppose r qu e l e foncteu r F  es t constan t d e valeu r 
A. O n noter a D  l a colimite de G . Étan t donn é qu'u n co-changemen t d e bas e sui -
vant A  >  A' n e changer a pa s no s hypothèses , o n s e contenter a montre r qu e 
A >  B es t u n monomorphism e sans se soucier de l'universalité . 

Soient U  G Ob(C) et / , g : U  ) A deu x flèches telles que t  o / =  t  o g. On veu t 
montrer qu e /  =  g.  O n considère les égalisateurs : 

E = Eq( U  = 4 A ) e t E(i)  =  Eq( U Ob(C)  ]  B(i) ) 
V 9  J V  got{%)  J 

Comme les limites commutent au x colimites filtrantes, on déduit qu e ColimiF(z) = U. 
Mais puisqu e le s flèches  t(i)  son t de s monomorphismes , l a flèche  canoniqu e 
E > E{¡) est inversible . Cec i montre qu e E — U. O n a  donc l'égalité /  =  g.  • 

Définition 4.2.11. Soit  B  un  objet  d'une  catégorie  G.  On  note  Sub(£ ) c  G/B  la 
sous-catégorie pleine  dont  les  objets  sont  les  monomorphismes a  : A  >  B .  Nous 
abuserons parfois et  dirons  que  A est  un  sous-obje t de  B. 

Supposons que  G  admet  les  petites  colimites  et  soit  a  un  cardinal.  On  no-
tera Sub Q ( i?) la  sous-catégorie  pleine  formée  des  monomorphismes  de  sources 
a-accessibles. 

Remarque 4.2.12. -  Supposon s que l a catégori e G  admet le s petites colimites et qu e 
tous le s monomorphismes d e G  sont universels . S i en plus , le s limite s finies  existen t 
dans 6 et commutent au x colimites filtrantes, la catégorie Sub(i?) admet le s colimites 
suivant le s petite s catégorie s filtrantes  (pa r l e lemme 4.2.10). D e même , s i a  >  5 , 
la catégori e Sub a ( J B) adme t le s colimite s suivant le s petite s catégorie s filtrantes  d e 
cardinal inférieu r o u égal à a (pa r le corollaire 4.2.7). De plus, ces colimites commutent 
au foncteu r «  oubli » qui à  un monomorphism e associe sa source . 
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Il est clai r que la catégorie Sub(X ) es t directe . Étant donnés deux sous-objets A  e t 
B d e X, nous dirons qu e B  major e A  sï l exist e un e flèch e de A  ver s B  dan s Sub(X) . 

Soit u :  U  >  V  un e flèch e d'une catégorie G.  O n a deux sous-catégories pleine s 
S u b a ( ^ ) e t Sub(ix ) de Hom(l , G)/u. O n parlera alors d e sous-flèches d e u.  Un e sous -
flèche es t majoré e pa r u\  s i e t seulemen t si , l e but e t l a sourc e de son t respec -
tivement majoré s pa r l e but e t l a source de u\. 

Définition 4.2.13.  - - Soit  G  une catégorie  admettant  les  petites colimites.  On  dit qu'un 
objet X  de  G  est  la  colimite  a-filtrante  de  ses  sous-objets  a.-accessibles  si  les  deux 
conditions suivantes  sont  satisfaites  : 

- la  catégorie  Suh(1(X) est  essentiellement  petite  et  a-filtrante, 
- la  flèche canonique  (Colim A-+xeSuhn(X)A) >X  est  inversible. 

Le résultat suivant perme t dan s certain cas d'estimer l e cardinal de l'ensemble de s 
flèches partantes d'un obje t «-accessibl e : 

Proposition 4.2.14. — Soient  G  une catégorie  admettant  les  petites  colimites  et  a,  0 
et 7 des  cardinaux  infinis.  On  suppose  que  la  sous-catégorie  pleine  G a des  objets 
a-accessibles est  essentiellement  petite  et  équivalente  à  une catégorie  de  cardinal infé-
rieur^2^ ou  égal  à  7 . Soit  X  un  objet  0-accessible  de  G qui est la  colimite a-filtrante  de 
ses sous-objets  a-accessibles.  Alors,  le  cardinal  de  home (A. X) est  m,ajoré  par 7 - /3 a 

pour tout  A  G Ob(C t t). En  particulier,  si  >i  — 2V >  7 pour  v  >  a,  le  cardinal  de 
home (A, X) est  majoré  par  fl. 

Démonstration. —  O n montrer a l a conclusio n d e l a propositio n dan s un e situatio n 
plus générale . O n supposera simplemen t l'existenc e d'u n isomorphism e X  ~  ColimjF , 
avec 3  un ensembl e ordonn é a- filtrant e t F  u n foncteu r J  >  G  te l qu e F(i)  es t 
a-accessible pou r tou t i  G Ob(J). 

On veut s e ramener au cas où le cardinal de 3 est majoré pa r (3 a. I l suffit pou r cela de 
montrer qu'i l exist e u n sous-ensembl e 3  C  3 de cardinal inférieur o u égal à  fi a qu i soi t 
encore a-filtran t e t te l qu e Colim j e 3F(j) >  X adme t un e section . Considéron s 

l'ensemble S$(3 ) formé des parties 3 de cardinal inférieur à  /3 a e t qu i sont a-filtrantes . 
Cet ensembl e es t ordonn é pa r l'inclusion . E n utilisan t l e lemme 4.2.15 ci-dessous, on 
voit qu'i l es t ^"-filtran t e t don c en particulie r /3-filtrant . O n défini t u n foncteu r : 

G :  8^(3) >G 

qui à  3  associ e Colim^F . Le s flèche s évidente s Colim^ F >  Colim^F = X  son t 
compatibles ave c les inclusions . Il s fournissen t don c un morphism e éviden t : 

(58) Colim So (3 )G y X 

(2) En fait, nou s aurions seulement besoi n que 7 majore le cardinal de chaque ensemble home (A. B) 
pour A  et B  des objets «-accessibles. 
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D'autre part , pou r /  G 3 le singleton {/'} est u n élémen t d e S^(3) . Cec i fourni t de s 
morpliismes évidents : 

F(i) >  Colims-^ G 

compatibles avec les morpliismes de transitions F(i)  >  F(j)  pou r i < j e t donc , 

par passag e à  la colimite, un morpliism e 

s :  X >  Colimsa('j) G 

qui est une section à la flèche (58). Comm e X es t /^-accessible , le morpliisme s provient 
d'un morpliism e X  >  G(3) pou r 3  G S$(3). O n voi t alor s qu e X  es t u n rétrac t 
de G(3)  =  Co\\n je3F(j). 

On peu t don c bie n suppose r qu e 3  es t d e cardina l inférieu r à  (3 a. S i A  es t a-
accessible, on a home (A. X) =  Col ¡ my home (A. F (i)). Le cardinal d e cet ensemble est 
majoré pa r 7 . /?° . • 

Lemme 4.2.15. —  Soient  a  et  6 des  cardinaux tels que  a >  2  et  S infini.  Soient  3  un 
ensemble ordonné  a-filtrant et  A C3  une  partie de  cardinal ô. Il  existe  alors  un sous-
ensemble a-filtrant  3  C 3 contenant A  et  de cardinal inférieur à  Sn. En  particulier,  si 
S est  de  la forme /3".  Vensemble  des parties a-filtrantes  de  cardinal  inférieur à  ô est 
S-filtrant pour la  relation d'inclusion. 

Démonstration. -  O n note 3^(5 ) l'ensemble de s parties de 3  de cardinal inférieu r à 
a. O n fixe  un e applicatio n M  :  (J>

a(3) >  3 qu i à  un e parti e U  C 3  associe u n 
majorant M{U)  G 3 de U.  O n construi t pa r inductio n transfini e de s partie s Ao  C 

Ai C • • • C Av C . .. ave c : 
- A 0 =  A, 

Av+l =  A v U  {M(U): U  G  y cx{Au)}, 
- A v =  U\£„A\  s i v  es t u n ordina l limite . 

Il es t clai r qu e card(^4 I / +i) <  card(A / y) f v étan t donn é que card(ÎP tt(j4)) <  card(A I / ) a . 
En utilisant que (S Q)n =  SaXn =  ô (X (s i ó est infin i e t a  fini, c'est clai r ; c'est égalemen t 
vrai lorsqu e a es t infini) , on montre pa r inductio n transfini e que card(^l^) < £ a pou r 
card(^) <  ô™.  E n particulie r s i v  es t l e cardinal infin i successeu r d e rv , 3 = A v es t d e 
cardinal inférieu r à  S a. I l est immédia t d e voir que 3  est a-filtrant . • 

On termin e c e paragraphe en introduisant l a classe de catégories a-présentables : 

Définition 4.2.16. —  Soit  C  une catégorie.  On  dit que  C est a--présentable si les condi-
tions suivantes  sont  vérifiées  avec  /3  n'importe  quel  cardinal supérieur ou  égal  à a : 

1. Les  petites limites  et  colimites sont représentables  dans C. Les colimites filtrantes 
commutent aux  limites finies. De  plus, les  colimites fj-filtrantes commutent  aux 
limites suivant  des  catégories  de  cardinal inférieur ou  égal  à /3. 

2. Les  monomorphismes  de  C sont universels. 
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3. Tout  objet  de  G est accessible.  Un  sous-objet d'un  objet  ^-accessible  est  encore 
(3-accessible. 

4. Tout  objet  de  G est la  colimite fi-filtrante de ses sous-objets  /3- accessibles. 
5. La  sous-catégorie  Gp  formée des  objets  ¡3-accessibles est  essentiellement  petite. 

Lorsque G  est a-présentable  avec  a fini  et  plus grand  ou  égal  à  5, nous  dirons  que  G 
est Animen t présentable . Nous  dirons  que G est présentable, lorsqu'elle  est  présentable 
pour un  certain  cardinal  a. 

Remarque 4.2.17.  —  L a premièr e conditio n d e l a définitio n précédente , affirm e qu e 
pour tout e petite catégori e % de cardinal inférieu r o u égal à  ¡3,  le foncteur : 

Limoc :  HOMÍ3C. G) •  G 

est /3-accessible . Nous avions démontré cett e propriété pou r la catégorie des ensembles 
dans le lemme 4.2.6. Notons toutefois , qu e dans une catégori e présentable, cett e pro -
priété est supposé e vraie seulemen t pou r /3  suffisamment grand . 

Remarque 4.2.18.  —  I l existe déj à dan s la littérature une notio n d e catégories locale-
ment présentables  (voi r par exempl e [AR94]) . I l s'agi t d'un e notio n beaucou p plu s 
naturelle qu e cell e que l'o n vien t d'introduir e dan s l a définitio n 4.2.16 . Notons sim -
plement qu e notr e class e de s catégorie s a-présentable s es t contenu e dan s cell e de s 
catégories localemen t a-présentables . Nou s n'avon s pa s cherch é à  savoi r s i cett e in -
clusion es t stricte . 

Notons aussi que l a définition 4.2.1 6 comporte des redondances . E n effet , o n peu t 
montrer, e n suivan t le s argument s d e [AR94] . qu e l a propriét é 4  impliqu e l a pro -
priété 5 ainsi que la commutation de s colimites /^-filtrantes avec les limites suivant les 
catégories % avec card(FI(3C)) < 3. 

Exemple 4.2.19.  —  L a catégorie des ensembles £ns  es t finiment  présentable . E n effet , 
les deu x première s condition s son t claires . La  troisièm e e t cinquièm e conditio n dé -
coulent d e l'exempl e 4.2.8 . La quatrième conditio n découle du fai t qu e s i (3  es t infin i 
(resp. (3  es t fini)  Sub/^F ) es t équivalent e à  l'ensembl e de s parties d e E de cardina l 
inférieur o u éga l à  (3  (resp. d e cardina l fini).  Ce t ensembl e es t bie n /3-filtran t e t s a 
réunion vau t l'ensembl e E. 

On présente deux constructions permettan t d'obteni r de s catégories présentables : 

Proposition 4.2.20. —  Soient  J  une  petite  catégorie  et  G  une  catégorie  présentable. 
Alors HOM(J , 6) est  encore  présentable. 

Démonstration. —  Pour tou t i G Ob(3 ) o n dispos e d'u n foncteu r éviden t i*  : 
HOM(3,6) >  G  qu i à  u n foncteu r F  :  3  >  D associ e l'objet F(i).  Le s fonc -

teurs z* commutent au x colimite s et au x limite s e t formen t un e famill e conservative 
de foncteurs . D'o ù la première conditio n de 4.2.16. 
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Comme G  est cocomplèt e et complète , l e foncteu r z * admet u n adjoin t à  gauch e 
z# ains i qu'u n adjoin t à  droit e z* . Rappelon s qu e l a constructio n d u foncteu r z* , 
fait apparaîtr e de s limite s suivan t de s sous-catégorie s d e 3.  On e n dédui t qu e z * est 
/3-accessible pour tou t (3  majorant l e cardinal^ d e 3  et te l qu e G  est /3-accessible. 

Soit t  :  F  >  F' u n inorphism e d e H0M(3, G). S i chaque t(i)  es t u n monomor-
phisme, t  es t clairemen t u n monomorphisme . Réciproquement, s i t  es t u n monomor-
phisme, e n considéran t de s flèches  de sourc e i#A  pou r z  G 0b(3) e t A  G Ob(C), o n 
voit qu e tous le s t(i)  son t de s monomorphismes. En particulier , le s monomorphismes 
de HOM(J, e) son t universels . 

Soit ¡3  un cardina l majoran t l e cardinal d e 3  et te l qu e G  est /3-présentable . O n va 
montrer qu e F  :  3  >  G  es t /^-accessibl e si e t seulemen t si , tou s le s F(i)  l e sont . 
Ceci démontrera l a troisième e t dernièr e propriét é d e 4.2.16. 

Etant donn é u n deuxièm e obje t F'  d e HQM(I7. G), o n a  une suit e exacte : 

hom(F,F') >(  n  bom G(F(i),F'(i)))=î( R  hom e(F(j),F'(k))) 
\ieOb(d) / Vj—•fceFi(a) / 

En utilisan t que : 
- le s limites finies  d'ensembles commuten t au x colimites filtrantes, 

- le s produit s indexé s pa r Ob(3)  e t Fl(3 ) commuten t au x colimites /^-filtrantes 
d'ensembles, 

on dédui t qu e lorsque tous le s F(i)  son t /3-accessibles , il en es t d e même de F. 
Réciproquement, supposon s qu e F  es t /3-accessible . Pour montre r qu e F{ï)  es t /in-

accessible, i l suffi t d'évalue r hom(F , — ) e n de s colimite s /3-filtrante s d'objet s d e l a 
forme i*(A)  ave c z G Ob(3) et A  G Ob(C) et d'utilise r l e fait qu e z* est /3-accessible. 

Pour terminer , il nous reste à établir la quatrième propriété . Etan t donné un obje t 
F d e HOM(3, C), i l suffira d e montrer qu e l e foncteur (qu i est un e inclusion ) : 

( 5 9 ) Sub , (F ) •  ]^ [ Sub 0(F(i)) 
ieOb(3) 

est cofinal^ 4). O n s e donne un e famill e d e sous-objet s (A¿ G Subp(F(i))) ieob(jy On 
va construir e pa r récurrenc e un e suit e croissant e d e famille s d e sous-objet s (A™  G 

Subp(F(i)))ie0b(3) ave c n G N. 

(3)Si a  est un cardinal infini majorant celu i de FI(J), il majore également les cardinaux des catégories 
J/i. En effet, on dispose d'une application injectiv e F\(J/i)  >  FI(J) 3 qu i associe à un triangle 
commutât if ses arêtes. 
(4)On aurai t pu également appliquer le lemme 4.2.4 au foncteur 3° P y Qrd£.ns qu i à z G Ob(J ) 
associe Sub^(F(i)) et à i j  G  Flp) le foncteur -  x F ( j ) F(i)  : Subp(F(j))  >  Sub /3(F(i)) . 
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Pour n  =  0 , o n pren d A®  =  Ai.  Supposon s l a famill e construit e a u ran g n.  Pou r 
chaque i  G Ob(J) , on considère l a flèch e composée : 

(60) U  A " — • I I F ^ — > m 
3->i j ^ i 

Comme le s A 7j son t /?-accessibles , i l e n es t d e môm e de A" . Puisque F(j)  es t 
une colimit e /^-filtrante de ses sous-objets /^-accessibles , on peut trouver u n sous-obje t 
/^-accessible qui factoris e l a composé e (00). On pren d pou r A™ + 1 un te l objet . 

On pos e A- 5 0 =  Colim nAf. Pa r construction , s i j  —>  i G Fl(3) l a flèch e composée 
Aj° >  F(j) >  F(i) s e factoris e (uniquement ) pa r A?° . On dédui t don c de s 

flèches A^  >  A? ° .  On vérifie immédiatement qu'o n a  construit un foncteu r A 0 0 : 
3 >  G  qu i d e plu s es t u n sous-obje t d e F  e t don t l'imag e pa r (59 ) major e l a 

famille (Ai)ie0bi3). • 

Proposition 4.2.21. —  Soient  G  une catégorie  a-présentable  et  T)  une  catégorie  com-
plète et  cocomplète.  On  suppose donnée  une  adjonction  (F,  G) :  G  >  T) telle  que  : 

- G  est  pleinement  fidèle  et  a-accessible, 
- F  commute  aux  limites  finies, 
- le  foncteur G  o F préserve  les  objets  (j-accessibles pour fi supérieur  ou  égal  à a. 

Alors T)  est  a-présentable. 

Démonstration. •- - Comm e G  es t pleinemen t fidèle , l a counit é d e l'adjonctio n 
F o  G >  id es t inversible . Ainsi , les colimites dans T)  peuvent s e calculer dan s G 

via l a formul e suivante . Soi t u n foncteu r D  :  3  >  T)  .  On a  : 

(61) Colim i€0b(a)B(*) - F(Co\\m ieomG(B{i)) 

Il est facil e de déduire de cette formule et de la commutation d e F au x limites finies que 
les colimites filtrantes dans T) commutent au x limite s finies . D'autre part, en utilisant 
que G  est /^-accessibl e on montre qu e les colimites /3-filtrantes dans V commuten t au x 
limites suivan t des catégories de cardinal inférieur o u égal à  fi.  Cec i démontre don c la 
première propriét é d e l a définitio n 4.2.16 . 

Comme G  es t u n adjoin t à  droite , i l préserv e le s monomorphismes . Puisqu e F 
commute au x limite s finies , i l préserv e égalemen t le s monomorphismes . Ainsi , un e 
flèche u  de D es t u n monomorphism e s i et seulemen t s i G{u)  es t u n monomorphisme . 
On déduit alor s (e n utilisant la formule (61) ) que les monoinorphismes son t universel s 
dans D. 

Montrons qu'u n obje t B  d e D  es t /3-accessibl e s i e t seulemen t s i G(B)  es t /3-
accessible. 

La conditio n es t nécessaire . E n effet . G(B)  es t l a colimit e fi-  filtrante 
Colim^Gsub.^(G(B))^- Comm e G  o  F  es t /3-accessible , o n voi t qu e G(B)  es t éga -
lement l a colimite /^-filtrante de ColimAeSuh.i(G(B))G(F(A)). I l vient qu e B  =  FG(B) 
est l a colimit e /^filtrant e Col im^ e S u b ; j (G(B))^ (^ ) - Etan t donn é qu e l'obje t B  es t 
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/3-accessible, et qu e les F  (A) son t des sous-objets de B, i l existe A  G  Subp(G(B)) te l 
que F  (A) ~  FG(B)  =  B.  I l vient qu e G{B)  =  G  F (A) es t /^-accessible. 

La conditio n est suffisante . E n effet , soi t A(-):  3  >  D u n joncteu r ave c 3 une 
petite catégori e ^-filtrante. O n a  des isomorphismes : 

homi)(-B, Co\\mjA(—)) ~ 

hom e (G(B),G(COLIMAI4(-))) ~  hom e (G(B),Colim a G(J4(-))) 

~ Col im 3 hom e (G( i î ) ,G ( I4( - ) ) ) ~  Colim j l i o n i r ^, A ( - ) ) 

En particulier , tou t obje t d e V  es t accessible , e t l a sous-catégori e de s objet s /3-
accessibles est essentiellemen t petite . 

Il reste à vérifier la quatrième propriét é de la définition 4.2.16. Soit B un objet de T). 
La catégori e Subp(B) es t essentiellemen t petite . Pou r montre r qu'ell e est /3-filtrante , 
il suffi t d e montrer qu e le foncteur : 

G : S u b ^ B ) >8ub 0{G{B)) 

est cofinal . Mais si A est u n sous-obje t de G(B), F  (A) est u n sous-obje t de FG(B) = 
B, don t l'imag e par G  majore A  via  le morphisme d'unité A  >  G(F(A)) . 

Pour montre r qu e B  es t isomorph e à  Colim^ esub / : i(£) A o n P e u t I e fair e aprè s 
application d e G . I l suffi t don c de prouver (puisqu e G  es t ^-accessible ) que l a flèche 
évidente : 

( C O L I R R U e S u M B ) G ( . 4 ) ) >G(B) 

est inversible. Mais on vient de voir que le foncteur G  :  Sub#(l? ) >  Subp(G(B)) 
est filtrant . L e résultat es t maintenan t clair . • 

Remarque 4.2.22. La  proposition 4.2.21 sera appliquée dan s l e cas où C et D  son t 
respectivement l a catégorie des préfaisceaux et la catégorie des faisceaux sur un site de 
Grothendieck. Le foncteur F  es t alor s l e foncteur d e faisceautisation e t G  l'inclusion 
évidente. 

4.2.2. L'argumen t d u peti t obje t e t complexe s cellulaire s 

Définition 4.2.23. -  Soit  À un ordinal. On  appelle À-suite un  foncteur A :  À  >  G 
que Von schématise par : 

A0 •  Ai >...  >  A v >  A u+i •... 

et qui  commute aux colimites (lorsqu'elles  existent),  \.e., pour  tout v G  À un ordi-
nal limite, on a  A v ~  C o l i m ^ A ^ . La  flèche A Q >  Co\'\m iyexAï, est  appelée  la 
composition transfinie de  la X-suite A. 
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Définition 4.2.24. —  Soient  G  une  catégorie  admettant  les  petites  colimites  et  F  C 
FI(C) une  classe  de  flèches. On  note  Cell(F ) C  FI(C) la  plus petite classe  contenant  F 
et stable  par pushout  et  composition  transfinie. 

Remarque 4.2.25. —  Tout e flèche / d e Cell(F) peut s'écrire comme la composée trans-
finie d'un e À-suit e : 

A0 >  Ai >...  •  Av •  Ay+i >... 

telle qu e pou r tou t v,  l a flèch e A v >  A u+i es t u n push-out d'un élémen t d e F. 
En effet , o n vérifi e facilemen t qu e l a famill e d e telle s flèche s es t stabl e pa r push-out 
et compositio n transfinie . 

Le résultat ci-dessous est conn u sous le nom de l'argument du petit objet . Le lecteu r 
pourra également consulte r [Hir03 ] e t [Hov99] . 

Proposition 4.2.26. - Soit  G  une catégorie  admettant  les  petites colimites.  Soit  F  C 
FI(C) un  ensemble  de  flèches de  sources  et  de  buts  a-accessibles pour  un  cardinal  a 
fixé. Il  existe  alors  un  Joncteur 

$F,a :  HOMfi. e) —• HOM(2 , e) 

qui à  une flèche f  :  U  >  V associe  une  factorisation : 

f 

U >*F.a{f)  >V 

qui satisfait  les  propriétés suivantes  : 

1. La  flèche U  >®F ,a{f) est  dans  Ce\\(F). 

2. La  flèche  <P F,a{f) •  v e s t d a n s RLP(^) -
3. Le  fondeur $ F , « est  ex-accessible. 
4. Soit  fi  un  cardinal  infini  vérifiant  les  deux  conditions  : 

(a) /3  est strictement  supérieur  à  a et  supérieur  ou  égal  au cardinal  de  Ven-
semble F, 

(b) pour  tout  objet  a-accessible A  et  tout objet  (3-accessible X de  G, Vensemble 
home (A, X) est  de  cardinal  inférieur  ou  égal  à (3. 

Alors, Vobjet  &F ,a{f) es t fi-accessible lorsque  U etV  sont  ¡3-accessibles. 
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Démonstration. —  Pour une flèche f =  fo :  U  >  V d e C, on note F/f l'ensembl e 
des carrés commutatifs Q{a,i,j)  : 

A—^U 

B - ^ V 

avec a £ F. On a alors un carré commutât if : 

U A 
Q{<uj)eF/f 

Ua 

u•ÊFU(/)_*V 
Q(a.¡.j)eF/f 

ui >п 

On form e le push-out $F,i{f) du diagramme : 

U A  ]  >U 
Q(a.i.j)eF/f 

II B 
Q(aJ.j)eF/f 

pour obtenir une factorisation de / : 

U • Ê F U ( / ) _ * V 
/1 

Cette factorisatio n es t fonctoriell e en /  dan s le sens évident . O n défini t alor s pa r 
induction transfinie une suite fonctorielle en / : 

U =  *F,o(/) •  *F,I(/) •  *F,2 (/) >  •  • •  >  $FAI) >  •  • •  V 

en posant : 
- s i v = alor s ^F,iy(/) =  ^F,I(//Z ) et /„ l e morpliisme évident I>F,I(/M ) >  V > 
- s i v est un ordinal limite, on pose $F,//(/) = Colim M G L /$F,/x(/) e t l a limite des 
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On défini t alor s 3> F,<* = $F. A ave c À le cardina l infin i successeu r d e a . L a premièr e 
propriété es t claire . 

Soit a  :  A  >  B un e flèch e de F.  O n vérifi e immédiatement , e n utilisan t qu e 
home {A, —  ) commut e aux colimite s indexées par À , que 3 > ^ a ( / ) >  V  adme t l a 
propriété d e relèvement à  droite pa r rappor t à  a. 

Le foncteu r H0M(1 , 6) >  £ns  qu i à  /  associ e l'ensemble F/  f  es t clairemen t 
a-accessible puisque le s sources et but s des éléments d e F  son t a-accessibles . Il vien t 
immédiatement qu e l e foncteu r «Ê/r i es t a-accessible . Pa r inductio n transfinie , o n 
déduit qu e $F,V est égalemen t a-accessibl e pour tout ordina l v  (e t donc en particulie r 
pour À). 

Pour l a dernière propriété , i l suffit d e remarquer qu e s i U  et V  son t /3-accessibles, 
l'ensemble F/f es t de cardinal inférieur à  (3. Par l e corollaire 4.2.7, on voit que $ F . I ( / ) 
est encor e /J-accessible. Par l e même corollaire, on déduit pa r inductio n transfini e qu e 
pour tou t ordina l v  don t l e cardinal es t inférieu r o u égal à  /3 , l'objet $ F,I / ( / ) es t (3-
accessible. C'est e n particulier l e cas pour l e cardinal infin i successeu r de a puisqu e (3 
est infin i e t fi >  a. L a proposition est démontrée . • 

La définitio n suivant e es t tiré e de [Hir03 ] : 

Définition 4.2.27. —  Soient G  une catégorie  admettant  les  petites colimites,  F  C  FI (C) 
une classe  de flèches et  X un ordinal. 

1- Un  À-complexe F-cellulaire (U v,Ev,iv,3v)vçL\ est  la  donnée : 
d'une X-suite  :  UQ  >  U\ >  ...  >  U v >  U v+\ >...  à  valeurs 

dans C, 
pour tout  v  e \,  d'un  ensemble  E v (appelé  Vensemble des  cellules, ) tel  que  E v 

est vide  si  v  + 1  = X, 
pour tout  v  e X et  e e E u, d'un  carré  commutatif  de  C : 

A„ •  Uu 

o J^E> TT Be. >  Uu+l 

avec A e >  B e dans  F et  tel  que  le carré  : 

UUIL , ' ------m 

Ue6 E„ B< -----> V+l 

est cocartésien  (où  Von a posé Uv+\ =U U si  v + 1  = X). 
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2- Un  morpliisme (U v. E v.iv. 
cellulaires est  la  donnée : 

- d'un  morphisme de  X-suites (U u)u^\ — 

- pour  tout  v  G A , d'une  application  m v 

suivants : 

(U'v. El* ir

v*jl)ve\ d e X-complexes  F-

Ev >  El telle  que  les deux  carrés 

Eu —^ U A-BEF hom e (A U v) •> MA-^BEF HOME(I?, LVfi) 

^ ' ^ I I . 4 - B í f b o m e ( A t / í ) К Пл^вег  home (В. U'v+1) 

s<m£ commutatifs. 
Nous dirons  que  le  morphisme  (Uu^Ev,iu,jy)uex -> (Ul,El,ilJl)„ eX est  une 
inclusion de cellules lorsque  les applications mv sont  infectives. 

On noter a CpCell F A (C) l a catégori e don t le s objet s son t le s À-complexe s F-
cellulaires e t le s morpliismes définis comme dans 4.2.27. On a un foncteu r éviden t d e 
composition Cp  :  CpCell F c v (C) >  HOMfl, C ) qu i à  u n À-complex e F-cellulair e 

(UV. E V. ivjv) V£\ associ e la flèche  UQ  >  ColinrvGAL^. î-e-ï la composée transfinie 
de la À-suit e sous-jacente . 

Etant donné e un e flèch e u  :  U  >  V  d e C . nou s appelleron s structure  F-
cellulaire sur u.  u n antécéden t à  isomorphisme près d u foncteu r Cp  (pou r un certai n 
ordinal À) . On a  l e résulta t suivan t qu i découl e immédiatement d e l a preuv e d e l a 
proposition 4.2.26 : 

Corollaire 4.2.28. - On  garde les hypothèses et  les notations de  la proposition 4-2.26 
(et de  sa  démonstration).  On  note  X  le  cardinal  infini successeur  de  a.  Il  existe  un 
foncteur : 

($F,„VEA :  H0M(1. e) •  CpCell F A(e) 

qui à  une  flèche  f  :  U  >V  de  C  associe  un  X-complexe  F-cellulaire  ($F,v (f), 
^ ( / ) ? J / . I /WA- De  plus,  la  composée  de  la  X-suite  $>/,>(/)  est  la  flèche 
U >®F.a (f)- En  d'autres  termes,  (^p M)ue\ est  une  structure  F-cellulaire 

sur la  flèche  U  >  ^F.a(f) • 

Démonstration. —  C'es t clair . Noton s simplemen t qu e le s ensembles d e cellule s E V 

sont les F/%. Pou r Q(a,  i.j) G F/% , l a flèche ifM(Q(a, i,j))  es t donnée par / . On fera 
attention pa r contr e que j'f M(Q(a.i. j))  es t différent e d e j . E n effet , ce s deux flèches 
ont de s buts différents e n général . • 

Vu le résultat précédent, nous sommes amenés à étudier l a catégorie CpCellF A (C) . 
On regroupe quelques résultats dans le lemme suivant. 
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Lemme 4.2.29. -  - Soient  C une catégorie  admettant les  petites colimites et  F G  F I (6 ) 
ime classe  de flèches. 

1' La catégorie  CpCell F A (C) admet les  petites colimites. De  plus, le  foncteur de 
composition 

Cv: CDCel l . J e ì ^HOMfl .CÌ 

y commute. 

2- Soit  (JJv,Ev,iv,']v) > (UliEl.i^jl) une  inclusion de cellules. Alors,  la 
flèche évidente  : 

UQ J J C o l i n r v e A^ > C o l i m ^ A ^ 

est dans  Cell(F) . De  plus,  elle  est  naturellement  la  composée  d'un  X-complexe  F-
cellulaire dont  les  ensembles  de  cellules  sont donnés  par  E' v\Ey. 

Démonstration. —  Soien t % une petite catégorie et %  >  CpCellF X (G) u n fonc -
teur qu i h  k e 0b(%)  associ e un À-complex e F-cellulaire {U u{k).Ev{k),ik,v,jk,u)' 

On pos e JJ V = Colim A . e ob(X)^(A*) e t E v =  Col im A : G ob (X )^ (A: ) - O n défini t i v e t j v 

comme étant le s limites respective s des applications : 

E„(k) — - > UA^B h o m e ( A U v(k)) >  UA^B hom e (A, U„) 

Ey(k) U A^B hom e (B, Uu+i(k)) >  UA^B h o m e ( £ , U v+1) 

Pour montre r qu e {U v^Ev,il,,2v) es t bie n u n À-complex e F-cellulair e i l suffi t d e re -
marquer que le carré : 

ÏL.̂ r A,  >u u 

Li e et Be —UUy+l 

est l a colimite des carrés cocartésiens : 

Uz\..„(e) 
Ue.€E„(k) A* >U^k) 

UceEAk) B- >U u+l(k) 

On vérifi e facilemen t qu e (U u,Ev,iu,ju) es t bie n l a colimit e d u foncteu r %  — • 
CpCell F A(C)- L a commutatio n d u foncteu r Cp  ave c le s colimite s es t clair e pa r 
construction. 

Passons à  l a second e parti e d u lemme . O n défini t u n À-complex e F-cellulair e 
(K .F^ \F^ ,z" , j " ) d e l a manièr e suivante . O n pos e V v —  U' v ] \U u Qo\\m llçi\Ull. O n 
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obtient ains i une À-suit e ( V ^ ^ a dont l a composé e est 

^ O J J C O L I M ^ A ^ • Co\\m„ eXK 

On va munir cett e flèch e d'une structure de A-complexes F-cellulaires don t l a À-suite 
sous-jacente es t [V u)u^\. Pou r v  G  A et e!  G  E'v o n défini t i"{e')  e t j"(e')  pa r l e 
diagramme commutati f : 

K f ) 

A' W Î K ------ ^K+i 

B,,, J-^-4 ui+l y K+i 

з'№) 
On va montrer qu e le s restrictions d e i"  e t j " à  El\Ev  conviennen t dan s le sens qu e 
le carré suivan t : 

LLe/-;;,\e„ V '----- • K lit',, Colim„6AG 

\l(>'eE'u\t BP K+i IItf„ +1 Co l im / l € A C^ 

est cocartésien . E n remarquan t qu e l a flèch e vertical e d e droit e es t l e push-out de 
K Uu„  u»+i >  ul+i savan t U' v ]\Uv U v+i >  U'„ Uuu CoWm^xU^  ,  o n s e 

ramène à  montrer qu e le carré suivan t es t cocartésie n : 

Ur>eE>„\E„ A<>' •  K Uu„ Uv+i 

Uv'eE'„\Ev

 Be' y U»+i 

Ceci est découl e immédiatement d u fai t qu e les carrés ci-dessou s : 

Ue'eE' ^  >K UceE„ A e. y Uv •  Ul 

Ue'eE'Be Ue.€ Ue.€Ev

 B* >  U„+1 •  Ul \\Uy U u+l 

sont cocartésiens . • 

On obtient l e complément suivant à  la proposition 4.2.26. 

Proposition 4.2.30. —  On  garde les hypothèses et les notations de  la proposition 4-2.26 
et de  son  corollaire  4-2.28.  On  suppose  en  plus  que  les  flèches de  Cell(F) sont  des 
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monomorphismes. Supposons  donné  un  carré  commutatif  : 

/ 

e 
Ar fi  -V 
U' —V 

avec e  et  e'  des  monomorphismes  universels.  Alors,  le  morphisme  de  X-complexes 
F-cellulaires 

(*FAf),Eu(f),if.v,jf,v) >  (*F.u(f%Ev(f'),if,.v,jf..v) 
est une  inclusion  de  cellules. En particulier,  la  flèche  U' \J LT $ F . « ( / ) >  $F.a (f') 
est dans  Cell(F). 

Démonstration. • — On gard e le s notation s d e l a preuv e d e l a propositio n 4.2.26 . I l 
s'agit d e montre r qu e F/f u —>  F/f'v es t injective. Cec i serai t l e ca s s i le s flèche s 
®F,v{f) — • ^FM(Î') étaien t de s monomorphismes . Nou s montreron s pa r récurrenc e 
transfinie que ces flèches sont des monomorphismes universels. Le résultat est vrai pour 
v =  0  puisque l a flèche en question i f est autr e que la flèche e. Soit v  G  À  et supposon s 

que &F4i (f) •  &F,/j,(ff) es t u n monomorphism e universe l pou r tou t ¡1  G za 

On trait e d'abord l e cas v  —  // + 1 . Rappelons que $ F.I / ( / ) e t $F.v{f') sont défini s 
comme étant le s push-out respectifs d e : 

U Q i ( l M f l t *  **„(/ ) e t LI Q(,,,,)G w ;, A *,,„(/') 

Ua Ua 

UQ((l.i.j)eF/fft

 B 1I Q(„./..,)GF//;, B 

Il vien t qu e è FAf) L U F ( / ) $ F . / I ( / ' ) >$F .Af') e s t u n push-ou t de 

\lQ(a,ij)e{F/f )\(F /ffl)a- C'est » clone u n monomorphism e universe l puisqu'i l ap -
partient à  Cell (F). Pou r conclure , on factorise $ F.i/(/) >  &F ,Af') : 

e{F/f >  *F,,(/) LU,>(/) >  *FAÎ') 
et o n utilis e qu e l a flèch e d e gauch e es t u n push-out du monomorphism e universe l 

* F , M ( / ) >  • 
Supposons maintenan t qu e v  es t u n ordina l limite . O n dispos e d'u n morphism e 

de ^-complexe s F -cellulaires :  (!>/,>(/) . E fl{f), //, /A, j  >  ( * F , M ( / ' ) > 

Eii(ff)ii>f'<viJf',v)n£v c l m e s ^ u n ( î inclusio n d e cellule s pa r l'hypothès e d e ré -
currence. I l vien t pa r l a second e parti e d u lennn e 4.2.2 9 qu e l e morphism e 

V Uu  ^F M(Î) >&F .v(f) es t dan s Cell (F). C'es t don c u n monomorphism e 
universel. D'autr e part . &F .v(f) •  U' \\V ^F. U{Ï) es t u n push-out de e.  La 
proposition es t démontrée . • 
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Définition 4.2.31. -  On  suppose  que  C  admet  les  petites colimites  et  que  les  flèches 
de Cell(F ) sont  des  monomorphismes.  Soit  (^Jv lEv,iv,jv)vç.\ un  \-complexe F-
cellulaire. 

On note SubCp((f/l /, Ev, i v,jv)v<=L\) ^ a sous-catégorie pleine de  CpCellF A (C)/([7 Iy, 
Fv,iv,2v)v^\ dont  les objets  sont  les inclusions de  complexes  (U v,Ev,i,

v,j'v)vç.\ —• 
(Uv,,Ev,iv,jl,)l;ç.\ avec  UQ  >  UQ un  monomorphisme  universel.  Les  objets  de 
SubCp((Uy, Ey.iy, jis)ve\) seront  appelés les  sous-complexes de  (JJ V'Ev,iv,jv)v<=.\. 

Lemme 4.2.32.  — On  garde  les  hypothèses  de  la  définition  4-2.31.  Soit  (U'„,  El,i f

u, 
Jl)ve\ — • {Uv ,Ev.iv,ju)ve\ un  sous-complexe  de  {U v,Ev,iv,jv)ve\. Alors,  pour 
tout v  G À. la  flèche U' v >  U v est  un  monomorphisme  universel.  Il  en  est  de 

même de  Colim / y GA^ ;' >  ColirrvGA^-
En particulier, la  catégorie SubCp((t/z y , Ev, iv,jv>)ve\)  est  directe et la composition 

transfinie des  X-suites sous-jacentes  induit  un  fondeur : 

(62) Cp  : SubCpiiU^E^iyJ^ex) •  Sub(C/0 -> ColinrveA(^)) 

Démonstration. -  Soi t {U' v. E'v. i'„Jl)ve\ >  (Uv,  Fv.iv,jv)v^\ un e inclu -
sion d e cellules . Pa r l e lemm e 4.2.29 , o n voi t qu e pou r tou t v  +  1  G À  la flèch e 
t /£ + 1 W Vi U v •  U„+i es t dans Cell(F). C'est don c un monomorphisme universel . 

On peut donc raisonner comme dans la preuve de la proposition 4.2.30 pour prouve r 
que le s flèche s U' v >  U v e t ÇsX\vc\vÇ.yJJv >  Co l im^A^ son t de s monomor -
phismes universels . • 

Nous allons construire u n adjoin t à  droite a u foncteur (62) . En plus des hypothèse s 
de 4.2.31 , nous supposeron s pou r simplifie r qu e tou s le s monomorphisme s d e G  sont 
universels. 

Soit (U v, Ev. i v,jv)v£\ u n À-complexe F-celhilaire. O n note u :  UQ  = U >  V = 
Colim^çA^i/ « a composition. On s e donne un e sous-flèch e u f :  U'  >  V  d e u. 

On défini t u n À-complex e F-cellulaire E^i'^, j'u)uex P a r récurrenc e transfini e 
sur v  G À. On pos e UQ  = U'.  Soi t Ef

0 C EQ  le sous-ensemble de s e  G EQ tels qu e l a 
flèche y'o (e) :  A e y  UQ s e factorise pa r UQ  et l a composé e B e >  U\ >  V 
se factoris e pa r V.  O n défini t i f

0(e) :  A f, >  UQ  comm e étant l'uniqu e flèche  qui 
factorise io(e). 

Soit 0  ^  v  G À et supposon s qu e le s donnée s U[ L, E1 e t i f son t définie s pou r 
// G v. L a flèche j ' [ L est supposé e défini e dè s qu e fi  + 1  G v. O n supposer a auss i qu e 

(U[L, E'p, ï^j'^^v •  {Ufl, Efl. i^jv)^  es t un e inclusio n d e cellules . 

Si v es t u n ordinal limite , on posera U' v =  Colim^C/^. On sait par l e lemme 4.2.32 
que U' v es t u n sous-obje t d e U v. O n pren d pou r E'v l'ensembl e de s e  G Ev tel s qu e 
Ae >  U v s e factorise pa r U' v et l a composée B e y  Uv+\ y  V pa r V.  O n 

prendra i' u(e) l'uniqu e flèche factorisant i u(e). 
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Si v  =  ¡1  + 1 , on défini t U' v e t j ' pa r l a conditio n que l e carré : 

Cij(e)¨M%£ LLeu;, 

1I L e / B(. > K 

est u n push-out . O n vérifie facilemen t qu e U' u est u n sous-obje t d e V,  major é pa r U\ 
et V.  O n définit alor s l'ensemble E' v e t le s flèches i'v(e) d e la même manière que dans 
le cas où v  étai t limite . 

Proposition 4.2.33. —  La  construction  ci-dessus,  définit  un  foncteur : 

M :  Sub (u) ïSubCpUUv.E^ivJJvex) 
qui est naturellement l'adjoint  à  droite du  foncteur (62) . Si de  plus, les  sources et  buts 
des flèches de  F sont  a-accessibles,  le  foncteur M  est  a-accessible. 

Démonstration. —  I l es t clai r pa r constructio n qu e l e À-complex e F-cellulair e 
El.i^jDvçx major e tou s le s objet s d e SubCp ((f/ I / r E v, i u , jv)V£\) don t l a 

composée es t majoré e pa r u'.  D'o ù l a premièr e assertion . L a second e découl e 
immédiatement d e l a construction . • 

Définition 4.2.34. —  On  garde  les  hypothèses  et  notations  ci-dessus.  Une  sous-
flèche u'  :  U'  >  V de  u  est  dite  cellulaire  si  le  morphisme  de  counité 
Cp o  M (u) >  u est  inversible.  Ceci  revient  à  dire  que : 

C o l i m ^ A ^ •  U' 

est un  isomorphisme.  On  note  SubCell ^KL^. E v. i v*jv)vt\) la  sous-catégorie pleine 
des sous-flèches cellulaires  de  u. 

Lemme 4.2.35. —  La  sous-catégorie  SuhCel\(u\(Uu, Eu, i v , jv)v^\) est  exactemem 
l'image pleine^  du  foncteur Cp  :  SubCp ((f/ I /, E v. i v,jv)vÇ:\) •  Sub(w) . 

Démonstration. —  Soi t {U ,

v-lE,

v^i,

inj'v)v^\ u n sous-complex e d e {U v,Ev,iv,jv)vç.\, 
La flèche évidente : 

CpoMo Cp((Ui, E'u,CJlUx) •  Cp((C£, ElXJlUx 
admet un e rétraction. Mais il s'agit d'un morphism e dan s la catégorie directe Sub (ii). 
C'est don c u n isomorphisme . Cec i montre qu e l'imag e d u foncteu r Cp  es t contenu e 
dans SubCell ^Kt/^, F^, z„ , jv)v^\)- L'inclusio n invers e es t égalemen t facil e e t ser a 
laissée e n exercice . • 

(5)On appelle image pleine, d'un foncteur F : A  >  ïB ,  la sous-catégorie pleine de 23 dont les 
objets sont les F(A) avec A G Ob(A). 
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On continu e ave c u n critèr e pou r l'existenc e de s colimite s dan s l a catégori e 
S u b C e l l f a K C ^ , E„  ivijv )ve\). 

Proposition 4.2.36. -  On  suppose que  C admet les  petites colimites,  que  les monomor-
phismes de  C sont universels  et  que  les  éléments  de  F sont  des  monomorphismes. 

Soient %  une  petite  catégorie  et  u'{—)  :  %  >&\j\*Ce\\(u\(U i,,EvAu,ji/)uç.\) 
un Joncteur qui  à fc G Ob{%) associe  une sous-flèche  cellulaire  u'(k) :  U'(k) —•  V'(k). 
On note  v!  :  U'  >  V la  colimite  Colinrvjcî/^—) dans  la  catégorie  H O M f l , G)/u. 
Si la  flèche u'  est  une  sous-flèche  de  u, alors  elle  est  automatiquement  cellulaire. 

Démonstration. —  O n note (U' l/(k)i El(k),j' k,if

k) l e À-complexe cellulaire M(u f(k)) 
pour k  G  Ob(3C). L a colimit e Colim/ c Gob(ac)'^ /(^) e s t don c la composé e transfinie d e l a 
À-suite : 

U{, >  U{ •...  >  U' v y U'v+1 •... 

avec U' v =  Co\'\m keob(X)Ul(k) e t U' v+X l e push-out du diagramm e suivant : 

( I J A E) >U' U 

( I I B E) 
\c:GColim:v^(-) / 

Les flèche s JJ' V >  C o l i m / / G A L ^ =  Colliri ke0b(x)V'(k) s o n t dan s Cell(F) . C e son t 
donc de s monomorphismes . Comm e Colim;j<V(—) es t supposé e un e sous-flèch e d e u, 
on voi t qu e pou r tou t v  G  À , l a flèch e JJ' V >  JJ V es t u n monomorphisme . E n 
considérant l e carré commutatif : 

Co l i r r v ^ ( - ) ÎI A-BCF horned, U'U) 
p 

EU >  UA-*BEF home(i4, U U) 

on voi t qu e l a flèche i' v s e factorise pa r l'imag e E'I  d e l'application Co l im^cF^—) — • 
Ev. O n pos e alors t/" + 1 l e push-out : 

( u  A,)  >K 

( I I B,\ 
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On dispos e ains i d'u n morphisme éviden t U' u+l —>  U" +1 qu i admet un e section 
puisque C o l i m x F ^ ( — ) — > E"  es t surjective. Remarquon s pa r ailleurs qu e U' v+l —• 
U"+1 factoris e l e monomorphisme U' v —> Uv. Il vient qu e U' v+l — > ^"+ 1 e s t inver -
sible, puisque c'es t u n monomorphism e admettan t un e section . 

On défini t ains i un sous-complexe ([/£ . E".  j")  de ([/„ , E v, iv, jv) e n prenant 
pour e  G E'I les carrés qui borden t le s diagrammes : 

Ac >U' V 

B(: rU>¿ <J^u> 

Il est clair qu e {U'„,  E ",i", j")  es t un sous-complexe de (U u,Ev,iu,jv) don t l a com-
position es t u'.  Le résultat recherch é découl e maintenant d u lemm e 4.2.35 . • 

Corollaire 4.2.37'. —  On  garde  les  hypothèses de  la proposition 4.2.36.  On  suppose 
en plus  que  les  colimites  filtrantes  de  G préservent les  monomorphismes.  Alors,  la 
catégorie SubCell (ix|([/,/, Eu, iv , jv)ue\) admet  les  colimites  filtrantes  et  le foncteur 
de composition  y  commutent. 

Corollaire 4.2.38. —  On  suppose que  C est  a-présentable au  sens  de  la défini-
tion 4-2.16.  On  suppose  également  que  les  buts  des  flèches de  F sont  a-accessibles 
pour un  même  cardinal  a. Alors,  l'inclusion  : 

SubCella^KC/^,^.?;^. ju)ue\) C  Suba(t¿) 

est cofinale  (avec  SubCell fV(^|(C/I/, E v. iv . j u)u^x) la  sous-catégorie des  sous-flèches 
cellulaires de  buts  a-accessibles). 

Démonstration. — - Soit e n effet UQ  une sous flèche  de u :  U  >  V d e but a-
accessible. On va la majorer pa r un e sous-flèch e cellulair e d e but encor e a-accessible . 

Pour cela , considérons l'inclusion inc.  :  Sub 0(ir) >  Sub(îi) .  La colimite de inc. 
est égal e à u et la catégorie Sub Ck(?i) est a-filtrante. 

Par l a proposition 4.2.3 3 le foncteur AI  est a-accessible . Il en est don c de même d e 
l'endofoncteur Cp  o  AI de Sub (w). On a donc : 

u = Co\im u,eSuhn{u)Cp(M{uf)) 

Comme le bu t d e UQ  est a-accessible, i l existe don c une sous-flèch e u'  G SubQ(îx) tel 
que Cp(M(u f)) major e UQ.  Pou r terminer , i l reste à voir qu e Cp(M(u'))  es t de but 
a-accessible. Cec i est clai r puisqu e Cp(AI(u'))  es t majorée pa r l a sous-flèche u'.  • 
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4.2.3. Catégorie s de modèle s présentables par cofibrations . —  Dan s ce para-
graphe, o n se donne une catégori e de modèles (9JÏ , W, Cof, Fib) . O n fait l a définitio n 
suivante : 

Définition 4.2.39. -  On  dit  que  Wl est  a-présentable par cofibration s si  les conditions 
suivantes sont  satisfaites  : 

1. 9J I est  a-présentable,  en  tant  que  catégorie  abstraite,  au  sens  de  la  défini-
tion 4-2.16. 

2. Les  cofibrations  de  Wl sont des  monomorphismes. 
3. Notons  Cof Q la  classe  des  cofibrations  de  buts  a-accessibles.  Alors  Fi b = 

RLP(Cof a H  W) et  Fib H  W -  RLP (Cof a ). 

Le cardinal  a est  appelé  la taille essentielle  de  9Jt. 

Remarque 4.2.40. -  Un e catégori e d e modèles présentable par cofibration s es t cellu -
laire a u sen s d e [Hir03 ] dè s qu e le s monomorphisme s d e 9J I son t effectifs . Ainsi , l e 
théorème 4.2.7 1 est essentiellemen t u n ca s particulier d u théorèm e d e localisation d e 
Hirschhorn [Hir03] . 

Proposition 4.2.41. —  • Soit  9JI une  catégorie  de modèles a-présentable par  cofibrations. 
Il existe  deux  factorisations fonctorielles  d'une  flèche  u  :  U  >  V de  9JI : 

U •  *c/„ (U) • V et  U  •  *c„/(w) >  V 
avec $ c/„(—) et  <£ Co/(—) des  fondeurs a-accessibles  et  tels  que  : 

- c(u)  est  une  cofibration  et  fo(u) une  fibration triviale, 
- c Q(u) est  une  cofibration  triviale  et  f(u) une  fibration. 
Notons 7  le  cardinal d'une petite  catégorie  équivalente à  la sous-catégorie des  objets 

a-accessibles de  9JI. Soit  =  2 V un  cardinal  infini tel  que  v >  a et  2 y >  7. Alors les 
objets $ cf0(u) et  $ Ctif(u) sont  /j -accessibles dès que  U et  V sont  fi-accessibles. 

Démonstration. —  O n choisi t un e petit e sous-catégori e plein e 6  C  971 équivalente à 
la sous-catégorie des objets a-accessible s d e 9JI. On supposera qu e le cardinal de G  est 
majoré pa r 7 . L'existence des factorisations découl e alors de l'argument du petit obje t 
(voir l a proposition 4.2.2G ) appliqué à  l'ensemble des cofibrations e t à  l'ensemble de s 
cofibrations triviale s qui son t de s flèches de G. 

La dernière assertion découle de la quatrième propriété d e 4.2.26 et d e l'estimation 
du cardinal de honigr^A X ), établie dans la proposition 4.2.14, avec A e t X  de s objet s 
a e t /i-accessible s de 9JÌ. • 

Par l e corollair e 4.2.28 , l a flèche  c(u)  (resp . co(u))  es t muni e d'un e structur e ca -
nonique d e À-complexe s Cof Q-cellulaires (resp . Cof rt D  W-cellulaires). O n noter a 
( $ C / 0 ) I / ( U ) . Ê , ( M ) , Î O , J V ) V G A (resp . {$c ljAu)iEÀu)iiu,vJu,v)ve\) cett e structure. 
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Définition 4.2.42. —  Soit  u  :  U  >V  une  flèche  d'une  catégorie  de  modèles 
supposée a-présentable  par  cofibrations.  On  pose : 

SubCell(c(u)) = SubCe \l(c(u)\($cf{)M(u),Eu{u),iu,u, j u,v)ve\) 

(resp. SubCell (c0(iO) =  SubCell(r 0(i/)|($C o/> ( /(w), E u(u),iu,v,ju,v)ve\)) 

la sous-catégorie pleine  de  Sub(c(u)) (resp.  Sub (co{u))) formée  des  sous-flèches  cel-
lulaires. 

On notera  aussi  SubCel l ^c^)) C  SubCell (c(?i)) (resp.  SubCéi \p(co(u)) C 
SubCe\\(co(u))) les  sous-catégories pleines  formées  des  flèches de  buts /3-accessibles. 

Étant donnée un e sous-flèch e cellulair e A  >  B d e c(u) :  U  >  $ c / 0 (u) ,  on 
sait pa r l e lemm e 4.2.2 9 qu e U]\ AB (u ) es t dan s Cell (Cof) =  Cof . I l 
sera pratique dans la suite d'isoler cett e propriété : 

Définition 4.2.43. —  Soit  c  : A  >  B une  cofibration  de  9JI. 

1- Une  sous-cofibration de  c est  une  sous-flèche  CQ  de c : 

AQ 

fto I 
-*B0 

bo 
A—^B 

telle que  AQ  >  Bo et  A  Y[Au BQ  >  B sont  des  cofibrations. 

2- On  note  SubCof (c) C  Sub(c) la  sous-catégorie  (a,  priori non  pleine)  dont  les 
objets sont  les  sous-cofibrations de  c et  les  flèches sont  les  diagrammes  commutatifs  : 

A0 •  B0 

Ai^-ïBi 

A —-—> В 
avec co une sous-cofibration  de  C\. 

S- On  note  SubCof /?(c) C  SubCof (c) la  sous-catégorie  pleine  formée  des  sous-
cofibrations de  sources et  buts  [i-accessibles. 

On vérifi e immédiatemen t qu e le s inclusion s SubCell (c(?/)) C  Sub (c(îz)) (resp . 
SubCell(co(^)) C  Sub (co(w))) se factorisen t pa r de s inclusion s SubCell (c(î/)) C 
SubCof(c(w)) (resp . SubCell(c 0(u)) C SubCof(c 0(u))). 

Proposition 4.2.44. —  Soient  9JI  une  catégorie  de  modèles  a-présentable  par  cofibra-
tions et  ¡3  un cardinal  comme  dans  la  proposition  4-2-41  • Soit  u  :  A  >  B une 
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flèche de  971. Alors la  cofibration c{u) :  A  >  3>c/0(i¿) (resp. la  cofibration triviale 
co(u) :  A  >  $ Cl)f(u) )  est  la  colimite (3-filtrante du fondeur : 

Sub^u) SubCell ^cfa)) C HOM(1.3ft)/c(tQ 

(resp. Silban) - ^ 4 SubCell ^(c0(u)) C  HQM(l,OR)/co(ti) ) 

De plus,  dans  le cas respectif, le  Joncteur envoie  les  sous-flèches de  u sur  des  cofibra-
tions triviales. 

Démonstration. —  Cec i découle immédiatement d u fai t qu e les foncteurs 3> c/() e t 4> C()/ 
sont a-accessible s e t don c /3-accessibles. • 

Ainsi, dan s un e catégori e d e modèle s a-présentabl e pa r cofibrations , le s cofibra -
tions (resp . le s cofibration s triviales ) d e l a form e c(u)  (resp . co{u))  son t colimites 
/^-filtrantes d'un diagramm e d e sous-cofibrations (resp . sous-cofibrations triviales ) d e 
buts /^-accessibles . O n voudrai t généralise r cett e propriét é à  toute s le s cofibration s 
(resp. le s cofibration s triviales) . Remarquon s pou r cel a qu e s i u  es t un e cofibratio n 
(resp. cofibratio n triviale ) alor s u  es t rétract e d e c(u)  (resp . CQ(U)).  O n introdui t l a 
définition suivant e : 

Définition 4.2.45. —  Soit  u  :  A  >B  une  cofibration  (resp.  une  cofibration  tri-
viale) dans  une catégorie  de  modèles  a-présentable  par  cofibrations.  On  fixe un  relè-
vement r  :  B  >  <Ê> c/() (u) dans  le carré : 

c(u) 
A •$c /„(u) 

u >  Mu) 
B B 

(resp. r  : B  >  &CQf(u) dans  le  carré : 
CQ(U) 

A >^c ,)f(u) 

m 
B B) 

de telle  sorte  que  u devient un rétract de c(u) (resp. C Q{U)). 
Soit U Q :  AQ  y  BQ une  sous-flèche  de  u. On  dit  que  uo est  r-spéciale lorsque 

le sous-objet  BQ  G  Sub(£? ) est  isomorphe  au  sous-objet  $ cf0(uo) x®rfü(u),r B G 
Sub(£) (resp.  $C ( )/(i¿o) x<ï>,.()/(u).r B  G  Sub(i?)j. On  notera  SpSub(u\r)  C  Sub(i¿) 
et SpSub /3(i¿|r) C Sub^(i¿) les sous-catégories  (pleines)  formées  des  sous-flèches 
r-spéciales de  u. 
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On résume quelque s propriété s de s sous-flèches r-spéciale s dan s la proposition sui -
vante : 

Proposition 4.2.46. -  On  garde les hypothèses et  les  notations de  la définition 4-2.45. 
Soit uo  : A Q >  Do une  sous-flèche  r-spéciale  de  u. On  a les propriétés suivantes  : 

- uo  est  une  sous-cofibration  (resp.  une  sous-cofibration  triviale)  de  u, 
- uo  est  un  rétract  de  c(uo) (resp.  C.O(UQ )). Plus  précisément,  la  restriction de  r à 

B0 se  factorise par  $ cftt(uo) (resp.  $ C{tf(uo)). 

Démonstration. —  On trait e uniquement l e premier cas . Montron s qu e l a composée 
Bo -+B -> $ cf()(u) s e factoris e pa r l e sous-objet 3> c/ ( )(^o)- Comm e es t r-

spéciale, B 0 es t isomorph e au sous-objet 3> r/ 0(i/ 0) x$rf ( u).rB G  Sub(£?). La  propriét é 
recherchée découl e alors d e l a commutatio n d u carr é : 

$r:/„(U()) X*r/„(u).r B >  B 
pri 

QcfMo) y  $cfM 

On note ro :  B 0 >  $c/ 0(uo) l a restrictio n de r à B 0- C'es t un e rétraction à fo(uo). 
Ceci découle immédiatement d u diagramm e commutati f : 

B0 y  $c/(J(ii0) •  BQ 

B: 
r _  '  .  /o(«) ->$c/()(") • 

et d u fai t qu e Bo  es t u n sous-obje t d e B.  I l vien t qu e UQ  est un e cofibratio n pa r 
l'axiome (MC3) . 

Il reste à  montre r qu e UQ  es t un e sous-cofibratio n d e u.  Pou r cela , on peut remar -
quer qu e AJJ A Bo  y  B es t rétract e d e A J J ^ $ c / ( ) (uo) >  $ c / ( ) (u) .  Cett e 
dernière est un e cofibratio n puisqu e C(UQ)  est un e sous-cofibratio n d e c(u)  pa r l a pro -
position 4.2.30 . • 

Corollaire 4.2.47. — On  garde  les  hypothèses  et  les  notations  de  la  définition  4-2-45. 
Soient uo  etu\  deux  sous-flèches r-spéciales  d'une  cofibration  (resp.  d'une  cofibration 
triviale) u.  Supposons  que  UQ est  majorée par  u\ en  tant que  sous-flèche. Alors,  uo  est 
majorée par  u\  en  tant  que  sous-cofibration.  En  particulier,  la  sous-catégorie pleine 
SpSub(?/|r) C  Sub(w) est  contenue  dans  SubCof(i*) . 

Démonstration. —  E n effet , s i UQ  es t un e sous-flèch e de u\,  alor s c(uo)  (resp . CQ(UO)) 
est un e sous-cofibratio n d e c(u\)  (resp . co{u\)).  L e résultat découl e alors d u fai t qu e 
le morphism e d e flèches  — • ui es t u n rétrac t d e C(UQ)  —> c(u\) (resp . co(îio ) ~ * 
c0(ui)). 
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Dans la suite, on appellera parfois abusivemen t sous-cofibration  r-spéciale  un e sous-
flèche r-spéciale. Noton s égalemen t l e lemme suivant qu i découl e immédiatement d e 
la définitio n 4.2.4 5 e t d u fai t qu e l e foncteur $ c / ( ) (resp . $ C ( ) / ) es t a-filtrant . 

Lemme 4.2.48. —  Une  colimite a-filtrante de  sous-flèches  r-spéciales  est  encore  une 
sous-flèche r-spéciale. 

Le résulta t suivant , montr e qu'i l y  a  suffisammen t d e sous-flèche s r-spéciale s d e 
buts /3-accessibles : 

Proposition 4.2.49. -  On  suppose  que  9J Î est  a-prés entable par cofibrations.  Soit 
fi un  cardinal  comme  dans  la  proposition  4.2.^1  et  u  :  A  >  B une  cofibra-
tion (resp.  mie  cofibration  triviale).  On  fixe un  relèvement  r  :  B  ^ c / ( ) ( u ) 
(resp. r  :  B  >$ Clif(u) )  comme  dans  la  définition  4.2.^0.  Alors,  l'inclusion 
SpSub^(u|r) C  Sub/3(w) est  co finale. 

Démonstration. -  O n traite uniquement le premier cas. Remarquons qu e SpSub /3(?i|r) 
est l'égalisateu r d'une double flèche : 

F 
Sub^u) =4 Subiti) id 

avec F  l e foncteur qu i à  une sous-flèch e -¿¿o : AQ  >  BQ  d e u  associ e la sous-flèch e 
A) •  $c/„(U0 ) x * , : / o ( ix ) , r B. 

Le foncteu r F  es t cofinal . E n effet , le s limites finies  e t l e foncteur <£> c/() commuten t 
aux colimites a-filtrantes. I l vien t qu e l a flèche canonique : 

Colim.U()eSub.:((u)F(?io) >u 
est inversible . Ainsi , s i u'  es t un e sous-flèch e d e u  d e bu t /3- accessible, la composé e : 

u! •  u ^  Colim W(ï€SuMu)^('Uo) 
se factorise pa r Tun e de s F(uo).  Cett e dernière majore don c u'. 

D'autre part, l a catégori e Sub^(i¿) admet le s colimites filtrantes indexées pa r de s 
catégories d e cardinal inférieur o u égal à  f).  Le foncteur F  commut e au x colimites a-
filtrantes indexées pa r de s catégories d e cardinal inférieur o u égal à  fi. Le lemme 4.2.4 
s'applique pour montre r que l'inclusio n SpSub^(i¿|r) C Sub^(ïi) es t cofinale . • 

On dédui t immédiatemen t l e corollaire suivant : 

Corollaire 4.2.50. —  On  suppose  que  9JI est  a-présentable  par  cofibrations.  Soient  (3 
un cardinal  comme  dans  la  proposition  4.2.^1  et  u  :  A  >  B une  cofibration 
(resp. une  cofibration  triviale).  On  fixe un  relèvement  r:  B  >  $ cf0(u) (resp. 
r: B  >$Cüf(u) ) comme  dans  la  définition  4.2.^5.  La  cofibration  u  est  la  co-
limite (3-filtrante de ses sous-cofibrations  (resp.  sous-cofibrations  triviales)  r-spéciales 
de buts  0-accessibles. 
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Soit u  :  A  >B  un e cofibration . Le s catégorie s SubCof (w) e t SpSub(^|r ) 
ne son t pa s e n généra l stable s pa r colimite s suivant le s ordinaux. Cec i ren d difficil e 
l'application d u lemm e d e Zor n qu i es t util e pou r l a constructio n de s relèvement s 
(voir par exemple la preuve du théorème de localisation 4.2.71). Pour cela, nous allons 
élargir l a catégorie SpSub(u|r) e t plu s précisémen t id ^\SpSub(ii|r) : 

Définition 4.2.51. —  On  suppose  que  DJl  est a-présentable  par  cofibrations.  Soit  u  : 
A >B  une  cofibration  (resp.  une  cofibration  triviale)  et  fixons une  rétraction 

r :  B  >  $ cf()(u) (resp.  r  :  B  >  $ C ( ) / (u) )  comme  dans  la  définition 4 -2.45. 
Une sous-flèche  de  la  forme v  :  A  >T  de  c(u)  :  A  >$ cf()(u) (resp. 

co(u) :  A  >$ C{)f(u) )  est  dite  r-normal e lorsque  les  conditions  suivantes  sont 
satisfaites : 

1. v  est  une  sous-flèche  cellulaire. 
2. La  composée  :  T  >  <Êc/()(u) >  B (resp.  T 

factorise par  le  sous-objet s(T) = T x<j , ( u) < r B (resp.  s(T)  — T x$ ( u) jT. B) 
de B. 

->*co/(u) >B  ) se 

л f s(T) > В 

А^—>Т •Фс /оЫ J 

/0(4)/ 
s(v) *  +• 

А —А в(Г) • 5 

Dans l a suite , nou s considéron s uniquemen t l e premie r ca s afi n d'allége r l a pré -
sentation. Le lecteur pourr a facilemen t adapte r le s énoncés et le s démonstrations a u 
cas où u  es t supposé e une cofibratio n triviale e t r  es t un e rétraction à  / ( ^ ) . O n peu t 
résumer l a situation de la définition 4.2.5 1 par u n diagramm e commutati f : 

s(v) 

(63) 

avec s(T)  =  T  x $ ( u ) ï r B.  Comm e v  es t cellulaire , o n dédui t aussitô t qu e 
T >  ^> c/() (u)  es t un e cofibration . L e diagramm e (63 ) montr e égalemen t qu e 

s(T) es t rétrac t de T. O n déduit alor s que s(v) e t s(T)  >  B son t des cofibrations 
puisqu'elles son t rétracte s de v  e t T  >  <fr cf0(u) respectivement . Ains i toutes le s 
flèches horizontale s d u diagramm e (63 ) son t de s cofibrations . O n parler a doréna -
vant d e sous-cofibrations  r-normales  de  c(u).  Voic i u n exempl e de sous-cofibration s 
r-normales : 

Exemple 4.2.52. —  S i UQ :  A  >  BQ es t un e sous-flèche r-spéciale de i¿, alors c(uo) 
est un e sous-cofibratio n r-normale d e c(u). 

Définition 4.2.53. —  On  note  NormSub(c(i¿)|r) c SubCell(c(i¿)) la sous-catégorie 
pleine dont  les  objets sont les  sous-cofibrations r-normales. 
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L'association v  s(v)  défini t u n foncteu r s  :  NoгmSub(c(г¿)|r) — • SubCof (îz). 
En effet , étan t donné e un e flèche  (vo  :  A  — > To) —> (v\  :  A  —>  T\)  dan s 
NormSub(c(w)|r), l a flèche  s(T 0) >  s(Ti) es t rétract e T 0 >T X .  Cett e 
dernière es t dan s Cell (Cof) =  Co f pa r l e lenim e 4.2.29 . Cec i montre qu e s(vo)  es t 
bien un e sous-cofibratio n d e s(v\). 

Proposition 4.2.54. —  On  suppose  toujours  que  9JI  est  a-présentable  par  cofi-
brations. Soit  %  une  petite  catégorie  filtrante et  supposons  donné  un  foncteur 
v(-) :  %  >  HOM(l,SDÎ)/c(ii) tel  que  pour  k  G  0b (3C), v(k)  est  une  sous-
cofibration r-normale  de  c(u).  Alors  Colirri3ĉ (— ) est  encore  une  sous-cofibration 
r-normale de  c(u). 

Démonstration. —  Cec i découle immédiatement d u corollair e 4.2.37. • 

Proposition 4.2.55. — On  reprend  les  notations  et  les  hypothèses  de  la  défini-
tion 4-2 .51. Soit  v  :  A  >T  une  sous-cofibration  r-normale  de  c(u). On  suppose 
donnés une  sous-flèche  r-spéciale  UQ  dans  SpSub(w|r) et  un diagramme  commutatif  : 

A 0 ^T 0 ^$ c f o (uo)o l i r 

A—^T-?->*cf0{u) 
avec VQ une  sous-cofibration r-normale  de  c(uo). Si  en  plus, jo est  une sous-cofibration 
de j , alors  : 

v': A  >  T]J*c/li(uo) 

est une  sous-cofibration  r-normale  qui  majore v. 

Démonstration. -  Noton s T' = T]JT ) $ cf0(uo). Il s'agi t d e montre r le s point s sui -
vants : 

- v'  es t cellulaire . £ ,  \ 
- L a composé e T ' >^ cf{)(u) >  B  s e factoris e pa r l e sous-obje t s(T')  — 

T' X*, / ( )(u),r B. 
Le premie r poin t découl e de l a propositio n 4.2.3 6 et d u fai t qu e T ' es t u n sous-obje t 
de $ cf0(u). Etan t donn é qu e T'  =  T]J T) ^c/o (^o) ; il suffit d e voi r que le s flèches : 

T >  $c / » >  B e t * c/fl(ti0) •  *c/0(ti) >  B 
se factorisen t pa r s(T f). L a premièr e composé e se factoris e pa r s(T)  qu i es t major é 
par s(T').  L a second e s e factoris e pa r BQ,  qui es t égalemen t major é pa r s(T').  E n 
effet, $ cfu(uo) x $ ( M)< T. B =  BQ  puisqu e г ¿() est r-spéciale . • 
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Définition 4.2.56. —  Soit  u :  A  >  B une  cofibration dans  une  catégorie  de  mo-
dèles a-présentable par  cofibrations.  Supposons  donnée  une sous-flèche  r-normale 
v :  A  >T  de  c(u).  Une  sous-flèche r-spéciale  uo  de  u sera  dite orthogonale à 
v lorsque  la  sous-flèche AQ >  T x& cf ( U) $ cfu{uo) =  To est r-normale dans  C(UQ) 
et la flèche To > $cfu(uo) est  une sous-cofibration de  T  >  $> cf0(u) .  On  note 
SpSubf v(u\r) la  sous-catégorie pleine  de SpSub ?(u|r) formées  des  sous-flèches  r-
spéciales orthogonale  à  v (avec  ?  G {0,ß}). 

Ainsi, s i l a sous-flèch e uo  es t orthogonal e à  v  o n peu t former , pa r l a proposi -
tion 4.2.55 , une nouvell e sous-cofibratio n r-normal e A  >  T\JT) $ cf{)(uo). O n a 
le lemm e suivan t qu i montr e l'existenc e d e beaucou p d e sous-flèche s r-spéciale s e t 
orthogonales à  v. 

Lemme4.2.57. —  On  garde  les  hypothèses  de la  définition  4-2.56. L'inclusion 
SpSubßV(u\r) C SpSubß(?i|r) est cofinale. 

Démonstration. —  Considéron s l e diagramme suivan t dans OrdZns : 

SubCell̂ A - > T)  SpSub ^T $ c / ( ) (w)k ' ) 

(64) 
Subfi(A T) «—-— SpSubl3(¿ -+B\r) —SubßiT -> $C/O(ÎZ)) 

tels que : 

1. r'  :  & cf0(u) >  <É> C/()(T —> <É>c/()(i/)) es t u n relèvemen t quelconque , 
2. le s foncteurs ine sont le s inclusions évidentes , 
3. l e foncteu r F  associ e à  un e sous-flèch e uo  :  AQ  >  Bo d e u  l a sous-flèch e 

A) >  T Xç >vf0(u) ®cfu(u 0) , 
4. l e foncteu r G  associ e à  un e sous-flèch e uo  d e u  l a sous-flèch e T  x$ f l / ( ) ( w ) 

*c/o(^o) — > *c /„(wo). 
Le diagramm e (64 ) vérifie les conditions du lemme 4.2.4. En effet , toutes les catégories 
de (64 ) sont /^-filtrante s e t admetten t de s colimites suivant le s catégories a-filtrante s 
de cardina l plus peti t o u éga l à  (3.  Le s foncteur s d e (64 ) commutent à  ce s colimites. 
Les foncteurs ine sont cofinau x par l e corollaire 4.2.38 et l a proposition 4.2.49 . Enfin , 
en utilisant l e corollaire 4.2.50, on voi t facilemen t qu e F  et  G  son t auss i cofinaux . 

Notons £  l a limit e d u diagramm e (64) . Pa r l e lemm e 4.2.4 , l e foncteu r 
c :  £  >  Subp(u\r) es t cofinal . U n calcu l immédia t montr e qu e £  es t l a ca -
tégorie de s sous-flèches r-spéciale s uo  : Ao  >  Bo tel s que : 

(i) Ao  >  TQ  =  T x* rf{)(u) $c /„(uo) es t cellulaire . 

(ii) TQ  >  $c/0(i¿o) est un e sous-flèch e r'-spécial e d e T  >  <É>c/()(i¿) . 
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La conditio n (ii ) impliqu e e n particulie r qu e To >$>cf0(uo) es t un e sous -
cofibration d e T  >  <Ê c/0 (w) .  Comm e uo  es t r-spéciale , o n dispos e d'u n carr é 
commutatif : 

#0 — -̂»$c/o(̂ o) 

B •fcc/oCu ; 

Il vient qu e T0 x$c/o(tA0),r0 -̂ o — (T  x$cfl){u) ®cf0(uo)) x^c/o(u0),r0 

B) x B B 0. Comm e la composée T 0 >  9cf0{u) *  B s e factoris e pa r le s sous-
objets ( T x $r / ( u ) , r 5) e t i?o , elle se factorise également par leu r intersection , à  savoir 
(T x $ ( u ) j r B)x B BQ.  Cec i montre que T 0 »  *c/ 0(wo) >  Bo s e factorise pa r 

TQ x<f>cfo(uo),r0 Bo-  La sous-flèche Ao  >  T0 es t don c r-normale. I l est maintenan t 
clair que £ es t conten u dans SpSub^" v(w|r). L e lemme est démontré . • 

4.2.4. Localisatio n de s catégorie s d e modèles . —  Dan s c e paragraphe on dé-
montre le théorème de localisation pour les catégories de modèles présentables pa r cofi -
brations. I l s'agit d'un ca s particulier, mai s amplement suffisan t pou r nos applications, 
du théorèm e d e localisation de Hirschhorn [Hir03] . Dans l a suite (SDÌ, W , Cof, Fib ) 
désignera un e catégori e de modèles. La définition suivant e es t tiré e de [Hir03 ] : 

Définition 4.2.58.— Soit  sé une sous-classe  de  FI(Ho(9Jt)) . Une  localisatio n d e 
Bousfield (à  gauche)  de  9J I suivant  sé est une  catégorie  de  modèles  (L ^9Jt, 
W ^ , CofV , Fib^) munie  d'une  adjonction  de  Quillen 

(Us*, Ccv) •• ÜJl------ > Ls*M 
telle que  LU^(f)  est  inversible  pour  tout  f  E sé  et vérifiant  la  propriété  univer-
selle suivante.  Pour  toute  catégorie  de  modèles munie  d'une  adjonction  de  Quillen 
(F, G ) :  Wl  >  9t telle  que  LF( /) est  inversible  pour f  G  sé, il existe  une  unique 
adjonction de  Quillen  (F^,G^)  :  L^Wl  >  5Î rendant  commutatif  le  triangle : 

F 
mi — £ — \ m 

и* 
fd 

L et M 

Remarque 4.2.59. — Soi t (F, G) :  9J I >  9t un e adjonction de Quillen. Soient sé C 
FI(Ho(SDt)) et âS  C FI(Ho(9t)) deu x classes de flèches. On suppose que IF(sé)  C  SB. 
Alors, l'adjonctio n (F , G) indui t naturellemen t un e adjonctio n d e Quille n (F , G) : 
LrfWl >  L^9t lorsqu e les localisations de Bousfield existent . 

L'objet d e c e paragraphe es t d e donne r de s condition s sur 9J I e t sé  qu i assuren t 
l'existence de la localisation de Bousfield. On commence par deu x lemmes simples. 
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Lemme 4.2.60. —  Soient  a  :  A  >  B une  cofibration  entre  objets  cofibrants  de  9Jt 
et X  un  objet  fibrant. Les  deux  assertions  suivantes  sont  équivalentes  : 

(i) Le  morphisme  7r 0(a, X) :  7To(B,  X) >  -KQ(A,  X) est  surjectif. 

(ii) La  flèche :  X  >  * admet  la  propriété de  relèvement  à  droite  par  rapport 
à a. 

Démonstration. —  Seul e l'implicatio n (i)  >  (ii) demand e un e preuve . Suppo -
sons donné u n carr é : 

(65) 
A-^X 

B •  * 

Il existe un e flèch e 7* 0 :  B  >  X tell e qu e 7* 0 o a est homotop e à / . O n se donne u n 
cylindre (CU ,p , ¿0 ? H) sur A  e t o n construit, en utilisant l'axiome (MC5) , u n cylindr e 
(CB,P , io, i i ) su r B  qu i factoris e l a flèche : 

[ c A u  (BUB))  >B 
\ (AU  A)  J 

en un e cofibratio n suivi e d'une fibration triviale . 
Soit h  :  CA  *  X un e homotopi e d e 7* 0 o a à  /  relativemen t a u cylindr e 

(CA,P, io,  h)- Considéron s l e diagramme suivan t : 

C.4Ü¿o(A. 
B h-- -U- -roï X 

Cb k -----> * 
Étant donné que CA  LIÏ ( )(A) B  >  CB es t un e cofibration triviale , u n relèvemen t k 
existe pa r (MC4) . I l est alor s clai r que r =  koi 1 es t u n relèvemen t a u carré (65). • 

Lemme 4.2.61. —  Soient  a  :  A  >  B une  cofibration  entre  objets  cofibrants  de  3JI 
et X  un  objet  fibrant. On  se  donne  des  cylindres  {CA,P,io,ii)  et  (CB,P , Z 0 , i\)  sur  A 

et B  ainsi  qu  'une flèche : 
CA •  CA  ^  C 

compatible avec  les flèches p,  io  et  i\.  Si  la  flèche X  >  * possède  la  propriété de 
relèvement à  droite par  rapport  aux  deux  flèches : 

a: A  >  B et  (C A U  (BUB))  • CB 

\ (A]]  A ) J 

alors le  morphisme iro{a,X)  :  no{B,X)  ~  >  -K$(A,X)  est  inversible. 
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Démonstration. —  La surjectivit é es t clair e étan t donn é qu e X  >  * adme t l a 
propriété de relèvement à  droite relativement à  a. Pour montrer l'injectivité , o n consi-
dère deu x flèches / , g :  B  >•  X tell e qu e /  o  a es t homotop e à g  o a. Fixons un e 
homotopie h  : C A •  X e t formon s la flèche : 

l = (fUg)Uh: (c A U  PUB))  >X 
V (AU  A)  J 

La propriét é de relèvement à droite fournit alor s l'homotopie C B •  X recherchée . 

• 
Nous aurons égalemen t besoi n du lemm e suivant : 

Lemme 4.2.62. —  Pour  e  G  { 1 , 2 } , on  se  donne  une  cofibration  a e :  A e >  B e 

entre objets  cofibrants  de  30t . On  choisit  des  cylindres  ( CA,..,P,¿0,h) et ( CB.^P^O^I) 
sur A e et  B e ainsi  qu  'une flèche : 

Cac

 :  C A,. •  CB,, 

compatible avec  les  flèches p,  io  et  i\.  Supposons  que  a\  et  deviennent  isomorphes 

dans Ho(9Jt) . Alors,  il  en  est  de  même  des  flèches : 

(cAl I I (Bil l ft))  >C BX e t (c A2 U  (B2UB2))  >C B2 

\ (A i [J Ai) J  \  (A 2]\A2) J 
Démonstration. —  Comm e les flèches Cs e >  B e son t des équivalences faibles, il 
suffit d e montrer qu e les deux flèches suivantes : 

(cAl U  (B,  U B,)) >B 1 e t (c A2 I I (B2UB2))  >B 2 

\ {A\  U A\) J  \  (A2LM2 ) / 
ont même classe dans Ho (9Jt). Ainsi , les cylindres C B X e t C B 2 n e joueront aucun rôle. 
On procèd e en plusieur s étapes . O n montre d'abor d l'indépendanc e pa r rappor t au x 
choix des cylindres sur A. 
Étape 1.  —  Soit a : A  >  B un e cofibration entre objets cofibrants . O n se donne 
deux cylindre s (C A,P,io,i\) e t (C' A,p',ZQ,i\) su r A.  E n choisissan t un e factorisatio n 
d e p U / / : 

[CA U  C'A  >C'Ï  •  A 
V (AU  A)  J 

en une cofibration suivie d'une fibratio n triviale , on voit qu'il suffit d e considérer le cas 
où i l existe un morphisme de cylindres C A *  C'A qu i est e n plus une cofibration. 
Dans ce cas, la flèche : 

(cA U  (BUB))  >(c A u  (BUB) 
\ (AU  A)  J  \  (AU  A) 

est un e cofibratio n triviale, puisqu e c'es t u n push-ou t d e C A >  C'A . 
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Étape 2.  - — On traite maintenant l e cas où i l existe u n carr é commutatif dan s 9JI : 

A1—¡-^B1 

A 2 ^ B 2 

à flèches verticales de s équivalences faibles . Ayan t l a libert é d e modifier  le s cylindre s 
sur Ai  e t A2,  o n peu t suppose r qu'i l exist e un e flèch e C N :  C AX *  CU 2 qu i soi t 
compatible avec p, Î Q et i\. Remarquon s qu e le s deux diagramme s : 

Ax II A] •  CAL A 2 U A2 •  C A, 

B1UB1 B2]\B2 

sont de s objets cofibrant s d e la catégorie de modèles r  (9Jt ) muni e d e sa structure de 
Reedy (voi r l a propositio n 4.1.53) . D e plus le s flèches  ^U'W , v\Jv  e t C U définissen t 
une équivalenc e faibl e entr e ces deux objets . L e foncteur F  (DJl) >  9Jt ,  qui à  u n 
diagramme d e type r  associ e sa colimite, est u n foncteur d e Quillen à  gauche. Il vient 
qu'il préserv e le s équivalences faibles entre les objets cofibrants . D'o ù le résultat dans 
ce cas. 

Etape S.  —  O n démontr e maitenan t l e ca s général . O n peu x suppose r A e e t B e 

fibrants (e t cofibrants) . E n effet , pa r l'axiom e d e factorisatio n o n peu t trouve r u n 
carré commutatif : 

A' —В ' ' 9JI 

A(. -±B(, 

avec a'e une cofibration entre objets fibrants et cofibrants e t tel que les flèches verticales 
sont de s équivalences faibles . 

Choisissons 7 : Ai  >  A 2 e t 7' : Bi  >  B 2 de s isomorphismes dans Ho(9Jl) 
réalisant l'isomorphism e d e flèche s entr e a\  e t Û2 - Comm e les objet s A e e t B e son t 
fibrants et cofibrants , o n peut trouve r de s relèvements 7  et 7 ' dans 9JI de 7 et 7 ' . O n 
obtient ains i un carr é de 9JÎ : 

«1 
Ai 

7 
«2 

A2 —-^B 2 

1' 

commutatif à  homotopi e près. Fixon s un e homotopi e h  :  C A1 -> B2 de 7' o ai à  

ü2 o 7 relativement à  un cylindr e (C A1 -P> ¿O - U )• 
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On muni t l a catégori e H0M(1,9JÏ) d e s a structur e d e modèle s d e Reed y (voi r l a 
proposition 4.1.53 ) associée à l'ensemble ordonn é 1  = {( ) <  1} . Remarquon s alor s que 
les deux flèche s ai  e t « 2 sont isomorphe s e n tant qu'objet s d e Ho(H0M(l . Wl)) via  l a 
chaîne d'isomorphisine s : 

A1 

h 

CAi 

1*1 a2 o  7 
Ai J—±B2 Ai a2 O B2 

->B-> h 
С Ax В>2 

A2 >B 2 

Comme a i e t 0,2  son t de s objets fibrants e t cofibrant s pou r l a structure de Reedy su r 
HOM(l.lH). i l existe u n carr é commutatif dan s 9JI : 

Aii—>J3i 

A2 >  B2 

qui relèv e ce t isomorphisme . i.e.,  le s flèches  verticale s son t de s équivalence s faibles . 
On s'es t encor e un e foi s ramené à  l a second e étape de l a preuve . • 

Définition 4.2.63. 
V(a) : 

Pour toute  cofibration  a :  A  >  B on  choisit  une  cofibration 

Cyla(A) I I (BUB) 
(AUA) 

-+Cyl„(ß) 

avec Cy\ a(A) et  Cy\ a(B) des  cylindres  sur  A  et  B. Pour  une  classe  F de  cofibrations, 
on pose V(F ) =  {V (a); a  G  F}. On  définit par récurrence les  classes \7n(F) en  posant 
V,i(F) =  V(V 7,_i(F)). On  notera  Vc C(F) =  U ne^Vn(F) l'union  de  ces  classes. 

Dans l a suite , o n fix e un e sous-class e SÉ  C  FI(Ho(9JÎ)) . Soi t SÉ_  C  FI(SDÎ ) un relè -
vement à  isomorphism e prè s d e SÉ  constitué d e cofibration s entr e objet s cofibrants . 
Lorsque SÉ  est essentiellemen t petite , o n supposer a implicitemen t qu e SÉ_  es t u n en -
semble. O n noter a alor s V^(.<É)  1  image dan s Ho(9Jl ) d e l a class e V ^r (SÉ). D'aprè s 
le lemm e 4.2.62 . la class e Voc(,i</ ) es t indépendante , à  isomorphism e près , d u choi x 
de SÉ_  e t de s cylindres . Voic i l a définitio n cle f : 

-ïB 

Définition 4.2.64 

1- Un  objet  X  de  9JÎ est  appelé  SÉ-local lorsque  pour toute  flèche a  :  A 
de Voc(SÉ)  le  morphisme : 

homHo(2tt) {B. X) y  honiHo(an) (A - x ) 

est inversible.  On  note  Tl^-ioc  (resp.  Ho(9Jt).o/_/ 0fJ la  sous-catégorie  pleine  de  9J t 
(resp. Ho(9Jl))  formée  des  objets  SÉ-locaux. 
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2- Une  flèche f  :  A  >  B est  dite  une  <v/ -équivalence faible lorsque 

hom(/, X) :  hom Ho(9Ji) (B, X) >  homHo(an) (A X) 

est inversible  pour  tout  objet  -local.  On  note  la  classe  des  srf-équivalences 
faibles et  Fib^ celle  des  flèches ayant  la  propriété de  relèvement à  droite par rapport 
aux coflbrations  srf-triviales (i.e.,  qui  sont des  -équivalences  faibles). 

Lemme 4.2.65 

1- La  notion  d'objets  -locaux  ne  dépend  pas  du  choix  de  srf_  ni  du  choix  des 
cylindres dans  la construction de  Vnr.(^). 

2- Soit  ( W , Cof', Fib' ) une  deuxième  structure  de  modèles  sur  la  catégorie  9Jt . 
On suppose  que  W  =  W  et  Co f C  Cof' . Alors  les  objets  -locaux  et  les  srf'-
équivalences faibles  définis  relativement  à  ( W, Cof'. Fib' ) sont  les  mêmes  que  ceux 
définis relativement  à  (W, Cof, Fib) . 

Démonstration. —  L a premièr e parti e d e renonc é découle d u lemm e 4.2.62 . La se -
conde parti e découl e auss i d e 4.2.62 . E n effet , es t encor e u n relèvemen t à  iso -
morphisme prè s d e srf  formé s d e coflbration s entr e objet s cofibrant s relativemen t 
à ( W , Cof', Fib') . D e môme , l a formatio n de s V n ( ^ ) convien t pou r l a structur e 
( W , Cof' , Fib') . • 

Le résultat suivan t es t un e conséquenc e immédiate de s lemme s 4.2.6 0 et 4.2.6 1 : 

Proposition 4.2.66. —  Soit  X  un  objet  fibrant  de  9JI . Les  deux  assertions  suivantes 
sont équivalentes  : 

(i) X  est  srf-local. 
(ii) La  projection  X  >  * possède  la  propriété de  relèvement  à  droite  relative-

ment aux  flèches de  Voc . 

Démonstration. —  Comm e X  es t fibrant , le s application s 7To (a, X) :  7To(B,X) —• 
7To(A, X) son t inversible s e t don c en particulier surjectives pou r tou t a  G  V n ( ^ ) . O n 
en dédui t ains i l'implicatio n (i)  >  (H) . L'implication réciproqu e es t déduit e d u 
lemme 4.2.61 . • 

Lemme4.2.67. —  Supposons  que  9J t est  propre  à  gauche.  Soit  f  un  push-out d'un 
élément de  V 00(^_). Alors,  V n ( / ) G pour  tout  n  G  N. 
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Démonstration. Soit u n carr é cocartésien 

A ----nm^ù ->C 

B >X]\ AB 

avec a  G  VooG^)- L 'objet Cyl ^(X)]J C y l ( A ) Cyl a (i?) es t naturellemen t u n cylindr e 
sur X  U A B.  D'autr e part, on dispose d'un carr é cocartésien : 

Cyl„(^)U (ALM)(fiUfi) 
V(a) 

->Cyla(J3) 

Cyl/(X) U( x U x)((* IL fi)  I L fi))  •  Cyl^X) UcyijA) Cy\a{B) 

Il vient (pa r l e lemme 4.2.62) que V ( /) est équivalen t à  un push-out d e V(a). I l suffir a 
donc de montrer qu e /  G  W f f t / . 

Montrons qu e l'o n peu t suppose r X  cofibrant . Choisisson s un e fibration  trivial e 
X' >  X ave c X'  cofibrant . Comm e A  es t cofibrant , l a flèche  u  s e relèv e alor s 

en un e flèche  u'  :  A  >  X' .  On obtien t ains i un diagramm e commutati f à  carré s 
cocartésiens : 

A •  X '- ->X 

B 

KY'I_hB f 

^XUAB 

Comme 9JI est propr e à  gauche, on voit que la classe de /  dan s Ho(971) est isomorph e 
à cell e de / ' . Ainsi , on peut remplace r X  pa r l'obje t cofibran t X'. 

Dans l e ca s o ù X  es t cofibrant , i l suffi t pa r l e lemm e 4.2.6 1 d e montre r qu e / 
et V ( / ) possèdent l a propriét é d e relèvemen t à  gauch e pa r rappor t au x projection s 
X >  * ave c X  fibrant  e t srf- local. Cec i es t bie n l e cas , puisqu e LLP( X — » * ) 

contient a  et V(a ) et es t stabl e par push-out . • 

Plus généralement, o n a l e résultat suivan t : 

Proposition 4.2.68. —  SiWl  est  propre à gauche, on  a l'inclusion Cell(Vnn (srf) U  (W n 
Cof)) C  W *. 

Démonstration. —  O n peu t suppose r (voi r remarque 4.2.25 ) que g  G  Cell(Voo(^) 
U (W D Cof)) es t l a composée transfinie d'un e A-suit e : 

A A f°  v A 

A = A0 y  Ai y 
A A 

-> Av •  Av+i >... 
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avec fu u n push-out d'u n élémen t d e VocG^)U(WnCof )• On construit pa r inductio n 
transfinie e t e n utilisant l'axiom e (MC5) . u n morphism e d e À-suites : 

A f°  .  A  f 1 . 
M >  A 1 > 

ft ft  ft 
Al "'в Al "*1 >! / "  Al 

к — — — > к — — 

A A 
-*AV >  A U+L 

->... 

à flèches  verticale s de s équivalence s faible s e t f' y de s cofibration s entre s objet s cofi -
brants. Notons g'  l a composition transfinie de s f' y. Pa r l e lemme 4.2.69 ci-dessous, la 
flèche g'  es t isomorphe à g dans Ho(9Jl). Il suffit don c de montrer qu e g' est dans W ^. 

Comme g' est une flèche entre objets cofibrants. i l s'agit de vérifier que l'applicatio n 
no(g',X) es t bijectiv e pou r X  fibrant  e t ¿/-local. Par l e lemm e 4.2.61 , il suffir a d e 
prouver qu e g'  e t V(</' ) possèden t l a propriét é d e relèvemen t à  gauch e pa r rappor t 
à X  >  * . Cett e propriét é pou r g'  découl e de l a propriét é correspondant e pou r 
chaque f' v. Montron s qu'i l e n es t d e même pour V(</') . 

On construit, pa r induction transfinie sur / / G  v G  A, des cylindres (Cyl(A^),p , ¿o, i\) 
sur A! v ains i que de s flèches  Cyl(A^ ) >  Cyl(^4',) compatible s à  p. Î Q et i\  e t tel s 
que : 

la famill e (Cy l^J , ) ) ^ * est un e À-suite . Le.,  Cy\(A' u) =  Col im^^Cyl^^ ) pour 
v u n ordina l limite . 

- pou r tout G  À, la flèche Cyl(A'J U( 4 , u A ,JK+l U  A! v+1) >  C y l ( ^+ 1 ) 
est un e cofibration . 

Il vien t pa r l e lemm e 4.2.62 , que l a flèche  V(</ ) est (équivalent e à ) l a colimit e de s 
flèches ^(o^jsf^) (o ù l'on not e o fl^f'fl :  A f

0 >  A' y l a composé e transfinie d e l a 
suite (/¿) / ¿ <,/) : 

(66) 
• • • >  CyiK) ц I I к (К U К) > CyiK) ц и AU (K+lц К +л )  >... 

v U / ; ) ц К+л 

CV1( V,. 

° /« 0 flU (K+lц К+л 

•Cyl(^+1) 

Les lignes de (66 ) sont de s À-suite s e t pou r tou t v  G  À la flèche : 

CylK) 
(сукл;,)11л;пл' КII ¿¡ 

u (Cyì(A'0) T J ( ^ + 1 T J ^ + i ) 

-Cyl(A') 
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s'identifie à  l a cofibratio n V ( # ) :  Cyl(A'„) \ 1 { A ^ U K) (K+l]\A'u+l) — + C y l « + 1 ) . 
Il vient , pa r l e lemm e 4.2.7 0 ci-dessous , qu e V(g ')"E LLP(X  - > * ) s i le s V( /£ ) G 
LLP(X — > *) pour tou t v  G  A. 

Ainsi pour terminer la preuve d e la proposition, i l reste à vérifier qu e les fv e t V( /£) 
sont dan s LLP( X — • * ) pour tou t X  fibrant  e t j ^-local. Lorsque f v G  W D  Cof. l a 
propriété est claire . O n se place don c dans le cas où f v es t u n push-ou t d'u n élémen t 
de Voc(^) . 

Par l e lemm e 4.2.GO , il suffir a d e montre r qu e V(/£ ) e t V 2 ( / ' , ' ) son t de s srf-
équivalences faibles . Étan t donné qu e les images dans Ho(SDt) de f' v, V( /£ ) et V 2(fl) 
sont isomorphe s à  ceu x de f u. V ( / / y ) e t V 'zifv), l e résultat découl e du lemm e 4.2.67 . 

• 

Lemme 4.2.69. Soit  un  morphisme  de  X-suites : 

il «M ) il «M il •' 1' il 
A'() >A[  >A' U >A' W+L • 

; jo ; ./i 7 л  AD • Ai >... > Av > A„+í •. 

dans une catégorie  de modèles OT propre à gauche. On  suppose que les flèches  verticales 
sont des  équivalences faibles et  que les flèches horizontales  sont  des  coflbrations. Alors 
le morphism,e  évident  C o l i r r v G A ^ >  C o l i m „ G A A / e s t une< équivalence  faible. 

Démonstration. -  O n peu t factorise r notr e morphism e d e A-suite s d e l a manièr e 
suivante1 : 

A'(t •  А\ •... •  А'„ • A'v+i •  ... 

А0 •  А„ LI.4;, А[ • . . . •  А0 11л; , К  —+ А» 11л; , K+i •  • • • 

7 JO ; л ; Jv , А(> >  Ai •...  >  Av >  Av+l >.. 

Comme A' Q >  AQ  es t un e équivalence faibl e e t que 9Jt est propr e à  gauche, i l vient 
que toute s le s flèche s A! Y >  AQ  ]J 4 , A! V son t de s équivalence s faibles . O n dédui t 
que toute s l e flèche s verticale s dan s l e diagramm e ci-dessu s son t de s équivalence s 
faibles. 
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Remarquons égalemen t qu e le morphisme canonique : 

ColimI/€Ai4/

I/ >  Colim I /GA(A0 LL f) K) -  Ao ]1 A>{) Colim ^A^ 

est un e équivalenc e faible puisque c'es t l e push-out d e A f

Q >  AQ pa r un e cofibra-
tion. Ainsi , pour montre r l e lemme, il reste à montrer qu e la flèche : 

Colim^GA(^0 UA'U K) •  Colim^A î/ 

est un e équivalenc e faible . E n d'autre s termes , o n peu t suppose r dan s l'énonc é 
que AQ  =  A' Q. 

En considéran t notr e problèm e dan s l a catégori e d e modèle s AQ\WI  (voi r l e 
lemme 4.1.9), on voit qu'il suffit d e traiter le cas où tous les Au e t A! v sont cofibrants . 
Pour traite r c e cas , rappelon s qu e l a catégori e H0M(A.9Pt) adme t un e structur e 
de modèle s d e Reed y (voi r l a remarqu e 4.1.54 ) o ù le s équivalence s faible s e t le s 
fibrations son t donnée s term e à  ternie . Pou r cett e structur e d e modèles , Colim I / G A 
est u n foncteu r d e Quille n à  gauch e e t l e morphisme d e A-suite s A' veX >  A ue\ 

est un e équivalenc e faible entre objets cofibrants . L e résultat découl e maintenant d u 
lemme 4.1.26. • 

Lemme 4.2.70. —  Soient  C  une  catégorie  cocomplète  et  G  C  FI (G) une  classe  de 
flèches. Soit A un ordinal et  supposons donné  un morphisme de  X-suites dans G  : 

A) •  Ai •...  y  Av •  Au+i •... 

A'0 •  A'i •...  •  A'u y  A'u+l •... 

On suppose que  AQ  y  Af

0 est  dans  LLP(G ) ainsi  que  les flèches : 

A'u 11AU AV+I y  A'u+l 

pour v  + 1  e X. Alors Col im ^A^i/ ^  Co\\mlyexAf

l, est  dans  LLP(G) . 

Démonstration. —  O n vérifi e qu e CoWm^xA^  y  Co\'\m1/exAf

l, possèd e l a pro -
priété d e relèvemen t à  gauch e pa r rappor t au x élément s d e G.  O n s e donn e don c 
un carr é commutati f : 

ColirrvgÂ  >  X 

ColirrvGÂ  — Y 
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avec /  G  G. Pou r construire le relèvement r , i l suffi t d e s e donner de s relèvement s r v 

dans : 
Au >X 

A': ^ V r 

f Tu 

d'une manièr e compatible . O n procèd e pa r inductio n transfinie . Lorsqu e v  =  0 , o n 
prend u n relèvemen t quelconqu e r*o . L'ensembl e de s choi x étan t no n vid e puisqu e 
A0 >  A f

Q es t dan s LLP(G) . S i v  es t u n ordina l limite , o n pren d r v l a colimit e 
de (r^)^ eu. Enfin , pou r construir e rv+i d'un e manière compatible ave c TV, il suffit d e 
choisir u n relèvemen t dan s le carré : 

i; 11, A„+1 rv U uu+i 
U uu+i 

Uuu+i 
U uu+i 

•Y 

f 

L'ensemble de s choi x étant encor e no n vid e puisqu e l a flèche  vertical e d e droit e es t 
dans LLP(G) . • 

Voici l e théorème qu'on cherch e à  démontrer 

Théorème 4.2.71 . — Supposons  que  le catégorie  de  modèles  9JI est  propre à  gauche et 
présentable par  cofibrations.  Si  la  classe sé est  essentiellement  petite,  alors  le  quadru-
plet (9JÏ, W ^, Cof , F i b ^) est  une catégorie  de  modèles qui  est encore  propre  à  gauche 
et présentable  par  cofibrations.  De  plus,  c  'est la  localisation de  Bousfield à  gauche de 
DJl par  rapport  à  sé. 

On gard e le s hypothèse s d e l'énonc é ci-dessus . Soi t a  u n cardina l qu i major e l e 
cardinal de sé  e t te l qu e 97 1 est a-présen t able par cofibration s e t le s buts de s flèche s 
de sé_  sont a-accessibles . O n commenc e par quelque s résultat s préliminaires : 

Proposition 4.2.72. —  / 7 existe un foncteur Loc^ :  Wl  >9Jl  et une transforma-
tion naturelle id > Loc^ tels  que : 

(i) Pour  tout X G Ob(9Jt), l'objet  Loc^(X) est  fibrant et  possède la propriété de 
relèvement à droite par rapport à  V Q O ( ^ ). En  particulier, Loc^(X)  est  un objet 
sé-local. 

(ii) Pour  tout X G Ob(SDt), la flèche X  >  Loc^(X) est  dans CeYL(Vx{tf) U 

(WnCofa)) C  W ^. 
(ni) Le  foncteur Loc^ préserve  les cofibrations. 
(iv) Une  flèche f G FI(9Jt) est  une sé-équivalence faible si  et seulement si Loc^(/) 

est une  équivalence faible. 
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(v) Le  foncteur L o c ^ est  a-accessible.  Si  fi  est  un  cardinal  comme dans  la propo-
sition 4-2.4^,  alors  le  foncteur L o c ^ préserve les  objets  fi -accessibles. 

Démonstration. —  Mis e à par t l a quatrièm e assertion, l e résultat découl e du lemm e 
précédent e t d e l'argumen t d u peti t obje t (voi r l a propositio n 4.2.26 ) appliqu é à  l a 
classe essentiellemen t petit e (#/)  U  (W D  C o f a ) . 

Montrons l a troisième assertion . Soit /  :  U  > V un e ^-équivalenc e faible . E n 
considérant l e carré : 

->Locv(tf) 

Locv(/) 

et e n utilisan t l a propositio n 4.2.68 , o n voi t qu e L o c ^ ( / ) es t égalemen t un e £? -
équivalence faible . Ainsi , pou r conclure , i l suffir a d e montre r qu'un e ^/-équivalenc e 
faible entr e objet s ^/-locau x es t forcémen t un e équivalenc e faible . Cec i découle im-
médiatement d u lemm e d e Yoned a appliqué à  l a sous-catégori e de s objet s ^/-locau x 
de Ho(OT) . • 

Corollaire 4.2.73. —  La  classe  CofUW,^ est  stable par push-out et  composition trans-
finie. 

Démonstration. —  Pou r tou t obje t X  d e 9J t l a flèch e X  >Loc#/(X)  es t natu -
rellement muni e d'un e structur e d e À-complex e ( V^CGËO U  (W D  Cof a))-cellulaire 
par l e corollair e 4.2.28 . De plus , pou r tou t monomorphism e XQ  >  X\ ,  la sous -
flèche XQ  >  Loc.c/(X 0) d e X  •  Loc£//(X) es t cellulair e a u sen s de la défini -
tion 4.2.3 4 (cec i étant conséquenc e du lemm e 4.2.35). 

Considérons un e À-suit e :  AQ  —> A\ —>  ... —>  AV — > Av+\ — > ...  formé e d e 
cofibrations ^-triviales . Formon s l e diagramme suivan t : 

A0  

(67) 

Colim^çA^ 

U 
f 
V 

Locv(A)) 

-» ColirrveALocc/(A ïLocç/(Co\\muexAu) 

La flèche CoUm^xA^ >  Co\\muexLoc.s/(Au) es t colimit e filtrante des sous-flèche s 
cellulaires A v >Loc^(A I / ) d e Col im / y G A Ay >  Loc.c / (Colirrv G AA/). Ell e es t 
donc elle-mêm e un e sous-flèch e cellulaire  pa r l e corollaire 4.2.37 . Ceci montre qu e l a 
flèche (1 ) d u diagramm e (67 ) est dan s Cell (VocG^) U (W D C o fa ) ) . C'es t don c un e 
^-équivalence faibl e pa r l a proposition 4.2.68 . 
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Pour conclure , il suffit d e montrer qu e la flèche (2) de (67) est dans Cell(Voo(^) U 
(Wf lCof ) ) . O n peut voi r cette flèche comme la composée transfinie d'une A+l-suite : 

U0 = Ui  >...  >  Uu •  Uu+i >... 
avec U v =  C o l i m / i Ç i y L o c ^ ( A A i ) pou r 0 / i / G À + l . I l suffit don c de prouver qu e les 
flèches U u >  U„+i ,  i.e. : 

(68) C o l i m ^ L o e v ^ ) >  Loc ^(A,) 

sont dans Cell(V^n (&/) U  (W fl Cof) ). Lorsqu e v = / / + 1, l a flèche (68) est simplement 
L o c ^ A ^ ) >  LOC^(J4„) qu i est une cofibration triviale, par la proposition 4.2.72, 

puisque >  Au es t une cofibration ^-triviale. Lorsqu e v est un ordinal limite , 
cette flèche s'écrit : 

(69) C o l i m ^ L o c ^ ^ ) >  Loc ^(Colim / / G l /A / i) 

L'argument utilis é a u début d e la preuve pou r traite r le cas de la flèche (1) du dia-
gramme (67 ) montre que (69) est dans Cell(VooG^) U (W fl Cof Q)). 

Il nou s rest e à  montre r l a stabilit é pa r co-changemen t d e base. Considéron s un 
carré cocartésie n : 

A >X 

f 
B >X]\ AB 

avec a G Cof n W. .̂ O n forme alors le carré suivan t : 

X >X\} A LOCW(A ) 

X IJA D • X UA ^OCAB) 

Les flèches  horizontale s son t de s push-out des flèches  A  ^Loc^(A ) e t 
B •Loc i C/(J3) .  Elle s son t don c dan s Cell(VooG^ ) U  (W H Cofa )) . D'autr e 

part, X  ] j4 Loc¿/(A) > X Y[A Loctf(B)  es t u n push-out de l a cofibratio n 
triviale LoCj2/(A)  •  L o c ^ B) .  • 

On obtien t l a caractérisation suivant e d e la classe des ^-équivalences faibles : 

Proposition 4.2.74. —  Sous les hypothèses du  théorème 4.2.11,  la  classe W ¿ / est la 
plus petite classe telle  que : 

- contient  W et  sé_, 
- ^  vérifie  la  propriété 2 sur 3, 
- ^  H  Cof est  stable par push-out et composition transfinie. 
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Démonstration. —  Nou s avon s v u qu e vérifi e le s propriété s mentionnées . 
On montr e réciproquemen t qu e s i l a class e *é  vérifie le s propriété s ci-dessus , ell e 
contient W ^ . 

Remarquons d'abor d qu e s i /  :  X  •  Y G  if H  Cof alor s V ( / ) G if. E n effet , 
/ U  / :  >  Y U  Y  es t dan s fé7 puisque c'es t l a composée de deux push-ou t 
de / . I l vient alor s que : 

Cyl(X) •+Cy\(X)U(x]îx)(YUY) 
est égalemen t dan s if . Étan t donn é qu e Cyl(X)  >  Cyl(Y) es t auss i dan s if , 
par l a propriét é 2  sur 3  nous déduison s qu e V ( / ) G if. Cec i montr e qu e i f contien t 
Ce l l (Voc (^)U (WnCof ) ) . 

Pour montre r l'inclusio n C  ^, o n form e pou r un e ^-équivalenc e faibl e /  l e 
carré commutati f : 

A •  Locv(^) 
/ Locv(/ ) 
B >Loĉ (£ ) 

L'appartenance /  G   ̂découl e alors d e l a propriét é d e 2  sur 3  de ^ , l e fai t qu e le s 
flèches horizontales son t dan s Cell(Voo(á¿) U (W Pi Cof)) et qu e Loc r i ^(/) es t un e 
équivalence faible (voi r l a proposition 4.2.72). • 

L'étape suivant e consist e à montrer : 

Proposition 4.2.75. —  Un  morphisme dans  RLP(Cof¿3 D W )̂ est  une  srf-fibration, 
i.e., appartient  à  Fib¿/ (voir la  définition 4-2.64)-

Démonstration. ---- - Soit /  :  X  >  Y un e flèche dans RLP(Cof¿3 Î l W ^ ) . O n veut 
montrer qu e /  adme t auss i la propriét é d e relèvement à  droit e pa r rappor t à  toute s 
les cofibrations ^-triviale s u  :  A  >  B .  Comme u es t u n rétrac t d e c(i¿), il suffi t 
de vérifier l a propriét é d e relèvement à  droit e pa r rappor t à  c(u).  O n se donne donc 
un carr é commutati f : 

A >X 

-•Y 

c{u) 

On considèr e l'ensemble S  form é de s classe s d'isomorphisme s d e couple s (v , a) ave c 
v :  A  >T  un e sous-cofibratio n r-normale d e c(u)  (voi r l a définitio n 4.2.51 ) qui 
est d e plus j^-triviale e t a  un relèvemen t partie l : 

A - — 

a ^— £ 

Т^—*Ф,.г.Ли) > Y 
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Cet ensembl e es t no n vid e puisqu'i l contien t (id^,^ 4 — > X). I l es t naturellemen t or -
donné d e l a manièr e suivant e :  (v,a)  <  {v',a')  s i l a sous-flèch e v  :  A  >T  es t 
majorée pa r v'  :  A  >  T' e t s i l a restrictio n d e a!  :  T " >  X à  T  es t égal e à 
a. Pa r l a propositio n 4.2.5 4 e t l e corollair e 4.2.73 , on voi t qu e toute s le s chaîne s d e 
l'ensemble S  son t majorée s pa r leu r colimite . Ainsi , pa r l e lemm e d e Zorn , i l exist e 
des éléments maximau x dan s S\ 

Dans l a suite , on fixe un élémen t d e S  : 

{v :  A  >  T ,  a :  T  >  X ) 

que l'on supposera maxima l et on montrera que T  >•  $ c/() (u)  es t inversible. Consi-
dérons l e diagramme d e catégories directe s : 

(70) 
SpSubd(Loc^(u)|r") SpSub ^(Locv(u)|r') 

me inc 

Sub/:,(Lcxv(tO) <—~ Sub̂ O' ) SpSub^Mr ) —-— > Sub „(Locc,(u)) 

Les notations sont expliquée s ci-dessou s : 

1. r ' :  Loc^(B ) ^* C(l /(Loc^('a)) e t r " :  Loc^(T ) >  $C() /(Loc^(t')) 
sont de s relèvement s comm e dans l e ca s respecti f d e l a définitio n 4.2.51 . Ces 
relèvements existen t puisque Loc.^(a ) e t Loc#/(v)  son t de s cofibrations triviale s 
par l a proposition 4.2.72. 

2. Le s foncteurs inc  son t le s inclusions évidentes . 
3. L e foncteu r E  associ e à  un e sous-flèch e VQ  d e v.  l a sous-flèch e Loc<^(?;o ) d e 

Loc^(v). 
4. L e foncteu r F  associ e à  un e sous-flèch e UQ  : A Q >  BQ d e u,  l a sous-flèch e 

v0 :  A 0 y  T0 =T  x<f> (:fl)(u) $c /„(uo) d e v. 
5. L e foncteu r G  associ e à  un e sous-flèch e uo  d e ÎA , l a sous-flèch e LOC^(IAO ) d e 

LOC^(ÎA). 

Toutes l e catégories du diagramm e (70 ) sont /3- filtrantes et admetten t le s colimites 
suivant les catégories a- filtrantes de cardinal plus peti t o u égal à a . D e plus, le s fonc -
teurs inc, E,  F  e t G  commutent à  ces colimites. Ces foncteurs son t également cofinaux . 
Le lemm e 4.2.4 affirme don c que l a limite £  d e (70 ) est cofinal e dans SpSub^ v(?z|r). 

Par construction , £  es t formé e de s sous-cofibrations r-spéciale s uo  :  A Q >  BQ 
de u  qu i son t orthogonale s à  v  e t telle s qu e : 

- LOC^(IAO ) es t un e sous-flèch e r'-spécial e d e Loc o/(u). E n particulier , c'es t un e 
équivalence faible , 

- Loc^(fo ) es t un e sous-flèche s r"-spécial e d e Loc^(v) . E n particulier , c'es t un e 
équivalence faible . 

Ainsi, pa r l a proposition 4.2.72 , les cofibrations UQ  et VQ  sont triviales . 
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Comme UQ  est orthogonal e h  v,  on  peu t forme r pa r l a propositio n 4.2.5 5 la sous -
cofibration r-normal e v'  :  A  >  V =  T]J T{) <E >f./(J(u0). Comme UQ  et v 0 son t de s 
««/-équivalences faibles, o n déduit qu e v'  es t encor e ^-triviale . 

Notons a 0 l a restrictio n d e a  à  T 0 . Comm e ^> c/ ( )(iz0) es t /3-accessible , et qu e /  G 
RLP(Cof /3 H  W ^ ), o n peut trouve r u n relèvemen t dan s le carré : 

an 
Tn ?—+X 

•̂/u(«o) >Y 

Ainsi, e n posan t o!  = a  U / :  T ] J T $ c / ( ) (uo) ^  X ,  on obtient u n élémen t (v',a f) 

de < f qu i major e (v,à).  Pa r rnaximalit é d e (v,a),  l e sous-obje t <É> c/0(?i0) d e <ï> c/0(u) 
est major é pa r T . Ainsi , l e foncteu r £  >  Suh(c(u))  qu i à  UQ  associe c(uo)  : 
A0 >  ® cfu(uo) s e factorise par Sub (v). Comme £ es t cofina l dans S p S u b ^ ^ l r ) 

qui es t cofina l dan s Sub/3 (u) e t qu e l e foncteu r <ï> c/() es t a-accessible , o n voi t qu e 
v >  Colim <c(c(—) : £ — > Sub (c(w))) = c(u).  Cec i prouve que T  ~  <£> c/n(u). • 

On peu t maintenan t acheve r l a preuv e d u théorèm e 4.2.71 . Les axiomes (MCI) , 
(MC2), (MC3 ) son t triviaux . L a deuxièm e parti e d e l'axiom e (MC5 ) es t trivial e 
elle aussi . La premièr e partie , découl e de l a propositio n précédent e e t d e l'argument 
du peti t obje t appliqu é à  un ensembl e essentiellement équivalen t à  Cof/ 3 n  W ^. 

Par construction , l a premièr e parti e d e l'axiom e (MC4 ) es t claire . L a second e 
partie du même axiome, découle alors par 1"astuce de Joyal (voi r [Hir03] ou [Hov99]) . 

Enfin, pou r voi r que (9JÎ , W.&/, Cof, Fib.^ ) es t l a localisatio n d e Bousfiel d d e OT, 
on se donne une adjonctio n d e Quillen (F , G) :  9JI  >  9t tell e que la classe L F ( ^ ) 
est formé e d'isomorphismes. O n va montrer qu e le couple de foncteurs adjoint s (F , G) 
forment u n adjonctio n d e Quille n relativemen t à  l a structur e ,e/-localisé e de 9Jt . I l 
suffit d e montrer qu e F  préserv e le s cofibrations .^/-triviale s puisqu e F  préserv e déj à 
les cofibrations . Soi t don c u  :  A  >  B un e cofibration s ^-triviale . O n form e l e 
carré commutatif : 

A •LOCV(J 4) 
u Locw(u ) 
B >Lovw(B) 

Comme L o c ^ ( ^ ) es t un e cofibratio n triviale , so n imag e pa r F  es t un e équivalenc e 
faible. I l suffir a don c d e montre r qu e F ( C e l l ( V o c ( ^ ) U  (W H  Cof))) C  Co f H  W. 
Comme F  commut e aux colimite s et qu e Cof n  W es t stabl e par push-ou t e t compo -
sitions transfinies , i l nous reste à  montrer qu e F(V oc(£é_)) C  Cof D  W. Cec i découle 
du fai t qu e l a class e F (VocU^)) es t équivalent e dan s Ho (51) à  Vnr ,(F(«g/)) e t qu e l a 
construction a  ~* V(a) préserve le s cofibrations triviales . 
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4.2.5. Quelque s compléments . —  Dan s cett e denièr e sous-section , o n s e donn e 
une catégorie de modèles monoïdale (971, ®) a u sens de la définition 4.1.57 . On suppose 
que SDÌ est propr e à  gauch e e t présentabl e pa r cofibrations . O n cherch e u n critèr e 
pour qu e l a localisatio n d e Bousfiel d suivan t l a class e essentiellemen t petit e sé C 
FI(Ho(97t)) soi t encor e un e catégori e d e modèle s monoïdale . Dan s cett e direction , 
nous avon s obtenu l e critère peu satisfaisan t : 

Proposition 4.2.76. -  La catégorie  de  modèles  (971 , W.c>/, Cof, Fibt C/) est  une  catégo-
rie de  modèles monoïdale  lorsque  les conditions suivantes  sont  satisfaites  : 

(i) pour  A  G Ob(97t) cofibmnt  et  f  G sé_, les flèches A  (&  f  et  f  ®  A sont  des 
sé - équivalences faibles, 

(ii) la  catégorie de  modèles  (SDÎ, W,^, Cof, F i b v) est  stable. 

On rappelle l e lectreur qu e sé_ est un ensemble de cofibrations entre objets cofibrant s 
de 97 1 qui relèv e à  équivalences  faible s prè s l a class e sé. La conditio n (i ) d u critèr e 
ci-dessus es t nécessaire . C'es t l a condition (ii ) qui rend c e critère peu applicable . 

Lemme 4.2.77. —  On  suppose  vérifiée  la  condition  (i)  de  la proposition 4-2.76.  Pour 
A G Ob(97t) cofibrant,  les  fondeurs (A  ®  -)  et  (-  ®  A) :  97 1 >  971 sont  des 
fondeurs de  Quillen  à  gauche relativement  à  la structure sé-localisée. 

Démonstration. -  - L e foncteu r A  ®  — : 97 1 >  971 es t u n foncteu r d e Quille n à 
gauche. Etan t donn é qu e (A  ®  — ) envoi e sé_  su r de s ^-équivalence s faibles , o n voi t 
que A  ®  — est encor e u n foncteu r d e Quille n à  gauch e relativemen t à  l a structur e 
^-localisée. • 

Corollaire 4.2.78. --- La  condition  (i)  de  la proposition 4-2.76  est  équivalente  à  : 
(i') pour  toute  cofibration  sé-triviale f  et  tout  objet  cofibrant  A G 971, les flèches 

A (g) / et  f  (8) A sont  des  cofibrations  sé-triviales. 

Dans l a suite , nou s supposon s qu e le s condition s (i ) e t (ii ) d e l a proposi -
tion 4.2.7 6 son t satisfaites . Soi t a  :  A  >  D un e cofibratio n d e 971 . O n 
note l a class e de s cofibration s ,c/-triviale s u  :  U  >  V  telle s qu e aDu  : 
A <S> V YLA®U  B  ®  U >D®V  es t un e .«/-équivalenc e faible (e t don c un e cofi -

bration ^/-triviale) . Notr e bu t e t don c de prouve r qu e l'inclusio n % ?

a C Co f Pi 
est un e égalité . Noton s le lemme simple suivant : 

Lemme 4.2.79. —  - La  classe  (éa est  stable  par 'rétract,  composition transfinie  et  push-
out. 

Démonstration. E n effet , s i u!  est u n push-out de u  alors aDu'  es t u n push-out de 
aDu. La  stabilité par compositio n transfinie découle immédiatement d u lemme 4.2.69. 

• 
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Le lemm e suivan t es t l e seu l endroi t o ù l'o n a  besoi n d e l'hypothès e qu e 
( 0 R , W ^ , C o f , F i b ^ ) es t stable : 

Lemme 4.2.80. —  Supposons  donnée  une  suite  cornposable  de  cofibrations  -

triviales :  U  >  V >  W .  Si  v  et  v  o u sont  dans  ^a, il  en  est  de  même 
de u. 

Démonstration. —  La flèche aO(v o u) se factorise d e la manière suivante : 

A®W U A®u b ® u —T—> A ®  W U A®V B ® V ^> B ® W 

Il vient qu e la flèche r est une ^-équivalence faible . 
Remarquons alor s que r est le push-out d e aOu suivant la flèche A (g> V \lA®u B ® 

U —•  A  <g> W  YLA®U B ®U. Cec i montre qu e la cofibration *  y  Cof(aOu) es t 
une ^-équivalenc e faible . Comm e Ho¿^(9Jt) est triangulée , o n déduit qu e aOu est 
inversible dan s Ho^(SDt). • 

Soit u : U  y  V un e cofibration ^-triviale. Pa r la proposition 4.2.66, on dispose 

d'un carr é commutât if : 

U yLoc<s(U) 
u Loc tCy(u) 
V >Loc^(V) 

où les flèches horizontales son t dan s Cell(Voc(¿/) U (Cof i lW)) e t la flèche Loc^(i¿) 
dans CofflW. Ainsi , par le lemme 4.2.80, pour montrer que u G i l suffit d e montrer 
que Voo(á^) C Remarquon s alor s que les flèches de VocQaQ sont de s cofibrations 
^-triviales de source un objet cofibrant . I l suffit don c de prouver l e lemme : 

Lemme 4.2.81. —  Soit  u :  U  yV  une  cofibration -triviale  avec  U cofibrant. 
Alors pour toute cofibration a  :  A  >  B ,  la  cofibration aOu  : A (g) V UA®U B ® 

U —•  B (g) V est  si-triviale. 

Démonstration. —  On fixe un carré commutatif : 

A'-^B' 

A-^B 

à flèches verticales de s équivalences faibles et tel que a' est une cofibration entre objets 
cofibrants. O n notera C  =  A  \JA, B'  e t c  la cofibration A  >  C .  Comme 9Jt est 
propre à  gauche, l a flèche évidente C  >  B es t une équivalence faible . 
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Remarquons d'abor d qu e a'Hu  est un e cofibratio n ^-triviale . E n effet , le s flèches 
verticales d u carré : 

A'®U •  B' 0 UU 

A' 0 V y  B'®UU 
sont de s ^-équivalence s faible s puisqu e A 1 e t B'  son t cofibrants . I l vien t qu e cDu 
est auss i une ^-équivalenc e faible . Pour conclure , nous allons montrer qu e les flèches 
verticales d u carr é commutatif : 

A-2>VUAWC®U-^!i>C®V 
(71) I 

A®V UA®U b ® u B®V 

sont de s équivalences  faibles . Pou r voi r qu e l a flèche  C  (g)V >  B (g V es t un e 
équivalence faible , i l suffi t d e remarquer qu e —  <g>V  indui t u n foncteu r d e Quille n à 
gauche :  j4\97 t >  A (g V\2DÎ e t qu e C  >•  B es t un e équivalenc e faibl e entr e 
les deux objet s cofibrant s A  —*  C  e t A  —»  B  d e A\DJl. 

Le mêm e raisonnemen t montr e qu e C  ®U >  B (g U es t un e équivalenc e 
faible. Pou r conclure , o n considèr e l a flèche  vertical e d e gauch e d u carr é (71 ) 
comme étan t l'imag e pa r l e foncteu r d e Quille n à  gauch e A  ( g V  IÍa<8>c/ — • 
A (g U\M y  A (g V\ÎBl d e l'équivalenc e faibl e C  (g U •  B (g) U entr e le s 

objets cofibrant s A®U^>C®UetA®U  -»  B (g) U de A (g U\ÎSl. • 

Notons enfin l e critère suivan t d e stabilité de la structure ^-localisée : 

Proposition 4.2.82. —  Soient  9J Î une  catégorie  de  modèles présentable par cofibrations 
et srf  une classe  essentiellement petite  de  flèches dans  Ho(SDÎ). On  suppose que 9JI est 
stable. Pour  que  la  structure  srf-localisée  de Wl soit  encore  stable,  il  faut et  il  suffit 
que l'une des  deux conditions équivalentes  soient  satisfaites : 

(i) le  foncteur Q1 :  Ho (9DÎ) >  Ho(9Jl) envoie  les flèches de VooO^O sur des 
-équivalences faibles, 

(ii) le  foncteur Y} préserve  les objets -locaux  de  Ho (SDÎ). 

Démonstration. —  L e fait qu e les conditions (i) et (ii ) sont équivalentes es t u n simple 
exercice d'adjonction (vu e que E1 e t Q 1 son t des équivalences inverses l'une de l'autre). 
La condition (i) est nécessaire . En effet, si (lui, Wt C / , Cof, Fib^ ) es t stable , l e foncteur 
évident L  :  Ho (SDÎ) >  Ho,^(SDt) es t triangulé. Ainsi, s i /  G  V o o ( ^ ), l a flèche 
L(f) es t inversibl e e t don c aussi Q l(L(f)) ~  L ( i î 1 ( / ) ) . 
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La conditio n (ii ) es t suffisante . E n effet , ell e montr e qu e Q l préserv e le s sé-
équivalences faible s dan s Ho(9Jl) . Cec i es t égalemen t l e ca s pou r E 1 . L'équivalenc e 
( E 1 , ^ 1 ) pass e alor s à  l a localisatio n Ho(2Jt ) ~ * Ho(9Jl)[W^ 1] e t indui t don c un e 
équivalence (E 1 . 9} ) su r H o  ̂(9JI). • 

4.3. Catégorie s d e modèle s II I :  les spectre s symétrique s 

On présente ici la technique de ; stabilisation de s catégories de modèles par rappor t 
à u n endo-foncteur . O n suit le s grandes ligne s de l'article de Hovey [HovOl] . 

Dans cett e section , <É > =  (<I >n)neN désignera u n monoïde  gradué  et  unitaire  dan s la 
catégorie de s groupes . C'es t don c la donné e pou r tou t entie r nature l n  d'u n group e 
& n e t pou r tou t coupl e (m, n) G  N x N  d'un morphism e d e groupes : 

(72) à m.n : $m x $n >  $ 
telle qu e le s deux conditions suivantes sont satisfaite s : 

(i) Pou r tou t triplet (m.n.r) G  N 3 . l e carré suivant : 

&m x x  >  x 

Om + n.r 
X $ „ + ,. • n + r 

est commutatif . 
(ii) Pou r tou t n  G  N. le s deux composée s : 

et 

* w ~  {1} x $n >  $0 x  >  $7J 

$ R / ~  $ N X  {1 } >  X  3>0 >  $7; 
sont l'identit é (ave c 1 l'élément neutr e de <J>o). 

On es t particulièremen t intéress é par le s deux exemples suivants : 

Exemple 4.3.1 

1- L e monoïde trivial {1 } donn é en chaque degr é par l e groupe à  un élémen t { 1 } . 

2- L e monoïd e de s groupe s symétrique s E  =  (E n)nEN o ù E n es t l e group e de s 
permutations d e l'ensembl e {i  G  N, 1  < /  <  7i}  (qui es t don c vide pou r n  =  0) . Le 
morphisme d e groupe s 0 m , n :  E m x  E n >  E r î + n i associ e à u n coupl e de permu -
tations (/ . g) l a permutation /  •  g définie pa r : 

/(/) s i 1  <  i < m, 
1 g(i  - m)  + m s i m  + 1 <  i < m + n. 

pour i  G  { 1 , . . . , m  +  n). 
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Remarque 4.3.2. — • Pour (a,  g) G  <Ê>o x  3>m- on a : 

(f>o,m{a,g) = 
0O,m((«, =  0O,m(«, l)0O.m(l, #) = 0O,m(«, 1)-^ 

</>0,m((l,#)(M)) = 0O,m(l,0)0O,m(M) = fl^O.mfa, 1) 

Ceci montre qu e le morphisme 0o,7n(— , 1) : $ o ^  es t central (en particulier , 
$0 est abélien et 0o,o et l'application produit) . Il en est de même de </>m^(l, —). Notons 
toutefois que les deux morphismes de groupes 0o ,?n(—» 1) et 0m .o(li — )  sont en général 
différents lorsqu e m > 1. 

4.3.1. Le s (F , <£)-spectres dan s un e catégorie abstraite . 
gorie. On commence par une sèrie de définitions : 

Soit C une caté-

Définition 4.3.3 

1- Pour  un groupe G, on  note Rep(G, G) la catégorie des G-représentations dans  G 
i.e., des  joncteurs •{G}  >  G où  •{G} est  la catégorie à  un objet •  et  end(«) =  G. 

2- On  note Suite($, S) la  catégorie Yl neN Rep(3> n, G).  Les objets de cette catégorie 
sont appelés  les suites $-symétriques  de  G. Ce sont les  familles d'objets  (X n)ne^ de 
G munies  d'actions  <ï> n >  Au t (X n ) pour  n G  N. 

Définition 4.3.4. -  Soit  G  une catégorie. Un  endofoncteur ^-symétriqu e de  G est un 
Joncteur F :  G  >  G m,uni  pour tout n G  N d'une action  SLF :  $ n >  A u t ( Fo n ) , 
telle que  les carrés suivants : 

<É>„, x  <T>n 

àm.it 

-> Aut F  o • • • o F x  Aut F  o • • •  o F 

Ф„, д.,, • Ant Fo-oFoFo-o F 

sont commutatifs  pour  (m.,  ri) G N  x N. 

Remarque 4.3.5. -  A  un endofoncteur F  :  G  >  G  o n peut associe r un monoïde 
gradué et unitaire dans la catégorie des groupes (non nécessairement petits ) e n posant 
®7i{F) —  Aut(F°") ave c n G  N. Il est alor s clai r qu'u n endofoncteu r asymétriqu e 
est simplemen t u n endofoncteur F  mun i d'u n morphisme d e monoïdes gradués aj r : 
(̂ n)neN >  (* n (F) ) n G N . 
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Définition 4.3.6. —  Soit F un  endofoncteur asymétrique de  G. 
1- Un  F-spectr e « -̂symétriqu e X  (ou  simplement  un  (F,  $)-spectre>) est 

une suite  ^-symétrique  ( X n ) n G ^ de  G  munie  de  morphisme s d'assemblag e j n : 
F ( X n ) >  Xn + i tels  que pour tout (m,n) G N2 la  composée de  : 

F o m(X n) >  Fo m _ 1 X i + n >.. . >  F(Xm_i+ n) >  Xm + n 

est 3> m x &n-équivariante relativement à  : 
- L'action  sur Fo m ( X n ) induite  par Vaction de  <È>m sur Fom et  l'action de  <ï>n sur 

X n ? 

- L'action  swr Xm + n obtenue  par restriction de  Faction de  <Êm+n suivant  le mor-
phisme 0 m , n . 

2- Un  morphisme de  (F. <3>)-spectres de  X =  ( X n ) n e N vers  Y =  (Y n)ne^ est  un 
morphisme de  suites asymétriques (X. n)nen >  (Y n)neN tel Q ue ^ es carrés  : 

FXn v  Xn +i 

FYn >Y n+i 

sont commutatifs  pour  tout n G  N. On  note Spectp(C) la  catégorie des  F-spectres 
symétriques. 
3" Pour  n G  N, on  note  Ev n :  Spectp(C ) >  Rep(3>r,,, G) le  fondeur qui 

à un  (F,$)-spedre  X  associe  la  $ n-représentation sur  X n . On  notera  Ev n : 
Spectp(C) >  G le  fondeur qui  à X associe  l'objet  X n de  G. 

Remarque 4.3.7. — Pour m  =  0 , l a conditio n d e l a premièr e parti e d e l a défini -
tion 4.3. 6 es t no n vide . Ell e affirm e e n effe t qu e l'identit é d e X n es t <l> o x $n -
équivariante pour deux actions différentes . Cec i est l e cas si et seulement s i l'actio n 
de $ 0 sur Xn , déduite par restriction suivant le morphisme 4>o,n(—, 1), coïncide avec 
celle obtenu e pa r l e biai s d e l'actio n d e <Ê> o sur l e foncteu r identité . O n appellera 
Rep$ ( J ($ n , 6) la catégorie de tels représentations. C'est donc la sous-catégorie pleine 
de Rep(<I> n, G) formée des ^-représentations X  telle s que le carré : 

$o >  Aut(ide) 
0o,7> (-, 1) 

$n >Aut(X ) 
est commutatif. 

Exemple 4.3.8. — Supposon s que la catégorie G admet un objet initial 0 . Notons F 0 

le foncteur qui à tout A  G Ob(C) associe 0 . S e donner une structure d'endofoncteur 
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^-symétrique su r F 0 équivau t à  s e donner un e actio n a  :  $ 0 >  Aut(ide) su r l e 
foncteur identit é d e C . On vérifi e alor s immédiatemen t qu e l a catégori e Spect%0 (G) 
est identiqu e à  flneN ReP<ï>o($n, C). 

Supposons que la catégorie C admet le s colimites pertinentes. Soi t a :  H  >  G 
un morphism e d e groupes . O n dispos e d'u n foncteu r éviden t a * :  Rep (G, C) — > 
Hep(H, C ) qui à une G-représentation dan s C  associe la ^-représentation obtenu e pa r 
restriction suivan t a.  Ce foncteur, que l'on notera Oub#, admet un adjoint à  gauche a* 
connu sous le nom du foncteur représentation  induite.  Pour une /^-représentation X  d e 
C nous noterons Ind#(X) l a G-représentation a*X.  O n vérifie facilement qu e lorsque 
a es t injectif , l'obje t d e C sous-jacent à  Ind#(X) es t isomorph e (non canoniquement) 
au coprodui t de G/H-copies de X. 

Lemme 4.3.9'. — Soit  F  un  endofoncteur  asymétrique  de  C  qui  commute  aux 
colimites pertinentes.  Pour  p  G  N , le  foncteur  Ev p admet  un  adjoint  à  gauche 
SUS^Ï :  R e p ( $ p , e ) >  Spect^(C) .  Pour  X  G  Ob(Rep($p, 6 ) ) le  (F,Q)spectre 
SuSp^(X) est  tel  que : 

(i) La  $ n-représentation S\isp

F^(X)n est  donnée  par  Ind |" _ i } X ^ p (F o n ~ p (X)) 
lorsque n >  p. Elle  est  égale  à  0 sinon, 

(ii) Pourn  >p,  le  morphisme d'assemblage  F[Sus p

F^(X)7i] >  Sus^pOr,+i 
est la  composée : 

F /! Vi<i(^v(-1 /! Vi<i(^v(-1 iudiî}xS::_1.x*I,(F°1+"'p(x ))) 
(73) 

(ind:;;;;._(,x<&p(Fol+«^(x))) 

Démonstration. —  La  composée de m  morphisme s de type (73 ) est égal e à : 

(74) 
F°™ (indt :_PX^(F°n-p(x))) *  (ind{;>^;;_ i>x<I>p(F°m+»^(x))) 

(in4;;;::_î,x*p(JFom+"-p(x))) 

Modulo l'isomorphisme canonique 

4i}x*:;- , ,K*^ o m + "~ p №) - 1<:::хФ::_г,хФ„(^0ГО+п"р(^)) 

la flèche (74 ) correspond à l a transformation naturell e évidente IndJ^ x^'_^ x < ^ — > 

Ind$™*"_ p X $ .  Ceci prouve que (74 ) est <Ê m x 3>n-équivariante. Le s données (i ) et (ii) 
de l'énonc é définissent don c un (F , $)-spectre. 

Pour u n (F , $)-spectre Y =  ( Y J n ^ , o n construit u n isomorphism e naturel : 

h o m R e p ( ^ , e ) ( X , Y p ) ~  h o m S p e c t . ( e ) ( S u s ^ ( A ' ) , Y) 
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de l a manièr e suivante. A  un morphism e d e (F , <ï>)-spectres /  :  Sus^^(X) >  Y 
on associ e la composée : 

X •  ïndt^(X) ~  Sm"F^(X)p Y p 

Réciproquement, soi t u n morphism e d e «^-représentation s u  :  X  >  Yp .  Pou r 

n >  p , l a composé e : 

Fon-P{X) >  Fon-PYp >  Yn 

est ® n-p x  ^p-équivariante . O n en dédui t pa r adjonctio n un e flèch e : 

Un :  Sus?, $(X)n =  Indtl^F^-PiX) •  Y„ 

La famill e de s u n défini t bie n u n morphism e d e (F.  $)-spectres. • 

Définition 4.3.10. —  On  garde  les hypothèses  du  lemme  ^.3.9. On  pose  Sus^ ^ = 

Susp^ olndf" . Comme  Ev 7, =  Oubf " o  Evp on  a donc une adjonction (Sus^^,Ev p ) . 
PourX G  0b(9Jt)? le  (F. -spectre  Sus^^(X) est  appelé lep-ième (F, $)-spectre de 

suspension sur  X. Au  niveau n > p,  ce  (F, -spectre  est  donné par I ndJ"_^F o n _ p X, 
où l'induction est  prise suivant le  morphisme de  groupes </> n-p,p(—, !)• 

Soit u n deuxième monoïde gradué unitaire et F'  un endofoncteur ^'-symétrique . 
Supposons donnés un morphisme de monoïdes gradués <£ > >  ains i qu'une trans-
formation naturell e «Ê-équivariante F  >  F' (i.e.  pou r tou t n  G  N, la transforma -
tion naturell e F o n >  F ' o n es t «ï^-équivariante) . O n dispos e alor s d'u n foncteu r 
d'oubli : 

(75) OubÊ'i* ' : SpectJ'(e) >  Spectf (6) 

Proposition 4.3.11. —  Supposons  que  G admet les  colimites pertinentes et  que  F et  F' 
y commutent. Alors,  le joncteur Oub£ ^ admet  un  adjoint à  gauche : 

(76) (F 7, *') ® F , * -  :  Spectre ) •  Spect£'(6) 

Démonstration. —  Soi t X  =  ( X n ) n e r a u n (F . «ï>)-spectre. O n défini t un e suit e $' -
symétrique ( X j J n G N pa r : 

(77) 

K=CoeJ U h ^y^kF»*F°JXk = 4 U Ind:| W mF^Xm] 
\ i+j-\-k=n l+m=n  / 
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La premièr e flèch e étant cell e induite pa r l a transformation naturell e F  >  F' e t 
la seconde est cell e induite pa r le s morphismes d'assemblage du (F,  <ï>)-spectre X. Le 
diagramme : 

?foh 
\i+j+k=nI U IncQ '̂ F-'X,,) 

F'oh I  U IncQ'^F-'X, , 
M+m = n 

-H I I 
<î'+j'+k' = n+h 

Ind " +/' F /oi F oJ XL> 

-> 1 I I Iu< # x* ,F'°''X M' 

est u n morphisme de doubles flèches qui est d e plus & h x  «Ê^-équivariant. En passant 
au coégalisateur s e t e n utilisan t l a commutatio n d e F  au x colimites , on obtient un e 
structure de (F',  $')-spectr e X ' sur l a suite ( X ^ ) „ G N -

Montrons que le foncteur qui à X associe X' est adjoin t à  gauche du Joncteur oubli. 
Soit Y ' un (F' , 3>')-spectre. Un morphisme de (F f, $')-spectre s X ' >  Y' es t un e 
famille de morphismes :  F / O / X M >  Yf

n qu i sont x  $m-équivariants e t tel s 
que : 

(i) Pou r i  + j +  A ; = n  l e carré suivan t : 

F'oiF°JXK >  F'oi+iXk 

fi+j.k 
-•Y:, F'OIXJ+K fi.j+k 

est commutâ t if, 
(ii) Pou r l  + m = il  le carré suivan t : 

F ' o F ' o / x / - ^ W ' 

Fn"+1xm-—>Y>n+ì 

JI+ì.m 
est commutatif . 

La conditio n (ii) équivaut à  dire que / / , m es t égal e à la composée : 

F'OLXM —— > F, O /Y' >  Y 

De plus , l a flèch e / o , m :  X M >  Yf

m es t $ m-équivariante s i e t seulemen t s i elle 
est $ 0 x  $ m-équivariante (puisqu e < J>Q opère via  l'actio n <b' Q »Aut(ide ) ) • E n 
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présence de (ii) , la condition (i ) fournit u n diagramm e commutati f : 

Wo,*) 
FXk. + FY'k 

4 F'(fo.k)\  , F'Xk 4  F'Y',. 

/1,* 
->Yj /O.fc+l 

Ceci montr e qu e le s / o , m :  Q'^F-'X,, 
spectres. 

Réciproquement, étant donné un morphisme ( / N ) :  X  >  Y' d e (F, <£)-spectres, 
on pren d pou r / ; , m l a composé e : 

-¥ Y'm définissen t u n morphism e d e (F , 

F , O ZXR ] 

frr -> FfolY' Y ' 

Il est immédia t d e vérifier le s conditions (i ) et (ii ) pour cett e famill e d e morphismes . 
En d'autre s terme s s e donne r u n morphism e d e (F',  «Ê^-spectre s X ' • Y ' 

équivaut à  se donner u n morphism e d e (F . <ï>)-spectres X  >  Oub^^f ( Y ' ) .  • 

Remarque 4.3.12. —  Pou r p G  N, on dispose d'un carr é et d'u n triangl e commutatifs : 

Spectre) 
EvT1 

Oub£'£' 

Oiib* 

-> Spect̂ (C) 

->Rep($p,e) 

Oub F.<ï> Spectre) 

e 

> SpectJ(e) 

Rep(^,e) 

En passan t au x adjoint s à  gauche, on obtient deu x isomorphisme s de foncteurs : 

(F1,*') ®F,* (Su&,*(-)) * Sus^.^llnd*^-) ) 
et 

(F',*') ®F,* (Sus^(-)) ~  Sns F,^,(-) 

On a  également de s opérations d e décalage sur le s (F , <I>)-spectres : 

Définition 4.3.13 
I- On  note  s-  :  Suite(<I> , G) >  Suite(<I>. C) le  Joncteur qui  à  une  suite  3> -

symétrique X  =  (X n)ne^ associe  la  suite ^-symétrique  S -(X) définie  par (s-(X)) n = 
X n + i muni  de l'action de  $n obtenue  par restriction suivant  le  morphisme </> n,i(—? 1) : 
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4.3. CATÉGORIE S DE MODÈLES III : LES SPECTRES SYMÉTRIQUE S 231 

2- Supposons  que  C admet les  colimites pertinentes.  Le  foncteur S-  admet  un  ad-
joint à  gauche s+. Ce  dernier, associe  à  la suite ^-symétrique X  la  suite ^-symétrique 
s+(X) définie  par : 

(C (Y\\  -  I  0 SI  N  =  0 ' 
[ + i ) ) U ~ \  IndŜ x̂Xn- x Si  U>1. 

3- Supposons  que  le foncteur F  commute  aux  colimites  pertinentes.  Les  fondeurs 
s+ et  s-  s'étendent  naturellement  en  un  couple  de fondeurs adjoints  sur  les  (F, 
spectres : 

( s + , 0 :  Spectre) •  Spect*(C) 
tel que  les carrés suivants : 

SpectJ(e) >  SpectJ(C) SpectJ(C) Spectre ) 

n„Ev n 

Suite($, e) 

sont commutatifs. 

n„Ev n n„Ev n 

-> Suite($, 6) 

n„Ev„ 
Suite($, C) •  Suite($, C) 

Soit un (F , 3>)-spectre X . Le morphisme d'assemblage F[(s- (X))n] — • (s_ ( X ) ) n + i 
est F X n + i >  X n + 2 •  Pour n  >  1 , l e morphisme d'assemblag e F[ ( s+(X) ) n ] — > 
( s + ( X ) ) n + i es t l a composée : 

F ^ ^ - i ) *  ( i n d f ^ F X ^ ) —  ( l n d { ^ J ; X „ ) — ( l i < - X n ) 

Remarque 4.3.14. —  D u carré et triangl e commutatifs : 

SpectJ(e) 
Ev„ 

Rep($n,C) 
Oub|;;_iXl 

-> Spectre) 
I Ev,, 

n-l 
>Rep($„_i,e) 

Spectre) >  Spectre) 

Ev„ 
e 

Evtl_i 

on déduit , pa r passag e au x adjoint s à  gauche , deu x isomorphisme s d e foncteur s 
S u s ^ a n d l ; ; ^ - ) ) ~  s + S u s ^ - ) e t S u s ^ ( - ) ~  S + S u s ^ ( - ) . 

Dans l e même esprit, on a également : 

Remarque 4.3.15. —  Reprenon s le s notations e t hypothèse s d e l a propositio n 4.3.11. 
Les deu x carrés suivants : 

Spectf'(e) ——> Spect£,(C) Spect?,(e) —^ Spect£,(C) 5+ 

Oub F\3>' F.<E> JF.<ï> Oub 
F'.<J>' F.$ Oub F,3> 

Spectre) >  Spectre) Spectf (C) Spect f (e) 
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232 CHAPITR E 4. LA CONSTRUCTION DE 2-FONCTEURS HOMOTOPIQUES STABLE S 

commutent. D u premier carr é ci-dessus , on obtient e n passant aux adjoint s à  gauch e 
un isomorphism e de foncteurs (F' , 0 F,<Ï> *+(—) — s+((F', <É>') (8)F,<Ï> —) • 

On aura besoin d'une dernière  constructio n : 

Définition 4.3.16. —  Soient  C  et &  deux  catégories  munies  chacune  d'un  enfoncteur 
^-symétrique F  et  F'. 

i -  Soient  K  :  6  >  C  un  foncteur et  r :  F'  o  K >  K o  F une  transforma-
tion naturelle.  On  dit  que  r est  <î>-symétrique lorsque  la composée : 

F'on 0 K  _Z_^  F,on-\ oKoF  —L^,  m. m —L-> K o F on 

est $ n-équivariante. 

2- Si  r  est  symétrique,  le  prolongemen t de  K  ( suivant r)  est  le  foncteur K T : 

Spectf-(e) ^Spect ^(e') qui  à  un  (F.$)-spectre  X  associe  le  (F 1 spectre 
KT(X) avec  (K T(X.))n =  A ' (X n ) et  pour morphisme  d'assemblage,  la  composée  : 

F'(K(Xn)) — # ( F ( X n ) ) > K(Xn+1) 

Il es t clai r qu e l'associatio n (K,r)  K T es t compatibl e à  l a compositio n des 
foncteurs e t es t fonctoriell e en le s transformations naturelle s qui commuten t à  r . 

Lemme 4.3.17. — - On  garde les notations de  la définition 4-3.16.  Supposons  que  r est 
$-symétrique et  que  K admet  un  adjoint  à  droite L. Sir  est  inversible, la  composée : 

T' =  ar~1 :  F  о L >  Lo К о F о L—> L  о F' оК о L > L  о F' 

est encore  Ф-symétrique. De  plus, le  foncteur L T> est  naturellement  Vadjoint  à  droite 
deKT. 

Démonstration. —  Le fai t qu e r'  es t Ф-symétrique découl e immédiatemen t d e l a 
proposition 1.1.12 . Pou r montre r qu e L T> est l'adjoin t à  droit e d e K T, remarquon s 
que le s foncteur s L T> о KT e t Кт о  L T/ son t le s prolongement s d e L  о К et К о  L 
suivant le s transformation s Ф-symétriques т' о r e t тот'. Étant donn é qu e le s 2 -
morphismes d'unité et d e couruté 1  >  L о К et К о  L >  1  son t compatible s 
avec ces transformations, o n déduit de s transformations naturelle s 1  >  L T> о Kr 

et Кт о  LTi >  1  . Ces transformations naturelle s définissent un e adjonctio n entre 
KTetLT<. • 
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Remarque 4.3.18. Gardon s les hypothèses d u lenim e 4.3.17. Pour p  G  N, les carré s 
suivants : 

Spect^C) -^-> SpectJ(e) Spect ^C) Spectre ) 
I Ev.M Ev „ EXP Evp 

Rep($p, C) —Rep($ p , C ) C  •  $p, C 

commutent. E n passan t au x adjoint s à  gauche, on obtient deu x isomorphismes cano-
niques :  KT o  Suspfr ~  Susp / fr o K e t A V o S u ŝ  ~  Sus^ , ^ o A'. 

On termin e le s généralités su r le s spectres abstrait s par l a proposition suivante : 

Proposition 4.3.19. Soit  a  un  cardinal  majorant le  cardinal du monoïde On  sup-
pose que  C est  a-présentable au  sens de la définition 4-2.16  et  que le foncteur F  admet 
un adjoint  à  droite G qui  est a-accessible. Alors, la  catégorie Spectp (C) est  également 
a-présentable. 

Démonstration. —  La  catégorie Spect^(C) es t complèt e et cocomplète . D e plus, le s 
limites et colimites commutent aux Joncteurs d'évaluations Ev n :  Spect ^(C) >  C . 
La premièr e e t deuxièm e condition de la définition 4.2.1 6 sont don c vérifiées. 

Montrons qu'un (F,  <É>)-spectre X est /^-accessible si et seulement s i tous les Xn son t 
des objets /^-accessibles de C . Le foncteur hom(X , —  ) s'insère dans un e suite exacte : 

hom(X, -) •  rin€NhomRep(o„,e)(X„,Evn(-)) 

= 4 n „ € N hom e(FXn, Ev n + i (-)) 

Les Joncteur s F , Ev n e t Ev n commuten t au x colimites . D'autr e part , un e 3> n-
représentation es t «-accessibl e dès qu e l'obje t d e C  sous-jacent l'es t (voi r l a preuv e 
de l a proposition 4.2.20). I l vient qu e X es t a-accessibl e lorsque les X n l e sont . 

Pour l a réciproque, on remarque qu e le foncteur Ev n adme t u n adjoin t à  droite qui 
à un e ^-représentatio n A  associ e le (F , $)-spectre d n(A) défin i pa r : 

(d (A)) -l  on-pXv > G on-pXn si  p>n, 

où F i x ( $ n _ p , G°"  PA) désign e l'obje t invarian t relativemen t à  l'actio n d e 3> n_ p via 
la diagonale : 

*n - {(g-g)-  g  e *n-P} c  * „ _ p x  $n_ p -— > $n_ p x $n 

avec $ n-p opéran t su r G on p  pa r g  G $n - p ^  a{&F(g E n effet , soien t un (F , $>)-
spectre X  e t un e flèch e équivariante X n >  A .  La composée : 

X„ >  Gon-pFon-pXv >  Gon-pXn •  G on-p. 
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se factorise pa r l e sous-objet Fix(<E>n_p, Gon P A), étan t donn é qu e pou r g  G  $ n -p le 
triangle : 

V 
» Gon~p o  F on~p 

i — î 
g °g 

Qon-p J?on-p 
commute. Les flèches  X p >  {d n(A))p définissen t u n morphisme de (F, 3>)-spectres 
X >  dn(A) .  L'application h o m R e p ( < ï > f ) , e ) ( X n . A) >  h o mS p e c t * ( e ) ( X , d n(A)) 

ainsi obtenue es t l'invers e d e l'applicatio n évidente . 
Le foncteu r d n es t a-accessible , puisque c'es t l e cas des foncteurs G  et Fix(<J> n_p, —) . 

Si X es t u n (F , <Ê)-spectre fi- accessible, o n montre qu e l'obje t X n es t /^-accessibl e en 
évaluant e n un e colimit e (3-filtrante d'objet s d e l a form e d n(—). 

Il reste à  prouve r l a quatrième propriété. Ell e découle du fai t qu e l e foncteu r 

( 7 8 ) Sub / 3(X) >  Il  Sub,,(X n) 

est cofina l pou r tou t (F , 3>)-spectre X . O n peu t obteni r l a cofinalit é d e (78 ) en ap -
pliquant l e lemm e 4.2. 4 a u foncteu r £  :  № p >  QrdEns  qu i à  n  G  N  associ e 
Sub^(X n) (o ù les sous-objet s son t considéré s dan s Rep (^ n ,C) ) e t km  <n  associ e 
le foncteur X r n XG»o,i -», X | I G o n _ m ( — ) . Le s détails sont laissé s au x lecteurs . • 

4.3.2. Le s (F , <Ê)-spectres dans une catégori e de modèles . —  Dan s cette sous-
section, o n s e donn e un e catégori e d e modèle s (SDÎ , W . Cof, Fib). On suppos e alor s 
que F  es t u n endofoncteu r d e Quillen à  gauche de 9Jt qu i es t ^-symétriqu e a u sen s d e 
la définition 4.3.4 . O n not e G  l'adjoin t à  droite d e F . 

Définition 4.3.20. —  Soit  f  :  X  >  Y une  flèche de  SpectJ(OT) . 

1- On  dit  que  f est  une  équivalenc e faibl e (resp.  cofibration , fibration, ) nivea u pa r 
niveau si  pour  tout  n  G  N la  flèche f n :  X n >  Yn est  une  équivalence  faible 
(resp. une  cofibration,  fibration) de  la catégorie  de  modèles  dJl.  On  note  W n ^ (resp. 
Cof n i v , Fib niV) la  classe des équivalences faibles (resp.  cofibrations,  fibrations) niveau 
par niveau. 

2- On  dit  que  f est  une  cofibratio n projective (resp. une  fibratio n injective j lors-
qu'elle possède  la  propriété de  relèvement  à  gauche (resp.  à  droite)  relativement  aux 
fibrations triviales  (resp.  cofibrations  triviales)  niveau  par  niveau.  On  note  Cof p r o j 

(resp. Fibinj)  la  classe  des  cofibrations  projectives (resp.  fibrations invectives). 

On a  l a propositio n suivant e : 

Proposition 4.3.21. —  Supposons  que  la catégorie de  modèles 9JI est présentable par  co-
fibrations (voir  la  définition 4-2.39)  et  que le  foncteur G  est  accessible.  Supposons  éga-
lement que  pour (m , n)  G  N2 , les  morphismes de  groupes (/>m.n(—, 1) '• 3> m ^  $m+n 
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sont injectifs.  Alors,  les  deux  quadruplets  : 

(79) (Spectf(9K),W n i v,Cof p r o j,Fib n i l,) et  (Spect£(OK),Wniv, Cof niv,Fibinj) 

sont des  catégories  de  modèles  qui  sont encore  présentables  par  cofibrations. 

Démonstration. —  Soi t a  u n cardina l majorant celu i de $  te l qu e G  est a-accessibl e 
et 3J t a-présentable par cofibrations . On sait par l a proposition 4.3.19 que Spect J(9Jt) 
est a-présentabl e en tant qu e catégori e abstraite . 

Les axiome s ( M C I ) , ( M C 2 ) e t ( M C 3 ) son t vérifié s pou r le s deu x quadru -
plets (79) . Pour montre r le s axiomes restants , o n aura besoin d e distingue r le s deu x 
cas : 

Le cas de (Wniv, Cof proj, Fib niv). —  Les classes Fibniv e t Fibni t, fl Wniv coïnciden t 
respectivement avec : 

RLP{Sus£^(uo): p  e N et u0 e  CofQ f l W} 

et 
RLPjSus^Cu); p  G N et u G CofQ} 

On peut donc appliquer l'argumen t du petit objet (voi r la proposition 4.2.26) pour fac -
toriser une flèch e / d e Spect^(OT) en une flèch e dans CelljSuSp^^o); p  G N et uo  G 

C o f a f l W} suivie d'une fibration nivea u pa r niveau . D e même, on peut factorise r / 
en un e flèch e dans Cell{ SUSJ^(ÎX); peNetue  C o f a } suivi e d'une fibration  trivial e 
niveau pa r niveau . Ainsi , pour montre r l'axiome ( M C 5 ) , i l reste à voir que SiiSp^(ti) 

(resp. Susp^(tXo) )  est un e cofibratio n projectiv e (resp . une cofibratio n projectiv e tri-
viale) lorsque u  (resp . uo)  est un e cofibratio n (resp . une cofibratio n triviale ) d e $Jl. L e 
premier ca s es t clai r puisqu e l'o n a  défin i le s cofibrations projective s pa r l a propriét é 
de relèvement à  gauche pa r rappor t au x fibrations  triviale s niveau pa r niveau . 

Pour montre r le cas respectif, i l suffit d e vérifier qu e Sus^ 3,(1/0) est un e cofibratio n 
triviale nivea u pa r nivea u lorsqu e iio  est un e cofibratio n triviale . E n effe t cett e pro -
priété es t stabl e pa r push-ou t e t compositio n transfinie . A u nivea u n  >  p.  l a flèche 
S u s ^ ^ o ) es t donné e pa r Ind^" _ F o n _ p ( î i o ) . Cett e flèch e es t bie n un e cofibratio n 
triviale puisqu e F on~p es t u n foncteu r d e Quille n à  gauch e e t qu e </> n_PîP(—, 1) es t 
injectif. 

L'axiome ( M C 4 ) (e t plu s précisémen t s a second e moitié) s'obtien t e n appliquan t 
l'astuce de Joyal . Nou s avon s don c montré qu e l e triplet ( W n ^ , , Cof p r o j - , Fïbniv) es t 
une structur e de modèles sur Spect*(OT) . 

Le foncteur F  préserv e le s objets a-accessible s (voi r la proposition 4.2.9 ) . Il en es t 
donc de même des foncteurs Sus^^ . I l vient qu e les cofibrations projective s Sus^^(^ ) 
et Sus ^ 3,(1x0) son t d e buts a-accessible s lorsqu e u  e t UQ  le sont. Cec i montre l a troi -
sième propriété d e l a définitio n 4.2.39 . 

La second e propriét é d e l a définitio n 4.2.3 9 découl e d u fai t qu e le s cofibration s 
projectives sont des cofibrations niveau par niveau . E n effet , une cofibration projectiv e 
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est u n rétract d'un e flèch e dans Cell{SuSp <î>(i/-); p  e N et u e CofQ } . I l suffit don c 
de voi r que le s Sus^^w ) son t de s cofibration s nivea u pa r niveau. A u nivea u n  > p, 
cette flèche est donnée par Ind|" _ F ON-P(u0). I l s'agit bien d'une cofibration trivial e 
puisque F on~p es t un foncteur d e Quille n à gauche et que 0 n_ 7 ; ? p(—, 1 ) est injectif . 

Le cas  de  (W n ™, Cof n i ? ; . Fib^) . —  H suffit d e montrer l'égalit é : 

(80) Fîb inj =  RLP((Cofwil,)/3 H W niv) 

pour u n certai n cardina l fi.  E n effet , l'argumen t d u peti t obje t fourni t pou r 
une factorisatio n e n une flèche dan s Cell ((Cof niV)/3 P i W n j v ) 

(resp. Ce\l ((Coîniv)fj)) suivi e pa r une flèche dan s RLP ((Cofni l,) jg D  Wniv) (resp . 
R L P ( ( C o f n ™ ) / 3 ) ) . L'axiom e (MC5) sera satisfait s i l'on sait qu e RLP ((Cof ni V) /j) C 
W n i v H  Fîbinj. L'inclusio n RLP ((Cofn^,)#) C  Fib i nj découl e de (80). L'inclusion 
RLP((CofniV) /g) C  Wniv es t vraie dè s que fi > a. En effet , o n a vu dans la première 
partie de la preuve que Cof p r o j C  Cofniv e t que LLP((Cofp r oj) t t) =  Fib niv nW niv C 
W n ^ . O n applique encor e une foi s l'astuc e de Joya l pou r obteni r l'axiom e (MC4). 

Dans la suite, o n supposera qu e fi majore l e cardinal d'un e petite catégorie équiva-
lente à 9Jla e t qu'il est d e la forme 2V pour v > a  (comme dans la proposition 4.2.41) . 
Pour montre r (80) , on utilisera les techniques développée s dans la sous-section 4.2.3. 
Soit donc / :  X  >  Y un e flèche dans R L P ( ( C o f n ™ ) / 3 f l Wn ^ ) . O n montrera que 
/ possèd e la propriété d e relèvement à  droite pa r rapport à  toutes les cofibrations 
triviales nivea u pa r niveau . 

Soit un carré commutatif dan s Spect£(9Jt) : 

A >X 
/ 

B >  Y 

avec u une cofibratio n trivial e nivea u pa r niveau . Pou r chaqu e n G N, on fixe un relè-
vement r n :  B n > • $Cof(un) comm e dans le cas respecti f d e la définition 4.2.45 . 

On considèr e l'ensemble S  des classes d'isornorphismes d e familles (v n, an)nen ave c : 
- v n :  A N >  Tn un e sous-flèch e r n-normale d e co(u n) (voi r l a défini -

tion 4.2.51) , 
- a n :  s(T n) >  Xn u n relèvement partie l : 

A n 

a„ 
s{v„) 

s{Tn)'- >B TI 

 

^ X n 

fn 
->Yn (où s(Tn) est le sous-objet Tn x*rt)f(u„).r„ Bn)
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et vérifian t le s conditions suivantes : 
(i) L a famill e (s (T n ) ) n G N défini t naturellemen t u n sous-(F , -spectr e s ( ( T n ) n G ^ ) 

de B . E n d'autre s termes, l'actio n d e <ï> n sur B n préserv e s(T n) e t l a composée 
F(s(Tn)) >  FB n >  Bn + i s e factorise à  travers s ( T n + i ) , 

(ii) L a famille (a n)nen défini t u n morphism e d e (F , 3>)-spectres s((T n)nen) — > B. 
Cet ensembl e es t naturellemen t ordonn é pa r l a relatio n suivant e :  (v n,an)ne?$ < 
{v'n,af

n)neN s i pou r tou t n  G  N, l a sous-flèch e v n es t majoré e pa r v' n e t s i l a res -
triction d e a' n à  s(T u) es t égal e à  a n. D e plus, tout e chaîn e d e S  es t majoré e pa r s a 
colimite (pa r l a propositio n 4.2.54) . Pa r l e lemme d e Zorn , ce t ensembl e adme t de s 
éléments maximaux . Dan s l a suite , nou s fixons un élémen t maxima l (v n,an)nef$ dan s 
S\ O n montrera que T n ~  $ Cl)f(un). Cec i terminera la preuve d e la proposition . 

On considère le diagramme suivan t dans QrdEns  (voi r l a définition 4.2.56 ) : 

n „ G N SpSubf» (u„|r„) =4 UneN  Sub0(un) 

( 8 1 ) ° | | * 
lineage*,, S u M"») 

avec : 
- P  l e foncteu r qu i à  un e famill e d e sous-flèche s (^J ?)nGN associ e l a famill e 

(«n XG(u„.+i) G(l4+l))n€N, 
- Q  l e foncteur qu i à  un e famill e (u' n)n^n associ e la famill e (wjjng^ge*,^ 
- R  l e foncteur qu i à  une famill e {u' n)n^n associ e la famille (g  o u f

7l)nen,ge$n, 
Le lecteu r vérifier a facilemen t qu e le s hypothèse s d u lemm e 4.2. 4 son t satisfaite s (i l 
faut bie n entendu utilise r le lemme 4.2.57). Il vient qu e la limite £ d u diagramme (81) 
est cofinal e dans IlneN S p S u b ^( u n \ r n ) . U n calcul immédiat montr e qu e £ es t for -
mée des famille s (u' n :  A^  >  B ' t ) neN tel s que : 

1. u' n es t un e sous-flèch e r n-spéciale d e u n qu i es t orthogonal e à  v n, 
2. Le s sous-objets A f

n e t son t stable s par l'actio n d e 3> n sur A n e t B n respec -
tivement, 

3. O n a  de s isomorphisme s A ^ ~ A n X G ( A T I + I ) G(A' n+l) e t eN) = s{{Tn)neN 
G(B'n+1). 

Il vient en particulier, qu e les familles (AjJ n 6 N e t (BjJ n € N définissen t de s sous-(F, $ )-
spectres A 7 e t B ' d e A e t B . 

Considérons le s sous-flèches v' n :  A' n >  Tn ave c T' n —  Tn x $ r f (Un) ®c {)f(un)' 
Comme u' n es t orthogonal e à  v n, l a sous-flèch e v' n d e co(u' n) es t normale . E n parti -
culier, s(T n) >  B'n es t un e cofibratio n triviale . D'autr e part, la famille s ( T r ' ) n G ^ 
forme u n sous-(F , $)-spectre d e B ' qu e l'o n noter a s ( ( T ^ ) n G ^ ) . O n a  évidemmen t 
s{{T;i)neN) = s{{T n)neN)><BB'. 
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Etant donn é qu e s ( (T^ ) n G ^ ) >  B' es t un e cofibratio n trivial e nivea u pa r ni -
veau e t d e but /^-accessible , on peut trouve r u n relèvemen t dan s le diagramme : 

s(TO n G N) •  s((r n) l l € N) X 

... •  /  = (/n)n 
B' - • B  •  Y 

Par l a propositio n 4.2.55 , la famill e ( A n — > T n JJ T, $ C{)f{u'n),an U  /n ) n eN fourni t u n 
majorant d e (v n, a n)ne^. Pa r maximalité , o n voi t alor s qu e 3 >C o/(^n) e s t u n sous -
objet d e T n. Comm e £  es t cofina l dan s llne N ^ u b ^ ^ n) o n dédui t immédiatemen t 
que T  =  $ C O / ( I É ) . • 

Définition 4.3.22. —  Gardons  les hypothèses  de la  proposition  4.3.21. Le  triplet 
( W n i v , Cofp r o j , ¥\h niv) est  appelé  la  structure  de  modèles  projectiv e instabl e 
sur SpectJ (9JÏ). Le  triplet  ( W n ^ , C o f n ^ , Fib^-) est  appelée  la structure  de 
modèles injectiv e instabl e sur  Spectf .(9Jt). On  notera  Ho n^(SpectJ(9Jl)) = 
Spect*(fH)[W;2]. 

À parti r d e maintenant, l a catégori e de modèles 9JI sera supposée présentabl e pa r 
cofibrations e t l e foncteur G  accessible . Sauf mentio n explicit e du contraire , tou s le s 
monoïdes et c auron t le s morphisme s 0 m , n ( l , — ) , (j) f

rnn(l,— ) , et c injectifs . O n 
se concentrera surtou t su r l a structure projective de SpectJ (9Jt). Noton s l e résultat 
suivant qu i a  été établ i a u cour s de la preuve d e l a proposition 4.3.21. 

Corollaire 4.3.23. —  Les  cofibrations projectives de  sont  des  cofibrations niveau par 
niveau. En  particulier,  si  971 est propre à  gauche, il  en  est  de  même  de  Spec tf (9Jt) 
munie de  sa structure  projective  instable  ou  de  sa structure  injective  instable. 

Notons les lemmes suivants : 

Lemme 4.3.24.  —  Pour  p  G N, l'adjonction  (SusÇ^,Ev p) :  SpectJ(OJt ) >Wl 
est une  adjonction  de  Quillen  relativement  à  la  structure  projective  instable  sur 
Spect£(9Jl). 

Démonstration. —  E n effet , l e foncteur Ev p envoi e les fibrations e t le s équivalence s 
faibles nivea u pa r nivea u su r de s fibrations e t équivalence s faible s d e 9JI . • 

Lemme 4.3.25.  —  Soient  un  rnonoïde gradué dans la catégorie des  groupes et F' un 
endofoncteur de  Quillen  à  gauche 3>'-symétrique et  tel  que  son adjoint  à  droite G' est 
accessible. On  suppose  donnés  un  morphisme  de  monoïdes gradués  $  >  <£'  ainsi 
qu'une transformation  naturelle  F  >  F' qui  est  $-équivariante.  Alors,  le  couple 
( O u b ^ ^ ,  (Ff,$r) ®F,<Ï > — )  est  une  adjonction  de  Quillen  relativement  aux  structures 

projectives instables  sur  Spectf(3R ) e*Spect£,(SDt) . 
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Démonstration. —  E n effet , l e foncteur Oub^^ f préserv e le s équivalences faible s e t 
les fibrations  nivea u pa r niveau . • 

Lemme 4.3.26. —  L'adjonction  :  SpectJ(!9Jt ) >  SpectJ.(9JI) est  une 

adjonction de  Quillen  relativement  à  la structure projective  instable  sur  Spectf. (9Jt). 

Démonstration. —  E n effet , s _ préserv e le s équivalences faible s e t le s fibrations  ni -
veau par niveau . • 

Lemme 4.3.27. —  On  suppose  donnés  deux  catégories  de  modèles  9JI et  9JI'  présen-
tables par cofibrations  ainsi  que  des  endofoncteurs  &-symétriques  F  et  F'  qui  sont 
des joncteurs  de  Quillen  à  gauche  ayant  des  adjoints  à  droite  accessibles.  Soit K  : 
SDT >  SDÎ' un  Joncteur de  Quillen  à  gauche muni  d'une  transformation  naturelle 

r :  F'  o  K ——>  K o  F inversible  et  $-symétrique (au  sens  de  la définition 4-3.16). 
Alors le  foncteur : 

KT :  SpectÊ(aK ) •  Spect^îW) 
est un  foncteur de  Quillen  à  gauche relativement aux  structures projectives  instables. 

Démonstration. —  Soi t L l'adjoint à  droite de K e t r' comm e dans le lemme 4.3.17. Le 
prolongement K T adme t pou r adjoin t à  droit e l e prolongement L T>. I l es t immédia t 
que L r> préserv e le s fibrations  e t le s fibrations  triviale s nivea u pa r niveau . D'o ù l e 
résultat. • 

Soit X  u n obje t d e 97 1 e t p  u n entie r naturel . O n a  Evp+ipSus^^X) ] = 

Oubf" + 1 ( I n d ^ + 1 F(X)).  L e morphisme évident F{X)  •  Oubfp + 1 ( I n d ^ + 1 F(X)) 
correspond par adjonctio n à  u n morphism e : 

(82) u? x :  SUB? £ (F(X)) •  Sus?. 

On not e &  (resp . âêp)  l a class e de s flèche s u) p

x ave c p G  N e t X  u n obje t cofibran t 
(resp. et /^-accessible ) de SDt. On notera W. # (resp . W^ J l a classe des ^-équivalences 
faibles (resp . ^-équivalences faibles ) (voi r la définition 4.2.64) . Par l e lemme 4.2.65, 
ces classe s peuven t êtr e définie s relativemen t à  l a structur e projectiv e o u injectiv e 
instable. 

Lemme 4.3.28. -  - On  suppose que  9DÎ est propre à gauche, présentable par cofibrations 
et que  G est  accessible.  Pour  [i  suffisamment grand,  on  a  =  W # . 

Démonstration. —  O n utiliser a libremen t l'existenc e d e l a localisatio n d e Bous -
field (voi r l e théorèm e 4.2.71 ) de l a structur e projectiv e (o u injective ) instabl e su r 
SpectJ (3JI) suivan t l a class e essentiellemen t petit e âf.^.  I l suffi t d e montre r qu e 
UJ\ G  W f̂ v pou r X  u n obje t cofibran t d e 93Î . Dans l a suite , l e cardina l /3  sera pris 
comme dans la proposition 4.2.41. 
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Soit r  :  X  >  3> c/ ( )(0 — • X) un e rétractio n comm e dans l a définitio n 4.2.45 . 
Rappelons qu e NormSub(r :(0 — > X)\r) es t l a catégori e de s sous-cofibration s r -
normale 0  >  T d e 0  > > $ c f l ) (0 - * X) (voi r la définitio n 4.2.51) . 

On considèr e l'ensembl e ordonn é form é de s classe s d'isomorphisme s d e sous -
cofibrations r-normales 0  y  T d e 0  >  ( 0 — > -X") ?  tell e que ou^  £ W , ^ . 
Toutes le s chaîne s totalemen t ordonnée s d e ce t ensembl e son t majorée s pa r leu r 
colimite (pa r l a propositio n 4.2.54) . Pa r l e leinin e d e Zorn , ce t ensembl e adme t de s 
éléments maximaux . 

On fixe un élément maxima l 0  >  T .  On va prouver que T ~  $ c / ( , (0 — > X). E n 
effet, dan s le cas contraire, o n peut trouve r pa r l e lenime 4.2.57 une sous-cofibration : 

U >  V 

T >$ c/lJ(0 -> X) 

avec U  et V  cofibrant s e t /^-accessible s et tell e qu e 0  — > T  JJ^ F  =  T f es t encor e une 
sous-cofibration r-normale majoran t strictemen t 0  — > T . Comme cjj^ et cj y son t dans 

on dédui t qu e u;£ , es t encor e dans W , ^ . E n effet , o n peu t regarde r l e triplet 
(UJ^J, ujy, ujj,) comme une équivalence faible entre deux objets cofibrants de la catégorie 
de modèle s r  (Spect?(9Jt) ) muni e d e s a structur e de Reed y déduite d e l a structur e 
^/3-localisée. L e résultat découl e alors d u fai t qu e l a colimit e de l~-diagramme s es t 
un foncteu r d e Quillen à  gauche . Cec i contredit l a maximalit é d e 0  — > T.  • 

Le lemme 4.3.28 et l e théorème 4.2.7 1 montrent l'existenc e de s .^-localisations d e 
Bousfield de s structures instables su r Spect ? (OT). 

Définition 4.3.29. —  On  suppose  que  est  propre  à  gauche,  présentable  par  cofi-
brations et  que  G est  accessible.  La  structure  projective (resp. injective j stabl e sur 
Spect?(9Jt) est  la  localisation  de  Bousfield  de  la  structure  projective (resp. injec-
tive) instable  de  la  définition  4-3.22  suivant  la  classe  On  note  W st la  classe  des 
âê-équivalences faibles  qui  seront alors  appelées les équivalences stables. On  note éga-
lement Fïb proj-st (resp.  Fibinj-st)  la  classe des M-fibrations projectives  (resp.  injec-
tives) qui  seront appelées  les fibrations  stable s projective s (resp.  injectives / On  pose 
finalement H o s f (Spec t ?(OT)) =  Spec t ? (OR) [ W ; ;1 ] . 

On a  une descriptio n simpl e des objets ^-locaux de Spec t? (971) : 

Proposition 4.3.30. —  Un  objet fibrant niveau  par niveau X de  Spec t? (9Jt) est  -local 
si et  seulement si  pour tout  n  G  N le  morphisme obtenu  par adjonction  du  morphisme 
d'assemblage : 

(83) X n >  GXn + i 

est une  équivalence  faible. 
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Démonstration. —  L a condition est nécessaire . E n effe t pou r tou t A  cofibran t d e 9Jt , 
on a  : 

7r 0 (Sus^(A) ,X)=7ro(A ,X J , ) 
Ainsi, pour X un (F , $)-spectre ^-local 7TQ(A, Xn ) ~  7ro (F(^4), Xn + i ) ~  TTO (A, G X n + i ) . 
Par l e lemme de Yoneda appliqué dans Ho(9Jt), on déduit qu e (83) est une équivalence 
faible. 

Montrons qu e l a conditio n es t suffisante . Soi t X  u n (F , $)-spectre fibrant nivea u 
par nivea u tel que (83) est un e équivalence faible pour tout n  G  N. Il s'agit de montrer , 
pour /  G  VocO^)' que l'applicatio n iro(f :X) es t bijective . 

Étant donn é un e flèche u :  A  >  B ,  on notera UJV  l a flèche : 

(sw$£(F(B)) U  Sus^(A) ) y  Sus^(fl) 
Suŝ (F(A)) 

On vérifi e immédiatemen t qu e V (u;£) =  ^y (u) c m i ï t e à  choisi r convenablemen t le s 
objets cylindres . Étant donné que UJ v

x = w p

0_>x, o n voit que /  es t d e la forme ou? ave c 
u :  A  >  B un e cofibratio n entr e objets cofibrants . 

Se donner un e flèche : 

7 : (Sw#ï  (F(B)) II Sn^(A) 
Suŝ (F(A)) 

->x 

équivaut à  se donner u n coupl e de flèches (75 :  F(B) — * X n + I , 7 A :  A — > X„) tel qu e 
le carr é suivant : 

F(A)-^FXn 

F(u) 
F(B)-^XP+1 

commute. Ceci , équivau t à  se donner u n carr é commutât if : 

7 
A — > X N 

B- •n+l 
De même , se donner un e homotopi e à droite entre deux telles flèches 71 et 7 2 revien t 
à se donner un e homotopie à droite dans la catégorie de modèles H0M(1,9JÏ) (pou r la 
structure de Reedy de la proposition 4.1.53 associée à l'ensemble ordonné 1 = { 0 < 1}) 
entre les deux flèches : 

4 •  Х„ A—^Xn 

B -7i -¥ GX ? l + i B- 72 
GX„+i 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2007 



242 CHAPITR E 4. LA CONSTRUCTIO N DE 2-FONCTEURS HOMOTOPIQUES STABLE S 

On a  donc un isomorphism e canonique : 

7To( (sus^(F(£) ) ] J Sus^(A )Y X J ~ 7 r 0 ( A ^ £ , X N - + G X N + 1 ) 
\ \ Sus ^(F(A)) /  / 

Il suffit alor s d e montrer qu e le morphisme canoniqu e : 

7ro(B,XN) >ir 0(A - > B,Xn - > G X n + i ) 
est inversible . Ceci est vrai , étant donné que la flèche évidente ( X N =  X N ) — > ( X N — > 
G X n + i ) es t un e équivalenc e faible dans HOM(1.9Jt). • 

Définition 4.3.31. - — C /n (F, <È>) -spectre X  es £ appelé un  ŒF,<Ï > -spectre simplement 
Œ-spectre,) si  pour  tout n  G  N , la  flèche  X N •  R G X n + i es £ inversible  dans 
Ho(SDÎ). 

Ainsi, le s objet s fibrant s d e (Spect * (SDt). Ws t . Cofp r o j , F i bp r 0 j _ s t ) son t le s re -
spect res fibrant s nivea u pa r niveau . 

Lemme 4.3.32. —  Soient  <ï> 7 un  monoïde  gradué dans la catégorie  des groupes  et 
F' un  endofoncteur  de  Quillen  à gauche  &-symétrique et  tel  que  son  adjoint  à 
droite G' est  accessible.  On  suppose  donnés un morphisme  de monoïdes  gradués 
<È> >  & ainsi  qu'une transformation naturelle  $-équivariante  F >  F1 tel 
que F(X)  >  est  une équivalence faible pour tout X cofibrant  de  Wl. Alors, 

le couple (Oubp^  ,  ( F7 , $ 7 ) ®F,<I > —  ) est  une  adjonction de  Quillen  relativement  aux 
structures projectives stables  sur  Spect J.(9Jt) et  Spect (OT) . 

Démonstration. —  Par l a remarqu e 4.2.59 , i l suffi t d e montre r qu e le s flèche s 
(F7,<I>7) ® F,<Ï> w v

x

 s o n t de s équivalence s stable s pou r tou t p  G  N  e t X  G  Ob(9Jt ) 
cofibrant. Pa r l a remarqu e 4.3.1 2 on a  de s isomorphisme s d e foncteur s (F 7,<ï>7) ® F,<Ï> 
(Sus^^(—)) ~  Sus^ / $/(—) . Modul o ces identifications, l a flèch e (F 7,<I>7) (8>F,<Ï> ^X S E 

factorise d e l a manière suivant e : 
p 

Sus^,(F(X)) >  Susp+^(F'(X)) Sxisp

F,^(X) 

Il suffi t don c d e prouve r qu e l a premièr e flèch e ci-dessu s es t un e équivalenc e faibl e 
niveau pa r niveau . Cec i est bie n l e cas puisque Sus^t^, / es t u n foncteu r d e Quille n à 
gauche e t qu e F(X)  >  F f(X) es t un e équivalenc e faible entre objets cofibrants . 

• 

Lemme4.3.33. —  L'adjonction  (s+,s_ ) :  SpectJ (9Jl) >  Spect*(£01) est  une 
adjonction de  Quillen  relativement  à  la structure projective stable  sur  Spectf -(9Jl). 

Démonstration. —  O n sait que s_ ) es t un e adjonctio n d e Quillen pour le s struc-
tures projectives instables . L e résultat découl e alors d e l a remarque 4.2.5 9 et d u fai t 
que .s+(^x ) = P o u r P^Net  X  e 0b(9K). • 
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Lemme 4.3.34. -• - On  suppose  données  deux  catégories  de  modèles  97 t et  971 ' pré-
sentables par  cofibrations  ainsi  que  des  endofoncteurs  asymétriques  F  et  F'  qui 
sont des  Joncteurs de  Quillen  à  gauche ayant  des  adjoints  à  droite  accessibles.  Soit 
K :  97 1 >  971' un  Joncteur  de  Quillen  à  gauche  m,uni  d'une transformation  na-
turelle T  :  F'  o  K—^4A'oF inversible  et  ^-symétrique  (au  sens  de  la  défini-
tion 4-3.16).  Alors,  le  Joncteur : 

Kr :  Spect̂ OW ) •  Spectf:(97t') 
est un  Joncteur de  Quillen  à  gauche relativement  aux  structures projectives  stables. 

Démonstration. -  E n utilisan t l a remarqu e 4.3.1 8 o n voi t qu e K T((Jx) — ^ K ( X ) 
pour p  G  N e t X  G  Ob(9Jt) . L e résulta t découl e alor s d u lemm e 4.3.2 7 e t d e l a 
remarque 4.2.59 . • 

Notons également l e résultat suivan t : 

Proposition 4.3.35. —  Si (F,  G) est  une  équivalence  de Quillen  alors  l'adjonction : 

(Sus^, Ev0) : 971 •  Spect£(97t) 

est une  équivalence  de Quillen lorsque Spect% (971) est  munie de  sa structure projective 
stable. 

Démonstration. —  L e couple (Sus^^, Evo) es t un e adjonctio n d e Quille n pa r 4.3.2 4 
Montrons que le morphisme d'unit é : 

(84) 1  •  REv0 o LSus£f* 

est inversible . Soi t donc XQ un obje t cofibran t d e 971 . Comme F onXo es t cofibran t e t 
que (F , G) es t un e équivalenc e de Quillen , l e morphisme d'unit é : 

FonX0 >  RGF ON^X0 

est inversibl e dans Ho(97l). I l vient qu e le (F , 3>)-spectre Sus^^(Xo) es t u n Q-spectr e 
au sen s d e la définitio n 4.3.31 . Choisissons une cofibratio n trivial e nivea u pa r nivea u 
SuSp^(Xo) >  R ave c R fibrant  nivea u par niveau . Le spectre R  es t alor s fibrant 

relativement à  la structure (W. S£, C o f p r o j , F i b p r o j _ s t ) . L e résultat est maintenant clair 
puisque l'évaluatio n d e (84 ) en XQ  est donné e par XQ  •  Ro • 

Il reste encore à démontrer qu e l a counité : 

(85) LSus ^ o  REv0 X •  X 

est inversible . O n peu t suppose r qu e X  es t fibrant  relativemen t à  ( W s £ , C o f p r o j , 
Fibproj-st). I l suffi t d e montrer qu e l e morphisme L F o n X o >  Xn es t inversibl e 
dans Ho(971) pou r n  G  N. Ce morphisme s e factorise d e la manière suivant e : 

(86) L F o n X 0 •  L Fo n G o n X n >  Xn 
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La flèche de droite de (86) est inversible. En effet, il s'agit de la counité de l'équivalence 
de Quillen (F, G). D'autre part, la flèche X 0 >  G ° " X n es t une équivalence faible. 
Comme L F o n envoi e les équivalences faibles sur des isoinorphismes, la flèche de gauche 
de (86 ) est égalemen t inversible . La proposition est démontrée . • 

Pour r  G  $ 2 , o n not e T ( W ) G  &n+i l'élémen t T\  . .. rn ave c =  0 i - i , 2 . n - i ( l ? T, 1) 
l'image de r  pa r l e morphisme : 

0t-l,2,n-i(l, -, 1 ) :  $ 2 = 1  x $ 2 x  1  y  x  $ 2 x  $ n_i >  $n + i 

Définition 4.3.36. —  L'élément  r  G  $ 2 es £ dz£ symétrique lorsque  pour tout  g  G  $ n  

on a  ; 

(87) T {n).<pnA(g, 1 ) = 0i . n(l,^).r ( n ) 

0n ,m : $ m x $ n y  ^m+n désigne  le morphisme structural  du  monoïde 

Exemple 4.3.37. -  L a transpositio n r  =  (12 ) G  £ 2 e s t u n élémen t symétriqu e d u 
monoïde de s groupe s symétrique s E  (voi r l'exempl e 4.3.1) . E n effet , l a permutatio n 
T ( N ) es t égal e au produi t de s transpositions : 

(12)(23)... (n - 1 , n)(n, n + 1) = (1,2,3,... , n, n + 1) 
En particulier , s a restriction à  {1 . 77 } es t donné e par i  ^  i  + 1 . I l vient qu e pou r 
g G En , 01 1 a r [n)(g •!)  =  (!.•  g)r [n). 

Si r  G  $ 2 est u n élémen t symétrique , l a transformatio n naturell e a/r(r ) : 
FoF >FoF  es t ^-symétriqu e a u sen s d e l a définitio n 4.3.16 . E n effet , l a 

relation (87 ) se traduit pa r l a commutation d u diagramm e : 

/ / A A  r „ / / *  A  r„_ i n  / / *  A 
F o •  • •  o F o  F >  I F o •  • • o F o  Fo >.. . •  F o F  o •  • •  o F 

<l>n.i{g, 1) 01.77.(1,.9) 

F o •  • o F I  o F —I F  o •  • • o F I  o Fo V  . .. —F o  | F o •  • o F 

On e n dédui t u n foncteu r F T :  Spectp (9Jt) >  Spectf-(9JI) .  Comm e r  es t u n 
automorphisme, F T es t u n foncteu r d e Quillen à  gauche relativement au x structure s 
projectives instable e t stable (pa r le lemme 4.3.17). L'adjoint à  droite de F r es t donn é 
par G T> avec r' =  ar~1 :  F  o  G >  G o F . 

Soit X  u n (F , <î>)-spectre. L e (F.  <I>)-spectre F r X es t donn é a u nivea u n  pa r 
( F r X ) n =  F X n . Montron s que les flèches composées de : 

(88) 7 x v M  v 

F X n >  X n + i >  X . / 7 + i 
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définissent u n morphism e de (F . <ï>)-spectres F TX >  s_X .  Remarquons d'abor d 
que la composé e (88 ) est $„-équivariante . En effet , pou r g  G  $n o n a un diagramm e 
commutatif : 

Z7Y _J2L̂ Y ( " U 
r JS.,, >  A.,J + i  >  A|, + i 

FX 
©î.M-i/) <;>n.t(g. i) 

T(") 

Il reste à montrer qu e (88) commutent aux morpliismes d'assemblages. Ceci se traduit 
par l a commutation du diagramm e : 

F(F(X„)) F(X I I +i) •  F(XI I + 1 ) 

FoF(XN) x„ -> x„  +i r,x 

F o F(X„ ) F(X I I + 1 ) -^ -> X „+ 2 ^ \ X n + 2 

Il est facil e de voir que 0i .„+i( l . ri) =  77+ 1 ave c r7;+i considér é dans 3 >n+2. On dédui t 
immédiatement l a relation T( n+i) =  02.n( ^ ^(n)) - Cec i perme t d e diviser 
notre diagramm e e n deux parties : 

F(* ) 
F ( F ( X „ ) ) ^ > F ( X „ . + 1 

2.п(тЛ)\ 

FoF(X„) 

r 

F o F ( X f ) ) — > F ( X , I + 1 

) 

(D (2 ) 

Fh'vì л х Ф2 .п(тЛ)\ ÓI.„+I(1.T-)) 
) >  X / f + 2 < Х 7 } +2 > X 

>F(X, , + 1 ) 

7x 

?»+2 
La parti e (2 ) es t commutative puisque le s morphisme s d'assemblage s son t équiva -
lants. De même, la partie (1) commute puisque la composée FoFXn — • F Xn + i — • 
X n + 2 es t $ 2 x ^n-équivariante . O n notera tT :  F r > S- l a transformation natu -
relle définie par (88). 

Théorème 4.3.38. —  On  suppose  Vexistence d'un élément  symétrique  r  G  $2- On  a 
relativement à  la catégorie de  modèles (Spect*(9JI), W s f , Cofproj, Fïb proj-st) '• 

1- L'adjonction  (s+,,s_ ) :  Spect * (OT) >  Spect*(9JÏ) est  une  équivalence  de 
Quillen. 

2- L'adjonction  (F T ,G r / ) :  Spect * (9Jt) > • Spect* (9Jt) est  une équivalence de 
Quillen. 
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S- La  transformation  naturelle  t T :  F T >  s- induit  un isomorphisme  : 
LFT Rs _ . 

Démonstration. —  I l est clai r qu e les deux foncteurs s-  e t G T> commutent. O n not e 
A = S-  o  GT> — G ri o  S— leu r composition . On dispose d'une transformatio n naturell e 
À : 1  >  A obtenu e en prenant l a composée : 

ri t T 1 —G T f o  Fr ——> GT, o s_ 

Pour u n (F , $)-spectre X e t n  G  N, la flèche  X n >  A ( X ) n es t l a composée : 

(89) G (7x) G( r(n)) 
^ X n •  G(FXn) - l l ^ G X n + 1 —U G X n + 1 

Comme l a flèch e G ( r ^ ) d e (89 ) es t inversible , le s deu x condition s suivante s son t 
équivalentes pou r u n (F , $)-spectre X  fibran t nivea u pa r nivea u : 

- X  es t u n 12-spectr e i.e. fibrant pou r l a structaure (W s t , C o fp r o j , Fïb proj-st), 
- L e morphisme X  >  A(X) es t un e équivalenc e faible nivea u pa r niveau . 

On e n dédui t qu e l a transformatio n naturell e À  :  1  >  RA es t inversibl e puis -
qu'elle se calcule sur le s spectres fibrants pou r la structure ( W s £ , C o f p r o j , Fib proj-st)-
Comme A = G T/ o  s_ =  s _ o  Gr / , on obtient ains i deu x isomorphismes de foncteurs : 

1 — R G T / o  Rs- e t 1  ——• Rs _ o RG T> 

Ceci montre que RG T ' et Rs _ sont des équivalences de catégories. Les autres assertion s 
sont alor s immédiates . • 

4.3.3. Comparaiso n de s spectres . —  Soi t SDÎ une catégori e de modèles propre à 
gauche et présentabl e pa r cofibrations . Soient $  e t deu x monoïdes gradués dan s l a 
catégorie des groupes . On supposera ic i que les morphismes structuraux 

0m,n(-, -) :  $ m x $n •  $m + n e t 0^. n(-, -) :  3 ^ x  &n >  &m + n 

sont injectif s pou r (m,n ) G  N2 . Noton s qu e cel a impliqu e e n particulie r qu e <3> o — 
3>o ~ { 1 } . O n généralise l a définition 4.3.3 6 de la manière suivant e : 

Définition 4.3.39. —  Supposons  donné un  morphisme  de monoïdes  gradués  a : 
3> y  .  Un  élément a  G  4>2

 s e r a dit  symétriqu e relativemen t à  $  lorsque  pour 
n G  N et  g G  3>n la  relation suivante  est  satisfaite : 

o-(n)-(t>n,i(a(9)^) =  <l>i,n(h<*(g)).(T(n) 

avec <7( N) =  o\..  .o n pour  <r2- = fc-ij.n-iO--^  !)• 
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Le bu t d e ce paragraphe est d e démontrer l e théorème suivan t : 

Théorème 4.3.40.  —  Soient  F  et  F'  deux  endofoncteurs  <I > et  &-symétriques  de  9J t 
qui sont  des  fondeurs de  Quillen  à  gauche  admettant  des  adjoints  à  droite  acces-
sibles. On  suppose donnés un  morphisme  de  monoïdes gradués  a :  $  >  3> ' et  une 
transformation naturelle  $-équivariante  F  >  F' .  Si les  conditions suivantes  sont 
vérifiées : 

(i) Il  existe  un  élément  symétrique  r'  G  & 2 tel  que  a  —  ( r 7 ) - 1 est  symétrique 
relativement à 

(ii) Pour  X  un  objet  cofibrant  de  9JI,  le  morphisme  F(X)  >  F'{X) est  une 
équivalence faible, 

(iii) Le  fondeur  F' a :  Spectf,(9Jt ) >  Spectf, (Wl)  est  une  équivalence  de 
Quillen à  gauche, 

alors Uadjonction  ((F' , <g> F,* - , O u b £ i * ') :  Spect£(9R ) >  Spec t F , (9JÎ) est 
une équivalence  de Quillen  relativement  aux  structures projectives  stables. 

Remarque 4.3.41.  —  L a conditio n (i ) ci-dessu s es t automatiquemen t satisfait e pou r 
l'élément symétriqu e r  =  (1 , 2) G £2 puisque r - 1 =  r . 

L'adjonction ((F',&)  (£>F,<Ï > —, O u bF ^ )  es t bie n un e adjonctio n d e Quille n rela -
tivement au x structure s stable s pa r l e lemm e 4.3.32 . De plus , cett e adjonctio n d e 
Quillen s e décompose : 

, F'  ®F — ^  &  0cb — w 
Spectf (SK) >  Spectf,(9ïï) - -y Spect? , (SDt) 

Ainsi, l a preuv e d u théorèm e 4.3.4 0 se divis e e n deu x parties . O n trait e d'abor d l e 
foncteur —  (g) F F'.  O n montre plu s précisémen t l e résultat suivan t : 

Proposition 4.3.42. —  Soit  F  y  Ff une  transformation  naturelle  $-équivariante 
entre endofoncteurs  de  Quillen  à  gauche $-symétriques de  9JI qui  admettent  des  ad-
joints à  droite accessibles.  On  suppose que la flèche F(X)  >  F f(X) est  une équi-
valence faible pour X  G  Ob(9Jt) cofibrant.  Alors l'adjonction  : 

{F' ® F - , Oub£') :  Spectf^OK ) y  Spect£,(9Jt) 

est une  équivalence  de Quillen  pour les  structures projectives  niveau  par niveau  et  les 
structures projectives  stables. 

Nous aurons besoin de quelques lemmes préliminaires. Soi t G un groupe. Une flèche 
/ d e Rep(G , VJI) es t appelé e un e équivalenc e faible lorsqu e Oub f ( /) es t un e équiva -
lence faible de SDÎ . S i Oubf ( /) es t un e cofibratio n (resp . fibration),  nou s dirons que / 
est un e cofibratio n injective (resp . fibration projective) . On définit alor s les fibration s 
injectives (resp . cofibrations projectives) par l a propriété d e relèvement à  droite (resp . 
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à gauche ) pa r rappor t au x cofibration s injectives (resp . fibration s projectives ) tri -
viales. On obtient ains i deux structure de catégories de modèles (W, Cof^. Fib^) et 
(W, Cof p r o j - , Fibproj) sur Rep (G. 9JÎ). Le lecteur pourra consulter l a sous-section 4.4.2 
pour un e preuv e (dan s l e ca s plu s généra l de s préfaisceaux) . I l es t clai r qu e le s ad -
jonctions : 

( Indf .Oubf) :  m  >Rep (G,9Jt) 

et 
(Sus^,Ey_ ?J : Rep ($p.SDt) •  Spect£(0R) 

sont d e Quillen relativement au x structure s projectives su r Rep (G, 9Jt), Rep (4>7,, 9D?) 
et Spect£(tDl). 

Lemme 4.3.43.  —  Soit v  :  A  >  B une  cofibration  projective de Spectf.(9Jl ) de 
source projectivement  cofibrante.  Alors,  u  est  rétracte  d'une  flèche de  : 

Cell jSus^fa) : p  G  N et u  G  V] 

où ^  C C o f p r o j est  la  classe  des  cofibrations  projectives  de  sources  injectivernent 
cofibrantes. 

Démonstration. -  O n sait que v  est rétract e d'une flèche de source A e t qu i est dan s 
Cell{Sus^^(u); p  G  N e t u  G  Cof}. O n peu t don c suppose r qu e v  es t l a composée 
transfinie d'un e À-suit e : 

A =  A (0) •  A ( l ) . .. •  A(i/) >  A(u +  1 ) > . . . 

telle qu e pou r tou t v  +  1  G A, la flèch e A (z/) >  A{v +  1 ) es t u n push-out d'une 
flèche d e { S u s ^ ^ u ) ; p  G  N et u  G  Cof}. E n particulier , tou s le s A(v)  son t projec -
tivement cofibrants . I l suffi t don c de traiter l e cas où v  :  A  >  B es t l e push-out 
d'une flèch e Sus^( i t ) ave c u  :  C  >  D un e cofibratio n d e 9Jt . O n dispos e don c 
d'un carr é cocartésien : 

Sus^*(Indf "C) =  S u s ^ ( C ) A 

(90) Sus^( i / ) t . 

Sus'^Ind?"D) =  S u s ^ ( D ) B 

Les flèche s a  e t b  corresponden t pa r adjonctio n à  a  :  Indi 7 '(G) >A P e t b  : 

Indf p (D) » B P .  Étan t donn é qu e Ev ; j o  Sus^^ =  I n d ^ x $ =  id, on dédui t 

de (90 ) que l e carré : 

Ind*"(C)-^->Ap 

(91) 

Ind?"(I>) — l j-^B p 
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est cocartésien . E n particulier , v p es t un e cofibratio n projective de Rep (3>p, 9tt). No-
tons égalemen t qu e A P es t injectiveinent cofibrant . E n effet , pa r l e corollaire 4.3.23, 
le (F , <Ê)-spectre A  es t injectivemen t cofibrant . Cec i montre qu e v p G  cé?. O n factoris e 
le carr é (90 ) de la manière suivant e : 

Sus^(Indf*'C) 

SlJ&.flndf'D) S u s P (  >  SHá-,.Bp •  В 

Sus^^(a) 

(1) 

> SuSjr^̂ Ap • -> A 

(2) 

Le carr é (1 ) es t cocartésie n puisqu'i l es t l'imag e pa r l e foncteu r (commutan t au x 
colimites) Sus^^ d u carré cocartésien (91) . Ceci montre qu e (2 ) est cocartésie n i.e. v 
est u n push-out de Susp

F^(vP). L e lemme est démontré . • 

Lemme 4.3.44. -  On  garde les hypothèses de la proposition 4 -3.42. Pour  X  un  (F , $ )-
spectre projectivernent  cofibrant,  la flèche  X  >  OubF (F f %  X ) est  une  équiva-
lence faible niveau  par niveau. 

Démonstration. -  E n appliquan t l e lemme 4.3.43 à la cofibration projective 0 — » X, 
on voi t que Ton peut suppose r X  =  C oN IT I^aA^ ) o ù : 

A(0) =  0 >A (1) A{is) >  A(i/ + 1)- -> ... 
est une À-suite avec A(v)  -
N et u  G  cé>}. O n forme alors l e morphisme d e À-suite s 

(92) 
A(0) =  0 >... •  A(i/) 

» A(v +  1 ) u n push-out d'une flèche de {Sus^ ^(w) ; p  G 

Oub£,(F,<g>FA(0)) = 0-

->A(i/ + l )-

• Oub£' (F'®F A(i/)) -> Oub£'(F'<8F A(i/ + 1)) 

-» . . . 

Étant donné que ^ C  Cof p r o j . le s flèches  A(v)  >  A(v +  1 ) son t de s cofibration s 
projectives de (F <3>)-spectres . Le foncteur F't &p — préserve les cofibrations projectives 
et l e foncteur Oub £ préserv e les cofibrations niveau par niveau . I l vient que les flèches 
Oubp (F'  <S>F A ( i / ) ) >  0\\b F (F'  ®F A(v +  1) ) son t de s cofibrations nivea u pa r 

niveau. Ainsi , toutes le s flèches horizontales d e (92 ) sont de s cofibration s nivea u pa r 
niveau. Pa r l e lemm e 4.2.69 , il suffir a d e prouve r qu e le s flèches verticales son t de s 
équivalences faibles nivea u pa r niveau . 

On raisonn e pa r récurrenc e transfini e su r v  G  À. Lorsque v  =  0 , i l n 'y a  rie n à 
montrer. Lorsqu e v  es t limite , l e résultat découl e du lemm e 4.2.69 . Supposons donc 
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que v  —  ¡.1 + 1 . On fixe un carr é ce-cartésien : 

§mp

F,*(C) >A (i/) 
Susp

F$(u) 

SU«F^(D) >A (i/ + l ) 

avec u  G  fê.  E n utilisan t l'isomorphism e F ' 0 F SUS^ ^  ~  Sus^ , ^ (voi r l a re -
marque 4.3.12) on déduit u n carr é cocartésien : 

Oub£'Sus£, ^ ( C) •  Oubf (F' S 'F A(i/)) 

Oub£'Sus£, •  Oub£'(F' SF A (i/ +  1)) 

Étant donn é que 9JI est propr e à  gauche, i l suffit pa r l e lemme 4.3.45 de montrer qu e 
la flèche : 

(93) SUS_F.*(̂ ) >  Oub $'smp

F,#(U) 

est un e équivalenc e faibl e nivea u pa r nivea u pou r U  G  { C, D}  o u plus généralemen t 
pour U  u n obje t injectiveinen t cofibran t d e Rep (3>p, 9Jt). A u nivea u n  >  p,  l e mor -
phisme (93 ) est donn é par : 

Ind^” , x 4> pon-pjj . Illd<U,-»X<E p ron-pjj 

Comme l e morphism e d e groupe s <fi n-p,p es t injectif . e t qu e le s objet s F on P U e t 
pron-pjj s o n t cofibrants , i l suffir a d e prouve r qu e F on-pU >  F' on-pU es t un e 
équivalence faible . Cett e flèche se factorise d e l a manière suivante : 

pon-pjj y  pf 0 jpon-p-ljj  y  y  p/n-p-1 pjj y  p'on-pjj 

Le résulta t découl e du fai t qu e F(V)  >  F'{V) es t un e équivalenc e faibl e pou r 
V cofibrant , e t qu e F'  es t u n foncteu r d e Quille n à  gauch e (e t don c préserv e le s 
équivalences faibles entre objets cofibrants) . • 

Lemme 4.3.45. On suppose  donné  un  diagramme  commutatif  : 

B ^ — A - ^ C 

uAh—f B A! —C—* > C 

dans une catégorie  de  modèles  DJl  propre à  gauche. On  suppose  que  les flèches verti-
cales sont  des  équivalences  faibles et  que  b et b' sont  des  cofibrations.  Alors,  la  flèche 
B Y[ A C  >  B' Y[ A, C  est  une  équivalence  faible. 
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Démonstration. —  O n peu t forme r u n diagramm e commutati f : 

7—. <---b- ---A, -------- > D-------» C„ 

Bt~>', <---b-f --A'A , d! > D e' C 

avec d  et d' des cofibration s e t e  et e!  des équivalences faibles . Comm e 9Jt es t propre , 
les flèches horizontales d u carr é commutatif : 

B]1AD >B\1 AC 

B'UA> D ' > B'UA> C 

sont de s équivalence s faibles . I l suffi t don c de prouve r l e lemm e pou r D  e t D'  à  l a 
place de C e t C.  L e diagramme : 

7-, <--f->- ---A.(-I -> D„ 

B'<- V (Y 

définit un e équivalence faible entre deux objets cofibrants d e r  (9JI ) pour l a structure 
de Reedy (voi r la proposition 4.1.53) . Le résultat découle alors du fai t qu e la colimite 
est u n foncteu r d e Quille n à  gauche. • 

On peu t maintenan t prouve r l a proposition 4.3.42 : 

Démonstration de  la  proposition  4-3-4%*  —  Montron s d'abor d qu e l e foncteu r 
ROub F es t conservati f {i.e. détecte le s isoinorphismes) . Soi t / ' :  X ' >  Y' u n 
morphisme d e Ho u^.(SpectF,(9Jt)) (resp . Ho6.t(Spectf-/(9Jl))) tel qu e ROub F ( / ' ) 
est inversible . O n peu t alor s suppose r qu e / ' es t l'imag e d'un e flèch e entr e objet s 
fibrants nivea u pa r nivea u (resp . stablemen t fibrant) . Dan s le s deux ca s (instabl e e t 
stable), O u b F ( / ' ) est une équivalence niveau par niveau . Cec i montre que /' es t aussi 
une équivalenc e niveau pa r nivea u d e Spect F,(9Jt). 

Sachant qu e ROub F es t conservatif , i l suffit d e prouver que le morphisme d'unité : 

(94) 1  —ROubjT o  L(F' 0 F - ) 

est inversible . E n effet , étan t donn é que l a composée : 

ROub£' ROub£ ' o L(F' ®F -) o ROub£' — R O u b £ ' 
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est l'identité , o n déduit qu e ROub F (S)  : ROubF o  L(F' 0F - ) o  ROubF ROub F 

est u n isomorphisme . Comm e ROub F es t conservatif , o n obtien t qu e l e morphism e 
de counité L(F ' ® f - ) o ROub F 1  est auss i inversible . 

Le cas instable d e la proposition 4.3.42 est maintenan t facile . En effet , l e foncteu r 
O u b F préserv e le s équivalences  faible s nivea u pa r niveau . I l s e dérive don c triviale -
ment. Ainsi , l'inversibilité d e (94 ) découle directement d u lemm e 4.3.44. 

Le ca s stabl e demand e encor e u n pe u d e travail . Étan t donn é qu e tou t obje t d e 
Ho S f (Spect F(9Jt)) es t isomorph e à  un fi-spectre.  i l suffit d e prouver qu e : 

(95) X  —^ ROubj T (F' 0F X) 

est inversibl e ave c X  u n fi-spectre  projectivemen t cofibrant . L e lemm e 4.3.4 6 ci -
dessous affirme alor s que F'  0 F X es t u n fi F/.^-spectre étan t donné que Oub£ ( F ' 0 F 

X ) es t u n fi  F,<£-spectre puisqu e isomorph e dan s H o n i v (spectF (9Jt)) à  X  (pa r l e 
lemme 4.3.44) . 

Il vient qu'une équivalence stable F ' 0 F X  >  R ave c R un (F' , <I>)-spectre sta-

blement fibran t es t une équivalence niveau par niveau . Ceci montre que ROub^ ( F ' 0 F 

X ) ~  O u b F (F ' 0 F X ) et (95 ) est inversibl e pa r l e lemme 4.3.44. • 

Lemme 4.3.46. On  garde les hypothèses de la proposition 4 -3.42. Soit  X 7 un  (F', $ )-
spectre. Alors  X ' est  un  fi F/.d>-spectre si  et  seulement  si  O u b F X ' est  Q ,F&-spectre. 

Démonstration. —  Comm e O u bF préserv e les équivalences faibles niveau par niveau , 
on peu t suppose r qu e X  es t fibran t nivea u pa r niveau . Dir e que O u b F X  es t u n fi-
spectre, équivau t à  dire qu e pour tou t n  G  N. la composé e : 

x ; ------ g 7x ;,,+1----- > g x ;,+1 

est inversible . L'assertion d u lemme serait vraie s i l'on savait que G'{Y)  >  G(Y) 
était une équivalenc e faible pour tout Y  fibran t d e 9JI. En d'autre termes, i l nous fau t 
montrer qu e la transformation naturell e RG'  >  RG  es t inversible . Cett e dernièr e 
est l'adjoint e d e L F >  LF'  qu i es t bie n inversibl e puisqu e F  (A) >  F'(A) 
est un e équivalenc e faible pou r A  cofibran t d e 9Jt . • 

On traite maintenant la seconde partie du théorème 4.3.40 , i.e. le foncteur $ '0 $ —. 
Nous montrerons plu s précisémen t : 

Proposition 4.3.47. —  Soit  a  :  $  >  un  morphisme  de  monoïdes.  Soit  F  : 
9JI >  dJl un foncteur de  Quillen  à  gauche -symétrique  et  admettant  un  adjoint 
à droite  accessible.  On  suppose  que  : 

- //  existe  un  élément  symétrique  r'  G  3>2 ^  a u e °  —  es^ symétrique  relati-
vement à  3> , 

- Le  foncteur F a :  Spect F(9Jl) >  Spect F(OT) est  une équivalence  de Quillen. 
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Alors l'adjonction  &<j > —, Oubf )  : Spect F(97t) >  Spectf. (9Jt ) est  une  équi-
valence de  Quillen. 

Pour montre r l a proposition, nous avons besoin de faire un e digression pour intro -
duire les bispectres. Soit 6 une catégorie abstraite admettant les colimites pertinentes . 
On suppos e donnés deux monoïdes gradués e t unitaires $ =  ($ n)n€N et \ £ = (^ n)neN 
dans l a catégori e de s groupe s ains i qu e de s endo-foncteur s F  e t P  d e C  qui son t 
respectivement $  e t asymétriques . 

Définition 4.3.48. — Une  transformation  naturelle  a  :  F  o  P >  P o  F est  dite 
(\I>, $)-bisymétrique lorsque  la transformation naturelle  : 

pon 0 porri  y porri 0 ̂ o n 

déduite de  a,  est  & m-équivariante et  $ n-équivariante pour  tout  (m , n) G  N 2 . Ceci 
revient à  dire qu'elle est  \ £ m x  <& n-équivariante. 

La conditio n d e l a définitio n 4.3.4 8 es t vid e pou r n  =  0  o u r  =  0 . Noton s l a 
remarque suivant e : 

Remarque 4.3.49. —  Pour que la transformation naturell e a :  F  o  P >  P o  F soi t 
<Ê>)-bisymétrique. il suffit qu e que les deux transformations naturelle s : 

pon 0 p  y p  0 pon et  p  0 pm  y pm  Q p 

soient respectivemen t $ n e t \I> m-équivariantes. E n particulier , a  es t ^-symétriqu e 
au sen s d e l a définitio n 4.3.16 . Lorsque a  es t inversible , l a transformatio n o~~ l es t 
(<Ê, \P)-symétrique. I l vient qu e a~ l es t ^-symétriqu e a u sen s de la définition 4.3.16. 

Le lemme suivant es t un e évidenc e : 

Lemme4.3.50. -•-  Supposons  que  a  :  FoP  >PoF  est  .&)-bisymétrique. 
Alors, le  prolongement  P a :  Spect F(C) >  Spect F(C) est  naturellement  un 
endofoncteur \P -symétrique. 

On se donne une transformation naturell e (\I>, <É>)-symétrique a :  FoP  >  P o  F . 
Par l e lemme 4.3.50 on peut considére r l a catégori e Spectp^ (SpectF(C)). U n obje t 
X d e cette catégorie , correspond aux donnée s suivantes : 

1. Pou r tout coupl e (//?.. //) G N 2 . d'une ^ m-représentation e t une ^^-représentatio n 
sur X r 7 J > a , 

2. Pou r tou t (m,n ) G  N2 , d'un morphism e d'assemblage 7x :  F Xm , n — > X m , n + i ï 
3. Pou r tou t (m , n) G  N2 , d'un morphism e d'assemblage 7x :  P Xm i „ — • X m + i > n , 

telles que les quatre conditions suivantes son t satisfaite s : 
(i) Pou r tou t m  G  N, la suite ^-symétrique ( X m . n ) „ e N es t u n (F , <ï>)-spectre (que 

l'on not e X m : . ) pou r le s morphismes 7 x, 
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(ii) Le s morphismes d'assemblage 7 ^ définissen t u n morphism e de (F,  3>)-spectres 
P a X m ? # >  Xm + i i # pou r tou t m  G  N. 

(iii) L'actio n des \I>m sur les Xm / r i défini t un e suite ^-symétrique de (F, $)-spectres 
( X m j # ) m c ^ . 

(iv) L a suite ^-symétriqu e ( X m , # ) m G N d e Spectp (C) es t u n (P CT, \I>)-spectre pour 
les morphismes d'assemblage défini s pa r le s 7 ^ . 

La condition (i) dit simplement qu e les flèches F o r X m . n >  Xm i n + r son t $ r x  <J>n-

équi variant es. L a conditio n (ii ) affirme qu e l a flèch e P X m , n >  Xm + i , n es t $ n -

équivariante e t qu e le diagramme suivan t : 

F o PX„,.T, >  PXjn+i.,, >  Xm + i . n + i 

(96) o 

P o PX?„.n >  PXTn.n+i y  Xm+i.r,+i 

est commutatif . L a condition (iii) affirme qu e l'action de \P m su r X m , n commut e avec 
l'action d e \P n e t qu e le s flèches 7x : F X m < n >  X m ? n + i sont \I /m-équi variant es. 

La conditio n (iv ) affirm e qu e le s flèche s P o r X m . r , y  Xm , r + n son t \P r x  \£ n -
équi variant es. Ainsi , le s quatr e condition s (i ) à  (iv ) son t équivalente s au x quatr e 
conditions (plu s symétriques) suivante s : 

(i') Le s actions de \P m e t $ n commutent . 
(ii') Le s morphismes F o r X m , n >  Xm , n + r son t <É> r x $ n-équivariants e t \ £ m -

équi variant s, 
(iii') Le s morphismes P o r X m . n >  Xm + r . „ son t ^ r x  Vl >m-équi variants et <É> n-

équi variant s, 
(iv') L e diagramme (96 ) est commutatif . 

Le résultat suivan t es t maintenan t clai r : 

Proposition 4.3.51. —  Supposons  que  la  transformation  (\P',$)- symétrique a  : 
FoP yPoF  est  inversible.  Alors,  les  catégories  Spectp^(Spectp (C)) et 

Spectp _ l (Spectp(C)) sont  canoniquement  isomorphes. 

Démonstration. —  À  un obje t X  d e Spectp^ (Spectp(C)) o n associe un obje t X' de 
Spectf. _ i (Spectp (C)) e n posan t X^ < 7 1 = X n , m e t e n prenant le s mêmes actions de 
\I/m e t $ n e t le s mêmes morphismes d'assemblage . • 

On revien t a u ca s o ù C  est un e catégori e de modèle s 9JI propre à  gauch e e t pré -
sentable pa r cofibrations . On suppose alors que F  e t P  son t de s foncteurs d e Quillen 
à gauch e ayant de s adjoints à  droit e accessibles . On dispose alors d'un e structur e de 
modèles bi-projective  bi-stable  sur Spectp ^ (Spectp(SDÎ)) obtenu e e n prenan t deu x 
fois le s structures projectives stables . 
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Proposition 4.3.52. —  On  garde  les notations  et  les  hypothèses  précédentes.  On  sup-
pose que  a est  inversible.  L  'isomorphisme de  catégories 

(97) Spect^(Spect f (9K)) ~  Spectf ^  (Spect£(OK)) 

de la  proposition 4-3.51  est  un  isomorphisme  de  catégories de modèles pour les  struc-
tures bi-projectives  bi-stables. 

Démonstration. -  O n dispos e su r Spectp ^ (Spect*(9Jl)) (respectivement , su r 
Spect* _ x (Spectp(9Jt))) d'un e structur e d e modèle s bi-projectiv e bi-instabl e ob -
tenue e n prenan t deu x foi s l a structur e projectiv e instable . Le s fibrations  e t le s 
équivalences faible s son t alor s détectée s (bi-)nivea u pa r (bi-)niveau . I l es t alor s clai r 
que l'isomorphism e (97 ) es t u n isomorphism e d e catégorie s d e modèle s pou r le s 
structures bi-projectives bi-instables . 

Revenons au ca s des structures bi-projectives bi-stables. Étan t donn é que les cofi -
brations de s structures bi-projectives et bi-stable s son t le s mêmes que ceux des struc-
tures bi-projectives bi-instables, i l nous reste à montrer qu e (97 ) est u n isomorphism e 
sur le s classes des équivalences bi-stables. Pa r l e lemme 4.3.53 ci-dessous, il suffira d e 
vérifier qu e (97 ) est u n isomorphism e su r le s classes d'objet s bi-stablemen t fibrants . 
Presque pa r définition , u n objet X d e Spectp^ (Spect*(OT)) es t bi-stablement fibran t 
si et seulemen t s i pour tou t (m , n) G  N2 : 

- L'obje t X m ? n es t fibran t dan s SDÎ , 
- Le s morphisines X m , n >  Q Xm + i ? n e t X m , n >  G X m , n + i son t des équi-

valences faible s 
avec Q  l'adjoin t à  droit e d e P.  L e résultat es t maintenan t clair . • 

Lemme 4.3.53. - - Soit  9 t une  catégorie  munie  de  trois  structures  de  modèles 
(W,Cof,Fib), (Wi,Cofi,Fibi ) et  ( W 2 , Cof2, Fib 2). On  suppose que  : 

- Co f =  Cof i =  Cof 2, 
- W c W i H W 2 . 

Pour que  W i =  W 2 , il  suffit  que  les  objets  fibrants pour  (Wi , Cofi, Fibi) et 
( W 2 , Cof 2, Fib 2) soient  les  mêmes. 

Démonstration. —  Montron s que /  G  Wi s i et seulement s i pour tout X  fibran t pou r 
la structure (Wi , Cofi, Fibi) Tapplicatio n 

hom.n [w-i](/,X) 

est inversible . Cec i démontrer a l e lemme . Comm e W  C  W i , o n peu t suppose r 
que /  :  A  >  B es t un e cofibratio n entr e objet s cofibrants . Choisisson s de s cy-
lindres ( CA,P,zo,¿1) e t ( CB,P ,ZO,ÎI) pou r l a structur e (W , Cof,Fib). L'obje t X 
fibrant pou r (Wi , Cofi.Fibi) es t auss i fibran t pou r (W , Cof,Fib). I l vien t qu e 
l'ensemble 7To (AX) (resp . TTO (B,X)) calcul é à  l'aid e d u cylindr e C A (resp . C# ) 
est isomorph e à  hom«n[ W - i ] (AX) e t h o m ^ ^ - i ^ A , X ) (resp . hom<yi [w-i](B,X) e t 
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hom^pyy-1 j (B, X)).  Cec i montre que la condition l i on i^^ -1] ( /. X) inversibl e est équi-
valente à  h o m ^ ^ - i ^ / , X)  inversible . Étan t donn é qu e tou t obje t d e ^ [ W ^ - 1 ] es t 
isomorphe à  u n obje t fibrant  pou r ( W i . Cof i. Fibi), cett e dernière  conditio n es t 
équivalente à  dir e qu e l e foncteu r hoin ^^-i^/ . —  ) es t inversible . Pa r l e lemm e d e 
Yoneda, cec i es t équivalen t à  /  G  W i. • 

Revenons à  l a propositio n 4.3.47 . O n spécialiser a l a constructio n e t le s résultat s 
précédents à  la situation suivante : P —  F, #  =  <Ê> ' et a  =  a F(cr) :  F  o  F >  F o F . 
Étant donné que r'  G  $2

 e s t u n élémen t symétriqu e e t qu e G = ( r 7 ) - 1 es t symétriqu e 
relativement à  o n déduit qu e a  :  F  o F >  F o F es t ($ ' . <Ê)-bisymétrique . 

Lemme 4.3.54. —  Sous  les  hypothèses de  la proposition 4-3.4?,  on  a deux équivalences 
de Quillen  : 

SpectF(OT) — > Spect£(Spect£(SDt)) 
(98) et 

SpectF'(OT) — • Spect Fr,(SpectF'(OT)) 
relativement aux  structures projectives  stables  et  bi-projectives  bi-stables.  Ces  équiva-
lences sont  données  par  les  adjonctions  (Sus F f f Evo ) et  (Sus F _,,< Ï>,EVO). De  plus, 

SpectF r T(SpectF(9JÏ)) et  Spect* (Spect F (9DÎ) ) sont  canoniquement  isomorphes  en 
tant que  catégories de  modèles. 

Démonstration. —  La dernière assertio n es t mis e pour mémoire . Par hypothèse , l'en -
dofoncteur F a d e Spect F(9Jt) es t un e équivalenc e de Quillen à  gauche. Par l a propo-
sition 4.3.35 , la première adjonctio n d e (98 ) est un e équivalenc e de Quillen . 

Étant donné que r 7 es t u n élémen t symétriqu e d e o n sait par l e théorème 4.3.3 8 
que F T> est un e équivalenc e d e Quille n à  gauche . O n appliqu e un e deuxièm e foi s l a 
proposition 4.3.35 pour conclure . • 

Soit u n (F,  $')-spectre ( X n ) . On définir a d e l a manièr e suivant e un bi-spectr e Y 
dans Spect F r /(Spect F(9Jl)) : 

- Y m i 7 7 . =  X m_i_ n mun i de l'action déduite pa r l a restriction suivan t <£ m. n(<*(-), -) : 

- 7 Y : FYm.n — • Y m + i . w es t l e morphisme d'assemblag e FX m+n — > X m + n + i 
de X. 

- 7 Y : F Y m , n •  Ym . n + i es t l a composé e : 

FXw+n >  X i+ m + „ 
^m+l./i^Cm)-!) 1 

X m +i+„ 

Pour montre r qu e Ym , n es t u n bi-spectre . nous allons vérifier le s conditions ( f )  à  (iv') 
de l a page 254 . On fer a attentio n que <É > joue le role de \I / et celu i de <Ê> . Seule s le s 
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conditions (ii' ) et (iv* ) sont no n triviales . Pou r (ii') . remarquon s qu e la composé e de 
r flèches 7Y est égal e à : 

(99) 

F orXm + n Xr + m + 7i, 
<l>Q,m+Lr-l+nO-ia{m),l) K- l,m+l ,n(! > a (m)  , 1) 1 

X m+r+n 

Ainsi, pour montrer qu e (99) est $' r x  <3>m x ^-équivariante, i l suffit d e montrer pou r 
(g', g)  G  3>' r x <3> m la commutation du diagramme : 

(100) 

( l . c r ( m ) , l ) 1-..ф\ 
•— 1.771 + 1.И 

Xj+iK + n 7 X 7 / l + r + n Cm.»)1'« O- !) 

X7-_|_m_|_n 

(\.а(т)Л) 1...ф'г 

— l ./77 +  l.î f ^Aj/i-)-r+/l. 
Cm.»)1'« O- !) 

oí i  , Л.аи.лЛ)'1 . . . óL J l . ^ , ! ) - 1 

d:,„,„(gM.l) Xm-|_r_j_n 

La commutatio n du carré supérieur d e (100) est facile . En effet, ce carré se décomp 
en des petits carrés : 

°r / .ni .n-i (i-^teM) 

0r-/-l,,,, + l.,i-r+*(l,<7(n)*l) 1 

0r-»-l.m + l.M-r+iO>°"(n)< 1) 1 Vr — i — l.ni.n+i+l 

pour 0  < / < /— 1 . La commutation d e ces petits carré s découl e immédiatement d e 
la relatio n 0 " ( m ) $ n , i 1 ) =  0 j m ( l , rv(^))<T(m). Pou r montre r l a commutatio n d u 
carré inférieur , nou s avons besoin du lemm e suivant : 

Lemme 4.3.55. ----- On  a  l'égalité suivante dans  $' m+n 

(101) 
O.m + l.r-l + n (1- (T(n>) J --- Ér- 1 .m + 1. n ( 1 ' a( m ) * 1 ) 

l.m+l.n 
— 0m-l,r+l,n(l 'r(r)- 1) ' * "  ^0 ,r+l,m-l + n(lîr(r)ï V 

Démonstration. —  E n reprenant la définition de r7^ e t <j( m) on peut récrir e (101 ) de 
la manière suivant e : 

(102) {ai . ..a m)-1 •  • •  K •  •  . a r + m _ 1 ) - 1 =  « t . . . 7 ^ L + R _ 1 ) . . . (T [ ..  .r' r) 

Comme <7 j =  T[  1 , l'égalit é (102 ) est équivalent e à  : 

(103) {r' m . . . T[) .  . . ...T' R) =  {T' M... T ^ + ^ i ) . . . {T[  . . . T'R) 
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Il es t clai r que r[  e t r j commuten t dè s que \i  — j\ ^  1 . On peut alor s faire le s mani-
pulations suivante s su r l e premier membr e de (103 ) : 

(TM '  • '  Tl)(Tm+l •  • •  T2 ) •  • •  (T'FN+I  .  . • T[+1) .  . . (T,

M+R_L .  . . T,') 

= T m(Tm-l '  • ' rl) Tm+l( rm *  "  •  T2) '  ' • TM +  ATRN+I-L •  • • r2+l) •  • • rm+r-l (rm+r-2 ' • • Tr) 
= T ' T ' T ' T ' 

'771 771 +1 *  - *  '77 1 + 7. *  ' ' '771+7'— 1 
• (r m-l •  * '  T î ) ( r m •  • • T2) '  ' ' (Tm+/-1 " * "  Ti'+1 )  ' " ' (Tm+7--2 * •  • Tr) 

En simplifian t l'expressio n (r f

m . . . r l̂ + r _ 1 ) . o n voi t qu e l'égalit é (103 ) est équiva -
lente à  : 

( T - ; ^ ...T[)...  ( T ' M + R ^ . . . < ) =  .  r ;+ r . _ 2 ) . . . ( r { . . . r; ) 

Ainsi, l e cas (m,r ) découl e du ca s ( m — l , r ). O n se ramène alor s par récurrenc e a u 
cas trivia l (1 , r). • 

Par l e lemme 4.3.55 ci-dessus, on peu t décompose r le carré inférieu r d e (100 ) en 
des petit s carré s : 

•+ m —^l(l-qr). 1)l.H-i-lC 

^în-t.r+l.H-i-lC1'7*»-)- 1) 
(?;„_,•+!.,,„_,_! ( W - i) 

qui commutent en vue de la relation T (RYÔF

RA (#' . 1 ) = 0\  R{L,GF)R^R). O n a donc montré 
que (99 ) est & r x <É>m x <Ê>^ èqui variante. I l reste à  vérifier la condition (iv') pour Ym , n . 
Il faut don c montre r qu e le digramme : 

7X v 7 X v ̂ m +2.»((7(m+l)^ l ) " 1 

F o  F~Km+n >  F X m + r t + i y  X „ .+ m + 2 >  X /,,_|_/„_|_2 

7X v <Ì >M + L.N(A(M)IL)~ 
F o  F Xm + „ . y  F X , „ + H + i 

7x , —y F X „ + „ ) + i y  X / , + m + 2 

commute. O n se ramène facilemen t à  montrer qu e le carré : 

<Pw+2.»(^(w+l)-l) 1 

X m + M + 2 r X m + n + 2 

<t>2.M + N(^ 1 

X,„ + „+2 l.H-i-lC X„,_(. l,_|_2 

est commutatif. Ceci découle immédiatement de la relation <7(m+i) =  o\  .0i.m+i (1? 0"(m))-
On a  ains i défin i un foncteu r : 

A :  Spect F' (M) •  SpectF ,  (Spectf (SOT)) 
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qui associe au (F , <I>')-spectre X l e bi-spectre Y. Ce foncteur adme t u n foncteur dériv é 
à droit e puisqu'i l envoi e les équivalences faible s entr e objet s stablemen t fibrants  su r 
des équivalences faible s entre objets bi-stablemen t fibrants . La  composée : 

Spectf'(OR) — S p e c t ? ,(Spect|: ,(OT)) Spect| ' 

est l e foncteu r identité . Pa r l a second e équivalence d e Quille n d u lemme 4.3.54. on 
déduit alor s qu e R A est un e équivalenc e de catégories . D'autre part, l a composée : 

Spect^(OT) — S p e c t ^ S p e c t f ^ S T t ) ) 

— Spect^(Spect|(97t) ) ^  SpectÊ (SDt) 

est isomorph e a u foncteu r Oub%  .  Pa r l a premièr e équivalenc e d e Quille n d u 
lemme 4.3.54, on sai t qu e REv o est un e équivalenc e d e catégories . Cec i montre qu e 
ROubp es t un e équivalenc e d e catégories . La  propositio n 4.3.4 7 es t démontré e e t 
donc aussi le théorème 4.3.40 . 

4.3.4. Hypothès e d e finitude  e t ^-spectres . —  Dan s c e paragraphe, o n tra -
vaille ave c le s spectre s non-symétriques  Le.  on prenderà pour $  l e monoïd e trivia l 
({l})neN- L a catégori e de s F-spectre s non-symétrique s à  valeur s dan s un e catégori e 
C sera simplement noté e Spect F(C). 

On repren d no s hypothèses habituelles , à  savoi r :  971 est un e catégori e de modèles 
présentable pa r cofibrations et F  u n endofoncteur de Quillen à gauche de 971 admettant 
un adjoin t à  droite G  accessible. On va exploiter l'hypothèse supplémentair e suivant e 
qui sera satisfaite dans tous le s exemples qui nou s intéressent : 

Hypothèse 4.3.56. —  Le foncteur RG  :  Ho(97t ) >  Ho(97t) commut e aux compo -
sitions transfinie s dan s l e sens suivant . Soi t À  un ordinal . L'adjonctio n (F , G) indui t 
une adjonctio n d e Quille n : 

( F , G ) : HOM(À ,97t) > HOM(A,3tt) 

lorsque l'on munit HOMfÀ. 971) d e sa structure de Reedy (voir la remarque 4 .1.54). La 
face carré e évident e : 

Ho(HOM(A. 071)) R G >  Ho(HOM(A, 9J?)) 

LColirrvçA LColim ç̂A 

HO(ÎW) ^  •  Ho(im ) 

déduite d e risomorphisme LColim ^A o LF ~ L F o LColim^A : e s t inversible . 
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L'hypothèse 4.3.5 6 sera utilisée via  l a propositio n suivante : 

Proposition 4.3.57. —  Soient  (K,  L)  :  9J I >  9JÏ une  adjonction  de  Quillen  et 
T :  F  o  K —*—>  K o  F une  transformation  naturelle  inversible. On note  r'  = 
a ( r _ 1 ) :  F  o L >•  L o F comme  dans le  lemme 4-3.17. 

On suppose  que le  fondeur  RL  :  Ho (SDt) >  Ho(SDt) commute  aux com-
positions transfinies  au  sens  de  l'hypothèse  4-3-56. Alors,  le  fondeur  RL T> : 
Ho, li„(SpectF(9Jt)) >  Honi-.,,(SpectF(9Jt)) préserve les équivalences stables. 

Démonstration. —  Soi t /  :  A  >  B un e équivalenc e stable de F-spectres . Pa r l a 
proposition 4.2.72, L o c ^ ( /) es t un e équivalenc e faible niveau pa r nivea u e t le s flèches 
A >  Loc «*A e t B  >  Loc^B son t dan s Cell (Voc(^) U  (Cofproj n  W niv)). 

Il suffit don c de traiter le cas de /  G  Cell(Voc(^£) U (Cofp T Y^n W n i „ ) ) . Ainsi , / es t 
la composée transfinie d'un e À-suit e : 

(104) A = A ( o ) A (1) >... •  A(i/) A (i/ +  1) >.. . 
avec a v u n push-out d'un élémen t d e Voc(# ) U  (Cofp r o j- P i W n ™ ) . 

Montrons que R L r / ( / ) es t une équivalence stable ou plus correctement qu e R L r / ( / ) 
est isomorph e à  l'imag e d'un e équivalenc e stabl e pa r l e foncteu r Spect F(9Jt) — • 
Ho niV(SpectF(SDt)). Comm e les flèches  a v d e l a À-suit e (104 ) sont de s cofibration s 
projectives, o n dédui t qu e LColinrv GAA(zv) ~  Colirrv G AA(i/) =  B . Ainsi , pa r l'hypo -
thèse 4.3.56, on est ramen é à  prouver qu e : 

(105) RL T>(A(0)) •  LCo\'\m„e\RLT> (A(i>)) 

est un e équivalenc e stable . Toujour s pa r l'hypothès e 4.3.56 , o n peu t appli -
quer l e lemm e 4.3.5 8 ci-dessous , pou r s e ramene r à  montre r qu e RL T'(au) : 
RL T /(A(z/)) >  RLT'(A(v +  1))  es t un e équivalenc e stabl e pou r chaqu e v  G  À. 

Seul l e cas o ù a v es t u n push-out d'un élémen t u  G  Voc(^) demand e u n argument . 
Dans c e cas , i l exist e T V G N te l qu e A n(iy) >  A n(i/+ 1 ) es t u n isoinorphism e 
pour n  >  N  (quitt e à  choisi r convenablemen t le s cylindre s dan s l a formatio n de s 
Vn(uop

x)). I l vien t qu e REv n RL T / (A ( i / ) ) >  REvr i RL T /(A(z/ +  1) ) es t inversibl e 
pour n>  N.  O n conclut alor s pa r l e lemme 4.3.59 ci-dessous. • 

Lemme 4.3.58. -  On  suppose  donné un  fondeur E(— ) :  À  »  SpectF(9K) tel 
que : 

- Pour  v + 1  G À, la flèche E(^ ) >  E(i/ + 1 ) est  une  équivalence stable, 

- Pour  v G  À limite, la  flèche  LColim^^E^ >  est  un  isomorphisme dans 

Hon i v(SpectF(OJt)). 
Alors, la flèche  E(0) >  LColimlyEAE(z/) est  une  équivalence stable. 

Démonstration. —  Le s condition s d e l'énonc é dépenden t uniquemen t d e l a class e 
d'isomorphisme d e l'obje t E(— ) dans Hon ;,.(SpectF(HOM(A,9Jt))). O n peu t alor s 
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supposer qu e E(— ) est u n obje t cofibran t d e HO M (À. Spect F(9Jt)) pou r l a structure 
de Reed y obtenue à  parti r d e l a structur e projective instable sur Spect F(9Jt). Dan s 
ce cas , le s flèches  E „ >  E^ + i son t de s cofibration s projective s stablemen t tri -
viales e t pou r v  limite , Colim ^^E^ >  E„ es t un e cofibratio n projective triviale 

niveau pa r nivea u e t don c stablement triviale . L e résultat découl e alors d u fai t qu e 
Cof proj n  WS£ est stabl e par compositio n transfinie. • 

Lemme 4.3.59. —  Soit  f  :  X  >  Y un  morphisme  de  F-spectres. On  suppose que 
fn :  X N >  YN est  une  équivalence  faible de  Wl pour n  >  N.  Alors,  f  est  une 
équivalence stable. 

Démonstration. -  O n fai t un e récurrenc e descendant e su r N.  O n peut suppose r qu e 
/ es t un e cofibration niveau pa r nivea u entre F-spectres cofibrants nivea u pa r niveau . 
On peu t égalemen t suppose r qu e X N =  0  pou r n  <  N.  Quitt e à  remplace r X  pa r 
x I i sus£(x N ) Sus F (Yw) on peut suppose r qu e X N =  Y N . 

La composé e FY ^-i >Y N ~  X; V correspon d pa r adjonctio n à  un e flèche 
a :  S U S F ( F Y J V _ ! ) >  X .  De plus, l e carré suivant : 

+ X 

*Y 

commute. L a flèche  X  ^^LJSUS^FY V I  S U SF

- 1 Y J V _ I e s t un e équivalenc e 

SUB£FYAT-I 
jK-l I 

Susi"1 Y*-1 

stable puisqu e c'es t u n push-out de ^ Y ^ I ( c l l u e s ^ u n e cofibratio n nivea u pa r 
niveau dan s l e ca s de s spectre s no n symétriques) . I l suffi t don c d e montre r qu e 

FYyv-i SusF Yjv -i >  Y es t un e equivalence stable. O r f' n es t un e 
équivalence faibl e pou r n  >  N  —  1 (en fait , f' N-\ es t u n isomorphisrn e e t f' m =  f m 

pour m  >  N). • 

Supposons l'hypothèse 4.3.5 6 satisfaite. L e monoïde triviale admet bie n évidemen t 
un élémen t symétrique . Ainsi , l'adjonctio n (F , G) s e prolong e en un e adjonctio n d e 
Quillen (F , G) :  Spect F(9JÏ) >  SpectF(9Jt) .  Par l a propositio n 4.3.57 , le fonc -
teur RG  :  Ho„j V(SpectF(9DÎ)) >  Hon / t,(Spect F(9Jl)) préserv e le s équivalence s 
faibles. Rappelon s égalemen t qu e l e théorème 4.3.38 , affirme qu e c e foncteur es t un e 
équivalence de Quillen à  droite relativemen t à  l a structure projective stable. 

A l a pag e 245 , on a  construi t un e transformatio n naturell e t  :  F  >  S- entr e 
endofoncteurs d e Spect F(9Jt). O n a  égalemen t pos é A  =  G  o S- =  s-  o  G e t À  : 

1 >  A l a composé e 1  —— > G o F — G o  s- . 
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Corollaire 4.3.60. —  Pour  toutXe  Ob(Ho n i u(SpectF(OR))), la  flèche X — • RA(X) 
est une  équivalence  stable (où le fondeur dérivé  RA est pris relativement  à  la structure 
projective instable). 

Démonstration. —  U n morphisme d e F-spectres /  :  X  >  Y es t un e équivalenc e 
stable s i et seulemen t s i s + ( /) est une équivalence stable. Lorsqu e X e t Y son t projec-
tivement cofibrants , cec i est clai r puisqu e s + es t un e équivalenc e de Quillen à  gauch e 
par l e théorème 4.3.38 . Pour l e cas général, i l suffit d e remarquer que s + préserv e le s 
équivalences faible s nivea u pa r niveau , c e qui perme t d e remplace r X  e t Y  pa r de s 
objets projectivemen t cofibrant s san s changer l'hypothès e :  s+ ( /) G  W s i . 

D'autre part , pou r tou t F-spectr e X , l a flèch e d e counit é s+S-X  >X  es t 
une équivalenc e stabl e pa r l e lemm e 4.3.59 , puisqu'ell e indui t u n isomorphism e 
( s + s _ X ) n ~  X n pou r n  >  1 . Ainsi , si /  :  X  >  Y es t un e équivalenc e stable d e 
F-spectres, l a flèche s+s_ ( / ) es t auss i une équivalenc e stable e t don c S-(f)  es t un e 
équivalence stable . 

Par l a discussion précédente e t l a proposition 4.3.57, RA : HoniV(SpectF(9DÎ)) — > 
Hon¿7j(SpectF(9Jl)) préserve le s équivalences stables . Soien t X  u n F-spectr e fibrant 
niveau pa r nivea u e t X  >  R un e équivalenc e stable ave c R u n F-spectr e stable -
ment fibrant.  Dan s l e carré commutatif : 

X >K 

A X •  AR 

les flèches horizontales son t alor s des équivalences stables. L a flèche R  >  AR es t 
une équivalenc e stable pa r l e théorème 4.3.38 . Le corollaire est démontré . • 

Le résultat suivan t fourni t u n modèl e simple du ^-localisé d'un F-spectr e : 

Théorème 4.3.61. —  Soit  X  un  F-spectre  fibrant  niveau  par  niveau.  La  colimite ho-
motopique de  la N-suite : 

ÀY ^A ON(X) 
(106) X  A (X) • . . . y Ao n(X) — > Ao n + 1 ( X ) • . . . 

est un  iîF-spectre. De  plus, la  flèche  évidente  X  >  LColim n G NA o n X est  une équi-
valence stable. 

Démonstration. —  L e fait qu e X  >  LColim n G NA o n X es t un e équivalenc e stabl e 
découle du lemm e 4.3.58 étant donn é que les À A ^ X son t de s équivalences stables pa r 
le corollaire 4.3.60. 

Il reste à  montre r qu e l a colimite homotopique K d e (106 ) est u n fi-spectre . Cec i 
équivaut à  dire qu e K  >  RA (K) es t u n isomorphism e de Hom; u(Spect F(9Jl)). 
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Étant donné que s_ commut e aux colimites et qu'i l préserve les équivalences faibles, 
on dédui t d e l'hypothèse 4.3.5 6 un isomorphism e de commutation à  la colimite homo-
topique L C o l i m n G № R A ~ RAo |_Colim n GN- I l suffit don c de prouver que le morphisme : 

LCol im n G N A o n X •  LColim n € NAo A o n X 

est inversible . C e morphisme correspon d à  la colimite homotopique du morphism e d e 
N-suites : 

X A x )A (X) -> Ao n(X) • *A°»(X) 
Aon+l(X) ->• . . . 

AA(X; AA°"(X) 

A(Ax) + A(X)-^AV(X)-

AAor,+i(x) 
A(AAO"CX)) 

->... >  A°"+ 1(X) -—^  Aon+2(X) • ->... 

Le résulta t découl e alors d u lemme 4.3.62 ci-dessous. • 

Lemme 4.3.62. — - Pour tout  F-spectre  X  les  deux  morphismes  A(Àx ) et  AA(X ) s o n t 
égaux. 

Démonstration. —  A u niveau n,  l a flèch e AA(X ) e s t donné e pa r l a composée : 

(107) 77 G (7A(X)) 
G(X n + 1 ) — U GF(GX n + 1 ) -  >  G(GXn + 2 ) 

Rappelons qu e le s morphisme s d'assemblag e d u F-spectr e A(X ) sont construit s à 
partir du morphisme F  o  G •  G o F dédui t pa r adjonctio n d e F o  F =  F  o  F. Il s 
sont don c donnés pa r l a composée : 

F(GX n + 1 ) X n + i — G ( F X n + 1 ) ^ ^ G X n + 2 

Étant donné que la composée G  >  GFG >  G es t l'identité, on voit que AA(X) 
est égal e à  l a composée : 

(108) Gin) GoG( 7 x) 
G(X n + 1 ) +  G(GFXn + 1 ) -  •  G(GXn + 2 ) 

Par définition , l a composée (108) est l e niveau n  d u morphism e d e F-spectres A(Ax) . 
• 

4.3.5. Spectre s dan s le s catégorie s d e modèle s monoïdales . —  O n suppos e 
ici qu e (9JÎ , (g)) est un e catégori e de modèles monoïdale symétrique e t unitaire (voi r la 
définition 4.1.57) . O n suppose toujours qu e 9JI est présentabl e pa r cofibrations . 
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Soit T  u n obje t cofibran t d e 9JI. Le foncteur F  =  T 0  —  es t u n foncteu r d e Quillen 
à gauche qui es t £-symétrique , lorsqu e E n agi t su r F on =  T® n 0  —  e n permutant le s 
facteurs d e T  0 •  • •  0  T . O n supposera qu e le foncteur Hom g(T. — ) es t accessible . On 
dispose ains i d e deux catégories (ave c plusieurs structure s de modèles) : 

- Spect T(9Jt), l a catégorie de T-spectres non-symétriques , 

- SpectÇ (9Jt), l a catégorie des T-spectres (E)-symétriques . 

On verr a dan s c e numéro qu e Spect ^(9Jt) es t un e catégori e de modèle s monoïdale 
symétrique (sou s l'hypothès e qu e (Spect^(OT) , Wst, Cof p r o 7 , Fib proj-st) es t stabl e 
au sen s d e l a définitio n 4.1.44 ) e t qu e sou s certaine s conditions , le s catégorie s d e 
modèles Spect T(9JÏ) e t SpectÇ (DJl) son t Quillen-équivalentes . 

On commenc e par construir e u n produi t tensorie l su r le s suite s (E)-symétrique s 
(voir l a définitio n 4.3.3) . O n s e place momentanément dan s l e cadre d'un e catégori e 
monoïdale unitair e abstrait e (C . 0, 1 ) . O n supposer a qu e C  admet le s coproduit s e t 
que les foncteurs A  0 —  e t —  0  A  y  commutent pou r A  G  Ob(C). 

Définition 4.3.63. -  Soient  X  =  (X n)ne^ et  Y  =  (Y n)neN deux  suites  symétriques 
dans C. On  définit  une  nouvelle  suite  symétrique  X  0  F  en  posant : 

(X®Y)„= U  I n c i l e № 0  F, ) 
i+j=n 

Le bi-foncteur —  0  —  qu e l'on vien t d e défini r indui t un e structur e monoïdale sur 
Suite(En,9Jt) don t l'obje t unit é es t donn é pa r l s =  (1 , 0 , . . ., 0 , . . . ) . L'isomor -
phisme d'associativit é es t donn é au nivea u n  par l a composée : 

(X 0 (Y © Z))„ ~ U IiHl!;'xEjXEt.(X,0 (Y}0 ^)) 
i+j+k=n 

- T T i n d i » x S ( X E t ( № e > K j ) ® z f c ) ^ ( ( x ® r ) ® z ) n 

i+j+k=n 
Notons le lemme suivant : 

Lemme4.3.64. —  Supposons  que  G  est  fermée  à  gauche  (resp.  à  droite)  et  qu'elle 
admet les  limites  pertinentes.  Alors  la  catégorie  monoïdale  Suite (E, C ) est  fermée à 
gauche (resp.  à  droite). 

Démonstration. —  Pa r 0 -dualité, i l suffi t d e traite r l e premie r cas . Soien t X  = 
( X ) n G N e t Z  =  {Z n)neN deu x suite s symétrique s dan s 6 . Pou r (i.n)  G  N2 , o n not e 
Hom^ (Xj< Zi+n) es t l e sous-objet de Ei-invariants de Hom g(X;, Z{+n) pou r l'action : 

teXi~> Hom  (Xi,  Zi +n) 
Homp(£ \ Z i + n ) 

Hom A Xi, Zi+ n) 

i d o m 0 № , ^ . n ( f , l ) ) 
-\omg(Xi< Zi+n) 
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Le group e E. „ opèr e su r Hom g(X;, Z ; + „ ) pa r Horn^fX,, èi  „.(1 . —)). O n défini t un e 
suite symétrique Hom g(X. Z) pa r : 

Hpm^X, z)n =  ]jHomf (X^Zi+n) 

Soit Y  =  (Y n)nen un e suit e symétrique . S e donne r u n morphism e d e Y  dan s 
Hom g(X, Z) revien t à  s e donner , pou r tou t (n,i)  G  N , un e flèche  E * x  E n -
équivariante :  Xi®Y n >  Zi+ n .  Cec i montr e qu e Hom ( ;(X, Z) représent e l e 

foncteur hom S u i t e ( s , e ) ( ^ ®  - ,  Z). • 

On suppos e maintenan t qu e (C , (g) es t monoïdal e symétrique. O n v a défini r un e 
contrainte d e symétrie pou r l e produit tensorie l d e la définition 4.3.63 . Pour cela , on 
introduit pou r n  =  i  + j l a permutation 0 {j G  £„ défini e par : 

(109) 0Lj{a) = a + j s i 1  <  a < i 
a — i s i i  + l<a<i+ j 

Ainsi 6ij  es t Tuniqu e permutation qu i envoie { 1 , . . . . / } su r {j  +  1,.. . ,j  +  2} et {i  + 
1,..., i + j} su r { 1 , . . . . j}  d'un e manièr e croissante . O n a  clairement 6jj  =  .  On 
vérifie immédiatemen t qu e le carré suivan t es t commutati f : 

(110) 

(t>i.j v 

Ej x  E j y E/j 
t>,.j(-)o-J 

E j x  E / •  y E fi 
où r  es t l a permutation de s facteurs. O n a le lemme : 

Lemme 4.3.65. —  Soient  X  =  (X n)ne^ et  Y =  (Y n)ne^ deux  suites symétriques  dans 
C. Soit  n  = i+j une  décomposition  de n en  somme d'entiers  naturels.  La composée  : 

(m) Xi  (g) Yj Yj  ® Xi •  Ind|;x E. (Yj (g Xi) —^> Ind|yxE, (Yj (g Xi) 

est T,i  x  Y,j-équivariante  pour : 
L'action produit  sur Xi  ( g Yj, 

- L'action  obtenue  par restriction  via  4>ij  : E * x E j y  En ei e l'action de  E n 

*w i n d | ; x E / ( r ç ® X 0 -

Démonstration. —  Soi t (u,v)  G  &i x <Êj . On a le diagramme commutati f suivant : 

Xi ® K, - ® •  ind|;x E j (^ ® X,) ind|; x E i (*;• ® x,) 

(u.v) (v.u) <l>j.i(v> ll, ej^jAcuW} 
X.; ® •  Yj ® X •  IlKi|;xE, (10 ® X,;) Ind|; xE; (Yj ® X,;) 
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À un e permutatio n prè s d e i  e t j , le carr é conimutati f (110 ) montre qu e 0j^(l>jj{v, 
u)0j,î =<f >i.j(u,v). • 

Ainsi, l a composée (111) induit pa r adjonctio n u n morpliism e E n-équivariant (qu e 
l'on appell e 0  par abu s d e notations) : 

(112) 9  : Indi;' x2.(Xi ®  Yj) •  Ind|;xEj(lS- ® Xt) 

et donc , par passag e au coproduit suivant les décompositions n =  i+j,  u n morpliism e 
naturel de suites symétriques : 

(113) 0  : X0Y  >  Y 0X 

Nous allon s vérifie r rapidemen t qu e 0  rend l a structur e monoïdal e sur Suite (E,9Jt) 
symétrique : 

Lemme 4.3.66. -  La  flèche  (113 ) est  involutive  i.e . 0 2 =  idx®y - De  plus,  le  dia-
gramme suivant  : 

(X Y)  0$ Z Z  c*> (X c<- Y) —Z <%  (Y c$ X) 
(114) 

X <% (Y 0 Z) —(Y 0  Z) 0 X —->> (Z 0 Y) <g> X 

est commutatif. 

Démonstration. —  Pour fair e cela , i l est pratiqu e de se donner un e suit e symétriqu e 
T =  ( T „ ) N G N e t d'évalue r l e foncteur homs Uite(E.e)( — :  T) su r 0' 2 et su r l e diagramm e 
de l'énoncé. 

L'application hom Suite(E.e)(0- T) : homS u i t e (E . e ) (^ £ X, T) — > hom S uite(E,e)(^ 
0 Y , T) associ e à une famill e : 

(7j.*)j+i=« ^ I I homRep(E,xE/.e)(>j;®Xi,T) 
j+i=n 

la famill e de s composées : 

( X i ® Y i - — ^ ^ « X i ^ U r n - ^ T n 
\ /  i+j=n 

avec r  lïsomorphism e d e commutativit é d e 6  e t 0jj  l'élémen t (109 ) de E^+j . Étant 
donné que r 2 =  i d et 0ji0ij  =  1 , il est immédia t qu e h o m S u i t e ( £ i e ) ( 0 2 , T) est l'identité . 

Montrons l a commutation d u diagramm e (114) . L a composée 

homSuite(E.e)((Z ® Y) 0 X. T) •  honiSuite(E.e)((^ ® 0  X, T) 

> homS u i t e ( E , e ) (X 0  (Y 0 Z),T ) 
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associe à une famille : 

(lkj.i)k+j+i=n e Yl homR-ep(EA.xE, xS,)((^ 0 Yj)  0 X t, T) 
k+j-\-i=n 

la famill e de s composées : 

( Xi  ( g {Yj (g Zk) —{Yj ( g Zk) 0 X * — ( Z f c 0  Y, ) (g Xi 

Фз+кЛвз*Л) Oj+k,i \ 
i+j'+A;=n 

De même , la composée 

homSuite(E,e)(Z 0 (Y  ® X), T) •  homSllite(E,e)((^ 0> X) 0 Z . T) 

• liomSuite(s,e)((^ 0 Y ) 0 Z , T) 

associe à une famille : 

(lk.j.i)k+j+i=n  ̂H  homRepÇ ^ x E j . xE|.)(Zfe 0  0  X/) , T) 
k+j+i=n 

la famill e de s composées : 

( (Xi  0 Yj)  0 Z f c —^ Zk  0 (X i 0 Y, ) — Z f c 0  (Y, - 0 Xi) 

7fc.j,ï 4>k,i+j(^,0j,i)  #À ;,2+j \ 
— ^ T  — ^ T  —^4 r J ~ J • /,• • Il 

La commutatio n d u diagramm e (114 ) découle alor s d e l a commutatio n d u dia -
gramme correspondan t dan s la catégorie monoïdale symétrique G  ainsi que la relation 
Oj+k.i<l>j+kA0j.k!1)=Ok,i+j0kA+j(l.Ojj)-

On a  donc la proposition suivant e : 

Proposition 4.3.67. — Soit  (6 .® ) une catégorie  monoïdale  fermée  symétrique  et 
unitaire. On  suppose  que  G  admet  les  colimites  et  limites  pertinentes.  Alors. 
(Suite(E, 6), 0) est  aussi une  catégorie monoïdale  fermée  symétrique  et  unitaire. 

Dans l a suite, (C , 0) ser a toujours supposé e symétrique . 

Définition 4.3.68. -- Soit  T  un  objet  de  G. 

1- On  note S T la  suite symétrique  donnée  au  niveau n £  N  par Vobjet =  T® n 

muni de  Vaction de  En déduite  de  la permutation des  facteurs. 

2- On  note m  le  morphisme de  suites symétriques  S T 0  S T >  ST donné  au 
niveau 7i  par le coproduit, selon les  décompositions n  = i + j, des  flèches évidentes  : 

IndÌ,"x£, (r®* ®  T®J) • T®" 
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Proposition 4.3.69. —  La  suite  S T , munie  de  Vaccouplement  m  :  S T (8 ) ST >  ST 

et de  Vunité  l s >  ST ,  est  une  algèbre  unitaire et  commutative dans la catégorie 
monoïdale Suite(£,C) . 

Démonstration. —  On traite uniquement l a commutativité d e ST . I l s'agit de montrer 
pour n  =  i+ j  qu e l e triangle suivant : 

6 
Ind^ x E j(T*«.gr^)- -•indë; x E l(r®^r®0 

Tzn 
est commutatif . Pa r adjonction , e t e n utilisant la construction d e 0, on voit qu'il suffi t 
de montrer l a commutation d u diagramm e suivan t : 

T®* (g) T®- 7 —— > T®- 7 (8) X"®* l n d | ; x E | ( T ® ^ T ^ ) - -^Indi;xE;(T^'(g)T^) 

T®n 
Le poin t cle f es t d e remarque r qu e l a permutatio n r  :  T 0 i ®  T®-7 >  T0 - 7 ®  T®1 

coïncide avec l'action d e Oij  G  Dn su r T 0 7 7 modul o les identifications canoniques . O n 
a don c un diagramm e commutati f : 

6 • 
T®i 0 T ®j T®j 0 T ®i >  Ind|"xS. {T®i K Tm) —^  Ind| n

x E. (T®i <8> T®*) 

T®n 
Ou Tzn Oi..j 

T®n 
Le résulta t découl e alors d e l a relation Oj^Oi.j  =  1 . • 

On noter a M o d 5 ( S T ) (resp . Mod ^(S T ) ) l a catégori e de s S T-rnodules à  gauch e 
(resp. à droite) dans Suite(S. C). Comm e ST es t un e algèbre commutative, on dispose 
d'un isomorphism e M o d p ( S r ) ~  Modd (S T ) qui à un S T-module à  gauche ( S T 0 ) M —> 
AI) associ e le S T-module à  droite (AI  0  S T ~  S T 0  AI  ->  AI). 

L'intérêt d e l'algèbr e S T vien t d u résulta t suivan t : 

Proposition 4.3.70. —  La  catégorie  Spect^(C ) est  (tautologiquement)  isomorphe  à  la 
catégorie Mod^(S T) des  S T-modules à  gauche dans  Suite(£,C) . 

Démonstration. —  U n T-spectr e symétriqu e X  défini t u n S T-rnodule e n prenan t l a 
suite symétrique ( X N ) N G N e t l'accouplemen t : 

S 0  (XN)R,G N - —• (X„) n 

donné e n degr é n  pa r l e coproduit, selo n les décompositions n =  i  + j, des flèches : 

I n d i a r ® ' ® X j ) >xn 

déduites de s morphisme s d'assemblag e d u T-spectr e symétriqu e X . 

A S T É R I S Q U E 31 5 
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Réciproquement, u n S T-module (A /)neN défini t u n T-spectr e symétriqu e M  e n 
posant M n =  M n e t e n prenant pour morphism e d'assemblag e T  (g ) Mn-\ •  A/n 

la composant e correspondant e à  l a décompositio n n  =  1  + (n  —  1 ) d u morphism e 

structural S T 0  M  >  M .  • 

Vue l a propositio n 4.3.70 , le s S T-modules à  gauch e seron t noté s pa r le s lettre s 
grasses :  X, Y, etc. Comme ST es t commutative, on dispose aussi d'un isomorphism e 
S p e c t ^ ( C ) ~  M o d d ( S T ) . Toutefois , ce t isomorphism e es t moin s tautologiqu e qu e 
celui de la proposition 4.3.70. 

Comme S T es t un e algèbr e symétriqu e e t unitaire , l a catégori e M o d ^ ( S T ) es t 
encore monoïdale symétrique e t unitaire . Si X e t Y  son t deu x S T-modules, on défini t 
X ® S T Y  comm e étant l e coégalisateur habitue l : 

Coeq ( X ® ST ®  Y X  <g> Y ) 

où X  es t considér é comm e un S T-module à  droit e via  l'isomorphism e M o d y ( S T ) ~ 
M o d d ( S T ) . Sou s les hypothèses du lemme 4.3.64, la catégorie M o d^ ( S T ) e t égalemen t 
fermée. S i X  e t Y  son t deu x S T-modules à  gauche , o n défini t Hom J ( X , Z) comm e 
étant l'égalisateu r : 

(115) E q  ̂Hom9(X, Z) \  Homp(X ® ST, Z) ^ 

où l a première flèch e est cell e déduite d u morphism e structura l X  (8 ) ST >  X d e 
X v u comme ST-module à  droit e e t l a seconde est l a composée : 

Hom g(X, Z) >  HomJX <g> ST, Z <g> ST) >  Hom g(X 0 S T, Z) 

Notons égalemen t qu e l a structure de S 7-module à  gauch e su r (115 ) est donné e pa r 
celle de Z. 

En utilisan t l a propositio n 4.3.7 0 o n dédui t u n produi t tensorie l —  0 —  su r l a 
catégorie S p e c t ^ ( C ) . D e plus, ( S p e c t ^ ( C ) , (g)) es t monoïdal e symétrique e t unitaire . 
Elle es t égalemen t fermé e s i 6  es t fermé e e t adme t le s limites pertinentes . Noton s l a 
proposition suivante : 

Proposition 4.3.71. -  Appelons  S U S r s :  S u i t e ( E , G)  >  S p e c t ^ ( C ) le  Jonc-
teur qui  à  une  suite  symétrique  X  =  ( X n ) n E N associe  le  T-spectre  symétrique 
IIpcN Susr^y.(Xp). Ce  fondeur  correspond  via Visomorphisme S p e c t ^ ( C ) ~ 
M o d p ( S T ) au  fondeur  «  S T-module libre  associé  » qui  à  la  suite  symétrique 
X =  (X n)ne^ associe  le  S T-module à  gauche  S T ®  X.  En  particulier,  le  fonc-
teur SUS T s est  monoïdal. 
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Démonstration. —  L e foncteu r S U S T E es t l'adjoin t à  gauch e d u foncteu r oubl i 
SpectÇ(C) >  Suite(E, 6) .  De même, l e foncteur S T 0  —  es t l'adjoin t à  gauch e 

du foncteur oubl i Mod ^(S T ) >  Suite(E. 6) .  Le résultat est maintenant clair. • 

Pour p  e N  e t A  G  Ob(C), o n not e e p(A) l a suit e symétriqu e ( 0 , . . . , 0 , I n d f M , 
0 , . . . )  ave c Ind^' A plac é e n degr é p.  O n a  u n isomorphism e canoniqu e e p(A) 0 
eq(B) ~  e p+q(A 0  B).  D e la relation SusÇ , E =  SUS T E o  ep , o n déduit l e corollaire : 

Corollaire 4.3.72. —  / / existe un isomorphisme de  T-spectres SusÇ , E(X)(g)Sus^ E ( F ) ~ 
SusÇ.+

E(X 0  Y)  naturel  en  X  et  Y  dans  Q.  En  particulier,  le  foncteur  Sus^ E est 
monoïdal. 

On dispose d'un morphism e évident d e suites symétriques i\  :  e\(T)  >  ST qu i 

est l'identité au niveau 1 . On peut forme r la composée des morphismes de ST-modules : 

(116) u : s r ^ e ^ ^ i s ^ O S ^ - n U s 3 , 

Le morphism e u  es t auss i l a flèch e correspondant e à  i\  via  l'adjonctio n ( S T 0  — , 
O u b s T ) :  Suite (E,C) ^Mod 5 (S T ) . 

Étant donné e une suit e symétrique X  =  ( A " n ) n G ^ , l a flèche u) 0 X  : 

ST 0  ci (T) 0 X S T 0 S T 0  X S T 0 I 

induit pa r l a proposition 4.3.71 une flèch e naturelle en X  : 

(117) :  SUS T ,sMT)0X) >SUS T,E(X) 

De plus, cette flèch e correspond, via  l'adjonction (SUS T E, Oub E

 E) :  Suite(E, C) — • 
Spect^(C), à  l a flèche 

ei(T) 0 X •  SUST E(X) 

qui, a u nivea u n , es t donné e pa r l'inclusio n d u facteu r Ind f x E „- iT 0  X n _ i , numé-
roté 1  + n  —  1  =  n , dan s l e coprodui t ]Ji+j= n ^^i i 'xEj^ 1 ^'- ^  vien t qu e s i l'o n 
applique (117 ) àl =  e p(^4), o n retrouv e l a flèch e LJ P

A (voir (82)) . L e lemme suivant 
est maintenan t clai r : 

Lemme 4.3.73. -  Soient  A  e Ob(C ) et  p  G  N. La  flèche u p

A :  Sus£|~ E(T 0 A)  —• 
SusÇ,E(A) correspond  via Visomorphisme  de  catégories Spect^(C) ~  M o d p ( S T ) à  la 
composée : 

ST 0  ep +i (T 0 A) ~  ST 0  ei (T) 0 e p(i4) -^-> S T 0  S T 0  e p(i4) S T 0  e p{A) 
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Corollaire 4.3.74. -  Soient  (p,q)  G  N2 et  {A,B)  G  Ob(C)2 . Le  carré  suivant : 

UJV

A 0  id 
SusÇ^T 0 A) 0 Sus^E(£) •  Sus Ê(A) 0 Sus^ E(£) 

uop+q 

SusÇg+ 1 (T 0 A 0 S) —  •  Sus55(A 0 fl) 
est commutatif. 

Démonstration. —  Pa r l e lernm e précédent , l e carré de l'énonc é correspon d modulo 
l'isomorphisme SpectÇ (C) ~  M o d p ( S T ) a u carr é suivant : 

(S T 0 ci(r) 0 ep(A)) 0 e,(5) (S T 0 ep(A)) 0 e,(5 ) 

S T 0  ei(T) 0 ep + 9(i4 0 5) — • ST 0 ep+q{A 0  5) 

La commutation d e ce carré est évidente . • 

Revenons a u ca s o ù C  est notr e catégori e d e modèle s (3D? , ®, 1) monoïdal e symé -
trique et unitaire . Notons l a propositio n suivant e : 

Proposition 4.3.75. —  La  catégorie  SpectÇ (SD?) est  une  catégorie  de  modèles  monoï-
dale pour sa  structure  projective instable. 

Démonstration. -  I l s'agit d e vérifie r l'axiom e (MMC ) de l a définition 4.1.57 . Soit 
v :  A  >  B un e cofibratio n projective (resp. cofibratio n projective triviale ni -
veau pa r niveau ) d e T-spectre s symétriques . O n not e cé" l a class e de s flèche s v'  : 
A' >  B' dan s Spectr (SDl) telle s qu e : 

A<8>B' ] J B  0) A' •  B 0 B' 
A® A' 

est un e cofibratio n projective (resp. cofibratio n projective triviale nivea u pa r ni -
veau). I l suffir a d e prouve r qu e Cof p r o j C  cé>'. Pou r cela , remarquon s qu e cé" es t 
stable par rétract , composition transfinie et push-out. Ceci nous ramène à vérifier qu e 
{ S u 4 i E ( u ; ) ; q  G N et u'  G  Cof} C  <*f. 

Soit u'  :  U'  >  V  un e cofibratio n d e Wl.  Il faut montre r qu e l a flèche : 

A®Sus^E(V") ] J B0Sus^ E(f7 /) y B®Sus^s(V") 
AgSus^C/') 

est un e cofibratio n projective (resp. cofibration projective triviale niveau pa r niveau) . 
Pour fair e cela , o n introdui t l a class e fé 7 de s flèches  v  vérifian t cett e propriét é e t 
on montr e qu e Cof pr0j C  ^  (resp . Cof p r o j D  Wniv C  cé>). Étan t donn é qu e fé 7 es t 
stable pa r rétract , compositio n transfinie e t push-out, on s e ramèn e à  montre r qu e 
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{Sus^ E ( u ) ; p  G  N et u  G  Cof (resp . u  G  Cof n  W )} C  cé>. On se donne don c une co-
fibration (resp . une cofibration triviale) u  :  U  >  V  d e Wl.  Par l e corollaire 4.3.72, 
on voi t que l a flèche : 

SusÇ,E(£7) ® Sus Ê(F') J J SiisÇ . ®  Sus^E([/') 
Susi; s((7)0Suŝ  ̂ (fy) 

• Sus £ E (F) ® Sus*, E (F') 
s'identifie canoniquemen t à  : 

Sus£+?(t/ ® F') ] J Sus /^(t/ / ®  F) y  SusÇ+?(F ® F7) 
Sus£+?(£/0(/') 

et donc à l'image de la cofibration (resp . cofibration triviale) U®V  Uu^u  U'®V  —• 
V ®  V pa r l e foncteur d e Quille n à  gauche Sus£ +

E. D'o ù le résultat. • 

Nous ignorons si l'analogue de la proposition 4.3.75 est encore vrai pour la structure 
stable sur Spect ^(C). Nou s avons toutefois l e résultat conditionne l : 

Théorème 4.3.76. -  On  suppose que la catégorie Spect Ç (9Jt) est  stable pour sa struc-
ture projective stable. Alors, (Specty (SDÎ). Wst. Cof proj, Fib proj-st) est  une catégorie 
de modèles  monoïdale. 

Démonstration. —  Par l a propositio n 4.2.76 , il nous rest e à  vérifie r qu e E <S) UJ P

A est 
une équivalenc e stabl e pou r E un T-spectr e symétriqu e projectivement cofibrant , A 
un obje t cofibran t d e 9J Ï e t p  G  N. I l suffi t don c d e voi r qu e pou r tou t fìr-spectre 
fibrant nivea u pa r nivea u X , l'application : 

homHOri,„(Spaccare)) ( E ®  Sus£ E(A), X) 

• lioniHô .̂ spoctÇore))(E ® SusÇ^ (T ® A), X) 
est bijective . Par adjonction , cett e applicatio n s'identifi e à  : 

homHoreir(Spe*=(are))(E> Hom d(Sus^ E(^),X)) 

> nomHoM/;(,(sPect^(im))(E>JdPJIi^Sus^1 (T ® A), X ) ) 

Il suffi t don c d e montre r qu e l a flèch e Hp_m ^(Sus^ E ( A ) , X) — • Hom g ( S u s ^ +

E ( T ® 
A ) , X ) es t un e équivalenc e faibl e nivea u pa r niveau . Soi t q  G  N, l a transformatio n 
naturelle : 

(118) Ev q o  Horng(SusE(A), -) •  Evq o  HomgfSus^+

E (T ® A). —) 

correspond par adjonctio n à  la flèche : 

( 1 1 9 ) SusÇ ĈT ® A) ® Suŝ  E ( - ) ^ A ^ l d )  Susp

TE{A) ®  Sus*, E ( - ) 
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Par l e corollaire 4.3.74, la transformation naturell e (119 ) est isomorph e à : 

(12°) Sus?+E9+1( T 0 A 0 -) A.  EW-) SuspT+«(A 0  -) 

On dédui t qu e (118 ) est isomorph e à l a transformation naturell e : 

Homg(A. E W - )) •  homg(A, Hom^T, Evp + g + 1 (-)) ) 

déduite pa r adjonctio n d u morphism e d'assemblag e de s T-spectres . L e résulta t es t 
maintenant clai r étan t donn é qu e pou r u n ^-spectre fibrant nivea u pa r niveau , l e 
morphisme X p + ( ? >  H o m g ( T , X p + q + 1 ) es t un e équivalenc e faible d e M. • 

Notons la proposition suivante : 

Proposition 4.3.77. —  Pour  que  la  catégorie  de  modèles  (Spect^(9Jt) , WS £, C o f p r o j , 
Fibprojst) soit  stable,  il  suffit  qu'il  existe  un  objet  T'  G  Ob(9Jt) tel  que  T soit  iso-
morphe à  T}{T r) dans  H o ( Ü H ) . 

Démonstration. —  Pa r l a propositio n 4.3.42 , il suffi t d e traiter l e cas T  =  X " 0 E 1 ! 
avec V  u n obje t cofibran t d e 9JÏ . O n not e r  l a transpositio n (12 ) G E2 . O n sai t pa r 
le théorèm e 4.3.3 8 que l e foncteur ( T 0 — ) T est un e équivalenc e de Quille n à  gauch e 
relativement à  la structure projective stable de SpectÇ (9Jt). On vérifie immédiatemen t 
que ( T 0 - ) r es t égal au foncteur S T 0 e o ( T ) 0 - modulo l'isomorphisme Spect^(SJt) ~ 
M o d p ( S T ) . O n a  des isomorphismes canonique s d e foncteurs : 

ST 0  e0(T) 0 - =  (ST 0 eo(T') 0 -) o (ST 0 ^(E 1 ! ) 0 -) 
= (S T 0 e0(E 1l) 0 -) o (ST 0 eo(T') 0 -) 

De plus , les deux foncteurs ( S T 0 e o ( r 7 ) 0 - ) et ( S T 0 e o ( E 1 l ) 0 — ) son t des foncteurs d e 
Quillen à  gauche. Ceci montre qu e (S 7 0  eo(E 1 l ) 0  — ) est un e équivalence de Quillen 
à gauche . I l es t immédia t qu e L(S T 0 e 0 ( E 1 l ) 0  —  ) es t isomorph e à  l'endofoncteu r 
E x ( - ) d e Ho ,.*(SpectÇ(OT)). • 

Remarque 4.3.78. —  L a conditio n d e l a propositio n 4.3.7 7 es t clairemen t satisfait e 
lorsque 9J t es t stable . 

Le rest e de ce paragraphe est consacr é à la preuv e d u critèr e suivan t : 

Théorème 4.3.79. — - Pour que  le  foncteur  de  Quillen  à  gauche  ( — 0 ^ } E ) : 

SpectT(9DÎ) >  Spect^(OT) soit  une  équivalence  de  Quillen  relativement  aux 
structures projectives  stables,  il  suffit que  les conditions  suivantes  soient  satisfaites  : 

(i) La  permutation (123 ) G E3 opère  par  l'identité  sur  T® 3 dans  Ho(9Jl), 
(ii) Le  foncteur R H o m g ( T . —  ) commute  aux  compositions  trans finies comme dans 

l'hypothèse 4 -3.56. 
(iii) La  catégorie  de  modèles  (Spect^(OT) , W st, C o f p r o j , Fib proj-st) est  stable. 
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La permutatio n r  =  (12 ) G  £2 e y t un e involution symétrique d u monoïd e E (voir 
la définitio n 4.3.36) . D'aprè s l e théorèm e 4.3.40 , i l suffi t d e vérifie r qu e l e foncteu r 
(T®— )T =  (T® T —) :  Spect T(9Jt) >  Spect T(9ÏÏ) es t un e équivalence de Quillen 
à gauche. On notera Horn^ (T, — ) l'adjoint à  droite d e T 0 r — . L'hypothèse d e stabilité 
de ( Spect^(9JI), W.s t , Cof p r o j , Fib p r oj_. Sf) ser a utilisé e via  l e lemme suivan t : 

Lemme 4.3.80. —  On  suppose donné un  morphisme  de  N-suites dans  une catégorie  de 
modèles stable  VI : 

A0 •  A1 •...  >  A„ >  An+1 •... 

B0 •  Bl •...  >  Bn •  Bn+l >... 

et des  morphismes  7 n :  B n >  A n+\ dans  Ho(9l) faisant  de  : 

A{) >  A1 •...  >  An •  An+l >... 

B0 >  Bi >...  •  Bn >  Bn+l >... 

un diagramme commutatif  dans  Ho(̂ Tl). Alors le  morphisme évident  LCo\\m ne^An —> 
LCo\\m7ie^B7t est  un  isomorphisme  de  Ho(̂ Tl). 

Démonstration. ~  - La colimite homotopique d'une N -suite de : 

Co d - ^ - > . . . >  Cn ^> C n + 1 • . . . 
se calcule ( à un isomorphism e non-uniqu e près ) dan s la catégori e homotopiqu e par : 

Сопе(ЦС7(

 k l Ц "Г") Цс„ ) 

Les flèches  7 ™ d e l'énonc é fournissen t don c un e flèch e (no n canonique ) 7  : 
LColimnG^J5n >  LCo\'\m ne^An .  O n montr e facilemen t qu e le s composée s 7 0 c 

et c  o 7 son t inversible s (ave c c  :  LColim„ en^»». >  LCo\\vr\ ne^Bn I e morphism e 
canonique). • 

La composé e (T ® r - ) o  (T ®T - ) es t égal e à  ( T 0 2 ®  - )G avec a  =  (123 ) G  E 3 . 
On notera T 0 2 ® a -  l e prolongement d e T 0 2 0  -  associ é à  a  e t H o m ^ T 0 2 . - ) son t 
adjoint à  droite . 

Lemme 4.3.81. —  On  suppose  que  a  =  (123 ) :  T®*  >  T0 3 est  Videntité 
dans Ho(OT) . On  suppose  aussi  que  (Spect T(9JÏ), W s * , Cof. Y\h proj-st) est 
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stable. Alors,  Vanité  :  X  — 
(|_(T®2 ® f f - ) ,RHom£(T . - ) ) 

-» RHom^rr0 2, - ) o  UT®2 - ) X de  l'adjonction 
Hcw(SpectT(9tt)) •  Hon i t,(SpectT(SDl)) est 

une équivalence  stable pour tout  T-spectre  X. 

Démonstration. —  Soi t X  u n T-spectr e projectivemen t cofibrant . Choisisson s un e 
suite d e cofibrations 

X ---ci\U Ri A a R 
avec a\ trivial e niveau par niveau , u  stableinent triviale , R i fibrant  nivea u par nivea u 
et R  stableinen t fibrant . O n choisit ensuite un e cofibration triviale nivea u par nivea u 
b\ :  T 0 2 ® a Ri >  Qi ave c Qi fibran t nivea u par niveau et un carré commutatif : 

Ri ->R 

Hom (̂r®2.Qi)—P. 

avec v  une cofibration stablement trivial e e t P  stablemen t fibrant . 
Considérons le diagramme suivan t dan s Ho n/1,(SpectT(9Jl)) : 

(121) 

-> LColim7jGNA0/IRi 
|w 

-> LColimneNAonR 

Hom (̂T?:2,Qi) >  LColim7fGNA°"Horner-2, Qi) •  LColim„eNAonP 

Comme; R e t P  son t des T-spectres stableinent fibrants , le s flèches AO M R — > A o n + 1 R 
et A onP >(T ?:2,Qi) son t (je s équivalence s faible s nivea u pa r niveau . O n 
déduit de s isomorphisme s R  ~  LColim n GNA o nR e t P  ~  LColim n eNAo nP dan s 
Hom i,(SpectT(SDÎ)). Cec i montre que les flèches e et e'  sont des équivalences stables. 
En considéran t l'imag e de (121 ) par Ho n/t,(SpectT(9Jt)) >  Hos t(SpectT(97t)) , 
la flèche X  >  Hom^fT, Qi) devien t u n rétrac t d e (•) . Il suffira don c de montre r 
que (• ) es t un e équivalenc e stable. O n verr a mêm e que (• ) es t u n isomorphism e de 
Hon i l,(SpectT(OT)). 

La flèche (•) de (121 ) est l a colimite homotopique du morphism e de N-suites : 

A°Ri >  AJRi •.. . - A onRi ->... 

A°Hom (̂r®2. Qi) >  A^om^T®2. Qi) -»...• AOHHom;(r82,Qi -»... 
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On montrer a qu e la restrictio n d e c e morphism e d e N-suite s suivan t l'inclu -
sion cofinal e 2 N C N . vérifie l a conditio n d u lemni e 4.3.8 0 nivea u pa r niveau . 
Ainsi, o n s'intéressera uniquemen t à  l'imag e d e cette restrictio n pa r le foncteu r 

Evp 

SpectT(9Jt) >  VJl  >  Ho(9Jt) .  Cette imag e est : 

(122) 

• • • •  RHom̂ (r»«. Xt I + p ) —  • 

( 2 ) RHom ^r^", X 2 + M + p ) • . . . 

(3) 
...RHomg(r^w.RHomf/r^2,T"2 %  X„+/,))^4 

Rt!om,(r-2+». RHom,(T^ 2.r^^x 2 + / l + p)) • 

où l a flèche (1) est la composée : 

RHomg(r®w, Xn + P ) >  RHomc;(T®2 0 xZn.Tz2 <g > X n + P ) 

R H o m , ( T ® 2 + - , X 2 + n + p ) 

La flèche  (2 ) est induite pa r le morphisme d'unit é 1  >  R H o m g ( T ® 2 . T® 2 (g ) -) . 
La flèche  (3 ) est donnée par la composée : 

RHom^T»", RHom,,(T-2, Tz2 Z  X n+P)) 

> RHomf/r^2 %  T*».TZ2 2  RHomg(T^2,Tm %  X / l + p ) ) 
^2T*».TZ22T*».TZ 

RHom,(r*2+\ RiHomr/(r-2. t*2 ® x 2 + n + p ) ) 

Supposons u n instant qu e le morphisme d'assemblag e d u T-spectre H o m ^ T ® 2 , 
T® 2(g)C TX) es t égal dans Ho(SDt) au morphisme d'assemblage du T-spectre Hom*(T® 2 , 

T® 2(g)iX) (ave c T®2 ®i -  l e prolongement du foncteur T ® 2 ® - :  Wl  >  SDÎ associ é 
à l'isomorphism e d'associât ivité T <8 {T QT) <% - ~  (T  ® T) ® T <g> - ). Dans c e cas, 
la flèche (3) dans le diagramme (122 ) est égale à la composée : 

RHom^T®'', R H o m ^ 2 , ^ 2 X, l + P)) 

> RHomf;(T^2 0 T*».T*2 Z RHomg(TrX)2, T^2 « • X n + P ) ) 

„2 
RHomJ(T:'-2.T22ZiX) 

RHom,(T^2+".RHomry(r^2.r*2 0 x2 + „ + p ) ) 
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Le carr é d u morphism e d'assemblag e 7Hom^(TZ*.T®'2®iX) d u T-spectre Hom*(T(g)i X) 
est éga l à  l a composée : 

T®2 ® Hom9(T®2, T®2 ® X „+ p ) T® 2 ® X n + P 

(r- 2.r : 2X—^h!om,(r 0 2, T

On dispos e d'un isomorphism e canonique Homg(T0 n. HomfJfr02. -)) ~ Hom g(T®2 0 
T 0 n , —  ) e t d'u n diagramm e commutati f : 

HomJT^'\HomJTy'2.T^2 0 X„+„)) -  >  Homfff(r>2 CO Ty".T*'2 ® Xn + | l) 

HomglT<-2 -S- r*'\ T;:2 Hom,/^ 2,T'2 ï X„+/,)) Hom̂ r.;- r:':'',X1+,i+/;) 
«2 

Нот,.(Г:2 ::: т ".T 2 X, l+„) RHom,y(r x l+Homw(r- 2.r : 2X 1 + I l + P)) 

Hom/y(r> 2 :-:r°".X 2+,l+/l) 

RHomf/ (T; :2+", Horn,/ (T>:2. T2 G  X2 +,, + ï,)) 

Ceci montre qu e le diagramm e 

• •  RHomJT*".X,,_u,,) •  RHomrr(T::2+".X,+„+.,) •.. . 

• • —• RHom/y(r:Hom,y(r: :2. T-2 :?;X,I+/I)) —V RHom,y(r: :2+". Homf/(r::2. r«2; ::X 2 +„ + / ,)) —•.. . 

est commutati f dan s Ho(9Jt) s i Ton prend pou r l a flèch e en pointillés l a composée : 

Horn (T®71, Horn (T 0 n . T0 2 ®  XTl+„)) 

Hom,(r®2 s T®" , r®2 ® xn + p ) — ^ Hpm ,(r02+», X 2 + n + P ) 

On conclu t alor s avec le lemme 4.3.80. 
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Pour terminer , i l nou s rest e don c à  vérifie r qu e le s morphisme s d'assemblag e 
7Hom^(T^2,T®20ffx) s o n t isomorphe s dan s Ho (OT) au x morphisme s d'assemblag e 
7Homi(T^2,T^2 01x)- Soi t e G £ 3 e t expliciton s 7Hom ^(r^2.r®2^.xi e n revenan t au x 
définitions. I l s'agit don c de la composée : 

Horner 0 2.T 0 2^X„i 

HomQ(T02, T0 2 <8 > T <g> Homg(T02, T%2 Z X„)) 

Hom^T02, T 0 T0 2 0  Horner02, T 0 2 g  Xn)) 

Horner02. T Z T0 2 £ X„ ) —€—> Homg(T 0 2 , T0 2 <g> T 0 X„) 

7x 

Homç(r02, T0 2 ^ x n + 1 ) 

Etant donn é qu e a  et  a~ L agissen t trivialemen t su r T  ®  T ®  T dan s Ho(SDÎ) , cett e 
composée est la même (dans Ho(9Jl)) pou r e = 1  ou e = a.  Le lemme est démontré. • 

On peu t maintenan t acheve r l a preuv e d u théorèm e 4.3.79 . Étan t donn é qu e 
(T<8>T - ) ° 2 = (T ® (8)0- - ) , i l suffi t d e montre r qu e l'adjonctio n ( ( T 0 2 0 C T - ) , 
Hom^fT®2, —  )) es t un e équivalenc e de Quillen relativemen t à  l a structure stable . 

L'endofoncteur | _ ( T 0 2 ® C T — ) d e Ho n i r(SpectT(9Jt)) préserv e le s équiva -
lences stables . L a conditio n (ii ) d u théorèm e 4.3.7 9 impliqu e qu e l'endofonc -
teur R Hom^fT 0 2 , —) d e HOM V(SpectT(9Dt)) préserve égalemen t le s équivalence s 
stables (voi r l a propositio n 4.3.57) . Ce s deu x foncteur s s e dériven t don c trivia -
lement relativemen t à  l a localisatio n d e Ho„ù,(Spect T(9Jt)) suivan t le s équi -
valences stables . O n déduit , pa r l e lemm e 4.3.81 , qu e l'unit é d e l'adjonctio n 
( L ( T 0 2 0 a - ) ,RHomg ( r® 2 , - ) ) :  Ho f l t(SpectT(OR)) •  Hos*(SpectT(9Jt)) 
est inversible . 

D'autre part, le foncteur R Hom^fr 0 2 , —) est conservatif . E n effet, soi t /  :  X — • Y 
un morphism e d e T-spectre s stablemen t fibrants.  Supposon s qu e Hom^fT 0 2 , /) es t 
une équivalenc e stable . Le s T-spectres H o m ^ ( T 0 2 . X ) e t Hom^(T 0 2 , Y) son t encor e 
stablement fibrants.  I l vient qu e Hom^(T 0 2 . /) es t un e équivalenc e faible nivea u pa r 
niveau. Pou r n  G  N, les carrés : 

X n >  Homg(Xn+9) 

fn Horner2 2,/n + 2) 

Y„ >Hom ry(Yu+2) 
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sont commutâ t ifs e t à  flèches horizontales de s équivalences  faibles . Cec i montre qu e 
les f n étaien t de s équivalences faibles . 

Il découl e alor s formellemen t qu e l a counit é d e l'adjonctio n :  (L(T® 2 <S>o-  —), 
RHonrig (T®2 , —) ) (a u nivea u d e Ho 6.£(SpectT(OT))) es t auss i inversible . E n effet , l a 
composée : 

RHom^fT®2, -) RHom f̂r®2, -) o L(T®2 ®a -) o RHom^fT®2, -) 

>RHonfg{T®2,-) 

est l'identité . Cec i montre qu e RHom ^ir® 2, -) o L(T® 2 ® a - ) o RHom^íT®2, - ) —> 
RHom^fT®2, - ) est inversible . On invoque alors le fait qu e RHom^tT® 2, -) est conser-
vatif. L e théorème 4.3.7 9 est démontré . 

4.4. De s catégorie s d e modèle s d e natur e faisceautiqu e 

Le but d e cette section est d'expose r les résultats de Jardine [Jar87] su r l'existenc e 
de structure s d e modèle s su r le s catégorie s d e faisceau x su r u n site . Un e différenc e 
notable ave c [Jar87 ] vien t d u fai t qu e l'o n considèr e de s faisceau x à  valeur s dan s 
des catégorie s d e coefficients  (voi r l a définitio n 4.4.23) . Cec i exclu t don c l'exempl e 
fondamental A op8,ns puisqu e le s catégories de coefficients sont stables . 

4.4.1. Préfaisceau x e t faisceau x à  valeurs dans un e catégori e abstrait e 
Dans c e numéro, o n se donne une catégori e G  complèt e et cocomplète . Si A  es t u n 

objet d e G  et E un ensemble , on notera E (g) A (resp . hom(i£, A)) l a colimite (resp. la 
limite) d u foncteu r : 

E > * — e 
où l'ensemble E  est considér é comm e une catégori e discrète . Bie n entendu , E (g) A 
(resp. homfE1, A)) es t simplemen t l e coprodui t (resp . l e produit ) d e E copies de A. 
On vérifie aisément qu e le foncteur E<&  — est adjoin t à  gauche du foncteur homfE1, — ). 

Définition 4.4.1. —  Soit  S  une  petite  catégorie.  On  note  PreShv(S,C ) la  catégorie 
HOM(S o p , C) . Un  objet  de  PreShv(S, C) est  appelé  un préfaiscea u à  valeur s dan s G. 
Lorsque G  est la catégorie des  ensembles, on  note simplement  PreShv(S ) la  catégorie 
des préfaisceaux d'ensembles. 

Dans l a suite de cette section , une petite catégorie S sera fixée. Sauf mention expli-
cite du contraire, le s préfaisceaux son t définis sur S . Soit F un préfaisceau d'ensembles . 
On note S/F l a sous-catégorie pleine de PreShv(8)/F formé e des flèches U —> F  avec 
U u n objet de § vu comme un préfaiscea u représentabl e via le plongement de Yoneda. 
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Définition 4.4.2. -----  Etant  donnés  un  préfaisceau K  à  valeurs dans  C et un préfaisceau 
d'ensembles F,  on  définit  un  préfaisceau  F  3  K  :  § op >  G par  l'association  : 

U G Ob(S) ^  F{U)  Z K{U) 

Si H est  un autre  préfaisceau à  valeurs dans  C, on note hom e (F, H) l'objet  de  6 défini 
par : 

L\mu^FeOb(s/F)H(U) 
On définit  alors  un  préfaisceau  horn(F. H) à  valeurs dans  C par l'association  : 

U G Ob(S) hom e(F x [/, H) 

Remarque 4.4.3. —  Pour U  G Ob(S), on a un isomorphisme canonique :  home([7. H) ~ 
H(U). E n effet , l a catégori e S/U  adme t klu  comm e objet final . 

On verr a qu e hom(F. — ) es t l'adjoin t à  droit e d u foncteu r F  ®  —. O n commence 
par : 

Proposition 4.4.4. —  Soit  F  un  préfaisceau  d'ensembles.  Le  fondeur  hom e(F, —)  : 
PreShv(S, C ) >  C  est  adjoint  à  droite  du  foncteur composé  : 

C PreShv(S . C) F—^r PreShv(S , C) 

où est  est  le  foncteur qui  associe  à  A  e  Ob(C ) le  préfaisceau constant  A cst (i .e. tel 
que A rst(U) =  A pour  U  G Ob(S)). 

Démonstration. —  I l s'agi t d e construir e u n isomorphism e nature l e n A  G  Ob(C) et 
#GOb(PreShv(S ,C) ) : 

hompreShv(s,e)(^ ® ACHt, H)  hom e(A home(F, H)) 

L'ensemble honip r eshv(S.e)(^'® Acst, H)  es t l'égalisateu r de la double flèche évidente : 

Y[ hom e(F(U) <g> A.H(U)) \ ]J  hom e(F(F) <g > A,H(U)) 
UEOb(S) U-> V'eFI(S) 

On déduit par adjonction , u n isomorphisme naturel entre homPreshv(s.e)(^r'(S)^c.sf •  H) 
et l'égalisateu r de : 

Y[ homr(AAiom(F(U),H(U)))  = 4 hom e(A, hom(F(F), H(U))) 
t/GOb(S) £/ — VeFI(S) 

Étant donn é qu e l e foncteu r hom e ( A —) commut e au x limites , i l nou s rest e à 
construire un isomorphism e nature l en H  entr e les deux objet s suivant s : 

^-mu^FeOb(S/F)H(U) 
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e t

Eq( П hom(F(U),H(U)) = 4 Ц hom(F(V), #(£ / )) ) 
4f/GOb(S) c/—VGFI(S) 

En écrivant  hgm(F(U'),  H(U))  =  Y[ V,_^F H(U)  o n voit que l'égalisateur de droite es t 
égal à  : 

Eq( П T T * W = * П П ^ ) ) 
KueOb(S) U-+F U-+V(EF\{S) V^F 

- E(l(jlu->FeOb(S/F) H(u)1Ylu->V-+F eF\(S/F) H(u)^j 

Le membre d e droit e es t un e descriptio n d e l a limit e \-'\mu -^FeOb(s/F)H(U). L a pro -
position es t démontrée . • 

Proposition4.4.5. —  Soit  F  un  préfaisceau  d'ensembles.  L'endojoncteur  hom(F. — ) 
de PreShv(S, 6) est  adjoint  à  droite  de  Vendofoncteur F  0  —. 

Démonstration. -  -  Soien t K  e t H  deu x préfaisceau x à  valeur s dan s G . I l s'agi t d e 
construire un isomorpliism e nature l : 

hom P p e S h v ( S , e ) (F0J\, H)  - ^ -> hom Ppeshv(S,e) {K, hom(F, H)) 

Par définition , l'ensembl e lionip reshv(8.<?) hom(F, H)) es t l'égalisateur de la double 
flèche évident e : 

TT homp(jy(C/),hoiii e(F x U.H)) 
ueOb(S) 

Yl hom e(A'(K),home(F xU,H)) 
£/->VGFI(S) 

Par l'adjonctio n décrit e dan s la proposition 4.4.4 , on a un isomorpliism e naturel entre 
homprf,Shv(s,<°)(A\ hom(F H))  e t l'égalisateu r : 

TT hom P r e S h v ( § . e ) ( (F xU)® K(U) csU H) 
C/€Ob(S) 

TT hom P r e S h v f s . e ) ( (F x U)®K(V) cst.H) 
u-^vef\(S 

Étant donn é qu e homp reshv(S.e)(~~> H) envoi e le s colimite s su r le s limites , o n voi t 
qu'il suffi t d e construire un isomorpliism e entre K  e t : 

(123) Coe q U U®K(V) cat =$  U  U®K{U) cst 

\u->veF\(S) C/GOb(S) 
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Une flèch e de (123 ) vers L  G  Ob(PreShv(§, G) ) correspon d à  un élémen t d e : 

E q ( I l homPreShv(s,e)(^ ®  K(U)cst. L) 

Yl homPreShv(s.e)(^ ®  K{V)caU L) 
C/̂ VGFI(S) 

= Eq(  Il  hom e(A'(£/),L(£/)) = 4 J J hom e(^(F), L(£/)) 
^ueOb(S) u—vef\($) 

= h o i n P r e S h v ( S i e ) ( ^ , L) 

La première égalit é provient d e l'adjonction (U ® hom e(£/, - )) et de l'identifica -
tion hom E (?7, L) =  L(U)  (voi r la remarque 4.4.3). L'isomorphisme recherch é s'obtien t 
alors pa r l e lemme de Yoneda. • 

On dédui t immédiatemen t l e corollaire : 

Corollaire 4.4.6. -  Soient  F  et  G  deux  préfaisceaux  d'ensembles  sur  S . / / existe  un 
isomorphisme naturel  : 

homfF xG,H)~  hom(G . homfK H)) 

eni7G0b(PreShv(S,e)) . 

Rappelons qu'un e topologie de Grothendiec k top  su r un e petit e catégori e S  es t 
la donné e pou r tou t obje t U  G  Ob(S ) d'un e famill e Jt op(U) d e sous-préfaisceau x 
d'ensembles d e U  tell e qu e le s conditions suivantes sont satisfaite s : 

(i) u  e Jtop(U), 
(ii) Pou r toute flèche V  >  U  e t tout R  G  Jtop(U), le sous-préfaisceau RxyV  C 

V es t dan s Jtop(V), 
(iii) Soi t R  G  Jtop(U) et P  u n sous-préfaiscea u d e U.  S i pou r tou t V  — > i? G 

Ob(S/i?) l e sous-préfaisceau F  P  es t dan s it op{V), alor s P  G  itop {U). 
Les sous-préfaisceaux dan s J*op(E/) sont appelé s le s cribles  couvrantes  d e U  (pou r l a 
topologie top). L e couple (S.fop ) es t appel é u n site  de  Grothendieck. 

Dans l e reste de cette sous-section , on suppose que S est muni e d'une topologie top. 
Rappelons l a définitio n suivant e : 

Définition 4.4.7. — Un  préfaisceau H  à  valeurs  dans  6 est  un  faiscea u (resp.  est  sé -
paré,) (relativement  à  la topologie top) lorsque  la flèche : 

H(U) = homç(U.H) >hom e(R,H) 

est un  isomorphisme  (resp.  un  monomorphisme)  pour  tout  U  G  Ob(S) et  toute  crible 
couvrante R  de  U.  On  note  Shv i o p (S ,e) la  sous-catégorie  pleine  de  PreShv (S,C) 
dont les  objets  sont  les  faisceaux. 
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Soit H  u n préfaiscea u à  valeurs dans C . On pose , suivant [AGV73] , 

(124) LH(U)  =  Co\\mReJtnp{u) hom e(i?,H) 

Il est clair que LH es t naturellement un préfaisceau e t que l'on dispose d'un morphism e 
canonique i(H)  :  H  >  LH .  On a  l a proposition suivante : 

Proposition 4.4.8. -  On  suppose que les monomorphismes de  G sont stables  par petites 
colimites filtrantes. Soit  H  un  préfaisceau  à  valeurs dans  6. Alors,  H  est  un  faisceau 
si et  seulement  si  £(H) est  inversible. 

Démonstration. —  L a condition est clairemen t nécessaire . Supposon s donc que t(H) 
est inversibl e e t montron s qu e H  es t u n faisceau . Pou r tout e cribl e couvrant e P  G 
Jtop{U), la flèche  H(U)  > • home (P, H) adme t un e rétraction donnée par l a com -
posée : 

H{U) >hom e(P,iO >Co\\m RehoAU) hom e(iî,tf) ~  H{U) 

En particulier, cette flèche est u n monomorphisme . Plus généralement, s i R e t R'  son t 
deux crible s couvrantes d e U  avec R f C  R,  \e  morphisme : 

home(fl. H) •  home(#', #) 

est u n monomorphisme . E n effet , considéron s l e diagramme commutati f : 

home(fl. H) >  homE(R\ H) 
(1) (2) 

Uv'eOb(s/H(V) 
(3) ReOb($/R)b°me(VXRR',H (1 ) 

ïlv'-^R'eOb(s/R') H(V') 

Les flèches  numérotée s (1 ) son t de s monomorphisme s pa r l a constructio n d e 
hom e(—,—) (voi r l a définitio n 4.4.2) . I l vien t qu e l a flèche  (2 ) es t auss i u n mo -
nomorphismes. L'assertio n découl e alor s d u fai t qu e (3 ) es t u n monomorphism e 
puisque c'es t l e produit de s monomorphismes H(V)  >  hom e ( \ / x # R f, H)  . 

Il es t maintenan t facil e d'acheve r l a preuv e d e l a proposition . E n effet , pou r P  G 
Jtop{U), la flèche : 

(125) hom e(P, H) •  Co\\mReJtop{u)hgme(R, H)  - H(U) 

est un monomorphisme puisque c'est l a colimite des monomorphismes hom e (P, H) —• 
hom e (i?, H) suivan t le s crible s couvrante s R  de  U  contenue s dan s P.  Mais , l a 
flèche (125 ) adme t H(U)  >  hom e (P , i f ) pou r section . I l vien t qu e (125 ) e t s a 
section son t de s isomorphismes . • 
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Lemme 4.4.9. —-  Soit  H  un  préfaisceau à  valeurs dans  C. Les flèches L(£(H)),  £(L(H))  : 
L(jff) >  L(L(i /)) sont  égales. 

Démonstration. —  Soi t U  un obje t d e S  et i l s'agit d e compare r le s deu x flèche s : 

i(H) 
C o l i m R e J / o p ( c / ) h o m e ( f l , jff ) >  Co l im f l G J f o p ( c / ) h o m e ( i î , L ( f f ) ) 

Col im f l e j f o p ( c / ) hom e ( i î , ff ) ~  L(i/)(£/ ) •  Col im f l e J f o p ( ^ ) hom e ( i î ,L ( J f f ) ) 

L'application home(Col im R E J / o p ( t / )hom e ( i? , — ) —• Flflc j (t/ ) honie(hom e(P, 
H),—) étan t injective , o n se ramène à comparer le s composées ci-dessous ave c P un e 
crible couvrant e d e [ / : 

hom g(P H) >  homefP. L(H)) >  Col im f l e J f M j j ( c / ) hpm e ( f l , L(#)) 

horned H) >UH)(U)  ^Col im R e J ^ ( ^hom e (P ,L(^) ) 

Il suffi t don c de montrer que le s deux composée s : 

home(P H) •  home(p- L ( H ) ) 
et 

homç(P.H) >L(H)(U)  >homç(PMH)) 
sont égales . Puisque l'applicatio n 

hom e(-, l'\mv_^pe0b{s/P}L(H)(V)) >  Uv-^PeOb(S/P) home(-, L(H)(V)) 

est injective , i l suffi t d e prouve r qu e le s deux flèche s suivante s sont égale s pou r V  —> 
P e Ob(S/P) : 

home(P,#) >  homJPUH)) >L{H)(V) 
(126) e t 

homgfP. H) •  L(H){U) •  HH)(V) 

Étant donn é l e carré commutât if : 

home(P,/n i  hom^P.UH)) 

homçlV.H) >hom G(VMH)) 
on voi t qu e l a premièr e composé e de (126 ) est égal e à  :  hom e(P., H) —>  H(V) —• 
L(H)(V). D'autr e part, en étudiant l a structure de préfaisceau su r L( i î ) , o n voit qu e 
la second e composée de (126 ) est égal e à  : 

homg(P,ff) >  home(P x v V.H)  >L(H)(V) 

Comme P  X JJ V ~  V,  o n voi t qu e cett e composé e est simplemen t h o m e ( P H)  —> 
H(V) —>  L(H)(V). L e lemme es t démontré . • 
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Théorème 4.4.10. -  On  suppose que C est présentable au  sens de  la définition 4 -2.16. 
L'inclusion S h v t o p ( S , C ) C  P r e S h v ( S. C ) admet  un  adjoint  à  gauche : 

?itoV :  PreShv(§ , C ) >  Shv,(S, C) 

De plus,  le  Joncteur c\top commute  aux  limites  finis. 

Démonstration. Pou r tou s ordinal s v  <  A , on défini t pa r inductio n transfini e u n 
foncteur L A e t un e transforniatio n naturell e i v<\ '>  L " >  LA d e l a manièr e sui -
vante : 

L° = id et £\<\ = id. 
Si A  est limite , o n pose L A =  Colim I / GAL 1' . Pou r / г G  A, on prend i^<\  l a trans-
formation évidente . 
Si A  = v  + 1 . on pose LA =  LoL" . Pou r / / G  A. on prend C^<\  = ^(L , y) °  £^<v 

Supposons qu e C  est a-présentabl e ave c a  majoran t l e cardina l d e 8 . Le s foncteur s 
liom e(i?. —  ) son t rv-accessible s pour toute s les cribles couvrantes d e l a topologi e top. 
En effet , l a définitio n d u foncteu r hom c (i?, — ) fai t interveni r un e limit e suivan t l a 
catégorie S/R  qu i es t d e cardina l inférieu r à  a.  I l vient qu e L  est rv-accessible . Ainsi, 

pour A  le cardinal successeu r de a, l a flèche / :  L A >  L(LA ) s'identifi e à  la colimite 
des flèches : 

f(L) 0 f(L 2) 

f(L) |í(L 2) 

£(LV) -> hu ——-> L»+1 

/(L'O i(L"+1) 

L^L1)) L(̂ (L2)) 
-> L" +1 

L(f(L' 
v+2 . -> ... 

Par l e lemme 4.4.9, o n sai t qu e L ^ L " ) ) =  ^ ( L " + 1 ) . Cec i montr e qu e £  : 
L A ^L(L A ) es t inversible . Pa r l a propositio n 4.4.8 , L XH es t don c u n fais -

ceau pou r tou t H  G  O b( P r e S h v ( S , C)) . L'énonc é découle alors formellemen t d u fai t 
que H  ~  L XH s i l e préfaisceau H  es t u n faisceau . • 

Corollaire 4.4.11. —  On  suppose que  C est présentable au  sens de  la définition 4 -2.16. 
Alors, les  catégories  P r e S h v ( S. C ) et  S h v / . o p ( S , C ) sont  aussi  présentables. 

Démonstration. Cec i découle immédiatement de s propositions 4.2.20 et 4.2.21. • 

On a  le lemme suivant : 

Lemme 4.4.12. -  On  suppose que G est présentable. Soit  H  un  préfaisceau à  valeurs 
dans C . Le morphisme  (.{H)  :  H  •  LH induit  un  isomorphisme  après  faisceau-
tisation. 
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Démonstration. —  O n gard e le s notations d e l a preuv e d u théorèm e 4.4.10 . Il s'agi t 
de montrer qu e la colirnite des flèches verticales : 

L(H)—-^L2(H)—4 /(L(L"+1)f.(L") 

L{£) 

L2(i7) 

L2(¿) L"(€ ) \W+\Í) 

(̂L ) 
>Ь3(Я) -> " L ^ 1 ( i / ) ^ r + 2 ( i f ) 

est inversible . On montre pa r inductio n transfinie à partir du lemme 4.4.9 que *L v(t) = 
£{LV). L e résultat es t alor s immédiat . • 

Corollaire 4.4.13. —  On  suppose  que  6  est  présentable.  Soient  H  un  préfaisceau  à 
valeurs dans  6  et  F  >  F' un  morphisme  de  préfaisceaux  d'ensembles  qui  de-
vient inversible  après  faisceautisation. La  flèche  F  0  H  >  F'  (g ) H induit  alors 
un isomorphisme  après  faisceautisation. 

Démonstration. —  O n s e ramèn e immédiatemen t a u ca s d u morphism e d e préfais -
ceaux F  >  LF .  On dispose d'un morphism e évident L(F)  (g ) H >  L(F <g > H) 
donné a u nivea u d e U  G  Ob(§) par l a colirnite suivant R  €  3top {U) des : 

hoirie,^(fl, F) ®  H(U) >  hom e (fl , F  ®  H) 

Montrons qu e ce morphisme défini t u n relèvemen t dan s le carré commutatif : 

F® H  >L(F®H) 

LF <g > H >  LÇLF ® H) 

Ceci permettr a d e conclur e étant donn é qu e le s flèches  horizontale s deviennen t in -
versibles aprè s applicatio n d e a i o p . Seul e l a commutatio n d u triangl e inférieu r de -
mande u n argument . Pou r cela , o n remarqu e qu e l a naturalit é e n F  d u morphism e 
L(F) 0  H  >  L(F (&  H) e t le fait qu e £(L) =  L(£)  fournissent l e carré commutatif : 

LF&H- -> L(F % H) 

l?F $  H -> L(L F %•  H) 

Le corollair e est démontré . • 
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On dédui t alor s l e résultat suivan t : 

Corollaire 4.4.14. —  On  suppose  que  G  est  présentable.  Soit  F  >  F' un  mor-
phisrne de préfaisceaux d'ensembles  qui  induit un isomorphisme après  faisceautisation. 
Soit K  un  faisceau à  valeurs dans  G. Alors les  morphismes  : 

hom(F', K) •  hom(F, K) et  hom e(F', K) •  home(F, K) 

sont inversibles. 

Démonstration. —  E n remarquan t qu e hom e(*, hom(F, — )) ~  hom e (F, —  ), i l suffi t 
de considére r l a premièr e flèche. 

Soit H  u n préfaiscea u à  valeurs dans G.  La flèche : 

hom P r e S h v ( S , e )(H, hpm(F' ? K)) >  homPpeShv(S,e){H, hom(F , K)) 

est isomorph e à  : 

honipreShv(s,e)(^/ ® H, K) >  homP r e S h v ( s , e ) (F <8 > H, K) 

Comme K  es t u n faisceau , cett e flèche s'identifie à  : 

homShv,„fl(s,e)KopC '̂ ® K)  >  homShvtop{§^){'dtoP(F ® H), K) 

Le résultat découl e alors d u corollair e 4.4.13 e t d u lemme de Yoneda . • 

4.4.2. Préfaisceau x e t faisceau x à  valeur s dans un e catégori e d e modèle s 
Supposons maintenant que G  est un e catégorie de modèles 9JI. On fait le s définition s 

suivantes : 

Définition 4.4.15. —  Soit  f  :  H  >  K une  flèche de  PreShv(S, m). 

1- On  dit  que  f  est  une  équivalence  faible  (resp.  cofibration  injective,  fibration 
projective) lorsque pour tout  U  G  Ob(S) , la  flèche f(U)  :  H(U)  >  K(U) est  une 
équivalence faible (resp.  cofibration,  fibraiion) de  971 . 

2- On  dit  que  f est  une  cofibration  projective (resp. fibration  injective)  lorsque  f 
admet la  propriété de  relèvement  à  gauche (resp.  à  droite)  par  rapport  aux  fibrations 
triviales projectives  (resp.  cofibrations  triviales  injectives). 

3- On  notera  W  la  classe  des  équivalences  faibles  de  PreShv(§ , OT). On note 
Cof p r oj, (resp.  Cof inj) la  classe  des  cofibrations  projectives  (resp.  injectives)  et 
Fibproj, (resp. Fïbinj)  celle des  fibrations projectives  (resp.  injectives). 

Proposition 4.4.16. —  Supposons  que  9JI est  une  catégorie  de  modèles présentable par 
cofibrations. Alors,  la  catégorie PreShv(S, 93Î) munie  des  trois classes  W, Cof proj et 

est une  catégorie  de  modèles présentable par  cofibrations. 
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Démonstration. —  O n suppos e qu e es t «-présentabl e pa r cofibrations . I l es t im -
médiat qu e les classes Fih proj e t F ib p r o y n  W coïnciden t respectivement ave c les deux 
classes : 

RLP{£/ 0 f cst :  U  0 A cat •  U % B rst : 
/ :  A —• B G Cof a n  W C FI(3R) et U G Ob(S)} 

RLP{*7 0 f cst :  U  0 A CHt >  U 0 B rst : 
f:A—>Be Cof a C  FI (SUI) et C/ G Ob(S)} 

L'axiome ( M C 5) découle alors par 1*argumen t du petit obje t et d u fai t qu e les flèches 
de 

Cell{l7 0 fcst :  U  0 A C8t •  U 0 BCHt : 
/ :  A —> B G Cof„ H  W C  FI(SW) et U G Ob(S)} 

sont de s équivalences faibles . Le s axiomes ( M C I ) . ( M C 2 ) et ( M C 3 ) sont évidents . 
L'axiome ( M C 4 ) s'obtien t pa r l'astuc e d e .loyal . L e fai t qu e l a catégori e d e mo -
dèles ainsi obtenue soi t présentable pa r cofibration s découle immédiatement d u corol -
laire 4.4.11. • 

Le résultat suivan t demander a plu s d e travai l : on utilisera libremen t le s résultats 
du numér o 4.2. 3 : 

Proposition 4.4.17. —  Supposons  que  Wl est  une  catégorie  de  modèles présentable par 
cofibrations. Alors,  la catégorie PreShv(S.OT ) manie  des trois classes W, Cof^nj et 
Fibinj, est  une  catégorie de  modèles présentable par  cofibrations. 

Démonstration. —  Soi t a  u n cardina l majoran t celu i d e S  e t te l qu e SD Î est a-
présentable pa r cofibrations . Soi t (i  u n cardina l comm e dans l a propositio n 4.2.41. 
On prouvera l'égalit é : 

(127) Fib iriJ- = RLP((Cof inj)j n  W) 

Montrons seulement commen t obtenir l'axiom e ( M C 5) de (127) . L'argument d u petit 
objet appliqu é à  l a class e essentiellemen t petit e ( C o f ^ ) ^ f i W , fourni t de s factori -
sations pa r cofibration s triviale s injective s suivie s d e fibrations  injectives . D e même, 
l'argument d u peti t obje t appliqu é à  ( C o f ^ ) ^ fourni t de s factorisation s pa r cofi -
brations injective s suivie s d e flèches  dans R L P ^ C o f ^ ) ^ ) . D e (127) . o n dédui t qu e 
RLP((Cofinj)/*) C  Fibinj. Pou r voi r que RLP((Cofi7lj)p) C  W, i l suffit d e remarquer 
que : 

{U 0 fcst :  U  0 A cst >  U 0 B csi : 
f:A—>Be Cof a C  FI(OT) et U E 0b(§)} C  (Cof iry-)/3 
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Le rest e d e l a démonstratio n es t consacr é à  l a preuv e d e (127) . Soi t /  G 
RLP((Cof inj)(3 H  W) e t montron s qu e /  G  RLP (Cofi 7 y f i W ). O n se donne u n carr é 
commutatif dan s PreShv(S, 9Jt) : 

A >H 
f 

B >K 

avec u  un e cofibratio n trivial e injective . Pou r U  G  Ob(S) , o n choisi t un e sectio n 
ru :  B(U)  >  $Cof(u(U)) comm e dans le cas respectif d e la définition 4.2.45 . 

On considèr e l'ensembl e S  form é de s classe s disomorphism e de s famille s 
(vu,au)ueOb(S) ave c : 

- vu  '  A(U)  >T(U)  un e sous-cofibratio n rjy-normal e d e CQ(U (U)), 

- au  :  s(T(U))  •  H(U) ave c s(T(U)) =  T(U) x ^ f { u { u ) U u B (U). 
et qu i vérifien t le s conditions suivantes : 

(i) Le s sous-objets s(T(U))  d e B(U)  formen t u n sous-préfaiscea u s(T)  d e B, 
(ii) Le s flèches  au  définissen t u n morphism e d e préfaisceau x a  :  s(T)  >  H 

faisant commute r l e diagramme : 

A *Я 
a f 

s(T) >  В ¥ К 

On ordonn e S  d e la manière évidente . Pa r l a proposition 4.2.54, les chaînes de S son t 
majorées par leu r colimite . Le lemme de Zorn assure l'existence d'éléments maximaux . 

Supposons qu e (vu.  a>u)ueob (S) c s ^ u n élémen t maxima l d e £  e t montron s qu e 
T{U) =  & C()f(u(U)) pou r tou t U  G Ob(S). Considéron s le diagramme d e OrdEns  : 

n[/GOb(S)SpSub̂ (̂W(C/)|n/) 

Subrf(t*) > UueOb(S) Subß(u{U)) 

où le s flèches sont le s inclusions évidentes . O n note £  l a limite d e ce diagramme. Pa r 
les lemmes 4.2.57 et 4.2.4 , cette limit e es t cofinal e dans ric /eOb(S) Subß(u(U)) (pour 
la cofinalité de l'inclusion Sub ^(?i) C  Ilt/GOb(S) Sub^(?/([/)), s e référer à  la preuve de 
la proposition 4.2.20) . 

Se donne r u n obje t d e £ revien t à  se donner un e sous-flèch e :  A Q >  BQ d e 
u d e but /^-accessibl e et tell e que pour U  G Ob(S), UQ (U) est un e sous-cofibratio n ru-
spéciale de u(U)  qu i es t d e plus orthogonal e à  vu-  Noton s To(U)  =  T(U)  x&t.l)f(u{U)) 
&Cof(uo(U)). Comm e UQ (U) est orthogonal e à  vu,  l a flèche  A Q(U) >T 0(U) 
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est r 0,[/-normale dan s u 0(U) (ave c r 0,u B 0(U) >  $c 0f(uo{U)) l a sec -
tion déduit e d e ru).  Noton s s(T 0) l e préfaiscea u s(T)  x B BQ.  O n a  clairemen t 
s(T0)(U) =  T 0(U) x ^ r o f { u i ) ( u ) h r u u B 0(U) pou r U  G  Ob(S). L a flèche 8(T0) >  B 0 

est don c une cofibratio n injectiv e triviale . O n dédui t l'existenc e d'u n relèvemen t : 

s(To) >8 (T)-±3H 
f 

BQ -• B  •  K 

Pour U  G  Ob(S), v'v :  A(U) —•  T'(U)  =  T(U)  UT ()(U) ^jiMU))  es t un e sous -
cofibration rj/-normal e d e u(U)  majoran t vu.  I l vien t qu e l a famill e (v'jj,au  U 
/(/7))t/eob(S) major e (vu,  ^u)ueOb (S) dan s S.  Pa r maximalité , o n dédui t qu e le s 
sous-objets $ Ci}f(uo(U)) d e $ Clj(u(U)) son t majoré s pa r T(U).  Comm e £ es t cofîna l 
dans ric/eOb(S)^ u^/3(w(^r))' 0 1 1 a  forcémen t T(U)  =  & Clj(u(U)). • 

Définition 4.4.18. Soit  (971 , W, Cof, Fib) une catégorie  de  modèles présentable par 
cofibrations. Le  triplet (W, Cof p r o j , Fib p r oj) est  la structure de  modèles projective sur 
PreShv(S, 9JÎ). Le  triplet (W, Cof^-, Fib^) est la structure de  modèles injective sur 
PreShv(S,97t). 

Notons le s deux lemme s simple s suivant s : 

Lemme 4.4.19. — - Soient  97 1 une catégorie  présentable  par  cofibrations  et  F  un  pré-
faisceau d'ensembles.  Alors, 

(F(8)-,hom(F,-)) :  PreShv (S, 9JÎ) •  PreShv(S, SOT) 
et 

(F®(-)cst,hom<m(F,-)) :  971 •  PreShv(S, 971) 
sont des  adjonctions  de  Quillen  lorsque  l'on  munit  PreShv(S , 971) de  sa  structure 
injective. Si  le  préfaisceau F est  représentable, (F<%)(—) cst, hom m(F, —))  est  également 
une adjonction  de  Quillen  relativement  à  la structure projective sur PreShv(S , 97t). 

Démonstration. —  E n effet , l e foncteu r F  (g ) — (resp . F  (g ) (—)c s t) envoi e le s co -
fibrations e t le s cofibration s triviale s d e (PreShv(§ , 971) , W, Cof^, Fib i r y ) (resp. 
(971, W, Cof, Fib)) sur de s cofibration s injective s e t de s cofibration s injective s tri -
viales. Si U est u n obje t de S, le foncteur nommât/, —  ) envoie les fibrations projective s 
et le s fibration s projective s triviale s su r de s fibration s e t de s fibrations  triviale s d e 
m. • 

Lemme 4.4.20. —  On  garde les hypothèses du  lemme 4.4. 19. La  famille des  fondeurs : 

Rhoman(f7, -) :  Ho(PreShv(S, 971)) •  Ho(97t) 

avec U  G  Ob(S) est  conservative. 

ASTÉRISQUE 315 



4.4. DES CATÉGORIES DE MODÈLES DE NATURE FAISCEAUTIQU E 291 

Corollaire 4.4.21. - - Supposons  que  la  catégorie  de  modèles  présentable  par  cofibra-
tions 9JI est stable.  Alors  les  structures  de  modèles  sur  PreShv(S , 9JÌ) de la  défini-
tion 4.4.18  sont  stables. 

Démonstration. —  I l s'agi t d e montrer que l'unit é et l a counit é d e l'adjonctio n 

( E 1 , ^ 1 ) :  Ho(PreShv(S,OT) ) >  Ho(PreShv(§, 9DÎ)) 

sont inversibles . Cec i découle du lemme 4.4.20 et d e la commutation d e E 1 e t Q 1 ave c 
les foncteurs Rhom î m(i7, —) pour U  G  Ob(S). • 

Étant donné e un e topologie de Grothendiec k top  su r S  nou s allon s localise r le s 
structures d e l a définitio n 4.4.1 8 pou r obteni r le s structure s top-locale s d e Jardine s 
[Jar87]. O n fer a cel a dans un cadr e restrein t qu e nou s allon s décrire . 

Définition 4.4.22. —  Soit  9J Î une  catégorie  de  modèles  stable.  Un  objet  A  G  9JI est 
dit homotopiquemen t compac t si  pour  tout  n  G  Z, le  fondeur honiHo(a7t ) ( A ~ [ n \ ) : 

3DÎ > • Ens commute  aux  petites colimites filtrantes. 

Définition 4.4.23. -  Une  catégorie  de  modèles 9JI  est  appelée  une catégori e d e coeffi -
cients lorsque  les  conditions  suivantes  sont  satisfaites  : 

(i) SDÌ est propre à  gauche, présentable  par  cofibrations  et  stable, 
(ii) Les  équivalences  faibles de  SPÎ sont stables  par coproduits  finis. 
(iii) Il  existe  un  ensemble  £  C  9JI d'objets homotopiquement  compacts  qui  engendre 

la catégorie  triangulée  avec  sommes infinies  Ho(9Jt) . 
On supposera que  l'ensemble E  fait partie  des  données d'une  catégorie  de  coefficients. 

On es t bie n sû r intéress é par le s exemples suivant s : 

Exemple 4.4.24 
1- Les deux catégories d e modèles Spect 5i ( A o p £ n s ) e t Spect f 1 ( Ao p £ n s ) munie s 

de leurs structures projectives stable s sont de s catégories d e coefficients. La conditio n 
(iii) découl e d u fai t qu'un e colimit e filtrantes  d'objet s fibrants  es t encor e u n obje t 
fibrant. 

2- D e même, si A es t u n anneau , la catégorie des complexes de A-modules à gauch e 
Compl(Modg(A)) es t une catégorie de coefficients lorsqu'elle est munie de sa structure 
projective (Le.  le s fibrations  son t le s surjections) . 

Définition 4.4.25. —  Soient  H  et  K  deux  objets  de  PreShv(S , 9Jt). On  notera 
TIQ(H,K) le  préfaisceau d'ensembles  défini  par  l'association  : 

L 
U G  Ob(S) ~ > homHO(PRESHV(s,!OT))(tf ®H,K) 

L 
où le  fondeur  dérivé  U  (8 ) — est  pris  relativement  à  la  structure  injective  sur 
PreShv(S,9Jl). On  notera  tí£P(H,K) le faisceau  associé  à  U Q(H,K) pour  la 
topologie top. 
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Remarque 4.4.26. —  Lorsque l e préfaisceau H  =  A CST ave c A  u n obje t d e SPÎ , le pré -
faisceau H Q(H,K) es t donn é pa r :  U  G  0 b ( §) ^ homu 0^(A, K(U)).  O n l e notera 
simplement U Q(A,K). So n faisceau associ é est alor s not é I I Q O P ( A K) 

Définition 4.4.27. -  Soit  OT une catégorie  de  coefficients.  Une  flèche f  :  H  >  K 
de PreShv (S, 9JI) est  appelée  une équivalenc e top-local e si  pour  tout  n  G  Z et  A  G  £ 
homotopiquement compact,  le  morphisme de  faisceaux : 

f[n}) : J£t  H[n})  >  K°P(A, K[n}) 
est inversible.  On  notera  ^ t o v (resp.  ^t ovs) la  classe  des  équivalences  top-locales 
(resp. celles  qui  dont  la  source et  le  but  sont  ft-accessibles). 

Remarque 4.4.28. —  Une équivalence faibl e d e préfaisceaux à  valeurs dans 9JI est un e 
équivalence top-locale . S i l a topologi e top  es t l a topologi e grossière , alor s le s équi -
valences iop-locale s son t exactemen t le s équivalences  faible s d e préfaisceaux . Cec i 
découle de l a propriét é (iii ) de l a définitio n 4.4.23 . 

Lemme 4.4.29. —  La  classe  J£to P vérifie la  propriété  de  2  sur  3 . Elle  est  stable  par 
rétractions et  par colimites filtrantes. La  classe  j£ft o p n  Cof ¿n¿ est stable  par push-out. 

Démonstration. —  Le s deux premières propriété s son t évidentes . L a stabilité de Jftop 
par colimite s filtrantes découle de l a propriét é (iii ) de la définitio n 4.4.23 . 

Pout montrer qu e J £ftop H  Cof7>y es t stabl e pa r push-out, on s e donn e u n carr é 
cocartésien : 

('(Lì , /’(L2) 

~V 4-4'~V 

avec /  G  &top P i Cof^y. O n a  don c C o f ( / ) =  C o f ( / ' / ) . Soi t A  G  £ u n obje t homo -
topiquement compac t d e 90? . Comme 9J t es t stable , o n dédui t un e suit e exact e d e 
préfaisceaux d e groupes abélien s : 

n 0 ( A H[n])  •  n0 ( A K[n])  >  n 0 ( A Cof (f)[n}) 

• n0 ( A H[n  +  1] ) •  n0 ( A K[n  +  1]) 

avec n  G  Z . L e Joncteu r at o p étan t exact , i l vien t qu e I I Q O P ( A Cof ( / ) [n]) — 
IIo 0 p(A, Co f ( / ') W ) e s ^ l p faiscea u nul . L e résultat découl e alors d e l a suite exacte : 

n 0 ( A Cof ( / ' ) [ n -  1 ] ) •  Ho(A, H'[n]) 

> U0(A. À » ) >  U0(A, Co f (f')[n\) 

et d u fai t qu e l e foncteur a i o p es t exact . 
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Remarque 4.4.30. —  L'argument ci-dessus , montre plu s généralemen t qu'un e cofibra -
tion injectiv c u  :  H  >  K es t un e équivalenc e top-local e si e t seulemen t si , pou r 
77 G N et A  G  £. les faisceaux U^ P(A. £ n C o f (?/.)) son t nuls . 

Proposition 4.4.31. • — On  suppose que OT est une catégorie  de  coefficients. Il  existe un 
cardinal /3 tel  que  W>,C J | I =  W ^ t f l | l - # i . De  plus, 5â tov =  W j ^ M p . 

Démonstration. -  Soi t a  u n cardina l te l qu e PreShv(S , SDÎ) es t a-présentabl e pou r 
sa structur e injectiv e e t qu e tou s le s objet s d e £  son t a-accessibles . O n choisi t l e 
cardinal ¡3  comm e dans la propositio n 4.2.41. 

On utiliser a libremen t l'existenc e d e l a localisatio n d e Bousfiel d d e l a structur e 
(W, Cof  inj.  Fib.¿n j) suivant l a class e essentiellemen t petit e S£t op^. Pa r l a proposi -
tion 4.2.7 4 et l e lemme 4.4.29, on déduit qu e Wjsf, op ^  C ¿£toV-

Il s'agit d e montrer qu e toute équivalence fop-locale / es t dan s W& tnpmt1. O n peu t 
pour cel a suppose r qu e /  :  H  >  K es t un e cofibratio n injectiv e e t l'o n choisi t 
une sectio n •/ • : A ' >  <!>,./„(/ ) comm e dans la définition 4.2.45 . On considère alor s 
l'ensemble S  form é de s classe s d'isomorphisme s d e sous-cofibration s r-normale s v  : 
H >  T d e c(f)  ave c dan s W ^ ( ) p ( J . 

Cet ensembl e es t naturellemen t ordonn é e t toute s se s chaîne s son t majorée s pa r 
leur colimite . Il adme t don c des élément s maximaux . Dan s l a suite , o n suppos e qu e 
v :  H  >  T es t u n élémen t maxima l d e S  e t o n montrera que T  ~  <& cf0(f). 

On appell e Sub^ o p (?) la sous-catégori e plein e d e Sub^(? ) formée de s sous-flèche s 
qui son t de s équivalences  top-locales . Par l e lemme 4.4.32 ci-dessus, on sait qu e l'in -
clusion Sub^H?) C  Sub¿(?) est cofinal e (du moins pour ?  une cofibration injective) . 
Considérons alors l e diagramme d e QrdEns  : 

Suitf'M/)) sub'70 0 

Sub,,(r(/)) SpSub¿"(/|r) — ^ Subti(v) 
avec : 

- Le s flèches verticales son t le s inclusions évidentes , 
- L e foncteur P  associ e à une sous-flèch e fo  l a sous-flèche c(/o) , 
- L e foncteu r Q  associ e à  un e sous-flèch e fo  :  HQ  >  Ko l a sous-flèch e vo  : 

H0 •  T0 =  T x . p / o ( / ) $ c / „ ( / o ) • 

Par le s lemrne s 4.2.5 7 e t 4.2.4 . l a limit e - C d e c e diagramm e es t cofinal e dan s 
Sub^(c( / ) ) . S e donne r u n obje t d e £ , revien t à  s e donne r un e sous-cofibratio n 
fo :  Ho  >  Ko d e / , /-normal e e t orthogonal e à  v  e t tell e qu e le s flèches c(/o) 
et ¿'o : HQ  >  TQ  son t dan s ^top  (e t don c dans J¡ft0p,ii car TQ  est /3-accessible) . Il 
vient qu e H  >  T J j T 0c:/ (,(/o) e s t u n e sous-cofibratio n r-normal e qu i es t dan s 
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W&top.fl- Pa r niaximalit é d e v,  o n dédui t qu e 0 c / ( ) ( /o ) es t u n sous-obje t d e T.  Cec i 
force l'égalit é T  =  $ cf()(f). L a proposition est prouvée . • 

Lemme 4.4.32. —  On  garde  les  hypothèses  de  la  proposition  4-4 -31 • Soit  u  : 
H >K  une  équivalence  top-locale.  L'inclusion  Sub^op(w) C Sub ^-u) est 

cofinale. 

Démonstration. - — Pour r  E  Z , A  G  £ e t u ' :  H'  >  K' un e sous-flèch e d e u, 
considérons le carré commutati f : 

n£op(A H'[r]) •  Uf

0

op(A, K'[r\) 

(1) (2) 
I%p(A,H[r])-^I%P(A,K[r]) 

Notons Ni(u')  e t N 2(u') l e noya u d e (1 ) e t (2 ) respectivement . D e même , noton s 
P\(u') e t P2 {u') le s images respectives de (1 ) e t (2) . 

Pour u' de but /^-accessible , les groupes homHo(9Jt) (A, H'[r]) e t homHo(9!tt)(A ^ ' M) 
sont d e cardina l inférieu r à  /3 . D'autre part , l e foncteu r at o p préserv e le s objet s /3-
accessibles. I l vien t qu e Ni(u')  e t Pi(u f) son t de s faisceau x d e groupe s abélien s (3-
accessibles pour i  G  {1,2}. 

Soit UQ  : Ho  >  Ko un e sous-flèch e de u  d e but /^-accessible . On construi t pa r 
récurrence su r n  G  N une suite croissante d e sous-flèches un G  Sub^(tt) d e la manièr e 
suivante. Supposon s ii n-i construite . Étan t donn é qu e u  =  C o l i m w / e S u b ^ ( u ) i i / , e t 
que l e foncteur I I Q O P ( A —  [r]) commut e aux colimite s filtrantes, on déduit qu'i l exist e 
un-i <  u n G  Subp(u) telle s qu e :  Ni(u n-i) >  Ni(u n) es t nu l pou r i  G  {1,2} et 
P2(un-i) conten u dan s P\(u n). E n passan t à  l a colimit e suivant n  G  N, on obtien t 
une sous-flèch e tell e qu e Ni (y,oc) = 0  pour i  G  {1,2} et Pi(^oc ) —  ^2 (^00)- Cec i 
montre qu e Uoo  indui t u n isomorphism e après application IlQ 0p(yl, — [r]). 

Notons Sub^' 7 (u)  C  Sub /^u) l a sous-catégori e pleine formé e des sous-flèche s in-
duisant un isomorphisme après application du foncteur IIQ OP(^4, — [r]). O n a montré que 
cette inclusion était cofinale. Etant donné que £ est de cardinal essentie l inférieu r à  /3, 
on peu t applique r l e lemme 4.2.4 au diagramm e de s inclusions Sub^ , r(tt) C  Sub^îz) 
pour déduir e l e résultat recherché . • 

Par l a proposition 4.4.31 on peut localise r suivant l a classe J2ftop 

Définition 4.4.33. —  On  suppose  que  97 1 est  une  catégorie  de  coefficients.  La 
structure projective (resp. injective)  top-locale  (W top, Cof p r o j , Fib proj-top) (resp. 
(Wtop,Cofinj,Fïbinj-top)) sur  PreShv(S , 9Jt) est  la  localisation  de  Bousfield  de  la 
structure projective (resp. injective)  de  la  définition  4-4- 1$ suivant  J£t op- On  note 
HotoP(PreShv(S,9Jt)) la  catégorie homotopique  de  ces structures de  modèles. 
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Par l a seconde partie de la proposition 4.4.31, on sait qu e W * o p es t exactemen t l a 
classe des équivalences top-locales . Notons le lemme suivant : 

Lemme 4.4.34. —  On  garde  les  hypothèses  de  la  définition  4.^.33.  Les  structures  de 
modèles top-locales  sur PreShv(S, 9Jt) sont  propres  à gauche et  stables. 

Démonstration. —  La  propreté à  gauche est conservée par l a localisation de Bousfield 
(voir l e théorème 4.2.71) . Pou r l a stabilité , i l faut montre r qu e l'endofoncteu r Q 1 d e 
Ho(PreShv(S, 9Jt) ) préserv e le s équivalences top-locales. 

Soit /  :  H  >  K un e équivalenc e top-locale . Pour A  G  £, l e morphism e d e 

faisceaux I I ^ A ft 1^ ) M ) •  n*o p(A, Q^K)[n])  es t isomorphe à n*o p(A, H[n-

Lemme 4.4.35. —  Soient  9JI  une catégorie  de  coefficients  et  F  un  préfaisceau  d'en-
sembles. Alors, 

(F0- ,hom(F,-)) :  PreShv(§, 9Jt) •  PreShv(§,SOT) 

sont des  adjonctions  de  Quillen  lorsque  l'on  munit  PreShv(S , 9JI) de  sa  structure 
injective top-locale.  Si  le  préfaisceau F  est  représentable,  (F  0  (—)™* , homm(F, —)) 
est également  une  adjonction  de  Quillen  relativement  à  la  structure  projective  top-
locale sur PreShv(S ,9Jt). 

Démonstration. —  Le s assertions concernan t l'adjonctio n (F  0  (— ) c s t ,hom 3 n (F, — )) 
sont évidentes . Pou r l'adjonctio n (F  0  —  ,hom(F, — )) i l faut montre r qu e F  0  —  pré-
serve le s équivalence s top-locales . Soient n  G  Z e t A  G  £. Pa r l a définitio n 4.4.23 , 
le foncteu r honiH 0(sm)(^ ~  M) : SD t >  Ab commutent au x colimite s filtrantes et 
aux coproduits finis. On déduit qu'i l commute aussi aux coproduits infinis. I l vient qu e 
la transformatio n naturell e F  0  Ilo (A, —  M) *  Ilo ( A F 0  —  [n]) es t inversible . 

Étant donn é qu e l e foncteu r a i o p commut e a u produi t d e préfaisceau x d'ensembles , 
on dédui t pou r K  G  PreShv(S, 971 ) u n isomorphism e canonique IIQ O P (A, F 0 K[n\)  ~ 
&toPF x  IIQ O P (A, F 0  AT [n]). L e résultat es t maintenan t clair . • 

Nous allons voir que les structures de modèles top-locales passent à la catégorie des 
faisceaux. 

Lemme 4.4.36. —  Soient  H  et  K deux  préfaisceaux sur  S  à  valeurs dans  une  catégo-
rie de  coefficients  9J I présentable  par  cofibrations.  On  note  ^(H^K)  le  préfaisceau 
d'ensembles défini  par l'association  : 

1]) — • II Q P ( A , K[n-l]). C e dernier es t inversible . • 

et 
(F®(-)cst,homm(F,-)) :  Wl >PreShv(§, M) 

UeOb(S)~>ColimßeJC/)homHo(PpeShv(s,!m))(Ä®-Hr,Ä') 
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Le morphisme  évident  U 0(H.K) >IV_ 0(H. K) induit  un  isornorphisme  sur  les 
top-faisceaux associés. 

Démonstration. -  O n peut suppose r qu e l'obje t H  es t injectivemen t cofibrant . Soi t 
R €  3to P(U) un e cribl e couvrante d e U  G  Ob(S). Pou r tou t V  ->  R G  Ob(S/i?), o n 
dispose d'un morphism e évident : 

liomHo(PreShv(s,?m))(# 2> H. K) •  bomHo(PreShv(s.im))(V ® H, K) 
induisant un e applicatio n : 

homHo(PreShv(s,im))(^^^K) >  v^Re5b(s/R)homK°(PreSÏ»'(&-m))(V®H'K>> 

= homp reshv(S)(^,IIo(^^)) 
On obtien t ains i des applications naturelle s en U  G  Ob(S) : 

Colim hom Ho(PreShv(s,aji))(^è /̂v) •  Coli m \iom PreShv{S)(R,U0(H, K)) 

et don c un morphisme de préfaisceaux d'ensembles m :  U^iH,  K)  >  LII0(iA K) . 
On vérifi e immédiatement qu e la composé e : 

Uo(H, K) >  U^(H. K) LUoiH,  K) 

est l e morphism e éviden t £(no (iAAT)) (voi r l a pag e 283) . Etant donn é qu e l a fais -
ceautisation d e C.(?)  est u n isomorphisme , on dédui t qu e l e morphisme d e faisceau x 
d'ensembles a / o p n o ( / A K)  >  a^IIo^- A" ) adme t un e rétraction . 

Pour conclure , il suffit d e montrer qu e le morphisme de préfaisceaux d'ensemble s : 

L(m) :  Ln^iA K) •  LLno(7A K) 

est injectif . O n s e donn e alor s deu x élément s 71.7 2 £  LII^i A K)(U) ayan t mêm e 
image pa r L(m).  Soi t 7 ? une cribl e couvrant e d e U  tell e qu e 7 1 e t 7 2 soien t repré -
sentés pa r deu x élément s 7 ^ e t 7 2 d e hon ip r e S h v (§ ) ( i î , U!0{H, K)).  Quitt e à  raffine r 
la cribl e R,  o n peut égalemen t suppose r qu e le s images de 7^ et 7 2 sont égale s dans 
honipP e Shv(S)(#T Ln0 (# \ K)). 

Pour V —>  R,  G S/R, noton s (7-)v l'image de 7 - dans hompr eshv(S)(^IIo(-^ A )) = 
UQ(H, K)(V).  E n reprenan t l a définitio n d e U ^(H, K)(V),  o n voi t qu'i l exist e un e 
crible couvrante Ry d e V tell e que {j[)v  e t (72) v soient représentées pa r des éléments 
7v,i e t 7 y 2 dan s hom Ho(PreShv(s,:M))(#v' S H. K) e t tell e qu e le s images de 7"^ e t 
7 y 2 coïnciden t dans h o m P r e S h v ( c S ) ( i î v , I I o ( ^ A')) . 

Notons P  l a crible couvrante de U  égale à l'image du morphisme de préfaisceaux : 

U Rv  >  U  v >  u 

V^ReOb{S/R) V ^ReOb(S/R) 
Nous allon s montre r qu e le s image s d e 7 } e t 7 2 coïnciden t dan s hom P r e shv (S)№ 
HQ(if, A")) . Cec i terminera la preuve du lemme. 
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Soit W  ->  P G  Ob(S/P). Il existe don c V  ->  R G  Ob(S/i?) e t un diagramm e 
commutatif d e profaisceaux : 

W >  Rv •  V 

P >U 
L'image de  ̂dan s hom P r e Shv(S) W I I o ( # , K)) = l^(H,K){W) es t le pull-back de 
(7i)v e U!o(H, K)(V). C'es t don c l'image de ( 7 ^ ) G  homHo(PpeShv(S,M))(^v®^ K ) 
suivant : 

hoinHo(PreShv(S,M))(̂ V ®  H, K) •  homHo(PreShv(S,M)){W ®  H, K) 

>I^(H,K)(W) 

Notons 7" ' r image de (pfï)v dan s hom Ho(PreShv(S,:M))(W ®  H,K). E n utilisant le 
carré commutatif : 

homHo(PreShv(S.M))№' &> * 0 lOm Ho ( PpeShv(S.M))(W ® 

honipreshv(S)(̂ v, n()(i/, K)) •  n0(tf, Ji 

On voi t que 7" ' = 737 . D'où le résultat. • 

Pour A  un objet de OT, on pose IIÓ(A, - ) = U!0{Acst, -). 

Lemme 4.4.37. — Soit  9JI  une  catégorie de  coefficients. Soient  ìi e Z, A € 8,  et H 
un préfaisceau  à  valeurs  dans  Kïï t injectivement  fibrant.  Il  existe  un  isornorphisme 
canonique Uo(A [-ri],LH) ~  U f

Q(A[—n], H). 

Démonstration. Soi t U  G Ob(S). On a un isornorphisme : 

UQ(A[-n},LH)(U) =  homH o (îm)(^[-n],Colim h o m ^ ^ f f ) ) 
fl€J/,jp(t/) 

~ Coli m homn„w)(A[-7i]* homm(R, H)) 
ReJtopiu) 

Comme homm(R. —  ) est un foncteur d e Quillen à  droite relativemen t à la structure 
injective et que H est injectivement fibrant,  o n déduit u n isornorphisme : 

homHo(im)(^rllomajì(^^)N) - hom Ho(PreShv(S,an))(# ®  (A[-n]) catiH) 

D'où l e résultat. • 

Corollaire 4.4.38. —  Si H est  un objet injectivement  fibrant de  PreShv(S, 9JI), alors 
la flèche i(H) : H >  LH est  une équivalence top-locale. 
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Démonstration. —  O n vérifi e immédiatemen t qu e l a composé e IIo(A[—n] , H) —• 
Uo(A[—n],L(H)) ~  IIo(yl[— n],H) es t égal e a u morphism e évident . L e résulta t dé -
coule alor s d u lemm e 4.4.36 . • 

Plus généralement, nou s avon s : 

Proposition 4.4.39. —  Soit  SD Î une catégorie  de  coefficients.  Soit  f  :  H  >•  K une 

flèche de  PreShv(§, 9JI) induisant un isomorphisme  &t ov{f) :  & tovH >  &topK  s u r 

les faisceaux associés.  Alors,  f  est  une  équivalence  top-locale. 

Démonstration. —  O n procèd e e n deu x étapes . Notr e poin t d e dépar t ser a l e co-
rollaire 4.4.38 , affirman t qu e H  >  LH es t un e équivalenc e top-local e pou r H 
injectivement fibrant. 

Etape 1.  —  Soi t /  :  H  >  H' un e flèche  d e PreShv(S , 971) ave c H  injective -
ment fibrant.  O n suppos e qu'i l exist e u n relèvemen t r  :  H'  V  LH dan s l e carré 
commutatif : 

H—A LH 

H' 

[W) 
->LH' 

i{H') 
Alors /  es t un e équivalenc e local e de Jardine . 

En effet , soi t i  :  H'  >  Q un e cofibratio n trivial e injectiv e ave c Q  u n obje t 
injectivement fibrant  d e PreShv (S, 9Jt). L e diagramme commutati f : 

H' >  LH •  LH' 

Q-

fournit l e digramme commutati f : 

H >H' 

S' 
LQ 

4LH 

Q >  Q UH> L H >  LQ 

où le s flèches verticales son t de s équivalences faibles . E n passan t au x IIo o p(A[—n], —) 
(avec n  G  Z e t A  G  £) on obtient l e diagramme d e faisceaux d'ensemble s : 

K*(A[-n], H) •  nJf(A[-n], H') • -+lC(yl[-n],Ltf) 

I^(A[-n],Q) • n^(A[-n],QUH> L # ) •  K °P(M-n],LQ) 
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Ceci montr e qu e l a flèch e ïltQP(A[—n], H')  •  n{; o p(j4[-n], LH)  es t surjective  e t 
injective. D'o ù le résultat. 

Etape 2.  —  On traite maintenant l e cas général. E n considéran t l e diagramme com-
mutatif : 

i(H) i(LH)  J(L*H) H >  LH •  L2H •...  •  LXH 

K ——• LA - > L 2K — ->... •  LAA' 
i(K) £(LK)  £(L 2K) 

et e n utilisant l e fait qu e W I O P es t stabl e pa r colimite filtrantes, on voit qu'il suffi t d e 
montrer qu e pour tou t préfaiscea u M  à  valeurs dan s SDÎ , l a flèche M  > • LA/ es t 
une équivalenc e top-locale. 

Choisissons un e cofibratio n injectiv e trivial e M  >  N ave c N  u n préfaiscea u 
injectivement fibrant.  Le s flèches horizontales dans le carré commutati f : 

M >  N 

LAI >NUM 

sont de s équivalences  faibles . I l suffi t don c de prouve r qu e N  >•  N ] j A / LM  es t 
une équivalence top-locale. O n montrera qu e la condition de l'étape 1  est vérifiée avec 
r l a flèche : 

TV ]JA/ LM •  LN 

déduite d u carré commutati f : 

M >  N 

LM >  LAT 
Il reste à montrer qu e la composée suivante : 

b: NU M^M >  LN >  L (N JJ A/ LM) 

coïncide ave c l a flèch e £(N  \J M LM).  Remarquon s qu e b  est l e coprodui t de s deu x 
composées : 

N •  LN •  L (N U M LA/ ) e t LM  •  LN >  L (N ]} M LM ) 
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D'autre part, on dispose d'u n diagramm e commutâ t if : 

N 
£(N) 

•> LN 

NUM^M 
^LIA/LJi/). 

>L(iVUA/LM) 

LM ->L2M 

Ceci montre que £(N  JJ A / LA/ ) es t l e coproduit de s composée s : 

N y  LN >  L (N UAI LM)  e t LM  •  L2M •  L (N UM LM) 

Il reste donc a  voi r que le s composées suivantes sont égale s : 

(128) 

LM >  LN >  L (N \}M LM)  e t L M >L 2M >  L (N [ ]A / LM ) 

Par l e lemm e 4.4.9 , o n a  £(LM)  =  L(£(M)).  I l vien t qu e le s deu x composée s (128) 
s'obtiennent pa r applicatio n d u foncteu r L  des deu x composée s : 

M •  N •  N UAI LM  e t M  >  LM >  N ]JA / LM 

Le résultat recherch é es t maintenan t clair . 

On fai t maintenan t l a définitio n suivant e : 

Définition 4.4.40. —  Soit  f  une  flèche de  Shv i o p (S, 9JI) . 

1- f  est  dite  une  équivalence  faible  lorsqu'elle  est  une  équivalence  top-locale  une 
fois considérée  dans  PreShv(S, 9Jt). On  note  W  la  classe  des  équivalences  faibles 
entre faisceaux. 

2- f  est  dite  une  fibration  projective (resp. injective)  lorsqu'elle  est  une  fibration 
projective (resp. injective)  top-locale,  une  fois  considérée  dans  PreShv(S , ïïl).  On 
note Fibproj  (resp. ¥ibi nj) la  classe  des  fibrations projectives  (resp.  injectives)  entre 
faisceaux. 

3- f  est  dite  une  cofîbration  projective (resp. injective)  lorsqu'elle  admet  la  pro-
priété de  relèvement  à  gauche par  rapport  aux  fibrations projectives  (resp.  injectives) 
triviales. On  note  Coî proj (resp.  Cof inj) la  classe  des  cofibrations  projectives  (resp. 
injectives) entre  faisceaux. 

Notons l e lemme suivan t : 

Lemme 4.4.41. —  Soit  (F,  G) :  >1)  un  couple  de  fondeurs  adjoints  avec 
((£, W, Cof, Fib) une catégorie  de  modèles  a-présentable  par  cofibrations  et  S ) une 

• 
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catégorie complète  et  cocornplète.  On  suppose  que  les  conditions  suivantes  sont 
satisfaites : 

- G  est  pleinement  fidèle  et  a-accessible, 
- F  commute  aux  limites  finies, 
- Le  fondeur G  o F préserve  les  objets (3-accessibles pour ¡3 supérieur  ou  égal  à a. 

Pour tout  A  G  0b(£), l'unité  A  >  G o F (A) est  une  équivalence  faible. 

Alors, le  quadruplet  (2) , G - 1 W, FCof , G _ 1 Fib) est  une  catégorie  de  modèles  a-
présentable par  cofibrations.  De  plus,  (F.  G) devient  une  équivalence  de Quillen. 

Démonstration. -  L e fai t qu e D  es t un e catégori e présentabl e découle de l a propo-
sition 4.2.21 . La dernièr e condition d e l'énoncé , montr e qu e G  o FW C  W. I l vien t 
que F W C  G ~lW. Connu e F  o  G ~  1 , o n dédui t qu e F W =  G" 1 W. I l vien t 
que F(Co f n  W) =  FCo f n  G"1 W. O n a  aussi G _ 1 (Fib D W ) =  G^Fi b f i G"1 W. 
L'axiome (MC4) découle alors par u n jeu d'adjonction. O n obtient auss i les formules : 

G^Fib = LLP(F(Cofa H  W)) e t G^Fi b fl G"1 W = RLP(FCof„) 

L'axiome (MC5 ) s'obtien t don c de l'argument d u peti t objet . Le s autres axiomes e t 
propriétés son t faciles . • 

En appliquan t l e lemme 4.4.41 ci-dessus, o n obtient : 

Corollaire 4.4.42. Les  deux  triplcts  (W , Cofp r o j , Fib p r o j-) et  (W , Cof^ry, Fib^y) 
définissent des  structures  de  catégories  de  modèles  présentables  par  cofibrations 
sur la  catégorie  Shv £o /,(S, 9JÏ). De  plus,  cette  dernière  est  Quillen  équivalente  à 
PreShv(S, 9Jt) munie  de  ses structures  top-locales. 

4.4.3. Fonctorialit é élémentaire. —  Soi t C  une catégorie complète et cocornplète. 
Un foncteu r /  :  S  >  S' entr e petite s catégorie s indui t u n foncteu r éviden t / * : 
PreShv(S', C) >  PreShv(S, C) qu i à  un préfaisceau H'  su r S ' associe H' o  f. O n 

a : 

Lemme 4.4.43. -  -  Le  foncteur /*  admet  un  adjoint  à  gauche  / * :  PreShv(S, C) — > 
PreShv(S'.C) qui  à un préfaisceau K  sur  S  associe  le  préfaisceau f*K  tel  que  : 

(129) r ^ ) =  v w W i m ^ ) W ) pou r ^ e 0 b ( 8 ' ) 

(voir la  remarque 2.1.29.  pour  la  définition de  la catégorie U'\§). 

Démonstration. —  I l est facil e de voir que le préfaisceau f*K  défin i par (129 ) est éga l 
au coégalisateu r : 

(130) Coeq f ]l  f(U)®K(V) cst = 4 ] J f(U)®K(U) cst 

\u^vef\{S) i/eOb(S ) 
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Une flèche de (130 ) vers L'  G  O b ( P r e S h v( S / , 6) ) correspond à  un élémen t d e : 

Eq T T hom P r o S h v ( 8 f e ) ( / (C/) (8)^(17)^,^ ) 
xC/€Ob(S) 

I l h°mp r e S h v ( s , e ) (/(£/) ®  K(Y)csuL') 
t/—veFi(s; 

= Eq T T hom e(/f(t/),L /o/(^)) 
x£/£Ob(S) 

f i h o m e ^ V ) , ^ / ^ ) ) ) 
£/—VeFIfS' 

= hom P r e S h v ( s , e ) (# , L' o  /) 
D' o ù le résultat. • 

Lorsque K  es t u n préfaiscea u d'ensemble s représentabl e par U  G  O b ( S ), l e préfais -
ceau f*K  es t canoniquemen t représentabl e par f(U). 

Remarque 4.4.44. —  Soien t F  G  O b ( P r e S h v( S ) ) e t K  G  O b ( P r e S h v ( S , C)) . D e l a 
formule (129) , o n dédui t immédiatemen t u n isomorphism e canoniqu e f*F  (g ) f*K ~ 
f*(H (g ) K). O n dédui t alor s l a formul e d'adjonctio n habituell e hom(/*F , H1) ~ 
homfK LH')  pou r H'  G  O b ( P r e S h v ( S ' , C)) . E n appliquan t h o m e ( * , - ) à  ce t iso -
morphisme, o n déduit égalemen t hom e ( /*F, H') ~  hom e (F, f*H f). 

Lorsque 6  es t un e catégori e de modèles , on a l e résultat simpl e suivant : 

Proposition 4.4.45. —  Soit  97 1 une catégorie  de  modèles  présentable par  cofibrations. 
Alors l'adjonction  ( / * , / *) : P r e S h v ( S , 971) >  P r e S h v ( S ' , 971) est  une adjonction 
de Quillen  lorsque les catégories de préfaisceaux sont  munies  des  structures projectives 
de la  définition 

Démonstration. —  E n effet , l e foncteur / * préserv e le s équivalences faible s e t le s fi-
br at ions projectives. • 

On introdui t l a terminologie suivante : 

Définition 4.4.46. —  Supposons  donnés  deux  sites  de  Grothendieck  (S , top) et 
(8', top') . 

1- Un  foncteur f  :  S  >  §' est  dit  contin u lorsque  pour  tout  faisceau  d'en-
semblés F'  sur  (S',  top'), le  préfaisceau F'  o  f :  §° P y  £ns est  un  faisceau  sur 
{S, top). 

2- Un  pré-morphisme de  sites f  :  (S',  top') >  (S,  top) est  un  foncteur continu 
f :  §  •  S' . 

Étant donn é u n pré-morphism e d e site s /  :  (S',  top') >  (S,top) , o n not e 
/ * :  S h V i 0 p / ( § / ) >  S h v t 0 p ( S ) l e foncteu r imag e direct e de s faisceaux . C e fonc -
teur adme t u n adjoin t à  gauche , not é / * e t donn é pa r a i o p/ o  /* o  inc ave c inc  l e 
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foncteur d'inclusio n d e la catégorie des faisceaux dans celle des préfaisceaux. O n a  le 
lemme : 

Lemme 4.4.47. —  Soient  (S,top)  et  (S',  top') deux  sites  de  Grothendieck  et  f  : 
8 >  S' un  foncteur. Alors  f  est  continu  si  et  seulement  si  pour tout  U  G  0b(§ ) 
et R  G  Jtop(U), le  morphisme  évident  f*R  >  f*U =  f(U) induit  un  isomor-
phisme après  faisceautisation. 

Démonstration. —  L a conditio n es t suffisante . E n effet , soi t F'  u n faiscea u d'en -
sembles su r S ' e t vérifion s qu e F'  o  / es t encor e un faiscea u su r S . Soi t R  G  Jtop {U) 
une cribl e couvrante d e U  G  Ob(S). L e morphisme éviden t : 

hom P r e S h v ( § ) (J7, F' o /) >  homP r e S h v ( S ) ( i? , F' o /) 

s'identifie via  l'adjonction ( / * , / * ) à  : 

homP p e S h v ( s,) (/*£/, F') •  homPpeshv(S')(/*jR'F') 

Étant donné que F'  es t u n faisceau pou r l a topologie top', cett e applicatio n s'identifi e 
également à  : 

(131) hom Shv fo; /(S')(a^ ,(/(C/))'F/) ^hom S h V / o î / ( S/ )(a t o p/(/*i?),F /) 

qui es t bie n u n isomorphism e puisqu e l e morphism e d e faisceau x 8Ltop '(f*R) —> 
&top'{f{U)) es t inversibl e pa r hypothèse . 

La condition est nécessaire . E n effet , s i /  es t continue , l e raisonnement précéden t 
montre qu e pour tout faisceau d'ensemble s F'  su r § ' l'application (131 ) est inversible . 
On appliqu e alor s l e lemme de Yoneda pour conclure . • 

Corollaire 4.4.48. —  Soit  f  :  (§',  top') >  (S , top) un  pré-morphisme de  sites. Soit 
H' un  faisceau  sur  §'  à  valeurs  dans  une  catégorie  présentable  6 . Alors,  H'  o  f est 
encore un  faisceau sur  S . 

Démonstration. —  Soien t U  G  Ob(S) et R  E JtoP{U). L a flèch e hom e(£/, f*H') —> 
hom g ( i i , LH')  s'identifi e à  hom e ( f*U, H') •  h o me ( / * # , H') (voi r l a re -
marque 4.4.44) . Le résultat découl e alors d u lemme 4.4.14. • 

En particulier , sou s les conditions du corollaire précédent o n dispose d'une adjonc-
tion : 

(/*,/*): shv, op(s,e)—>shv top,(S',e) 

qui étend celle pour les faisceaux d'ensembles. Le foncteur / * sur les faisceaux à valeurs 
dans 6  es t donné , comme dans le cas des faisceaux d'ensembles , pa r at op/ o  /* o  inc. 
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Définition 4.4.49 

1- Un  pré-morphisrne de  sites  f  :  (S',  top') >  (S.  top) est  dit  un  morphism e 
de sites  lorsque  le  foncteur / * :  Shvt o p (S) ^Shvtop^S 7) commute  aux  limites 
finies. 

2- Un  pré-morphisme  de  sites  f  :  (S'.top')  »  (S,top) est  dit  un  pseudo -
morphisme de  sites  lorsque  le  foncteur f*  :  Shv f o p (S) >Shv^ o p/(S /) commute 
aux produits fibres  et  aux  égalisateurs. 

Notre but es t d e montrer qu e les pseudo-morphismes d e sites induisent de s adjonc-
tions d e Quille n relativemen t au x structure s locales projectives. Pour Ш1 la catégori e 
des ensemble s simpliciaux , l a preuv e d e c e résulta t utilis e le s hyper-recouvrement s 
(voir [DHI04]) . Dan s l e cas géométrique, More l et Voevodsk y [MV90] déduisen t c e 
résultat d e la propriété d e Brown-Gersten [BG73 ] pou r l a topologie de Nisnevich . 

Bien qu'i l es t tou t à  fai t plausibl e qu e l a méthod e d e [DHI04 ] s'étend à  des caté -
gories de modèles très générales, nou s avon s choisi une autr e méthode qu i fonctionn e 
bien dans le cas où la catégorie de modèles 7Я est stable . Voic i donc le théorème qu'o n 
démontrera ic i : 

Théorème 4.4.50. Soitdft  une  catégorie  de  coefficients. Soit  f  :  (§>',top f)—>(S,top) 
un pseudo-morphisme  de  sites.  Alors,  l'adjonction  ( / * , / * ) :  PreShv(S, 9Я) —> 
PreShv(S', Ш) est une  adjonction  de  Quillen  relativement  aux  structures  locales 
projectives de  la  définition  4-4-33-  De  plus,  le  foncteur f*  envoie  les  équivalences 
top-locales sur  des  équivalences  top'-locales. 

Nous aurons besoin de quelques compléments sur le s sites et leur s faisceaux. Soien t 
(S, top) un site de Grothendieck e t 7  С Shv f o p (S) une sous-catégorie pleine contenan t 
l'image d e S  par l e foncteur S  >  Shv top(S) .  On not e и : S  >  T l e foncteu r 
évident. O n suppos e donné e un e class e d e catégorie s complète s e t cocomplète s ^ 
contenant Ens.  O n muni t T  de l a topologi e top =  top<é j l a plu s fine  pou r laquell e le s 
préfaisceaux hom e(—, G) :  7  >  С sont de s faisceau x pou r G  G 0b(Shv t Op(S, G)) 
et С G (o n verra dans l a remarqu e 4.4.5 3 qu e l a topologi e top%> n e dépen d pa s d u 
choix de cé>). O n a  l a proposition suivante : 

Proposition 4.4.51 

1- Soient  U  G Ob(S) et  Re  Jto P(U). Le  morphisme  de  PreShv(T) ; 

/-,o9x Coli m a ,t0p(V) >&to P(U) 

où la  colimite  est  prise  dans  la  catégorie  des  préfaisceaux sur  7,  devient  un  isomor-
phisme après  faisceautisation. 
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2- Soit  F  G  0b(T). Le  morphisrne  de  PreShv(T) ; 

K1**) U->FeOb(S/F) 

où la  colimite  est  prise dans  la  catégorie  des  préfaisceaux sur  7,  devient  un  isomor-
phisme après  faisceautisation. 

Démonstration. —  O n divis e l a preuv e e n plusieur s parties . O n montr e d'abor d 
que (132 ) et (133 ) sont surjectif s su r le s faisceaux associés. 
Partie A.  —  Notons R! le préfaisceau imag e de (132) . Nou s allons vérifier qu e R'  es t 
une crible couvrante de &top(U). I l s'agit de montrer pou r G  G  Ob(Shv^op(§, G)) (avec 
6 G  ^) qu e le morphisrne : 

(iia\ G(U)  =homp(^top(U),G) >  Li m home(F. G) 

est inversible . L e foncteu r §>/R  >7/R f qu i à  V  —•  R associ e a ,t0p{V) —>  R', 
fournit un e rétractio n de (134 ) : 

/ 1 0 c \ Li m honipfF. G) >  Li m hom,o(af,w(V), G) = G(U) 
(135) £?— fl'€Ob(T/i?') V->i*eOb(S/ft ) L V p 

Il suffi t alor s d e voi r qu e (135 ) est u n monomorphisme . Pour cela , remarquons qu e 
par constructio n de R', tout obje t E  — > R'  de 7/R' adme t un e flèche vers un élémen t 
de l a forme &t 0p{V) R f• Cec i montre qu e la flèche : 

Lim hompfE. G) >  F F hom P(a^0.„(F). G) 
E^R'e0b{7/R') v -neOb(s/fl) 

est u n monomorphisme. 

Partie B.  —  Notons RF  l e préfaisceau imag e de (133) . Nou s allons vérifie r qu e RF 
est un e cribl e couvrante d e F  G  Ob(T). O n reprend l'argumen t d e l a partie A.  Pou r 
G G  Ob(Shvf o p(S, C)) (ave c C G l e morphisrne : 

honiro(F. G) >  Li m hom P(E,G) 

est inversible . En effet , l e foncteur S/ F >  7/RF qu i kU —>  F  associ e 'dtop{U) —> 
RF, fourni t un e rétractio n de (136 ) : 

(137) 
Lim hom P(E.G) >  Li m homto(a,tnn(U)i G) = hom^fF G) 

E^RFe0b(7/RF) L u ^FeOb(s/F) LV PK n LV ' 1 

Il rest e à  voi r qu e (137 ) es t u n monomorphisme . Pou r cela , remarquon s qu e pa r 
construction d e RF,  tou t obje t E  — > RF d e 7/Rp  adme t un e flèch e vers un élémen t 
de l a forme a, top{U) — > RF- Cec i montre qu e la flèche : 

^ D Li m hom e(F.G) >  hom e(a top(f/),G) 
E^RFeOb{1/RF) U^FeOb{S/F) 

est u n monomorphisme. 
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Partie C.  —  Montrons que (132 ) est u n monomorphism e après applicatio n d u fonc -
teur L  (voi r l a pag e 283) . Supposons donnés F  G  Ob(T) , P  G  JtoP(F) e t un e double 
flèche coégalisée par (132 ) : 

4 CoN m à t0p(V) >  8Ltop(U) 
V-*ReOb(S/R) * y 

On not e P'  C  P  l'égalisateu r d e la double flèche ci-dessus. Il s'agit de montrer qu e P' 
est un e cribl e couvrante de a .top(U) G  Ob(T) . 

Pour tou t G  —*  P G  Ob(T/P), o n dispos e (pa r l a parti e B  d e l a preuve ) d'un e 
crible couvrante engendré e pa r le s flèches &top{W) —>  G  avec W —>  G G  Ob(S/G). I l 
suffira don c d e montre r qu e a i o p(VK) x p P'  C  &top(W)  est un e cribl e couvrante d e 
&top(W) pour toute flèche 8Lt0p(W) —> P. I l est clai r que &top(W) XpP' es t simplemen t 
l'égalisateur d e la double flèche (de source a^o p (W)) : 

*toP(W) >  P =4 Coli m * top(V) 

Étant donn é qu e 8i~to P(W) es t u n préfaiscea u représentabl e d e PreShv (T), i l exist e 
Vi —>  R  G  Ob(S/R) ave c z G { 1 , 2 } e t un e factorisatio n d e la double flèche : 

atop(Vi) 

atop(V̂ ) Colim a top(V) 
V—REOb(S/R) 

at„P(Vr

2) 

Notons Q  l a cribl e de tell e qu e Z  — » Q G  Ob(S/Q) s i e t seulemen t s i le s deu x 
composées : 

&top{Z) •  atop(W0 >  atop(Vi) e t a* op(Z) > > afop(W) •  a^Và) 

sont égales à l'image par a £ o p d e flèches Z  >  V\ e t Z  >  V2 rendan t commu-
tatif l e carré : 

Z •  Vi 

v2 >u 
Il es t facil e d e voi r qu e Q  es t un e cribl e couvrant e d e W  e t qu'ell e égalis e 

&toP{W) ]  Colimv-̂ HGOKS/H) &top{V) • 
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Partie D.  —  I l rest e à  montre r qu e (133 ) est u n monomorphism e après applicatio n 
du foncteu r L . O n procèd e comme dans l a parti e C . Supposon s donnés E  G  Ob (T), 
P £  3top (E) e t un e doubl e flèche coégalisée par (133 ) : 

P \  Coli m 'd top(U) >  F 

On not e P'  C  P  l'égalisateu r d e l a doubl e flèch e ci-dessu s e t o n montr e qu e P'  G 
Jtop{E)-

Comme dans l a partie C, on se ramène à  montrer pou r W  G  Ob(S) et &top(W)  —> 
P G  Ob(T/P) que l'égalisateur d e la double flèche : 

atop(W) 

*top(W) •  P =4 Coli m SLtop{U) 
U-+F£Ob(S/F) 

est un e cribl e couvrant e d e a f o p ( W ) . Étan t donn é qu e 'à top(W) es t u n préfaiscea u 
représentable d e T, il existe V\  —> R  G  Ob(S/.R) ave c i G  {1 ,2} e t un e factorisation d e 
la double flèche : 

&top(Vi) 

Colim a.tov(U) 
U^FeOb(S/F) F 

&top(V2) 
Pour terminer, il suffit d e remarquer qu'il existe un e cribl e couvrante Q  G  Jt o p(VF) 
telle que pour tou t Z  —»  Q  G  S/Q, le s deux composées : 

a>toP(Z) •  8itop(W) •  &top(Vi) e t a* op(Z) y  a*op(W) •  a£ o p(V2) 

sont égales à l'image par a t o p d e flèches Z 
tatif l e carré d e PreShv(S) : 

Z •  Vi 

>Vi e t Z -> V i rendan t commu-

v2- -> F 
La proposition est prouvée . • 

Pour e  G  <*f, o n note w  :  Shv £ o p(S, 6) >  ShvÉ o p(T, 6) l e foncteur qu i à  G  G 
Ob(Shv t o p(S, 6)) associe le faisceau h o m e ( - , G) :  T o p •  £ns .  Le résultat suivan t 
est bie n connu (voi r [AGV73]) . 
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Corollaire 4.4.52. —  Le  joncteur u  :  §  >  T induit  un  morphisme  de  sites.  Pour 
G etë, le  fondeur u*  : Shv t o p (T , G) >  Shv/ o p (S. G) est  une  équivalence  de caté-
gories ayant  pour  inverse  w.  De  plus, on  a  un isomorphisme  canonique  de  joncteurs 

* i u ~  w. 

Démonstration. —  S i E es t u n faiscea u d'ensemble s su r T , U  G  0b(§) et R  un e crible 
couvrante d e [/ , o n a  : 

homPreShv(S) {R,u*(E)) =  Li m hom P r e S h v ( T ) (a f 0 7 J (y),E) 
V—>rtEOb(S/ R) 
h o m P r e S h v ( T ) (^Colim < &top(V),E) 

ReOb(S/R) 
Par l a proposition 4.4.51, le membre de droite es t éga l à E(&t. op(U)) =  u*(E)(U).  Cec i 
montre qu e u*E  es t u n faisceau . L e foncteur u  es t don c continu. 

Pour G  G  0b(ShvtOp(S), C), o n a  u n isomorphism e évident u*uG  ~  G.  D e même, 
pour E G 0b(Shv£O p (T), C) , e t F  G  Ob(T). o n a  pa r l a propositio n 4.4.51 , un iso -
morphisme :  E{F) =  Lim f/_^/rGob(S/F)-E,(a/op(^)) =  hom e (F, u*E). Cec i fournit u n 
isomorphisme E ~ v/u*(E).  D'o ù la seconde partie de l'énoncé. 

En particulier , o n dédui t u n isomorphism e canoniqu e ?/ * ~  u\  L e foncteu r u * 
commute aux limite s projectives , car c'es t un e équivalenc e de catégories. Le foncteu r 
u indui t don c un morphism e d e sites. • 

Remarque 4.4.53. —  Pa r l e corollaire 4.4.52. le foncteur :  Shvt o p (S ) — • Shvt o p (T) 
est un e équivalenc e de catégories. Étant donné e que la topologie d'un sit e est unique -
ment déterminé e pa r s a catégorie de faisceaux d'ensembles (voi r [AGV73]), on dédui t 
que la topologie top^ d e T ne dépend pa s du choix de la classe cé\ E n particulier , l'hy -
pothèse C  G  ̂dan s 4.4.52 est superflue . 

Lemme 4.4.54. —  Soit K  un  préfaisceau  sur  T  à  valeurs  dans  une  catégorie  présen-
table G. On a  un isomorphisme  canonique  & top(K) ~  u-a ,t0pU*(K). En  particulier,  on 
a u*a, top(K) ^  'MopU *{K). 

Démonstration. —  O n note aJ op :  PreShv(T , G) >  Shv top(7, G)  l e foncteur u 1 o 
ditopU*. O n montrer a qu e a j es t l'adjoin t à  droit e d e l'inclusio n évident e (qu e l'o n 
notera ine). On défini t un e transformatio n naturell e 1  >  ine o a£o p e n prenan t 

pour K  u n préfaiscea u su r T  et F  G  Ob(T). l a composée : 

K(F) •  Li m K(a* op(U)) =  Li m u+{K)(U) 

= homçlF.uJK)) >  hom<o(F,ditnpU*(K)) 

Il es t clai r qu e s i F  es t déj à u n faiscea u su r T , l a flèche  K  >•  ine o a,' top(K) 
est inversible . I l es t égalemen t clai r qu e a! top appliqu é à  l a transformatio n naturell e 
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1 >  inc o aJop es t canoiiiquemen t isomorph e à l'identité. Le résultat découl e for-
mellement d e ces propriétés. • 

Proposition 4.4.55. -  Gardons  les  notations  et  les  hypothèses ci-dessus.  Soit  97 1 une 
catégorie de  coefficients. L'adjonction (u*,u*)  :  P r e S h v ( § , 971 ) >  P r e S h v ( T . 971 ) 
est une  équivalence  de  Quillen  relativement  aux  structures  locales  projectives. De 
plus, le  foncteur u*  préserve et  détecte  les  équivalences locales. 

Démonstration. ---- - Pour n  G  Z e t A  G  £, l e foncteu r ILo(A[—n],u*(—))  est éga l à 
ÎX*IIO(J4[—n]. —). Étant donné que le foncteur u*  commute à la faisceautisation (voi r le 
lemme 4.4.54). on déduit u n isomorpliism e :  Y\^p{A[-n]. ))  ~ u^U^' 1'{A[-n}. -). 
Comme u*  :  Shv / ; 0 p (T) >  S h v f 0 / , ( S ) es t un e équivalenc e d e catégories , le s deu x 
assertions suivantes sont équivalente s : 

(i) /  es t un e équivalenc e top-locale, 
(ii) u*(f)  es t un e équivalenc e top-locale, 

pour tou t /  G  F I ( P r e S h v ( T . 9 7 l ) ) . 
Montrons qu e v*  préserv e le s équivalence s top-locales . Soi t g  :  L  >  M un e 

équivalence top-local e de préfaisceau x su r S  à  valeur s dan s 971 . Étant donn é qu e M* 
commute à  l a faisceautisation , o n peu t suppose r pa r l a propositio n 4.4.3 9 que L  e t 
71/ son t de s faisceaux. L e résultat découl e alors d e l'équivalence entre (i ) et (ii ) et d u 
fait qu e u*u*(g)  ~  u*u'(g)  ~  g.  I l vien t qu e (u*.u*)  es t un e adjonctio n d e Quille n 
relativement au x structure s projectives locales. 

Il reste à  voi r qu e Ru * es t un e équivalenc e d e catégories . Comm e u*  préserve le s 
équivalences locales, il se dérive trivialement. I l suffit don c de montrer qu e le foncteu r 
u* :  S h v t o p ( T , 9 7 l ) [ W - 1 ] >  Shv fop(§. 9 7 Î ) [ W _ 1 ] es t un e équivalenc e d e catégo -
ries. Cec i découle immédiatement d e l'équivalence entre les assertions (i ) et (ii ) et d u 
fait qu e M * :  S h v ^ o p ( T . 971 ) >  Shv top(S, 971 ) es t une équivalence de catégories. • 

Revenons à  l a preuv e d u théorèm e 4.4.50 . O n sai t qu e ( /* . /* ) es t un e adjonc -
tion d e Quille n pou r le s structures projectives de l a définitio n 4.4.18 . Il reste à mon-
trer que / * :  P r e S h v ( S . 971 ) >  P r e S h v ( § / , 971 ) préserv e le s équivalences locales. 
Notons T  C  Shvf 0 p(S) (resp . T ' C  S h v ^ o p ( S / ) ) l a plu s petit e sous-catégori e conte -
nant l'imag e d e S  (resp . S' ) e t stabl e pa r produit s fibres  e t égalisateurs . Comm e 
/ * :  S h v £ o p ( S ) >  S h v £ o p / ( § / ) commut e au x produit s fibres et égalisateurs , i l in-
duit u n foncteu r g  : T  >  T te l qu e l e carré : 

S — T 

f g 
s' —M r 
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est commutati f ( à isomorphisme canonique près) . On dédui t alor s u n carr é : 

PreShv(S. SOT) —^ PreShv(T. SOT) 

F s * 
PreShv(S', SOT) -^U PreShv(T', SOT) 

commutatif à  isomorphism e canoniqu e près . Pa r l a propositio n 4.4.55 , les foncteur s 
u* et u'*  préservent e t détecten t le s équivalences locales. Il suffit don c de montrer qu e 
g* préserve le s équivalences locales. On s'est donc ramené a u cas où S et S ' admettent 
les produits fibres et le s égalisateurs et l e foncteur /  :  S  >  S' y  commute . C 'est 
sous cette hypothès e qu e nou s démontreron s l e théorème 4.4.50 . Le lemme cle f es t l e 
suivant : 

Lemme 4.4.56. —  Soit  9J Î une catégorie  de  coefficients.  Soit  f  :  S  >  S' un 
foncteur entre  petites  catégories.  On  suppose  que  les  catégories  S  et  S ' ad-
mettent les  produits  fibres  et  les  égalisateurs  et  que  f  y  commutent.  Alors,  pour 
K G  Ob(PreShv(S,SOT)), n  G  Z et  A  G  £, le  morphisrne évident  : 

(r)AbU0(A[-n], K)  >  n0(A[-n], f*K) 

est inversible  (avec  (f *)Ab PreShv(S.yi& ) >  PreShv(S',./i&) le  foncteur image 
inverse de  préfaisceaux de  groupes abéliens). 

Démonstration. —  Rappelon s que pour U f G  Ob(S;) e t F  u n préfaiscea u su r S , on a : 

f*F(U') =  Colim^^ / ( c / ) e 0b(t/'\s)i r(^) 

Il s'agi t d e montre r qu e l e foncteu r hom H o( 2 T l)(A[—n], —  ) :  SO T >  Ab commut e 
aux colimites suivant (t /^S) 0 1 3. Étan t donn é qu e S  adme t le s produit s fibres et le s 
égalisateurs e t qu e /  y  commute , l a catégori e (C/ / \S) o p es t pseudo-filtrant e a u sen s 
de [AGV73] . Plu s précisément , (C/ ' \S) o p es t un e unio n disjoint e d e catégorie s fil-
trantes. Il suffi t don c de démontrer qu e homH o(ím)(^[ _ r i]5 — ) commut e aux colimites 
filtrantes ainsi qu'aux coproduit s quelconques. 

La commutatio n ave c les colirnite s filtrantes  es t vrai e pa r l a définitio n 4.4.23 . En 
écrivant u n coprodui t quelconqu e comm e une colimite filtrante d e coproduit s finis, 
on voi t qu'i l suffi t d e montre r qu e l e morphisrn e éviden t :  hom H o(f m)(A[—n], P)  0 
homHo(Q7i)(^[~^]5 Q) — > n o m H o ( i m ) ( ^ [ — ^ I ^ I I Q ) e s t inversibl e pou r tou t P , Q  G 
Ob(9Jl). Étant donné que le coproduit de deux équivalences faibles est un e équivalence 
faible (voi r la définition 4.4.23 ) on peut suppose r que P et  Q  sont des objets cofibrants . 
Le résulta t découl e alor s d u fai t qu e Ho (9Jl) es t additiv e puisqu e SO T est supposé e 
stable. • 
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Il est maintenant ais é d'acheve r l a preuve du théorème 4.4.50 , i.e. de prouver que 
le foncteur / * préserve le s équivalences locales . Soit u : H  •  K un e équivalence 
£op-locale de PreShv(S, 971). Soien t n  G  Z et A  G  £. Par le lemme 4.4.5 6 et l'iso -
morphisme a t o p/ o  /* ~ / * o  a£ o p , l a flèche Tl 1^'{A[-n}, u)  :  U^'(A[-n], f*H)  —> 
Ttfv (A[-n],f*K)  s'identifi e à  : 

(/• ) ^ l C( i 4 [ - n ] , u) :  (/ * ) *6 I I ^ ( A [ - n ] , H)  •  ( / * U l l̂ ^ h n ] , K ) 

Elle est donc inversible. Cec i montre qu e f*(u)  es t une équivalence top'-locale.  • 

Dans l a section 4.5 , nous utiliseron s l e théorème 4.4.5 0 sous une forme généralisé e 
que nou s allon s décrire . 

Définition 4.4.57. — Soit  (S.  top) un  site de  Grothendieck. Une  P-structure sur  § est 
la donnée pour tout  U  G Ob(S) d'un site (Eu,  topu) avec  Eu C  S/U une  sous-catégorie 
pleine et  telle que  : 

- L'identité  de  U est dans Eu, 
- La  composée  Eu  cS/U induit  un  pseudo-morphisme  de  sites  eu  • 

(S,top) •  (Eu,topu) , 
- Pour  F  un  préfaisceau  d'ensembles  sur  S, le  morphisme  a^ o p r /(eu)*{F) —> 

{eu)*&toP(F) est  inversible. 

La terminologi e choisi e dans la définition 4.4.5 7 est inspirée d e la notion d e petits 
sites v.s . gros sites associ é à un schéma X.  O n a le résultat suivant : 

Proposition 4.4.58. —  Soit  97 1 une catégorie  de  coefficients.  On  garde  les  nota-
tions de  la  définition  4-4-57.  La  structure  locale  ( W i o p , Cof proj-, ¥ib proj-top) 
sur PreShv(S , 971) est  la  localisation  de  Bousfield  de  la  structure  projective 
(W, Cof p r o j , Fïbp roj) suivant  la  classe  des  flèches  de  la  forme  (eu)*  (a) avec 
U G  Ob(S) et  a £  W t o p t / H  Coîproj C  FI (PreShv(£t/, 971)) de  source projective-
ment cofïbrante. 

Démonstration. —  Soit / ? un cardinal et notons ££p$  l a classe des flèches de la forme 
(eu)* (a)  ave c U  G  Ob(S) e t a  G  Wi o p L / D  Coîproj d e source cofibrant e e t d e but 
/^-accessible. Noton s ( W p ^ , Cof proj, Fib p r oj_p ?^) l a localisation d e Bousfield d e la 
structure projective sur PreShv(S, 971) suivan t la classe essentiellement petit e J£?p,£. 
Par l e théorème 4.4.50 , les flèches (eu)*(a)  son t de s équivalences £op-locales . Il s'agit 
donc de démontrer qu e Wtop C  W p̂  pou r / 3 suffisamment grand . On prendra /? tel 
que la structure projective locale sur PreShv(£{y, 9JÎ) coïncide avec la localisation de 
Bousfield d e la structure projectiv e suivan t l a classe J£* op{/,/3 des équivalences topu-
locales de buts /^-accessibles. 
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Soit /  :  H  >  К une équivalenc e top-locale  de PreShv(S, 97t) et montron s qu e 
/ G  Wp,£. O n peu t suppose r qu e /  es t un e fibratio n entr e objet s fibrants  relati -
vement à  l a structur e (Wp.^ , Coî proj. Fib p r 0j_p ,3). Pa r l e choi x de /? , l'adjonctio n 
((et/)*, (et/)*) est un e adjonctio n d e Quille n entr e : 

(PreShv(£(/. 97t). Wf o p f . •  Cof p r o j . Fih topu 

et 
(PreShv(S, 97Î), W p .; j . Cof p r o j . Fib proj-Rfi) 

pour tou t U  G  Ob(S) . I l vien t qu e (et/)* / es t un e fibration  entr e objet s fibrants 
relativement à  l a structur e topt/-locale  projective. D'autre part , l a troisièm e condi -
tion d e l a définitio n 4.4.57 , fourni t u n isomorphism e U^ 1*1' (A[—n\. (eu)*(—))  — 
(ес/)*Пд0р(Л[—га], —) pou r n  G  N et Л G Ob(97t). On voi t alor s qu e (et/) * préserve le s 
équivalences locales . Ainsi, (et/)* / est un e fibration  triviale . I l vient qu e f(U)  es t un e 
équivalence faibl e de 97t. Ceci étant vrai pour tou t U  G  Ob(S). nous avon s obtenu qu e 
/ es t un e équivalenc e faibl e d e préfaisceaux . • 

Définition 4.4.59. —  Soient  (S,  top) et  (S*,  top') deux  sites  de  Grothendieck  munis  de 
P-structures £  et  £'.  Un  pré-morphisme de  sites (S' , top') >  (S , top)  est  dit  com-
patible aux  P-structures,  lorsque  pour tout  U  G  Ob(S) : 

- Le  fondeur fu  :  S/U  >S'/f(U)  envoie  Eu  dans  £^(t/) e-t induit  donc  un 

fondeur ffi  :  Eu  •  £'/(f/) , 
- Le  fondeur ffj  définit  un  pseudo-morphisme  de  sites  f^  :  (£д^)« top'j^) —> 

(£t/, topu). 

Théorème 4.4.60. —  On  se donne un  pré-morphisme de  sites f  :  (S7, top') —> (S, top) 
compatible à  deux  P-structures  sur  S  et  S ' comme  dans  la  définition  Alors, 
(/*./*) :  PreShv(S ,97t) >  PreShv(S'. 97t) est  une  adjonction  de  Quillen  relati-
vement aux  structures  locales  projectives. 

Démonstration. -  I l suffi t d e montrer qu e 

L/* :  Ho(PreShv(S.97t) — > Ho(PreShv(S'. 97t) 

envoie l a flèch e {eu)*a  su r un e équivalenc e top'-locale  pou r tout e équivalenc e 
topt/-locale a  d e bu t e t sourc e cofibrants . Étan t donn é l e carr é commutati f d e 
pré-rnorphismes d e sites : 

tu — S 
i 

NT f[U) 

S'. 9Jt) f 

on voi t qu e L/*L(e[/)*(a ) ~ L(e^ ( / ) )*L( /^ )* (a ) . L e résultat découl e alor s d u théo -
rème 4.4.5 0 et d u fai t qu e ffj  e t e' f(u) son t de s pseudo-morphismes d e sites . • 
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4.4.4. Ca s o ù 9J I es t monoïdale . —  Noton s d'abord l e résultat simpl e suivant : 

Proposition 4.4.61. -  -  Soit  DJl  une catégorie  de  modèles  monoïdale  (resp.  et  symé-
trique). On  suppose  que  9J t est  présentable.  La  catégorie  PreShv(S , SDÎ) est  alors 
naturellement une  catégorie  de  modèles monoïdale (resp.  et  symétrique)  relativement 
aux structures  projectives  et  injectives  de  la définition 4-4-18-

Démonstration. - - L e cas de la structure injective es t évident . L e cas de la structure 
projective s e ramèn e a u ca s d e l a structur e injectiv e étan t donn é qu e C o f p r o j C 
Coîinj. • 

Lorsque 9Jt admet u n objet unité cofibrant 1 , PreShv(S, 971) est alor s une catégorie 
de modèles monoïdale unitaire pour la structure injective. C'es t égalemen t l e cas pour 
la structur e projectiv e s i S  adme t u n obje t fina l (i.e.  l e préfaiscea u final  es t repré -
sentable). Pou r démontre r l'anaolgu e d e la proposition précédente pou r le s structures 
top-locales, nou s auron s besoi n d e suppose r qu e l e site (S,  top) adme t suffisammen t 
de points . 

Proposition 4.4.62. —  Supposons  que  la catégorie  de  coefficients  DJl est  aussi  une  ca-
tégorie de  modèles monoïdale (resp.  et  symétrique). Si  le  site (S , top) admet  suffisam-
ment de  points, alors  PreShv(S, Wl) est  une  catégorie  de  modèles  monoïdale  (resp. 
et symétrique)  relativement  aux  structures  projective  et  injective  top-locales 

Démonstration. ---- - Par l a proposition 4.2.76, il faut vérifie r qu e u<g>K est encor e une 
équivalence top-local e pou r K  u n préfaiscea u projectivemen t (resp . injectiveinent ) 
cofibrant e t u  :  G  >  H un e équivalenc e top-local e entre objet s projectivemen t 
(resp. injectivement ) cofibrants . Étan t donn é qu e —  (g ) — préserve le s équivalence s 
faibles d e préfaisceau x entr e objet s injectivemen t cofibrants , i l suffi t d e traite r l e 
premier cas . 

Soit (x*,x*)  :  Ens  >  Shv top(S) u n poin t pou r l a topologie top. Noton s E 
l'image d e S  dans Ens  pa r l e foncteur x*.  O n muni t E de l a topologie t induit e pa r 
celle d e Ens  d e sort e qu e Shv^(F ) ~  fins.  L e poin t (a;*,x* ) es t don c induit pa r u n 
morphisme d e sites x :  (E.t)  >  (S . top) . 

On fixe  un e famill e conservative de point s x a :  (E a,ta) >  (S,  top) ave c 
Ea C  Ens  comm e ci-dessu s e t contenan t l e singleto n *  =  { 0 } . Pa r l a preuv e 
du théorèm e 4.4.50 , o n a  pou r n  G  Z  e t A  G  £ , u n isomorphism e canoniqu e 
x*(n£ o p(A[-7i],-)) -  nJ"(A [ -n ] ,<( - ) ) • Ainsi, une flèche /  d e PreShv(S,9JÏ ) es t 
une équivalenc e top-locale si e t seulemen t s i n o"(A[—n], £• * ( / )) es t inversible , c e qui 
revient à  dir e qu e honi Ho(9!K)(^4[—n]ixa(f)(*)) e s t inversible . Comm e la famill e de s 
homHo(9!tt)(^[—n], —)  détect e le s équivalences faibles , o n a une équivalenc e entre : 

(i) /  es t un e équivalenc e top-locale, 
(ii) Pou r tou t a,  ( / ) (* ) es t un e équivalenc e faible d e 9Jt . 
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Il nous reste donc à montrer qu e x* (u®K)(*a) es t un e équivalence faible. Comme 
est monoïdale , cette flèch e s'identifie à  x* (tO(*a) ® x* (A ' ) (*a ) . Comm e x* es t u n 

foncteur de Quillen à gauche, x* (K)(*a) es t cofibrant e t x* ( ^ ) ( *a ) es t une équivalence 
faible entre objets cofibrants . D'o ù le résultat. • 

4.5. L e dérivateu r algébriqu e homotopique e t stabl e SKI 

Dans c e numéro , nou s construison s l e 2-foncteu r S U e t vérifion s qu'i l es t u n dé -
rivateur algébriqu e homotopiqu e e t stabl e a u sen s d e l a définitio n 2.4.13 . Tout es t 
formel à  l'exceptio n d e l'axiom e de localité . Nous suivron s pou r cel a l a méthod e d e 
Morel et Voevodsk y [MV90] . O n fixe un schéma de base S.  Rappelon s que DiaSch/S' 
désigne la 2-catégorie des diagrammes d e S-schémas (voi r la définition 2.4.4) . Un ob-
jet (^* , J) d e DiaSch/ S es t u n foncteu r covarian t &  :  3  >  Sch/S d e sourc e un e 
petite catégorie . 

Le symbol e r  G  {Nis , ét} désigner a l'un e de s topologies usuelles :  Nisnevic h o u 
étale. Nou s fixons une catégori e de coefficients 9JI. 

4.5.1. L e 2 -foncteur PreShv (Sm/(—, —  ),9Jt). —  Étan t donn é u n diagramm e d e 
S-schémas (^",3) , o n noter a S m / ( ^ , ! I ) l a catégori e don t le s objet s son t le s couples 
(U, i) ave c i  G  0b(3) e t U  u n ^"(z)-schém a lisse. O n noter a (U  —>  ^(i),i)  ce t obje t 
si o n veu t mettr e e n évidenc e le morphisme structura l d e ^"(z)-schémas . Une flèche 
(U',if) >  (U,i)  dan s Sm /(^,D) est u n coupl e (U f —>  U,i'  —>  i)  te l qu e l e carré 

suivant : 
U' >U 

&(ï) 
commute. Soit (/ , a) :  (^ , 3) >  3)  u n 1-morphism e d e DiaSch/S . Nous allons 
associer à (/, a) u n foncteur (/ , a)* :  PreShv(Sm/(J*\ 3) , JOT) — • PreShv(Sm/(^, #), 
9JI). On dispose d'une factorisation canoniqu e : 

( 1 3 8 ) (Sf , 3) o  a, 3) (^ , J) 
Nous construirons / * e t a * séparément . 

On considèr e l e foncteu r f  =  —  x jr :  Sm/( ^ oa ,3 ) >Sm /(&,3) qu i à 
un coupl e (V, j ) , ave c j  G  Ob(J ) e t V  u n &(a(j ))-schéma lisse , associ e l e coupl e 
(V x  j?(a(j)) C e foncteur indui t un e adjonctio n : 

(139) (/*,/* ) :  PreShv (Sm/(J^oa,3),9Jt) >  PreShv (Sm /(Sf,3),0R) 

D'autre part, l e 1-morphisme a  :  (&  o  a, 3) >  3 ) indui t u n foncteu r : 

à: S m / ^ o a ^ ) >Sm /(&J) 
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qui à  u n coupl e (U  —»  <&{ot(j))*j) associ e (U  — » ^"(aQ')), a ( j ) ). O n défini t alor s l e 
foncteur OJ * par : 

(140) a * = â. :  PreSh v (Sm/ (^ , 3), SR) >  PreShv ( S m / ( ^ o  a, 3), SB) 

Définition 4.5.1. —  Soz t (/, a) :  (#,3 ) >  0^\3) u n 1-rnorphisme  de diagrammes 
de S-schémas.  On  définit  le  foncteur : 

(141) (/ , a)* :  PreShv(Sm/ ( 3) , SW) •  PreShv(Sm/(£f, 3).SDt) 

par Za composée : 

P r e S h v ( S m / ( ^ , J ) , 9 J l ) -^- > P r e S hv ( S m / ( ^ o  a, 3). 2R) P r e S h v ( S m / ( S f , 3), 9H ) 

Le lemme ci-dessous es t évident . I l découl e immédiatement d e l a descriptio n d e 
l'image invers e des préfaisceaux (voi r l a formule (129 ) du lemme 4.4.43) : 

Lemme 4.5.2. -  Soit  {f.a)  :  (&,3)  •  (-^<3) un  l-morphisme  de  DiaSch/.S . Soit 
H un  préfaisceau sur S m / ( £ ^ \ 3)  à  valeurs dans 3JI. Le  préfaisceau (/, a)*H  est  donné 
par l'association  : 

(V.j) G Ob(Sm/^0')) ^ Coli m (g, /?)*(/, a)*tf](W,fc) H(U,a(j)) 

Proposition4.5.3. — L'association ( / , a ) ~ * ( / , « ) * s'étend  naturellement  en  un  2 -
foncteur contravariant  : 

P r e S h v ( S m / ( - , - ) , SW) :  D i a S c h / 5 •  Cat 

Démonstration. -  •  Soient deux 1-morphismes composables dans DiaSch/ S : 

(JT,3C) ^4 (jf , 3 ) ^ - 4 ( ^ , 3 ) 

Pour iî f u n préfaiscea u su r S m / à valeur s dan s 9J t e t (W  — • ^  (&),& ) G 
Ob (Sm / ( J ^ , X ) ) , on a par l e lemme 4.5.2 : 

[(g, /?)*(/, a)*tf](W,fc) =  Coli m [ ( / * , a)*ff](V, /*(*) ) 
M'-Vrx^(,j(A.))if(fc) 

Colim f  Coli m H(U,a  o  f3(k))) vx„mk))je{k) \v^ux.r inmk)))v(0{k)) ) 
~ur rr  C 0 , Ì m H(U,*o (3(k)) = [(aoP,fogyH)(W ik) 

Ceci fourni t un e transformatio n naturell e inversibl e (g,  a) * ~  ( a o  /3, / o  g)*. 
La relatio n d e cocycl e pour ce t isomorphism e de connexion découle de la relation d e 
cocycle pour l a composition des foncteurs colimites. 
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Soient ( / , a ) , (fa')  : ( ^ , 3 ) y  deu x 1-morphismes de DiaSch /5 e t t  : 
a >  OL  un e transformatio n naturell e rendant l e carré : 

ff ff 
f 

O Q &  O o! 
commutatif. Nou s allons définir un e transformation naturell e f* :  ( / ', a')* —>  (/, a)*. 
Pour j  G  Ob (3) et V  u n £f(j)-schém a lisse , l a transformatio n naturell e £  dé -
finit u n foncteu r V \(Sm/.&(a'(j))) >  V\ (Sm/.^"(a(j)) ) qu i à  u n coupl e 
(£/' ->  ,P(af{j)), V  ->U'  x &ia'U)) associ e le couple : 

W x ^ o ) , ^ ( a ( j )) -  W J ) ) , V  -  ^  x ^(a'O)) Sf(j)) 

- X ^ ( a ' ( j ) ) x ^ ( a ( j ) ) ^(j ) 

Ce foncteu r e t le s flèches  H(U',a'(j))  •  H(U' x ^ ( Q , ( j ) ) &(a(j)),a(j))  in -
duisent u n morphism e dans 9Jt : 

Colim H{U'.a\j)) 
(U'^&(a'U)hV^U'x*(n,U))<*(j)) 

> Coli m H{U<a(j)) 
(L'^&MJ)),V^Ux.<r{nU))VU)) 

et don c la transformation naturell e t*. L a commutation d e ces transformations natu -
relles ave c les isomorphismes de connexion est laissé e aux lecteurs . • 

Proposition 4.5.4. -  Soit  ( / . a ) :  ( - ^ -3 ) >(-&.3)  un  \-morphisme  de  dia-
grammes de  S-schémas.  Le  foncteur  ( / . a ) * admet  un  adjoint  à  droite  (f,  a)* . 5 i 

(/, a)  est  lisse  argument  par argument,  le  foncteur (f\a)*  admet  un  adjoint  à  gauche 

( / ,«)#• 

Démonstration. — • En utilisan t l a décompositio n (/ . a) =  a  o  f o n es t ramen é à 
distinguer deu x cas. 

Le cas  de f  :  fâ,3) >  ° < ^ 3 ) • ~ L e foncteur / * es t l'imag e invers e suivan t 
le foncteu r 

f =  (-x*&): Sm /(./oQ,a) >Sm/(Sf ,3) 
Il adme t u n adjoin t à  droite , à  savoi r l e foncteur imag e directe qu i à  u n préfaiscea u 
H su r S m / ( ^ , 3 ) associ e H o  f. Lorsqu e les morphismes f(j)  son t lisses , l e foncteu r 
/ :  Sm/(. ^ o a, 3) •  Sm/(Sf, 3) adme t u n adjoin t à  droite c f qu i à (F — > ( j ) , j) 
associe l e coupl e (V  — > #0') — > -^((y.(j)).j). L'adjoin t à  gauch e / # d e / * es t don c 
donné par c j . On a  de plus / * =  (r:/)* . 

Le cas  de a: o  a, 3 ) >• 3) • — Le foncteur a * es t construi t comm e l'image 
directe suivant l e foncteur q . I l admet don c un adjoint à  gauche a# =  â * e t un adjoin t 
à droit e a * =  a\  • 

ASTÉRISQUE 315 



4.5. LE DÉRIVATEUR ALGÉBRIQUE HOMOTOPIQUE ET STABLE S H 317 

Soit (/ , a) :  (£f ,3) >  (<^\3 ) 1 1 1 1 1-morphism e d e diagramme s d e S-schémas . 
Pour i  G  Ob(J) on forme la face carrée dan s DiaSch/ S : 

(142) 

(íf/i,a/t) — '  , y »  (y, a) 
(/70 

•m 

(F,3) 

dj?-^) 
(id.̂ (0,7) 

Le lemme suivant découl e immédiatement d e la construction d u foncteu r a*  =  cr . 

Lemme 4.5.5. -- - La  transformation naturelle  (idj?-^) , ?')*(/, a)* » ( / / / ' ) * (id, ?^)* 

es£ inversible. 

De même, lorsque les foncteurs Ĵ " e t son t constants d e valeur l e S-schéma F, o n 
peut forme r l a face carrée : 

(F, i\3) ^ ( F , 3 ) 

(143) a/i 

->(F,J) 
On a  alors : 

Lemme 4.5.6. —  La  transformation naturelle  (a/i)#u*  >i*a#  est  inversible. 

Soit /  :  &  >  & u n morphism e de U-diagranimes d e S-schémas. Pou r u n fonc -
teur a  :  3  >  3 , on forme le carré commutati f : 

(«f о a. S) —^i&J) 
(144) f\3 f 

(^oa,!! ) -^^,]! 

On a  alors : 

Lemme 4.5.7'. — - La transformation  naturelle  a*f*  >  (f\d)* a* es^ inversible. 
Supposons de  plus  que  f  est  cartésien  et  lisse  argument  par  argument.  Alors, 
J\d)#cv* >  a*/# est  inversible. 

Démonstration. —  L a premièr e assertio n es t évidente . E n effet , le s Joncteurs a* , / * 
et (/13) * son t de s image s directes . Pou r montre r l a second e assertion, o n s e ramèn e 
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immédiatement a u ca s où a  es t l e foncteur i  :  *  >  3 pou r г G 0b(3). Pou r U  u n 
J^(z)-schéma liss e e t К G Ob(PreShv(Sm/( \̂ 3) , SDÎ)) ,  on a  : 

f#K(U,i)= Coli m K(VJ) 
(Ud)^(V^(j)^.?U)J)eOb((U.i)\(Sm/(&,3))) 

Comme /  es t cartésien , le s flèches  (U.i)  —>  (V  —>  c£(j) — > s e factorisen t 
canoniquement pa r ({/ , г) —> (У x#(j) (г) —> — > &{ï),  i)-  П vient qu e l a colimite 
ci-dessus s e récrit : 

jUKi) © X, —Î0 (Zj)®X —Î0 (Zfc ®Yj)®XiK(Vri) ) © X, —Î 0 (Zf 

Le lemme es t démontré . • 

Soit 3 ) un diagramme d e 5-schénias. I l sera pratique dans la suite de considére r 
sur PreShv(Sm/( e^', 3), Ш) une structure de modèles intermédiaire entre la structure 
projective et l a structure injective. 

Définition 4.5.8. —  Un  morphisme f  :  H  >  К de préfaisceaux sur  Sm /(«^,3) à 
valeurs dans  9Л est une  cofibratio n semi-projectiv e si  pour  tout  i  G  0b(3), le  mor-
phisme (id ^p(i),'/')*(/) ? ш е cofibration  projective dans PreShv(Sm/^(i),9Jl). La 
classe des  cofibrations  semi-projectives  est  notée  par  Cof 6 _ p r . On  définit  la  classe 
Fib, s_ p r des  fibrations semi-projectives  par  la  propriété  de  relèvement  à  droite  par 
rapport à  Cofs-pr  П W . 

La preuve d e l a proposition suivant e est calqué e su r cell e de l a proposition 4.4.17. 

Proposition 4.5.9. —  Le  triplet (W, Cof.s_ p r. Fib 6._p r) est  une  structure  de  modèles 
présentable par  cofibrations  sur  la  catégorie  PreShv(Sm /(J^\ 3), ffl). 

Démonstration. — - Le résultat est vra i lorsque ОТ est seulemen t supposé e présentable 
par cofibrations . O n montrer a uniquemen t qu e RLP ((Cof. s_p r)/3 П W ) =  F ib s _ p r 

pour / 3 suffisamment grand . Soi t a  u n cardina l majorant celu i de 3 et d e Sm /5 e t te l 
que 9Л est a-présen t able par cofibrations . O n prendr a / 3 un cardina l comm e dans l a 
proposition 4.2.41. 

Soit /  G  RLP((Cof s_ p r)/3 П W ) e t montron s qu e /  G  RLP(Cof s _ p r П  W ) . O n s e 
donne u n carr é commutatif dan s PreShv(Sm/(^.3),Ш) : 

>H 
f 

B •A " 
avec u une cofibratio n trivial e semi-projective. Pou r i  G  0b(3), o n note ? ( i ) l a restric-
tion d e ?  à  Sm /«?(î). O n choisi t un e sectio n ri  :  B(i)  >  $Cof(u(i)) comm e dans 
le cas respecti f d e l a définition 4.2.45 . 
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On considèr e l'ensembl e &  form é de s classe s d'isomorpliism e de s famille s 

(î>i,ai)ieob(3) a v e c : 

- Vi  : A(i)  >  T(i) un e sous-cofibration r^-normale d e c 0(u(i)), 

- ai  :  s(T(i))  •  H(i) ave c s(T(i)) =  T(i)  x * ( t t ( 0 ) , r i . B(i). 
et qu i vérifient le s conditions suivantes : 

(i) Le s sous-objets s(T(i))  d e B(i)  formen t u n sous-préfaiscea u s(T)  d e B, 
(ii) Le s flèche s ai  définissen t u n morphism e d e préfaisceau x a  :  s(T)  >  H 

faisant commute r l e diagramme : 

A —¿H 

s(T) •  В • К 

On ordonn e S d e la manière évidente . Par l a proposition 4.2.54, les chaînes de S son t 
majorées par leur colimite. Le lemme de Zorn assure l'existence d'éléments maximaux . 

Supposons que (vi. aOieObta) est un élément maxima l de S e t montrons que T(i) = 
$>Cl)f(u(i)) pou r tou t i  G  0b(3 ) . Considéron s le diagramme d e Ordtns  : 

n.e0b(a)SpSub (̂t*(i)|rO 

Subrf(u) ^n*eob(j)SuMuM) 

où le s flèches sont le s inclusions évidentes. On note £  l a limite d e ce diagramme. Pa r 
les lemmes 4.2.57 et 4.2.4 , cette limit e es t cofinal e dans I L e O b p ) Sub/^zz^) ) (pou r la 
cofinalité d e l'inclusion Sub^(w ) C IlieObP) S ub̂  (?/(/)) , l e lecteur pourr a facilemen t 
adapter l'argumen t d e la preuve d e la proposition 4.2.20) . 

Se donne r u n obje t d e £  revien t à  s e donne r un e sous-flèch e uo  :  AQ  >  Bo 
de u  d e bu t /^-accessibl e et tell e qu e pou r ? " G Ob(3), Uo(i)  est un e sous-cofibratio n 
'^-spéciale d e u(i)  qu i es t d e plu s orthogonal e à  V{.  Noton s To(i)  =  T(i)  x$ c. ( ) /(u(i)) 

^C(, / (^O(Ï)) - Comm e uo(i) es t orthogonal e à  l a flèche  Ao(i)  >To(i)  es t ro.%-

normale dans uo(i) (ave c ro,i :  BQ(Î)  •  $Clj(uo(i)) l a section déduite de  ri). No-

tons s  (To) le préfaisceau s(T)  X BBQ. O n a clairement S(TQ)(Î)  =  To(i)  x $ , . ( ) f (u ()(i)).r(), 

Bo(i) pou r i  G  Ob (3). L a flèche  s  (To) > Bo est don c un e cofibratio n semi -
projective triviale . O n déduit l'existenc e d'un relèvemen t : 

*(Г„) • s(T) я 
(u(i)\ r,) 

Во — >  В • К 
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Pour i  G  Ob(J) , v[  :  A(i)  >T'(i)  =  T(i)UTo(i)$c{)f(uo(i)) es t un e sous -
cofibration ri-normal e d e u(i)  majoran t n* . I l vient qu e la famill e (v^di  U  l{i))ie0b(3) 
majore (vi ,Q<i)ie0b(3) dan s S.  Pa r rnaximalité . o n dédui t qu e le s sous-objet s 
$Cof(uo(i)) d e $ Cl]f(u(i)) son t majoré s pa r T(i).  Comm e £  es t cofina l dan s 
n * e O b ( 0 ) S u M u C 0 ) i o n a forcément T(i)  =  $ Cl)f(u(i)). • 

Rappelons qu e r  G  {Nis,ét } désign e Tun e de s topologie s usuelles Nisnevic h o u 
étale. O n muni t l a catégori e Sm /(.^.3) d e l a topologie r engendré e pa r le s famille s 
de la form e : 

((u„,idi) :  (U a,i) >(U,i)  ) 

avec (u a)a un e famill e couvrant e pou r l a topologie r. Ainsi , u n sous-préfaiscea u R 
de (U,i)  es t un e cribl e couvrante pou r l a topologie r s i e t seulemen t s i l a restrictio n 
de à  l a sous-catégori e Et/ U de s [/-schéma s étale s est un e cribl e couvrante pou r l a 
topologie T. On vérifie immédiatement qu e la donnée pour (U.  i) G  Ob(Sm/(^, 3)) du 
site (Et/{7 , r) es t un e P-structur e su r (Sm /(J^\ 3). r) a u sen s d e l a définitio n 4.4.57 . 
Cette P-structur e sera appelée l a P-structure étale. 

Par l a propositio n 4.4.31 . on peu t localise r l a structur e (W , Cofs _ p r , Fib s _ p r ) 
pour obteni r l a structur e semi-projectiv e r-local e qu e l'o n noter a ( W r , C o f s _ p r , 
Fib. s_ p r_ T). O n a  l e théorème suivan t : 

Théorème 4.5.10. ~ - Soit  (/,  a)  :  (^,3 ) >(,^,3)  un  l-morphisme  de  dia-
grammes de  S-schémas. 

1- On  a,  relativement  aux  structures  semi-projectives  r-locales  ( W r , Cof s _ p r , 
F ib s _ p r _ r ) , les  deux adjonctions  de  Quillen  suivantes  : 

(i) ( ( / , a ) * , ( / , a ) . ) :  PreShv(Sm/(.^\ 3).Wl) >  PreShv(Sm/(#,3),JOT) , 

(ii)(f#J*): PreShv(Sm/(^,3),OT ) •  PreShv(Sm/(̂  o a. 3), JOT) lorsque 
f est  cartésien  et  lisse  argument  par  argument. 

2- On  a, relativement aux  structures projectives  r-locales ( WT , Cofp r o j , F ib p r o j_ T ) , 
les trois  adjonctions  de  Quillen  suivantes  : 

(i) ( /* , /*) : PreShv(Sm /(.^oa,3).gjt) •  PreShv(Sm/( ,̂ 3), ÏOT) , 

(ii) ( a # , a * ) : PreShv(Sm/( ^ o a, 3). JOT) • PreShv(Sm/( ,̂ 3), JOT) , 

(iii) ( ( / , a ) # î ( / , « ) * ) :  PreShv(Sm/(^,3 ),JOT) >  PreShv(Sm/(^, 3), JOT) 
lorsque (/ , a) es £ /zs.se argument  par  argument. 

3- Enfin,  (a* , a*) :  PreShv(Sm /(J r, 3), JOT) > PreShv(Sm/(^ o a, 3), 9«) 
est une  adjonction  de  Quillen  relativement  aux  structures  injectives  r-locales 
( W r . Co f inj, Fibinj-r). 

Démonstration. —  O n trait e d'abor d le s assertion s relative s au x structure s pro -
jectives r-locales . L e foncteu r /  =  ( - ) :  S m / ( ^ o a , 3 ) •  Sm/(§7,3) 
est continu . D e plus , l e pré-morphism e d e site s qu'i l défini t es t compatibl e au x 
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P-structures étales . La  premièr e assertio n découl e alors d u théorèm e 4.4.60 . Suppo-
sons qu e (/ , a) es t liss e argumen t pa r argument . L'adjonctio n ( ( / , c*)# , (/ , a)*) es t 
associée a u foncteu r c / , a :  Sm /(^.3) •  S m / ( ^ , 3) qu i à  u n obje t (V,j)  associ e 
(V —>  —>  ^(a(j)),a(j)).  C e foncteur es t clairemen t contin u e t compatibl e au x 
P-structures étales . O n peu t encor e appliquer l e théorèm e 4.4.60 . Enfin, l a second e 
assertion es t clairemen t u n ca s particulier d e la troisième . 

Revenons à l a première parti e de renoncé. Le foncteur ( / , « ) * préserv e clairemen t 
les cofibration s semi-projectives . Pou r montre r qu'i l préserv e le s cofibration s semi -
projectives triviales , i l suffi t d e l e fair e aprè s applicatio n de s foncteur s (id& 
pour j  G  Ob(3). Mai s o n vien t d e montre r qu e f(cv{j))*  préserv e le s cofibration s 
projectives triviales . D e même , pou r vérifie r qu e / # préserv e le s cofibration s semi -
projectives et le s cofibrations semi-projectives triviales, o n peut s e ramener au ca s où 
/ es t u n morphism e liss e de 5-schéma s e n utilisant l e lemme 4.5.7. 

Pour l a dernièr e assertion , i l suffi t d e remarque r qu e l e foncteu r a*  préserv e le s 
cofibrations injective s e t le s équivalences r-locales . Le théorème es t démontré . • 

Soit 3)  un diagramm e d e 5-schémas . O n considèr e l a class e ,o/  de flèche s d e 
PreShv(Sm/(^,a),SK) d e la form e 

a(U. L B) :  (U,  i) 0 Bcat

 8 °®ldB >  (A^.  /) 0 B CHt 

avec i  G  Ob(J). U un ,^*(i)-schém a lisse, «o la section nulle d e la droite affin e e t B  u n 
objet cofibran t d e 9Jt. O n note égalemen t ,v/ a l a classe des a(U, i, B) ave c B u n obje t 
a-accessible. O n a  : 

Proposition 4.5.11. —  Supposons  que  fi est  suffisamment  grand.  Soit  K  G 
Ob(PreShv(Sm/(.^.a).OT)) fibrant pour  la  structure  ( W r . Cof.s_ p,., F i bs _ p r ) . 
Alors, K  est  jrfp-local  si et  seulement  si  pour  tout  i  G  Ob(3) et  U  un  .^{i)-schéma 
lisse, la  flèche K(à\ T,i) >  K(U<i) est  une  équivalence  faible. 

Démonstration. -  Soi t fi un cardinal te l que A[n]  adme t u n représentant cofibrant e t 
/^-accessible pour tout A  G  £ et n  G  Z. Par définition , A ' est ,0 ^-local si le morphisme : 

homHor(PreShv(Sm/(.?,3).îm))((At/, /') 0 B cst, K) 

> bomHOr(PreShv(Sm/(̂ ,a),im))((̂  0 ® Bcst, K) 

est inversibl e pou r B  cofibran t e t /3-accessibl e dan s 9JI . Pa r l e lemm e 4.4.35 , 
on dispos e pou r u n préfaiscea u représentabl e F  d'un e adjonctio n d e Quille n 
(F 0  (-)cst>.honkmiF-  ~~ )) a v e c PreShv(Sm/(.^\3) . 9DÎ) muni e d e s a structur e 
projective r-locale . Le morphisme ci-dessu s s'identifie don c à : 

(145) homHo (an)(£, A'(Aj,, /) ) >  homHo(9Jt)(^ K(U.  i)) 
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Etant donn é qu e l a class e de s objet s cofibrant s fi- accessibles contien t de s représen -
tants de A[n]  pour n  G  Z e t A  G  £, o n dédui t qu e (145 ) est inversibl e s i et seulemen t 
si K(Au,  i)  >  K(U, i)  es t un e équivalenc e faibl e (o n utilise bien entendu l a pro -
priété (iii ) de l a définition 4.4.23) . • 

En particulier , on a :  ( W r ) ^ = ( W T ) ^ pour fi  suffisammen t grand . Cec i montr e 
que l a localisatio n d e Bousfiel d suivant srf  existe : 

Définition 4.5.12. - — Soit  (Ĵ * , 3) un  diagramme  de  S-schémas.  La  structure  semi-
projective (resp.  projective,  injective)  A 1-locale 

(WAi, Cofs_ p r, Fibs_pr_Ai ) 

(resp. ( W A i , Cofp r o j - , F ibp r o j _Ai) . ( W A i . Cof in j . Fîh inj_&i)) est  la  localisation  de 
Bousfield suivant  srf  de  la  structure  semi-projective  (resp.  projective,  injective)  r-
locale. Les  éléments  de  WA i sont  appelée  les A1 -équivalences  faibles. 

Soit (J^ , 3) un diagramm e d e .S-schémas . O n note A 1 ^ j le préfaisceau d'ensemble s 
sur Sm/(^,3)  qu i à  u n obje t (£/, i) associ e homs c h/ t^( i)(U. A1 ^ , ^ ) . O n a  l e résulta t 
suivant : 

Lemme 4.5.13 

1~ Soit K  G  0b(PreShv(Sm/(J^\3),OT)) un  objet  fibrant  relativement  à  la  struc-
ture projective r-locale  ( W T , C o fp r o j . F i b p r o j _ r ) . Alors,  K  est  A1 -local si et seulement 
si la  flèche  homfAj^ 3 , A" ) >  K est  une  équivalence  faible de  préfaisceaux. 

2- Soit  H  G  Ob(PreShv(Sm/(j£\3),9Jt)) un  préfaisceau  injectivement  cofibrant. 
Alors la  flèche H  >  A 1^ 3 <g > H induite  par la section nulle  est  une A 1 -équivalence 

faible. 

Démonstration. -• — En effet , pou r (U,  i) u n obje t d e Sm/(J^\3) , l a flèche  hom(A^- 3 , 

K)(U,Ï) — • K(U,Ï)  s'identifi e canoniquemen t à  K(K\j,ï)  >  K(U,i) . 
Montrons l a second e partie du lemme . I l suffi t d e montrer qu e pou r tou t K  injec -

tivement fibrant  e t A 1-local, l'applicatio n : 

homHor(PreShv(Sm/(^,a),9n))(A^^ <3  H.K) >  homHoT(PreShv(Sm/(^,3),im))(^^) 

est bijective . E n utilisan t l'adjonctio n d e Quille n d u lemm e 4.4.35 , cette applicatio n 
s'identifie à  : 

homHoT(PreShv(Sm/(.^.a).an))(#, hom(A ^ 3, K)) 

> homHoT(PpeShv(Sm/(.̂ .a),îm))(fi'ï K) 

Le résultat découl e alors d e la premièr e partie . • 
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On a  également l e théorème : 

Théorème 4.5.14. —  Soit  (/,  a) :  (^,3 ) >(&,3)  un  1-morphisme  de dia-
grammes de  S-schémas. 

1- On  a, relativement aux  structures semi-projectives  A 1-locales (W Ai , Cof s_p r, 
Fib s_ p r_Ai), les  deux adjonctions de  Quillen suivantes  : 

(i) ((/,<*)*,(/,«).) : PreShv (Sm/(^,a),OR) •  PreShv(Sm/(^,3),M) , 
(ii)(f#J*): PreShv (Sm/(^,3),9Jl) >  PreShv(Sm/( t^ o a,3),SW) lorsque 

f est  cartésien et  lisse argument par argument. 
2- On  a,  relativement  aux  structures  projectives  A1 -locales (W Ai , Cof proj, 

Fib p r oj_Ai), les  trois adjonctions de  Quillen suivantes : 
(i) (/*,/*) : PreShv(Sm/(.^oa,0),3K ) •  PreShv(Sm/(Sf, 3), OR) , 
(%%) (a# ,a*): PreShv (Sm/(^oa,3),OT) >  PreShv(Sm/(.^,a),OR) , 
(%%%) ( ( / > ) # , ( / , a ) * ) :  PreShv (Sm/(^,3),9ïï) •  PreShv(Sm/(e^, J), M) 

lorsque ( / , a) e.s £ lisse argument par argument. 
3- Enfin,  {a*, eu) :  PreShv (Sm/(,^,3),3R) •  PreShv(Sm/(^ o a,3), OR ) 

es£ an e adjonction  de  Quillen  relativement  aux structures  injectives  A 1-locales 
(W Ai , Cof  i nj, Fib/ n j_Ai ). 

Démonstration. —  Pour déduir e l'énonc é d u théorèm e 4.5.10 , il s'agi t d e montre r 
que les différents foncteur s à  Quillen à gauche envoient le s flèches de <o/  sur de s A1-
équivalences faibles. 

On trait e d'abord l e cas du foncteu r /* . Soien t B  G  Ob(9Jt) u n obje t cofibrant , 
j G  Ob (3) et U  u n ^ ( a ( j ) )-schéma lisse . L a sourc e e t l e bu t d e a(U,j,B)  : 
(A\r.j) 0  B csl >(U.j)®B cst son t projectivemen t cofibrants . L e résulta t re -

cherché découle alors de l'égalité f*(o~(U.j.  B)) =  a(U x.̂ (aO)) B).  De même, 
si V  es t u n ^(j)-schéma lisse, on a f#{<r(VJ,B)) =  a{V ->  r?(a(j))J<B). 
D'où l e résulta t pou r L e ca s d e a#  s e trait e d e l a mêm e façon . L e ca s d u 
foncteur a*  es t légèremen t moin s trivial . I l suffi t toutefoi s d e remarque r qu e ce 
dernier envoi e l a flèch e K  >  A1^ y  (g) K su r a *K >  ̂ -̂oa d  ® P o u r 

K G  Ob(PreShv(Sm/(^. 3). SDt)) e t d'invoquer l e lemme 4.5.13. • 

4.5.2. L e 2-foncteur SM^(—) . Débu t d e l a vérification des axiomes . — O n 
suppose maintenant que notre catégorie de coefficients es t auss i une catégorie de 
modèles înonoïdale symétrique. Pa r l a proposition 4.4.62 et l a proposition 4.2.76 ap-
pliquée à  l a A 1-localisation, le s catégorie s PreShv ( S m /J ) , 9Jt ) son t encor e des 
catégories d e modèle s monoïdale s symétriques relativemen t au x structure s projec-
tives e t injective s (r-locale s et A 1-locales). C'es t égalemen t l e cas relativement au x 
structures semi-projectives, étant donné que l'on peut vérifier l'axiome (MMC) aprè s 
application des foncteurs / * pour i  G  Ob(3). Notons le lemme suivant : 
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Lemme4.5.15. -  -  Soit  ( / . a ) :  ,3)  >(-P.3)  un  1-morphisme  de  diagrammes 
de S-schémas. 

1. Les  fondeurs /*  et  a* sont  monoïdaux  symétriques.  Les  fondeurs (f',  a)* et  a# 
sont pseudo-cornonoïdaux  et  a* est  pseudo-monoïdal. 

2. Supposons  que  (/, a) es £ fose  argument  par argument.  Alors,  ( / . a ) * es £ monoï-
dal symétrique et  (/, a)# e.s £ (/ . a)* -projecteur au sens de la définition 2 .1.99. 

Démonstration. -  L'imag e directe su r le s préfaisceaux suivan t n'import e que l fonc -
teur es t clairemen t monoïdal . D'où l a premièr e assertion . Cec i montr e qu e / * e t a* 
sont monoïdaux . De même, pour (/ , a) liss e argumen t pa r argument , l e foncteur / * 
est monoïda l puisqu'il es t isomorph e à l'image direc t suivan t c / (voi r l a preuve d e la 
proposition 4.5.4) . Le s autres assertion s découlen t maintenan t pa r adjonctio n (pou r 
(/, a)* i l faut utilise r (/ , a)* -  a * o  / * ). • 

La proposition ci-dessous montre qu e (f.a)*  es t e n fai t u n foncteu r monoïdal . 

Proposition4.5.16. —  •• Soit ( / . a ) :  >(^.3)  un  1-morphisme  de  dia-
grammes de  S-schémas.  Soient  K.  L  G  Ob (PreShv(Sm/(.^\ 3) , 2JI)). La  flèche 
naturelle (/,  a)*(K  0  L)  >  (/ , a)* (A") 0  (/ , a)* (L) e.s £ inversible. 

Démonstration. —  I l suffi t d e vérifie r qu e l a flèch e en questio n es t inversibl e aprè s 
applications des Joncteurs j * pou r j G  Ob(3). O n se ramène alor s au cas où 3 = 3 = *• 
i.e. à un morphism e de 5-schémas /  :  Y  >  X . 

On fixe  l e préfaiscea u L  et  o n not e % ' la class e de s préfaisceau x A T vérifiant l a 
conclusion d e renoncé . I l es t clai r qu e es t stabl e pa r colimit e quelconque. On s e 
ramène alor s a u ca s o ù K  es t d e l a form e U  0 (A C8t) ave c U  u n X-schém a lisse e t 
A G  Ob(9JÏ). Le môme raisonnement perme t d e supposer qu e L  =  V  0  (B cst) ave c F 
un X-schém a lisse et D  G  Ob(9Jt). On a  alors l a chaîne dïsomorphismes : 

r((U 0  (Acst))  0 (V  0 (B cst))) ~  / * ( ( £ / x x V) 0  ( A 0  B ) c a 4 ) 
- {U  xx Y)  x Y (V  xx Y )Z{A%B)cst ~  ((U xx Y )Z(Acst))%((V x x Y)®{B cat)) 

~f^U®(Acst))®f*(V®(Bcst)) 
Le lecteu r vérifier a facilemen t qu e l a composé e ci-dessus es t égal e a u morphism e 

canonique de l'énoncé. • 

On résume quelque s formules d e projections dans la proposition suivante : 

Proposition 4.5.17 

1- Soit  f  :  c$ >  & un  morphisme  cartésien  et  lisse  de  3-diagrammes de  S-
schémas. PourK  G  Ob(PreShv(Sm/(^. 3) . 9ÏÏ)) et  M G  0b(PreShv(Sm/(S7, 3) , OR)), 
le morphisme  (structural  du  f*-projecteur)  / # ( / * ( A") 0 M)  >  K 0  f#(M)  est 
inversible. 
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2- Soit  a  :  3  >3  u n foncteur  de  Di a et  X  un  S-schéma.  Pour  K  G 
Ob(PreShv ( S m / ( X J ) , 0 J l ) ) et  AI  G  O b ( P r e S h v ( S m / ( X . 3) , 9H)), le  morphisme 
a#(a*(K) 0  AI)  >  K ®  a#M est  inversible. 

3- Soit  (f,a)  :  (-^,3 ) un  \-morphism,e  de  diagrammes  de  S-
schémas. On  note  TT&J  la  projection  structurale  (j£* , 3)  >  S .  Soient  T  G 
Ob(PreShv (Sm / 5 . 9 J t ) ) et  AI  G  O b ( P r e S h v ( S m / ( ^ , 3 ) , M ) ) . Le  morphisme 
(f, j T) ®  M) >  (TT^JT) 0  ( / , a ) # M es * inversible. 

Démonstration. —  Pou r l a premièr e partie , o n s e ramèn e à  3  =  *  e n utilisan t l e 
lemme 4.5.7 . Soi t don c /  :  Y  >  X u n morphism e liss e d e 5-schémas . Comm e 
dans l a preuv e d e l a propositio n 4.5.1 6 o n peu t suppose r qu e K  =  U  ® (A C8t) e t 
AI =  V  0  (B cst) ave c U  un X-schém a lisse, V  u n y-schém a liss e et A,  B  £  Ob (DJl). 
On a  alors l a chaîne dïsomorphismes : 

f#(f*(U 0 Acst) 0  (V 0 Bcat)) ~  /#(((£/ x x F ) 0 0  (F 0 B c a t)) 
- M((U  x x Y)  x y F ) 0 (A 0 B)c f l t) -  (£ / x x (V  - y  - > X))(A 0 

~ (t / 0 ACst) 0 ((^ -> Y - X ) 0 ~  (U 0 Ac,,) 0 0  B c „) 

Le lecteu r vérifier a facilemen t qu e l a composée ci-dessus coïncide avec le morphism e 
canonique de renoncé. 

Pour l a seconde partie, on utilise l e lemme 4.5.6 pour s e ramener a u ca s où 3 = *, 
Le. k  a  :  3  >  * • On peu t suppose r qu e K  =  U  0 (A cst) e t AI  =  (V,j)  0  B cst 

avec U  et V  de s X-schémas lisses, j G  Ob(3) e t A , B  G  Ob(OT). O n a  alors l a chaîn e 
d'isomorphismes : 

0 ®  ((V, j) 0  -  ^{{U  x  A- V , j) 0 (i4 0 fl) Cirf) 
~ (1 7 xx V) 0 (A 0 B)c a t ~  (£ / 0 i4 C f l f ) 0 rv#((K j) 0 B cst) 

dont l a composée coïncide avec le morphisme de l'énoncé. 
Il nous rest e à  montre r l a dernièr e partie . O n suppos e que T  =  U  0 A cst e t AI  — 

(V,j) 0  B cst ave c U un 5-schém a lisse , j G  Ob(3), V  u n ^(,y)-schéma lisse et A,  B  € 
Ob(9Jt). O n a  alor s l a chaîne d'isomorphismes : 

(/, a) # ((/ , a)*7r>i3(£/ 0 Ac a,) 0  ((VJ) 0  BC f l t)) -  (/ , «)#((£/ x s K  j) 0 (A 0 
- (t / xs V-^(aC/)) , j)®{A®B)Cst ^  7r^^U^Acst)®((V->^(a(J))J)^Bcst) 

- * * ? A U ®  ®  (/, j ) 0 BCst) 
La propositio n est prouvée . • 

On fixe  u n obje t projectiveinen t cofibran t T  d e P r e S h v ( S m / 5 , OT) tel qu e pou r 
tout 5-schém a liss e U,  le foncteur Hom (T([7), —) :  >  9JI  es t accessible . Étant 
donné u n diagramm e d e 5-schéma s (<^",3 ) o n noter a 7 > j l'obje t TT ^ 3T o ù ir&j 
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désigne l a projectio n structural e d e (<^,3).  O n vérifi e facilemen t qu e le s foncteur s 
Hom(?V q , —) sont accessibles. 

Définition 4.5.18. —  On  note  M T ( , ^ . J ) la  catégorie  S p e c t ^ J (PreShv(Sm/(«^,3) , 

Proposition 4.5.19. —  Le  2-foncteurPreShv(Sn\/(-, - ) , OR) :  DiaSch /5 •  Mono 
qui à un 1-morphisme  (/,  a)  associe  le  Joncteur rnonoïdal  (/, a)* induit  naturellement 
un 2- joncteur contravariant  : 

M T ( - . - ) : DiaSch /5 HOTon o 

Démonstration. —  Soi t (/, a) :  (£f ,3) >  (•^•3) U N 1 -morphisme de diagramme s 
de 5 -schémas. L'isomorphisme canonique (/ . a) * 7 > j ~  indui t u n isomorphism e 
de foncteur s e  : T<g$ 0 (/ , — ) ~ (/ , a)*(T&j  2  —  ) qui est clairemen t E-symétriqu e 
au sen s d e l a définitio n 4.3.16 . O n a  don c (f.a)*  :  M T(#,3) •  M T ( S M) l e 
prolongement de (/ , a)* aux catégorie s des T-spectres symétriques . 

Supposons donn é u n 1 -morphisme (g,  /3) :  3 ) >  3C)  . L'isomorphisme 
de connexio n /?)*(/ , a)* — (f °  g,<*o fi)*  es t compatibl e aux isomorphisme s e . On 
déduit pa r l a naturalit é d u prolongemen t u n isomorphism e (g,  /3)*(/, a)* ^  (f  °  g, 
ao(3)*e. 

De même , u n 2 -morphisme £  :  ( / . a ) >(f'.a')  entr e 1 -morphismes dan s 
Mor(( .^ ,a) , indui t un e transformatio n naturell e t*  :  (/',«')*  >  (/,<*)*  . 
Cette dernière es t compatible avec 1"isomorphisme 6  et indui t don c une transformatio n 
naturelle t* :  (/>') e* >  (f.a):  . 

Pour terminer , i l reste à  vérifie r qu e certain s diagramme s commutent . Pou r fair e 
cela, i l suffit d'applique r le s foncteurs Ev p e t d'invoque r l a proposition 4 .5.3 . • 

Dans l a suite , o n noter a simplemen t (/ , a)* :  M T(<^,3) >M T{&,3) I e fonc -
teur (f.a)*  associ é à un 1 -morphisme [f.a).  Pa r l e lemme 4.3.17 , c e Joncteur adme t 
un adjoint à  droite (/ , a)*. Lorsqu e (/. a) es t liss e argument pa r argument , o n a par l a 
proposition 4 .5 .1 7 un isomorphism e e' : (/. a ) # ( ( /, a ) * 7 > j 0  —  ) ~  7 > j 0 (/ , a)#(—) 
et don c un prolongemen t ( ( / . a)#)( c/)-i. Pou r vérifie r qu'i l s'agi t bie n d e l'adjoin t à 
gauche d e ( / ,a)* , i l suffi t d e vérifie r qu e e  s'obtient pa r adjonctio n d e e'  (c e qui es t 
évident). Dans l a suite , ( ( / , a)#)( e/)-i ser a simplement not é (/ , a )#. 

Lemme 4.5.20. —  Soit  (&.  3)  un  diagramme  de  S-schémas. Le  fondeur 0  —  est 
un fondeur  de  Quillen  à  gauche  relativement  aux  structures  semi-projedives  (resp. 
projedives, invectives)  A 1-locales. 

Démonstration. — - Comme T es t un objet projectivement cofibrant de PreShv(Sm/S', 
9JÏ), TJF J es t semi-projectivemen t cofibrant . Cec i prouv e le premier cas . 
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Montrons qu e T&j <g>  —  est un foncteur d e Quillen à  gauch e relativemen t à  la 
structure projective^ Il faut montrer qu e préserv e les cofibrations projectives 
puisqu'il préserv e déj à le s cofibrations semi-projective s A 1-triviales. Il suffit alor s de 
voir qu e 7> j <g> —  envoi e les éléments de 

Cell{(J7,z) 0 {u) cst\u :  A -+ B G  Cof C  FI(SDt) et (U,i) G  Ob(Sm/(^, 3)) } 

sur de s cofibrations projectives . Étant donné lïsoinorphisine T j r j ®  ((£/, i) ® (u)cst) ^ 
( £ / , / ) ®  7 r j f 3 ( T ®  (t/.) ClSt), i l suffi t d e montrer qu e pour tout e cofibratio n projec-
tive v :  H  >  K d e PreShv(Sm/S, SDt), la flèche (LU ) ® 7 r ^ 3 ( t ' ) es t une co -
fibration projective. Cette conditio n étan t stabl e par composition transfinie , push-
out et rétraction , o n peut suppose r qu e v es t de la forme V  ® (w) cst ave c V  un 
5-schénia liss e e t w  une cofibration d e 9JI. Le résultat découl e alor s d u fai t que 
{U. i) <g> TT*<FJ{V ® (w)cst) =  (U x s V)  (g) {w) cat. 

Il reste à traiter le cas de la structure injective A 1-locale. Il est clai r que es t 
un foncteur d e Quillen à gauche relativement au x structures (W, Cof inj, Fib^-). Pour 
montrer qu'i l est encore un foncteur d e Quillen à gauche après les deux localisation s 
de Bousfield suivant le s classes J£f r e t stf\ il suffit d e vérifier qu e l e foncteu r 

L(rF,a ®  -) : Ho(PreShv(Sm /( ,̂3),OT)) >  Ho(PreShv(Sm/(^,3), 3R)) 

préserve le s A 1-équivalences faibles. Cec i découle du premier ca s de renoncé . • 

Définition 4.5.21. —  Soit  (-^\3 ) un  diagramme  de  S-schémas. La  structure semi-
projective (resp.  projective, injective) A 1-stable . W M T ^ , ! ! ) est  la structure projec-
tive stable sur la catégorie  SpectÇ(PreShv(Sm/(,^ \ 3), 9Jt)) déduite  de  la structure 
semi-projective (resp.  projective, injective) A 1-locale (W^i , Cof s - p r , Fib s ._ p r_ T) sur 
la catégorie  P r e S h v ( S m 3 ) , Wl).  Cette  structure  sera  notée : 

(WA1 _s f , Cof s - p r , Fib s_pr_Ai _s t ) 

(resp. ( W A i - a t , Cof p r 0 7 - ,Fib p r o j _ A i_^) , ( W A i _ « f , Cof irij, Fïb inj_Ai__st)). Les 
flèches de  W A i _ s £ sont  appelées  les  A1-équivalences stables.  La  catégorie  homo-
topique de  ces  structures A 1-stables est  S M ^ ( ^ , 3 ) . 

Remarque 4.5.22. —  I l exist e bie n entend u troi s autre s structure s naturelle s sur 
M T ( ^ \ 3 ) obtenue s à  partir de s trois structure s A 1-locales en prenant l a structure 
injective sur les T-spectres . 

Théorème 4.5.23.— Soit  (f.a)  :  (^,3 ) un  1-morphisme  de  dia-
grammes de  S-schémas. 

n'y a  pas de contradiction ave c l e fait qu e Tj? <j est non projectivement cofibran t !  En effet, 
l'objet unit é n'est pas nécessairemen t projectivemen t cofibrant . 
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1- On  a, relativement aux  structures semi-projectives  A 1-stables ("W^i-st ? Cof s _ p r , 
Fibs_pr_Ai-st)> les  deux adjonctions  de  Quillen  suivantes  : 

(i) ((/ ,<*)*,(/ , a ) .) :  M T ( . ^ , 3 ) >M T{<g.3) , 

(ii) ( / # , / * ) :  MT(&,3)  >MT{&  oa.3)  lorsque  f est  cartésien  et  lisse  argu-
ment par  argument. 

2- On  a,  relativement  aux  structures  projectives  A 1-locales (W^i-st , Cof p r o j-, 
Fib p r oj_Ai-st), les  trois  adjonctions  de  Quillen  suivantes  : 

(i) ( / * , / . ) : M T{&oa,3) • M r ( ^ . 3 ) ? 

(ii) ( a # , a * ) : M T(^oa,3) >M T(-?.3) . 

(iii) ( ( / , q ) # , ( / , O J ) * ) :  M T ( # , 3 ) > M T ( . ^ \ 3 ) lorsque  (/ , a) es t fose  argrw -

ment pa r argument. 

3- Enfin,  (a*,a* ) :  M T ( - ^ ; 3 ) » M T ( ^ o a , 3 ) est  une  adjonction  de  Quillen 

relativement aux  structures  injectives  A 1 -locales ( W A i , Cofin<7-, Fibj nj_Ai ) . 

Démonstration. —  Cec i découl e immédiatemen t d u théorèm e 4.5.1 4 e t d u 
lemme 4.3.34 . • 

On a  l e résultat suivan t : 

Théorème 4.5.24. -  Les  associations  § 1 1 ^ ( ^ , 3 ) et  (f,a)  ~ * L (/ .a)* 
s'étendent naturellement  en  un  2-foncteur  contravariant  : 

SM^ :  DiaSc h >  OrtonoXÎR 
Démonstration. - - L e fai t qu e le s catégorie s SH.! m(^,'3) son t triangulée s e t monoï -
dales symétrique s découl e des proposition s 4.2.76 . 4.2.82, 4.4.62, et 4.3.77 , des théo -
rèmes 4.3.76 , et 4.1.4 9 et d u lemme 4.1.58. De même, le fait qu e les foncteurs QJ) * 
soient triangulé s e t monoïdale s découl e du théorèm e 4.5.23 . de l a propositio n 4.5.1 6 
et d u lemm e 4.1.51 . Il rest e à  construir e l e 2-foncteu r e n question . I l suffi t alor s d e 
prendre la composé e des 2-foncteur s : 

M T ( - . - ) Ho(-). L 
DiaSch/S —• » OToD£at  — > Cot 

où 9JtoD(£a t désigne la 2-catégorie des catégories de modèles et des foncteurs d e Quillen 
à gauche . • 

Celon l a terminologi e d e l a définitio n 2.4.12 , nou s venon s d e construir e u n pré -
dérivateur algébrique à  valeurs dans 9JlonoïlH. Nous allons entreprendre la vérificatio n 
des axiome s d'un dérivateur  algébriqu e homotopiqu e e t stable . L'axiom e DerAl g 0 
est trivial . O n a  égalemen t l'axiom e DerAlg 1  : 

Lemme 4.5.25. —  Soit  ( ^ \ 3 ) un  diagramme  de  S-schémas.  Les  foncteurs  i*  : 
M T ( ^ \ 3 ) >M T(&{i)) avec  i  G  Ob (3) préservent  et  détectent  les  A 1 -
équivalences stables. 
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Démonstration. -  - Montron s d'abord qu e i* préserve les A1-équivalences stables. O n 
sait qu e i*  es t u n foncteu r d e Quille n à  gauch e relativemen t à  l a structure s semi -
projective A 1-stable. Il préserv e don c les A 1-équivalences stables entr e objet s serni -
projectivement cofibrants . Pou r l e cas général, o n prend u  :  E  >  F G  W^ - s t . Il 
existe un diagramm e : 

E —-—> F 

E—uF 
tel qu e E ' e t F ' son t semi-projectivemen t cofibrant s e t te l qu e le s flèches verticales 
sont de s équivalence s faible s d e préfaisceau x nivea u pa r niveau . L'assertio n découl e 
alors du fai t qu e i*  préserve le s équivalences faibles d e préfaisceaux . 

La famille s de s foncteur s / * détect e le s A 1-équivalences stables. E n effet , soi t / 
une flèche de M^f.? ,!) ) qu i devien t un e A 1-équivalence stabl e aprè s application de s 
foncteurs i*.  On peut suppose r qu e /  es t un e fibration  relativemen t à  la structure 

(WAi _Ht. Cof proj. Fib7„.f,j_Ai _Ht) 
Comme (?'#,/* ) es t un e adjonctio n d e Quille n relativemen t à  cett e structure , ?'*(/ ) 
est un e fibration  trivial e pou r tou t i  G  ObÇJ). C'est don c une équivalenc e faibl e d e 
préfaisceaux niveau par niveau . En d'autres ternies, pou r tout (E/ , i) G  Ob(Sm/( \̂ 9)) , 
et p  G  N, Ev p ( / ) (£/ , / ) es t un e équivalenc e faibl e d e DJl.  L e résultat es t maintenan t 
clair. • 

Le résultat suivan t es t un e conséquenc e immédiate d u lemni e 4.5.25 : 

Corollaire 4.5.26. -  Soit  a  :  3  >  3 u n foncteur  entre  petites  catégories.  Soit 

5) un  digramme  de  S-schémas. Le  foncteur (\*  :  M T ( ^ , 3 ) •  MT{& o  a, 3) 
préserve les  A1 -  équivalences stables.  Il se  dérive  donc  trivialement. 

La proposition suivante n'es t autre que les axiomes DerAlg 2 g e t DerAl g 2 d : 

Proposition 4.5.27. -  Soit  (f.a)  :  (ff,3 ) >(&.3)  un  1-morphisme  de  dia-
grammes de  S-schémas.  Le  foncteur L(f,a)*  :  SH.(J?,3)  >SM(&,S)  admet  un 
adjoint à  droite R(f,a)*. De  plus, lorsque  f(j) est  lisse pour tout j G  0b(3)< ce même 
foncteur admet  un  adjoint  à  gauche L ( / , a)#. 

Démonstration. C'es t un e conséquenc e directe d u théorème 4.5.23 . • 

Montrons l'axiome DerAlg 3  : 

Lemme 4.5.28. —  Reprenons  les  notations  du  diagramme  (144) . La  transformation 
a*R/* >  R(/|3)*a* est  inversible.  Supposons  de  plus que  f est  cartésien  et  lisse 
argument par argument.  Alors,  L(f^)^a*  >  a*Lf# est  inversible. 
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Démonstration. —  Pa r l e théorème 4.5.2 3 les foncteurs / * et ( / |^) * son t d e Quillen à 
droite relativemen t à  la structure de modèles ( W A i _ s í , Cof p r o j , F i b p r o j _ A i _ s i ) . I l en 
est d e même des foncteurs a* . L e résultat découl e maintenant d u lemm e 4.5.7. 

La seconde partie de l'énoncé découle aussi du lemme 4.5.7 étant donné que les fonc-
teurs en question son t d e Quillen à  gauche relativement à  la structure semi-projective 
A1-stable (voi r l e théorème 4.5.23) . • 

On démontr e maintenan t l'axiom e DerAlg 4' d : 

Lemme 4.5.29. •—  On reprend  les  hypothèses  et  les  notations  des  diagrammes  (142 ) 
et (143) . Les  transformations naturelles  (idjr(,-) . i)*R(f. a) * >  R (/ /z)*(id. et 

L(a/i)#u* >  i*La# sont  inversibles. 

Démonstration. Le s lemme s 4.5. 5 e t 4.5. 6 affirmen t qu e ce s transformation s na -
turelles son t inversible s au x niveau x de s préfaisceau x à  valeur s dan s 9Jt . O n dédui t 
qu'elles son t égalemen t inversible s a u nivea u de s catégorie s d e modèles M x ( — , —  ). I l 
s'agit don c de vérifier qu'elle s induisen t de s isomorphismes su r le s foncteurs dérivés . 

On traite d'abord l a transformatio n (id.^(. /) . / )*R(/, a)* > • R (//z)*(id, i¿¿)* . Il 
suffit d e montrer qu e (id,u¿)* préserve le s objets fibrant s relativemen t à  l a structure 
semi-projective A 1-stable (W A i _< s i , Cof proj. Fib p r o j_ A i _ s f ) . Cel a revien t à  dir e qu e 
(id, i¿¿)# préserve les cofibrations triviales d e cette mêm e structure. Pour cela , on aura 
besoin d'expliciter l e foncteur (id,iz¿)#. Pour A " G Ob(PreShv(Sm/(^/¿, ¿J/z) , 9JÎ)) e t 
(V, j ) eOb (Sm/(Sf.a)), on a : 

(id,u,)#(A)(y, j) =  lVj)Jfî\jm K(X,a(k)  -  i) = ] J K{V,a(j)  -  0 
ot{j)-+i 

On a  don c u n isomorphism e canoniqu e j*[(id , iii)#(K)] ~  Yia(j)-^i[ a(J) ~~ > ?] * - ^ - H 
est maintenan t clai r qu e (id, ¿¿i)# est u n foncteu r d e Quillen à  gauche relativemen t à 
la structure semi-projective (W , Cof.s._;jr. Fibs _ p r ) . Étan t donn é que l e foncteur : 

L(id,u¿)# :  Ho(PreShv(Sm/(^/¿,a/¿).OT)) Ho(PreShv(Sm /(̂ í, 3), M)) 

préserve le s A 1-équivalences faible s (puisqu e c'es t u n foncteu r d e Quille n à  gauch e 
relativement au x structure s projective s A 1-locale), o n dédui t qu e (id , ui)# es t auss i 
un foncteu r d e Quille n à  gauch e relativemen t à  ( W A i , Cofs _ p r , F i b s _ p r _ A i ) . Pou r 
conclure, i l reste à appliquer l e lemme 4.3.34. 

Le cas d e l a transformatio n naturell e (a/i)#u*  >  z*a:# s e traite de l a mêm e 
manière. O n s e ramèn e à  montre r qu e u*  préserv e le s cofibration s d e l a structur e 
( W A i _ s i , Cofp roj, F ib p r o j _ A i _A.¿). On montrera plus généralement qu'i l est de Quillen 
à gauche relativement à  cette structure . Par l e lemme 4.3.34, on peut raisonne r su r le s 
préfaisceaux à  valeurs dans 9JÎ. Comme u* commute aux colimites, il suffit d e montre r 
que u* envoie une flèche de la forme (U,j)(èu cst su r une cofibration projective (resp. et 
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triviale) pou r tou t {U,  j) G  Ob(Sm/F) x 0b(5) e t u  une cofibration (resp . triviale) d e 
Wl. Soi t V  u n F-schém a liss e et i  — • a(k) G  0b(i\3) o n a : 

u¡((UJ)®ucat)(V,i-+ a(k)) =  hom((V,fc),(ï7,j)) ®u cst 

TT hom((Vit-»a(fc)),(£/,i-.aÜ))) 
i—>a(j) 

Ceci montre l'égalit é u*((U,j)  (g ) uc s £ ) =  LIt->a(¿) W *  —> « ( j )) 0  i¿ c s £ . Le résultat es t 
démontré. • 

On résum e l a discussion par : 

Théorème 4.5.30. —  Les  axiomes  DerAlg  O  à DerAlg 4  sont  vérifiés  pour  SEL 

Démonstration. —  I l reste à voi r que S H ^ ( X , — ) :  Di a >  T*R es t u n dérivateur 
triangulé. Plus précisément, i l reste à établir le s propriétés 5  et 6 de la définition 2.1.34. 
Ceci découle immédiatement d e la construction de la structure triangulée su r l a caté-
gorie homotopique (voir l e théorème 4.1.49 ) et d u théorème 4.1.56 . • 

On a  également le s formules de projection : 

Proposition 4.5.31 

1- Soit  f  :  <£  >  & un  morphisme  cartésien  et  lisse  de  3 -diagrammes 
de S-schémas.  Pour  K  G  Ob(M T(J**, 3)) et  M  G  Ob(M r (Sf,3)), le morphisme 

L L 
L / # ( L T ( # ) (8 ) M) —•  K  (8 ) L /# M est  inversible. 

2- Soit  a  :  3  •  3 un  foncteur  entre  petites  catégories  et  X  un  S-schéma. 

Pour K  G  O b ( MT ( X , J)) et  M G  Ob(MT (X ,3 ) ) , le  morphisme La#(a*(K)  ®  M) —> 
L 

K (8 ) La#M est  inversible. 
Démonstration. —  L a premièr e assertio n découl e de l a propositio n 4.5.17 et d u fai t 
que tou s le s foncteurs présent s sont d e Quille n à  gauch e relativemen t à  l a structur e 
semi-projective A 1-stable (utiliser qu e /  es t cartésien) . 

Pour l a seconde partie, on utilise l e lenime 4.5.29 pour se ramener a u ca s où U =  * . 
Dans c e cas, on montre qu e pour K  projectivemen t cofibrant , l e foncteur ct *(K) (g ) — 
est d e Quillen à gauche relativement à  structure projective A1-stable. Les détails son t 
laissés en exercice . • 

4.5.3. L'axiom e d e localité . —  Pou r montre r qu e S H ^ ( — ) es t u n dérivateur 
algébrique homotopiqu e e t stabl e (ave c T  bie n choisi) , i l rest e à  vérifie r l'axiom e 
DerAlg 5  qu i affirm e qu e SEI(—,e ) es t u n 2-foncteu r homotopiqu e stable . Cett e 
section est consacré e à la preuve de l'axiome de localité. Nous suivrons la méthode de 
[MV90]. 

Pour u n 5-schém a X , o n noter a S H ^ ( X ) =  S H ^ ( X , e) . O n aur a besoi n d e 
quelques préliminaires concernan t le s images directes suivant le s immersions fermées . 
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On introdui t l a topologie t 0 su r Sm/ X pour laquell e 3 t2S{U/X) —  {\àu/x  : (U/X)  —> 
{U/X)} lorsqu e U  es t no n vid e e t J É 0 ( 0 / X ) =  { i d 0 / x :  (&/X)  - > ( 0 / X ) , 0 
( 0 / X ) } o ù 0  désign e l e préfaisceau d'ensemble s vide s e t (0 /X) l e X-schéma vide. 
On vérifi e immédiatement qu e t 0 es t un e topologi e sur Sm /X. U n préfaisceau K  su r 
Sm/X à  valeurs dans une catégorie G  est u n £ 0-faisceau (i.e.  un faisceau pour la topo-
logie t0) s i et seulement s i K(0/X) es t l'obje t final de G.  Étant donné un préfaisceau 
K su r C , le faisceau associ é a^0 (F)  es t donn é par : 

Ue Ob(Sm/X) - (at0F)(U) = *e si U ^ 0 / XF (U) si U ^ 0 / X 

(où * e désigne l'objet final de G). Lorsque G est pointée, l'inclusion S h v j 0 ( S m / X , G)  C 
P r e S h v ( S m / X , 6 ) adme t u n adjoin t à  droite : 

b: PreShv(Sm /X,e) >  Shv t 0 (Sm /X , G) 

qui à  u n préfaiscea u F  associ e l e ^-faiscea u b(F ) donn é pa r :  (bF)(U)  = 
F(U) x F (0 /x ) * e pour U  G  O b ( S m / X ) . 

Rappelons qu e 9JI  es t notr e catégori e d e coefficients . C'es t un e catégori e 
pointée puisqu'ell e es t supposé e stable . Pa r l e corollair e 4.4.42 , o n dispos e su r 
Shvt0 ( S m / X , SDt ) d e deux structures de modèles (W, Cof^, Fib i r y ) e t (W , Coî proj, 
Fibproj). E n appliquan t l e lemme A A Al à  l'adjonctio n ( a t 0 , m c ) e t au x struc -
tures r-locale s d e P r e S h v ( S m / X , 9JI)  o n obtien t égalemen t deu x structure s d e 
modèles r-locale s su r Shv t 0 ( S m / X , 9JÏ) . O n le s noter a ( W T , Cof ,̂ Fibi nj_ T) e t 
( W T , Cofproj , Fibp. r o j_ r). 

Proposition 4.5.32. —  Soit  i  :  Z  >  X une  immersion  fermée  de  S-schémas.  Le 
foncteur : 

U :  Shv £ 0 (Sm/Z, M) >  Shvt0 (Sm /X, m) 

est un  foncteur de  Quillen  à  gauche pour les  structures invectives  (W, Cofinj, Fib^- ) 
et ( W T , Cof inj, Fib T_tnj). 

Démonstration. —  L e foncteu r z * :  P r e S h v ( S m / Z , 9Jt) >  P r e S h v ( S m / X , M) 

admet u n adjoin t à  droite v  qu i à  un préfaiscea u H  su r S m / X associe le préfaiscea u 
vH donn é par : 

ïH : (V Z ) e Ob(Sm/Z) Li m H(U) 
UxXZ-*V 

On e n dédui t qu e l e foncteur z * : Shv t0 ( S m / Z , SDt ) •  S h vÉ 0 ( S m / X , SDÎ ) adme t 
un adjoin t à  droite donn é par b o z ' o inc.  O n le notera encore i 1. 

Les cofibration s d e l a structur e injectiv e su r Shvt 0(—,9Jl) son t le s £ 0-faisceauti-
sations de s cofibration s injective s d e préfaisceaux . C'es t don c exactemen t le s mor -
phismes d e £ 0-faisceaux H  >  K te l qu e H(U)  >  K(U) es t un e cofibratio n 
pour tout X-schéma lisse U. De même, un morphisme de £0-faisceaux /  :  H  >  K 
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est un e équivalence faible s i et seulemen t s i f(U)  es t un e équivalence faible pour tou t 
X-schéma U. 

On dédui t immédiatemen t qu e le foncteur z * :  S h vÉ 0 (Sm/Z , SDÎ) —• S h v t 0 ( S m / X , 
TV) préserv e le s cofibration s injective s e t le s équivalence s faible s d e l a structur e 
(W, Cofiry, Fibinj).  C'es t don c bien un foncteu r d e Quille n à  gauche . 

Il rest e à  vérifie r qu e z * envoie les équivalence s r-locale s su r de s équivalence s r -
locales. Soi t u  :  H  >  K un e équivalenc e r-local e d e S h v ^ (Sm/Z , DJl).  Soien t 
n G  Z e t A  G  £. O n a  un carr é commutatif : 

ùUo(A[-n],H) •  ûU0{A[-n], K) 

IU)(A[-n],ûH)>UQ(A[-n],nK) 

Il fau t don c prouve r qu e a, Ti*H0(A[—n], H ) >  aTi*IIo(A[—n], If) es t inversible . 
Le résulta t découl e immédiatemen t d e l a commutatio n a r o  ~  o  ar pou r le s 
^-faisceaux d'ensemble s (voi r le lemme 4.5.33 ci-dessous) . • 

Lemme 4.5.33. —  Soit  i  :  Z  >  X une  immersion fermée  de  S-schémas. La  trans-
formation naturelle  a T o  i* >  i* o ar est  inversible  lorsqu'elle  est  évaluée  sur les 
10 -faisceaux d'ensembles. 

Démonstration. —  Soi t F  u n préfaiscea u d'ensemble s su r S m / Z et U  u n X-schém a 
lisse. On a  : 

L(UF)(U)= Coli m Eq (T\F(UiXXZ) TT F((U{ x v Uj)  xx Z)) 

où l a colimit e est pris e selo n la catégori e directe Cov T(U) de s famille s (Ui  —> U)i  de 
morphismes étale s qui son t couvrante s pou r l a topologie r. 

Le foncteu r éviden t Cov T(U) >  Cov T(U Xx Z ) qu i à  un e famill e (Ui  — > U)i 
associe l a famill e (Ui  Xx Z  —> • U Xz U)  es t cofina l dès qu e U  Xx Z  es t no n vide^ 7). 
En effet , soi t (Vj  —>  U  Xx  Z)- L une famill e couvrant e pou r l a topologi e r (l'ensembl e 
indexant es t don c non vide) . Quitt e à  raffiner l a famille en question, o n peut suppose r 
qu'il exist e pou r tou t j u n {/-schém a étal e Uj  te l qu e Vj  =  Uj  Xx Z . L a famill e 
(Uj —>  U)j  JJ{ (U—U xxZ)  — > [ / } est alors un r-recouvrement d e C/ dont la restrictio n 
kU XxZ  raffin e notr e recouvremen t d e départ (puisqu e 0 =  (U  — U x x Z) x x Z — > Z 
se factorise pa r tou s le s Vj  e t qu'i l y  en a  a u moin s un) . 

Il vient qu e lorsque U  x x Z  es t no n vide , L(i*F)(U) es t isomorph e à : 

Colim Eqf (n w ) = * n F(ViXUxxZVjŸ) = L F(Uxx Z) 
(V-j^Ux x Z) ¡£Cov(U x x Z) 

(7)Lorsque t/ est non vide et que U XX Z est vide, ce foncteur est bien entendu non cofinal ! 
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D'autre part , pou r F  u n £ 0-faisceau, o n évidemen t L(i*F)(U)  =  *  pour U  Xx  Z  ~ 
0 / Z . Cec i donn e L (z*F) ~  z *LF e t don c égalemen t u n isomorphism e a r (z*F) ~ 
z*a TF. O n laiss e au x lecteur s l e soi n d e vérifie r qu e ce t isomorphism e coïncid e avec 
l'isomorphisme canoniqu e d e l'énoncé . • 

On a  également : 

Théorème 4.5.34. —  Soit  i  :  Z  •  X une  immersion  fermée  de  S-schémas.  Le 
fondeur : 

u :  S h v t 0 (Sm/Z , 3R) >  Shv* 0 (Sm /X, M) 

est un  fondeur  de  Quillen  à  gauche  pour  les  structures  A 1-locales invectives 
( W A i , Co f inj, F ib A i_ i n j ) . 

Démonstration. —  I l suffit pa r l a proposition 4.5.32 et l a remarque 4.2.59 de montrer 
que Lz * envoi e les flèches de la forme Ay  (8 ) A >  V  (8 ) A (ave c A G  Ob(9Jl ) et V  u n 

Z-schéma lisse) sur de s A1-équivalences faibles. Par l a preuve de la proposition 4.5.32, 
on sai t qu e z * s e dérive trivialement . I l fau t don c montrer que : 

p: z *(A^(8)A) >i*(V®A) 

est un e A 1-équivalence faible . L a flèche  p  adme t un e sectio n s  (l a sectio n nulle) . I l 
suffit d e montrer que l'identité de i*(A  (8 ) A ^) es t A 1-homotope à l a flèche déduite d e 
s op.  O n obtien t un e tell e homotopi e en prenan t l a composée : 

z*A^ (8 ) (A \r (8 ) A) •  i*{Al

z) <8> i*(Al

v <g> A) 

— u{{A l

z x  A\ x z V)  (8) A) u{{A x

z x z V)  (8) A) 

avec m  l a flèche induite par l a multiplication d u schém a e n anneaux A 1 . • 

Remarque 4.5.35. —  L a preuve d e la proposition 4.5.32 et d u théorème 4.5.3 4 montr e 

que l e foncteu r z * :  Shv t0 ( S m / Z , TV)  >  S h vt 0 ( S m / X , 9JI ) préserv e le s A 1 -
équivalences faibles . C e dernier s e dériv e don c trivialement . O n a  e n particulie r de s 
isomorphismes Lz * ~  z * ^  Rz* . 

Rappelons qu e l e bu t d e cett e sous-sectio n es t d'établi r l'axiom e d e localité . O n 
commence d'abor d pa r l a versio n instable . Soi t un e pair e d'immersions complémen -
taires : 

(146) TT  J  .  ~ .  i 

avec z  un e immersio n fermé e e t j  un e immersio n ouverte . Soi t H  u n obje t d e 
S h v t 0 ( S m / X , 9DÎ) . L a composée : 

(147) j#j*H  •  H >  ni* H 
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correspond par adjonctio n à  une flèche  j*H >  .  Or, pour tout ^-faiscea u 
F su r S m / Z o n a j*i*F(U' ->£/)  =  (i*F)(U'  -*  U  -* X)  =  F{0) =  * . Le préfaiscea u 
j*i*F es t don c nul. Cec i montre qu e la composée (147) est nulle . O n a  donc un carr é 
commutât if d e ^-faisceaux : 

j#j*H y H 

(148) 
* >i*i *H 

Le théorèm e suivan t es t d u à  Morel et Voevodsk y [MV90] : 

Théorème 4.5.36. —  Supposons  que  H  est  un  objet  projectivement  cofibrant  de 
Shvt0 ( S m / X , Le  carré  commutatif  (148 ) est  homotopiquement  cocartésien 
relativement aux  structures de  modèles  A1 -locales. 

Notons d'abord l a réduction suivant e : 

Lemme 4.5.37. —  II  suffit de  prouver le  théorème ^.5.36  pour  H de  la  forme a, t0 (X'® 
Acst) avec  A un  objet  cofibrant  de dJl  et  X' un  X-schéma lisse. 

Démonstration. —  O n utilise l'hypothès e qu e 9JÎ est stable via  la discussion suivante . 
Supposons donnée une suit e de cofibrations (voi r la définition 4.1.45 ) : 

#i — H 2 — Cone(h) y  Cof{k) 

avec H\  u n ^-faiscea u projectivemen t cofibran t e t h  e t k  de s cofibration s projec -
tives. O n considère la structure de Reedy sur H O M ( D , S h v / , g (Sm/X,  SDt) ) déduit e d e 
la structure injective A 1-locale sur l a catégori e de s £ 0-faisceaux e t tell e qu e le s cofi -
brations son t détectée s argumen t pa r argumen t relativemen t à  • . Etan t donn é qu e 
le foncteu r préserv e le s cofibrations injectives , o n dédui t un e suit e de cofibration s 
dans H O M ( D , S h v / . g (Sm/X,  SPt) ) don t le s sommet s son t constitué s de s carré s (148) 
avec H  remplac é respectivemen t pa r H\,  H2,  Cone(h)  e t Cof (fc). Étan t donn é que l a 
propriété d'être cocartésien vérifie la propriété d e 2 sur 3  dans les triangles distingués , 
on voi t que si la conclusion du théorème 4.5.3 6 est vrai e pou r H\  e t cone (ft), ell e l'est 
encore pour H2. 

Supposons le théorème 4.5.3 6 démontré pou r le s préfaisceaux d e l'énoncé. Rappe-
lons que les cofibrations projectives de S h v f 0 ( S m / X , 9DÎ ) son t engendrées pa r l a classe 

des flèches : 

a*0 (X' (8) Acst) •  at 0 (X'  ® B cst) 

avec A  >  B un e cofibratio n d e 9Jt de but ^-accessibl e (/3 étant un cardina l suffi -
samment grand ) e t X'  u n X-schém a lisse. Ainsi, tout obje t projectivemen t cofibran t 
H es t rétract de $^,/3(0 —* H)  (voi r la proposition 4.2.26). Il suffit don c de démontre r 
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le théorème 4.5.3 6 pour $ « ^ ( 0 —* H).  Rappelon s que cet obje t es t construi t comm e 
une colimit e d'une À-suit e : 

(0 >  $i >  $2 •  • • • >  ®v >  *„+i >  • •. )„GA 
Nous allons montre r pa r inductio n transfini e qu e la conclusion du théorèm e es t vrai e 
pour tou s le s 3 v 

Supposons le résultat vra i pour L'obje t «ï^+ i es t l e push-out d'u n diagramm e 
de la form e : 

Ui*t*(X'i ?< West) 

II<ate(*íe(ft)ct) 
avec Ui  :  Ai  >  Bi de s cofibration s d e 9J I e t X[  de s X-schéma s lisses . I l vien t 
que l e Cone(^> ^ — > <È>i,+i) es t équivalen t à  U i at ; 2 r (X- 0  Cof(ui) cst). E n particulier , i l 
rend l e carré (148 ) cocartésien. Cec i montre qu e ren d égalemen t l e carré (148) 
cocartésien e n vue de la discussion du débu t d e l a preuve . 

Supposons qu e fi  es t u n ordina l limit e e t qu e tou s le s $ u renden t l e carrée (148 ) 
cocartésien pou r v  G  ¡1.  On dispose alors d'u n morphism e d e //-suites : 

0 —> Cof(i#j^! _$!)_>...— > Cof(j#j*<^ - *„ ) —> Cof(j#j*$„+1 -  — > . . . 

0 »  i + > . . . > •  i . . . 

Le résultat découle maintenant du lemme 4.2.69 et d u fai t qu e les flèches horizontales 
sont toute s des cofibrations injectives . • 

Nous aurons besoin de faire une courte digression pour établir un résultat technique . 
Le résulta t e n questio n es t valabl e ave c S m / X remplacé e pa r un e petit e catégori e S 
arbitraire et l a catégorie de modèles 9JI uniquement supposé e présentable pa r cofibra -
tions. O n adoptera don c ces hypothèses pou r l e lemme 4.5.38 et so n corollaire 4.5.39. 

Lemme 4.5.38. —  Soit  F  un  préfaisceau  d'ensembles  sur  une  petite  catégorie  S . On 
définit un  objet  N(F ) de  Ao p(PreShv(S)) qui  à  n G  Ob(A) associe  : 

II U(0) 
t/=(C/(0)-»- —t/(w)): n •  S/F 

et à  une application  croissante  r  :  m  >  n associe  le  coproduit  des flèches : 

U(0) >  U(r(0)) •  U  ^(° ) 
V:m->S/F 

où la  seconde flèche est  l'identité  de  la  composante  correspondante  au  fondeur com-
posé :  m — • n — > S/F . On  verra  N(F) comme  un  préfaisceau d'ensembles  sur  A  x  S. 
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Notons p  :  A  x  S  >  S la  projection sur  le  second facteur. Alors  pour  tout  objet 

A cofibrant  deWl.  le  morphisme évident  : 

Lp*(N(F) 0 Acst) •  F 0 A cst 

est un  isomorphisme  dans  Ho(PreShv(S, 9Jt)). 

Démonstration. - — Nous allon s utilise r l e formalism e de s dérivateur s (voi r l a sous -
section 2.1.2) . Pou r cela , i l sera plus nature l de note r p#  a u lie u d e p*  et p*  au lie u 
de p*. Avec ce s notations, o n prouvera qu e : 

Lp#(N(F) 0 Acst) •  F 0 Acst 

est u n isomorphisme. On dispose d'un morphism e éviden t d e préfaisceaux d'ensemble s 
N(F) 0  A cst >P*{F®A C8t) t e l <l u e P o u r (n , r ) G  Ob (A) x  Ob(§) , l a flèch e 
(N(F) 0  i4 c f l f )(n, T) >  (p*(F 0 A C 8 , ) ) (n , T) es t l e coproduit de s : 

homs(r, ¿7(0)) 0 A >  F(T) 0 A 

La flèch e de l'énoncé es t l a composé e : 

Lp#(N(F) 0 ACst) •  Lp#p*(F 0 A cat) (F  0 A C j r f) 

La dernière flèche est inversibl e pa r l a propositio n 2.1.41. 
Pour montre r le lemine, nous allons vérifier qu e la flèche (N(F)®A C8t) — • p*(F® 

A) indui t une équivalence d'homotopie (au sens de la définition 2.1.5G ) chaque fois que 
l'on évalu e su r T  G  Ob(S). La  flèche (N(F ) 0 A cat)(-, T)  >  p*(F 0  A cst){-. T)  . 
qui vi t dan s PreShv(A, 9Jt) , es t donné e a u nivea u n  G  Ob(A) pa r : 

II *  —  I I ^ 
T—£/(0), C/:n—S/F T— F 

qui s'écri t encor e de l a manière plus suggestiv e suivant e : 

II 
T—C/o — C A - -F T^F 

On voi t alor s qu e l a flèch e (N(F ) 0 A cst){T, -)  •  p*(F 0  A C8t)(T< -)  possèd e 
une rétractio n : 

1 1 ^ - ^ ]1  A C U  A 

T^F T=T=-=T^F  T^U (0), C/:n̂ S/F 
Pour conclure , il reste à montrer que l'identité de (N(F ) 0 A cst){—, T) es t homotope , 
au sen s d e l a définitio n 2.1.56 . à rendomorphism c qu i envoi e identiquement l e ( T — > 
UQ _>  ... _>  jjn F)-ièm e facteur A  sur le (T = T  =  •  • •  = T  — > F)-ième facteur. Un e 
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telle homotopie est donné e par u n morphisme dans PreShv(A/l, DJl)  qu i à  r :  n — > 1 
associe la composée : 

( n ¿ 1 — ( n ^ 
T—C/0 —••-•£/„-> F 7 x  T—>Lro—> •t/j, . —•F 

>T-+Un^> — ->Uir. =—=Uit.->F '  xT->t/n->--+U„-+F 

avec zr G  n U{ —1} le plus grand entier tel que r(ir) =  0 (avec les conventions r(—1) =  0 
et U-i  =  T). • 

On obtien t facilemen t l e corollaire suivant : 

Corollaire 4.5.39. —  Soient  S  une  petite  catégorie  et  G  >  F un  morphisme  de 
préfaisceaux d'ensembles  sur  S . Notons  G F le  préfaisceau d'ensembles  sur  S/ F qui 
à une  flèche s  :  U  —>  F  G  Ob(S/F ) associe  le  produit  fibre G(U)  XF(U)  *  AVEC 

* >  F(U) l'application  qui  pointe la  section s. 
Notons PF  :  S / F •  S le  foncteur  évident  et  p* F :  PreShv(S , — ) — > 

PreShv(S/F, — ) le  foncteur composition  à  droite par PF (c'est  la  convention des  dé-
rivateurs de  Grothendieck).  Pour  tout  objet  cofibrant  A de  9JI, le  morphisme évident  : 
L(PF)#{GF 0  A cst) >  G 0 A cst est  un  isomorphisme  dans  Ho(PreShv(S, 9Jt)). 

Démonstration. —  Considéron s l e préfaiscea u d'ensemble s N ( G F ) su r A  x  S / F . 
Notons comm e dan s l e lemme 4.5.38, p  le s projection s su r l e secon d facteu r 
A x  (— ) >  (— ) .  O n sai t pa r l e lemme 4.5.38 qu e l e morphism e canoniqu e 
I~P#(N(GF) 0  A cst) •  GF 0  A cst es t inversible . I l suffir a don c d e montre r qu e 

la flèche : 

L(p F)#Lp #(N(G F) 0  Acst)  •  G 0 ACst 

est inversible . On a  clairement p# o  (pF x  idA)# —  (PF)# H  vient qu'il suffit d e 
prouver que : 

Lp #L(p F x  i dA ) # ( N ( G F ) 0  A cst) •  G 0 A cst 

est inversible . En appliquan t encor e une foi s l e lemme 4.5.38, on se ramène à  montre r 
que l a flèche évidente : 

L(pF x  idA )#(N(G F ) 0  Acst)  •  N(G) 0  A cst 

est inversible . I l suffi t d e voir que pou r tou t n  G  Ob(A), la flèche : 

L(p F) #(N(G F)(n) 0 A^) >  N(G)(n) 0 A cst 
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est inversible . Étan t donn é qu e l e préfaiscea u N(GF)(ÎI ) es t u n coprodui t d e pré -
faisceaux représentantes , i l rest e à  voi r qu e ( PF)#(N(GF)(JI) ) ~  N(G)(n) . Cec i dé-
coule immédiatemen t d e l a définitio n d e N(— ) e t d e risomorphism e d e catégorie s 
( S / F ) / G F ^  ( S / G ) . • 

On repren d le s hypothèse s d u théorèm e 4.5.36 . D e l a digressio n précédente , o n 
utilisera uniquement l e corollaire suivant : 

Corollaire 4.5.40. —  Soit  G  >  F un  morphisme  de  préfaisceaux d'ensembles  sur 
Sm/X. Pour  une  section  s  :  Y  > • F avec  Y un  X-schéma  lisse,  on  note  Ty s le 
préfaisceau d'ensembles  sur  S m / F défini  par : 

TY.s=P*YGxp*yFY 

avec PY la  projection structurale  de  Y sur  X et  la  flèche Y  ^PyF  utilisée  dans 
le produit fibrée est  l'adjointe  de  (p Y)#Y ~  Y  —:—> F . 

Soit A  un  objet  cofibrant  de  9JI  et supposons  que  pour tout  X-schéma  lisse  Y  et 
toute section  s  G  F(Y) le  morphisme : 

TY,s ® AC3t •  Y ® A cst 

est une  A1 -équivalence  faible de  PreShv(Sm/Y, 9JI). Alors, G  (g) A cst >  F (8 ) A C8t 

est aussi  une  A 1-équivalence faible. 

Démonstration. —  - La  catégori e (Sm /X)/F es t u n sit e pou r l a topologi e r induit e 
de cell e de Sm /X. O n dispos e don c d'une structur e d e modèle s projectiv e r-local e 
( W r , C o f p r o j , F i b p r o j _ T ) su r PreShv ((Sm/X)/F, M). La  donné e pou r (Y/X)  -> 
F G  O b ( ( S m / X ) / F ) d u peti t sit e (Et/Y,r ) es t un e P-structur e su r (Sm /X)/F. 
Le Joncteu r contin u pp  :  ( S m / X ) / F >Sm /X es t compatibl e au x P-structure s 
étales. O n dispose par l e théorème 4.4.6 0 d'une adjonction d e Quillen : 

(149) ( (PF)#,(PF)* ) :  PreShv ((Sm/X)/F,0H) >  PreShv(Sm/X, OT) 

pour le s structure s projective s r-locales . O n peu t localise r l a structur e r-local e su r 
PreShv((Sm/X)/F,9Jl) suivan t l a class e de s flèche s ((Y/X)  — > F ) <8) Acst —> 
((Ay/X) — • F) 0 A cst ave c Y  u n X-schém a lisse e t A  u n obje t cofibran t d e 9Jt . O n 
obtient ains i la structure projective AMocale ( W A i , C o f p r o j , F i b p r o j _ A i ) . I l est clai r 
que les foncteurs évident s 

(150) ((Y/X)  - > F) * :  PreShv ((Sm/X)/F, M) >  PreShv(Sm/y, OR) 

avec (Y/X) — > F G  O b ( ( S m / X) / F ) , préserven t le s A1-équivalences faibles. L'analogu e 
de l a propositio n 4.5.1 1 rest e vra i pou r PreShv ((Sm/X)/F, 9JI). I l es t facil e d'e n 
déduire que la famille des foncteurs (150 ) détecte également le s A1-équivalences faibles. 
Enfin, l a formule (PF )#(((Y/X) — > F) ® Acst) =  (Y/X)  <g > A cst, montr e qu e (149 ) est 
encore une adjonctio n d e Quillen pou r le s structures projectives A1-locales. 
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Il es t maintenan t facil e de déduir e l'énonc é d u corollair e 4.5.39. En effet , l a flèch e 
G (g ) A cst >  F 0  A cst s'identifi e a u L(y ;/r)# de l a flèch e : 

(151) GF Où  Acst ~y * A Cfit 

Il suffit don c de prouver que (151) est une A  ^équivalence faible de PreShv((Sm /X)/F, 
SDt). Comm e (150 ) détecten t le s A  ^équivalences faibles , i l suffi t d e considére r le s 
restrictions d e (151 ) à  Sm /V suivan t le s différente s section s . s :  (Y/X)  —•  F. 
Ces restriction s son t donnée s pa r Ty s

 : Z Arst >  Y ®  Acst •  L e corollair e es t 
prouvé. • 

On peu t maintenan t attaque r l a preuv e d u théorèm e 4.5.36 . O n s e fixe  don c u n 
objet cofibran t A  d e DJl  et u n X-schém a lisse X'.  O n forme le diagramme commutati f 
à carré s cartésiens : 

U' X' ̂ — Zf 

U —X <—^— Z 
On veu t montre r qu e l e carré suivant : 

&t0(U' y.  Arst) •  RfB(X' Z  Acst) 
(152) 

* •  Î + Kt* [Z' 'S: A-st) 
est homotopiquemen t cocartésie n (e n effet , le s foncteur s j # , j * e t i*  commuten t au x 
foncteurs a* 0). I l serait plu s ais é d e travailler ave c la versio n suivante : 

Lemme 4.5.41. / / existe  un  carré  commutatif  de  préfaisceaux d'ensembles  : 

U' > X' 

U -> UZ' 
où la  flèche horizontale  inférieure  est  donnée  par  l'unique  élément  hom(U.i*Z')  = 
h o m ( 0 , Z / ) . De  plus,  pour  que  le  carré  (152 ) soit  homotopiquement  cocartésien  il 
suffit que  le carré  suivant : 

U' 9) Acsf • X' g  Acst 

U z Acsf > i*Z' ;•; Acst 

le soit  (dans  Ho A i (PreShv(Sm /X. 9JI))) . 
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Démonstration. — - La commutation du carré de préfaisceaux d'ensemble s découle du 
fait qu e hom([//, i*Zf) =  * i.e. du fait qu'i l y a une seule flèche de U' vers i*Z'. Pou r 
la dernière  assertion , i l suffit d e remarquer qu e le push-out de : 

U <£> ACNt • uZ' $o A cst 

s'identifie canoniquemen t à  i*'dt0(i*Z' (8 Acst)- E U 

Nous sommes ramenés à  montrer qu e le morphisme de préfaisceaux : 

(153) [X'  Uv  U]  ® Acst >  ÙZ' 0 

est un e A1-équivalence faible. Pour u n X-schéma lisse W  nou s avons : 

[X' JJ U] (W) =  hom(ÏV, X') J J hom( W, U) 

_ f  hom(VF , X') s i V F xx Z  ̂0 
~~ \  *  si  W  xx Z  = 0 

On appliqu e l e corollaire 4.5.40 à (153) . I l suffi t alor s d e montrer pou r un e section 
s :  Y  >  i*Z' qu'u n certai n morphism e de préfaisceaux : 

TX>,Y,s (8) Acst y  Y ® Acst 
est un e A1-équivalence faible de P r e S h v ( S m /F , 9Jt) . Un calcul facile montre que : 

TX',YAP) = 
homx(P,X/) x h o m z ( p X x Z , Z / ) *  s i P  X \ Z  T ^0 

* s i P x x Z - 0 
où P  es t u n y-schém a liss e e t l e produi t fibr e es t pri s suivan t l'applicatio n *  — > 
h o m z ( P Xx  Z,Z')  qu i pointe la composée : 

P x x Z  >  Y xx Z  —Z' 
Remarquons d'autre part que le préfaisceau T X'X.H coïncid e avec 

TX' x  x Y, Y,(id,s): Y X x Z-> Y x  x Z' 
On peu t don c supposer que Y —  X. Il nous reste à montrer l a proposition : 

Proposition 4.5.42. Soit  X'  un  X-schéma lisse  et  soit s  : Z  >  X' une  section 
partielle définie  sur Z. On  note Tx', s le  préfaisceau d'ensembles  défini  par : 

TxUP) = 
homx(P,X') x h o m ( P x x Z i Z , ) *  s i P  Xx Z   ̂0 

* si  P  x x Z  = 0 

Alors la  flèche Tx f,s ®  Acst ^  X (8 ) Acst e s ^ u n e & X-équivalence faible. 
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Démonstration. —  O n procède en troi s étapes . 

Étape 1.  —  Soi t (u{  :  Xi  >  X )i  un e famill e d e morphisme s étale s qu i es t cou -
vrante pour la topologie T. On note Zi, X[ e t Si  les pull-back de Z, X' e t s  suivant Ui. 
Le préfaisceau w*(Tx', s) s'identifi e canoniquemen t à  T x ' i S r Ainsi , par l e lemme 4.5.43 
ci-dessous, i l suffit d e prouver l a proposition pour chaqu e Xi.  Quitt e à  choisi r un re -
couvrement suffisammen t fin , on peut alor s supposer qu e : 

(i) X  es t affine , 
(ii) s  :  Z  >  X' adme t u n voisinag e affine dan s X', 
(iii) L e faisceau norma l <JV S d e l'immersion s  es t libre . 

Nous prouverons la proposition sous les hypothèses ci-dessus . 

Étape 2.  —  Soient r :  X"  >  X' u n morphisme étale et s  et s'  des sections définies 
sur Z  tel s qu e le triangle suivan t es t commutati f : 

Z^-*X" 
r 

X' 
On dispose alors d'un morphism e évident de préfaisceaux :  Tx", 8' *  Tx f,s •  Mon-
trons qu e c e morphisme indui t u n isomorphism e sur le s faisceaux associée s (pour l a 
topologie r ) . I l suffi t d e vérifie r cel a su r le s point s d e l a topologie Nisnevich. Soi t 
Y > • X l e localisé hensélien d'u n poin t dan s u n X-schém a lisse. S i Y  Xx  Z  es t 

non vide , o n définit un e applicatio n invers e : 

Tx'AY) >T x»Ay) 

de la manièr e suivante . Soi t /  :  Y  >  X' u n morphism e de X-schémas tel qu e le 
triangle : 

Y x x Z^^Z' 

Z 
est commutatif . L e carré ci-dessou s est auss i commutatif : 

Y x x Z  •  Y 

Z >  X" •  X' 

Ceci donn e un e sectio n partiell e Y  x x Z  >Y  x x> X"  d u morphism e étal e 
Y x X'X" >Y  .  Comm e Y  es t suppos é hensélien , cett e sectio n s e prolong e 

uniquement à  Y.  O n not e r / : Y  >Y  x x* X"  l e morphism e ains i obtenu . 
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On défini t alor s / ' pa r l a composé e :  Y  >Y  x x> X"  >  X" .  O n vérifi e 
aisément qu e Y  association /  ~ » / ' es t bie n u n invers e à  droit e e t à  gauch e d e 

TX»AY) >T x>,s{Y). 

Étape S.  —  En utilisant les hypothèses (i) , (h) et (iii ) de l'étape 1 , on peut construir e 
un morphism e étal e XQ  >  ave c XQ  un voisinag e affine d e s  dan s X'  e t te l 
que la composée : 

Z >  X'0 •  Kn

x 

est l a section nulle . E n utilisan t l'étape 2 , on est ramen é à  traiter l e cas où X'  =  A ^ 
et s  l a section nulle . O n dispose d'une application : 

^A» ,0 X  &x ^  ÎA£,0 

qui à  u n coupl e (/ , t) G  TA« , o 0 0 x &x(Y)  associ e la composée : 

(#i,... ,xn , t)  —»  (tx\,...,  tx n) 
Y >  A^ x  A]x — >  A£ 

Cette application fourni t un e homotopie entre l'identité de Txf,s e t l'application nulle . 

• 

Le résulta t suivan t à  été utilis é dan s la première étap e de la preuve ci-dessu s : 

Lemme 4.5.43. —  Soient  X  un  S-schéma etu  :  U  >  X morphisme  lisse  couvrant 
pour la  topologie  r . Le  fondeur 

u* : PreShv(Sm /X,9Jl) >  PreShv(Sm/C/, 9JI) 

préserve et  détecte  les  A1-équivalences faibles. 

Démonstration. —  Rappelon s qu e u*  ~  ave c c u l e foncteu r d e compositio n 
à droit e pa r u.  L e fai t qu e ( c a ) * préserve le s équivalence s r-locale s es t clair . Pou r 
montrer qu e ( c u )* détect e le s équivalences r-locales , i l suffi t d e remarquer que (c u)* 
commute au foncteur d e faisceautisation e t qu'un morphism e de faisceaux d'ensemble s 
a :  H  >  K su r Sm /X es t u n isomorphism e s i e t seulemen t s i u*(a)  es t u n iso -
morphisme (ca r u  es t couvrante) . 

Soit /  :  H  >  K un e flèche de PreShv(Sm /X, 9Jt) . O n suppose que ^ * ( / ) es t 
une A1-équivalence faible. On peut suppose r que H et  K  son t fibrants pour la structure 
( W A I ,  Cofp r o j - , Fibp r o 7 _Ai ) • Comm e u*  es t d e Quille n à  droit e relativemen t à  cett e 
structure, on déduit qu e ÎX *(/) es t un e A  ^équivalence faible entre objets A^fibrants . 
C'est don c un e équivalenc e r-locale . Cec i montr e qu e /  es t auss i un e équivalenc e 
r-locale. • 
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Notons le corollaire suivant d u théorèm e 4.5.3 4 : 

Corollaire 4.5.44. —  Soient  i  :  Z  >  X une  immersion  fermée  de  S-schémas et  j 
l'immersion ouverte  complémentaire.  Le  couple  de Joncteurs (Lz*,^* ) est  conservati} 
sur HoAi (PreShv(Sm /X,SDt)). De  plus, le  morphisme de  counité Li* Ri* >  1  est 
inversible. 

Démonstration. —  L a première assertio n découl e du 2-triangl e distingué : 

(154) Lj#j*  •  1 •  Rz*L/* • 

déduit d u carr é homotopiquemen t cocartésie n e t d u fai t qu e Rz * =  z * su r le s t 0-
faisceaux (O n utilis e ic i l'équivalenc e d e catégorie s Ho ^i (PreShv(Sm/X, SDt)) ~ 
Ho^i (Shvj 0 ( S m / X , SDt))) . Pou r montre r l a second e assertion , o n appliqu e l e tri -
angle (154 ) à  z * e t o n utilis e qu e j*i*  =  0  pou r déduir e qu e z * -^- > z*Lz*z * es t 
inversible. I l vien t qu e z'*Lz*z * — > i* es t auss i inversible . Pou r terminer , i l rest e à 
montrer qu e le foncteur z * détect e le s A  ^équivalences faibles sur le s ^-faisceaux. Soi t 
donc /  :  H  >  K un e flèch e de Shvf 0 ( S m / Z . SDÎ ) qu i devien t un e A  ^équivalence 
faible après application d e z*. Comme /'* préserve le s A1-équivalences faibles, on peu t 
supposer qu e H  et  K  son t projectivement A ^fibrants. I l vien t qu e z*(/ ) es t un e 
A1-équivalence stable entre objets A^fibrants. C'es t don c une équivalenc e de préfais -
ceaux. Le résultat découle maintenant d u fai t qu e tout Z-schém a lisse est localemen t 
pour l a topologie de Nisnevich isomorph e au pull-bac k d'u n X-schém a lisse par l'im -
mersion z . • 

Il reste à déduire l'analogue stable du théorème 4.5.36 . Soit X u n 5-schéma . L'équi -
valence de Quille n à  gauch e a É 0 :  PreShv (Sm /X. SDt) >  SYiv f0 ( S m / X , SDt ) (re -
lativement au x structure s A 1-locales) indui t un e équivalenc e de Quille n à  gauche : 

aÉ0 :  Spect£ Y(PreShv(Sm/X,SDt)) >  Spect^ ( T x )(Shv^(Sm/X.a)t)) 

Pour une immersion fermée i  :  Z  >  X .  on dispose d'une transformation naturell e 

(155) T x (2 ) z*(-) >  n(Tz c/j  -) 

qui indui t l e prolongemen t 

z* : SpectÇ z(PreShv(Sm/Z,OT)) >  Spect^x (PreShv(Sm/X, SDt)) 

Le lecteu r vérifi e facilemen t qu e (155 ) induit un e transformatio n naturell e : 

(156) a, 0(T x) ® z*(-) •  iMATz) ®  -) 

ASTÉRISQUE 315 



4.5. L E DÉRI VATE UR ALGÉBRIQU E HOMOTOPIQUE ET STABLE S H 345 

où l e produit tensorie l es t pris dans la catégorie de s ¿0-faisceaux . On obtien t d e plus 
un carr é commutatif d e catégories : 

Spect£0(rz)(Shv,a (Sm/Z.OT)) Spect,^ (T,)(Shvía (Sm/X,m)) 
P P 

Spect̂ z(PreShv(Sm/Z,9Jt)) — S p e c t |v (PreShv(Sm/Jf , VJI)) 

où le s flèches verticales son t le s inclusions évidente s (qu i son t don c des équivalences 
de Quille n à  droite). On a le théorème suivan t : 

Théorème 4.5.45. -  Soit i : Z  >  X une  immersion fermée  de  S-schémas. Le 
fondeur : 

(157) u  :  Spect^ ( r z ) (Shv Í 0 (Sm/Z,OT)) — Spec t^ ( T v ) (Shv , 0 (Sm/XM)) 

est un  fondeur de  Quillen  à  gauche relativement  aux  structures  injectives  stables  sur 
les spectres  déduites des  structures injectives  h}  -locales (W ^I . Cof¿nj-. Fib.¿RIJ_AI ) sur 
les catégories  de  t0 -faisceaux. 

Démonstration. -• - L e Joncteur (157 ) admet u n adjoint à  droite (voi r le lemme 4.5.46 
ci-dessous). L e fait qu e (157) préserv e le s cofibrations injective s e t les cofibration s 
injectives A 1-triviales nivea u pa r niveau découl e du théorème 4.5.34 . Il reste à  voir 
que (157 ) envoie les flèches de la forme uo v

K (voi r la page 239) sur des A 1-équivalences 
stables pou r tou t K  G  Ob(Shv Í £ f (Sm/Z, 9JI)) injectivemen t cofibran t e t p G  N. O n 
dispose d'un carré commutatif : 

S U < ^ , E ( A , 0 ( T V ) 0  hK)  ̂ S I< - ( T X ) . E ( Î .A- ) 

^<B\TM)x(*t.(Tz) *K)  - ^ » . S < 0 ( r x ) . E ( A ' ) 

Il suffira d e montrer qu e les flèches verticales son t de s A 1-équivalences faibles nivea u 
par niveau . O n se ramène ainsi à montrer qu e les flèches : 

(158) a í 0 (T®r) ®  ÙK >  û(a£ 0 (T# r) <8 > K) 

sont de s A1-équivalences faibles . Noton s j  l'immersio n ouvert e complémentaire . Le 
couple de Joncteurs (Li *;j*) est conservatif pa r le corollaire 4.5.44 . Il suffit don c de 
prouver qu e : 

r [aí0 (Tf ) ® ÙK] •  j* [ù  (ata (ïfp) ®  K)] 
(159) e t 

U*[at0(T|r) ®  UK] •  U*[i.(at0(Tf r) ® A')] 
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sont inversibles . L a flèch e d e gauch e es t l'uniqu e flèch e entr e objet s nul s puisqu e 
j*i* =  0 . Pour l a seconde flèche, on considère l e carré commutât if : 

Lz*[at0(rfr) s ùK\ • L t* [ i . (a , 0 ( r f r ) ® K)] 

at0(r#r) 0 Li*ûK •  af 0(T| r) 0 X 

Le résulta t découle alors du fai t qu e la counité d e (Lz* , z* ) es t inversibl e (toujour s pa r 
le corollaire 4.5.44) . • 

Lemme 4.5.46. -  On  garde les hypothèses du  théorème 4-5.45.  Le  foncteur (157 ) ad-
met un  adjoint  à  droite. 

Démonstration. —  - Soi t E un at 0(Tx)-spectre symétriqu e à  valeurs dans S h v £ 0 ( S m / X , 
Tl). O n défini t un e suit e symétrique ( F n ) n € N à  valeurs dans Shv t0 ( S m / Z , 9JI) pa r : 

(160) 
F„ =  Eq( FJ Homg(<it0(Tz)®kAlEk+n) = 4 

II Hom s (a t 0 (rz)®', i!Homs(at0 (T*), E , + 1 + n ) ) ) 

où E n opèr e su r F n pa r le s restriction s suivan t 1  x  E n C  E m x  E n C  E m + n d e 
l'action d e E m + n su r E m + n . Le s deux flèche s d e (160 ) sont donnée s pa r l'adjoin t d u 
morphisme d'assemblag e d u a* 0 (Tx)-spectr e E  e t pa r l a composée : 

Hprng(a*0(Tz)®*, z!(-)) ~ H p m , ( a £ 0 ( T z ) ^ " ^ Hpm g(a, 0(T z), z !(-))) 

• Hom9 (a t 0 (Tz )^ f c - 1 , ilHom9(*t0 (Tx), -)) 

On vérifi e facilemen t qu e l e produit de s flèches : 

F n >  Hom g(a t 0(r z)® f c,2 !E f c + n) 

^ Hpm ,(a t 0 (Tz), Hom ^a** ( Tz ) ^ " 1 , z! E f c _ 1 + 1 + n )) 

se factoris e pa r l e sous-obje t H o m ^ ( a ^ 0 ( T z ) . F n + i ) . O n obtien t ains i u n a^ 0 (T z ) -
spectre symétriqu e F . L e lecteur vérifier a qu e le foncteur h o m ( i + ( - ) 5 E ) es t représent é 
par F . • 

On a  enfin l'axiom e de localit é pour le s catégories SH^(— ) : 

Corollaire 4.5.47. — Soient  i  :  Z  >  X une  immersion  fermée  de  S-schémas et  j 
l'immersion ouverte  complémentaire.  Le  couple  de  foncteurs (Li*,j*)  est  conservati} 
sur S H ^ ( X ) . De  plus,  le  morphisme de  counité  Lz*R ù >  1  est  inversible. 
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Démonstration. —  Montron s d'abor d l a premièr e assertion . S i E  es t u n a, t0(Tx)-
spectre projectivemen t cofibraut à  valeurs dans Shvt 0(Sm/X, 9Jt), le carré commuta-
tif : 

j#j*E >  E 
(161) 

* H.i *E 
est homotopiquemen t cocartésie n nivea u pa r niveau . Comm e z * préserv e le s A 1 -
équivalences stables, i l se dérive trivialement. O n déduit ains i u n 2-triangl e distingu é 
dans S H ^ ( X ) : 

(162) Lj #j* •  1 •  RùLi* > 

Ceci montre qu e le couple de foncteurs (Li*,j*)  es t conservatif . L a seconde assertio n 
découle d e so n analogu e instabl e (e t d u fai t qu e z * se dériv e trivialemen t pou r le s 
t0-faisceaux). • 

4.5.4. Fi n d e l a vérification des axiomes . —  I l nous reste à montrer l e théorème 
de changemen t d e base pa r u n morphism e lisse , l'axiome d'homotopie et l'axiom e de 
stabilité. 

Proposition 4.5.48. —  Soit  un  carré  cartésien  de  S-schémas : 

g' 

r f 
^ q  ^ Y' —^—» Y 

avec f lisse.  Le  morphisme de  changement de  base  L/^L*/' * >  Lg*Lf# est  inver-

sible. 

Démonstration. —  Étan t donn é qu e le s quatr e foncteur s / # , g*,  g f* e t son t d e 
Quillen à  gauch e relativemen t à  l a structure projectiv e A 1-stable ( W A i _ s < , Cof p r o j , 
F ib p r o j _ A i _ s £ ) , i l suffit d e démontrer qu e la transformation naturell e f#g'* — • 9*f# 
est inversible au niveau des préfaisceaux à  valeurs dans 9JI. Étant donné que les quatre 
foncteurs e n question commutent au x petites colimites , il suffit d'évalue r e n U'  0 A cst 

avec U'  u n X'-schém a lisse et - A G 0b(9Jt). O n obtient alor s la flèche : 

(U' ®*' Y'  ->  Y' ->  Y) ® Acst y  (([/' - X'  -  X)  x x Y)  ® A cst 

Le résulta t découle alors de la transitivité du produi t fibr e de schémas. • 

On démontr e maintenan t l'axiom e d'homotopie : 

Proposition 4.5.49. —  Soit  X  un  S-schéma  et  notons  p  :  A ^ >  X la  projection 

de la  droite affine  sur  X. Le  morphisme d'unité  1  >  Rp*  Lp* est  inversible. 
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Démonstration. —  C'es t équivalen t d e demander qu e l a counité L/;#Lp * >  1  es t 
inversible. Pa r l a formul e d e projection , o n dédui t u n isomorphism e Lp#Lp*(— ) ~ 
(\-p#lAix) (g ) (—) ave c l Ai^ l'obje t unit é de l a catégorie monoïdal e M T ( A ^ y ) . Pa r défi -
nition d e p#, l'obje t p#t^ x es t l e Tx-spectre d e suspension Sus^ Y E ( A ^ - ®  1). I l nous 
reste à montrer qu e l e morphisme : 

Sus Ŷ E ( A ^ 0 1) •  Sus Ŷ <E(id.Y 0 1) 

est un e A 1-équivalence faible nivea u pa r niveau . A u nivea u n  G  N, cette flèch e es t 
donnée pa r A 1 0 T f 7 1 >  T^n .  Le résultat es t maintenan t clair . • 

Pour l'axiom e d e stabilité , o n aur a besoi n d u lemme ci-dessous qu i repos e su r 
l'axiome de localit é : 

Lemme 4.5.50. —  Soit  X  un  S-schéma.  On  forme le  diagramme commutatif  : 

GT«A' Al X 

ч р 
X 

Il existe  un  isomorphisme  canonique  :  Lp#R.s* ~  Sus ^ E [Cof (Gmx 0  l x — > A^ 0 

i x ) ] 0 - . 

Démonstration. Soi t E un a/, 0 (T)-spectr e symétrique à  valeurs dans S h v^ ( S m / X , 
dJl). On suppos e qu e E est projectivemen t cofibrant . O n dispos e d'u n morphism e 
évident : 

Cof(j#lGm.v 1 A;v) ® P*E >  *.E 

qui es t un e A 1-équivalence faibl e nivea u pa r niveau . L e lemme découle alor s d e l a 
formule d e projection appliqué e à  Lp#  e t d u fai t qu e Cof ( j# lGm x ~~ * ^ A !

Y ) 0  ~ ~ e s t d e 
Quillen à  gauche pou r l a structure injective . • 

Corollaire 4.5.51. —  Supposons  que  l'objet T est  équivalent  à  Cof( G m s 0 l — > A c , 0 l ) . 
Alors, pour  tout  S-schéma  X,  le  foncteur Lp#Rs * est  une  équivalence  de  catégories, 

Démonstration. - - E n effet , pa r l e lemme 4.5.50, le foncteur Lp#R,s * est isomorph e à 

Sus^Y E ( T x ) 0 —  • Le résultat découl e alors d u théorèm e 4.3.38 . • 

Définition 4.5.52. —• • Soit T  > • Cof(G?n£ 0  1  — * A^ 0 1 ) une  équivalence  faible 
avec T  un  préfaisceau  cofibrant  à  valeurs  dans  OT.  On pose  alors  SM^ji(—,  — ) = 
S M ^ ( — , — ) et  SHgji(— ) =  SH^j(—). C'est  le  dérivateur  algébrique  homotopique et 
stable associé  à  la  catégorie  de  coefficients  dJl. 
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Remarque 4.5.53. ---- - Le dérivateu r algébriqu e homotopiqu e et stabl e S H n e dépen d 
de T  qu' à un e équivalenc e près. E n effet , s i T'  es t u n autr e remplacement cofibran t 
de Co f (Gms ® 1 — • ®  1) mun i d'un e A 1-équivalence faible T  >  T' ,  on a  pa r 
le théorèm e 4.3.40 , une équivalence de Quillen entre les deux catégories des spectres . 

4.5.5. Quelque s compléments . —  Dan s cett e dernièr e section , nou s suppose -
rons qu e l a catégori e de coefficient s 9JÏ est l a catégori e des S 1 -spectre s symétrique s 
Spectfi (A op(8,ns)) o u la catégori e des complexe s de /î-module s Compl(Mod(i?)) 
avec R  u n annea u commutatif . Dan s c e cas , l a catégori e triangulé e Ho (9Jl) adme t 
une ^-structur e naturelle (Ho (9Jl)>o, Ho(9JT)<o). So n cœur es t équivalen t à  l a caté -
gorie des groupe s abélien s dan s l e cas Tl  =  Spect | i(A o p (£n.s)). I l es t équivalen t à 
la catégories des iî-modules dans le cas Wl = Compl(Mod (i?)). Si A es t u n obje t de 
9JI et r  G  Z, on note A> r e t A <r le s tronqués bie n défini s à  isomorpliisme près dan s 
Ho(9Jl). O n pose aussi h r(A) =  (A< r)>r[—r]. 

Cette ^-structur e est engendrée , a u sen s de la définition 2.1.71 , par l'obje t unit é 1 
de 9J I (Le.  le spectre symétriqu e Sus^ i s ( 5 ° ) et l e complexe concentré en degr é zero 
[•••—>0—>J4—>0—>...] respectivement) . Ell e est e n particulier non-dégénéré e (pa r 
la proposition 2.1.73) . O n déduit don c pour tou t obje t A  d e SD T des isomorphismes : 

A ~ HoLim N GNA<_ N e t HoColim N GNA>N ~  A 

On peu t modifie r la construction dans la preuve de la proposition 2.1.70 pour obteni r 
des troncations a u niveau de la catégorie de modèles. On fixe un remplacement fibran t 
A >  A fn, fonctorie l e n A  G  Ob(SDt). Soit r  G  N. O n défini t alor s </) r(A) par l e 

push-out d u diagramm e : 

nX " I —>Af .E”l • -> Af,b 

* 

où £ 1 (—) désign e u n modèl e d u foncteu r d e suspension . O n pos e alor s ^(A)  = 
(j)r((j)^~l (A))  pou r >  1  et o n note A <r l a colimite de la N-suite : 

A •  cf>l(A) >  tf.(A)  • . . . i  4>?(A) >... 

Par construction , A <r es t auss i la colimite des (f)^(A)fn ). C'es t don c un obje t fibrant . 
De plus , tout e flèch e de E n l ver s A< o est null e (ave c n >  r).  Cec i montr e qu e A <r 

est u n obje t strictemen t inférieu r à  r.  O n factoris e d'un e manièr e fonctoriell e l a 
flèche A  >  A<r pa r un e cofibration triviale suivi e d'une fibration À  >•  A<r . 
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On pos e alor s A> r l a fibre  Â 
diagramme fonctorie l en A  : 

•> A<r .  O n a  ains i associ é à  tou t obje t A  u n 

(163) A>r •> A •> A <r 
qui relève le triangle distingu é habituel( 8). 

Soit §  est un e petite catégorie . On considère la ^-structure sur H o ( P r e S h v ( S , 971) ) 
engendrée pa r U  (g) 1 pou r U  G  Ob(S). Cett e ^-structur e es t encor e non-dégénérée . 
Son cœu r es t équivalen t à  la catégorie abélienne de s préfaisceaux d e groupes abélien s 
et de s i?-module s respectivement . S i K  es t u n préfaiscea u à  valeur s dan s 971,  on 
pose K{-)  =  i f ( - ) , K <r(-) =  K(-) <r e t K> r(-) =  K(-)> r (ave c r G  N). Pour 
simplifier, nou s supposeron s qu e no s site s d e Grothendiec k admetten t suffisammen t 
de points . Noton s le lemme suivant : 

Lemme 4.5.54. —  Soient  un  site  (S , top)  et  u :  K  >  H un  morphisme  de  préfais-
ceaux. Alors,  u  est  une  équivalence  top-locale si  et  seulement  si  pour  tout  r  G  Z, le 
morphisme de  préfaisceaux h r(K) >  h r(H) à  valeurs dans la catégorie abélienne 
Ho(97l)>o H  Ho(97t)<o induit  un  isomorphisme  sur  les  faisceaux associés. 

Démonstration. —  Soi t x  :  tris  >  Shvtop(§) u n poin t d u sit e (S,  top). Pou r 

tout préfaisceau  K  à  valeur s dan s 971 , on a  u n isomorphism e canonique x*h r(K) ~ 
hr(x*(K)). I l suffi t don c d e démontre r l e lemme pour l e sit e ponctuel . L e résulta t 
découle alors du fai t qu e la ^-structure est no n dégénérée . • 

Lemme 4.5.55. —  Soient  un  site  (S,  top) et  un  préfaisceau  K  sur  S  à  valeurs  dans 
971. Soit  K  >  H une  équivalence  top-locale avec  H un  préfaisceau fibrant pour  la 
structure top-locale  ( W t o p , C o f p r o j , Y\h proj-top). Si  le  préfaisceau K est  strictement 
négatif, il  en  est  de  même de  H. 

Démonstration. —  L a conclusion du lemme ne dépend pas du choix du remplacemen t 
top-fibrant d e K.  I l suffi t don c d'établir l'énonc é pour u n H  particulier . 

On not e (-)top-f  l e remplaçan t £op-fibran t fonctoriel . O n pos e /0(—) = 
( ( - ) top- / )<o, ^ + 1 ( ~ ) =  №{-))  e t ^ ( - ) =  C o l i r r v ^ lorsqu e l'ordina l v 
est limite . S i À  est l'ordina l successeu r d e a  (ave c P r e S h v ( § , 971 ) a-accessibl e pou r 
sa structur e top-locale) , le préfaiscea u H  =  iJ; x(K) es t top-fibrant . I l es t égalemen t 
strictement négatif . Enfin , K  >  H es t un e top-équivalenc e faible lorsqu e K  es t 
strictement négati f (utilise r l e lemme 4.5.54). • 

(8)Bien entendu, des constructions beaucoup plus jolies existent, notamment pour la catégorie des 
complexes. 
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Corollaire 4.5.56. —  Soient  un  site  (S , top) et  un préfaisceau K sur  S  à  valeurs dans 
9Jt. Le  morphisme  de  groupes abéliens : 

homHotop(PpeShv(S,îm))(^ ® 1, K>0) >  homHotop(PreShv(S,a7l))(^ ® 1, K) 

est inversible  pour tout  U  G  Ob (S). 

Démonstration. —  L e triangle distingué K> 0 >  K >  K<o >  indui t un e 
suite exacte longue sur le s groupes d'homomorphismes. Il suffit don c de montrer qu e 
les deux groupes suivant : 

homHotop(PpeShv(s,îOT))(^ ® 1, K<0) e t hom Hotop(PreShv(s,an))(^ ®  t ,nlK<0) 
sont nuls . Pa r l e lemme 4.5.55, les remplacements £op-fibrant s d e K <0 e t Q 1K<Q son t 
des préfaisceaux strictemen t négatifs . D'o ù le résultat. • 

Définition 4.5.57. —  Soit  (S , top)  un  site  de  Grothendieck.  On  dit  que  S  est  d e di -
mension cohomologiqu e fini e s'il  existe  un  entier  N  tel  que  pour tout  U  G  O b ( §) le 
fondeur HJ op(f/, -) :  PreShv(S,yi& ) >  Ab est  identiquement  nul  pour  i  >  N. 
Le plus  petit entier  N  vérifiant  cette  condition  est  appelé la dimension cohomologique 
de S . 

Proposition 4.5.58. —  Soit  (S,  top) un  site  de  Grothendieck  de  dimension  cohomolo-
gique finie N.  Soient  K  un  préfaisceau  sur  S  à  valeurs  dans  9Jt et  K  >  H une 
équivalence top-locale  avec  H  un  préfaisceau  top-fibrant.  Supposons  que  le  préfais-
ceau K est  positif. Alors, le  morphisme H  >  H>-N est  une équivalence  faible de 
préfaisceaux. 

Démonstration. —  O n dispose d'un systèm e projectif dans PreShv(§, DJl)  (appel é la 
tour d e Postnikoff) : 

(164) .. . •  K<r + i y  K<r y...  y  K<x y  K<0 

(avec K< r =  K <r+i). O n choisi t u n remplacemen t top- fibrant d e (164 ) dan s 
PreShv(N x  §,9Jl ) relativemen t à  la structure injective ( W t o p , Cof i T y, Fib^j-top) • 

... y  AT<r+i y  K<r y  • • • y  A'<i y  A<o 

... y  HR+\ y  HR y...  y  H\ y  HQ 

En particulier , le s flèches verticales son t de s équivalences top-locales, les H n de s pré -
faisceaux top-fibrant s e t le s flèches i / r +i >  H r son t de s top-fibrations . 

Supposons qu e l'o n sach e montre r l a propositio n pou r le s préfaisceau x bornés , 
en particulie r pou r le s K< r, e t expliquon s commen t conclure . Le préfaiscea u H  = 
L\mR£^HR es t top-fibrant . I l reste à montrer qu e H  y  H<-N es t un e équivalence 
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faible et que K  y  H es t une équivalence top-locale. Pour cela, nous allons calculer 
les préfaisceaux d e cohomologies IIo(A, H) ave c A =  E p l o u A =  ft qt (p , q G  N). On 
dispose d'une suite exacte courte (dit e de Milnor ) : 

L i m 1 ^ ^ , H r) •  n0(A, H) >  Limn 0 (A, H r) 

Nous allon s voi r qu e pou r r  suffisammen t grand , l e morphism e IIo(A, H r+\) —> 
Ho(A,Hr) es t inversible . Cec i montrera qu e L im l r Io (A , H r) =  0. On aura donc : 

- n 0(A H) =  n0(A Hr) =  0 pour A = Qrt et  r > N, 
- n**(Â, H) ~  < P ( A , H r) -  Il^iA, K). 

et l a propositio n sera montrée . Noton s F r l a fibr e d e H r >  # r -i (qu i e s ^ don c 
un obje t fibrant ) e t E r =  ( / f< r . )> r . O n a  un morphism e d e triangles distingué s dan s 
Ho(PreShv(S,9JZ)) : 

Er >  K<r •  K<r-x • 

(165) j  j 
Fr y  Hr y  Ur—\ y 

Ceci montr e qu e F r es t u n remplacemen t fop-fibran t d u préfaiscea u E r concentr é 
en degr é r . O n sai t don c qu e F r >  (F R)>R-N es t inversible . E n particulie r o n 
a n 0 ( £ p l , F r ) =  0  pou r r > 7 V + p + l e t ïl 0{Wl,Fr) =  0  pou r r  >  N  -  q  + 1 . 
Le résulta t découl e maintenan t d e l a suit e exact e longu e déduit e d u triangl e 
Fr y  Hr y  H r—\ y  . 

Il rest e à  montre r l a propositio n pou r K  born é i.e. K =  K< r. O n raisonn e 
par récurrenc e su r r.  Lorsqu e r  =  0 , l e résulta t découl e immédiatemen t d u 
lemme 4.5.59. Pour passe r d u cas r — 1  au cas r, i l suffit d'utilise r le triangle distingu é 
Fr y  Hr y  Hr-i > • e t d'applique r l e cas r  =  0 k E r >  F r .  • 

Si K  es t u n préfaiscea u à  valeur s dan s le cœur d e OT, on notera K a l e préfaiscea u 
de groupe s abéliens éga l à  la composée : 

S •  Ho(OT)<o H Ho(9Jt)>0 •  M 

Lemme 4.5.59. —  Soit  K  un  préfaisceau  à  valeurs  dans  le  coeur  de  SD Î et  soit 
K y  H un  remplacement  top-fibrant.  Alors  pour  tout  r  G  N , h r(H)a est 
canoniquement isomorphe  au  préfaisceau H^ 7

p(—. K a). 

Démonstration. —  O n traite uniquement l e cas où 9Jt est la catégorie Spect^i ( Ao p £ n s ) . 
Étant donn é l'équivalence de Quillen 

Spect5i (Aop£ns) >  Spectfi (Aop£ns) 
on peu t travaille r avec les spectres non-symétriques. On dispose alors d'une adjonction 
de Quille n : 

(N,E) :  Spect Si(A°P£ns) •Complet ) 
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avec N l e foncteur qu i à  un S^spectr e A  associ e le complexe Colim nGNN(Z[An])[—n] 
où N(— ) es t l e complexe normalisé associ é à un obje t simplicia l en groupes abéliens . 
Le foncteu r E  envoi e un complex e de groupe s abélien s su r so n spectr e d'Eilenberg -
McLane. Les foncteurs N  e t E  préserven t le s équivalences faibles. Le foncteur R E est 
t-exact e t indui t un e équivalenc e de catégories sur le s cœurs. 

L'adjonction (N . E) indui t un e adjonctio n d e Quillen : 

(N, E ) :  PreShv(S , Spect^, (A°*>£n.s)) •  PreShv(S, Сотр1(ЛЬ)) 

qui pass e à  l a localisatio n suivan t le s équivalence s iop-locale s d u moin s lorsqu e 
(SЛор) admet suffisammen t d e points . E n effet , le s foncteur s N  e t E  préserven t 
les top-éqm valences puisqu'il s commuten t a u foncteu r fibre  associ é à  u n poin t 
Ens > ShVf 0p(S) . 

Il es t facil e maintenant d e déduire l e lenime. O n peut suppose r qu e notre préfais -
ceau К est d e l a form e E(A ) avec A  u n préfaiscea u d e groupe s abélien s su r S . Soi t 
A >  I un e équivalence top-locale de PreShv(S, Сотр1(Л6)) avec / u n complexe 

iop-fibrant. O n dédui t alor s un e équivalenc e top- locale К = ЩА) > e t l e 
préfaisceau E(7 ) es t fop-fibrant . L e résulta t découl e maintenant d u fai t qu e E  es t 
exact. • 

Corollaire 4.5.60. —  Soit  un  site  (S,OT ) de  dimension cohomologique  finie N.  Soit  un 
préfaisceau К sur S  à  valeurs dans  Ш. Le morphisme  de  groupes abéliens : 

homHot„p(PpeShv(S.sw))(̂  ® K) >  bomHof„|l(PpeShv(s,ím))(ü' ® ^,K<N) 

est inversible  pour tout  U  G  0 b ( § ) . 

Démonstration. -  L a suit e exact e longu e associée à  K>N+Î  — • К —> K<N —^ 
montre qu'i l suffi t d e prouver qu e les groupes : 

llOmHo,fJ/,(PreShv(S.im))(̂ ®l̂ ''>iV+l) e t llOm Ho,f,p(PreShv(S,im))(^l^1^>iV+l) 
Ceci découle immédiatement d e la proposition 4.5.58. • 

Corollaire 4.5.61. —-  Soit un  site (S ,9Jt) quasi-compact et de dimension cohomologique 
finie. Pout tout U  G  Ob(S ) , le  foncteur : 

homHofop(PpeShv(Sfsm))(t/ ®  1, -) : PreShv(S,OT) >  Ab 

commute aux  colimites filtrantes. 

Démonstration. -  Soien t 3  un e petit e catégori e filtrante  e t Â ' ( - ) :  3  —> 
PreShv(S, 9Л) un foncteur . Le s corollaire s 4.5.5 6 e t 4.5.6 0 montren t qu e l'o n 
peut remplace r K(-)  pa r (K(—)>O)<N-  O n peut don c supposer qu e K(-)  es t positif 
et borné . E n utilisan t l a tou r d e Postnikof f (voi r l a preuv e d e l a propositio n 4.5.58) 
on s e ramèn e pa r récurrenc e a u ca s o ù le s K(-)  son t concentré s e n u n seu l degr é 
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0 <  r  <  N.  Modulo le lemme 4.5.59, l e résulta t découl e d e l a commutatio n d e 
H t o p ( ^ ~ ) : PreShv(S,^l6 ) >Ab  au x colimites filtrantes (voir [AGV73]) . • 

Proposition4.5.62. —  Soit  (S,top)  un  site  muni  d'une  P-structure  :  U  G  Ob(S) ~ * 
(Euitopu). On  suppose  que  les sites (Eu^topu)  sont  quasi-compacts  et  de  dimension 
cohomologique finie. Alors,  une  colimite filtrante de  préfaisceaux projectivement  top-
fibrants et  encore  un  préfaisceau  projectivement  top-fibrant. 

Démonstration. —  Soien t 3  un e petit e catégori e filtrante  et  K(-)  :  *J  —• 
PreShv(§, SDÌ) un foncteu r à  valeur s dan s le s préfaisceau x projectivemen t top-
fibrants. L e préfaiscea u Co \\irïjK(—) es t encor e projectivemen t fibrant.  I l rest e à 
montrer qu'i l es t top-local . Soit C o l i m i > H u n remplacemen t iop-fibrant . O n 
montrera que pour tou t n  G  Z, le morphisme : 

homHo(PreShv(s,ím))(í>r ® l[n], ColirrvjX(-)) 
(166) 

> homHo(PreShv(s,an))(̂  ®  l[n], H) 

est inversible . Noton s eu  :  S  >  Eu  l e pseudo-morphisme d e site s évident . L'ap -
plication (166 ) s'identifie à  : 

homHo(PreShv(£ ,̂aji))(̂  ®  Co\\m 3(eu)*K(-)) 
(167) 

•homHo(PreShv(£t7,iOT))(tf ®l[n],(eu)*H) 

Le foncteur hom Ho(PreShv(£Lr,im))(^ <8 > —  ) commute clairement au x colimites fil-
trantes. L'application (167 ) s'écrit : 

Colimj homHo(PreShv(£r/,ím))(̂  ® (e v)*K(-)) 
(168) 

• homHo(PreShv(£t/,ím))(̂  ® (eu)*H) 

Par l e théorèm e 4.4.50 , le foncteu r (eu)*  préserv e le s objet s top-fibrants . E n parti -
culier, (eu)*K(—)  e t (eu)*H  son t iopc/-fibrants . O n dédui t qu e (168 ) est isomorph e 
à : 

Colima homHotopt/(PreShv(£t,,an))(^ ®  l[n], (e v)*K(-)) 
(169) 

> homHOíwPLr(PreShv(£L,,a7i))(̂  ® (eu)*H) 
Le résultat découl e maintenant d u corollair e 4.5.61. • 

Revenons aux cas des schémas. Nous travaillerons uniquemen t ave c la topologie de 
Nisnevich, bien qu e le s résultats ci-dessous soient auss i vrais pou r r  =  é t lorsqu e le s 
schémas considéré s son t d e dimensio n cohomologiqu e étale fini  (e.g.  de s schéma s d e 
type fini sur u n corp s algébriquement clos) . Pou r u n schém a X  noethérien , l a dimen -
sion cohomologie de (Et/A" , Nis) est majoré e pa r l a dimension de Krull (voi r [TT90]) . 
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Si cette dimensio n es t finie,  l a propositio n 4 .5.6 2 s'applique . O n a  également : 

Proposition 4.5.63. —  Soit  X  un  S-schéma noethérien  et  de  dimension de  Krull finie. 
Une colimite filtrante de  préfaisceaux projectivement A 1 -fibrants de  P r e S h v ( S m/ X , 9JI ) 
est encore  un  objet  A 1 -fibrant. 

Démonstration. —  Comm e X  es t noethérie n e t d e dimensio n d e Krul l fini,  i l en es t 
de même d e tout X-schém a de type fini. 

Soient 3  un e petit e catégori e filtrante  e t K(-)  :  3  >  P r e S h v ( S m / X , 97t ) 
un Joncteu r à  valeur s dan s le s préfaisceau x projectivemen t A 1-fibrants. L a colimite 
CoWmjK(—) est Nis-fibrant e pa r l a propositio n 4 .5 .62 . Pou r vérifie r qu'ell e es t A 1 -
locale, i l suffi t d e montre r qu e homfAjy, C o l i m r i ( — ) ) >  Co\\rr\jK(—) es t un e 
équivalence faibl e d e préfaisceaux . L e résulta t découl e alor s d e l a commutatio n d e 
hom( A  y , —  ) au x colimites et d u fai t qu e les colimites filtrantes préservent les équiva -
lences faibles d e 971 . • 

Corollaire 4.5.64. -  -  Soit  X  un  S-schéma  noethérien  et  de  dimension  de  Krull finie. 
Pour U  un  X-schéma  lisse,  le  fondeur 

Hom(i7<8>l,-) : PreShv(Sm /X, SDt ) •  H oA i (PreShv(Sm /X, OR) ) 

commute aux  compositions  transfinies  (au  sens  de  Vhypothèse  4..3.56). 

On en dédui t (sou s les hypothèses d u corollair e 4 .5.64 ) qu e Hom ( ? V , —  ) commut e 
aux composition s transfinies pou r T  comm e dans l a définitio n 4 .5 .52 . L e lemm e ci -
dessous et l e théorème 4 .3.7 9 montrent donc que la catégorie SH.^fi{X) est équivalent e 
à l a catégori e homotopiqu e stable des Tx -spectres non-symétriques . 

Lemme 4.5.65. —  La  permutation (123 ) opère  trivialement  sur  Cof((Gm ^ ® 1 — • A^ (g) 
l ) ® 3 dans  la catégorie  homotopique  H o A i ( P r e S h v ( S m / 5 , 9 7 1 ) ) . 

Démonstration. L e groupe G£s{3)  de s matrice s 3 x 3 inversible s opèr e sur l'obje t 
Q =  Cof (Gm| (g ) 1 — • A| 0  1) , Le.  on a  une flèch e : 

G£s{3)®Q >Q 

De plus , l'actio n d e l a permutation (123 ) coïncid e avec l'action pa r l a matric e : 

О О  1 
1 о о 
0 1  о 

On a  l a relation : 

0 О  1 ' 
1 о о 
0 1 0 , 

0 - 1 0  \ / 1  О 0 \ / 1  О 2 \ 
1 2  0  0  0  - 1 (  0  1  -2 
0 0  I / V O I 2 / V 0 0 1  / 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2007 



356 CHAPITR E 4 . LA CONSTRUCTION D E 2-FONCTEUR.S HOMOTOPIQUES STABLE S 

Les trois matrice s dan s le membre de droite son t unipotente s i.e.  d e la forme id3 + N 
avec N nilpotente . I l suffit don c de montrer qu e idz + N opèr e trivialement. Pou r cela , 
on considèr e le morphisme d e S-schém a :  >  G£(3) donn é pa r t  ^  id; $ + t.N. 
La composée : 

Aï ®  Q >  Gís(3) % Q >  Q 
fournit riiomotopi e recherchée. • 

Corollaire 4.5.66. —  Pour  tout  S-schéma X.  la  catégorie Sîl <jji(X) est  canoniquement 
équivalente à  la catégorie homotopique  de  SpectT v (PreShv (Sm/X, 9Jt) ) munie  de  la 
structure stable  déduite  de  la structure A 1 -locale sur  PreShv (Sm/X, 9DÎ) . 

On a  aussi le théorème suivan t : 

Théorème 4.5.67. — • Soit X  un  S-schéma  noethérien  de  dimension de  Krull finie.  La 
catégorie triangulée  SHgjt (X) est  cornpactement  engendrée  par les  objets de  la forme 
Sus£ Y i S (f7 ®  1) avec  p G  N et  U  G  Ob(Sm/X). 

Démonstration. —  Le s Joncteurs homsHffli(X)(Sus^Y S (Î7 0 l)[n] , —  ) avec p G  N, n G 
Z e t U  G  S m / I formen t un e famill e conservative. En effet , soi t u  :  E >F 
un morphism e d e Tx -spectres symétrique s don t le s image s pa r ce s Joncteur s son t 
inversibles. O n peu t suppose r qu e E et F  son t stablernen t A 1-fibrants. Dan s c e cas, 
l'application :  homS H a n (x ) (Sus^ Y s( i / 0 t)[n].  u) s'identifie à  : 

homHo(!m)(lREp(C/)) >  hom Uom){t[n],Fp(U)) 

Ceci montre qu e u  es t un e équivalenc e faible d e préfaisceaux nivea u pa r niveau . 
Il reste à montrer qu e les objets Sus ^ S (E/ X  1 ) son t compacts . On montrera plu s 

généralement qu e le Joncteu r 

hom S H O T (X ) (Sus£ Y î E (C/ ®  1), -) :  Spect ^ (PreShv(S, 9Jt)) v  Ab 

commute au x colimites filtrantes. I l suffi t pou r cel a de montre r qu e le s colimites fil-
trantes préservent le s Tx-spectres fibrants  d e la structure : 

(170) (W A1 -Nt ? {COÎproj)proj, (FÍb/;roj_Al )proj-8t ) 

Soient J une petite catégorie filtrante et K(—) : 3  >  SpectÇY (PreShv(Sm/X , 9Jt) ) 
un foncteu r à  valeur s dan s le s Tx-spectre s fibrants  pou r l a structur e (170) . Pa r l a 
proposition 4.5.63 , l a colimite Colim^K es t project i vement Affiorante niveau par 
niveau. Il rest e à voi r qu e Colim^ K es t u n iî-spectre . I l s'agi t don c d e montre r qu e 
pour p  G  N, l e morphism e Co \\mjKp(-) >  Hom(?Y, ColimiKy>+i (—) ) es t un e 
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équivalence faible. Il suffit d e montrer que pour tout A-schém a lisse U,  l'application : 

homH O / 1(PreShv(Sm/x.ím))(^ ® Col im 3 K p ( - ) ) 

homH O / 1 (PreShv(Sm/x,im))(^ ® Tx[n], ColimaKp(-)) 

est bijective . Cec i découl e d u fai t qu e hom H o A l (PreShv(Sm/x ,9Jt))(^ ®  e t 
homH0 / A (PreShv(Sm/JV ,9W))(C^ ® Í Y , — ) commutent au x coliniite s filtrantes.  • 

Remarque 4.5.68. — Soi t U  u n A-schém a lisse e t noton s /  :  [ / >  A so n mor -
phisme structural . L e Tx-spectre SusÇ i E({7 0 1 ) es t isomorph e à L/#ljy( — p)[—2p\. 
En effet , o n peut écrir e S u s £ v X { U <S>1 ) ~  [Sus^^ l ]® ? 0  SUS^ y E (£7 (g) 1). On a bien 
L /# l =  Sus^ x E ( /7 (g ) 1) pa r définition . I l reste à  voi r que Sus^ v E l ( l ) [2] ~  1 . Cec i 
découle du fai t qu e u;^ v :  Sus^ Y E ( T x ) •  Sus^ E l es t un e équivalenc e stable . 
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