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RESULTATS NON-PERTURBATIFS POUR L’EQUATION DE
SCHRODINGER ET D’AUTRES COCYCLES QUASI-PERIODIQUES
[d’aprés Avila, Bourgain, Jitomirskaya, Krikorian, Puig]

par L. Hakan ELTASSON

INTRODUCTION

Soit G un groupe de matrices, et soit T¢ le tore R%/Z¢ muni de la métrique
zl|| = inf |z —k|.
Il = inf [z~

Soit o un élément de T? tel que ||<k,a>|| # 0 pour tout k € Z% \ 0, de sorte que
orbite {na : n € Z} est dense en T¢.
A une fonction A : T" — G continue et homotope & I'identité, on associe ’homéo-
morphisme
{ TxG—-TixG
(a, A) :
0,X)— (04, A(0)X).
Alors l'application itérée (a, A)™ a la forme
0,X)— (0+na,Ap(6)X) neZ,
ou
A0+ (n—1)a)...A(6) n>1
A () =< I n=0
A@+na) t.. A0 - )"t n< -1

La famille des matrices {A, : n € Z} vérifie la propriété des cocycles
Anim(0) = An(6 + ma)An(9).

Remarque 0.1. — Il y a aussi une version de cocycle 4 temps continu. Soit g I’algebre
de Lie de G. Soit a € R? tel que |<k,a>| # 0 pour tout k¥ € Z¢\ 0, de sorte que
Lorbite {[ta] : t € R} est dense en T?. Soit A : T¢ — g continu ; considérons le systeme
autonome

0 =a X' =A0)X
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198 L. H ELIASSON

sur T¢ x G. Son flot (a, A)? a la forme
0,X) — (0+ [ta], A:(9)X) teR,
et la famille des matrices {A; : t € R} vérifie la propriété des cocycles

Apro(8) = A0 + 50) Ay (6).

La classe la plus importante, ou du moins la plus étudiée, est le cocycle de Schro-
dinger (o, A(-, E)) ou

A(&E)z( V(0)1—E —01 )

Sa dynamique est liée aux propriétés spectrales de ['opérateur de Schrédinger
Hy : 12(Z) — 12(Z),

Hgu(n) = —Au(n) + V(0 + na)u(n),
ol A est le laplacien

Au(n) =u(n+1)+u(n-—1).

Dans cet article, nous allons traiter de cocycles de classe &°° ou analytique 3
fréquences diophantiennes «, c’est-a-dire que « satisfait une condition diophantienne
K

DC(k,T) : <k, a>| > G

Vk € 74\ 0.

Il y a des résultats importants pour les cocycles qui sont seulement continus et/ou ont
des fréquences qui ne sont pas diophantiennes (voir par exemple [3, 20, 43]) mais les
techniques pour les étudier sont différentes et ne seront pas discutées ici.

Des méthodes de type KAM ont été utilisées avec succes depuis une cinquantaine
d’années pour étudier la dynamique des cocycles quasi-périodiques. Cette théorie per-
turbative n’est valable qu’au voisinage d’un cocycle constant, et la taille de ce voisinage
dépend des propriétés arithmétiques des fréquences.

Récemment deux approches beaucoup plus globales ont été développées. L’une est
basée sur la renormalisation et a donné des résultats globaux, dus & R. Krikorian
et A. Avila, pour des cocycles & valeurs dans SU(2) et SL(2,R). L’autre est basée
sur des résultats de localisation dus & J. Bourgain et S. Jitomirskaya qui, combinés
a-un argument de dualité, ont permis a J. Puig de décrire la dynamique du cocycle
de Schrédinger dans un cadre semi-global. Ces méthodes restent (pour le moment)
restreintes & des cocycles avec une fréquence dans T.
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1. REDUCTIBILITE

1.1. Définition

Deux cocycles (a, A) et (a, A’) sont conjugués s’il existe une fonction continue
Z : T¢ - G telle que

(0,2)" o (a,A)"0(0,2) = (o, A')* VnezZ
ou, de maniére équivalente,
Z(0+ ) tA0)Z(0) = A'(9) V6 € T

On dit qu’ils sont ™ -conjugués si Z est de classe €.

Un cocycle (a, A) est constant si la fonction A : T? — G est constante. Il est
réductible ’il est conjugué a un cocycle constant.

Cette notion de réductibilité s’avére inutilement restrictive. Plus générale-
ment on dit qu’un cocycle (a, A) est réductible s’il existe une fonction continue
Z :R?%/(22)% - G telle que

B=2Z(0+a) tA0)Z(0)

soit constante. Dans le cas ol Z est en effet définie sur T¢, on dit qu’il est réductible
mod Z<.

Remarque 1.1. — Ces notions de conjugaison et de réductibilité se généralisent im-
médiatement aux cocycles & temps continu.

Remarque 1.2. — Notez que la notion de réductibilité dépend du groupe G — c’est
la G-réductibilité. Pour tout groupe de matrice G, réel ou complexe, en GI(N,C),
si un cocycle (@, A) & valeurs dans G est GL(N,C)-réductible mod Z¢, alors il est
G-réductible [11].

Il a été démontré par Floquet que les cocycles a temps continu périodiques sont
toujours réductibles. Les cocycles (& temps discret) périodiques sont aussi réductibles,
quand cette notion est définie de maniére appropriée. Les cocycles quasi-périodiques
ne sont pas toujours réductibles.

Du point de vue dynamique un cocycle réductible est parfaitement compris — il a
la méme dynamique qu’un cocycle constant.

Les propriétés spectrales de I'opérateur de Schrodinger Hy sont fortement liées
aux propriétés dynamiques du cocycle de Schrédinger (o, A( -, F)) associé. Si E n’est
pas dans le spectre de Hy, alors (o, A(-, E)) est réductible [32], mais cela n’est pas
toujours le cas si E est dans le spectre [23]. Démontrer la réductibilité d'un cocycle
de Schrédinger pour des énergies dans le spectre a été la clé de nombreuses propriétés
spectrales de 'opérateur de Schrédinger correspondant : spectre absolument continu
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200 L. H. ELIASSON

[14, 16], existence de trous spectraux [42], mesure de Lebesgue du spectre [25, 50],
régularité Holder de la densité d’états intégrée [6, 25].

1.2. Obstructions a la réductibilité

Méme les cocycles analytiques a fréquence diophantienne ne sont pas toujours ré-
ductibles. Par exemple, pour tout entier positif r,

Er(e) = 627”%07 h = ( ’ O )
0 —1

définit un cocycle non réductible en T x SU(2). Il existe aussi de tels cocycles dans
T4 x SU(2).

Ces cocycles non réductibles sont assez exceptionnels. Par exemple Krikorian
montre [39] que les cocycles qui ne sont pas conjugués & F,.(f) sont un ensemble
ouvert et dense en topologie & dans un petit &°-voisinage (pour un s suffisamment
grand) autour des cocycles constants.

La question naturelle qui se pose pour des cocycles dans SU(2), et aussi pour
d’autres groupes compacts, est de savoir si presque tout (dans un sens raisonnable)
cocycle est réductible.

L’ezposant de Lyapunov d’un cocycle (a, A) en SL(2,R) est

. 1
v= tim = [ tog(l4n(@) ).
n Jrd

n—oo

C’est facile de montrer que cette limite existe, qu’elle est indépendante du choix de
la norme matricielle et qu’elle est non-négative. Un cocycle (o, A) en SL(2,R) est
hyperbolique s’il existe deux sous-espaces continus, unidimensionnels et linéairement
indépendants W et un v > 0 constant tel que pour tout 8 € T et tout u € W (8)\0
1
T log | An(f)ul| = —.

lim
n—=oo |n|

Dans ce cas, -y est exposant de Lyapunov. Tout cocycle hyperbolique en SL(2,R) (qui
est de classe & ou analytique et qui a des fréquences diophantiennes) est réductible
(31, 33].

A cause d’un théoréme célebre d’Oseledec [44], un cocycle qui a un exposant de
Lyapunov positif mais qui n’est pas hyperbolique est appelé non uniformement hy-
perbolique. Ce n’est pas facile de voir que de tels cocycles existent, mais nous savons
aujourd’hui qu’ils constituent une grande classe. Ce qui est facile de voir par contre,
c’est qu’un tel cocycle ne peut pas étre réductible.

Une question naturelle pour les cocycles dans SL(2,R) est de savoir si presque tout
(dans un sens raisonnable) cocycle est ou bien réductible ou bien non uniformement
hyperbolique.
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Un cocycle dont ’exposant de Lyapunov est zéro a parfois une propriété plus forte :
le cocycle (a, A) est L2-conjugué & une rotation, c’est-a-dire qu'il existe une fonction
Z : T4 — SL(2,R) carré-intégrable telle que, pour presque tout § € T¢,

Z(0+a)"tA(0)Z(8) € SO(2,R).

Par exemple, le cocycle de Schrédinger (o, A(-, E)) est L2-conjugué & une rotation
pour presque tout E tel que vy(a, A(-,E)) = 0 [49]. La méme chose vaut pour tout
cocycle de la forme A(6)Rg, ol

Re— cos(E) —sin(E)
E=\ sin(E) cos(E) )’

mais certainement pas pour n’importe quelle famille de cocycles & un parameétre.

2. RESULTATS LOCAUX

La réductibilité de cocycles proches de cocycles constants a été intensivement étu-
diée par des théories de perturbation de type KAM. Les meilleurs résultats sont
obtenus pour des cocycles (a, A) avec a diophantienne dans DC(k,T) et A dans la
classe €,(T¢, G) des matrices A : T — G analytiques telles que

|A|, =: sup |A(6)] < oo.
|S6|<p

L’existence de cocycles réductibles proches des constants a été démontrée dans
des familles & plusieurs parametres [14, 41] — la réductibilité est démontrée pour un
grand (au sens de Lebesgue) ensemble de parameétres, et la dimension de I’espace des
parameétres augmente dans ces théories avec la dimension de la matrice A. Plus tard
des résultats analogues ont été démontrés dans des familles & un parameétre [15, 34].

Dans les années 1990, des résultats plus forts ont été obtenus et aujourd’hui nous
avons une vision assez compleéte qui a été confirmée dans beaucoup de cas : pour
a € DC(k,7) donné, il existe un voisinage % (qui dépend seulement de p,«,7) de
’ensemble des cocycles constants en {a} x &,(T¢, G) de sorte que

— tout cocycle dans % est presque réductible;

— « presque tout » cocycle dans % est réductible;

— un cocycle générique dans % n’est pas réductible.

Etre presque réductible veut dire que le cocycle peut étre conjugué (par une conjugai-
son définie sur R?/(2Z)%) & un cocycle arbitrairement proche d’un cocycle constant.
En particulier, un cocycle presque réductible ne peut pas étre non uniformément hy-
perbolique. Cette propriété a été confirmée dans de nombreux cas : SL(2,R) [16],
SO(3,R) [19], SU(N) [36], GL(N,R) [18]. Le fait que « presque tout » cocycle soit
réductible a été vérifié dans de nombreuses familles & un parametre : la famille de
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Schrédinger [16], certaines familles dans des groupes compacts [37], certaines familles
dans GL(N,C) [26]. Le fait qu’il y ait un §; dense de cocycles non réductibles a été
vérifié dans la famille de Schrédinger [16, 47] et dans SO(3,R) [19].
Voici une formulation précise d’un résultat de réductibilité « presque partout » :
il existe une constante g9 = £o(p, &, 7) telle que, pour toute fonction analytique
V : T? — R avec |V|, < €¢ et pour tout & € DC(k, 7), le cocycle de Schrédinger
(o, A(-, E;V)) est réductible pour presque tout E € R.

Dans la catégorie €™, on pourrait étre amené & penser que la vision locale est la
méme que dans la catégorie analytique, mais pas grand chose n’a été démontré. Parmi
les quelques résultats, un d’entre eux affirme que les cocycles réductibles en SO(3,R)
et SU(N) sont §*°-denses proches de cocycles constants [36].

La théorie de perturbation de KAM utilisée pour obtenir ces résultats dépend tres
sensiblement des propriétés arithmétiques de a décrites par la classe DC(k, 7). Ceci
est reflété dans la dépendance du voisinage % et de la constante ¢g en k et 7, qui
(d’apres les estimations que ’on peut obtenir) décroissent quand x décroit ou quand
T croit. Des résultats qui sont valables pour toutes fréquences o dans I’ensemble de
mesure totale

DC = Uy ;50DC(k,T)

et pour toute matrice A proche d’une constante — le cas semi-global — sont au-dela de la
théorie de perturbation. Ceci est bien siir d’autant plus vrai pour le cas vraiment global
lorsque la matrice A est arbitraire et pas proche d’une constante. Les résultats globaux
de petits diviseurs sont rares, le théoréme de conjugaison des difféomorphismes du
cercle étant le plus connu [28].

Durant ces cing & dix derniéres années, deux méthodes globales supplémentaires
ont été développées. Une d’entre elles est dynamique et basée sur la renormalisation,
et elle donne des résultats plutot globaux pour des cocycles & valeurs dans SU(2) et
SL(2,R). L’autre est basée sur la localisation de I'opérateur de Schrodinger et sur la
dualité, et elle donne des résultats semi-globaux pour les cocycles de Schrédinger.

3. DU GLOBAL AU LOCAL - RENORMALISATION

La renormalisation a été utilisée dans [48] pour étudier les dynamiques de cocycles
dans le groupe compact T x SU(2). Plus tard, elle a servi dans [35] pour démontrer
la €°-densité de cocycles réductibles en T x SU(2). La méthode a été étendue 3 la
catégorie £ dans [38], et ensuite adaptée au groupe non compact T x SL(2,R) dans
[39] et, plus récemment, dans [5]. Des idées similaires ont aussi été utilisées dans [21]
pour étudier un probléme de perturbation singulier et, & un certain degré, dans [27].
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Dans cette section, nous allons traiter du travail de Krikorian et Avila [5, 39] sur la
renormalisation de cocycles de classe & ou analytiques en Tx SU(2) et Tx SL(2,R).

3.1. Renormalisation et paires commutantes

Soit @ €]0, 1[. Soient, pour k£ > 0,

1 1
041 = — — |—|, OQo=q,
QA (277

o =[5
k+1 = ak’

Br = agPr-1, P-1=1,
et
Pk+2 = Gk42Pk+1+Pk P1=1 po =0
Qk+2 = Qkt20k+1+q @1 =a1 G =1
ol [-] dénote la partie entiére.

L’application |0,1[3 a é - [é] € [0, 1] — connue comme ’application de Gauss —

est ergodique par rapport & une mesure invariante absolument continue [40]. Cela
implique, par exemple, que, pour tout ensemble D C]0, 1[ de mesure positive,

#{k>0:ax,art1 € D} =0
pour presque tout ag € D — notons cet ensemble £D.
Pour k > 0, soient
AR (0) = A(_1yrq, (60)
et
Vi = (B, AW) = (o, 4) "0,

(Vi est un homéomorphisme en T x G.) Alors
PROPOSITION 3.1. — Il existe une fonction Z : R — G de classe € telle que
(0,Z)" 1oV 0(0,2Z) = (Bk, I).
Si Z' est une autre application de ce type, alors Z'Z~1 est Bi-périodique.

Pour SL(2,R), un résultat analogue est aussi prouvé dans la catégorie analytique
dans [5].
Soit Lg la dilatation

RxG> (z,X) (Bz,X) e R X G;

définissons
Ur=Lg  oVicioLg,_, = (1,A® D (B4 ))
Vi=Lg' oVioLg,_, = (ax, AW (B_r-)).
Alors
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PROPOSITION 3.2. — (i) Uy o Vi = Vj o Uy.
(ii) Il existe une fonction Z : R — G de classe € telle que

(0,2)" o Ui 0(0,2) = (1,I).
Soit
Wi =(0,Z2)" oV, 0(0,2).
(iii) Wi est 1-périodique.
(iv) Si Z' est une autre fonction comme dans (ii), alors Wy, et

0,2") "o V4 0(0,2")

sont € -conjugués. Ils sont donc deuz représentants de la méme classe de
6 -conjugaison [Vy].
(v) Si (a, A) et (a, B) sont € -conjugués, alors

[Vi(4)] = [Vi(B)].
Si on définit pour z, € T
Vie, =Tt o Vi o T, = (Br, AP (- + ),
ou T, est la translation
RxG3(z,X)— (x+ 2z, X) €ERXQG,

alors nous avons les mémes résultats pour Uy 5, , Vi o, -

3.2. Du global au local
Dans le cas de SU(2), soit
(8) = (0A™ (6))(AM(6))~*,
oud = %. N(0) est un élément de I’algébre de Lie su(2) qui est munie de la norme
1025 Zie)ll = e+ Jul?.
Par un calcul explicite, on démontre que
Mkl p2ery < ak lmk—1llgaqry + M2l p2(r) 5
d’ol1 on déduit que
uk = Bre—1 Imkll L2 (ry + B Imk—1ll L2(r)

décroit quand k augmente. Ce n’est pas difficile de voir que sa limite, J(a, A), est une
invariante de conjugaison, et on vérifie facilement que cette invariante est égale a 0 si
A est constante et égale & 277 si A est un des E,.. De l'estimation

||77k||€0(1r) < ”770”6’0(’10
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on déduit que l'invariante est petite si A est ﬁl-proche d’une constante.

Les résultats principaux de Krikorian sont maintenant

THEOREME 3.3 ([38]). — Soient A de classe € et a € RDC(k, 7). Soit s € N.
Alors, pour tout € > 0, il eziste un k tel que oy € DC(k,7) et que la classe [Vi] soit
g-proche, en topologie €°, ou bien & un cocycle constant (si J(a, A) = 0) ou bien a
un cocycle (o, E.) (si J(a, A) > 0).

Que la classe [Vk] soit proche de (aj, B) veut simplement dire qu’elle contient un
représentant Wy qui est proche de ce cocycle.

Si Wy € [Vi] est €°-proche de (ax, E,) mais pas conjugué a (ak, E;), alors Kriko-
rian montre par une analyse perturbative poussée que, pour tout €’ > 0, il existe un
k' tel que ax € DC(k,7) et la classe [Vi/] est ’-proche, en topologie €°, ou bien &
un cocycle constant ou bien & un cocycle (ay E,s) pour un 7’ < r. D’ou

THEOREME 3.4 ([38]). — Soit A de classe € et soit o € RDC(k, 7). Supposons
que (a, A) n’est pas conjugué ¢ un (a, E,). Alors J(a, A) = 0.

En utilisant la densité &> de réductibilité [37], on obtient pour presque tout a que
les cocycles réductibles sont &*°-denses parmi tous les cocycles SU(2). On aimerait
bien conclure que, dans des familles génériques de cocycles & un parameétre, presque
tout cocoycle est réductible, mais pour faire cela il nous manque encore le bon résultat
local en catégorie £°°.

Dans le cas ou G = SL(2,R), il est possible de laisser la renormalisation tendre
vers oo et Avila-Krikorian démontre le résultat suivant.

THEOREME 3.5 ([5]). — Soit A de classe 6% et soit « € RDC(k, 7). Supposons
que (o, A) est L?-conjugué a un cocycle de rotations. Alors pour presque tout T, €
R, la séquence {Vk,z* : k € N} est € -précompacte et, pour toute sous-séquence
convergente Vi, .,

lim [an 3Tk ]

n—00

contient un cocycle & valeurs dans SO(2,R).

La topologie ici est la convergence uniforme > sur des ensembles compacts en R,
et le méme résultat est aussi valable dans la catégorie analytique.

En utilisant un résultat local de réductibilité presque partout dans la catégorie
analytique, nous obtenons, pour presque tout a, que pour presque tout E le cocycle
de Schrédinger (a, A( , E)) est soit non uniformément hyperbolique soit réductible.
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3.3. Estimations a prior:
Le point clé de ces preuves est d’établir des estimations a priori des dérivées des

itérations de (a, A). Dans le cas SU(2) :

PROPOSITION 3.6. — Soit r € N\ 0. Alors, pour tout k € N, il existe z € T tel que

Jim max B3 [[167mel + [67mk-a |

st J(a,A) =0, et

Br_ Br_1, =10
6O (zr— 5L o+ 7L

Jim max G775 |[107m] + 167 mi- |

st J(a, A) > 0.

0

B Br—1y =
€% (zk— £t o+ 5571

PREUVE (esquisse) — C’est assez immédiat d’obtenir des bornes supérieures indépen-
dantes de k

1

Belillomkllgo(ry < Cr < oo
Par des estimations de convexité
' 12 o :
Ilajf”go('[r) S C:' ”f”gﬂ(q[-) ”f”gf('j[‘) 1 S J S T,

il suffit de démontrer les deux énoncés pour r = 0 et »r = 1 respectivement. Par
Pestimation

1 1
Ifllgoery < Wfllrery + 210 F oy 1122 (ry

1 i
< 1l gacry + 21070 Eogay 171y

il suffit de démontrer des estimations dans L?(T) ou L*(T) respectivement.

Si J(a, A) = 0, on en déduit immédiatement que
Jm By |17l 2 ry = 0,
d’ou on obtient le résultat.
Si J(a, A) > 0, le résultat suit de la méme fagon & partir de la limite
klim ﬁl%-—l “ank”u('ﬂ‘) =0,
—00

qu’il s’agit donc de démontrer.

Soit
Uk

r=1— .
H Uk—1

Comme J(a, A) > 0, on en déduit que limg_, o pr = 0, et il suffit de montrer que
pour k suffisamment grand

N0kl Lrery < ak 10Mk—1ll pagpy + 10Mk—2l L2 ()
+ VApk(ak |0mk-1ll L2 () + ||37Ik—2”1:2(1r))2 (%)
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En effet, celui-ci donne que
wh, =: Bi_1 107kl 1 (zy + Br—18k 101l L1
vérifie
uf < Qp—1Uf_1 + \/MMZ on M= S:Pﬁk—l ||77k||L2(1r) < 0.

Cette inégalité implique que uj, — 0 quand k — oo et on a gagné.
Donc, il reste & démontrer (x). Nous avons
Nk = w; + Ad(Wl)w2 + -+ Ad(Wl . Wak )wak+1

o = Owy + Ad(W1)8w2 + .-+ Ad(W7 ... Wa, )6’wak+1
+ Z [Ad(Wl,...,Wi_l)wi,Ad(Wl,...,Wj_l)’w]']

1<i<iap+1
ol
w;(0) = Nk—2(0 — axfr-1) j=1

w;i(0) = mk—1(0 — (ax — (j = 2))Br-1)" 2<j<ar+1,

et ot W; est définie de la méme fagon avec 7... remplacé par AG), (Ici X* est ’adjoint
de la matrice X.)

Si 'on note

Yi = Ad(Wl .o Wi_l)wi,
alors
10mell o ery < ak Omk—1llprry + 10me—2llpaery + D Il villlpe -
1<i<j<ar+1
Par un calcul dans su(2) on démontre que, pour tout 0 < x < 1, on a ou bien
Z’Yj <@ _X)Z”'YJ'“Lz('Jr)v

ou bien

Z ”[’Yi,’Yj]”Ll(qr) < \/Y(E ”’Yj”[,z(qr))z-
i<j i<j
La premiere alternative implique immédiatement que

||77k||L2('1r) < (1= x)(ak ||77k—1||L2(T) + ||77k—2||L2(1r))a

ce qui est impossible pour k suffisamment grand, si ’on prend x = 4u. Donc, on a
nécessairement la deuxiéme alternative, ce qui donne (%) et compléte la preuve de la
proposition.
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De la proposition 3.6, on déduit le théoréme 3.3. Cette déduction est assez im-
médiate si J(a, A) = 0. En effet, de la proposition 3.6, on obtient (supposons, pour
simplifier, que les zj sont = 0) que

Ur = (1, €% + O(er)), Vi = (ax, e + O(er)),

ou §)(e) signifie une suite dont la norme €°(]—3, +3[) tend vers 0. On peut normaliser
le premier cocycle
(0,Zk) 1o Ug 0 (0, Z) = (1,1)
par une Zj : R — SU(2) de classe € de la forme
Zi(x) = eH:® 4 O(ey).
Alors
(0,Z) o Vi 0 (0, Zy) = (g, e~ HrHEr o O)(e})),
et comme la matrice e *xHk+Kk 4 ) ;) est 1-périodique, c’est gagné. Le cas
J(a, A) > 0 est plus compliqué.
Dans le cas de SL(2,R), quand le cocycle est L2-conjugué & une rotation :

PROPOSITION 3.7. — Soit r € N\ 0. Alors, pour presque tout z, € T, il existe deuz
constantes K et ng telles que si

llkal <

El i

et k> ng,

alors
Bt ‘3TAk||€°(w*—%,z.+%) < (Be-1Kk) e,

ol g — 0 quand k — oo.
PREUVE (esquisse) — Soit

Z(z+ a)"'A(z)Z(z) = R(z) € SO(2R)
et

2 1112

() =1ZCHI"=|z(-)7" e LX(T),

ol || - || est la norme d’opérateur.
On vérifie que

n—1
[ An(¥) "} (An(z) — 4n(®))]| < -1+ exp(Z |z — y| | Al go 10A] go $(v)b(y + ka)),
k=0
d’ott
4 (2)|| < (Ké®)d(y + na))?, K =e2rla-vllAloé@sw)
ol
1 n—1
S@) =sup ; $(y + ka).
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Par le théoréme ergodique, S(y) < oo pour presque tout y € T.
Soit 4 I’ensemble des fonctions
i:{l,...,7} —-{0,...,n—1}
et soient
R@) =i({1,...,7}), s = #R(5).
On en déduit ensuite que

10" A (@)l < (Kow)e(y+na))? 3 (Ko(w) 4llgo) [[ ¢lu+ipa) [0 4]

ied i, €R(3)

g0’

et par des estimations de convexité
1 - 1
18" A ()|l < CTn"$(y + na) * (c(y)e™ @Y 2 || Al

ou c(y) = 2¢(y)S(y) ||A||2€1 et C est une constante universelle.

Maintenant, presque tout z, est un point de continuité mesurable pour ¢ et S,
c’est-a-dire que, pour presque tout z,, on a : il existe ny = ng(z.) tel que pour tout
n > ng, 'ensemble des

4 4
Y E [zy — T+ ;],
tels que |¢(y) — ¢(z)| > 1 ou |S(y) — S(z«)| > 1, est de mesure < 2. D’ol1 on obtient :
il existe ng = ng(x.) tel que pour tout n > ng tel que ||na|| < 2, ’ensemble des

=
2 2

y € [.’E* - —, T« + _},
n n

tels que |¢(y) — ¢(z)| = 1 ou [S(y) — S(z.)[ 2 1 ou [¢(y + na) — ¢(z.)| 2 1, est de
mesure < %.

En mettant tout ensemble, on obtient, pour presque tout x. et pour tout n > ng
tel que |lnal| < 2, que

10" An(@)]| < CTn" (B(2.))? (E(w.)e** ™)) 2 || Al gr

pour |z — z,| < % Ceci termine la preuve de la proposition.

4. LOCALISATION D’ANDERSON

Considérons 'opérateur de Schriodinger
Hy = Hyprva = —A+XMV(0+na):neZ}.

On dit que Hy admet la localisation d’Anderson s’il est purement ponctuel (c’est-a-
dire si les vecteurs propres de Hy constituent une base pour 12(Z)) et que ses vecteurs
propres ont une décroissance exponentielle.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2009



210 L. H ELIASSON

Il existe des exemples de Hy v, avec un spectre continu pour tout § et pour A
arbitrairement grande si a n’est pas diophantienne [23] ou si V n’est pas lisse mais,
pour « diophantienne et V lisse, il y a des résultats de perturbation pour spectre
ponctuel et localisation d’Anderson.

4.1. Résultats locaux

Dans les travaux phare de Frolich-Spencer-Wittver [22] et Sinai [51] de la fin des
années 1980, il a été démontré que :

si @ € DC(k,7) et si V est une fonction £ avec exactement un maximum et un
minimum générique, alors il existe une constante A\g = Ag(V, k, 7) telle que, pour
|A] > Ao, Ho,av,o admet la localisation d’Anderson pour presque tout 6 € T.
Ce résultat a plus tard été généralisé a4 d’autres fonctions V, et & des opérateurs a
décroissance exponentielle,

Au(n) = Zaku(n — k), lak| < Cie @l vk ez,
kez
au lieu du laplacien A [1, 12, 17].
Il y a de nombreuses relations entre la famille d’opérateurs Hy = Hy et la famille

des cocycles de Schrodinger associée (a, A( , E)). Par exemple ’exposant de Lyapunov
v(E) de (a, A( , E)) est égal a

. P |
3(E) = int - /1r log(F(n, 0, E))do,
ou F(n,0,E) est
max(|det(H} — E)|, | det(HprL — E),| det(H}~! — E)|, | det(H 2 — B)|)
et H} est la restriction de Hp & 1?({0,1,...,n — 1}) (avec des conditions de bord de
Dirichlet). De plus, par un théoréme de Kotani, si Hy est purement ponctuel pour
presque tout 6, alors v(E) > 0 pour presque tout E [45].
4.2. Résultats semi-globaux

Autour de 2000, il y a eu des progres importants vers des résultats plus globaux
pour les modeles analytiques. Bourgain et Jitomirskaya ont démontré

THEOREME 4.1 ([9]). — Soit a diophantienne et soit
K,u(n) = —Au(n) + X2cos(¢ + na)u(n) ne€Z, peT,

ot A est un opérateur & décroissance exponentielle. Alors il existe une constante Ag
(indépendante de o) telle que, pour |\| > Ao, K, admette la localisation d’Anderson
pour tout ¢ dans un ensemble ® de mesure de Lebesgue totale.
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® a une description explicite et contient en particulier ¢ = 0.

Ao dépend bien siir de A, mais seulement de son taux de décroissance exponentielle.

Ce théoréme est une généralisation d’un résultat célebre de Jitomirskaya sur 'opé-
rateur de presque Mathieu (A = A) [30].

Il y a une différence importante dans cette approche par rapport & la preuve per-
turbative : démontrer la positivité de 4(E) est une partie essentielle de la preuve
(au lieu d’en étre une conséquence), et la positivité est ensuite utilisée pour obtenir
des estimations de (H} — E)~!. Dans le modele du théoréme 4.1, nous savons par
sous-harmonicité [29] que

- A
3(E) > log| 31,
qui est donc positive quand |\| > 2.
Un deuxiéme résultat important est
THEOREME 4.2 ([10]). — Soit v(E, a) Uezposant de Lyapunov du cocycle de Schro-
dinger (a, A(-, E)) avec un potentiel analytique. Alors
E v y(E,a)
est continu pour tout o € T, et
(E,0) — y(E,a)

est continu d tout point (E,a) avec o irrationnelle.

La preuve est basée sur un argument de grandes déviations et sur le principe d’ava-
lanche développés par Bourgain, Goldstein et Schlag dans leur étude sur la localisation
des opérateurs de Schrédinger quasi-périodiques [8]. Cela nous ménerait trop loin de
discuter de ces travaux importants qui méritent & eux seuls un exposé.

5. DUALITE

L’argument de dualité est maintenant classique [2]. Voici comment ¢a marche. Soit
K, Popérateur

€ Z V(k)v(n — k) — 2cos(¢ + na)v(n) n € Z,
k

ol les V(k) sont les coefficients de Fourier d'une fonction V : T — R. Supposons
que, pour un ¢ € T, il existe un vecteur propre v = {v(n) : nZ} & décroissance
exponentielle, K, v = Ev, et soit

U©) =Y v(k)e™.

k
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Alors, pour tout 6 € T,
u = {u(n) = 2™™°U(0 + na) : n € Z}
est une solution de 1’équation
Hou(n) = —Au(n) + eV (0 + na)u(n) = Fu(n) n € Z.

Une solution de cette forme s’appelle une solution de Floquet ou une onde de Bloch
quasi-périodique. On démontre que l'existence d’une telle solution implique la réduc-
tibilité du cocycle (o, A( -, E;eV)).

Par cet argument et par la localisation d’Anderson de l'opérateur de presque Ma-
thieu pour la phase ¢ = 0 [30], Puig a déduit sa solution du probléme de « 10
Martini ».

THEOREME 5.1 ([46]). — Si o est diophantienne, alors pour tout A\ # 0,42, le
spectre de l’opérateur de presque Mathieu est un ensemble de Cantor.
Récemment ceci a été étendu a tout o irrationnelle [4].

L’argument de dualité a été développé en [24] ou il est démontré que si K, est
purement ponctuel pour presque tout ¢, alors Hy est purement absolument continu
pour presque tout 6. Ce résultat, combiné avec le théoréme 4.1, nous montre que Hy
est purement absolument continu pour presque tout 6 si |[1| > g [9]. Puig a été le
premier a bien comprendre les conséquences dynamiques de ce résultat.

THEOREME 5.2 ([47]). — Il exziste une constante g9 = eo(p) telle que, pour toute
fonction analytigue V : T — R avec |eV], < go et tout o € DC, le cocycle de
Schrodinger (a, A( -, E;€V)) est réductible pour presque tout E € R.

Voici 'argument. Soit H : L2(T x Z) — L*(T x Z) l'opérateur
(Hu)(0,n) = (Hpu(6, -))(n),

et soit f € L?(T x Z). Nous avons la relation suivante entre les mesures spectrales de
H et Hy :

,U'H,f(A) =/ENHg,f(9,-)(A)d0

pour tous les ensembles de Borel A en R. Comme le spectre o(Hy) est indépendant
de 6, on en déduit que
U(H) = O’(Hg).

Considérons 'opérateur unitaire U : L%(T x Z) — L?(Z x T),
(U n.0) = (I3 F1f)(n, 0 + na),

F1:LA(TxZ)— L3 (Zx7Z), Fo:L*ZxT)— L*(Zx1Z)
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sont les transformées de Fourier respectivement dans les premier et second variables.
Alors K = UHU ! est I'opérateur

(Ku)(n, ¢) = (Kpu(-,9))(n)-

Par le théoréme 4.1, nous concluons que si |e| < go(p), alors Hy est purement
absolument continu pour presque tout 6. Par le théoréme de Ishii-Pastur [45], cela
implique que ’exposant de Lyapunov v(E) du cocycle de Schrodinger (a, A( -, E)) est
zéro pour presque tout E € o(H), donc, par le théoréme 4.2, pour tout E € o(H)
(& Pexception d’une partie isolée ol le spectre peut étre de mesure zéro, qu’on peut
négliger).

Soit maintenant X C o(H) un ensemble de Borel tel que, pour tout E € X, le
cocycle (a, A(-, E;V)) n’est pas réductible. Ceci implique que I’équation Hpu = Eu
n’a pas de solution de Floquet. Donc

X C 0(K) \ Uyea{valeurs propres de K,}.

Soit 6y € 12(Z) I'é1ément §y(n) = 6. Nous pensons & o comme élément de L?(T x Z)
et de L?(Z x T) par identification triviale §o(8, ) = do(-) = &o( -, ). Alors Uy = do.
On a donc pg, s,(X) = 0 pour tout ¢ € @, donc puk 5, (X) = 0, donc pp s (X) = 0.
Mais pp s, est la densité d’états de Hy, et on sait [13] que, pour tout ensemble de
Borel Y C v71(0), pa,5,(Y) > 0si Leb(Y) > 0. Donc Leb(X) est nécessairement = 0.
Cela conclut la preuve du théoréme 5.2.

Il existe un résultat intéressant de Bourgain dans [7]. Pour tout polynéme tri-

gonométrique V : T? — R avec un maximum non-dégénéré, il existe un 6 tel que
I’ensemble

2 .
{a € T : opp(Ho,v,a) # 2}
a une mesure de Lebesgue positive. Ceci montre que les résultats pour une fréquence
ne peuvent étre généralisés a plusieurs fréquences sans précaution.
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