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Séminaire BOURBAKI 

60 e année, 2007-2008, n° 996, p. 387 à 409 

Juin 2008 

ÉCHANGES D'INTERVALLES ET SURFACES DE TRANSLATION 

par Jean-Christophe Y O C C O Z 

1. INTRODUCTION 

Soit M une surface de Riemann compacte de genre g > 1 et u; une 1-forme ho-

lomorphe sur M, non identiquement nulle. Notons E l'ensemble des zéros de UJ. Les 

primitives locales de OJ constituent un atlas sur M — E dont les changements de 

carte sont localement des translations. Inversement, un tel atlas munit M — E d'une 

structure complexe (qui se prolonge à M ) et d'une 1-forme holomorphe pour cette 

structure. On appelle surface de translation cette structure géométrique. Elle définit 

naturellement sur M — E une forme d'aire et un champ de vecteurs vertical (s'écrivant 

^ dans les cartes). 

Pour analyser la dynamique du flot vertical, on peut considérer l'application de 

premier retour sur un segment horizontal. L'application ainsi définie est un échange 

d'intervalles : une transformation biunivoque qui est localement une translation à 

l'exception d'un nombre fini de discontinuités. 

Le cas du genre 1 est classique et bien connu : le champ de vecteurs est un champ 

constant, en général irrationnel : la transformation de premier retour à une ou deux 

discontinuités. Les échanges d'intervalles ayant une seule discontinuité sont simple

ment des rotations sur le cercle après identification des extrémités du segment. 

Voici presque 30 ans, Rauzy [51] et Veech [52] ont défini pour les échanges d'in

tervalles un algorithme qui généralise l'algorithme de fraction continue si important 

pour étudier les propriétés diophantiennes des nombres irrationnels. La définition et 

quelques propriétés de cet outil fondamental sont rappelées au §2. Veech s'en est 

servi pour démontrer de nombreuses propriétés profondes des échanges d'intervalles : 

cf. [53], [54], [55]. Une variante très utile de l'algorithme a été mise au point par 

Zorich [59]. 
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Une des propriétés très surprenantes de presque tout échange d'intervalles (quand 

la combinatoire n'est pas celle d'une rotation) est le mélange faible : d'abord démontré 

par Katok-Stepin pour 3 intervalles (ou plus généralement dans le cas de genre 1), 

elle a ensuite été obtenue par Veech sous une hypothèse un peu moins restrictive sur 

la combinatoire, avant d'être prouvée en toute généralité par Avila-Forni. Ce résultat 

est présenté au § 4. 

Auparavant, nous rappelons au § 3 quelques propriétés des surfaces de translation, 

leurs relations avec les échanges d'intervalles, et introduisons les espaces de modules 

J ^ ( 1 ) ( M , E , K ) pour les surfaces de translation d'aire 1. Cet espace de modules est 

naturellement muni d'une action de SX(2 ,R) ; on appelle flot de Teichmuller la res

triction de cette action au sous-groupe diagonal. La relation entre flot de Teichmuller 

et algorithme de Rauzy-Veech est la même qu'entre flot géodésique sur la surface mo

dulaire et algorithme usuel de fraction continue (le cas de genre un) : l'un s'obtient 

comme suspension de l'extension naturelle de l'autre. 

Pour définir les espaces de modules M^(M, E , K), on a fixé les multiplicités, 

Ki — 1,... , KS — 1 des zéros Ai... As de la 1-forme u. Les espaces de modules ainsi 

définis ne sont pas toujours connexes, mais ils ont au plus 3 composantes connexes. 

Kontsevich et Zorich ont complètement classifié ces composantes au moyen de deux 

notions : hyperellipticité et parité du spin. Leur travail est présenté succinctement 

au § 6. 

Au-dessus du flot de Teichmuller sur chaque composante de M^(M, E , K) est dé

fini un cocycle, dit de Kontsevich-Zorich, dont les propriétés gouvernent dans une 

large mesure la dynamique de presque tout échange d'intervalles. Comme le flot de 

Teichmuller est ergodique sur chaque composante d'après un résultat fondamental 

de Masur et Veech, on peut en calculer les exposants de Lyapunov. La non-nullité de 

ceux-ci avait été démontrée par Forni et fait l'objet d'un séminaire Bourbaki antérieur 

[37]. Confirmant une conjecture de Zorich, Avila et Viana ont démontré la simplicité 

des exposants de Lyapunov pour le cocycle de Kontsevich-Zorich. Leur résultat est 

présenté au § 5. 

Parce que le flot de Teichmuller s'intègre dans une action de SX(2, E), son ergodicité 

implique qu'il est mélangeant. Avila, Gouezel et moi-même avons montré qu'il est 

même exponentiellement mélangeant. Cela implique une propriété de trou spectral et 

est discuté au § 7. 

Les échanges d'intervalles, les surfaces de translation et leurs espaces de modules 

ont fait l'objet de très nombreuses recherches dans la décennie écoulée et les résultats 

présentés ci-après ne représentent qu'une partie de cette activité. J'ai choisi de pré

senter des résultats se rattachant plutôt à la théorie des systèmes dynamiques. Parmi 

les nombreux résultats importants non abordés par cet exposé, citons 

- la détermination par Eskin et Okunkov du volume des espaces de modules [12] ; 
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- l'estimation asymptotique du nombre de connexion de selles par Eskin-Masur 

[10] et Eskin-Masur-Zorich [11] ; 

- les travaux de Hubert, Lanneau, Lelièvre, Môller, Schmidt sur les groupes de 

Veech, stabilisateurs des points de l'espace des modules pour l'action de SX(2, R ) 

[19], [20, 21] [22, 23], [24] [25] à [29] ; 

- la détermination indépendamment par McMullen [42] à [45] et Calta [8] des 

ensembles fermés transitifs pour l'action de SX(2, R ) sur les espaces de modules 

en genre 2, et en particulier la classification des orbites fermées de cette action 

(surfaces de Veech) ; 

Le lecteur pourra consulter avec profit le très complet exposé de Zorich [62] pour 

une introduction à ces questions. 

2. L'ALGORITHME DE RAUZY-VEECH-ZORICH POUR LES 

ÉCHANGES D'INTERVALLES 

2.1. Échanges d'intervalles 

Un échange d'intervalles est une transformation biunivoque d'un intervalle borné 

dans lui-même qui est localement une translation à l'exception d'un nombre fini de 

singularités. 

Dans l'optique de l'algorithme décrit ci-dessous, il est préférable de nommer les 

intervalles de continuité. On se donne donc un alphabet fini S, avec d := > 2, 

et deux bijections nt^b de sur qui indiquent l'ordre dans lequel sont 

rangés les sous-intervalles dans le domaine et dans l'image de la transformation. On 

supposera toujours que cette donnée combinatoire TT = (71̂ , 71-5) est irréductible : 

T T ^ K I ...k}ï ^ ( { l , . . . *}) , VI < k < d. 

Sinon, la transformation considérée est une juxtaposition de deux transformations 

plus simples. Etant donné un vecteur de longueurs A = ( A Q ) o e g € R + , on pose 

1 = (0,£Aa) et 

£ = ( E A^> £ X ? ) 

ir£(3<n£a Tr€(3<ir£a 

pour s = t, b et a G S. 

On définit une matrice antisymétrique 0 = Q(TT) par 

a/3 

1 si 7rta < 7Ttl3,7rba > 7rb/3, 

- 1 si 7rta > TTt/3, nba < 7rb(3, 

0 sinon, 
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puis l'échange d'intervalles T = Tn^x par 

T(x) = x + YlÇl<*PX^ x e I « 

de sorte que T(J* ) = i*. 

Les singularités de T (resp. de T - 1 ) sont les d — 1 points de J — U/£ (resp. de 

/ — U/£) et sont notées < • • • < ut

d_1 (resp. < • • • < ^ . x ) . Une connexion 

est une relation T m ( ^ ) = Uj(m > 0,1 < i,j < d) qui correspond à une orbite de 

T joignant deux singularités. Keane a montré [32] qu'un échange d'intervalles sans 

connexion est minimal, et qu'un échange d'intervalles dont les coordonnées du vecteur 

de longueurs sont rationnellement indépendantes est sans connexion. 

Pour d = 2, un échange d'intervalles est sans connexion si et seulement s'il corres

pond à une rotation irrationnelle. 

2.2. Le pas élémentaire de l'algorithme de Rauzy-Veech 

Soit T = Tn,\ un échange d'intervalles. Notons at, ctb les lettres telles que 7rt(at) — 

7rb(ab) = d. 

Supposons T sans connexion. On a donc en particulier ut

d_1 ^ ud_x. On P o s e 

I = (01malx(ut

d_1,ud_1)) et on note T l'application de premier retour dans / . 

L'application T est un échange d'intervalles sans connexion T # ^ (sur le même 

alphabet ffl). Si v^d_x > ud-n o n a 

avec 7rt = 7rt et 

7T5Q + 1 Si TTbCtt < KbOL 

7Tb ot = 

T\\)OL si ir^a < TTb&ti 

ir^a + 1 si TTb&t < < d, 

7Vb<^t + 1 si TTbOt = d, 

ainsi que 
\ a = Xa a ^ at 

Ao¡t — ^a t ô¡b-

Les formules pour ud_1 > ut

d_1 sont analogues, en échangeant b et t. 

2.3. Diagrammes de Rauzy 

Une classe de Rauzy sur un alphabet £2 est un ensemble non vide de données 

combinatoires irréductibles qui est stable par Rt et i?& et minimal (pour l'inclusion) 

parmi les ensembles ayant cette propriété. Le diagramme de Rauzy associé est le 

graphe dont les sommets sont les éléments de la classe et les flèches (de type top ou 

bottom) joignent un sommet n à Rtn et #¿,71". Comme Rt et i?& sont biunivoques, 

chaque sommet est aussi extrémité d'une flèche de chaque type. Le gagnant d'une 
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flèche de type top (resp. bot tom) issue de 7r est la lettre at telle que -KTOLT = d (resp. 

la lettre a& telle que 717,0:6 = d), le perdant est la lettre 0:5 (resp. a t ) . A une flèche 7 

de type top (resp. bot tom) issue d'un sommet n est associée la matrice £? 7 € S X ( Z f â ) 

définie par 

-^7 = 1 ~f~ E A B C T T 

(resp. i ? 7 = 1 -h EATAB), où désigne la matrice élémentaire dont le seul coeffi

cient non nul, égal à 1, se trouve en position afi. À un chemin 7 = 7 1 . . .7* dans le 

diagramme de Rauzy est associé le produit B1 = BYI ... BLX. 

2.4. Les algorithmes de Rauzy-Veech et Zorich 

Soit T = T<°> = I I (o) A(o> un échange d'intervalles sans connexion sur un intervalle 

I — Comme l'échange d'intervalles T — sur I = 1^ obtenu par le pas 

élémentaire décrit en 2.2. est sans connexion, on peut itérer le processus et construire 

une suite d'échanges d'intervalles opérant sur une suite décroissante d'intervalles 

j(n> . On a p | = <j>. On note T^> = T f f ( „ ) j A ( „ ) , et 7(71, n + 1 ) la flèche de T T ^ vers 

n > 0 

n(n+i) ^ e {.yp e t 0 p o u D O t t o m suivant qu'on a appliqué Rt ou R^). Pour m < n, on 

note 7 ( m , n) le chemin composé des 7(Z, / + 1), m < / < n. Les vecteurs de longueurs 

vérifient 

A(m) = t D A ( n ) 

f ( m , n ) 7 

0 ( 7 r ( n))A ( n ) = B1{RN n ) ^ ( 7 r ^ ) A ( m ) . 

Pour chaque donnée combinatoire 7r, la matrice antisymétrique fi(7r) définit une 

forme symplectique sur l'image H(TT) := Im^n). La matrice B1{M définit alors un 

isomorphisme symplectique de H(7r^) sur H(ir(nï). 

Suivant Zorich, il est souvent préférable d'accélérer l'algorithme ci-dessus, en re

groupant en une seule étape les pas consécutifs qui correspondent à des flèches du 

même type. Lorsque d = 2, on retrouve ainsi l'algorithme d'Euclide, c'est-à-dire l'al

gorithme de fraction continue usuel. 

2.5. Dynamique des algorithmes 

Soit 91 une classe de Rauzy sur un alphabet fâ. Le pas élémentaire de l'algorithme 

de Rauzy-Veech : 

(TT, À) 1 • ( 7 ? , A) 

(cf. 2.2) induit une application de 91 x P ( R + ) dans lui-même notée QRV. Cette appli

cation admet une unique mesure invariante absolument continue [53] ; cette mesure 

est conservâtive et ergodique mais sa masse est infinie, ce qui ne permet pas de dé

ployer tout l'arsenal de la théorie ergodique. C'est pourquoi il est souvent préférable 

de considérer l'application Qz (sur le même espace 91 x P ( M ^ ) ) , induite par la version 

SOCIÉTÉ M A T H É M A T I Q U E DE F R A N C E 2009 



392 J.-C. YOCCOZ 

accélérée à la Zorich de l'algorithme. En effet, l'application Qz admet à nouveau une 

unique mesure invariante, absolument continue [59] ; mais cette mesure (ergodique) 

est maintenant finie. 

3. LES SURFACES DE TRANSLATION ET LEURS ESPACES DE 

MODULES 

3.1. Surfaces de translation 

Soit M une surface topologique orientable compacte de genre g > 0, £ = 

{Ai,... ,AS} une partie finie non vide de M et к = un s-uplet de 
nombres entiers strictement positifs tel que £( /^ — 1) = 2p — 2. 

Une structure de surface de translation sur (M, £ , к) est un atlas maximal de cartes 
sur M — E par des ouverts de С ~ R 2 qui vérifie 
(i) les changements de cartes sont localement des translations ; 

(ii) pour chaque 1 < i < s, il existe un voisinage V* de Ai, un voisinage W% de 0 G С 
et un revêtement ramifié d'ordre /с* 

Pi :(V-, А{)-> (Wi, 0) 

tel que les restrictions injectives de pi soient des cartes de l'atlas. 
De façon équivalente, on se donne une structure complexe sur M , et une 1-forme 

holomorphe ш ne s'annulant pas sur M — E et admettant en Ai un zéro d'ordre — 1 ; 
les cartes de l'atlas sont obtenues par intégration de u. Une structure de surface de 
translation sur (M, E, к) induit canoniquement 

- une orientation sur M ; 
- une forme d'aire, ne s'annulant pas sur M — E ; 
- un champ de vecteurs vertical щ et un champ de vecteurs horizontal ^ sur 

M - E. 

3.2. L'espace de Teichmuller 

L'espace de Teichmuller Q(M, Е,к) est l'ensemble des structures de surface de 
translation sur (M, E, к) modulo l'action du groupe des homéomorphismes de M qui 
sont isotopes à l'identité rel. E. L'intégration de la 1-forme holomorphe (donc fermée) 
associée à une structure de surface de translation définit une application de période : 

0 : Q(M,E,*0 -> Н о т (Я Х (М, E , Z ) , R 2 ) = Н1(М,Ъ,С). 

On peut munir Q(M, E, к) d'une topologie qui fait de 6 un homéomorphisme local. 
L'application 6 permet de transférer sur Q(M, E, к) une structure de variété complexe 
(de dimension d := 2g + s — l ) e t une forme volume canonique. 
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Si C e s t une structure de surface de translation sur (M, E , « ) et g G GL(2,R), 

l'atlas obtenu en composant par g les cartes de £ est encore une structure de sur

face de translation sur (M, £ , « ) . On en déduit une action à gauche de GL(2,R) sur 

Q(M,E , /c). 

3.3. L'espace des modules et le flot de Teichmuller 

Le groupe modulaire Mod(M, E ) des classes d'isotopie rel. E agit sur l'espace 

de Teichmuller Q ( M , S,AC). Cette action préserve le volume canonique et commute 

avec l'action de GL(2,R). L'espace quotient est Y espace des modules et est noté 

M(M, E , K). Comme l'action de Mod(M, E ) est proprement discontinue mais en géné

ral pas libre, M{M, E , n) est un orbifold. L'espace des modules est muni d'une action 

de GL(2,R). 

Une surface de translation est automatiquement munie d'une forme d'aire, dont 

l'intégrale sur la surface définit une fonction sur Q(M, E,/ç) et M(M, E , « ) . On dé

signera par Q^(M,E,K) (resp. M^\M,E,«)) l'hypersurface correspondant à une 

aire totale égale à 1. Ces hypersurfaces héritent d'une mesure canonique, et sont in

variantes par l'action de SX(2,R), action qui préserve cette mesure canonique. 

Le flot de Teichmuller est la restriction au sous-groupe diagonal d iag(e t , e - t ) de 

l'action de SX(2,R) sur M^(M, E , K). Le résultat suivant est fondamental : 

THÉORÈME 3.1 (Masur [40], Veech [53]). — La masse totale de M{1\M,Y>,K) est fi

nie. Le flot de Teichmuller est ergodique, et même mélangeant, sur chaque composante 

connexe de J ^ ( 1 ) ( M , E , t f ) . 

Les composantes connexes de M^(M, E , K) ont été déterminées par Kontsevich et 

Zorich (voir § 6 ci-dessous) ; il y en a entre 1 et 3 suivant les valeurs de g, K. 

Pour g = s = 1, on retrouve des objets très classiques : l'espace de Teichmuller 

s'identifie à GL(2, R), l'espace des modules à GL(2, R)/GL(2, Z) , l'espace des modules 

normalisé à 5L(2, R)/SX(2, Z) et le flot de Teichmuller au flot géodésique sur la 

surface modulaire. 

3.4. Les surfaces de translation comme suspensions d'échanges d'inter

valles 

Soit £ une structure de surface de translation sur (M, E, /ç) . Soit S un segment 

horizontal. L'application de premier retour sur S du flot engendré par le champ de 

vecteurs vertical ^ est un échange d'intervalles; cependant, si S ne rencontre pas 

toutes les orbites du flot, cet échange d'intervalles ne représente pas toute la dyna

mique du flot. Par ailleurs, comme le montre déjà l'exemple d'un flot irrrationnel 

sur un tore, un choix arbitraire de S peut créer un échange d'intervalles inutilement 

compliqué. Ceci conduit à la définition suivante : un segment horizontal S est bon si 
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(i) son extrémité gauche est Ai G E ; 

(ii) l'intérieur de S rencontre toute connexion verticale (un segment vertical dont les 

deux extrémités, éventuellement confondues, appartiennent à E) ; 

(iii) son extrémité droite soit est un point de E, soit est reliée à un point de E par un 

segment vertical qui ne rencontre pas l'intérieur de S. 

Lorsque la surface de translation ne possède pas de connexion verticale, ou ne 

possède pas de connexion horizontale, il existe toujours de bons segments horizontaux. 

Comment reconstruire une surface de translation à partir de l'application de retour 

du flot vertical sur un bon segment horizontal ? 

Soit T = un échange d'intervalles ; on se donne aussi un vecteur de suspension 

t = (T~ot)aeA vérifiant 

(1) vl := T« > °» vk := r<* < °» 1 < ̂  < d-
7rta<k 7TbOc<k 

Dans les cas favorables, les deux lignes polygonales joignant dans C = M2 le point 0 

au point Y^a ^ a + * E « T<* y i a l e s points u\ + iv\, 1 < k < d (resp. ub

k +ivb

k, 1 < k < d) 

délimitent un polygone et on obtient une surface de translation en identifiant les côtés 

parallèles de ce polygone. Une construction dite de « zippered rectangles » due à Veech 

permet d'aboutir au même résultat dans tous les cas. 

Notons Mnj\jT la surface de translation ainsi construite ; l'intervalle i" sur lequel T 

opère devient un bon segment horizontal sur M^yx,r et T est l'application de retour 

du flot vertical sur I. Inversement, soit .9 un bon segment horizontal sur une surface 

de translation (M, E, K, £) ; écrivons l'application de premier retour sur S comme un 

échange d'intervalles Tn^\ ; il existe un unique choix de vecteur de suspension r tel 

que (M, E,/c, Q soit isomorphe à Mny\jT (l'isomorphisme étant l'identité sur S). 

L'ensemble E pour Mnj\jT est constitué des images des sommets du polygone. Le 

genre g de MVtxiT, le cardinal s de E et le cardinal d de S sont reliés par la formule 

d = 2g+s — 1. Les formes linéaires À a + z r a , a G S , forment une base de H1 (M, E, C) ; 

l'image H(ir) de Q(7r) s'identifie alors à l'homologie absolue de M . 

3.5. Flot de Teichmûller et algorithme de Rauzy-Veech 

Le flot de Teichmûller est, à un ensemble de codimension un près et à un revêtement 

fini près, obtenu par suspension de l'algorithme de Rauzy-Veech, ou plutôt de son 

extension naturelle. 

Sur la surface de translation Mn^x,r du numéro précédent est en effet privilégiée une 

séparatrice horizontale sortante issue du point Ai de E, correspondant à l'extrémité 

gauche de l'intervalle / sur lequel opère T ^ A ; cette extrémité est préservée au cours 

de l'algorithme de Rauzy-Veech. Ce marquage de MK,X,T correspond à un revêtement 

M(M, E, K) de degré « i . 
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Soit 91 une classe de Rauzy, 2) le diagramme associé. Pour chaque élément 7r de 91, 

notons W(n) l'ensemble des triplets (ir, À , r ) qui vérifient (1), À A > 0 pour a E A et 

avec 7rtat — n^ab = d. Pour chaque flèche 7 : n —• n' de 2), on recolle une partie des 

bords de W(TT) et W(nf) en identifiant (71-, À, r) à (nf * B^Xf B^T) (car ces deux 

données produisent des surfaces de translations isomorphes). Le flot de Teichmûller 

dans W(TT) se traduit par 

(7T,À,T) - > ( T T ^ À ^ - V ) 

donc peut être effectivement vu comme suspension de l'extension naturelle QRV de 

QRV> version projective de l'identification ci-dessus. A chaque classe de Rauzy est 

associée ainsi une composante connexe d'un espace de modules M (M, E, k). 

4. MÉLANGE FAIBLE POUR LES ÉCHANGES D'INTERVALLES 

4.1. Ergodicité, unique ergodicité, mélange faible 

Un échange d'intervalles sans connexion est minimal. Lorsque d = 2, une rotation 

minimale du cercle est automatiquement ergodique et même uniquement ergodique. 

Ce n'est plus le cas pour des échanges d'intervalle pour lesquels la surface obtenue 

par suspension est de genre > 2. Il existe des échanges de 4 intervalles qui sont sans 

connexion mais pas ergodiques (pour la mesure de Lebesgue) [34], [33]. 

Cependant, Masur [40] et Veech [53] ont montré que presque tout échange d'inter

valles est uniquement ergodique ; plus précisément, pour toute donnée combinatoire 

7T, et pour Lebesgue presque tout À, Tn,\ est uniquement ergodique. 

À l'inverse, Katok a montré [30] qu'un échange d'intervalles n'est jamais mélan

geant. Rappelons qu'une transformation T préservant une mesure m est mélangeante 

si on a 

Une notion intermédiaire et importante entre ergodicité et mélange est le mélange 

faible, qui requiert 

1 < ¿2 Aa < 1 + min(A a t,A a J 

a 

lira m(T-n(A) N B) = m(A)m{B) 

pour toutes parties boréliennes A, B. L'ergodicité équivaut à 

1 
lim -У^(т(Т-к(А)ПВ)-т(А)т(В)) = 0. 

lim - ^2 \™(T~k(A) D B) - m(A)m(B)\ = 0. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2009 



396 J.-C. YOCCOZ 

Une définition équivalente est que T x T est ergodique pour m x m. Une autre 

définition équivalente est que l'opérateur induit par T sur L2(m) n'a pas de fonction 

propre non constante. 

4.2. Résultats 

Bien sûr, une rotation n'est jamais faiblement mélangeante, les fonctions exponen

tielles exp 2irinx étant fonctions propres. 

On dira qu'une donnée combinatoire TT est rotationnelle si 7Tt(a) — n^a) mod d 

est indépendant de a. 

Du point de vue du mélange faible, les rotations sont exceptionnelles, comme le 

montrent les résultats qui suivent (chacun améliorant le précédent) : 

THÉORÈME 4.1 (Katok-Stepin [31]). — Si le genre de la surface obtenue par suspen

sion est 1, mais TT n'est pas rotationnelle, presque toutT^^x est faiblement mélangeant. 

THÉORÈME 4 . 2 (Veech [54]). — Si ( 1 , . . . , 1) ^ H(n), presque tout est faible

ment mélangeant. 

THÉORÈME 4 . 3 (Avila-Forni [2]). — Si TT n'est pas rotationnelle, presque tout T^:x 

est faiblement mélangeant. 

Avila et Forni ont aussi obtenu la version en temps continu. 

THÉORÈME 4 . 4 (Avila-Forni [2]). — Pour toutes données ( M , avec g > 2, le 

flot vertical de presque toute structure de surface de translation dans M{M, E , K) est 

faiblement mélangeant. 

4.3. Quelques mots sur les démonstrations 

Nous nous restreignons au cas des échanges d'intervalles. Soit 91 une classe de 

Rauzy. Veech montre [54] qu'il existe un ouvert non vide U C 91 x P(E^) possédant 

la propriété suivante. Supposons qu'un échange d'intervalles Tn,x agissant sur un 

intervalle / , un d-uplet h G T f â et une fonction non constante ip : I —> T vérifient 

<p(Tx) = (P(x) + h c n x e l t

a . 

Alors, on a 

lim ||-B 7 ( n)h | |T8 = 0. 

QN

RV{K,\)eU 

Ici, 7(n) désigne le chemin dans le diagramme de Rauzy associé à 91 qui correspond 

aux n premières étapes de l'algorithme de Rauzy-Veech pour T^x ; comme la matrice 

J9 7( n) est à coefficients entiers, elle opère sur Tu et ||a;||T8 désigne la distance à l'origine 

sur ce tore. 
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Ce critère de Veech, appliqué à la diagonale de T s , permet d'obtenir facilement le 

théorème de Katok-Stepin et celui de Veech. Il est aussi à la base de la démonstration 

d'Avila-Forni, mais la preuve dans ce cas est considérablement plus difficile. 

5. EXPOSANTS DE LYAPUNOV DU COCYCLE DE ZORICH 

5.1. Les cocycles de Zorich et Kontsevich-Zorich 

Soient M, E , K comme dans la section 3.1. Sur le produit Q(X\M, E , K) X i 7 1 ( M , R ) 

de l'espace de Teichmùller (pour les structures de surfaces de translation d'aire 1) par 

le premier groupe de cohomologie, considérons le flot 

( * > C , Î 7 ) ~ ( ( o e°-t )-Cv) 

avec t G M , ( G E ,« ) , r j G H1 (M,M). 

Le groupe modulaire Mod (M, E ) agit naturellement sur Q^(M, E , K) X H1 (M, M) 

et cette action commute au flot considéré. En passant au quotient, on obtient un flot 

linéaire sur un fibre vectoriel au-dessus de M^(M, E , K), qui se projette sur le flot de 

Teichmùller sur M^(M,E,/Ç). Le cocycle déterminant ce flot est appelé cocycle de 

Kontsevich-Zorich [35]. 

La version discrète de ce cocycle, qui est plus concrète, avait auparavant été in

troduite par Zorich [59], [60]. Soit 91 une classe de Rauzy sur un alphabet S. Sur le 

fibre vectoriel 

(J {TT} X P(R*) X H(TT) 

au-dessus du domaine iS x P(M+) de QRV, considérons le cocycle 

(TT,A,V) (QRV(TT, À ) , B 7 V ) , 

où 7 est la flèche du diagramme de Rauzy associé à ffl qui correspond au pas élémen

taire de l'algorithme à partir de (7r, À) . On a vu que la mesure naturelle invariante par 

QRV est de masse infinie. Il est donc préférable d'accélérer le temps de l'algorithme 

et de considérer plutôt 

(n,X,v) i-> (Qz(ir,\),B^v), 

où le chemin 7 est la concaténation des flèches associées aux pas de l'algorithme 

de Rauzy-Veech constituant un seul pas de l'algorithme de Zorich. Ce produit fibre 

au-dessus de Qz est appelé cocycle de Zorich. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2009 



398 J.-C. YOCCOZ 

On a rappelé que le flot de Teichmùller s'obtient, à revêtement fini près et à un 

ensemble de codimension un près, comme suspension de l'extension naturelle de l'al

gorithme de Rauzy-Veech ; les cocycles de Kontsevich-Zorich et de Zorich se corres

pondent par suspension. Leurs propriétés dynamiques sont donc étroitement reliées, 

puisque seul un reparamétrage du temps les différencie. 

5.2. Exposants de Lyapunov 

Considérons une composante connexe d'un espace de modules M^(M, S, K). 

La restriction du flot de Teichmùller à *6 est ergodique (et même mélangeante) pour 

la mesure canonique, qui est de masse totale finie. Le théorème d'Oseledets garantit 

donc l'existence d'exposants de Lyapunov 

01 > 0 2 > • • • > e2g 

pour le cocycle de Kontsevich-Zorich. 

Le caractère symplectique de ce cocycle implique qu'on a 0* + Qig-\-\-i — 0 pour 

1 < i < 2g. 

Le résultat suivant a fait l'objet d'un séminaire Bourbaki [37] : 

THÉORÈME 5.1 (Forni [15]). — Le cocycle de Kontsevich-Zorich est hyperbolique : 

on a 6g > 0. 

Un résultat plus précis, conjecturé par Zorich, a ensuite été obtenu par Avila et 

Viana : 

THÉORÈME 5 .2 (Avila-Viana [4]). — Les exposants de Lyapunov du cocycle de 

Kontsevich-Zorich sont simples : on a 

0i > • • • > 6g > 00+i = —6g > • • • > 62g = —6\. 

Il est facile de voir que 0i = 1. L'inégalité stricte 0i > 62 (qui équivaut à l'hyper-

bolicité du flot de Teichmùller) est plus simple et avait été obtenue auparavant par 

Veech [56]. 

Kontsevich [35] a par ailleurs établi une formule pour la somme 0i + 62 H h 6g 

des exposants de Lyapunov positifs, qui correspond au taux de dilatation maximal 

des sous-espaces lagrangiens dans H1 (M, R ) . 

Les exposants de Lyapunov pour le cocyle de Zorich sont proportionnels à ceux du 

cocycle de Kontsevich-Zorich, donc vérifient les mêmes conclusions (à part 0i = 1 !). 
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5.3. Conséquences 

Les résultats qui suivent ont été découverts numériquement par Zorich [60], [61], 

qui a aussi montré comment les déduire des théorèmes (à l'époque encore conjectu

raux) de Forni et Avila-Viana. 

Soit Ç une structure de surface de translation sur (M, £ , « ) , générique pour la 

mesure canonique sur ÎS(M, E, K). Il existe alors des sous-espaces 

{ 0 } ^ 0 c £i(C) C • • • C Eg(C) C tfi(M,R) 

avec diml^(C) = i Qui ont la propriété suivante. Pour T > 0, soit 7(T) un lacet 

obtenu en complétant un segment horizontal (pour la métrique plate définie par £) de 

longueur T par un chemin de longueur bornée (indépendante de T) ; on a 

l o g d i s t ( 7 ( T ) , E i ( 0 ) „ „ . 
l i m s u p ^ \ J =ft+i> 0 
T-++oc logT 

et 

sup dist([7(T)] ,^(C))<+oo, 
T 

où [7(T)] est la classe de 7(T) dans # i ( M , R ) . 

La version discrète de ce phénomène est la suivante. Soit T = T ^ A un échange 

d'intervalles, le vecteur de longueurs À étant générique pour la mesure de Lebesgue. 

Considérons la fonction <p à valeurs dans qui vaut ea sur /£ , (ea)ae% désignant la 

base canonique de Zn. Les sommes de Birkhofï 

^0c £i 
n-1 

E 
г=0 

<роГ 

vérifient alors la propriété suivante. Pour tout x, on a 

log dist(Sn(p(x),Ei(7T,\)) . 
hmsup — = 0i+i, 0 < i < g 
n-»+oo log n 

et 

sup dist(Sn(p(x),EG(7T, X)) < +00, 
n 

où EQ = {0} C -E?i(7r, À) C ••• C Eg(7r,\) C M f â sont des sous-espaces avec 

dim £¿(71-, À) = i. 

5.4. Éléments de la preuve du théorème d'Avila-Viana 

La simplicité des exposants de Lyapunov a déjà une assez longue histoire. Dans le 

cadre probabiliste d'un produit de matrices aléatoires, on citera le travail pionnier de 

Furstenberg [16] et les résultats de Guivarc'h-Raugi [18] et Goldsheid-Margulis [17] 

et, dans un cadre déterministe, ceux de Ledrappier [38], Bonatti-Gomez-Mont-Viana 

[6], Bonatti-Viana [7]. 

La simplicité des exposants de Lyapunov est obtenue à partir de deux ingrédients : 
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- le caractère chaotique du flot de Teichmûller ou, de façon équivalente (cf. §3.5), 

des applications Qz ou QRV ; cette propriété a été établie par Veech. 

- deux propriétés du cocycle de Zorich appelées « torsion » et « pincement » que 

nous présentons ci-dessous. 

La propriété de torsion du cocycle de Zorich est la suivante. Soit 91 une classe 

de Rauzy, n un élément de R, F un sous-espace vectoriel de H(n) de dimension 

k, F i , . . . ,Fi des sous-espaces vectoriels de H(7r) de codimension k. Il existe alors 

un lacet 7 basé en TT dans le diagramme de Rauzy associé à 91 tel que le sous-espace 

B1F soit transverse à chacun des F{. 

Pour définir la propriété de pincement, introduisons sur H(7r) un produit scalaire 

auxiliaire ; pour un lacet 7 basé en 7r, notons o\(7) > 02(7) > . . . les valeurs propres, 

comptées avec multiplicité de l'opérateur B(J)*B(J). On demande que, pour toute 

constante C > 1 et tout 7r G R, il existe un lacet 7 basé en n tel qu'on ait 0^(7) > 

CCTÏ+I(7) pour 0 < i < dimif(7r). 

Avila et Viana établissent ces propriétés du cocycle de Zorich par récurrence sur 

le nombre d'intervalles échangés. Pour d = 2, ces propriétés résultent de propriétés 

élémentaires de l'algorithme classique de fraction continue. Dans l'étape de récurrence, 

on cherche à établir les propriétés de torsion et de pincement pour un diagramme de 

Rauzy 2) à partir des mêmes propriétés pour les diagrammes plus simples. 

La relation entre un diagramme de Rauzy 2) et des diagrammes plus simples s'ex

prime par l'opération de réduction. Supposons que l'un des intervalles soit de 

longueur négligeable ; la lettre a ne peut alors être gagnante. On efface donc dans 2) 

toutes les flèches dont le gagnant est a. Les composantes connexes du graphe restant 

sont, à quelques décorations près, des diagrammes de Rauzy 2)' dont l'alphabet est 

contenu dans £2 — {a}. Au niveau de M{M, E , K ) , cela correspond à des compactifi-

cations partielles de l'espace des modules par des espaces de modules plus simples. 

Le genre g' du diagramme de Rauzy 2)' est toujours au plus égal au genre g de 2). 

L'opération de réduction est facile à contrôler lorsque g' = g, plus délicate lorsque 

9' <9-

6. COMPOSANTES CONNEXES DE L'ESPACE DES MODULES 

Les composantes connexes des espaces de modules M(M, E , K) ont été classifiées 

par M. Kontsevich et A. Zorich [36]. Nous décrivons dans cette section leur résultat. 

Comme les surfaces considérées sont toujours connexes, il suffit de traiter le cas où 

tous les Ki sont > 1, ce que nous supposons dans cette section. 
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6.1. Composantes hyperelliptiques 

Soient d un entier > 4 et P G C[z] un polynôme de degré d-\-1 dont les racines sont 

simples. En compactifiant la surface {w2 = P(z)} par un ou deux points à l'infini 

suivant que d est pair ou impair, on obtient une surface de Riemann de genre g = [|]. 

De plus, la 1-forme holomorphe UJ = ^ ne s'annule pas à distance finie ; lorsque d est 

pair, a; a un zéro d'ordre d — 2 = 2g — 2 au point à l'infini ; lorsque d est impair, 

u) a un zéro d'ordre = g — 1 en chacun des deux points à l'infini. Les surfaces de 

translation ainsi définies correspondent donc aux cas 

- d = 2 0 , s = # E = l , « i = 2 0 - l ; 

- d = 2g + 1, s = # E = 2, K\ = K2 = g-

Pour a G C*, b G C les polynômes et a~2P(az + 6) produisent des surfaces de 

translation isomorphes. On dispose donc de d paramètres complexes indépendants; 

c'est aussi la dimension (complexe) des espaces de modules pertinents. Pour chaque 

entier d > 4, les surfaces de translation ainsi construites décrivent une composante 

connexe de l'espace des modules approprié, qu'on appellera hyperelliptique. 

Les cas d — 4t et d = 5 correspondent aux deux choix pour K en genre 2 : un 

zéro double ou deux zéros simples pour la 1-forme UJ. Dans ces deux cas, l'espace des 

modules est connexe et donc égal à sa composante hyperelliptique. Cela peut se voir 

par exemple en considérant les classes de Rauzy avec d = # S G { 4 , 5 } . En fait, de 

façon générale, les classes de Rauzy correspondant aux composantes hyperelliptiques 

sont celles qui contiennent la donnée combinatoire 7r* = (7rt,7Tfc) telle que 7rt(a) + 

7Tb(a) = d + 1 pour tout a G S. 

6.2. Parité du spin 

On suppose ici que tous les Ki sont impairs > 3. Une structure de surface de trans

lation sur (M, E, k) définit une structure complexe sur M et un diviseur canonique 

T,(Ki — l)Ai pour cette structure. Comme les Ki sont supposés impairs, on peut former 

le diviseur D = |E( /^ — l)Ai et définir ainsi une structure spin; la parité de cette 

structure est celle de la dimension de l'espace des fonctions méromorphes / telles que 

(f) + D>0. 

On renvoie à [Mi], [At], [Mu] pour plus d'informations. La parité de la structure spin 

est invariante par déformation et est donc un invariant de chaque composante connexe 

de l'espace des modules (lorsque tous les /^ sont impairs!). On peut d'ailleurs la 

calculer comme suit : on choisit une base symplectique a>i,bi,l < i < g pour H\(M, Z ) . 

Pour chaque lacet 7 sur M — E, ((M, E, K) étant muni d'une structure de surface de 

translation), on définit l'indice ind (7) comme le degré mod2 de l'application de S1 

dans 5 1 qui associe à t l'angle entre ^(t) et la direction horizontale en ^(t). Il ne 
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dépend que de la classe de 7 dans Hi (M, Z) car les Ki sont impairs. La parité de la 

structure spin est alors donnée par 

9 
^ ( i n d (a^ + l)(ind (bi) + 1) mod 2. 
i=l 

6.3. Classification 

Le résultat de Kontsevich et Zorich est que hyperellipticité et parité du spin clas

saient les composantes. Plus précisément : 

1. Lorsque l'un des Ki est pair, l'espace des modules M(M,E,k) est connexe sauf 

si s = 2, ni = K2 = g pair > 4 ; il y a alors une composante hyperelliptique et 

une composante non hyperelliptique. 

2. Si tous les Ki sont impairs, avec s > 3 ou s = 2, KI ^ «2, il y a deux composantes, 

distinguées par la parité du spin. 

3. Lorsque 5 = 1, g > 4 ou s = 2, Ki = «2, g impair > 5, il y a 3 composantes, l'une 

hyperelliptique et les deux autres non hyperelliptiques, distinguées par la parité 

du spin. 

4. Lorsque g = 2, s = 1, l'espace des modules est connexe. Lorsque g = 3 et s = 1 

ou s = 2, Ki = K2 = 3, il y a deux composantes, l'une hyperelliptique, l'autre 

pas (celle-ci est de spin impair). 

6.4. Méthode de démonstration 

La confluence des zéros de la 1-forme organise, pour chaque genre g, les différents 

espaces de modules comme les strates d'une stratification. La strate minimale est alors 

celle pour laquelle s = 1 : la 1-forme a un seul zéro de multiplicité 2# — 2. 

Kontsevich et Zorich ramènent l'analyse des strates supérieures à celle de la strate 

minimale en prouvant le résultat suivant : pour toute strate S", et toute composante 

connexe C de la strate minimale, il existe une et une seule composante de S' dont 

l'adhérence contienne C. 

Reste à classifier, pour chaque genre g, les composantes de la strate minimale. Cela 

se fait par récurrence sur g. Étant donnée une surface de translation avec un seul 

zéro Ai de multiplicité 2g — 2, une procédure locale d'abord décrite dans [11] permet 

d'attacher une anse : on dédouble Ai en deux zéros A!X,A![ (de multiplicités fci,fc"), 

on fend la surface suivant le segment joignant ces deux zéros et on recolle les deux 

côtés de la fente aux deux extrémités d'un cylindre. On obtient ainsi une surface de 

genre g + 1 avec un seul point marqué (le recollement du cylindre ayant identifiée A[ 

et A") de multiplicité maximale 2g. La parité du spin de la surface obtenue dépend 

de la parité de k[. 
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Cette construction permet de montrer qu'il y a au moins autant de composantes 

connexes qu'annoncées dans la section 6.3. Pour voir qu'il n'y en a pas plus, on procède 

à nouveau par récurrence sur g et il faut cette fois « arracher » une anse, ce qui se fait 

en présentant la surface comme suspension d'un échange d'intervalles dont la donnée 

combinatoire a des propriétés appropriées. 

7. MÉLANGE EXPONENTIEL DU FLOT DE TEICHMÜLLER 

7.1. Soit une composante connexe d'un espace de modules M^(M,E,K). Rap-

pelons que *6 est muni d'une mesure canonique, de masse totale finie, préservée par 

l'action du groupe SX(2 ,R) . Notons L\{^6) l'espace des fonctions de carré integrable 

et de moyenne nulle sur g\ On dispose donc d'une représentation unitaire p = p% de 

SX(2 ,R) dansZ,2(g>). 

L'ergodicité du flot de Teichmiiller, démontrée par Masur et Veech (cf. 3.3), im

plique l'ergodicité de l'action de 5L(2, R ) sur {?, et celle-ci signifie que p ne contient 

pas la représentation triviale. L'examen des représentations unitaires irréductibles de 

SX(2, M) permet alors de conclure que le flot de Teichmiiller est mélangeant, c'est-à-

dire qu'on a 

lim / cp о g* • ф = О 

pour tous (p,ip G LQ (g1) désignant le flot de Teichmiiller. 

L'ergodicité de l'action de SL(2 ,R) , c'est l'absence d'un vecteur invariant dans 

LQ(^). On dit que p a un trou spectral si la propriété plus forte suivante est vérifiée : 

il existe des éléments g\... g^ de 5L(2, R ) et e > 0 tels que, pour tout vecteur unitaire 

v de LQ^), on ait 

sup \\giv - v\\ > e. 

La propriété de trou spectral est équivalente à une propriété de la décomposition 

de p en représentations unitaires irréductibles. Rappelons qu'outre la représentation 

triviale, celles-ci se répartissent suivant Bargmann en série discrète, principale et com

plémentaire. C'est cette dernière qui nous intéresse ; elle est paramétrée par un réel 

5 G (0,1), l'espace de Hilbert étant donnée par 

Я 8 = { / : R —> С , II/U2 := / 
./IH 

f №f(y) dxdy < +00} 

et l'action de 5L(2, R ) par 

: í ) - / w - ( e + í ) " , - / ( = í 3 ) -
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La propriété de trou spectral pour p est équivalente à la propriété suivante : il existe 

e > 0 tel qu'aucune représentation de la série complémentaire avec 1 — e < s < 1 

n'intervienne dans la décomposition de p. 

Il se trouve que la propriété de trou spectral est équivalente à une propriété dy

namique, le mélange exponentiel pour le flot de Teichmuller. Cette dernière propriété 

signifie qu'il existe S > 0 tel qu'on ait 

(2) j'Vog* .iP<C(<p,il>)e-5t 

pour t > 0 et (p, i\) de classe C°° à support compact et de moyenne nulle sur 

THÉORÈME 7.1 ([3]). — Le flot de Teichmuller est exponentiellement mélangeant 

pour toute composante de tout espace de modules ^ ^ ( M , E, fc). 

L'inégalité (2) est en fait valable pour une classe bien plus large que C°° à support 

compact : la régularité Hôlder suffit, avec une condition de croissance à l'infini. 

7.2. Le mélange exponentiel est caractéristique des systèmes dynamiques les plus 

chaotiques. C'est par exemple une propriété classique des difféomorphismes d'Anosov 

du tore T n préservant la mesure de Lebesgue. On sait depuis Veech [56] que le flot 

de Teichmuller est hyperbolique (cela équivaut à l'inégalité 6i > O2 de 5.2). Pour 

obtenir le mélange exponentiel du flot de Teichmuller, il y a par rapport au cas des 

difféomorphismes d'Anosov deux difficultés : 

- on a affaire à un flot plutôt qu'à un difféomorphisme ; 

- défaut d'uniformité et de compacité. 

Que la première difficulté soit sérieuse apparaît dès qu'on observe qu'une suspen

sion en temps constant d'un difféomorphisme d'Anosov ne peut être mélangeante. 

C'est Dolgopyat [Do] qui a le premier développé des outils permettant de montrer 

le mélange exponentiel pour certains flots d'Anosov. Baladi et Vallée [5] ont déve

loppé ces techniques dans un cadre assez proche de celui du flot de Teichmuller, et 

ces techniques sont adaptées dans l'article [3]. 

7.3. La maîtrise des problèmes d'uniformité et de compacité repose sur une estimation 

« diophantienne » que nous présentons ci-dessous. Fixons un diagramme de Rauzy 

2) et un sommet 7r de 2). Munissons l'ensemble {Tni\,J2\a = 1} de la mesure de 

Lebesgue normalisée en probabilité. À chaque T G sans connexion, on associe (cf. 

2.4) un chemin 7 T dans 2) issu de n et une suite (T^) d'échanges d'intervalles qui 

sont les applications de premier retour de T sur une suite décroissante d'intervalles 

( j ( n ) ) . Notons Q( n ) le plus grand temps de retour de T dans I^n\ Pour chaque entier 

n, notons n + le plus petit entier (dépendant de T) tel que tous les coefficients de la 

matrice B 7 ( n j n + ) soient strictement positifs. 
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THÉORÈME 7 .2 ([3]). — // existe des constantes c > 0 , 0 > 0, ne dépendant que de 

2), telles que Vinégalité suivante soit vérifiée : pour tout chemin fini 70 dans 2) issu 

de 7T (de longueur n) et toute constante A> 2, on a 

P(Q< n + ) > AQ^\7

T(0,n) = 70) < CQogAfA-1. 

La démonstration utilise comme dans [4] (cf. § 5 .4) une récurrence sur le nombre 

d'intervalles via des opérations de réduction. 

On notera que de telles conditions diophantiennes apparaissent dans [39], où les 

résultats fondamentaux de Forni [14] sur l'équation cohomologique sont précisés ; mais 

l'estimation de mesure de [39] est bien plus faible que l'estimation ci-dessus. 
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