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LA SERIE PRINCIPALE UNITAIRE DE GL2(Qp)
par

Pierre Colmez

Résumé. — Cet article s’inscrit dans le cadre de la correspondance de Langlands locale
p-adique pour la série principale unitaire de GL2(Qjp). Nous utilisons la théorie des
(¢, I')-modules de Fontaine pour établir, dans les cas semi-stable et non géométrique,
un lien direct entre (le dual de) la représentation de GL2(Qjp) et le (¢,I')-module

associés  la représentation de Ga](C_lp /Qp).

Abstract (The unitary principal series of GL2(Qjp)). — This paper is devoted to the p-adic
local Langlands correspondence for the unitary principal series of GL2(Qp). We use
Fontaine’s theory of (¢, I')-modules to establish, in the semistable and non geometric
cases, a direct link between the (dual of the) representation of GL2(Qp) and the

(¢, I')-module attached to the representation of Gal(ap /Qp).

Introduction

Cet article est une fusion partielle de [22] et [23] qui sont destinés & rester inédits.
Certaines questions qui y sont soulevées sont traitées dans [29]; quand c’est le cas,
ceci est indiqué par une note de bas de page.

0.1. Notations. — Soit p > 3 un nombre premier ). On fixe une cloture algé-
brique Q,, de Q,, et on note ¥g, = Gal(Q,/Q,) le groupe de Galois absolu de Q,
et Wq, C 9q, son groupe de Weil (qui est dense dans ¥q,). Si g € Wq,, on note
deg(g) € Z Dentier défini par g(z) = " sige F,.

Soit x : 9q, — Z, le caractere cyclotomique. Si Foo = Qp(pp), le noyau 5 de x
est aussi égal a Gal(ap /Fs), ce qui permet de voir x aussi comme un isomorphisme
de I' = Yq,/H# = Gal(Fuw/Qp) sur Zy. Si a € Zy, on note g, 'élément de I' défini
par Xx(04) = a.

Classification mathématique par sujets (2000). — 11F** 11S**.
Mots clefs. — Série principale, représentation unitaire, correspondance de Langlands locale.
(1) 1’extension & p = 2 ne devrait pas poser de problémes autres que rédactionnels...
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214 P. COLMEZ

Dans tout I'article, L désigne une extension finie de Q,, d’anneau des entiers O,
et de corps résiduel k. Soit 7 (L) I'ensemble des caractéres continus § : Q5 — L*.

La notation est justifiée par le fait que T (L) est ensemble des points L-rationnels
d’une variété analytique 7. On note juste z € F(L (L) le caractére induit par I'inclusion

de Q, dans L, et |z| le caractére envoyant z € Q* sur p~*»(®). Si § € F(L , on note
7 P

log 6(u)

logu

L’abélianisé WQp de Wq,, est isomorphe a Q d’apres la théorie locale du corps de

w(d) son poids, défini par w(d) = ol u € Zy n’est pas une racine de I'unité.

classes, ce qui permet de voir un élément de T (L) aussi comme un caractére continu
de Wq,. De maniere explicite, si g € Wq, et § € J(L), alors 6(g) est défini par la
formule

8(g) = 8(p)~*ED5(x(g))-

Si 4 est unitaire (i.e. si vp(6(p)) = 0), alors J se prolonge par continuité & %q,, ce
qui permet aussi de voir § comme un caractére de 9q,, et w(d) est alors le poids de
Hodge-Tate généralisé de la représentation L(J) de %q, définie par 0. Par exemple
z|z|, qui est unitaire, correspond au caractére cyclotomique ¥ ; son poids est 1.

0.2. L’espace des parameétres .%;,. — On note (d1,02) un élément generlque
de 7 x 9 et on définit . comme la variété analytique obtenue en éclatant TxT
le long des sous-variétés §;0, 2 = z'|z|, pour i entier > 1, et des variétés 6152 =zt
pour ¢ entier > 0. On a donc une projection de . sur T x T dont les fibres sont
en général réduites & un point et isomorphes & P! dans le cas contraire. On note un
élément générique s de . (L) sous la forme s = (61, d2,.%), ol . = o0 € P°(L) si la
fibre au-dessus de (81,d2) est réduite & un point, et £ € P*(L) sinon.

On note %, le fermé de . constitué des s vérifiant les conditions

vp(1(p)) + vp(d2(p)) =0 et wvp(1(p)) 20

Si s € 4 (L), on associe & s les invariants u(s) € Q4 et w(s) € L définis par
u(s) = vp(d1(p)) = —vp(d2(p)) et w(s) = w(b1) — w(da)-
On partitionne .%; sous la forme %y = L8[ #5794 [ L2, ou
o 7 est ensemble des s tels que w(s) ne soit pas un entier > 1;
o .7<Ms est I’ensemble des s tels que w(s) soit un entier > 1, u(s) < w(s) et £ = oo}
o 75" est I'ensemble des s tels que w(s) soit un entier > 1, u(s) < w(s) et &£ # oo;
o 79" est ensemble des s tels que w(s) soit un entier > 1, u(s) = w(s);
o 72 est ensemble des s tels que w(s) soit un entier > 1, u(s) > w(s).

cris », « st », « ord » et « ncl » sont respec-
tivement censés faire penser & « non géométrique », « cristalline », « semi-stable »,
« ordinaire » et « non classique ». Cette terminologie vient de la classification des
représentations galoisiennes associées aux formes modulaires surconvergentes.

On partitionne aussi .#; sous la forme #, = A [[ S, ol
e ¥ est 'ensemble des s tels que u(s) =0;
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LA SERIE PRINCIPALE UNITAIRE DE GL2(Qp) 215

e .7, est I'ensemble des s tels que u(s) > 0.
Si truc € {ng, cris, st, ord, ncl} et machin € {+,0, *x}, on note #u¢ . Pintersection

de .#tUC et . Fnachin. En particulier, les ensembles .#9™ et 5’0“‘31 sont vides.
Finalement, on pose Fy = Sa® [[ #T [[ S5,

Remarque 0.2. — L’application s = (8;,02,00) = §' = (2%(*)5, 27(9)§;,00) est une
involution de .7

0.3. Représentations de GL3(Q,). — Si £ € L, on note logy le logarithme
normalisé par loge, p = 2, et si £ = oo, on définit log,, par log,, = vp; on a donc
logo. (z) = limg o £ log & (x).

Si s = (81,02,-2) € .4, on note &, le caractere (z|z|)~16;;'. Remarquons que,
si s € S, on ne peut avoir .Z # oo que si J, est de la forme z°, avec i € N. On
associe & s les représentations B(s), M(s) et II(s) de GL(Q,) définies de la maniére
suivante.

B(s) est 'ensemble des ¢ : Q, — L de classe ® €*(*) telles que z — d5(z)p(1/x)
se prolonge en une fonction de classe *(*) en 0. L’action de (2 4) € GL2(Q,) est
donnée par la formule
(6% (28))(@) = (l257)(ad — be) Ss(cz + d)qS(:;:iZ).

Si 6, n’est pas de la forme z?, avec i € N, on prend pour M (s) I’espace vectoriel
engendré par 1, et les d;(z — a), pour a € Q,.

Si §; = z¢, avec 4 € N, on note M (s) l'intersection avec B(s) de I’espace vectoriel
engendré par les §;(z — a) et les d5(z — a) log o (x — a), pour a € Q,.

Finalement, si s € %, on pose II(s) = B(s)/ m, ol Jg(?) désigne ’adhérence
de M (s) dans B(s).

Remarque 0.3. — Si s = (61,02,.%) € S, on a M(s) = 0, mais il ne semble pas
qu’il faille prendre II(s) = B(s) si on veut étendre la correspondance de Langlands
p-adique aux représentations de Yq, qui ne sont pas irréductibles. En fait, le cas des
représentations ordinaires (cf. [11]) suggere que le bon espace & considérer pour II(s)
doit étre une extension ®) de B(s) par B(s'), ou s’ = (dz,01,-2).

Compte-tenu de la remarque ci-dessus, nous nous restreindrons au cas s € .%,.
L’énoncé ci-dessous est maintenant démontré sauf dans la cas ou s € ' et la
représentation de Weil-Deligne associée n’est pas semi-simple, dit cas exceptionnel.

() Rappelons [27] que ¢ est de classe €% si ¢(a + ) a un développement limité & Pordre [u]
en tout a, et si le reste est o(|z|*), uniformément (en a) sur tout compact. L’application qui a
¢ € B(s) associe les restrictions de ¢ et d;(x)¢(1/x) & Zp et pZp est un isomorphisme de B(s) sur
€u(5)(Zp) @ €%(5) (pZyp), ce qui munit B(s) d’une structure de L-banach.

(3) Cest effectivement ce que donne la construction de [29)].
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216 P. COLMEZ

Théoréme 0.4. — (i) Si s = (61,02,-%) € S, alors TI(s) # 0 et est unitaire sauf si
s € P, De plus,

— 81 8 € Fir, alors I1(s) est irréductible et admissible,

- si s € L] F2Y, alors TI(s) n'est pas irréductible : (%)w(s) induit un mor-
phisme GLo(Qp)-équivariant de B(s) dans B(s'), ot s’ = (z7¥(9)8,,2¥(9)6,, 7)),
tuant M(s), et II(s) est une extension de B(s') par I’adhérence de l’image des fonc-
tions localement polynomiales de degré < w(s) dans II(s).

(i) Sis = (61,02,-%L) et s’ = (87,0%,.L") sont deux éléments distincts de F,, alors
il existe un morphisme GL2(Qp)-équivariant non nul II(s) — II(s’) si et seulement
si 5,8 € ST et §) = z) 8y, 8 = z~w()4).

Remarque 0.5. — (i) 1l semble difficile de démontrer le th. 0.4 directement, et la dé-
monstration dont on dispose passe par les (p, I')-modules attachés aux représentations
triangulines de dimension 2 (cf. th. 0.6). Elle établit en méme temps une correspon-
dance de Langlands locale p-adique pour ces représentations.

(ii) Breuil [8] a démontré une bonne partie du (i) pour s € . et w(s) petit
(w(s) < 2p), en calculant la réduction modulo p de II(s). Par la méme méthode (mais
avec des calculs nettement plus compliqués), Breuil et Mézard [12] ont démontré une
bonne partie du (i) pour s € #5% et w(s) petit (w(s) < p—1). Leur calculs suggérent
une compatibilité (4) entre la correspondance en caractéristique 0 et celle en caractéris-
tique p (cf. [7]) et laissent entrevoir la possibilité d’obtenir une réalisation géométrique
de la correspondance de Langlands locale p-adique analogue a celle obtenue par Harris
et Taylor [36] (cf. aussi [34]) dans le cas classique.

(iii) Breuil [9, 10] a démontré une bonne partie du point (i) dans le cas d’une re-
présentation semi-stable associée a une forme modulaire f. Il a en fait démontré que
la représentation II(s) intervient dans le morceau correspondant & f dans le complété
p-adique de la cohomologie de la tour des courbes modulaires, si et seulement si s est
le parametre correspondant & la représentation (%) de 9q, attachée a f via la corres-
pondance ci-dessus, ce qui tend & indiquer que cette correspondance est compatible
avec une correspondance de Langlands p-adique globale qui reste & définir (6),

0.4. Représentations triangulines de dimension 2. — Fontaine a établi une
équivalence de catégories entre les L-représentations de %q, et les (p,I')-modules
étales sur le corps (") &. Cette équivalence de catégories a été complétée [13, 40}, par
la suite, par des équivalences de catégories entre les (¢, I')-modules étales sur &, &'
et Z.

Gréce & ces équivalences de catégories, on construit [25], pour tout s € . — 29,
une L-représentation V'(s) de dimension 2 de %q,. La construction de V(s) passe

(4) Cette compatibilité est une des constituantes de la correspondance de [29)].

(5)' C’est la, restriction 3 9q, de la représentation de 4q construite par Deligne [30].

(6) La correspondance globale modulo p, pour GL2(Q), n’est autre que la conjecture de Serre ; pour
la p-adique, le lecteur est renvoyé & [11, 32, 33|.

(7) Cf. n° 1.1 pour la construction des corps &, &' et de ’anneau Z.
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LA SERIE PRINCIPALE UNITAIRE DE GL2(Q;) 217

par celle du (¢,T')-module étale sur # qui lui correspond, duquel on déduit le
(¢, T)-module D(s)t, étale sur &%, attaché & V(s), puis D(s) = & @4t D(s)1, le
(¢,T)-module étale sur &, correspondant & V(s) via 'équivalence de catégories de
Fontaine.

Par ailleurs, un (¢, T')-module étale D sur &' est muni d’un inverse & gauche ¥ de ¢
commutant & I’action de I'. L’ensemble (D*®Q,,)s, des suites bornées ®) z = (z(™),,c7
de D vérifiant ¢(z(™tV)) = z(™ quel que soit n € Z, est alors muni d’une action
naturelle [28, § II1.2] du sous-groupe mirabolique P(Q,) = {(&%), a € Q}, b€ Q,}
de GL2(Qp). )

Le lien entre II(s) et V(s) est donné par le résultat suivant, ou D désigne le dual
de Tate ® de D, si D est un (p,I')-module étale sur &.

Théoréme 0.6. — Si s € Frp nest pas exceptionnel 19 le module (D(s)' ® Q,)s est
naturellement isomorphe au dual II(s)* de II(s) en tant que module sous action du
mirabolique.

Remarque 0.7. — (i) Le th. 0.6 permet de démontrer une grande partie du th. 0.4.
L’admissibilité de II(s) peut, par exemple, se déduire de [7], en utilisant la compati-
bilité [2] de la correspondance ci-dessus avec la correspondance de Langlands locale
modulo p. L’irréductibilité et les cas d’isomorphisme peuvent se prouver en extrayant
le module D(s) de (D* K Q,)s. En fait, il résulte de [28, th. 0.4] que II(s) est déja
irréductible comme représentation du mirabolique et de [28, th. 0.6] que II(s) = II(s')
si et seulement si c’est le cas en restriction au mirabolique.

(ii) On a Sy = FWE[[ L[] #=¢. Dans cet article on ne traite que les deux cas
s € S et s € #2® (la méthode permet de traiter aussi la moitié du cas s € #); le
lecteur est renvoyé & [4] pour les cas restants. Historiquement, le premier cas & avoir été
traité [22] est le cas s € 5t ; la démonstration a été adaptée par Berger et Breuil [4]
pour traiter le cas ol s € ™ (a part le cas exceptionnel) qui est particuliérement
intéressant car c’est le seul ol des isomorphismes non triviaux apparaissent (cf. (ii)
du th. 0.4). La démonstration dans le cas /¢ présente de grandes similarités avec
celle du cas s € %, les nouveautés se trouvant plutoét dans la construction [25] des
(¢, I)-modules D(s) que dans la construction de ’isomorphisme du théoréme 0.6.

(iii) La démonstration dans le cas s € #5* a été inspirée par un sous-produit
du résultat de Breuil [10] mentionné ci-dessus. Si f = Y1 a,q" est une
forme modulaire primitive de poids k > 3 dont le coefficient a, vaut pk=2)/2,
la représentation Vy de Gal(Q,/Qp) qui lui est associée est semi-stable de di-
mension 2 et de poids de Hodge-Tate 0 et 1 — k. Elle correspond a un point

(8) Dans cet article, une suite est bornée si elle est contenue dans un compact.

(9) Le déterminant de V(s) est L(§182) et comme on est en dimension 2, on a D(s) = D(s) ®
(z|z| 87165 )

z|z|d; 765 7).

(10) Le résultat s’étend surement au cas exceptionnel, mais cela demanderait 3 étre rédigé.
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218 P. COLMEZ

sp = (p*=Dve(@)/2 ||~ 1gl—kp(k=2)v(2)/2 @1y de #5¢ (1), Par ailleurs, en utilisant
la théorie des symboles modulaires, on sait associer & f une fonction L p-adique

L,(f,s) = /z* g*2(2)*7K/% g, ol puy € Dik—g)/2(Qp) est vecteur propre de (29)-
p

Le théoréme de Breuil auquel il a été fait allusion plus haut dit que py € II(s¢)*. Main-
tenant, Kato [39] a construit un élément zgato(f) du module d’Iwasawa H{,, (Q, Vy),
et a montré, en utilisant une loi de réciprocité explicite [38], que zkaio(f) permettait
de retrouver pys en utilisant la machine de Perrin-Riou [18, 19, 44, 45]. En réin-
terprétant la machine de Perrin-Riou en termes de (p,I')-modules [14, 17], on en
déduit [21] le fait que ’élément zkaio(f) donne naissance & la distribution py quand
on utilise 'isomorphisme H{, (Qp, Vs) & D(ss)¥=! de Fontaine [14]. Tous les résul-
tats mentionnés ci-dessus sont des résultats globaux qui utilisent des objets globaux,
mais il est possible d’en dégager le principe purement local selon lequel les éléments
de D(sy)¥=! fournissent des éléments de II(ss)* propres sous 'action de (? ). Une
analyse plus détaillée de la situation meéne au théoreme 0.6.

(iv) Comme nous I’avons signalé plus haut, la correspondance de Langlands locale
p-adique semble devoir s'étendre [11] au cas s € #°™; 'intérét de ce cas est que les
représentations ne sont plus irréductibles.

(v) Le module II(s)* est muni d’une action de GL2(Q,). Il serait trés intéres-
sant (12) de pouvoir lire, directement en termes de (, I')-modules, I’action de GL3(Q,)
que I'isomorphisme ci-dessus induit sur (D* X Q,),. Comme on sait déja lire 'action
du sous-groupe mirabolique, il « n’y a que » ’action de ((1’ (1)) qui reste a comprendre.

(vi) L’idée selon laquelle la correspondance de Langlands locale p-adique pouvait
s’étendre & toute la série principale unitaire et pas seulement au cas localement al-
gébrique a été inspirée par l’espoir que cette correspondance se comporte bien en
famille. Cet espoir s’est trouvé confirmé (au moins dans le cas de la série principale)
par les résultats de [4] qui, réinterprétés en termes de caracteres de Qp au lieu de
valeurs propres de frobenius, faisaient ressortir un parallélisme éclatant avec ceux de
Kisin [41].

(vii) En vue d’une correspondance de Langlands locale p-adique en famille, le cas de
s € yfd pose un petit probléeme. Une maniére raisonnable de remédier & ce probleme
serait de définir V' (s) et II(s) comme étant respectivement V(s') et II(s’), ou l'on
a posé s = (z7v)§,2¥()5,, 00) si s = (61,089,00) € &2l Du point de vue des

(1) L’invariant %5 est lopposé de celui intervenant dans la conjecture de Mazur-Tate-
Teiltelbaum [43] : Un petit calcul montre que Lp(f,k/2) = O et cette conjecture (démontrée de-
puis, par des méthodes diverses et variées, par Stevens, Kato-Kurihara-Tsuji, Orton, Perrin-Riou,
Emerton) prédit que L},(f,k/2) = —%; - L(f,k/2).

(12) Depuis la rédaction de cet article, la situation a beaucoup évolué : nous avons défini [29], direc-
tement en termes de (p, [')-modules, une action de ((1’ (1)), ce qui permet d’étendre la correspondance
a toute représentation de dimension 2 de ng' Cette extension utilise ’existence des représentations
de la série principale et un procédé de prolongement analytique qui montre, en méme temps, que la
correspondance se comporte bien en famille. Les points (iv), (v) et (vi) de la remarque peuvent donc
étre considérablement renforcés.
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LA SERIE PRINCIPALE UNITAIRE DE GL2(Q,) 219

représentations de GL2(Q,), cela se justifie de la maniére suivante. Définissons le
sous-espace M (s) de B(s) comme étant :

— P’espace vectoriel engendré par les 27, pour 0 < j < u(s) et les (z—a) 7d5(z —a),
pour a € Q, et 0 < j < u(s), si d; n’est pas de la forme z*, avec i € N;

— l'intersection avec B(s) de I’espace vectoriel engendré par les z7, pour 0<;5< i
et les (z — a)™96,(x — a)log,(z — a), pour a € Q, et 0 < j < u(s) = %, si §; = 2,
avec ¢ € N.

Si s € S, la fonction a — §s(z — a) (resp. a — ds(z — a)log,(xz — a)) est une
fonction sur Q,, & valeurs dans B(s), qui est de classe 67 si j < u(s). La dérivée
j-iéme de cette fonction est de la forme cs(j)(z — a)™9d5(z — a) (resp. de la forme

c(f)(z—a) I8s(x—a)+cs(j)(x—a)8s(z—a)logy(z— a)) oll ¢5(7) est une constante

non nulle sauf si w(s) € {1,...,5}. On en déduit que M ( ) est aussi ’adhérence de
(s) dans B(s) si les c;(s) ne s annulent pas, c’est-a-dire, si s ¢ .77, Par contre, si

s € P, alors I'adhérence M (s) de M(s) est nettement plus grosse que M ( ), et on

montre (cf. n° V.3) que Papplication dsz(sT : B(s) — B(s') induit un isomorphisme
—

B(s)/M(s) =II(s').

0.5. Remerciements. — L’élément qui a provoqué le déclic menant aux résultats

exposés dans cet article a été la réception de la version préliminaire de [10] lors d’un
séjour que j'effectuais au Tata Institute de Bombay. Je voudrais en profiter pour
remercier Christophe Breuil de m’avoir communiqué ses résultats, le Tata Institute
pour les remarquables conditions de travail que j’y ai trouvées, et le CEFIPRA qui a
partiellement financé ce séjour & Bombay.

L’extension des résultats au cas non géométrique a été entrevue et annoncée lors
de la conférence « L-functions and Galois representations » de Durham, organisée
par D. Burns et J. Nekovaf. L’atmosphere de cette conférence, ou il a beaucoup été
question de familles (de formes modulaires, de représentations galoisiennes...) a joué
un grand role dans la cristallisation des résultats de méme que la réception, juste
avant la conférence, des notes [3] de L. Berger et C. Breuil.

I. L’anneau de Robba et ses sous-objets

Soit L une extension finie de Q,. Nous allons définir dans ce § un certain nombre (et
méme un nombre certain...) d’anneaux et d’espaces de fonctions analytiques « & valeurs
dans L », dont 'anneau de Robba % des fonctions analytiques sur une « couronne
infiniment fine de valuation 0 », & 'intérieur duquel vivent la plupart des autres objets
(& 'exception notable du corps & des fonctions analytiques sur une « couronne vide
de valuation 0 »). Ces espaces interviendront naturellement dans les constructions et
les démonstrations de la suite de 1’article, mais le lecteur est invité & ignorer ce § qui
ne comporte que des résultats purement techniques pas trés éclairants.
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220 P. COLMEZ

I.1. Séries de Laurent

1. Le corps & — On note & l'ensemble des séries de Laurent 3,z arT*, avec
ai, € L, telles que la suite (vp(ak))kez soit minorée et vérifie limy_, _o vp(ax) = +o00.
On munit & de la valuation v{%} définie par v1%} (3, .z axT*) = infrez v,(ax), ce qui
fait de & un corps complet pour la valuation v{®}. On note &5 'anneau des entiers
de & qui est donc 'anneau des séries de Laurent ) .z arT*, avec ar € Oy, telles
que la suite vp(a) vérifie limy_,_ o vp(ax) = +00. Le corps résiduel ks de & est donc
kr((T)). On note &} le sous-anneau OL[[T]] de Os et kf = k.[[T]] I'anneau des
entiers de kg.

Il faut faire un peu attention & la topologie que 'on met sur & car il y a deux
choix naturels possibles qui ont chacun leur utilité. La topologie forte, donnée par la
valuation v{%}, rend continue la réduction &5 — ks modulo mz, si ke est muni de la
topologie discrete.

La topologie faible rend continue la réduction & — kg modulo my, si kg est muni
de la topologie induite par la valuation vy ; c’est la topologie obtenue en munissant
Os de la base de voisinages de 0 donnée par les p* @ + T"ﬁ;, pour k,n € N et en
munissant & = Upenp™ " Os de la topologie de la limite inductive.

2. Fonctions analytiques sur des couronnes. — Sir€ Qet f=> 1z arT*, on pose
vI"H(f) = infrez vp(ax) + kr € R U {£oo}. Si f converge sur le cercle v,(z) = r,
c’est-a-dire si v,(ax) + kr — +o0o quand k — +o00, alors v{™}(f) = inf, (z)=, vp(f(x)),
et on a v{"}(fg) = v{"}(f) + vir}(g) si f et g convergent sur le cercle v,(z) = r.

Sir; <7y € Q, soient &2l ¢ grur2l ¢ £lrural Jes anneaux de séries de Laurent
définis par

glrorl ={fonctions analytiques sur la couronne r1 < v,(T) < r2},
&rurl ={fonctions analytiques bornées sur la couronne r; < v,(T) < 1o},

&'mor2l ={fonctions analytiques sur la couronne 71 < v,(T) < 7o}
Sif=>rez axT* € £(rr2]) on pose

plriral — se]irrtf,rzlv{s}(f) = min ( szelg(vp(ak) +rik), grelg(vp(ak) + rok)).
Les anneaux &[:m2] ¢ £(r1m2] sont des anneaux principaux (car L est de valuation
discrete), et vlror2l en fait des anneaux de Banach. Quant & &rvr2l| cest la limite
projective (i.e. l'intersection) des & [s:r2] pour s €]r1,r2[; c’est donc algébriquement
un anneau de Bézout (tout idéal de type fini est un principal) et topologiquement
un anneau de Fréchet comme limite projective dénombrable d’anneaux principaux de
Banach.

3. L’anneau de Robba. — On définit le sous-corps &' des éléments surconvergents de
& comme la réunion des &© ! pour r > 0, et ’anneau de Robba % comme la réunion
des &% pour r > 0, ce qui en fait un anneau de Bézout. On note & et Z7 les
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LA SERIE PRINCIPALE UNITAIRE DE GL2(Qp) 221

intersections respectives de &1 et 2 avec L[[T]]. On a aussi &+ = 4[] et on aurait
pu noter &+ et 7 respectivement &0+ et £10:+00],

Notons 6! Vintersection de €] avec O et Z(© le sous-anneau de 6" des
f vérifiant v(071(f) > 0. Alors Z(®"] est aussi le sous-anneau de &1 des f vérifiant
vO7(f) > 0, et on a 637 = ZO7[L] et £O71 = 6L T[1] = ZOI[L]. On définit la
topologie faible sur &7 en munissant ﬁé?’rl de la topologie induite par la valuation
v{} pour laquelle il est complet, et &0 = UmeNp‘mé’g)’r][%] de la topologie de la
limite inductive. La grande différence entre les topologies forte et faible est que T*

tend, quand k tend vers +o00, vers 0 pour la topologie faible mais pas pour la topologie
forte.

Lemme L1. — Si f € ZO" I N pi6s, et si s €]0,r], alors
1 r—s
v{s}(f) > i-inf (5, 2—3)
Démonstration. — Si f = 3" ;cz axT*, les hypotheses se traduisent par
vplag) > ¢ et wvp(ag)+ kr > 0, quel que soit k € Z.
On en déduit les inégalités
i+ks>1 sik>—o,

vp(ag) +kr —k(r —s) >i%2 sik< -2,

vp(ak) + ks > {
2s

qui permettent de conclure.

4. Eléments d’ordre fini. — Siwu > 0, un élément f = Y kez axT* de Z est d’ordre
finis’il existe u > 0 tel que la suite de terme général vp(ak)+ui%§—z, k > 1, soit minorée.
Sif=> rez ayT* est d’ordre fini, et si u ¢ est la borne inférieure de I’ensemble Uy
des u > 0 tels que la suite de terme général v,(ax) + u}%ﬁ—ﬁ, pour k > 1, soit minorée,
on dit que l’ordre ord(f) de f est uy si uy € Uy et que ord(f) = u}" siug ¢ Us. On
remarquera qu’un élément de Z est d’ordre 0 si et seulement s’il appartient & &1, ce

qui fournit un moyen de récupérer &' & l'intérieur de Z.

Si u est un réel > 0, on note %, ’ensemble des éléments d’ordre < u de Z*. On
munit %, de la valuation v,, définie par

+00
. log(1+ k&
(0T = o, () + 50 0),
k=0

ce qui en fait un espace de Banach.

Lemme 1.2. — La valuation v, est équivalente d la valuation v, définie par
"(fY= inf ( {shepy - Y )
vu(f) L (f) lnglogs
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Démonstration. — Si f(T) = S jen axT* € Z}, on a

v (f) = . ilif (:321{: (vp(ak) + ks — élogs))

= klgg (vp(ak) + ol ilif (ks - ﬁgt; log s))

La fonction s — ks — - T log s atteint son minimum en si k > 0. L’expression

ci-dessus est donc aussi égale a

_u
klogp

min (v (ao) — uf (tp(aw) + oo (1 +logh — log 1)) ).

Y o
logp °8 logp k>1
Le résultat s’en déduit.

Siu>0etr>0,onnote &7 C £107] Pensemble des éléments d’ordre < u; on
munit cet espace de la valuation v[o "I définie par

) = inf (o)~ los )

s€]0,r]

qui en fait un espace de Banach.
Lemme 1.3. — (i) Il eziste C(u,r) > 0 tel que, si f € Z}, alors
vu(f) = Clu,r) <o) < wu(f) + Clu,r).

(i) Si f = Srez axT* appartient au sous-L-espace vectoriel de &©"] des séries
sans terme positif (i.e. ax = 0 si k > 0), alors vl () = vO7I(F) = {7} (F).

Démonstration. — Les mémes arguments que ci-dessus montrent que 1’on a

T 1 i .
vLO,](f)_—_mm(k inf  (vp(ax)+kr), inf (vp(ak)+ o p (1 Hlogk—log lgp)))

—rlogp = rlogp

Le (i) s’en déduit et le (ii) étant immédiat, cela permet de conclure.

Lemme I4. — Si f € &™) et si g e 2O N piBs, alors

] 10 2
[0,r/2] > 0] A -5
o2/ gf) 2 o) 4§ i
Démonstration. — D’apres le lemme 1.1, on a v{}(g) > i, si s €]0,%], et comme
vls}(gf) = v} (g) + 01} (£), on en déduit la minoration v{*} (gf) > v{}(f)+ 2, pour
tout s €]0, Z]. En revenant & la définition de 0T/ ], cela nous donne
) 2s
[0,r/2] > inf (v{% L S P
wef) 2 nf (V) + g - lee )

. 9s )
> inf (v{%} LY 10s 28 = plorl r_
- selﬁ),r] (@) + 2 logp 8 ) = v () + 2 logp

ce qui permet de conclure.
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1.2. Les opérateurs ¢ et 1, et I’action de I'. — On munit les anneaux & et Z
d’un frobenius ¢ : c’est un endomorphisme de L-algebres, continu, envoyant T' sur
(1 + T)? — 1. On munit aussi & et # d’une action continue de I', respectant les
structures de L-algebres, o, envoyant T sur (1 + T)* — 1. Les actions de ¢ et T’
commutent entre elles.

Soit ¢ = log(1 + T'). C’est un élément de Z+ vérifiant p(t) = pt, et o,(t) = at si
a€Zy.

Lemme 1.5. — Soit a € L*

(i) Si n'est pas de la forme p~*, avec i € N, alors ap — 1 : Z+ — Z* est un
isomorphisme.

(ii) Sia = p~¢, avec i € N, alors le noyau de ap — 1 : Z+ — X+ est la droite
Lt et si k > i, alors T*g + Zf;ol agtt est dans l'image de ap — 1 si et seulement
sia; = 0.

Démonstration. — On a % —t=57r% p"(k_l)%. On en déduit que, si s > 0 et si
n € N est assez grand, alors

32T s k9
o (I 1) 2 jut (nlk - 1) - 5 + ko),

et donc que v{%}(o™(T)) = n + Cy, ot Cs = v1s}(t), si n est assez grand. Il en résulte
que v (™ (£)) > v (f) + k(n+ Cs —s), si f € TEZT, et donc que, si k > —v,(a),
alors — 3729 ()™ est un inverse continu de ayp — 1 sur T*%Z*. Le résultat se déduit
alors de ce que Zt = ®F L - t' @ T*%#+ et de ce que p(t) = pit'.

Les (14+T)%, pour 0 < i < p—1, forment une base de & sur p(&) et de Z sur (%),
ce qui nous permet de définir un inverse & gauche ¢ de ¢ qui commute a ’action de T,
en posant

p—1
¥( o+ DYe(f) = fo.
i=0
L’application 3 envoie O¢ dans Og ; elle induit donc un morphisme ¥ : kg — ke, qui
est kr-linéaire.

Par ailleurs, comme la trace de (1 + T)% sur ¢(&) ou (%) est égale 4 psii =0 et

a0sil<i<p—1l,onaaussi,siA=&,Zet feA,

Y(f) =p o (Traspa(f))-
De plus, si f € &9/~ alors f((1+T)n— 1) définit un élément de &%/ (P=1] et
on a .
YAH(A+TP-1) == > f((1L+T)n-1).
p N,
Remarque 1.6. — ¢ a tendance & diminuer la couronne de convergence d’un élément
de %, ce qui fait que 9, qui en est un inverse & gauche, a tendance & améliorer la

convergence. Une illustration frappante de ce phénomeéne se trouve dans la proposi-
tion 1.12.
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1. Estimées préliminaires

Lemme 1.8. — Si k >0, alors ¥(T*) = [ ]

00, T%, 0t vp(by,s) > [£] -
Démonstration. — Soit £ = [%] Ecrivons k sous la forme k = pf + r; on a donc
0<r<p—-1..8i0<j<k, soit ax; = (f) . %Zne“pnj(n—- 1)*3.Onaak; =0
sipl+1<j<ketag; = (—1)"(?*F") est de valuation 0 si j = pf. Par ailleurs, si
j<k-—1, alors ax,; est la trace de Q,(p,) & Qp de (’;) 57 (1 —1)*79 qui est de
valuation > =4 »—1 — 1. Comme la valuation de a,; est un entier, on en déduit le fait
que, si on pose

400 sij>pl+1,

w(@) =90  sik—(p-1)<j<pt

i sik—(+D)(P-1)<j<k—ilp-1)-1,

alors vp(ak,;) > w(j).
Maintenant, si on pose G = 1 (T*), on obtient

k

GA+TP -1 == S (A+Tm -1 =Y ax, T
p NEM, j=0

Comme le membre de droite est un polynéme de degré < k en 14T, cela implique que

G est un polyndéme de degré < £ et on peut donc I’écrire sous la forme Zf o bk, JTE.

Par ailleurs, 'image du disque v, (T') > 5 1 par Papplication T' +— (1 + T)? — 1 est le

disque v, (T) > -Z= s-g;onen déduit la sulte d’(in)égalités :

¢ k
. P . i . ;
vp(bk,s) + 1 > inf w by X')= inf v ag ;17
n itz e ,@ )=t o)
= dnt vp(o) + L0 > int w(i)+ Lo = £ -1
= oL, ve(0k.s 1 0<m<k J -1 p-1 7

Finalement, cela implique que vp(bg,;) > (plus petit entier > ’“ ”’ — 1). Maintenant,
sugl-l—[p] 1l,ona

k
k—i kE—-(p]-1 k 1
L (R R S S
p—1 p—1 p p—1
ce qui permet de conclure sii < £—1, et comme by o = (—1)" (”e:rr) est de valuation 0,
cela termine la démonstration du lemme.

Lemme 1.9. — Si k < —1, alors %(T*) = E£ ]kbk i

k—pi _
% _ g,

Démonstration. — Si£>1,0n a

Ly 1 3 Yonen, (T2 Ai(n)T)*
Py I-(1+Dm) —  (A-Q+Tp)¢ 7
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avec
p—1
N AMT =1+1+Tn+---A+TyP ' = J[ 1-¢-<D).
=0 ¢ep,—{n}

La premiére de ces formules montre que A; € Z[X], et la seconde, en utilisant la mino-
ration v,({—1) > p—h, que vp(A;(n)) > 1— pil' On peut donc écrire (3727 A;(n)T*)*
sous la forme Efg’{l) Agi(n)T* avec Ay; € Z[X] et vp(Asi(n)) > € — L. Soit alors

p—1°
G = % Y one By Agi(n). Il résulte de ce qui précede que

1
e Z N> [——] -1
ag; € et vp(ag;) > [p — 1]

Par ailleurs, le polynome Zf(:po"l) ag;T* étant invariant par T — (1+T)n—1sin € Ky,
Lp-1) .

il peut s’écrire sous la forme 25':0? ]ce,]-((l + T)P — 1)J. En comparant, comme au

cours de la démonstration du lemme 1.8, la norme du sup. de ces deux polynémes sur

le disque v,,(T) > p%l, on en déduit la minoration

) 1 . D . D
V>  inf V4 —— — P s P
vp(ce,;) 2 ogigl?(p—l)vp(al”) + p—1 Jp — 2>/ ]p 1
[HE0) ; [59) ;
Comme Y(T~) =3 ;¢ e ;T4 =30,2"ybgT*, avec
. £ )
b—f,i = C[’.H_g et ’l)p(b_g’i) Z £— ('L + Z)p%l —-1= p— 1 -1- p{ 11,

cela permet de conclure.

2. Amélioration de la convergence par ¢
Lemme L.10. — Si © € kg vérifie vr(z) < —2, alors vr(¥(z)) > vr(x).

Démonstration. — Soit ng = vr(z) < —2. On peut donc écrire = sous la forme
T = :3:0 a,T", avec an, € ki si n > ng, et ap, # 0. En appliquant 9 & cette
identité, on obtient ¥(z) = :310 an(T™). Ecrivant n sous la forme n = pm + a

avec 0 < a < p — 1, on obtient Y(T™) = Y(T*™((1+T) — 1)*) = (-1)°T™. En
particulier, si n > nyg, alors vp(¥(T™)) > vr(¥(T™)) = [mpz] > ng car ng < —2. Ceci
permet de conclure.

Proposition I.11. — Soit a € L, avec vp(a) < 0. Si z € X vérifie Y(z) — az € #T,
alors x € B (resp. x € #Y ®L- 1) sia#1 (resp. si a =1).

Démonstration. — Si & = Y ez axT*, posons y = Y4 ,axT* € &1 Siy # 0, on
peut, quitte & multiplier  par un élément de L, supposer que infx<_jvp(ax) = 0.
Comme ¢(T~!) = T~! et ¢(T*) € #* si k > 0, on voit que

y—a (y) = a Moz — Y(@) + (o — Da, T + Y apla~ (T*) - T
k>0
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appartient & Ogt NT 1%+ = T~} . En réduisant le tout modulo mr, on en déduit
I'inégalité vr (g — @ (7)) > —1, ce qui est en contradiction avec le lemme précédent
et le fait que vr(g) < —2. On en déduit la nullité de y et le résultat.

Proposition 1.12. — Si o € L vérifie vp(a) < 0 et si (zn)nen est une suite bornée
d’éléments de &1°7) telle que Uon ait Y(Tny1) = axz, pour tout n € N, alors x,, € Z+
(resp. zn, € BT ® L %) sivp(a) <0 (resp. si vy(a) =0), quel que soit n € N.

Démonstration. — Si z, = Y ez an,kT’“, posONS Yn = ) < _q an,kT’“ € &t. Comme
¥(T*) ne fait intervenir que des puissances positives (resp. strictement négatives) de T
si k > 0 (resp. si k < —1), la suite (y,)nen est une suite bornée d’éléments de &%)
vérifiant 9 (yn4+1) = ayn quel que soit n € N. Soit C la borne inférieure des v,(an k)
pour n € N et k < —2. Comme la suite (y,)nen est bornée dans &7, C n’est pas
égal & —o0 et, si C' # +00, il existe kg < —2 tel que P'on ait vp(ank) > C si k < ko,
et ng € N tel que vp(an, k,) = C. Le lemme 1.9, la relation ¢ (yn+1) = ayn, et le fait
que ko < —2, nous fournissent les inégalités

C= vp(ano,ko) > _UP(O‘) + vp(ano+11k0) > C,

ce qui conduit & une contradiction. On a donc a, x = 0 quels que soient n € N et
k < -2, ce qui, au vu de la formule ¥(T~!) = T~!, permet de conclure.

8. Action de v sur les éléments surconvergents

Soit s : Ry — Ry la fonction définie par s(r) = r+1sir > 15 et s(r) = pr

si 7 < -17. On note £17°°" le sous-espace de &1 des f = Y ez axT* vérifiant

ar =0,s81 k>0.

Proposition 1.13. — Sir > 0, alors ¥ induit un morphisme de &= sur £l
et on a v (y(f)) > v (f) -1 si f € Elmoorl.

Démonstration. — 1l résulte du lemme 1.9 que, si k < —1, alors 9(T*) ne comporte
que des puissances < 0 de T, et

k P
{s(r)} EVWY> inf —— —1— i 4 ;
v 1 in 1+ s(r)e.
W) 2 kSiS[%]P_l p-1 )
-Sir> 1, alors s(r) > 7 et le minimum est atteint pour ¢ = k et vaut donc

—1+kr= v{’}(Tk) -1
-Sir<; —L, alors s(r) = pr < < ;25 et le maximum est atteint pour i = [ ] et vaut

k p k Pk yk

— =1+ r—— >———1+4+(pr— ——)— =0V (T") -
-1+ ] 2 =2 - 1+ Gr - )% = otz

1l résulte de ce qui précéde que v{*(}(¢(arT*)) > vir}H(arT*) — 1, pour tous k € Z
et a € L. Le résultat s’en déduit en utilisant le fait que v{r}(f) = infrez v{"H (@ TF),

si f =Y ez axT*, et v} (Y(f)) > infrez v} (Y (arT*)).
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Si b € Z, notons 7=° I’application arT* — arT*. La restriction de 7=°
kEZ k<b

a &7 est un endomorphisme continu pour la topologie faible.

Lemme L14. — Sir > 0, il existe b < —1 tel que, quel que soit f € &0 on ait
v (7=t oy (f)) 2 ol (f).

Démonstration. — On a v{I"H 7P o (T*)) = +oosik > bet,sik < b < -1, 1le
lemme 1.9 nous fournit la minoration

k pi

{r} -<b k . P )

V(= o p(T7)) > inf e + ri.
( w2 k<i<in(b,[5]) P — 1 p—1

-Sir> ;;f—l’ ce minimum est atteint en i = k et est > rk quel que soit b < —1. On
a donc v{"} (75t 0 4 (T*)) > v} (T*) quel que soit k € Z et on peut prendre b= —1.

-Sir< p%l, ce minimum est atteint en ¢ = inf(b, [%]) et est supérieur ou égal a
ce que 'on obtiendrait pour ¢ = [ﬁ], et donc & rk + (r%k -1).8ib< r(;—fn’ on a
r%k —1 > 0 pour tout k < b, et donc v{"H (7=t 0 ¢p(T*)) > v{r}(T*) quel que soit
k € Z. On peut donc prendre b = [T;—Eﬁ]'

Ceci permet de conclure.

Proposition 1.15. — Si f € £ la suite Y™ (f), n € N, est bornée dans &) pour
la topologie faible.

Démonstration. — Ecrivons 4" (f) sous la forme Y kez an kT, Quitte & multiplier f
par un élément de L, on peut supposer que agx € Or quel que soit £ € Z. On a
alors a,r € Op quels que soient kK € Z et n € N. En particulier, si on fixe b, la
suite Y sp an kT*, n € N, est bornée dans &7, et il suffit de prouver qu’il en est
de méme de la suite S <, anxT*, n € N. Or on @'Y jcpaniT® = 750 o 9™ (f), et
7<boqp = 75Poehor=b sib < —1, car (T*) ne fait intervenir que des T*, avec i > b,
si k > b (lemme 1.9). Ceci permet d’écrire 3 x<p an xT* sous la forme (7% o )" (f)
et le lemme 1.14 permet de conclure. B

4. Action de ¢ sur les éléments d’ordre fini

Proposition 1.16. — La restriction de v & Z; est un endomorphisme continu de Z;;
et il existe C(u) € R tel que Uon ait v, (Y™ (f)) > vu(f) — nu — C(u) quels que soient
fERS etneN.

Démonstration. — Soit A > sup(% ). La valuation v, 4 définie par

> Tog
log(A + k)

+o00
ky _
vu,A(Z aT) = kl.Igllf\rv”(ak) +u logp

k=0
est équivalente & v,, car k — log(A + k) — log(1 + k) est bornée.
En reprenant les notations du lemme 1.8, on obtient, si k € N,

. log(A + 1 .ok log(A +1
A (TH) = i vplt) +u B > ing (5] i B2,
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La fonction z — —zx + ub—gl%‘;';—z) est décroissante pour z > $ — A et donc le
minimum ci-dessus est atteint en i = [g] puisque j Ofg‘p — A < 0 par hypothése. On
obtient donc

u log(A+[E]) u log(pA+p[¥])

k
Vu, A($(T*)) = vy, a(T*) 2 logp log(A+k) U logp  log(A+k) ~—

car pA + p[g] > A+ k puisque A > % par hypothese. Ceci implique que l'on a
Vu,a(Y(f)) > vu,a(f) — u quel que soit f € Z}, et une récurrence immédiate montre
que 'on a

Vu,a(¥"(f)) 2 vu,a(f) — nu

quel que soit f € Z;. La valuation v, étant équivalente & v, 4, ceci permet de
conclure.

Proposition 1.17. — Soitu > 0. Si f € é’,]lo’r] etsif €L vériﬁe vp(B) > u, la suite de
terme général B™Y"(f) tend vers 0 dans &P et g =312 B (f) est un élément
de &% vérifiant g — B(g) =

Démonstration. — Si f =) ;.7 axT*, décomposons f sous la forme f = f; + fa, avec
fi = ThcraTH € 6O et fo = Yis0axT* € . La suite ¥"(f1) est bornée
dans €] muni de la topologie faible d’aprés la prop. 1.15; elle I’est donc aussi dans
é”,lo’rl d’aprés le (ii) du lemme 1.3, ce qui implique que 8"%™(f1) tend vers 0 dans
&0 puisque v,(8) > u > 0. Par ailleurs, v, (¢¥"™(f2)) > vyu(f2) — nu — C(u) d’apres
la prop. 1.16, ce qui implique, puisque v,(3) > u, que "¢Y™(f1) tend vers 0 dans Z;
et donc aussi dans &7 d’apres le (i) du lemme 1.3. On en déduit le résultat.

1.3. L’anneau Z[logy, T|. — Soit £ € L. On adjoint & Z ’élément log ,, T dont la
valeur en z # 0 est log s z. On étend 'action de ¢ et I' & Z[log o» T'] par les formules

T
¢(log T) =log ¢(T) = plog o T + log 901(1,,)
T
Y(log T') = logy(T) = loge T + log ’_y%’

e(T)
TP

définissant log -7~ 1T) , dans Z*, vers un élément d’ordre 1. L’opérateur ¢ s’étend lui
aussi de maniere umque 4 Z[log ,» T] en un inverse & gauche de ¢ :si f € Z et k € N,
alors

ces formules ayant un sens car la série définissant log converge dans &1, et celle

Y(f - (plog T)*) = (f - (logr o(T) ~ log 21 ))")

—Z( 1t ( ) log T)'9(f - (1og 243) ).

On remarquera que les formules ci-dessus ne dépendent pas de .Z; ce qui en dépend,
c’est la valeur d’un élément de Z[log« T en un point ou il converge.
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II. Objets attachés aux caractéres continus de Q;

Ce § contient un certain nombre de résultats qui ne prendront leur sens qu’au § sui-
vant lorsqu’il s’agira d’interpréter, en termes de distributions, certaines congruences
provenant de la théorie des (p,I')-modules. Comme de coutume, les résultats sont
présentés dans l'ordre inverse de celui dans lequel ils ont été trouvés : les expressions
un peu monstrueuses provenant des calculs sur les (¢, I')-modules attachés aux repré-
sentations semi-stables n’ont commencé a prendre une forme raisonnable que grace a
Papparition de la formule de Leopoldt de ce § (prop. I1.4).

II.1. Rappels sur les distributions. — Si a € Q, et n € Z, on note souvent
D(a,n) Pouvert a + p™Z,. On renvoie le lecteur & [27] pour les détails.

Transformée d’Amice.— Si p est une distribution sur Z,, on définit sa transformée
d’Amice /, par #,(T) = [, (1+ T)® p. La transformée d’Amice induit un isomor-
P

phisme d’anneaux de Fréchet de 2(Z,), muni de la convolution, sur Z+.

Multiplication par une fonction.— Si p est une distribution sur Z, et si f est une
fonction localement analytique sur Z,, on définit la distribution fu par la formule
Sz, ¢ (f) = [, (f¢) .

— Multiplication par z. On a

d
gy = 02, avecd = (1+ T)a—f
— Multiplication par z” si vy(2 — 1) > 0 (ce qui inclut le cas 2 € p,e) :
Foen(T) = (1 +T)z = 1).

— Division par z. Le résultat n’est bien défini qu’a addition prés d’un multiple de
la masse de Dirac en 0, et &,-1,, est une primitive de (1 + 7)1/, (T), le choix de la
constante d’intégration correspondant a ’indétermination mentionnée ci-dessus.

Restriction a un ouvert compact.— C’est la multiplication par la fonction caractéris-
tique de 'ouvert compact. Sin € N et b € Zy, la fonction caractéristique de b+ p"Z,
estz o pT" ) on g n~%n*. Cela se traduit, au niveau des transformées d’Amice, par
la formule

MResb_H,nzp(u)(T) = p—n Z n_b'du((l + T)n - 1)
nel‘p"

La transformée d’Amice de Reszxp est (1 — ).

Sik >1et F € £, notons 0"FF une solution G de I’équation différentielle
0*G = F, ce qui fait que % F n’est bien déterminé qu’a addition prés d’un polynéme
de degré < k —1 en log(1 + T'). On a alors

/ Fu=p Y nt*a,(n-1),
b+pnZ,

NE€M,n
sik>0ousik< —1letb¢p"Z,.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2010



230 P. COLMEZ

Dérivée d’une distribution.— Si p € D(Z,p, L), on définit sa dérivée du par :
/ é(z)dp = / ¢ (z)p et donc g, (T) =log(1+T)- «,(T).
Z, z,

Actions de P* et 1.— On note P* le semi-groupe (ZPB{O} Z).
— On fait agir (Pg“ i’) € P*,avec k € N, a € Z3 et b € Z,, sur une distribution 4,

/ o(z) ( p a b / d(pFaz+b)p et on a Jz{(p ab)u (T) = (14+7)°¢* (0a(,)).

0 1
— Si p est une distribution sur Z,, on note () la distribution sur Z, définie par
_ 1
[ @ = [ 667 0n etona sy(@+Tr-1 == 3 s4(a+TIC-1),
Z, pZy p nen,

et donc @) = Y(Fy).

II.2. La distribution de Kubota-Leopoldt. — Soit uxr, la distribution sur Z,
dont la transformée d’Amice est (1+7~!)log(1+T); c’est une distribution d’ordre 1.

Proposition IL1. — (uxL) = p~ ukL.

Démonstration. — 1l suffit de prouver ’énoncé correspondant sur les transformées
d’Amice, et celui-ci découle des identités suivantes

log((1 + T)n) 1 1
- n:é (—H—T——l +log((1 + T)n)) =(; n;” (m + 1)) log(1 + T)

1 1

= (i + 1) log(1 + T)".
p((l-l-T)P—l +1)log(1+1)

On note encore pki, 'unique distribution sur Q,, dont la restriction & Z, est ukr, et

qui vérifie I’équation fonctionnelle (’5 (1)) -pukr, = p uky- Elle est globalement d’ordre 1,

et c’est ce que ’on peut imaginer de plus ressemblant & la mesure de Haar comme le
montre le lemme suivant.

Lemme I1.2. — Sin € Z et b€ Qp, alors fD(b ny HKL =P 7"

Démonstration. — Sib € Z, et n € N, on a

/D(byn)uKL=p‘"(1+ Z n- (;g2+logn)) p "

n€pyn —{1}
puisque logn = 0 quel que soit 7 € p,. Ceci permet de conclure si b € Z, et n € N;
le cas général s’en déduit via I’équation fonctionnelle (g (1)) - WKL = p pKL qui implique
que l'on a

é(p~™z) pxL = / é pxL

pmX
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quels que soient X ouvert compact de Q,, m € Z et ¢ de classe € sur X.

Soit .Z € L. On rappelle que 'on note log o, la branche du logarithme définie par
log o p = Z; sa restriction a Z; (ou méme a é’ep) ne dépend pas du choix de .Z et est
notée simplement log. On étend px1, en une forme linéaire sur LA(Q,) ® L -1z, log
en posant

_ _ Z _p
logy pxL = Vp,2, avec Yy =Y+ ——etyp=—— [ log uxr.
zZ, p—1 p—1

Remarque I1.3. — On a

P/ log o (p~'z) pxL = —p/ Z pxL +17/ log & pkL —P/ log pxL
PZp pZ, Z, zy

A p—1 LA
=—$+p(7 +——)—p—7 =7 +—=/ log o pKL-
P ip-1 p T T p=1 Jy 7

La relation fpmx ¢(p~™z) pxr = p~™ [y ¢ pkL s'étend donc 3 LA(Q,) @ L-1z, log o

I1.3. La formule de Leopoldt
Proposition I1.4. — Si b € Z,, alors

/ log o pxr =p™" (’Yp,.s,ﬂ + Z n~°logp(n — 1))
D(bn) nepn—{1}

Démonstration. — Si b € p"Zp, on a

/ log pxL = / log ¢, pxL
D(b,n) D(0,n)

=p " log o (p" ) pxr = p™ " (Vp,2 + nZ),
z,
Yo ntloge(n—1)= Y loggy(n—1)
n€pn —{1} n€pn —{1}
=loge ( [I (m-1)=loger" =n2,
n€ppn —{1}

ce qui permet de démontrer la formule souhaitée dans ce cas.

Supposons maintenant b € Z, — p"Z,. Si a € Zy, soit A, la distribution dont la
transformée d’Amice est (1—+,_,—i'),,—_1 — % ; c’est en fait une mesure, et un petit calcul de
transformées d’Amice montre que ’'on a

((89) = 1) - pxr = da.

On en déduit la formule

/ loge ((§9) - 1) pxr = / 7! A
D(b,n)

D(b,n)
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Par ailleurs, la transformée d’Amice de 271\, est, & addition d’une constante pres,
égale Alog o, ((1+T)*—1)—logey T — (a —1)log (1 + T) et donc

/ g7 A = p‘"(logg at Y, 0 ’(logy(n® —1) ~logg(n - 1)))-
) n€ppn —{1}

Maintenant, si on revient a la définition de opération y +— (8 ‘1)) - i, on obtient

log,a
/ loge ((89)—1) - pxL = —2 +/ log e pxL — / log & pkuL.
D(b,n) p D(a—1b,n) D(b,n)

En comparant les deux formules ci-dessus pour [, . logy ((89) —1) - pxw, on en

déduit le fait qu’il existe une constante C(n, k), pour 0 < k < n — 1 telle que l’on ait

/ loge pukrL =p™ " (C(n, k)+ Z n—blogg(n—l)) sibeZyetvy(b) =k.
D(b,n) ’I’]pn=1,’l7#1

Fixant alors k et sommant sur un systéme de représentants de ka; modulo p"Z,,
on obtient

/‘c loge pxL = p”"((p —Dp"*1C(n, k) + A(n, k)),
p*Zy

avec A(n,k) =Y e (1310820 — 1) Xoeprzs oz, n~°. Comme

0 sin ¢ Hpk+1 5
Z ﬂ—b = _Pn_k—l sin € Hpi+1 — Hopk ;
bepkz;/pnzp pn——k _ pn—k—l si n e l"pk’
on obtient
Am, k) =" % Y loggen—-1)- (" ). logg(n—1))
n€p ik —{1} nE€pk+1—{1}

— pn—k log_g:pk _ pn—k—l logf pk+1 — pn(kp—k _ (k + 1)p—(k+1))$’

et comme par ailleurs,

/ log o pxL = / log o pxL — / log & pxL
P*Z3 D(0,k) D(0,k+1)
= (p7* —p )y, o + L(kp~F - (k + 1)p~ ),

on en déduit C(n, k) = 7, &, ce qui permet de conclure.

Proposition I1.5. — Soient ¢y » = fz,, loge pxi, et, sit > 1, ¢c; e = fz,, ’T.ipKL.
Alors, sin € N et b € Zp,
p" fD(b,n) lqgj,ﬂ pkL s1t=0;

¢z + N8 log(n—1) = i -
' Z " fD(b,n) IT UKL st 2> 1.

n€pm —{1}
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Démonstration. — Si ¢ = 0, c’est une réécriture de la prop. II.4. Sii > 1, 0n a

i i 1 .
P"/ z MKL — / %‘/‘KL =z Z ﬂ_ba’((l + T~ 1) log(1 + T)))
D

i |T=n—-1"
(b:n) Zy n€pyn —{1}

Or 87 log(1 +T)|p_,_, Vaut 0si j # 1 et 1sii=1, pour tout n € pye. On en déduit,
en utilisant la formule de Leibniz, I’identité

P(A+T Vg1 + 1)), =id (T +1),__, =id logy(n—1),

|T=n-1

ce qui permet de conclure.

Remarque 11.6. — La distribution pkr, est intimement liée a la fonction zéta de
Kubota-Leopoldt et aux fonctions L p-adiques des caractéres de Dirichlet de conduc-
teur une puissance de p. Un petit calcul montre que, si x : (Z/p"Z)* — 6; est un
tel caractere et si k € N, alors

| x@e* e, = (<102 (1 - )
z;

ou Lir} (x, 8) est la fonction L complexe de x privée de son facteur d’Euler en p. En
particulier, si x est un caractére pair, alors la fonction L p-adique L,(x,s) associée
a x est donnée par la formule

1 -8
LP(X’S)zs———T ” x(z)(2)'~° pk,

et la proposition II.4 est équivalente & la formule de Leopoldt pour Ly(x,1).

I1.4. La distribution p, . — Soit u un générateur topologique de Zy. Soit pg;
la distribution sur Z; définie par
fz; apk = azf;l_)l si a: Z% — C¥ est un caractére continu # 1,

* 1
fZ; Hk1 = logu®

Cette distribution est ’analogue multiplicatif de la distribution de Kubota-
Leopoldt, ce qui justifie la notation. Elle dépend du choix de u et est d’ordre 1.

LemmeIL7. — Sin > 1,50 < i< (p—1)p" ' =1, et sia: Z} — C} est un
caractére continu, alors

o(u)iw(e) _ a(u)—((p_l)p’n—l_i)w(a) ' -
/ aﬂ;‘{L = a(u)(P—l)p"—ll_l - l—a(u)—(P—l)p"—l 81 a(P )p ?é 1,
D(ut,n) p—n% sia®-DP"t 1.
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Démonstration. — Si X, désigne l’ensemble des caractéres 8 : (Z/p"Z)* — 6;, on a

Lot €) =it ﬁz B(u)~B(z)
EXn

1 )
ok = B(u ”l/ o P -
/D(ui’n) 5% (p—1)p1 Z (u) z;ﬁ HKL

BeXn

n—1

SiaP~Dr""" =1 ona w(Ba) = 0 quel que soit 8 € X, ; tous les termes de la somme

sont donc nuls sauf celui correspondant & 8 = a~!, ce qui nous fournit 'identité

* .- (w)?
fD(ui,n) Qpgy, =P n(pp—olt)iltogu'

Si aP=DP""" £ 1, comme w(aB) = w(a), et comme J est entidrement déterminé
par n = B(u) € p(p_1)pn-1, ON Obtient

s oL o wl@) a(w)w(a)
/D(u",n) L (p—1)pn1 Z K awn—-1  a(u)P-Dr~ —1°

La derniere identité peut se montrer, par exemple, en développant en séries entieres
en z = a(u). Ceci permet de conclure.

neﬂ(p_ 1)pn—1

1

On se fixe, pour toute la suite de ce §, un élément o de (/?\(L), tel que a7 n’est

pas de la forme |z|z?, avec i € N, et une mesure A sur Z; vérifiant

—1)logu ; )
/ a_l)\=(p———)——g— et/ ' A =0, si a(p) =p' ", avec i € N.
zy p zy
(L’hypothese selon laquelle a~! n’est pas de la forme |z|z?, avec i € N, sert juste &
assurer que les deux conditions [,, @™ X # 0 et [, 2* A\ = 0 sont compatibles.)

P p

On note A x apy;, le produit de convolution sur Z7 de A et auk;,. On a donc

@A wanie= [ $et)al2) M0 (o)

zy ZyXZy
Lemme IL8. — (i) Si a(p) n'est pas de la forme p'~%, avec i € N, il eziste une
unique distribution pq x sur Q, dont la restriction a Zy est A x apg;, et qui vérifie
(39) - tan = pa(p) 'ty

(i) Si a(p) = p*~t, il existe une unique distribution pa,x sur Qp, dont la restriction
a Z% est Ak apky, et qui vérifie (59) - piax = pa(p) " pia,x et fzp ' pa,x = 0.

Démonstration. — L’application p — A,(T) = fzp(l + T)*u induit [27, prop. 11.5.3]

une bijection de l’ensemble des distributions sur Q, vérifiant (f)’ (1’) - = pa(p)u,

sur ’ensemble des éléments de Z+ vérifiant 1 (f) = p~la(p)f. D’autre part, si p est
une telle distribution, alors (1 — p~*a(p)p)A, = [,.(1 4+ T)®u. Le lemme est donc
P

une simple traduction du lemme I.5.
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Lemme I1.9. — Siy € Zy, siw(a) #0 et si1 <m < n, alors

w(@) (p—1)p™7*
- aw [ a@= [ s
1- a(u)‘(”—l)p ! ; D(—u%y,m) D(-y,m) “
Démonstration. — On a
(p—1)p™?
1pym(2) = Y 1p(-ueym)(®)Lp@-2,n)(2)-
a=1

En revenant & la définition de la distribution A x api;,, on en déduit la formule

(p—1)p™ !

= ),
/D(—y:m) a; D(—u%y,m) D(u—9,n)

1

et on conclut en utilisant le lemme I1.7 avec i = (p — 1)p"~! —a.

Lemme I1.10. — Si v,(y) < n, alors

/ o piar=p
D(-y,n)

Démonstration. — On se rameéne au cas vp(y) = 0 et n > 1, en faisant le changement
de variable z = p¥»®z’ et en utilisant la relation ( ?) por = pa(p)  pax. On
utilise alors les formules

—-n

(p—1)p™*
- Y4
1p(_ym(2t) = 10(yui m) ()L D t » —pn__ P
D(-vy, )(Z) 12:; D(—yut, )() D(u ,n)(z) € /D(u—i,n) %% p (p—l) logu
pour obtenir
[ @ @man= [ tocymn) a6 A al@ui(e)
D(-y,n) ZyxZy
(p—1)p™* /
- o N)( [ uta
; ( D(Lyuin) )( D(u=+,n) )
|
1-n (p—1)p" " 1-n
p / l -1 p / -1 -n
__r" alx=—F [ 4 tx=p
(p—1)logu ; D(—yhion) (p—1)logu Jz.

II.5. Les éléments A, x, Bo,) et Cq z
— Soit Ay x € £t la solution de I'équation (p~la(p)p — 1)Aar = fz*(l +T)* A
P

vérifiant 8 A, A(0) = 0 si a(p) = p'~* (cf. lemme 1.5). Soit u,  la distribution sur Z,
dont la transformée d’Amice est A, ». Comme X est & support dans Zj, la relation
(p~ra(p)p — 1)Aar = fz;(l + T)* X implique que Reszxu,, , = —\ et que f,  est
vecteur propre de ¢ pour la valeur propre p~la(p).
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Lemme IL11. — Siw(a) +i#0 et sin € N, alors

; uta(u) — 1 / ,
wzﬂl = wzu A
/pnz? @A w(a) +i Jynz, @

Démonstration. — Commencons par remarquer que, si a(p) = p'~¢, alors toutes les
quantités ci-dessus sont nulles. Nous supposerons donc a(p) # p*~* dans ce qui suit.
Par ailleurs, Resz, paq,x et p;, » étant vecteurs propres de ¢ pour la méme valeur
propre p~!a(p), le cas n quelconque suit du cas n = 0.

Soit F = fzp(l + T)*pia,x- Comme (p~'a(p)(89) — 1) pa,x =0, 0n a

(e - DF == [ (14T har == [ 1+T) A apiy.
z; z;
En appliquant &* et en évaluant le résultat en T = 0, cela nous donne
0 ap) - 00 FO) = - [ aiawanta = = ([ #N)( [ sl uia)
z z

* *
z P P

- @ [,
Z

uta(u) — 1

*
14

5

Comme (p*~'a(p) — 1)0°Aan(0) = [,. z°A et I*F(0) = fz,, Ti, », cela permet de
4

conclure.

Lemme IL.12. — Siy € Z, et sin>m > 1, alors

(p—1)p"*

'U)(Ot) — /
= o(u) “/ oy = —/ P, x-
1-— a(u)“(p‘l)” ! ‘; D(—u%y,m) A D(-y,m)
Démonstration. — Si vp(y) = 0, cela suit du lemme II.9, la restriction de ,u;, A a2y

étant — .

Si vp(y) = % < m, on peut appliquer ce qui précede a p~ly et m — i au lieu de y
et m, en utilisant le fait que Resz, uq ) et ,u;’ 5 sont vecteurs propres de ¢ pour la
valeur propre p~la(p).

Enfin, si v,(y) > m, cela suit du lemme II.11

— Soit k un entier > 1. On suppose que w(a) ¢ {0,—-1,...,1 — k}, ce qui implique
que o(u)a, — 1 est bijectif sur 27 /t* (qui est, d’apres le théoréme des restes chinois
et la factorisation de t = log(1 + T'), isomorphe & [[.en Ln[t]/t*). 11 existe donc
Ca,x € Zt vérifiant (a(u)oy — 1)Cq,x = —Aq,x mod tkZ*. Un tel C, ) est unique
modulo t*Z+.

Proposition IL13. — Sin €N, si0<i<k-—1, et siy € Zp, alors

(@) +i)- Y 0 Car(n—1)=p" / S han.

NEMHn D(-y,n)
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Démonstration. — On a w(xia) = w(a) + i et, avec des notations évidentes,
azCa,)\ = Cz"a,w")\ et zz#a,)‘ = Hzig,ziy

ce qui permet de se ramener a i = 0 pour faire les calculs.
La relation (a(u)o, —1)Cq x = — fz;(l + T)* p,, » mod t* se traduit par

@()Car(n* = 1) = Canln = == [ 774l 5

P
quel que soit 7 € p,n. Soit
9W) =w(@): Y 1°Cap(n—1).
NEKn

En multipliant la relation ci-dessus par “¥, on obtient la relation

D Can(n* —1) =a(u)™ Y (n’“"’Ca,x(n -1) +/ e ui.,x).
NEMyn NEMyn z;
Comme }, . - n* = p"1p(o,n)(2), on en déduit que g vérifie 'équation fonctionnelle
9(y) = a(u) " (g(uy) + w(e)v(uy)), avec

== 3 [ i@ =- [ e
zZy D(-y,n)

n€mpn

En utilisant le fait que g est constante modulo p"Z, et que u®P=VP""" =1 mod p©,

cela permet de calculer g(y). On obtient

w(a) (p—-1)p™~*
9(y) = 1= a(u)- G- > a(w)tu(uy)
a=1
(p—1)p™~*
—w(a) - /
= o) atw) (5" [ o\ @),
1 — au)~ -V .; ( Di—urym) O )

et le lemme I1.12 permet de conclure.
— On note By,» € (61)¥=0 la solution ¥ de (a(u)ay, — 1)Ba = J7.(L+T)" A
P
On remarque que, modulo t*, on a
(a(u)oy — 1)(Bax + (P 'e(p)ep — 1)Ca,n) = 0.

Comme w(a) ¢ {0,—1,...,1 — k} par hypothese, cela implique que a(u)o, — 1 est
injectif sur Z/t* et donc que By x + (p7a(p)p — 1)Cy,x = 0 mod t*.

(13) On rappelle que g4, — 1 est inversible sur (D1)¥=% pour tout (¢, I')-module D, étale sur & ; ceci
s’applique en particulier au (p,I')-module & avec action de I" tordue par a.
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ITI. L’entrelacement fantéme

Ce § est consacré a la description (prop. II1.4), en termes de distributions sur Q,,
du module (D(s)* ® Q,), apparaissant dans le th. 0.6.

III.1. Rappels sur les (p,I')-modules

Surconvergence.— Si D est un (¢,I')-module sur &, on note D I’ensemble de ses
éléments surconvergents : c’est un (, I')-module étale sur &' et application naturelle
& ®Jr D' — D est un isomorphisme [5, 13]. On peut raffiner ce qui précéde et définir, si
r G]O, -25], un sous-& ©rl_module D! de D' (c’est le plus grand sous-&(®"]-module
M de rang fini de D tel que o(M) C &©7/P1. M) ; alors :

o (D) c DOr/Pl

o D' est la réunion croissante des D! pour r > 0,

e il existe r(D) €]0, ;2;] tel que les applications naturelles

&t ® (0,71 DOl 5 Dt et &0 ® g(0,7] DOl D(O’S], si0<s<r<r(D),
soient des isomorphismes.

L’opérateur 1p.— On dispose sur D d’un inverse a gauche ¥ de ¢, qui commute &
P’action de T, et tel que

Y(ap(x)) = Y(a)z et Y(p(a)z) =ap(z) sia € & et x € D.
De plus, D"} est stable par v, si r < r(D) (et si 7 < r(D)/p, on a méme Pinclusion
Y(DOy ¢ pOrrly,

Si Dy est un Og-réseau de D stable par ¢ et I', alors Dy est stable par ¥, et Dy
contient (cf. [28, prop. I11.4.2]) un plus grand sous-ﬁ;:-module compact Dg sur lequel
9 est surjectif.

Le P(Q,)-module (D*XQ,),.— On note DngIQp ’ensemble des suites z = (2(™)pen

d’éléments de D} vérifiant ¢(2("t1)) = z(™ pour tout n € N. Comme D} est stable
par I, ¢ et 6}, les formules :

((79)-2 )™ =R sikeZetn+k>0,
((59)- )(n) o(z™) sia€Zy;
((5%) z)(n) =(1 +T)bpnz(”) sibe Q,etn> —v,(b),
munissent [28, § I11.2] le & -module D} X Q, d’une action du mirabolique P(Q,)
de GL2(Qp).

Le sous-L-espace vectoriel de D engendré par Dg ne dépend pas du choix de Dy ; on
le note D¥. C’est un sous-module de D! pour tout r < 7(D). Le L-espace vectoriel
L®es, (Dg X Q) ne dépend pas non plus de Dy ; on le note (D* X Q,), ; les formules
ci-dessus le munissent d’une action de P(Q)).

On peut aussi caractériser (D# K Q,), comme I’ensemble des suites z = (2(™),en
de D, vérifiant 9(z(®*tV)) = z(®) pour tout n € N, qui sont bornées dans D. Plus
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précisément, une suite z = (2(™),cn d’éléments de D vérifiant P2ty = g
pour tout n € N appartient & (D¥ X Q,); si et seulement si 'adhérence dans D de
{z(™, n € N} est compacte.

II1.2. Le module D(s) dans les cas semi-stable et non géométrique

Afin de mettre sur le méme plan les résultats dans les deux cas, introduisons 1’éclaté
7 de 7 en le caractére trivial. On identifie 7| (L) aux fonctions h : Qp — L de la
forme h = 4§, avec § € :7\(L) — {1}, ou de la forme h = log, avec ¥ € P1(Q,).
Sihe §/(L), on note &, son image dans </7\(L) On a donc 6§, = 6, si h = §, avec
§€ (L) - {1}, et 6, =1, si h = log, avec £ € P1(Qp).

- Si h =log ¢, soient Cp, = —p;% log T, B = (1—p~1p)Ch et Ap = (1 —04)Ch.

~ Si &, # 1 est tel que ;' n’est pas de la forme |z|z, avec i € N, et si k est

un entier assez grand (cf. ci-dessous) tel que w(dy) ¢ {0,—1,...,1 — k}, soit A\, une
mesure sur Zj vérifiant

-1l X .
6,:1 Ap = w et / ' Ay =0, si dp(p) =p' ¢, aveci € N,
z; p z:
et notons simplement :
— Ap, 'élément A, )\, de Z*, solution de (p~'0x(p)p — 1) A = [,. (1 + T)" An,
P
— By, I'élément Bs, », de (£1)¥=0, solution de (6x(u)oy — 1)Bp = [,.(1+ T)" An,

— Cp, élément Cs, », de Z*; on a donc
Ap + (6p(w)oy —1)Ch = By + (p161(p) — 1)Ch = 0 mod t*.
Dans tous les cas, on choisit N (h) > 1 tel que By, € &I%™vw)] (avec r,, = W).

Soit maintenant s = (d1,62,-Z) € Frr- On suppose que s € .75 ou qu'il existe
k€ N, avec k — 1 > 2u(s) et w(s) ¢ {1,...,k}, ce qui inclut le cas s € A€,

— Dans le second cas, on choisit un tel k. Alors z' %6, = z7*|z| 16,65, " # 1, ce qui
nous permet de définir A comme ’élément de §/(L) vérifiant 6, = 2'~*§,. De plus,
6, ! n’est pas de la forme |z|z¢, avec i € N, et w(dy) € {0,-1,...,1 —k}.

- Si s = (61,02,-L) € S5, soit k = 2u(s) + 1, et soit h = log .

On dispose alors de la description suivante du (¢, I')-module D(s)! de I’introduc-
tion.

Proposition IIL.1. — 11 eziste une base g1,gs de Z[}] ® ¢t D(s)' dans laquelle les ac-
tions de ¢ et I' sont données par

ou(91) = uF81(w)g1, ou(g2) = d2(u)(g2 + An g1)
0(91) =p *61(p)g1, ¢(g2) = 62(p)(92 + Bn g1),

et 2191 + 2292 € D(s)1, si et seulement si 2, est d’ordre k — u(s), z; est d’ordre u(s),
et z1 — Chzz a un zéro d’ordre k enn—1, sin € p,n, et n>> 0.
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De plus, il existe N(s) tel que, si 2191 + 2292 € D(s)¥, alors z; et z; appartiennent
a E10™v&)] et 29 — Chze a un zéro d’ordre k en N—1, 881 € Ppoo — Ppn(a)-1.

Démonstration. — La premiére partie de la proposition correspond & [25, prop. 3.9]
dans le cas non semi-stable et & [25, prop. 4.20] dans le cas semi-stable. Le rabiot
concernant D(s)* vient de ce que D(s)* C D(s)("] si r < r(D(s)).

Remarque II1.2. — 11 est, a priori, loin d’étre clair qu'il existe des couples (z1, 22)
d’éléments de Z# vérifiant les conditions « 23 — Cr22 a un zéro d’ordre k en 1 — 1, si
N E ppn €t 1> 0» et « 21 est d’ordre k — u(s) et x2 est d’ordre u(s) ». L’existence
de tels couples est, comme nous le verrons, équivalente & la non nullité de II(s)*.
Cette existence, dans le cas ou Cj, € L est équivalente & la conjecture « faiblement
admissible implique admissible » de Fontaine (en dimension 2, dans le cas cristallin,
pour K = Q). Dans le cas général, cette existence est contenue de maniere implicite
dans le théoreme de Dieudonné-Manin de Kedlaya [40]. Ceci avait déja été utilisé par
Berger [1] qui en avait déduit une nouvelle démonstration de la conjecture « faiblement
admissible implique admissible ».

II1.3. La distribution ¢;(u) sur LP"*/(Q,)o. — On note LC,(Q,) I'espace des
fonctions localement constantes (& valeurs dans L), & support compact dans Q,, et
on note LC.(Q,)o le sous-espace des fonctions d’intégrale nulle (ou, ce qui revient au
méme, de transformée de Fourier nulle en 0). L’espace LC;(Q,)o est engendré par
les lp—nzpn”"“”, pour n € N et 7 € p,00 — {1}.

On note LPLO’k](Qp) (resp. LP[CO"“](Q,,)O) Pespace des fonctions localement poly-
nomiales de la forme ¢(z) = S 524 ¢;(x)z, ol les ¢; sont des éléments de LC.(Qp)
(resp. LC.(Qp)o)-

A une distribution p sur Q,, on associe ([27, prop. I1.5.1]) sa transformée d’Amice

(i )nen, avee ™ = [, (1+T)"2p e #*+. Ona (") = &™), pour

tout n € N. Par ailleurs, si r > 0, on note 2,(Qp) ’espace des distributions globale-
ment d’ordre r sur Q, ([27, n° IL5]).

Soit ap = &n(p) = p*~*61(p)d2(p)~1; on a vy(ap) < 0. Soit p € Z,(Q,). Par
définition, vT(m/;fm)) > mr +vg,(qQ,) quel que soit m € Z, et comme vp(payt) >0, il
résulte des prop. 1.13 et 1.16 que la série

+o00
(poi ") (Che(™ + Y (poy "™ (Brsr™t™))
m=1
converge. On note £5(7,)™ sa somme; c’est un élément de &107~w] si §), # 1 et

de &0 vwl{log o, TY, si b = log .
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Remarque I11.3. — (i) Comme By, + (p~lapp — 1)C, = 0 mod t*, on a

(cm<">+ Z (pa; )" y™ (BM‘"*’"’))— (P ') 9 (Cha (")) € thg10mn ]

P (Cn () ") = Ly ()™ € tEEIOTV ],

la seconde congruence se déduisant de la premieére par passage a la limite.

(ii) La seconde congruence permet, pour tout 7 € p,. — {1}, de donner un sens,
modulo T, & £,(2,)™ ((1 + T)n — 1). En effet, £,(27,)™((1 + T)n — 1) a un sens
Si M € Ppo — Hyn(wy-1, et la congruence permet de définir £, (2, YM((A + T)n - 1),
modulo T*, par

() (L + T =1)=p~7 Y ()" (1 +T)¢ - 1),
¢ri=n
pour tout j > N(h) — 2. Cette formule devient alors valable, par construction, pour
tout 7 € pye — {1} et tous n,j € N; on en déduit 'existence d’une forme linéaire
£y (p) sur LP[CO”‘_I](Q,,)O telle que, pour tous 7 € p,e, 0 <t < k—1letn € N, on ait

[ =) ) = 0 ™) - D).
p~"Zp

(iii) On a €, ((3%) - 1) = (§%) - La(p), pour tout b € Q,. En effet, l'action de
(3%) correspond & multiplier .527,4("), et donc aussi £,(27,)™, par (1 + T)P"®, pour
tout n assez grand. De méme, ’action de (P 0) revenant & décaler de k les &7, ("), on

01
alh((2 ) 1) =(%0) ta(u),sikeZ
(iv) Sin € Py — pypn(n)-1, alors £y (4 )™ ((14T)n —1) est, modulo T*, la limite
de (pagl)"ﬂ’q/;i (Ch Mﬁf”“ )), quand j — +o00; il en est donc de méme pour tout
N € Mpo — {1}

III.4. Le module (D(s)® ® Q). — La description de 'espace (D(s)* X Qp)s,
donnée ci-dessous, est ’ingrédient principal menant au th. 0.6.

Proposition 4. — Si(z ("))neN et (zén))neN sont deuz suites d’éléments de %, et

si 2™ = 2 () g1 + zé )gg, les deuz conditions suivantes sont équivalentes :

(i) z= (z(n))neN € (D(s )ﬁ X Qp)b ;
(ii) 4l existe p, € Dyu(s)(Qp) €t V2 € Di_y(s)(Qp) telles que v, — £y (p.) soit identi-
quement nulle sur LP[CO’k*”(Qp)O et, pour tout n € N,

A" = 00" et 2V = (5.0 F) (A — ()™ + Sa(p)"Crd (™.

Remarque II1.5. — (i) Il n’est pas trés difficile de voir que z — p, est injective, ce qui
nous fournit une application u, — v, dont 1’étude est la clé de la démonstration du
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th. 0.6. Tout se passe comme si

[ s@u@=[ o6t m@mnere)
Q,

» X Qp
ot A\* serait la mesure de Haar sur Q; (qui ne peut pas exister comme distribution
continue), et donc comme si on avait affaire & un fantéme d’entrelacement : si «, 8
sont des caracteres lisses de Qj, la formule

1(6)(2) = /Q $(z + 2) fo~ () |o| Lde,

fournit un opérateur d’entrelacement I : Ind§ 8 ® a| |~ — Ind§a ® 8| |1, ot B
est le borel de G = GL3(Qy), et 8; ® d; est le caractére de B envoyant (gY) sur

81(a)b2(d), si 61,65 € T(L).
(ii) Si z € D(s)¥=! C (D(s)* K Qp)p, alors
(59) - me=82(0) 'z et (39) v =p"61(p) 02
(iii) En revenant aux formules de ’action de P(Q,) sur (D(s)*XQ,); et sur 2(Q,),
on obtient la formule

Blav), =02)(85) ne si(§%) € P(Qy).
(8%)-=

La démonstration de la prop. II1.4 repose sur le peu ragotitant lemme suivant.

Lemme IIL6. — (i) Si z = (2()en € (D(s)* ® Qp)s, avec 2 = z( dgr + zé ) ga,
il existe une distribution p, € Dy (Qp) et une suite G, = (Gg ))nEN d’éléments
de % u(s) vérifiant :

(a) Gg") = 1,[)(G§"+1)), quel que soitn € N ;
b) il existe c € R tel que vi_y (s G(z") > c+ (k—wu(s))n, quel que soit n € N ;
(s)
(c) M — bh(,,)™ a un zéro d’ordre k enn — 1, $in € pye — PpNio-1 5
(d) G, p, et z sont reliés par
" =" (p) ) (G — () ™) + 62(p)" Cr et

A" = 5y(p)" ™,

MKz
quel que soit n € N.
(ii) Réciproquement, si p € Dy(5)(Qp), s'il existe une suite G = (GM)pen d’élé-
ments de % _ _u(s) Vérifiant les propriétés (a (a), (b), (c ), et si (zi”))neN et (2, {n ))neN

sont définies par les formules du (d), alors (2 (n)gl + z2 gz)neN € (D(s)" R Qp)p-

Démonstration. — On a

=p*8:1(p) p(g1) et go = 2(p) 'w(g2) — P*81(p) T Bro(gn).

On en tire la formule

P(z191 + 2292) = P61 (p) T (¥ (21) — ¥(Br22))g1 + 62(p) "' (22)ge-
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On déduit de la formule précédente, et de la description de D(s)* de la prop. IIL.1,
que z = (z("))neN € (D(s)*® Q,)s, avec 2(™ = z( Vg1 + zé ")
e la suite (2{”)nen est bornée dans é”lo TN(S)] et vérifie 20 = 8,(p) ("),

quel que soit n € N;

go, si et seulement si :

o la suite (z§"))n€N est bornée dans 5,10’“?8(; 1 et vérifie, quel que soit n € N, la

relation zin) = k81 (p) 1 (W (2"T) — ¥(By 2"y,
M - Chz{™ a un zéro d’ordre k en n— 1, si n € Ppoo — HpN(e)—1-

Comme v,(d2(p)~!) = u(s) > 0, la premietre condition implique, d’apres la
prop. 1.12, que z{™ € &+ et 1(62(p)~ "V ") = §,(p) 25", pour tout n € N;
elle est donc équivalente & l'existence d’une distribution u,, globalement d’ordre u(s)
sur Qp, telle que :

‘Z{;E:l) = 62(p)_"z§") quel que soit n € N.

De plus, comme v,(p¥d1(p)~!) = k — u(s) > u(s), et comme la suite de terme

général zé") est une suite bornée de %J“( ) il résulte de la prop. I.17, que

(p*61(p)~1)™ ™ (Brz{™) tend vers 0 dans 60] ’ N(”] quand m tend vers +oo.
Ceci permet de montrer que la série

2" + Z (0" 61 (p) ™)™ p™ (Bray" ™)

m=1

converge dans <§]O ’(Vs()s’] On note y(™ la somme de cette série. Un calcul immédiat

montre que ¥ = (p*8;(p) " (y™+V) quel que soit n € N et, les suites de terme
général z( ™) et zé") étant bornées, il en est de méme de la suite de terme général y(™.
En particulier, comme v,(p*8;(p)~!) > 0, on en déduit (prop. 1.12) 'appartenance de
y(™ & Z*, quel que soit n € N.

On déduit de ce qui préceéde que, si on pose G = (p*81(p)~1)"y(™), alors la suite
G, = (G( ))neN est une suite d’éléments de % s) vérifiant :

o G = (G quel que soit n € N;

e la suite de terme général (p*é;(p) 1) "G% (") est bornée dans B, u(s)}

oG — h(,,)™ a un zéro d’ordre k en n — 1, 8i 7 € ppoe — Ppn(e)-1-

Ceci permet de démontrer le (i). Pour démontrer le (ii), il suffit de remonter les
calculs.

Les deux premiéres conditions ci-dessus, satisfaites par la suite (Gg"))neN, sont
équivalentes a ’existence d’une distribution v, € Zj_y(s)(Qp) dont (ng))nGN est la
transformée d’Amice. La prop. III.4 est donc une conséquence du résultat suivant.

Lemme IIL.7. — v, — £y (u,) est identiquement nulle sur LP[CO’k_”(Qp)O.

Démonstration. — La congruence (%,,(:L) — () ™) (1 + T)n — 1) = 0 mod T*,
pour tout 7 € pyeo — Myn(s)-1, Se traduit par le fait que v, = v, — £,(u,) est nulle
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sur toute fonction de la forme lp_nzpnpnx:v", sin € N, sin € pyeo — pPpn-1 €t si
0<i<k-1. Comme ECP=71 lp—n—lzpcan’ = plp—nzpnl’"’, le sous-espace engendré
par les fonctions ci-dessus contient aussi les lp—nzpnpn%i, sin€N,sin€ ppo — {1}

et si0 <7< k—1, et comme ces fonctions engendrent LP[CO”“”I](Q,,)O, cela permet
de conclure.

IT1.5. Propriétés algébriques de I’entrelacement fantome. — Dans ce n°, on
s’intéresse & 1'application p +— £ (p).

Soit h € §/(L) tel que J; ' ne soit pas de la forme |z|z?, avec i € N.
— On définit ay, By, € L, par

h(p) iy # 1, o B {0 sidp #£ 1,

ap =96 =
" w(p) {1 si h = log o, Z sih=loge.

On a donc, dans tous les cas, h(pz) = anh(z) + Br, quel que soit z € Q.
— On pose w(h) = w(d). Il existe alors n(h) € N tel que, si z € D(1,n(h)), alors
he) oo (M) (@ —-1)  sidn#£1,
z) = e
e ——-(_17)1 i (z—1)" sih=logg.

n=

En utilisant ’équation fonctionnelle satisfaite par h, & savoir h(zy) = h(z)h(y), si
on # 1, et h(zy) = h(z) + h(y) si h = log, on en déduit que h est analytique sur
D(y,n(h) + vp(y)), quel que soit y € Q7.

— On définit une distribution uy, par

Hspn,  SiO0R # 1,
Bh = .
pkL  sih=logg,

ol us,,x, est la distribution définie au n°II.4.

Lemme II1.8. — pp € Di—2r(Qp) €t (59) - pn = (pa;, V) pn

Démonstration. — Si 8p, # 1, c’est inclus dans la définition de ps, x,, et si b = log e,
c’est le contenu de la prop. I1.1 et de la rem. I1.3.

— On définit une fonction fp, j(z,y), pour 0 < j < k —1, par

: I ) .
LOims  sa#L
j—1i

fh,'(l',y) = . : . i
! Ylogey+ Y7l ())r5= sih=loge.

Lemme II1.9. — (i) Sij € N, alors fy,;(pz,py) = P (fn,j(z,y) + Bry?).
(i) Sij €N eta € Qp, alors 37 _o (1) (—a) ™™ frm(x,y) = fa;(z,y —a).

ASTERISQUE 330



LA SERIE PRINCIPALE UNITAIRE DE GL,(Q),) 245

Démonstration. — Le (i) est immédiat. Passons au (ii). Si ép, # 1, alors

J 7 j—m —m m! ym—ixi
m2=:0(m)(—a) Tram(9) = ,;0; m'(J m)' o =Dl wih) 14
_ ! z! ! (j —i)! o

= ;i!(j—i)!w(h)+i(:/—;i(j_m)!(m_i)!(—a)i Yy )

& z* i
- gi!(j—i)!w(h)+i(y_a)1 = fni(®:y - a),

ce qui démontre le (ii) dans ce cas. Le cas h = logy suit du méme calcul (avec
w(h) = 0 et en séparant les termes s = 0 et ¢ > 1). Ceci permet de conclure.

Si h = log, on pose 8'h(0) = ¢; &, ol ¢;, » est défini & la prop. IL5 (on rappelle
que si h # logy, alors Cp, € ZT).

Lemme II1.10. — Siy € Z,, sin> N(h), et si0< j <k —1, alors
T (5
oy (-)y"la‘Ch(n -1)= p"/ fri (@, y)pn(2).
= ¢ D(—yv")
neﬂ-pn 1=0

Démonstration. — Dans le cas ol d;, # 1, cela résulte de la prop. II.13, et dans le cas
h = log ¢, cela résulte de la prop. IL.5.

Lemme III.11. — Soit p € 2,(Qp). Sim,n € N, et si j <k —1, alors

Y () (Che ™)) (0~ 1) = / o (p"” /D fh,j(w,y)uh(w))u(y)-

NEMym "2y (—y,m)
Démonstration. — Comme
Fyr =p IYrd et Y"(f)a)=p" D FO),
bP" =a
on obtient
> (o) (Chet(M)) (0~ 1) =
nEp,m

(LY (Z()alch —1).af-id;">(n—1)).

NEMynsm  i=0

Maintenant, comme

8]‘—"%(")(7;—1)=/z y iy OU/ ¢ u™ —/_ #(p"z) ,

P "Zp
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on peut réécrire la somme ci-dessus sous la forme

(p‘jail)"/ ( oo 2]: (i) ¥ ' Ch(n — 1)) p™(y),

Zr n€hynim  i=0

ou encore, en utilisant le lemme II1.10, sous la forme

(P70 )" /z (ptm /D ooy T @) un(2)) 1 ().

On conclut en faisant les changements de variables z = p™u, y = p™v, et en utilisant
le lemme IIL.8, le (i) du lemme IIL9 et, dans le cas h = log g, le lemme I1.2.

Proposition II1.12. — Soit p € 2,(Qp). Si0<j<k—1 et si p € LC(Qp)o, alors
/ o(@)a? b (p / / oz +y) fr,;(@,y) pn(z )) n(y)-
Démonstration. — Comme Ene%m_{l} n* =pTlpmg, —1,8i T € Zy, on a

[ 0Mez, —12)0 ) = Y 0 (n() @) - 1),

Q n€p,m —{1}

et le résultat se déduit, dans le cas de ¢, = p"1ymz, — 1z, du lemme III.11 par
passage & la limite. Le cas général s’ensuit en utilisant la formule £, (g- 1) = g ¢n (1),
sig= (%k ’1’), et le fait que les ¢, (p*z +b), pour m € N, k € Z et b € Q,, engendrent
LC.(Qp)o-

IV. Continuité de 1’entrelacement fantéme

Dans ce §, on interpréte (cf. th. IV.2), l'existence de la distribution v, de la
prop. III.4. Le résultat obtenu se traduit immédiatement en termes des duaux des
représentations II(s) du § suivant.

IV.1. Enoncé des résultats. — Soit h € ?(L), et soient k € N et » > 0. On
définit des éléments cp(j), pour j < k — 1, par
{(w<h>+;‘!>-~w<h) sion £,

cr(g) =
»0) 1 si h =loge.

On suppose que le triplet (h, k,r) vérifie les conditions suivantes.

o vp(ap) =2r—(k—-1) <0;

ecp(j)#0,sij<k—1(ie. wh)#{0,—-1,---,—k}, si h # logy);

° 6;1 n’est pas de la forme |z|z, avec i € N (c’est en fait une conséquence des
deux premiéres conditions).
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Soit % l’ensemble des parties finies de L x Q, x N. Si U = {u = (au, ju, M)} € %,
soient

_ (y — au)’ _ o Viu
hu(y) gxu——c’l(ju) h(y —au) et Py(X)= ;x ay)’*.

On peut aussi écrire Py (X) sous la forme

+o00 .
Z(:)bU,z'Xi, avec by; = Z Au (-7:> (—ay )70

uelU

On note %’ (k, r) 'ensemble des parties finies U de Q, x N x L telles que, si v € U,
alors k—1—7 < j, < k—1, et on note % (k,r) (resp. % (k,r)°) I'’ensemble des
u€ %'(k,r) tels que deg Py < k — 1 —r (resp. Py = 0).

PropositionIV.1. — SiU € % (k,r), et si p € 2,(Qp), alors pr Lhu p converge.

Démonstration. — C’est, modulo le lemme IV .4 ci-dessous, une conséquence du lemme
11.6.3 de [27].

Théoréme IV.2. — Sip € 2,(Qp), les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) pr lhup =0 quel que soit U € % (k,r);
(ii) 4l existe v € Di—r(Qp) dont la restriction d LCO*F=1(Q,)o est €4 ().

Démonstration. — La démonstration de ce théoreme occupe 'intégralité du §.

Lemme IV.3. — (i) Sidp # 1, sicp(j) # 0, et sia € Q,, alors h(y)_l((y 2 by — a))

cn(5)
est méromorphe au voisinage de y = 00, et on a, au voisinage de y = 00,

p) (P by - ) = Z( )( D )

=0
(il) Si £ € PL(Qy), et sia € Qp, alors (y — a) (log»(y — a) — logy y) est méro-
morphe au voisinage de y = 0o, et on a, au voisinage de y = 00,
o)y (zr+ -+ )y +0@™") siLel,

(y—a)’ (log » (y—a)—log.x y) = {0 $i £ = 0.

Démonstration. — (i) Au voisinage de y = oo,

W—a) hy—-a) _ ¢ o _ _1yu)+s
oG) b am )

— J! 2. (w(h) + . em B
- ((w(h)+j)---(w(h))nzzo( n )(—a) y )"‘O(y )

et on conclut en posant i = j — n et en développant le coefficient binomial.
(ii) Le cas .£ = oo est immédiat. Si £ € L, on a

(y—a)(logy(y—a) —logyy) =y’ (1 —ay™") log(l —ay™?).
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Or, une récurrence immédiate montre que la dérivée n-iéme de 27 log z est, si n < j,
égale a
) 1 1
j(Gj—1)--(F-n+1)22""(logz+ =+ + ——).
iG-1--0 )" " (log ; ]_n+1)
On démontre le (ii) en utilisant la formule de Taylor en 1 pour la fonction 27 log z,
et en posant ¢ = j —n comme ci-dessus. On aurait aussi pu déduire le (ii) du (i), en

prenant h de la forme h, (z) = exp(wlog , ), et en faisant un développement limité

de why, (y)~! (c”’l ‘8) hw(y — a) au voisinage de w = 0.

Sid € I (L), on note LA(P!(§)) l’espace des fonctions ¢, localement analy-
tiques sur Q,, telles que d(z)¢(1/x) se prolonge en une fonction analytique sur Q,.
Si ¢ € LA(P1()), on dit que ¢ a un pdle d’ordre < r (resp. d’ordre < 7) en Dinfini,
si §(x)¢(1/x) a un zéro d’ordre > r — v,(8(p)) (resp. d’ordre > r — v,(6(p))) en 0.

Lemme IV4. — SiU € %(k,r), alors £, y est de classe €7 sur Q. De plus,

-8t 0p # 1, alors by € LA(Pl(xk“l&l)) et a un pole d’ordre < r;

- st h = logg, alors £,y = Pyloge +€h v, et Py et E;}%] sont des éléments de
LA(P(z*~16)) avec un péle d’ordre < r.

Démonstration. — Que €y soit de classe €” sur Q,, suit de la minoration
vp((@90,) (D)) = j +vp(an) =j+2r —k+1>r,si j > k—1—r, et des propriétés
locales des caracteres de Qj (cf. [27, prop. 1.6.3]).
Maintenant, si dp, # 1, il résulte du (i) du lemme IV.3 que
gk—1-7

F 7155 (@) (2 71) Z v,j—— + O(z¥),

et Pappartenance de U & % (k,r) se tradult par la nullité de by ;,sij > k—1—r, ce
qui montre que ¢,y a un pdle d’ordre < r. Le cas h = log s, s’obtient en prenant la
dérivée en w = 0 de wx*~ 155, (z)h,, ,v(z 1), ot hy(z) = exp(wlogy ).

IV.2. Découpage de la démonstration du th. IV.2. — Pour démontrer le
th. IV.2, il est commode de prolonger ¢,(u) en un élément du dual @[Ok 1](Q,l,)

de LP?”C—”(QP). Pour ce faire,

— on note W}, 'espace engendré par les (z —a)’h(z —a), pour k—1—-r < j < k-1
et a € Q, (et par les 27, pour j < k—1,si §, = 1),

— on choisit un supplémentaire W;' de W, dans W), (en particulier, W}’ est de
dimension finie), contenant les z7, pour j < k — 1, si 6, = 1,

— on prolonge p en une forme linéaire ¢ — fPl ¢ p sur Wy en imposant que
Jprbhun = pr bhopsiU e Uk,r) et [popu = 0si ¢ € W) (Dans le cas
6r = 1, les deux définitions de [5, z* pu coincident, si i < r, car on a pr ztp =0, si
p € 2,(Qp) d’apres le lemme I11.6.3 de [27].)

Le théoréme IV .2 est alors une conséquence immédiate des propositions IV.5 et IV.6
ci-dessous.
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PropositionIV.5. — Si0<j<k—1, sia€ Q, et n € Z, alors l'intégrale
aan) = [ ([ fagey-a)m@)uw)
p? D(a—y,n)

converge et il existe un unique prolongement de €y (u) en un élément de Qi?gjk—”(Qp),

tel que fD(a’n)($—a)j€h(u) = Iy j(1,a,n), pour tous 0 < j<k—1,a€Q, etne Z.
De plus,

(h4) 4l existe une constante C'(h) € R telle que, pour tous p € 2,(Qp), a € Qp, n € Z

ethk—1-r<j<k-1,

vﬂ,(/l)1 p™ (xcﬁ—(;))j h(z—a)u—/D(avn)(z—a)J' éh(p)) > n(j—(k—r))+vg, (u)+C(h).

Démonstration. — Cf. n°IV.5.

Proposition IV.6. — Si p € 9,(Qp) et si Ly(u) vérifie la propriété (h4), les conditions
sutvantes sont équivalentes :

(i) pr lhu =0 guel que soit U € % (k,r)°;

(ii) pr Ohu =0 quel que soit U € % (k,r);

(iii) €n(p) se prolonge en une distribution v globalement d’ordre k — r sur Q.

Démonstration. — Cf. n°IV.3.

IV.3. Un peu d’analyse fonctionnelle p-adique. — Nous allons commencer
par démontrer la proposition IV.6, et pour cela, nous allons prouver les implications
(i)=-(ii)=(iii)=(i).

On peut écrire Py sous la forme

k=1 ]
Py(X) = Z by X', avecby; = Z Au (J;‘)(_au)ju—i’
=0

uelU
et Pappartenance de U a % (k,r) se traduit par la nullité des by,; pour i > k+1—r.
La linéarité de l’intégration couplée avec le fait que pr Lhup = 0 quel que soit
U € %(k,r)° nous donne l'existence d’éléments B3;(u), pour i < k + 1 — r, tels que
pr Chukt =Y icki1—r Bi(1)by,i quel que soit U € % (k,r). De plus, ’espace engendré
par les £, i, pour U € % (k,r)°, étant de codimension finie dans W, il existe C € R
tel que v,(B; (1)) > C + vg, (1) quels que soient ¢ et u. Par ailleurs,

bhu (y)p =/Q bhu(p"y) (% 9) - p =/Q hv, @) - QW) (% 9) u,

Qs

ot Uy, = {(p"au, ju, (@rp?) ™ ™Ay), u € U} et Q est un polynéme de degré < r pour
des raisons de croissance & l'infini (nul si 6, # 1). On a alors [, Q(y) (B 9)n=0,et
P
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n

comme by, ; = (arp’) by, on en déduit la relation B;(u) = (anp®) "Bi((%,

nst

et la minoration

) - )

vp(Bi(w) = —(2r +i — (k = 1))n + v (Bi((% 9) -
—@2r+i— (k- 1))n+C+v@T((1’n
((k=1)—i—r)n+C+vg, (1)

)
)

v

9) - w

It

Il n’y a plus qu’a faire tendre n vers +o0o pour faire tendre cette quantité vers +oo et
démontrer la nullité de 3;(r) si i < k — 1 — r. D’ou 'implication (i)=>(ii).

Si fqp by p = 0, pour tout U € % (k,r), alors [, (x — a)?h(z — a) p = 0 quels
que soient a € Qp et (k—1) —r < j < k — 1. La propriété (h4) nous fournit donc la
minoration

w( [, @m0 8w) 2 CW+ (=1~ k=),

quels que soient a € Q, et n € Z, et comme k —1 > k — r — 1, cela implique que
£, (1) se prolonge (de maniére unique) en une distribution globalement d’ordre k — r
d’aprés [27, prop. I1.3.2]. On en déduit 'implication (ii)=>(iii).

Passons & Pimplication (iii)=>(i). Par hypothése, v — £; (1) est identiquement nulle
sur LP*~11(Q,)o. On en déduit, si U € % (k, r)°, la formule

Shf @-apr=Y [ @-arow.

uelU D(au,n) uelU (au,m)

Maintenant, le fait que v est globalement d’ordre k — r nous fournit la minoration

v,,(z,\ /D

tandis que la propriété (h4) nous fournit la minoration

(z = @) v) 2 vg,_,(v) + inf (v(\)) +m 0 (G — (k = 7)),

(aw,n)

v (p” / thup— ZA /D @ —au)’ n(n) 2 C(h) + inf (vp(Au) + i0f ((u— (k=))m).

(aw,n)

On en déduit, quel que soit n € N, la minoration
s /Q k) 2 0 faf G = (k= 1)+ 1)+ fnf ((0) + inf(v,.. (), C(1).
Comme infyecpy(ju — (kK —1) +7r) > 0, Il n’y a plus qu’a faire tendre n vers +oo

pour faire tendre le membre de droite vers +oo et en déduire la nullité de pr Lhul,
si U € % (k,r)°. Ceci permet de conclure la démonstration de la proposition IV.6.
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IV.4. La fonction g5 ;. — Soit

((D + y) = l(ch(j) _1) - fh,j(x> y)) si 6h 7é 17

ghi(z,y) = N
’ {w+y =1y h(—y) — fri(z,y) + Hjy?) sih=loggy,

o Hy =Y, C () = f; 2 dp = —(1+ L+ + 1),
Lemme IV.7. — Sije N, et siw(h) ¢ {0,—1,...,—j}, alors
(i) gn.j(pz,pY) = P~ gn,5(2,y).
(ii) fD(——-y,n) fh,j(xw y) pr() est égal a

o ¥ i1 0 sty #1,
b - [ @t m@ )
cn(J) D(-y,n) ! p "Hjy? sih=Iloge.
(iii) gn,; est analytique sur Uouvert de Q x Qy, des couples (x,y) vérifiant I’inégalité
vp(z +y) > vp(y) + n(h).

Démonstration. — Le (i) est immédiat. Le (ii) est une conséquence du lemme II.10,
si 0y # 1 et du lemme I1.2, dans le cas h = logs,. Pour démontrer le (iii), partons de
Dexistence, si w € C,, de I'identité suivante de séries entiéres (en u)

wen (i) w=1) ! X=X (wti wem, j4m
(1=u) Z(z) w1 *w(w+1)---(w+j)<1—m2:1(j+m)(1_u) u’t )

=0

qui se démontre en dérivant par rapport & u, et en faisant une décomposition en
éléments simples de la fraction rationnelle m pour identifier les termes
constants.

On en déduit, si vp(u) > n(h), la formule

L () w=1)F ! < (=1 im
h("'”z(i)www_m:o(w(hm)( ,;(Hm )(1—u> W)

1=0

11 suffit alors de poser u = z’;y et de multiplier les deux membres de l'identité précé-
dente par (z +y) /" 1y/h(yz~!) pour en déduire la formule

+oo . m—1
gh,j(-'t, y) — _ Z (_l)m (’lU(h) + J) (i_'___y_)_’

e’ Jt+m ™

valable si vp(z + y) > vp(y) + n(h), ce qui permet de conclure dans le cas 0, # 1.
Si h = log ¢, on remarque que y?h(—y)— fr ;(z,y)+H;y’ est nul pour y = —z et que
(z+y)?
T

sa dérivée par rapport & = est — , ce qui prouve que Y h(—y) — fr ;(z,y) + H;y’
a un zéro d’ordre j + 1 le long de la droite  + y = 0. On en déduit le résultat.
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IV.5. Existence et propriétés de la distribution ¢,(u). — Passons & la dé-
monstration de la proposition IV.5. Pour démontrer la convergence de l'intégrale
I, j(4,m,a), on peut supposer a = 0, quitte & remplacer x par (5 %) - p (ce qui
ne change pas la valeur de vg,_(p)). En utilisant le (ii) du lemme IV.7, on décompose
alors Iy, j(u,n,0) sous la forme

n—n(h)
Inj(u,m,0) = Jo(n) = Y Im(n) + Lo(n),

m=-—00

avec

/ Fi (@) pn (@) (),
D(0,n—n(h)+1)xD(0,n)

nf ¥ 0 sidp =1
Ioon):/ p " ~h(y) + _— w(y),
( D(oco,n(h)—n) (Ch(J) ®) H;y? sih=loge ) W)

In(n) = /p vz /D (_y’n)(w+y)j“gh,j(w,y)uh(w)u(y),

.y .. h
et on est ramené & prouver la convergence de la série S _"_( ) I,,(n). Pour cela, on
m=-—0Q0 K

fait les changements de variables z = p™u et y = p™w, et on utilise le lemme IIL.8 et
le (i) du lemme IV.7, pour obtenir

) = @)™ [ [ w0 ) m) (7 8) )

Maintenant, comme n — m > n(h), le (iii) du lemme IV.7 implique que la fonction
¢(1,v) = 125 (V)1 (= v,n—m) () (u + v)" " gn,; (u,v)
appartient & LA,_,(Z, X Zp), et, si 'on pose
Co(h) = o< VLA () (123 (V)1 D(=v,n(h)) (W) gh,; (1 v)),
onauvpa,_,. () > (5 +1)(n —m) + Co(h). On en déduit la minoration
Up(Im) 2 —m(k — 21 — j)+(vg,_,, (4n) — (k — 2r)(n —m))
+((va, (1) —mr) —r(n —m)) + (j + 1)(n —m) + Co(h)
=-—m+n(j = (k=1 =7)) +vg,_, (k) +va, (1) + Co(h),

et la convergence de la série.
Pour montrer que £5(u) est bien définie et est une forme linéaire, il suffit d’utiliser
le (ii) du lemme IIL.9 pour constater que les formules définissant £, se rameénent &

/D(a,n) :w'fh(/-") = /P1 (/D(a_y,n) frji(z,y) uh(z)) w(y),

si0<j<k—-1,neZetac Qp, ce qui équivaut aussi &

/ Ha)e? tn() = | / Bz +9) s (@.9) (@) (y),
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pour tout ¢ € LC.(Q,).

Pour démontrer que £ () vérifie la propriété (h4), on peut de nouveau se ramener
4 a = 0 et écrire I'intégrale & évaluer sous la forme (en utilisant le fait que fPl Yu=0
pour éliminer le terme H;y’ dans le cas h = logy)

[ Yonu- [ st = he -+ Y Do

P ——h(y)u— @/ lp(p) = J1(n) — Jo(n) + m(n),

P! cn(d) D(0,n) ' ——.

avec Ji(n fD(On a1y P~ ch(])h(y),u Pour évaluer v,(Jo(n)) et v,(J1(n)), on

fait les changements de variables x = p™u, y = p"v, et on utilise le lemme II1.8 et
le (i) du lemme III.9, ce qui nous donne

Jy(n) =@ an,)" /D

VI B
(0,—n(h)+1) Eh-(]‘)“(h(v) + nB) ( . (1)) - ()

To() =) [ (] a0 408009 () (75" 2) -0

D(0,—n(h)+1)

Comme les fonctions fy j(u,v) et v/ ne dépendent pas de n, on en déduit I'existence
de C;(h) tel que, quel que soit n € Z, on ait

inf (vy (Jo(n)), vp(J1(1))) = nvp(p’ " an) + v, (P, 9) - ) + Ci(h)
=n(j-(k—r))+ v@T(u) + Ci(h).

11 suffit alors d’utiliser la minoration de v, (I, (n)) obtenue ci-dessus (en remarquant
que la condition j > k—1—r implique que le minimum de cette minoration est atteint
pour m = n — n(h)) pour montrer que ¢ (u) vérifie la propriété (h4) avec

C(h) = inf(C1(h), —n(h) + vg,_,, (k1) + Co(h)).

Ceci termine la démonstration de la prop. IV.5 et, par voie de conséquence, celle
du th. IV.2.

V. Application aux représentations de GL2(Q))

V.1. La représentation II(s)
1. Action de GL3(Q,) sur LA(P(5))

Lemme V.1. — Si ¢ € LA(P'(8)) (resp. si ¢ € €“(P1(d))), et sz (2%) € GL2(Qy),
alors §(cx + d)¢(§;”T+g) se prolonge par continuité en x = _Z (si c # 0) en une
fonction appartenant ¢ LA(P(8)) (resp. a ¢ € €*(P1(d))).

az+b
cz+d) au

voisinage de 0o et de — %. Par hypotheése, on a ¢(z) = 6(z) oo () 0ll P €st localement
analytique (resp. de classe ¥“) au voisinage de co.
— Au voisinage de 00, il y a deux cas suivant que ¢ = 0 ou ¢ # 0.

Démonstration. — 11 suffit de regarder le comportement de d(cz + d)¢(
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—Sic=0,0na¢(ZfL) = 6(x)6(%+ L)oo (2Zf2), et 5(%+ L) est analytique

au voisinage de co tandis que ¢oo(£‘dib) a la méme régularité que ¢, ce qui montre

que ¢( ‘”jb) est de la forme §(z)¢’(z), avec ¢’ localement analytique ou de classe €.

— Sic#0,0nad(cz+d) =68x)5(c+ <) et §(c+ £) est analytique au

voisinage de oo tandis que ¢( Z:Idb) = ¢(gi§ﬁ) a la méme régularité que ¢, ce qui

montre que §(cz + d)¢(%) est de la forme §(z)¢'(z), avec ¢’ localement analytique
ou de classe €.

Dans tous les cas, (cx + d)¢(£’%§) a donc le comportement voulu en oo.

- Sic#0, alors 5(cx+d)¢(%¢g) = 5(aw+b)¢w(%g) a, au voisinage de z = — ¢,
la méme régularité que ¢.

Ceci permet de conclure.

2. La représentation B(s)

Si s = (61,02,¢) € F, on note &5 le caractere (z|z|)~16;6;". On définit la
représentation B(s) de GL3(Q,) comme étant 'espace €“(*)(P'(§,)) muni de ’action
& droite de GL2(Q,), I'action de (2 %) étant donnée par la formule

ar+b
cx+d

(8% (24)) (@) = (2lz] 67 ") (ad — be) & (cz + d)¢p( ).

On transforme cette action a droite en action & gauche en posant g-; ¢ = d*x;, 9~ ", et

on fait agir GL2(Qjp) & gauche sur le dual B(s)* de B(s), par (g-s , ¢) = (1, %5 g).
On remarquera que (&%) -5 p = alald; ' (a)(g?) -, ot (&%) - p désigne l'action

standard de P(Qj) sur les distributions sur Q,, (i.e. celle induite par ¢ — ¢(az + b)).

1

3. Les sous-GL2(Qp)-modules M(s) et J\//I_(?) de B(s)

—

— Si &5 n’est pas de la forme z7, avec j € N, on prend pour M(s) I’adhérence
dans B(s) de l'espace vectoriel M(s) engendré par les z*, pour 0 < i < u(s), et les
(x —a)"'6s(z — a), pour a € Q, et 0 < i < u(s). Cet espace est stable sous l'action
de GL2(Q,) car, comme le montre un calcul immédiat, M (s) n’est autre que le sous-
GL2(Qp)-module de B(s) engendré par les polynémes de degré < wu(s). On note
M (s)" € M(s) I'intersection de ’espace des fonctions ayant un péle d’ordre < u(s) en
oo avec celui engendré par les (z — a) ~8s(z — a), pour @ € Q, et 0 < j < u(s).

- 8i d, = a7, avec j € N, et si Z(h) = £ € P'(L), on note M(s)’ I'espace des
combinaisons linéaires des (z — a)~*ds(z — a)logy(z — a), pour 0 < i < u(s) = %
et a € Qp, ayant un pole d’ordre < u(s) en l'infini, ol si .Z = oo, on définit log

—

par log,, = vp. On note M(s) ’'adhérence dans B(s) de I'espace M (s) engendré par
les ¢, pour 0 < i < j et par M(s). Un petit calcul montre que M(s) est stable

par GL2(Q,); il en est donc de méme de M (s).
4. La représentation II(s)

—

Dans tous les cas, on pose II(s) = B(s)/M(s).
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Remarque V.2. — (i) L’espace ]\7(\3) correspond & ’espace Jﬁ(?) de l'introduction sauf
’

—

si s € P, auquel cas c’est Pespace M(s) du (v) de la rem. 0.7 de l'introduction.
L’espace M(s) ci-dessus n’est pas celui de l'introduction.

(ii) Dans tous les cas, M (s) contient les polynémes de degré < u(s) et application
qui, & ¢ € M(s), associe le développement de Taylor & l'ordre u(s) de §(z)¢(z) au
voisinage de 0, est surjective. En utilisant la prop. I11.6.6 de [27], cela permet de
montrer que u — Resq, (1) induit un isomorphisme

I(s)* = {u € Du(s)(Qp), /Q ¢ 1 = 0 quel que soit ¢ € M(s)'}.

V.2. Le dual de II(s). — On note 2(P!()) le dual topologique de LA(P(4)).
Si u € 2(P'(4)), on note p la restriction de p & Z, et u, la distribution sur Z,

définie par
/ $(z) a2 = / 5@)(1/2) .
z, D(00,0)

On note aussi ¢5 'involution de Z(Zy) définie par

p()es(p) = | (z)p(1/x) .
Z; z;
On a alors Reszs (u2) = ts(Reszz (k1)) et réciproquement, si on part de deux distri-
butions i1, p2 sur Z, dont les restrictions a Zy vérifient la condition ci-dessus, alors
on peut recoller p; et uo en un élément de Z2(P1(6)).

On dit que p € 2(P(5)) est d’ordre u si les distributions p; et po ci-dessus
appartiennent & %,(Z,). On note %, (P!(§)) 'ensemble des éléments d’ordre u de
2(P'(6)), et on munit Z,(P*(8)) de la valuation vy, p1) définie par

vg, @) (@) = inf(vy, (u1),v9, (k2))

qui en fait un espace de Banach. On peut aussi voir Z,(P!(§)) comme le dual de
'espace €“(P(J)) des fonctions ¢ de classe € sur Q, telles que &(z)¢(1/z) se
prolonge par continuité en une fonction de classe € sur Q,.

Proposition V.3. — Il existe C > 0 tel que, pour tous p € II(s)* et g € GL2(Q,) on
ait
vg, 1) (9 s 1) 2 va,@1)(p) — C.

Démonstration. — Il est clair, sur la définition, que vg, p1)((93) s 1) = va, @1y (1)
si u € 2,(P1(4)). Par ailleurs, un calcul immédiat montre que ’on a

V2., ((§8) s #) = va.(Q,) (1),
si p € Zu(Qp). Ceci permet de conclure car, d'une part Resq, induit, d’aprés la
rem. V.2, un isomorphisme de II(s)* sur un sous-banach de 2,(Q,), et d’autre part,
tout élément de GL2(Q)) s’écrit comme un produit d’au plus trois éléments de la
forme (&%) ou (93).
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Corollaire V4. — Si p € 2,(P1(6)), alors

- = i f N
vB(s)= (1) gecﬁ(qp)vgu(Pl)(g s 1)

est fini. De plus, vp(s)~ est une valuation sur II(s)*, équivalente d la valuation vy, p1),
invariante sous l’action de GL2(Qj).

Remarque V.5. — Ce qui précéde montre que II(s) est une représentation unitaire
de GL2(Qp).
Théoréme V.6. — Si s € Fr vérifie une des deux conditions :

e se S5,

o il existe k entier > 2u(s) + 1 tel que w(s) ¢ {1,...,k},
Uapplication z — p, de la prop. III.4 induit un isomorphisme P(Q,)-€équivariant de
(D¥(s) R Qp)p sur II(s)*.

Démonstration. — Dans les deux cas considérés, ’espace M (s)’ n’est autre que l'en-
semble des £},(s) v, pour U € % (k, h(s)), ou h(s) € ?(L) a été défini au n° I11.2, et
% (k,h(s)) et £y(s),v sont les objets introduits au n°® IV.1. Il résulte donc du (ii) de la
rem. V.2 et du th. IV.2, que p € II(s)* si et seulement si il existe v € Zi_y(5)(Qp)
tel que v — £5(5)(p) soit identiquement nul sur LP[co’k_I](Qp)o. La prop. II1.4 montre
que ceci équivaut & l'existence de z € (D(s)' K Q,)s tel que p = .. On en déduit que
z > , induit un isomorphisme de L-espaces de Banach de (D(s)* ®Q,), sur II(s)*.
Maintenant,

Biapy, =02(a)(§Y)  po = (2] 716282)(a) (§2) s pra-
(o 1)2

Comme D(s) = D(s) ® (z|z|67'05"), on passe de (D(s)! B Qp)p & (D¥(s) ® Q,)s
en tordant par le caractére z|z|d7 05" ; on en déduit ’équivariance sous I’action du
mirabolique, ce qui permet de conclure.

V.3. Le cas s € 79
Lemme V.7. — Sii € N, et si ¢ esti+ 1 fois de’rz'vable, alors

(oo o i) = A= BI 2 g 242

) ax +b
cx+d ~ (cx + d)it?

cx+d

)-

5 : . az+b _ a _ _ad—bc az+b\ _ _ad—bc :
Démonstration. — On 27 Hd = ¢~ ocatd) et donc (Cm T d) = Texta)?> ©€ qui permet

de démontrer le résultat pour i = 0. Le cas général s’en déduit, par récurrence, via le
calcul suivant

i +b (i+1) i—1 ax +b i—2 41 ax+b (3)
((cz+a) - ) =(cilcx + d)’ (20 + (ad = be)(ca + d) ¢(cm+d))
_(ad—bc)' iy,az+b (ad —bc)* ;) az+ b\
N cz(c:v+d)"+1¢ (cz+d) ((cm-i—d)i ¢ (cz+d))
_ (ad — bc)**! (,-+1)(aa:+ b)
 (cx +d)i+? cx+d”’
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Corollaire V.8. — Si s = (61,02,00) € #PVU F9M et si s’ = (x5, 29955, 00),

alors % induit un morphisme GL2(Q,)-équivariant de B(s) dans B(s').

Remarque V.9. — Si w(s) est un entier > 1, mais s ¢ 5/_{_“’1 u Y_ﬁ'd, les fonctions de
B(s) ne sont pas w(s) fois dérivable, et on n’obtient pas de morphisme de représen-
tations de GL2(Q,) de cette manieére.

Proposition V.10. — (i) Si s € ¢, alors % induit une surjection de II(s) sur
B(s') =I(s’) dont le noyau est non nul.

(ii) Si s € F2, alors L2 induit un isomorphisme de TI(s) sur II(s').

w(s)
Frro)
Démonstration. — Dans les deux cas, la surjectivité suit de la surjectivité de la déri-
vation €7 (Z,) —» €7 1(Zp),sir > 1.

Pour la détermination du noyau dans le cas (i), voir [11]. Pour démontrer le (ii),
constatons que le noyau est une représentation unitaire dans laquelle les fonctions
localement polynomiales de degré < w(s) — 1 sont denses. C’est donc un complété de
Sym®®)~1 ® lisse, et la condition u(s) > w(s) fait que I'on n’est pas dans la bande
d’existence de ces complétés unitaires (cf. [31]).

VI. Compléments

VI.1. Zéros supplémentaires des fonctions L p-adiques. — La prop. VI.1 ci-
dessous fournit, en utilisant la construction de Kato [39] de la fonction L p-adique
attachée a une forme modulaire, une démonstration de la conjecture de Mazur-Tate-
Teitelbaum [43] (& Pordre 1) dans le cas d’un zéro supplémentaire. Cette démonstra-
tion n’est pas franchement différente de celle obtenue par Perrin-Riou [46] (dont on
trouvera une traduction en termes de (¢,T')-modules dans [21]) ou de celle obtenue
par Emerton [31].

Soit s = (a¥»(®), av»(@) ||~ 1zl~k L) € F*, avec a = p® (et donc k = 2¢).

Proposition V1. — Si z € (D(s))¥=! C (D(s)" ® Qp)s, alors

/y‘uz=0 et /yzlogyuz=—$-/ v i
» } z,

Démonstration. — D’apreés le (ii) de la rem. IIL.5, on a

(BY) - ve=p""ws et (83) e =p's.
Sii€Z,ona

/ y"uz=/ y"uz—/ y"uz=(1—p’“’“")/ Yl
» z pZ z

14 P P

On en déduit la premiere égalité.
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Passons & la démonstration de la seconde. Soit h = log o, soit fh ¢(z,y) la fonction
définie au n° I11.5, et soit g(y) = fD(_y 0) Fre(x,y) pxi(z). On a alors

p! / fhe(z,y) pxo(z) = / fre(@'z,y) pxu(z) = p g(py) —
D(-y,—-1) D(—py,0)

car f o(u,v) = p~¢ f(pu, pv) — L. La combinaison de la prop. II1.4 et des prop. IV.5
et IV.6 nous fournit les égalités

/y"Vrp‘l/ yiv, =/ yefh(uz)—p‘l/ yeln(p2)
Z p~1Z, z, p~1Z,

P
= lim ( / Fre(z,y) pru(z) —p~! /
m——+00 p—mZ, JD D

(-y,0)

=— lim (9) - p~*9(oy) + 29" ) .
P4y

Ie@,y) e (@) ) e W)

(_yr_]-)

Comme (g (1)) “V, = “ll/z, comme (g(l’) p Uz, 0N &

P 1/ y v, =(p**)p~ / (r 'y)v / v,
/ —p’”l/ (P~™y) s —/ yiu.
P~ mzp Z,

pt / g(py)p. = / 9(Y)z-
p=™Zy pl—mzp

On en déduit la formule

lim gy, = -2 / v ps.

m——+00 p—mz; zp

Maintenant, la suite de terme général
/ (9(y) — y*log oy — Hey') p
mZ*

tend vers 0 quand m tend vers +oo d’apres le n® IV.5 (dans les notations de ce numéro,
cette intégrale est égale & —I_,,(0)), et comme

/ y'(log oy + Hy) p. =p™ / (p~™y) (log» (P ™y) + He) p-
—mZy :
=/ y(logy — mL + Hy) u, = / y¢logy .,

(puisque [, ytu, = 0), cela permet de conclure.
P
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VI1.2. La formule de Stevens. — Une des motivations pour étendre les résultats
4 la série principale était de fournir une démonstration, en termes de représentations
’

de GL2(Q,) (avec linvariant . de Breuil [10]), de la formule ¥ = —2%5 de Ste-

vens [49], reliant invariant £ de Coleman [15] et dérivée logarithmique de valeurs
propres de frobenius.

Proposition VI.2. — Soient k un entier > 3 et (14
2 8(2) = (ap(2)"" @, |z| 2 M) (ap (k)2 ap(2) )PP, ZL(2))

une fonction analytique sur la boule D(k,r), & valeurs dans 7. Alors L (k) = 222 E:;

Démonstration. — Si a € L vérifie vp(a) = % et si £ € L, posons
(k,a, 2) = O(s(a’, |z| 1o @)1~ £)).

Alors s(a¥» @ |z| 1o (@) g1=F #) est un élément de .75¢, et sous les hypothéses de
la proposition, on a II(s(k)) = II(k, ap(k), Z(k)).

Soit z — p(z) une fonction analytique de D(k,r) dans @% (Qp) telle que, pour
tout z, on ait u(z) € II(s(2))* (Vexistence de telles familles analytiques de distri-
butions résulte de l’exactitude [28] du foncteur D — D! ® Q,). Si j, est une fa-
mille d’entiers vérifiant 0 < j, < %, si a, est une famille d’éléments de Q,p,
et si A\y(2), est une famille finie de fonctions analytiques sur D(k,r), telles que

ul(Z w—au_‘“sz T — a,) a un pole d’ordre < “5= en oo, alors la fonction
u A Iu8s(2) le d’ordre < %32 lors la f
F(z) = /Q (o M(2)@ — au) bz — au)) u(2)

est identiquement nulle sur D(k,r). Comme les fonctions fQ x* u(z) sont aussi iden-
p

tiquement nulles sur D(k,7) si i < £52, on obtient, en dérivant F(z) par rapport & z

et en évaluant le résultat en z = k (ot I'on a §,k)(z — au) = (z — ay)*~2),

/ (Z /\u(k:)<log(sc — ay) + 2vp(x — au)zlzgz;)(x - au)k_z_j”) u(k) = 0.

P u

Ceci montre que u(k) € H(k,ap(k),22—;‘:%)*. Comme pu(k) € I(k,ay(k), Z(k))*, le

lemme VI.3 ci-dessous permet de conclure.
Lemme V13. — Si 4 # %, alors U(k, o, 21)* N1I(k, o, £2)* = 0.

Démonstration. — Les deux espaces s’identifient & des sous-espaces de Z(;_2)/2(Qp)
munis de la méme action du mirabolique. Comme II(k, a, %) et II(k, a, %) sont irré-
ductibles et non isomorphes en tant que modules munis d’une action du mirabolique
((i) de la rem. 0.7), cela permet de conclure.

(14) On pose (z)k~% = exp((k — 2) log z).
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Remarque VI1.4. — (i) On peut voir la formule de la prop. VI.2 comme une illustration
du fait que ¥/} est obtenu par éclatement & partir de Tx7T.

(ii) Pour retrouver la formule de Stevens, il faut savoir que les invariants .Z utilisés
sont les mémes (%), ce qui demande de rassembler un certain nombre de résultats
pas totalement évidents, dont celui de Breuil [10] qui a été le facteur déclenchant
pour lintroduction des (p,I')-modules dans la théorie des représentations unitaires
de GL2(Qp). Dans l’autre sens, on peut utiliser les diverses démonstrations de la

formule . = —22—:, et les résultats de Kisin [41], pour démontrer que les différents
invariants . attachés & une forme modulaire coincident. En effet, outre la formule

originale de Stevens et celle ci-dessus, on dispose de telles formules pour l'invariant
de Fontaine-Mazur [26] et pour ceux de Teitelbaum et Darmon-Orton [6].
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