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PARADOXE DE SCHEFFER-SHNIRELMAN
REVU SOUS L’ANGLE DE L'INTEGRATION CONVEXE
[d’aprés C. De Lellis et L. Székelyhidi]

par Cédric VILLANI

« Vous, les normaux, dés qu’on vous met devant la moindre des choses
sortant de l’ordinaire, vous vous mettez d poser des questions... »

F. Brown, Paradoxe Perdu

Le paradoxe de Banach—Tarski est parfois qualifié d’« énoncé le plus surprenant de
toutes les mathématiques ». Dans le domaine de la mécanique des fluides, si un théo-
réme peut prétendre & ce titre, c’est & coup siir le paradoxe de Scheffer—Shnirelman,
selon lequel un fluide (non visqueux, incompressible) peut brusquement décider de
s’agiter frénétiquement, sans qu’aucune force extérieure ne lui ait été appliquée. En
fait cet énoncé est peut-étre encore plus troublant que celui de Banach—Tarski, car il
ne repose méme pas sur ’axiome du choix...

Depuis sa découverte dans les années 1990, le paradoxe de Scheffer—Shnirelman a
suscité ’étonnement, ’effroi ou le mépris, mais il s’agissait en tout cas d’un résultat
singulier, pour ainsi dire isolé du courant de la recherche en équations aux dérivées
partielles. La situation vient de changer radicalement avec les remarquables travaux
de Camillo De Lellis et Laszlé Székelyhidi, qui réinterpretent et précisent les résultats
de Scheffer et Shnirelman, tout en les replagant au cceur de la recherche moderne
en théorie des inclusions différentielles. Par la méme occasion, ils révelent un lien
inattendu entre I’énoncé de Scheffer—Shnirelman et d’autres paradoxes célebres, en
particulier le théoréme de plongement isométrique de Nash—Kuiper.

Cet exposé est consacré aux travaux de De Lellis et Székelyhidi, tels qu’on les trouve
dans les articles [15, 17]; les preuves des résultats principaux étant simples et élé-
gantes, il me sera possible de les présenter dans leur intégralité. L’exposé se conclura
par des prolongements, certains faisant 'objet de recherches en cours, d’autres extré-
mement spéculatifs.

C’est un plaisir de remercier Camillo De Lellis et Laszl6 Székelyhidi pour les innom-
brables échanges que nous avons eus au cours de la rédaction de ce texte. J’étends
ces remerciements & Bernard Dacorogna et Francois Murat pour leurs explications
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généreusement prodiguées; et a Claude Bardos, Yann Brenier, Alessio Figalli, Uriel
Frisch, Etienne Ghys, Emmanuel Giroux, Misha Gromov, Yann Ollivier et Jean-
Claude Sikorav pour leurs commentaires sur ce manuscrit.

1. DEUX ENONCES PARADOXAUX

1.1. Paradoxe de Nash—Kuiper

Pour neN={1,2,...} et >0 on note B"(r)={zeR™ |z|<r} et
S Y(r) = {z € R" |z| = 7}, ol | - | désigne la norme euclidienne. On munit
B™(r) et S"~1(r) de la structure de variété riemannienne induite par R” euclidien.

THEOREME 1.1 (Nash 1954, Kuiper 1955). — Pour tout n € N et r €]0,1[ il eziste
un plongement isométrique C* de S™(1) dans B"1(r).

En d’autres termes, il existe ¢ € C1(S™(1); B"*1(r)) réalisant une isométrie entre
les variétés riemanniennes S™(1) et ¢(S™(1)), toutes deux munies de leur distance
géodésique intrinseéque. En langage informel, le théoréme 1.1 permet de « compacter »
une sphére de rayon 1 a l'intérieur d’une boule minuscule, sans faire de plis. Si cet
énoncé est choquant, c’est parce qu’il va & ’encontre du principe familier () selon le-
quel, pour n > 2, S*(1) admet un unique plongement isométrique dans R"*!, modulo
bien siir une isométrie de R™+! : c’est le théoréme de rigidité de Cohn—Vossen, qui ici
ne s’applique pas car il requiert plus de régularité! (La régularité C? est suffisante au
vu des travaux de Pogorelov [42].)

Méme sans invoquer ce théoréme de rigidité, on voit bien que le plongement
de Nash—Kuiper semble contredire le « theorema egregium » de Gauss, selon le-
quel la courbure est invariante par isométrie. Soit en effet v < r minimal tel que
©(S™(1)) c B™(r'), et soit z un point o ¢(S™(1)) est tangent (intérieurement) &
S™(r"). Un argument élémentaire de comparaison montre que les courbures section-
nelles de ¢(S™(1)) en z, définies en un sens généralisé et calculées extrinsequement,
sont minorées par 1/(r')? > 1 — alors que les courbures de S™(1) sont toutes égales
all

En fait, toute la saveur du théoréme 1.1 réside dans I’hypothése de régularité : en
régularité lipschitzienne le résultat serait & peu prés évident, alors qu’en régularité C2
il serait faux. On peut d’ailleurs affiner : en régularité C»* (0 < a < 1) le théoréme

(1) Pour étre plus rigoureux, ce qui fait partie de notre expérience « tangible », c’est que I’on ne peut
déformer isométriquement une sphére (ou plus généralement une surface de courbure gaussienne
strictement positive), & moins de « forcer » (penser a une balle de ping-pong cabossée...). Il s’avére
que le plongement de Nash-Kuiper peut s’obtenir par déformation isométrique C! de 'identité [28].
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reste vrai pour « assez petit, et devient faux pour o assez grand, sans que ’on sache
précisément quel est I’exposant optimal [3, 4, 10].

Le théoréme 1.1 est démontré comme cas particulier d’un énoncé beaucoup plus
général : étant données (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n,
et (V,h) une variété riemannienne de dimension n + 1, s’il existe un plongement
(resp. une immersion) ¢ € CY(M;V) telle que ¢*h < g (i.e. ¢ réduit strictement
les distances) alors pour tout € > 0 il existe un plongement (resp. une immersion)
isométrique @ G € CY(M;V) telle que |3 — ¢||co < €. Ce théoréme est présenté par
exemple dans les ouvrages de Gromov [28, section 2.4.9], Eliashberg et Mishachev
[23, Chapitre 21], Székelyhidi [49]. Nash [39] prouvait ce résultat pour une variété
V de dimension n + 2, et Kuiper [32] parvenait peu aprés & affiner sa méthode pour
aboutir & ’énoncé ci-dessus, optimal en un certain sens. Dans ces articles ainsi que
dans [33] on pourra trouver d’autres résultats, s’appliquant par exemple & des variétés
non compactes.

La stratégie de Nash, révolutionnaire & 1’époque, consistait & partir de la « sous-
solution stricte » ¢, et & accroitre progressivement les distances, « direction par di-
rection », en introduisant des spirales; Kuiper remplacait ensuite les spirales par des
« zigzags » convenablement régularisés.

R L‘%%%q_

FIGURE 1. Brique élémentaire des constructions de Nash et Kuiper. La
spirale et le zigzag sont bien plus longs que le segment, tout en étant trés
proches de lui pour la topologie uniforme.

Quelques décennies plus tard, le procédé de Nash fut revu en profondeur et gé-
néralisé par Gromov [28], fondant ainsi la théorie de 1’intégration conveze, qui a de
nombreuses applications en géométrie [23, Partie IV] [47].

Entre les mains de spécialistes des équations aux dérivées partielles, la technique
d’intégration convexe s’est transformée en une formidable machine & produire des
contre-exemples, culminant avec la construction par Miiller et Sversk [37] de systémes
elliptiques 2 x 2 « fortement quasiconvexes » admettant des solutions lipschitziennes,
nulle part C!. Un autre résultat marquant est la construction par Kirchheim et Preiss

(2) Rappelons la différence entre plongement C! et immersion : dans les deux cas la différentielle est
supposée injective en tout point, mais le plongement est en outre supposé globalement injectif; en
clair, une immersion autorise I’auto-intersection. Une immersion ¢ est dite isométrique si pour tout
z la différentielle dz¢ préserve la norme des vecteurs tangents. Cela ne veut pas dire pour autant
que ¢ induit une isométrie au sens des espaces métriques — sauf bien sir si ¢ est un plongement !
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d’une application lipschitzienne non affine u : R? — R? dont le gradient ne prend que
cinq valeurs différentes Aj,..., As, telle que u varie de manieére « purement multidi-
mensionnelle », au sens ou rang (A; — A;) > 1 pour tous indices 4, j distincts. ®) Sur
ces sujets et d’autres applications de l'intégration convexe en théorie des équations
aux dérivées partielles on pourra consulter I’article de revue [31].

1.2. Paradoxe de Scheffer—Shnirelman

N

Dans sa version la plus simple (du moins la plus simple & énoncer), I’équation
d’Euler incompressible modélise le mouvement d’un fluide non visqueux, de densité
constante emplissant tout ’espace R™ (n € N, n > 2), observé sur un intervalle de
temps I C R :

ov
§+V-(v®v)+Vp=f
(1)
V-v=0,

ou l’inconnue est le couple formé du champ de vitesses v : R® x I — R" et de la
pression p : R®" x I — R; et f : R®" x I — R™ est un champ de forces, que ’'on
supposera trés régulier (C* a support compact). Dans (1) j’ai utilisé des notations
traditionnelles : en notant 8; = 227, 1 < ¢ < n, on définit (Vp)* = 9;p, (v®V)¥ = viv7,
(VM) =%,0;M" (divergence composante par composante de la matrice M), et
V-v =Y ; iv'. L’hypothése de divergence nulle, V-v = 0, exprime I’incompressibilité
du fluide et permet de réécrire V- (v ®v) = (v- V)v, ot (v-Vv)* = 3, v/9;v%, ce qui
est la dérivée convective de la vitesse du fluide.

Le modéle d’Euler, qui vient tout juste de féter son deux cent cinquantieéme anniver-
saire, est ’une des pierres angulaires de la mécanique des fluides. Pour en savoir plus
sur ce sujet on pourra consulter [1], [2], [27], [34], [36], et les nombreuses références
qui s’y trouvent.

La régularité des solutions de ’équation (1), pour des conditions initiales réguliéres,
est un formidable probléme ouvert en dimension n > 3. Il existe divers résultats de
régularité « conditionnels », par exemple un théoréme de Constantin, Fefferman et
Majda [9], qui s’applique pour des champs de vitesses bornés dont le rotationnel varie
de maniere lipschitzienne.

De toute fagon, il est a priori légitime de vouloir appliquer I’équation d’Euler a
des données physiquement réalistes, non lisses. On est donc naturellement amené a la
définition suivante, ol I'on note 9’ 'espace des distributions :

(3) Si Vu vaut respectivement A; et Aj de part et d’autre d’un ensemble rectifiable, il est facile de
vérifier que rang (A; — A;) = 1 et que u se comporte comme z — |z1| : la variation de gradient se
produit « selon une direction ». Au contraire, dans I’exemple de Kirchheim et Preiss, les variations
font intervenir toutes les directions a la fois.
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DEFINITION 1.2. — On dit que (v,p) est solution faible de (1) si
v € C(I; 9 (R)" N LA,(R™ x )", p € Lho(R" x I),
et lidentité (1) a liew au sens des distributions.

2
loc

Un bref commentaire sur ’hypothése v € L (dz dt) : elle est naturelle du point
de vue de la théorie des distributions pour donner un sens & (1) puisqu’elle implique
v®u € L _; elle est également naturelle du point de vue physique, car -;— lv(z,t)|? dz
est la densité (instantanée) d’énergie cinétique du fluide.

Jusqu’ici il n’y a rien & redire, tout est cohérent avec la théorie générale des équa-
tions aux dérivées partielles, et le modele semble convaincant. C’est pourquoi le ré-

sultat suivant créa un certain choc.

THEOREME 1.3 (Scheffer 1993, Shnirelman 1997). — Il existe une solution faible
non nulle de I’équation d’Euler incompressible en dimension 2, sans forcage (f =0),
a support compact en espace-temps.

Du point de vue physique, cet énoncé est « évidemment » absurde : il décrit un
fluide initialement au repos, qui tout & coup se met & s’agiter spontanément, sans
qu’aucune force ait été exercée sur lui; apres quoi il revient au repos de lui-méme,
violant outrageusement le principe de conservation de 1’énergie. (4)

La preuve de Scheffer [43], trés dense et longue, n’était accompagnée d’aucune ex-
plication, si ce n’est 'inspiration procurée par I’écoute d’un séminaire de Mandelbrot...
On y trouve de fait une répétition « autosimilaire » d’'un motif & peu prés constant
par morceaux. La démonstration proposée quelques années plus tard par Shnirelman
[44], considérablement plus lisible quoiqu’encore trés complexe, fut donc accueillie
avec soulagement, méme si les résultats de Shnirelman étaient légérement plus faibles
(équation posée dans T? = R?/Z? plutét que dans R? tout entier), et sa construction
basée sur des techniques trés différentes (analyse fréquentielle plutdt que spatiale).

Les solutions de Scheffer et Shnirelman étant jusqu’a nouvel ordre irréalistes, on
peut douter de I'intérét du théoreme 1.3. Force est de constater cependant qu’il nous
oblige & reconsidérer le modele (1), ou tout au moins la définition des solutions.
La méthode la plus simple et la plus radicale pour éliminer ces solutions paradoxales
consiste & imposer la conservation de ’énergie. Cependant, pour des raisons recevables
liées a la physique, on ne souhaite pas forcément le faire; et méme du point de vue
mathématique, il n’est pas clair que cela soit suffisant pour sélectionner des solutions
physiquement réalistes, nous en reparlerons dans la section 6. A ce jour nous ne
savons pas, méme en dimension 2, quelle est « la bonne » notion de solution faible

(4) Un tel fluide ferait Penvie des ingénieurs hydroélectriciens... Cependant, comme nous le verrons
plus loin, son champ de vitesses oscille si violemment que l’on ne pourrait peut-étre méme pas
convertir son énergie en travail mécanique!
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de I’équation d’Euler incompressible : le paradoxe de Scheffer—Shnirelman nous a au
moins permis de mieux prendre la mesure de notre ignorance dans le domaine de la
mécanique des fluides.

1.3. Enoncé précisé par De Lellis et Székelyhidi

Dix ans apres le travail de Shnirelman, De Lellis et Székelyhidi proposent une nou-
velle démonstration du théoréme 1.3. Leur construction, élégante et simple, fournit
de nombreuses informations supplémentaires, renforgant encore le caractére paradoxal
des solutions. Dans I’énoncé suivant, je noterai C2° 'espace des fonctions C*° & sup-
port compact, L2 ’espace de Lebesgue L? muni de sa topologie faible, et H~! le
dual distributionnel de I’espace de Sobolev H' = W12 (moralement H~! est fait de
fonctions dont la primitive est L?).

THEOREME 1.4 (De Lellis et Székelyhidi 2007, 2008). — Soient Q wun ouvert de
R™, T > 0, et € une fonction uniformément continue Q2x]0,T[— ]0,+oo[, avec
e € L*(]0,T[; L*(R)). Alors pour tout n > 0 il existe une solution faible (v,p) de
l’équation d’Euler (1), sans forcage (f =0), telle que

(i) v € C(R; LE, (R™)";

(ii) v(z,t) = 0 si (z,t) ¢ 2x]0,T|; en particulier v(-,0) =v(-,T)=0;

v(z,t)|? n
(iii) % = _Ep(a;,t) = &(z,t) pour tout t €]0,T| et presque tout x € Q ;

(iv) sup [lv(-,t)llm-2(mn) < 1.
0<t<T

En outre,
(v) (v,p) = klim (vk,pk) dans L2(dz dt),

ot chagque (v, px) est un couple de fonctions C* ¢ support compact, solution classique
de l’équation d’Euler (1) avec un forgage fr, € C°(R™ x R;R™) bien choisi, fy — 0
au sens des distributions.

Quelques commentaires s’imposent sur cet énoncé :

— La continuité 4 valeurs dans L2, est un résultat beaucoup plus précis que la conti-
nuité & valeurs dans 9’ ; combinée avec ’estimation (iii), elle implique en fait la conti-
nuité & valeurs dans L? pour 0 < ¢ < T, et pour tous les temps si |e(-,t)||1 @) — 0
quand t — 0 et t — T. (Rappelons que si vy, — v dans L2 et ||vk| 2 — ||v|L2, alors
vy — v dans L2.) Ainsi le théoréme 1.4 renforce le théoréme 1.3 en couvrant 1’espace
fonctionnel naturellement associé & la conservation de 1’énergie cinétique.

— La condition (iii) montre que I'on peut prescrire arbitrairement la norme ponc-
tuelle du champ de vitesses & l'intérieur de 2. Choisissons @ = B*(1), T =1,e =1/2,
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et examinons une solution v fournie par le théoréeme 1.4 : 4t = 0 et t = 1 toutes les par-
ticules sont au repos; mais pour t € ]0, 1] toutes les particules se déplacent & vitesse 1
a l'intérieur de 2, tandis qu’a P'extérieur de €2 tout le monde reste au repos — bien
que la frontiére de €2 ne soit matérialisée par aucune limite physique. Quant & la pres-
sion, elle est égale & une constante a l'intérieur de €2, ce qui correspond & une absence
d’interaction entre particules %) ... Autant d’énoncés physiquement invraisemblables !

— En corollaire, le théoréme 1.4 fournit des solutions d’énergie finie (et méme de
vitesse uniformément bornée!), réfutant ainsi une objection que 'on avait coutume
d’élever contre le théoréme de Scheffer—Shnirelman. Ces solutions ne sont en revanche
pas réguliéres : comme on le verra dans la section 6, c’est ce défaut de régularité qui
autorise la non-conservation de 1’énergie.

— La condition (iv) dit que le champ de vitesses v oscille extrémement vite, de
sorte que ’on n’observe presque aucun mouvement a échelle « macroscopique ».

— Enfin I"énoncé (v), déja prouvé par Shnirelman dans le cas périodique, montre
que les solutions pathologiques ne sont pas « isolées », mais s’obtiennent comme limites
de solutions « irréprochables » avec un terme de forgage (tout aussi irréprochable) bien
choisi. En d’autres termes, ’adhérence (pour une topologie suffisamment grossiere)
de ’espace des solutions « raisonnables » contient des solutions paradoxales.

Au-dela de ces améliorations notables, le grand mérite de De Lellis et Székelyhidi
est d’avoir réinterprété les solutions paradoxales en termes d’inclusion différentielle,
faisant ainsi entrer ce sujet dans un cadre déja bien exploré qui combine ’analyse
oscillatoire de Tartar, l'intégration convexe de Gromov et les arguments de catégorie
de Baire, pour produire des solutions irréguliéres d’équations aux dérivées partielles.
En ce sens le paradoxe de Scheffer—Shnirelman et celui de Nash—Kuiper se retrouvent
réunis; on notera d’ailleurs a posteriori la similitude (ténue) entre les énoncés des
théoremes 1.1 et 1.4 : une obstruction (rigidité liée & la conservation de la courbure
ou de I’énergie) est contournée grace & un défaut de régularité (C* ou L), et I'on
s’autorise en outre la petitesse dans un espace de régularité encore inférieure (C° ou
H™1). Le lien avec I'intégration convexe était déja présent en filigrane dans l’article de
Scheffer (qui dans sa thése en 1974 avait réalisé un travail pionnier sur les « configura-
tions T », maintenant couramment utilisées par les spécialistes d’intégration convexe
[30, 31]); cependant les articles de De Lellis et Székelyhidi rendent ce lien limpide.
Pour caricaturer, ce qui dans la démonstration du théoréme 1.4 joue le role des « zig-
zags » utilisés pour le théoreme 1.1, ce sont des solutions particulieres de ’équation
d’Euler, oscillant rapidement entre deux valeurs constantes du champ de vitesses.

(5) L'« interaction » est en fait concentrée au bord de Q, la ot la pression varie brusquement.
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Les trois sections & venir sont consacrées & la preuve du théoréme 1.4, les deux
suivantes & des compléments et développements.

2. ANALYSE GEOMETRIQUE DES EQUATIONS D’EULER
INCOMPRESSIBLES

Cette section basée sur [15, 17] est consacrée & I’analyse qualitative de I’équation
d’Euler incompressible dans le formalisme des inclusions différentielles.

2.1. Inclusion différentielle

De nombreuses équations aux dérivées partielles non linéaires peuvent se réécrire
comme un systéme d’équations linéaires couplé & une « relation constitutive » non
linéaire, souvent appelée inclusion différentielle (méme quand la relation ne fait pas
explicitement intervenir de dérivée). Ce principe, d’usage courant, a été systématique-
ment étudié et formalisé par Tartar [50, 51] pour des problémes principalement issus
de la physique, et par Gromov [28] pour des applications en géométrie. Il n’y a pas
en général unicité de la réécriture sous forme d’inclusion différentielle ; trouver « la
bonne » reformulation peut demander une réflexion spécifique sur le probleme étudié.

La proposition ci-dessous [17] reformule ’équation d’Euler incompressible; je no-
terai I,, la matrice identité n x n, et dg I’espace des matrices symétriques réelles n x n
de trace nulle.

PROPOSITION 2.1. — Les deux systémes d’équations suivants sont équivalents : d’une
part,

ov

a+V-(v®v)+Vp=0
(2)

V.-v=0,

ot (v,p) € L>®(R™ x R;R™ x R™) ; et d’autre part,

_z_v +V-M+Vqg=0
(3) !
V-v=0,
2
4) M=v®v-— % I, presque partout,

ot (v, M,q) € L®(R" x R;R™ x Jy x R).
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La preuve de ’équivalence entre (2) et (3)—(4) est immédiate : il suffit de poser
g =p+ |v|?/n, ou p=q— |v|?/n. On notera que (2) décrit '’équation d’Euler incom-
pressible sans forgage, et pour tous les temps.

Pour simple qu’elle soit, la proposition 2.1 a le mérite de séparer clairement

— d’une part, le systéme augmenté (3), dont la linéarité permettra une analyse
ondulatoire ;

— d’autre part, la contrainte (4), qui invite & étudier le graphe

2
v

(5) K={(v,M)e]R"><J3; M=v®v—ln—lIn}.

La clé de ’analyse & venir réside dans le comportement de K vis-a-vis des directions

de résonance du systéme linéaire.

Dans la suite, il sera commode de considérer des « tranches » du graphe K, en se
limitant & des vecteurs de norme fixée :

Notation 2.2. — Etant donné r > 0 on pose
K,={(v,M) € K; |v|=r}

2
=14 (v,M) eR™ x Jy; M=v®v—ﬁIn, v=ry.
0 n

2.2. Cone d’onde de Tartar

Etant donné un systéme du premier ordre ¥; A%9;z = 0 (ou1 z est une fonction a
valeurs vectorielles et les A sont des matrices), I’identification des solutions oscillantes
dirigées selon un vecteur a (dans ’espace d’arrivée) passe par la résolution de la rela-
tion de dispersion Y, £;A%a = 0, ol &; est la fréquence d’oscillation dans la direction i
(dans ’espace de départ). L’ensemble des directions a pour lesquelles on peut trouver
une solution & # 0 est appelé cone d’onde du systéme; c’est en particulier Tartar
qui a rendu son usage systématique dans divers problemes d’équations aux dérivées
partielles. L’énoncé suivant est tiré de [17]; je note a - b le produit scalaire euclidien
de deux vecteurs a et b. :

PROPOSITION 2.3. — Le céne d’onde associé au systéme (3) est égal @
M +qI,
(6) A={(v,M,q)eR"st3xR; det[ +a ﬂ:o}.
v

En particulier,
(a) Pour tout (v, M) € R™ x Jj il existe ¢ € R tel que (v, M,q) € A;
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(b) Pour tout vop € R™ il existe po € R et £ € R™\ {0} tel que pour toute fonction
h € L .(R) et tout e > 0, le couple
-z
(v,9)(z1) = (v0,00) (22

€

soit solution de l’équation (2).

Preuve de la proposition 2.3. — Soit U la matrice réelle (n + 1) x (n + 1) définie

M +ql,
parU=[ e
v

v]‘ (Je n’ai pas fait de différence notationnelle entre v et son
transposé.) Le systéme (3) se réécrit simplement div; ;U = 0 (la divergence en espace-
temps de U est nulle), et la relation de dispersion associée est simplement U [€, ¢] = 0,
ou (¢,¢) € R™ x R (£ la fréquence spatiale, ¢ la fréquence temporelle). Cette équation
admet une solution non nulle si et seulement si U est de déterminant nul, d’ou la
formule (6).

L’énoncé (a) découle facilement : si £ € v! et ¢ = 0 ’équation devient M&+q€ = 0,
il suffit donc de choisir ¢ égal & une valeur propre de —M, considéré comme un
opérateur symétrique sur v*. Enfin, pour obtenir (b) on pose M = v®v — (|v|?/n) I,
c=0,p=q— [v|?/n. g

La proposition 2.3 indique que le cone d’onde de 1’équation d’Euler incompres-
sible est trés gros; en conséquence, on peut construire des solutions oscillantes en
espace-temps — et méme stationnaires — colinéaires & n’importe quelle direction
fixée. Cependant, dans la suite il sera commode de se limiter a certaines directions
de A, formées de matrices de rang 2, qui ne sont pas stationnaires en temps mais qui

en contrepartie sont associées & une pression constante.

LEMME 2.4. — Soient a,b € R™ tels que |a| = |b| et a # b, et soit
W(a,b) = (a—b,a®a—-b®b) € R" x Jg.

Alors (W (a,b),0) € A.

Preuve du lemme 2.4. — Il suffit de remarquer que si z € (a —b)* et c=z-a = 2-b,
a®a—-b®b a-—-»
alors (z, —c) € ker . O
a—>b 0
Notation 2.5. — Avec les mémes notations que dans la proposition 2.3 et le

lemme 2.4, étant donné r > 0 on pose
A= {tW(ab); ol = ol =", a# +b, t > 0}.

Le cas échéant on identifiera A, & A, x {0} C A.
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2.3. Enveloppe A-convexe de K

La suite du programme consiste a identifier I'enveloppe A-convexe de K, que I'on
peut définir intuitivement comme I'ensemble de tous les états accessibles par « mé-
lange » des états de K au moyen d'oscillations rapides dans les directions de A.

Dans la théorie de la compacité par compensation, fondée par Tartar [50] et
Murét [38], puis appliquée aux systémes de lois de conservation par Tartar [51] et
DiPerna [19], la situation favorable est celle ou I'enveloppe A-convexe est aussi petite
gue possible, car cela limite les possibilités de perte de compacité. Au contraire, dans
le cadre de I'intégration convexe, une grande enveloppe A-convexe sera synonyme de
grande marge de manceuvre.

AGA

FIGURE 2. Construction de I'enveloppe A-convexe de K

Dans sa version la plus restreinte, |I'enveloppe A-convexe de K est définie simple-
ment comme le plus petit ensemble K' contenant K qui soit A-convexe (c'est-a-dire :
Vab GK, b—aGA [ab] C K') ; c'est un cas particulier de 1« enveloppe
P-convexe » considérée par Gromov [28]. Dans de nombreux exemples issus des équa-
tions aux dérivées partielles on est forcé de considérer une notion plus faible d'en-
veloppe A-convexe, a savoir le complémentaire de I'ensemble des points qui peuvent
étre séparés de K par une fonction A-convexe (convexe dans les directions de A). A ce
sujet on pourra consulter [31] pour des explications et références. (°)

Pour I'équation d'Euler incompressible, le cone d'onde est particuliérement gros,
de sorte que la notion restreinte d'enveloppe A-convexe nous suffira ; et suffira méme
a engendrer la totalité de I'enveloppe convexe, au sens usuel, du graphe K. C'est le
contenu de la proposition suivante [15, 17] ; s A et B sont deux compacts de I'espace
euclidien je noterai dist (A, B) = inf{Ja— b\; a GA, bG B}.

PROPOSITION 2.6. — Avec les notations 2.2 et 2.5,

() Notons, en rapport avec le sujet de cet exposs que I'envdoppe A-convexe géngrdisée samble
remonter a la thése non publiée de Shefe !
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