
Astérisque

SÉBASTIEN BOUCKSOM
Corps d’Okounkov [d’après Okounkov, Lazarsfeld-
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Séminaire BOURBAKI Octobre 2012 
65e année, 2012-2013, n° 1059, p. 1 à 41 

C O R P S D ' O K O U N K O V 
[d'après Okounkov, Lazarsfeld-Musta^à et Kaveh-Khovanskii] 

par Sébastien B O U C K S O M 

I N T R O D U C T I O N 

La théorie des corps d'Okounkov, développée indépendamment par Lazarsfeld et 
Musta^à [LM09] et par Kaveh et Khovanskii [KK09], systématise une construction due 
à Okounkov [Ok96, OkOO] ; elle généralise le lien entre variétés toriques et polytopes 
rationnels, en associant un corps convexe à tout fibre en droites sur une variété algé­
brique projective, via l'introduction d'une valuation adéquate sur le corps de fonctions 
de cette variété. 

Afin d'énoncer dans un langage élémentaire une des conséquences principales de 
la théorie des corps d'Okounkov, donnons-nous un corps algébriquement clos k de 
caractéristique arbitraire, et considérons une /.-algèbre graduée A = 0 M G N A m (à 
laquelle on impose toujours qu'elle soit commutative, et que k = Ao Ç A). La fonction 
de Hubert de A est définie par i i ^ (m) := dim.kAm. On suppose de plus que A est 
intègre, ce qui assure que N(A) := {m € N | HAÍTR) ^ 0} est un semigroupe de N, 
non réduit à 0 (donc infini) par hypothèse. 

Si A est de type fini, sa fonction de Hilbert HA est à valeurs finies, et le clas­
sique théorème de Hilbert-Serre permet alors de montrer l'existence de e € Q+ (la 
multiplicité de A) tel que 

HA(m) = e— +o(mK) 

lorsque m G N(A) tend vers l'infini, avec K := tr. deg(A/k) — 1, tr. deg(A/k) désignant 
le degré de transcendance sur k du corps des fractions de A. 

Ce résultat admet la généralisation importante suivante, démontrée dans [KK09]. 

THÉORÈME 0.1. — Soit A^k une k-algèbre graduée, et supposons que A se plonge 
dans une k-algèbre graduée intègre et de type fini. Si on pose K := tr. deg(A/k) — 1, 
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2 S. BOUCKSOM 

alors il existe e G tel que 

771 
HA(m) = e— +o(mK) 

Kl 
lorsque m G N(A) tend vers l'infini. 

D'un point de vue géométrique, l'hypothèse sur A signifie qu'elle peut se réaliser 
comme sous-algèbre de l'anneau des coordonnées homogènes d'une variété projective 
X , pour un plongement adéquat dans un espace projectif. 

Ceci s'applique en particulier à l'algèbre des sections R(X, L) := 0 M G N H°(X, mL) 
d'un fibre en droites arbitraire L sur X. L'étude asymptotique de la fonction de Hubert 
m \-> h°(mL) := dim^ H°(X, mL), classiquement appelée problème de Riemann-Roch, 
est une question centrale de la géométrie algébrique, très subtile dès la dimension 2 
du fait que R(X,L) n'est alors plus de type fini en général. Dans son article fon­
dateur [Zar62], Zariski étudie ce problème sur les surfaces, et montre qu'il existe un 
polynôme P de degré au plus 2 tel que h°(mL)—P(m) est bornée pour m G N(X, L) := 
N(R(X, L)) ; en caractéristique nulle, Cutkosky et Srinivas ont montré bien plus tard 
que h°(mL) — P(m) est même périodique pour m ^> 1 [CS93]. 

En dimension n = dimX quelconque et caractéristique nulle, Iitaka montre 
dans [Iit71] l'existence d'une estimée 

C~xmK < h°(mL) < CmK 

pour m G N(X, L) grand, avec K = tr. deg(i?(X, L)/k) — 1 G { 0 , 1 , . . . , n} (ou K = -oc 
si R(X,L) = fc), connu sous le nom de dimension d'Iitaka de L . Si L est gros, Le. si 
K = n, un théorème de Fujita permet de montrer que le volume 

u n r h°(mL) 
vol(L) := hm — . , 

m-̂ oo mn/n\ 

existe dans ]0,+oo[; celui-ci a fait l'objet de nombreux travaux (cf. [Laz04]), basés 
pour la plupart sur le théorème d'annulation de Kawamata-Viehweg, donc valables 
uniquement en caractéristique nulle. 

La théorie des corps d'Okounkov permet non seulement d'obtenir simplement l'exis­
tence du volume et ses principales propriétés en caractéristique arbitraire [LM09], 
mais permet de plus d'étudier le cas de fibres non gros avec une précision jusque-là 
inaccessible, comme l'illustre le théorème 0.1. 

On va maintenant décrire dans ses grandes lignes la démonstration du théorème 0.1, 
et son lien avec la théorie des corps convexes. On suppose A plongée dans l'anneau des 
coordonnées homogènes R d'une variété algébrique projective X C P^, dont on note 
n = d imX la dimension. La construction qui suit repose sur le choix d'une valuation 
v : K* -> Zn sur le corps de fonctions K de X, i.e. un homomorphisme de groupes 
tel que v(f + g) ^ mm{v(f),v(g)} pour f,g G K*, relativement à un ordre total sur 
le groupe Z n ; on demande de plus que le groupe des valeurs v(K*) de v soit égal 

ASTÉRISQUE 361 



(1059) CORPS D'OKOUNKOV 3 

à Z n . La théorie élémentaire des valuations montre d'une part que de telles valuations 
abondent, et d'autre part qu'elles satisfont la propriété cruciale 

(1) dimfcjB = cardt;(£?\{0}) 

pour tout fc-espace vectoriel de dimension finie E C K. Pour chaque m G N, la 
valuation v induit de façon naturelle une fonction v : Rm \ {0} -> Z n , et 5 m := 
v(Arn \ {0}) est ainsi un sous-ensemble fini de Z n pour chaque m G N, de cardinal 
HA(m) = dimfc Am. On a de plus 5 m + Si C Sm+i pour ra, l G N, puisque A m • Ai c 
-Am+j. Le point clé est alors le théorème d'équirépartition suivant : 

THÉORÈME 0.2. — Soit S = (5m)meN une suite de sous-ensembles de Z n telle que 
Sm + Si C 5 m + i pour ra,/ G N, e¿ posons N(S) := {m e N \ Sm ^ 0 } . 
^ :— UmGN m^ 7 7 1 es^ u n c o n v e x e fermé de M71, et la suite ^Sm C R n s'équirépartit 
dans A, au sens où 

lim — A / (x ) = / /du , 
nGN(5),m->+oo m d i m A ^ J W JA 

xemSrn 

pour toute fonction f G (M n ) , â ec /x /a mesure de Lebesgue sur l'enveloppe affine 
de A, correctement normalisée. 

En outre, A est compact ssi cardSm = 0 ( m d i m A ) ; et on a dans ce cas 

lim cardS^ = ^ 
m£N(5),m->oo m d i m A J L 

On montre ensuite que le convexe fermé A ; associé à la suite S'm := v(Rm \ {0}) est 
de dimension maximale n, et donc compact selon le théorème 0.2, puisque card5^ = 
dimfc Rm = 0(mn) par le théorème de Hilbert-Serre. Le convexe A associé à 5 m = 
v(Am \ {0}), étant contenu dans un translaté de A ; , est donc lui aussi compact, et 
on obtient le théorème 0.1. On appelle A = AV(A) le corps d'Okounkov de A (relatif 
à v). 

À la suite des articles fondateurs [Ok96, OkOO, LM09, KK09], la théorie des corps 
d'Okounkov s'est développée dans différentes directions : étude de la géométrie des 
corps d'Okounkov [KLM12, AKL12, Sepl2] ; cas des variétés avec une action de groupe 
réductif [KK12], qui étoffe les résultats originaux de [Ok96, OkOO] ; analogues arithmé­
tiques en géométrie d'Arakelov [Yua09, BC11] ; liens avec la théorie du pluripotentiel 
et le diamètre transfini [WN09] ; comportement asymptotique de certaines dégénéres­
cences équivariantes (« test configurations ») [WN10, Szell] ; construction de dégéné­
rescences vers des variétés toriques [Andll], dans la lignée de [Tei03] ; utilisation de 
ces dégénérescences pour construire des systèmes integrables [HK12]. 

Plutôt que de survoler ces différents développements, le présent texte prend le parti 
de présenter en détail les aspects fondamentaux de la théorie. Le lecteur trouvera dans 
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4 S. BOUCKSOM 

l'excellent article [LM09] ainsi que dans [KK09, dBP12, CS12a, CSl2b] une foule 
d'informations complémentaires. 

Le texte est organisé comme suit. La première partie étudie les semigroupes de Z n , 
selon un point de vue adapté aux corps d'Okounkov. On y montre en particulier le 
théorème d'équirépartition énoncé ci-dessus. 

La seconde partie présente quelques résultats appartenant à la théorie élémentaire 
des valuations, le but étant de montrer que les valuations de rang rationnel maximal 
sont exactement celles qui sont adaptées à la construction d'Okounkov. 

La troisième partie décrit le cœur de la construction des corps d'Okounkov, et 
démontre en particulier le théorème 0.1 ci-dessus. 

Enfin, la quatrième et dernière partie porte un regard plus géométrique sur les corps 
d'Okounkov. On montre sur des exemples que la géométrie du corps d'Okounkov d'un 
fibre en droites dépend de manière essentielle du choix de la valuation, et on détaille 
également la construction des corps d'Okounkov numériques, en suivant [LM09], avec 
en sus quelques faits nouveaux concernant la dimension numérique. 

Remerciements. — Je tiens à exprimer ma reconnaissance à Charles Favre, Mattias 
Jonsson, Patrick Popescu-Pampu et Victor Lozovanu pour leurs suggestions et leur 
relecture attentive de ce texte. Je remercie également chaleureusement David Witt-
Nystrôm et Huayi Chen, au contact desquels j 'a i pu affiner ma compréhension des 
corps d'Okounkov. 

1. S E M I G R O U P E S D I S C R E T S 

Dans cette partie, V désigne un E-espace vectoriel de dimension finie n G N. On 
étudie la structure des semigroupes de V engendrant un groupe discret ; on en déduit 
un résultat d'équirépartition pour les semigroupes gradués, qui est le point central de 
la théorie des corps d'Okounkov. 

Les résultats de cette partie sont pour l'essentiel issus de [KK09, §1], qui est une 
systématisation de [Ok96, §2.5]. 

1.1. Semigroupes discrets d'un espace vectoriel 

Un semigroupe S C V est un sous-ensemble non vide de V stable par addition. On 
note 

- ZS le sous-groupe de V engendré par S ; 
- RS le R-espace vectoriel engendré par S ; 
- C(S) le cône convexe engendré par S ; 
- C(S) son adhérence, et C(S) son intérieur relatif, Le. son intérieur dans RS. 
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(1059) CORPS D'OKOUNKOV 5 

La propriété de semigroupe donne immédiatement 

(2) ZS = {x-y\x,y£S} 

et 

(3) C(S) = l — | s € S, m e N* 

On définit la dimension réelle dimR(S) de S comme étant celle de RS (qui peut être 

strictement plus petite que dimQ(QS') dans cette généralité). 

DÉFINITION 1.1. — La régularisation d'un semigroupe S C V est le semigroupe 

S™g

 : = C(S) n zs. 

Notons que C ( S r e g ) = C(S) et Z S r e g = ZS. 

On dira que S est un semigroupe discret si ZS est discret, donc un réseau de RS. 

A isomorphisme près, les semigroupes discrets d'un espace vectoriel sont exactement 

les sous-semigroupes de Zd pour un certain d. 

On prendra garde au fait que la terminologie choisie est un peu abusive, puisqu'il 

se peut que S forme un sous-ensemble discret de V sans que ZS soit discret. C'est 

par exemple le cas de S = N + N\/2 C M, qui n'est donc pas un semigroupe discret 

en notre sens. 

Exemple 1.2. — Puisque tout sous-groupe discret de R est monogène, il existe pour 
tout semigroupe discret S C R un réel e G M tel que S r e g = Ze ou STeg = Ne ; il 
est également bien connu que 5 R E G \ S est fini (un cas particulier du théorème 1.3 
ci-dessous). 

Le but de ce qui suit est de montrer que tout semigroupe discret S de V coïncide 
asymptotiquement avec 5 r e g dans C(S). 

THÉORÈME 1.3. — Soit S C V un semigroupe discret. Pour tout cône convexe a à 

base compacte contenue dans C(S), l'ensemble (Sreg \ S) fl a est fini. 

LEMME 1.4. — Soit S C V un semigroupe discret. Si S est de type fini, alors il existe 

un ensemble fini F C S r e g tel que Sreg = F + S. 

Remarque 1.5. — D'après [BG09, Proposition 2.7], la conclusion signifie précisément 

que fc[.Sreg] est un k[S]-module de type fini, pour n'importe quel corps k donné. Le 

lemme 1.4 implique en particulier que 

S de type fini Sreg de type fini, 

qui est le contenu du classique lemme de Gordan (voir par exemple [Oda88, Proposi­
tion 1.1]). L'exemple de S := {(#, y) e N 2 | y ^ x + 1 } montre que Sreë peut être de 
type fini sans que S le soit. 
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6 S. BOUCKSOM 

Démonstration. — Par hypothèse, i l existe un ensemble fini A C S tel que S = 
J2aeA^ai e t donc C(S) = C(S) = £ ] a € A R + a . Puisque Y^aeA^^ e s t compact et 
ZS est un groupe discret, 

F:=ZSH I ] T [ 0 , l ] a J 

\aeA ) 

est fini. Montrons que 5 r e g = F+S. On commence par observer que F C ZSDC(S) = 
5 r e g , et donc F + S C S r e g . Réciproquement, chaque u G S r e g = C(S) fl ZS s'écrit 
'M = XlaGA^ a a v e c G R+- En notant ma := [ta\ G N la partie entière de ta et en 
posant v := J2aeA maO> G 5, on voit que 

w •— u - v = ^2(ta - ma)a 
aeA 

appartient à F puisque u et v sont dans ZS et ta — ma G [0 ,1] , d'où le résultat. • 

Démonstration du théorème 1.3. — Fixons une norme || • || sur V. Puisque ZS est 
discret (et fermé), i l s'agit de montrer qu'il existe R > 0 tel que tout x G ZS fl a avec 
||a:|| > R appartient à S. Le lemme 1.6 ci-dessous montre que 

C(S) = ( J C(T), 
TCS 

où T C S parcourt l'ensemble des sous-semigroupes de type fini de S. Comme la base 
de a est un compact de C(S), elle est contenue dans un des C{T). Puisque ZS est de 
type fini sur Z, on peut également supposer que ZS = ZT, ce qui nous ramène au cas 
où S = T est de type fini. 

Dans ce cas, i l existe G S tel que + 5 r e g C S. En effet, le point (ii) du 
lemme 1.4 fournit un ensemble fini F C STeg tel que Sreg = F + S. Comme chaque 
élément de F est en particulier dans ZS = {x — y \ x,y £ S}, i l existe UQ G S tel que 
u0 + / G S pour tout / G F, et donc u0 + Sveg C 5. 

Comme a est à base compacte dans C(S), on peut trouver un cône a' à base 
compacte dans C(S) et contenant a dans son intérieur relatif. Puisque a fl {||a?|| = 1 } 
est un compact de l'intérieur relatif de cr', on peut trouver R > 0 tel que 

( c r n { | | x | | = i } ) - t - 1 ^ 0 c o - / 

pour tout t ^ i?, ce qui revient à dire que 

(o-n{\\x\\^ R})-u0Caf 

puisque a et a' sont des cônes. Pour tout x G ZS fl cr tel que ^ iî, on a donc 
x - u o G o7, d'où x G + (Z5 D cr'), et donc x G 5 puisque + 5 r e g C 5. • 

L E M M E 1.6. — Soient W un R-espace vectoriel de dimension finie et (Ca) une 
famille croissante de convexes de W. Alors \Ja Ca coïncide avec Vintérieur de ( J a Ca. 

ASTÉRISQUE 361 



(1059) CORPS D'OKOUNKOV 7 

Démonstration. — Soit x un point de l'intérieur de \ J A Ca. On peut trouver 
XI,...,XN £ Ua Ça. tel que x soit dans l'intérieur du polytope Convjxi, ...,XN}-
Mais l'un des Ca contient tous les Xi, donc aussi Convjx i , . . . , x^v}, et on en déduit 

Bien que ce ne soit pas indispensable pour la suite, on conclut cette partie par 
une caractérisât ion intéressante des semigroupes discrets de type fini, tirée de [BG09, 
Corollary 2.10]. 

PROPOSITION 1.7. — Soit S C V un semigroupe discret. 

(i) Le semigroupe S est de type fini ssi le cône convexe engendré C(S) est de type 
fini, i.e. un cône polyhedral. 

(ii) Le semigroupe 5 r e g est de type fini ssi le cône convexe fermé engendré C(S) 
est un cône polyhedral rationnel de RS. 

Démonstration 

(i) Si S est de type fini, C(S) est trivialement de type fini. Supposons récipro­
quement que C(S) soit un cône polyhedral. Ses rayons extrémaux sont nécessai­
rement de la forme M+a avec a e S, donc i l existe un ensemble fini A C S tel 
que C(S) = ^ a ç A R + a . Comme dans la démonstration du lemme 1.4, on a alors 
£reg = F + T a v e c 

F :— Z5H ( ^ [ 0 , 1 ] À 
\aEA ) 

qui est fini, et T := YlaeA Donnons-nous un corps k. Comme dans la remarque 1.5, 
greg _ jp _|_ rp s j g n j g e q U e fc[5reg] e g t u n fc[T]-module de type fini. Puisque T est de 
type fini, l'anneau k[T] est noethérien, et le sous-module k[S] est donc lui aussi de type 
fini sur k[T]. La fc-algèbre k[S] est donc a fortiori de type fini, et i l n'est pas difficile 
d'en déduire que S est de type fini comme semigroupe (cf. [BG09, Proposition 2.7]). 

(ii) C'est le lemme de Gordan. • 

Remarque 1.8. — I l n'est pas suffisant dans (ii) de supposer que C(S) est simplement 
polyhedral, comme le montre S := {{u,v) E N 2 | v > 

1.2. Semigroupes gradués 

On appellera semigroupe gradué un semigroupe S C Nx V. On note ny : Nx V —y V 
la projection sur le second facteur, et on pose pour chaque m € N 

que x est dans l'intérieur de Ca- • 

Sm:=7TV ( 5 n ( { m } x V)). 
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8 S. BOUCKSOM 

On supposera toujours que Sm est non vide pour au moins un m ^ 1. La suite (5m)m<EN 
de sous-ensembles de V ainsi définie est additive, au sens où 

(4) Sm + Si C Sm+i pour tous m, l G N. 

Réciproquement, toute suite additive (Sm)meN de sous-ensembles de V définit un 
semigroupe gradué S := UmeN ({m} x Sm)- On introduit 

N(S) := {m G N | 5 m ^ 0 } , 

qui est un semigroupe de N, donc coïncide avec m(S)N en dehors d'un ensemble fini, 
pour un certain entier m(S) G N*. On pose également 

K(S) := dimR(S') - 1. 

Rappelons que C(S) désigne le cône convexe fermé engendré par 5, qui est ici contenu 
dans M+ x V. 

DÉFINITION 1.9. — Si S C N x 7 est un semigroupe gradué, on définit la base de S 
comme 

A(S) := TTV (C(S) H ({1} x V)) . 

La base A(5) de S est un convexe fermé de V, de dimension K(S). La projec­
tion 7ry induit un isomorphisme affine entre RS fl ({1} x V) et le sous-espace affine 
Aff(S') C V engendré par A(S) ; l'espace vectoriel sous-jacent Aff(5) est donc égal 
àTry (R5n({0} x V)). 

Pour tout m G N* on a par construction C A(S), et i l résulte de (3) que 

(5) A(5) = | J ±Sm. 

On dit comme précédemment qu'un semigroupe gradué S C N x V est discret si le 
groupe C Z x V qu'il engendre est discret dans R x F . C'est par exemple le cas 
si tous les Sm sont contenus dans un réseau fixe de V. 

Notre but est de montrer, pour tout semigroupe gradué discret 5, que les ensembles 
sont équirépartis dans A (S), relativement à une mesure limite que nous décri­

vons maintenant. 

DÉFINITION 1.10. — Soit S C N x V un semigroupe gradué discret. Le sous-espace 
affine AS (S) C V engendré par A(S) possède une structure entière naturelle, définie 
par le réseau 

Àff ( 5 ) z := TTV (ZS H ({0} x V)) 

de AS (S) = ny (RS fl ({0} x V)). On note fis la mesure de Lebesgue de AS (S) nor­
malisée par cette structure entière. 
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L E M M E 1.11. — / / existe un isomorphisme affine (j) : Aff(S') RK^, de partie 
linéaire <j> : AS (S) -> RK(S\ vérifiant : 

(i) $(ÂS(S)Z) = Z^S\ 

(il) </>(^£mg) = à Z " ( 5 ) 0 A P°Ur t 0 U t m e ^m(S)> a V e C A ~ 

La propriété (i) montre en particulier que 0* (fis) e s t la mesure de Lebesgue stan­
dard de R ^ 5 ) . 

Démonstration. — Notons K := K(S) = dimK(S) — 1, et soit p : ZS Z la restriction 
de la première projection Z x V - » Z. Puisque Imp = Zm(S) et que toute suite 
exacte de Z-modules libres est scindée, i l existe une Z-base (uo, ...,uK) de ZS telle 
que p(uo) = m(S) et ( m , . . . , wK) engendre Kerp = ZS fl ( { 0 } x V). On définit <j> 
comme la composition 

Aff(S) RS H ( { 1 } x V) ^ RS = Ru0 + ... + RuK Rm + . . . + Ru* RK. 

On voit facilement que </> est un isomorphisme affine, de partie linéaire </> donnée par 

Àff(S) ^ RS H ( { 0 } x F ) = l w i + . . . + l R w K 4 RK i 

d'où (i). L'isomorphisme Aff(S) ^ RS D ( { 1 } x V) envoie ±S%z sur 

i ({m} x S%*) = ±C(S) H Z5 H ({m} x V) = ± (C(S) H p " 1 ^ } ) ) , 

qui coïncide avec 

±C(S) n ÍZui + ... + ZuK + ^ y w K + 1 ì 

lorsque m est un multiple de m(S) (et est vide sinon). Le point (ii) en découle facile­

ment. 

On peut maintenant énoncer le résultat d'équirépartition des ensembles ^Sm dans 
A (S) évoqué ci-dessus. 

THÉORÈME 1.12. — Soit S C N x V un semigroupe gradué discret. Pour toute fonc­
tion continue à support compact f : V - » R, on a alors 

lim —̂ 7777 fix) = f fdßs> 
m€N(5),m^+oo m*(5) ^ J K J J A ( S ) 

xe — Sm 
On commence par une reformulation du théorème 1.3 pour les semigroupes gradués. 

L E M M E 1.13. — Soit S C N x V un semigroupe gradué discret, et soit K C V un 
convexe compact contenu dans l'intérieur relatif de A(5) . Pour tout m E N assez 
grand on a alors 

Kn±sm = Kn±s%*. 
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10 S. BOUCKSOM 

Démonstration. — Puisque le cône a := R+ ({1} x K) C M x V est contenu dans 
l'intérieur relatif de C(S) = R+ ({1} x A (S)), le théorème 1.3 montre que S fl a et 
S r e g D cr coïncident en dehors d'un ensemble fini. I l en résulte que 

S n a n ({m} x y ) = {m} x (S m fl (mlf)) 

est égal à 

S r e g H a H ({m} x V) = {m} x (S^ g fl (mlf )) 

pour tout m ^> 1. • 

Démonstration du théorème 1.12 

Étape 1. — On montre d'abord le résultat avec 5 r e g à la place de S. Soit 0 : Aff(iS) 
2£«(S) l'isomorphisme affine donné par le lemme 1.11, et posons g := (/Uff(5)) ° (t)~1-
Par la propriété (ii) du lemme 1.11, on a alors 

— V 
m «(5) I—j 

/(*) = 
1 

y€An^Z-<s) 

pour tout m G Nra(S). Comme pour tout ensemble convexe, le bord 9A de A est de 
mesure nulle dans RK(S\ I l s'ensuit que lAg est integrable au sens de Riemann, ce 
qui donne 

lim — 
m—>+oo 777,M'-v ¿—' y€An — Z«(S) m 

ÁV) = 9d\ 
JA 

avec À la mesure de Lebesgue standard sur RK(S\ Mais on a (fis) — \ donc 
JAgd\ = J A ( 5 ) f dfis, d'où le résultat. 

Etape 2. — On considère maintenant le cas général. Au vu de l'étape précédente, i l 
reste à établir que 

(6) E / ( * ) = ° ( m " ( S ) ) 

lorsque m G N(5) tend vers l'infini. Soit B une boule fermée de V (pour une certaine 
norme) contenant le support de / , et soit e > 0. Comme A(S) fl B est convexe et 
compact, on peut trouver un convexe compact K C V contenu dans l'intérieur relatif 
de A (S) et une fonction de troncature x £ C?00 telle que 0 ^ x ^ l , x = l s u r 

( A ( S ) n S ) \ t f , et JA(s)xdns^e-

Le lemme 1.13 implique que, pour tout m ^> 1, ^S™ë \ est contenu dans 
le complémentaire de i f , et donc x = 1 sur B D (^£m S \ ^£m)- En posant | |/ | | := 
sup | / | , on obtient 

xemS™g\mSrr 

I I / I I E *(*)• 
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L'étape 1 donne 

mK{b) ^ JA(S) 

lorsque m G N(S) tend vers l'infini. On en déduit que 

£ |/(*)| < 2||/||e 
xemS™g\mSTri 

pour tout m G N(S) suffisamment grand, d'où (6). • 

La conséquence suivante du théorème 1.12 nous sera plus directement utile par la 
suite. 

COROLLAIRE 1.14. — Pour tout semigroupe gradué discret S C N x V, on a 

lim = fis (A(5)) G ]0, +oo]. 

Cette limite est finie ssi A(5) est compact. 

Démonstration. — Puisque A (S) est un convexe fermé d'intérieur non vide de Aff (5), 
son volume /xs(A(5)) est fini ssi A(5) est compact. 

Supposons d'abord que A (S) est de volume fini, et donc compact. On peut alors 
choisir / G C%(V) valant 1 sur A ( 5 ) , et donc aussi sur —Sm pour tout ru ; le résultat 
découle alors du théorème 1.12. 

Supposons maintenant que A(5) est de volume infini. Étant donnée C > 0, on peut 
trouver / G C®(V) telle que 0 < / < 1 et J A ^ f dus ^ C. Le théorème 1.12 donne 

liminf C a X ( * ^ lim — f ( x ) — f f dus ^ C. 

Ceci étant valable pour tout C > 0, on obtient bien 

card#m lim 7̂— = +oo. • 
m-̂ oo,mGN(T) 

On conclut cette partie par le résultat d'approximation suivant. 

THÉORÈME 1.15. — Soient S c N x V un semigroupe gradué discret, et T(m) c S, 
m G N, une suite de sous-semigroupes de S vérifiant 

Sm C T ( m ) m 

pcmr tout m G N. On a alors : 

(i) Aff(T(m)) = Aff(S) À&(T(m)) z = Aff(S) z pour tout m G N(5) suffisam­
ment grand; 

(ii) l i m ^ ^ s ^ ^ o o / i T ^ ) (A(T(m))) = us (A(S)) dans [0,+co]. 
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12 S. BOUCKSOM 

Démonstration. — Notons (Sm) le sous-semigroupe de S engendré par Sm x {m} . I l 
est immédiat de voir que 

A « S r o » = C o n v ( £ S m ) . 

L'hypothèse implique par ailleurs que 

(Sm) C T(m) C S. 

Etape 1. — On commence par montrer que 

(7) lim ns(A((Sm))) = ns(A(S)). 
raGN(S),ra-)-oo 

Ceci impliquera en particulier que A ((Sm)) est d'intérieur non vide dans Aff (5) pour 
tout m G N(S) assez grand, et donc que Aff((5 m )) = Aff (5) pour de telles valeurs 
de m. On aura donc a fortiori Aff(T(ra)) = Aff (S), ce qui établira (i). 

Soit K C Aff (S) un convexe compact contenu dans l'intérieur relatif de A (S). 
Par (5) on a en particulier 

A(S) = U C o n v ( i 5 m ) = ( J A « S m » . 
mGN mGN 

Le lemme 1.6 entraîne donc que 

A( (5 m ) ) D K 

pour tout m G N(5) assez grand, d'où l iminf m G N ( ( s ) ? m _^ 0 0 / /^ (A((S'm))) ^ Hs(K)> 
Cela étant vrai pour tout convexe compact K dans l'intérieur relatif de A(5), on en 
déduit que 

liminf ^ s ( A « S m » ) ^ /xs(A(5)), 
m€N(5),m->oo 

ce qui établit (7) puisque A((Sm)) C A(5). 
Étape2. — Vérifions maintenant que Aff ((S'm))z = Aff (S)% pour tout m G N(S) assez 
grand, ce qui impliquera a fortiori que Aff(T(m))z = Aff(5)z, et donc /xr(m) — Ms-

On choisit un isomorphisme 0 : Aff (5) R*(5) comme dans le lemme 1.11. Intro­
duisons Sm — Sm '= {x — y I x,y G Sm} C Comme Aff((Sm))z est par définition 
égal au groupe engendré par Sm — Sm, i l s'agit de montrer que Sm — Sm engendre 
Aff(5)z pour tout m G N(S) assez grand. Puisque 0(Aff(5)z) = ZK^S\ ceci revient à 
dire que 

$(Sm ~ Sm) = m$(^Sm ~ ±Sm) = m (0 ( ± S m ) - <j> (i-Sm)) 

engendre ZK^. 
Fixons un convexe compact K dans l'intérieur relatif de A(5). Par le lemme 1.13, 

^Sm contient ^ S ^ g D K pour tout m > 1. Par la propriété (ii) du lemme 1.11, 
on obtient donc que, pour tout m G N(5) assez grand, m(<j)(^Sm) ~(l)(m^rn)) 
contient l'ensemble des différences de points dans ZK^ fl (m(j)(K)), lequel engendre 
Z*( 5) puisque m<j)(K) contient [-1,1]*( 5) pour tout m > 1. • 
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Remarque 1.16. — On a toujours A(S) = | J m € N Conv ( ^ # m ) , comme mentionné ci-
dessus. Par contraste, la proposition 1.7 montre que 

S de type fini 4=> i l existe m G N tel que A(S) — Conv (^Sm) . 

2. V A L U A T I O N S S U R L E S C O R P S D E F O N C T I O N S 

Le but de cette partie est de passer en revue quelques propriétés élémentaires des 
valuations sur les corps de fonctions, afin de dégager la classe de valuations adaptée à 
la construction des corps d'Okounkov. L'ouvrage classique [ZS60] et l'exposé de survol 
[Vaq06] nous serviront de références pour ce qui suit. 

On se donne un corps algébriquement clos k de caractéristique arbitraire, et K/k 
une extension de corps de type fini. On appelle modèle de K une A:-variété algébrique 
(i.e. un fc-schéma de type fini, réduit et irréductible) X ayant K pour corps de fonc­
tions. On pose n := tr. deg(K/k), qui est donc la dimension de tout modèle de K. 

2.1. Centre et semigroupe des valeurs 

Nous adopterons la terminologie suivante : 

DÉFINITION 2.1. — Une valuation v sur une k-algèbre intègre A, à valeurs dans un 
groupe abélien totalement ordonné A, est une application v : A \ {0} - » A telle que 

- v(fg) = v(f) + v(g) pour / , g G A \ {0} ; 
- v(f + g)^ min{v(/) , v(g)} si f + g ^ 0 ; 
- v (a) = 1 pour tout a G A:*. 

I l est commode de poser v(0) := +oo, élément qu'on adjoint à A en imposant 
À < +oo pour tout À G A, et les règles arithmétiques évidentes qui en découlent. On 
utilisera les faits élémentaires suivants. 

L E M M E 2.2. — Soient / i , . . . , fm G A \ {0}. Si les v(fi) sont 2 à 2 distincts, alors 

J2ifi^° e t v (E t /*) = m i n * vtfi)-

L E M M E 2.3. — Soient A C K une sous-k-algèbre ayant K pour corps des fractions, 
et A un groupe abélien totalement ordonné. Toute valuation v : A \ {0} —> A s'étend 
de façon unique en une valuation v : K* —> A en posant v(f/g) = v(f) — v(g) pour 
f,9&A\{0}. 

On associe à une valuation v sur K les objets suivants : 
- le groupe des valeurs Av := v (K*) ; 
- Vanneau de valuation Ov = {f G K \ v(f) ^ 0}, d'idéal maximal mv = 
{ / G K | v(f) > 0} et de corps résiduel k(v) := Ov/mv, dans lequel se plonge k. 

Notons que l'homomorphisme de groupes : K* -ï A induit un isomorphisme Av ~ 
K*/0*, où O* désigne le groupe des unités de Ov. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2014 



14 S. BOUCKSOM 

Remarque 2.4- — Le groupe des valeurs Av n'est pas de type fini en général. De 
fait, tout sous-groupe additif de Q peut être réalisé comme groupe des valeurs d'une 
valuation sur le corps fc(Ti,T2) des fractions rationnelles de deux variables, cf. [ZS60, 
p. 102]. 

DÉFINITION 2.5. — Soit v une valuation sur K, et soit X un modèle de K. Un centre 
de v sur X est un point (schématique) £ G X tel que Ox,z C Ov et C mv (où Von 
note Vidéal maximal de Ox^)-

On a automatiquement = Ox,ç rï mv, d'où les extensions de corps résiduels 

(8) k c k(0 C k(v). 

Lorsqu'un centre de v sur X existe, i l est unique par le critère valuatif de séparation 
[Har77, p. 97] ; on dit alors que v est centrée sur X. 

Si X = Spec^4 est affine, v est centrée sur X ssi A C Ov {Le. v ^ 0 sur A), et son 
centre correspond alors à l'idéal premier A D mv. A l'opposé, si X est propre sur k, 
toute valuation sur K est centrée sur X , cette fois par le critère valuatif de propreté 
[Har77, p. 101]. 

DÉFINITION 2.6. — Soient X un modèle de K, et v une valuation centrée sur X. Le 
semigroupe des valeurs de v sur X est le sous-semigroupe de A^o défini par 

SV(X) :=v(OXiç\{0}), 

où £ G X désigne le centre de v sur X. 

On a noté A ^ 0 = {A G A | À ^ 0}. Soulignons que le semigroupe SV(X), contrai­
rement au groupe des valeurs A v , dépend du choix du modèle X de K. Comme K 
est le corps des fractions de Ox,ç, SV(X) engendre Av = v(K*) comme groupe. Par 
ailleurs, si v est centrée sur X = SpecA affine, alors SV(X) = v (A \ {0}), puisque 
v(f) = 0 pour toute / G A \ A D mv. 

Exemple 2.7. — Soient A un groupe abélien totalement ordonné, et S C A ^ 0 un 
semigroupe de type fini. La k-algèbre k[S] est alors intègre et de type fini, de sorte 
que X := Spec k[S] est une variété algébrique affine sur k (et aussi une variété torique 
[Oda88], du moins si S est saturé dans A). D'après le lemme 2.3, on définit une 
valuation v sur le corps de fonctions de X en posant 

v(f) = min {s G 5 | as ^ 0 } 

pour / = Ylsesass ^ k[S], Comme v ^ 0 sur k[S], v est centrée sur X , et on a 
Sv(X) = v(k{S}\{0}) = S. 

Bien que le semigroupe SV(X) soit de type fini dans cet exemple, ce n'est pas le 
cas en général, puisque le groupe ZSV(X) = Av n'est lui-même pas toujours de type 
fini (remarque 2.4). Par contre, on a toujours : 

ASTÉRISQUE 361 



(1059) CORPS D'OKOUNKOV 15 

L E M M E 2.8. — Le semigroupe des valeurs SV(X) est bien ordonné (pour Vordre induit 
par celui de K). 

Rappelons que « bien ordonné » signifie que tout sous-ensemble non vide admet 
un plus petit élément. 

Démonstration. — Pour tout sous-ensemble non vide F de SV(X), soit IF l'idéal de 
Ox,z engendré par { / G Ox,z \ {0} | v(f) G F } . Puisque v ^ 0 sur Ox,ç, on voit 
immédiatement que v(f) ^ min F pour tout / G IF lorsque F est fini. 

Pour F quelconque, la noethérianité de Ox,ç montre qu'il existe un sous-ensemble 
fini G C F tel que IF = IG- La remarque précédente implique donc que 5 ^ min G 
pour tout s G F, et min G est donc le plus petit élément de F. • 

En appliquant ceci à l'exemple 2.7, on obtient : 

COROLLAIRE 2.9. — Soient A un groupe abélien totalement ordonné, et S un semi-
groupe de type fini de A^o- Alors S est bien ordonné. 

Remarque 2.10. — Ce fait est classique pour les ordres monomiaux sur S = N n , dans 
le cadre de la théorie des bases de Grôbner (voir par exemple [Eis, §15.2]). 

2.2. Trivialité du corps résiduel 

Toute valuation v sur K définit une filtration décroissante ( F „ K ) \ € A V de K en 
sous-Ov-modules, définis par 

(9) F}K :={f€K\ v(f) > A} 

pour À G Av. Si E C K est un sous-fc-espace vectoriel, on note F ^ E := E D F ^ K la 
filtration (en sous-A;-espaces vectoriels) induite, et 

G r ^ = 
{/ € E j v(f) > A} 
{ / S E | v(f) > A} 

les gradués correspondants. Le lemme suivant joue un rôle essentiel dans la suite. 

L E M M E 2.11. — Le corps résiduel k(v) d'une valuation v sur K satisfait k(v) = k 
ssi 

(10) dim f c F = ca rd i ; (F \{0}) 

pour tout k-espace vectoriel de dimension finie E C K. Ces propriétés sont en outre 
équivalentes à : 

(i) dim*; Gr^l f = 1 pour tout À G Av ; 

(ii) il existe une sous-k-algèbre A C K, de corps des fractions K, telle que 
dim*; G r ^ ^ 1 pour tout À G Av. 
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Démonstration. — Si E C K est un sous-/c-espace vectoriel de dimension finie, alors 

dimfc E = ] T dim f c Gr*£, 

et GY^E ^ 0 <^ A G v(S \ {0}). On voit donc que (10) équivaut à dim f c Gr„E ^ 1 
pour tout À G Av. 

Supposons que k(v) = fc, et soit E C K un sous-A;-espace vectoriel de dimension 
finie. Étant données / , g G E \ {0} telles que v(f) = v(g) =: À, on veut voir qu'il 
existe a G A: tel que v(f — ag) > À. Mais u := f/g appartient à 0*, donc l'hypothèse 
k(v) = k montre qu'il existe a G A: tel que v{u — a) > 0, d'où v(f — ag) > v(g) = À. 

Réciproquement, supposons que (10) soit valable pour tout sous-fc-espace vectoriel 
E G K de dimension finie, et montrons que k(v) = k. Tout élément non nul de k(v) 
est représenté par un / G Ov \ m v , qui satisfait donc v(f) — 0. On cherche a G tel 
que v(f — a) > 0. Mais ceci résulte du fait que le fc-espace vectoriel E engendré par 
/ et 1 satisfait en particulier dim/- Gr^E < 1. 

L'équivalence de ces propriétés avec (i) et (ii) est du même acabit, et laissée au 
lecteur. • 

2.3. Valuations monomiales 

On va expliciter une construction menant au résultat suivant : 

PROPOSITION 2.12. — Soient X un modèle de K, et A un groupe abélien totalement 
ordonné. Si S C A^o est un semigroupe engendré par au plus n = dim X éléments, 
alors il existe une valuation v : i f* - » A centrée sur X avec SV(X) = S. 

On commence par traiter le cas de l'espace affine A £ = Spec fc[Ti,..., T n ] , de corps 
de fonctions fc(Xi,..., T n ) . Une valuation v sur fc(Ti,..., Tn) à valeurs dans A est 
centrée sur A £ ssi v(T{) ^ 0 pour tout i. 

DÉFINITION 2.13. — Une valuation monomiale v sur fc(Ti,..., Tn) est une valuation 
qui est uniquement déterminée par les v{Ti), via la formule 

(11) vl a<*Tj = m i n \ X ^ ( T * ) I a e ^ n , a Q ^ o i 
V aEN™ / K i ) 

pour tout polynôme SaeN™ aaT
a G fc[Ti,...,Tn]. 

Le groupe des valeurs d'une valuation monomiale v est donné par Av = Zv(Ti). 
Si v est centrée sur Ag, alors SV(A%) = ]T. Nv(T*). 

L E M M E 2.14. — Toute valuation v sur k(T\,... , T n ) telle que les v{Ti) soient 
Z-linéairement indépendantes est automatiquement monomiale; de plus, son corps 
résiduel k(v) coïncide avec k. 
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Démonstration. — L'hypothèse impl ique que les v(Ta) = ^ aiv(Ti) sont 2 à 2 dis­

t inc t s lorsque a pa rcour t N n . Le lemme 2.2 mont re donc que la r e l a t ion (11) est 

satisfaite. 

Pour voi r que k(v) = k, i l suffit de vérifier la propriété ( i i ) d u lemme 2.11 avec 

A : = k[Ti,...,Tn). O n a GT^A ^ 0 ssi A G v(A\ { 0 } ) ; dans ce cas, i l existe u n unique 

a G N n t e l que A = ^ ai Xi, et on vérifie aisément que Gr^A est engendré sur k par 

l ' image d u monôme T a . • 

L E M M E 2.15. — Soit v une valuation monomiale sur fc(Ti,... ,Tn), centrée sur AJJ. 

On peut alors étendre v en une valuation sur fc[[Ti,..., Tn]}, en posant (11) pour toute 

série formelle. 

Démonstration. — D'après le lemme 2.8, le semigroupe SV(A^) = J2i est b ien 

ordonné; (11) fai t donc sens pour tou te série formelle, et on vérifie sans peine que 

ceci définit b ien une va lua t ion sur fc[[Ti,...,Tn}). • 

Démonstration de la proposition 2.12. — Puisque k est algébriquement clos, on peut 

choisir u n po in t fermé régulier p G X , et donc u n système régulier de paramètres 

( 2 1 , . . . , zn) de Ox,P- D'après le théorème de s t ructure de Cohen [ZS60, p . 307], l ' i n ­

j e c t i on fe[Ti,..., Tn] ^ Ox,P définie par ( 2 1 , . . . , zn) s'étend en u n isomorphisme 

fc[[Ti,... , T n ] ] ~ Ox,P au niveau des complétés formels. Chaque / G Ox,P admet 

donc u n développement en série formelle / = X ] A € N N a a z a . 

Par hypothèse sur 5 , on peut choisir A i , . . . , A n G A ^ 0 tels que S = ^ NÀ*. Le 

lemme 2.15 mont re qu 'on définit une va lua t ion v sur Ox,P &x,p en posant 

v(f) - min | Y^aiXi \ a G N n , aa ^ 0 j . 

Cette valuation s'étend en une valuation v sur K par le lemme 2.3. Puisque v ^ 0 sur 
@x,p, v admet un centre £ sur X, tel que p G {£}. Le semigroupe des valeurs SV(X), 
i.e. l'image de v : Ox,ç \ {0} -> A, est par construction contenu dans S = J2i e^ 
i l contient aussi chaque A* = v(zi). On a donc bien SV(X) = S. • 

Exemple 2.16 (Le cas réel). — Soient w — ( w i , . . . , wn) G R + et z — (z\,..., zn) un 
système régulier de paramètres en un point régulier p G X. On définit une valuation 
vWiZ sur k(X) en posant 

vw,z( 5 Z a a z O Í ) = m i n i ^ 2 a i ^ i \ a a ^ o y 

Le centre de vWiZ sur X est le point générique de C\Wi>o{zi ~ 0} contenant p, et 
son groupe des valeurs est J2i c ^> muni de l'ordre induit par la composante 
irréductible de celui de R. 
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Exemple 2.17 (Valuations de drapeau [Ok96, §2.1]). — Appelons drapeau de sous-
variétés de X centré en un point (fermé) p G X une suite 

(12) X. = {X = X0 D X1 D ... D Xn = {p}} 

de sous-variétés fermées vérifiant codimJQ = i , et telles que Xi+i soit un diviseur de 
Cartier de Xi au voisinage de p. On notera que l'existence d'un tel drapeau entraîne 
que X est Cohen-Macaulay en p. 

On définit alors une valuation vx. ' k(X)* —> Z n , centrée en p G X, comme suit. 
On choisit pour chaque i une équation locale Wi+i G Ox{,P de Xi+i dans Xi, et on 
pose pour toute / G k(X)* 

vx.(f) = (ordxi(/o),ordx 2(/i ) , . . . , ordx n ( /n- i ) ) , 

où les fi G k(Xi)* sont définies par récurrence par /o := / et 

- / -ordX i + 1(/i) \ , 
fi+i := [wiJrl

 + fi)\xi+1' 
On voit immédiatement que le semigroupe des valeurs de vx. sur X coïncide avec N n . 

Si, comme dans la démonstration de la proposition 2.12, p € X est un point régulier 
et ( z i , . . . , zn) est un système régulier de paramètres, on définit un drapeau de sous-
variétés X. en posant Xi := {z\ = ... = Zi = 0}, et on vérifie alors que la valuation 
vx. coïncide avec la valuation construite dans la démonstration de la proposition 2.12 
avec A = Z n muni de l'ordre lexicographique et A i , . . . , Àn la base canonique de Z n . 
En d'autres termes, la valuation vxm associée à ce drapeau satisfait 

^ . ( / ) = m i n { a G N n | a a ^ 0 } 

pour toute / G Ox,P développée en série formelle / = J]aGNn actZai où le min est 
relatif à l'ordre lexicographique. 

Exemple 2.18 (Valuations de drapeau infinitésimal [LM09, §5.2]). — Soient p G X 
un point fermé régulier et F # un drapeau 

P(TX |p) ~ P£- 1 = FQ D ... D F n - i 

en sous-espaces projectifs. Si on note 7r : X' —» X l'éclatement de X en p, de diviseur 
exceptionnel E ~ P(Tx, p), le drapeau F # définit un drapeau de sous-variétés de X', 
donc une valuation de drapeau sur k(Xf) ~ k(X), que l'on note VV,F.-

En choisissant un système régulier de paramètres ( z i , . . . , z n ) de Ox,P dont les 
différentielles en p découpent F # , on vérifie que N n est, ici aussi, le semigroupe des 
valeurs de vPyp. sur X. 

Remarque 2.19. — Dès que n ^ 2, aucune des valuations réelles de l'exemple 2.16 ne 
se réalise comme valuation de drapeau. On montre en effet que ces dernières sont de 
rang (réel) n ; on renvoie à [ZS60] pour cette notion, dont nous n'aurons pas l'usage 
dans ce texte. 
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2.4. Valuations de rang rationnel maximal 

Soit v une valuation sur K. Son groupe des valeurs Av = v(K*), étant totalement 
ordonné, est sans torsion, donc se plonge dans le R-espace vectoriel 

Vv := Av ® z R 

(lequel n'est toutefois plus ordonné). Le rang rationnel rg. rat(v) de v est défini comme 
le rang du groupe des valeurs A v , Le. le nombre maximal d'éléments Z-linéairement 
indépendants de A v , qui est aussi la dimension de Vv. Comme on va le voir, le rang 
rationnel est au plus égal à n = tr. deg(K/k), et les valuations telles que rg. rat(v) = n 
jouissent de propriétés particulières, qui joueront un rôle clé dans la construction des 
corps d'Okounkov. 

L E M M E 2.20. — Soient v une valuation sur K, et K' un sous-corps quelconque de K 
contenant k. Alors : 

(i) caxd(v(K*)/v(K'*)) < [K : K']. 

(ii) Tg(v(K*)/v(K'*)) ^tv.deg(K/Kf). 

Démonstration 

(i) [ZS60, p. 52]. Soient / i , . . . , fm G telles que les v(fi) soient 2 à 2 distincts 
dans v(K*)/v(K'*). I l suffit de montrer que les fi sont linéairement indépen­
dantes sur K'. Supposons qu'il existe <7i,...,#m G K' non tous nuls tels que 
<7i/i + . . . + gmfm = 0. Par le lemme 2.2, i l doit alors exister deux indices i ^ j tels 
que gugj ^ 0 et vfafi) = v(gjfj), et on en déduit que v(fi) - v(fj) = v(gj) - v(gi) 
est nul dans v(K*)/v(K'*), contradiction. 

(ii) [ZS60, p. 50]. Soient / i , . . . , / m telles que les v(fi) soient Z-linéairement in­
dépendantes dans v(K*)/v(Kf*). I l suffit de montrer que les fi sont algébriquement 
indépendantes sur K'. Si ce n'est pas le cas, on peut trouver un nombre fini de coeffi­
cients non tous nuls aa G K'a — ( a i , . . . , a m ) G N m , tels que ^a/ f 1 • • • /m m = 0. 
Par le lemme 2.2, i l existe alors a / f3 tels que 

v(aaf?
1...fXr) = v(af,f*...fgr), 

et on en déduit Yli(Pi~ ai)v(fi) = v(aa) — v(ap) G v(Kf*), ce qui fournit une relation 
de dépendance Z-linéaire des v(fi) dans v(K*)/v(K'*). • 

En appliquant le point (ii) avec K' = fc, on obtient : 

COROLLAIRE 2.21. — Pour toute valuation v sur K, on a rg.rat(v) ^ n. 

DÉFINITION 2.22. — Soit v une valuation sur K. On dit que v est de rang rationnel 
maximal si rg. rat(v) = n. 

La proposition suivante décrit les propriétés essentielles des valuations de rang 
rationnel maximal (du moins en ce qui nous concerne). 
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PROPOSITION 2.23. — Soit v une valuation sur K de rang rationnel maximal. 

(i) Le groupe des valeurs Av est un Z-module libre de rang n. 

(ii) Pour tout k-espace vectoriel E C K de dimension finie, on a 

d\mkE = c&rdv(E\ { 0 } ) . 

(iii) Pour toute sous-extension de corps K'/k, la restriction de v à K' est encore 
de rang rationnel maximal. 

A propos du point (iii), rappelons au passage que l'extension de corps K'/k est 
automatiquement de type fini, puisque K/k l'est. 

On commence par montrer que toutes les valuations de rang rationnel maximal 
sont des extensions finies de valuations monomiales. 

L E M M E 2.24. — Une valuation v sur K est de rang rationnel maximal ssi il existe 
une extension finie K/k(T\,..., Tn) telle que la restriction de v à fc(Ti,..., Tn) soit 
monomiale, avec les v(Ti) Z-linéairement indépendantes. 

Démonstration. — Soit v une valuation sur K de rang rationnel maximal. Par défini­
tion, ceci signifie qu'il existe / i , . . . , fn G K* telles que les v(fi) soient Z-linéairement 
indépendantes. D'après le lemme 2.20, les fonctions fi sont algébriquement indé­
pendantes sur k, donc induisent un plongement fe(Tj,..., Tn) K qui est fini, 
puisque K/k est de type fini avec tr. deg(K/k) = n. Comme les v(Ti) = v(fi) sont 
Z-linéairement indépendantes, la restriction de v à A:(Ti,... , T n ) est monomiale par 
le lemme 2.14. 

Réciproquement, une valuation monomiale v sur fc(Ti,...,Tn) avec les v(Ti) 
Z-linéairement équivalentes a pour groupe des valeurs Zv(T\) + . . . -f Zv(Tn), donc 
est de rang rationnel n, qui est aussi le rang rationnel de toute extension de v à une 
extension finie de fc(Ti,..., T n ) , d'après le lemme 2.20. • 

Démonstration de la proposition 2.23. — D'après le lemme 2.11, (ii) équivaut à 

(ii)' k(v) = k. 

D'après le lemme 2.24, i l existe une extension finie K/K' avec Kf = k(T\,..., Tn) 
telle que la restriction v' de v à K' soit monomiale, avec les v(Ti) Z-linéairement 
indépendantes. 

Le lemme 2.14 montre donc que 

Av* = Zv(Ti) + . . . + M?n) * Z n 

et k(vf) = k. 
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On va maintenant remonter ces propriétés à K. Puisque K est fini sur Kf, le 
lemme 2.20 montre que A v/ est d'indice fini dans A v , ce qui donne (i). Par ailleurs, 
le fait que l'extension K/K' est finie implique facilement que l'extension de corps 
résiduels k(v)/k(vf) est aussi finie. Mais on a vu que k(vf) = k] ce dernier étant 
algébriquement clos, on obtient (ii)'. 

Enfin, la propriété d'hérédité (iii) résulte immédiatement du point (ii) du 
lemme 2.20, en utilisant 

igv(K*) = rg(v(K*)/v(K'*)) + Tgv(K'*) 

et 

tr. deg(K/k) = tr. deg(K/Kf) + tr. deg(K'/k). • 

Remarque 2.25. — L'inégalité d'Abhyankar-Zariski [ZS60, p. 331] stipule qu'on a en 
fait 

(13) rg. rat(v) + tr. deg(k(v)/k) < n, 

ce qui montre directement que rg. rat(^) = n => k(v) = k. La propriété (i) de la 
proposition 2.23 est plus généralement vraie pour les valuations v telles que (13) soit 
une égalité, parfois appelées valuations d'Abhyankar ([ZS60, p. 355], voir aussi [Vaq06, 
P. 16])-

Remarque 2.26. — Dans [KK09, §2.2], deux types de conditions sont considérées pour 
une valuation v sur K : 

(i) « faithful Zn-valued valuation », qui veut dire que le groupe des valeurs est 
isomorphe à Zn ; 

(ii) « one-dimensional leaves », qui signifie que dimGr^K ^ 1 pour tout À e Av. 

Bien que ce ne soit pas explicitement mentionné dans [KK09], on a en fait ( i )=^( i i ) (si 
k est algébriquement clos, comme on le suppose). En effet, d'après la proposition 2.23, 
(i) équivaut à la condition de rang rationnel maximal. Le lemme 2.20 énonce quant à 
lui que (ii) équivaut à k(v) = fc, et la proposition 2.23 montre donc que (i) implique (ii). 

Exemple 2.27. — Pour tout modèle X de K, la proposition 2.12 (et en particulier les 
valuations de drapeau et de drapeau infinitésimal des exemples 2.17 et 2.18), four­
nissent des exemples de valuations sur K de rang rationnel maximal, centrées sur X. 
I l suffit en effet de choisir n éléments positifs A i , . . . , Àn Z-linéairement indépendants 
dans un groupe totalement ordonné A adéquat, et d'appliquer la proposition 2.12 
à 5 : = E i N A i . 

Par construction, ces exemples ont la propriété que Sv (X) = S est de type fini, 
mais on donnera plus loin un exemple de valuation de rang rationnel maximal dont le 
semigroupe des valeurs sur un modèle X de K n'est pas de type fini (cf. exemple 3.13). 
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3. C O R P S D ' O K O U N K O V 

Cette partie décrit le cœur de la théorie des corps d'Okounkov, selon un point de 
vue proche de celui de [KK09]. 

Dans tout ce qui suit, X désigne une variété algébrique propre sur un corps al­
gébriquement clos k de caractéristique arbitraire. On note n la dimension de X et 
K := k(X) son corps de fonctions. On utilise la notation additive pour les produits 
tensoriels de fibres en droites; en particulier, pour tout fibre en droites L sur X , on 
écrit mL = L®m pour ra G Z. L'algèbre des sections de L est la fc-algèbre graduée 

R(X,L) := 0 # ° ( X , r a L ) . 

3.1. Semigroupe gradué des valeurs sur un fibre en droites 

Soit v une valuation sur K, de centre £ G X (dont l'existence est garantie par la 
propreté de X). Rappelons que l'on note SV(X) = v(Ox,ç \ {0}) le semigroupe des 
valeurs de v sur X, Av = v(K*) le groupe des valeurs de v, et Vv = Av ®% R le 
R-espace vectoriel engendré, de dimension rg. rat(t>). 

Pour tout fibre en droites L sur X et toute section non nulle a G H°(X, L) \ {0}, 
on peut définir v(a) G SV(X) de la façon suivante. On choisit une trivialisation r de L 
au voisinage du centre £ G X de v. Toute section non nulle a de L s'écrit, au voisinage 
de £, a = f • r avec / G Ox,ç- Toute autre trivialisation locale de L en £ est de la 
forme u • r où u est une unité de et v(a) := v(f) est donc bien définie puisque 
v(u) = 0. 

Notons que v (a) > 0 ssi a s'annule en £. Si L ' est un second fibre en droites sur X 
et a1 G H°(X, L') \ {0}, alors v(a (g) a') = v(a) + v(af). 

DÉFINITION 3.1. — Soient v une valuation sur K, et L un fibre en droites sur X tel 
que R(X, L) ^ k. Le semigroupe gradué des valeurs de v sur L est défini comme 

SV(X,L) := {(m,v(a)) \ m G N, a G H°(X,mL) \ {0}} , 

semigroupe gradué de N x Vv. 

Pour toute sous-algèbre graduée A de R{X, L) qui est non triviale (i.e. A ^ fc), on 
introduit plus généralement le semigroupe gradué SV(A) C N x V des valeurs de v 
sur A, défini par 

Sv(i4) := {(m, v(<t)) | m G N, a G , 4 m \ { 0 } } . 

En d'autres termes, on pose pour tout m G N 

(14) Sv(A)rn=v(Arn\{0}). 
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En particulier, le semigroupe 

N(SV(A)) = {m € N | SV(A)M ± 0 } 

coïncide avec 
N(A) := {m G N | AM ^ 0} . 

Remarque 3.2. — Si L est un fibre en droites sur X , on note K(L) le corps de fonctions 
de l'espace total du fibre dual L*, qui contient en particulier R(X,L) = 0{L*). 
Puisque L est trivial sur un ouvert de Zariski de X , on a K(L) ~ K(T), et tout 
élément de K(L) s'écrit comme quotient de fonctions rationnelles sur L* du type 
cr(x,r) = YlmeNarn(x) - T m , où chaque crm est une section rationnelle de raL, nulle 
sauf pour un nombre fini d'indices m. 

Soit v une valuation sur K, et munissons ZxAv de l'ordre lexicographique produit, 
défini par 

(rai, Ai) ^ (ra2, A 2) (rai < ra2) ou (rai = ra2 et Ai ^ A 2 ) . 

On étend v en une valuation 

vL : K(L)* -> Z x Av 

en posant pour cr(x, r ) = ^ZmeN*7™^) ' r m comme ci-dessus 

v(a) := (mo,v(amo)) 

avec mo := min{m G N | a m 7̂  0}. On vérifie alors sans peine que 

(15) vL(A\{0}) = SV(A) 

pour toute sous-algèbre graduée A de R(X, L). 
Si A est de type fini sur k (par exemple si A = i?(X, L) avec L ample), X := Spec A 

est une variété affine sur k, munie d'une action du groupe multiplicatif correspondant 
à la graduation de A (un cône). La valuation VL se restreint en une valuation sur 
le corps de fonctions de X , centrée en son sommet, et son semigroupe des valeurs 
coïncide avec SV(A). 

La proposition suivante recense les propriétés essentielles des semigroupes gradués 
de valeurs relatifs à une valuation de rang rationnel maximal. Rappelons que l'on 
pose, pour tout semigroupe gradué S, K(S) := dim^S) — 1. Si A est une sous-algèbre 
graduée non triviale de R(X, L), on note K { A ) son corps des fractions, et on pose 

K(A) :=tr.deg(K(A)/k)-l. 

PROPOSITION 3.3. — Soit v une valuation sur K de rang rationnel maximal. Pour 
tout fibre en droites L sur X et toute sous-algèbre graduée A non triviale de R(X, L), 
on a alors : 

(i) SV(A) cN xVv est un semigroupe gradué discret (au sens de 1.2) ; 

(ii) c&rd SV(A)M = dimfc A M pour tout m G N ; 
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(iii) *(SV(A)) = K(A) ; 

(iv) si L est gros, SV(X,L) engendre Z x AV. 

Rappelons qu'un fibre en droites L sur X est gros ssi, pour tout fibre ample i f , on 
a H°(X, mL — H) ^ 0 pour m > 1. On renvoie à [Laz04] pour plus de détails. 

Démonstration 
(i) Comme est de rang rationnel maximal, A V est un réseau de VV d'après le 

point (i) de la proposition 2.23. Le semigroupe SV(A), étant contenu dans Z x A v , 
engendre donc un sous-groupe discret de R x VV, ce qui signifie par définition que 
SV(A) est un semigroupe gradué discret. 

(ii) Ceci résulte directement de (14) et du point (ii) de la proposition 2.23. 
(iii) Soit VL ' K(L)* —> Z x A V la valuation définie dans la remarque 3.2. Puisque v 

est de rang rationnel maximal sur K et que L est trivial sur un voisinage de Zariski du 
centre de v sur X, i l est facile de voir que VL est elle aussi de rang rationnel maximal. 
Par la propriété de transitivité (iii) de la proposition 2.23, c'est donc encore le cas 
de la restriction de VL à K(A). Mais (15) implique que VL(K(A)*) — ZSV(A), et on 

obtient (iii). 
(iv) Le point (iii) donne déjà que ZSV(X, L) est d'indice fini dans Z x AV. Pour avoir 

le résultat plus précis de (iv), on adapte l'argument de [LM09, Lemma 2.2]. Puisque 
A V est un groupe abélien libre de rang n, on peut choisir des fonctions rationnelles 
îi, • • •, fn € telles que le groupe A V soit engendré par les v(fi). 

Le conducteur c := {g G Ox \ g • fi G Ox, i = 1,..., n} étant un faisceau cohérent 
d'idéaux, on peut trouver un fibre ample H tel que Ox{H) 0 c admette une section 
globale non nulle r. Pour i = 1 , . . . , n, r • fi définit donc une section ai G H°(X, H). 
On note que v(fi) = v(o~i) — v(r). 

Comme L est gros, on peut maintenant choisir m G N* tel que mL — H admette une 
section non nulle s ; i l en résulte que SV(X, L) contient (m, v(s) + V(T)) et (m, v(s) + 
v(ai)) pour i = 1 , . . . , n, et donc que ZSV(X, L) contient (0, v(fi)) pour i = 1 , . . . , n. 

Ceci montre que ZSV(X, L) contient {0} x A v , et i l reste donc à vérifier qu'il contient 
aussi (1,0). On peut choisir H très ample tel que H1 :— L + H soit aussi très ample. 
Une section non nulle s G H°(X,mL — H) avec m ^> 1 peut alors aussi être vue 
comme une section de (m -h l)L — H' = mL — H. Puisque H et H' sont tous deux 
très amples, chacun d'eux admet une section ne s'annulant pas sur le centre de v ; 
on voit donc que (m,v(s)) et (m + l,v(s)) sont dans SV(X,L), ce qui donne bien 
(1,0)EZSV(X,L). • 

3.2. Corps d'Okounkov et multiplicité 

On fixe dorénavant une valuation v sur K de rang rationnel maximal. On se donne 
également un fibre en droites L sur X et une sous-algèbre graduée non triviale A de 
R(X,L). 
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DÉFINITION 3.4. — Le corps d'Okounkov AV(A) de A relatif à v est défini comme 
la base du semigroupe gradué SV(A) C N x Vv (cf. définition 1.9). 

Pour A = R(X,L), on note simplement AV(X, L) := AV(R(X, L)). Plus concrète­
ment, on a par (5) 

(16) AV(A) = | J {±v(a) \s€Am\ {0}} c Vv. 

I l s'agit d'un convexe fermé de Vv. Mieux : 

L E M M E 3.5. — Le corps d'Okounkov AV(A) est compact. 

Démonstration. — Puisque AV(A) est contenu dans A V ( X , L), i l suffit de montrer 
le résultat pour A = R(X,L). Par le lemme de Chow [Har77, p. 107], i l existe un 
morphisme birationnel n : Y —)> X avec Y projective. On peut alors trouver un fibre en 
droites ample H sur Y tel que H—TT*L admette une section globale s sur Y. Identifiant 
v avec une valuation sur k{Y) ~ k(X), on vérifie facilement que v(s) + AV(X,L) C 
AV(Y,H), ce qui nous ramène à montrer que AV(Y,H) est compact. 

Le théorème de Hilbert-Serre implique que dim H°(Y, mH) = 0 ( m n ) , et donc 
card5v(Y, H)m = 0(mn) par le point de (ii) de la proposition 3.3. Mais le point (iii) 
de la même proposition donne K(Sv(X, L)) = n, et le corollaire 1.14 montre donc que 
AV(Y,H) est compact. • 

Comme on l'a vu au §1.2, le sous-espace affine de Vv engendré par AV(A) est 
naturellement muni d'une structure entière, ce qui permet de normaliser sa mesure 
de Lebesgue fJ>sv(A)- On note le cas particulier important suivant : 

L E M M E 3.6. — Si on note jiv la mesure de Lebesgue de Vv normalisée par son réseau 
Av, alors /J>SV(X,L) — V>v pour tout fibre en droites gros L . 

Démonstration. — Posons S = SV(X,L). La structure entière sur l'enveloppe affine 
AS (S) de A(5) ne dépend que du groupe ILS engendré par S ; or on a ILS = Z x Av 

par le point (iv) de la proposition 3.3, et le résultat suit. • 

Grâce au corollaire 1.14, on peut maintenant énoncer le résultat fondamental 
suivant : 

THÉORÈME 3.7. — Soient X une variété propre surk et L un fibre en droites sur X. 

Pour toute sous-algèbre graduée non triviale A C R(X,L), la limite 

dim f c-Am 

lim j-jr— 
m€N(A),m +̂oo mK^A) 

existe dans ]0, +oo[. 
Pour toute valuation v sur k(X) de rang rationnel maximal, on a de plus 

lim 
raeN(A),m-++oo 

dim Am 
= ßsv(A) (A„(A)). 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2014 



26 S. BOUCKSOM 

Rappelons qu'on a posé K(A) = tr. deg(K(A)/k) — 1, et que ceci coïncide avec 
K(Sv(A)) d'après le point (iii) de la proposition 3.3. 

DÉFINITION 3.8. — La multiplicité de A est définie comme 

/.x dimkAm e(A) := lim , A . . , 4 X 1 . 
m€N(A),m->+oo m<A> / K(Â)\ 

On prendra garde au fait que la multiplicité n'est en général pas un entier, ni même 
un rationnel. Le choix de normalisation est dicté par le 

COROLLAIRE 3.9. — Si L est un fibre en droites gros, de volume vol(L), alors 

e(R{X, L)) = vol(L) = ni fiv (AV(X, L)), 

avec \xv la mesure de Lebesgue de Vv normalisée par son réseau Av. 

Ici encore, on renvoie à [Laz04] pour la définition et les propriétés du volume vol(L). 

Démonstration. — L'égalité e(R(X, L)) = vol(L) vaut par définition. Le second point 
résulte alors du théorème 3.7 combiné à l'égalité Hsv(x,L) — f^v du lemme 3.6. • 

Remarque 3.10. — I l existe en particulier une constante C > 0 telle que 

C'1™**) < dim Am < Cm"W 

pour tout m G N(A) suffisamment grand. Pour A = R(X, L) et k de caractéristique 
zéro, ce résultat de croissance polynomiale fut établi pour la première fois par Shigeru 
Iitaka dans [Iit71]. 

Remarque 3.11. — Avant [KK09], l'existence de la limite dans le théorème 3.7 n'était 
connue que dans les deux cas suivants : 

- A est de type fini (comme conséquence du théorème de Hilbert-Serre, voir le 
lemme 3.14 ci-dessous). 
- le corps de base k est de caractéristique zéro, et A = R(X, L) est l'algèbre des 
sections d'un fibre L gros (cf. [Laz04]). 

Exemple 3.12 (Le cas des courbes). — Soit C une courbe projective lisse, et notons 
g son genre. Toute valuation sur K = k(C) est dans ce cas une valuation discrète, 
multiple positif de l'ordre d'annulation vp : k(C)* Z en un point p G C. 

Un fibre en droites L tel que i?(C, L) ^ k est nécessairement ample, de degré d > 0. 
Pour tout m ^> 1, on affirme que SVp (C, L ) m est constitué de md+1 — g entiers situés 
entre 0 et md (la suite des valeurs d'annulation de mL au point p). 

En effet, dès que md > 2g - 2, on a hx(C, mL) = h°(C, Kc — mL) = 0 par dualité 
de Serre, d'où h°(C, mL) = md+ 1 — g par Riemann-Roch ; la proposition 3.3 montre 
donc que SVp(X,L) C N est de cardinal md +1 — g. On a de plus vp(a) < md pour 
toute section a G H°(C,mL) \ {0}, ce qui démontre l'assertion. 
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On déduit aisément de ce qui précède que AVp(C, L) = [0,d] C M. I l est cependant 
remarquable que, même dans un cas aussi simple, le semigroupe SVp (C, L) n'est pas 
de type fini en général. 

Plus précisément, la remarque 1.16 montre que SVp (C, L) est de type fini ssi i l existe 
m G N tel que [0,d] = Conv (^SVp(C,L)m), ce qui signifie qu'il existe une section 
G G H°(C,mL) telle que vp(a) = md. On en déduit que 

SVp(C, L) est de type fini L — dp est de torsion dans Pic°(C). 

Si g > 1 et si k est un corps non dénombrable de caractéristique 0, Sv (C, L) n'est 
donc pas de type fini pour p G C très général (le. en dehors d'un ensemble au plus 
dénombrable). 

Exemple 3.13. — En combinant l'exemple ci-dessus avec la remarque 3.2, on va 
construire une surface affine X sur C et une valuation v centrée sur X, de groupe 
des valeurs Z 2 muni de l'ordre lexicographique (et donc de rang rationnel maximal), 
mais dont le semigroupe des valeurs SV(X) n'est pas de type fini. 

Pour ce faire, on considère une courbe projective lisse C C P^, de degré au moins 3, 
donc de genre g ^ 1. On pose X := C = SpecR(C, 0(1)), le cône affine sur C. Pour 
p G C très général, soit vp la valuation sur X à valeurs dans Z 2 induite par vp, comme 
dans la remarque 3.2. Alors vp est centrée au sommet de X , et Syp(X) = SVp(C, 0(1)) 
n'est pas de type fini. 

3.3. Interprétation géométrique de la multiplicité 

Soit A une sous-algèbre graduée non triviale de l'algèbre des sections R(X, L) d'un 
fibre en droites L sur X. Le but de cette partie est de donner une interprétation 
géométrique de la multiplicité e(A), en suivant [KK09, §3.1]. On commence par le cas 
particulier suivant, celui où la fc-algèbre A est de type fini, engendrée en degré 1. 

L E M M E 3.14. — Soit V C H°(X,L) un sous-espace vectoriel non nul, et soit $y : 
X P(V*) Vapplication rationnelle définie par V. Si Von note (V) la sous-algèbre 
de R(X, L) engendrée par V, alors 

K((V)) =dim<ï>v(X) 

et 

e((V)) = deg$v(X). 

On entend par ®v(X) l'adhérence de l'image d'un ouvert de Zariski non vide sur 
lequel $v est définie. 

Démonstration. — D'après le théorème de Hilbert-Serre [Har77, p. 51-52], i l suffit de 
vérifier que (V) est isomorphe à l'anneau des coordonnées homogènes de $y(X). 
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Soit OI , . . . ,O- JV) une base de V, de sorte que $y : X —> P(V*) ~ PN~1 est 
donnée en coordonnées homogènes par $y(x) = [<Ji(x) : . . . : CTN(X)]. Si l'on note 
/ C k[T\,..., Tn] l'idéal homogène de $y(X), on voit donc que P(<7i,..., O~N) = 0 <=ï 
P o $y = 0 44> P G I pour tout polynôme homogène P. Comme on a par définition 

(V)m = {P(cr i , . . . , aN) I P e k[Tu . . . , TN]m} 

pour tout m G N, on obtient bien (V) ~ k[Tu . . . , 7 V ] / I . • 

On considère maintenant le cas général : 

THÉORÈME 3.15. — Soit A une sous-algèbre graduée non triviale de R(X,L). Pour 
tout m G N(A), notons 

<Dm : X —• P « ) 

/ 'application rationnelle définie par le système linéaire Am C H°(X,mL). On a alors 
K(A) = d i m $ m ( X ) pour tout m G N(A) suffisamment grand, et 

e { A ) = l i m ^ { X ) 

Démonstration. — Pour chaque m G N(A), notons ( A m ) la sous-algèbre de A engen­
drée par Am, qui satisfait N((A m ) ) = Nra et 

(Am)im = Im ( S y m ^ m 

pour tout Z G M. 

Étape I . — Montrons d'abord que 

K(A) = K((Am)) = dim<Pm(X) 

pour tout m G N(^4) assez grand, qui est un fait bien connu. Si l'on note K(A)o le 
sous-corps de K(A) formé des quotients f/g avec f,g G A m de même degré, on voit 
facilement que K(A) ~ K(A)Q(T), et donc 

tr. deg(K(A)0/k) = tr. deg(if (A)/fe) - 1 = K(A). 

Mais puisque K(A) est de type fini sur k, en tant que sous-corps de X , i l est également 
clair qu'on a K((Am))o = K(A)Q pour tout m G N(A) assez grand. Le lemme 3.14 nous 
permet alors de conclure, puisqu'il implique que K((Am))o est le corps de fonctions 
de * m ( X ) . 

Étape 2. — On vérifie maintenant que 

e{(Am)) = e{A). 
raEN(S),ra—»oo 
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Soit v une valuation sur K de rang rationnel maximal, et posons S := SV(A). Pour 
chaque m G N, le semigroupe T(m) := Sv ((Am)) contient {m} x 5 m . Comme on a 

«((Am)) = «(T(m)), K,(A) = «(S), 

et 

e((A m )) = « « A * » ! /x T ( m ) (A(T(m)) ) , c(A) = K(A)Ì M*(S)) 

par le théorème 3.7, on conclut par le théorème 1.15. 

Étape 3. — En appliquant, à m G N(A) fixé, le lemme 3.14 à mL et Am C 
H°(X,mL), on obtient par le théorème de Hilbert-Serre (ou par le théorème 3.7) 

idm 
àmi{Am)im = e m — + o (ldm) 

dm-
avec dm := d i m $ m ( X ) et e m := deg$ m (X) . I l en résulte que K((Am)) = dm et 
e((Am)) = e m / m d m , et on conclut grâce à l'étape 2. • 

Remarque 3.16. — On trouvera dans [Jowl2, Theorem C] une variante du théo­
rème 3.15, exprimée en termes de nombres d'intersection génériques, dans le cas où 
<&m est birationnelle sur son image pour tout m G N suffisamment grand. 

4. GÉOMÉTRIE DES CORPS D ' O K O U N K O V 

Le but de cette partie est d'étudier de façon plus détaillée la géométrie des corps 
d'Okounkov, suivant l'approche de [LM09]. On décrit dans un premier temps une 
variante des corps d'Okounkov pour les classes d'équivalence numérique de diviseurs ; 
suivant [KLM12, AKL12, Sepl2], on s'intéresse ensuite à la forme possible que peuvent 
revêtir les corps d'Okounkov, en particulier ceux associés aux valuations de drapeau. 

On désigne par X une variété algébrique normale et projective sur un corps algé­
briquement clos k de caractéristique quelconque, et on se donne une valuation v sur 
k(X) de rang rationnel maximal. 

4.1. Corps d'Okounkov numériques 

4.1.1. Positivité numérique. — On note Div(X) le groupe des diviseurs de Cartier 
de X , qui se plonge dans le groupe abélien libre ZX{X) des cycles de codimension 1 
(diviseurs de Weil), puisque X est supposée normale. On note Div^o(-*0 I e sous-
semigroupe des diviseurs effectifs. On note également = l'équivalence numérique sur 
DÌV(X)R, définie par D = D' ssi D • C = D' • C pour toute courbe propre C C X , et 
NX(X) le IR-espace vectoriel quotient, qui est de dimension finie par le théorème de 
la base. 

Rappelons qu'une classe numérique ô G Nl(X) est grosse s'il existe un R-diviseur 
effectif E tel que S —E soit ample. Un fibre en droites L est gros ssi sa classe numérique 
ci(L) G NX(X) est grosse (cf. [Laz04]). 
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On note Big(X) C NX(X) le cône formé des classes grosses (big en anglais), qui 
est convexe et ouvert. Une classe ô G NX(X) dans son adhérence Big(X) est dite 
pseudoeffective. 

Enfin, une classe S G A/' 1(X) est nef si S • C ^ 0 pour toute courbe propre C C X. 
Le cône Nef(X) C NX(X) des classes nef est convexe et fermé, et son intérieur coïncide 
avec le cône des classes amples d'après le théorème de Kleiman. 

4-1.2. Corps d'Okounkov et équivalence numérique. — Toute valuation v sur k(X) 
définit une application Z-linéaire v : Div(X) —> A v , définie par v(D) := v(f) avec 
/ G k(X)* une équation locale de D au voisinage du centre de v sur X. On note 
que V(T)IV^Q(X)) C SV(X). Par linéarité, on obtient une application R-linéaire v : 
Div(X)R-+Vv. 

Si L est un fibre en droites sur X , alors 

R(X, L)^k<=>{De DIV^OPOQ \D~QL}^0, 

où D ~Q L signifie qu'il existe m G N* tel que m(D — L) = div(/) avec / G k(X)*. 
L'équation (16) montre que 

(17) AV(X, L) = v({DeDiv>o(X)Q\D~Q L}). 

PROPOSITION 4.1 ([LM09], Proposition 4.1). — Si L est un fibre en droites gros, 
alors 

AV(X, L) = v({DGDiy>0(X)R\D = L}). 

En particulier, AV(X,L) ne dépend que de la classe d'équivalence numérique de L . 

Démonstration. — L'inclusion 

AV(X, L) C v({DeDiv^o(Xh\D = L}) 

est claire par (17). 
Réciproquement, soit D un M-diviseur effectif numériquement équivalent à L . Pour 

voir que v(D) est dans AV(X, L), on se ramène d'abord au cas où D est un Q-diviseur, 
de la façon suivante. Notons W C Z1(X)R le R-espace vectoriel (de dimension finie) 
engendré par les composantes irréductibles de D. Notons que tout élément de W 
suffisamment proche de D est un diviseur effectif. L'ensemble 

N := {D G D iv (X) E | D G W, D = L} 

est un espace affine défini sur Q, et D G N est limite d'une suite (Dj)j^ d'éléments 
de NQ. Mais on a alors v(D) = lim^- v(Dj), et Dj est un Q-diviseur numériquement 
équivalent à L, et effectif pour j ^> 1. 

On suppose donc que D est un Q-diviseur Q-Cartier numériquement équivalent 
à L, et on veut voir que v(D) G AV(X, L). D'après [Fuj83, Corollary 6.10] (voir aussi 
[Laz04, Lemma 2.2.42]), on peut trouver un fibre en droites H sur X tel que H + P 
soit très ample pour tout fibre en droites nef P. 
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Puisque D est gros, on peut ensuite choisir rao G N tel que m^D soit Cartier et 
que m$D — H admette une section non nulle a G H°(X, m^D — H)\ {0}. Pour tout 
m G N, on pose Pm := (ra + mo)(L — D), et on observe que 

(ra + m0)L = mD + (m0D - H) + (H + Pm). 

Si ra est suffisamment divisible, alors P m est un fibre en droites numériquement trivial ; 
H + Pm est donc très ample, et admet par conséquent une section ne s'annulant pas 
sur le centre de v dans X, ce qui montre que 

mv(D) + v(a) £ 

m + rao 

Ceci étant vrai pour tout ra suffisamment divisible, on obtient bien à la limite 
v(D)e AV(X,L). • 

Remarque 4-2. — Le résultat ci-dessus admet une réciproque [Jowl2, Theorem A] : 
si Li , I /2 sont deux fibres en droites gros sur X tels que AV(X,Li) = AV(X,L2) 
pour toute valuation v sur K de rang rationnel maximal (les valuations de drapeau 
suffisent), alors L \ = L2. 

Définition des corps d'Okounkov numériques. — La proposition 4.1 permet 
déjà de définir par homogénéité le corps d'Okounkov numérique d'une classe grosse 
S G N1(X)Q1 en choisissant ra G N* et un fibre gros L tel que c\(L) = mô, et en 
posant 

A;-»(X,5) :=±AV(X,L). 

On étend maintenant cette définition à toute classe pseudoeffective, en suivant [LM09, 
Remark 4.14]. 

DÉFINITION 4.3. — Le corps d'Okounkov numérique global A £ U M ( X ) de X relatif à 
v est défini comme Vadhérence dans Vv x AT1(X) de 

| J AV(X,5)x{5}. 
SeN1 (x)QnBig(x) 

Si 6 G Big(X) est une classe pseudoeffective, on définit son corps d'Okounkov numé­
rique comme la fibre 

ATM(X,S) := {xeVv\ (x,6) G A*T(X)} 

de A £ u m ( X ) au-dessus de 5. 

On vérifie que AV

MM(X) est un cône convexe fermé (et donc pas du tout un corps 
convexe au sens usuel de la géométrie convexe!). On a ainsi 

(18) AS u m (X , S) + AS u m (X , 5') C A ; u m ( X , ô + 6'), 

(19) A£ u m (X , tS) = tA™m(X, S) 

pour S,6f G A^ 1(X) pseudoeffectives et £ G R+. 
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Les corps d'Okounkov numériques admettent la description plus directe suivante, 
dont la vérification ne pose pas de difficulté : 

PROPOSITION 4.4. — Pour toute classe grosse 5 G Nl(X), A*um(X,S) c Vv est un 
convexe compact d'intérieur non vide, et on a 

A £ U M ( X , 6) = v({DeDW^0(X)R\D = ô}). 

Si ô G NX(X) est seulement pseudoeffective, alors AV(X,S) C Vv est un convexe 
compact non vide, et 

Arm(X,ô)=f)ATm(X,5 + eh) 
e>0 

pour toute classe ample h G NX(X). 

On en déduit par exemple que 

(20) ô G Nef(X) = » 0 G A £ U M ( X , ô). 

Réciproquement, on note que si 0 G A £ U M ( X , S) pour tout v, alors S est nef. 
Un fibre en droites L sur X avec R(X, L) ^ k est en particulier pseudoeffectif, et 

on a AV(X, L) C A £ U M ( X , L) ; cette inclusion est cependant stricte en général, même 
quand L est nef : 

Exemple 1^.5. — On se place sur k = C. Une construction classique due à Serre 
(décrite par exemple dans [DPS94, Example 1.7]) exhibe un exemple de courbe pro-
jective lisse C dans une surface projective lisse X sur C, avec la propriété que X\C 
soit Stein en tant que variété analytique complexe (Le. réalisable comme une sous-
variété analytique fermée d'un CN), sans être affine comme surface algébrique (Le. non 
plongeable comme sous-variété algébrique fermée d'un C^). 

On a en fait (C2) = 0, de sorte que C est nef, et X \ C n'admet aucune fonction 
régulière non constante, ce qui implique immédiatement que 

{D G Div^oPOQ I D ~ Q C} 

est réduit à C elle-même. Si le centre de v sur X est contenu dans C, (17) montre 
donc que AV(X,C) = {v(C)} avec v(C) ^ 0; mais 0 G A™m(X,C) par (20), d'où 
A V ( I , C ) C A ; U M ( I , C ) . 

4-1.4- Volume et dimension numérique. — Rappelons que la fonction volume vol : 
A/' 1(X) —» R+ est une fonction continue, avec 

vol(<S) > 0 ô G Big(X) 

pour toute classe ô G A/' 1(X), et telle que vo\(ô) = (ôn) si ô est nef (cf. [Laz04]). 

PROPOSITION 4.6. — Si on note JJLv la mesure de Lebesgue de Vv normalisée par son 
réseau Av, alors vo\(ô) = ni [iv ( A £ U M ( X , S)) pour toute classe grosse S G AT 1(X). 
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Démonstration. — Pour ô G N1(X)Q fl Big(X), le résultat découle du corollaire 3.9. 
Dans le cas général, (18), (19) et l'inégalité de Brunn-Minkowski montrent que 
S k> /JLv(AV

LUM(X15)) est log-concave sur Big(X), et donc continue puisque ce cône 
est un ouvert convexe. On conclut par densité. • 

Rappelons également que la dimension numérique d'une classe nef ô G NX(X) est 
définie comme 

i/((S) = max {p G N | (ôp • hn~p) ^ 0} , 

où h G iV 1 (X) est une classe ample quelconque. Comme vol(ô + eh) = (ô + eh)n, on 
a aussi 

i/(6) = max {p G N | vol(<S + eh) ^ cen~p, c> 0} , 

qu'on peut prendre comme définition de la dimension numérique v(5) d'une classe 
pseudoeffective quelconque 5 G NX(X) [Nak04]. On a en particulier v(6) = n ssi 5 est 
grosse. 

Remarque J^.l. — D'après [Lehll], cette notion de dimension numérique coïncide avec 
celle de [BDPP04], i.e. on a 

u(ô) = max {peN \ (ôp) ^ 0} , 

où (SP) G NP(X) désigne la classe d'intersection mobile définie dans [BDPP04] dans 
le cas complexe, et dans [BFJ09] en général. 

L E M M E 4.8. — Pour toute classe pseudoeffective ô G NX(X) on a 

dimA£um(X,<5)<i/(<5). 

Démonstration. — Si on pose d := dim A£ u m (X , S) et A := A£ u m (X, / i ) pour 
une classe ample donnée h G NL(X), l'existence des volumes mixtes montre que 
fiv(A^UM(X,S) + eA) ~ ed. D'après la proposition 4.6, on a donc vol(5 + eh) ^ ced 

avec c > 0, et on conclut par définition de v{5). • 

Si L est un fibre en droites sur X , sa dimension d'Iitaka K(L) coïncide avec la di­
mension de A V ( X , L ) , et l'inclusion A V ( X , L ) C A£ u m (X , L) redonne donc l'inégalité 
standard K(L) ^ z/(L) entre dimension d'Iitaka et dimension numérique. 

Comme on le verra dans l'exemple 4.14, l'inégalité dimA£ u m (X, ô) < u(ô) est 
stricte en général lorsque ô G Big(X) est pseudoeffective; la proposition 4.15 ci-
dessous donne cependant : 

PROPOSITION 4.9. — Il existe une valuatiôn v sur k(X) de rang rationnel maximal, 
telle que dim A £ u m (X, 6) = u(ô) pour toute classe nef 5 G NX(X). 
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4.2. Corps d'Okounkov relatifs aux valuations de drapeau 
Comme on l'a vu dans l'exemple 2.17, un drapeau de sous-variétés 

X. = {X = X0 D Xx D ... D Xn = {p}} 

définit une valuation de rang rationnel maximal vxm : k(X)* —> Z n , centrée en p G X 
et ayant N n comme semigroupe des valeurs sur X. On supposera ici que Xi est globa­
lement un diviseur de Cartier de Xi-\ (et pas seulement au voisinage de p). On note 
pour simplifier Xi\y la classe d'équivalence linéaire définie par Oxi_i№)|yj P°ur 
toute sous-variété Y C Xi-\. 

De même, d'après l'exemple 2.18, tout drapeau Fm en sous-espaces linéaires de 
№(Tx,p) pour un point fermé régulier p G X définit une valuation de rang rationnel 
maximal vp,p. : k(X)* —>> Z n , ayant également N n comme semigroupe des valeurs 
sur X. 

Pour toute classe pseudoeffective 6 G NX(X), on notera simplement 

A5T(j), AH? (.5) C E ; 

les corps d'Okounkov numériques relatifs à vx. et vPiF. • 

PROPOSITION 4.10. — Posons, pour tout drapeau X* de sous-variétés de X et toute 
classe pseudoeffective ô G N1^), 

&xl(ô):= f| {xeRl\(ô-x1X1-...-xiXi)\Xi_1eNeî(Xi-1)} 
et 

*x?(8) := fl xiXi - ... - z^) G Big№_x)} 

AZore A^ e f(£) e* AT (S) sont des convexes compacts, et on a 

Ag(5) c AST(*) C A£f (*) 

Démonstration. — Puisque les cônes nef et psef de iV1(X^) sont convexes et fermés, 
A3?/(L) et A^ s

#

e f(L) le sont aussi. Il suffit donc de montrer que A^ s

#

e f(L) est borné. 
Choisissons pour ce faire un diviseur ample H sur X. Si (a?i,..., xn) appartient à 
AÇ?ef(L), alors le nombre d'intersection ((L — x\X\) • H71-1) v , calculé sur X, est 
positif, donc 

0 < X! < 
(L-H"-i)x 

Xi'H^)x 
est borné ; on obtient de même que 

0 ^ Xi < 
[(L - x1X1 - . . . - Xi-iXi-i) • H^)^ 

(X1 , Hn-1 ))X-1 

ce qui montre par récurrence sur i = 1,..., n que les Xi sont bornés. 
En utilisant la proposition 4.4, on voit facilement que les deux inclusions à montrer 

se ramènent au cas où S est la classe d'un fibre en droites gros L. 
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On commence par vérifier que Ax9 (L) C A ^ s e f ( L ) . Soit a G H°(X,mL) \ {0} 
et posons v(o~) = ( a i , . . . , a n ) . D'après (16), i l s'agit de voir que (T^J • • • » ^J") £ 
A ^ f ( L ) , ce qui revient à dire que (mL — a\X\ — ... — diX^x^ est pseudoefîectif 
pour i = 1 , . . . ,n. Mais a induit, par définition de vx9, une section non nulle dans 
H°(Xi-i,mL — a\X\ — ... — aiXi) pour chaque i = 1 , . . . , n, et le résultat suit. 

Montrons maintenant que A ^ f ( L ) C A x , ( L ) . On peut bien supposer qu'il existe 
( # i , . . . , xn) G tel que (L — x\X\ — . . . — XiX{)\xi_1 soit nef pour z = 1 , . . . , n. 
Quitte à remplacer L par L + siJ avec H ample et e > 0, on se ramène donc au cas 
où l'ouvert 

P | {xeRl\(L- XlXi - . . . - XiXJlxi.i ample} 

est non vide ; dans ce cas, 

p | {xeQl\{L- XlXx - XiXi) | X i _x ample} 

est dense dans A ^ f (L) ; i l suffit donc de montrer que tout x G Q+ tel que 
L — x\X\ — . . . — a^X est ample sur Xi-i pour i = 1 , . . . , n appartient à A x # (L). 
Puisque L — x\X\ — ... — xnXn est ample sur X n _ i , on peut trouver mn grand et 
divisible et une section dans i î 0 ( X n _ i , m n ( L — x\X\ — . . . — xnXn)) ne s'annulant 
pas en p, qui induit une section 

an G H°(Xn-i,mn(L - xiXx - . . . - x n _ i l n _ i ) ) 

telle que ordxn(o-n) = mnxn. Puisque L — x\X\ — . . . — xn-\Xn-\ est ample sur 
X n _2 , on peut maintenant choisir m n _ i grand et divisible tel que a™71'1 s'étende en 
une section dans H°(Xn-2, ran_iran(L — XiXi — ... — xn-iXn-i)), qui induit une 
section 

<r n_i G iJ°(X n _ 2 , m n _ i m n ( L - X i X i - . . . - x n _ 2 X n _ 2 ) ) 

telle que ordx n_i (^Vi-i) — 777-77,—177272̂71—1 • 
En continuant de la sorte, on aboutit à une 

section 
G\ G H°(X, m i . . . m n L ) 

telle que vx. (01) = rai... m n ( x i , . . . , x n ) , et on en déduit que x = ( # i , . . . , xn) 
appartient bien à Ax0 (L). • 

Ce résultat nous permet maintenant de préciser la géométrie de certains corps 
d'Okounkov, suivant [KLM12, AKL12, Sepl2]. 

COROLLAIRE 4.11. — Soit ô G NX(X) une classe pseudoeffective, et notons 
( e i , . . . , en) la base canonique de R N . 

(i) Si ô est nef, et si le drapeau X9 vérifie Xi = Hi f i . . . fl Hi pour i = 1 , . . . , n — 1 
avec Hi,..., Hn-i = ô des diviseurs effectifs, alors 

A5T(<5) = C o n v { 0 . c i . • • •. e » - i , (*")*»} • 
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(ii) Si chaque Xi tel que dim Xi ^ 2 est une variété homogène, alors 

A^(Ô) = A^(Ô) = A^(Ô). 

(iii) Soit F. un drapeau de sous-espaces linéaires de F(Tx,P) pour un point fermé 

régulier p G X, et notons ir : X' —ï X Véclatement de X enp, de diviseur exceptionnel 

E ~ F(Tx,P). Pour toute classe nef S G N1^), A£™(5) est alors coincé entre 

{ ( « i , . . . , x n ) eRl | 7T*Ô — X\E G Nef (X ' ) , X2 + ...+Xn^X1} 

et 

{(xi,.. .,xn) G K+ | n*ô-x1E G B i g ( X ' ) , x 2 H - . . . + x n ^ x i } . 

Démonstration. — Sous l'hypothèse de (i), on a 

deg (ô - x1X1 - ... - xnXn) \Xn_1 = (ôn)(l - xx - ... - xn-i) - xn, 

ce qui montre que (Sn)(xi + . . . + # n - i ) + xn < (ôn) pour tout x G A ^ f (£), et donc 

aussi # i + . . . + Xi ^ 1 pour i = 1 , . . . , n — 1. Mais alors 

(5 - XiXi - . . . - = (1 - X! - ... - Xi)<y|xi-i 

est aussi nef pour z = 1 , . . . , n — 1. On voit donc que A ^ s e f (6) C A ^ e f (<J), et on conclut 

grâce à la proposition 4.10 que 

A ^ m ( 5 ) = {xeRl | ( O f a + • • . + x n _ ! ) + x n ^ (ôn)}=Conv{0, d , . . . , e n _ l 5 (<T)e n } . 

(ii) Si est homogène, alors tout diviseur effectif sur Xi est automatiquement nef ; 

ceci est aussi vrai pour la courbe Xn-\. L'hypothèse donne donc A ^ f ( £ ) = A ^ f ( J ) , 

et on conclut par la proposition 4.10. 

(iii) Notons X'm le drapeau de sous-variétés de X' défini par F.. On a alors 

OX'0{-
xi)\x[ ^ 0 (1) sur X[ ~ P n _ 1 , et 0Xi^{Xi) - P o u r * > 1 î le résultat 

découle maintenant de la proposition 4.10. • 

Exemple 1^.12 (Corps d'Okounkov simplicial [Sepl2, AKL12]) . — Le point (i) du co­

rollaire 4.11 montre que, pour tout fibre en droites ample L sur X , i l existe un drapeau 

Xm tel que A x . (L) soit un simplexe. 

Exemple J^.IS (Corps d'Okounkov non polyhédral [KLM12], Example 3.4). — On se 

place sur k = C. On va construire un fibre ample L sur une variété projective lisse X 

de dimension 3 et un drapeau X0 de sous-variétés lisses tels que Ax. (L) ne soit pas 

polyhédral. 

Soit C C P 2 une cubique lisse générale, de sorte que le nombre de Picard de la 

surface abélienne C x C vaille 3. Posons X := P 2 x C, X\ := C x C, et choisissons 

une courbe lisse X% C X\ linéairement équivalente à 

F i + F 2 + d i a g ( C x C ) , 
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avec Fi, F2 les fibres des deux projections C x C -» C. Le cône nef de X est de 
dimension 2, donc polyhedral ; celui de X\ coïncide avec une des composantes du cône 
de lumière de la forme d'intersection, donc est un cône quadratique (non polyhedral). 

En prenant par exemple L := 0 P2 x P2(3, l)\xi on vérifie alors facilement que 
A ^ f ( L ) n'est pas polyhedral. 

Comme X et X\ sont homogènes, le point (ii) du corollaire 4.11 donne par ailleurs 
A ^ #

m ( L ) = A ^ f ( L ) , et on a donc l'exemple souhaité. 

Exemple 4-H- — On considère, comme dans l'exemple 4.5, l'exemple de Serre C C X. 
Pour tout p G X \ C et tout drapeau F9 = {q G P(Tx, P)}, on va montrer que 
A ^ ( C ) = {0}, de sorte que 

d i m A ^ ( C ) < i / ( C ) = l . 

D'après le point (iii) du corollaire 4.11, si l'on note 7r : X' -> X l'éclatement de X 
en p G X \ C, de diviseur exceptionnel E, i l suffit de vérifier que 7r*C — x\E n'est 
pseudoeffectif sur X ' pour aucun x\ > 0. 

On va montrer ceci via un argument analytique, en s'appuyant sur [DPS94, 
Example 1.7]. Rappelons pour ce faire que si Y est une variété projective lisse sur C, 
une classe ô G A^ 1(y) //" 1 ' 1(y,C) est pseudoeffective ssi elle peut être représentée 
par un courant positif fermé. La propriété clé démontrée dans loc. cit. est que le 
courant d'intégration [C] est le seul courant positif fermé cohomologue à C. 

S'il existe x\ > 0 tel que ir*C — x\E est pseudoeffectif, on peut trouver un courant 
positif fermé T sur X' tel que T + x\\E\ représente la classe de cohomologie de 7r*C. 
I l est alors standard de voir que T -h x\[E) = n*S avec S := 7r*(T + [£?]). Mais 
S est cohomologue à C, donc S — [C] d'après la propriété clé. On obtient ainsi 
[TT*C] = TT*[C] = T + xx[E], d'où TT*C ^ ce qui contredit p£C. 

PROPOSITION 4.15. — Soit X # un drapeau ample, au sens où X^+i est un diviseur 
ample de Xi pour i — 0, . . . , n — 1. Ponr £cm£e classe nef ô G TV^X), on a a/ors 

d i m A ^ m ( ^ ) = z/(5). 

En utilisant les résultats de [Lehll], on peut sans doute étendre ce résultat à une 
classe pseudoeffective quelconque. 

L E M M E 4.16 ([LM09, Proposition 4.16]). — Soit X # un drapeau de sous-variétés 
de X, et posons Y := X\, avec le drapeau induit Ym défini par Yi := X^+i. Pour toute 
classe nef S G 7V 1(X), on a 

Ax. m (5) H ({0} x E n - X ) = A ^ m ( 5 | y ) . 
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Démonstration. — Par la proposition 4.4, on se ramène au cas où ô est la classe d'un 
fibre en droites ample L sur X. La flèche de restriction H°(X, mL) H°(Y, mL) est 
alors surjective pour tout ra > 1, et i l est immédiat d'en déduire que 

Sx.(L)m H ({0} x R » - 1 ) = SY.(L\Y)m 

pour tout m ^> 1. On peut alors montrer sans trop de peine que 

A x . ( L ) n ( { 0 } x R n - 1 ) = A y . ( L | y ) > 

voir [LM09, Proposition A . l ] . • 

Démonstration de la proposition 4.15. — Le drapeau Ym induit sur Y := X\ est aussi 
ample. On peut supposer que u(ô) < n. Puisque Y C X est un diviseur ample, on 
voit alors que v(ô\Y) = v'(ô). Par récurrence sur la dimension, on a donc 

dimA^m(S\Y) = v(6\Y) = v(S), 

d'où dim A^ m ((5) ^ v(8) par le lemme 4.16, et on conclut grâce au lemme 4.8. • 
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