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Séminaire B O U R B A K I 

6 5 e année, 2012-2013, n° 1060, p. 43 à 75 

Octobre 2012 

LES E X P O S A N T S D E L I A P O U N O F F 

D U F L O T D E T E I C H M Ü L L E R 

[d'après Eskin-Kontsevich-Zorich] 

par Julien G R I V A U X & Pascal H U B E R T 

Dans ce texte, nous présentons un résultat dû à Eskin, Kontsevich et Zorich [EKZ2] 

concernant les exposants de Liapounoff du flot de Teichmûller. 

1. I N T R O D U C T I O N 

1.1. Surfaces de translation et 1-formes holomorphes 

Nous allons en premier lieu fixer le cadre général (pour des textes introductifs, on 

renvoie le lecteur aux références suivantes : [MT], [Vi], [Yo l ] , [Yo2], [Zo4]). Une surface 

de translation compacte est la donnée d'une 1-forme holomorphe globale non nulle UJ 

sur une surface de Riemann compacte X^l\ Géométriquement, une telle surface se 

représente comme un polygone dans le plan complexe dont on a identifié par transla­

tion des côtés parallèles et de même longueur. La 1-forme UJ sur X est induite par dz, 

et ses zéros sont certains sommets du polygone. De plus, X est munie d'une métrique 

plate héritée de la métrique plate naturelle du polygone, avec des singularités coniques 

sur le lieu d'annulation de UJ. De manière précise, un zéro d'ordre k correspond à un 

point conique d'angle 2(k + l)7r. 

L'aire de X pour la métrique plate est l'aire euclidienne d'un polygone associé, et 

on a 

A i r e ( X ) = ^ / cu AüJ. 
2 Jx 

Enfin le genre g de X est déterminé par la donnée combinatoire ( f c i , . . . , kr) de (X, UJ), 

qui est la liste des ordres de multiplicités des zéros de UJ, via la formule 

Vki = 2g-2. 

1. Eskin-Kontsevich-Zorich traitent aussi le cas des formes différentielles quadratiques qui est 

analogue, mais nous nous limiterons aux formes holomorphes pour simplifier l'exposition. 
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44 J. GRIVAUX & P. HUBERT 

L'exemple de base de surface de translation est le tore plat qui est évidemment une sur­

face de translation sans singularité ^ , le polygone associé étant un parallélogramme 

dont les côtés opposés sont identifiés. 

F I G U R E 1 . Tore plat et flot linéaire. 

Pour tout angle 0, le flot linéaire de direction 0 est bien défini sur X , et ses propriétés 

dynamiques sont d'un grand intérêt. 

1.2. Espace des modules des 1-formes holomorphes 

Un genre g étant fixé, l'espace des modules des 1-formes holomorphes est l'ensemble 

des surfaces de translation compactes (X,u) de genre g modulo l'action naturelle 

des difféomorphismes. Cet espace de modules est naturellement stratifié par les 

données combinatoires. Pour toute donnée combinatoire (ki,..., kr) nous noterons 

H(ki,..., kr) la strate correspondante. On peut montrer que %(ki,..., kr) est une 

orbifolde complexe de dimension 2g + r — 1 localement modelée sur le groupe de 

cohomologie relative H 1 ( X , £ , C ) , où E est le lieu d'annulation de UJ. 

On rappelle brièvement la construction de coordonnées locales orbifoldes sur 

H(ki,... , fcr). Fixons une base symplectique (Ai,-Bi)z=i,...,0 de H i ( X , Z ) , et soient 

(Ci) i=i , . . . , r -1 d e s chemins reliant un zéro fixé de a; à tous les autres. Les coordonnées 

locales sont les périodes de ou le long de ces chemins, c'est-à-dire les intégrales 

/ о ; , . . . , / a;, / a; , . . . , / a;, / w , . . . , / a;. 

Les changements de cartes correspondent à un changement de base symplectique 

et sont donc linéaires, ce qui entraîne que chaque strate W(ki,..., kr) admet une 

structure affine. De manière plus précise, dans les coordonnées ci-dessus, une matrice 

de changement de base est de la forme 

\0 Ir-J 

2. Pour être cohérent avec le reste de la théorie, l'origine du tore est tout de même un point 

marqué. 
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où U est dans S p 2 ^ ( Z ) et V est dans M 2 p X ( r - i ) ( 2 ) . Une telle matrice est évidem­

ment dans SL2p+r -1 (^ ) - Par conséquent, la mesure de Lebesgue de C 2 f l , + r _ 1 est bien 

définie globalement sur la strate H(ki,..., fcr). Le réseau entier ( Z + iZ)29+r~1 = 

£ , Z + iZ) est invariant par changement de cartes ; ce réseau nous fournit une 

normalisation naturelle pour la mesure de Lebesgue : on demande que son covolume 

soit 1. 

Le groupe GL2(M) agit de façon naturelle sur H(ki,..., kr). Cette action corres­

pond à l 'action linéaire sur les polygones, qui est bien définie au niveau des surfaces 

de translation et préserve la donnée combinatoire. Dans les coordonnées des périodes 

introduites dans la section précédente, l 'action de toute matrice M de G L 2 ( R ) est 

diagonale : 

M Í / о ; , . . . , / и, ¡ и,..., LÚ, ¡ о ; , . . . , / и;) 
XJA! J Ад JBX JBg JCx JCr-\ J 

= (M- f j , . . . , M - / LJ,M- / c j , . . . , M - / UJ,M- w , . . . , M - / a ; ) . 

Cette action est R-linéaire dans chaque coordonnée complexe (vue comme coordonnée 

à valeurs dans R 2 ) . 

L'action de G L 2 ( R ) permet de feuilleter les strates par les orbites, ce feuilletage sera 

particulièrement important dans la suite. Il est évident par la formule précédente que 

le groupe S L 2 ( R ) préserve la mesure de Lebesgue de H(ki,..., fcr), ainsi que l'aire des 

surfaces de translation. Notons Hi(ki,..., kr) la sous-variété de codimension réelle un 

formée des surfaces de translation d'aire 1 et de donnée combinatoire ( f c i , . . . , kr). La 

mesure de Lebesgue sur H(ki,..., kr) induit une mesure v sur % i ( f c i , . . . , kr). Dans 

les coordonnées des périodes, la mesure d'un ensemble de % i ( f c i , . . . , kr) est celle du 

cône de sommet l'origine bordé par cet ensemble à un facteur dimensionnel près. 

Un sous-groupe à un paramètre de S L 2 ( R ) joue un rôle fondamental dans toute la 

suite, c'est le groupe des matrices diagonales 

(o e ° - . ) -

Le flot associé est le flot de Teichmiiller, qui est le flot géodésique pour la mé­

trique de Teichmiiller. Un des premiers théorèmes importants concernant ce flot est 

dû indépendamment à Masur et Veech en 1982 : 

T H É O R È M E 1 ( [Mal ] , [Vel]) . — La mesure de Lebesgue v sur W i ( f c i , . . . , kr) est 

finie. De plus, le flot géodésique de Teichmiiller est ergodique sur chaque composante 

connexe de H1 (k1 . . . . k r ) . 
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46 J. GRIVAUX & P. HUBERT 

Les composantes connexes de %\(k\,..., kr) ont été classifiées par Kontsevich et 

Zorich dans [KZ2], il y en a au plus 3. Dans le cas des différentielles quadratiques, 

elles ont été classifiées par Lanneau [La]. 

R E M A R Q U E 2. — Dans toute la suite, nous parlerons de strate là où il faudrait parler 

en toute rigueur de composante connexe de strate, ceci pour ne pas alourdir le texte. 

La mesure v dépend de la composante connexe considérée : c'est son support. 

1.3. Fibre de H o d g e et cocycle de Kontsevich-Zorich 

Étant donnée une surface de Riemann X de genre rappelons la définition de la 

norme de Hodge sur l'espace H 1 ( X , R ) . La décomposition de Hodge s'écrit 

H ^ C ) = H 1 ' ° (x)eH°' 1 (x) 

où B.1,0(X) est l'espace vectoriel de dimension g des 1-formes holomorphes sur X et 

H 0 , 1 ( X ) l'espace vectoriel des 1-formes anti-holomorphes. La forme d'intersection sur 

H 1 ( X , C ) donnée par 

¿ ( ^ 1 , ^ 2 ) = 7; CJI AÔJ 2  
A Jx 

est définie positive sur le sous-espace H 1 , 0 ( X ) et définie négative sur le sous-espace 

conjugué H 0 ' 1 ^ ) . Notons (j>: H 1 ' ° ( X ) H 1 ( X , R ) l'isomorphisme qui à toute forme 

holomorphe associe la classe de sa partie réelle. C'est un isomorphisme de R-espaces 

vectoriels qui permet de munir H X ( X , R ) de la norme de Hodge : si a est dans 

H^^R), on pose 

||a||Hghdo === (o-1 (a), a-1 (a)). 

On considère maintenant le fibre de Hodge réel au-dessus d'une strate H(k\,..., kr) 

dont la fibre au-dessus de chaque point ( X , uS) est H 1 ( X , R ) . Ce fibre de Hodge provient 

d'un système local de R-espaces vectoriels, ce qui permet d'identifier localement les 

fibres voisines entre elles. L'identification se fait grâce à la connexion plate sur le fibre 

de Hodge associée à ce système local, appelée connexion de Gaufi-Manin. Une grande 

partie de la géométrie du problème est contenue dans le fait que le fibre de Hodge 

complexe de fibre H 1 ( X , C) est un fibre plat, mais que le sous-fibré de fibre H 1 , 0 ( X ) 

qui tient compte de la structure complexe de X ne respecte pas cette structure plate 

(c'est-à-dire n'est pas invariant par la connexion de Gaufi-Manin). 

Étant donnée une surface de translation X et une classe de cohomologie a dans 

H 1 ( X , R ) , on souhaite comprendre la croissance de la norme de Hodge | | a t | | 5 t x quand 

t tend vers l'infini, où gt est le flot de Teichmûller et at est la classe transportée 

parallèlement le long du flot à partir de a. 

La monodromie de la connexion de GauB-Manin définit un cocycle : en tout point X 

de la strate, on dispose d'une représentation du groupe fondamental de la compo­

sante connexe de X dans H 1 ( X , R ) qui est bien définie à conjugaison près. Par le 

théorème d'Ehresmann, l'action d'un élément du groupe fondamental est celle d'un 
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difféomorphisme orienté sur l 'homologie ; c'est donc une matrice symplectique car tout 

difféomorphisme orienté préserve la forme d'intersection. 

Expliquons intuitivement comment obtenir ce cocycle de façon concrète le long des 

géodésiques du flot de Teichmùller. On fixe un petit ouvert U de la strate dans lequel 

on peut identifier de manière canonique les espaces de cohomologie H 1 ( y , R ) entre 

eux lorsque Y parcourt U. Soient X un point de U et a une classe de cohomologie 

dans H 1 ( X , M ) . On suit par transport parallèle la classe a sous l'action du flot de 

Teichmùller gt jusqu'à revenir dans U (ce qui se produit en temps fini pour presque 

tout X car le flot est ergodique). La classe at obtenue dans ^(gtX^M) s'identifie de 

manière canonique à une classe dans H 1 ( X , R ) qui est précisément l 'action du cocycle 

de Kontsevich-Zorich G f z sur la classe a. 

1.4. Exposants de LiapounofF du flot de Teichmùller 

Comme le flot de Teichmùller est ergodique, on peut appliquer le théorème d'Ose-

ledets au cocycle de Kontsevich-Zorich. Il existe donc des nombres réels Ai > • • • > A& 

et une décomposit ion 

H1(X,R) = E1(u)®...®Ek(u>) 

dépendant mesurablement de (X,w) telle que, si a est dans Ei(u), on a 

lim ±]og\\GÏz(a)\\=K. 
t—>±oo t 

Il est plus aisé pour la suite de considérer 2g exposants de Liapounoff Ai ^ A2 ^ 

• • • ^ ^2g, chaque exposant étant répété avec une multiplicité correspondant à la 

dimension de l'espace d'Oseledets associé. Comme le cocycle est symplectique, ces 

exposants vérifient la relation de symétrie \29-i+i = —Ai. De plus, on montre que 

Ai = 1 de la manière suivante : le sous-fibré de rang 2 du fibre de Hodge dont la 

fibre en tout point (X,LJ) est le plan réel engendré par Reu; et Imu; est stable par 

le flot de Teichmùller. Le cocycle de Kontsevich-Zorich restreint à ce plan n'est autre 

que l'action linéaire donnée par le flot géodésique de S L 2 ( R ) , et les exposants de 

Liapounoff associés sont 1 et —1. Ces exposants sont extrémaux d'après le théorème 

de Teichmùller. 

Les valeurs des autres exposants sont dans la plupart des cas totalement inconnues. 

Forni [Fo] a prouvé que Xg est strictement positif et Avila-Viana [AV] que tous les 

exposants sont distincts. Ces résultats difficiles sont vrais uniquement dans le cas des 

strates et pour la mesure v. 

A la suite d'expériences numériques obtenues par l'algorithme de Rauzy-Veech (qui 

permet de discrétiser le flot de Teichmùller), Kontsevich et Zorich ( [Ko] , [KZ1]) ont 

conjecturé vers le milieu des années 90 que la somme des exposants positifs Ai H h Xg 

est un nombre rationnel, ce qui est remarquable et a priori très surprenant vu la défi­

nition des exposants. L'article d'Eskin-Kontsevich-Zorich donne une formule explicite 
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48 J. GRIVAUX & P. HUBERT 

pour cette somme. Combiné avec des résultats antérieurs, cette formule implique la 

rationalité de la somme des exposants positifs. 

L'étude de ces exposants de Liapounoff se justifie par le fait que le flot de Teichmiil-

ler joue le rôle d'opérateur de renormalisation pour les surfaces de translation, ce qui 

est connu depuis les travaux de Masur et Veech. Le théorème de Kerckhoff, Masur 

et Smillie [KMS] affirme que pour toute surface de translation, le flot linéaire est 

uniquement ergodique dans presque toute direction. Supposons pour simplifier que le 

flot vertical est uniquement ergodique, fixons un long morceau d'orbite de ce flot que 

l'on ferme par un chemin de longueur bornée, et notons 7$ cette courbe fermée. Le 

théorème ergodique nous assure que la quantité ¿ _ 1[7Í] converge dans H i ( X , M) ^ . 

Zorich et Forni ([Zo2], [Zo3], [Fo]) ont montré que les déviations par rapport à cette 

moyenne sont gouvernées par les exposants de Liapounoff décrits ci-dessus. 

Notons (Fi(uj))i^i^2g la filtration décroissante d'Oseledets pour le cocycle de 

Kontsevich-Zorich agissant sur H i ( X , R ) . Zorich ([Zo2], [Zo3]) montre que pour une 

surface de translation générique ( X , UJ) et tout élément / dans Fi(u) \ F¿+i(u;), on a 

r logl(/,7t)| 1 
hmsup p — = Xi 
t ^ + o o log t 

lorsque A¿ > 0 (c'est-à-dire si i < g). De plus, la quantité | ( / , 7t)| est bornée si 

/ appartient à Fg+i. Ce résultat est utilisé dans Delecroix-Hubert-Lelièvre [DHL] 

pour comprendre la vitesse de diffusion d'un billard polygonal non compact , appelé 

modèle windtree. Ici, non seulement l'existence des exposants mais aussi leur valeur 

est importante. 

Pour terminer ces motivations, mentionnons que le fait que soit strictement 

positif pour les strates est un élément essentiel de la preuve du théorème d'Avila et 

Forni [AF] sur le mélange faible des échanges d'intervalles. 

1.5. Constantes de Siegel-Veech 

Pour énoncer la formule d'Eskin-Kontsevich-Zorich sur la somme des exposants 

de Liapounoff du flot de Teichmüller, il est nécessaire d'introduire au préalable les 

constantes de Siegel-Veech. 

Rappelons que, sur une surface de translation, on appelle lien de selles un segment 

géodésique (pour la métrique plate) reliant deux singularités et n'en contenant aucune 

dans son intérieur. Dans une surface de translation, les orbites périodiques arrivent par 

familles ; elles forment des cylindres bordés par des liens de selles. Pour un cylindre C, 

on notera w(C) son périmètre et h(C) sa hauteur. L'aire du cylindre est w(C)h(C), son 

module Mod(C) est • 

3. Cette limite s'appelle cycle asymptotique de Schwartzman. 
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h 

w 

F I G U R E 2. Cylindre horizontal (les côtés verticaux sont identifiés). 

Pour toute surface de translation (X,LJ) et tout réel positif T , notons N(X,T) le 

nombre de liens de selles de longueur inférieure ou égale à T sur X. Masur [Ma2] 

montre que cette quantité a une croissance quadratique : il existe une constante 

C = C(X) > 1 telle que, pour tout T positif, 

c - i T 2 <^N(X,T) ^ C T 2 . 

On peut se demander si T~2N(X, T) a une limite quand T tend vers l'infini. Dans 

le cas du tore, il est bien connu que cette limite existe et vaut 6 / 7 r 2 (qui est le terme 

dominant dans le problème du cercle). La question n'est toujours pas résolue pour 

une surface de translation arbitraire. Néanmoins, Eskin et Masur [EM] montrent 

qu'il existe une constante C(u) telle que pour ^/-presque toute surface de la strate 

Hi(ki,..., kr) on a 

lim T~2N(X,T) = irC(v). 
n—>-+oo 

La constante C(y) est appelée constante de Siegel-Veech ( 4 ) . 

Pour ce qui suit, on va considérer un problème légèrement différent : on s'intéresse 

au comptage de cylindres pondérés, le poids attaché à chaque cylindre étant son aire. 

Ceci peut être justifié de manière géométrique par le fait que les cylindres sont des 

géodésiques « épaisses » , ils ont donc un poids. Pour tout réel positif R, on pose 

Naire (X, R) = 
Aire(X) 

1 

ccx 
w{C)<R 

Aîre(C). 

Comme pour le comptage des liens de selles, on dispose d'une formule de Siegel-

Veech : il existe une constante Caire M telle que pour z/-presque toute surface de la 

strate H(ki,..., fcr), 

lim T~2 NAIRE{X, T) = 7T C a i r e ( ^ ) . 
T - > + o o 

4. Veech [Ve3] a été le premier à travailler sur ce problème en adaptant aux surfaces de translation 
des idées développées par Siegel pour étudier les espaces de réseaux. 
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1.6. Le théorème d'Eskin-Kont se vich-Zorich 

Eskin, Kontsevich et Zorich [EKZ2] donnent une formule reliant la somme des 

exposants de Liapounoff à la constante Ca{re(u). Avec les notations précédentes, on a : 

T H É O R È M E 3. — Étant donnée une composante connexe W(ki,..., kr) de strate de 

différentielles holomorphes, soient A i , . . . , Xg les exposants de Liapounoff positifs du 

cocycle de Kontsevich-Zorich associé. Alors 

Ai + • • • + Xg = 
k1(ki + 2) u2 

fci + 1 

Caire (y)' 

R E M A R Q U E 4. — Une formule analogue existe pour les formes différentielles qua­

dratiques; nous renvoyons à Varticle original pour plus de détails. Les techniques de 

preuve sont les mêmes. 

Calculer les constantes de Siegel-Veech n'est pas simple. Une fois les formules 

d'Eskin-Masur établies, il faut comprendre comment calculer explicitement ces 

constantes. Eskin, Masur et Zorich [EMZ] donnent, pour les calculer, un algorithme 

basé sur une étude des dégénérescences des strates à l'infini. La difficulté est de 

comprendre comment les symétries des dégénérescences influent sur la valeur des 

constantes. Le travail d'Eskin-Masur-Zorich ramène la question au calcul du volume 

des strates normalisées . . . , fcr), ce qui fait l 'objet d'un travail d'Eskin et 

Okounkov [EO], lui-même basé sur un résultat de Bloch et Okounkov [BO]. La façon 

de calculer la somme des exposants de Liapounoff du cocycle de Kontsevich-Zorich 

est donc bien compliquée ! La rationalité de la somme des exposants positifs s'obtient 

par le même cheminement : constantes de Siegel-Veech puis volume des strates. Il 

n'existe pas de preuve plus directe de la rationalité connue à ce jour. 

1.7. Autres mesures invariantes sur les strates 

Les mêmes questions se posent pour toute mesure de probabilité S L 2 (R)-invariante 

sur une sous-orbifolde fermée S L 2 (R)-invariante d'une strate normalisée. La classifi­

cation des fermés invariants par G L 2 ( R ) est loin d'être achevée. Néanmoins, un pas 

essentiel vient d'être franchi : Eskin et Mirzakhani [EMi] ont annoncé récemment 

que tous les fermés G L 2 (R)-invariants connexes sont des sous-variétés affines dans 

les coordonnées des périodes, la mesure associée étant proportionnelle à la mesure de 

Lebesgue sur le sous-espace correspondant (on parle alors de mesure algébrique). 

Le théorème d'Eskin-Kontsevich-Zorich est valable pour toute mesure de probabi­

lité algébrique S L 2 (R)-invariante vérifiant une condition technique, qui est toujours 

satisfaite d'après un résultat d 'Avila-Matheus-Yoccoz [ A M Y ] . Ainsi la formule liant 

somme des exposants de Liapounoff positifs et constantes de Siegel-Veech est vraie 

pour toute mesure SL 2(R)-invariante ; néanmoins la rationalité de la somme des ex­

posants positifs est un problème ouvert en toute généralité. Ce résultat est connu 
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pour les courbes de Teichmùller, c'est-à-dire pour les orbites fermées sous l 'action de 

SL 2 (M) . Dans quelques strates en petit genre, Chen et Môller [CM] ont démontré que 

la valeur de la somme des exposants de Liapounoff positifs est indépendante de la 

mesure de probabilité fixée. Ceci devient presque toujours faux dès que le genre est 

assez grand. 

1.7.1. Un exemple simple : les surfaces à petits carreaux. — Dans cette section, on 

s'intéresse à l 'exemple des surfaces de translation dont l'orbite est fermée. Un théo­

rème de Smillie [SW] affirme que l'orbite de (X,u) est fermée si et seulement si le 

stabilisateur de ( X , u) est un réseau dans S L 2 ( R ) . De telles surfaces sont appelées sur­

faces de Veech car celui-ci fut le premier à les étudier systématiquement en 1989 ( 5 \ Le 

stabilisateur est appelé le groupe de Veech associé à la surface. On appellera courbe 

de Teichmùller C = T\W = r \ S L 2 ( R ) / S 0 2 ( R ) , où T est le groupe de Veech de la 

surface. 

3 

3 

F I G U R E 3 . Une surface de Veech : l'octogone. 

Les surfaces de Veech ne sont classifiées qu'en genre deux par McMullen [Mcl , 

Mc2 , Mc3 , Mc4, Mc5 , Mc6] , le problème de la classification étant totalement ouvert 

en genre plus grand. Il existe cependant une méthode simple pour construire de telles 

surfaces. Le tore R 2 / Z 2 est une surface de Veech car son stabilisateur est S L 2 ( Z ) , 

qui est un réseau de S L 2 ( R ) . Par définition, une surface à petits carreaux est un 

revêtement fini du tore R 2 / Z 2 ramifié uniquement au-dessus de l'origine De telles 

surfaces se décomposent en un nombre fini de carrés unités, et elles se décomposent 

5. Il montre par exemple que les polygones réguliers avec un nombre pair de côtés sont des surfaces 

de Veech lorsqu'on identifie les côtés parallèles deux à deux. 

6. Les surfaces à petits carreaux peuvent également s'interpréter comme les points des strates 

dont les coordonnées des périodes sont entières. 
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en cylindres dans toute direction rationnelle. Il n'est pas très difficile de montrer 

qu'une surface à petits carreaux est une surface de Veech, et que son groupe de Veech 

est commensurable à S L 2 ( Z ) ; on supposera pour simplifier qu'il s'agit d'un sous-

groupe de SL»2(Z). Le groupe SL2(Z) agit sur les surfaces à petits carreaux par son 

action linéaire, et l'orbite d'une telle surface X est finie ; son cardinal est l'indice de 

son groupe de Veech dans S L 2 ( Z ) . Chaque surface Xi de l'orbite de SL2(Z) • X est 

décomposée en cylindres horizontaux de périmètres Wij et hauteurs hij. 

Cs 

C2 

Ci 

F I G U R E 4 . Surface à petits carreaux : les côtés verticaux opposés sont 

identifiés. Il y a 3 cylindres horizontaux de paramètres (wi = 4 , h\ = 2), 

(w± = 1, h2 = 1 ) , (w3 = 3 , / i 3 = 1 ) . 

Les formules pour les constantes de Siegel-Veech pour les surfaces à petits carreaux 

sont particulièrement explicites, ce qui permet d'obtenir le résultat suivant : 

C O R O L L A I R E 5. — Si (X,co) est une surface à petits carreaux de la strateH(ki,..., fcr), 

les exposants de Liapounoff du cocycle de Kontsevich-Zorich sont donnés par la for­

mule : 

\ i , \ 1 Y^fcj(fcj + 2) 1 y" y hjj 
1 * 1 2 ^ k + 1 #(SL2(Z)>X) ^ ^ w^' 

i=l 1 7T\ z\ J ) XieSL2(Z)-X cylindres l J 

horizontaux dj 
avec Xi= UCij 

1.7.2. Un exemple très explicite : les revêtements cycliques de la sphère. — Forni-

Matheus-Zorich [FMZ] et Eskin-Kontsevich-Zorich [EKZ1] ont calculé tous les ex­

posants de Liapounoff dans le cas des revêtements cycliques de la sphère ramifiés 

au-dessus de quatre points. Ces revêtements sont obtenus à partir de courbes affines 

dans C 2 de la forme 

wN = (z - Zl)
ai(z - z2)

a2{z - z3)
a3(z - z 4 ) a 4 

en complétant à l'infini puis en désingularisant. La projection sur la coordonnée z 

définit un revêtement cyclique à valeurs dans la droite projective qui est ramifié au-

dessus des quatre points zi, z2, Z3 et 2:4. Un générateur T du groupe de revêtement 
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est donné dans ces coordonnées par la formule T(z, w) = (z, Çw) où Ç — exp(2i7r/iV). 

Dans le seul cas intéressant, le fibre de fibre H 1 ' 0 associé à cette famille de revêtements 

cycliques se scinde en somme directe de fibres en droites holomorphes correspondant 

aux sous-espaces propres de l'opérateur de monodromie T. Il s'ensuit que le fibre de 

Hodge réel peut être décomposé en sous-fibrés invariants par la monodromie (et donc 

plats) de rang 2 ou 4 dont des sections trivialisantes sur un ouvert de Zariski peuvent 

être explicitement calculées. Sur chaque sous-fibré un seul exposant de Liapounoff est 

positif. On peut donc dans ce cas très particulier calculer tous les exposants, ce sont 

des nombres rationnels. En suivant la stratégie de la preuve générale du théorème 3, 

chaque exposant est donné comme l'intégrale de la courbure du fibre correspondant. 

Le point essentiel de cet exemple est que l'espace de paramètres correspondant aux 

surfaces est une courbe algébrique (orbifolde) compacte. L'intégrale de courbure s'ex­

prime alors comme le degré d'un certain fibre en droites orbifolde grâce à une formule 

de Peters permettant de contrôler les contributions près des points singuliers. Eskin, 

Kontsevich et Zorich arrivent à calculer explicitement ces degrés et produisent ainsi 

les valeurs de tous les exposants dans cette situation. Un cas particulièrement fameux 

est le Eierlegende Wollmilchsau, un origami à 8 carreaux qui est un revêtement ramifié 

de la sphère de genre 3 dont les exposants sont tous nuls sauf le plus grand. 

7 6 9 8 

4 3 2 

2 3 4 

6 7 8 9 

F I G U R E 5. Eierlegende Wollmichsau (célèbre animal légendaire allemand 

pouvant s'apparenter à une poule aux œufs d'or). 

1.8. U n e autre famille d'exemples plus compliquée 

Bouw et Môller [BM] ont construit une famille de surfaces de Veech d'une façon 

nouvelle et non triviale et ont calculé explicitement une partie des exposants de Lia­

pounoff du cocycle de Kontsevich-Zorich pour cette famille. La famille contient les 

exemples de Veech (les polygones réguliers). Les méthodes de preuves nécessitent des 

arguments algébriques supplémentaires que nous ne développerons pas ici. 
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2. Q U E L Q U E S I D É E S D E P R E U V E S 

2 .1 . Stratégie générale 

Nous donnons ici l'idée générale de la preuve, et nous détaillerons dans la suite 

quelques points importants. 

Dans un premier temps, les auteurs rappellent la formule de Kontsevich [Ko], dé­

montrée par Forni [Fo], qui exprime à une constante explicite près la somme des 

exposants de Liapounoff positifs comme l'intégrale de la courbure du fibre de Hodge 

dans la direction des disques de Teichmüller. 

Dans le cas des courbes de Teichmüller, la famille de courbes peut être compactifiée 

en rajoutant des courbes éventuellement nodales aux pointes. La forme de courbure 

du fibre de Hodge est singulière au voisinage des points ajoutés, cependant un résultat 

de Peters [Pe] montre que les singularités de cette forme sont modérées en un sens 

défini par Mumford, en particulier elle est integrable et son intégrale est exactement 

la première classe de Chern de l'extension de Deligne orbifolde du fibre de Hodge à 

la courbe compactifiée ( 7 ) . Il faut cependant remarquer que cette approche n'implique 

pas directement un analogue du théorème 3, même si elle prouve la rationalité de la 

somme des exposants et en donne une interprétation cohomologique. 

On ne sait malheureusement pas construire une compactification qui permette de 

calculer cohomologiquement l'intégrale de la courbure du fibre de Hodge dans le cas 

général. Pour contourner ce problème, on utilise la stratégie suivante : comme le fibre 

de Hodge sur un disque de Teichmüller est le poussé en avant du fibre cotangent relatif 

de la famille de courbes correspondante, le théorème de Riemann-Roch analytique 

permet de calculer la forme de courbure du fibre de Hodge. Ce calcul produit un terme 

de torsion analytique faisant intervenir la fonction zêta du laplacien, qui correspond 

au terme correctif dans la définition de la métrique de Quillen associée. Les auteurs 

utilisent un théorème de Kokotov et Korotkin [KK], version ad-hoc du théorème de 

Riemann-Roch analytique, qui permet d'exprimer la courbure du fibre de Hodge le 

long des disques de Teichmüller en fonction de la fonction zêta du laplacien pour la 

métrique plate ( 8 ) . 

L'opérateur de Laplace pour la métrique plate est difficile à étudier, néanmoins près 

du bord son comportement est proche du laplacien pour la métrique hyperbolique ( 9 ) . 

Comme le dit Hubbard, une surface de Riemann hyperbolique dégénérée est une 

succession de morceaux de plomberie, reliés entre eux par de grands tuyaux. L'image 

7. La structure orbifolde que l'on met sur la courbe de Teichmûller compactifiée tient compte de 

la monodromie de la connexion de Gaufi-Manin aux pointes. 

8. Une autre preuve, basée sur un résultat de Fay, est également développée dans l'article. 

9. Cette partie nécessite des calculs de géométrie hyperbolique longs et techniques que nous ne 

reproduisons pas. 
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signifie que lorsque la métrique hyperbolique dégénère, on dispose à certains endroits 

de courbes courtes contenues dans de longs anneaux, et le reste se comporte comme 

une surface compacte à bord. Les auteurs utilisent un résultat de Lundelius [Lu] qui 

donne une asymptotique de la fonction zêta du laplacien hyperbolique pour une surface 

dégénérée en fonction des longueurs hyperboliques courtes. Il y a deux types d'anneaux 

différents pour la métrique plate : les cylindres plats et les anneaux euclidiens (voir 

dessins 6 et 7) . On montre tout d 'abord que les anneaux euclidiens ne contribuent 

pas dans notre calcul. Il faut enfin relier les longueurs des cylindres dégénérées aux 

constantes de Siegel-Veech. Ayant des estimées fines près du bord, la preuve consiste à 

faire une sorte d'intégration par parties pour ne faire intervenir que le comportement 

de la fonction zêta du laplacien pour la métrique plate près du bord. Cette partie 

utilise les résultats de Eskin-Masur exprimant les constantes de Siegel-Veech à l'aide 

des voisinage du bord des strates. 

Pour conclure, on peut résumer la stratégie de preuve de la manière heuristique 

suivante : dans le cas des feuilles algébriques du feuilletage des strates sous l'action 

de SL2QR), c'est-à-dire des courbes de Teichmùller, la situation est naturellement 

compactifiable et la théorie classique des variations de structures de Hodge permet 

d'interpréter la somme des exposants de Liapounoff de manière cohomologique comme 

un degré. Pour les feuilles transcendantes ou même pour les strates toutes entières, 

cette méthode n'est pour l'instant pas applicable ( 1 0 ) et il faut étudier les dégénéres­

cences de variations de structures de Hodge au voisinage du bord d'un point de vue 

métrique, ce qui est beaucoup plus technique et délicat. La rationalité provient de 

calculs purement métriques, à savoir des asymptotiques du nombre de cylindres de 

grand module plongés dans des surfaces dégénérées. 

2.2 . Formule de Kontsevich 

Cette formule lie la somme des exposants de Liapounoff positifs à la courbure du 

fibre de Hodge <ffî, qui est le fibre holomorphe de fibre H l 5 ° ( X ) au-dessus de chaque 

surface X. Elle a été annoncée par Kontsevich puis formellement démontrée par Forni. 

C'est la formule de base de la preuve du théorème 3, nous allons donc l'énoncer puis 

donner quelques étapes de sa démonstration. 

Soit A ( X ) la courbure du fibre en droites <ffî le long des disques de Teichmùller 

définie par 

A ( X ) = - - A T e i c h l o g | | s | | | o d g e 

10. La transcendance du feuilletage des strates par les disques de Teichmùller est un obstacle 

technique majeur en vue d'obtenir une éventuelle interprétation cohomologique de l'intégrale de la 

courbure du fibre de Hodge le long des feuilles. 
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où s est n' importe quelle section holomorphe locale de det Jif qui ne s'annule pas. 

La quantité A ( X ) est indépendante de s. Si LJi,...,ug est une base de 1-formes 

holomorphes dans un voisinage de X , on a 

A(X) = - iA T e i ch log |de t (t,(ui,Uj))\. 

T H É O R È M E 6 (Kontsevich, Forni). — Avec les notations précédentes, on a la relation 

\ 1 + ... + \ g = f A(X)du1(X). 
^l(fel , . . . ,fcr) 

où v\ est la mesure de probabilité obtenue en divisant v par son volume. 

Pour démontrer cette identité, on utilise le fait bien connu que la somme Ai H hA^ 

est l 'exposant de Liapounoff maximal pour le cocycle induit sur la ge puissance exté­

rieure A9 H 1 ( X , M). Notons C la grassmannienne relative des sous-espaces lagrangiens 

pour le fibre de Hodge et fixons une mesure a sur C donnée par une forme volume. La 

première étape est de remarquer que, pour v\ presque tout ( X , a;) et pour a presque 

tout L dans £ x , si Lt désigne le transport de L par la connexion de Gaufi-Manin le 

long du flot géodésique^ 1 1 ) , 

(1) Ai + --- + A 9 = lim T-MogULtlUx. 
1 —>-\-oo 

D'après le théorème d'Oseledets, cette équation est satisfaite dès que L n'est pas 

contenu dans le sous-espace vectoriel H(uS) associé aux exposants de Liapounoff 

autres que l'exposant dominant, à savoir E2(OJ) 0 ••• 0 E2g(oo) avec les notations 

du §1 .4 . Or il est bien connu que pour un cocycle symplectique, le sous-espace d'Ose­

ledets associé aux exposants positifs A i , . . . , A p est lagrangien. Ainsi le sous-espace 

Ei(u) 0 • • • 0 Eg{uo) est un élément de Cx non contenu dans H(uS). Par conséquent, 

pour presque tout ( X , a;), l'ensemble des sous-espaces lagrangiens contenus dans H{uS) 

est de mesure nulle vu que Cx est une variété algébrique irréductible. On obtient ainsi 

( i ) . 

Notons P ' H ( f c i , . . . , kr) la strate projectivisée obtenue en identifiant deux 1-formes 

multiples l'une de l'autre. L'étape suivante consiste à intégrer la fonction constante 

lim T _ 1 log | | L t | | P t x sur la strate projectivisée PH(ki,..., fer), puis à effectuer des 

manipulations formelles (formule de Green, interversion de limites) dues à Forni dont 

certaines nécessitent des justifications non triviales. Expliquons où l'utilisation de 

sous-espaces lagrangiens intervient. 

Comme les strates sont feuilletées par les GL2(M)-orbites des surfaces de transla­

tion, les strates projectivisées sont feuilletées par des disques de Teichmùller, c'est-à-

dire par des quotients du plan hyperbolique S L 2 ( M ) / S 0 2 ( M ) . On munit ces disques de 

la métrique hyperbolique de courbure — 4 , ce qui est cohérent avec notre définition du 

11. Comme la forme d'intersection est plate, les Lt restent lagrangiens. 
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flot géodésique introduite précédemment, et on note Axeich le laplacien hyperbolique 

associé sur la strate projectivisée. Fixons une base de sections holomorphes locales 

C J I , . . . ,(jjg au voisinage de X ainsi que des bases t> i (£ ) , . . . ,vg(t) de Lt localement 

constantes en t. Alors la quantité Axeichlog \\vi(t) A • • • A ^ ( t ) | | H o d g e ne dépend pas 

du choix de vi(i),..., vg(t) ; on la note Ax/eich log Hodge- Un point beaucoup plus 

remarquable est que cette quantité ne dépend pas non plus du sous-espace lagrangien 

initial L en vertu de l'identité 

(2) A Teich log ||£||Hodge = ~ ~ A T e i ch log | det (i (u^Uj)).. | . 

La preuve, qui ne fait intervenir que de l'algèbre multilinéaire élémentaire, est la 

suivante : si v\,..., vg est une base de L, le carré de la norme de Hodge de v\ A • • • Avg 

est le déterminant de la matrice de Gram réelle associé aux vecteurs vi,..., vg, soit 

en utilisant les notations du §1.3 

№i A • • • A vjLdge = det { R e t ^ - ' i v i ) ^ - 1 ^ ) ) ) ^ . . ^ . 

Comme L est lagrangien, les coefficients t ( < / > - 1 ( ^ ) , < / > - 1 ( f j ) ) sont réels, donc 

\\v\ A ••• A ||âodge e s ^ égal au déterminant de la matrice de Gram complexe 

(t (<t>~1(vi),</)~1(vj)))1<i j K . Si on munit A ^ H 1 , 0 ( X ) de la norme induite par on 

a donc 

\\vi/\--Avg\\iodge=\\(j) > i ) A - - - A(/> 1{vg)\\ABHi,oix). 

Notons 0, la forme volume sur A^H^X.C) donnée par la ge puissance extérieure de 

la forme symplectique et posons 

IK A - - - A v j ! K Z = 
\ii(vi A • • • A VQ A Ui A • • • A ujq)\

2 

\Cl((jJi A • • • Aug A oui A • • • Aujg)\ 

La quantité | | . | | E K Z définit après transport par <fi une norme sur A^H.li0(X)^12\ 

Comme A ^ H 1 , 0 ( X ) est de dimension complexe 1, il existe une constante k indépen­

dante des Vi telle que 

(3) IK A - • - A ^ | | L d g e = k \\vi A • • • A vg\\lKZ 

et on vérifie facilement que k = 1. La formule (2) découle alors directement de (3) . 

Remarquons pour clôturer cette discussion que le terme de courbure A(X) apparaît 

naturellement dans la formule (2) . 

12. Il est important de remarquer que | | . | | E K Z n'est pas définie positive sur A ^ H 1 ( X , R ) , ce n'est 
donc pas une norme mais seulement une pseudo-norme. Ceci montre que la formule (3) ci-après n'est 
pas valable en général pour des vecteurs v\,..., vg arbitraires. 
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Lorsque C est une courbe de Teichmiïller, le théorème devient 

(4) J 
A l + " ' + A 9 =

 7 r ( 2 0 c - 2 + S c ) 
où O est la 2-forme de courbure du fibre detJF, Qc est le genre de la courbe de 

Teichmiiller ( 1 3 ) et se est le nombre de pointes de C. Dans cette formule le dénomina­

teur est la caractéristique d'Euler-Poincaré, c'est-à-dire l'aire de la surface hyperbo­

lique. Ceci provient du fait que la formule de Kontsevich est obtenue avec une mesure 

de probabilité. Dans ce cas particulier, on peut exprimer l'intégrale de la courbure 

comme un degré de fibre, grâce à la formule de Peter s 

¿/c

0 = deg^ 
où est l'extension de Deligne orbifolde du fibre de Hodge aux pointes pour une 

structure orbifolde sur C permettant de rendre unipotente la monodromie de la 

connexion de GauB-Manin aux pointes. C'est grâce à cette formule que l 'on peut 

calculer tous les exposants de Liapounoff pour les revêtements cycliques de la sphère. 

En effet dès que l 'on dispose d'une sous-structure de Hodge invariante par notre co-

cycle, la formule de Kontsevich et la formule de Peters s'appliquent mutatis mutandis. 

C'est également l'architecture de preuve utilisée par Bouw et Môller pour calculer 

des exposants de Liapounoff de courbes de Teichmiiller. Dans ces derniers exemples, 

la stratégie pour casser le fibre de Hodge en morceaux invariants est d'utiliser le fait 

que le plan engendré par Re(a;) et ïm(u) est défini sur un corps de nombres, et de 

faire intervenir l'action du groupe de Galois. 

2.3 . Déterminant du laplacien et formule de Riemann-Roch analytique 

Soient X une surface de Riemann compacte, g une métrique riemannienne lisse 

sur X , A 3 le laplacien assoc ié ( 1 4 ) et (/¿2)^0 le spectre de — A ^ . La fonction zêta 

du laplacien A ^ est définie pour Re(s) > 1 par la formule Ç(s) = YliLoVT*' ^es 

estimations classiques du noyau de la chaleur entraînent l'existence d'un prolongement 

analytique de la fonction zêta en une fonction méromorphe sur C avec 1 pour seul 

pôle. Le déterminant du laplacien est défini par, det Ag = exp(—C'(0))5 et correspond 

formellement au produit infini des /ii (qui est un produit infini divergent). Pour de plus 

amples détails, on renvoie le lecteur aux références [BGV, Chap. 2] et [So, Chap. V ] . 

13. Le genre de la courbe de Teichmiiller n'a a priori rien à voir avec celui de la surface de Veech 

X qui l'engendre. 

14. Nous prenons la convention de signe des analystes pour le laplacien : toutes ses valeurs propres 

sont négatives. 
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Comme expliqué précédemment, il va être nécessaire de comparer la métrique hy­

perbolique et la métrique plate. Pour ce faire, rappelons la formule de Polyakov. Soient 

9i et #2 deux métriques riemannienes lisses dans la même classe conforme, et écrivons 

#2 = exp(2</>)<7i où (f) est une fonction lisse à valeurs réelles. Alors on a : 

(5) logdet A92 - logdet A9l = J - ^ <t>Agi<f>d9l - 2 J^<¡>Kgidg^j 

+ log A i r e P 2 (X) - log A i r e ^ (X). 

La métrique plate n'est pas lisse aux singularités de la surface de translation, on 

peut néanmoins définir un déterminant du laplacien relatif. Fixons une surface de 

translation (Xo,wo) dans une strate H(ki,..., fcr), et faisons varier (X,u) dans la 

même strate. On pose 

d e t A p l a t ( X , X o ) = lim ff^ffi 

e->0 det A p ia t ,e (Ao) 

où A p i a t , e ( X ) est une approximation de la métrique plate au niveau des zéros (on ne 

modifie la métrique que dans un s-voisinage des zéros par une fonction radiale). 

Sur la surface ( X , a;), il y a une unique métrique hyperbolique dans la classe 

conforme de la métrique plate possédant des pointes aux zéros de la 1-forme u. La sur­

face de Riemann associée n'est pas compacte, il faut donc aussi régulariser la métrique 

pour définir le déterminant du laplacien, ce qui conduit à nouveau à un déterminant 

du laplacien relatif det A\iyp(X, Xo). 

T H É O R È M E 7. — Soit Xo une surface fixée dans la strate H(ki.. .kr). Alors, pour 

tout ( X , UJ) dans cette strate, 

- 4 A p O = A T e i c h l o g d e t A p I a t ( X , X0) - J ¿ * i ( f c J + 2 ) . 

3=1 J 

Le terme combinatoire est celui du théorème principal, il restera donc à relier 

Axeich log det Api a t ( X , X o ) aux constantes de Siegel-Veech. 

Expliquons comment vérifier la formule dans le cas du tore, ce qui est déjà fort 

instructif. Pour ce faire, on considère la coordonnée r dans le domaine fondamental 

de la surface modulaire 

l m ( r ) > 0 , | r | ^ l , - i ^ R e ( r ) < i . 

Pour tout tore d'aire 1, la formule de Ray-Singer [RS] s'écrit 

d e t A p i a t = 4 I m ( r ) | 7 7 ( r ) | 4 

où 77 est une forme modulaire explicite. Ainsi 

A Teich log det A p i a t = A T e i c h l o g I H I ( T ) 
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car 77 est holomorphe. On peut bien sûr calculer dans ce cas ( det ( u ^ c j j ) ) | : il y 

a une seule forme holomorphe u de périodes 1 et r, de sorte que | det (t ( 0 ^ , 0 ^ ) ) \ = 

\\LÜ\\2 = I m ( r ) , ce qui établit la formule souhaitée dans ce cas très simple. 

Une manière de prouver le théorème 7 est d'utiliser un théorème de Kokotov et 

Korotkin [KK] dont l 'énoncé est le suivant : 

T H É O R È M E 8 (Kokotov, Korotkin). — Pour toute surface de translation (X,UJ) et 

tout point fixé Xo dans la strate H(ki,..., kr), on a 

det A p i a t ( X , X 0 ) = k • A i r e ( X , w ) det ( I m S ) • \T(X,UO)\2 

où B est la matrice des périodes secondaires de X etr est une section holomorphe d'un 

fibre en droite au-dessus de la strate H(ki,..., kr). De plus, T(X,UJ) est homogène en 

ou de degré 

= J_^ki(ki + 2) 

19 2^ P 
12 f - f ki + 1 

On voit clairement que ce théorème est une généralisation de la formule de Ray-

Singer. 

Comme nous l'avons expliqué auparavant, le théorème 7 est un résultat de type 

Riemann-Roch analytique. Pour motiver ce théorème, nous allons établir un résultat 

plus faible (car cohomologique) en appliquant le théorème de Grothendieck-Riemann-

Roch usuel pour des familles de courbes. Ceci permettra d'expliquer de manière co­

homologique l'apparition du mystérieux terme combinatoire ^ Y^i=i fcifc*+i2^ ' 

Soit 7r: C —> B une famille holomorphe de surfaces de translation dans la strate 

^ ( f c i , . . . , kr) paramétrée par une base B. On dispose d'une section holomorphe glo­

bale du fibre projectif F(TT*QÇ/B) sur B. Cette section peut être interprétée comme 

une section globale u partout non nulle de 7 r * f î ^ f î <S> £ v , où £ est un fibre en droites 

holomorphe sur B. Quitte à prendre un revêtement fini sur la base, il existe r sections 

s i , . . . , sr de C telles que si D i , . . . , Dr sont les images de ces sections, le diviseur d'an­

nulation de u) (en tant que section globale sur C de Q^B^>TT*CV) est kiDi H \-krDr. 

Cela signifie concrètement que chaque forme Ub définissant la structure de transla­

tion de Cb s'annule aux points marqués S i ( 6 ) , . . . , sr(b) avec multiplicités respectives 

fci,..., kr. On a donc l'isomorphisme 

Y^i=i fcifc*+i2^ ' 

P R O P O S I T I O N 2 .1 . — Si M' est le fibre de Hodge ir*Ùç/B sur B, 

Y^i=i fcifc*+i2^ 'c1 (C). 
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Pour prouver ce résultat, on applique le théorème de Grothendieck-Riemann-Roch 

pour le morphisme n au faisceau Oc- On a R°7r*Oc = OB et, en utilisant la dualité 

de Grothendieck relative, 

7T. [A]2 = 7T.(Si,(l).[A]) = n.8i.8i'[Di] 

donc la classe de Rn+Oc dans K(J5).est [OB] — \<ffly]- On en déduit l'égalité 
7T. [A]2 = 7T.(Si,(l).[A]) = 1/12u; (c1(Tc/B)2). 

Comme c i ( T c / B ) = - T T * C I ( £ ) - £ [ = i fc^A], 

w . (c i (T c / B ) 2 ) = 2£fc jci(£>7r.[A] + 5 > t

2 7 T . [ A ] 2 . 

Remarquons que 7r» [A] = 7r*Sj*(l) = 1. De plus, la suite exacte des différentielles 

relatives restreinte à A entraîne l'égalité ( f i£ / B ) |£>i = ^Dt/x^ donc en identifiant A 

et B, N®1*/*1 = £ v . On en déduit 

7T. [ A ] 2 = 7T . ( S i , ( l ) . [A] ) = n.8i.8i'[Di] = C^ND^X) = ~ 

/C7; + 1 
d'où la formule souhaitée 

Mero*.)*) - E ( * - Ï ^ Ï ) « m = ç î f f i i i i c l M . 

2.4 . Compactification et théorèmes de Rafî 

On veut comprendre ce qui se passe lorsque les surfaces de Riemann dégénèrent, 

il faut donc définir une compactification adaptée à la situation. On peut faire cela 

en termes algébriques, ce qui correspond à la compactification classique de Deligne-

Mumford. Topologiquement, on rajoute pour compactifier des surfaces de Riemann 

dont certaines courbes ont été pincées. Il est cependant difficile de comprendre algé­

briquement la géométrie plate à l'infini. Nous allons maintenant développer un point 

de vue topologique dû à Rafî ( [Ral , Ra2]) permettant de bien exprimer la géométrie 

plate dans la compactification. 

Tout d 'abord, on rappelle que la surface de translation (X,OJ) est munie de la 

métrique plate associée mais aussi de la métrique hyperbolique se trouvant dans la 

même classe conforme et possédant des pointes aux zéros de la 1-forme holomorphe UJ. 

Hors d'un compact de l'espace des modules des surfaces de Riemann de genre g, 

on sait exactement localiser les géodésiques courtes. Deux géodésiques hyperboliques 

courtes ne peuvent s'intersecter, donc leur nombre est borné par 3g — 3 + r où g 

est le genre et r le nombre de zéros. Pour ô assez petit, notons F (S) l'ensemble des 

géodésiques de longueur au plus S. Sur une surface de Riemann de volume fini, une 

courbe 5-courte est l'âme d'un anneau de grand module. Il faut par contre noter 

que de telles courbes ne sont en général pas géodésiques pour la métrique plate. 
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(Ль b\a 

F I G U R E 6. Deux tores sont recollés le long d'un lien de selles. Les côtés des 

carrés sont identifiés, les liens de selles sont identifiés suivant a et b. Le lien 

de selles est beaucoup plus court que le côté du carré, la courbe représentée 

par un cercle est courte. On voit en gris l'anneau de grand module qui 

l'entoure. 

F I G U R E 7. Cylindre plat de grand module, les côtés verticaux sont identi­

fiés. La courbe en pointillés est courte. 

A u niveau plat, il y a deux possibilités, décrites sur les figures 6 et 7 : cet anneau 

est ou bien un cylindre plat, ou bien un anneau euclidien. Pour 7 courbe simple 

fermée non périphérique, on considère son représentant géodésique pour la métrique 

plate, il est unique sauf si 7 est l'âme d'un cylindre. On découpe alors la surface X 

le long des représentants géodésiques de T(S), et on ôte complètement les cylindres 

plats dont l'âme est dans T(ô). Une composante connexe du complémentaire de ces 

cylindres est appelée ^-épaisse. Etant donnée une telle composante Y, on obtient en 

découpant le long des représentants plats de T(5) une sous-surface à bord Y, appelée 

par Rafi représentant plat de F , qui a le même type d 'homotopie que F . Il y a ici une 
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subtilité que nous passerons sous silence : la sous-surface Y peut dégénérer sous forme 

de graphe (il faut alors considérer qu'elle vient avec un voisinage infinitésimal pour 

que le discours reste correct) . Rafi [Ral] , [Ra2] définit la taille X(Y) d'une sous-surface 

à bord Y comme étant la longueur plate minimale d'une courbe fermée essentielle non 

périphérique dans Y. Il montre le théorème suivant : 

T H É O R È M E 9 (Rafi). — II existe une constante C qui dépend uniquement de 6 et de 

la topologie de X telle que, pour toute courbe a essentielle contenue dans Y, on ait 

C-1 X(Y)ehyp(a) < 4 a t ( a ) ^ C X(Y) £hyp(a). 

De plus, 

\ X(Y) < D i a m ( F ) ^ CX(Y) 

où D i a m ( Y ) est le diamètre de Y. 

Ce théorème signifie que la taille est le bon invariant numérique pour comparer 

longueur plate et longueur hyperbolique. Ce résultat de Rafi est le pas essentiel pour 

obtenir l 'énoncé sur la compactification. Celui-ci affirme que lorsqu'une suite de sur­

faces de translation converge vers une surface de Riemann stable, sur une partie 

épaisse, quitte à prendre une sous-suite, les 1-formes convergent vers une 1-forme 

non nulle à condition de renormaliser par la taille ( 1 5 \ Comme le suggère la figure 8 

l 'exemple classique consiste à coller ensemble deux tores plats d'aire respective 1 et e 

avec e tendant vers 0. Sur la partie droite de la figure 8 la forme limite est nulle si on 

ne renormalise pas. Par contre, la métrique hyperbolique est bien sûr invariante par 

homothétie. 

Le théorème suivant exprime précisément ce comportement : 

T H É O R È M E 10. — Soit (XT,uT) une suite de surfaces de translation dans une strate 

H(ki,..., kr) telle que ( X T ) converge vers une surface de Riemann stable X ^ . Consi­

dérons une composante irréductible Voo , j de Xoo, soient YTj la composante épaisse 

correspondante dans X T et X(Yrj) la taille de son représentant plat. Notons uTj = 

À ( y r j ) _ 1 ooT. Alors une sous-suite de ( u ; r j ) r restreinte à YTj converge vers une 

1-forme méromorphe non nulle ujj sur (le représentant plat de) YQQJ. Les zéros et 

pôles de ujj sont les limites de ceux de OJT'J et éventuellement les nœuds. 

La démonstration de ce théorème n'est pas difficile une fois admis le théorème de 

Rafi. A quelques détails près, il faut construire une triangulation de Yrj par liens 

de selles de longueur bornée après avoir renormalisé par la taille. Ceci s'obtient par 

récurrence vu que le diamètre de YTj est contrôlé par la taille. On a alors un ensemble 

15. Si on ne renormalise pas, on peut très facilement imaginer une partie de la surface stable où 

la forme limite est nulle. 
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1 a b 

e b et 

F I G U R E 8. Deux tores recollés le long d'un lien de selles, celui de droite 

est d'aire beaucoup plus petite que celui de gauche. 

compact de structures plates (vu que les longueurs des arêtes de la triangulation sont 

bornées), il suffit alors de prendre une limite de ces structures. 

2.5 . Déterminant du laplacien près du bord et théorème de Lundelius 

Comme nous l'avons déjà expliqué, une idée fondamentale est d'établir un lien 

entre le déterminant relatif du laplacien pour la métrique plate et pour la métrique 

hyperbolique. Eskin, Kontsevich et Zorich donnent une estimée sur la différence entre 

ces deux quantités et montrent que leurs valeurs au bord de l'espace des modules sont 

équivalentes, même si elles sont toutes deux non bornées. Dans toute la suite, nous 

notons ^piat(S') la longueur du plus petit lien de selles sur une surface de translation S. 

Le résultat est le suivant : 

T H É O R È M E 11. — Soient (X,LJ) une surface de translation et XQ un point base dans 

la même strate que X. Alors 

| logdet ApiAT(X,X0) - logdet AHYP(X,X0)\ = 0(\log^/at(X)|). 

Dans l'article original, les auteurs produisent des estimées explicites. Les constantes 

sont universelles et ne dépendent que du genre, du nombre de zéros et de la surface 

de référence X$. 

Un théorème de Lundelius [Lu] donne un développement asymptotique de 

logdet Ahyp lorsqu'un certain nombre de courbes dégénèrent. 
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T H É O R È M E 1 2 (Lundelius). — Soient (CT) une famille de surfaces hyperboliques de 

volume fini, de type topologique fixé, qui tend vers une courbe stable Coo, et CQ une 

surface de référence de même type topologique que Cr. Alors 

2 

- log | det Ahyp(CT, C 0 ) | = T ^ — + 0(-log4yP(CT)) + O(l) 

lorsque r tend vers Vinfini, où t r ^ sont les longueurs des géodésiques hyperboliques 

pincées et £hyp(CT) est la longueur hyperbolique de la plus petite géodésique sur CT. 

Ce théorème est une généralisation de résultats de Wolpert [Wo] et d 'Osgood, 

Phillips et Sarnak [OPS] dans le cas compact . Une étape de la preuve du théorème 3 

consiste à combiner le théorème 1 1 avec le théorème de Lundelius pour obtenir un 

développement asymptotique de la fonction zêta de A p i a t . Les auteurs prouvent le 

théorème suivant : 

T H É O R È M E 1 3 . — Pour toute strate H(ki,... ,kr), il existe une constante M telle 

que 

- log | det A p i a t ( X , X 0 ) | = \ J2 ^ + 0 ( - l o g W ( ^ ) ) 
cylindres C 

avec hc / WQ ^ M 

où hc est la hauteur du cylindre C, wc sa circonférence et Xç> une surface de référence 

dans la strate 7i(ki,..., kr). 

Les démonstrations de ces théorèmes sont très techniques, calculatoires et déve­

loppées sur plusieurs dizaines de pages, nous n'allons évidemment pas les détailler. 

Nous donnons simplement quelques repères qui aideront le lecteur à comprendre la 

structure de la preuve. 

La première idée est la formule de Polyakov ( 5 ) qui permet d'exprimer la différence 

log det Aput ( 5 , So) - log det A h y p ( 5 , S0) 

sous forme intégrale. Nous avons expliqué plus haut que l 'on considère des détermi­

nants relatifs en régularisant les métriques (plates et hyperboliques) aux voisinage 

des zéros. Il faut donc comprendre la contribution de ces points. C'est l 'objet de la 

partie 6 de l'article qui est essentiellement calculatoire. Ensuite, il faut tirer profit du 

théorème 1 0 et estimer 

log det Api a t (5 , S0) - log det A h y p ( 5 , S0) 

lorsque les surfaces dégénèrent. On obtient alors une version forte du théorème 1 1 . 

Pour passer du théorème de Lundelius au théorème 1 3 , il faut montrer que la contri­

bution des anneaux euclidiens est négligeable et que | l o g ^ h y P | = 0 ( | l o g ^ p i a t | ) . Le 

lemme clé est ici la relation entre module et longueur de géodésique. 
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L E M M E 1 4 . — Si A est un cylindre de module M, il existe une unique géodésique 

pour sa métrique hyperbolique dont la longueur hyperbolique est TT/M. 

Ceci est totalement classique ( 1 6 \ Lorsqu'un cylindre de grand module est contenu 

dans une surface hyperbolique, on a approximativement le même résultat pour la 

métrique hyperbolique de la surface. La subtilité est que la métrique hyperbolique 

du cylindre n'est pas la même que celle de la surface ambiante. Les estimées précises 

sont dues à Masur, Minsky et Wolpert. Pour les cylindres plats, la circonférence du 

cylindre est donc approximativement la longueur de la géodésique hyperbolique cor­

respondante. Par contre, pour les anneaux, la longueur de la géodésique hyperbolique 

est de l'ordre du logarithme de la longueur plate de la courbe correspondante. Ainsi, 

la contribution des anneaux est comprise dans le terme d'erreur en 0 ( | log^piat('S')l). 

2.6 . Déterminant du laplacien et constantes de Siegel-Veech 

La dernière partie importante de l'article (Section 9) prouve le théorème suivant : 

T H É O R È M E 1 5 . — Soient Tl(ki,..., kr) une strate de 1-formes holomorphes, v\ la 

mesure normalisée de Masur-Veech associée et Caireiy) la* constante de Siegel-Veech 

correspondante. Alors 

/ ATeich log Aplat (X, Xo) dvx (X) = - \ ъ 2 7Г2 Caire И 

où Xo est n'importe quelle surface de référence dans la strate. 

Ce résultat combiné avec le théorème de Riemann-Roch analytique donne bien 

entendu le résultat principal. 

Donnons tout d 'abord une idée heuristique du lien entre les deux membres de 

l'égalité ci-dessus. En utilisant la formule de Green, le terme de gauche se réécrit 

comme une intégrale sur un voisinage du bord de la strate. Vu le théorème 13, le 

terme dominant est une intégrale sur les cylindres de grands modules. Les constantes 

de Siegel-Veech mesurent elles aussi la contribution de (certains) cylindres de grands 

modules. On compte donc intuitivement la même chose. Essayons d'expliquer cela un 

peu plus précisément. 

Rappelons tout d 'abord la formule classique de Siegel-Veech [Ve3], ainsi que 

quelques faits dus à Eskin-Masur [EM] utilisant les constantes de Siegel-Veech. 

Soient (X,ÜÜ) une surface de translation, / : R 2 —> R une fonction continue à 

support compact et V(X) l'ensemble des vecteurs d'holonomie des liens de selles sur 

16. On pourra voir le livre de Hubbard [Hu] où les calculs de géométrie hyperbolique sont fort bien 

présentés. 
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une surface de translation X (17\ c'est-à-dire les vecteurs J7 u où 7 parcourt l'ensemble 

des liens de selles sur X. On définit la transformée de Siegel-Veech de / par la formule 

f(x)= ¿2 /(«); 
vev(x) 

f est bien définie car V(X) est un ensemble discret et / est à support compact . 

L E M M E 16 (Formule de Siegel-Veech). — 27 existe une constante c(v) telle que, pour 

tout f continue à support compact sur R 2 , 

/ f(X)du1=c(u) / f{x,y)dxdy. 

D'après [EM], la constante c(u) est exactement celle qui intervient dans l 'asymp-

totique quadratique du nombre de liens de selles sur une surface générique. De plus, 

la formule est aussi valable pour des fonctions plus générales, comme par exemple les 

fonctions caractéristiques de boules. 

La démonstration de la formule est très simple. L'application 

f ^ f f{X)dv1 

est une forme linéaire continue positive, donc une mesure. Comme V(X) est équiva-

riant sous l'action de S L 2 ( R ) , cette mesure est invariante par cette action. C'est donc 

une combinaison de la mesure de Dirac en (0 ,0 ) et de la mesure de Lebesgue. On voit, 

en testant sur des fonctions ad hoc, que c'est un multiple de la mesure de Lebesgue, 

d 'où le résultat. 

Voici un exemple d'application de cette formule : 

L E M M E 17. — existe une constante C > 0 telle que pour tout e > 0, 

v\ {(X,u) telles que £pi&t(X) < e} ^ Ce2. 

Nous donnons une idée de la preuve car elle est simple et instructive. Notons 

i V ( X , L) le nombre de liens de selles de longueur au plus L. On rappelle que cette 

quantité croît quadratiquement quand L tend vers l'infini, regardons son compor­

tement quand L tend vers 0. La formule de Siegel-Veech appliquée à la fonction 

indicatrice de la boule de R 2 centrée en 0 de rayon e nous dit que 

/ N(X,e)dvi(X) =c(v)<Ke2 

/Hi(fc i , . . . , fc r ) 

où c(v) est la constante de Siegel-Veech du problème de comptage des liens de selles. 

Vu que, lorsque ^ p i a t ( ^ 0 < s on a N(X,e) > 1, on obtient le résultat du lemme. 

17. V(X) peut aussi être l'ensemble des vecteurs d'holonomie des âmes des cylindres sur X. 
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Une conséquence de ce lemme est que, pour tout ¡3 < 2 , £ £t est integrable. Eskin-

Masur montrent également le résultat suivant : 

T H É O R È M E 1 8 (Eskin-Masur). — Pour tout /3 tel que 1 < /3 < 2 et pour tout e assez 

petit, on a 

N(X,e) = 0(£PLAT(X)-P). 

La preuve de ce résultat ([EM, Th. 5 . 1 ] ) est nettement plus délicate que celle du 

lemme 1 7 . 

Nous allons maintenant expliquer deux lemmes simples qui donnent un aperçu de 

la stratégie de preuve du théorème 1 5 . Fixons un réel K qui sera toujours supposé 

suffisamment grand, et notons CylK(X) l'ensemble des cylindres de modules au moins 

K sur X. Pour K assez grand, les cylindres de module au moins K sont disjoints (car 

les géodésiques hyperboliques associées sont simultanément courtes). Ainsi Cy\K{X) 

contient au plus 3g — 3 4 - r éléments. On définit 

eK(X) = min{«;(C), C e Cy\K(X)}. 

On donnera 1 comme valeur à £K{X) lorsque l'ensemble est vide. Il est bien clair que 

M * ) ^ p l a t № 

vu qu'un cylindre plat est bordé par des liens de selles. Soit Xe la fonction caractéris­

tique de l'ensemble des surfaces de translation (X,LJ) tels que £K(X) ^ e. On définit 

en premier lieu une fonction auxiliaire qui sert à régulariser. Soit rj: SL2(M) —> M une 

fonction régulière positive S 0 2 ( M ) invariante telle que / S L 2 ( R ) v{g)dg = 1 , de support 

contenu dans la couronne des éléments g tels que 1 / 2 < ||p|| < 2 . La norme sur SL2(M) 

est la norme induite par la norme euclidienne de R 2 . On définit 

fE(X)= ( r]{g)xe{gX)dg. 
« / S L 2 ( R ) 

La fonction fe satisfait les propriétés suivantes : 

( 1 ) fE(X) = 0si£K(X)^e/2 

( 2 ) f£(X) = lsi£K(X)^2e 

( 3 ) fe est régulière le long des disques de Teichmüller et son gradient ainsi que son 

laplacien sont bornés indépendamment de e. 

Autrement dit, le gradient de fe est concentré sur une couronne 

As = {X tel que e/2 < lK(X) < 2e} 

qui est bien sûr un voisinage du bord et f£(X) tend vers 1 lorsque e tend vers 0 . 

Posons 

^K(X)= ¿2 ( M o d ( C ) - K ) . 

cecy\K(x) 
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Par construction, la fonction ipK est une fonction continue et régulière par morceaux. 

Pour se rapprocher un peu du problème de comptage intervenant dans la définition 

des constantes de Siegel-Veech, il est important de ne considérer que les cylindres qui 

sont parallèles à celui dont l'âme est la plus courte. On note CylK(X) l'ensemble de 

ces cylindres et on pose 

^K{X)= ( M o d ( C ) - K ) . 

cecïïK(x) 

Les fonctions ipK et ipK ont un comportement analogue près du bord. Ce point est 

technique mais important : c'est exactement à ce niveau que l'hypothèse de régularité 

de la mesure intervient dans la preuve générale. Pour les strates, Eskin-Masur-Zorich 

montrent que l'ensemble des surfaces qui ont deux liens de selles non homologues de 

longueur au plus s est de mesure e4. Le lemme 1 7 dit que l'ensemble des surfaces avec 

un lien de selles de longueur au plus e a une mesure au plus de l'ordre de e2. Ainsi 

des surfaces génériques proches du bord ont uniquement des liens de selles courts 

parallèles. On montre alors : 

L E M M E 1 9 . — Avec les notations précédentes, on a 

/ A T e i c h log Apiat ( X , X0 ) dvx 

~ r _ 
V T e i c h ^ K ( ^ ) . V T e i c h / £ dV\. 

3 Jniiku ,fcr ) 

Donnons un schéma de preuve pour comprendre comment interviennent les argu­

ments introduits plus haut. Posons / = log A p i a t ( X , X0) pour simplifier les notations. 

Par la formule de Green, on a 

/ A T e i c h / d l / i = lim / fe^Teichfdu 
JHi(kli...ikr)

 £-*° JHi(ku...,kr) 

= lim / / A T e i c h / e ^ i . 
£ - K } JHi(klt...,kr) 

On utilise ici le théorème 1 3 pour estimer / pour obtenir le développement 

f(X) = ~^K{X) + 0 ( l o g ( £ p l a t ( X ) ) . 

Rappelons que Axeich/e est borné et que son support est contenu dans la couronne 

Ae- D'après le lemme 1 7 et le fait que £K(X) ^ £pizt(X), on a vi(A£) = 0(e2). De 

plus, le lemme pré-cité entraîne que la fonction X —» l o g ( £ p i a t ( X ) ) est intégrable sur 

Hi(ki,..., kr). Ainsi, en appliquant le théorème de convergence dominée, on obtient 

lim / | log fpi at| Axeich/e = 0. 
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On en déduit 

Jni(ku...,kr) 
A T e i c h log Api a t ( X , XQ) dV\ 

• — lim 
3 e-+Q %(fei,...,fcr 

V T eichV ? K (^)-VTeich/e dv\ 

Reste à comparer %j)K et Î/JK au voisinage du bord, ce qui se fait sans mal avec le 

discours précédent. 

Nous passons maintenant au second lemme qui exprime la constante de Siegel-

Veech sous forme intégrale. Notons Cy\(X,e) les cylindres plats sur X qui ont une 

âme de longueur plate entre e/2 et e. 

L E M M E 20. — Si on pose 

N«re(X,e) = y Aire(C) 

7ECyl K p0nCyl (X,£) 

on a 

Caire M = Uni —— 
J'Hi(kli...ikr 

N^e{X,e)dv1{X). 

Montrons le résultat en remplaçant Cy\K par C y l K , ce qui ne change presque 

rien. Notons iV ai re(-X",£) la contribution d'une couronne, c'est-à-dire N&ire(X,e) — 

Naire(X,s/2). Une fois de plus, la formule de Siegel-Veech nous permet d'écrire 

Caire M sous forme intégrale : pour tout e > 0, 

( 6 ) 
{(A>)|*piat(A)<e> 

tti(fci,...,kr) 
Naiie(X,e)dis1(X). 

Si C est un cylindre dans Cyï(X,e) \ CylK(X), 

Aire(C) = - x w2 < Ke2. 
in 

Par le théorème 18, N(X,e) = O ( ^ p i a t P 0 _ / 3 ) pour K /3 < 2, donc 

Naiie(X,e) - N£M(X,e) < KKS2 £pl&t(X)-" 

où K est une constante indépendante de e. On intègre cette inégalité sur l'ensemble 

des surfaces de translation ( X , ou) telles que £(X) < e. Pour le membre de gauche cek 

revient à intégrer sur la strate tout entière. Ainsi 

Hi(fei fcr) 

(JVaire(^e) - N*re(X,e)) d l / i ( X ) 

< KK 
{ ( A > ) | * p i a t ( A ) < e > 

{(A>)|*piat(A)<e> 
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L'intégrabilité de £ p l ^ t et le lemme 17 impliquent que 

lim 4 / ( i V a i r e ( X , e) - N«re(X, e)) dv^X) = 0. 

Dans l'équation (6) , on peut donc remplacer i V a i r e ( X , e) par N^re(X, e) ce qui prouve 

le lemme. 

Pour conclure, on voit bien que les lemmes 19 et 20 permettent de rapprocher la 

moyenne de Axeich log det A n a t et la constante de Siegel-Veech C a i r e . Quelques efforts 

supplémentaires et pas mal de technique sont nécessaires pour obtenir une preuve 

complète du théorème 15. 
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