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L'objet principal de cette thèse est l'étude des problèmes de rati

onalité des représentations d'Artin des extensions finies galoisien- 

nes des corps locaux.

Elle comprend deux parties.

La première traite des problèmes de rationalité des représentations 

des groupes finis, en général. Elle a paru aux Annales Scientifiques 

de l'Ecole Normale Supérieure (40 série, t.4, 1971, p.121 à 180) sous 

le titre " Sur la décomposition des algèbres de groupes

La deuxième partie, qu'on va lire, constitue l'article principal 

(elle a également été publiée aux Annales Scientifiques de l'E.N.S.,

4° série, t.4, 1971» P.337 à 392). Elle comprend deux chapitres :

- Le premier donne quelques propriétés de la ramification dans les 

corps locaux.

- Le deuxième est consacré à l'étude des représentations d'Artin.
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GROUPES DE RAMIFICATION 

ET REPRÉSENTATIONS D’ARTIN

P a r  Jean-M arc FONTAINE.

INTRODUCTION.

Soit E un corps de caractéristique o et soit E une clôture algébrique 
de E. Soit a une représentation d’un groupe fini G par des matrices à coeffi

cients dans E et soit © le caractère de cette représentation. On dit que a 
est rationnelle sur E s’il existe une représentation de G par des matrices 
à coefficients dans E dont le caractère est o.

Soit K un corps local, c’est-à-dire un corps muni d’une valuation  
discrète pour laquelle il est complet. Soit L une extension finie galoi- 
sienne de K telle que l’extension résiduelle soit séparable. Soit G le groupe 
de Galois de l’extension. On sait définir la représentation d’Artin de 
l’extension, que l ’on note ac, et qui est une représentation de G. Le but 
de cet article est de chercher à quelles conditions ac est rationnelle sur E. 
On montrera, en particulier, les résultats suivants (cf. § 7, th. 1 et 2) :

T h é o r è m e  A. — Si Vextension L/K est totalement ramifiée et si la carac
téristique du corps résiduel est différente de 2, alors a0 est rationnelle sur E 
si et seulement si l’algèbre E[G] est décomposée.

(On dit qu’une algèbre semi-simple est décomposée si c’est un produit 
fini d’algèbres de matrices sur des corps commutatifs.)

T h é o r è m e  B .  — Si le corps résiduel k de K  est parfait, la représentation 
d'Artin de l'extension est rationnelle sur le corps des vecteurs de W itt de k.

(Ce résultat avait été conjecturé par Serre.)
Ann. Ée. Norm., (4), IV. — F a s c . 3. 43
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Nous utiliscron<; fréquemmcnt ccrtaiIJ~ des résultats que l'on trouve 
dans lc livre de Scrrc sur les eorps loc:1uX ([7J, cité CL). 

Le groupe d'incl'lie de l'extcnsion L/K e:ot un groupe de typc HJI , c'cst
à-dire lc produit semi-direct d'un groupe eyelique (l'orJre premier à p par 
un p-sous-grollpr. invariant. Les algèh!'(!s dc gl"Oupes de type H" ont été 
étudiées dans ~:2j (cil(; DAG), el nous HOUS y l'éfi~rcrvns souvent. 

Le principe de la méthode suivie consiste ù se ramener au cas où le 
groupe de Galois Ilt~ l'extension a une strueture tri's simple (groupe 
« de type Cp (HI C:., 1), lorsque la caractét'istique [' du CMpS résidud de K 
est difl'él'cnte de :l, et groupe de quatemions gènéralisé, lorsqu'clIc est 
égale il 2). 

Cet al'licle comprend deux chapitres. 
Le prcmier chapitre, où il ll'csl pas queslion del'epl'ésentations, donne 

tous les résultats slll'.les corps locaux que nOlis utiliserons. Le premiel' 
paragraphe énonce IIll certain nombre de prolwÎétés essenticlles sur les 
groupes de ramification. Le deuxième indique comment construire des 
extensions 1ll0clér"lJlent ramifiées; les résultats qu'il contient sel'vil'ont à 
l'étude du problème de la rationalité 100'sque l'ex.tension L/K n'est pas 
totalcment ramifiée. Le troisii~me donne quelques propriélés de ce que 
l'on appelle « les automorphismcs sauva~cll1ent ramifiés Il (cf. [6]); l'une 
d'entre elles sera utilisée dans le paragl'aphe 4. Dans ce dcrnicl', on étudie, 
lorsque p = 2, la ramification des extensions t.otalemcnt ramifiées dont 
le groupc de Galois est isomorphe à un gl'oupe de quaternions généralisé 
ou ri un gl'oupe d:éJI'al. 

Le dellxièmp. dta pi tre est consacré à l'étudc cles représentations d'Artin. 
Le paragraphe 5 donne quelques rappels sur la lhéorie des rcprésentations. 
Dans le pal'agl'aphe 6, on définit la l'eprésentation ù'.\l'I.ill et on en donn.e 
une décomposition callonique. Dans le paragl'aphe 7 cnfin, on étudie le 
problèllle de la rationalité ùe cctte représcntation. 

CIIAPITHE I. 

EXTE~SIO:'\S GALOJSIE~:'\ES DES CORPS LOCAUX. 

1. Groupes de ramification. 

1,1. GHOUPES DE TYPE HI' (cf. DAG, nOS 6.1 et Î .1). - Soit p un 
nombre premier et soit G un gl'oupe fini. On dit que G est de type RI' si 
c'est le produit scmi-direct d'un groupe cyclique d'ordl'e premiel' à p par 
un p-sous-grou pe ill\·ariant. 
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Si G désigne un groupe de type Rp, on note P son p-sous-groupe de 
Sylow et H un sous-groupe cyclique de G, d’ordre premier à p, tel que 
G =  HP. On note n(G) =  n l’ordre de H.

Si G est un groupe de type Rp, on dit qu’il est de type Cp si P est abélien 
de type (p, p, et si, considéré comme Fp[H]-module, il est isoty
pique. On note alors H' le noyau de la représentation canonique de H 
dans P et G' le produit direct H' X P (on voit que G' est le centralisateur 
de P dans G). On pose m(G) =  (H' : i) et d (G) =  (H : H') [on a donc 

»(G) =  m(G) d (G)].

p

N

m
d

mg. i.

comme F^ITo/r^-module, est isotypique.

Dans ces conditions, on voit que T, =  P et que Tt/Ti est canonique
ment isomorphe à H. Par abus d’écriture, pour tout j  non nul, nous 
notons H l’image de H dans GjrJ+i.

Il est clair que, pour tout j  non nul, le groupe HTy/Ty+t est de type Cp. 
On dit que la famille des HTy/fy+i est la famille des groupes de type Cp

H

Soit G un groupe de type Rp. Soit X un entier strictement positif et soit

(i) G = r o D r , D . . o r x +, =  { i )

une suite de sous-groupes invariants de G vérifiant
j  =  1, 2,  . . ., X. On dit que (i) est une C,,-suite associée à G si les conditions 
suivantes sont réalisées :

(i) le groupe r o/ r t est cyclique d’ordre premier à p;

(ii) pour j  =  i, 2, . . . ,  X, le groupe Ty/r^, est un groupe abélien de
type {p, p, p), contenu dans le centre de r,/rv„ qui, considéré

pourr, rVi»
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correspondant à la suite (i) et que 111 y/I y-̂ -i est le j ume ternie de la famille . 
On voit  qu il est défini (par le choix de H) à nu isomorphisme près. 
Une famille de groupes de type Cp correspondant a une suite associée 
à G est appelée un système complet de groupes de type Cp associés à G.

1 . 2 . E x t e n s i o n s  d e s  c o u p s  l o c a u x .  — Soit K un corps locaL c’est- 
à-dire un corps muni d ’une valuation discrète pour ¡^quelle il est complet. 
On appelle valuation normalisée de K la valuation de K telle que ^(K*) =  Z.

Soit L une extension finie de K. Si v* désigne la valuation normalisée 
de L, on appelle indice de ramification de l ’extension, et on note e,/K, 
l’indice du groupe <'; (K*) dans Z.

On dit que l’extension L /K  est :

— non ramifiée, si el/K— x et si l’extension résiduelle est séparable ;

— totalement ramifiée, si le corps résiduel de L est le même que celui 
de K.

On appelle corps d'inertie de l’extension, et on note L0, l ’extension m ax i 
male non ramifiée de K contenue dans L. Si l’extension L/K  est galoisienne, 
on appelle groupe d'inertie de l’extension L /K  le groupe de Galois de 
l’extension L /L 0.

Dans tou te  la suite de cet article, sauf mention explicite du contraire, 
on désigne pa r  K un  corps local et par  p la caractéristique de son corps 
résiduel. On suppose p  o. On désigne par  L une extension finie galoi
sienne de K et on suppose Vextension résiduelle séparable. L ’extension L 0/K  
est non ramifiée et l ’extension L /L 0 est alors to ta lem ent ramifiée. On désigne 
par  G le groupe de Galois de l 'extension L/K  et par  G0 son groupe d ’inertie.

1 . 3 . La C ^ - s u i t e  a s s o c i é e  a  l ’ e x t e n s i o n  L/K. —  Soit v '  la va lua 
tion normalisée de L et soit ~ une uniformisante de L (c’est-à-dire, un 
élément dont la valuation est égale à i). On définit l’application iG de G 
dans Zu j oc !  pai*

i
 - i  si s $ G 0,

^ ( ( Í  —  I ) - / “ ) s i  s e G o — j i } ,

On sait (cf. CL, lemme 1, p. (><)) que i,; ne dépend pas du choix de l’u n i 
formisante

Pour tou t  t € R ,  on note G, l’ensemble des éléments s de G tels que 

Îg{s) = : ^  On vérifie im m édiatem ent que G„ est bien le groupe d ’inertie 
de l’extension. Les G, forment une suite décroissante de sous-groupes

(•V)Ir.

si S = Z  I .4- oo
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invariants de G et Gi est réduit à l’élément neutre pour i assez grand 
(cf. CL, prop. 1, p. 70). La famille des Gj munit G d’une filtration dont 
la fonction d’ordre est iG. Pour tout i € R ,  si i' est le plus petit entier ^  t. 
on a G, =  G,. Si i est entier, le groupe G,- s’appelle le iiim* groupe de 
ramification de l’extension. Les sauts.de la filtration (c’est-à-dire les entiers i 
tels que G,-^ G,+1) s’appellent les nombres de ramification de l’extension. 
Posons i0=  o et désignons par i,, i2, . . . ,  les nombres de ramification 
strictement positifs de l’extension, rangés par ordre croissant. On appelle 
suite des nombres de ramification de l’extension la suite

t'o  <  i'i <  • • • <  h-

Remarque. — On désigne parfois (cf., par exemple, CL, chap. IV) par ic 
la fonction définie ci-dessus augmentée d’une unité. Mais, de toute façon, 
c’est la fonction définie ici qu’on prend comme fonction d’ordre de la 
filtration de G.

Posons, pour j  =  o, i, . . . ,  X, r,- =  G,, et I\ +1 =  {i}. On obtient une 
suite 

(•')O') G D r . D r . D - . o r x D r x + . ^ f i i

de sous-groupes'invariants de G, vérifiant Tjÿ4 Ti+i pour j  =  1,2,  . . . , X .

P r o p o s i t i o n  1 . 1. — Supposons e ^ ^ i .  Alors le groupe G # =  T0 est 
de type Rp et la suite

• (0 r0Dr,D..orxDr).+1=( i |

est une Cp-suite associée à G0. De plus, si n désigne Vordre de ro/r,, le corps 
résiduel de L0 contient les racines ntima de l'unité.

Démonstration (voir aussi [4]). — Il est clair que l ’on peut supposer 
l’extension totalement ramifiée. On a alors K =  L0 et G =  G0. Le corps 
résiduel k de K est aussi celui de L. Soit " une uniformisante de-L. On sait 
(cf. CL, prop. 6 et 7, p. 74) que :

(i) l ’application s h* s(^)/11 définit par passage au quotient un iso
morphisme 0o (indépendant du choix de ") de G0/Gi sur un sous-groupe 
du groupe multiplicatif k* de k;

(ii) pour tout i >  o, 1’ application s i-> (s — 1) r./Tî'+' définit par passage 
au quotient un isomorphisme 0; (dépendant du choix de r.) de G,/Gl+i 
sur un sous-groupe du groupe additif de k.

Comme T0=  G0 et T , =  Gi, 60 est un isomorphisme de r o/r ,  sur un 
sous-groupe de k*. On en déduit que r o/ r t est cyclique d’ordre premier 
à p et que si n désigne son ordre, k* contient les racines nl’aa de l’unit&



342 J .-M . FONTAINE.

P our  j =  i, 2; . . . ,  X, ou a Fy =  G/( et F,-., — Ci,*.,— Gi>+1. Posons 
0y= 0/ . On voit  que ûy est un isomorphisme de r,/IV. 1 sur un sous- 
groupe du groupe additif de k. P a r  conséquent, Fy/F/V, est un groupe 
abélien de type (p, p , . . . ,  p). Le groupe T, est donc un p-sous-groupe 
invarian t  de 1\, et F„ est bien un groupe de type R r dont le p-groupe de 
Sylow est F,.

Pour  to u t  h dans F„ et pour tou t  t  dans G,/G,vj, on a (cf. CL, prop. 9 , 
p. 77) (}i(Jifzh"i) ----- 0o(/#)'0£('r), ou encore

(?.) o,- (// r /<•••') — 0„ ( /í )'/ py ( t) pour r g  ! ' / / ! % ,.

Si // appar t ien t  à F,, on a 0o(/i) =  1 et, par  conséquent, ?j (h~h~l) =  ?y(~). 
On en déduit que. pour j  i ,  Fy/FyM cs t contenu dans le centre de F ,/F yv , .  

Il est alors clair que Fy/Fy+ , est un F ^ l^ /F ^ -m odu le  semi-simple. Si r: 
et r! sont deux éléments différents de ru n i l é  de Fy/F/H_,, ^ résulte de la 
formule (2) que les F^Fo/F^-moduIes simples q u ’ils engendrent sont 
isomorphes. Tous les sous-F/, [ ro/r,]-modules simples non tr iv iaux de I y/Fy+1 
sont donc isomorphes.

C. Q. F. D.

La suite (1) [resp. (V)] est appelée la C¡r suite (resp. C¡,-suite) associée 
à Vextension.

Nous dirons que l ’extension L /K  est une bonne extension s’il existe un 
sous-groupe H de G  tel que G  soit égal au produit  semi-direct de H pa r  F t. 
On voit  q u ’alors II est canoniquement isomorphe au groupe G / r , .  O11 pose 
H 0=  I I n r 0; on voit que F0 est égal au produit  semi-direct de H 0 par  1\.

r,
To

6

W

H

«O

Hig. a.

On vérifie im m édiatem ent que, si le degré de l’extension résiduelle est 

premier à p, l’extension L /K  est une bonne extension.
L’extension L/K  est appelée une Cp-extension si elle est to ta lem en t 

ramifiée et si elle a un et un seul nombre de ramification s tr ic tem ent
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positif. On voit que cela revient à dire que G =  F0 et que la C^-suite 
associée à l’extension L/K est de la forme

G=r,3r1Dr,= {i}.

En particulier, le groupe G est alors de type Cp.

L’extension L/K est appelée une Cp-extension si c’est une bonne exten
sion et si l’extension L/L0 est une (^.-extension. On voit que la deuxième 
condition revient à dire que la C^-suite associée à l’extension L/K est 
de la forme

G D r 03 r , D r , =  {i ¡.

Soit L /K  une bonne extension. Pour j  =  i, 2, . . . ,  X, désignons par Ly+t 
(resp. K;) le corps fixe du groupe r y+t (resp. H.Ty). L’extension Ly+i/Ky 
est galoisienne de groupe de Galois Ay =  H .ry/ry+1. On vérifie (cf. CL, 
cor. à la prop. 3 , p. 71 et prop. 2 , p. 70) que l’extension Ly+t/Ky a un et 
un seul nombre de ramification strictement positif et qu’il est égal à iy. 
On en déduit que Ly+1/Ky est une C^-extension. On vérifie immédiatement 
que le groupe d’inertie de l’extension Ly+,/Ky est A‘; =  Ho-Ty/r^, et 
que Aÿ est le j iimt groupe de type Cp correspondant à la Cp-suite (1).

r0=Ho.n

e

rj

rJ+i

H.Pj

H-rJ+1

{'}

H

Fig. 3.

La famille des extensions Ly+i/Ky, pour j  =  1, 2, . . . ,  X, est appelée 
un système complet de Cp-extensions associées à Vextension L /K  et L,WKy 

est appelée la j*1"* extension de ce système.

H0

Ho-rJ+i
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Un tel système n ’est pas, en général, unique puisque les I \7 dépendent 
du choix de II, mais, si L ^ / K y  et Ly+I/ K ’y- désignent Je / ' ,m terme de 
deux systèmes distincts, il est clair que leurs groupes de Galois sont iso
morphes en ta n t  que groupes filtrés.

Une extension to talement ramifiée est évidemment une bonne ex ten 
sion. Un système c o m p l e t  de ('/„-extensions associées à l’extension L /L 0 
s’appelle un syvtrme complet de Cjrextensions associées à L/K. Ün peut définir 
un tel système que l 'extension soit bonne ou non.

1 . 4 . N o m h h k s  s  i p i:. ni k  m s  d e  R A M I F I C A T I O N .  — Pour i négatif, posons 
(Go : G,) =  i/(G; : G„). Considérons l’application v,./K de R dans lui- 
même définie par

r [
<?l/k(0  = 1  ch'/((\0:G.r).

croissante (cf. CL, prop. 12, p. 80). Notons *il/K l’application réciproque.. 
Pour  tou t  u ê R .  011 pose G"— G.^/k.„. La famille des G" munit  G d ’une 

filtration appelée la filtration supérieure de G. Pour y =  o, 1, . . À, posons 
Uj=  9i,/k(ij). Le nombre rationnel i/, s’aj)pelle le f*""' nombre supérieur 
de ramification de l’extension et la suite

o u o <  u j < . . . <  u\

s’appelle la suite des nombres supérieurs de ramification de Vextension. 
Les uj, pour j  >  o, sont les sauts >  o de la filtration supérieure de G.

P our  j  =  o, i, . . ., X, posons e j =  (F0 : T/n).  Posons n — et) et, pour  
tou t  j ,  ë} — e-j/n- On voit  que n est un entier premier à p et que ëf — (T, 
est une puissance positive de p. Il résulte iinmédiulornent de la définition 
que l’on a

On en déduit  que, pour j  =  i, 2,

( 3 )  e.jUj -  i j —  (<*,•/<»<,— c j / e t )i,  ~ . . ( ry/'V-s — <’/ / « /  t ) ' / - ! " -  i '7 //<7 - 1 ”  «’/A '/ )  '/•

Si l’extension L /K  est abélienne, les », sont des entiers (théorème de 
Hasse-Arf, c/*. CL, p. 8/|). En  général, ce n ’est plus le cas, mais il résulte 
de la définition que les ej_,Uj sont des entiers,

Ito =  o;

U , z =  / ,  / c 0 r -  i \  / n  ;

Uj -  /,/f?0 4 -  (is — il ) / e l ~f . . . T-

=  ( I / / / ) X /,-r- {li — l (// — ) ¡V; .

La fonction 'O est une fonction continue, linéaire par  morceaux et

fr,: IV.)

tei [‘¡— ih-

• • - ,  À,

l./K.

( 0 -  '7-1 ) A v  - i
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P r o p o s i t i o n  1 . 2 . —  Soit L/K une C p-extension. Soit G son groupe de 
Galois et soit i son unique nombre de ramification >  o. Soit npr son degré, 
avec (n, p) =  i ,  et soit m — m (G) l'entier défini dans 1 . 1. Alors :

(i) on a (i, n) =  m;

(ii) le nombre (pr— i) ijn est entier.

Démonstration. — Soit H un sous-groupe de G isomorphe à r o/r,. 
Le groupe H est un groupe cyclique d’ordre n. Le p-groupe de Sylow  
de G est I\ et, pour tout i € l \ — {i}, la formule (2) s’écrit

pi (h th - ')  =  ()',(/<) p( ({) pour toul h clans II.

Comme p4 est un isomorphisme de T, sur un sous-groupe du groupe 
additif du corps résiduel de K, on voit qu’un élément h de H est dans le 
centralisateur de I \  dans G si et seulement si O^h) = 1 .

Soit h0 un générateur du groupe H. Il est clair que Q0(h0) est une racine 
primitive n'imt de l ’unité. Posons d! =  n\(n, i) et d — d(G) — n/m. 
On voit que, pour h G H, 0 [(h) = 1  si et seulement si h est une puissance 
de hf.  On doit donc avoir d' =  d et, par conséquent, (n, i) =  m, ce qui 
démontre l’assertion (i).

Si P 4 est un sous-Fp[H]-module simple de r t et si pr’ désigne le nombre 
de ses éléments, on sait (cf. DAG, n° 6 . 1 .2) que d  divise p r‘ — 1. 
Le groupe T, est d’ordre pr. Comme est produit direct de Fp[H]-modules 
simples isomorphes à P», l’entier r, divise r. Par conséquent, d  divise 
pr— 1. Comme m divise i, on voit que n =  md divise (/>'— 1) i, d’où 
l ’assertion (ii). c. q . p . d .

Revenons au cas d’une extension finie galoisienne quelconque.

P r o p o s i t i o n  1 .3 . — Pour j  =  1, 2, . .  ., X, (gy_,uy— i,)/«  est entier.

Démonstration. — Posons q j =  (ry- : Ty+i). On a ç j — ej/ej- 1 = « //« /_ , .  
On voit que

( « / _ , U j —  í / ) / «  =  ( i / m ) x  | e í _ , í , +  ( « ; _ , / < ) ( i ,  —  í , )  4 - . . . - t -  ( e / _ t / e ! _ j )  (* /_ ,  —  «'/_,)  —  * /_ , ]

Soit (Ly+i/K*)y=1)1.... ). un système complet de Cp-extensions associées à
l ’extension L/K. Pour tout entier [a compris entre 1 et j  — 1, il résulte 
de l’assertion (ii) de la proposition 1 .2 , appliquée à L^+i/Kj, que 
(q^— i) i j n  est un entier naturel. La proposition résulte alors de ce que 
les ¿>_i/^ sont aussi des entiers naturels. c. q. f .  d .

Arm. Ée. Norm., (4), IV. — Fasc. 3. 44

=  ( « / 'O  X  [ (e y - i /e ' ,  ) (<7 , - 1  ) í , 4 -  ( c /_ i / e ' .  ) ( <7, —  1 ) «Y + - I ) h+■ / - I -! ]•
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2. Extensions modérément ramifiées.

2 . 1. Le cnofpi-  H'' (L/K, a') d ’ u n e  e x t e n s i o n  n o n  r a m i f i é e .  — Soit p 
un nombre premier. Soit K un corps quelconque et soit L une extension 
finie galoisienne de K. Soit G le groupe de Galois de l’extension. 
On note »//(L) le groupe des racines de l’unité, d ’ordre premier à /?, 
contenues dans L. 11 est clair que ¡¿7(L; est un sous-G-module du groupe 
multiplicatif de L. Pour tou t  entier q positif, on écrit II7(L/K, ¡¿') au 
lieu de I 17(G, u '(L)j.  On a un homomorphisme naturel de 1IV(L/K, a') 
dans 1I7(L/K).‘

Revenons au cas où K est un corps local dont le corps résiduel est de 

caractéristique p. Supposons de plus l’extension L/K non ramifiée. Soit K 

(resp. L) le corps résiduel de K (resp. L). Le groupe? de Galois G de l’ex ten 

sion L/K s’identifie au groupe de Galois de l ’extension résiduelle L / K  

et les G-modules ¡-^(L) et ¡^(L) s’identifient. Les groupes H 7(L/K, ;x') 

et H 7( l / K ,  ;j/) peuvent donc s'identifier.

P r o p o s i t i o n  2 . 1. — Supposons Vextension L /K  non ramifiée. Alors un  
élément de H 7(L/K, ;//) s'annule dans H 7(L/K) si et seulement s'il s'annule 

dans H "(¿ /K ) .

Démonstration. — Si q =  o, l ’assertion est triviale. Supposons q ^  i . 
Soit Ut le groupe dos unités de L et soit v sa valuation normalisée. On a 
la suite exacte de G-modules

1 v LV->L*->Z->o.

Le choix d ’une uniformisante r. de K permet,  comme l’extension est non 
ramifiée, d ’identifier L* à U LX Z  (produit direct de G-modules) et cette 
suite est décomposée. On peut donc identifier I i ' '(L/K) au produit  direct. 
H'/fG, U L) x l l ' ' ( G ,  Z).

Soit }) l’idéal maximal de l’anneau des entiers de L et soit U,‘ =  i +  P- 
On sait (cf. CL, lctnme 2 , p. i<)3 ) que, pour <7^1 ,  II ' (G, U,1) =  o. Comme 
on a la suite exacte de G-modules

on en déduit que l’application canonique de H'7(G, U,.) sur H ’ ( L / k ) est 
un isomorphisme.

I —> vi - > ü L-> L*—V
11
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L’assertion résulte alors trivialement de ce que l’image de H7(L/K, ¡a ')  

dans H’ (L/K) est contenue dans II7(G, U L).
C. Q. F. D.

Remarque. — Si le corps résiduel est fini ou quasi-fini, et si ^ i ,  

H’ (L/l<.) est trivial et tout élément de H9(L/K, ¡a') s’annule dans H7(L/K).

2 . 2 .  E x t e n s i o n s  m o d é r é m e n t  r a m i f i é e s  ( é t u d e  d i r e c t e ) .  — On dit 
qu’une extension finie d’un corps local est modérément ramifiée si l’indice 
de ramification de l’extension est premier à p  et si l’extension résiduelle 
est séparable. Lorsque l’extension est galoisienne, cela revient à dire que 
son groupe d’inertie est d’ordre premier à p.

Soit M une extension finie galoisienne du corps local K et soit J le groupe 
de Galois de l’extension. Supposons l’extension résiduelle séparable. 
Soit A un sous-groupe invariant de J et soit L le corps fixe de A. Supposons 
l’extension M/L totalement et modérément ramifiée. Soit n l’ordre de A. 

On sait (cf. n° 1 . 3) que L, donc aussi L, contient le groupe ¡x„ ’des racines n,èni” 
de l’unité et que 0* est un isomorphisme de A sur fi„.

P r o p o s i t i o n  2 . 2 . — Soit G le groupe de Galois de Vextension L/K. L'appli
cation 0o est un G-isomorphisme de A sur [J-„ et l’image par  Q0 de l’élément t 
de H a(G, A) correspondant à la suite exacte

i —̂ A. —y J —y G  —y i

s’annule dans H*(L/K).

Démonstration. — Par transport de structure, il est clair que l’iso- 
morphisme 0o est un G-isomorphisme. Il est immédiat que l’image cano
nique de e dans H 3(J, A) est o. Par conséquent, l’image canonique de 0O(£) 
dans H a(M/K) est o. Comme l’application canonique de H* (L/K) dans 
H J(M/K) est injective (cf. CL, prop. 6, p. 164), on en déduit que 0o(e) 
s’annule dans H a(L/K).

c. Q. F. D.

2 . 3 .  C o n s t r u c t i o n  d ’u n e  e x t e n s i o n  m o d é r é m e n t  r a m i f i é e .  — Soit K 
un corps quelconque. Soit L une extension finie galoisienne de K. Soit G 
le groupe de Galois de l’extension. Soit A un groupe fini abélien muni 
d’une structure de G-module et soit J une extension de G par A définie 

par une suite exacte
(4 ) i->  A-> J G-> i.

Soit M une extension galoisienne de K contenant L. Soit J' (resp. A') 
le groupe de Galois de l’extension M/K (resp. M/L). Nous disons que
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l’extension M/Iv est associée à la suite (/j) s’il existe un isomorphisme o 
de A sur A' et un isomorphisme «l* de J  sur J '  tels que le diagramme sui
v a n t  soit commulatif  :

j —  >- A —  -> J —  ? Cl —  > i

!? ¡-i' UV V V
i — -> À' — > J' —  r O  —  > i

Revenons au cas où K est un corps local, dont le corps résiduel est de 
caractéristique p.

P r o p o s i t i o n  2 .3 . — Soi! L  une extension finie galoisicnne non ramifiée 
du corps local K. Soit G le groupe de Galois de Vextension L/K. Soit A un 
groupe cyclique fin i , d'ordre premier c) p , muni d'une structure de G -module 
et soit

('») I v À  ~> J r Ci v I

Dans ces conditions, on peut choisir M pour que Vhomomorphisme O0 
attaché à Vextension coïncide avec y.

Démonstration. — Les conditions sont nécessaires d ’après la p ropo 
sition 2 .2 .  Montrons q u ’elles sont suflisantes.

Soit n  l’ordre de A. L’existence de y entraîne que L* contient le groupe 
des racines n ,cmr'i de l’unité et y est un G-isomorphisme de A sur ¡¿„.

on ait y  (s.,, J) — g( X,..) a .,*//'1,. On a donc g(A '!,) //! A"/,!.—  y{^ls)  =  1 et
l’application de G dans L* définie par g -> /.'! est un cocyelr. Comme le 
groupe I I 1 (L/K) est réduit à l’élément neutre (« théorème, i)0 » de Ililbert),  
on en déduit q u ’il existe un élément z a de L* tel que, pour tou t  g dans G,

une suite exacte de groupes. Pour q u i l  existe une extension galoisienne M 
de K, contenant L, associée à la suite (/j), telle que l'extension M/L soit tota
lement et modérément ramifiée, il faut et il su/fil au il existe un Çj-plonge- 
ment y de A dans L* tel que Vimage par y de Vélément de I I '(G . A) corres
pondant à la suite (4) soit o dans I I s (L

S

on ait (7r>( Pour tou t  a dans K*. l ’élément ar.« a ]a même
propriété. Comme 1 extension L/K est non ramiuee, on peut choisir pour *r.0 
une uniformisante de L.

Soit r. un clément d ’une clôture algébrique de L vérifiant ~n =  7.0 
et soit M =  L(t:). Comme r.„ est une uniformisante de L, M est une ex ten 
sion to ta lem ent ramifiée de L de degré n et " est une uniformisante de M.

Soit S une section de G dans J. Soit c le cocycle de G à valeurs dans A 
correspondant à S. Si yU)  s’annule dans H aiL/K:,  il existe une appli-
cation A de G dans 1 /  telle que, pour tout couple s s' d ’éléments de G,

IK).

ì

•m») . *‘0.
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Pour tout g  dans G, notons S~ l’élément de J correspondant à la section S. 
Tout élément de J s’écrit de manière unique sous la forme hSs, avec A ç A  
et g € G .  On vérifie immédiatement qu’il existe un unique auto
morphisme de M prolongeant g et appliquant ~ sur '/.(ty^-g7-  On voit  
tout de suite que est un isomorphisme de G sur un sous-groupe du groupe 
des K-automorphismes de M. Comme l’ordre de G est égal au degré de 
l’extension M/K, on voit que l’extension M/K est galoisienne. Il est immé
diat qu’elle est associée à la suite (4) et que l’homomorphisme 0# attaché 
à l’extension- coïncide avec y.

C. Q. F .  D.

3. Sur les automorphismes sauvagement ramifiés.

3 . 1. D é f i n i t i o n s .  P r e m i è r e s  p r o p r i é t é s  (cf. [6]). — Soit L un corps 
local. Soit A l’anneau des entiers de L et soit p l’idéal maximal de l’anneau 
des entiers de A. Soit k =  A/p le corps résiduel de L et soit p la caracté
ristique de k. On suppose p ^ o .  Soit C un système de représentants, conte
nant o, de k  dans L. On pose C* =  C — { o j.

Soit v la valuation normalisée de L. On dit qu’un automorphisme s 
de L est sauvagement ramifié (sous-entendu, relativement à C) si s agit 
trivialement sur C et si, pour tout a dans L*, on a v((s  —  1 ) a) >  v(a). 
Il est clair que l’ensemble SL des automorphismes sauvagement ramifiés 

. de L forme un groupe.
Soit z: une uniformisante de L. Pour tout s  dans SL—  { 1 }, on pose 

iL(s) =  v((s  — 1)") — 1. Il est clair que iL(s) est un entier >  o qui ne 
dépend pas du choix de it. On pose i,.(i) =  +  00.

Pour tout entier positif t, on note S,L l’ensemble des éléments s de SL 
qui vérifient iL(s) ^  i. L’ensemble SJ' est un sous-groupe invariant de SL 
et la famille des S,L munit SL d’une filtration dont la fonction d’ordre 
est iL. De plus, on a SL=  S1,'.

Pour tout s dans S,L, on note 0¿(s) l’image canonique dans k de 
(s — i)7-./r.*+‘. L’élément 0 j ( s )  dépend du choix de l’uniformisante " ,  et, 
pour ~ fixé, 0, définit, par passage au quotient, un isomorphisme de S’/SJv, 
sur un sous-groupe du groupe additif de k.

Pour tout entier naturel j ,  désignons par O (j) le plus grand entier n 
tel que p n divise j .  Pour tout s dans SL, l’entier iL($J) ne dépend que 
de O (j) et, si on pose i^ s 1’') =  i, pour r ^  o, on a ir+t >  i, , sauf si s,,r =  1 . 
En particulier, tout élément d’ordre fini de SL est d’ordre une puissance 
de p, et, si k  est fini, le groupe SL est un pro-p-groupe (limite projective 

des SL/S(L).

morphisme i>/,s de M prolongeant g et appliquant ~ sur y \h )^ gr.. On voit
tout de suite que u> est un isomorphisme de G sur un sous-groupe du groupe 
des K-automorphismes de M. Comme l’ordre de G est égal au degré de 
l ’extension M/K, on voit que l’extension M/K est galoisienne. Il est immé
diat qu’elle est associée à la suite (4) et que l’homomorphisme 0„ attaché 
à l’extension' coïncide avec y.

C. Q .  F .  D .
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Tout  clcmont a de L s’écrit sous la forme a J V c j r J ,
»  —  *

aver cy(E C.

Tout  automorphisme s de S1' est done complètement déterminé par  la 
donnée de l’élément b.< de p défini par  br— (s —

Pour to u t  entier n premier à p et pour tout élément h de U ’ ~  i +  p, 
il existe un et un seul élément b' de U,1 tel que bf - - b. On pose b; — byn.

Soit a un élément de L tel que \>(a) --- n -y. o (mod/»';. Posons b =  s(a)/a. 
L’élément b appar t ien t  à U,'. Il est clair q u ’il existe* une uniformisante rJ 
de L et un élément c de C* tels que a --- crJ \  On a donc s{r*n )jr.'n =  b 
et, par  conséquent , ¿-(r/) rJbyn. Tout  élément s de SL est donc entiè 
rement déterminé j>ar la donnée de s [a)¡a.

Soit G un sous-groupe fini de S1' et soit K le c o r p s  fixe de G. L’ex ten 
sion L /K  est galoisienne de groupe de Galois G. Comme les éléments de S1' 
laissent fixes les éléments de C, C est contenu dans K et K a le môme 
corps résiduel k  que L. L’extension L/K  est donc to ta lement  ramifiée. 
Il est immédiat que, pour tou t  s dans G, ir,(s) — iL(s) et que la restr ic 
tion de 0, à G, n ’est autre  que l ’application Qz définie', au n° l . o .

Réciproquement,  si L est une /¿-extension finie galoisienne to ta lement  
ramifiée d ’un corps local K et si 011 prend pour système de représentants  C 
un système contenu dans K, on voit que le groupe de Galois de l’extension 
s’identifie à un sous-groupe de S \

Soit e l’indice de ramification absolu de L. Si la caractéristique de L 
est égale à p y on pose e =  -f- 00. Si e est fini, le groupe SL est fini. Comme 
to u t  élément u d ’ordre p vérifie iL(u) c/(p — 1) (c/*., pa r  exemple, 
infra, cor. à la prop. 4 . 2), 011 a S¡, =  ¡1 ;, pour tou t  entier n s tr ic tement 
supérieur à ej(p — 1). Si e — -f-00, il n ’en est plus de môme. On vérifie 
immédia tement  que, pour to u t  a dans L, vérifiant r i / / ) ÿà o (mod/y), et 
pour to u t  b dans U,1, il existe un et un seul élément s de S1 tel que 
s(a)ja =  b.

P r o p o s i t i o n  3 . 1 .  — Soit i un entier 1>-i .  Soit s un élément de S,L et 
soit c le relèvement de 0,-(s) dans C. Soit n un entier quelconque et soit a un 
clément de p".

(i) On a
( s — i ) a  t i c a r J  ( m o r i -1-* ).

E n  p a r t i c u l i e r , on a r ( ( s  — 1 ) a) ^  n -{- /, avec égal i té  s i  et se u le m ent  s i  

c ( <7 ) - z  11. i\ (s) ~  i et 11 /£ o ( moil/> ).

(ii) P o u r  tout  en t ier  j  >  o, on a

(s — 1 ) / a it ( n -i- i) . . .  ( n -h (y - ■ 1 ) i) d u r J 1 .( mod ).

Tout  automorphisme s de S1' est donc eomplètcmeul déterminé par  la
donnée de I élément b, de p défini par bs [s —  I }~l~.

pn )•y/fi
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En particulier, on a v((s — *)Jà) ^  n +  j i ,  avec égalité si et seulement si 
ç(a) =  n, iL(s) =  i et les entiers n, n +  i, . . n +  0  — 0  1 soni premiers 
à p.

Démonstration. — La deuxième assertion se déduit immédiatement de 
la première par récurrence sur j .

On a s (7c) =  t; ( i +  cr/) (modp*+i) et, par conséquent, pour tout Z,

== 7r'(i Icn*) (modp/+,+l ).

Si a avecc /S C , on en déduit que (s — i) a =  nccn'>tn+< (modp',+<+,)

ou encore que (s — i) o =  nca~‘ (modp"+‘+*). On a donc t>((s — i) a ) ^ n +  t. 
avec égalité si et seulement si v(a) =  n et ne ^  o (modp). La deuxième 
condition revient à dire que n est premier à p et que c €  C*, ou encore 
que iL(s) — i.

C. Q. F .  D.

C o r o l l a i r e . —  5 i  e =  +  oo, pour tout s dans SL, on a i(sp) ^  p  i(s), 
avec égalité si et seulement si i(s) =  o (modp).

En effet, comme sp— i =  (s — i)p (modp), on a (sp — i)it == (s — i)pn. 
Posons i(s) =  i. On a

et t’ ( ( s — i ) pn )

avec égalité si et seulement si les entiers i ,  i +  i, i +  (p — i ) i
sont tous premiers à p, ce qui se produit si et seulement si p divise i.

Nous disons qu’un élément s de SL est régulier si i(s) est premier à p.

3 . 2. A u t o m o r p h i s m e s  d ’ o r d r e  p. — Soit u un élément d’ordre p 
de S1' et soit K le corps fixe de u. L’extension L/K est une extension 
cyclique de degré p, totalement ramifiée. En particulier, on voit que- 
tout élément a de L peut se mettre sous la forme

a  =  b - 1-(3, avec 6 €  K el *>((3)^o (m od/;) .

Si e =  +  oo, il résulte du corollaire à la proposition 3 . 1  que u est régulier. 
Si e est fini, on sait (cf., par exemple, infra, cor. à la prop. 4 . 2) que, si u 
n ’est pas régulier, alors iL(u) =  e/(p — i).

P r o p o s i t i o n  3 . 2. — Soit u un élément régulier, différent de i ,  de SL. 
Posons i — it (u). Pour que u soit d'ordre p, il faut et il suffit qu'il existe un 
élément a de L qui vérifie v ( a ) = — i et (u — i) a =  i (modpf_,,>“l)‘). 
S'il en est ainsi, 0,(u) est égal à l'image canonique de — ijiarJ dans k.

s [*')
«•

2 '
I — n

Cl~‘>

i(sP) +  l = p ( ( s -  l)p 14- p y
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Démonstration. — La condition est nécessaire : Soit K le corps fixe de u 
et soit b un élément de L vérifiant v(b) = — (p — i) i. D’après la p ro p o 
sition 3 . 1, on a v [ ( u — 1 )p" l b) = 0 .  Comme

( u — i)/'“11.2 i -f u ~f- • • • ~r up~x ( mod j) ),

on a
Til/k(£) ; ■' ( f l -• O7* ( mod -|W) cl r(T iLK(b)) == o.

Posons V =  6/Tr,.tK(6). On a

(’(¿/) =1— (p — 1) / et Tr,.k(//) — 1.

Posons a =  ( u — 1 )p 2b\  D’après la proposition 3 . 1, on a v(a) =  — i. 
Enfin, on a

( u — ] )«:-:(  u — i b1 ff~. Tri./K ( b’ ) ( mod ;

donc, (u — 1) a ^  1 (modpr "p l]l).

La condition est sullisante car, si

( u  —  1 )  a  1 ( m o d * » ' ’ f / ' - 1 ' ' ) .

on a, d ’après la proposition 3 . 1, (u — i )7>a =  o (modp*). Comme 
up— 1 =  ( u — i) /y(modp) on a

(ut’ — i ) a ■== ( u — 1Y a (mod .

On a donc (up— 1) a =  o (modp*- *) et, par  conséquent, £,.(u ^ ^ e ^ e K p — 1), 
ce qui entraîne up =  1.

Enfin, soit c le relèvement de 0¡(u) dans C. Si a est un élément de L 
tel que v(a) =  — iy il résulte de la proposition 3.1 que (u — 1) a =  — icar.:l 
(mod})). Si (u — 1)« =  1 (modp' “ 1;/), 011 en déduit  que 0¿(u) est égal 
à l’image canonique de — 1 ¡iar.1 dans A\

C .  Q .  F .  D .

Remarque. — O11 pourra i t  aussi déduire ce résulta t  du fait bien connu 

(cf • [3]) clue es* 1° corPs ĉ c rupture  d ’un polynôme d ’Artin-Schreier à 
coefficients dans K.

3 . 3 . Le g r o u p e  Sl r . — Dans tou te  la suite de ce paragraphe,  on 
désigne par  u un élément régulier d'ordre p  de S1', par  K le corps fixe de u 
et 011 pose i =  i j u ) .  On note la valuation normalisée de K.

Il est clair que l’ensemble SI K des éléments de SL qui com m uten t  
avec u forme un sous-groupe de S \  Si 5 est un élément de Sl K, on vérifie 
im médiatement que sa restr iction s à K  est un élément du groupe S*

n b ( m od pr - i f >  - | Wj et c ( Tr , . K( ô ) ) r= O.

”-'b' : Tr,.,,; ( (>' ) ( nio<

(cf. [3]) que L est Je corps de rupture  d un polynoine d Artm-Schreier a
coefficients dans K.K.

3 . 3 . L e  g r o u p e SLR. — Dans toute  la suite de ce paragraphe,  on
désigne par  u un élément rcsulier d'ordre n de S1, pur K le corps fixe de u

et on pose i =  Ou note <'k la valuation normalisée de K.
Il est clair quo 1 ensemble S' des éléments de S* qui com m uten t  

avec u forme un sous-groupe de S \  Si 5 est un élément de Sl K, on vérifie 
im médiatement que sa restr iction s à K  est un élément du groupe S*

[p-H/) >

'i

V

V‘'— i )•
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des automorphismes de K qui laissent fixe chaque élément de C. L’appli
cation s h»- i  est un homomorphisme de SLk dans Sh dont le noyau est 
le groupe cyclique engendré par u.

La norme de L à K  de " est une uniformisante de K et il est im m é
diat que " * =  - /,(mod j)p+'). On note 0* l’application qui, à c dans S% 
fait correspondis l’image canonique dans k de (g —

Pour tout entier naturel j ,  posons

(5) Ny(¿c) := X > ‘ — (0 t (u) ) l ’~ ' x

( - ( 0 , ( « ) y - ‘*

Enfin, rappelons que la fonction ?,./K définie au n° 1 .4 prend les valeurs

? L . k O )  —  |  .̂ . . .
[ ‘ +  0 -  *)h>

P r o p o s i t i o n  3 . 3 . — Soit a un élément de L vérifiant

i '(a) =z— i et ( u — i) <2 =  i (modi>c-(*’—’’O.

Soit s un élément de S1-. Posons V =  ii.(s). Pour que s et u commutent, il 
faut (et, si e — -\-oo, il suffit) qu'il existe un élément b de K tel que 
(s — i ) o =  b (modp'‘“;;i+' ). S'il en est ainsi, les conditions suivantes sont 
réalisées :

(i) On a i ' = i ( m o d p ) ,  vK(b) = — (i — i')jp et l'image canonique 
de b ~ i~ l);p dans k est 6,.(s)/0j(u).

(ii) On a

et (s) =  N,-(0,•(«)). En particulier, si i ^ i ’, on a l'égalité dans (6); 

et, s i i =  i', l'inégalité (6) est stricte si et seulement s'il existe un entier n 
tel que 6,(s) =  0¡(u").

Démonstration. — D’après la proposition 3 . 2, a existe. On a

us (a)  — su (a) =  (it — i ) ( 5  — i ) a — (s — i) (u — i) a.

Il résulte de la proposition 3 . 1  que

(s — i) (u — i) « ^  o (niodp'‘-(''- l ,/ ','f)-

Ann. Ée. Norm:, (4), IV . —  F asc . 3 . 45

si j  <  i , 

si j = i ,  

si J > i .

si j  ¿Z i

s» .

(6) 's (S)

( « - 1)'
~ /-/+! l.k/u R .

Pour tout entier naturel j ,  posons

s i «.

<pL/R (? )

et [*)i/kW
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( / / - - -  i ) (.v - -  i ) ' / ■ — ( / / - -  i ) ,5 « i  c ( ( u  — i ) ( *  — i ) a )  =  r ( 5 )  -i- / .

Si s et u commutent,  on a donc

r ( £ ) - r  r  - ( y ;  - i )  / - - r * ' ( , * ) -  c - p i - S - ï *

et la condition est nécessaire. Si c =  +  ce, on a (v — i) (w — i ) a — o. 
Si (s — *) î / 6 K ,  on a (u — i) (.s* — \)a  — o, donc us (a) =  su (a). Ceci 
entraîne que us =  su et la condition est sullisantc.

Supposons que s et  u commutent.  Soit &€ K tel que (.v— i ) a = 6  

(modp'’ *y" M ). On a

r (  (.* -  i ) a) —  / -i- /' <  r —  pi  —t ■ ¿'. ¡)iiisi|uo v — (p —  i ) / >  o.

On en déduit  que v(b) = — i +  i'. domino l’extension L /K  est to ta le 
ment ramifiée, on a donc i =  if (m odp) et <>w(b) —— (i — i')lp- Soit c 
(resp. d) le relèvement de 0,-(u) [resp. 0,<(.v)] dans C. D’après la propo-

( * — i ) (• - ùhtrS  ( mod

que b ~  dlc~'î ' " (mod p +l), . ou encore que l’image canonique 
de br."K~‘''’ dans k  est 0,.(s)/0,(u).

( • ( ( « - -  1 )(<)/'— tt) ) : : r  ( y. ) -+- /.

Or i((rt) =  a - f - i  (modp' ' 17' ^') et, pa r  conséquent,

// ( ///' ) a'’ -i- i

Donc (u- — i) (al>— a) =  o (mod p'' 7' l|<). On en déduit  que *>(a) ^  e — /;/, 
au t rem en t  dit, a !  =  a l> —  a  (modp*~pl).

Posons s  ( a )  =  a  +  b  +  a .  On a ^ ( a )  ^  e  — / ; /  -f~ Si on pose 
s ( a r )  =  a p - {- b p - { -  a 7, on voit que / /  est de la forme a '  =  a 7>+  p u - ( a *  b y a ) ,

Si on pose ( ,  -  o a — b % a v e c h et «'(?) (modp), o n  «i

s i t i o n :U, on a
P i

11 résulte de la proposition 3 .2  que — i ( m o d p ) . Comme

Posons a'* —  a =  a- a a v e c a ' €  K et t>(z) rzû o (m odp). On a

( 1110(1\\r  i / ' - t ' M ) .

OU [ J . { x ,  I f ,  z ) est un polvnome homogène de degré /> à coellicients dans Z,
de degré p — i relativement à chaque variable. Comme \'(a) <  v(b) <  ^(a), 
on en déduit que

r

lia »  i c

I

•f o

(/' — *)'•(") I- < ( ó ) — /// }-- /.(,*("• >))

e K

/'■i -(dar/tt( * — i )

t.k=  rJ* (mod p/>M) et comme ( * -  ■) (mod p /' -4 I
), on en déduit(I b



Posons r — min{ e — pi +  i', p{e — pi +  *■') Ì* On a
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et
v(pH(ct, b, ),)) ==e-bt■’((*(«, à, l ) ) ^ e  — p i  +  C ^ r .

On a donc s(ap) =  av -\- bp (modpr). Or la congruence a' =  ap— a (modp* pi) 
implique

(.5 — i) a ' ~  (s — i) up — (s — i ) a

Cette dernière congruence est vraie, a fortiori, modulo pr, et on en 
déduit que

(s — i) a1 =  bP— b (modj>r).

Soit n un entier ^  iR(s). Soit d' le relèvement de Ô (̂s) dans C. Comme

a' =  up — a (mod pe~Pl),

on a Vi(a!) — — i . D’après la proposition 3 . 1, on a donc

«’K((s — i )a ')  =  i‘k(s) — i  et (s— i)m'==— i c f a ' r (modti^<+"'M),

en désignant par pK l ’idéal maximal de l ’anneau des entiers de K. On a .

— i / i a f t t ^ c  (inodji), a ' ~  a>' ( niodp /,/+l) et (lnodÿ/'H' ,).

On en déduit que

(s  — i) d ~ — ici'(— i / i c P r . nP (modpPl'1~i)+1)

ou que

(7 )  ( s — i) a'=== et/cPTiPV~~n) (modj>

Si i' <  i, f’K(b,)— b) — — i +  i'. On a p (— i +  V) <  e — pi -J- i' 
puisque (p — i)i' <  e et p (— i +  i') <  p(è — pi +  ¿0 puisque (p3 —p) i<Cpe. 
On a donc v(bp — b) <  r et

<k (ï ) — î  =  «’k ( ( î — i ) o' )  =  «’k ( ^ — b)=z— Î +  / .

D ’o ù  iK(s) =  i' =  9 i^ ( i ' ) .

D e  p lu s ,  c o m m e  b =  djc~~'’+' (m o d  p_,+' +1), o n  a

dP/cP 7!

En appliquant la formule (7) pour n =  i ' .  on voit que

cF/cPr.t’V - v ^ d r /c P n / ’i1- 1’' ,(m o d p ^ '- '!+ ,) )

( m o d

r

e — p i + i 1)■

— i / ia rJ — c (înodji), a !~  ai* (modjr“/'z+1) et fi TtP

O n  e n  d é d u i t  q u e

(modp p(/l—/)•+*!

(•

V(>•") p (e — p i  -+- i )

K

p{n—i}+i>•

/ (mod|i tt(U—i)-+-1)••;)

?

(I n



356 J . - M .  FO NTA IN E.

ou encore que d' =  dr (mod})). On a donc 0*(s) (0* ($))*== N£-(0;-(«)). 

Si i' >  i, vK(bp — b) =  — (i — i')!p. On a

( < c  — p i  i- •' </>(e — p i  i'). car e — p i  +  ¿' =  c — (p  — i) t -i- (¿'— i) >  o.

On a donc v(b'‘ — h) <  r et

k  («) - -  i - -  l'K ((•« — !) a') — t K ( 1>P - - b ) — — ( i — i’)/p.

D’où iK (s) =  i -j- ( ï  — i)lp — oI K(i').

De plus, on a ( s — i) a =  — djc~‘~ ''(m odv‘_' rl) e t,  si on pose 
n  = ? i , k {i'), la formule (7) montre que

— (î/crJ 1 l d'/ cr > ( mod

ou que — d je --= d'¡c'J (mod \>) ou encore que d' =  — cp 1 d (mod p). On a 
donc

0 5 (s.) - -  (0,(«))/—*o,,(,) -  x|((Or (Î)).

Si i' =  i, (b1' — b ) ^ o .  On a r >  o et on en déduit îk( a ' ) ^ î  =  ?i.K(i,)>

De plus, on a b1' — 6 == (i//r)7' — dje (inodp). En appliquant la for
mule (7) pour n =  i, on voit que (¿/c)7' — d/c =  d'/c7' (modp) ou encore 
d’ ^ d p — c''-1 d (modu). On a donc

0,K (?) =  ( o, (s) y  -  ( 0, ( « ) )/»-* 0, ( s) =  N< ( o, ( i  ) ).

De plus, on voit que iK(s) =  i, sauf si et seulement s i 0,(s) = 0 ,  c’est- 
à-dire s’il existe un entier n tel que 0,-(s) = n 0 ,(u )  =0,(tt").

C. Q. F .  D .

P r o p o s i t i o n  3 .4 . — Soit s un élément de S1' qui commute avec u. Posons

i0— iL(s),

Supposons les entiers iu, i'i et i'„ finis et premiers à p. A lors on a

m i n  \ p { p  —  i )  < o  -H tu. e,  e  —  ( p  —  i )  i  h p i „  j .

avec l'égalité si et seulement si (i — i0)/p =  o (modp). Dans ce cas, 

on a
0,,(5/') =  - 0ii(*)(0iS(S))/-'.

Si p(p  — i) f"-j- io <  min j e, e — (p — i) i +  /u«¡, on a

¡ ¡>:  / >(p — D -r- 'u.

¿,r- ¿L(.v/') et i'0= i K(s).

i ¿'

\ / )

*1

i ’«

{/i - i ) ■4-1

VK



Démonstration. — Soit a  un élément de L  tel que v(a) — — i et 
(u — i ) a  =  i (mod p'"lp"1|‘). D’aprcs la proposition 3 . 3 , il existe un 
élément b de K  et un élément ¡3 de L , vérifiant (>(¡3) ^  e — p i  +  *o, tels 
que (s — i) a =  b +  ¡3.

Comme sp — i =  (s — i)p (mod p), on a

(sP-r-1) a  =  (s — i)Pa (m odp '- ').

Or (s — i )pa =  (s — i )p~l b +  (s — i)p_t ¡3. D ’après la proposition 3 . 1, 
on a v((s — i) f>-1(3) ^  e — pi  -j- p i»• On a donc

(sP— i ) a s  (s — 1 )P-'b (m o d p">in(<•-(,

D ’après la proposition 3 . 1, comme vR(b) =  — (i — io)/p, on a 

»•r( (s — i)p~' b ) ^ — ( i — i„)/p - h ( p  — i) t'„,

avec l’égalité si et seulement si — (i — i0)/p =  i'# (modp). On a donc

t’( ( ï — l)P~i b ) ^ :— i  -+- «0 + p ( p — l ) ‘"o

avec l’égalité si et seulement si i'ÿ +  (i — i0)/p =  o (modp). Comme 
v((sp — i)a )  = — i +  ii, on voit que

min \ p ( p  — i )i# -H h, e , c — (p — i) i  +  p û}  

e t  que, si p(p — i) i'0 +  *o <  min{e, e — (p — i) i +  p*o}, on a

—  0  *'» +  'o

avec l’égalité si et seulement si il -f- (i — io)/p =  o (modp).

Supposons que nous soyons dans ce dernier cas et désignons par c, d, d' 
et dt les relèvements respectifs dans C de 0,(u), fy.(s), Q,h;(s) et 0<,(sp)- 
D ’après la proposition 3 .1 ,  on a

(sP— i ) n ~ ( s  — i )P~'b =  <"0 (2/„) . . .  (/> — i) iô<fP~, bi:t£ ~ ,,‘‘ =  — d ’P-, b n t£ ~ ,)l'

(mod p/>(—(*—*•)//>-H/’ —*)*•)-+-*).

D’après la proposition 3 .3 , br.^~l)p =  djc (modp). Comme ~p (modpp+1), 
on en déduit que

(sp — i) a  =  — (d'P-i d /c )T :- ‘+ ‘'->-plp->)tl (m o d p - '+ '.+ ^ - i> 'i+ > ) .

D’après la proposition 3 . 1, (sp — x) o =  — idiarJ’ (modp'l-<+'). Comme, 
d’après la proposition 3 . 2, c =  — i/ia"* (modp), on en déduit que

(sp— i) a =  (di/c)Tt,'~i (modj>'*_ i 't' 1).
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Vmin - p l  +  p U ) )■

I1

i!

7K P (modpp',',),

p ip I )
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Finalement, on voit que —dd"‘ '¡c =  d\lc (m odp),ouque d t —  — dd"~' (modp), 

c’est-à-dire que
Q, ¡ ( . s " ) = ~ Q u ( s )

C. Q. F. D.

Cou o i.LAiar:. — Soit s un élément de S1 d'ordre p \  Posons

En cfïet, on sait (cf., pa r  exemple, infra, prop. 4 . 1) que it, <  e/p'‘(p — i) 
entraîne o (modp) (puisque ejp! est l’indice de ramification absolu 
du corps fixe de .v). Posons u — s1'. Comme i(«t) . =  «i ==!•■■ (m odp), on a 
i, ÿfi o (mod p) et u est. régulier. On est dans les conditions d ’application 
de la proposition ?>/i, avec i =  i, et, d ’après la proposition i„ — i„

[en particulier, î"„ ^  o (inodp)].

Comme ?’„ <  e jp '(p  — i) et comme p- — p +  1 <  P'(P ~  on a 
(p- — p -j— i ) ia <  c. De même, l’inégalité iu< c / p 2(p — i) entraîne 

i»(p (p ' — p  +  i)  — p) <  e, ce qui peu t  encore s’écrire

(/>■ — P t- O ¡»< <■ — (p -  i) (p* — /i - i -1) i»+  /</,.= c — (p — l) «

Finalement, ( / r  — p +  i) '■>< m in ie ,  e — (p — i) i -f- P*’»!-

Comme i'„ -f- (i — f'")/P — (f i — i«)lp u > =  ° (nicx-lp)! on retrouve 
que i, — (p~ — p +  i) io et on a

0,,(.ï") n - -  0î, ( s)('0?:(î ) V - ' .

D’après la proposition 3 . 3 , 0|;(s) =  0*(.v) =  f i  i, {*))'', ftt, finalement,

0<|( .V / ')= -  (0,;(.V)

liemarquc. — Par  une méthode analogue, on peut déduire de la propo
sition 3 . 3  une minoration non triviale de j’i . ( ' ) ,  lorsque t  est le com m u
ta teu r  de deux éléments s et / de S1 qui com m utent avec ». Ceci permet 
d ’obtenir une minoration non triviale de i,-J~.) lorsque t  est le com m uta 
teur  de deux éléments .v et / du groupe de Galois G d ’une extension finie 
galoisienne to ta lem ent ramifiée d ’un corps local K. P ar  exemple, lorsque 

e -j- oo, an t rouve  que, si i«(s) icJt), alors i('.[~)'[>̂  pi^(s) +  ic (t).

Supposons que i„ < elp '( i>  — i) et que Ui =  pi». Alors

O,, ( * " ) = - (MO )

'!>) - /.I. í/, /„•!- (/, — /.,)//>.r i

(O?; (s)) n— I

/ 'l

p +  1

entraîne L o

'> . ) n
lu

•r piy>.

Comme (i — ''■<)//> i c i +

f - /' 1

(*'•)
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4. Sur quelques extensions totalement ramifiées.

4 . 1. R a p p e l s  s u r  l e s  c o r p s  l o c a u x  a  c o r p s  r é s i d u e l  a l g é b r i q u e 

m e n t  c l o s . — Nous allons, dans ce paragraphe, utiliser les méthodes 
de [11], que nous citerons CRAC. Rappelons brièvement certains résultats.

Pour tout groupe profini II, muni de sa topologie naturelle, on note H' 

l'adhérence de son groupe des commutateurs et H le quotient 11/H'.

Soit

(8) i -> Gl —> Gk —* J —>■ i

une suite exacte de groupes profinis, dans laquelle on suppose J fini. 
Le groupe J opère de façon naturelle sur G,, de la manière suivante :

A

Soit s un élément de J et soit â un élément de GL. Soit s un relèvement 

de s dans GK et soit a un relèvement de A dans G,.. On vérifie immédia-
/ \  A 

tement que l’image sas' 1 de sas 1 dans Gr ne dépend pas du choix des

représentants s et a. On pose s(à) = s a s  
; L’injection canonique de G,, dans G* définit, par passage au quotient, 

un homomorphisme i de Gi. dans GK. Le transfert est une application 
de Gk dans GL que nous notons £; il est défini, par passage à la limite, à 
partir de la définition usuelle du transfert dans le cas des groupes finis.

Pour tout u dans G|., posons N(u) =  J J ' 7(w). On vérifie facilement

que t . i  =  N. '7eJ
Soit E un corps local à corps résiduel algébriquement clos. Soit pE 

l’idéal maximal de l’anneau des entiers de E et soit UK le groupe des 
unités de E. Posons Uk” =  UK et, pour tout entier n strictement positif, 
Uk1 — i +  p£. Pour simplifier l’écriture, on écrit, pour tout entier n 
positif, US au lieu de U|.''\ La famille des Ui‘ munit UE d’une filtration.

Pour tout groupe proalgébrique B et pour tout entier n positif, on 
désigne par ~,.(B) le groupe d’homotopie de B. Soit B« la compo
sante connexe de B. Alors r.„(B) =  B/B» (cf. [8], p. 35), "i(B) s’appelle 
le groupe fondamental de B iibid., déf. l ,p .  38) et, pour i ^  2, t., (B) =  i 
(ib id ., th. 2 , p. Cri). Si

i -> B'-> n -v h*. ► i

est une suite exacte de groupes proalgébriques, et si B' est connexe, on 
a rk#(B') = i  et, par conséquent, la suite exacte d’homotopie se réduit à

I —>- 7t, (Bi ) —►  7T, ( B ) —> 7T, ( B ) >- I.
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Pour loul. entier ;/ positif, U,'.' est un groupe proalgébrique.  Le 
groupe 'T-i Î L k) s’identifie à un sous-groupe de ~ ,( l  , ) el la famille des t., i U î-J 
muni t  - , ( L , ;) d ’une filtration. On voit que, pour tout /*, U k est connexe; 
par  conséquent,  r . l) s’identifie à -, (Ui »/“ , (Lj' !).

Soit E une clôture algébrique de E et soit GK le groupe de Galois de 
l’extension E/E. Le groupe G1; s’identifie, au groupe de Galois de l’extension 
abélienne maximale E„/, de E contenue dans E. Pour  toute extension 
galoisienne F de E, contenue dans E, notons grKh- groupe de Galois de 
l’extension E/E. Le groupe GK est encore la limite projective des 
groupes g, - pour  E parcourant l’ensemble des extensions finies abé- 
liennes de E.

Si E est une extension finie abélienne de E, la f iltration en numéro
ta tion supérieure,  définie au n° 1 . 4 , muni t  gKr; d ’une s truc ture de groupe, 
filtré. Si E' e s t  une extension finie abélienne de E contenant \ \  pour to u t  
entier /*, l’image canonique de gj‘. i: dans gK/i: est g[-K [cf. CL, prop. 14, 
p. 81). On peut donc munir  le groupe G,.: d ’une st ructure  de groupe filtré-

Dans ces conditions (cf. CRAC, th.  I, p. 129 et 109;, il existe un iso
morphisme naturel  0 de t-.,(Uk) sur G, qui est un isomorphisme de groupes 
filtrés.

Soit alors K un corps local à corps résiduel algébriquement clos et 
soit Iv une clôture algébrique de K. Soit L une extension finie galoisienne 

de K contenue dans K. Soit GK (resp. G,., J) le groupe de Galois de l’ex ten 
sion K /K  (resp. K/L, L/K).  On a la suite exacte

(S) 1 - ► Gj, * G k > J — v 1.

Le groupe LY est un J-module ;  par  t ranspor t  de s tructure,  on en déduit  
une st ructure  de J-module  sur ~i(LT,.) et l’application 0 définie ci-dessus 
est un J-isomorphisine.

De plus l’injection de UK dans UL définit une injection j  de ~ t (U K) 
dans ^ ] (U K) qui applique t-m(Uk) sur - i (LT,)J (cf. CRAC, prop. 4 , p. 120). 
De même, la norme de UL dans UK définit un homomorphisme N de ~ i(U L) 
dans M U k )  et les deux diagrammes suivants sont commutatifs (cf. CRAC, 
prop. 7, p. 122) :

77, ( I  k )  - - v  ( I  1.)

(9) "I *;
A / A 

(iK -------- > (-i|.

M U ) - - ~ - > î:.11:r)

(O') *1 "I

s’ ident i fio. à (L ' í i / r . fL r  )•

Ö
I------>G KL
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En particulier, ("iCUî))'' est contenu dans r-i

Si n =  e/(p — i), on sait (cf. CRAC, prop. 6, p. 113) que l’application y, 
qui applique UJ* dans U [!"’, définit par passage au quotient un épi
morphisme de U£ sur U[,|")/U Ï('1,+‘, que le noyau de cette application 
est un sous-groupe V de U£ contenant U£+l et que le quotient V/U£ + 1 
est cyclique d’ordre p. On a donc la suite exacte

4 . 2 .  R a p p e l s  s u r  l e s  /»-e x t e n s i o n s  a h é l i e n n e s  d e s  c o r p s  l o c a u x .

P r o p o s i t i o n  4 . 1 .  — Soit p  un nombre premier et soit L  un corps local 
à corps résiduel algébriquement clos de caractéristique p. Soit e l'indice de 
ramification absolu de L. Pour tout n € R ,  posons P(n) =  min { pn, n +  e |. 
Alors, pour tout entier n ^ o ,  (r., (U^))7* est contenu dans "i (U ï(,,)). De plus :

(ii) si n =t e¡(p — i), le quotient de " l(U [(",) par (tî, (Uü))p” , (U£(n|+')
est cyclique d ordre p.

Démonstration. — Il est clair que l’application y définie par y(a) =  ap 
est un endomorphisme de groupes proalgébriques et que l’endomorphisme 
de t., (UL) induit par y est l’élévation à la puissance p Umc.

Si n 7^ e[(p — i), on sait (cf. CRAC, prop. 6, p. 113) que y applique U£ 
dans U i1"1 et que la suite

1 -v u?+ ,-> Uî 4 - i

est exacte. Comme U£+1 est connexe, on en déduit la suite exacte

I

Comme rki (Ul1',,/U [ i")+i) s’identifie à (U [(',))/"1 (U£('‘,+'), on en déduit que

i r , (U îw) = (r.i

i - > U J' +1 -» V -> Z///Z o .

Comme U£+l est connexe, on voit que "o(V) peut s’identifier à Z/pZ. 
Comme U£ est connexe, la suite exacte

1 V H- UJ 4  UÏW/UÏW+,-> I 

donne naissance à la suite exacte d’homotopie

i - >  77, ( v )  r ,  ( u » )  2 ^  7t, z / p z  ° -
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(i) si n ^ e l ( p - i ) ,  rM( U n  = íMUZ))'MUE'"’ );

i r
L(«)/ lü ( /I) -4- 1-> i

• >r.t ;uz) r, (U ' ( J P  ('1)4-1 ) 1.

(Uf.)) ' 't:, i»
i.(«]

(I
('»I

( t p
I . /L' !»L )

—> ( U1-+-1 )

+I

p n)



Comme Kl (UII:iw)/U!:(#<Î M) s’identifie à - ,  (U iw)/~i(LÎ/"'  " ’), on eu dédui t  
que OmOJZ))7' est contenu dans T:1(UÎ‘(,r) et que le quotient  de (U^"') 
par  (-1 (Uî;)7*̂ ! (Ul*1#,î+1) est cyclique d ’ordre p. c. q. f . d .

P r o p o s i t i o n  /i . 2 . — iSo*/ p un nombre premier et soif L un corps local 
à corps résiduel de caractéristique p. Soit e Vindice de ramification absolu 
de L. Sait M une p-extension finie abélienne totalement ramifiée de L et 
soit G le groupe de Galois de Vextension muni de sa filtration supérieure 
(cf. n° l ./j). Pour tout entier n'>~o, posons P(/i'i mini p ,  n +  e ! et 
désignons par P(G") le sous-groupe de G formé des puissances p ,tVw" des 
éléments de G". Alors , pour tout entier n ^  o, le groupe P(G") est contenu 
dans GPt,l\  I)e plus ,

(i) si n ^ e ! ( p - \ ) ,  G,,,/,,- P ( G ' l) .G I‘ ":- , ;

(¡i) si n =  e/(p — i ), le groupe G1N"'/P(G"). G1*1" 1 est cyclique d'ordre p ou i .

Démonstration. — Supposons d ’abord le corps résiduel de L algébrique
ment clos. Soit 0, répimorphisme canonique de sur G. Compte 
tenu de ce que 0, est un épimorphisme de groupes filtrés, l’assertion résulte 
tr ivia lement de la proposition \ . \ .  lin particulier, dans le cas (¡i), 0, définit,  
par  passage au quotient,  un épimorphisme p dc~,(Uj* ")/(rM (Uî‘))/;t:, (U,1’ " 
sur Gp;/<,/P (G /,; . G |,‘/,,'r!. Ce dernier groupe est d ’ordre p ou i su ivant  
que p est injectif ou non.

Si le corps résiduel de L n’est pas algébriquement clos, considérons la 
complétion L d ’une clôture algébrique de L contenant M. On vérifie faci
lement (cf. CRAC, Rem. 2 , p. l'kj) q u ’il existe un sous-corps L' de L conte
nan t  L qui est complet pour le prolongement de la valuation de L à L', 
dont le corps résiduel est algébriquement clos, et qui est tel que eX:X. =  \ 
(ceci signifiant que, pour toute extension finie N de; L, contenue dans L/, 
on a cNI — i). Kn particulier, la valuation de \J  est discrète et I, et 1./ 
ont même indice de ramification absolu. Soit M' le composé de 1/  et M. 
On voit que l’extension M'/L' est galoisierme et que les groupes de Galois 
des extensions M/L et M'/L7 sont canoniquement isomorphes en tan t  que 
groupes filtrés. c. q .  f .  d .

C o r o ï . ï . a i r k .  —  Si l'extension M/L est abélienne de type (p, p, . . . ,  p) 
et si n >  o est un nombre supérieur de ramification de l'extension, on a

— ou bien o <  n <  epl(p — i ) et n o (modp);

— ou bien n =  epf ip — i).

De plus , si e1 =  ef(p — i) est entier, le groupe Gf*f est au plus d'ordre p.
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En effet, s’il existait un entier m, >  o et ^  e/(p — i ), tel que n — P(m) 
soit un nombre supérieur de ramification et si s était un élément de 
G"—  Gn+‘, il existerait, d’après fi), un élément t de G tel que ip== s (mod G',+l) 
et le groupe G/G/1+l ne serait pas de type (p, p, . . . ,  p). On doit donc avoir 
n ^  epl{p — 0  [car sinon on aurait n =  P (m) avec m =  n — ej(p — i)] 
et, si n <  ep/(p — i), n ^ o ( m o d p )  [car sinon on aurait n =  P(m) 
avec m =  n/p e/(p — 1 )]. En part iculier, si e' =  ej(p — i) est entier, 
on a G,' +l =  ! i J. Par hypothèse, P(G' ) =  P(G) =  1i i J et l’asser
tion (ii) montre que G,,_i'”)/P(G''') GIVH 1 =  G'" esl au plus d’ordre p.

P r o p o s i t i o n  4 . 3 .  —  Avec les hypothèses et les notations de la propo
sition 4 . 2 ,  supposons de plus Vextension M/L cyclique de degré p ', avec 
X >  o. Soient

« i  <  « î  <  • • • <  « X

les nombres supérieurs de ramification , >  o, de Vextension. Alors on a

(a) u t =  epl(p  — i) ou o <  u, < e p / ( p  — i) et u, p^o(m odp);

(b) pour j  =  1 , 2,  . .  ., À — i :

(i) si U j ^ e K p  — i), Uj+l =  Uj-\-e;

(ii) si U j<el(p  — i), 

ou bien uj+i =  pUj,

ou bien Uj+, =  ep/(p —  i),

ou bien pw7<  u/M < e p /(p  — i) et uy+i o (modp).

Démonstration. — Pour /  =  1, 2,  . . . , A ,  posons, comme au n° 1 . 3 ,  

Ty =  G'V et posons r ,+1 =  ) 1 j.

Désignons par M' le corps fixe de 1%. L’assertion (o) résulte du corol
laire précédent appliqué à l’extension M'/L.

Soit s un générateur de l'y. Alors s'‘ est un générateur de P(Fy) =  ryn 
et il résulte de la proposition 4 . 2  que uy+1>^P(uy). Si Uy,.| =  P(m), 
avec m entier ^ e j ( p  — 1), alors si t est un générateur de I'y-M» il résulte 
de la proposition précédente qu’il existe un élément s de G"‘ et un élé
ment ti de l'y+i tels que l =  s'‘t,. Posons t ' = t t \ x. On voit que t' est un 
générateur de Py,., et que sp= t ' .  Donc u y ^ m . Si on avait uy> m, on 
aurait UyH., =  P(m) < P ( u 7), ce qui contredirait u y + ,^  P(uy). On a donc :

( «/+
( si uj+\ — P(/m), avec rn entier ^  c/ (p  — i), alors Uj— m.

u p ("/)
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Si Uj' e f p — i), on a Uj, i "' :Plu,j — u ¡-¡- e. Si on avai t  7*, . , >  Uy+ 
on aurai t  Uj.,, P* m), avec /// --  u ¡ . , — e^>u¡, ce qui est impossible. 
Donc U/,., — Uj-\-c et l’assertion (i) du (b) est établie.

Si Uj'<ielí[) — i ), on doit avoir U: . ,  ̂ - P -u.) --  jnij. Si on avai t  
H;.*.,>  epl 'p  — i ), on aurait Uy. t =  P í m), avec ni — u7...., — c >  c/ 1 p — i ) >  i/y, 
ce qui est impossible. On a donc pu¡.-' '.u¡.i . ; ' e p l 'p  — ]). Si on avait  
piij<i uy, i < ep /(p  — i i avec u /vl =  o finod/^,  on aurai t  Uy i =  P(m), 
avec m — uy; i/p >  7/y, ce qui est impossible. Les seuls cas possibles sont 
bien ceux qui ont été énoncés dans l’assertion (ii) du (/;).

C .  Q .  F .  D .

Remarque, — On trouvera dans la thèse de E. Maus § fi) une démons
t ra tion de la proposition 4 .«> (énoncée sous une forme légèrement diffé
rente), ainsi que des réciproques, dans le cas ou le corps résiduel de K 
est fini ou quasi-fini).

4 . 3 .  E x t e n s i o n s  d i é d r a l e s  e t  q u a t e r n i o n i e n n e s  g é n é r a l i s é e s .  —  

Soit
i * A -> ( i  v J —v i

une suite exacte de groupes finis vérifiant les conditions suivantes :

(i) le groupe A est cyclique d ’ordre i '  (a é tan t  un entier "->•- 2) ;

iii) le groupe J  est cyclique d ’ordre 2;

(iii) l’action de l’élément s de J  différent de 1 sur A est donnée par

a  \ >  ( C  1 p o u r  t o u t  a  d a n s  A.

On vérifie immédiatement que l’on est dans l’un des deux cas suivants :

— ou bien G est le produit  semi-direct de J  par  le sous-groupe in v a 
r ian t  A et G est isomorphe au groupe diédral d ’ordre 2 ' tl ;

— ou bien G est isomorphe au groupe des quaternions généralisé 
d ’ordre 2/r' 1.

P r o p o s i t i o n  4 . 4 .  —  Soit K  un corps local dont le corps résiduel est de 
caractéristique 2. Avec les notations qui précèdent, soit M une extension 
galoisienne totalement ramifiée de K dont le groupe de Galois est G. Soit L 
le corps fixe de A et soit c Vindice de ramification absolu de L.

(a) Si  G est diédral, ou si À ; .^3 , les nombres supérieurs de ramification 
de Vextension AI/L sont des entiers impair

ey

(«) 5 /



(b) S i G est isomorphe au groupe des quaternions d'ordre 8, alors :

(i) ou bien les nombres supérieurs de ramification de l'extension M/L 
sont des entiers impairs;

(ii) ou bien le nombre de ramification de l'extension quadratique L/K  
est e et il existe un entier im pair i, vérifiant i <  e, tel que les nombres supé
rieurs de ramification de l'extension M/L sont i et 2 e;

(iii) ou bien le nombre de ramification de l'extension quadratique L/K  
est un entier■ im pair u, vérifiant u <  e, et les nombres supérieurs de rami
fication de l'extension M/L sont u et 2 u.

Démonstration (d’après J.-P. Serre). — 11 est clair que, de la même 
manière que pour la proposition 4 . 2, on peut se ramener au cas où le 
corps résiduel de K est algébriquement clos. Nous allons supposer qu’il 
en est ainsi et commencer par établir deux lemmes.

Lemme 1. — Pour tout entier n ^ o ,  soit î(Gk) l'image de G£ par le 

transfert de GR dans GL. On a Gl" =  <(Gk) Ĝ .' 1̂.

Démonstration. — Comme l’extension L/K est de degré 1 et totalement 
ramifiée, on a la suite exacte

ï-yU^-^U^LxVUj''"1 >1.
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Comme U£+t est connexe, on en déduit la suite exacte 

i r, (Ur* ) - ►  ». (U" ) -* «, (Ui"/U*"+1)

Comme iî,(U i"/U r') s’identifie à - , (UJ")/',(U^'), on voit que

s. (UJ-) = > (> : ,  (UJ[)) î :i‘(UL-+‘ )-

Comme O^.^U’")) =  G£n et 0(rM(UZ"*')) =  Ô£"+‘, on a

ô£"=  Oy(7rt (U£>) G*—».

L’assertion résulte alors de la commutativité du diagramme (9) qui 
montre que

0y(rl (Uj)) =  / 0 ( r 1(üî)) =  /(6 ï) .
C. Q. F. D .

L e m m e  2. — Soit u l'unique nombre de ramification de l'extension L/K. 
Pour tout entier n positif, posons

* ( » ) = {  "
YV ' ( u +  2 ( n - u )

sì n ̂  u, 
si n > //.

Alors, pour tout entier n différent de u , on a  G k =  i(G^w) G*+'.

I .



3 6 6  J.-M. FONIA!N t .

Démonstration. — Pour tout entier n = ^ u ,  la norme applique U,'" 
dans Uk et, p a r  passage au quotient ,  on en déduit  la suite exacte (cf. CRAC, 
prop. 5, p. i )oj

1 ■> l
.1 ✓ ' 
ï. i t " I ì 1 ► I .

Comme Ü I.
rt I

est connexe, on en déduit la suite exacte

i *■ 7! I L l ..... > ( l 1/
I. ) ► t:, ( \ n

K [ K ' I - I .

Comme **• i ( u K UK ') s’identifie à f L*hil ( L u
K

l \

/ ) on voit que

i l //
K) ( L V

i. I ) (l K
1

Comme 0( (IJ h:))
A

Gli et 0 ( i l n
K

l
)) GK on a

f; n
h ON l-i ( l L

’If .n n 01 /< 
’h

1

L ’assertion résulte alors de la commuta t iv i té  du diagramme (g') qui 
montre  que

0 \ I T. ( l l' >) f 0( rr,i [ i. /
A* I

M''!'
C .  Q .  F .  D .

Siu/e de la démonstration de la proposition /i. — Soit 3 l ’application

canonique de GL dans A. II est clair que 3 est un J-épimorphisme. Pour
/s

tou t  x  dans G,., on a donc

C-t (s(x)) s ( 3  (,r)) 3 ou encore j (N (./•)) 1 .

Ceci revient à dire que $ est trivial sur le groupe IS '& ) ti (Gj.

{Remarque. — Inversement, on voit que, l’extension L/K é tan t  donnée, 
* . a . . .  . / y s \  

to u t  épimorphisme de G, sur A qui est trivial sur N(G,J délinit une

extension galoisienne M de K dont  le groupe de (ialois est du type de G.|  

Soit y. F épimorphisme canonique de GK sur G. Il est clair que le d ia 
gramme suivant est commuta ti f

/N J  A

<;k —  g

( i o )

'■j
G,. - —  A

'I / I
-» V

On verilie immedialoment quo lo transfort do G dans A est trivial si 
et seulement si le groupe, (i est diedral. Par  consequent :

(a) si le groupe G est diédral, ri est trivial sur / ' A '

(b) si le groupe G est quaternionion, 'i est trivial sur ti A y (ô

n
K

/I
K

!

i

(• >

O
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Fin de la démonstration dans le cas diédral. — Lorsque G est diédral, la 

proposition 4 .4  revient à affirmer que, pour tout entier n, (3(Gl") =  ')•

Comme ¡ï est trivial sur <(ôK), il suffit de vérifier que G,!,‘ est contenu 

dans /(Gk)G l"'‘, ce qui résulte du lemme 1.

Avant d’achever la démonstration dans le cas quaternionicn, nous 
allons établir deux autres lemmes.

Lemme 3. ’— Si G est quaternionicn, pour tout entier n, différent de u, 
i  n n'est pas nombre supérieur de ramification de l'extension M/L.

Démonstration. — Le lemme revient à affirmer que, pour tout entier n, 

différent de u, ?(G|V‘) =  ?((*//'''). D’après le lemme 1, G,?." =  î(Gk)Gl'"'. 

D ’après le lemme 2, si n ^ u ,  G k=  ¿ (G i; '" )G Î'C o m m e ti — N, on en 
déduit que

G ; " =  S(Ôp”>)/{(%-•)  C ; "  * ' .

Comme <(Gk'’) est contenu dans G,î.",, (cf. lemme 1, appliqué à 'n  +  i), 

donc a fortiori dans Gî"  ̂ > on a G;" =  N(G,’m":)GÎ"+i. Comme [i est trivial 

sur N, on a '¿(Gi") =  ^G ,5"“ '). c. q . f . n.

Lemme 4. — Si G est quaternionicn et si i u  est nombre de ramification 
de l'extension M/L, alors les autres nombres supérieurs de ramification de 
l'extension sont <  2  u.

Démonstration. — Le lemme revient à affirmer que, si ¡3(ô£“) contient 

strictement ?(G£'‘"’), alors ¡i}(GI, "+l) =  { 1 1.

D ’aprcs le lemme 1, ?(Gl") =  ¡31(Gk) ¡3(G,s"+i). Si ^(G,5.") contient stricte

ment ¡i(Gf'"'), on voit que ^/(Gk) n’est pas contenu dans ?(G,,,"M). D’après 

le lemme 1, /(Gk+i) est contenu dans G,y" ' , donc dans Gf"". On en 

déduit que 'i((Gü'') est contenu dans '¿(G?."'1). Donc, ^/(Gk"') est stricte

ment contenu dans 3 t ( Gr). Soit A' l’image par le transfert de G dans A. 
11 est clair que A' est le sous-groupe de A d’ordre 2 . 11 j'ésulte de la commu
tativité du diagramme ( 1 0 ) que, pour tout entier n positif, on a ou bien 

¡3/ (Gk) =  A', ou bien ,3 f (Gk) =  i 1 j • Comme A' est d’ordre premier, on a 

donc nécessairement ' i t (Gk) =  A' et / ( Gk’ 1 ) =  J i J. D’après le leimnc 1, 011 a 

Gl" =  <(Gk)G,V" Comme ' i t ( GJ*) =  A', on en déduit que .̂ (G,5,") — A'^G /,"'1). 

Si Jj( Gl " ' ' ) ^ [ i } ,  011 aurait A'C [¿(Gl"4 ‘)e t ,  par conséquent, p(ùi") =  [i(Gf."’ '), 

contrairement à l ’hypothèse. Donc ¡3(G£"tI) =  j 1 j. c . q . f . d .

ß òrO ) 'i GÎ H -  I

I. )•
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Si on est dans le cas ii), c’est-à-dire si on a u, — u> ... » +  c.
Mais il résulte du corollaire à la proposition 4.2  appliqué à l’extension L/K  
que u ^ c .  Donc u-, , — 2U — e.<:e. Par  conséquent, u,_l =  e et u,. =  'ie. 
On est dans le cas (c 2 ).

Supposons u,. t > u. Comme dans ( c i )  on a u>..j =  u, on serait dans 
le cas (c 2). On aurai t  donc i i ~ e  et u>. , >  e. D’après la proposition 4 .3 , 
on aura i t  u , u, r e >  2 c =  2 u. Donc, dans les deux cas, on a

u <  U\.

sion .M/L. On a u, t — s M/,.(/>. _i) et l ' inégalité (î i) montre  que 
=  »)• On en déduit que i, ou que

i +  i >  Donc Afi i C A</ — A'.
On sait (cf. CL, prop. 10, p. 77) que, pour to u t  couple £, t ' d ’éléments

F in  de la démonstration dans le cas quaternionien. — Si 2 u n’est pas 
nombre supérieur de ramification, la proposition résulte du lenune 3 . 
Supposons que 2 u soit nombre supérieur de ramification de l’ex ten 
sion AI/L. Avec les notations de la proposition 'î.u, il résulte du lenune 4 
que ii\ =  2 u. Appliquons le ib) de la proposition \  .3 . Comme 2 u ^  o mod2), 
si 011 est dans le cas fii), c’est-à-dire si w, . . <  e% on a

(c 1) ou bien 2 u — u, — 2 10 , ; 

(c 2) ou bien 2 u — a, — 2 e.

U I e9

( " ) a' / . - i

Soit ¿(, (resp. îA) la fonction d ’ordre de la filtration de G (resp. A) et 
soit s le générateur du groupe de Galois J  de l ’extension quadrat ique L/K. 
Soit i =  m a x ( i {Jz))  et soit 7 un relèvement de s dans G tel que ¿«.(cr) =  i.

On a 5m/k(i’) =  u (>/. CL, prop. 14, p. 81). Comme ?m/k =  ?m/l°?i./k
(c/. CL, prop, lo ,  p. 81), on a 9 m./1. ?I.'KJi)) U. Comme I et

comme oM/L est une fonction croissante, on en déduit que ? Mj.U) u *
Soient î/.-i < les deux plus grands nombres de ramification de 1 exten-

o (0

de G, on a I ' t t ' r ' t '  ') Ut) + U t ' ) . Pour tou t c e G, on a donc

( r . ) * "î-

to u t  a G G, 1 a " 1 € A et la formule ‘ 121 montre que z a z ' a 1 G A/...4 C A . 

Donc z a z  1 a _l — 1 et G est abélien. 11 est immédiat que ceci entraîne X =  2.
Supposons que 2 u =  u 2 =  2 On a donc n. =  c et. d ’après (.11 \

Soit L' le c o rp s  (ixe de A \  Comme le nombre de ramilieat ion d ’uni' ex ten 
sion quadrat ique de K est [e (cf. cor. à la prop. 4 . 2 ), 011 voit que, si

Soit G le quotient  de G par  A'. Pour tout  t dans G, notons t son image

dans G. On sait (cf. CL, cor. à la prop. 3 , p. 71) que i-i. Ti jtjt) . Pour

Ht e.

?r./Kdi)

l i U i . - 1 Jiy i)

I.

( n ur; 1a- *) 't; (") i

tou t a €  G 7 (1' Ia- 1e A

1.

'.'l/l.

I t- 1 ¿A- 1 • Donc A? i i C A,

déduit que i i , - i, ou que
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on ava it  u l — e, l ’extension b iquadratique L '/K  au ra it  un seul nombre 
de ramification qui serait c, ce qui est impossible d ’après le corollaire à 
la proposition 4 . 2 . On a donc u, <  e et, d ’après ce même corollaire,
u, ^  o (mod 2). On est donc dans le cas (ii) du (b) de la proposition 4 . 4 .

Sinon, on a 2 u =  zt3 =  2'ui. On a donc u, =  u et u : = 2 u .  Comme 
Ui =  u, il résulte du lemme 3 que u est im pair et on est dans le cas (iii) 
du (b) de la proposition 4 . 4 .

C. Q. F. D.

C o r o l l a i r e .  — Soit u  le nombre de ramification de L /K . S i  G est diédral 
ou si G est quaternionien d'ordre au moins 16 , et si u  7^ e, les nombres supé
rieurs de ramification de l'extension M /K sont des entiers.

En effet, il résulte du corollaire à la proposition 4 . 2  que u ^â  o (mod2). 
Soient

« 1  < « ; < • • •  <  «).

les nombres supérieurs de ramification >  o de l’extension M/L. Posons 
Mu =  o et u>.+, =  -f- o c . Il est im m édiat que les nombres supérieurs de 
ramification >  o de l’extension M/K sont (cf. CL, prop. 15, p. 81), si
U — U U/.M ,

« I  < « * < • •  • <  UjsÇ  « / . < « - + -  (U j+1— u ) / 2 < . . . <  u  ( u \  — il.)/ a .

Comme u e t les u/ sont des entiers impairs, on voit que ces nombres sont 
tous entiers (en fait, on vérifie facilement que l’on a toujours u ^ u 2).

Remarques :

(a) Lorsque K est de caractéristique p, 011 a toujours U ÿ^e. On est 
donc dans les conditions d ’application du corollaire précédent.

(¿>) Lorsque la caractéristique de Iv est nulle, il n ’en est plus ainsi. 
Nous allons donner un exemple de chacun des cas possibles lorsque u =  e.

Prenons K =  Qu e t L =  Qa (\ 2). Alors l’extension L /K  est de degré 2, 
to ta lem en t ramifiée et son unique nombre de ramification est u =  2. 
L’indice de ramification absolu de L est e =  2 =  u. Soit 3 un épimor
phisme de L* sur le groupe Z /2 ' Z  tel que la restriction de ^ au groupe 
des unités UL soit surjective. L’application de réciprocité associe à ri 
une extension cyclique M de L de degré 2X, to ta lem en t ramifiée. Les nombres 
supérieurs de ramification de l’extension M/L sont les entiers n  tels que 

p ( u n  Ui!). On vérifie sans difficulté que l’extension M /K  est galoi- 
sienne de groupe de Galois G isomorphe au groupe diédral ou au groupe 

Ann. Éc. Norm., ( 4 ), IV. — F a s c .  3. 47
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des quaternions généralisé d ’ordre 2''11 si et seulement, si 3 •'X, ,K ■ I / ) )  =  o 
et q u ’alors G est isomorphe au groupe des quaternions généralisés si et 
seulement si 3 (

Le groupe K* (resp. L*i est le produit  direct du Z-module libre engendré 

par  2 (resp. N 2) et de l K 1resp. I ’, ). Le groupe \ u re ;p. L, ■ est le produit  
direct du groupe cyclique d ’ordre 2 engendré pa r  — 1 et du Z/t-module 

libre de rang 1 resp. 2) engendré pa r  .0 'vresp. 1 -\-\ » et 0). Il est immé
dia t que i\, K( l / j  est engendré topologiquement pa r  2, — 1 et :>;*>.

Désignons par  1 un générateur de Z/2 'Z.

— Définissons 3 par  — 3 (— 1) =  [j (5) — o, 3 (i -f- y 2) =  1. 
On vérifie que l’extension M de K ainsi définie, est une extension galoi- 
sienne, de groupe de Galois isomorphe au groupe diédral d ’ordre 2/"hl, 
et  que les nombres supérieurs de ramification de l’extension M/L sont 1, 
3 , . . ., 2 a +  1.

— Définissons 3 par  ^  2) — [!(■— 1 ) =: o, 3 (5) - - 2 '  3 ( i - | - \  2)-—!. 
O11 vérilie que l’extension AI de K ainsi définie est une extension galoi- 
sienne, de groupe de Galois isomorphe au groupe*, des quaternions géné
ralisés d ’ordre 2/ : | , et que les nombres supérieurs de ramification de 
l ’extension M/L sont

(i) si a  =  2 : 1 et f\ ;

(ii) si X > 2  : 1 , 3, . . . ,  2 A  +  I .

4 . 4 . E x t e n s i o n s  q u a t e k n i o n i e n n k s .

P r o p o s i t i o n  4 . 5 . — Soit K un corps local dont h  corps résiduel k  est de 
caractéristique 2 et soit M une extension guioisienne totalement ramifiée 
de K dont le groupe de Galoi s G est isomorphe au groupe des quater nions 
d'ordre 8. Alors :

(i) ou bien les nombres supérieurs de ramification de l'extension M/K 
sont des entiers;

(ii) ou bien il existe un entier impair u tel que les nombres supérieurs de 
ramification de l'extension L /K  sont u et ;>uf'±. On a alors G =  Gw et Gu+i 
est le centre de G. De plus , l'image par c, de G„/G„-1 est s t a b l e  par m ulti
plication ]>ar les racines c u b i q u e s  de l'unité [en d'autres termes, k  contient 
une racine cubique de Vunité z, différente de 1, et si c est un élément non 
nul de pi(G<#), on a s, (G„) =  j o, c, îc, z'2c <].

(L’applicat ion pl =  0„ a été définie au n° l.H.)

'i K*; O.

(n' '>~)
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lin en déduit que A =  U, et (c*/. LL, cor. a la prop. p. 71) que les 
nombres de ramification de l’extension b iquadratique M '/K sont les nombres 
de ramification de l’extension M/K qui sont <  i . Soit eK l ’indice de ram i
fication absolu de K. 11 résulte du corollaire à la proposition 4 . 2  que

(a) ou bien M '/K  a deux nombres de ramification distincts ¿»<1.. et 
on a

îîZ2î?k et i 1 ^ 0  (mod2);

(b) ou bien M '/K  a un seul nombre de ramification i t e t on a

f i< 2^k  et i\ÿ£o (inod2).

— Dans le cas («), l’extension M /K a trois nombres de ramification
distincts. Soit L le corps fixe de G/f. Si 011 pose A == G,t e t  

si on note J  le groupe de Galois de l’extension L/K, 011 est dans la s i tua 
tion du (b) de la proposition 4 . 4 , avec e =  2eh, le nombre de ramification 
de l ’extension L/K  é tan t  i Comme î , <  2 ( \  =  e, on 11’est pas dans le 
cas (ii). Comme et comme le plus pe t i t  nombre de ramification
de l’extension M/L est i ly on n ’est pas dans le cas (iii). On est donc dans 
le cas (i) e t les nombres supérieurs de ramification de l’extension M/L 
sont des entiers impairs î > = î 2<*v. Comme i x est impair, les nombres 
supérieurs de ramification de M/K qui sont i\, i\ +  (** — 1\)/2 et 

¿i +  ( w — ¿O/2, sont entiers.
— Dans le cas (6), l ’extension M/K a deux nombres de ramification 

i i < i '  distincts et ses nombres supérieurs de ramification sont u =  i x 
e t v ' = i x-\-{if — h )// |. Soit A un sous-groupe de G d ’indice 2 et soit L 
son corps fixe. On est dans la situation du {b) de la proposition 4 . 4 , avec 
e =  2tfK, le nombre de ramification de l’extension quadra t ique  L/K é tan t  
tandis que les nombres supérieurs de ramification de l’extension M/L 
sont u — ii et v — i x +  (¿ '— fi)/~* Si 011 est dans le cas (i), u e t  v sont 
des entiers impairs et, comme /, est impair, u = î i  et

r ' = / i - h  ( / '  — /,)/.'» =  i |  -H ( r  — f , ) / *

sont entiers. Le cas (ii) est impossible car i i ^ e .

Dans le cas (iii) enfin, 011 a v =  ' iu  et, par  conséquent,

V =  u 4- (r — u)/2 r= 3u/i.

Démonstration. — Soit A' le centre de G et soit M' le corps fixe de A'. 
Il est clair que A' est cyclique d ’ordre 2. On voit que, si a désigne l’unique 
générateur de A', i{,(A') est égal au plus grand nombre de ramification i
de l’extension. Si a*GG — A', 011 a i*i;(.v) <  car s~ =  a et i{-(s) <  /,;(.v’J).
On on déduit que A '= G ,  et (cf. CL, cor. à la prop. *>

p- 71) que les

l\ < ¿a < . •/ 
I

cas (ii). Comme h < ii

ly y
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est un système de générateurs du groupe G„/G.,-,, on a pi (*) 7^ Pi (0- 
11 existe donc une racine primitive cubique de l’unité î du corps résiduel 
telle que pâ (/) =  s p, (,ç) et 011 a

pi  ( ¿ 0  —  pi  (S) - r -  p, ( / )  ”  £2 { > i ( . 0 -
C .  Q .  F .  D .

C o r o l l a i r e . — Soit K  un corps local dont le corps résiduel est de carac
téristique :> et ne confient pas les racines cubiques de F unité. Soit M une 
extension galoisienne de K, totalement rami ficc, de groupe de Galois iso
morphe au groupe des quaternions d'ordre 8. .Alors les nombres supérieurs 
de ramification de l'extension sont des entiers.

C’est évident puisque si ce ne sont pas des entiers, 011 a

pi ( G „ ) --- ( Uj i-, c i j t*C Jj Ü \  0 C C y — U j

et la racine primitive cubique de l’unité e appar t ien t  donc au corps résiduel.

Remarque. — En revanche, si le corps résiduel contient les racines 
cubiques de l’uni té, les nombres supérieurs de ramification peuvent ne 
pas être entiers [cf. [10], § 4).

C H A P IT R E  II.

R e p k è s e n t a t i o n s  d ’A u t i n  k t  d k  S w a n .

5. Rappels sur la théorie des représentations (cf. DAG, § 2).

Dans tou t  ce paragraphe,  on désigne par  E un corps de caractéris 

tique o, pa r  E une clôture algébrique de E et  pa r  G 1111 groupe fini.

Une fonction centrale y de G à valeurs dans E est appelée un caractère 
de G (011 dit parfois un caractère propre) s’il existe une représentation a

Soit alors [s, t) un système de générateurs de G,,/G„,.i et soit s (resp. t) 

un relèvement de s resp. /;  dans G. Soit L, resp. 1..,} le corps fixe de s 
(resp. /). 11 est clair que Jes extensions M/L* et M/L, sont toutes  deux 
cycliques de degré to talement ramifiées, avec u et 1m  comme nombres 
supérieurs de ramification. L ’indice de ramification absolu de M est :\e 
et on a u < . ' \ e i  |. Comme =  il résulte du corollaire à la p ropo 
sition 3 . 4  que

0 -  ( 0 , . . ( . s ) ) - *“ '2*4' 1 - -  —  ( 0 „ ( O y ” - 2 - ’ .

On a donc (^.,{s)Ÿ — (^,(0 )* ou encore (pi (.v))* =  (pt (i))3. Comme U, t )

et on a u < / \ e !  |. domine S' i - > il résulte du corollaire à la p ropo 
s i t i o n  0 . 4  q u e
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de G par des matrices à coefficients dans Ê dont la trace est y. La repré
sentation a est alors définie par y à un isomorphisme près.

Si y est un caractère, on appelle noyau de y le noyau de la représen
tation définie par y et on dit que y est fidèle si cette représentation est 
fidèle. On dit que y est absolument irréductible si la représentation est 

irréductible sur E.
Un caractère y de G est dit rationnel sur E s’il existe une représen

tation de G par des matrices à coefficients dans E dont le cai'actère est y. 
Par abus de langage, on dit aussi que la représentation définie par y est 
rationnelle sur E.

Soit y un caractère absolument irréductible de G. Soit m le p. g. c. d. 
des entiers n strictement positifs tels que ny soit rationnel sur E(yJ 
[on note E(y) le corps engendré sur E par les valeurs de y]. Alors, my est 
rationnel sur E. L’entier m s’appelle Y indice de Schur de y  sur E et se 
note /%(/).

Soit o un caractère de G. Pour que 9 soit rationnel sur E, il faut et il 
suffit que les conditions suivantes soient réalisées :

(i) le caractère 9 est à valeurs dans E;

(ii) pour tout caractère absolument irréductible y  de G, mE(y) divise 
le produit scalaire (9, y).

On dit qu’une algèbre semi-simple est décomposée si c’est un produit 
d’algèbres de matrices sur des corps commutatifs.

L’algèbre E [G] est semi-simple. Elle est décomposée si et seulement 
si les indices de Schur sur E de tous les caractères absolument irréduc
tibles de G sont égaux à 1. Cela revient à dire que tout caractère de G à 
valeurs dans E est rationnel sur E.

Soit 9 un caractère de G à valeurs dans E et soit 9 = 2 «//.• sa 

décomposition canonique en somme de caractères absolument irréduc
tibles y,. Soit n un entier ^ 1 .  On voit que t i9 est rationnel sur E si et 
seulement si, pour tout i, mK(9) divise na,. Soit m le p. g. c. d. des entiers n 
tels que nz> est rationnel sur E. Alors, »19 est rationnel sur E. L’entier m 
s’appelle Yindice de Schur de 9 sur E et se note mt (9).

Si 9 est un caractère absolument irréductible de G à valeurs dans E, 
les deux définitions de l’indice de Schur de 9 sur E coïncident bien. 
On notera que l’on n’a défini l’indice de Schur sur E d’un caractère 9 qui 
n’est pas absolument irréductible que lorsque 9 est à valeurs dans E.

Soit o un caractère de G à valeurs dans E et soit F une extension finie t
de E. Si 9 est rationnel sur F, alors mK(9) divise le degré de l’exten
sion F/E.
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6. Définition et décomposition canonique 
des représentations d'Artin et de Swan.

Dans tou t  oc paragraphe et dans le suivant,  les hypothèses e! h's no ta 
tions sonl celles du paragraphe l.

0 . 1 .  1 ) î : m m t i o n .

a. Le cas d'une extension totalement ramifiée. — Supposons l’ex ten 
sion L/K totalement ramifiée. Considérons les fondions de G à valeurs 
dans Z définies par

!
"r.(*) =  -  (<c (-0 -í- 1 ) s» 1 > 

«r.Í ») (»'.;(•'•) -t- 0 ;

S 7? 1

On sait (cf. (IL, th. 1, p. 107) que a,; est un caractère. La représentation 
définie par  c/i;, à un isomorphisme près, s’appelle la représentation d 'Arlin  
de Vextension L/K. O11 en déduit facilement que swti est aussi un caractère.  
La représentation définie par  à un isomorphisme près, a été appelée 
par  Grothendieck la représentation de Swan de Vextension L /K  (cf. [9], 
n° 1 9 . 1). Soit uG le caractère de la représentation d ’augmentat ion de G 
(c’est-à-dire du quotient  de la représentation régulière par  la représen
ta t ion  unité). On voit que aK■ et  sont liés pa r  la relation

a (t=  ss\'(] - ^,t.

Remarquons que

™?(; ( i ) — ( c ) / e n —  *>./<’,) / ,  ( o A ' , ~  c t / e , ) i t ~ \ - .  . . -i- — e>./6*>.)/).

ou encore, d ’après la formule (3) du paragraphe 1,

(1 'l) .V'V(, ( i ) : _  c, lf) — t\.

h. Le cas général. — Revenons au cas général. Désignons par  f  le degré 
de l’extension résiduelle. Soit G„ (resp. L») le groupe (resp. le corps) 
d ’inertie de l’extension. On définit la représentation d 'Artin  (resp. de Swari) 

de l’extension L/K comme la représentation de G induite par  la repré
sentation d ’Artin «'resp. de Swan) de l’extension L/L,.,

i
.9sV(; f .V) Z= — (\) SI SZ¿- I,

.--V/

Í . 3 )

(■•T) ■W(,f l) V
Mmi

a /  t

(

V
¿Lj (««(•<) 0 î

-}-■

(t’)./''/--!

SW

ai . ~  s\v(ì

SW ¡;

On sait (cf. CL, th. 1, p. 107) que a{) est un cavaci ¿»re. La rcpvésentation 
définie par  c/i;, à un isomorphisme près, s’appelle la représentation d 'Arlin  
de rextension  L/K. O11 en déduit  facilement que swtì est. aussi un caractère.
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11 est clair que la restriction de ir, à G„ est tn>. Comme tous les G, sont 
invariants  dans G, on en déduit que, si a,. (resp. swc) désigne le carac
tère de la représentation d ’Artin (resp. de Swan) de l’extension L/K, on a

I O M s$ G0,
\ — si .veO„— ; •

" ,;(v)rr ^
( /  2 j si * =  »;

• €<;. <>>

( o si G„,

- / / « ( * )  si j e G „ -  j I J,

/  2 j  ' r j s )  =  ty) s — 1 .

6.2 . D é c o m p o s i t i o n  c a n o n i q u e .

P r o p o s i t i o n  6 .1 . — Soient, pour / =  — i , o, i, . . ., X, r, le caractère 

de Go défini par la représentation régulière de G „ /r^ ,  et r) le caractère 
de G ifuluit apr ry. Pour / =  o, i , • ••>/ ' ,  ¡»osons 9 y=  r , — ry , et 
?} =  rj — r)_,. yl/or.-j ;

(i) Ze.ç fonctions ?, (resp. <p’) .vont î/c.ç caractères de G„ (resp. G) deux à 
deux orthogonaux et z,'. est induit pur o, ;

(iii) pour tout j, UjOj et ( » , +  1)9, [ir.v/>. ï/y9* et (uy-- |-1 )9*-] sont des 
caractères de G» (resp. de G).

Démonstration :

(i) Pour tout caractère absolument irréductible y de G„, désignons 
par d , le degré de y. Soit X, l'ensemble des caractères absolument irré

ductibles de G,> dont le noyau contient T,vi. 11 est clair que rj =  ^  d , / .
7€X/

Comme X y_t est contenu dans X„ on en déduit que 9, =  ry—r,_, =  ^  d / /
• / e x , - « / - ,

' o si i $ G 0,

\  — / ( ' . : ( • « )  •+■ ' )  S» •*€<■'.„— I l !,
e,c. ( •' ) ~  |

[ /  ^  si * = ' ;
■>€<:.■ <•>

( O si £$(}„,

- / » ' « ( * )  si i € G . - | i | ,
C V •' ) j ^

/  2 j  **;(*) =  h)  *i s — i.
\  J € G . - < l )

6.2 . D é c o m p o s i t i o n  c a n o n i q u e .

P r o p o s i t i o n  6 .1 . — Soient, pour j  =  — i , o, i, . . ., X, r, le caractère 
de Go défini par la représentation régulière de G „ /r^ ,  et rf le caractère 
de G iruhiit apr ry. Pour / =  0 , 1 , •••>/ ' ,  jfosons 9 , =  r , — ry , et 
?} =  r) — r*.,. yl/or.-j ;

(i) Ze.ç fonctions o, (resp. <p’) .vont î/c.ç caractères de G„ (resp. G) deux à 
deux orthogonaux et z,'. est induit pur o, ;

(ii) on a

('•r') s»'r..= yá,ti?/y

( 1 6 ) «0> —

et

(i5') j.vc = 2 " / V / ;

( iG' ) //r, —  V  (</z 4-i )v"  :

/ (o "X —  h)

si s — i ;')(V)('

("/->- ') ?/•s

(i) p
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est un caractère. L’orthogonalité dos 9, résulte de ee que. les ensembles 
X ; — Xy_. 1 sont deux à deux disjoints. Il est clair que les valeurs de, z sont

11 est évident que 9 ’ est le caractère de G induit  pa r  9,. 11 résulte des 
valeurs de 9,- et de Pinvarianee de F, et Fy.-i dans G que la restriction 
à G„ de 9* est égale à f  9,. L’orthogonalité des 9* résulte alors immédia
tem en t  de l’orlhogonalitc des 9, et de la formule de réciprocité de 
Frobenius.

(ii) Soit L /. , le corps fixe de Fy.M et soit m*y (resp. le caractère de G0 
défini par  la représentation de Swan (resp. d ’Artin) de l’extension L y +. i / L 0. 

Comme m\, =  o, on a
/

— SW',.—^  (StVy — W/.., ).
1

P our  tou t  s € G ,  notons s son image canonique dans Gjl'j+i. Pour  to u t  s 
n ’ap p ar ten an t  pas à on a (cf. (X ,  cor. à la prop. 3 , p. 71) :

(cf. CL, cor. à la prop. 3 , p. 71 et prop. 14, p. 81) le plus grand nombre 
de ramification (resp. le plus grand nombre supérieur de ramification) 
de l’extension Ly._,/L0 est ij (resp. u,).

Comme Uj— Uj 4 -J- (£y — ¿y. 1 )/ey_f, on voit que :

— si s e F y  — Fy ,,

(•w / —  s'vj~t ) (s) —  —  ij —  (c/_i n¡.-\ // .,) “  —  Cj

— si s € F / , . ,,

(*™ 7...(•*) =  ( e j l t j — i / )  — (0  — / /  .,) ( r ; -

On a donc

( o si .v<£V/,

(17) - 67 » si v e f /

( i.;,- r; H se  !*/•

Avec les notations du paragraphe i ,  on a donc

— si >v€ Go — IV i ,  s<vj($) — — — si\\-Js) ;

— si s € l V i >  s « v ( s ) =  «>./!'/..(0 =  eJuJ — h* d ’après (i/j), puisque

On a donc

VI',., O) —

( i t V y —  S\Vj..t) (.«) ! 0 SÌ 5^ 1'/,

— Cj-yltj si 4-61'/- 

(C/ ~  si î € l ’; + 1.

7/

( <> H -v$V/?

' - e¡ i -v€ I /
( <é; ,t H se V/.

■ IV,.

{s).

r ¡+i »

¿..00 s w {ln (*);

y : ii i

• -»f//;

(<•/- <V-t) Uj.

1'/> 1 »
ei - \  ) l ' ¡" J

(v.)

S W

i:

( • ' • " ■ / - I  ).VW/ li/-I



On en déduit que sw>j— =  ujOj et que, par conséquent, swilit =  V, UjQj.
0>. >

Comme aCi =  sfvG, - f  ur„ et comme ur.o= 2 ? y >  on voit que aGi =  ̂  (uy -f- i)?y.
0 0 

Les formules donnant. a i; e t s<vr, s’en déduisent trivialement.

fiii) Comme les o, sont des caractères orthogonaux, le fait que a,;> 
et sw C" sont des caractères de G„ entraîne que uyÇy et ( u y + i ) ? y  sont 
des caractères de G„. Comme o* est induit pa r  Oy, UjZ>'/ [resp. (ïty +  i) s}] est 
induit par  u, z>j [resp. (h7 +  i) Oy] et est donc un caractère de G.

c. q .  f .  n .

C o r o l l a i r e . — Soit E un corps de caractéristique o. Alors :

(i) on a mE(or<) =  mK(s<vc);

(ii) Ventier m E(swc)  est le p. p. c. m. des mR(ujo)).

L ’assertion (i) résulte de ce que aTi e t swc diffèrent par le caractère uCt 
indu it p a r  u (;> qui est rationnel sur Q, donc a fortiori sur E. L ’assertion (ii) 
résulte de ce que les caractères »y?* sont orthogonaux et à valeurs dans Q, 
donc dans E.

Remarque. — Si l’extension L /L 0 est abélienne, les uy sont des entiers 
e t les expressions (i5 ')  e t (ifi') fournissent une in terpréta tion  des repré
sentations d ’A rtin  et de Swan qui sont aloi’s rationnelles sur n ’importe 
quel corps de caractéristique o.

7. Rationalité des représentations d’Artin et de Swan.

Dans ce paragraphe, les hypothèses et les notations sont les mêmes 
que dans les paragraphes 1 et 6. En particulier, Iv est un corps local à 
corps résiduel de caractéristique o, L est une extension finie galoi- 
sienne de K et on suppose l’extension résiduelle L/K séparable. Au groupe 
de Galois G de l’extension L/K, on associe la suite

(i') ODroDi’i D . . .  !’).+, =  : i !

de sous-groupes invariants de G.

On désigne par E un corps de caractéristique o. 
Ann. Éc. Norm., (4), IV. — F a s c . 3. 4 8
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L i : m m e  1. — Soient J  et y deu.r sous-groupes de G vérifiant L i C ^ C L

Posons f  =  ( J : .1 H I\,i et f — .1' : J ' H  I ; . Alors, avec des notations 
évidentes,

ii) la restriction de su*j à J '  e-s7 ( f j f y) .sw y :

(ii) le caractère de ,1 induit par swy est J  : /VZ/j)-. va

Démonstration. — Posons J„ J n r , , . Le groupe J n est le groupe d ’inertie
de l 'extension associée à J. Comme /j <.y) --  /,.■*! et. comme i%/s )  — o si 
.v€l\. -  I i, il résulte du n" (i.l que

/ o >i s $ \ \ .
s wh (s)  —  |  i \ , (s)  s i  s e \ \  - 

\ e \ u \  - /> si s — i .
! 11*

Comme s\vj est le caractère de J  induit  par  sw} et comme les VJy pour  
sont invariants  dans J, on en déduit, que

.ïtVj(.v) = i
I ./j ( <’> — //)

si .v<MV 

si s e  l ' i  —

? i V ~  I

! » !

et on a des formules analogues pour swy. L’assertion *i) est alors immé
diate. Si on désigne, pa r  sw]. le caractère de .1 induit  par  swy, l ’asser
tion (ii) résulte de ce que, comme les 1 y, pour  / ^ i ,  sont  invariants 
dans J,  on a, pour  tout s e 1 .vtvv (s) M : J " .VH’j.<S).

C .  Q .  F .  D .

7 .1 .  E t u d k  du cas  p — 2 . — Si /> =  2 , F,, est un groupe de type  R... 
On sait (cf. DAG, § 7, n° 4) que, pour tout caractère y de I\, à valeurs  
dans E, 2 /  est rationnel sur E. Par conséquent, ?ny'swy)  est égal à r 
ou 2 . Comme sw(- est induit par s \vyt, il en est de même de swt:. On a donc

\ 1 
/ *

>i e>t r a t i o n n e l  "iii* K.  

MllUn.

a. Réduction aux ^extensions.

P r o p o s i t i o n  / .  1. — Supposons j) —  2. Soit P  un 2 -sous-groupe de 
Sylow de G et soit N le c,)rj)s fixe de P.  Les assertions suivantes sont équi

valentes :

(i) la représentation de Swan de l'extension L /K  est rationnelle sur E ;

(ii) la représentation de Swan de Vextension L/N est rationnelle sur E.

. r ■ ï r l f , )

/ 1,

o

- M : (s) )

" 'k
>¡ .vw(i
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Démonstration . — Soit f  =  2 ' / ' ,  avec f ' impair, le degré de l’extension 
résiduelle et soit /* =  ( r o : T,). On a P n P o = l \  et, avec les notations 
du lemme 1, f v =  (P : Vt) =  2r, tandis que f i;=  f . Enfin (G : P) =  n f'.

Il résulte du lemme 1 que le caractère de G induit par  swv est 
(nf'X'2*If) sivG=  n Si swv est rationnel sur E, il en est donc de même 
de n swCt. Comme n est impair, sn»,. est aussi rationnel sur E et îi) implique (i).

Il résulte du lemme 1 que la restriction de à P est ( f l ' ï )  s\\\> =  f's<vv. 
Si SM\t est rationnel sur E, il en est donc de même de f 's w v. Comme f '  
est impair, swlt est aussi rationnel sur E et (i) implique (ii).

C. Q. F.  D.

C o r o l l a i r e . — S i p =  2, les représentations d 'A rtin  et de Swan de 
Vextension L /K  sont rationnelles sur toute extension de degré pair de Q 2.

En effet., on sait (cf. DAG, n° 4 . 2) que, si E est  une extension de degré 
pair  de Q> et si P est un 2-groupe, l ’algèbre E [ P ]  est décomposée.

b. Réduction aux extensions quaternioniennes. — Soit P un 2-groupe et 
soit y un caractère absolument irréductible de P. Soit n un entier ^  2. 
On dit que y est de type H„ s’il existe un sous-groupe II de P e t  un carac
tère absolument irréductible ; de II, à valeurs dans Q !/) ,  tels que les 
conditions suivantes soient réalisées :

!( i )  le caractère /  est indu il par £ ;

( i i )  le quotient de II par le noyau H'de \  est isomorphe au groupe des quaternions 

généralisés d’ordre 2 n*~l .

Au corps E, on peu t  associer un nombre r(E) a p p a r ten an t  à N u j o o ! ,  
supérieur ou égal à 2, qui a la propriété suivante (cf. DAG, prop. 4 . 2) :

Soit P un  2-groupe et soit 9 un caractère de P à valeurs dans E. Pour  
que o soit rationnel sur  E, il faut et il suffit que, pour tout entier n satis
faisant 2 ^ n < r ( E ) ,  et pour tout caractère absolument irréductible y 
de P de type H„, (9, y) soit pair.

Revenons à l’extension galoisienne L/K. Supposons que p =  2 et que 
l ’extension L/K  soit une 2-extension. Soit K' une extension de K contenue 
dans L et soit L' une extension de K' contenue dans L. Soit n un entier ^  2. 
On dit que l’extension L ' /K '  est une 11̂ -e.rtension associée à Vextension L /K  
si l ’extension K ' /K  est to ta lem ent ramifiée et si l’extension L ' /K '  est 
galoisienne, de groupe de Galois isomorphe au groupe des quaternions 
généralisés d ’ordre 2 ' " 1. On note G' le groupe de Galois de l’extension L ' /K ' .

( . 8 )

SW’g n swt

Il résulte du lemme 1 que la restriction de s I ,n
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P r o p o s i t i o n  7 . 2 .  — Supposotis p =  2 et supposons que Vextension L / K  

soit une 2-extension. Les assertions suivantes sont étjuivalentes :

(i) la représentation (VArtin de Vextension L /K est rationnelle sur E;

(ii) ])our tout entier n vérifiant 2-/ n -C. r» E';, pour toute Iî n-exten- 
sion L ' /K '  associée à L/K, et pour tout caractère / idèle de G', Ventier (a(% } ;) 
est pair.

Démonstration. — Soit K' un corps compris entre K (‘t L et soit H le 
groupe de Galois de l’extension L/K'.  Soit / '  le degré de Pextension rési
duelle associée à  K'/K.  U existe» un entier positif a  tel qui* l’on ait cf. GL, 
prop. fi s p. iriSi :

i *î> ) J le.'n ( <70) 7 /•„ -r J . (l\\.

Gomme r„ est rationnel sur Q, on en déduit  que, si alt est rationnel 
sur E, f '  .an l ’ e s t  aussi. Si l’extension K '/K est to ta lement ramifiée, a„ est 
donc rationnel sur E. Soit  II'  un sous-groupe invariant de II et soit L' 
le corps fixe de II'. Posons G' - -  I l / I l ' .  On sait (cf. GL, prop. .*>, p. 108) 
que, avec les notations de GL, on a at, a ' .  (Si est le caractère d ’une 
représentation linéaire de II dans un (»space vectoriel Y sur G, alors a'{ 
est le caractère de la représentation de G' définie par  CjG'j (£yc „ Y.)

Si au est rationnel sur E, ait. l ’est donc aussi. Soit n un entier vérifiant 
2.  / ¿ < v  Ej. Supposons que G' soit isomorphe, au groupe des q u a 
ternions d ’ordre 2""1. Si ; est un caractère (idèle de G', ; est un ca rac 
tère de type 1I„. Si alt. est rationnel sur E, (a,;., £) doit donc être pair  
et fi) implique (n).

Réciproquement,  comme a{t est à valeurs dans Q, donc dans E, pour  
que a{, soit rationnel sur E, il (faut et il) snflit que, pour  tout  caractère 
absolument  irréductible y de G de type II,,, avec 2 " n <  r i'E), y) soit 
pair. Soit y un tel caractère.  U existe un sous-groupe II de G et un carac
tère ; de II tels que les conditions i'i8) soient satisfaites.

D’après la formule de réciprocité de Erobenius, on a =  (Res,, (ai;), ;).
Soit K'  resp. L'i le corps fixe de II (resp. IL) et soit f ' le degré de l’ex ten 
sion résiduelle associée à l ’extension K '/K.  D ’après (19), 011 a

H e S i i  ( < 7 ( ; )  À  T \ { - j  f  . O xx .

Donc (a,;, y) =  aîV„, ;) +  f ' ;}. Gomme r„ est rationnel sur E,
2 divise (r„, ;) et la parité de ia,;, y ) est égale à celle de f'{(in, Si l ’ex ten 
sion K '/K n ’est pas to ta lement ramifiée, 2 divise f f et, par  conséquent,  
(ar., y ) est pair. Si l’extension K ' /K  est to ta lement ramifiée, l’extension L ' /K '  
est une H,,-extension associée à L/K. Comme a U/„. =  azn et comnje le

'"i l. - I '

/ ' • «I,.

i a V Hes„ >«):

(fl 7 soit

7.

«o )

t «

'r ' Si Texten-
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noyau de £ est II ',  il résulte de la formule de réciprocité de Frobenius 
que («h, £) = ( « 11/11., £). Si (a,,/,,., ;) est pair, (a,;, y) l ’est aussi et (ii) 
implique (i).

c. Q. F .  D .

c. Le .cas des extensions quaternioniennes.

Proposition 7.3. —  Supposons p =  2. n un entier ̂  2. Supposons 
le groupe de Galois G de Vextension L/K  isomorphe au groupe des quater- 
nions généralisé d'ordre 2/,+ i. Soit y un  caractère absolument irréductible et 
fidèle de G. Alors :

(i) si Vextension L/K  est non ramifiée, (aG, y) =  o;

(ii) l'extension L/K  es/ ramifiée, (aG, y) est pair si et seulement si le 
plus grand nombre supérieur de ramification de l'extension est un entier.

Démonstration . — Soit À un sous-groupe cyclique de G d ’indice 2 .
11 est invarian t dans G (son choix est d ’ailleurs unique, sauf dans le cas 
n =  2 ). Soit ; un caractère fidèle de degré 1 de A et soit y le caractère 
de G induit pa r  Il est clair que y est de type  II,,, que ses valeurs sont

( o si s$  A,

U ( * H - U ( * ) ) - '  si

et que to u t  caractère de G de ty p e  II,, est de ce type.

Soit to une racine prim itive 2 "-ième de l’unité. Le corps Q(w -f- w-1) 
est de degré 2 n_' sur Q et on en déduit que le caractère y a 2 " '2 conjugués 
distincts. Comme s<vG est à valeurs dans Q, si y/ est un caractère conjugué 
de y, on a (aw,., y') =  (-sw,;, y). Si o désigne le caractère de G qui est la 
somme de tous les conjugués distincts de y , on a donc (swG, 9 ) =  2 n~'(swG, y).

Soit c l ’unique élément de G d ’ordre 2 . On vérifie facilement que

1
0 si s $ j i , c } ,

- -  2"_ l  si S = C ,  

a'1 -1 si s =  i .

On a donc

(s t l ’c ,  cp) =  2 - t ' ,-‘- " ( 2 ' ‘- , S»Vü ( l )  — 2 " - , i r t ü ( c ) )  =  2- ! ( i 'V c ( l )  — i*VG(c-))

e t
(™G, x) =  2-»(stvu(i) —  w G(c)).

Si l’extension L /K  est non ramifiée, on a a G=  o. P a r  conséquent, 

(a o» /.) =  o et l ’assertion (i) est établie.

Soit n un entier ^  2. Supposons

( i i) SI

•/.(*)

de G induit par r Il est clair

A

o (í)
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Supposons l ’extension L/K ramifiée. Soit e son indice de ramification 
et soit f  le degré de. l’extension résiduelle. Soit i, (resp. u,) le plus grand 
nombre .resp. nombre supérieur; de ramification do l’exlension L/K. 
Comme c est l’unique élément do G (Tordre 2, on a i{,(c) — r,. La formule ( 1 /§) 
du n° f î . l  montre que

i 5\vi;( i )  — f ( c , u ,  — />.).

( S\Y(l(") = * . —  f i , .

Par conséquent, <'.vay, y) — 2 n\ f ( e , u ,.— i,.) — (— fi,)) — 2 " fe^u,.. Comme 
fc\ est le degré de l 'extension, on a («wy, */) =  2 u,. On voit que (s*vG, y ) 
est pair si et seulement si uK est un entier. L ’assertion (ii) résulte alors 
de ce que (ss\y, y) et («i;, y) ont  la même parité.

c. Q. F. D.

c/. application.

P r o p o s i t i o n  7 . 4 .  —  Supposons que ]) =  2 <>/  supposons que Je corps 
résiduel de K //r contienne pas les racines cubiques de ly unité. Alors , /es 
représentations dW rtin  et de Swan de l'extension L/K *0/7/ rationnelles sur Q ...

Démonstration. — Soit P un 2-sous-groupe de Sylow du groupe do 
Galois Cl de l’extension et soit N le coips fixe de P. Soit k  le corps résiduel 

de I\.  L ’extension A*(v'j)//c é tan t  de degré 2 et l’extension N /K  é tan t  
de degré impair,  le corps résiduel de N ne contient pas les racines cubiques 
de l ’unité. 11 résulte donc de la proposit ion 7. 1  q u ’il sulïit de démontrer  
la proposition 7. 4  lorsque l ’extension L/K est une 2-cxtension. Comme 
r (Q2) =  3 (cf. DAG, n° 4 . 2), il sulïit de montrer  (cf. propositions 7. 2  
et 7 .3 ) que le plus grand nombre de ramification u de toute 11,-exlen- 
sion L ' /K '  ramifiée associée à l 'extension L/K est un entier. Si l’ex ten 
sion 1/ / K '  n ’est pas to ta lement ramifiée, son groupe d ’inertie est un sous- 
groupe propre du groupe des quaternions usuels e t  est donc abélien. 
Par  c o n s é q u e n t ,  u, est entier. Si l’extension I / / K '  est to talement ramifiée, 
le corp^ résiduel de K', é tan t  le même que celui de K, ne contient pas 
les racines cubiques de l’unité. Donc, d ’après le corollaire à la p ropo 
sition ^.T), u, est un entier.

C. Q. F. D.

7 . 2 . 1 î i: i) u ci 1 o n a u x  r o n n k s  k x tk n s io n s .  — Supposons m ain te 
nan t  /> 2.

Soit / ‘ le degré de l’exlension résiduelle L/K. On a f = (  G : P,,). Pour 

to u t  nombre premier l choisissons un ¿-sous-groupe de Sylow G (l) 

de G/F,,. Soit G U) l ’image rce.iproquc de G( l) dans G. Soit K(/) le corps

d. U ne
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fixe" de G(l). L ’extension L/K(/) est une extension galoisienne dont 
l ’extension résiduelle est une /-extension. Pour / différent de />, l’ex ten 
sion résiduelle est donc de degré p rem ier .à  p et  l 'extension L / K */) est 
une bonne extension (cf. n° 1 . 3 ). Enfin, pour tout nombre premier / ne 

divisant pas /*, 011 a évidemment G ¡7} — | 1 j et, par  conséquent , G (7) =  P„ 
et K (/) =  L„. Désignons par  le caractère de la représentation de
Swan de l’extension L / K (7).

P r o p o s i t i o n  7 . 5 . — Supposons p 7^ 2. Alors , mK(.vw\;) est le p . g . c . d .  
de m E(swi\) et des mE (shv,) pour l divisant f  et différent de p.

Démonstration. — Pour  tou t  nombre premier l (y compris l =  p), soit m/ 
l’indice de Schur de swj, sur E et soit f ( l’indice de G (7) dans G. Soit m  
l ’indice de Schur de sw^ sur E.

11 résulte du lemme 1 que est induit par  Par  conséquent,
comme nitsw-t est rat ionnel sur E, est rationnel sur E et m  divise w/.
Donc m divise le p. g. c. d. des ni/, pour tout /.

D’après le lemme J, la restriction de ss\\t à G (7) est f ,s \s \f.. Comme m.si\ \ f 
est rationnel sur E, m . f t sw7, est rationnel sur E. Donc nu divise m . f t. 
Comme f f est premier à /, 011 en déduit  que la /-composante de mt divise 
la /-composante de m. Par  conséquent, le p. g. c. d. des //*/, pour tou t  /, 
divise m.

Finalement,  m est le p. g. c. d. des ////, pour tou t  /. Pour achever la 
démonstration de la proposition 7 . 5 , il suffit donc d ’établir le lemme 
suivant :

L e m m e  2.  — Pour tout nombre premier l ne divisant pas f  et pour l =  p ,  

on a m ^ s w ^ )  =  mK(swr,).

Démonstration. — Pour / 11e divisant pas /*, c’est évident car sw\t] — wvy..

Le groupe P„ é tan t  de type H,,, avec p 2, l’indice de Schur .sur E 
de to u t  caractère de Pn à valeurs dans E divise (T„ : P,) (cf. DAG, 
prop. 7.1  et  cor. à la prop. fi.Oj et est donc premier à p. Par  conséquent, 
mh (ss\'\ ') est premier à p. Comme la restriction à P,, de ssv est égale au 
produit  d ’une puissance de p par  011 en déduit que tnE(sw{ii ) =  mKUw['j.

c .  (,). F.  D.

7 . 3 .  R é d u c t i o n  a u x  C/;,- e x t e n s i o n s .

P r o p o s i t i o n  7 . 6 .  — Supposons p 2 . Supposons que Vextension L/K 
soit une bonne extension. Soit (Ly41/ Ky)y-1,2,...,v un système complet de 
Cp-extensions associées à Vextension L/K. Soit s ^  le caractère de la repré-

SW le caractère de la représentation de

»VW est induit par ó’iV . Par  conséquent,

produit  d une puissance de p par M['

K, mt S’vl est rationnel sur K et m divise tri/.
7'i»

t
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senlalion de Sivan de l'extension Ly+i/Ky. Alors m L(.s<vG) est le p. p. c. m. 
des mK(6’fv;).

Démonstration. — D ’après le corollaire à la proposition 6 . 1, m i:(s^\-) 
est le p. p. c. m. des (cf. prop.  *>.1 pour  la définition des Oy
et  des 9 ’). 11 suflit donc d ’établir le résultat suivant  :

L e m m i :  3 .  —  Pour tout /, on a myjswj) =  triy 'u j9 ! j •

Démonstration. — Le caractère est le caractère d ’une représen
tation de G/Ty.-! et le caractère .s*v̂y est le caractère d ’une représentation 
du sous-groupe A/--- i l . 1 ,/! y. t . ' Rappelons que le groupe 11 a été défini, 
lors de r in t roduction  de la notion de « bonne extension », au n° 
connue un sous-groupe de Cl tel que G s’identifie au produit  semi-direct 
de 11 par  r , . Nj Quitte à passer au quotient ,  on peut  donc supposer que 
F y , ,— : 1 1 Soit f  le degré de l’extension résiduelle associée à L/K. Si on 
pose H (1~  U ni ' . . ,  on a f  —- (G : 1Y) '11 : IL). 11 résulte de la for
mule (17) du n° 6 .2  et de l’invariance de J'y dans Ay que l’on a ien posant

: 1),  c j  , = ( ! ' „  : l ’y)J

Hg. 4.

Soit Ry le caractère do la représentation régulière de 11,1.1’/ et soit Ry 
le caractère de II,,.l'y défini p a r  la représentation régulière de II,,.l'y/1 y. 

Soit (l*y =  Ry— Ry et soit (I>) le caractère de A, induit par  <I»y. 11 est clair

|  O . i $ l ’y,

U j  Cf. • (  .v ) 1 - :  < - - l ' i l  j  C j . , M  .v €  l ’y —  | 1 ; ,

\ — <7 - >) si

r 1

r0=H0JV^
n  /

Aj=H.rj

<̂J“I

rJ

rJ+l -{ 1}

Ho

Jh

1G

est le p. p. c. m. des tn, (xijz) )

Démonstration. — Le caractère Uj

J .

e (I : 0 »

si S —  I .

Ho

-j I

t' i
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que est rationnel sur Q et, comme l'y est invariant dans Ay, on voit 
que ses valeurs sont [en posant n — (F„ : T,) =  (II„ : i )]

/ O si i$ F y ,

<I>* (.*) — ! — f n  si i e T y - i l ) ,

(/«(oAv-t—■) si 5r : : ’ ■

Appliquons la proposition G.l à l’extension Ly+i/Ky. Cette extension a 
un seul nombre de ramification >  o qui est iy et son unique nombre supé
rieur de ramification >  o est 9 i ./ + i / k ( (iy) =  ij/n. La formule ( i 5') montre 
donc que swJ =  (ij/n) <1>*.

Posons e'/_t =  e ^ f n  =  (F, : l'y). On voit que

swi  ~  ( i j /n ) «1»; — IIi<1>* — ( e)_ , «y — ij /n ) <J>}.

Comme — ij/n est entier (cf. prop. 1 . 3) et comme ‘D’ est rationnel
sur Q, on en déduit que niK(stvy’) =  niK(e/_l Uy‘l>‘). 11 suffit donc de montrer que

>>‘ e (<■')-, u / 4»*) ~  "»K( u j ?/)•

Comme la restriction de u,9* à A y est ej_l u7(Î>’, u /P ‘) divise mt (u/9ÿ).

Comme (G : Ay) =  et comme l'y est invariant dans G, le caractère 
de G induit par e}_,Uy4>” e s te^ U y ? “. Donc mE(éJ_l urf)) divise «y(I*/)-

Or (cf. prop. 6 . 1) UjOj est un caractère de F0 à valeurs dans E et T# 
• est un groupe de type R,,, avec p ^  '±. Il en résulte (cf. DAG, prop. 7 .1  

et cor. à la prop. 6 .6) que mK(uy9y) est premier à p.  Comme ityo* est 
induit par uy?y, il en est de même de mK(nyo‘). Comme e/_t est une 
puissance de p,  on a donc me(e'J_,UjO'j) =  mK(uy9}) et mE(ujo'j) divise 
m A e ) .  it/<I>;.).

F in a le m e n t ,  mE(e/ _i uj il̂ / ) =  /wK(?f/0*.).

C. Q. F. D.

7.4. Lk c a s  d e s  e x t e n s i o n s  t o t a l e m e n t  r a m i f i é e s .

T h é o r è m e  1. — Supposons p ^  2 . Supposons Vextension L /K  totale- 

ment ramifiée. Soîi (Ay)y_-,, 2|. ,x un système complet de groupes de type Cp 
associés à G (c/*. n° 1.1). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) la représentation dW rtin  (ou de Swan) de Vextension L /K  est ration

nelle sur E:

(ii) Valgèbre E [G] est décomposée;

(iii) pour j  =  1, 2 , . . ., X, Valgèbre E [Aj\ est décomposée.

Ann. Éc. Xonn.\ (4), IV. — Fasc. 3. 19

<1>i

Comme e Uj — ijln

mE( >
' - 1 Uj*;•) divise mE(uj<?}).

de G induit par
i

e e - i tty*;).
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Démonstration. L’équivalence des assertions i i1 et iii) a été démontrée 
dans DAG ■ § 7, théorème 5 } ci il esl. clair que ii» entraîne i). 11 suffit 
donc de montrer  que ■ i; implique ii - ou iii) pour un choix particulier des A y.

Commençons par  le cas particulier où l’extension L; K est une (^ -ex ten 
sion (cf. n° 1 ..‘ïi. Soient alors P le /¿-sous-croupe de Sylow de G et i l’unique 
nombre de ramification o de l’extension. 11 est clair que les valeurs 
de .vuy sont

/ o >i s $] \

.vvv,t i . v - J - / si I* ; i

(  i (  (J —  1 ) s i  V - -  I .

en désignant pa r  7 l’ordre de P. Posons m'G)  •- m et d ( G) =  d (cf. n° 1 . 1). 
Soit G,; la fonction centrale sur G à valeurs dans Z définie par

/ o >i s $ \ \

0 , ,  (  .V ) : - - m  m *  s  6  1 *  • : ! ! ,

\ m {(/  i ) s i .v i .

On sait (cf. DAG, prop. 6 . 4) que G(; est un caractère de G, à valeurs dans Q, 
et que 0(; est rationnel sur E si et seulement si l’algèbre E [G] est décomposée.  
On voit que s u ^ - f i / m )  0f;. Comme i/ni est un entier premier à d 
(cf. prop. 1 . 2) et comme l’indice de Schur de 0i; divise d (cf. DAG, cor. 
à la prop. 0 . 6), on en déduit  que ss\>lt est rationnel sur E si et seulement 
si 0C l ’est, donc si et seulement si l’algèbre Ej G]  est décomposée.

Revenons au cas général. — Soit (Lyrl/Ky)y un système complet
de C7,-extensions associées à l’extension L/K et soit Ay le groupe de Galois 
de l’extension Ly.i/K,-. La famille des Ay est un système complet de groupes 
de type C/( associé à G. Soit s\vJ le caractère de la représentation de Swan 
de l ’extension Ly^,/K7. 11 résulte de la proposition 7 .6  que, si est
rationnel sur E, chaque est rationnel sur K. On vient de voir  que 
ceci entraîne que l’algèbre Ii j Ay] est décomposée. Donc (i) implique 'iii) 
pour ce choix particulier des A/.

C.  Q.  V .  I ) .

Etant, donné un corps M de caractéristique o et un groupe G de type R /;, 
on sait à quelles conditions l’algèbre E [G] est décomposée (cf. DAG, 
th. 4 et 5 ;. Le théorème 1 résoud donc complètement le problème de la 
rationalité des représentations d ’Arlin et de Swan dans le cas où p ^  '2 
et où l’extension est to ta lement ramifiée. Le résultat, suivant avait  été 
conjecturé par  Serre :

.va e s t



REPRÉSENTATIONS d ’a RTIN. 387

P r o p o s i t i o n  7 . 7 . — Soit k le corps résiduel de K  et soit k 0 la fermeture 
algébrique de T /t dans k . Soit \ \ ( k 0) le corps des vecteurs de Witt sur k 0. 
Soit L une extension finie galoisienne totalement ramifiée de K. Les repré
sentations d 'Artin  et de Swan de Vextension L / K  sont rationnelles sur \V(A„) .

Démonstration :

(a) Si p ^  2, on sait (cf. prop. 1 . 1) que k  contient les racines n,èmc* 
de l’unité [avec n =  ( r o : F,)]. 11 en est donc de même de A0 et de W('A\,). 
On en déduit que l’algèbre W(A\,) [G] est décomposée (cf. DAG, § 6, cor. 5 
au th. 4 et § 7, th. 5).

(b) Si p =  2 et si k contient les racines cubiques de l ’unité, k 0 et W(/c0) 

les contiennent aussi. Le corps \V(A0) est donc une extension de Q>(\/1). 

Les représentations d ’Artin et de Swan de L/K sont rationnelles sur Q2(v i) 
(cor. à la prop. 7 . 1), donc a fortiori sur W (kn).

(c) Si p --- 2 et si k  ne contient pas les racines cubiques de l ’unité, les 
représentations d ’Artin et de Swan de L /K  sont rationnelles sur Q> 
(prop. 7 . 4), donc a fortiori sur \V(A0) qui est une extension de Qj.

C. Q. F. D.

7 . 5 . R a t i o n a l i t é  s u r  l e  c o u p s  d e s  v e c t e u r s  d e  W i t t . — Nous nous 
proposons, pour terminer,  de donner un résulta t  analogue à celui de la 
proposition 7. 7  qui soit valable dans le cas général.

T h é o r è m e  2.  — Soit K '  un corps local de caractéristique o  qui a le même 
corps résiduel que K. Alors les représentations d 'Artin  et de Swan de l'exten
sion L /K  sont rationnelles sur Iv'.

A vant de démontrer  ce théorème, remarquons q u ’il admet le corollaire 
suivant :

C o r o l l a i r e . — Supposons le corps résiduel K  de K  parfait. Alors les 
représentations d 'Artin  et de Swan de Vextension L /K  sont rationnelles sur 

le corps des vecteurs de Witt de K.

Démonstration du théorème 2 . — Remarquons que, lorsque p =  2, le 
théorème 2 se démontre de la môme manière que la proposition 7 . 7. 
Supposons donc p 2. Nous allons décomposer la démonstration du 

théorème en trois parties.

(a) Un lemme préliminaire .
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Soit S une section de G dans J et soit : le 2-eocycle de G à valeurs dans A 

correspondant à S. On sait prop. 2/A) que 0„ est un G-isomorphismc 

de A sur un sous-groupe du groupe multiplicatif de L', et qu’il existe une 

application A de G dans Ln telle que, pour tout couple ", g' d’éléments 

de G, on a 0 „ g M K K '*••
Il est clair qu’il suifil de démontrer le lemme lorsque £ est de degré i.

11 existe alors un entier / • . o tel que ; — O'o. Soit f  le degré de l’exten- 

sion L'/K'. Le corps L (, est un espace vectoriel de dimension f  sur K\ 

Nous allons faire opérer le groupe J sur L'0 de la manière suivante :

—  pour //G A, /¿.a =  £/7j) a ;

—  pour g € G, S,.a= X'fg(a);

—  pour .s € J, de la forme s —  hS#, avec /t€ À et g€ G, h S;., a =  h. (S,., a). 

D ’une part, Ŝ .(/i.«) -  SA..{Ç(/»)a) = /̂ g.(i(A)).g(«). Or

S g / l  —  SA. h  S „ 1 S „ r r  "( h  ) S„ c l  S , / * . a —  g  { h  ) .  ( S . , . 7. )  —  ç  ( ( h  )),i"(a ).

On en déduit que S...(//.a) —  S,./f.a puisque !j =  0'„ est, comme 0o, un 

G-isomorphisme.

D ’autre part, SA..(S. .a) -- S „ g'(a)) =  gg'(x). Or

Lkmmk 'i. - iVo// K 7 im corps local de caractéristujue o. »SV>/£ Lr u/?(? exten- 

siofi fifiie galoisienne modérément ramifiée de K\ .SVn/. J le groupe de Galois 

de Cextension et soit A son groupe d'inertie. Soit r ufi caractère de J induit 

par un caractère \ de A. Alors, r, rationnel sur K'.

Démonstration. — Soit Ln le corps fixe de A et soi L G le groupe de Galois 

de l’extension L'/K'. On a la suite exacte

I ■ ■ ► A ■ ►  J ' ( « - » ! .

S . S -  — î» . .S.. ,-  i‘t S., S..- . a  c.. . ( S....', a ) i .' ÿ '  ( 'X ).p t* ■' >t> h r' n r> ni- ' r* n ' - nif ' A'J • ■ '• '

On a donc S...(S. .a) —  Si.SA.-.x.

Comme, pour .?€ J et pour «€ K', on a s. [a t.) —  ai s. y.'', on a ainsi muni L'„ 

d’une structure de K 7 i Jj-module. Soit r/ le caractère de la représentation 

de J ainsi définie. Pour /<€ A et. g€G, est la trace de l’appli

cation y. -■> ;:7i) g(y). Or 011 vérifie que, pour tout /. dans L„, la trace 

de l’application » ¡-> Àg'x) est o si g 1 et Tr,;/K î'a) si g —  1. O 11 a donc

•'/ ¡
0  si " -£l 1 .

T‘-u/K. ( ; ( A ) ) = 2 ‘ (a'//.v ’)

ru€C

de G, on a (tA'i A' J

?('««•)
fanÖÖ Or(*).

/
fi 7. S,)

IAS , )
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et le caractère r / ,  qui est rationnel sur K', est égal au caractère r, de J 
induit  par

c.  Q. F. D.

(h) Le cas d'une C'p-extcnsion.

L k m m e  5 . — Le théorème 2 est vrai dans le cas où l'extension L /K  est 
une Cj-extcnsion.

Démonstration. — On a alors (cf. n° 1 . 3) 1\> =  ( i ! et le groupe de 
Galois de l ’extension est le produit  semi-direct d ’un groupe II isomorphe 
à G / r ,  par  le groupe P — l \ .

Faisons opérer G sur P de la manière suivante :

— le groupe P opère sur lui-même p a r  les translations : s : 7 \-> s?}

— le groupe II opère sur P par  les automorphismes intérieurs :

// : <7 \-> hcJr'.

G

On en déduit  une représentation de G sur l’espace vectoriel des fonc
tions sur P à valeurs dans Q. Soit 9 le caractère de cette représentation. 
Pour tou t  g dans G de la forme g =  hs, avec h €  II et  s S  P, 9 (g) est égal 
au nombre de solutions dans P de l’équation en ^hsn : f r l — 7 ou — s. 
Soit H ü = M n r « .  et  soit 11’. le noyau de la représentation canonique 
de H 0 dans P. O11 vérifie im médiatement que, pour tou t  h appar tenan t  
à H„ — I I , l ’application n .-> nh~x est un automorphisme de P. Soit q 
l’ordre de P. On voit  que les valeurs de la restriction de 9 à H», .P  sont

/ 1 puni s 6 11«.. V — H'o. P.
o pour ¿6 U'0 . V — 11',,

( q pour .v€li;(.

Go=r0

r, = P
ro

r,={i}
«Ó

H0

Fig. 5.

ÍT i

o U)

h - 1 S.
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Soit y le caractère du quotient de la représentation définie par  o par  
la représentation unité de G. On voit que y est un caractère rationnel 
sur Q et que les valeurs de la restriction de y à H „ .P  sont

/ o pou r .96 H . , . I* II,. . I*.

- - 1 pour s€ir„.i> n;,.
( q  - i p o u r  * 6  H',,.

Le groupe I',, — 11«. P est de type Posons ni ni{Vu) — (H'0 : i). S o i t - ,
/<•

un caractère fidèle de degré i de l'„/P et soit ç —'V - ' .
/ -  1

Montrons d ’abord que le caractère r4 de G/P induit par  £ est rationnel 
sur K \

Soit L ^resp. K) le corps résiduel de L (resp. I\). Soit L„ une extension 

galoisienne non ramifiée de K ' telle que le corps résiduel de L„ soit K-iso- 

morphe à L. Si on les identifie, le groupe de Galois de rex tension  L',/K' 
est canoniquement isomorphe à G/IV Soit £ l ’élément de II"! G/T,,, To/P) 
associé à la suite exacte

i >i \ , / r  * g / p

L ’image de t pa r  l’application 0„ s’annule dans HVLo/K) (cf. prop. 2 . 2 ). 

Donc 0«(z) s’annule dans H 2(L /K j  et aussi dans H 2(L'0/K ')  (cf. prop. 2 . 1). 
On peu t  donc construire, d ’aprcs la proposition 2 .3 , une extension modé
rément ramifiée L' de lv' contenant L'u qui est associée à la suite exacte

t - î y i »  — <;/!> v G / I V h

et dont le groupe d ’inertie s’identifie à r„ /P .  Donc, d ’après le lemme 4 , 
r( est rationnel sur K'.

11 est clair que la restriction de \ à r„ /P  —- 1I0.P /P  est le caractère 
de la représentation régulière de Iv„/P. Soit f  le degré de l’extension rési
duelle L/K. Comme I 0/P  et l’„/P sont invariants dans G/P, on voit que

(
o pour

? pom- .ver,, r , .
j O p o u r  .v 6 1  „ 1*.

\ /n f  j)Our s £ \ \

en no tan t  encore rt le caractère de G défini par  r(.

X (-0

c r)>

G '1',,

fi ( S )

s î r,.
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On a donc s*v(; =  (î/m)'^. Comme i jm  est un entier naturel fprop. 1 . 2), 
on voit que est aussi rationnel sur K'. c. q . f . d .

(c) F in  de la démonstration du théorème 2 . — Supposons d ’abord que 
l ’extension L / K  soit une bonne extension. Soit L y + i / K y  une C',-extension 
associée à  L / K .  11 est clair que le corps résiduel de K y  est le même que 
celui de K ,  donc que celui de K '  et, d ’après le lemme 5 , la représentation 
de Swan de l ’extension L y + i / K y  est rationnelle sur K \  Comme ceci est 
vrai pour to u t  /, il résulte de la proposition 7 . G que la représentation de 
Swan de l’extension L / K  est rationnelle sur K ' .

Enfin, si l’extension L/K  est quelconque, il existe une extension L 0 
de K' de degré f  dont le corps résiduel est le même que celui de L et 
est rationnel sur L'0. Donc, w K.(W f #) divise f.

Soit l un nombre premier divisant f  différent de p. Soit, comme au n° 7 .2 , 

G(Z) un Z-sous-groupe de Sylow de G/ro et soit G(Z) l’image réciproque 

de G(Z) dans G. Soit K (Z) le corps fixe de G(Z). L ’extension L/K(Z) est 
une bonne extension. 11 est clair q u ’il existe une extension M/ de K' de 
degré premier à Z qui a même corps résiduel que K i l ) .  D’après ce qui 
précède, «vîvv/ est rationnel sur M/ et m k.(sw\i>) est premier à Z.

On a vu que rnK.(swr ) est premier à />. Comme m K.'sw\\) divise f  et 
comme pour tout nombre premier Z divisant f  et dilîérent de />, 
est premier à Z, le p. g. c. d. de mh et de ces mh.{swj)  est égal à i.  
11 résulte alors de la proposition 7 .5  que est rationnel sur K'.

c .  Q. F. D.
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