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L'objet principal de cette thése est 1'étude des problémes de rati-
onalité des représentations d'Artin des extensions finies galoisien-

nes des corps locaux,
Elle comprend deux parties,

La premiére traite des problémeg de rationalité des représentations
des groupes finis, en général. Elle a paru aux Amnales Scientifiques
de 1'Ecole Normale Supérieure (4° série, t.4, 1971, p.121 & 180) sous

le titre " Sur la décomposition des algebres de groupes ".

La deuxiéme partie, qu'on va lire, constitue 1l'article principal
(elle a également été publiée aux Annales Scientifiques de 1'E.N.S.,
4° série, t.4, 1971, p.337 & 392). Elle comprend deux chapitres :

- le premier donne quelques propriétés de la ramification dans les
corps locaux,

- le deuxiéme est consacré a l'étude des représentations d'Artin.
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GROUPES DE RAMIFICATION
ET REPRESENTATIONS D’ARTIN

PAr Jeax-Marc FONTAINE.

INTRODUCTION.

Soit E un corps de caractéristique o et soit E une cléture algébrique
de E. Soit a une représentation d’un groupe fini G par des matrices a coefli-

cients dans E et soit o le caractére de cette représentation. On dit que «
est rationnelle sur E s’1] existe une représentation de G par des matrices
3 coeflicients dans E dont le caractére est o.

Soit K un corps local, c’est-a-dire un corps muni d’une valuation
discréte pour laquelle il est complet. Soit ‘L une extension finie galoi-
sienne de K telle que I’extension résiduelle soit séparable. Soit G le groupe
de Galois de I’extension. On sait définir la représentation d’Artin de
I’extension, que 'on note a;, et qui est une représentation de G. Le but
de cet article est de chercher a quelles conditions a; est rationnelle sur E.
On montrera, en particulier, les résultats suivants (c¢f. § 7, th. 1 et 2) :

Tatorime A. — Si Uextension LK est totalement ramifiée et si la carac-
téristique du corps résiduel est différente de 2, alors a; est rationnelle sur E
st et seulement si U'algébre E[G] est décomposée.

(On dit qu’une algébre semi-simple est décomposée si c’est un produit
fini d’algébres de matrices sur des corps commutatifs.)
Tutortme B. — St le corps résiduel k de K est parfait, la représentation

d’Artin de Uextension est rationnelle sur le corps des vecteurs de Witt de k.

(Ce résultat avait été conjecturé par Serre.)
Ann. Ee. Norm., (4), IV. — Fasc. 3. 43
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Nous utiliserons {réquemment certains des résultats que 'on trouve
dans le livre de Serre sur les corps lociux 7], até CL).

Le groupe d'inertie de 'extension L/K est un groupe de type R,, c’est-
a-dire le produit semi-direct d’un groupe cyclique d’ordre premier a p par
un p-sous-groupc invariant. Les algébres de groupes de type R, ont été
étudiées dans 21 {cité DAG), el nous nous y référerons souvent.

Le principe de la mnéthode suivie consiste & se ramiener au cas ou le
groupc de Galois de Pextension a une struciure tres simple (groupe
«de type C, ou €, », lorsque la caractéristique p du corps résiducl de K
est diflérente de 2, et groupe de quatcernions généralisé, lorsqu’clle est
égale a 2).

Cet article comprend deux chapitres.

Le premier chapitre, ou 1l n’est pas question de représentations, donne
tous les résultats sur les corps locaux que nous utiliserons. Le premier
paragraphe énonce un certain nombre de propriétés cssentielles sur les
groupes de ramification. Le deuxieme indique comment construire des
extensions modérement ramifiées; les résultats qu’il contient serviront a
Pétude du probléeme de la rationalité lorsque P'extension L/K n’est pas
totalement ramifiée. Le troisieme donne quelques propriélés de ce que
Ion appelle « les automorphismes sauvagement ramifiés » (cf. [6]); 'une
d’entre elles sera utilisée dans le paragraphe 4. Dans ce dernier, on étudie,
lorsque p =2, la ramification des extensions totalement ramifiées dont
le groupe de Galois est 1somorphe a un groupe de quaternions généralisé
ou & un groupe d.édral.

Le deuxiéme chapitre est consacré a I'étude des représentations d’Artin.
Le paragraphe 5 donne quelques rappels sur la théorie des représentations.
Dans le paragraphe 6, on définit la représentation d’Artin et on en donne
une décomposition canonique. Dans le paragraphe 7 enfin, on étudic le
problecme de la rationalité de cette représentation.

CIIAPITRE L

EXTENSIONS GALOISIENNES DES CORPS LOCAUX.

1. Groupes de ramification.

1.1. Groures pe 1vPE R, (¢f. DAG, n® 6.1 et 7.1). — Soit p un
nombre premier ct soit G un groupe fini. On dit que G est de type R, si
c’est le produit semi-direct d’un groupe cyclique d’ordre premier a p par
un p-sous-groupe invariant.
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Si G désigne un groupe de type R,, on note P son p-sous-groupe de
Sylow et H un sous-groupe cyclique de G, d’ordre premier a p, tel que
G = HP. On note n(G) = n 'ordre de H.

Si G est un groupe de type R,, on dit qu’il est de type C, si P est abélien
de type (p, p, - .., p) et si, -considéré comme F,[H]-module, il est isoty-
pique. On note alors H’ le noyau de la représentation canonique de H
dans P et G’ le produit direct H'X P (on voit que G’ est le centralisateur
de P dans G). On pose m(G) = (H': 1) et d(G) = (H: H’) [on a donc
n(G) = m(G) 4(G)).

’

G
&~

Soit G un groupe de type R,. Soit A un entier strictement positif et soit

(‘) G=T,>I>...oNha={1}

une suite de sous-groupes invariants de G vérifiant I';T;,,, pour
J=1,2, ..., A Ondit que (1) est une C,-suite associée a G si les conditions
sulvantes sont réalisées :

(1) le groupe T',/T'; est cyclique d’ordre premier & p;

(1) pour j =1, 2, ..., A, le groupe T';[T;., est un groupe abélien de
type (p, p, ..., p), contenu dans le centre de I',/T,,,, qui, considéré
comme F,[I',/T';]-module, est isotypique.

Dans ces conditions, on voit que I'y=P et que I',/T'; est canonique-
ment isomorphe & H. Par abus d’écriture, pour tout j non nul, nous
notons H I'image de H dans G/T'.,.

Il est clair que, pour tout j non nul, le groupe HT;[T,,, est de type C,.
On dit que la famille des HT;/T;,, est la famille des groupes de type C,
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correspondant a la suite (1) et que I/, est le j%™ terme de la famille.
On voit quil est défini (par le choix de H) a un isomorphisme pres.
Une famille de groupes de type C, correspondant a une suite associée
a G est appelée un systéme complet de groupes de type C, associés a G.

1.2. ExTENS1I0..8 DES corrs rocatx. — Soit X un corps local, c’est-
a-dire un corps mum d’une valuation discréte pour isquelle 1l est complet.
On appelle valuation normalisée de Kla valuation ¢ de K telle que o(K*) = Z.

Soit L-une extension finic de K. St ¢’ désigne la valuation normalisée
de L, on appelle indice de ramification de V'extension, et on note ey,
I'indice du groupe ¢’ (K*) dans Z.

On dit que P'extension L/K est :
— non ramifiée, si e =1 et si I'extension résidueclle est séparable;

— totalement ramifiée, si le corps résiduel de L est le méme que celul

de K.

On appelle corps d’tnertie de 'extension, et on note L, 'extension maxi-
male non ramifiée de K contenue dans L. Si extension L/K est galoisienne,
on appelle groupe d’inertic de 'extension L/K le groupe de Galois de
Pextension L/L,.

Dans toute la suite de cet article, saul mention explicite du contraire,
on désigne par K un corps local et par p la caractéristique de son corps
résiduel. On suppose p 3 o. On désigne par L. une extension finie galoi-
sienne de K et on suppose Uextension résiduelle séparable. L’extension L,/K
est non ramifiée et 'extension L/L, est alors totalement ramifiée. On désigne
par G le groupe de Galois de I’extension L/K et par G, son groupe d’inertie.

1.3. La C,-surte associize A v’exrension L/K. — Soit ¢’ la valua-
tion normalisée de L et soit = une uniformisante de L (c’est-a-dire, un
¢lément dont la valuation est égale a 1). On défimt I'application i de G
dans ZU |« par

—1 si s¢ G,
G(s)=S V((s—r1)m/m) si s€Gy— |1,
-+ sl s—1.

On sait (¢f. CL, lemme 1, p. Gg) que i; ne dépend pas du choix de 'uni-
formisante =.

Pour tout t€R, on note G; I'’enscimble des éléments s de G tels que
ic(s) > t. On vérifie immédiatement que G, est bien le groupe d’inertie
de T'extension. Les G; forment une suite décroissante de sous-groupes
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invariants de G et G; est réduit a I’élément neutre pour ¢ assez grand
(¢f. CL, prap. 1, p. 70). La famille des G; munit G d’une filtration dont
la fonction d’ordre est i;. Pour tout i €R, si i’ est le plus petit entier X ¢,
on a Gi=G;. Si i est entier, le groupe G; s’appelle le *™ groupe de
ramification de ’extension. Les sauts de la filtration (c’est-a-dire les entiers ¢
tels que Gi>~ Gi,,) s’appellent les nombres de ramification de I’extension.
Posons i,= o et désignons par i, i., ..., 1) les nombres de ramification
strictement positifs de I’extension, rangés par ordre croissant. On appelle
suite des nombres de ramification de I’extension la suite

Lh<<...<.

Remarque. — On désigne parfois (cf., par exemple, CL, chap. IV) par i,
la fonction définie ci-dessus augmentée d’une unité. Mais, de toute fagon,
c’est la fonction définie ici qu’'on prend comme fonction d’ordre de la
filtration de G.

Posons, pour j=o,1,...,A\,T;=G, et Iy, = {1}. On obtient une
suite
(1) G>oI,oI,>...oNMd N = {1}

de sous-groupes- invariants de G, vérifiant I';# T, pour j=1,2, ...,A

Prorosition 1.1, — Supposons e x 1. Alors le groupe Go=T, est
de type R, et la suite

- (1) FooI>... oD Dy = {1}

est une C,-suite associée & G,. De plus, si n désigne Uordre de T[T, le corps
résiduel de L, contient les racines n*™* de l'unité.

Démonstration (voir aussi [4]). — Il est clair que 'on peut supposer
P’extension totalement ramifiée. On a alors K = L, et G = G,. Le corps
résiduel k de K est aussi celui de L. Soit % une uniformisante de-L. On sait
(¢f. CL, prop. 6 et 7, p. 74) que :

(1) Papplication s+ s(w)/n définit par passage au quotient un iso-
morphisme 0, (indépendant du choix de =) de Go/G, sur un sous-groupe
du groupe multiplicatif k* de k;

(i) pour tout ¢ > o, 'application s > (s — 1) =/a"*"' définit par passage
au quotient un isomorphisme 0; (dépendant du choix de =) de Gi/G..,
sur un sous-groupe du groupe additif de k.

Comme I'y= G, et I',= G,, 0, est un isomorphisme de I,/T'; sur un
sous-groupe de k*. On en déduit que T'y/T', est cyclique d’ordre premier
a p et que si n désigne son ordre, k* contient les racines n“"* de I'unité,
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Pour j=1,2, ..., 2, on a I=G, et I'y,=G,_ = G, Posons
g;j="0,. On voit que z; est un isomorphisme de U/, , sur un sous-
groupe du groupe adaitil de k. Par conséquent, I';/U;,, est un groupe
abélien de type p, p, ..., p}. Le groupe I'; est done un p-sous-groupe
invariant de I'y ¢t I'y est bien un groupe de type R. dont le p-groupe de
Sylow est T,.

Pour tout & dars T’y et pour tout = dans G;/G..,, on a (¢f. CL, prop. 9,
p. 77) 0ilh=ht) == b, (k)" 0:(%), ou encore

(2) izl =0 (h)ip;(7) pour ~e€l’;/T;...

Si h appartient a I';, on a 0,(h) = 1 et, par conséquent, p;(h=h™*)= 2;(=).
On en déduit que, pour j 1, /1, est contenu dans le centre de I', [T,
Il est alors clair que I'j/F; est un F,[I',/T]-module semi-simple. Si =
et =’ sont deux éléments différents de Pumté de I';/I',., il résulte de la
formule (2) que les F[I/Ij-modules simples qu’ils engendrent sont
isomorphes. Tous les sous-F,[I'y/T,]-modules simples non triviaux de /1,
sont donc 1somorphes.

C. Q. F. D.

La suite (1) [resp. (17)] est appelée la C,-suite (vesp. C,-suite) associée
a Uextension. |

Nous dirons que I'extension L/K est une bonne extension s’il existe un
sous-groupe H de G tel que G soit égal au produit semi-direct de H par I',.
On voit qu’alors H est canoniquement isomorphe au groupe G/I',. On pose
Ho= IINT,; on voit que I'y est égal au produit semi-direct de H, par I';.

G

On vérifie immédiatement que, si le degré de I'extension résiduelle est
premier a p, I'extension L/K est une bonne extension.

L’extension L/K est appelée une Cp-extension si clle est totalement
ramifiée et si elle a un et un seul nombre de ramification strictement
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positif. On voit que cela revient & dire que G =1, et que la Cp,-suite
associée a l'extension L/K est de la forme

G:I‘ODI‘,DP,:{I}.

En particulier, le groupe G cst alors de type C,.

L’extension L/K est appclée une C,-extension si c’est une bonne exten-
sion et si 'extension L/L, est une C,-extension. On voit que la deuxiéme
condition revient a dire que la C,-suite associée a I’extension L/K est

de la forme
GDI‘QDI‘]DI"Z{IE.A

Soit L/K une bonne extension. Pour j =1, 2, ..., A, désignons par L;,,
(resp. K;) le corps fixe du groupe T’ (resp. H.T;). L’extension L /K;
est galoisienne de groupe de Galois A;= H.T;/[T;,,. On vénfie (¢f. CL,
cor. a la prop. 3, p. 71 et prop. 2, p. 70) que I’extension L, /K; a un et
un seul nombre de ramification strictement positif et qu’il est égal a i;.
On en déduit que Lj,/K; est une C -extension. On vérifie immédiatement
que le groupe d’inertie de l’extension L;./K; est A= H,.T;/T;., et

‘iéeme

que Al est le j“™ groupe de type C, correspondant a la C,-suite (1).

\.

ny
H.Ij

H.Tj4

A\

Ho T4y

NV

X
O\
o

Fig. 3.

La famille des extensions Lj.,/K;, pour j =1, 2, ..., A, est appelée
un systéme complet de C-extensions associées a4 Uextension L[K et L;../K;
est appelée la j*™ extension de ce systéme. :
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Un tel systéme n’est pas, en général, unique puisque les K; dépendent
du choix de I, mais, si [ /K; et L /K désignent le j"™ terme de
deux systemes distinets, 1l est claiv que leurs groupes de Galois sont iso-
morphes en tant que groupes filtrés.

Une extension tolalement ramifiée est évidemment une bonne exten-
sion. Un systeme complet de () -extensions associées a4 Pextension LfLg
s’appelle un systeme complet de Cp-extensions associes @ LJK. On peut définiv
un tel systeme que extension soit bonne ou non.

1.4. NOMBKES SUPERIEURS DE RAMIFICATION. -— Pour ¢ négatif, posons
(Gy: G) = 1/{G:: (,). Considérons Papplication 3,4 de R dans lui-
méme définie par

r! )
fux(4) ::J dr[(Go: G,

0

La fonction %,k ezt une fonction continue, linéaire par morceaux et
croissante (cf. CL, prop. 12, p. 80). Notons ¥, Papplication réciproque.
Pour tout u€R, on pose G'= G, .. La famille des G* munit G d’une
filtration appelée la filtration supérieure de G. Pour j = o, 1, ..., 7., posons
u;= 9.4(i;). Le nombre rationnel w; s’appelle le ;" nombre supérieur
de ramification de Pextension et la suite

Oz U< Uy <. . . < Wy,

s’appelle la suite des nombres supéricurs de ramification de Uextension.
Les u,, pour j > o, sont les sauts > o de la filtration supéricure de G.
Pour j =0, 1, ..., 2, posons e;= (I'y: [';,,). Posons n ==e, et, pour

tout j, ; = e;/n. On voit que n est un entier premier a p et que e, = (F:1;,,)
est une puissance positive de p. 1l résulte immédiatement de la définition
que 'on a

Uy = 0;

wy==4,feg= 0, /n;

ui=1,fe, 4 (e— ) [eg+ oo (G- =y) [ej

= (/)= (=0 /e, === (G— 1) e ).

On en déduit que, pour j =1, 2, ..., 7,
(3) ejuj-—i;==(e;]ec-—cjfe )y 4= (;/vja—eife; V== (e;le;_y—-ejfe;) ;.

St Pextension L/IK est abélienne, les u; sont des entiers (théorcme de
Hasse-Arf, ¢f. CL, p. 84). En général, ce n’est plus le cas, mais il résulte
de la définition que les e;_,u; sont des entiers,
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Prorosition 1.2. — Soit L/K une C,-extension. Soit G son groupe de
Galois et soit t son unique nombre de ramification > o. Soit np” son degré,
avec (n, p) = 1, et soit m = m(G) Uentier défini dans 1.1. Alors :

(1) on a (i, n) = m;
(ii) le nombre (p"—1) i/n est entier.

Démonstration. — Soit H un sous-groupe de G isomorphe a TI'JT,.
Le groupe H est un groupe cyclique d’ordre n. Le p-groupe de Sylow
de G est I, et, pour tout t€l, — {1}, la formule (2) s’écrit

py(Ath=') =04 (h)p,(¢) pour tout A dans H.

Comme p, est un isomorphisme de I, sur un sous-groupe du groupe
additif du corps résiduel de K, on voit qu’un élément h de H est dans le
centralisateur de I', dans G si et seulement si 0)(h) =1.

Soit h, un générateur du groupe H. Il est clair que 0, (k) est une racine
primitive n"“"* de I'unité. Posons d'= n/(n,i) et d=d(G)= n/m.
On voit que, pour h€ H, 0;(h) =1 si et seulement si I est une puissance
de h?. On doit donc avoir d’= d et, par conséquent, (n, i) = m, ce qui
démontre ’assertion (1).

Si P, est un sous-F,[H]-module simple de I', et si p™ désigne le nombre
de ses éléments, on sait (¢f. DAG, n® 6.1.2) que d divise p™—1.
Le groupe I, est d’ordre p". Comme I, est produit direct de F,[H]-modules
simples isomorphes a P,, I'entier r, divise r. Par conséquent, d divise
p"—1. Comme m divise i, on voit que n = md divise (p"—1)1t, d’ol
I’assertion (i1). C. Q. F.D.

Revenons au cas d’une extension finie galoisienne quelconque.

ProrosiTioN 1.3. — Pour j =1, 2, ..., A, (ej_qu;— i,)[n est entier.

Démonstration. — Posons ¢q;=(T;:T;,). On a g;=ejle;_,= €}/e;_,.

On voit que _
(ej—yuy—ij)/n= (|/nA)>< l€j=1ts+ (ej—1/€}) (T —8,) 4. . .+ (€j—1/€j—2) ({j—1 — ij_s) — Ej_4]
= (1/n)<[(gj-1/€}) (q:—1) iy + (€1 /€%) (q2—1) ta+. . .+ (gj—1—1) {4

Soit (Ljs1/Kj)j=1s,..n un systéme complet de C,-extensions associées a
P'extension L/K. Pour tout entier g compris entre 1 et j —1, il résulte
de l’assertion (ii) de la proposition 1.2, appliquée a L,.,/K;, que
(gu—1) iy/n est un entier naturel. La proposition résulte alors de ce que
les ¢,_,/e, sont aussi des entiers naturels, C. Q. F. D.
Ann. Ee. Norm., (4), IV. — Fasc. 8. 44
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2. Extensions modérément ramifiées.

2.1. Le grover H"(L/K, »/) D’UNE EXTENSION NON RAMIFIEE. — Soit p
un nombre premier. Soit K un corps quelconque et soit L ure extension
finie galoisicnne de K. Soit G le groupe de Galois de Textension.
On note w/ (L} lo groupe des racines de P'unité, d’ordre premier a p,
‘contenues dans L. 1 est elair que v/ (L} est un sous-G-module du groupe
multiplicatif de L. Pour tout entier ¢ positil, on éerit IT7(L/K, v') au
liecu de H7(G, u'{L)j. On a un homomorphisme naturel de H7(L/K, u')
dans 17(LL/K).

Revenons au cas o K est un corps local dont le corps résiduel est de
caractéristique p. Supposons de plus Pextension L/ non ramifiée. Soit K
(resp. I.) le corps résiduel de K {resp. L). Le groupe de Galois G de Iexten-
sion LL/K s’identific au groupe de Galois de Pextension résiducelle L/K
et les G-modules /(1) et /(L) s’identifient. Les groupes 17(L/K, @)
et H/(L/K, ¢/) peuvent donc s’identifier.

Prorositiox 2.1. — Supposons Uextension L|K non ramifice. Alors un
élément de H'(L[K, u') s’annule duns H?(L.[K) st et seulement s’il s’annule

dans H¢(L/K).

Démonstration. — Si ¢ = o, P'assertion est triviale. Supposons ¢ >.1.
Soit U; le groupe des unités de L. et soit ¢ sa valuation normalisée. On a
la suite exacte de G-mnodules

1 . v
1 »Up-»>L'->Z ->o.

Le choix d’unc uniformisante = de K permet, comme Pextension est non
ramifiée, d1dentitiecr L* a U XZ (produit direct de G-modules) et cette
suite est décomposée. On peut done identifier 117{./K) au produit direct
H1(G, U x 117(G, 2Z).

Soit p I'idéal maximal de anneau des entiers de L et soit U =1+41p.
On sait (cf. CL,, lemme 2, p. 193) que, pour ¢ 1, H?{G, U]) = 0. Comme
on a la suite exacte de G-modules

..
1> Ul > Up—> L1,

on cn déduit que application canonique de H7(G, U,) sur H7(L/K) est
un isomorphisme.
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L’assertion résulte alors trivialement de ce que I'image de H7(L/K, p’)
dans H?(L/K) est contenue dans H7(G, U,).
C. Q. F.D.

Remarque. — Si le corps résiduel est fini ou quasi-fini, et si g1,
H¢(L/K) est trivial et tout élément de H?(L/K, v’) s’annule dans H7(L/K).

2.2. EXTENSIONS MODEREMENT RAMIFIEES (ETUDE DIRECTE). — On dit
qu’une extension finie d’un corps local est modérément ramifiée si I'indice
de ramification de I’extension est premier & p et si I'extension résiduelle
est séparable. Lorsque I’extension est galoisienne, cela revient a dire que
son groupe d’inertie est d’ordre premier a p.

Soit M une extension finie galoisienne du corps local K et soit J le groupe
de Galois de l’extension. Supposons l’extension résiduelle séparable.
Soit A un sous-groupe invariant de J et soit L le corps fixe de A. Supposons

I’extension M/L totalement et modérément ramifiée. Soit n I'ordre de A.

f¢mes

On sait (cf. n°1.3) que L, donc aussi L, contient le groupe ., des racines n
de I'unité et que 0, est un isomorphisme de A sur .

Prorosition 2.2. — Soit G le groupe de Galois de Uextension L/K. L’appli-
cation 9, est un G-isomorphisme de A sur ., et 'image par 0, de l'élément ¢
de H?(G, A) correspondant a la suite exacte

1>A>)->Go1

s’annule dans H?(L/K).

Démonstration. — Par transport de structure, il est clair que liso-
morphisme 0, est un G-isomorphisme. Il est immédiat que I'image cano-
nique de € dans H?*(J, A) est 0. Par conséquent, 'image canonique de 8,(c)
dans H?(M/K) est o. Comme l’application canonique de H?(L/K) dans
H?(M/K) est injective (c¢f. CL, prop. 6, p. 164), on en déduit que 0,(e)
s’annule dans H?(L/K).

C. Q. F.D.

2.3. CONSTRUCTION D’UNE EXTENSION MODEREMENT RAMIFIEE. — Soit K
un corps quelconque. Soit L une extension finie galoisienne de K. Soit G
le groupe de Galois de I'extension. Soit A un groupe fini abélien muni
d’une structure de G-module et soit J une extension de G par A définie
par une suite exacte
4) 1I>A>J->G>1.

Soit M une extension galoisienne de K contenant L. Soit J’ (resp. A’)
le groupe de Galois de I'extension M/K (resp. M/L). Nous disons que
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Pextension M/K est assoctée a la suile (4) s’il existe un isomorphisme 3
de A sur A’ et un isomorphisme  de J sur J' tels que le diagramme sui-
vant soit commulatif :

poo=r N e b — 5 G
' :
«!; |'l' L

v v v
1-—-» AI —_—r J/ —_— G

21

Revenons au cas o0 K est un corps local, dont le corps résiduel est de
caractéristique p.

Prorositiox 2.3. — Soit L. une extension finie galoisicnne non ramifiée
du corps local K. Soit G le groupe de Galois de Uextension L[K. Soit A un
groupe cyclique fint, d’ordre premier ¢ p, muni d'une stricture de G-module
et sout
€ e AT -G

une suile cxacle de groupes. Pour qi’il existe une extension galoisienne M
de K, contenant 1., associée a la suite (1), telle que I'extension ML soit tota-
lement et modérément ramifiée, il faut et il suffit qi’il existe un G-plonge-
ment 7 de A duns 1.* tel que Uimage pur 7 de Uélément de (G, A) corres-
pondant a la suite (§) soit o dans H*(L/K).

Dans ces conditions, on peut choisir M pour que U'homomorphisme 9,

attaché a Uextension coincide avec 7.

Démonstration. — Les condilions sont nécessaires d’aprés la propo-
sition 2.2. Montrons qu’elles sont suflisantes.

Soit n’ordre de A. L’existence de 7 entraine que L.* contient le groupe w,
des racines """ de Punité ct 7 est un G-isomorphisme de A sur u,.

Soit S une section de G dans J. Soit z le cocycle de G & valeurs dans A
correspondant & S. Si 7(z) s’annule dans H*(L/K}, il existe unc appl-
cation ~ de G dans L.* telle que, pour tout couple g, g’ d’éléments de G,
on ait y(z, . = glre)r. 0ot On a done g(rnin 2= y(i)=1 ct
Papplication de G dans 1.* définie par g - 7" est un cocyele. Comme le
groupe IT'(L./K) est réduit a Pélément neutre (« théoreme 90 » de Hilbert),
on en déduit qu’il existe un élément =, de L. tel que, pour tout g dans G,
on ait g(=,) = 7..7.. Pour tout a dans K, I'élément a7, a la méme
propriété. Comme extension L/K est non ramifiée, on peut choisir pour =,
une uniformisante de L.

Soit = un élément d’une cloture algébrique de L vérifiant =" = =,
et soit M = L(=). Comme =, est une uniformisante de L, M est une exten-
sion totalement ramifiée de L de degré n et = est une uniformisante de M.
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Pour tout g dans G, notons S, I’élément de J correspondant a la section S.
Tout élément de J s’écrit de maniére unique sous la forme AS,, avec h€ A
et g€G. On vérifie immédiatement qu’il existe un unique auto-
morphisme @, de M prolongeant g et appliquant = sur y,(h)A,=. On voit
tout de suite que ® est un isomorphisme de G sur un sous-groupe du groupe
des K- automorphlsmes de M. Comme P'ordre de G est égal au degre de
Pextension M/K, on voit que I’extension M/K est galoisienne. Il est immé-
diat qu’elle est associée a la suite (4) et que ’homomorphisme 8, attaché
4 Pextension coincide avec 7.
‘ C. Q. F. D.

3. Sur les automorphismes sauvagement ramifiés.

3.1. Deérinitions. PREMIERES PROPRIETES (cf. [6]). — Soit L un corps
local. Soit A 'anneau des entiers de L et soit p I'idéal maximal de ’anneau
des entiers de A. Soit k = A/p le corps résiduel de L et soit p la caracté-
ristique de k. On suppose p £ o. Soit C un systéme de représentants, conte-
nant o, de k dans L. On pose C* =C —{o}.

Soit ¢ la valuation normalisée de L. On dit qu’un automorphisme s
de L est sauvagement ramifi¢ (sous-entendu, relativement a C) si s agit
trivialement sur C et si, pour tout a dans L*, on a ¢((s — 1) a) > ¢(a).
Il est clair que I’ensemble S* des automorphismes sauvagement ramifiés

.de L forme un groupe.

Soit = une uniformisante de L. Pour tout s dans S"*— {1}, on pose
i(s) =¢((s —1)=) —1. Il est clair que i (s) est un entier > o qui ne
dépend pas du choix de =. On pose i, (1) =--c0.

Pour tout entier positif i, on note S} I’ensemble des ¢éléments s de S*
qui vérifient i (s) > {. L’ensemble S} est un sous-groupe invariant de S
et la famille des S; munit S" d’une filtration dont la fonction d’ordre
est i;. De plus, on a S'= S.

Pour tout s dans S;, on note 6;(s) 'ilmage canonique dans k de
(s — 1)=[=*!, L’élément 0;(s) dépend du choix de l'uniformisante =, et,
pour % ﬁxe,9 définit, par passage au quotient, un isomorphisme de S;/Si,,
sur un sous-groupe du groupe additif de k.

Pour tout enticr naturel j, désignons par O(j) le plus grand entier n
tel que p" divise j. Pour tout s dans S' P'entier i (s/) ne dépend que
de O(j) et, si on pose i.(s"") = i, pour r > 0, on a iy > i, sauf sis” = 1.
En particulier, tout élément d’ordre fini de S" est d’ordre une puissance

de p, et, st k est fini, le groupe S" est un pro-p-groupe (limite projective
des SY/S}).



350 J.-M. FONTAINE.
Tout ¢lément « de L s’éerit sous la forme a:—}_‘cj:f, avee c;€C.
-
Tout automorphisme s de S" est done complétement déterminé par la
donnée de P'élément b, de p défini par b,=(s —1)%/%.

Pour tout entier n premicr & p et pour tout ¢lément hde Ul = 1 4 p,
il existe un et un seul ¢lément 8 de U tel que b= b. On pose b' = b*".

Soit a un élément de L tel que via) == n =7 o (mod p;. Posons b = s{a)/a.
L’élément b appartient & UL 1 est clair qulil existe une uniformisante =/
de I, et un élément ¢ de C* tels gque @ == ¢z, On a done s{z"7)/z"=b
et, par cons¢quent, s{z’) == ='0"". Toul ¢lément s de S" est done entié-
rement détermimé par la donnée de sla)/a.

Soit G un sous-groupe fini de S" et soit K le corps fixe de G. L’exten-
sion L/K est galoisienne de groupe de Galois G. Comme les ¢léments de S*
laissent fixes les ¢léments de €, € est contenun dans K et K a le méme
corps résiduel & que L. L’extension L/K est done totalement ramifice.
Il est immédiat que, pour tout s dans G, t.(s) = 7, (s> et que la restric-
tion de 0; & G; nest autre que Papplication 0; définie au n® 1.3,

Réciproquement, si L est une p-extension finie galoisienne totalement
ramifice d’un corps local K ¢t st on prend pour systeme de représentants C
un systeme contenu dans K, on voit que le groupe de Galois de extension
s’identific & un sous-groupe de S".

Soit e I'indice de ramification absolu de L. Si la caractéristique de L
est ¢gale & p, on pose ¢ =+ 00. Si ¢ est finl, le groupe S* est fini. Comme
tout élément w d’ordre p vérifie ¢ (u) <Ze/(p — 1) (¢f.,, par cexemple,
infra, cor. a la prop. 4.2), on a S},== {1 |, pour tout cntier n strictement
supéricur a ef/(p — 1). St e =+ 00, il n’cn est plus de méme. On vérifie
immédiatement que, pour tout a dans 1., vérfiant ¢{a) = o (modp), et
pour tout b dans U/, il existe un et un seul ¢lément s de S" tel que

s(a)]a = b.

Prorosirion 3.1. — Soit { un entier >>1. Soit s un élément de S" et
soit ¢ le relévement de 9;(s) dans C. Soit n un entier quelconque et soit a un
élément de p-.

(1) On a

(s — 1) == ncas! (modyprrirt),
En particulier, on a ¢((s — 1) a) 2> n - {, avec égulité si et seulement si
() =zn, (s)y=1 et n#o (modp).
(1) Pour tout entier j > 0, on a

(s—1Yamn(n+id)...(n+(-- 1)) claxh A(modpnritety
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En particulier, on a ¢((s — 1)/a) > n + ji, avec égalité si et seulement si
p(a) =n, i, (s) =t etlesentiersn,n+1i, ..., n+ (j — 1) i sont premiers
a p.

Démonstration. — La deuxiéme assertion se déduit immédiatement de
la premiére par récurrence sur j.

On a s(z)==(1 4 c=‘) (modp***') et, par conséquent, pour tout I,

s(ﬂl) = 7r1(l —+ Icﬂ") (n]od ,1+l+l ).
+ e

Sia =Z av'yavec c,€C, on en déduit que (s — 1) @ = ncc, ™ (mod p™*++*)
l=n
ou encore que (s — 1) a= nca®’' (modp™**!). Onadoncv((s —1)a)>n+1,
avec égalité si et seulement si ¢v(a) = n et nc 3 o (modp). La deuxiéme
condition revient i dire que n est premier & p et que c€C*, ou encore
que i (s) = 1.
C. Q. F.D.

CoRroLLAIRE. — Si e =+ 00, pour tout s dans S', on a i(s?) > pi(s),
avec égalité si et seulement si i(s) = o (modp).

En effet, comme sP—1=(s —1)? (modp), on a (s» — 1)n= (s —1)PT.
Posons i(s) = 1. On a

I(sP) +1 =0 ((s—1)PT) et v((s— 1)PT) > 1+ pi,

avec égalité si et seulement si les entiers 1, 141, ..., 14+ (p—1)1
sont tous premiers & p, ce qui se produit si et seulement si p divise i.

Nous disons qu’un élément s de S" est régulier si i(s) est premier a p.

3.2. AuToMORPHISMES D’ORDRE p. — Soit u un élément d’ordre p
de S" et soit K le corps fixe de u. L’extension L/K est une extension
cyclique de degré p, totalement ramifiée. En particulier, on voit que
tout élément a de L peut se mettre sous la forme

a=b+ f, avec bekK et v(B)#Zo (modp).

Si e = + o0, il résulte du corollaire a la proposition 3.1 que u est régulier.
Si e est fini, on sait (cf., par exemple, infra, cor. a la prop. 4.2) que, si u
n’est pas régulier, alors i (u) =e/(p — 1).

ProrositTion 3.2. — Soit u un élément régulier, différent de 1, de S“.
Posons t = i, (u). Pour que u soit d’ordre p, il faut et il suffit qu’il existe un
élément a de L qui vérifie v(a) =—1 et (u—1)a =1 (modp? ")
S’tl en est ainst, 9;(u) est égal a U'image canonique de — 1[ia®’ dans k.
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Démonstration. — La condition est nécessaire : Soit K le corps fixe de u
et soit b un élément de L vérifiant ¢(b) = — (p — 1) i. D’apres la propo-

sition 3.1, on a ¢{{u — 1)’"'b) = 0. Comme
(0 — 1)Y=tz ... 4 P! (modp),

on a
Trpm () vz (-~ 1) o (modpr—ir-tY) ct ¢(Trix(0)) =o.

Posons b = b/Tr, «(b). On a

(b )y==-—-(p—1)1 et Trp g (V) ==1.

Posons a = (u — 1)’*b’. D’aprés la proposition 3.1, on a ¢(a) = — i.
Enfin, on a

(e — 1)z (u— )P4 == Tryg (0" (mod pe—ip-tiy,
done, (v — 1) az=1 (modpr~t).

La condition cst sutlisante car, st
(—1)a:=1 (modp -ty
on a, d’aprés la proposition 3.1, (w — 1)?a = o (mody?). Comme
u?’— 1= (u— 1)* (modp) on a
(r—1a=(uw-—1)a (mod p—i).
On a donc (u”— 1) a = o (modp*™) et, par conséquent, 1, (u?) e e/(p—1),

ce qui entraine u? = 1.
Enfin, soit ¢ l¢ relevement de 0:(u) dans C. Si a est un élément de 1.

tel que ¢(a) = — i, il résulte de la proposition 3.1 que (v —1) a = — ica =’
(modp). Si (u— 1)a=1 (modp™” ') on en déduit que 0;(u) est égal
a 'image canonique de — 1fia=’ dans k.
C. Q. F. D.
Remarque. — On pourrait aussi déduire ce résultat du fait bien connu

(cf. [3}) que L est le corps de rupture d’un polyndme d’Artin-Schreier a
coeflicients dans K.

3.3. Le erover S'F. — Dans toute la suite de ce paragraphe, on
désigne par v un ¢lément régulier d’ordre p de S', par K le corps fixe de u
et on pose { = 1, (1. On note ¢ la valuation normahisée de K.

Il est clair que l'ensemble S"* des éléments de S" qui commutent
avee u forme un sous-groupe de S*. Si s est un élément de S'%, on vérifie
immédiatement que sa restriction s & K est un élément du groupe S*
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des automorphismes de K qui laissent fixe chaque élément de C. L’apphi-
cation s > s est un homomorphisme de S'* dans S* dont le noyau est
le groupe cyclique engendré par u.

La norme de L 4 K de = est une uniformisante %; de K et i1l est immé-
diat que =x= ="(mod p**'). On note 9} P'application qui, & ¢ dans S,
fait correspondre I'image canonique dans k de (¢ — 1)7,/=]"".

Pour tout entier naturel j, posons

xP si <l
(5) Nj(z)={ r— (0 (u))r'x si j=i|,
— (0 (n))y'x si J> 1.

Enfin, rappelons que la fonction ¢, définie au n® 1.4 prend les valeurs

y=1" si j<£Li
axl)) = i+ (—=0/p sio 0L
Prorosition 3.3. — Soit a un élément de L vérifiant
v(a)=—1¢ et (u—1)a=1 (modpe—r—1,

Soit s un élément de S". Posons ' = i,(s). Pour que s et u commutent, il
faut (et, si e =+ 0, il suffit) qu’il existe un élément b de K tel que
(s — 1)a = b (modp?*"). S’il en est ainsi, les conditions suivantes sont
réalisées :

(1) On a i'=1i(modp), vx(b) =— (i —i')/p et Uimage canonique
de b= =" dans k est 0,(s)[0;(u).
- (1) On a
(6) % (5) > qux (¥)
et 05 )(5) = Ni(8:(s)). En particulier, si i 5%V, on a Uégalité dans (6);

et, st 1 = U, Uinégalité (6) est stricte si et seulement s’il existe un entier n
tel que 0;(s) = 0;(u").

Démonstration. — D’apreés la proposition 3.2, a existe. On a
us(a) —su(a)=(u—1)(s—1a—(s—1)(u—1)a.

I1 résulte de la proposition 3.1 que

(s—1)(u—1)a=o (mod pr—(p—0i0),

Ann. Ec. Norm:, (4), 1V. — Fasc. 3. 45
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St on pose (s — 1)« = b+ 3, avec bEK et ¢(3) 3 0 (modp), on a

(0--1)(s—1)u=(u--1)53 et c((u—1)(s—1ya)y=rv(3) - (.

D

Si s et u commutent, on a donc

C(By e (i T d'on v(5). e—pia-d
et la condition est nécessaive. Si e =4, on a (s — 1) (u— 1)a = o.
Si (s —1)aeK, on a (u—1)(s —1)a =0, done us(a) = su(a). Ceci
entraine que ws = su ct la condition est sullisante.
Supposons que s et « commutent. Soit beKtelque(s —1)a=1b
(mod p+4). On a

(s —1)a)y =i =< e pla- 1, puisque e — (p—1)i> o0,
On en déduit que ¢(b) =— i + ¢'. Comme Pextension L/K est totale-
ment ramifiée, on a donc (= (modp} et oy (b} =— (v —/)[p. Soit ¢

(resp. d) le relevement de 0;(w) [resp. 0:(s)] dans C. D’aprées la propo-
sition 3.1, on a

(s—1)yer:ze-didarf (modyp iy,
II' résulte de la proposition 3.2 que —1fiew’=: ¢ (modp). Comme

= =" (mod p*') et comme (s — 1)« = b (modp '), on en déduit
que b=d[cz; """ (mod p~*"), ou encore quc I'linage canonique
de b=y 7"" dans k est 0,(s)[0;(u).

Posons a” —a = a' 4+ « avec a’ €K et ¢(2) o (modp). On a

c((u--1)(a?—aw))=:e(2) 1.

Or u(a)=a+ 1 (modp~"» ') et, par conséquent,

() sl 41 (mod pe- -t

Donce (e — 1) (@? — a) = o (mod p ). On en déduit que ¢(2) 2> e — pi,
autrement dit, a’'=:a” — a (modp* ).

Posons s(a) =a 4+ b4+ 7% On a ¢(A)>>e-—pi+1i. Si on pose
s(a’) = a?4 b'+ 2/, on voit que 2" est de la forme 2/ = 2"+ pufa, b, 7.),
ou u.(x, y, =) est un polynome homogene de degré p a coellicients dans 2,
de degré p — 1 velativement a chaque variable. Conune (@) < ¢(b) < o(2),
on en déduit que

C(r(a, b, 1)) (p— 1) e(a) (b)) =--pi + (.
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Posons r = min{e — pi+ 1, pe—pi 4+ )} On a
v(M>ple—pi+i)>r,

et ' ' :

v(pp(a, b, 2))=e+v(p(a, b, 1)) >e—pi+Txr.

On a donc s(a?) = a”+ b7 (modp"). Or la congruence a’= a? — a (mod p*#)

implique
(s—1Nd=@G—1ar—(s—1)a (mod peri+ty,

Cette derniére congruence est vraie, a fortiori, modulo ", et on en
déduit que
(s—1)d=br—0b (modyp”).

Soit n un entier << i(s). Soit d’ le relévement de 6% (s) dans C. Comme

d=a*—a (mod pe—r),
on a yx(a’) = — i. D’apres la proposition 3.1, on a done
vk ((F—1)d)=ix(5)—7 et F—Nd=—iddr} (mod pi+n+1),

en désignant par p; I'idéal maximal de ’anneau des entiers de K. On a

—1fiati=c (modp), . d'=ar (modp—r) el  Tg=7n" (modpr+).

On en déduit que
(F—1d=—id (—1ficPrr)yz"r = (modprlr—ir1)
ou que

(7) (F—1)a'=d [crrri-n (mod prin—ii+1),

Si i <i, ox(bP—b)=—i+i On a pl—iti)<e—piti
puisque (p —1)i’' <eet p(—i+i') < p(e — pt 4 ') puisque (p* —p) i < pe.
On a donc ¢(b? — b) <ret

k@) —i=x(F—1)d)=vx(bP—b)=—i+ (.
Dot ix(s) =i = oux(2').
De plus, comme b=d/c="* (mod p~*"*'), on a

GF—1nd=drferari-n (mod pri#—ir+1y,

En appliquant la formule (7) pour n = i’i’ on voit que

d [fcr = =dr[cPgr=t)  (modpr#—il+t),
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ou encore que d'=d" (modp). On a donc 0f (s) == (9:(s))? = N¢ (0: (s)).
St ' >4, vl —b)=— (it —1i')/p. On a
—'i'+ <e-—pla- 0 ple— pi-+1'). cr e—pl+i=e—(p—1)i+('—i)>o.
On a donc ¢(b” — D) << r et
ix () — i =2 00 ((F = 1) &) = ex (b= b) = — (i — i) .
D’ou ix(s) =14 (' —i)[p = 2ux(i").

De plus, on a (s —1)a"=—dJc=""" (mod p"~*!) et, si on pose
n =¢.x(i'), la formule (7) montre que

—dfent=t:: d' [er mri=m (mod prin=i+1)
ou que — djc = d’[c” {(mod p) ou encore que d'= —c” 'd (mod p). On a

donc
0K () == — (9: ()P 104 (s) = Np (0p (5)).

St =1, 4(0" —b)> 0. On a r> o0 ct on en déduit i (5) 1 =3, 4 (¢').

De plus, on a b”— b= (d/c)’ —d[c (modp). En appliquant la for-
mule (7) pour n =1, on voit que (d/c)’ — dfc=d'[c” (nodp) ou encore
d'=dr — ¢ 'd (modp). On a donc

O} (3) == (0:(8))7— (0 (2e))P="0s(5) = Ny (0, ().
De plus, on voit que i4(s) =1, sauf si et seulement si 0,(s) = o, c’est-
d-dire s’il existe un entier n tel que 0;(s) = n0;(u) =0:(u").
C. Q. F. D.
Prorosition 3.4. — Soit s un élément de S" qui commute avec u. Posons
lo==11($), == i (s7) et Uy =1 (5).
Supposons les entiers i, iy et U, finis et premiers a p. Alors on a

L minip(p—1)iy+i, e, e—(p—1)i-pi,}.

Si p(p —1) 1,4 i, < minle, e —(p — 1) i + pio}, on a
U p(p—1) 0y -+l
avec Dégalité si et seulement st i,+ (1 —1,)/p = o (nodp). Dans ce cas,

on a
Ui‘(sl') =—0;(s) (0"3’ (f)\)/’—-l.
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Démonstration. — Soit a un élément de L tel que ¢(a) =—1i et
(v — 1) a= 1 (mod p=~»~"). D’aprés la proposition 3.3, il existe un
élément b de K et un élément 3 de L, vérifiant ¢(3) > e — pi + i, tels
que (s —1)a =b+ 3. :

Comme s — 1= (s — 1)? (mod p), on a
(P—1)a=(s—1)Pa  (modp-).
Or (s —1)Pa=(s—1)'b+4 (s — 1)7'3. D’aprés la proposition 3.1,
on a ¢((s —1)"'B)> e — pt 4 pi,. On a donc
(P—1)a=(G—1)r"'b  (modyminte=te=pixp)).
D’aprés la proposition 3.1, comme ¢4(b) =— (i —i,)/p, on a
(= 10rth) > — ((—d)/p+ (p —1) &y,
avec ’égalité si et seulement si — (i — i,)/p=1, (modp). On a donc
P((E—1)r o) > —i+h+pp—1)i,

avec I’égalité si et seulement si i, 4+ (i —i)/p = o (modp). Comme
v((s" —1)a) =—1 + i, on voit que

G min{p(p—1)iy+ i, e, e—(p—1)i+ pl)

et que, si p(p — 1)1, + io < min{e,e —(p — 1)1+ pis},ona

i:é[’([’ —1) U+ &

avec I’égalité si et seulement si i, + (i — i,)/p= o (modp).

Supposons que nous soyons dans ce dernier cas et désignons par ¢, d, d’
et d, les reléevements respectifs dans C de 0; ( u), 9,(s), O%(s) et 0,(sP).
D’aprés la proposition 3.1, on a

(P—1)a=F—1)rb=10,(20)) ... (p—1) idP b Vo= —dr1bnl—"

(mod pr(=l—ti/p+(p—111))+1),

D’apreés la proposition 3.3, b=~ ”=d/c (modp). Comme =x= =? (mod p?**),
on en déduit que

(sP—1)a=— (d'P'dfc)T—t+lk+plp—l (mod p—t+h+plp—1)is+1),
D’aprés la proposition 3.1, (s — 1) a= — id,ax" (modp"~*"). Comme,
d’aprés la proposition 3.2, ¢c=—1/ia®’ (modp), on en déduit que

(SP—I)GE'(d‘/C)nl,—l (mod ph—i+1),
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Finalement, on voit que —dd" ™' [e=d,[c (modp),ouque d, = —dd"" (modp),
c’est-a-dire que
0, (s7) == 0,,(s) (O} (5))7—".

C. Q. F. D.

CoroLLAIRE. — Soit s un élément de S* d’ordre p*. Posons

0.(8) == 1, (s7) =24, ot =1, - (6, — l'.,)//'.

Supposons que i, < e[p*(p —1) et que w, = pi.. Alors

0, (s7)y=— (0, (s))"—r+.

En cffet, on sait (¢f., par exemple, infra, prop. 4.1) que i, < e[p*(p — 1)
entraine 1,7 o (modp) (puisque e/p* est I'indice de ramification absolu
du corps fixe de s). Posons w =s". Comme 1(u) =1,=1, (modp), on a
L% o (modp) et w est régulier. On est dans les conditions &’ apphmmon
de la proposition 3.4, avee © =1, et, d’apres la proposition 3.5, 1, =1,
[en particulier, 7,34 o (modp)].

Comme t.<efp’(p —1) ¢t comme p*—p-1 <p’(p—1), on a
(p*—p+1)ila<e. De méme, P'inégalité i, <e/p’(p —1) entraine
L(p(p*—p -+ 1) —p) < e, ce qui peut encore s’écrire

(= pt )y h<<e—(p—=1) (PP p-i-1) =+ pla== ¢ —-(p — 1) { -+ pl,.

Finalement, (p* —]; + 1)in<<minfe, e —(p — 1)1 + pt.).

Comme 7,4 (1 —ia)/p = 1.+ (1, — 1.)/p = u,= o {mod p), on retrouve
que 1, =(p*—p -4 1), et on a

0, (s7) =2 — 0, (s) (05 (§))7 -1,

D’apres la proposition 3.3, 05(s) =0} (s) = (0, (s))", et, finalement,

0, (sr) == - (0; (s = rr 1,

h’cnmrquc — Par une méthode analogue, on peut déduire de la propo-
sition 3.3 une minoration non triviale de 7, (7), lorsque = est le commu-
tateur de deux ¢éments s et ¢ de 8" qui commutent avee w. Ceel permet
d’obtenir une minoration non triviale de 1./7) lorsque < est le commuta-
teur de deux éléments s et ¢ du groupe de Galois G d’une extension finie
galoisienne totalement ramifiée d’un corps local K. Par (‘\'emplo lorsque
¢ = - 00, on trouve que, si 1;(s) << i, (1), alors t1,(=) pig(s) + (1),
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4. Sur quelques extensions totalement ramifiées.

4.1. RAPPELS SUR LES CORPS LOCAUX A CORPS RESIDUEL ALGEBRIQUE-
MENT cLos. — Nous allons, dans ce paragraphe, utiliser les méthodes
de [11], que nous citerons CRAC. Rappelons briévement certains résultats.

Pour tout groupe profini I, muni de sa topologie naturelle, on note H’

'adhérence de son groupe des commutateurs ct FI le quotient H/H’.
Soit
8) 1>GL,>Gg->J -1

une suite exacte de groupes profinis, dans laquelle on suppose J fini.
Le groupe J opére de fagon naturelle sur G, de la maniére suivante :

Soit s un élément de J et soit d un élément de G.‘. Soit s un relévement
de s dans Gy et soit « un relévement de ¢ dans G,. On vérifie immédia-

tement que I'image sas™ de sas ' dans G, ne dépend pas du choix des

I3 el A /\__
représentants s et a. On pose s(a) =sas™".

» L’Injection canomque de G, dans Gy définit, par passage au quotient,
un homomorphisme i de G, dans G,. Le transfert est une appllcatlon
de G, dans G, que nous notons ¢; il est défini, par passage a la limite, a
partir de la définition usuelle du transfert dans le cas des groupes finis.

Pour tout u dans G,, posons N(u) =l—IG(u). On vérifie facilement
GEI

que t.1 = N.
Soit E un corps local a corps résiduel algébriquement clos. Soit pe
I’idéal maximal de ’anneau des entiers de E et soit Uy le groupe des

unités de E. Posons Uy' = U, et, pour tout entier n strictement positif,
Ui" =1 + pi. Pour simplifier ’écriture, on écrit, pour tout entier n
positif, Ui au lieu de Uy". La famille des U; munit Uy d’une filtration.

Pour tout groupe proalgebnque B et pour tout entier n positif, on
désigne par =,(B) le n" groupe d’homotopie de B. Soit B, la compo-
sante connexe de B. Alors =.(B) =B/B, (cf. [8], p. 35), = (B) s’appelle
le groupe fondamental de B (tbid., déf. 1, p. 38) et, pour i > 2, =;(B) =1

(thid., th. 2, p. G2). Si
1->B>B->B"-»)

est une suite exacte de groupes proalgébriques, et si B’ est connexe, on
a %,(B’) =1 et, par conséquent, la suite exacte d’homotopie se réduit a

1> 7, (B') >, (B) > m, (B") > 1.
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Pour tout entier n positif, Up est un groupe proalgébrique. Le
groupe =, (U}) identifie & un sous-groupe de =, (Upd et la famille des =, (UY)
munit =, (U,) ’une filtration. On voit que, pour toul n, U} est connexe;
par conséquent, = (Ur/ULY) s'identifie & = (UF /=, (U7,

Soit k& une cloture algéhrique de B et soit G, le groupe de Galois de
Pextension I5/E. Le groupe G, s’identific au groupe de Galois de I’extension
abélienne maximale I, de I contenue dans L. Pour toute extension
galoisienne I' de [, contenue dans I5, notons grv le groupe de Galois de
Pextension F/E. Le groupe G, est cuncore la limite projective des
groupes gyy, pour IY parcourant Pensemble des extensions finies abé-
liennes de L.

Si I est une extension finie abélienne de I, la filtration en numéro-

/

tation supéricure, définte an n° 1.4, munit g, d’une structure de groupe
b SEL

filtré. Si I est une extension finie abélienne de Y contenant IF] pour tout
entier n, 'image canonique de gt dans g, est g, (¢f. CL, prop. 14,
p- 81). On peut donec mumr le groupe GR @’une structure de groupe filtré.

Dans ces conditions (¢f. CRAC, th. 1, p. 129 et 13¢;, il existe un iso-
morphisme naturel § de =, (U,) sur (A},, qui est un 1somorphisme de groupes
filtrés.

Soit alors KK un corps local a corps résiduel algébriquement clos et
soit K une cloture algébrique de K. Soit I. une extension finie galoisicnne
de K contenue dans K. Soit Gy (resp. G,, J) le groupe de Galois de 1’exten-
sion K/ (resp. K/L, L/K). On a la suite exacte

) 1->Gp -G » T,

Le groupe U, est un J-module; par transport de structure, on en déduit
une structure de J-module sur =,(U,) et Papplication 0 définie ci-dessus
est un J-isomorphisme.

De plus Iinjection de Uy dans U, définit une injection j de =, (Uy)
dans =, (U,) qu applique =, (U,) sur =, (U,) (¢f. CRAC, prop. 4, p. 120).
De méme, la norme de U, dans Uy définit un homomorphisme N de =, (Uy)
dans 7, (Uy) et les deux diagrammes suivants sont commutatifs (¢f. CRAC,
prop. 7, p. 122) : '

' = (UR) -5 =)

(9) ] 0»{
G ——- G,
N
' T (L) =5 m (Ug)
(9") 0 d
: A Y

Go—' s Gy
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4.2. RAPPELS SUR LES pP-EXTENSIONS ABELIENNES DES CORPS LOCAUX.

ProrositioN 4.1. — Soit p un nombre premier et soit L un corps local
a corps résiduel algébriquement clos de caractéristique p. Soit e Uindice de
ramification absolu de L.. Pour tout n€R, posons P(n) = min { pn, n + e}.
Alors, pour tout entier n>> o, (=, (Uy))? est contenu dans =, (UL"). De plus :

(i) si n £ e[(p — 1), 7 (UL™) = (=, (UD))P =, (UL"*);
(1) st n =e[(p —1), le quotient de =,(UL™) par (=,(Up))P=,(Uf™+")
est cyclique d’ordre p.

Démonstration. — 11 est clair que 'application y définie par y(2) = a?
est un endomorphisme de groupes proalgébriques et que I’endomorphisme
de =,(U,) induit par y est I’élévation & la puissance p'"™.

Si n # e/(p — 1), on sait (c¢f. CRAC, prop. 6, p. 113) que Y applique U
dans U™ et que la suite

1 o> Up*t Up 5 UPin/URim+1 5 g
est exacte. Comme U™’ est connexe, on en déduit la suite exacte
. = (Y) n)+
1> 7, (U2 > 7, (UB) 20 e (UP /TPty 5

Comme =, (Up"™[Uf"*") s’identifie a =, (UL")/=, (UL"*"), on en déduit que

7, (U ) = (=, (Up)r, (UE0+1).

En particulier, (=,(U}))” est contenu dans =, (UL™).

Si n = e/(p — 1), on sait (cf. CRAC, prop. 6,p. 113) que I'application Y,
qui applique Uj dans U™, définit par passage au quotient un épi-
morphisme de Up sur U[™[U["*', que le noyau de cette application

n+1 nt1

est un sous-groupe V de Ui contenant Uf*' et que le quotient V/Up
est cyclique d’ordre p. On a donc la suite exacte

1> Up'>V—>Z/pZ —o.
Comme Up*' est connexe, on voit que 7,(V) peut s’identifier & Z/pZ.
Comme U} est connexe, la suite exacte

15> Vi Up 5 UPn/CPi+1 5

donne naissance a la suite exacte d’homotopie

1> 7, (V) > 7, (Un) 28w (LR /U 0+1) > Z/pZ > o,

Ann. Ee. Norm., (4), 1V. — Fasc. 3. 46
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Comme =, (U/[US"*") s'identifie a =, (Ui™)/= (U™ ™), on en déduit
que (= (Up)” est contenu dans =,(U;™) et que le quotient de =,(Uf™)

par (=, (U{))P=, (UL"*!) est cychque d’ordre p. C. Q. F. D.
Provosirion 4.2, — Sott p un nombre premier el soit L. un corps local

@ corps résiduel de caractéristique p. Soit e Uindice de rumification absolu
de L. Soit M une p-extension [inie abélicnne totulement ramifiée de 1. et
soit G le groupe de Galois de Pextension muni de sa filtration supérieure
(¢f. n® L.4). Pour tout entier n >0, posons Pin):=min;pn, n + e, et
désignons par P(G") le sous-groupe de G formé des puissances p*™ des
éléments de G". Alors, pour lout entier n o, le groupe P(G") est contenu
dans G"". De plus,

(1) st nZellp—1), G""=P(G").G"""";
(i) st n=e/(p—1), le groupe G""'[P(G").G""* " est cyclique d’ardre p ou 1.

Démonstration. — Supposons d’abord le corps résiduel de L. algébrique-
ment clos. Soit 0, Pépimorphisme canonique de =, (U,) sur. G. Compte
tenu de ce que 0, est un épimorphisme de groupes filtrés, 'assertion résulte
trivialement de la proposition 4. 1. En particulier, dans le cas (i1), 0, définit,
par passage au quotient, un épimorphisme ¢ de =, (U} “)/{=, (U))r=, (Ly “")
sur G""[P(G").G""'. Ce dernier groupe est d’ordre p ou 1 suivant
que 2 est mjectif ou non.

St le corps résiduel de 1. n’est pas algébriquement clos, considérons la
complétion I, d’une cloture algéhrique de 1. contenant M. On vérific faci-
lement (ef. CRAC, Rem. 2, p. 13¢) qu’il existe un sous-corps L’ de I, conte-
nant L. qui est complet pour le prolongement de la valuation de 1. a L/,
dont le corps résiduel est algébriquement clos, et qui est tel que e =1
(cect signifiant que, pour toute extension finie N de 1., contenue dans L/,
on a ey, =1). En particulier, la valuation de L/ est diserete et L et L
ont méme indice de ramification absolu. Soit M’ le composé de 1" et M.
On voit que Pextension M//L. est galoisienne et que les groupes de Galois
des extensions M/L et M'/1/ sont canoniquement isomorphes en tant que
groupes [filtrés, C. Q. F. D.

Conovrraine. - Si Cextension M|l est abélienne de type (p, p, ..., p)
et st n > o est un nomhbre supérieur de ramification de Uextension, on «

— ou bien o < n <epllp—1) et n#o(modpi:

— ou bien n = eplip — 1).

De plus, st e' = e[(p — 1) est entier, le groupe G*' est au plus d’ordre p.
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En effet, s’1] existait un entier m, > o et 3£ e¢/(p — 1), tel que n = P(m)
soit un nombre supérieur de ramification et si s était un élément de
G"— G"**,1l existerait, d’apres (1), un élément t de G tel que t”= s (mod G"**)
et le groupe G/G"*' ne scrait pas de type (p, p, ..., p). On doit donc avoir
n < ep[(p — 1)[carsinon on‘auraitn = P(m)aveem =n — e #Z e/(p —1)]
et, si n<ep/(p — 1), n7 o(modp) [car sinon on aurait n = P(m)
avec m = nfp # e[(p — 1)]. En particulier, si ¢’ =e/(p — 1) est entier,
on a GM*' =1} Par hypothése, P(G")=P(G) =11, et Passer-
tion (ii) montre que G"'[P(G”) G""*'= G est au plus d’ordre p.

ProrosrrioN 4.3. — Avec les hypothéses et les notations de la propo-
sition 4.2, supposons de plus Uextension M[L cycliqgue de degré p*, avec
X > o. Soient

<< <<...<Uw

les nombres supérieurs de ramification, > o, de lextension. Alors on a

(@) ui=ep|/(p—1) ou o<u,<ep/(p —1) et u, o (modp);
(b) pour j=1,2, ..., —1:
(1) st u;>ef(p—1), v =1u;4-¢;
(i) st u;<ef(p—1),
ou bien u;,, = pu,,
ou bien uj,,=ep/(p —1),
ou bien pu;<u;. . <ep[(p—1) et u;, 7 o (modp).

Démonstration. — Pour j=1,2,...,%, posons, comme au n° 1.3,
I'j=G" et posons Iy, ={1}.

Désignons par M’ le corps fixe de I',. L’assertion (a) résulte du corol-
laire précédent appliqué a I’extension M'/L.

Soit s un générateur de I';. Alors s” est un générateur de P(I')) =T,
et il résulte de la proposition 4.2 que wu; > P(w;). Si u;.,=P(m),
avec m entier 52 ¢f(p —1), alors si t est un générateur de Iy, il résulte
de la proposition précédente qu’il existe un ¢élément s de G et un élé-
ment t, de I';,, tels que {=s"t,. Posons t'=1'. On voit que t’ est un
générateur de I';,, et que s»=1t". Donc w;>~m. Si on avait u;>m, on
aurait u;,, = P{m) <P(u;), ce qui contredirait u;,,> P(u;). On a donc :

Ui P (uj)
st ujpy=P(m), avec m entier Zel(p—1), alors wj=m.
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Si w;” efip—1), on a wi.,o Plw)=wu;-e. St oon avait w;.,>>u;+e,
on aurait wu;,, == Puoni, avee m==u,. , ~-e¢>u; ce qui est impossible.
Done u;., = u;+ e ct Vassertion (1) du (bj est établie.

Si w;-<elip—ru1y on doit avoir w;,>.Pa)==pu;, St on avait
W >eplip —1), onaurait w, (= Pim),avee m = u;.. —e>ef'p —1) > u,,
ce qui est impossible. On a done puw; “w;.,.~"eplip-—1). S1 on avait
pu;<<uj. <epl[lp—1; avec u;,=olmodp), on aurait w;.,=P{m),
avec m=u,.,[p> u; cc qui est impossible. Les seuls cas possibles sont
bien ceux qui ont ét¢ ¢énoncés dans Passertion (i) du (h).

C.Q.F.D.

Remarque. — On trouvera dans la thése de 5. Maus ({51, § 6; une démons-
tration de la proposition 4.5 (¢énoncée sous une forme légerement diffé-
rehte), ainst que des réeiproques, dans le cas ou le corps résiduel de K
est fini ou quasi-fim).

4.3. EXTENSIONS DIEDRALES LT QUATERNIONIENNES GENERALISEES. —
Soit
1-» A >G> J >
unc suite exacte de groupes finis vérifiant les conditions suivantes :
(1) le groupe A est cyclique d’ordre 2* (7. étant un entier > 2);
(n) le groupe J est cyclique d’ordre =;

(1) Paction de I'élément s de J différent de 1 sur A est donnée par

wr> ! pour tout « (l21115 AL

On vérific immédiatement que 'on est dans 'un des deux cas suivants :

— ou bien G est le produit semi-direct de J par le sous-groupe inva-
riant \ et G est isomorphe au groupe diédral d’ordre 2%+

— ou bien G est isomorphe au groupe des quaternions généralisé
d’ordre 2’ '

Prorositiox 4.4. — Soit K un corps local dont le corps résiduel est de
caractéristique 2. Avec les notations qui précédent, sott M une extension
‘galoisienne totalement ramifiée de K dont le groupe de Galois est G. Soit L
le corps five de A et sott ¢ Uindice de ramification absolu de L.

(a) St G est diédral, ou st 7.~ 3, les nombres supérieurs de ramification
de Dextension ML sont des entiers impaurs.
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(b) St G est isomorphe au groupe des quaternions d’ordre 8, alors :
(1) ou bien les nombres supérieurs de ramification de lextension M/L
sont des entiers tmpairs;

(1) ou bien le nombre de ramification de lextension quadratiqgue L|/K
est e et il existe un entier vmpair i, vérifiant 1 <e, tel que les nombres supé-
rieurs de ramification de Uextension M[L sont i et 2¢;

(111) ou bien le nombre de ramification de lextension quadratique L|K
est un entier- impair u, vérifiant u <e, et les nombres supérieurs de rami-
fication de Uextension M|L sont u et 2 u.

Démonstration (d’aprés J.-P. Serre). — 1l est clair que, de Ja méme
maniére que pour la proposition 4.2, on peut se ramener au cas ou le
corps résiduel de K est algébriquement clos. Nous allons supposer qu’il
en est ainsi et commencer par établir deux lemmes.

Lemme 1. — Pour tout entier n>> o, soit t(Gg) U'image de Gi par le
transfert de Gx dans G.. On a G!"=t(G}) G,
Démonstration. — Comme I’extension L/K est de degré 2 et totalement
ramifiée, on a la suite exacte
1> Ut > Ug > Ui /Uit > 1.

n+1

Comme Ug™ est connexe, on en déduit la suite exacte

1> 7 (UF) - my (Uf) > 7, (UF/URY) > 1.

Comme =, (Ui"[Ui""') s’identifie a =,(U;")[=.(U{"""), on voit que

7 (UEY) = /(R (UR)) 7 (UE™).

Comme 0(z, (U}") = Gi" et 0(=,(U")) = Gi™", on a
Gi=10,(= (U})) G,

L’assertion résulte alors de la commutativité du diagramme (g) qui

montre que
04 (7 (Up)) = £ 0 (%, (Up)) = £(G).
C.Q.F.D.
Lemme 2. — Soit u l'unique nombre de ramification de Uextension L[K.
Pour tout entier n positif, posons
| _ n st nZu,
V(")_{u—rz(n—u) si n>u.

n+1

. P A AV A
Alors, pour tout entier n différent de u, on a Gx= i(GE™) Gy
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Démonstration. — Pour tout entier nzfwu, la norme applique U;"
dans Uy et, par passage au quoticnt, on en déduit la suite exacte (¢f. CRAC,

prop. 5, p. 130j
T O B S SV Y

B Yot ' . .
Comme U ese connexe, on en déduit la suite exacle

v
1

. o . ..
I SN S B Yl A B Y SN A B

Comme =, (U}/UL ") sidentific & =, (U= (UL ", on voit que
r.t\l :):\\’—l( L;Jn "’:,(l.:w".

Comme 0(=, (Up)) =Gy et 0(={Ur "))y =Gy, on a

\

. ' Yo\ Con
Gre= 0Nz Uy Gt

L’assertion résulte alors de la commutativité du diagramme (9') qui
montre que
ONCE U N = 00m b = (G ™),
C.Q.F.D.
Suite de la démonstration de la proposition 4.4. — Soit 5 Papplication
4

canonique de G, dans A. Il est clair que 3 est un J-épimorphisme. Pour
tout a dans G,, on a donc

Z(s(x)) =s(3(r))==53(r""')  ouencore S(N()) =1.

Ceci revient a dire que 3 est trivial sur le groupe N(G,) = ti(G,).

[]?cnmrque. — Inversement, on voit que, Pextension L/K étant donnée,
tout épimorphisme de G, sur A qui est trivial sur N(G,) délinit une
extension galoisienne M de K dont le groupe de Galois est du type de G.]

Soit % Pépimorphisme canonique de Gy sur G. 11 est claiv que le dia-
gramme suivant est commutatif

Gp =G

(10) . /|
v . v

Gy == A

On vérific immédiatement que le transfert de G dans A est trivial si
et sculement st le groupe G est di¢dral. Par conségquent :
. ~ ., . . AN
(a) si le groupe G est diddral, 3 est trivial sur ¢ Gy 3
7 e

. ~ . . o« o« N v / N\
(b) si le groupe G est quaternionien, 3 est trivial sur (G, = N G,).
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Fin de la démonstration dans le cas diédral. — Lorsque G est diédral, la
proposition 4.4 revient a affirmer que, pour tout entier n, $ (G"‘) =13(G"").
Comme 3 est trivial sur ((G,), il suffit de vérifier que G:" est contenu
dans l((.rg) G.""', ce qui résulte du lemme 1.

Avant d’achever la démonstration dans le cas quaternionien, nous
allons établir deux autres lemmes.

Lemme 3.'— St G est quaternionien, pour tout entier n, différent de u,
2n n’est pas nombre supérieur de ramification de Uexlension M/L.

Démonstration. — Le lemme revient a aflirmer que, pour tout entier n,
différent de u, 3(G:") =3(G;"'). D’aprés le lemme 1, Gi"=1(Gy)Gi'.
D’aprés le lemme 2, si n#u Gr=1i(G!")Gy™". Comme ti=N, on en

déduit que.
Gir=N@GE) oGy Gy

Comme ¢(G;™') est contenu dans Gi"* (cf. lemme 1, appliqué & n+1),
donc « fortiori dans G:**', on a G:"= N(G/")G"*". Comme % est trivial
’ ¥
sur N, on a 3(G") =3(Gi""). C.Q.F.D.
Lenye 4. — Si G est qualernionien et st 2 u est nombre de ramification

de Pextension M/[L, alors les autres nombres supérieurs de ramification de
Pextension sont <2 u.

Démonstration. — Le lemme revient a affirmer que, si 3(G;*) contient
strictement 3(G{*"), alors 3(@’““):{1}
D’aprés le lemme 1, 3(G?*) = 51(Gy) 3(G*"). Si #(Gi") contient stricte-

ment 3{G;"""), on voit que 3 I(G, n’est pas contenu dans 3(Gi). D’ aprés
le lemme 1, t{G#*') est contenu dans G;“ ", donc dans Gi""'. On en

déduit que | :H/( ') est contenu dans 3(G:* ') l)onc, ‘JI(G“- ) est stricte-

ment contenu dans 3¢(G}). Soit A’ image par le transfert de G dans A.
11 est clair que A’ est le sous-groupe de A d’ordre 2. Il résulte de la commu-
tativité du diagramme (10) que, pour tout entier n positif, on a ou bien

B1(Gy) = A’, ou bien 3t(Gy) ={1}. Comme A’ est d’ordre premier, on a
donc ncccssaucmont 51(G0) = A 3 ((Gy'') =11} D’aprés le lemme 1, on a
Gi*=1(Gy)Gi" . Comme 51(@") A ,on cn déduit que 3(G:*) = A’ 3(Gi ).
Si '5( Gi""')s4i1), on aurait A’ c5(Gy )ct parconséquent, 5(Gi) =5(G),

contrairement & ’hypothése. Done 3(Gi"') =1, C.Q.F.D.
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Fin de la démonstrationt duns le cas quaternionien. — S1 2u n’est pas
nombre supérieur de ramification, la proposition résulte du lemme 3.
Supposons que 2w soil nombre supéricur de ramification de I'exten-
sion M/L. Avec les notations de la proposition 4.3, 1l résulte du lemme 4
que w, = 2 u. Appliquons le (b de la proposition 4.3. Comnme 2 1 == 0 .mod2),
st on est dans le cas 1), ¢’est-a-dive st v, ,-Z e, on a

(¢1) ou bien

[

U=, ==2U. ;

(¢2) ou bien 2u =1, =2e¢.

St on est dans le cas 1), c’est-a-dive s1 w,. ,>xe, on a w,—=u, ,+e.
Mais 1l résulte du corollaive it la proposition 4.2 appliqué a Pextension L/K
que w.e. Done w, ,=2u—e.7"e. Par conséquent, u,_,=c¢e et u,=2e.
On est dans le cas {e2).

Supposons 1, ,>>w. Comme dans i¢1) on a w,_,=u, on serait dans
le cas (¢ 2). On aurait donc w==¢ et w, ,>e. 1)’aprés la proposition 4.3,
on aurait u,=u, ,4e¢>2¢=12wu. Done, dans les dcux cas, on a

(11) Uy A2 U <Z U,

Soit ¢, (resp. t,) la fonction d’ordre de la filtration de G (resp. \) et
soit s le générateur du groupe de Galois J de Pextension quadratique LK.

Soit i == max/i.{3)) et soit 7 un rcléevement de s dans G tel que i.(7)=1.
T>

On a guk(t)=wu {¢f. CL, prop. 14, p. 81). Comme 3,,=zur°Zux
(¢f. CL, prop. 15, p. 81), on a 9, (7.4 (t)) =wu. Comme 1 3 x(1) et
comine %, est une fonclion croissante, on en déduit que 3y,(t1).>u.
Sotent 1;,_y <1, les deux plus grands nombres de ramification de I'exten-
sion M/L. On a w (=73%y.(iiy) et Tinégalité¢ (11) montre que
Sun (OS> =%y (5 1), On en déduit que 1.1, ou que
l+ 1> L.‘,‘_l. Done A;.. C :\;-,_: AL

On sait (¢f. CL, prop. 10, p. 77) que, pour tout couple ¢, t' d’éléments
de G, on a 1 {t't7 " ") > ,.it) + 1. (). Pour tout «€G, on a donc

(12) (o (5am @) el e g () Y 1

Soit G le quotient de G par \’. Pour tout ¢ dans G, notons t son image
dans G. On sait (¢f. CL, cor. 4 la prop. 3, p. =1) que {.(t)>x1./1). Pour
tout a € G, 7a7z7 '« € A et la formule (12 montre que 7e¢5'a '€\, C A,
Doncsas ‘a™' =1 et G est abélien. 11 est immédiat que ceci entraine 7 = 2.

Supposons que 2u=uwu.=12¢. On a done u=rc et, aprés (1), u,.-Ze.
Soit L." le corps fixe de A, Comue le nombre de ramification d’une exten-
sion quadratique de K est e {¢f. cor. i la prop. 4.2}, on voit que, si
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on avait u, =e, 'extension biquadratique L’/I{ aurait un seul nombre
de ramification qui serait ¢, ce qui est impossible d’aprés le corollaire a
la proposition 4.2. On a donc u,<e et, d’aprés ce méme corollaire,
u, 52 o (mod 2). On est donc dans le cas (1) du (b) de la proposition 4.4.

Sinon, on a 2u=u,=2w%,. On a donc u,=u et u.=2u. Comme
u, = u, 1l résulte du lemme 3 quc w est impair et on est dans le cas (iii)
du (b) de la proposition 4.4.

C.Q.F.D.

CoroLLAIRE. — Soit u le nombre de ramification de L|K. St G est diédral
ou st G est quaternionien d’ordre au motins 106, et st us< e, les nombres supé-
rieurs de ramification de Uextension M|K sont des entiers.

En effet, 1l résulte du corollaire a la proposition 4.2 que uz£ o (mod2).

Soient
U< U<, .. < W,

les nombres supérieurs de ramification > o de ’extension M/L. Posons
uy=o0 et . =-4oc. Il est immédiat que les nombres supérieurs de
ramification > o de l'extension M/K sont (¢f. CL, prop. 15, p. 81), si
ujéu<uj+l)

Gy<u, <. <u;Lu<<u+ (Ujpy—u)f2<...<u—+ (—u)f2.

Comme u et les u; sont des entiers unpairs, on voit que ces nombres sont
‘tous entiers (en fait, on vérifie facilement que I'on a toujours u="wu,).

Remarques :

(a) Lorsque K est de caractéristique p, on a toujours uz<e. On est
donc dans les conditions d’application du corollaire précédent.

(b) Lorsque la caractéristique de K est nulle, il n’en est plus ainsi.
Nous allons donner un exemple de chacun des cas possibles lorsque u =-e.

Prenons K=0Q, et L =Q,(y2). Alors 'extension L/K est de degré 2,
totalement ramifiée et son unique nombre de ramification est u=2.
L’indice de ramification absolu de L est e=2=u. Soit 3 un épimor-
phisme de L* sur le groupe Z/2*Z tel que la restriction de 3 au groupe
des unités U, soit surjective. L’application de réciprocité associe a 3
une éxtension cyclique M de L de degré 2*, totalement ramifiée. Les nombres
supérieurs de ramification de 'extension M/L sont les entiers n tels que
B(UL™") 52 3(Uy). On vérifie sans dilliculté que I'extension M/K est galoi-
sienne de groupe de Galois G isomorphe au groupe diédral ou au groupe

Ann. Ee. Norm., (4), IV. — Fasc. 3. 47
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140

des quaternions géncralisé d’ordre 27" si et seulement <1 5:N, ' L*)j =0
ct qu’alors G est 1somorphe au groupe des quaternions géncéralisés si et
seculement st 31" 5% o.

Le groupe K* iresp. LY ext le produit diveet du Z-module libre engendré
par 2 (vesp.y2) et de Uy resp. Uyl Le gwroupe Uy vesp Uy est fe produit
direct du groupe cvelique d’ordre 2 engendré par =1 ¢t du Z,-module
libre de rang 1 resp. 2) engendré par 5 (resp. 14-y 2 et 5). 1 est immé-
diat que N, (L") est engendré topologiquement par 2, —1 et 25,

Désignons par 1 un géuérateur de Z/2'Z.

— Définissons 3 par (o) =5%(—1)=50) =0, 5{14y2)=1.
On vérifie que extension M de K ainsi définie est une extension galoi-
sicnne, de groupe de Galois 1somorphe au groupe diédral d’ordre 2**',
et que les nombres supéricurs de ramification de Pextension M/L sont 1,
3y .., 27 1.

n “

— Définissons 3 par 30y 2) =%(—1) =0, 35)=2" "', 3(14\2)=1.
On vérific que Pextension M de K ainst définie est une extension galoi-
sienne, de groupe de Galois 1somorphe au groupe des quaternions géné-
ralisés d’ordre 2**', ¢t que les nombres supéricurs de ramification de

Pextension M/L sont
(i) si ~=2 : 1 et 4;
(i) st A>2:1,3, ..., 22 +1.

A.4. IIXTENSIONS QUATERNIONIENNES.

Prorosition 4.5. — Soit K un corps local dont le corps résiduel I est de
caractéristique 2 et soit M une ecxlension galoisienne totalement ramifiée
de K dont le groupe de Galots G est tsomorphe «u groupe des qualernions
d’ordre 8. Alors :

(1) ow bien les nombres supéricurs de ramification de Uextension MK
sont des entiers;

(1) ow bien il existe un entier impatr w tel que les nombres supérieurs de
ramification de Uextenston LIK sont w et 3uf2. On a alors G = G, el Guy
est le centre de G. De plus, Uvmage pur 2, de G,[G, ., est stable par multi-
plication par les racines cubiques de Punité [en d’autres termes, k contient
une racine cubique de Cunité z, différente de 1, el st ¢ est un élément non
nul de ¢,(G.), on a :,{G.) ={0,¢ ¢, ci].

(L’application 2,=10, a été définie au n® 1.3.)
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Démonstration. — Soit A’ le centre de G et soit M' le corps fixe de A’.
Il est clair que A’ est cyclique d’ordre 2. On voit que, si a’ désigne 'unique
générateur de A', i;(A’) est égal au plus grand nombre de ramification ¢/
de Pextension. Si s€G — A’ on a i;(s) <, car s*=a’ et 1.(s) <i,(s*).
On cn déduit que \'=G; ct (¢f. CL, cor. & la prop. 3, p. 71) que les
nombres de ramification de Pextension biquadratique M’/K sont les nombres
de ramification de I'extension M/K qui sont <i'. Soit ¢, P'indice de rami-
fication absolu de K. Il résulte du corollaire & la proposition 4.2 que

(a) ou bien M’'/K a deux nombres de ramification distincts i, <<, et

on a
L 205 et Lo (mod2);

(b) ou bien M'/K a un seul nombre de ramification ¢, et on a

h<2eg et Lo (mod2).

— Dans le cas (a), 'extension M/IK a trois nombres de ramification
L<t,<it distincts. Soit L le corps fixe de G,. Si1 on pose A =G, et
si on note J le groupe de Galois de 'extension L/K, on est dans la situa-
tion du () de la proposition 4.4, avec e = 2.¢,, le nombre de ramification
de l'extension L/K étant i,. Comme i, <2¢,=e, on n'cst pas dans le
cas (ii). Comme i,<<i., et comme le plus pctit nombre de ramification
de 'extension M/L est i,, on n’cst pas dans le cas (i1). On est donc dans
le cas (i) et les nombres supéricurs de ramification de ’extension M/L
sont des entiers impairs ¢ = 1,<<w. Comme i, est impair, Jes nombres
supéricurs de ramification de M/K qui sont i, i,4(¢v—1,)/2 et
i, + (s» — 1,)/2, sont entiers.

— Dans le cas (b), I’extension M/K a deux nombres de ramification
{,<<t' distincts et ses nombres supérieurs de ramification sont w =1,
et o' =1, 4 (t'— ;)[4 Soit .\ un sous-groupe de G d’indice 2 et soit L
son corps lixe. On est dans la situation du (b) de la proposition 4.4, avec
e = 2 ¢,, le nombre de ramilication de Pextension quadratique L/K étant ¢,
tandis que les nombres supéricurs de ramification de Pextension M/L
sont u=1, et v=1¢,4({'’—1,)/2. St on est dans le cas (1), u et ¢ sont
des entiers impairs et, comme 7, cst impair, u=1, et

=6+ (=) [A=0 (v —14) /2
sont cnticrs. Le cas (it) est umpossible car ¢, 7 ¢.
Dans le cas (iii) enfin, on a ¢y =2u et, par conséquent,

V=u+ (v —u)f2=3u/>.
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Soit alors (5, £ un systéne de générateurs de G /G.., et soit s (resp. f)
un relevement de § resp. ¢ dans G. Soit L. ‘resp. L. le corps fixe de s
(resp. 1. 11 est clair que les extensions M:L, et ML, sont toutes deux
cycliques de degré 4, totalement ramifiées, avee w et 2w comme nombres
supéricurs de rvamilication. Lindice de railication absolu de M est e
et on a w<Zje/). Comme s*=1¢* 1l résulte du corollare & la propo-
sition 3.4 que
Op (82) == = (0, (s))* =2 tzz— (0, ()"~

On a donc (9,(s)i>=0,{t})" ou encore {z,{s);

\

’ \ ~ 4 N\
=/{z,(())*. Comme (s, ()
est un systeme de générateurs du groupe (,/G..., on a z,.(s)z ¢ (1)
11 existe donc une racine primitive cubique de Punité = du corps résiduel

LI = / 3
telle que 2, (t) ==:z,(s) et on a

;
o1 (88) = 0, (8) -+ 5 (&) == 2 pi ().
‘ C.Q.F.D.

Conrorrarne. — Soit K un corps local dont le corps résiduel est de carac-
téristique o el ne contient pas les racines cubiques de Uwnité. Sott M une
extension galotsienne de K, totalement ramifiée, de groupe de Galots iso-
morphe aw groupe des quaternions d’ordre 8. Alors les nombres supérieurs
de ramification de Uextension sont des entiers.

(Pest évident puisque si ce ne sont pas des entiers, on a

01 (Gu) =200, ¢, 2¢, ¢}, avee ¢ F#o;

et la racine primitive cubique de 'unité ¢ appartient donc au corps résiduel.

Remarque. — En revanche, si le corps résiduel contient les racines
cubiques de Tunité, les nombres supérieurs de ramification peuvent ne
pas étre entiers ‘cf. [10], § 4).

CHAPITRE I1.
RErrisENTATIONS D' ARTIN ET DE SwaN.

5. Rappels sur la théorie des représentations (cf. DAG, § 2).

Dans tout ce paragraphe, on désigne par IS un corps de caractéris-
tique o, par E unc cldture algébrique de E et par G un groupe fini.

Une fonction centrale 7 de G a valeurs dans 5 est appelée un caractére
de G (on dit parfors un caractére propre) s’il existe une représentation -z



REPRESENTATIONS D’ARTIN. 33

de G par des matrices a coefficients dans I dont la trace est 7. La repré-
sentation « est alors définic par 7 a un isomorphisme prés.

Si 7 est un caractére, on appelle noyau de 7 le noyau de la représen-
tation définic par 7, et on dit que 7 est fidtle si cette représentation est
fidele. On dit que 7 est absolument irréductible si la représentation est
irréductible sur E.

Un caractére 7 de G est dit rationnel sur E s’il existe une représen-
tation de G par des matrices a coefficients dans E dont le caractére est 7.
Par abus de langage, on dit aussi que la représentation définie par 7 est
rationnelle sur E.

Soit 7 un caractére absolument irréductible de G. Soit m le p. g. c. d.
des entiers n strictement positifs tels que ny soit rationnel sur E(y)
[on note E(y) le corps engendré sur E par les valeurs de y]. Alors, my est
rationnel sur E. L’entier m s’appelle I'tndice de Schur de 7 sur E et se
note m;(y).

Soit ¢ un caractére de G. Pour que 9 soit rationnel sur E, il faut et il
suffit que les conditions suivantes soient réalisées :

(1) le caractére 9 est a valeurs dans E;

(11) pour tout caractére absolument irréductible ¥ de G, mg(y) divise
le produit scalaire (¢, 7).

On dit qu’une algeébre semi-simple est décomposée st c’est un produit
d’algébres de matrices sur des corps commutatifs.

L’algébre E[G] est semi-simple. Elle est décomposée si et seulement
si les indices de Schur sur E de tous les caractéres absolument irréduc-
tibles de G sont égaux a 1. Cela revient & dire que tout caractére de G a
valeurs dans I est rationnel sur L.

Soit ¢ un caractére de G a valeurs dans E et soit :p=2a,—;(,~ sa
décomposition canonique en somme de caractéres absolument irréduc-
tibles 7;. Soit n un entier > 1. On voit que n7 est rationnel sur E si et
seulement si, pour tout i, m,($) divise na,. Soit m le p. g. c. d. des entiers n
tels que ny est rationnel sur E. Alors, m3 est rationnel sur E. L’entier m
s’appelle 'indice de Schur de 92 sur E et se note m,(?).

Si  est un caractére absolument irréductible de G a valeurs dans E,
les deux définitions de l'indice de Schur de 7 sur E coincident bien.
On notera que )’on n’a défini I'indice de Schur sur I d’un caractére ¢ qui
n’est pas absolument irréductible que lorsque 2 est a valeurs dans L.

Soit ¢ un caractére de G & valeurs dans I et soit I' une extension finie
de E. Si o cst rationnel sur F, alors my(3) divise le degré de l'exten-

sion F/E.
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6. Définition et décomposition canonique
des représentations d'Artin et de Swan.

Dans tout cc paragraphe et dans le smivant, les hypotheses et les nota-
tions sont celles du paragraphe L

G.1. DiaiNrriox,

a. Le cas d’une exlension totalement ramifice. — Supposons 'exten-
sion L/I totalement ramilice. Considérons les fonctions de G & valeurs
dans Z définics par

g (8) =~ (e (8) -+ 1) stos271,
(13) (1) .—:E(z};(x)—é—l);
sF1
swi(8) = — 1 (s) siooszZa,

(13") sw () :"El].(x)-
$,01

On sait (¢f. CL,, th. 1, p. 107) que «, est un caractére. La représentation
délinme par a,, & un isomorphisme pres, s’appelle la représentation &’ Artin
de Pextension 1./K. On en déduit facilement que sw,; est aussi un caractére.
La représentation définie par s, & un isomorphisme prés, a été appelée
par Grothendieck la représentation de Swan de Uextension LK (cf. [9],
n® 19.1). Soit wu, le caractére de la représentation d’augmentation de G
(c’est-a-dire du quotient de la rveprésentation régulicre par la représen-
tation unité). On voit que «, et sw, sont liés par la relation

U= sW¢ - U,

Remarquons que
swe(1) = (e fea-= e fer) iy o (afei—efe) st (efeq— efa)n,
ou encore, dapres la formule (3) du paragraphe 1,

N sw, (1) =z ¢ uy = 0.

»

h. Le cas général. — Revenons au cas général. Désionons par [ le degré
de Pextension résiduelle. Soit G. (resp. L.) le groupe (resp. le corps)
d’inertie de 'extension. On définit la représentation o’ Artin {vesp. de Sewvan)
de Pextension L/K comme la représentation de G induite par la repré-
sentation d’Artin iresp. de Swan) de P'extension L/L..
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I est clair que la restriction de i; & G, est i,,. Comme tous les G; sont
invariants dans G, on en déduit que, si a. (resp. sw;) désigne le carac-
tere de la représentation d’Artin (resp. de Swan) de 'extension L/K, on a

! 0 i s¢ G,

s — S (s) +1) s os€CGo— !l
ag(s) =
(/ 2 (7. (8) -+ 1) sios=u;
C€h, (1)
‘ o si s¢ G,
swe(s) = — i) ' " s€Go— {1},

f 2 ”4;("'):./(6’),11)\—1)) s1 S-TU.

SEG, (1)

6.2. DECOMPOSITION CANONIQUE.

Prorosition 6.1. — Sotent, pour j=—1,0,1,...,A, r; le caractére
de G, défint par la représentation réguliére de G.[V;., et r; le caractére
de G indutt apr r;. Pour j=o,1,...,7, posons w;=r,—r;, et

,=r;—r,_,. Alors :

(1) les fonctions 7; (resp. @) sont des caractéres de G, (resp. G) deur d

dewx orthogonauz et 2. est indwit par 75

(1) on a
(15) su'.;.:Zu,-?,,
(16) uc.:-.Z‘(u,--&— 1)9;
et
(15") swy :Eu,'g;;
(16") g ::E(u, 1)y

(1) pour tout j, w;o; et (w;+1)2; [resp. u;2; et (u;41)9;] sont des
caractéres de G, (resp. de G).

Démonstration :

(i) Pour tout caractére absolument irréductible y de G., désignons

par d, le degré de 7. Soit X, I'ensemble des caractéres absolument irré-

ductibles de G, dont le noyau conticnt I';_,. 1l est clair que r;= )_: d,/.
7€YN}

Comme X;_, est contenudans X ,onendéduit quep,=r;,—r; = 2 d,7.
LEXI— Xy
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est un caractére. [ orthogonalité des 2; résulte de ce que les ensembles
X;— X,., sont deux a deux disjoints. 1l est elair que les valeurs de 7; sont

‘ 0 si os¢ by,
(17) '.JI‘(S‘)_-\ - C; N .\'EI‘,‘"']‘,‘-L

¢ [ o1 vel ;e

II est évident que 2} est le caractere de G induit par z,. Il résulte des
valeurs de 3; et de Pinvariance de I'; et I';,, dans G ¢que la restriction
a G, de 3} est égale a [z, I’orthogonalité des 3 résulte alors immédia-
tement de lorthogonalité des 2; et de la formule de réciprocité de
Frobenius.

M) Soit L; , le corps fixe de I'jy et soit sov; (resp. «,) le caractere de G,
définn par la représentation de Swan (resp. d’Artin) de Pextension L. /Lo.
Comime siv,=o0, cn a

7
-

SW, T 8w == Z (sw;-—swi ).
1

Pour tout s€ G, notons s son 1mage canomque dans G/I';,,. Pour tout s
n’appartenant pas a I'.,, on a (¢f. CL, cor. a la prop. 3, p. 71) :
"“,’l‘/’-%l (E) = l‘(; (S) .
Avee les notations du paragraphe 1, on a donc
\

— 851 s€Gy— 1.y, sw;ls) = — 1, (s) = sw, (s);

. Y Al . . . .
— s1 s€ly,,, sa;(s) = )_‘ L, () = eju;—t;, d’aprés (14), puisque

e/l
.1

(¢f. CL, cor. & la prop. 3, p. 71 et prop. 14, p. 81) le plus grand nombre
de ramification (resp. le plus grand nombre supérieur de ramification)
de Pextension Lj./L, est t; (resp. w;).

Comme u;==u; 4 {i;— 1, )/e;_s, on voit que :

— st sel; =T,

(swj-—swig) (8) === (ejmtj— T ) 7= ¢; yu;;
— st sel’yy,
(.\'\\‘,‘-'-w .\'\"/‘_I) (S) pumng ((’/‘H/ -— (‘/') -_ (1’/ ;HI‘_, —_ l.l: _,) = ((’/- - c/—‘)llj'

On a donc
o siosély,
(swj—swjy) (s)= — Cja U si sel;—71

s\ (ej—ejimy)uj siosel,,.

J+1y
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3
3 T , O
On en déduit que sw; — sa;_, = u;9; et que, par conséquent, sw,;‘=}_luj?,-.
W ) ’
Comme ag, = sw;, + u,, et comme u(;u=2:‘>j, on voit que a.c.=2(u,-+ 1)9Q;.
0 0

Les formules donnant a, et sw. s’en déduisent trivialement.

(n) Comme les z; sont des caractéres orthogonaux, le fait que a,
et sw,, sont des caractéres de G, entraine que w;3; et (w;+1)3; sont
des caractéres de Go. Comme 2 est induit par 3, w7 [resp. (w;41) 7] est
induit par u; 7, lvesp. (u;4 1) 7,] et est donc un caractére de G.

C. Q. F.D.

Cororrarre. — Soit I un corps de caractéristique o. Alors :

(1) on a m,;(a(;) = m{swg);

1) Dentier my(sw;) est le p. p.c. m. des mg(u;2;).
p p A

~ L’assertion (i) résulte de ce que a, et sw; différent par le caractére ug,
induit par u;, qui est rationnel sur Q, donc a fortiort sur E. L’assertion (1)

résulte de ce que les caractéres u;% ;. sont orthogonaux et & valeurs dans Q,
donc dans L.

Remarque. — Si Pextension L/L, est abélienne, les u; sont des entiers
et les expressions (15’) et (16’) fournissent une interprétation des repré-
sentations d’Artin et de Swan qui sont alors rationnelles sur n’importe
quel corps de caractéristique o.

7. Rationalité des représentations d'Artin et de Swan.

Dans ce paragraphe, les hypothéses et les notations sont les mémes
que dans les paragraphes 1 et 6. En particulier, X est un corps local &
corps résiduel de caractéristique p 3 0, L est une extension finie galoi-
sienne de K ct on suppose ’extension résiduelle L/KK séparable. Au groupe
de Galois G de I’extension L/K, on associe la suite

(1)’ Gor,oIyo...ohhoh, =11

de sous-groupes invariants de G.

On désigne par E un corps de caractéristique o.
Ann. Ee. Norm., (§), 1V. — Fasc. 3. 48
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Levye 1. — Soient J et )" dewr sous-groupes de G vérifiant 'y J' C ).
Posons [i=1(J: 0NV, et fo="1:1nl.. Alurs, avec des notations
évetdentes,

) la restriction de swy a J est ([fy) s

A

J

ooy \ N N / oo [N ety
() le caractére de ) indutt par swyoest L3035 ) sy

Démonstration. -- Pasons J, == JA .. Le groupe J, estle groupe d’inertie
de Pextension associée a . Comme 7, {sy = 1./s) el comme (,75) = o si
sel’y = il vésulte du n” 6.1 que

‘ O st os¢l).
sw,n(x)::} -4 (8) siosel’y -3,

| et - - 0 sl sT=I.

Comme sw, est le caraciere de J induit par sw, ct comme les I';, pour
J -1, sont invariants dans J) on en dédwmt que

5 0 i osgly.
swy(s) = - fili (%) g sel,— 0y
' Sfile s —1,) s os==
et on a des formules analogues pour sw,. L’assertion 1) est alors immé-
diate. St on désigne par swy. le cavactére de J indwt par s, Passer-
tion (1) résulte de ce que, comme les I';, pour j>.1, sont invariants
dans J, on a, pour tout s€l’y, siwy.ls) = (J: J) sw,.(s).

C. Q. F.D.

7.1. Erube pu cas p=2. — Si p =2, I, est un groupe de type R..
On sait (¢f. DAG, § 7, n® 4) que, pour tout cavactére 7 de I'y, a valeurs
dans E, 27 cst rationnel sur . Par conséquent, my/sw;) est égal a 1

ou 2. Comme sw, est induit par swi-, il en est de méme de s, On a done

{ o s s est rationnel sare 15
My (s0g) = .
2 sinon,

. Réduction auwr 2-extensions.

Provositiox 7.1. — Supposons p = 2. Soit P un 2-sous-groupe de
Sylow de G et soit N le corps five de P. Les assertions sutvantes sont équi-
Y |

valentes :
(1) la représentation de Swan de Uextension L/K est rationnelle sur E;

(m) la représentation de Swan de Uextension 1.IN est rationnelle sur E.
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Démonstration. — Soit [ = 2'f’, avec [’ iinpair, le degré de I'extension
résiduclle et soit n=(I',:I'}). On a Pnl',=1, et, avec les notations
dulemme, f, =(P : I'}) = 2", tandis que fy = f. Enfin (G : P) = nf".

I résulte du lemme 1 que le caractere de G induit par sw, est
(nf' % 2"[f) swg= n sw. Si s, est rationnel sur I, il en est donc de méme
de n sw,;. Comme n est impair, sw; est aussi rationnel sur I et i) implique (1).

Il résulte du lemme 1 que la restriction de s, & P est (f[2") s, = [ sw,.
St sar est rationnel sur Ej il en est done de méme de f'swy.. Comme f’
est impair, soy, est aussi rationnel sur 1 et (i) implique (ii;.

C. Q. F.D.

CoroLLaIRE. — St p = 2, les représentations d’Artin et de Swan de
Uextension LK sont rationnelles sur toute extension de degré pair de Q..

En effet, on sait (¢f. DAG, n° 4.2) que, s1 Il est une extension de degré
pair de Q. et s1 P est un 2-groupe, I'algébre I [P] est décomposée.

b. Réduction aux extensions quaternioniennes. — Soit P un 2-groupe et
soit 7 un caractére absolument irréductible de P. Soit n un entier > 2.
On dit que 7 est de type H, s’il existe un sous-groupe [T de P ¢t un carac-

r

tére absolument irvéductible £ de I, & valeurs dans Q(y), tels que les

-

conditions suivantes soient réalisées :

(1) le caractére y est induit par %;
(18) (i1) le quotient de II par le noyau I’ de % est isomorphe au groupe des quaternions

généralisés d’ordre am+!,

Au corps E, on peut associer un nombre r(E) appartenant & NU{co!,
supérieur ou égal a 2, qui a la propriété suivante (¢f. DAG, prop. 4.2) :

Soit P un 2-groupe et soit 3 un caractére de P a valeurs dans L. Pour
que @ soit rationnel sur E, il faut et il suffit que, pour tout entier n satis-
faisant 2 < n < ¥ (E), et pour towt caractére ahsolument irréductible 7.
de P de type ., (3, 7) soit pair.

Revenons a 'extension galoisienne L/K. Supposons que p =2 et que
Pextension L/K soit une 2-extension. Soit K’ une extension de K contenue
dans L ¢t soit L’ unc extension de K’ contenue dans L. Soit n un entier > 2.
On dit que 'extension L'/’ est une H,-extension associée a Uextension L/K
si 'extension K’/K est totalement ramifiée et si Pextension L'/K’ est
galoisienne, de groupe de Galois isomorphe au groupe des quaternions
généralisés d’ordre 2"*'. On note G’ le groupe de Galois.de I’extension L'/K".
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Prorositron 7.2, — Supposons p = 2 et supposons que Uextension LK
soll une 2-extenston. Les assertions swivantes sont équicalentes :

) la représentation & Artin de Pertension LK est rationnelle sur I;

T

(i) pour tout enticr no eérifiant 2. n -2 vl powr toute H,-exten-
ston L' [K' associée @ LIK, et powr towl caractére [idéle & de G') Pentier iag., %)
esl [)(lir‘.

Démonstration. — Soit K win corps compris entre K et I, et soit H le
groupe de Galois de Pextension LK. Soit 7 le degré de Textension rési-
duelle associée & K/, 11 existe un entier positif 7. tel que Pon ait ¢f. CL,
prop. 4. p. 108;

(19) Resy(ag) == Xry-+ [ ay.

Comme r, est rationnel sur Q, on en déduit que, si a, est rationnel
sur 15, [".a, Pest ausst. Si Pextension K'/K est totalement ramifiée, a, est
done rationnel sur IS, Soit '’ un sous-groupe invariant de I et soit L’
le corps fixe de 11" Posons G' == I1/I1". On sait {ef. CL, prop. 3, p. 108)
que, avee les notations de CL, on a a, = «. (5t a, est le caractére d’une
représentation linéaire de 1 dans un espace vectoriel V swr G, alors o
est le caractere de la représentation de G' définte par GG, Qe V)

S1 a, est rationnel sur £, a;. Uest done aussi. Soit noun entier vérifiant
2. n<Zvill Supposons que GF osoit isomorphe aw groupe des qua-

ternions d’ordre 277! S1 % est un cavactere fideéle de G', 2 est un carac-
tere de type 1. St oa. est rationnel sur 1) (q, %) doit donc étre pair
et (1) implique /11).

Réciproquement, comme a,; est & valeurs dans Q, done dans E, pour
que a; soit rationnel sur 1yl (faut et 1l) suflit que, pour tout caractere
absolument irréductible 7 de G de type 11, avee 27 n <2 v (1), (a,, 7) soit
pair. Soit 7 un tel caractere. 11 existe un sous-groupe I de G et un carac-
tere = de H tels que les conditions (18) solent satisfaites.

D’aprés la formule de réeiprocité de Frobenius, on a a7t = (Res, (a,), 2).
Soit K’ ‘resp. L' le corps fixe de 11 {resp. I1) et soit f* le degré de Pexten-
sion résiduclle associée & Pextension K'/K. D’aprés (1), on a

Resp (ag) == 2ry=- f' ay.

Done fag, 7)) =7/ry,5) + f (ay, 2. Comme 1, est rvationnel sur E,
2 divise (ry,, Zj et la parité de {ag, 7) est égale & celle de ["/q,, %). Si Vexten-
sion K'/K n’est pas totalement ramifiée, 2 divise [’ et, par conséquent,
(ac,7) est pair. SiPextension K'/K est totalement ramifiée, extension L'/K/
est unc H,-extension associée a L/K. Comme a,n= a, et comme le



REPRESENTATIONS D'ARTIN, 381

noyau de Z est ', il résulte de la formule de réciprocité de Frobenius

que (ay, %) =(@uny &). Si (@um,3) est pair, (a;,7) lest aussi et (ii)
implique (1).
C. Q. F. D.

c. Le cas des extensions quaternioniennes.

Prorosition 7.3. — Supposons p = 2. Soit n un entier 2> 2. Supposons
le groupe de Galots G de Uextension LK tsomorphe aw groupe des quater-
nions généralisé d’ordre 2"*'. Soit 7 un caractére absolument trréductible et

fidéle de G. Alors :
(1) st Deatension L[K est non ramifiée, (a;, 7) = o;

(1) st Uextension L[K est ramifiée, (ay,y) est pair suv et seulement si le
plus grand nombre supérieur de ramification de Uextension est un entier.

Démonstration. — Soit A un sous-groupe cyclique de G d’indice 2.
11 est invariant dans G (son choix est d’ailleurs unique, sauf dans le cas
= 2). Soit £ un caractere fidele de degré 1 de A ct soit 7 le caractére
de G induit par %. Il est clair que 7 est de type 11, que ses valcurs sont

0 si s¢.\,

sy =1
/«<s)_(g(s)-+-(i($))_' si sE€EA

et que tout caractére de G de type l, est de ce type.

Soit ® une racine primitive 2"-iéme de l'unité. Le corps Q{m 4 w™*)
est de degré 2"7* sur Q et on en déduit que le caractére 7 a 2"7* conjugués
distincts. Comme sw; est a valeurs dans Q, si 7y est un caractére conjugué
de 7, on a (swq, 72') =(swe, 7). S1 3 désigne le caractére de G qui est la
somine de tous les conjugués distincts de 7, on a donc (sw, @) = 2" (swg, 7).

Soit ¢ 'unique élément de G d’ordre 2. On vérifie facilement que
q

o si sgfr,c},
O(s)=( —-2a"! si s=vc,
an-1 si s=1.

On a donc
(swg, @) == 2-leF (2 tswg (1) — 2" swg (¢)) = 27 (swg (1) — swg(c¢))
et

(swgy g) = 27" (swe(1) — swg(c)).

Si Pextension L/K est non ramifiée, on a ;= o. Par conséquent,
(agy 7) = o et l'assertion (i) est établie.
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Supposons Vextension L/K ramifiée. Soit e son indice de ramification
et soit [ le degré de Pextension résiduelle. Soit ¢, iresp. w,) le plus grand
nombre {resp. nombre supéricur; de ramification de Pextension L[K.
Connne ¢ est Punique ¢lément de G dordre 2, ona i, (¢) =1,. La formule (1)
du n° 6.1 montre que

swi (1) = flegu, — 0).

[ sw(u) =— [i,.

dar conséquent, (sw,v) == 2 "if (¢, u, — ) —(— [i.)) = 2" fe,u,. Comme
fe. est le degré de extension, on a (swy, 7) = 2 w,. On voit que (sw, 7.)
est pair si ct sculement si w, est un entier. L’assertion (1) résulte alors
de ce que (s, 7j ct (a,, 7) ont la méme parité.

C. Q. F. D.

d. Une application.

Provosition 7.4. — Supposons que p = 2 el supposons que le corps
résiduel de K ne contienne pas les racines cubiques de Uunité. Alors, les
représentations &’ Artin et de Swan de Uextension LK sont rationnelles sur Q..

Démonstration. — Soit P un 2-sous-groupe de Sylow du groupe de
Galois G de Pextension et soit N le corps fixe de P. Soit k le corps résiduel
de K. Lextension k{y1)k étant de degré 2 ¢l Pextension N/K étant
de degré impair, le corps résiduel de N ne contient pas les racines cubiques
de 'unité. 1l résulte done de la proposition 7.1 qu’il sulfit de démontrer
la proposition 7.4 lorsque Pextension L/K est une 2-extension. Comme
r(Q.) =3 (of DAG, n° 4.2), il suflit de montrer {¢f. propositions 7.2
et 7.3) que le plus grand nombre de ramification u, de toute I,-exten-
ston L'/’ ramifi¢e associée a Pextension LK est un entier. Si Pexten-
ston L'/I\" 1’est pas totalement ramifiée, son groupe d’inertic est un sous-
groupe propre du groupe des quaternions usuels et est done abélien.
Par conséquent; w, estentier. St Pextension LK est totalement ramifiée,
Je corps résiduel de Ky étant le méme que celui de K, ne contient pas
les racines cubiques de Punité. Done, d’apres le corollaire & la propo-
sition 4.5, w, esl un cntier.

C. Q. F.D.

o

7.2. REprcerioN AUX BONNES EXTENSIONs. —  Supposons mainte-
mant p oo,

Soit [ e degré de Pextension résiduelle LK. On a f= (G : 1), Pour
tout nombre” premicr [ choisissons un l-sous-groupe de Sylow G(l)

de G/I.. Soit G/l Timage réciproque de G(l) dans G. Soit K({) le corps
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fixe* de Gfl). L’extension L/K(l) est une extension galoisicnne dont
I'extension résiduelle est une l-extension. Pour [ différent de p, Pexten-
sion résiduelle est donc de degré premier & p et Pextension L/K!l) est
unc bonne extension (¢f. n® 1.3). Enfin, pour tout nombre premier [ ne
divisant pas f, on a évidemment Gilj = { 1} ct, par conséquent, G(l) =T,
ct Kil) = L,. Désignons par sw, le caractéere de la représentation de
Swan de Pextension L/K().

Prorosrriox 7.5. — Supposons p £ 2. Alors, my(sw;) est le p. g. c.d.
de mg(swy,) et des my (sw,,) pour l divisant f et différent de p.

Démonstration. — Pour tout nombre premicr I (y compris I = p), soit my
I'indice de Schur de swy; sur E et soit [; 'indice de G(l) dans G. Soit m
Pindice de Schur de sw, sur E.

II résulte du lemme 1 que sw; est induit par sw,. Par conséquent,
comne ny sy est rationnel sur 15, m; sw,. est rationnel sur IS et m divise ;.
Donc m divise le p. g. c. d. des nmy, pour tout L.

D’aprés le Jemme 1, 1a restriction de sw, & G(1) est frsw,.. Comme m. sw,
est rationnel sur E; m.fisw, est rationnel sur 150 Done my divise m.f,.
Comme f; est premier a [, on en déduit que la l-composante de m, divise
la [-composante de m. Par conséquent, le p. g. c. d. des my, pour tout I,
divise m.

Finalement, m est le p. g.c. d. des my, pour tout l. Pour achever la
_démonstration de la proposition 7.5, il sullit donc d’établir le leinne
sutvant :

Lexye 2. — Pour tout nombre premier 1 ne divisant pas f et pour | = p,
on a my(swgp) = my(ssvr,).

Démonstration. — Pour [ ne divisant pas f, ¢’est évident car sw,, = swy..

Le groupe I', ¢tant de type R,, avee p 5 2, Pindice de Schur sur
de tout caractere de 'y & valeurs dans 15 divise (F,: 1) (¢f. DAG

/ )

prop. 7.1 ct cor. a la prop. 6.6) et est done premier & p. Par conséquent,
my {ssyp) est premier & p. Comme la restriction a 'y de s, est éeale au

EASHT, ! °
produit d’une puissance de p par swy-, on en déduit que m (sw,, ) = my(swyp,).

C. Q. F. D.
7.3. Ritpuverion avx () -EXTENSIONS,
Prorosirion 7.6. — Supposons p 3£ 2. Supposons que Uextension LIK

soit une bonne extension. Soit (L, \[K))jz1,s,... 5 un systéme complet de
C,-extensions assoctées a Uextension L[K. Soit sw/ le caractére de la repré-
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sentation de Swan de Pextension Lj. K. Alors m.(sw;) est le p.p.c. m.
des my (sw').

Démonstration. — 1’aprés le corollaive & la proposition 6.1, m{sa)
est le p.p.com. des my(w;35) ef. prop. 6.1 pour la définition des ¢,
et des 25, I suflit. done d’¢tablir le résultat suivant :

Leyye 30 — Pour tout 7, on a mylsw;) = my'u; 3"

e
e

Démonstration. — Le caractere w7, est le caractere d'une représen-
tation de G/, et le caractere s/ est le cavactere d’une représentation
du sous-groupe A== H.I /U, o (Rappelons que le groupe I a ¢été défim,
lors de introduction de la notion de « bonne extension » au n°® 1.3,
comme un sous-groupe de G tel que G sidentifie au produit semi-direct
de 11 par I'\)) Quitte & passer au quotient, on peut done supposer que
Ijov= 1. Soit [ le degré de Vextension résiduelle associée a LK. St on
pose H.=HnT,, on a [f={(G:1I)=/1H:IL). Il résulte de la for-
mule (17) du n® 6.2 et de Vinvariance de I'; dans A; que 'on a Ten posant

= (1), ¢ =11
0 sosgl,
wigi(s) = - fujejoy stoselj—i15,
lf(l/(""l'-—('f‘l) SIS
G
f
n
r, / Aj=H-T;
Ho- £
&1 /
. H
r; /
/Ho
PJ-H:{‘}
Fig. 4.

Soit R, le caractive de la représentation rvégulicre de 11,.1; et soit R;
le caractere de T1,.F; défim par la représentation régulicre de I, .T/1,.

Soit ;= R, — R; et soit @ le caractére de A; induit par ¢, 11 est clair
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que ¢’ est rationnel sur Q et, comme I'; est invariant dans Aj, on voit
que ses valeurs sont [en posant n = (I',: T'y) = (H,: 1)]

‘ o si s¢l,
O (s) = —f/? si sel; {11,
( Sfnlejfe;—y—1) sl §==I.

Appliquons la proposition 6.1 & I’extension L;,/K;. Cette extension a
un seul nombre de ramification > o qui est i; et son unique nombre supé-
rieur de ramification > 0 est 3, x (t;) = t;/n. La formule (15’) montre
donc que sw’ =(i;/n) ¥},

Posons ¢,_, = ¢;_,/[n =(I', : 1;). On voit que

swi=({;/n) Vi =e€;_ ju; @ —(e;_u;— i;[n) ®.

Comme €, ,u;— i;/n est entier (¢f. prop. 1.3) et comme ®; est rationnel
sur Q, on en déduit que my.(sw’) = my.(e,_, u;P’). 1 suffit donc de montrer que
my (€5_y1; Q%) == mg (1;95).

Commelarestrictionde w;9; a Ajeste;_ u;®}, my(e;_, u;®}) divise mg(u;9;).
Comme (G: Aj) =¢,_, et comme I'; est invariant dans G, le caractere
de G induit par ¢;_, u;®; este;_,u;3;. Donc mele;_, u;p;) divise m, (e;_, u;®;).
Or (cf. prop. 6.1) u;9; est un caractére de I', a valeurs dans E et T,

- est un groupe de type R,, avec p 3£ 2. Il en résulte (¢f. DAG, prop. 7.1
et cor. & la prop. 6.6) que my(u;;) est premier a p. Comme u;3; est
induit par u;%;, 1l cn est de méme de my(u;7;). Comme €;_, est une
puissance de p, on a donc mgle;_,w;3;) = my(u;9)) et mg(u;9;) divise

mg(e,;_,u;d3).

Finalement, my(e;_, u;P}) = m,(uw;9;).

C. Q. F. D.
7.4. Lk cAS DES EXTENSIONS TOTALEMENT RAMIFIEES.
Tutorime 1. — Supposons p £ 2. Supposons Uextension L|K totale-

ment ramifiée. Soit (A})j-1,s, .. un systéme complet de groupes de type C,
associés a G (cf. n°® 1.1). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) la représentation d’:Artin (ou de Swan) de Uextension L]K est ration-
nelle sur E;
(11) Palgébre E[G] est décomposée;
(i) pour j =1, 2, ..., \, lalgébre E[A;] est décomposée.
Ann. Ee. Norm., (§), IV. — Fasc. 3. 19
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Démonstrativn. - L’équivalence des assertions (i et 11t a éLé démontrée
dans DAG § 7) théoréme 5y et 1l est clair que ‘1 entraine -1j. Il sullit
done de montrer qque -1, implique :1i: ou ‘nij pour un choix particulier des A .

Commencons par le cas particulier ol Pextension L'K est une € -exten-
sion (¢f. n® 1.35. Soient alors P le p-sous-groupe de Sylow de G et ¢ Punique

nombre de ramification >+ o de Vextension. 11 est clair que les valeurs
de sov,. sont
‘ 0 st sgl.
SWlsy -1 s osel - g

‘l'((/A-—I) NEEEE

en désignant par g Pordre de P. Posons m/G) = m ¢t d{G) = d {cef. n® 1.1).
Soit 0, la fonction centrale sur G a valeurs dans Z définie par

0 N .VQI',
Ou (s - - m sosel sty
mqg - 1) ST N

On sait (¢f. DAG, prop. 6.4) que 0, est un caractere de G, a valeurs dans Q,
et que 0 est rationnel sur I st et seulement s1 Palgebre 12 [G1 est décomposée.
On voit que swe==(i[n)0,. Comme i/m est un entier premier & d
(cf. prop. 1.2) et comme Uindice de Schur de 0, divise d (¢f. DAG, cor.
ala prop. 6.6), on en dédmt que sw, est rationnel sur IX st et seulement
s1 O, Pest, donc si et seulement si Palgeébre K1G) est décomposdée.

Revenons au cas général. — Soit (L;.,JK;); 1 ., 5 un systéme complet
de C,-extensions associ¢es 2 Pextension L/K et soit A; le groupe de Galois
de Pextension [, /IX,. La famille des .\, est un systeme complet de groupes
“de type C, associé a (i Soit s/ le caractere de la représentation de Swan
de Textension L., /K,. 1l résulte de la proposition 7.6 que, si s, est
rationnel sur E, chaque sw’ est rationnel sur E. On vient de voir que
cect entraine que Palgebre E{A;] est décomposcée. Done (1) implique /1)
pour ce choix particulier des A;.

€. Q. F.D.

Etant donné un corps I de caractéristique o et un groupe G de type R,,
on sait a quelles conditions Palgébre F[G] est décomposée ‘ef. DAG,
th. 4 et 5,. Le théoreme 1 résoud done camplétement le probleme de la
rationalité des représentations d’Artin et de Swan dans le cas ou p £ 2
et ou Pextension est totalement ramifice. Le résultat suivant avait été
conjecturé par Serre :
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Prorositiox 7.7. — Soit k le corps résiduel de K et sott ky la fermeture
algébrique de F, dans k. Soit \V(k,) le corps des vecteurs de Wilt sur k.
Soit L une extension finie galoisienne totalement ramifiée de K. Les repré-
sentations d’ Artin et de Swan de Uextension L|K sont rationnelles sur W (k,).

Démonstration :

(a) St p 7% 2, on sait (¢f. prop. 1.1) que k contient les racines n'*m*
de 'unité [avec n =(I'; : I'))]. 1l en est donc dec méme dc k, et de W(k,).
On en déduit que Palgebre W(k,) [G] est décomposée (¢f. DAG, § 6, cor. 5
au th. 4 et § 7, th. 5).

(b) S1 p = 2 et si k contient les racines cubiques de 'unité, k, et W (k,)
les contiennent aussi. Le corps \W(k,) est donc une extension de Q.(\/1).
Les représentations d’Artin et de Swan de L/K sont rationnelles sur Q,(y/1)
(cor. a la prop. 7.1), donc a fortiori sur W(k,).

(¢) St p == 2 et s1 k ne contient pas les racines cubiques de I'unité, les

représentations d’Artin et de Swan de I.JK sont rationnclles sur Q,
(prop. 7.4), donc « fortiori sur \W(k,) qui est une extension de Q..

C.Q.F.D.

7.5. RATIONALITE SUR LE CORPS DES VECTEURS DE WiITT. — Nous nous
proposons, pour terminer, de donner un résultat analogue & celui de la
proposition 7.7 qui soit valable dans le cas général.

Tutori:me 2. — Sott K’ un corps local de caractéristique o qui a le méme
corps résiduel que K. Alors les représentations &’ Artin et de Swan de Uexten-
ston L/K sont rationnelles sur K'.

Avant de démontrer ce théoréme, rémarquons qu’il admet le corollaire
suivant :

Cororrarre. — Supposons le corps résiduel K de K parfait. Alors les
représentations d’ :Artin et de Swan de Uextension L|K sont rationnelles sur

le corps des vecteurs de Witt de K.

Démonstration du théoréme 2. — Remarquons que, lorsque p =2, le
théoréme 2 se démontre de la méme maniére que la proposition 7.7.
Supposons donc p 2. Nous allons décomposer la démonstration du
théoréme en trois parties.

(a) Un lemme préliminaire.



388 J.-M. FONTAINE.

Leyve 4. = Soit K" un corps local de caractéristique o. Soit L' une exten-
ston finte geloistenne modérément ramefiée de K. Sowt J le groupe de Galois
de Uextension et soit A son groupe d’tnertie. Sott 1, un caractére de J indut
par un caractére = de \. Alors, v, est rationnel sur K'.

Démonstration. - Soit 1., le corps fixe de A et soii G le groupe de Galois
de Pextension L /K. On a la suite exacte

| N O I R

Soit S une scetion de G dans J et soit = le 2-cocycle de G a valeurs dans A
correspondant & S. On sait ‘prop. 2.3) que 0. est un G-isomorphisme
de A sur un sous-groupe du groupe multiplicatif de L, et qu’il existe une
application 7. de G dans L, tell« que, pour toul couple g, g d’¢léments
de G, on a 0,/z, ) == g(r,.) 2.1

I1 est clair quil sumi (lv domontwr le lemme lorsque Z est de degré 1.
Il existe alors un entier i o tel que Z == 0. Soit [ le degré de Pexten-
sion I./K’. Le corps L., est un espace vectoriel de dimension [ sur K'.
Nous allons faire opérer le groupe J sur L, de la mani¢re suivante :

— pour h€ A, h.z==%2(h)«
— pour g€G, S,.2= ‘gg(f/)4
— pour s€J, dela forme s = hS,, avech€ A et g€G, hS..2 =1.{S,.a).

D’une part, S,.(h.2) = S,.(g(h)a) = 7, g.(5(h)). g(e). Or

Sgh=S,h8;'S;=x2(/h)S, et Spleomz=g(h) (S, 2) =i (e (h) ().

On en déduit que S..(h.2) = S,h.2 puisque % = 0, est, comme 0,, un
G-1somorphisme.

D’autre part, S,.(S..2) == S,.(%.. g'(#)) = . g{%.) gg'(#). Or
‘: S; = ,‘(._,-S“' et S, Spvaiziy (S 2) 2 iz, ae’) / wa'(2).

On a donc S..(S..%) == 8.S...z

Comme, pour s€ J et pour ¢ € K', on a s.{a2) == als.z}, on aainsi muni L,
d’une structure de K’ [Ji-module. Soit v" le caractére de la représentation
de J ainsi définie. Pour he A et ¢€G, '7hS,) est la trace de Papph-
cation = => Zth) #, g{z). Or on vérifie que, pour tout « dans L., la trace
de Papplication z — 7.g/z) est o si g 541 et Try, 2 st g =1. On a donc

0 st g,

7' (IS D= l Tr w2 () ‘\_‘Z(,.‘.'/l,;”')

¢EL



REPRESENTATIONS D'ARTIN. 389

et le caractere 7', qui est rationnel sur K’, est égal au caractére v, de J

induit par Z.

C. Q. F.D.
(b) Le cas d’une C -extension.
Lemme 5. — Le théoréme 2 est vrai dans le cas ou Uextension L[K est

une C -extension.

Démonstration. — On a alors (¢f. n® 1.3) I''={1! et le groupe de
Galois de I'extension est le produit semi-direct d’un groupe H isomorphe
a G/I'; par le groupe P =1I",.

IFaisons opérer G sur P de la maniére suivante :

— le groupe P opére sur lui-méme par les translations : s:75 > s7;

— le groupe H opére sur I par les automorphismes intérieurs :

h: s> heh.

r={1}

On en déduit une représentation de G sur I’espace vectoriel des fonc-
tions sur P & valeurs dans Q. Soit 7 le caractére de cette représentation.
Pour tout g dans G de la forme g = hs, avec h€ H et s€P, 2(g) est égal
au nombre de solutions dans P de équation en shs7 : h™' =3 ou 7" ' =3s.
Soit H,= HnNI', et soit H, le noyau de la représentation canonique
de H, dans P. On vérifie immédiatement que, pour tout h appartenant
a H.,— I1,, 'application 7 — 3"~' est un automorphisme de P. Soit ¢
Pordre de P. On voit que les valeurs de la restriction de 2 & H,.P sont

1 pour sell,.P -1} P
2(s) =5 0 pour sell, . P — 11,
l q pour sell.
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Soit 7 le caractére du quotient de la représentation défime par 7 par
la représentation unité de G. On voit que 7 est un caractere rationnel
sur Q et que les valeurs de la restriction de 7 & H..P sont

O pour se€ H..U- 1P,
7(s):-{ -1 pour sell, . P11,
q- pour selfl.

Le groupe I'y= H,.P est de type C,. Posons m == mi{V,j= (11, : 1). Soit %,

i

, . . ’ A N ¥ ]

un caractere fidele de degré 1 de I',/P et soit ’;f:_,\.__E{.
=1

Montrons d’abord que le caractére 7, de G/P induit parZ est rationnel
sur K'.

Soit L (resp. K) le corps résiduel de L (resp. K). Soit L, unc extension
galoisienne non ramifiée de K’ telle que le corps résiduel de L, soit K-iso-
morphe a L. Si on les identifie, le groupe de Galois de I'extension L, /K’
est canoniquement isomorphe & G/I';. Soit ¢ I’élément de 11* G/, I'a/P)
associé¢ a4 la suite exacte

1>1/P - -G/P - G/Ey—1.

L’image de : par I’application 0, s’annule dans H*(L,/K) (cf. prop. 2.2).
Donc 0,(z) s’annule dans H?(L/K) ct aussi dans H?(L,/K") (cf. prop. 2.1).
On peut donc construire, d’apres la proposition 2.3, une extension modé-
rément ramifiée L' de K’ contenant L, qui est associée a la suite exacte

1T /Pr G/P > G /Ty m 1

ct dont le groupe d’inertie s’identific & I's/P. Done, d’aprés le lemme 4,
7, est rationnel sur K’.

II est clair que la restriction de 2 & I'j[P == 1I,.P/ est le caractere
de la représentation régulicre de I",/P. Soit f le degré de Iextension rési-
duelle L/K. Comume I',/P ¢t I'y/P sont invariants dans G;P, on voit que

0 pour s&l..
v ? pour sel. L.
n(s)=- .
( 0 pour s€ r, -

mf pour  seb.

en notant encore 7, le caractére de G défini par v,
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Soit ¥ = v7,. Le caractére ¥ est rationnel sur K’ et ’on a
Y /0 4

o pour s&b.
w(s): - —mf pour sel — {1},
”'f(‘] cet) pour s:=Tu.

Soit ¢ P'unique noinbre de ramification > o de I'extension. Il résulte
de la définition de la représentation de Swan que les valeurs de s, sont

0 pour s¢l.
swe(s)-=y  — fi pour se€l’— {1},
' Sfi(g—1) pour sz,

On a donc sw;=(i/m)?y. Comme i/m est un entier naturel (prop. 1.2),
on voit que sw, est aussi rationnel sur K’. C. Q. F.D.

(¢) Fin de la démonstration dw théoréme 2. — Supposons d’abord que
Pextension L/K soit une bonne extension. Soit L, /K, une C -extension
associée a L/K. 11 est clair que le corps résiduel de K; est le méme que
celur de K, donc que celui de K’ et, d’aprés le lemme 5, la représentation
de Swan de l'extension L;.,/K; est rationnelle sur K. Comme ceci est
vrai pour tout j, il résulte de la proposition 7.6 que la représentation de
Swan de I’extension L/K est rationnelle sur K’.

Enfin, si lextension L/K est quelconque, il existe une extension L
de K’ de degré [ dont le corps résiduel est le méme que celui de L et sw,
est rationnel sur L;. Donc, my. (sw)) divise f.

Soit [ un nombre premier divisant f différent de p. Soit, comme au n® 7.2,
G(l) un Il-sous-groupe de Sylow de G/U, et soit G(I) image réciproque
de G(l) dans G. Soit K(I) le corps fixe de G(l). L’extension L/K/l) est
une bonne extension. Il est clair qu’il existe une extension M, de K’ de
degré premier a | qui a méme corps résiduel que K:l). D’aprés ce qui
précede, s est rationnel sur M, et my.(sw,) est premier a [,

On a vu que my.(swy-) est premier a p. Comme my. s divise [ et
comme pour tout nombre premier [ divisant f et différent de p, m, (swy:)
est premier a [, le p. g. c. d. de my.(swp) et de ces m, (s, ) est égal a 1.

11 résulte alors de la proposition 7.5 que sw est rationnel sur K.

C. Q. ¥. D.
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