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o -  NOTATIONS PRINCIPALES

{x,y,z| coordonnées cartésiennes, le point {x,y} variant dans un 
2

ouvert ¡¡c e  , de frontière ôq.

|r,Q,z} coordonnées cylindriques telles que 

x = r cos Q

y = r sin e q e [o,2îl[

t variable de temps, en général t £ ]0 * T[ et T<°°

Q = Q x ]0, T[ et 2 = ôq x ]o* T[

On note [ . ] le terme général d'une matrice.

Dans certaines démonstrations, on écrira, pour les fonctions employées, 

f(t) au lieu de f(r,t), pour simplifier l'écriture.

PRINCIPAUX ESPACES FONCTIONNELS UTILISES

Pour simplifier l'écriture, on notera ë>(o»Ro) = &(]o,Ro[) 

pour tous les espaces £ utilisés.

 ̂(q)> k entier positif, espace des fonctions k fois 

continûment différentiables sur Q.

2K q) espace des fonctions réelles indéfiniment différentiables 

dans Q et à support compact dans Q.

2S .(a) espace dual de <0(fi) = espace des distributions sur Q
2
L (fi) espace des fonctions de carré sommable sur Q 

h =£2(o,ro) = {u/ y* u e l2(o,ro)}

H1(q) = {u/ u e L2(q), “  € L2(q), “  € l2(q)}

V = (o»Ro) = {u/ yr u e L2(o,Ro) et |r  ~  £ L2(o,Ro)|.

On notera (.,.) (resp J.. le produit scalaire (resp. la norme) dans H 

((.>.)) (resp ll.lf) le produit scalaire (resp. la norme) dans V 

<.,.> le produit scalaire dans la dualité V, V' où V1 est
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l’espace dual de V.

En fait, on a V H = H! V! où les signes dénotent des injections 
denses et continues (Lions [11] jet 1!oîi a

< u, v > = (u, v) si u e h, v e y

L (o> T» x) (où X est un espace de Banach), espace des fonctions de carré 
sommât le de [o> T] dans x pour la mesure de Lebesgue sur [o> Ï1].

w(o, t) = {u/ u e L2(o, T, v) et ~  e L2(o, T, V')}

ÎS1(o, T,fe“(û̂  espace des fonctions continues et à dérivées continues 

de [0> T] dans ̂ °°(q).
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I. - INTRODUCTION - LE PROBLEME 

PHYSIQUE ET LES EQUATIONS

1.1 - Introduction

Dans les années à venir, une source d'énergie prépondérante 

sera certainement l'énergie nucléaire ; en particulier, les recherches 

sur les réacteurs de fusion permettront, si elles aboutissent, d'obtenir 

une énergie moins chère qu'à présent, en utilisant comme fuel des isotopes 

de l'hydrogène, le deutérium et le tritium, disponibles en grande quantité. 

Le TOKAMAK est en ce moment considéré comme le moyen le plus probable 

d'obtenir la fusion contrôlée.

1.2 - Le problème physique

1.2.1 - Principe du_TOKAMAK

Schématiquement, le TOKAMAK est constitué d'une coque torique 

contenant un plasma en équilibre, de forme toroïdale, élevé à très haute 

température. Le plasma, confiné magnétiquement dans une telle configura

tion joue le rôle de secondaire d'un transformateur dont le primaire est 

montré explicitement sur la figure (l.l). En agissant sur le primaire du 

transformateur, on peut induire un courant électrique intensif dans le 

plasma, circulant le long des lignes méridiennes. Ce courant chauffe le 

plasma et produit aussi un champ magnétique ; les lignes de champ s'enrou

lent autour de la surface du plasma (Boujot-Morera - Témam [5]).

1.2.2 - Le problème physique

Le but de cette étude est de déterminer au mieux le champ 

électrique dans le plasma, en utilisant les valeurs numériques du champ 

mesurées au bord du tore et celles du courant total dans le plasma.

La connaissance du champ électrique permettra ultérieurement 

aux physiciens la détermination de la conductivité thermique K donnée
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dans l1équation de 1*énergie interne

 ̂ /O _► V2
n 17 (ô k ©)' + ̂ div ̂  ~ div (K grad ©) = —  + scit d r)

où n est le nombre total de particules par unité de volume

k la constante de Boltzmann

© la température du plasma

CP la pression dans le plasma

v la vitesse macroscopique

Tj la résistivité du plasma

s un terme source

et enfin E le vecteur champ électrique que nous chercherons à évaluer.

1.3 - Mise en équations du problème

1.3.1 - Les hypothèses et approximations physiques

Nous supposons que le tore a un diamètre suffisamment grand 

pour pouvoir négliger l’effet toroîdal en première approximation. Ceci 

revient à étudier le problème dans un cylindre de révolution, de longueur 

infinie [figure (1.2)].

On admettra de plus que toutes les grandeurs physiques consi

dérées champs électrique, magnétique, résistivité du plasma ont une 

symétrie cylindrique et sont indépendantes de la hauteur z dans le 

cylindre ; en particulier le champ électrique E qui est dirigé paral

lèlement à l’axe du cylindre, peut s’écrire comme une fonction scalaire 

E(r,t) de la seule variable spatiale r, qui.est la distance du point 
considéré à l’axe du cylindre, et du temps t . De façon similaire, la 

résistivité électrique est une fonction r}(r,t).
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Dans la  s u i t e ,  on em ploiera le s  coordonnées cy lin d r iq u es

h a b itu e l le s  r ,  0 e t  z a u s s i le s  coordonnées c a r té s ie n n e s  x , y , z ;

ê sera  le  vecteu r  u n ita ir e  dans la  d ir e c t io n  z z

1 . 3.2 -  Mise en éq u ation s du problème

On u t i l i s e  le s  équations de Maxwell

~  = -  ro ?  E 
ot

4? =*■ 1 ÔE
r o t  B = M  + - 2 ^

où p,Q est la perméabilité magnétique,

C la vitesse de la lumière 

E le champ électrique 

—> /
B le champ magnetique 

le courant électrique

1 ÔEDans la  s u i t e ,  nous n ég lig ero n s  la  q u an tité  -  —  p e t i t e  devant
2 i>t

—* -» —»
HoJ et rot B.

On écrira -* -» -*■ 
rot B = n0J

et compte tenu de la loi d'ohm 

E = t) j - Y A B

<g
où V = - gracL n , étant la diffusion particulaire, et où l'on

néglige le terme V A B .

On obtient 1*équation

(l.l) ~  ? = - - -  roîro^E 
ô t *1 H0

que nous pouvons encore simplifier; on écrit
A
E = E(r,t) ê .

z
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De l1identité vectorielle élémentaire

rot* E = E rot ê + TE x e = JE x ê
z z z

nous déduisons

ro? rot E = JE div ê - ê div JE + (ê j) JE - (fE . j) ê
z z z z

et finalement

—̂  ̂  ̂ /v
rot rot E = - e A E 

z

E1équation (l.l) devient

H  5 - “  “ôt n n0

ou encore coordonnées cylindriques

à E _ 1 1 ôe

ôt t) Ho r

C'est l'équation qui gouverne l'évolution du champ électrique dans le 

temps.

1.3.3 - Ie3 conditions aux limites

Maintenant, considérons les conditions aux limites du problème, 

qu'il faut préciser : de la mesure du courant total dans le plasma, on 

déduit la dérivée normale du champ au bord ; en effet, on a

r r e
l(t) = 2îtr dr j(r,t) = 2K r dr -

J J t)
o o

E
En supposant la continuité de la fonction -, on a

T)

dl 0>- f R0 ô E , [R° 1 1 à ôe ,
~± = 2lt -r- -  rdr = 2H ------ t-  r  r -  r&r
dt ôt t) |io r àr àr

o o

d'où.

Ro

. 2 2 °  (Eo , t )  
dt m, Br |10 dr

J o
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Donc

ÒE / di /, xT- (Ro, t) = --- ~  H g (t)òr 2ÏÏ.RO dt 2

ce qui nous donne une condition aux limites. D'autre part, on mesure 

aussi le champ électrique au bord du plasma, ce qui donne une deuxième 

condition aux limites,

e(ro, t) = gx(t)

1.3.4 - Le problème I

Les équations trouvées dans les paragraphes 1.3.2 et 1.3.3 

nous conduisent au problème I : trouver E. fonction de l'ëspace et du 

temps, satisfaisant à l'équation

(1.2.1 ) ~  - = -- AE dans Q
ôt T) \i0

et aux conditions aux limites

(1.2.2) E | 2 = g-jU)

(1.2.3) ^  | 2 = g2(t)

Le problème I s'écrit encore, en coordonnées cylindriques, sous 

la forme suivante :

/ \ I à E 1 1 à ôe
t1-3-1* h  } = ï  s r  âî

(1.3.2) E(Ro, t) = ĝ t)

(1.3.3) | |( 0 ,  t) = 0

(1.3.4) §  (Ro, t) = g2(t)

pour tout t € ]0, T[ et r £ ]o, Ro[, g1(t) et g (t) appartenant à L (o, t).

où g (̂'t) et; g (t) appartiennent
p

à L (o, T) et où Q est une section: droite
du cylindre, òq la frontière de Q (dans

vers l'extérieur du domaine Q. Q et E sont définis par rapport à Q dans

le chapitre 0.

p
1 ) et v la normale à ¿Q, dirigée



9

1.4 “ Orientation de ce travail

Le but de ce travail est de trouver une solution au problème

I. On sait que la solution d'une équation telle que (l.2.l) est déter

minée par une condition initiale E(r,o) et soit (l .2.2), soit (l.2.3).

Par contre, dans le problème I, la condition initiale manque tandis que 

les données aux limites sont surabondantes (ce sont des "données de 

Cauchy"). On dit que le système (l.2) est un système mal posé. En général, 

un tel système n'admet pas de solution E pour des valeurs au bord 

ĝ  et ĝ  données arbitrairement. De plus, si une solution existe, elle ne 

dépend pas continûment de ĝ  et de ĝ  et elle cesse même d'exister pour 

certaines variations arbitrairement petites dans ĝ  et ĝ  (Lattès-Lions

[9]).

Nous montrerons au chapitre II par des méthodes classiques que 

si, pour des conditions aux limites ĝ  et ĝ  données, une solution existe, 

alors elle est unique. Nous appellerons de telles fonctions ĝ  et ĝ  

compatibles. Or, puisque ĝ  et ĝ  proviennent de mesures expérimentales, 

elles ne seront jamais tout à fait compatibles.

Dans les chapitres suivants, nous résoudrons le problème I 

suivant une méthode décrite dans Lions [il]. il nous faudra renoncer à 

l'une des conditions aux limites (l.2.2) ou (l.2.3) ; nous choisirons 

d'éliminer (l.2.2). Il s'agira ensuite d'estimer la condition initiale 

E(r, o) pour que la solution satisfasse le mieux possible (dans une certaine 

norme) à la condition aux limites (l.2.2) ; cette condition ne pourra être 

réalisée exactement que dans le cas où ĝ  et ĝ  sont compatibles.

Nous identifierons finalement au champ électrique physique la 

solution E(r, t) vérifiant la condition initiale optimale E(r, o) et la 

condition aux limites (1.2.3).
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II. - UNICITE DE LA. SOLUTION

DU PROBLEME I QUAND ELLE EXISTE

Comme nous l'avons vu au chapitre I, le problème I n'admet 

pas de solution pour des conditions aux limites arbitrairement données. 

Nous montrerons maintenant que si une solution du problème I existe, 

elle est unique ; pour la démonstration, on utilisera la forme (1.2) du 
problème I.

Soient E-, set E deux solutions différentes et soit E = E, - E , 1 2  1 2
E satisfait alors à

t \ à E 1 .(2.1 .1) AE sur Q
ôt T] ^0

(2. 1.2) e|e =0

(2. 1.3) | | s =0

L'équation (2.1.f) s'écrit encore

est un opérateur elliptique. On impose de plus à la fonction t) 

d'être strictement positive sur le domaine.
/- ÔEOr, d’après Mizohata [14], toute solution de l'équation ^  = 1 E 

définie au voisinage de l'origine et vérifiant les conditions

(2.4) E(x, y, t) = 0 et ~  e(x, y, t) = 0

sur l'hyperplan passant par l'origine et perpendiculaire à la direction 

\f, s'annule dans un voisinage de l'origine.

Par translation, c'est vrai dans un voisinage de tout point M 

au voisinage duquel la c.ondition (2.4) ®st vérifiée sur l’hyperplan corres
pondant.

f \ r\ r  à2 à2 1 ô 1 
(2.3) L - -9- —  + —  - rr -TT -

^  L  ôx2 ày2 J  Ô t  *

(2.2) Ô E 
ôt = L E

où
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Il nous reste à montrer que 1’ énoncé de ce théorème est 
ÔEencore vrai si E et -r- s1 annulent non pas sur une droite mais sur
ôv

■un cercle ôq passant par M> v indiquant maintenant le vecteur per

pendiculaire à la tangente au cercle au point M. Or, il est toujours 

possible de transformer le cercle ôq en sa tangente au point M par

une transformation conforme (x,y) -» (£, "oien choisie. Soit w = x + iy 

et u = £ + î. La transformation est de la forme suivante

w u _ aw + b 
cw + d

Comme w -> u est une transformation analytique, on a

(25) ÿ  « -ï, Ì Ì . . B .K¿-^> 3x Òy òx äy

SOlt i2_ -S.2 à2 h2
(2.6) — I + — f =0, — j + = 0

òx òy ôx ôy

On montre facilement que les égalités (2.1.2) et (2.1.3) sont conservées 
par le changement de variable, c'est-à-dire

(i) Si e(x, y, t) s'annule sur une courbe r(x, j) = 0 Plan (x, y),

alors e(ç, x» t) e(x(ç, x)» y(ç» x)»t)s’annule sur la courbe

r U »  x) =  r U U »  x)> y U *  x)) du plan (ç, x).

M
(ii) Si ~  s’annule sur r, alors —  s’annule sur r où v es't la

ôv Ov.
direction perpendiculaire à r dans le plan (ç, )̂#

Nous considérons maintenant la transformation de l’équation (2.1.1 ) dans 

le changement de variable. A l’aide de (2,5) ê (2.6)> on trouve, après 
quelques calculs

/  x ò 2e  =  I”  ò fÈ  ò f l  à£ ò2 Ò£ ò2
V ”2 “ 2 .2 . 2 òx òy òy òx

òx òy L ÒS Ôïl JL J

% .8) 15 £* .  m  Sx ^ l 2 + r | s l 2 = i  Iòx òy òy òx òx J òy J

s  j ( ç  , x) > 0



12

D'autre part

(2.9) e (x , y, t) = e (ç , x >

■ni*, y, t )  -  x» t )

A l'aide des résultats précédents, on trouve que l'équation (2.2),

■s? = L E est transformée en 
ôt

(2.10) —  = L E

où

(2.1.1 ) L = J
Ho

Ô2 à2 1 à 1

“ 2 + “ 2 ' * ôt -~ 
_ ÔC àx J T)

est encore un opérateur elliptique. A (2.10), on adjoint les conditions 

de bord

(2.112)-
E Iôq X ]o »t [ ~ °

ÔE « _
ôtfjôQ x ]0»T[” °

M
où ôq est maintenant -une droite.(On peut donc appliquer au système

(2.10), (2.11), (2 .12) le théorème de Mizohata. Donc, quel que soit le
M M M M

point M de ôq, on peut trouver un voisinage de M, dans lequel E = 0. 

Par conséquent, pour tout point M de ôq, on peut trouver un voisinage 

de celui-ci dans lequel E =*0. On a donc une famille infinie de 

voisinages recouvrant ôq ; comme ôq est compact, on peut certainement 

trouver eo > 0 tel que la couronne circulaire comprise entre les cercles 

de rayons Ro - £ 0  et Ro soit recouverte par l’union des voisinages de 

donc dans laquelle E = 0.

Nous supposerons de plus les fonctions n et ^  indéfiniment différen- 

tiablessur Q ; alors E l'est également et s'annule sur tout le disque

de rayon Ro. En effet, si ce n ’était pas le cas, on pourrait trouver un

rayon minimum R . tel que E s’annule sur la couronne circulaire comprise 
min

entre les cercles de rayon R . et Ro. Mais alors considérons le cercle de
min ÔE

rayon R : par continuité, E et -r- sont nuls sur celui-ci ; on peut réitérer 
min ôv
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l ’ application du théorème de Mizohata et trouver R! < R . t e l  que E
min

s’ annule sur la  couronne c irc u la ire  comprise entre les cercles de rayon 

R* et Ro.

Finalement E est identiquement nul sur Q et le problème I  

admet au plus une solution.
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III. - EXISTENCE ET UNICITE DE SOLUTION 

D'UN PROBLEME AUXILIAIRE

Nous démontrerons ici l'existence et l’unicité dans l'espace 

w (o ,t ) de la solution E du système suivant, en nous inspirant de la 

méthode indiquée dans Lions [il].

(3.1)

à E 1 l à  r ^E _ 
àt ^ ~ "ji” r àr ôr

g ( 0, t) = 0

j |  ( ü o ,t )  »  g2 ( t )  

E(r,o) = v(r)

A
avec g2 £ L (o> t )

o o
et v € H = £  (O, Ro) = {u/ fr u £ L (0 , Ro)}

Ce système sera utilisé par la suite poux l'étude des problèmes de 

contrôle et d'identification associés au problème I.

On admet de plus l'hypothèse de régularité suivante sur la fonction t)

T) e  (0, T,fê°°(0, Ro)), T](r,t) > r\o>0 Vr e [0, Ro]

Vt e [0 , T]

III. 1 - Problème d'évolution équivalent

a ) On effectue le changement de fonction
2

e(r,t) = E(r, t) - ~  g (t)

dans le système (3 .1); on obtient le système (3 .2) pour lequel les 

conditions de bord de Neumann. sont homogènes
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/ \ - 2  = 2 r 2 ò ê 2
* 3t r) " r òr r òr ‘¡¡ÔRÔ g2 " 2RÖ "5t rf

(3 .2 .2) ~  (0 , t) = 0

(3.2.3) (Ro, t) = 0

2
(3 .2.4 ) e(r, 0) = v(r) - ---- g2(o)

Il est maintenant équivalent de démontrer l'éxistence et l'unicité de 

la solution des systèmes (3 .1) et (3 .2).

b ) Définition d'une famille de formesbilinéairessur V 

soit la forme bilinéaire

.. rRo de1 de„
r \ 1 1 2 ,a(,e , e ) = —  -—  -—  r dr

1 2  (¿o ôr ôr
0

définir sur V = 3 0  (0, Ro) ; elle a les propriétés suivantes

i ) elle est continue ; pour le voir, on utilise l'inégalité de

Cauchy-Schwarz

pRo òen òe
r __- r

òr òri/
0

et l'on déduit

l a (v  e2> l -< -Îô I N I  N I

ii ) elle est coercive ; on a l'égalité

et donc

a (e e )  + ~  le I2 = -- \\eA\2 
v r  r  » 1 » 11 ln

a( el> e1) Ve € V
_ 1 

“ T°

ôe 2

< â r >
r dr

Ro

t
0

dr <

r « a 2 _ ' 1pRo ôe_ H —

o ■*

- pRo òe 2 1 \

J  ( - a ï >  r
0 -*
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ce qui correspond à la  d é f in it io n  gén éra le  de la  c o e r c iv i t é ,  

i l  e x i s t e  X, a > 0 t e l  que, pour to u t e^ £ V

(3.3) a(elf e1) + XjeJ2 > aHeJj2

Or d'après Lions [il], comme t est fini, on peut se ramener au cas 

°ù- (3.3) a lieu avec \ = X.0, où \o est un réel négatif donné. En effet, 

si l'on pose

(3.4) e = exp (kt) e 

le système (3.2) équivaut à

(3.5)

f  x e 2  ̂ g
+ k J - 1 - 1 L  r  — 2  = _iL_ g _ J L  L  _2

ôt  ̂ -p (lô r  ôr ôr Ô̂RÔ 2 2Ro ôt

ôe^
(o, t) = 0

__2 (Ro, t )  = 0

e (r, 0) = v(r) - — —  g (o)
3 2Ro 2

, ✓ , 1 1 à à , l l à  à k ^
Lf o p e r a te u r ----------- - r  -r- e s t  remplace par ----------- -r- r  -r- + -  e t

|xO r  or or jjO r  ôr or ^
 ̂1&2la  forme b i l in é a ir e  a ( e n, e ) par a (e  , e ) + k P ------ . S i l 'o n

1 2 1 2  J  T)

c h o is i t

(3.6) k >(~ - \o).sup(ri (r, t))

r £ [0, Ro]

t  e [o ,  f.]

on obtient (3.3) avec \ = \o.

On supposera, dans la suite, qu'on a effectué ce changement de fonction.
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III.2 - Unicité de la solution 

Soit e solution du système

/ \ ò e 1 1 ò òe
(3.7.1 ̂ òt t7 " '¡ÏÔ r òr r òr “ 0

(3.7.2) ~  (0, t) = 0

(3.7.3) (Ro, t) = 0

(3.7.4) e(r, 0) = 0

On va montrer que si e est solution du système (3.7), e est identique

ment nulle, ce qui impliquera l'unicité de la solution du système (3.2). 

On obtient, en multipliant (3.7.1) par e et en intégrant, tenant compte 

des conditions au bord

(3.8) (It -, e) + a(e,e) = OOt ^

or on a les égalités suivantes [21J

ò / e x _ ò / e  e 'i - o(d e ®_ì = o(^ ÏB- -- 'S
òt r\[ òt yVj! Tn dt ^r¡’ ÿii Tj ’ YV)

d'où l'on déduit

i ( - , e )  = 2( I t  -  , e) + Ü  ^ 9 , 9 )ot _ ot y] t)2 Ot

ou encore

égalité qu'on substitue dans (3.8) où l'on utilise également la coercivité 

de la forme bilinéaire a

Ì * $ • >  - &  ̂  + 7o IIs II2 - »■ le12 -< 0

On a donc, en intégrant en temps et en utilisant l'inégalité de Cauchy- 

Schwarz

1 rRo e2(r,î)
5  . T I îT Î7 r -

0
(sup %  i t  + x) I  Ie!2 dt + I  H 2 dt i  0

0 0

r £ [0, Ro] , t € [0, T]

ò (e X 1 ò /e N.
2 òt t),e -  <j¡2
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On choisit alors k tel que
1 ô- 

X “ -  SUP n- 2  <H

r e [0, Ro] , t e [o, t ]

; il vient

i f» Ro 2 / _ \
1 r e (r, T)

2 J
0

ce qui implique e = 0.

III.3 “ Existence de la solution (Lions [il])

a ) Application de la méthode de Faedo-Galerkin

L'espace V = % \ 0f Ro) est séparable : il existe un ensemble

dénombrable dense dans V. On peut alors trouver (nous en exhiberons une

au chapitre 'VII) une "base" w . w,., w ,..., w de V au sens suivant
0 1 2  m

V m  w . , .... w sont linéairement indépendants et les combinaisons
0 1 m

2 £. w., £. G ]R sont denses dans y. 
finie J 3 J

On définit alors une solution approchée de (3.2) par

les c^^tant ĉ °isis de façon que
y

(3 .9 .1) ( -dl -- , w. ) + a(t, em, w.) = X-f^t), w . > 0 < j < m 

eÿ

m ^>2
(3.9.2) e (0 ) = J] e, ( 0) w (r) -* e(o) dans c& (0 , Ro) quandm *■—» Km

m oo

r2 ò So(^) 
où fj(r,t) = —  g2(t) - —  _

Le système (3.9) est un système de Tn équations différentielles linéaires

em(r, t) -
m

s  \ ( r >

k=0

i  r T ?
dr + — H e jj dt < 0 

r 0
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en les e, (t) de la forme 
km

( 3 . 10)
I t  Am( t )  "em( t )  + K  ?m( t )  = ? lm

= eim(°^ ’ • • • ' em a'0^
N

OÙ A ( t )  =m

A^ = [a(t, wi? ŵ .)]

% (t) “ (eom(t)- e:ta(t)....V (t))

e t  î ^ t )  = ( ( f - J t ) ,  wo ) ,  ( f j j t ) ,  wt ) , . . . ,  ( f l a ( t ) ,  w j )

Pour prouver que le système (3.10) admet une solution unique, nous allons

montrer que la matrice A (t) est inversible.
m

b ) Régularité de la matrice A (t), à tout instant t

Considérons les fonctions í w * \ 
( r „ - 1 =  0. . . . m )

en effet, si l’on a

w

“o Y t) + * * * ' + “i

w. w
1 -  rsrr-  + . .  ♦ • + a rr-  -  üfr) m fr]

où les ai (i = 0,...,rn)

CCq . . . .

puisque le système

w.
Finalement, les fonctions ~  , i = 0,...,m

T r\
étant indépendantes, la

r. w. w. %-
matrice Am(t) =  ̂^  ^  J est régulière. On v o i t  aisém ent que l a

m atrice Am( t )  e s t  de p lu s d é f in ie  p o s i t iv e .

“ , w. W.

J í V  í V .

; elles sont indépendantes ;

sont des nombres réels %

cela implique en particulier

“i  -----  “m 0

I v .......... " i ............wml
est libre.
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c ) Convergence forte de e^(r,t) vers e(r,t) quand m tend 

vers l'infini

Nous allons montrer que, quand m tend vers l'infini, la fonction 
m

em(r,t) = ^ 2  eVrn(t) wk(r) tend vers la solution du système (3 .2). 
k=0

Pour cela, nous nous inspirons de Lions [il] et procédons suivant les 

étapes classiques de ce genre de démonstration.

2
i ) La fonction en demeure dans un borné de L (o , T, V) 

Multiplions (3.9.l) par e^ (t) et sommons sur k ; il vient

I a e ( t )  ,

(3-1l) ( “t f l i l ’ em(t))
+ a(e (t), e (t)) = < e (t) >

m m i m

On utilise ici la formule de Cauchy-Schwarz pour le second membre et on 

intègre en t

rT. e (t) .

J  ( ô t T I t ) ’ em( t ) )
0

T T

dt + \ a(<em^ >  em(t))at <J I K j . C t © m(t)||d.t

0 0

On obtient, en utilisant l'inégalité
a2 2 w 

ab < —  + ab Va» a, b > 0
- a

(3.12)
rp © (t ) \ T

1 ( T t - i x t V  e»(t))dt + j a(em(t)' em(t))dt
0 0

< r  !  Ilf l ( t , l|2 4t + I  llem( t > II2 dtJ U yt J  ̂ V
0 0

Comme pour la démonstration de l'unicité, oçl substitue dans (3.12) l'égalité 

suivante

/ ò em \ _ l ò [ em Y / 1 ò n \
I òt enJ 2 òt \ T)9 em I [ r\2 òt em* 6m J

On utilise de plus la coercivité de a pour obtenir

- f ROe 2 (r ,T )  r T .  r T . _ , r Ro e 2/ x
-î - r d r + l j  ||. (t)|| 4t < i - ||f (t)|| d t + j }  *

¿ 0 T )(r,T ) ¿J0 J0 °  V  ^
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Or, grâce à (3 .9 .2 ) ,  on a

|em(o)| < c j e(o)I

D'où l'on déduit une majoration pour la norme de e
m

(3.13) [ ||em(t)||2 dt < cx f Hf^t^.dt + c |e(o)|2
%) XJ
0 0

La fonction em(r,t) demeure donc dans un borné de L̂ (o, T, v ) .

ii) Convergence faible de e^ vers e quand m tend vers l'infini

De i) on déduit que l'on peut extraire une sous-suite e * de e telle que
m m

r\
(3.14) e * _». z dans L (0, T, v) faible

m

On va montrer maintenant qu'en fait la fonction z(r,t) n'est autre que 

e(r,t).

Soit j fixé quelconque et m* > j. Alors (3.9) est valable avec m = m* ; 

multiplions (3.9.1 ) par q>*(t) où

(3.15) <p*(t) e (0, T) et <p*(T) =0

et intégrons sur [0, T] ; il vient, si <p*.(i;) = ç*(t) w.
J J

pTt* . e*(t) » “j

(3.16) J -(~Xtr j + a(t’ em(t)’ 9 * ^ ) \  dt 

0

pT / e* (o) \
= _ < f ^ t ) ,  T* .( t )  > d t + - -? ro l , T. . ( o )

0

Grâce à (3.14), on peut passer à la limite dans (3.16)

(3.17)
I H
o

**l')
+ a(t, z, <p*j) J dt

- r <
0

fi: >ät + ( f i w  ’

Mais cela vaut pour 9* quelconque satisfaisant à (3.15). On peut donc 

choisir 9* et alors (3.17) donne
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(3.18) ‘St ( t7xÍi ’ Wj ) + a^ ’ Z^ ’ = < *1^)’ wj >

où la dérivée est prise dans (o ,t)

Mais dans (3.17), j est quelconque et comme les combinaisons linéaires 

finies des w. sont denses dans V, on en déduit

(3.19)
ò z 1 lò_^òz_ 
òt n ^0  r òr òr 1

Donc àz r_ 1 1 à dz I à 1 \ f 2/ . \
S E  =  " [ f l + - ï 5 ï f e r  ô î -  (  d  t  T ,  ) z  J e  L  ( 0 >  T ’  7  >

et z £ w(0, T).

On peut intégrer (3 .1 7) par parties en t ,  ce qui donne, tenant compte 

de (3 .19)

U t £ } ' wj )  v* M  " ( ^ 7 1î)>,* io) V j > Y»

et donc

/ z(o) \ _
1íT ^ ’ wj ) Vj

d'où finalement

z(o) = e(o).

Donc z est solution et, d'après III.2, z = e est l'unique solution. 

On peut donc remplacer (3.14) par

(3.20) e^ __w e dans L (0, T, v) faible

2
iii) Convergence forte_de em vers e dans L (û,_T, v)

Pour la démontrer, on utilise l'égalité

a(e - e, e - e) = a(e , e - e) - a(e, e - e) 
m m m m m

= a(e , e ) - a(e , e) - a(e, e - e) 
' m m  m m

Il vient alors, compte-tenu de (3.11)

pT pT pT v e .
a(e - e, e -e)dt = < f,,.e >dt - f tt -- , e dt

J m m v l m  J \ °t T) ml
0 0 0

rT pT
- a(e , e)dt - a(e, e - e)dt 

m mO v
0 0
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Soit

(3 .2 1 )
-, pRo 2/ \
1 m (r,T) j _  dr
2 J r)(r,T;

0

PT
+ a(e - e, e - e)dt

J m m '
0

-, rRo e 2/ \
= } )r dr
2 J T)Xr»o]

0

rT
+ < f , e >dt

1 m

0

+ í -- -Tr1 e , e ] dt 
J I Tj 2 ot m my
0

rT
- a(t, e , e)dt 

m

0

fT- a(t, e, e - e)dt
J m
0

Mais on a

, pRo 2( m\
1 m (r, T) j
- -- •T-----Tr dr
2 J T) Tj

0

, pT (e (r,T) - e(r,l))7'

2 „ t! I r T Î J
0

*i p Ro 2 / m \
-  3 I r
" 2 J “nX rjTl

0

'Ro e (r,T) e(r,T)
dr + ----—r— — r— — r dr

J ti Ir
0

et de même

r  ( - . & • * ) «J V r)2 òt m /
0

”  J  ( Í 2  I t ’ ( e n>" e )2  ) d t
0

‘ i ( Í¡2*t’ e2 )dt
0

T
+ 2 f f-0 I?, g e ) dt

11) 2 ôt m /
0

(3.21) devient alors

rS0(e (r,T) - e(r,T))2 
1 ° m , •

2. ----- ÎTïTtI------ r d r -
0

( “o (e - e)2)dt + a(e -e, e -e)dt
I tí 2 ox m / m m

o o

, PRo e (r ,T )(e  ( r ,T ) -  e (r ,T ))

- - j _ ------ tÏTÎTt }-------- r

0

, pRo e (r,T)e(r,T)
1 HI j

" 2 J - “ TïT tT "  r
0

+ Í  L ' a  I t ’ e(em ” e ) ) d t 
0

p T # , N  v i p  e 2 / \
A 1 öh i . 1 m \ t , o) ,+ -ri, e e I dt + - -- -T----(r dr

J \ n 2 ôt’ m / 2 J Titr»°J
0 0

r T
+ < f , e > dt 

l m

0

rT
- a(e ,e)dt

J m_
0

r T
- a(e, e - e)dt 

mw
0
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m a i s ,  q u a n d  m t e n d  v e r s  l ' i n f i n i ,  o n  a

pRo e ( r ,T ) (e (r ,T )  -  e ( r ,T ) )  

j ------ -----------------r ^  - 0
0

í  ( r¡2 3 t  ’ e ( e i  -  e ) )  dt -  0
O

rT
a ( t , e, e -  e)dt -* 0

J m
0

Le second membre de l 'é g a l ité  ( 3 . 21 ) tend vers

n P Ro 2 / \
1 e ( r ,T ) r 4 r
2 .  - l ï T ï r d r+

0

n n Ro 2 / \
1 I
2 J T) t ° )

0

rTí i òt) 2 \ ,,
+ - -r— y 6 I dt

J I T)2 ò t  j
0

fT+ j  < f ^ e  > dt -

0

fT
a(e,e)cLt = 0

0

Nous u tiliso n s  finalement la  coercivité  de la forme b ilin é a ire  a pour
✓ 2 déduire la  convergence fo rte  de e^ vers e dans L (o, T, v ) .

||em( r , t )  -  e ( r , t )  ||
L (O, T, v)

-> 0 quand m oo

On a établi jusqu'ici que le système (3.2 ) admet m e  solution tonique 

e(r,t) ; on va montrer de plus que

iv )  La solution e ( r , t )  dépend continûment des données 

Ce qu’ on énonce de la  façon suivante 

lemme ( 3 . 5 ) -  l ’application b ilin é a ire

{f1, e(o)} -* e

r\
est continue de L (o, T, V') x H dans w(o, t ).

En e f fe t ,  on obtient, en passant à la  lim ite  dans ( 3 .13)

(3.22) H * )  II2 d t <
C
0

c i  j l l V * )
0

Il2 dt
v'

+ c2 |e (o ) |2
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D’autre part, l’équation (3 .2 .1). peut s'écrire

òe _ t) 1 ò òe 

òt |j,o r òr òr 11

ò 1
TT “ e + T) f
Òt T) 1

et 11 on a

(3 .23) 1 L  òe
r òr òr

v1
< ° IIe llv

En effet

ò_ òe I 
r òr òr . ~

1 V1

■* Ro

1 ò òe
- - -r- r -- e r dr

sup J _ ° _ £ _ $ Ï_ & L _ 4 ---------- 

*4 « T lle4 II

pRo
, òe
òe 4—  — — t ar

0 òr òr
= sup-i----------------

e4 e v  11*4 II

ce qui implique (3.23). 

On obtient donc

ôe

^  L2(o ,T,V')
< ° 3 IIe \\ 2( *

D L (o,T,v)
°4 llf lll 2,

L (o ,T ,7 ')

ce qui donne, compte tenu de (3.22)

òe

^  l2(o ,t ,v ) "
c5 l eC°) I + c6 l lr i ll 2
5 b L (o»T,V1)

Le lemme (3.3) est ainsi établi .

III.4 ” Autre système d'évolution

On considérera, par la suite, des systèmes liés au système 

adjoint du système (3.1) du type

I**

_ £]? _ IL - L  r -i1 = 0
òt pp r òr òr

| ï ( o , t )  = 0
òr

| | ( R o , t )  = 4,(t) où (j; e l 2(o ,t )  

p(r,T) = 0

La démonstration de l’existence et de l'unicité de la solution de ce type 

de systèmes est similaire à celle que nous avons donnée précédemment.
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Remarques, 

remarque 3<>1

Strictement, en faisant le changement de fonction

e(r,t) = E(r,t) - g0.(t) , on doit imposer la condition g £ H^(o,t) ;
2R cL cL
0

en fait, la démonstration d'existence et d'unicité s’applique encore au 

système (3.1 ), avec dans la formulation variationnelle la même forme 

bilinéaire mais un second membre différent* La forme (3.2 ) sera celle 

utilisée pour la deuxième méthode de résolution du problème I.

remarque 3.2

Si le changement de fonction (3.4 ) a été effectué, on a démontré 

en fait la convergence forte de e vers e quand m tend vers 1*infini,
2 3m 3

dans L ( o ,T ,v ) .

a été défini tel que

e(r,t) = exp(kt) e (r,t)
3

mais, si on avait employé la méthode de Faedo-Galerkin sans faire le 

changement de fonction, la solution e^ du système correspondant à (3.9) 

serait encore telle que

e (r,t) .= exp(kt) e (r,t)
m

et l lon aurait

pT
||em(r,t) - e(r,t)||- dt

0

r T
= j exp(2kt) ||e^m(r»t) - e^(r,t) j|2 dt 

0

rT
< exp(2kT) |Je ( r , t )  -  e ( r , t ) | |  dt - » 0  m -» o°

«J -s -s
0

Donc, on a enJfait démontré également la convergence forte de e^ vers e 

dans L2(o ,T,v ) [ce qui nous sera utile au chapitre Vil],
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ÏV. - TRANSFORMATION DU PROBLEME I EN 

UN PROBLEME DE CONTROLE OPTIMAL

IV. 1 Transformation du problème I

Nous retournons maintenant au problème original (l.3).

Comme on l'a vu au paragraphe 1.4» la solution d'un tel système est 

déterminée par une condition initiale E(rto) et soit g^(t)f soit 

£2 ^)* Nous prendrons comme contrôle la fonction E(r,o) s v(r) et 

allons essayer de l'ajuster de telle façon que pour g^(t) donnée nous 

trouvions la meilleure estimation de g^(t) possible. S'inspirant de 

la méthode indiquée dans Lions [il]» p. 231» on pose alors le problème 

de contrôle optimal suivant. Soit e(v, r t t) la solution du système

(4.1)

ò_ E 1_ 1 ò ÒE = 0 
òtt)’- n0 r'3rr òr

|f(0, t) - 0

||(R0t t) = g2(t)

E(r# o) = v(r)

et soit

r T 2
j(v) = (e (v , Ro, t) - g (t)) dt

J
0

I l  s 'a g i t  a lo r s  de déterm iner la  fo n c t io n  u (r )  t e l  que

u 6 tA=ì£2(o, Ro)

et

j(u) = inf j(v) 
v 6 IL

Si le problème (I.3 ) admet une solution» on a

e (Ro ,  t )  = g ^ t )  

et donc j(u) = 0

Mais, i c i ,  l a  fo n c t io n n e lle  J n 'e s t  pas co erc iv e  ; pour 

a ssu rer  sa c o e r c iv it é  f nous a llo n s  donc la  m od ifier  en posant
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(4 .2 )

pT pRo
j  (v )  = ( e ( v ,  Ro, t )  -  g ( t ) ) 2 dt + e v2 ( r )r  dr
e J -L J

0 0

Nous a p p ellero n s u l e  minimum de la  fo n c t io n n e lle  J
e e

(4 .3 ) J (u ) = in f  J (v )  
e e e

v  6 U

IV.2 ± Existence et unicité de u » minimum de J
e e

On a les propriétés suivantes

i) la fonctionnelle J est coercive puisqu’on a triviale-
6

ment lfinégalité

pRo 2 2
J (v) > e V (r)r dr = e|v|
e — J

0

ii) d'après le lemme (3 .3 ) E est une fonction continue de v ;

on en déduit la continuité de J .
e

iii) enfin, la fonctionnelle J est strictement convexe ;
8

en effet, E étant fonction affine de sa valeur initiale vf on peut poser

(4.4) E(Rot t) = Av + E°(Ro, t)

L'opérateur linéaire A est écrit plus explicitement au paragraphe V.1 .

Si l'on pose de plus ç(t) = E (Ro, t) - g,(t), on obtient, pour J
1 e

1*expression suivante

rT 2
J (v) = (Av + ç ) dt

e  J
(0

fR° 2 
+ e v (r)r dr

0

Nous devons prouver que, pour tout 0 6 ]0, l[, pour tous v^ ^ v^ € H

£ =  j(öv + ( î - e )  v2) -  e j(v1) + ( l - e )  j(v2) < o

On a encore
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V- rT 2
0 =  (e  A + (1- g)Av2 + c ) dt + e

0

rT ?
(©v.  ̂ + ( l - e ) v 2 ) r  dr

0

rT ?
-  e j (a + ç )  dt -  ( î - e )

o

rT 2
(a v2 + ç )  dt

0

’'R o  2

- 9 e  V r  dr -  ( l - e )

0

rR° 2 
e r dr

0

áoit

2  = (e2 -  e) I" J T

_ 0

(A + Ç Ÿ~ dt + e
-Ro

r dr
tJ
0 -1

+ (î-e)2 -  (î-e)
- pT

(a v2 + ç)2 dt + e

_ 0

•*Ro 2

r dr
J
0 -1

+ 2 e(i-e)
- pT

(A v1 + Ç)(A v2 + C)

. 0

p Ro
+ e j r dr

0

ou encore

>? rT ?
G = e(e-i) dt (a v1 + ç)

o

+ (a v2 + ç)2 - 2(A V1 + ç)(A v2 + ç)

fRo / 2 2 X
+ e r dr (t1 + v2 -  2 v-jV j

0

5oit finalement

£  -  e(e-i)
“ pT 2

dt[a (v1~v2)J

. 0

 ̂Ro 2
+ e r dr (vi~v2^

0

Donc, pour 0 € ]0,l[ et v^ ^ v^, l'expression <Sest strictement négative.

D'après Céa [ô], la fonctionnelle J coercive, continue, strictement
e

convexe sur le Hilbert H admet un minimum unique û _.
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IV.3 - Convergence de u.̂ vers u (si u existe) quand e tend vers zéro 

1°) On utilisera ici la définition suivante

Définition 4.1 : deux espaces de Banach. V* et étant donnés, un opérateur 

A de l/*" dans 2C est dit Gateaux-différentiable si, pour tout cj € î?', <p Ç

lim *ÍÜ.+.gî ï - Z - ï O l existe .

0 X 0  0

Or les fonctionnelles J et sont Gateaux-différentiables sur l’espace 

de Hilbert H ; elles vérifient donc les égalités suivantes :

(j' (u), (v - u)) = 0

(j* (u ), (v - u )) = 0  
e e e

s i u ex is te , V V 6 H 

V v  € H

qui sfécrivent encore

(4.5)

rT
j (Au + ç) A (v -  u ) dt = 0 

0

V  V g H

(4.6)
r T
/ (Au + Ç ) A (v - u. ) dt 
J e  e
0

pRo
+ e u ( v - u ) r d r = 0  

J e  e
0

Après avoir posé v = u dans (4.5) et v = u dans (4 .6)# on additionne
e

ces deux égalités

rT ?
-  I [a(u^ -  u)] dt 

O

pRo
+ e / u (u - u ) r dr = 0 

J e  e
0

D'où l'on déduit

(4.7)
fito
I u (u -  u ) r  dr > 0

J Q e e

Soit, en appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwartz

\\\2 < luJ  M

et donc

K l  s c
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2°) On peut alors extraire de u une sous-suite encore notée u telle
e e

que

u — w dans H faible 
e

Les applications convexes
fT 2 

: v _^ | (Av) dt

0

fR0 2
et : v _>. j v r dr

0

de H dans ]R sont telles que leurs Gateaux-différentielles

rT
(v,<p)— ► |2(Av)(Aç) dt et 

0

pRo
(v,<p) j  2v <p r 

0

dr sont linéaires et

continues en <p ; on en déduit que et sont faiblement semi-continues 

inférieurement (céa [ô]).

On fait tendre e vers zéro dans (4 .6) et l’on obtient

(4.8)
fff
j (A w, + ç) a(v - w)dt > 0 

0

Y v 6 H

On choisit v = u dans (4.8) et v = w dans (4.5) ; il vient

(4.9)
fT
j (A w + ç) a(w - u)dt > 0 

0

(4 . 10)
r T
(a u + ç) a(w - u)dt = 0

0

d’ou, par addition

rTI a(w -  u) a(u -  w)dt > 0 

0

Soit fT 2 
j  [a(w -  u)] dt < 0

0
2

Ce qui implique Aw = Au dans L (û, T) 

Maintenant, on peut considérer le système suivant

ò E* _ 1 1 ò ÒE* 
ss  ñ ' (i,o r òr òr

g * ( o . t ) - o

||*(R0, t) = 0

E*(r, o) = w(r) -  u(r)
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La solution E*(Ro, t) s'écrit de nouveau sous la forme (4 .4) où 

maintenant E16 est zéro. Donc

E*(Ro, t) = A(w - u ) = 0

Or, d'après Mizohata, cela implique E*(r, t) = 0 dans W(o, T) et 

en particulier w = u dans H.

3°) Il reste à montrer que u tend vers u dans H fort, donc que
e

pito 2 
/ (û  - u) r dr — O

O

or d'après (4 .7)

pRo 2 pRo
j (û  - u) r dr < I u(u - u^) r dr 0 e -* 0.

0 0

VI.4 - Système adjoint - Condition d'optimalité

Nous montrerons maintenant que la résolution du problème 

de contrôle optimal (4 .1)» (4.2), (4.3) est équivalente à celle d'un 

système d'équations bien posé. Dans ce but, on associe au système 

(4 .1) le système adjoint suivant

(4.11.1) Î r| ôt no r ôr ôr

(4 .11.2) .(0,t) = 0

. „/u ,Ro,t) - g (t) 

(4.11 .3) ~  (Ro,t) = ho ------ ----------  

(4.11 .4) p(r *T ) = 0

On exprime de plus la condition d'optimalité

J* (u ) (v - u ) = 0 u € Xl V t ç TX
e e e e
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ce qui s1écrit encore à l'aide de (4.1l)

(4 .1 2 )
r T •

(e(u , Ro ,t )
J e
0

-  g-, ( t  )) (E (v ,R o ,t ) -  e (u ,Ro »t ))d t
i e

r RO
+ u (r) (v - u )(r)r dr = 0 . 

J e  e
0

On multiplie par (E(v,rft) - E(u^,r,t)) et on intègre 1*equation (4.11,1)

-> Ro pT
r dr j dt

0 0

t _ H2 ÜE _ ì r -2 \
1 ri” òt r òr òr '

( E ( v ,r , t )  -  e (u , r , t ) . )  = 0 
e

et on obtient, après intégration par parties

pRo p T

r dr dt p { ~  - - -- - ~  r |-) (E(v#r,t) - e(u ,r#t)j 
J J ‘ ôt r) (io r òr òr ' ' e

0 R0 0

+ r dr -iï— i (E(v,r,o) - e (u *r,o))
J mr,oJ e
0

r R® ! m\
_ X- p(r,T)

'  . r  ^  ÎT Î7 Î7
0

(E(v,r,T) - e(u *rtT)) 
e

T

- dt 

O

, Ä -, Ro
-- r (E(v,r,t) - E(u£,r,t)) I

■* 0

pT
+ dt 

V
O

1 ro
“  p r (E(v,r,t) - E(u£,r,t))

** O

= o

En tenant compte des systèmes (4 .1) et (4 .11)» il vient :

p Ro

0 = j r dr

0

4 ? 4 i  w  -  “ > «Tì(.r»o; e

. r  dt î2 (r o)
J |io òr
0

(e (v ,Ro , t ) -  e (u ,R o ,t ))  
e

T
+ dt -- p (Ro ) ~

J |iO rv òr

0

(E(v,Ro,t) - e (u ,Ro,t)) .
e

Utilisant enoore (4 .1)» on obtient :

Ro / \ 
A „ Plrfo; 
0 = r dr — r---t

J îllr.oj
0

(v - u )(r) 
e

dt 52 ~  (r o) (E(v,Roft) 
J |j,o or

0

- e (u íRo,t)) . 
e
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De (4 . 11) e t (4 . 12) ,  on dédu it :

n RO / \
r  dr (v -  u ) ( r )

J Til.r,o; e
0

-* RO
= -  e u (r )  (v  -  u  ) ( r )  r dr 

e eV
0

et fin a lem en t on con clu t que la  so lu t io n  p ( r , t )  du systèm e a d jo in t  

s a t i s f a i t  à
p ( r ,o )  = -  e ri(r *°) E(u »r *°)' e

= -  e riCrto) u (r )
1 e

Finalement, résoudre le problème de contrôle optimal ( 4 .1)» (4.2)$ (4 .3 ) 

est équivalent à la résolution du système d'équations suivant, qui est 

bien posé

Ò E  1 1 ò r  ÒE 
òt 7) ” fiô r  òr òr

-  ì  %  -  i .  ì  ¿L r  l £  = 0
T) òt jio r  òr òr

| |  (o » t)  = 0 I I  (Ro *t ) = g2 ( t )

E(u ,R o ,t )  -  g, ( t )

■£ (».*) = » à ? (Eo,t) = |10 -— — is--------

p (r  , t ) = 0

p ( r ,o )  = -  e r i(r ,o ) e (u , r to)
e

On peut résoudre ce système par itérations, en donnant à priori une 

estimation du champ E à 1*instant initiale, soit E^°^(r,o) ; à la
• x

k itération, on résoudra successivement les systèmes (4 .13) et

(4 .1 4 ) .

(4.13)

ò E ^  1 1 ò_ 
òt ”  £0 r  òr

« ° 0  or ------- = O
òr

¿>E(k) i .
l».‘) = »

ì l k2
òr

(Ro , t  ) = g2 ( t )

E ^  ( r ,o )  =
(k-1)/ \

_ P_____ (£ j£ )  k>1
e nTr,o7

(pour k = t , E^1\ r , o )  = E ^ ( r , o ) )
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(4.14)

_ 1 Òp^ 1 1 ò r òp^ _ 
"p "òt ¡Io r òr “òr

OP__
"òr (o,t) =0

- ô T  (Eo,t)

Ê k)(Ro,t) - gl(t) 

= ^ ----------ito-------------

(k)
p (t) = o

On itère ainsi jusqu'à l'obtention de résultats suffisamment convergés. 

Mais, la convergence de ce type de méthode étant trop lente, nous préfé

rerons utiliser une méthode de descente pour la résolution numérique du 

problème.
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Y. - RESOLUTION DU PROBLEME DE CONTROLE 

PAR UNE METHODE DE DESCENTE

V.1 - Evaluation du gradient de J
e

On utilisera une méthode de descente pour minimiser la 

fonctionnelle

J (v) = 
£

-T 2 pRo
(e(v, Ro, t) - g-ĵ t)) dt + e V (r) r dr

J V
0 0

Le problème principal réside dans la détermination du gradient de J .
e

Pour cela, s'inspirant de Boujot-Morera-Témam [5]. on utilise l'application 

A linéaire et continue de 2(o, Ro) dans L2(o,t).

<w
V -»■ Av = E vRo,t) telle que

(5 .0

M A
ò E 1 à ÒE 
ôt r) r òrr òr ~ ̂

I  (o,t) - 0 

If (Ro,t) = 0

E (r,oj = v(r) v e*S2(o,Ro)

Soit E° la solution du système :

(5.2)

ò E° 1 ò ÒE° 
òt r) r òr r òr

s £ ( o , t ) = o

-|-(Ro,t) = g2(t) g2 € L2(0,t)

E°(r,o) = 0

La solution E du système (4.1) est telle que
o ^

E(r,t) = E (r,t) + E(r,t) Vr e ]o,Ro[ , V t € [o ,t]

On en déduit en particulier que E est une fonction affine de v. 

On notera dans la suite
O O / \
E = E \Ro f "t )
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On minimise la fonctionnelle :

rT
J (v) = (e° - g, + Av)2 dt 
e J 1

0

pR° 2
+ e j v r dr

0

fT pT
(Av) dt + 2 (e° - g1) Av dt

0 0

pT pRO
+ (e° - g^) dt + e v r dr

0 0

D*cm en dérivant :

< J1 (v), w > = 2 
e

fT pT
(Av)(Aw)cLt +2 (E - gx) A w dt + 2

0 0

•» Ro
e v w r dr

0

9
Soit A*» l'adjoint de A> application linéaire et continue de L (o,t)

2dans £ (0,Ro).

Alors :

< J1 (v),w > = 2 e

•>Ro
r di w [ A* A v + e v + A* (e - g-̂  ]

0

Finalement,

(5 . 3) J1 (v) = 2 [ (a* A + e) v + A* (e° -  g, ) ] e L i

On déduit également le Hessian H de J ,
e e

(5 . 4) H - 2 [ A * A + e ]  
e

pour pouvoir calculer le gradient j* (v) donné dans la formule (5.3)»
e

il nous faut encore trouver une expression explicite de l'application A* ; 

dans ce but il sera utile ici de considérer le système :

(5.5)

A?
_ jyP dp 
” n dî

1 ò 
" v òr r I r  = 0òr

é  o.t> = o

(Ro,t) = (J;(t) cP € L2(o,t)
M

dp
òr
A»
P (r,T) = 0



38

Par définition de A*> on a

(a* c|,(t),
%  (o,Ko)

= M t ) ,  Av(r))
L ( o»T)

Evaluons la quantité

A = U(t), Av(r))

L (0,T)

pT

O

~ÍRo,-b) E(v,R0,t) dt.

A est le terme constant d'une double intégration par parties; en effet,

f 1 ò òp \ ~ 
r  ò ì r  ò r )  E

0

r a -  iôp ~ 
r= r t Î E 

or
L J o

pRo s~
_ f r ¿r àjp ÔE

J òr òr
0

òp ~ "1 R0 
= r -ò| E

«*0

r òe ~ "iRo
r ôï p

J o

r R0, f d ÒE Ì ~ 
d r b ; r i s ) I>

0

= Ro || (Ro,t) E Cßo,t)
fR0 I 1 ò ÒE I “

+  ̂ r ( r òr r òr ) P

0

On en déduit que :

pT Ro 
A = —  dt r dr

R° J J
0 0

ï  - Ê- r -- \ E -
\ r òr òr j

~ [ 1 ò ÒE \
P U  ò i r  3 rJ

On utilise (4 .1) et (4 .5 ) poux obtenir

nO f ,, f  [ 1 Òp ~ ~ Ò E Y
A = - -  cLt r dr ------------ ------  E -  P -  ]

Ro J J 1 n  ôt ti /
O 0

On intervertit [21Jl’ordre des intégrations, et on intègre par parties
A»

en t. Tenant compte de la condition finale p(r,T) = 0, on trouve

p Ro
A = £-° rdr

Ro J
0

[ ~t \ E(r»T) ~t \ E(r,o) 1
- piï'T) ÎvCÏ”t1 + p(r’o; ÍI“ olJ

n rRo “(  ̂ rRo x
- ü£ a ~( \ E(r,o) _ uo p(r,o) / v
- r ir plr,o) --r----r = *- r dr nr) 

R° . ril^o) Ro _ T)Xrfo; '
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D'où 1*expression désirée pour A*

A.  ^(t) =
Ro ^(.rjo)

V.2 - Les méthodes de descente

On est maintenant à même, moyennant la résolution des équations
_ 4W q 4W

d'évolution (5.1), (5.2) et (5.5) pour E> E et p, d'évaluer le gradient

(5.3) le Hessian (5.4) de la fonctionnelle J en tout point v.
e

Pour la minimisation de J , on emploiera deux méthodes, celle
e

du gradient simple et celle du gradient conjugué.

Nous indiquerons maintenant le principe des deux méthodes.

A chaque itération, on détermine le gradient, puis sa direction conjuguée.
On évalue le minimum de la fonctionnelle dans la direction du gradient 

(pour la méthode du gradient simple ), ou dans la direction conjuguée 

(pour la méthode du gradient conjugué. ). Théoriquement, comme la fonction

nelle J est quadratique en v, le nombre de pas pour converger à l'aide 
e

délia méthode du gradient conjugué est égal à la dimension spatiale de 

l'espace discrétisé0

L'algorithme pour la méthode du gradient conjugué est le

suivant.

Partant d!un vecteur Vo, on définit do = -  J' où J ! = J1 (Vo) puis ono o e
itère selon les formules ci-après,

Vk+1 vk + “k \

\ +l = - J'k+1 + Pk \  °ü J'k+1 - ' V ' w 1

avec pR° p
r dr J'f

_ 4  k
“k p Ro

2 r dr J'k (a* A + e) J'k
v
0

ou encore
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pRo 2

1  rdr J’k

“k pRo “ pT “ -T
2 e j r dx j ' k2 + dt ( a J 'k )

0 0

et

J ’ 2 J k+1 
ßk = F -  

T'J k

L'algorithme de la  méthode du gradient simple e s t  obtenu 

en prenant à chaque ité r a t io n  p = 0.x£

Théoriquement, d'après Luenberger [13], chaque pas de la  

méthode du gradient conjugué e s t  au moins a u ssi bon qu'un pas de 

gradient sim ple, à p artir  du même point ; de plus la  méthode du gradient 

conjugué n 'e s t  pas beaucoup plus compliquée à mettre en oeuvre que c e l le  

du gradient sim ple.

Dans le s  e s s a is  numériques, nous avons employé indifféremment 

l ’une ou l ’autre méthode ; dans le s  deux ca s, on e s t  surtout lim ité  par 

le  manque de p récision  sur le  c a lc u l des c o e f f ic ie n ts  * le s  erreurs 

numériques proviennent dfune part de l ’erreur commise dans la  réso lu tio n  

des systèm esd*évolution, d’autre part de c e l le  commise sur le  c a lc u l des 

d iffé r e n te s  in té g r a le s .
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VI. - DISCRETISATION DES EQUATIONS 

D'EVOLUTION

Nous appliquerons à notre problème des résultats classiques 

sur la discrétisation des systèmes d'évolution.

VI.1 - Discrétisation spatiale par une méthode de différences finies

Pour la discrétisation spatiale des équations, nous utilisons 

une méthode de différences finies à pas variables. L'intervalle [0,Ro ] 

est divisé en M segments de longueurs Ar_̂  (i = 1,..., M) variables 

comme indiqué dans la figure (ô.î).

Ar1 Ar2 Ar^ ArM-l Figure (6.1 )

' » i i  i l  i discrétisation spatiale
1 2 3 4 .........M -l M M+1 ^

Considérons le système

(6»l)

ò_E i_ 1 ò_ r ÒE = o 
òt "r| ~ ¡¡o r òr òr

g ( o . t ) - 0

I? (Ro,t) = g(t) r € ]0 » Ro [ t 6 ]o ,T[

E(r,o) = ii(r)

M
Pour g = 0» ce système se réduit au système (5.1 ) pour E, et pour h = 0»

il se réduit au système (5 .2 ) pour E°. Soient EL = E(ri), = riir^ et

h. = h(r.). Pour obtenir la discrétisation spatiale, on intègre l'équation

d'évolution pour - sur des petits sous-intervalles de [o,Ro], en négligeant 
T)

les termes non linéaires en Ar^. Pour la première demi-maille de la figure 

(6.l), on obtient

e  r V 2 r i r 2 /2

4 —  f r : d r - i -  r  ¿ 5  .  0
dt \  J.o - ** - 0

ì. f i  I I  .  L  ü  ^  ' B i =
dt 8 no F  Ar.̂  *

d'où
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(6.2)
d _ * l _  
dt ii“ “

4 (e0 - e J  = o __ 2 1
àr^ no

L'intégration autour d'un point de^discrétisation quelconque donne
Ar.

, E. p r. + ~ -
d -a, î 2
__ —  r dr
d-** T) • ». A'xü_ Ar. .

r. i-l

1 2

Ar.
r ir + : i

1 dE i 2
“ y- r -Â- a = 0do dr Ar. ,

w ì-lL i r. -

d h  l  [/ 4*1 i ' 
a ï  2 \ r i + —  I

2 -i r
i, ^í-i] i /„ Ei+i - Ei 
1 ri ■ 2 J ■ ¡W ( ri + "2 I toj"

I toi-l \ Ei - Ei-1 „ 
- I ri - “ —  )

* E- d i 

Œ  rT
i

/ Ar. - Ar. T \

i - i  * - - - - )

/ Ar. + Ar. .. \

2

r Ar.

[ ri + ~ T  „
Âr. i+1 
1

( Ar. Ar. .

ri * ~ r  
-ZÎ- + — Ä r . _ ~  I

r -ilìlì

\  + ~ s r ”  Ei-1 = ° 1-1

On a donc pour i —  2,..., M

(6.3)
d E-
__ _i + a. S. n + b. E. + c. E. , = 0  
dt ri . i 1-1 i i. i 1+1 

i

où>avec

d = ( 2r i + Ü L l Ü i . - i ) ( Ü L p - j )

on a

(6.4)

tei-l

a = _ 2 
i (io Ar^  ̂d

Ar.

c, = — 2 l l l 41  HO Aiv d

b. = - (a. + c. ) 
i i i

L'intégration sur la dernière demi-maille donne

frM+i * 1 r - r «r d r --- r -- = 0
Lto dr

Ar
r Ar 4 M
M + l-- J? rM+l 2“
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d_ ^+1 X

ät V û  2

r  2 1 
2 ( f u  ) 1

M+l " \rM+l 2~ j  ~ |jo rM+i s(t) - {rM+i - - r  )

^î+l “ ^  
- - - - -  =0

M

d_ ^+1 1 

at V i  1

r Ar / Ar \
—î? ( 2r 
2 \ M+l 2 }

r -,

- b  r M +i ê(t ) + - 5 T S - —  (em +i -  V  = 0

d_ ^+1 1 

dt V i  + i“

" A r

4 - T f — ( ^ h + i -  - r  ) )  _ ( \ +i  -  em)

=, L  ^  g ( t )_________

( Ar \

-  ~ r  )

Finalement,

(6.5)
d \+l 

®  V i
+ V i  \  + V i  = s

où.

(6 . 6 )

ArM

X rM+l “
^+1 “ ” ” Ar„

(ArM) (2ph+1 - .F  )

r g(t')
S(t)= 4 ------j - -----

“° (2rK+l ' 'S2 1

bM+l ■  aM+l

Les équations (6.2), (6.3)# (6.4)» (6.5) et (6.6), et la condition 

initiale u^(o) = h. , constituent la version discrétisée en espace du 

système (6.1). Nous remarquons que cette méthode de discrétisation est 

similaire à une méthode d'éléments finis linéaires par morceaux où les
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r + r^
points de discrétisation seraient les points -- ----- , i=l*...»M.

Dans les calculs, nous prendrons des pas constants ; le système (ô.l) 

discrétisé s'écrit alors

(6.7)

|t E"1 E + A E = &  
dt

l(o) = h
's

où
E(t) = (Ex(t), E2(t),...f i^+1(t)> 

h = (i^, h2»...* hjj,

(t) = (o, O ...» O» B1(t))

avec

\ _ 4Ro g(t) 
1' ' ¡¡ô"Âr"X2RÔ”  ùSJ?)

Th(t)
1 TI ( t ) x O

D = s

0 ' "M+l(t)

* - - bno Ar

4 - 4 O ___ O

o - ( % )  2 ^ - ( - S , ) '  °  °

•s. 's.

o  . . .  O 2  -  ( 1  * w - )
\ ¿rM I M

O • • • •  0 - 2 ( 1 - T O 3 r )  2 ( 1 - 3 s s s )
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L'équation (5.5) est discrétisée de façon similaire 

■ - B -1 k  P + A? -  ^

(6 .8 )
p(T) = 0

où
p(t) = (p-^t), p2( t P M+1(-t)) 

f2(t) = (o , O»...» s2(t))

avec
, (t\ _ 4Ro 4>(t)
2 |io Ar (2RÔ~-~Âr¡ 2 )

VI.2 - Discrétisation temporelle par des méthodes implicite. ou de 

Crank-Nicolson

Nous utilisons, suivant les données,une méthode semi-implicite

(Crank-Nicolson) ou une méthode complètement impèicite ; la méthode de
2 2

Crank-Nicolson dont l'ordre de troncature est o(Ar ) + o(A.t ) est certai

nement préférable du point de vue de la précision, à la méthode complètement 

implicite dont l'ordre de troncature est o(Ar ) + é  ( à t )  ; mais, dans certains 

cas, nous lui préférerons cette dernière qui permet d'éviter certaines 

oscillations qu'on obtient quand on utilise la méthode de Crank-Nicolson.

Comme nous allons le montrer, ces deux méthodes sont incondi

tionnellement stables, pour toutes valeurs des pas en temps et en espace.

Nous décrirons tout d'abord ces méthodes.

a ) On part du système (6.7) déjà discrétisé en espace

^  E"1 E + A E = f * 

E(o)=h

Soit At un petit intervalle de temps et t = n At où n = 0#1*...»N et 

N At = T. On pose
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?  - ï(*n) . (E“. 4 ....

D = J)(t )
n n

= F ( t  )
n n

En intégrant (6.7) entre t et t ,, on obtient
n n+1

(6.9)

___„ t t
n n -| p n+1 p n+1

D~ E n +  - D~ E + A E dt = f  f* d t .
n+ 1 n 4 J t

n n
X(t) étant une fonction de t quelconque, on approxime les intégrales

de X sur les sous-intervalles ft ,t 1 de la façon suivante
L n n+lJ *

t , 
r n+1

x(t ) dt

n

*  [ e x(tn ) + (î-e) x(tn + 1 ) ] At e e £0,1]

La méthode de Crank-Nicolson correspond à 6 = - j la méthode complètement 

implicite à 0 = 0.

Alors (6.9) devient

(6 . 10)
D ñ + 1  ^ + 1  "  í 1  ^  +  A  ( 0  eil + t 1 “ 0 )  ^ +1 ) A t

= (e f* + (i - e) f ^ j A t
n n+1

ou encore ___

(d"1 , + (î-e)At a)eP+1 = (d-1 - GAt a) En  + (e f* + (i-e)f<~î)At
n+1 n n n+1

soit finalement

(6.11) (1 + (l-e)At D n a) En+1 = D , d"1 (i - e At D a) e11
n+1 n+1 n n

+ At d t (e f7 + ( î - e ) ^  , )n+1 n n+1

La matrice (i + (l-9)At Dq+-̂ a ), dont la diagonale est strictement 

dominante est inversible (Témam [20]) : la formule (6.1l) permet donc. j»

de calculer le vecteur E à l'instant t . en fonction de E à
n+1

l'instant t précédent, étant donnés le nombre 0, les matrices D , et D 
n n+1 n

et les vecteurs f-1 * , et f . En donnant E°, on peut ainsi déduire
n+I 13.

E1, E2,..., EN.
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Pour la méthode de Crank-Nicolson , (6.11 ) s'écrit

(6.12) (I + Dn+1 A) En+1 = Dntl d;1 (I - “  ,Bn A) En

+ D , (f? + fî-, )
2 n+1 n n+1

et pour la méthode implicite

(6.13) (i + At D A) En+1 = D . D”1 En + At D f*
n+1 n+1 n T n+f n+1

b ) Il nous faut également discrétiser en temps le système (6.8)

-1 dp -» n2
- D jj + AP = f

p (T) = 0

On procède de façon identique et l'on trouve

(6.14)

n+1 "n — »

- * f" + (1-8) Dn+1 A pn + 1 )

= e d f2 + (î-e) d . f2 .
n n n+1 n+1

où
n -» / X / n n n v
p =p ( y  =(Pl» p2>... pm+1)

f2 = f2(t ) 
n n

La formule (6.14) s'écrit encore

(6.15) (i + e At Dn a) pn = (i - (l-e)At Dn+1 a) pn+1

t At (e Dn t2n + (i-e) Dn+1 f ^ +1)

Cette formule permet de calculer p*1 à partir de pn+  ̂; p1̂ étant donné, 

on peut déterminer successivement, —* — *PJN— i  O
P x » p

Pour la méthode de Crank-Nicolson (où 0 =i)t(6.14) s'écrit
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(6.16) (i + ~  Dn A) pn = (l-iî D A)p"+1 + P ( B ?  + D f2 )
2 n+1  ̂ 2 n n n+1 n+1

et pour la méthode complètement implicite (où 0 = l)

(6.17) (i + At D A) pn = pn+1 + At D f2n n n

On démontrera la stabilité et la consistance des approximations 

de l'équation (6.1), ces deux propriétés impliquant la convergence de 

ces approximations. Des démonstrations analogues peuvent être données 

pour les approximations de l'équation (5.5). Pour la démonstration de la 

stabilité, on s'inspirera de Strang [19] et pour prouver la consistence, 

on utilisera des techniques classiques indiquées dans Richtmyer-Morton 

[16]. Alternativement, on peut utiliser des méthodes d’énergie pour établir 

la stabilité et la convergence des approximations, comme cela a été fait 

dans Raviàrt [15].

VI.3 - Stabilité des méthodes d'approximation

On démontre ici, pour le cas Ar̂  = Ar (i=l,...,M+l) la stabilité 

des approximations (6.12) et (6.13) de l'équation (6.l). Il s'agit de 

prouver que la solution En reste bornée quand n tend vers l'infini et Ar 

tend vers zéro.

D1 après la formule (6*11)# on a

En+^ = ( 3P4”?' D , D~1 ]P"" ÜP+ _1 D D_1, T~ 1 __ ]P+ -1 V D-1!»“) e"”n+1 n+1 n n n n n-1 n-1 1 l o  o o

+ ÓP+ 71 D .. #  , + P + 71 D , D-1 P” P + _1 D 3* +... n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n n n n n

+ P+ 71 D TÍ1 ïï~... É  Dr̂ ,)At 
n+1 n+1 n n 1 11

où p "  =  I - 0 At D A
n n

P + = I + (l-e)At D A 
n n

^ = 0 f1 -.-f(l-e) fî
n n-1 n

Soit Ai+1 Dn+1 Dn •••*;;
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et ¡B , = ÜP+ T1 D .. 3* -, +IP+ 71 D n D“ 1 ]P” P + _1 D 'í + + 
u+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n n n n n .....

-1+ ]P , 
n+1 D n D“ 1 T ~ . . .  P,+ “ 1 D, n+1 n n i 1 1

On a

l l A n r i  I I  4  I I  ^  n + l "  I l  I I  V l í 1  I I  l l ^ ñ ^ n ’ 1  1 - - - - - I t ^ ï 1  3 P i  ■ 1  I I  I K

Il S* Il

or Vk

I \ +1 II = 1 + 0 (At)
n

Donc T( | | ] ^ +1 D^ 1 (I = (l + 0(At) ) n+ 1 < (l+o(At))N

' A4- Tou At = - 
N

finalement #

.H  ¡l\ +1 í 1 I I -  e0(T)

Considérons maintenant, pour k quelconque dans {l,2,...,n}, le produit

3P~ ~1 = ( i  -  e At Dk a ) ( i  + ( i - e )  At a )” 1

On a

Il -m“ 1 TD+ - 1 II 1“ e ^
11 11 ■ suL i .h+1 - r o n ^ -

ou les (m=l»... *M+l) sont les valeurs propres de la matrice At A.

D'après le théorème de GerschgQrin, toutés les valeurs propres de la matrice 

At D̂_ A, matrice à diagonale dominante,ont leur partie réelle positive.

Soient a et b les parties réelle et imaginaire de

i ) pour la méthode de Crank-Nicolson

2 ? P
1 - (a + ib) /2  (l - a/2 ) + bf/ 4  . 

 L—  = 2---- L— ---- ¿r1- < 1 puisque a > 0
1 + (a + ib) /2  (l + a/2 ) + b 7 4
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ii) pour la méthode complètement implicite 

2

—  - — 1—  < 1
1 + a + ib (l+a)2 + b2

Finalement, on a

<6- 's> IIA n+1 II < e0(T) ItP ^-1 II II p ; Il < e0(T> Il p ; Il

Démontrons maintenant que ®n+j est une quantité finie

Il Bn+1 I' < (û+l) At ^ K + l II (1 + °(At))n+1 SUP W \ \  Il

k=î>...,n+l

H œn+l U < T e°<T) Il 'n+l1 II sup I K ^ k H
k=l ,n+n

Finalement,

(6.19) l| Bn+i II i  0 e° ^  sup(| S C t ) | r|(r ,t ) )

r  € [0,Ro] 

t 6 [0,T]

On déduit de l'expression

En+i _ E° + E
n+1 n+1

et de (6.18) et (6.19) que

||En+!Î| < Il E°|| + S 2

pour tout n* indépendamment du pas en espace Ar. On conclut finalement 

que —>
lim ¡E11 | <00

n -» 00

et donc la stabilité inconditionnelle des méthodes complètement implicites 

et de Crank-Nicolson.
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VI A  - Ordre de troncature

Nous voulons évaluer la précision des méthodes numériques 

décrites ci-dessus en fonction des mailles Ar et At. Dans ce but, 

nous calculons l'ordre de troncature t de ces méthodes. Celui-ci 

indique dans quelle mesure la solution exacte d'un système satisfait 

au système discrétisé correspondant.
A

Soit E (r,t) la solution exacte du système (ô.l). Nous définissons

A An
E ( j  AX, n At) = E.

J

T l ( j A x , n A t )  = r in
J

pour toutes valeurs réelles de j et de n. Par développement en séries 

de Taylor avec reste on a, pour deux nombres réels 9̂  et 0 compris 

entre 0 et 1

Ên+1 ¿n f , - n , * n+1 "

(6 .2 0 ) J - +î -  4  . «  e + (1_e) f 5E " ]

11 j "3 L •> ' 1 i .

2 f 2 * \ n+ei / 2 ; \ n+e2
+  *  e [ L  5  .  ( l - e )  * 5 "

\ òt2 ^ / \ òt n I .
J J

et pour 0  ̂ dans l ' i n t e r v a l l e  ] 0 » l [

(6 .21)
ln *a l ö i \ n Ar 2 í<.2í \ n ^ l ö ^ \ n

V -  E d =  + “ b  ) ,  +

Ar4 /  f

+ "~4 W  . a 
v ‘ a+e3

A
et un développement semblable pour la différence E. , - E..

J“ J

Le système discrétisé correspondant à (§. 1 ) est donné par (6.12) pour

la méthode de Crank-Nicolson (© = ¿) et dans (-6.13) pour la méthode

totalement implicite (g = o ). Nous en trouvons facilement l'équation

pour une composante En du vecteur EU » pour j = 2,...*M ; n=l,..,N.
J
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“  • » >  g  -k l -  4  - ^  ( 1 - g . ) ( « k  ♦ <> -« )  £  )
t). r). Ar ' J '

_ J J _

~ E11"1""*" En 1

- 2 (e e3 + (l-6> Ej+1) + (1 + sh) (eE”+i ♦ (1-6) B$)|=°
J •

L'ordre de troncature t des systèmes (6*1̂ ) et (6.13) est défini comme 

l'ordre de grandeur des différences

r  > + i  >  i
E . E . 

x = \í° 3 J 1
Ät “ñ+I " "ñ" “ ~~2

ri. r]. Ar (* ' 3 ? . ) ( e + (l_e) ®>!î)

-  2( e + ( i-e )  ÎÇ+1 j  + | i  + g -  ) (e  ^ +1 +d - e ) Ê " ^ j

Nous substituons (6.20) et (6.21 ) dans (ô.22)f en utilisant lfégalité

A qA A
ò E _ ò E 1 ÒE
òt ri ~~2 + r òr 

òr

On obtient finalement

At
T = -- \10

’ / 2 M n+ei / 2 a \n4e2_

• M  0
. j ' j

(i) pour la méthode de Crank-Nicolson

Il existe 0̂  (i ]0.1[ tel que

o /  ̂ A \ n+®y|
At / ó  E j 4 y. 2x

t -  - - -  no —= -  + o(Ar ;
4 U 5 " ; •' ' 3

L'ordre de troncature de la méthode est donc 

t  = o(At2 ) + o(Ar2 )

(ii) pour la méthode complètement implicite

. a \ n+e

, - ,  h  I. ♦ otar2 )

' j
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x = o(At) + o(Ar2)

poux j = 1» l’ordre de troncature est donné par

- *n+l £n 1 T

t e - ” ) *  = Ï ï  - s a  -  4 - + 7 s  6 Î  + < « >  Î +1
Ar

-  e e“  + (1-0) e?+1
Ar |_

De nouveau, on utilise (6.20) et (6.21) et l'égalité

I A \n ? A \ n
ò E ] ò E

■ " I » ' * ] !  = I “ ?

I * v n
t  1 ÒE+ lim  I -  - -

\ r òr -,
r -* o ' '1

c’est-à-dire, grâce à la règle de 1'Hôpital

1 a \ ^ / ?A \ ^
ô E „ d E

110 . Ôt T| 2 ~~~2
\ / 1 ôr / 1

n
On tient compte de plus de la parité de la fonction E en r d'où lfon

déduit

( s i ;
= (— î ) ”  ■ o

\ òr* / 1

on trouve de nouveau

/ 2 M  n+0l
At / E \

x = -- 1̂0 © — o _
2 \ dt2 ” / i

/ 2 * \ n+V
-  ( l - e )  ^  5 + o(Ar2)

\ òt 1 I 1

et donc les mêmes ordres de troncature que précédemment

2 2
T = o(At ) + 0 (Ar ) pour la méthode de Crank-Nicolson

et

t = o(At) + o(Ar ) pour la méthode complètement implicite.

Pour j = M+l» l'ordre de troncature est donné par la formule 

_En+1 En 1
(6 24) T -  1X0 ^ +1 -  M+1 2 \ 1 ^  0En + i l  S) ÏÏLn+1 W . Z A )  x - jç - - - j  -  ~  -  1 - M + U_9; %

. % + l  % + l J  ^  L J  L  4

2 T to  1 f * n  An+1 1 8R° ^  +
+ ” 2 1 -  4Jto=3T 0EM+1 + ( l_ 0 )  \ + l  ------------ Âri4RÔ"“ Â?7"” "
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où gn = g (tQ)

De ($.20), (6.21)-et de 1*égalité

I d E \ n _ ( ô2 B ] n 1 n

n ^ ' W M+1 = \ - ô ~  j * *  +

on déduit

I 2 A \ Û^1 2 A \ n+02
X = èì »0 0 1 .  \ + ( 1-0)1 L  I

2 . U 2 " /  M+1 ^  V M+1 .

I g 1 i ò 2 ^ ì+ Ar 0 - --- + --- „  j 

\ 4R0 \ òr / M+1 • i  ( s u

T / 4 n+1

- S - ,  i - ¿ í
\ 4R0 \ òr / M+1

+ i k 54 )  Ì o ( ^ )  

' dr ‘ * j

îlnalement, on déduit les résultats bien connus

2 2
x = o(At ) + o(Ar ) pour la méthode de Crank-Nicolson 

et t = o(At) + o(Ar ) pour la méthode complètement implicite

Ces deux méthodes d1approximation sont donc consistantes ; étant également 

stables, elles sont convergentes.
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(7 .2 )
-* Ro

w (r) w.(r) r dr = 0 Vk / j 
J ^  J
0

En effet, en multipliant (8 .1 . 0  par w. et après intégration, on obtient

i a  ,  .  . V  f R0 .  ,  ,  A
ï 3Ï r  W  Wi  1 + " 2  wk w. r dr - 0

0 Ro 0

■. A T Ro , 2
àw ^  pRo

soit r + — - j \  i  r dr = 0

Jo Ro 0

Finalement, en utilisant (7.1.2) et (7.1 .3), on obtient (7.2) 

Si l'on a des nombres réels = tels que

Y0 ^0 + *i *1 + * * * + \  + ....= 0

cela implique, pour tout j

pRO pRO «RO

Yo V j rdr + *1 V j  r ^  +..•+ Yk r dr = 0

0 0 0 
r R°

d'où. (7.3) Y- w. r dr = 0 
J J J

0

Or, d'après Abramowitz-Stegun. t1]. on a

rt 2
J 2 (t') t* dt' = -- [ Jo2(t) + Jx2(t) ]

0

Donc „ ^
P o r r\ i -r» \ -p. ̂ 2 p \.

wx r dr = Jo (x^ -- ) r dr = 2 t dt jo (t)

0 0 \j 0

= - 4  - f  [ J°2 (x,; + ]
X .
o

On a finalement

pR° . _ 2 .
(7.4) ^  r dr = --- Jo (X.)

0

et l'on déduit de (7 .3) et (7.4 ) que y. = 0 et par suite que le système
J

(ŵ , k = 0,1,...,«»j est libre.
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b ) l£_système (# , k = 0 , est complet dans V

la démonstration en est donnée dans Tolstov [22] > à l'aide des 

lemmes suivants :

Lemme 8.1

Si pour toute fonction continue F(r) sur [o>Ro] et pour tout 

réel e >0» il existe une combinaison linéaire

an(r) = y0 wo (r) + y1 wx (r) + .... + Yn \  (r)

pour laquelle 

fRo
(7.5) [ F(r) - an(r) ] r dr < e

0

alors le système (ŵ , k = 0,....,9») est complet dans^2 (0, Ro)

Lemme 8.2

Si une fonction g(r) est continue sur [o , Ro], si g a une dérivée 

régulière par morceaux et satisfait aux conditions de bord

i  (O) - i  (RO) - 0

oo
alors la série de Fouiier de g(r) (i.e.la somme E c w (r) où

i _ Kl JC 
k=0

pRo
c, = r dr g(r) w (r)) converge vers g(r) absolument et uniformément.
K j£

o

Toute fonction p(r) continue sur [o»Ro] peut être approchée par ione 

fonction g dont les deux premières dérivées sont continues et qui 

vérifie

| W = | W = o

fR0 £
On a (F(r) - g(r)) r dr < -f pour e arbitrairement petit.

J “ 4
0

Or, d'après le lemme 8.2, la série de Fourier de g converge uniformément 

vers g. Donc, il existe une combinaison linéaire des
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°n (r ) =  ï0 % ( r ) +  Yi ^ i ^ r ) + . . . +  Yn

telle que |g(r) - ön(r)| < ì — O < r < RO 
» í Ro "

f R° 2
ce qui implique (g(r) - a (r) r dr < -

^ ° - 4

De l'inégalité élémentaire (a + b )2 < 2(a2 + B2) on déduit

* Ro 2 p Ro
(p(r) - an(r)) r dr = [(F(r)-g(r)) + (g(r)-cn(r) )]2 r dr

J J
0 0

* p r p
< 2 (F(r)-g(r)) r dr + 2 (g(r)-on(r) ) r dr

0 0

On en déduit (7.5) et donc que le système (w , k = 0>...,<?>) est complet.xL

Le système (ŵ , k = 1,...,«>) constitue donc une base hilbertienne de 

i£^(o, Ro) et également de V =3C?"(o, Ro) ; nous disposons donc d'une 

base hilbertienne de V que nous normalisons, en posant

w (r) = i2 ^ (r) = f2 J° ^  k . o,

k Ro Jo (x̂ ) Ro Jo (\k)

VII.2 - Application de la méthode de Faedo-Galerkin

a°) Recherche d'une formulation approchée du système (3.2)

Nous utilisons ici la méthode de Faedo-Galerkin, que nous avons présentée 

au chapitre III, en prenant comme base, la base des fonctions de Bessel 

définie plus haut; on a

m

eB(r,t) = H  v (t) \ (r)
k-rO
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(3.9.1) s 'é c r it  ic i

pRo s r  m e. (t)  w. (r)
 ̂^  0 r— » km' k t \

j ^  ~ ~ ' Z T ) ~  " (r)
0 _k=0

pRo r . V m
_ r dr - --r -- y »  e, (t) w (r) w.(r)
HO J r òr òr / . km k j

0 L k=0 J

2g (t)  rRo / g (t)  rRo r5 w .(r) \ 
= ---- 2 w . ( r ) r d r - i  ----  ------- ¿r

,° R °  Jq .  d t \  R0 Jo „ ( ,.* )  /

On pçse . . f t ) .  r R0. : ï i ± : ^ , *
Jk J0 „(r.t)

r Ro
a . ( t)  = w .(r) r dr 
J J J

0

pRo w .(r)
ß .( t )  = ----  r5 dr

0 n (r ,t)

et tenant compte de (7. I . 1) , on obtient

(7-6) T Z  It ajk(t) ekm(t) + “ ¡¡2 ejm(t)

2g ( t )  1 A r \

“ S r s -  ”‘3 - F Ê î r t ( ^ (t)  g2( t >)

où le coefficient a. peut être facilement calculé. Pour a , on a
J o

a = Îi f R°jo(0) r dr -  £  52? -  “°
0 RO J RO 2 Y2

0
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Pour j=1 , on a

Ro

a. = ~  w.(r) w (r) r dr
J | ¡ J o  J °

et donc, comme les fonctions w. sont deux à deux orthogonales,
J

il vient

a. = 0 poux j = l ,00 . 
J

Pour écrire (7.6 ) sous forme matricielle^ nous posons de plus

Am(t) = íajk^) > j k = o ....b |

o o ......... o

xl2
O ---   O ... o

^ORO

2"
(¿O RO

S = í |  (1» o , . . . , o )
Im

V ( t ) = ií» ?mw -*2(t) 0U “ CPo(t)’ ^l(t)....pm(t))

e (t) = (e (t), e (t)....
m om lm mm
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Nous avons alors le système d'équations différentielles ordinaires

(7.7)

y
, ¿s' (t)
-T A (t) ~e (t) + A e (t) = s g (t)--- ---
dt m m m m  lm 2 dt

e (°) = (e (o), e (o),..., e (o))
m om lm mms

pRo
avec en (o) = e(r,o) w. (r)r dr k = 0,...,m 

km J k

0

et donc

lim y  i e^Co) wfc(r) = e(r,o) dans H

m -» oo
k=0

On a démontré au chapitre III que la matrice Affi(t) est inversible ;

Le système (7 .7) admet donc une solution unique «T (t) ; d’après le
m

paragraphe (1II.3) ew(r,t) tend vers e(r,t) quand e tend vers
O

l'infini dans L (o ,T ,v ) .

VII.3 - Discrétisation temporelle par la méthode de Çrank-Nicolson 

a ) Description du schéma d'approximation

On pose
An = A (t ) n =
m m n

Bn = B (t )
m m n

= s r  (t )
lm lm n

î 1 = e (t )
m m n

Le système (7.7) devient
n+1 n

/ n+1 At n+1 , n At . n "n S2 + ê2 7? /’on+1 rP- \
(A + —- A e = (A - —- A ) e + A t--- --- -—  S, - (.S - S )
m 2 ® ® m 2 m m 2 lm . 2m 2m

e = (e , e. , ..., e ) 
m om lm mm
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Ce qui s’écrit encore

(7.8)

/ At / n+l\ 1 » "ñ+l / .n+1»“ n / At n-1 » “n 
(l + “  m ) k) - K  ] \  - “  m V  em

n+1 nMM J_ £¡* r £? M _  ̂ ___>
. / n+lx / 2 2 A, o / n+1 n \ \

+ U  ) C--------At S - (so - S_ ))
m 2 lm 2m 2m

e° = (e , e .., e ) 
m om lm mm

b ) Stabilité de l’approximation

On ne présentera pas la démonstration ici car elle est similaire à 

celle du paragraphe (vi.3)#

Il suffit, pour pouvoir nous ramener aux hypothèses du

paragraphe (vi.3) de montrer que la matrice ~  A \  admet que des
2 n+l,m ta

valeurs propres non négatives, c’est-à-dire qufelle est semi-définie 

positive.

Or, nous avons vu, au paragraphe (lll.3.b) que la matrice

A -, est définie positive ; donc, son inverse A \  l’est aussi. 
n+l,m 7 n+l,m

La matrice A^ étant une matrice diagonale dont les éléments sont positifs

ou nuls, on en déduit que la matrice —  A \ . A est semi-définie
2 n+1, m tn

positive.

c ) Consistance de l'approximation 

Considérons le système

(7.9)

/ n+1 n+1 n n» . V  / n+1 n» 
U  e - A e ) + At -- U  + e ) m m m m 2 ni m7

n+1 n
8 + ,~n+l ""n »

= At -------—  S, + (S. - S. )
2 lm 2m 2m

—> —»
0 0
e = e 
m

Il est équivalent de résoudre le système (7.10)

(7.1ü)

f.n+l n+1 n ~n >, à, Ame° , n+1 n > 
vA s • - A e ) + At --(e + e )moo, moo. m» moo 2 n*» m+00

.n+1 n

= At i  l-êi t  + (Sf . s; )2 Imoo ' 2idp° 2nP°

- *  m — e.Jïioo 00
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où la matrice A*1 est la matrice infinie suivantemoo

An O
m

n
Aro»

0 0

la matrice infinie A est définiemoo similairement par

A 0m

A =mpo

0 0

—»
et les vecteurs infinis , e , S-, > S sont les vecteurs finis e ,

moo lmpo 2n&° m
—> -*> 7 / /
S, , S complétés par des zéros, 
lm 2m

Soient ê(r,t) = ®k(t) \ ( r)

k=0

la solution du système (3.2),

ê (r,t) = V ' e (t) w (r) et ê“*(t) = (e (t), ê (t),...,1 (t)) 
min ]__, k k m o 1 m

k=0

On notera

i
—> —>

et ên = ê (t ) 
m m n

L1ordre de troncature de l’approximation s’écrit alors

^ri+1 «n+1 n j i  
-» IWoo \ o o  W°° //Jl+1 aIU
t = ----- a ---------  + —  (e _ + e I

n+1 n n+1 n

- 2 5 * 2»~ ' ^
" 2 1«°° At

-  [  ^1  
ou encore X = ^

*
Ô

n+1 „n+î n An 
A e — A 6 A_ _r>n c?-> m m m m  Tn t ̂ n+1 «n \*r — ------------------ -4- —— t 0 -j- Ö J

1 At 2 ^  m ^  m 
n+1 n n+1 nn
g„ + g ' S„ - S„

__ 2_____ 2_ ^ _2m_____ 2m_
2 lm + At
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par développement en s é r ie  de T aylor, on o b tie n t

An +1 _ An ên = ¿ t f  T d_ ( j  n J d  ( }n +l ]  \
m m m m  2 l dt m m dt m m

At2 ( r  ci2 -* i n  r  h 2 i n+1\
+ ( — p (A ê ) -  —  -  (a e ) 1 + 0  (A t3 )

4 \ L d t 2 111 m J L d t 2 m m  J /

S o it  fin a lem en t

(7.11)

( -! n r -t n+1 \
¿ ( * \ cL / a \ I / 3\

■TT (A e ) + - -  (a I ) I + o U ir  ) 
dt m m dt m m y

e t  s im ila ir e m e n t, on a

( 7 . 12 ) Sn+Ï_ /  =
2m 2m - ■ I - i f  - [ - f i î ' l

On s u b s t itu e  (7 .1 1 )  e t  (7 .1 2 )  dans pour o b ten ir

r  t r -*'\n+1

7 , = 0 ( At2 ) + \  L  (An+1 ên+1) + a ,  i n+1 -  ën+1 S, +

'*  l ri ö ~ ^  \ n ”
1 d / n *n\ , *n n -* | 2m I 

+ -  - -  (A e ) + A em -  Sn + - - t — I
2 dt m m  m m  2 Im I dt /

I l  r e s te  à montrer que, quand m tend  vers  1*i n f i n i ,  le  vecteu r

"7* n T* —> d S ( t )
T = + K  “ S0(^ )  S-. + ----- --------- tend versd x m  m m m 2 1 > m dt

zéro pour tou t t .

0
Considérons la  j composante î .  de % ; e l l e  s fé c r i t  a u s s i ,  de façon

J
s im ila ir e  à ( 3 .9 .1 ) -

. J »  \ , / 2g2 r2 ô «2 \
’’ j \ "t) ’ /  + “ 6mm’ Wj l ¡̂Ôro ~ 2RÔ 4t  Wj }

x- e s t  une fo n c t io n  continue de e ; quand m tend vers  l ' i n f i n i ,  on a 
J m ’ H

lim x . I à ê \ s f 2g2 r2 ô ê2 )
J = ït -, w . + a e, w. - — -- - -- -5T --, w . = 0

m _  o o  l  ô t  V  J  J J  V  H 0R0 2R0 ô t  n  J  I

L'approximation du système (3.2) par le système (7.8) est stable et 

consistante ; elle est donc convergente. Dans le chapitre VIII, c'est 

cette méthode de discrétisation que nous utiliserons pour les équations 

d'évolution.
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VIII. - DEUXIEME APPROCHE DU 

PROBLEME I

Dans ce c h a p itr e , nous présentons une deuxième méthode pour 

approcher au mieux la  so lu t io n  du problème I .  On f a i t  préalablem ent un 

changement de fo n c tio n  qui permet de transform er le  problème I en un 

problème de co n trô le  optim al dont l ’é ta t  e s a t i s f a i t  à des co n d itio n s  aux 

l im ite s d e  Neumann homogènes ; p u is , on applique au systèm e d ’év o lu tio n  

v é r i f i é  par e la  méthode de Fae do- Ga le r k in , comme exposé au ch ap itre

VII. E n fin , on exprime e x p lic ite m e n t que la  so lu t io n  e ^  ( t )  du systèm e sem i- 

d is c r é t i s é  e s t  une fo n c tio n  a f f in e  de la  co n d itio n  i n i t i a l e  ® ^ (o ) ,  ce 

qui ré d u it  le  problème de la  m in im isation  de la  fo n c t io n n e lle  coût à la  

r é s o lu t io n  d’un systèm e l in é a ir e .

VIII.1 - Transformation du problème I en un problème de contrôle optimal 

Dans le système

( 8 . 1)

ò E _ 1_ 1 ò ÒE 
òt rj |iO r òr òr

I  (0,t) . 0

§  (Ro,t) = g2(t) 

E(Ro,t) = g1(t)

on procède au changement de fonction
2

(8.2) e(r,t) = E(r,t) - g^t)

et l'on pose

h(t) = g1(t) - |- g2(t)

On en déduit le système (8.3), équivalent au système (8.1 ), moyennant le 

changement de fonction (8.2)
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(8.3)

ò e _ 1 1 ò òe 2 r2 ò ®2
òt ^ ÿp r òr r òr + ^ÔRÔ S2 ” 2Ro òt “

ò ; V
ò~ e(o,t) = 0

~  e(Ro,t) = 0 

e(Ro,t) = h(t)

Le système (8.3), tout comme le système (8.1 ), est mal posé ; grâce au 

théorème de Mizohata énoncée au chapitre II, si une solution de (8.3) 

existe, elle est unique.

De la même façon qu*au chapitre IV, nous transformons ce problème 

en un problème de contrôle sur la condition initiale

(8.4) Minimiser

f T p p Ro
£  (0) = (e(R0 ,t) - h(t)) dt + e i (r)r dr

0 0

où g est m  nombre réel positif et fi la condition initiale du 

système (8 .4 ) que nous recherchons dans l'espace H, e satisfaisant au 

système (8.5 )

( r r l ì  i ! = i - 1 i r  ~ +  — g ( t ) _ r 2 0 g2
òt t) pio r òr òr ppRÔ 2 2Ro òt n

(8.5.2) ~  (o,t) = 0

(8.5.3) ~  (Ro,t) = 0

(8.5.4) e(r,o) = 0(r)

dont nous avons montré au chapitre III l'existence et l'unicité de la 

solution.

Enfin, de la même façon qu'au chapitre IV, on montre que le minimum

rrf de A  converge vers E(r,o) - --- g (o) quand e tend vers zéro, 
'e 0 e 2Ro 2
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On pose maintenant le problème de contrôle (8 .4 )^(8.5 ) sous la forme

(8.6), (8 .7) où l'état est solution du système semi-discrétisé déduit 

de (8.‘5).

VIII.2 - Minimisation de la fonctionnelle 'J

(8.6 ) Minimiser

} £ W B) “ { «  ¿  e^tt) wk(Ro) - h(t)

0 L k=0

[>Bo r m “i 2
+ e r dr J “ ’ 0^ ( 0) wfc(r)

0 L k=0

où
m

= Y 1
k=0

et où. la famille de vecteurs e (t) = (e (t), en (t),..., e (t))
m om lm mm

vérifie le système

(8.7)
, ds
i f  (A ( t )  ?  ( t ) )  + A ?  ( t )  = S. g ( t )  - _ f ï  ( t )
at m m m m  lm 2 at

e (o) = jzT
m 'm

0 étant défini comme le vecteur de composantes (é , ,..., é ) 
m om lm m m

Le vecteur ~e (t) étant une fonction affine de sa valeur initiale ? (o), 
m m

on pose

(8 .8 ) ö-C*) = +m m in m

où B (t) est une matrice (m,m) 
m

On déduit aisément de (8.7) et de (8.8) que la matrice Bffi(t) et le vecteur

K (t) vérifient les systèmes suivants 
m

(8.9)

-dt Am(t) Bm(t) + Am Bm(t) = 0

B (o) = I
m m

où I est la matrice identité d'ordre m 
m
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e t  
' ds 

Tr A ( t )  ÎC ( t )  + A K _(t) = SlTn g ( t )  -  - - f -  ( t )  dt m m m m  lm 2 dt
(8.JO )  _ >

K (0) = 0 
m

Une fois les systèmes (8 .9 ) et (8.10) résolus, il nous reste à déterminer

le vecteur 0 . Pour cela, on minimise la fonctionnelle J. qui s'é.arit 
m (7 e

(8-1l) } e (?m) = I dt

0

"* r m I 2
ÍI Y "  e,m(t) - h(t)RO I_, jm'

k=o

m

+ « E  % 2(o)
k=o

Or, d'après la formule (8.8), si Bffi(t) est la matrice

Km(t) et les vecteurs d'éléments K^ffi(t) et fi (j = 0,...,m), on a

(8.12) e.m(t) - ¿ 2  2j Â t) fkm + V (t)

k=0

expression qu'on substitue dans (8.11) pour obtenir
2

pT r  r« / m m  m \ t

- J  “ I  E  H  V ( t )  ^ + C  v 4 h ( t )
0 _ V j=0 k=0 j=0 f

♦ * c  ^ « 2
ù=o

Soit encore
-, 2«T r i , m 1 m

} c  W  = í 4'  I  e  E  v ( t )  * *  -  p* ( t )  + * C  V
U 0 >- j=o k=0 J j=o ■

oil p (t) = h(t) - Ê  V ' k . M
ni Ro / i jni

3=0

On obtient enfin, en intervertissant l'ordre des sommations en j en k 

et en posant
r m

= 1  Ë  V (t) k = 0....■

j=l
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pT r m -i ^

(8-13) L  ^  = J “  E  V (t) 4 m  ' Pm(t)
0 L k=0

m 9
+ t- j!— x ' j m

ô=o

On exprime ici le fait que le minimum j$mp de ^ est le vecteur unique 

pour lequel le gradient de ^ s'annule, ce qui donne

(8 .1 4 )
pT r m

. dt C  v (t) < w  - p,.(t)
0 L k=o

¿•„(■t) + e 0 • = 0  jm & Fjme

pour j =

Soit finalement le système linéaire suivant

(8.15)
Ê  í  *  dj - ( t )  ak » ( t )  »W : +
k=0 L 0

fT
e = dt'!>_(*) d (t) 

jme „ ,rn m
V U

poux j =

qui admet une solution unique ; en effet

P T
la matrice = dt d_m(t) d^Çt) est semi-définie positive ; la

L 0

matrice Bw+ le avec e > 0 est donc définie positive et le système (8.15) 

est régulier.

Finalement, la minimisation de la fonctionnelle \  se réduit
<fe

donc à la résolution du système linéaire (8.15).

VIII.3 ” Conclusion

Le principal intérêt de cette nouvelle méthode, comparée à celle 

présentée au chapitre IV est le fait qu'elle nécessite un temps de calcul 

nettement moindre ; la première méthode nécessite un nombre minimal d'itéra

tions égal à la dimension spatiale du système discrétisé et trois résolutions 

de systèmes '.d'évolution par itération. Ici, le nombre de systèmes d'évolution 

à résoudre numériquement est de l'ordre du nombre de termes du développement 

en séries de Bessel, qu'on peut prendre en général nettement inférieur au 

nombre de pas de discrétisation en espace par la méthode des différences 

finies.
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IX. - ESSAIS NUMERIQUES POUR

DIFFERENTS TYPES DE CAS TEST

IX.1 - Etude de deux cas test où l’on sait calculer la solution analytiquement

Présentation des cas test 

Cas test 1 (équation de la chaleur)

(9.1)

ÒE 1 à ÒE 
òt r òr òr

§  (c,t) = 0 

- l í s  )2 1 

g  = , 2 ( t )  *  i - ^ U )  » ' R° '

E(Ro,t) = gx(t) s K

où l'on a pris K = 3, T = .5» Ro = .5 et jo la plus petite racine de

la fonction de Bessel Jo. . . 2

or *
La solution en est E(r,t) = K - Jo je

et donc la valeur initiale s'écrit

u(r) = E(r,o) = K -  Jo ^J°|ô)

Cas test 2

ò E _ 1 à ÒE 
òt T] r òr òr

I l  Co.t) - 0

(9 .2 ) 9 +
*  üfc.t) , ̂ (t) -  {L e'*

E(Ro,t) = gx(t) =- |- e_t

/ \ 1 / 2 t 2\ 
avec nUjt) = - l?Ro e - r ; 

4
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On a pris de nouveau T = .5 et Ro = .5
/ r \ -t

La solution de (9.2) s'écrit E(r,t) = 3 - ( -- ) e

et on trouve donc comme condition initiale

I r \ 2 
u(r) = E(r,o) = 3 - I -- J

Pour ces deux cas tests, on a utilisé successivement les deux méthodes 

de résolution.

Les fonctions initiales u(r) trouvées à l'aide de la première 

méthode sont portées sur la figure (9.1) (cas test l) et la figure (9.2)

(cas test 2) et comparées avec les solutions exactes correspondantes.

Dans l'espace, on a pris soit 30, soit 50 pas de discrétisation, c'est-à- 

dire Ar = .0167 et Ar = 0.0100 respectivement. Dans le temps, on a pris 

90 pas, c'est-à-dire At = .0055 et on a discrétisé les équations par la 

méthode de Crank-Nicolson.

Pour la minimisation, on a employé la méthode du gradient 

conjugué ; toutefois, au lieu de laisser le processus se poursuivre, 

nous redémarrons la méthode du gradient conjugué par un pas de gradient 

simple à chaque fois que la fonctionnelle à minimiser est supérieure à ce 

qu'elle était à l'itération précédente ; le nombre de pas de descente qù'on 

effectue est pris égal à la dimension spatiale de l'espace discrétisé 

(30 ou 50 ici). Une explication du fait qu'on n'obtient pas une décrois

sance régulière de la fonctionnelle est l'erreur commise sur le calcul des 

coefficients ct̂ qui déterminent la position du minimum dans les directions 

de descente successives ; l'erreur provient d'une part de l'erreur sur la 

résolution des systèmes d'évolution, d'autre part de 1'évaluation des inté

grales en espace et en temps par la méthode des trapèzes, erreurs de l'ordre 

de Ar2 et de At2.

pour le cas test 1, quand on a diminué le pas en espace, l'erreur 

sur la solution a diminué de façon beaucoup plus appréciable pour des 

valeurs du rayon proches de Ro que pour des valeurs presque nulles de 

celui-ci ; me explication en est le poids en r dr accordé aux points du 

segment [o>Ro]. La fonctionnelle J a décru notablement plus vite pour un 

pas d'espace plus petit (figure (9.3)).

On a aussi traité le cas test 1 par la méthode de Fourier, en 

prenant 20 pas en temps et 4 termes pour les développements en séries de 

fonctions de Bessel (Figure (9.4)).
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Le cas test 2 (figure (9.5)) a été traité avec 20 pas en temps. On a 
utilisé 12 termes pour le développement en série de Fourier.

Tous ces essais ont été effectués avec e = 10 .

IX.2 - cas test ALCATOR

ALCATOR est un tokamak américain. Le rayon médian de son tore 

est de 54 cm, celui de sa section cylindrique de 9.5 cm. I l  est à peu 

près deux fois plus petit que TFR, le tokamak français.

Dans le cas test ALCATOR, nous travaillons sur des fonctions 

T)(r,t), g^(t) et g^(t) réalistes. Les données r)(**,t) et g (t) viennent 

directement de l*expérience# La fonction g^(t) a été calculée de façon 

à être compatible avec r)(r,t), g (t) et avec une fonction in itia le u(r), 

choisies à l !aide de considérations physiques (Boujot-Meurant-Saussais

[4]). Notre programme calcule, comme précédemment, u(r) à partir de 

rç(r,t), g- (̂t) et g (t) et nous pouvons donc comparer notre solution u(r) 

à ü (r ),

Nous avons fait nos calculs avec 26 points de discrétisation 

dfespace, soit Ar = .38 cm. Pour la discrétisation en temps, on a utilisé 

la méthode de Crank-Nicolson, le nombre de pas variant de 10 à 72, suivant 

la valeur de T. Nous avons étudié en particulier les changements dans les 

résultats numériques quand on varie les valeurs des deux paramètres e 

et T et quand on perturbe la fonction r\ donnée.

(i) Le paramètre e 

Dans les calculs, i l  faut s ’assurer de choisir e suffisamment petit

de façon que le gradient du terme £ J®° v^(r)r dr reste petit devant

0
celui de la fonctionnelle qu’on veut réellement minimiser, c’est-à-dire

rT 2I (p,(Ro,t) - gA t)) dt ; si l ’on choisit £ trop grand, c’est le
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premier terme qui e s t  m in im isé, pour la  première méthode» on a p r is  en 

gén éra l
r ̂

( e ( r o , t )  -  gx ( t ) ) 2 c.t

e r j lo -5  —---------------------------------------- -
f R° 2

v (r )  r  dr

0

e a donc v a r ié  à chaque i t é r a t io n  e t  s 1amenuise au fu r  e t  à mesure de 

la  convergence. pour la  méthode de F ou rier , on a c h o is i  £ = 1q ^ . pour 

l e s  deux m éthodes, a u s s i on a essayé  de prendre £ o # Comme on le  v o it  

sur la  f ig u r e  ( 9 06 )  ̂ le  changement de r é s u lta t s  e s t  n é g lig e a b le  pour la  

première méthode ; une cause pourra it ê tr e  le s  erreu rs commises sur l 1éva

lu a tio n  du grad ien t qui donneraient une c e r ta in e  c o e r c iv i t é  au problème 

d i s c r é t i s é .  pour la  méthode de F ou rier , où nous avens c a lc u lé  le s  produits  

s c a la ir e s  de façon  p lus p réc ise  £ = 0 avec un nombre r e s t r e in t s  de termes 

dans le s  développem ents en s é r ie s  mais lorsque l*on augmente le  nombre de 

term es (par exemple pour ra = I 7 ) ,  le  déterm inant de la  m atrice à in v erser  

dans le  systèm e (8 .1 5 )  d ev ien t q u a s i-n u l. Un problème encore non r é so lu  

e s t  la  d éterm ination  d fune va leu r optim ale pour £.

( i i )  Le "temps d ’observation"  T

Nous avons é tu d ié  l ’e f f e t  du ch oix  de T. En p ra tiq u e, i l  s ’avère que le

temps T d o it a v o ir  une va leu r minimum T . pour qu’on obtienne de
min

bons r é s u l t a t s .  Quand on prend T trop  p e t i t ,  le  champ i n i t i a l  u (r )  

c a lc u le  e s t  faux dans le  cen tre  du cy lindre,, Quand on augmente T, le s  

v a leu rs  de u (r )  s ’am élioren t progressivem ent vers le  cen tre  ; le s  courbes 

de la  f ig u r e  (9 .7 )  ont é té  obtenus par la  première méthode0

Cet e f f e t  s ’exp liq u e comme s u i t .  Une p ertu rb ation  de la  fo n c tio n

i n i t i a l e  u (r )  près du cen tre  r  = 0 e s t  perçue sur le  c e r c le  ôq sous forme

de v a r ia t io n s  des fo n c t io n s  g n( t )  e t  g ( t )  seulem ent après le  temps T .
1 2 min

dont e l l e  a b eso in  pour se propager sur la  d ista n ce  Ro, On peut estim er

l ’ordre de grandeur de T . en con sid éran t l ’ équation  de la  chaleur
min

ò _ I à2E 1 ÒE I

òt = « [ " 2  + r  òr ]
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avec, pour condition initiale E(r,o) = ô(r) représentant un "signal" 

partant du centre à l1 instant t = 0. La solution s'écrit

r2

(9.3) E(r,t) = --- -—  e ' ¥ "
4K a t

Pour r = Ro fixé, elle est nulle pour t = 0 puis augmente, atteint un 

maximum et s'annule de nouveau quand t tend vers l'infini. Le maximum 

correspond au temps de "passage du signal" que nous identifions à T
min

De (9*3), on déduit

T . « C -°-min a

où C est une constante de l’ordre de 1. Dans notre cas a doit être 

évidemment remplacée par une valeur moyennée de T)(r,t)/p,o ,

(iii) perturbation de la fonction ^  donnée

Dans le TFR, les valeurs du champ sur le bord et du courant total sont 

mesurées avec une grande exactitude ; on connait donc de façon assez 

précise celles de ĝ (t) et de g^{t). Par contre, les valeurs de T)(r,t) 

sont entachées de plus de20°/o d'erreur. Il est physiquement important 

de savoir comment l'incertitude en rç(r,t) se traduit en incertitude sur 

le champ E(r,t). Pour investiguer cette question, nous avons perturbé 

ici T)(r,t) de 10°/ suivant la formule

V r t  ( r ,t )  “ 'l<r’t>(1 *T0 sia \ (52 f e "  1 ) n _ )

La solution trouvée présente également des perturbations sinvsoîdales de 

l'ordre de l0°/o (figure (9,8)) ; ces calculs ont été effectués à l'aide 

de la première méthode.
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'X . -  TRAITEMENT DES DONNEES

EXPERIMENTALES POUR LE TFR

Le TFR (TOKAMAK de Fontenay-aux-Roses) a un rayon médian 

Rj de 98 cm et une section cylindrique Ro de 20 cm. On dispose de 

mesures expérimentales pour les données suivantes : le courant total

I dans le plasma, la tension au bord V, la température 9 et la 

densité électronique n^ ; à partir de ces grandeurs, un premier travail 

numérique est la détermination des fonctions g^ et g^ et de la 

résistivité électrique du plasma . Ensuite, on utilise l!une ou 

l'autre des méthodes précédemment exposées pour estimer au mieux le 

champ électrique E dans le plasma.

X.1 - Détermination des conditions au bord

a ) Calcul de la dérivée du champ au bord g£(t)

La fonction g£(t) est calculée à partir de la donnée du courant total 

l(t) dans le plasma. Sur la figure (10.1)» nous avons représenté le 

courant correspondant à l'expérience n° 2G86» du 22 Mai 1975. On a

(10.1)
/. \ no dl

^2 ' " n  RÖ”  dt

ciloù -r est exprimé en décaampères par seconde, g en u.e.m (unité 
Œb

électromagnétique), Ro en centimètres et avec \xo = 4H.

On employera ici la formule

(10.2)
/, \ _ 105(j,o dl

^2 ” 2 0 3 "  dt

où ~  est exprimé en kiloampères par milliseconde . 
du

b ) Calcul du champ au bord g-^tj

On utilise la donnée de la tension par tour v ( t ) ,  représentée pour 

l1expérience du 22 Mai 1975 sur la figure (l0.2). On a

(10.3) E(Ho.t) = ^  ï(t) - 2 Log L  §
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■ĵ
où Log -- = . 3» R^ est exprimé en centimètres, V en volts,

dl
—  en decaamperes par seconde et E en u.e.m. 

On écrira finalement en utilisant (1O.2 )

8
(1 0.4 ) e(r0,t) = — 2-- y(t) - 6 g (t)

2R R

X.2 - Détermination de la résistivité électrique ri

On utilise la formule donnée dans Sjsitzer [18]

r|(r,t) = t) ©  Log A E (r) Z.
o e

où

i ) r) est la conductivité électrique

t) = . 307 107 
0

ii ) le logarithme coulombien Log A est donné par

Si ©  < 50 électrons-volts

Log A =23.4 - 1.15 L°g10 ne + 3.45 L°g10 ©

et si ©  > 50 électrons-volts

Log A = 25.3 - 1.15 L°g10 ne + 2.3 L°gl0 ©

iii ) E_ (p) est la correction de Roseribluth due aux: particules
3

piégées ___

E3(r) = (1. - 1.95 + .95 )

iv ) Nous évaluerons Z» fonction mal connue relative aux 

impuretés en négligeant la dépendance de Z en r. On a

R

l(t) = 2F(r j (r,t)dr = 2!\ Q ---- ---- iüÎ£iîi2-------- r dr

riQ ô-3^2 Log A E^(r)z(r )
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Soit

(1 0.5) l(t) = -- — —  [ --- 17?” ---------- r dr
r)oZ(t) J0 0_i/ Log A E^(r)

Une première estimation de Z est obtenue en assimilant E(r,t) à la 

fonction, constante en r, g-̂ (t). Alors, on obtient

* ( t )  -  ~ _ ? ï ^  f °  U L Ü 1
ri I (t ) ** 0 Log A E,
o 3

Pour une meilleure estimation de Z, on peut, à l’aide d'une première 

évaluation du champ électrique E, recalculer Z à l'aide de la formule

( 1 0 .5 ) .

X.3 - Résultats obtenus

Pour estimer la qualité des résultats, au ne peut plus, ici 

comparer le champ électrique calculé par le programme au champ électrique 

réel, qui est inconnu. Aussi, le critère de validité que nous choisirons 

sera la différence

e (Ro , t  ) -  g l ( t )

prise point par point ; en fait, on pourrait prendre également l'intégrale

T
(e (Ro ,t ) - g^t))2 dt

J o
g^(t) étant ici la condition au bord imposée et E(Ro,t) la fonction 

calculée par le programme.

Pour l'expérience du 22 Mai 1975» on a représenté les courbes 

obtenues par la première méthode (figure (10.3)» avec une discrétisation 

implicite en temps (la méthode de Ctrank-Nicolson donnant des oscillations 

inacceptables en temps et en espace) et par la méthode de Fourier (figure

(10.4)) ; les résultats semblent acceptables à partir de 7o ms, ce qui 

correspond au moment où le courant est devenu stationnaire et les grandeurs 

physiques utilisées connues avec une plus grande précision ; avant 70 ms, 

le champ électrique E(Ro,t) s'écarte davantage de g^(t) tandis que la
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courbe E(r,t^) à un instant t^ donné sont oscillantes.

Sur la figure (10.5)» on a représenté les fonctions g^(t) et 

E(Ro,t) pour l'expérience du 14 Mai 1975.

Pour expliquer les oscillations et l'erreur obtenue, il 

semble que l'on doive mettre en cause la compatibilité des données r), 

gl et g^ ; en particulier, r) a été évalué à l'aide de la température 

donnée en trop peu de points auxquels, de plus, les mesures physiques 

sont très entachées d'erreurs. Nous avons du interpoler en temps des 

courbes, en n'en connaissant que trois points.

Notre programme, par ailleurs, peut servir à "mesurer" l'in

compatibilité des données ; l'intégrale

T
(E(Ro,t) - g1(t) ) 2 dt

J 0
est d'autant plus élevée que les données sont incompatibles ; on peut, 

en particulier, prendre comme référence la valeur de cette intégrale pour 

un cas test que nous avons construit de façon à ce que les données choisies 

sfécartent le moins possible des grandeurs expérimentales.

X.4 - Cas test réaliste

Dans ce cas test, nous conservons les valeurs des fonctions 

®1 ^2 1 Expérience mais construisons une fonction t)

de telle façon qu'elle soit compatible avec g^ et g^. Pour cela, on 

choisit arbitrairement un champ électrique E, en lui imposant simplement 

qu'il vérifie les conditions de bord g^ et g^. On prend ici

(10.6 )

s(r,t) = g2 (t) + (s1 (t) - g2 (t)) u(r,t)

°Ù *
t 2 

u(r,t) = 1 - A e " T ( 1 - (|-) )

A» B et q étant des paramètres que idus fixerons par la suite de telle 

façon que ^ soit positif

q >  2
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On a donc

u(ro,t) = 1  et en conséquence E(Roft) = g-̂ (t)

(Ro#t) = 0 donc ^  (Ro,t) = g^(t)

^  (o»t) = 0  ce qui implique (0»t) = 0

On va maintenant calculer t] de telle façon que

ò E _ 1 1 ò ÒE _ 2__  / X
3t r) fio r òr r "Sr ¡Io Ro ^2

♦  (g i (t ) .  f  g 2 (t ) ) e” “ *  (1 -  < * . ? ) ' *  ( W f e ) 2 )
p.o Ro

/ . \ LIO dl
0r g2 ( t )  = & T E  d t

On trouve finalement
n Q

/,. .,\ E(r,t) 1 dl 4Aq /, /r \2\qr /. /r \2v

( l 0 - 7) - ï C t z i  =~ 2 ®  - V î  (1  -  W  ) (1  - - » W >
1 U Ro Ro

^ t

(g-ĵ t) - g2(t))e ^ dt + k(r) 

J o

où k est une fonction arbitraire de r.

La fonction r) est le rapport des expressions ( 10.6) et 

(10.7). Nous devons lui imposer d'être strictement positive et choisir 

les quantités arbitraires A» B, q et k(r) de façon à ce que cette 

condition soit réalisée.

Pour les essais numériques, nous avons pris

A = .1 B = 5 q = 3 et k E 0

et comparé le champ initial trouvé par les deux méthodes à la solution 

analytique

E(r,o) = g2(o) + (é1(o) - ë>2(0 ) (l - .l(l - (^)2)
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Sur la figure (lO.ô), on a tracé E(r,o) et la solution trouvée 

par la première méthode, avec une discrétisation de Crank-Nicolson en 

temps. On a utilisé 50 pas d'espace (Ar = ,4cm) et 150 pas en temps 

(At = 1ms) ; l'erreur maximale obtenue en un point est inférieure à 2°/0.

Sur la figure (10.7)» on a tracé aussi E(r,o) et la solution 

trouvée par la méthode de développements en séries de Fourier ; on a 

pris 10 termes pour les développements et 150 pas en temps de 1ms. L'erreur 

maximale est en r = 0 et de l'ordre de 4°/%.

X.5 - Conclusion

Une conclusion nous parait être la validité des deux méthodes 

de résolution numérique que nous avons présentées; pour t£us les cas 

tests que nous avons exéàutés, les résultats calculés ne sont pas 

entachés de plus de 5 à 6 °/0 d’erreur ponctuellement et cette erreur 

peut très certainement être diminuée par la réduction des pas de 

discrétisation et l’augmentation du nombre de termes dans lanéthode de 

Fourier.

Il semble donc qu'on puisse espérer obtenir des résultats 

satisfaisants pour des jeux de données déduites de l'expérience lorsque 

l'on disposera de grandeurs mesurées de façon plus précise et de 

davantage de points de mesure sur le nouveau modèle de TOKOMAK construit 

en ce moment à Fontenay-aux-Roses.
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