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C O L L O Q U I U M  M A T H E M A T I C U M

FONCTIONS ARITHM ÉTIQUES MULTIPLICATIVES  
ET MULTIPLICATEURS DES COEFFICIENTS DE F0UR1ER  

DES FONCTIONS DE PUISSANCE p-IÈM E SOMMA RLE

PAU

HEDI  D A B O U S S I  e t JACQUES P E Y R I Ê R E  (ORSAY)

On désigne par /  une fonction définie sur Z, paire, à valeurs réelles, 
multiplicative (c’est-à-dire telle que f(mn) =  /(w )/(n) lorsque m et n 
sont premiers entre eux) et telle que sup{|/(»)| ; ntZ} = 1. Une telle fonc­
tion est déterminée par les nombres /(0) et f ( p j) lorsque p  parcourt 
l’ensemble P  des nombres premiers et j  l’ensemble des entiers positifs.

Pour chaque nombre premier p on désigne par Zp l’anneau des entiers 
j)-adiques, par | \p la valeur absolue ^-adique et par Fp la fonction ainsi 
définie sur Zp\  {0}: FP(x) ■■= f{\v\p 1)- Il est clair que pour tout entier n, 
non nul, on a

f(n) = f ] F p(n).
P € P

Soit G le groupe compact f j  Zp ; on appelle h VJiomomorphisme naturel
p *p

de Z  dans G, h est continu injectif et d’image dense. Le groupe dual de ]] Zp
p e P

est canoniquement isomorphe à Q/Z et l’homomorphisme dual de h est 
l’injection canonique de Q/Z dans R / Z ^ T .  La fonction F  = ® Fp

p c P
est définie sur G auquel on a enlevé l’ensemble E  de mesure nulle constitué 
des points dont une au moins des coordonnées est nulle. Remarquons 
que Ji~1(E)r\Z =  {0} et que Foh(n) =f ( n)  pour tout entier rationnel 
non nul.

Soit II  un groupe abélien localement compact, soit A le groupe dual 
de H  et ¡F: L 2(A)t-^L2(H) la transformée de Fourier. Soit r un nombre

7 — C o l lo t ju iu m  M a t h e m a t i e u m  XX V III .2
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réel supérieur à 1. La sous-algèbre de L°°{H) est définie comme
suit: me J i r(H) s’il existe une constante C >  0 telle que pour tout ele­
ment g de L 2(A) et tout élément h de L 2(A) la relation J — m-Wg entraîne 
PII, <  (%||r. La norme de m dans est. le infinmm des constantes G
possibles.
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On démontre, d’après une idée d’Yves Meyer, le résultat suivant: 
Théorème 1. 8 i f : Z -> R  est paire, multiplicative et vérifie \f\ <  1 et

V  1 —/Cp ) ^  , 
2 , - — - <  + ~ >
pep

alors, pour tout r >  il, les conditions suivantes sont équivalentes:

(a) :e J r(Z),

(b) J tr { [ ] Z p)
pcP

(F est définie à Vaide de f  comme il est précisé dans Vintroduction).
De plus, si Von modifie convenablement /(0), on a

\\f\\j/r(Z) =  \W\\j£r{G)*

La démonstration repose sur le théorème suivant de Lohoué [3]: 
Théorème 2. Soient G± et G2 deux groupes abèliens localement com­

pacts et 7&:6r1-»6r2 un homomorphisme continu, injectif et dHmage dense.
(a) Pour toute fonction continue F :G Z—>C et tout r >  .1, Fe J f^G ^  

et Fohe J^riGx) sont équivalents et de plus les normes de F et F  oh dans ces 
espaces sont égales.

(b) Plus généralement, soit ((pa)aeA une approximation de Videntité 
sur le groupe Gz et soit F \G Z->C une fonction borélienne bornée telle que 
(F*<pa)(x)->F(x) suivant A pour tout x dans h(Gx). Alors F € J t r(Gz) en- 
traîne Fohe et ||^o*1 ,̂(0!) ll-V|Lrr(Ĝ )■

Remarquons que la fonction F  vérifie les hypothèses du théorème 
2(b). En effet, le produit

f ]  f  Fp(t)dt
'¿p

est convergent, donc, étant donné s >  0, il existe une partie finie, P 19 
de P  telle que

i / 7  f  Fp( t ) d t - l \ < e.
Pi Pi zp

D ’autre part, pour chaque p eP, et pour x #  0,

Pi f  Fp(æ + t)dt
A



tend vers Fp(x) lorsque j  tend vers + 00. C’est dire qu’il existe une suite 
de nombres entiers, N k , tels que Xkl^k désignant la fonction caractéris­
tique de h(NkZ), on ait

limF*xic(,x ) ~  -*’(*)k-+ 00

pour tout x  dont aucune des projections n’est nulle. Quitte à prendre une 
sous-suite on peut supposer que F*%k{0), lorsque k tond vers + 00, a une 
limite que nous prenons pour nouvelle définition de /(0).

On en déduit que si F  est multiplicateur, /  l’est aussi, et que
H/ILiV(Z) ^ \\F\\.#r(G)- ______

Supposons maintenant que/appartienneà^#r(Z).PosonsGn = h(NnZ)-, 
nous savons que

=  f ]  Gn,p 
peP

où Gnp est un sous-groupe ouvert de Zp et l’on a

F*Xn( Hj ) )  =  / 7 l 7 T T  f  
t 'P  oJniV

Or d’après un théorème de Delange [1] la fonction /  a une moyenne 
sur toute progression arithmétique et le produit précédent n’est autre 
que la moyenne de /  sur la progression N nZ +j,

1 m
F *X n{m )  = lim  — Y f ( j + l c N n),

ra-x» 'ïïl ¿ —J  k = l

ce qui montre que (F * x n)°h  est dans l’ensemble convexe fermé de J t r{Z) 
engendré par /  et ses translatées, par suite

\\(F *  X n ) °  h  ll .//r (Z) l l/ l l ./7 r (Z ) •

Nous pouvons appliquer le théorème 2(a) à la fonction F*%n:

W*Xn\\j<1m  ^ \\(F* Xn)° h\\jtr{Z) ^ ll/IL /r(Z) •
On en conclut que \\F\\^r(a) <  ||/|U,(J5) car F*%n converge vers F  

pour la topologie i 1 ((?)}, ce qui achève la démonstration.
Eem arque. Le même théorème, avec la même démonstration, 

est valable à plusieurs dimensions: suivant Delange [2], une fonction de 
deux variables est multiplicative si /(w 1( n2) = %«;>)
lorsque m1n 1 et m2n2 sont premiers entre eux; le groupe G est alors
n  (ZpxZp)-

p *p

C O E F F I C I E N T S  D E  F O U R I E R 263
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Nous donnerons deux applications:
Co r o l l a ir e  1. f  étant une fonction satisfaisant aux hypothèses du 

théorème 1, nous supposerons que, pour chaque nombre premier' p , il existe 
une valeur f ( p j), j  = 1 , 2 , . . . ,  différente de 1. Soit ap la première de ces 
valeurs. Si sup (ap) < 1, la fonction f  n ’est multiplicateur des coefficients 
de Fourier des fonction de I f (T)  que lorsque r est égal à 2.

On va montrer que, lorsque r ^  2, le produit [] \\Fp\\Jf {Z ) diverge
ptP r ^

vers +oo, ce qui prouvera que F  n’est pas multiplicateur des transfor­
mées de Fourier des éléments de V(QjZ).

Evaluons \\Fp\ \ ^ Zv) quand 1 <  r < 2, cas auquel on peut toujours 
se restreindre. Pour tout ensemble F, 1E désignera la fonction caractéri­
stique de F. On a

— l-Z p \p nZp ^  a p^-pnZ p \p n +l21v + Œp

pour un entier n convenable et une fonction &p à support dans pn+1Zp. 
La norme de Fp dans *tfr{Zp) peut être minorée de la façon suivante: 
soit <p la fonction lpn-\Zp\ pn+\Zp-, alors

<fFp  =  l p n - l Z p \ p nZp + ap l p nZ p \ p ” + 1Zp ‘

Il suffit maintenant de calculer les normes y et ô de &’~1(<p) et de 
3r~l (<pFp) dans L r( ïp) pour écrire ô <  y\\Fp\\^r̂ Zp), ce qui fournit la mino­
ration cherchée. Plus précisément, désignant par r } l’orthogonal dans Zp 
de p sZp, nous avons

et, tenant compte du fait que r est strictement compris entre 1 et 2,

&

ôr

X

1
p n~1 1-*n—1

1
p  i "^n+1

3F'
1
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1

P
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et le produit infini n  WxL 'M  diverge vers + 00.
pe P

Ceci prouve, par exemple, que la fonction caractéristique de l’ensemble 
des nombres quadratfrei n’est multiplicateur de J^{Lr(T)) que lorsque r 
égale 2.

Corollaire 2. La fonction caractéristique, dans Z2, de Vensemble des 
couples de nombres premiers entre eux n ’est un multiplicateur de Jr (I7(2!2)) 
que lorsque r égale 2.

De la même façon, on montre que

et pour évaluer la norme de Fp il suffit de se placer sur le quotient 
(Zp x Zp)l(pZp x pZp). On a la situation suivante: si D =  ZfpZ, on appelle A 
la diagonale de D x D et D le dual de D. Soit <p la fonction caractéristique 
de la diagonale, sa transformée de Fourier est 1 ALjp, où AL est l’ortho­
gonal de A ; appliquons à y le multiplicateur 1 —1{0}: par transformée 
de Fourier nous obtenons l Ai_lp — l lp z, par suite

f ]  \\Fp\\*r(zPxzv) =  + °°  lorsque 1 <  r < 2.

Cette fois

d’où

ce qui assure

/~J Wp\\mt(xP'azp) — + °°  si l < r  < 2 .
P*P

F p

-Fj, 1 1pZ p xpZ p

\F

I

1

P
n— 1

r—1
1 1 ap
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P 2

r 1 apr
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a r

p 2i r IJ 1
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r 1
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P
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P
1r 0

1
P

r 1
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P

n 1
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P
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r 1
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p
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1
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1
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r
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d’où

r 'P 'p>

pi
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SPECTRUM, ALMOST-PERIODICITY AND EQUIDISTRIBUTION
MODULO 1

by
H. DABOUSSI and ML MENDES FRANCE

S tu d ia  S c ie n tia ru m  M a th e m a tic a r u m  H m g a r ic a  9 (1 9 7 4 )  1 7 3 — 180.

§. 1. Introduction

The object of this article is to relate the equidistribution (mod 1) of a sequence 
A=(An) to that of certain of its subsequences. Explicit applications will be dis­
cussed in the last paragraphs. Particular attention will be given to additive sequences.

§. 2. Almost-periodic functions and related sequences

Consider the complex vector space ii of arithmetic functions /  such that

(1) ll/ll = limsup— 2  l/W I < 00
n-*- a» 71 k^rt

and let sDt be the quotient space £/(0) where (0) is the set of null functions (i.e. func­
tions /  such |!/||=0). The space 901 is known as the Marcinkiewicz space; it is a 
Banach space, the norm being induced by the semi-norm (1). From now on, we shall 
always identify any element /£ £  with its class/+(0) 69ft.

A trigonometric polynomial P is a finite linear combination of imaginary 
exponentials:

P(x) = £  cye (-a vx)
V

where the summation extends over a finite range, where e(£) denotes exp(2/7cC) 
and where the cv’s are complex numbers while the av’s are elements of the torus 
T = R/Z. Let A be a nonempty subset of T = R/Z. It is obvious that the family of 
trigonometric polynomials, the exponents av of which are to be taken in A, is a 
sub vector space of SW. Its closure 93 04) is by definition the vector space of almost- 
periodic functions with exponents in A. 93 (T) is the classical Besicovitch space of almost, 
periodic functions. (What we name “exponent” is usually known as elements of 
the “spectrum” ; but as we shall later introduce a set which is convenient to be 
called “spectrum”, and as we wish to avoid confusion, we prefer to describe A as 
the set of exponents.)

Let M=(mn) be a nondecreasing sequence of positive integers. For any integer
1, put

XM(k) = card {n\mn = A:}

so that if M is strictly increasing, Xm ¡s the characteristic function of M. If M  is not 
strictly increasing we still call Xm the characteristic function of M. M is said to be

S tu d ia  S c ie n tia r u m  M a th e m a tic a r u m  H u n g a rica  9 (1971)
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an A-sequence if  the characteristic function Xm belongs to S  (A) and >0. Notice
that if M  is an ^-sequence, it has positive density. Indeed

Note also that A1a A 2 implies fB(A1)cz33(A2) so that an ^-sequence is an A2-se­
quence. In particular, any ^-sequence is a T-sequence.

Explicit examples of ^-sequences are easy to produce. We list below some 
important ones.

(i) Arithmetic progressions (an+b) where a ^ l  and b^O  are integers, are 
(Q/Z)-sequences.

(ii) Let oc>0 be a real number. The sequence ([a«]) is a T-sequence.
(iii) The ordered set of squarefree integers is a (Q/Z)-sequence, and more 

generally, so are the sequences of r-free integers. For a proof, see M endes F rance 
[4] or N ovoselov [5] from which it follows that any increasing integer sequence 
whose characteristic function is bounded and multiplicative, is a (Q/Z)-sequence.

The following notion will be used in the next paragraph. Let A be, as before, 
a subset of T, possibly empty and recall that ©(¿4) is the set of almost-periodic 
functions with exponents in A. Consider the family of characteristic functions which 
belong to ©04) and let S '(^) denote the closure of the vector space spanned by 
these characteristic functions. Obviously ©'(A)cfB(A). Let A* be any subset of

We then define the two subsets of T

A  = U qA\
9 = 1

and

i = T\ n - ( T W
<3 =  1 *7

Notice that T = T = T and 0 = 0 = 0.

§• 3. The notion of spectrum

In the sequel, we shall often identify a real number with its class modulo 1. 
Let A=(An) be a given infinite sequence of real numbers. By definition, the 

spectrum of A is the set
sp {A) = {a£T|(An —not) not equidistributed (mod 1)}.

(In a previous article [4], the spectrum had a slightly different definition.)
Metric properties of the spectrum will be discussed later. Observe however that 

the spectrum has Lebesgue measure 0 (see paragraph 4) so that in the following theo­
rem the set S  may be thought as having a 0 Lebesgue measure though in some cases 
it is convenient to choose S  with positive measure.

Theorem  1. Let S be a proper subset of T, possibly empty.
(A)ciS and if  M=(mn) is any (T\Sysequence, then AM=(Xmn) is 

equidistributed (mod 1).

S tu d ia  S c ie n t ia r u m  M a th e m a tic a r u m  H u n g a rica  9 (1974)

i f I M

lim
n

n- oo mn
lim

n ► oo

1
m n k^n2 i M k 1 u\ > 0.

(i sp

the torus T such that 99 A * csi A

/f
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(ii) I f  all (T\S)-seqLuences M —(mn) are such that AM = (AmJ  is equidistributed 
(modi), then s p ^ c z S .

Proof, (i) Assume sp(^l)c5  and let M=(mn) be any (T\S)-sequence. We 
wish to prove that Au  is equidistributed (mod 1). According to WeyPs criterion, it 
is enough to show that

q € Z\{0}

tends to zero when n goes to infinity. Let 
Then

an = ^- 2  %M{k)e{qkk).
n  k ^ m n

Let P be any trigonometric polynomial in 93(T\S). Decompose on into two sums 

*» =  ■“  2  0tM{k)-P(k))e{qkk) + ̂ - 2  P(k)e(qXk) = al + a2n.n k^mn n k^mn
The sum o\ is a finite linear combination of expressions of the type

^  = ■ 7 2  e(-ak)e(qXk)
ft k ^ m n

where a £ T \A  As M=(mn) is a (T\S)-sequence, the ratio 

so that

at

The hypothesis sp (A) c  S' implies that the sequence A ---- N is equidistributed
q

(mod 1). Hence c„ tends to 0, and so does a\. Thus

lim sup |<7,,| =  lim sup |<xj| IIXjw I I HXm —-PII-
n~* oo «-►oo

Choosing then the polynomial P such that 
tends to zero.

(ii) It remains now to prove the “converse”. Assume that for any (T \5 ) -  
sequence Af=(mM)

As before, we notice that m jn  tends to a finite limit and therefore the hypothesis 
can be written

-J- 2  X\i(h)e{qXk) = o(l).

Studia Scientiarum Mathematlcarum Hungarica 9 (1974)

Xl be the characteristic function of M.

mn
n tends to fa

- 1

X -1 1
m k^mn

e ? X
CL

k

X P e XM we conclude that an

Cit
l
n k S n

2 e q- mk. O 1 q Z 0

M k

0n
1
n 2 e QAmk'
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Using usual techniques, it is easily shown that this relation implies

(2) — 2  XM(k)e(q lk) =  o ( l ) .  
n ksr,

Recall that the closure © '(T \S ) of the vector space spanned by the characteristic func­
tions Xm when M  ranges over the family of all (T\S)-sequences contains S((T\S)*). 
Hence, if a£(T \S)* and if 0 is given, there exists a finite linear combination/of 
Xm's such that

According to (2), the last expression tends to 0 as n goes to infinity, hence

The sequence A — aN is thus equidistributed (mod 1) for all a£ T \5 . This proves 
that sp (A) d S  and completes the proof of the theorem.

We now give some consequences of the theorem:

C o r o l l a r y  1. I f  sp(A) contains no rational numbers, then whatever the (Q/Z)- 
sequence M=(mn) be, the sequence AM= (Afffn) is equidistributed (mod 1). In particular, 
for any integer a>\ and any integer b ^ 0, the sequence Aab=(Xan+b) is equidis­
tributed (mod 1).

Conversely, if all the sequences Aâb (a^  1, 6^0) are equidistributed (mod 1), 
then sp (A) contains no rational numbers.

P r o o f .  Following B e s in e a u ,  let a ^ l  and b^O  be two given integers and 
tet Xa,b denote the characteristic function of the arithmetical progression (an+b). 
The two “reciprocicar identities (Fourier transforms on the additive group Z/(tfZ))

l i m s u p  —  2  \ e ( - ,x k ) —f { k ) \  <  e.
n-*oG  11 k - ^ n

l i m s u p  h n\ ^  8.
n - *  oo

We have thus proved that for all a£(T \S )*:

oo J
Consequently, if a belongs to the set f| — (T \S )* = T \&  then

«-i <7

btiiGia S c i e n t ia r u m  M a t h e m a t i c a r u m  H a n g a r i ca  9 (1974)

Consider the mean

rn = ~  2  e(-ctk)e(q/.k) = — 2" (e(-ctk) -f(k))e(q).k)+ — 2 f ( k )e(^k)- 
n k^n n n k^n

lim

lim — 2
n-*oo tî k-^n

X

e

n n
i

k n
2 e Ak

a
<7

k 0.

a. b k
1
a

a 1
2l 0 e bl

a e kl
a

bk
a

a- 1
2b 0 e bl

a X M k

e q À k 0k 0 ,
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valid for all integers 0, b and k imply the equality ©'(Q/Z) = S  (Q/Z) so that 
(Q/Z)* = Q/Z. Actually, the closure of the vector space spanned by the xatbs is 
S(Q/Z). Setting 5= T \(Q /Z ) in theorem 1 and using the fact that S= S = S , one 
then concludes that Aa b is equidistributed (mod 1) for all integers 
only if sp(yl)c:S, or equivalently, AM is equiditributed (mod 1) for all (Q/Z)- 
sequences M if and only if sp(/l)c:5.

Remark. In the process of the proof, we have shown that if Aa%b is equidis-
l, 6 ^ 0  then Am is equidistributed (mod 1) for 

all (Q/Z)-sequences M.
Corollary 2. The two following statements are equivalent :
(i) sp(/l) = 0,
(ii) for all T-sequences M=(mn), the sequence AM= (lmi)  is equidistributed 

(mod 1).

Proof. Put 5= 0 in the theorem. (See [4].)
Actually, corollary 2 can be restated in a rather striking way. Define B(A) as 

the set of real numbers x such that the sequence xA is equidistributed (mod 1). Let 
(£ be the class of T-sequences.

Corollary 3. For any sequence A

fl B(A-ocN) =
a€T

Proof. The following implications are obvious:
f| B(A — aN) <=> xA — *aN is equidistributed (mod 1) for all a,

o  xA — aN is equidistributed (mod 1) for all a,

o  sp (xA) = 0, 
and, according to corollary 2,

is equidistributed (mod 1),

§. 4. Empty spectra

It is easy to prove that all sequences A have 0 Lebesgue measure spectra. The 
result can be improved upon: a trivial consequence of a theorem due to H. W allin 
[7] shows indeed that whatever the sequence A may be, sp (A) has Hausdorjf dimen- 
sion 0. One can furthermore establish that with respect to the Haar measure on 
the infinite torus (R/Z)N, almost all sequences A have empty spectra, so that the 
situation described in corollary 2 is actually the most “common” one.

Explicit examples of empty spectrum sequences are simple to list. According to a 
well known theorem of Van der C orpu t, any sequence A=(kn) such that (AB+4 — A„)

12 S tu d ia  S c i e n t ia r u m  M a t h e m a t i c a r u m  H u n g a r i ca  9 (1971)

a

a 1 b 0 if  and

tnbu ted  (mod 1) for all integers

M
B\ A

X

<=>VM € e . i M

€ £

O X €
€ (£B AM .n
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is equidistributed (mod 1) for all integers 1, has empty spectrum. As a consequence, 
if g ^ 2  is a given integer and if x is g-normal, then sp ((*£”))=0. Also, i f / is  a real 
polynomial of degree v^2

f(x )  = avxv+ ... 4- a2x2 + a±x + a0
with at least one irrational coefficient among {a2, a3, ..., #v}, then the sequence 
/= (/(« ))  has an empty spectrum.

By the use of Vinogradov’s results, G. R auzy [6] has established that i f /  
is a real entire function, other than a polynomial, and if for \z\ infinite

|/(z)| =  O (exp (Log |z|)a),

then again s p ( /)  = 0.

Finally i f f  is a real function with a continuous second derivative, slowly increasing 
in the following sense:

(i) For all e>0, f /(x)—f'(ex) = 0(l)
(ii) x2f"(x) tends to when x approaches then sp ( /)  = 0.

The proof, which is quite straightfoward, depends on Van der Corput’s estima­
tions relating

2  e (/(«)) t0 /  e(f(u))du
a ^ n ^ b  a

Functions /  which verify the above conditions are for example/(x)=(Logx)a (<5>1) 
and f (x)=x(Logx)d (<5£R\{0}).

§. 5. Additive functions

A real arithmetic function /  is said to be additive if for every couple of relatively 
prime positive integers m, n

f(mn) = f(m) +/(«).
Theorem 2. Let f b e  a real additive function. Then
(i) sp (/)n (Q /Z ) = 0 o  (/(«)) is equidistributed (mod 1).

(ii) sp(/)H (Q /Z) = Q/Z <=> (/(«)) is not equidistributed (mod 1).
Proof, (i) If sp ( /)H  (Q/Z) = 0, then 0 $sp (/) and so (/(«)) is equidistributed 

(mod 1). Conversely, suppose that (/(«)) is equidistributed (mod 1). Let q and s be 
nonzero integers and let r be any integer. Define

o

It is obvious that

S tu d ia  S c i e n t ia r a m  M a t h e m a t i c a r u m  H u n g a r i ca  9 (1974)

o r s — 1 1

1 < 8 < 5
4

r
s <7

l
n 2K': \n

e q f k r
s k

s q 2h 0 n k n
k i h mods

e\ qf k] e qrh
s

n

n



SPECTRUM, ALMOST-PERIOD1CITY 179

D e la n g e  [3] proved that the inner mean tends to zero. Hence crw , qj  tends

to  zero when n increases to infinity. W eyl’s criterion then shows that

ris equidistributed (mod 1) so that finally y i sp ( /) . Part (i) of the theorem is thus 
established.

(ii) It suffices to prove that if (/(«)) is not equidistributed (mod 1) then sp ( / )  fl 
D(Q/Z)=(Q/Z). According to D elange [2], the nonequidistribution (mod 1) of 
(/(«)) is equivalent to the fact that

2  — sin2 mn ( / (p) — t Logp) < oo
p prime P

for some nonzero integer m and for some real number t. The inequality 
(3) sin2/** ^  h2, sin2 a:
valid for all integers h and all real numbers x , implies

2  — sin2 mn (hf (p) — ht Log p) < oo
p prime P

so that whatever the integer h is, the sequence (hf(n)) is not equidistributed (mod 1).
Y

Suppose now that the rational number — does not belong to sp(/)Pl(Q/Z). Thens
[/(« )—y  «j is equidistributed (mod 1), and so is (sf(n)). This contradiction proves 

the theorem.

Corollary 4 . I f f  is a real additive function then either 

sp ( /)  = 0 or sp ( /)  = Q/Z.
Proof. A s a consequence of theorem 2, either sp ( / )  fl (Q/Z)= 0 or Q/Z c  sp (/) . 

On the other hand D aboussi and D elange [1] proved that if F is multiplicative and 
then for all irrational number a,

lim — 2j F{k)e(—onk) = 0.
n-+ oo  n k ^ n

Choosing F(k)=cxp 2inqf(k), it follows that sp (/)cQ /Z . Hence sp ( / )  is either 
0 or Q/Z.

Corollary 5. Let f  be a real additive function. I f  / = ( / ( « ) )  is equidistributed 
(mod 1), then whatever be the T-sequence 
distributed (mod 1).

Proof. The equidistribution (mod 1) of /  implies sp ( / )  = 0 if /  is additive. The 
equidistribution (mod 1) of (f(m n)) then follows from corollary 2.

12* S tu d ia  S c i e n t i a r u m  M a t h e m a t i c a r u m  H u n g a r i c a  9 (1974)

/ n r
s n

if
\ F

a ^1,

M mrt) the sequence j mnJ is equi-
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THÉORIE DES NOMBRES. — Quelques propriétés des fonctions multiplicatives de 
module au plus égal à 1. Note (*) de MM. Hédi Daboussi et Hubert Delange, trans­
mise par M. Henri Cartan.

/  étant une fonction multiplicative de module  ̂ 1, on étudie le comportement pour x  tendant 
vers +oo d’expressions de la forme (1/a:) £  f(n )  S (ri). D ’autre part, on examine le cas o ù /e s t

n £ x
presque-périodique-B.

Dans tout ce qui suit, /  est une fonction arithmétique multiplicative à valeurs réelles 
ou complexes, satisfaisant à

|/(n )| ^  1 pour tout n e N*.

On pose e (t) = e2nlt. La lettre p désigne toujours un nombre premier.
1.1° Nous nous proposons d’abord d’étudier le comportement asymptotique pour x 

tendant vers +oo de l’expression (1/x) £  f(ri)e(ari), où a est un nombre réel quel-
n £ x

conque.

Théorème 1. — Pour tout a irrationnel, (1/*) £  /  (n) e (a n) tend vers zéro quand x
n £ x

tend vers -foo.
Le cas où oc est rationnel se traite aisément en utilisant les résultats d’une Note antérieure 

de l’un des auteurs (*). On obtient le

Théorème 2. — Pour que (1/x) £  f{ri)e(v.ri) tende vers zéro pour tout a rationnel,
n £ x

il faut et il suffit que Von ait

(1) E - ( l - Æ e :( /(p )x (p )P -ta))=  +°o
\P

pour tout caractère de Dirichlet % et tout nombre réel u.
Si cette condition n'est pas remplie, il existe un nombre réel a et une fonction réelle A 

définie sur Vintervalle [ 1, +oo[ et satisfaisant à

(2) lim ( Sup | A (x ')-A (x)|) = 0,
x -*  + oo xcx 'rg jc2

tels que, lorsque (l/x) £  f(n) e (a n) ne tend pas vers zéro, on a
ngx

-  Z  /(«) e(ttn) = C„ xia exp (/ A (x))+o (1),
X n S x

où Ca est une constante complexe non nulle.
2° Des résultats qui précèdent on déduit le théorème général suivant.
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Théorème 3. — Si S est une fonction arithmétique presque-périodique-B, l'une des 
deux circonstances suivantes a lieu :

(a) (1/x) Yj f ( n) S 00  tend vers zéro quand x tend vers +oo;
n ^ x

(b) On a quand x tend vers + oo,

-  E /(»)S(n) = C x,aexp (»' A (x))+ o (1),
X n ^ x

où G est me constante complexe non nulle, a une constante réelle, et A une fonction 
réelle définie sur [1, -foo[ et satisfaisant à (2). 

a et A ne dépendent que de la fonction f
(a) a lieu quelle que soit S si et seulement si on a {1) pour tout caractère % et tout 

nombre réel u.
En utilisant seulement le théorème 1, on établit le résultat plus particulier suivant :

Théorème 4. — Si S est une fonction presque-périodique-B et si sa série de Fourier 
est de la forme X + £  \  e (av n), où tous les av sont irrationnels, on a quand x tend 
vers -hoo,

-  'Zf(.n)S(n) = X1- £/(n)+o(l)
X n £ x  X n £ x

et une formule semblable où les sommes sont restreintes aux n appartenant à une progression 
arithmétique donnée.

Exemple. — Si 0 est un nombre irrationnel positif quelconque, en prenant pour S (ri) 
le nombre des m e  N* tels que [mû] = n, on voit que l’on a quand x  tend vers +oo,

- E/([M) = ̂ - E /(n)+o(l)
X n £  x  u X n g O x

et, quels que soient k entier > 1 et / entier quelconque,

- E /([0m]) = ̂ - E /(")+«(!)•
X  n £ x  V X  n £ Q x

[6n]=/(mod A) n= / (mod k)

3° Remarque. — Dans le cas où il existe des a rationnels pour lesquels

- E/(«M“«)
X n £ x

ne tend pas vers zéro, on peut montrer par une méthode indépendante des théorèmes; 1 
et 2 que la conclusion du théorème 3 subsiste si l ’on remplace l ’hypothèse que S est 
presque-périodique-B par celle que l’on a

£  |S (n ) |2 =  0 (x )
n £ x

et que lim (l/x) £  S (n) e (a n) existe pour tout a rationnel.
Jk_x-* + oo «¿Sx
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Si, de plus, cette limite est égale à X pour a entier et à 0 pour a non entier, on a encore 
les relations du théorème 4.

2. On peut chercher si la fonction /  est presque-périodique-B.

Théorème 5. -  Pour que f  soit presque-périodique-B avec un spectre non vide (2), il 
faut et il suffit qu'il existe un caractère % tel que la série

y  1 — % (P)f (p)
P

soit convergente.
On peut supposer ce caractère propre. Il est alors unique.
Il résulte du théorème 1 que, lorsque la condition indiquée est satisfaite, la série de 

Fourier de /  est de la forme £  Xv e (rv n) où tous les rv sont rationnels, de sorte que /  
est en fait limite-périodique-B. Mais on peut donner beaucoup plus de précisions sur cette 
série de Fourier.

Supposons la série (3) convergente, % étant un caractère propre pour le module k . 
Alors tous les rv sont des fractions de dénominateur multiple de k . En groupant ensemble 

les termes correspondant aux rv de même dénominateur, la série se met sous la forme

On peut donner une formule explicite pour ar
Si x (2r)/ (2r) #  — 1 pour au moins un r e N*, on a ax ^  0 et aq\ax est une fonction 

multiplicative de q.
Dans le cas contraire (qui nécessite k impair), on a aq = 0 lorsque q ^  2 (mod 4), 

mais a2 ¥= 0 et a2J a 2 est une fonction multiplicative de m.
+ 00

Dans tous les cas, la série £  (1 /?*) aq Cq t (n) est convergente pour s > 0 et sa somme
«= i

+ 00

tend vers /(n ) quand s tend vers zéro. Autrement dit, la série £  aq Cq% (n) est
«= t

sommable-D (log n) avec pour somme /(«).
Cette dernière série est absolument convergente si et seulement si on a

3. Les résultats de 1 permettent d’étudier la distribution des valeurs des fonctions 
additives sur certaines suites d’entiers.

Soit { un } une suite croissante d’entiers > 0, tendant vers + oo. A cette suite on 
associe la fonction arithmétique S définie par

S (m) = nombre des n tels que u„ ** m.

Soit F une fonction additive réelle.

C4.X n I1 Ai £ak
i ,qk l

X h e h
ak

n
+ 00

E« =
aHC'« . x n ou

A

Z
1 x p)) f \p .

p
< +-oo.
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Théorème 6. — 1° Supposons que S satisfasse aux hypothèses-du théorème 4.
a. La suite { F («„) } possède une distribution limite si et seulement si la suite { F (n) } 

en possède une. Les deux suites ont alors la même distribution limite.
b. La suite { F (w„) } possède une distribution limite modulo 1 si et seulement si la 

suite { F (un) } en possède une. Les deux suites ont alors la même distribution limite 
modulo 1.

c. Si F est à valeurs entières, pour tout q entier > 1, la suite { F (un) } possède une 
distribution limite modulo q, qui est la même que celle de la suite { F {n) }.

2° Le résultat a du 1° subsiste si Vhypothèse sur S est remplacée par celle que Von 
(n)2 — O (x) et que la suite {un } possède une densité > 0 et est distribuée unifor­

mément modulo q pour tout entier q > 1.

4. Remarque. — La méthode par laquelle on démontre le théorème 1 permet aussi 
d’établir le résultat suivant :

Si g est une fonction multiplicative satisfaisant à

Z  |g(n)|2 = 0(x) et si
n £ x

existe pour tout oc réel, cette limite est nulle pour tout a irrationnel.
Ceci implique qu 'une fonction multiplicative ne peut être presque-périodique-B2 sans 

être limite-périodique~B2.

(*) Séance du 14 janvier 1974.
i 1) H. D e la n g e ,  Comptes rendus, 275, série A, 1972, p. 781.
(2) On voit immédiatement que /  est presque-périodique-B avec un spectre vide si et seulement si on a

E
H . D a. :

avenue de Normandie, 
Tour Février, 

91440 Bures-sur-Yvette ;
H . De. :

22, allée des Troènes, 
91440 Bures-sur-Yvette.

1
P
f i'( d)

-f- oo .

lim
■ X- t- 00 Xn:£ x

1
" I Z n e\(a n

a E» =
s



ON A THEOREM OF P. D. T. A. ELLIOTT 
ON MULTIPLICATIVE FUNCTIONS

HEDI DABOUSSI a n d  HUBERT DELANGE

1. In a recent paper [2], P. D. T. A. Elliott proved the following theorem.

Let f  be a complex-valued multiplicative function.

(a) Suppose that

(1) /  has a non-zero mean-value A
and

(2) lim sup — \f(n)\2 < oo.
x~> oo X n^x

Then the following conditions are satisfied.

(3) The series

y f(p)~ 1
¿4  p

is convergent and we have

^ l / G O - H 2 , v '  l/OOl2>  < 00 and > -----------< oo. f
P *-• P'

P, r r> 2
(4) For each prime p,

i f -
r = 1

(this series being absolutely convergent by the last part of (3), for

\ m \  < i ( i + \ m \ 2))-
(b) Conversely, if conditions (3) and (4) are satisfied, then so are (1) and (2). 

Moreover,

lim — V |  /(n)|2
x~> oo X n^x

exists (i.e. | / | 2 has a mean value).

Our purpose in the present paper is to give a simple proof of the first part of this 
theorem.

As to the converse part, we remark that condition (3) implies not only the 
existence of mean values for./ and | / | 2 but indeed the limit-periodicity (£2) of /.

Received 13 April, 1976.

t  Throughout this paper the letter p  denotes a prime number, m, nt r denote positive integers. 

[J. L o n d o n  M a t h . Soc. (2), 14 (1976), 345-356]
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This has been found independently by both authors and has been stated without 
proof by the second one [1]. The proofs will be given elsewhere.

Although our proof of part (a) is similar in some points to that of Elliott, we will 
give it in full for completeness.

2. We use the following lemmas.

Lemma 1. There exists an absolute constant C such that, if au a2, an, ... 
any sequence of complex numbers, we have for every x  > 2

p
p r

^ y a. - L s a,
X  X

n^x n*ix
Pr\\n

1< c  —x 2 w * -
x

This is merely Lemma 1 of Elliott’s paper with a slight change in writing.

Lemma 2 .f  Let uu u2, ..., um,... and vu v29 ..., t’m, ... be complex-valued functions 
whose domains contain a fixed set E.

Suppose that for every positive integer m and every te E

K (0I Um and |wm( 0 - i ’m(0l < K,, 
where the numbers Um and Vm are positive constants satisfying

00 00

1 V-  < co and ^ vm< 00.

m = 1 m- 1

Then the infinite product

is uniformly convergent for te E .

The proof is very easy. There exists a positive U such that Um < U and 
for every w.

Since ((l+u)e~u—l)/u2 and (eu—l)/u (taken equal to —£ and 1 respectively for 
u = 0) are entire functions of w, there exists a positive M such that

\(l+u)e~u- \ \  <M|w|2 and |<?H-1] < M|w| for |i/| < U.

Now set (1 +um(tj)e~v,M = 1 + wm(t).
We have for every positive integer m and every te E

Wm(f) = ((1 + um(t))e ~ Hm(') -1  )e"m(0 “ M0 + e"M,(0 “ r"'(' > -1  

and, since \um(t)\ < Um < U and \um( t) -v m{t)\ ^  Vm < 17,

Meu l7ra2 + M K ,,

t  This lemma has already been used in other papers by the second author.

is

(5)
rSx

l
Pr

CO
n**1

i u :o i>iIW«(0

H ti M u it |2 £I «m.(0- ,(01 M u.„m,(0 'Pm:o wrni9
where m

m 1/
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2
and it follows that the infinite product

n  (1 + ̂ (0 ) ,  i.e. n  (1 +um( 0 ) e - ^ ‘\
m —1 m —1

is uniformly convergent for teE.

3. Our proof runs as follows.

In Section 4 we make some simple remarks.
In Section 5 we prove, by the same method as Elliott, that we have

l/OO-i I2(6) > ------------ < co
^  P

Then, in Section 6, we show that we have (4) and that the series

converges.
Finally we prove in Section 7 that, for every y  >  2,

4. Hypothesis (2) implies that there exists a positive constant K  such that

(7) ^  I/00I2 < Kx  for every positive x,
n<x

and that we have

(8) y -----— <oo for a > 1.
n — 1

Since

i/ooi = j_ . \ m \
rf rf12 i f 12

347

We see that

and, for some y > 2,

V  l/(pr)|2> — -̂---< oo.^  n' 
r>2

2

v  i/(pr)i2
>  -------------  <  CO.

^  f
p^yr>2

Cauchy’s inequality yields

(9) V  l/WI ,  ,> ------ <oo for a > 1.
^  rf  /!«= 1

/ (p, - i
p

m 1

co

Him < 00,



are absolutely convergent for Re s > 1.
Now let g be the multiplicative function determined by

and let fg = h.
Since, for a > 0,

we see that

O ifr = 1, 
S W '  l i f r i . 2 .

hin) _  fin) g{n) 
i f  ~  n2'13 rf /3

HÉDI DABOUSSI AND HUBERT DELANGE

From (8) it follows that

(10) > --------< 0 0  for a > 1.
P°

Similarly (9) gives
/  ------ <oo for cr > 1,

and it follows that the series

V ®  and y M z l  
Z* p° ¿ - I f

-spirCpO_____ i
Z  f *  ' p ' i p ' - i y
r =  1

V  g(p'  ̂ r i2 ^ — < 0 ° for <7>i,
P, r

which implies

(11)

Writing

>  <oo for (7 > +.
^  r f  T«=i

348

and using Cauchy’s inequality, (8), and (11) (with the remark that g(n)2 =  g(tt)), we see 
that, for a > f,

v  W»)l
Z ~ < 00’n = 1

which implies

Xa \h(P )l> -------- <oo.
P , r

This means that we have

(12) > --------<oo for a > b¿w pra 4
P. *

2
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= /(/)

= m  2  K m)-
mpr^x

p\m

Cauchys’ inequality gives

Thus we have

m  2  f w -  2 /(n)
ŵx/pr

Pr ll"

2

which yields 

(14)
Pr Y' Va

/ ( / ) — /  /(w)-----/  /(«)
m^ x / pr n ^ x

pr \\n

5.2. Since

we have by (14), where r = 1,

5. By Lemma 1 and (7) we have, for every x > 2,

(13)
2 7

-  T / w -  - - y / w
n<x n<x

pr ||n

2

2 /(w) 2 ̂  Í 2  *V 2 |/(w)|2i * ̂ -*7 by (7)-
mpr^x \mpr^x /\mpr^x IP\m \  p\m /  \  p\m ]

K

2

up) — y f(m) -—y fin)= / -  y/(«) - —2/(«)\
X x  ¿ —4 I X  ¿ -4  X  ¿ —t i

m ^ x / p  n<x \ n ^ x  n ^ x  I
\  P\\n /

+ (fip) - j  2  ^  ~  2 - ^ ì  *
1 m^x/p n<x I
\  P\\n /

J9 Va 1 ’C-'  ̂ P 1 Va  ̂ |/0)I2
f i p ) ~  y  f i " ) - - > / ( « )  < 2  - > ) ! « ) — ) / ( « )  +2K-L̂ L .

m<x/p n<x n ^ x  ii^ x
p\\n

CK.

/(m

X
2

P2r + l f pr |2

K J Pir 2

P

5.1. Now we remark that, for each pair J? r)

j p
rx/l

2 J[m] 2fi n)
n

P n

f (pA
mpir.*kx
2 fi m 2

m nr
Pftn

J mj

z
wpr

/((ni) /((/) 2
ïXpXm



y —  m— y /(«)-—ym2 <  2 y~
¿ -4  p  X  ¿ - t  X  ¿— t ¿ -V  p
P ^ z  m ^ x / p  n ^ x  p ^ z

s? K i =2CK+2K  ^ i M l  
p2

by (13) and (10).
Letting a* tend to infinity we obtain, by hypothesis (1),

W‘ 2
p<z

/I < K V

Since z may be arbitrarily large, this shows that

1 f (p )~ i\2 . K,  
P "  Ml2

l / ( p ) - i |2 , 
p "  Ml2 •

< 00.

5.3. Now let y  be any fixed real number greater than liK j\A \2. For each pair 
(p, r) we have

and, taking account of (14), this gives

We multiply this by l/pr and add up the inequalities obtained for all pairs (p, r) 
satisfying p > y, pr < z, r ^  2, where z is any real number ^  y2. Taking account 
of (13) and of the fact that l/pr+1 < 0/y)* 0/P1) we obtain for x > z

where
^2 = 3 7 - 1 .  

£ Pt>2
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Thus, if z is any real number ^  2, we have for x  ^  z

L y f{n)„ ±  y m 2
X X ¿—4

n^ x n^ x
P\\n

+ 2 K

2 '
p^z

+

Pr V s 2 Pr V ' 1 2 1 2 l/OOl2m — >  /(m) <3 — y/(„ )_ _ y/(„ ) + 3 -> /( « >  +3x .
x  ' .v ^  x  ¿—t p

m^x / pr ji^jc h<jc n ^ x
P r \\n

s r  1 PT V" 2 1 NT 2 3JfC^ |/(pr)|2y  -  m - y m < 3cx+k2 ->/ («) + — y
^  p x  x y p
p & y  m ^ x / p r n ^ x  p '& j
p f ^ z  pr 4 z
r > 2 r > 2

2 /(ip. ¡2

P2

:p) i 2

P
or

/ Pr
Pr
x 2

m̂ x/pr
m

p'
x 2nix 

p '  || n

fin)
1
X 2

n^x
m

i
X 2

n^x
fin)

f i l
Pr

x 2
m̂ x/p?

m
p%r
X 2/(»)

n^x
Pr\\n

2
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Ai

whencc

2 ^ 7 ^ “ <(3Cii+K2M|2)(M|2_^ )  1 = * 3-
p^y 

P ' ^ z  
rZ 2

Since r may be arbitrarily large, this shows that

v l/(pr)|2 ^ ^> — :—  ^ k } < oo.
> p p^yrZ 2

Letting .v tend to infinity, this yields, by hypothesis (1),

6. It follows from (9) that for Rê y > 1 each series
00

jC t pr*
r =  1

is absolutely convergent and we have

(15)
0 0  /  CO \

I ® - " " ! « .
11=1  \ r =  1 /

where the infinite product is absolutely convergent.

6.1. (12) implies that each series
cO

y  M l

is actually absolutely convergent for Re  ̂ Moreover we remark that, if <x0 is 
any number > the infinite product

n (P)

is uniformly convergent for Re s ^  <r0.
This follows from Lemma 2. In fact the product may be written as

no +uPwy-"w,
where

. .  W C /O  , /(P),/pC0 = 2,^r and rp̂  = _̂ r-
r = 1

12
3 K

y 2
D^V

P ^ Z
Pr

fi p.n 2

3 CK K 21 A 2

1
oo

2
r= 1

/ Pn
P
.rs cxp /<jO

p
.s
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We have, for every p and every s such that Re s ^  a0.

UP

and |kp0)| < U„ = V,+\f(p)\/p'°.
We have £  Vp < oo by (12). It follows that £  V 2 < oo and this together with 

(10) implies 2  Up2 < oo, for

Up2 < 2Vp2 + 2(\f(p)\2/p2a°).

Thus we see that the infinite product (P) is convergent for Re s > |  and that, 
if we denote its value by H(s), the function H is analytic for Re i  >

(15) shows that we have, for Re s > 1,
CO

and therefore

(16)
1

where
^f(s) = H(s) exp

The function is clearly analytic for Re s > J.

6.2 By a well-known elementary result, we have for Re s > 1:
00

From this and hypothesis (1) it follows by a straightforward argument that, 
as s tends to 1 through real values > 1,

^  ns ~  s - 1 ’
n = 1

so that

1 ^  /(») 
C{S) Z  ns

n =  1

tends to A .
This together with (16) shows that, as s tends to zero through positive values,

J f(l+ j)ex p  Q T  ^ T 7 ~ )
tends to A.

We see that, since A ^  0, we must have 3>f (1) ^  0, which is equivalent to (4) 
by the definition of .

VP > si Vp

oo

2
r — 2

/ pr

Pran

2
n - 1

f
ns

H(s) exp 2 /(p)
ps

00

2n= 1
/(«)

ns
¿re exp /(p) i

ps

2 l
rtf*

P. r  
r >  2

2n= 1
fin)
ns j

00

/1
Fit)

t s + i dt, where F(t) 2 fin).
n ^ t

(«)
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and therefore, as s tends to zero,

exp (2 "7^)=o((i/s)£)
for every positive e, for

But (1) = 0 would imply J f( l  +s) ~  0(s).
Finally, we see that, as s tends to zero through positive values,

exp(2“̂ j
tends to

A

*(1) ’
which is non-zero, and therefore £ (/(p )  — l)/Jp1+s tends to a finite limit.

It is easy to derive from this that the series (/(p) — 1 )/p is convergent.
Let

We have to prove that oe(w) tends to a finite limit as u tends to infinity, or 
equivalently that a(l/.y) tends to a finite limit as s tends to zero through positive 
values. We will actually show that

tends to zero.
We have, for s real and positive,

00 00

s J  e~sa oi(u)du = J  e~*oi(t/s)dt
0 0

and therefore
00

^ 7 7 7 -  = J  e-‘(a(\/s)-a(tls))dt.
^ 0

This tends to zero as s tends to zero because the integrand tends to zero for each 
positive t and its modulus does not exceed a fixed function of t which is integrable 
over (0 , 00).

K

In fapt, by Cauchy’s inequality we have, for s real and positive,

2f(p)- 1
p l + s

1/ P. 12\

P 2 1
P1 + 2 s

2 1
P1 +  2 s

o log 1 Ay

Oil 1’S) 2 f p] 1
p,1+s

2 / p) ■ 1
p1 +s

a :iySi 2

a « 2
P :

J:p] -1
p
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log log x + £ + 0(1) as * tends to infinity,

1 z
(18) y  — < log— +CX for 0 < y < z ,

P yey < p ̂  ex
and also that

(19) for every X > 1, ^  VP tends to log X as y tends to infinity.
ey<p^e*y

(17) and (18) show that we have, for every positive s and every positive /,

\a(l¡s)-u(t/s)\ < X4(|logf| + Crf,  where

(17) and (19) show that, for each positive t, <x(l/s)—x(t/s) tends to zero as s tends to 
zero.f

7. Now to complete our proof it suffices to show that for every y > 2

v  i/(/)i2> ------  <  00.
¿-I pr 
P.r
p^y

It is obviously sufficient to show that this holds when y is large.

7.1. We first see that the series £(l f(p)\2 — l)/p is convergent.
This follows from (6) and the convergence of the series Z (/(p)—l)/p, for we have

I / ( P ) I 2 - 1  =  I / ( P ) ~ 1 1 2 R e / ( p ) - l

P P P-

Moreover, \ f(jp)\2/p tends to zero as p tends to infinity and we have

(20)

t  Elliott also derives the convergence of the series 2  ( f (p)— !)//> from (6) and the fact that
2  (f(p)-~ 1 )Ip 1 +* tends to a finite limit as s tends to zero through positive values. But he uses a (well-
known) deep tauberian theorem which is not needed. (The same remark applies to the original proof
of Delange’s theorem).

In fact, if 0 < y < z, Cauchy’s inequality gives

(17) |* (z)-aO )| = I
From the well-known fact that

it follows easily that there exists a constant Cx such that

<?y<p<ez

J V -1
p 2

< e y < p ^ e z

f P l 2

P 2
1
P

i

iey<p^ez

2
p ^ x

l
p

K 2 A p. i|2

V

2 I/' i4

P2
< 00

4
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1

From now on we suppose that y is so large that

\f(j>)\2/p < i  for p >  y. 
Then we have for p > y and s real and > 1

\ m 2/ps < \ m 2/ p ^ h

f(p)

(22)

355

for
m \

and therefore

ftp) i

(21) x

Since we also have

1

this gives

2

P
2 f P 1|2

P

1

P

4

P2 8
/(P) 12

P

2 1
I 2

7.2. It follows from (8) that we have for s real and > 1
00

2
« = 1

/(«) 2

72 n i
00

2
r = 1

pr 2

Prs

where the infinite product is absolutely convergent. 
This yields

1
co

2
n= 1

/(») 2

n n i
i

p7s
1

00

2
r =  1

/( 2

Prs

If y is any real number > 2, we may write

CM
00

2 /(«)! 2

«.5
n 1

1

P
1

00

2
r = 1

|2

rs

n
[p>y

i-
i

p!»
1 f(p) 2,

P,s

so that
2

1
f

■ exp
i2

p2,
HP)

|4
exp

/(p) I2

,PS
/(p)l4.

p2

1

PS
exp

1 1

? P2,

1
1

Ps
1 M

?

2 ,

exp ¡/i» 2

Ps

l /(P) i4 1
P2 P2/

We will use the elementary fact that

log 1 u u u2 for 0 u }■



It follows from (21), (22) and (20) that we have for every real 5 > 1 

(23)

where K 5 is a positive constant (which depends upon >>).
Since

00 _ 00

rf S J  ,vs+1 A ’
n =  1 1

it follows from (7) that the left-hand side of (23) is not greater than K s/((s- l)C(s)). 
This tends to K  as s tends to 1. On the other hand,

, , . ^i/(p)i2- i> ------------ tends to > --------------- .
¿ - i p s ¿—s p
p>y p>y

It follows that

„  /, . -sr l/(/)l2\ . k  (  s r  l/(p)l2- i \  lim sup n  1 + > ---- —  —  exp -  > ------------< oo,5-1 p*y\ ¿-I pT‘ J K s \ ^  P j\ r*1 / \ p>y j
which obviously implies

where
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CARACTERISATION DES FONCTIONS MULTIPLICATIVES

pp BX A SPECTRE NON VIDE 

par Hedi DABOUSSI

INTRODUCTION.

1.1. Une fonction f : IN^Œ est dite multiplicative si f(l) = 1 et f(m.n) = f(mD f(n) 

toutes les fois que (m,n) = 1.

1.2. Soit X > 1. Une fonction arithmétique f est dite presque périodique
27ria.n

s i, pour tout c > 0 , il existe un polynôme trigonométrique P (n) = î  a .e   ̂ avec
c J

û!j € R tel que :

ÏÏm l Y2 lf<n) "  pr (n) |X £  € «
x-> +“> n<x

S i, de plus, les polynômes P peuvent être  pris périodiques,alors f est dite
e

limite périodique B* (ipB ^).

1.3. Soit f une fonction arithmétique. On définit q(f) = spectre de Fourier Bohr 

de f ainsi :

<x(f) = i a £  R /^ ; tel que Tïn j  I E
x -» -t-oo  n<x

1.

BX PP B X

f n e 27rino! > 0



1.4. L 'objet de cet article est d 'é tab lir le résultat suivant :

THEOREME PRINCIPAL.

Pour qu'une fonction multiplicative f soit ppB* (X>1) avec un spectre de 

Fourier,Bohr non vide, U faut et il suffit qu 'il existe un caractère de Dirichlet \

En fait, si ces conditions sont vérifiées f est £p BX .

1.5. Des conditions suffisantes pour qu'une fonction multiplicative soit ppBX ont 

été obtenues par de nombreux auteurs : Erdos, Hartman, Kac, Novosselov, Schwarz, 

Spiiker, Van Kampen et Wintner T8, 9, 10, 12, 13, 14, 15].

Delange et l'auteur [2]ort nt>ntré que, si f est multiplicative, et f(n) <1 pour tout n,alors 

f est ppB avec un spectre non vide si,et seulement si,la  série  

pour un caractère de Dirichlet /,• f est ppB avec un spectre vide si,et seulement

si.rhJMU«.
P

Delange a prouvé, indépendamment de l'au teu r, que les conditions du théorème 

étaient suffisantes. Il a , de plus, étudié les séries de Fourier Bohr de telles fonctions [3] .

Le théorème principal a été énoncé dans [ 3  , remarque finale ] et au meeting 

d'Oberwolfach de novembre 75.

1.6. Le plan de cet article est le suivant :

Dans le paragraphe ni, on énonce quelques propriétés des fonctions ppB^ .

Dans les paragraphes IV, V on caractérise  les fonctions multiplicatives > 0

2.

tel que la série E
P

X1 fl P 1
P

E
p

nr »2

fl P
ri X

P
r

< +«e fi P, X

P
< + 00

Xp f p' ■1
P

converge

converge et

. ED
K p ) < 2

P. f(P) -1 2
< OO

C
P

«P) >2



ppB^ avec cr(f) -f 0 .

Dans le paragraphe VI on caractérise les fonctions multiplicatives >0 

ppB* (X > 1) avec cx(f) ^ 0.

Enfin dans le paragraphe VII on établit le théorème principal.

II. 1. NOTATIONS.

La lettre p désigne un nombre premier.

Il II
d|n  signifie d divise n.

Il II
dfn signifie d ne divise pas n.

i " i , i+1 "Pour j > 1 ,  pr||n signifie pr|n et p* J fn .

f * g est la fonction arithmétique définie par (f * g)(n) = E W e C / J -
d ¡n

M(f) est la limite, si elle existe, de -  ) * f (n) quand x —► + °° .
x n<x

M(f) est la limite supérieure de -  | >̂ ’f(n) | quand x —» + °° .
X n<x

II .2. DEFINITION.

Soit 6(t-a) la mesure de Dirac au point a .

Etant donné une fonction arithmétique f, on pose, pour chaque N € M ,

M (f,t) = 1  2^  6(t-f(n )).
n<N

On dit que f a une distribution Limite si ju t̂(f,t) 

converge étroitement vers une mesure /i(f,t). Cette distribution limite est concentrée 

à l'o rig ine si /i(f,t) = 6(t).

III. QUELQUES PROPRIETES DES FONCTIONS ppBX (X > 1).

Soit f ppBX (resp. ?p B*).

3.



1 . M(f,a) existe pour tout a € R .

2 . I our tous entic rs  P et k, -  E T  f(n) tend vers une limite.
n<x

n-€(k)

3 . ¡f | est ppB^ (resp. CpB^).

4 . Si X > 2, M( ;£ |2) = Y Z  ¡M(f,a),2 .
a  €<r(f)

5. Si X^2 ,  a(f) = 0 <=*• M( ! f | 2) = 0.

6 . Si M(|f |) = 0, alors a(f) = 0 .
♦

7 . [f [ a une distribution limite.

8 . Si g est pp B (resp. 0pB) et bornée,alors fg est ppB* (resp. 0pB*) .

9. Si g est ppBa (resp. ^pB^) et si 

Nous utiliserons également l'équivalence suivante :

10. Supposons f > 0 alors

f ppB* (resp. 0pB*) «=* f ^ 2 ppB2 (resp. 0pB2).

Certaines de ces propriétés sont bien connues (voir Bésicovitch [ 1 ] ), nous 

établirons en appendice III. 7 et III. 10.

IV. THEOREME 1.

2Une fonction multiplicative positive est pp B avec un spectre de Fourier Bohr 

non vide si,et seulement si, les sé ries  suivantes convergent :

Remarque : P .D .T .A . Elliott F5] a récemment caractérisé les fonctions mul­

tiplicatives bornées en moyenne quadratique qui possèdent une valeur moyenne 

nçn nulle. La condition nécessaire de notre théorème

4.

C

Dans ce cas f est ?pB2 .

1
x

1
a

< 1 alors fg est ppB 'resp. PpB

P

OO

T2
=2

fi P
r 2

P
r

P
E

fi P, 1
P

,2
et E

fi p 1
p



peut se déduire de sa caractérisation. Notre résultat ayant été obtenu avant la pu­

blication de l'artic le  d'Elliottet notre démonstration étant plus simple nous avons 

préféré en donner tous les détails.

une constante c ^  telle que, pour chaque p,

|M (£) -  M(f) | > c M(f) où M (f) = lira J £  f(n) 
p x-» + °° n<x

pin

5.

LE MME 1. Soit f une fonction multiplicative et supposons qu ' il existe c^

00 i /  r \

tel que e  |f(n) j2 < c . x. Alors E E  “ < - .  
n<x p r= 2  p

«
Preuve: L 1 hypothèse entraîne que, pour tout s > 1,

J ~  J M l  < c ® et donc £  .„s l s - 1  ns

Soit h(n) la fonction multiplicative définie par h(p) = 0 et

V p et V r  >2 . On voit que, pour tout a  > V 2 >

et donc J 2  n^ - < + 00.
^  na

L 'inégalité de Cauchy entraîne que

 ̂Y~- |f(n)h(n) ] ^  < ^—> |f(n) l^j/^—s l^(n) [2j 
n<x n \n<x ns /  \p<x n2_s /

Prenant s € ] 1, 2 [ on en déduit que ^  |f(n)h(n) [ < ^  ^  gn pa r^ cu| i er

<r  ̂ |f(pr )h(pr ) | ^  1 * ' | £(pr ) | ^
¿ 2  1 2  < 00 » c 'e s t-a -d ire  Y 2 Y 2  illir  <0° •
p r=1 p p r=2 p

2LEMME 2 . Soit f une fonction multiplicative > 0  ppB ; alors il existe

(M (f) existe d 'ap rès  in.2).

Preuve : On a 1
x E

n*sx
P n

fi n. 1
X

R: x
r- 1

E f (n)
n

P3 n

E
K

J* 1
PJ

f ,P P]
X E

rt

P- n
PJ
fl n, puisque f est multiplicative,

h ,Pr\ 1

r
p

00c
r 1

h' P
r,

Pra C
p

1

p2ql
■P

a
<+ 00

J



et par suite

2
f étant pp B , il existe telle que

4 .2 . £  [f (n) ] < c , x pour tout x > 1 , et donc 
n<x

l E  f (°)  ̂ et s E  f(n) - Vc: .
n<x n<x

P |n

Il résulte d e (4.2)et du lemme 1 que iÎE^l <°°.
j=o p3

Nous pouvons alors appliquer le théorème de convergence dominée à (4.1) et

obtenir ~ i oo
M (!) E  ^  = M(f) E  ^  ,  « i encore 

P j=o p> 3=1 p3

4 .3 . (M(f) -  M (f)) ( f :  î ^ )  = M(£).
j=o P*

p
Il suffit alors de rem arquer que,d 'après (4.2), [f(n)] < c^n et donc

00 fic^) °° d ^ 2 C1 1 + ]E ~T ' ~  ̂+ cq Y2 "t" =  ̂+ ---  — 1 +-----  » pour déduire de (4j) [e lemme
j-1 P3 j=1 P̂  \fp-1 /2-1

avec c9 = ^2 ~  ̂ .
C3 +V2 -  1

LEMME 3 . Il existe une constante c^ telle que,quelle que soit la fonction 

arithmétique g, on ait pour tout x £ 2  et tout y < x :

6 .

1
x n: SX

p n

fi n, l !

p ; X

1

f P
PJ

jP
X e :

rt x
Pj

f' n Pj
x

V"'
L -t

n- x
PJ

f n

P n

Ou encore, puisque,si Pj > X ;

n x PJ

fi n 0

1
x E

n<x
P n

00

E
j-i

fif<nj Ph

PJ
'P“]
x E

r t x
Pj

fi n, P
j
x z z

ni x
PI n Pj

f n

Ceci peut s 'é c r ir e

4 .1 .
OO

E
J=o

fl ph

pJ
pj

X n<x,

P n
J

fl n,
*00

E
y- 1

f' P
h

PJ
Pj
x E

n x
Pri

f n



P . D . T . A .  E ll io t ta  montré [4] que 11 inégalité classique de Tu ran  Kub ilius  _] I ' e s t  équi­

valente à l'inégalité suivante :

Il existe une constante c^ telle que pour toute fonction arithmétique g on a :

E E  g(n)!2 S ; E  W t e f c f t j E
i pJ x n<x X\n<x f p \j=  il p3 x n<x

j>1 Pin p 'n

* J Î C  fe(n)|2) E Î C  - M - ï f c  |g(n)|2) c 4 ~  •'n<x I p i p i  p1* !  ln<x <p p - p

Utilisant l'inégalité |a+bp S 2 | a | 2 + 2 |b |2, on voit que(4.5)entraîne (4.4), avec

C4 ~ 2(c- + ~2
P P -P

2
LEMME 4 . Pour qu1 une fonction multiplicative soit ppB avec

il faut que ¿ 2  1 2  ^ Î Î E Î U l j f  <oo .
P j=1 P3

Preuve : On a ,

4  £  |f(m) | = |i(p>) | 4  £  l«n) I = IKP*) I 4  E  l«"> I* 4 e  !*<") j),
œsx n < x / J  X n s x / J  nSx/ J
P̂ iim p |n pjn

et donc

lim T - Z D  lf (m) l =  l*(P*)l (M ( | f | ) -M  ( | f | ) ) .  
x-*+oo m<x p

p*||m

Ainsi, en prenant g = |f j dans le lemme 3,et la limite quand x -» + 00 avec y

fixé dans(4.4), on aboutit à :

7.

4 .4 . E  -Vl^E g(n)-;E + ;  E  g(n)!2 s c  1 £ g ( n ) 2 . 
p3 n<x rtsx x n<x 4 X r^x

7 > ï  Pj ün P|n

O r

4 .5 . E
P x

1

p
,j

j
p
x E

rts Y

Pj n

g n 1
x E

n<x
g n,

2 c
<

X n<x
r g(nj 2

a f] ;«r



on obtient le lemme.

2
LEMME 5 . Soit f une fonction arithmétique > 0  ppB et ayant un spectre 

or(f) non vide. Alors f a une distribution limite non concentrée à 11 origine.

Ffreuve: On sait que f a une distribution limite d 'après  E l .7. Il reste  à établir que 

si cette distribution était concentrée à l'orig ine, on aurait M(f) = 0 ce qui, d 'après 

III.6, entraînerait que Ctf) = 0.

Soit F^T(u)=j^card{n<N tel que f(n)<u} . Si la distribution était concentrée à l'origine, 

a lors ,  en tout point u > 0 ,  F N(u) tendrait vers I quand N tend vers 1 ' infinûll en résulterait que,

pour tout a > 0 ,  lim \ t d F ^ t )  = 0, puisque \ t d F . r(t) = a F M(a ) - \  F.-iOdt.
N -»oo J 0

Ceci est équivalent à

On aurait ainsi M(f) = lim ^  f (n).
N -» 4- «  n< N 

f(n)>a

Remarquant alors que,

8 .

4 .6 . T p  (̂f^3) :-D(M( ,f ¡)-M„( I)) C ÏTÏÏÏ l  ;f(n),2 < c .  c„
pj<y PJ P x-4-oo n<x 4 J
j>1

d 'après  (4.2) . Du lemme 2 on déduit alors

c ^ M i f ,)2 £  ( I K p 1) !  -  1> < c  c  

p W
j>1

Il en résulte, prenant la limite quand y —* + °°, que

m( if i )2 c è  (i-(pi) ~i)2<+~.
P j=1 PJ

Ainsi, puisque par hypothèse a ( f ) ^ 0 ,  ce qui implique d 'après  III.6 que M(,f ) > 0 ,

fl n 0 Or 1
N r

n<î\
fl n 1

N C
n<N

f(n)<a

fl n + 1
N C

n<N
f(n)>a

f(n)lim
N- 4- oo

1
N n< N

f(n)<a



Il en résulte la convergence de la série

9.

à C, «"H 'F, E. «">^3* E  f(n)2 ,n<N n<N n<N
f(n)>a f(n)>a

 ̂ 1 9  p
et que lim J 2  f(n) = c < + °°, on obtiendrait M(f) < -  pour tout a > 0, et donc

N-*°° n<N a
M(f) -  0.

Erdos [6 ] a établi le résultat suivant :

LEMME 6 . Une fonction f multiplicative > 0 a une distribution limite non 

concentrée à l'o rig ine  si, et seulement s i les séries suivantes convergent
v,(p) V,(p)E -V' e V '

OÙ
(  f (p ) -1  s i  l f ( p ) - 1 | < 1

v f ( p ) = \
^  1 s i  |f(p) -  1 | >  1 .

Preuve du théorème 1 (condition nécessaire).

2
Soit f > 0  multiplicative, ppB avec un spectre non vide.

00 (f(ryh-l)2
II découle du lemme 4 que la série  () - '  )<oo o

p J=1 P* 2
On voit que cela implique la convergence des deux séries Y ' L̂ÎP lr1 )„L—' D• 9 P

e. E Ê ^ 'P j=2 pr1
Les lemmes 5 et 6 entraînent la convergence de la série

1 vf(p)2
puisque YH n ~  E ”5“  <00 •

P y  w
|f(p)-1|>1

entraîne alors que 5 k l£(Pi ~J ,l < oo
* • ' pP p

|f(p)-l ¡>1

p
ifipi 1 <1

fi p 1
p

La convergence de E
p

fi p. ■1,2

P

V ' .
f

P
p- 1



1 0 .

V . PREUVE DU THEOREME 1. (Condition suffisante).

LE MME 7 (Wintner [ l5 ] ) .S o i t  € une fonction multiplicative telle que :

Alors Z  est limite périodique B et

Pour y ^ 2, soit f la fonction multiplicative définie ainsi :

LEMME 9 . Soit f vérifiant les conditions du théorème 1. Alors M((f-fv)2)

r ^
existe et tend vers zéro quand y tend vers l'in fin i, ce qui entraîne que f est ip B  .

f

Montrons que f̂ , est •tpB2 . On a :

E / J Z  lfy <ep.“1i)=y— lf2(p>-11
p \r=1 pr  f p<y p

C ^ tE ! Ê % c ( Ê f - .
p<y y  p s y \ r = 2  p /  p<y \r=2 p /

Ainsi f vérifie les hypothèses du lemme 7 et donc f est CpB v  ̂ • iy
Il résulte de III. 1C que f est £ p B2 .

y
__ p

Nous allons montrer, par la suite, que M[(f-f^,) ] tend vers zéro, quand 

y —» + o°. Ceci entraînera que f est -8pB2 .

LEMME 8 . [Erdbs Renyi jjU-Soit S une fonction multiplicative positive telle 

que les séries

lim )  ̂ S(p)log p > q poUr tout e > o .
N-*+oc N<p<N(l+e)

Alors \l(s) existe et

Considérons un? fonction f vé rif ia n t les conditions du théorème.

E
P

OO

E
r=  1

l Pr 1
P

r < OC M i T i 1 1
P

î°
E
j =o

p
j'

p]

C
p

oo

E
r=2

f‘2/ Pr* 1

Pr

Mx.y n
p î îy

1
p G

y- - O

f.2 P
Ji

1
P

M S TT
P

1 lv
P E

r o
S P

r

P
r

f
y p

r\ Pr si P < y

1 si p > y

E
P

S P ■ 1
P

et E
P

S2 éP.
P

OO

C
r=2

S Pr

P
r convergent et que



1 1 .

So ient,pour y >  2, G, G , H et K les fonctions multio liccitivos définies
y y

a i n s i
3/ 4 si f(p) < V 4 ,

G(p) = -j f(p) si f(p) t [3/4 ,5/4 ] ,

V 4 si f(p)>5/4 ,

G(pr ) = G(p)r  pour tout r  > 2,

rG(pr ) s i p < y f

G (pr ) = 
y pour tout r  > 1,

H(pr ) = f2(pr ) - f 2(pr  1) G2(p) pour tout r  > 1,

On voit facilement que

f2 = H * G2 ff = K * GG .y y y
Nous allons montrer que :

2 2 (i) G et G G vérifient les hypothèses du lemme 8y et donc M(G ) existe,y
-> 1 00 P 2 in r ï 1 00 G(Pr ) G >  ) 

M(G ) = n (1 -  1 ) ( Y 2  S-SE-J.), M(GG ) existe et M (GGj -  TT (1 -  ! ) ( £  -------^ -----) ;
p p r=o p y y p  y  r=Q p

iHinll 1 K (n) 1
(il) £  Ü M i .  < »  , £ _ i _ < + ~ .

Il en résu ltera  l'ex istence de M(f^et \l(ff ) ,e t donc de M((f-f )2) (puisque,
y  y

f2 étant ipB , M(f2 ) existe), et la valeur de M((f — f )2).
y y y

M C .  .

N -400 N<p<N(l+e)

1 si p > y,

G(p)G (p) log p

P
> j g  log(l+e) > 0  et

lim 7**!
N N<p<N(l+e)

c2(pl log p > ^ l o g ( 1 . c ) > 0 .

- 2r - 2r
De même, puisque G (pr ) < (^) et G(pr ) Gy(pr ) -  (|) * on voit 9ue

E , ç V +^ ç ^ ) < „ >etj 
p ' p r=2 p 1

| o W ( p )  £  G(pr )Gy(pr )\ _
V te Pr i

K
y p

r\ f<P
V' f

y
pjr fi Pr-1 f.

y p
r-1 G P Gy p pour tout r > 1 ,

Preuve de On voit que 9 < G2,P et 9
16

< G P, G
y p Ainsi :



On voit immédiatement que

En outre,

r—' |H(p) j t-—* lf^(p)-G2(p) i < v—' /M P) . G (p) )
p — p ~ ^—' v p p 

P ,f(p)-1 ¡>V 4 |f(p)-1 i > 1/ 4

12.

OO

et que

OO

p 2 / r \ \  *1
Ainsi la série  £2 ■— — converge.

G(p)G (p)-l

e — r — •
OO f  p ,  . .

Preuve de (ii) : Montrons que E Î E 2  iHHL <°° , ce qui entraînera, puisque
p »r=1 p '

OO

remarquant maintenant que E
f2 P 1

P E u p i 2

P 2 E fi p • i

p
on obtient

la convergence de la série C f2 P 1 MaisP

E
p<x

G2 /.P 1
P 2Z

Dì

f P, 1 <1 4

f2 P 1
P

7
16 E T

P<
f P < 3, 4

1
P

9
16 P :y

f P >5 4

1
P

C
Rçx

f2, P 1
P T 2

D <X

f P -1 >1 4

f2 P 1
P

7
16 C

P x
f P < 3 4

1
P

9
16 n

i
pP < X

f p >5 4

C
fl p 1 >1 4

1
P

< 16 E >p 1 ,2

P
< +

f' P.
E2

i > 1
4

f'2 , P 1
P

< I Z
f p i > i

4

f
2 P 4- 1

P
< e :

f' p. i > i 4

2<fl r i i 2 2 1
P

Il en est de même de la série E G P 1
P

et donc de la série

H est multiplicative* que E H n
n < 00

Remarquons d f abord que :

E
P

OO
T 2

H P
r

P
r < E

p

OO

Cr 2
f Pr 2

P
r

25
16 E

p

OO

e :r ■2
f P

r- 1 2'

P
r

E
p

OO

T 2
r 2

f Pr 2

rP
+ 25

16 E
p

f

P
2
P. 25

16 E
p

oo

e ;
r=

fi Pr 2

Pr -1

< 41
16 E

P

oo

e:»r 2
fi>P

r 2

P
r

25
16 2 E p

p
i 2

2 E i

p2
<

< 2 e :
f p i >i

î p i 2

P
+ 2 e :

f p. 1 >1 4

1
P

25
16 n

f p i >i 4

1
P



13.

Ces de rn iè res  sommes étant fin ies  comme on l ' a  vu plus haut, on en déduit

r  ,KM \  iKv(n)i
E C  * r  ' <w et donc £  1 Z - 1 . 
p *r=1 p 1

2 2Preuve du lemme 9 : Puisque f = H G on a

£
G ayant une valeur moyenne fin ie, il existe une constante C telle quey pour tout en­

tier d^1 et tout nombre réel x j -  5 ' G2(n)]<C. D éplus lim f- 5 ' G2(n)l= M(G2).
LxnÉ*;d i x - ^ é ^ d  J

/> N 1 OLe théorème de convergence dominée, compte tenu de (ii), montre que i  C n n )
n<x

Remplaçant G et H par leurs valeurs on a :

P

De manière analogue on obtient l'ex istence de M(ff..) et la relation
y

M ( f f  » = (TT 0  - ¿ )  £  ^ ) ) ( T T  d - h  £  •* * £ - ))  •
 ̂ 'p<y p j=o p1 p j=0 pJ /

Finalement on voit que

M((f-fy)2) = M(f2) + M(f2 ) -  2M (f fy )

que E
oc

c
r-- I

H P
r>

P
r

< oo

De manière analogue, en remarquant que f P
r < 1 f P

r 2
on montre que

1
x n

nsx
f
2, fl; E H d

a
d
x nn<x d

G'2 , n

tend vers une limite égale à M G2 \ E H n
n c ' e st-à -d ire  que

M f
2 n i i

p

oo

n
j=o

G2 P
PJ

TT
P

OO
e:
j o

H Pj

P]

n
p

i i
p

OO

c
o

G2 P
PJ

OO
C

O
H ir

PJ

M f2s

P
TT ;i h

p

OO

c
d o

f
2 Ph

J

TT
P

1 1
P

OO

: C
j =o

f2 PJ'
JP

+ TT
p

1 1
p

OO

e :
J=o

f2 Pj'

P
j

2 TT

p$y
1 1

p

oo

C
J=o

f
2

PJ

PJ TT
p:>v

1 1
p

oo

c
]=o

f P
Pj

Ay By
où



14 .

I l  est a lo rs  immédiat que A,, tend ve rs  zé ro  quand y —»+ °° et que B tend
y y

ve rs  M(f ), et donc que lim  M((f-f ) ) = 0, ce qui en tra îne que f est -fpB .

y-»°°
I l  nous res te  à m on tre r, pour p rouve r le théorème 1, que cr(f) ^ 0, c 'es t immédiat

produit convergent de te rn es  strictem ent 

pos itifs , est non nu l.

VI . THEOREME 2 .

Pour qu'une fonction multiplicative positive soit p p ( X  > 1 ) avec un spec­

tre  de Fourier Bohr non vide, il faut et il suffit que la série  ^  IÎEIlL converge et

Dans ce cas f est ip B  .

LEMME 10. So it f > 0  a lo rs

f ppB X avec a(f) /  0 «=> fX/̂ 2 ppB2

\ \ / 2  2
Remarquons d 'abo rd  que, d 'ap rès  I I I . 10, f ppB f ' ppB .

A lo rs  d 'ap rès  I I I . 5 M R f ^ 2) ] = 0 c 'est-à-d ire  M(fX) = 0 ;

r \  V  f  ̂
o r  M(f) <IM(f H , et donc M(f) = 0 ; ce qui implique que a(f) = 0 .

Supposons que a(f) = 0. A lo rs  M(f) =0 . Montrons que M ( f ^ 2) = 0, ce qui 

en tra îne  que a(fX/̂ 2) = 0 .

S i X < 2 on a M([*/2) < [M (f)]X//2 = 0, et donc M(fA^2 ) = 0 .

Supposons donc X > 2 et so it n > 1 te l que 2n < X < 2n+ ̂ .

A
y

TT
p^y

i i
p'

oo

n
J=o

f
2

.Pj

P
j

+ 1 - 2 TT
p>y

1 1
p

oo

n
J=o

f p
i

p
J

B
y

TT
p

i i

p

oc

e:
J=o

f
2 ,

P
j

P
j

puisque Ml f TT 1-

i

P

OO

C
J=o

fi P
j

P
j

E
p

n
r 22

f P
r X

P
r

< 30
z z

f p l<2
f( P 1 2

D < oo
n

f P, > 2
fl D

\

P
<

avec a fX 2 f 0

Supposons que cr f 2 0



1 5 .

Observons d 'abo rd  que pour tout j  € { 0 , 1 , . . .  n-1} t 2 * est pp B2 , En effet,

• • i+1 r  \
s i j< n- 1 , 2J <2 ‘ <  X et donc l'hypothèse f ppB en tra îne que f est ppB ;

2̂  2 
I I I .  10 montre a lo rs,que f est ppB .

oJ J
Supposons que, pour un j€ { 0 , 1 . n-1}, M(r ) = 0 . Qi aura alors a (r  ) = 0

J+1
et grâce à I I I . 5 M(f ) = 0.

A in s i, en partant de M(f) = 0, on aboutit à M(f2 ) = 0. O r M(fX//2) < M(f2 ) ^2

et donc M(fX/|/2) = 0 .

P reuve du théorème 2 . D 'ap rè s  le  lemme 10 et le  théorème 1, pour que f soit 

pp B X avec a(f) i l  faut et i l  su ffit que les sé ries

^ 1 .  E  (t(p)Xf - 1)2 et E^^C-^-1
p r  &2 p p M p p

soient convergentes.

I l  nous su ffit donc de démontrer que la  convergence des sé rie s  

est équivalente à 1 ' ensemble des conditions suivantes :

2 X
la  s é rie  ^  ÎÎE Iz lL est convergente, ) ' (f(p)-l) <oc f(p)— < + 0o#

P f(p î<2 P t(p t> 2  p 
Nous u tilis e ro ns  les inéga lités suivantes : s i 1

6 .1 .  c ^ x- 1 )2 < (xX/ 2̂ - 1)2 <  c2(x-1)2 s i x € [ 0 , 2 ] .

6 .2 .  c^ xX < (x X//2 -1)2 < c 4 xX s i x >  2.

6.3 .  ,(x X /2 - 1 ) - | ( x - 1 ) | < c5(x -1)2 s i x€ [0,2].

6 .4 .  (xX^2 - 1 ) < c6 x X s i x >  2.

6 .5 .  (x- 1 ) ^ c^ xX s i x > 2 .

Les in é g a lité s (6.2), (6.4) e t '(6.5) sont immédiates.

A/2 .. x^^2 — 1 - (\ /2Îx— 1 )
Les  fonctions --- f -  et -------- -------- prolongées en x = 1 par

(x-1)2
respectivem ent, sont continues s u r [0,2],  ce qui donne 6.1 et 6 .3 .

/f( \x/ 2 _  .j \ ^

On déduit de 6.1 et 6.2 que la  convergence de la  s é rie  ^2 — 5-----  est équivalente

E f p
x, '2 1

,2

P et E f p x, 2 1
P

A
2 et XA■2

8



16.

A lo rs  (6.3) montre que, s i l'o n  a (6.6), les sé ries  

sont de même na tu re .

v n  • DEMONSTRATION DU THEOREME PRINCIPAL.

LEMME 11 (Daboussi-Delange) [2 ] .

Soit g une fonction multiplicative tel que. ¡g(n)j<1 pour tout n,

1) Si pour tout caractère de Dirichlet x et tout u réel on a

r-s 1 -%e(g(p)x(p)plu) =
L~f p  *

a lo rs , pour toute fonction arithmétique S ppB, on a M(g.S) = 0.

2) S 'i l  existe un caractère de Dirichlet x et un nombre a réel tels que

£  i-3te(g(pmp)pia) , ,
Alors, pour toute fonction arithmétique S ppB, on a

-  ) ' g(n) S(n) = C xia exp iA(x)+ o(l),  où
X ^  ia

C est un nombre complexe, A(x) = ) I r c ^ P ^ P )  P—l f e t lim { Sup A(y)-A(x),} = 0.
p<x p x-* + œ x<y<x^

à

(6.6 C
£ P < 2

(f P ■ 1 2

P
< or et c

£(P > 2

f P
A.

P
< or

Grâce aux inégalités (6.4) et (6.5), la  condition C
f p >2

f P
X

P
< OO entra îne

C
f p >2

f P
X 2 1
P

< OO et c
£ P >•2

f P 1
P

< OC

C f p 1
p

et E t p
X 2

1
P
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Supposons la proposition (A).

Puisque 11 -  x(p)g(p) I ^  2( 1 -  fte [ x(p)g(p) ] )* on voit Que 7.1 implique 

7>7. Y2 ÜlJÎ^SÎEÎif < oo .

Les inégalités 7.2, 7 .3 , 7 .7 , entraînent que

En effet,

<p 11 -X(p)g(p)j 11 -  p(p) I < ¡1-x(p)g(p)i ! 1 -  o(p) l +2 y 1 ° ^ X
^  P p f e  P pÏÏP-2 P

Etant donné une fonction m u ltip lica tive  f, so it 

p(n) = 1f(n) |

g(n)
■©r 51 t(nM°

0 s i f(n) = 0.

p et g sont m u ltip lica tives et |g(n) | est égale à 0 ou 1 pour tout n.

Montrons que les 2 propositions (A) et (B) suivantes sont équivalentes

(A) 7.1. les séries £  "  ~ et £  " p ^  convergent.

converge

7.5. T 2  lx (p)t(p>- ' l 2 < -  .
\m ,<2 p

7.6. J M £ < » .
\m\>2 p

7.2.

7 .3 .

I Z
P P 2

P P 2
< OO

z :
.p >>2

P ,P X
P

P
OO<

(B) 7.4. La série E 1 X1P If P
P

7.8 . E i Xp g p 1 p p.
p

< 00

< IE
p [p 2

1 P P >2 '

P £
i Xp 'g p) 2

P

1 y2
+2 n

p 1p i>:2

0 p X

P
< oo



Supposons la proposition (B).

Remarquons que s i , p(p) < 2 , on a 11 -  p(p) | < 11 -  f (p)\(p) | . En effet si

lx(p)l = 1, 11 -  p(p) i = 11 -  |f(p)x(p) II <  11 -f(p)x(p) I si x(p) = 0 et p(p) < 2,

| l -p (p ) |  < 1 = |1-f(p)x(p) |. Ainsi o n a 7 .2 .

L 'identité x(p)g(p)"1 = (l - p(p)) x(p)g(p) -  (1 -  x(p) p(p)g(p)) et les inégalités 7.5
2 X

et 7. 2 entraînent ^  ; I  ̂~ X^P^ÎPlL  < » .  P ar ailleurs, puisque ^ " ^ < > - ,
tfpj<2 P ptpÎ>2 P p(p]>2 P

on a y  ] 11 ~ >̂ (p)g(p)„!— o o  donc 
p(p7>2 P

7 .9  £  11 ~x(p)g(p>.].2 < »  .

Ceci entraîne que

7 io (1 ~ &e(x(p)g(p))) < o o

L - i p

puisque,si |x(p)g(p) I = 1, on a 2(1 - ̂ (x(p)gip^; = I i - XKPIgKP) I , ei,

S i x(p)g(p) = o, on a (1 - &e(x(p)g(p))) = 1 = |1 -  x(pfe(p) |2 • 

On déduit de 7.6 et 7.10 que 

7.11 £  p (p )fl-J^(x (p )g (p ))] <00>

Duisaue V ' p(p)(l -'fte(x(p)g(p))) V"* 1 ~ ^(x(p)g(p)) —1 p(p)^ 
^  P p f e  P o(fe>  p

18.

Il résulte de 7 .1 , 7.8 et de l'identité suivante :

1-X(p)f(p) = 1 -x(p)g(p)p(p) = d -p(p))(x(p)g(p)-1) + (1 -x(p)g(p)) + (1-p(p))

que la série  J 2  ^P^P^ converge.

Puisque x(p ) î (p) -  1 = (p(p) -  l)xip)g(p) + (x(p)g(p) -  1), on a :

¡X(p)f(p) - 1 12 < 2 11 - p(p) |2 + 2 11 - x(p)g(p)|2

et donc/grâce à 7.2 et 7.7» on voit que

v -  l'-x(p)f(p)l2 < „
m z  p

Ce qui achève de prouver (B).



L'identité

1 -p(p) = - p(p)[! - -M\(p)g(p))] + 1 - !Re(x(p)f(p))

et 11 illégalité 7 . i i montrent que

7. 12. ]P - -  converge

r-\ 1—5Le | x(p)f(p) I ^ii ' -r ^puisque ) ------ -— i-—- converge c1'après 7 .4.
P

F ina lem ent, en remarquant que, grâce à 7.2, 7. 9 ,  7.6 on a

19.

7 .  ï 3 .  r  li-.̂ pI1[xLpMpI-ji <  oc 
t— > p *

puisque

1-x(p)g(p) = (l-p(p))(!-x(p)g(p)) -  (1 -  p(p)) + (l-x(p)f(p))

et 7.13, 7 .4 , 7.12. Ceci achève de prouver (A).

Si f est ppBX on sait d 'ap rès  III.3 et III.6 que p est ppBX et que le spec­

tre  de p est non vide, si le spectre de £ est non vide.

Montrons que

converge pour un certain caractère x » ce Qui entraî­

nera d 'ap rès un théorème de Delange et l 'au teu r [2 ] , que g est ¿pB .

(ii) Si f vérifie les conditions du théorème £ est ¿pBX et a(f) f 0 .

Preuve de (i) : Si pour tout caractère x e* Pour tout u r é e l ,

22  ̂-  ^e(^(,P)^(_Pj P— )_ _ + «a > alors en appliquant le lemme 11 avec S(n) = p(n)e2îr*n0!,

on aurait 71m j- f(n)e27rin0i | = 0 pour tout a  € R , ce qui contredit l ' hypothèse 
x  r t s x

a(f) non vide.

Il existe donc un caractère x e* un nombre réel a tel que

E 1 P P, X' p gl p 1
p

< D
p<p

i p p ,
2\

P E i p g»PJ
2 1 2

P

+ 2 i :
P P i>2

P<P. X
P

On voit que la série E 1 P•g' P
P

converge en considérant l ' identité

E
p

C
r • à

P P
P
r < OO, C

p < 2
(p P 12

P
< oo c

p p >2
P P

X

P
< OO

(i) la série E i ■x p 'g p
p

Il résulte du théorème 2, que la série E P P •1
P

converge et que



Montrons que a = 0 et que

série  convergente, ce qui prouvera (i).

Soit a€a(f) et S(n) = p(n)e27Tino:. D’après le lemme i i f on a :

J E Z  f(n) e 2ïïm C l = C xla exp(i A(x)) + 0(1). 
n<x

f étant ppB, l'expression  -  f (n) e2ffin0! tend vers une limite quand x —» +00 .
n<x

Cette limite est non nulle puisque a€a(f).

Il en résulte que C^ /O  et que la quantité xia exp i A(x) tend vers une limite , 

quand x -♦ + .

|  o
On voit que pour tout y > 0, l'expression  y exp i(A(yx) -  A(x)) tend vers 1 

quand x -—♦ + «> , puisque

Comme, par a illeu rs, A(yx) -  A(x) tend vers zéro quand x -♦ + 00 , d 'ap rès le

.1 3lemme 11 , on obtient que y =1 pour tout y  > 0 , ce qui nécessite que a = 0.

Reste à montrer que A(x) tend vers une limite quand x  -* 00 .

Nous savons que exp i(A(x)) tend vers une limite quand x —>+°° , e t,d 'ap rès le

lemme 11,que A(x+1) -  A(x) tend vers zéro .

Soit © € ] —7r, 77 ] tel que e x p i [ A ( x ) - 6 ]  tend vers 1 / soit Bn € ] - n , n ]  tel

que exp i 0n = exp i(A(n)-®)).

Il est c la ir que 9 tend vers zéro quand n —* ■», et que A(n+1)-A(n) = 6 .-0  n n+1 n

modulo 2 ïï . Il en résu lte , puisque A(n+1) -  A(n) tend vers zéro, qu' i l  existe nQ tel

que n > n entraîne A(n+1) -  A(n) = 0  i -  6  . Soit alors e = A(n) -  0 . On a  ̂ o n+1 n n n

e = e  ,  si n > n  et donc puisque 0 tend vers zéro, A(n) tend vers une limite, n n+l o t n ’

2 0 .

E
1 x p g p 'p

ia
< OO

P E Im X P g P
P

est une

y ia exp i A y X Ai x y X
ia exp i<A yx,

X
laexp i A(x)



Preuve de (ii) : Si les sommes ou séries du théorème principal sort finies ou 

convergentes, a lo rs , d 'ap rès (ii) ci-dessus et le théorème 2, p = |f | est ¿pB*

et a(p) /  0 . De plus, g est ApB, g bornée. Il résulte de III.8 que f = pg est

¿ P b \  Il reste  à montrer que a(f) ^ 0 .

Supposons donc o(f) = 0.

Soit e > 0  et Q un polynôme trigonométrique périodique tel que M (|f-Q |)<  e . 

Comme g est fpB et |g(n) | <1 pour tout n, on voit qu ' il existe une fonction pério­

dique K telle que (max |Q(n) |Jm |g-K | < e et |K(n)[<1. En effet il existe un 

polynôme trigonométrique périodique P telle que (max|Q(n) |]m |g -P |<  e > on 

définit K(n) ainsi

(  P(n) si | P(n) [ < 1 
K(n)= j

-T T O T  si l p W i > ' -

On a alors | g(n) -  K(n) | s  | g(n) -  P(n) | .

Ceci dit, on a

M(|f | ) = M(fg) = M(fK) +M(fg -  fK )

< ] M(f K) | + M | (f-Q)(g -  K ) | + M | Q(g -  K) |

< |M(f K) | + 2 M |f—Q | +|max |Q(n))|M ¡g-K  |

S 3 e+  |M(fK)|.

1 N  —  1
Or -  Y"'f(n) K(n) = Y 2  K((!) -  J Z  f(n), en notant N la période de K.

X *=1 x n<x
n=i(N)

Comme cr(f) = 0, on a ÏÏnT 1~ f(n) | = 0. Ainsi M(f K ) = 0 et donc M ¡f ¡<3 e
x n<x 

n=0(N)
c étant arbitraire, ceci est en contradiction avec le fait que a(p)  ̂ 0.

21.



A .1. Preuve de III.7. Il suffit de prouver que "si f ppb, f > 0 alors f a une dis­
tribution lim ite".

D 'après un résultat bien connu, f a une distribution limite si, et seulement si,

pour tout t réel ^  Y 2  e277̂ ^  tend, quand N -» + «=, vers une fonction cr(t)
n<N

continue à 1*origine.

Remarquons qu'un polynôme trigonométrique réel P a une distribution limite.

En effet, pour tout j entier Xt^dfi^ÎP, t) = Y Z  p (n^  tend vers une limite quand
J  n<N

N -♦ + °°. Ceci entraîne, que pour toute fonction h continue à support compact 

^h(t) d ^ ( P , t )  a une limite quand N -* °°, et donc n ^ ( P , t )  converge vers une me­

sure p  . II suffit alors de rem arquer que pour tout N > 1

pour obtenir que /¿(R) = 1 et donc que la convergence est étro ite .

D 'après le résultat rappelé ci-dessus cela en particulier entraîne que pour

tout polynôme trigonométrique réel P, R E  e2nitP(n) vers une fonction
n<N

Mie2 ?) continue à l'origine.

Ceci dit, soit fppB , f ^ 0 ,  et des polynômes trigonométriques réels tels que

M (|f-Pk l)< J .

Puisque, s i k > r ,

, 2ffitP^,
la suite M(e K) est, pour tout t, une suite de Cauchy. Elle converge donc vers 

une fonction c(t) . Il suffit alors de remarquer que,si |t | < 1, la suite

APPENDICE

MN P t)
1

0

si

s i

t > sup P n )
n

t < min
n

P(n)

M e2ïïitP k e2ffitPr < 2 v t M Pk Pr
< lt

k

M'>e
2iritP k



est une suite uniforme de Cauchy, pour déduire que a  est une limite uniforme pour 

|t | < 1 de fonctions continues à l'orig ine,et donc que a  est continue à l'o rig ine .

Des inégalités :

¡1 £  e 2 » i t ! ( n ) _ o ( t ) | i  n  ^  (e2lrttf(n)_e 2 m tP k(n)) ,

n<N r n<N

, 1 „  2ultp (n) 2ffitR. , 2^itPk
+ ' n  1 2  e -  M̂ e )|+(M (e ) -  a(t) | ,

n<N

on déduit, en prenant la limite quand N -* +°° puis quand k -* + °°, que

iî™ Ir  D  e2,7itf(n) -  o(t) | =0 .
N-» + oo n<N 

Ceci prouve le résultat indiqué.

2.

et
1

'N Dns N
e2 TTitf n e

27TitFk n, < 2v t x

X
1
N C

n
if n. Pk n



A .2. Preuve de III. 10. Nous établirons le résultat plus général suivant

Soit g ^ O ,  a  ^  1 et 0 ^ 1 .  Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) ga  pp (resp. ¿pB ^).

(ii) g pp Btt^ (resp. £pBtt^).

Il est c la ir qu'on obtient III. 10 en prenant :

si X ^ 2 ,  g = f, a = ^  e* 0 = 2 et s i

I < X < 2, g = f* /2 , et <3 = X.

Etablissons d 'abord :

(a) la condition (i) entraîne (ii).

Soit e>0 et P un polynôme trigonométrique réel tel que 

M(|ga - P | ^ ) <  e /2 ° ^ .

II existe A tel que |P(n) | < A pour tout entier n.

Soit Q un polynôme ordinaire, (de sorte que Q oP  est un polynôme trigono-
1

métrique) tel que |Q(u) -  (sup(0,u))1/̂ a  | < ( |) ° ^  pour tout u € [ -A, A] . Montrons 

que : M(|g -  Q 0 P I ^  e, ce qui établira (ii).

On utilisera les inégalités suivantes :

1 • |x-y |a < |xa-y a | pour tout x ^  0 et y ^  0.

[il suffit de considérera i x > y, la fonction t -* (y+t)a -  t a , qui est une 

fonction croissante sur ¡0 ,x-y ] ) .

2. (x+y)a ^ < 2a ^ -1 (xft^+ ytt^) s i x S 0 et y fe 0 (cela se déduit de la con-

q.8vexité de la fonction t -♦ t ).

3. |sup(0,y) -  sup(0,x) | < ly-x | pour x et y réels (se vérifie facilement).

3.



4 .

On a :
1 0£ $ 

lg(n)-Q(P(n))|<̂ < { |g (n )-(su p (0 ,P (n )))1/,“ U |(sup(0>P(n)))1/ 0,-Q(P(n)K}

Appliquant successivement les inégalités 2, 1 et 3, on obtient

lg(n)-Q(P(n)) |of,< 2 “ S‘ 1{ g % ) -  P(n) !;f  +|(sup(0,P(n)))1/ o -Q(P(n))| 0,5 } ,

et donc ffiflf(n) -  Q(P(n)) |a  ) < e par choix de P et Q.

Montrons maintenant :

(b) Si h ^  0, h pp Bn (resp. ÆpBn), où n est un entier >0, alors hn est ppB

resp . (ApB).

La propriété est triviale si n = 1 . Supposons-la vraie pour n = k.

k+1 k k Soit h pp B . Alors h est pp B , et donc h est pp B . Soit e > 0

et R et S deux polynômes trigonométriques tels que

(M(hk+1))k /k+ 1(M( |h-R |k+1)1A+1 < e/2

et (sup |R(n) |)M( |hk - S  I) < e / 2 .

Puisque

Kl( |hk+1-R .S  |) <M(hk |h-R |)+M( |R | |hk-S  |) < [M(hk+1) ]k//k+1. [M |h-R |k+1 ]1/ k+1

+ sup |R(n) | M(|hk-S  |),

°n a .

M |h -R .S  | < e ,

ce qui prouve le ré su lta t.

Si h était 4pBk+1, on pourrait choisir R et S périodiques,et donc hk+1

serait l  p B .

Montrons finalement :

(c) La condition (ii) entraîne (i).



Soit y  = (E(a0) + l)/a.3 où E(a,8) = partie entière de aP . Ainsi y>1 et 

a & y  est un en tier.

De la proposition (a)

résulte que h est ppBa ^ ( r e s p .  jfcp Ba 0 y ) ; puisque ocBy  est entier, il résulte

olBest pp B (resp. Xp B), c 'e s t-à -d ire  que g est pp B (resp. 

¿ P B ) .

Il suffit d'appuqutu uc nouveau (a) pour obtenir que g est pp B^ (resp.

5.

Ip B 8).

Soit h e Y Ainsi h y est pp Bûj8 resp . i  p Ea«

de (b: que ha . 9 y
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SUR LES FONCTIONS MULTIPLICATIVES AYANT 

UNE VALEUR MOYENNE NON NULLE.

Hédi DABOUSSI

I. INTRODUCTION.

est dite multiplicative si £(1) = 1 et f(m.n) = f(m).f(n) 

toutes les fois que (m,n) = 1.

1.2. Une fonction f : N  -* Œ a une valeur moyenne non nulle si et seulement si

la quantité ç ¿ 2  f(n) tend, quand x -* + °°, vers une limite non nulle. On notera M(f) 
n<x

cette limite.

1.3. Un théorème de Delange [4 ] affirme que s i f est multiplicative, |f(n) | < 1, 

a lors f a une valeur moyenne non nulle si et seulement si la série

1 . 4 .  Elliott [6] a montré que,si f est multiplicative, et satisfait aux conditions suivantes:

(i) ÏÏm l  [ 2  l£(n) I2 < +00î 
x x n<x

(ii) f a une valeur moyenne non nulle ;

et, pour tout nombre premier

1.

1.1 . Une fonction f IN*
-f <E

S
P

f P 1
P converge

et 1
00

C
k=1

f 2k

2k 0

alors les sé ries  suivantes sont convergentes

B
P

f P •1
P 13

P
If P 1 2

P S
P

C
k >2

If Pk 2

P
k

P 1
OO

E
K= j

t P
k,

P
k 0,



Réciproquement, si ces conditions sont satisfaites, alors f et |f | ont une 

valeur moyenne non nulle.

Delange et l'au teu r [2] ont donné une nouvelle démonstration de ce résultat, 

et ont, indépendamment, montré que ces conditions impliquaient que f est limite pério­

dique B2 [5 ,1 ] .

1.5. Nous allons établir dans cet article le résultat suivant, qui généralise celui 

d 'E llio tt.

THEOREME 1. Soit X > 1, et soit f une fonction multiplicative vérifiant :

(1) Ï Ï ïn | f ( n ) | X <  + °°»  
x ■*+ 00 n<x

1 — i(2) lim existe et est non nulle. 
x + oo x n <x

A lors
(3) la série  B  -R -~3 est convergente et on a

rz j £ Î E^ < + » .

|f(p)ls3/2

B ( E  lt(Pr |X> < + “ •
p r^2  p

(4) pour tout nombre premier p, la série

Réciproquement, s i la condition (3) est vérifiée alors f est limite périodique 

b \  et en particulier M(f) et M( |f | X) existent. De plus, M(f) est non nul si,et seule­

ment s i,la  condition (4) est vérifiée.

Remarques.

-  Le nombre 3/2 du théorème peut être  remplacer par tout nombre positif.

-  Notre méthode est essentiellement différente de celle d 'E llio t.

Elle consiste à étudier la série  de Dirichlet de la fonction multiplicative et, en

ce sens, est plus proche de la méthode analytique de Delange p*-].

2.

1
OO

E
k=l

f P
P

k est non nulle.

C
If',PJ >3 ' 2

f P
X

P
< + oo



3.

Nous allons en fait, démontrer le théorème suivant

THEOREME 2. Soit X > 1 et f une fonction multiplicative vérifiant :

pour tout s > 1.

existe et est non nulle,

Alors la conclusion du théorème 1 subsiste .

Il est facile de voir que les hypothèses (1) et (2) du théorème 1 entrainent (5),

(6) et (7).

Ainsi le théorème 2 implique le théorème 1.

II. 1 Nous démontrerons d 'abord le théorème suivant

THEOREME 3. Soit f une fonction multiplicative réelle ou complexe. Soit X>1 

Supposons que

Alors

(II) c  |t(p)p 1 12 <
Wp) b 3/2

et pour tout p prem ier, la série  

est convergente et est non nulle.

(5) D Ifi n, iX

ns < OO

(7) lim
s- s >1

S s
-1

D f n
ns

( 8) £ fi(n; X

n"s
< 00 pour tout s > 1

(9 ) lim
s- 1 s 1

1
s, S

fi:(n) X

ns A < 00

( 12) r
p 2

fl[P
X

P
< OO

(13) 1
OC

E
r=l

f P
r

P

(10) lim
s ►1 s 1

1

V s. C fl.n
ns E > 0.

(6) lim
s s *1

T S,
■ 1

L
If' n X

ns A < oo



On montrera ensuite qu'en remplaçant l'hypothèse (10) par (7) on pourra 

ajouter aux conclusions que la série D - p ~̂- est convergente et que

OO

Nous établirons à la fin une généralisation du théorème 2 .

II. 2. Notation.

La le ttre  p désigne un nombre premier,

p |n  signifie "p divise n"

p /n  signifie "p ne divise pas n"

p^lln signifie "p3 |n et p^+1jn " .

et v.j, v2 , . . .  vn . . .  des fonctions à 

valeurs complexes définies sur un ensemble S .

Supposons que, pour tout m€N et tout s €S ,

|um( s ) | s U m ’ lvm( s ) - um( s ) | - V m

où U et V sont des nombres positifs vérifiant : m m

Alors le produit infini
*  -V (s)

TT (1+u (s))e m 
m=1

est absolument convergent pour s €S. De plus il existe une constante C telle que 

pour tout ensemble E d 'en tie rs  et tout s €S

ITT (1+Um(s))e_vm(s ) | < C . 
m€E

4 .

£
P

C
r>2

f P
r X

Pr < +

II .3. LEMME 1. Soient U1 u2 , Ur

£
m

U2
m < oc et D Vm < 00



Preuve . Soit T > 0 tel que U < T et V < T . Posons ---------  m m
-vm(s)

wffl(s) = (1 + um (s))e - 1.

Les fonctions ((1+u)e"u- l ) /u 2 et (eu- l) /u  (prises égales à - \ ' 2 et 1 

respectivement pour u = 0) étant continues, il existe M tel que :

|(1 +u)éu-1 | <M |i^ et |eu - l | < M | u |  pour | u | < T .

l'inégalité ,
_ |u (s) -  V (s) I 

I V s ) I ^  M |um(s) I e m m + M |um(s) -  vm(s) |

^ M W m ,

où Wm = Um Vm *m m  m

On a
00

E  lWr J  < Me2TD U 2 +M S  V < + 0° ,  
m=1 m m

et donc le produit infini TT( 1 + wm(s)) est absolument et uniformément convergent 

pour s 6 S .

1 1 4  LEMME 2. Soit a  > 1 et Z€<C.

La quantité |zja -1+ «(1 -R e  z) est positive pour tout z complexe.

De plus il existe des constantes positives c ^  c2> c^ et c^ ne dépendant que de a 

telles que

(14) si  Iz! < 3 / 2 ,  c ^ z - l l 2 <!z!a -1 + a ( l -R e  z) < c2|z -1 |2

(1^ si ¡z! > 3/2 , c3 V 1“  <!z',a -1 + a( l  -  Re z) < c4 V  .

i0Preuve. Posons z = :c e avec x ^  0 et 0 € R .

5.

Il en résulte, en remarquant que :
-u (s) u (s)-v (s) (u (s)-v (s)) 

|wm(s )!<  |((l+ um(s))e m -1  lie m m | + |e m m - l  |,



ocquer que la fonction définie pour x so pai x x + a - 1 -  a x est minimale au 

point x = 1, où elle vaut 0 pour obtenir que xa - i + o r  - a  x cos 0 ^ 0  pour tout 

xSO  et tout 0 € R .

L 'inégalité (l^ est immédiate.

puisque chacune des fonctions 

x -* |x e ^  -  1 |2 et x -* xtt-  1 + a -a x  cos 0 est majorée et minorée par des cons­

tantes positives indépendantes de 0 pour x€ [0, V^].

La formule de Taylor montre q u 'il existe h € ]o , 1 [

tel que

xa  = i + a (x-i) + - 5 i i |^ ( x - l ) 2 [ i + h ( x - l ) ] a _ 2 .

Ainsi

Puisque 1 + h(x-l) € ]  V2 , 3/2 [ et que (x-l)2 + 2x(1  -  cos 0 )  = jxe19 - 1 12 , on a, en 

prenant,

c!̂  |x e1®- 1 |2 < x a  + a -  1 -  axcos 0 < c£ | x e ^ - 1  |2 .

I I . 5. Supposons que f satisfait aux hypothèses du théorème 3 .

o° i / F \  i '

(16) I)( Y 2 , N  00 P°ur s > 1 et ce € [ i , X] 
P r=1 prs

(17) Tj (  ¿ 2  " ^ r r ?  ' ) < 00 si > CT . 
p \ r =2  pra  / 0

Si a  = X (16) découle de (8).

Si a  < X, l 1 inégalité de Holder entraîne que

6 .Pu, ~ xw-  | + a  -  a x  cos 0 ^ x u- 1 +  a  -  a x ,  il suffit de rem ar-

Soit „ = 5̂  et ao = 1 - ¿ .

Montrons, d 'abord , que l'hypothèse ( 8) entraîne que

De même 1 ' inégalité (V$ pour x € 0 1
2

Soit alors x € 1
2

3
2

xa 1 + a- a  x cos 0 = a  x( 1 -  cos 0) + a a-l
2 x— 1 2 1 h(x-1) a-2

c i
1 min a

2
a a- 1

2
1
2 '

a-2 a a-1,
2

r3
2

a-2

c I2 max a
2

a a-l
2

1
2

a-2 a a-i
2

3
2 ‘

a-2

1 )
P

co

D
r= l

f P
r a

P
r s

< (D
P

oo

r.
r = ]

f' P
r X

D
rs

a / X
D
D

CO

E
Drs

X a



oo

et donc (16) se déduit dé ( 8 ) et de la convergence de la série  W  T~) ~ —)> P°ur s > 1.
P\r=1 prS/

D 'autre part, soit g(n) la fonction multiplicative déterminée par

On peut trouver 2 nombres a et b tels que a+b = cr et a > »

L 1 inégalité de Holder montre que

^  |g(n)f(n) | ^  (rr, |f(n )|XJ /x  / g(n) J/m
--- ~ n ^ ~  IF ?  ’n n n n

grâce à ( 8 ) et (18). Tenant compte de la définition de g,

OO

I I .6. Pour tout p prem ier, la série  1 + 7~~>, f(pr )/p r  est convergente d 'ap rès (17).
r =1

Nous allons voir que les hypothèses entraînent qu ' elle est non nulle.

Poœ ns, pour s > 1,

F(s) = B ^  et F (s) = c  ^  •
n p pin n

Par suite, puisque |F (s) | < D ^ ^  ' ,
p n5

7.

on obtient (17).

L 'inégalité de Holder et l'hypothèse (9 ) donnent

'X

pour tout a  € [ 1, X [.

n

g P
r, 0 si r  = 1

1 si r  > 2

Ainsi £
P

oo

c
T =  I

g p
r

Pry < oo pour y > l 2 et donc

(18) £ g' n
n y

< 00 pour y >1
2

Soit a > ao

b > 1
2 m

et donc B
g(n)f(n)

na < oo

F
P

s
oo

r
r=1

E
pr n

f n
S

(20) lim
s 1 s •1

1
S)

F P
s < A1/ X

Mais, pour s > 1,

lim
s-*1 s>1

1
Ç (s) s if(n) a

ns lim
s -4! s>1 c Tj

n
ns

X a X A
a

s,



Ainsi

s

et donc
00 -/ F\ 00 / F\

l E - ^ - I E ï n  m  lF(s)1= H +C  ^  tL  'Fd(s)'*r=1 p s-1 ^  ; r=1 p .  s-M ^ s; P
Il résulte de (10) et (20) que :

| £ ^ | W A | 1 +££!Û|.
r=1 p r=1 p

°° f(Dr )B étant non nul, cela implique que 1 + Y Z  ^ 0 et prouve donc (13).
r=1 pr

II .7. Soit a  6 [ l , X [ . On a :

En effet :

si X ^ 2  a , cela découle de (16).

Supposons a  < X < 2 a  et soit € ] 1, 2a - \  f •

X a 1De (16) on déduit l'existence d'une constante c^ telle que |f(p) | <c^ p .

Ainsi :
2 ot-X ~ /2oi-A\

D |£(p) I2“ p"2 ^  cT 1 ”  C  |f(p) |X p 1 .
P P

2 Ci“* XIl suffit alors de remarquer que 2 -  ^ —) > 1 pour déduire (21) de (8 ) .

8 .

I I .8. Pour s > 1, posons

»(s) = n [ ( u £  Îiûjd-Ljexpl^.*].
P L r=1 prs  ps ps J

u w . £  gpr)-.KPr-1) 
p k x  Pr s

F
P

s
CO

L - ,r=l
f P

r

Prs E
R n ns

r /

00c
r= 1

f Pr

P
rs Fis F P s

1
OO

Er=i
fl P

r\

P
rs F

P
s

00

C
r-1

fl Dr

P
rs F

(21) D fi P
2a

P
2 < 00

v
P

S fl P, 1

p
s



9.

p
Les inégalités (16) et (17) montrent que :

Z3 Vp c  °° , ce qui entraîne que

Et, puisque

E U 2 <3 E V2 + 3 E 'f(p) '2 + 3 D -i
P P

< + oo d 'ap rès (21).

En appliquant le lemme 1, on obtient que W(s) est absolument convergent 

pour s > 1 et qu' il existe une constante c telle que, pour tout ensemble F de 

nombres premiers distincts et tout s > 1 on a

De plus W(l) est différent de zéro .

II.9 . LEMME 3. Soit E un ensemble fini de nombres prem iers, k un entier et 

a  et X réels satisfaisant à : 1 < a  <  X.

Supposons que la fonction f satisfait les hypothèses du Théorème 3 •

Alors, il existe une constante D(o  ̂ ne dépendant pas de E et de k telle que

(22)

Preuve. Soit h^(n) la fonction multiplicative définie par :

f 1 si p¿  E 
hF (P ) = 4 r  1.

(0  s i p P E

On voit immédiatement que pour s > 1,

£ V p < “ .

C.

D(a).

P

Ainsi JJ s TT
P

1 + u
P S) exp- v

P s,

UP

OO

rr=  i
lf<Pf' ■f P

r- 1n

P
r

U
P

< Vp+ f(FM
P on a

TT
p€F

1
OO

E
r= l

f<PP'

Prs
1

P
s exp 1 Ref P

Ps <

(I) TT
p t h

1
k
E
r=1

|f(p
r a

P
r 1 1

P
exp a 1 -Ref(p)

P

£
f(n)hE n

ns TT
P^-fc

.1 +
oo

E
r= i

fi P
r

rs

V
p = 2 n

'r>2
fl P

r

Pr
f P

2



On en déduit que :
f(n)h (n) co r

f (s) = ( b — ) r r  o  + e  i l E J . ) ,
n p€E r=1 prs

Comme, à cause de (13), quand s-*1, le produit
oo / V\

TT (1 ! ÎE J)
p€E r=1 pIb

tend, vers le produit

p

qui est non nul, on a :

Ainsi

Si ac [1, X ] et si s >1, on a également

|f(n) I a hp(n) ce» , . r\
e ------—= n  <i +h  J!te_LL) 

n--------pjiE k \  prs
et donc

r  |f(n) |ahp (n)-, oo | r  ia v,a
[ b — - - S - ] t t  a + c  « e ^ )  = E J M L

n p€E r=1 p n

10 .

__  -, . 00 f/_.r\ : £(n)h,_,(n)
llm ?rsr|F(s)l=n 1(1 + r ^ ) ®  T O  i s— l- l .
s-1 çvs; p€ E  r=1 p 's -H  Clsj n

t f(n)h (n) -  co rv-i ,
(2 3 ) üm J - ,  I E ----- J _ |  . B l T T  (1 + C  •

s-*1 n -p€E  £ 1  pr  J

P a r  suite, pour tout entier k,
_ |f(n) l^h^in) -, k if , r^ A  , ,  , , a
[ s ------=2- ]  n  ( 1 + E  J î î e 2 L ) < s  J M l .
L n J p €E  r=1 prS ns

Il résu lte  de (19) que
|f(n)| h (n) <yxr- / k i . r u “  -,-1

m û r . ------ ^ - . < a 7 X [ t t  ( 1 + c  ^ f L ) J  .
s-1 n p €E r=1 p

(24)

Soit a € ] l , X ]  pour s > 1 , o n a  par l 'inégalité  de Holder
f(n)h„(n) 1 |f(n)|a hF (n) 1/ a  h„(n) 1 -1/cx

[C(s)]"1 IZ5---1 — |<(ç(s r 1D ---- g-i— ) (cis)"1! ; - ^ )
n n n

TT
p € E

1 +
CO

E
r=1

£ Pr
r



Multipliant par TT exp(a Iz B â iiE l) , il vient 
P«E P a

n |~(n-c lt(pt~r ^ '-l1 exp(a 1 ~Rpt(p)) s
p £ E r=l P v

<  A°̂ B̂'“rTX 11t C i&Û 1 (1 - J) exp 1 -Ret(p) 
p€E r=l p p v

Il résulte alors de £2) que

TT [ l+ C  lîÎ!F 1La]< , -5> exp(a1- Ret(p)) 
pÉE r= 1 p p p

< D(a)

où D(a) = Att//X B_a Ca .

11.10.
Prenons k = 1 dans 11 inégalité (I) du lemme 3.

2
Puisque log(l+u) ^  u -u  si u 55 -  1/2, on déduit

r—v lf(p)l -1 + 0 - OiRe f(p) r—» I f (p)| y—V 1
t—,  n  ~  t— > 2  ~  t — > 2p€ E P pf E p p€E p^

pour tout a f ]  1, Xj .

I î(d)I ̂  ̂Comme,d'après &1), £  " i ----  ^  00 on voit que

1 1 .

Il résulte alors de (23) et (24) que

B TT
pfE

1
oo

E
r-1

f iP
r

P
r

,-1 < A
1, X r r

p €E
1

U

Er= i
f Pr a

P
r

1, a n
p f E

1 1
P

!• 1
a

puisque 1
Z [ s ) D

hE n

ns tend vers TT
p €E

1
P

Ceci peut s 'é c r ire  :

rr
p€E

k
C
r=1

f P
r a

Pr 1 1
P

< A
ou XB-a TT

"p€E
1

CO

C
r=

f Pr^

P
r 1 1

P

a

< log D a



'f(p) \a  + a  -  1 -  aR e f(p) ( ]

pVe p -

où 2a
D^(a) = log D(a) +D  'f- P'2 + ' D \ -

P P

On remarquera que D^(a) est une constante indépendante de E.

résulte que

En particulier

D

y -  |f(p) |°>  q -1 -aR ef(p ) < M

i f ( p r i < v 2  P

et
r - *  |f(p) |a + a - 1 - a R e t ( p )  < œ

|f(pTl>3/2 P
Ceci entraîne d 'ap rès (14) e t (15) que

l 2.

Ct / VPour x >0 et 0 PR,  la quantité x + a -1 -a x c o s0  étant positive d 1 après le le./i.ne 2, ii en

y ' lt(p)-i I2 < «
\ m \ ^ / 2  p

et

(25) 1< oc<X .

Il nous reste  à montrer que

<

Reprenons l'inégalité  (I) du lemme 3 avec k = 1, E = {p < y tel que lf(p) | >^/2 j

et a  = X, ce qui donne

n ( i + l£ ÎE ll^ ) ( 1 - J ) e x p ( x l ^ Î Î E ) )  <D(X).
p €E p

Or, d 'ap rès (25), les séries

f P a a -1 - a  Re f ,P < OO

p

£
iflp >3/ 2

f P i«
P

< OO pour tout

C
fi P >3/2

« P, X

P



y~~ i  e t ^  if(p) 1 
|f(pTl > 3 /2 p |f(pi! > \  p

sont convergentes, et donc le produit TT (1 - -) expfX 1 '  Re fiP' ) est
!f(p) I > \  P P

convergent.il est non nul ayant tous ses facteurs non nuls et il en résulte que

rr (, . JîîeÛ) s d , (x)>
p €E P

où

D'(X) = D(X)[~ TT (l -• ^) exp 
L |f(p) \ ^ 2  P 

Cela montre que

p  lf(p) l < + oo

iféri >3/2 p

et achève la démonstration du théorème 3.

III. Démonstration du théorème 2 .

Soit f vérifiant les hypothèses du théorème 2. A fortiori f vérifie les hypo­

thèses du théorème 3. Il nous suffit donc de prouver que la série  £  —1 converge

et que D ( C  """Pr  ' ..Y  °° #
P 'r> 2  pr  '

Nous utilisons pour cela la méthode classique de Delange [ 4] .

Il est immédiat que, pour s > 1,

1 — f(n) _ tt / "t . y -y  f(pF)-f(p r
Üi) ~  ~  “ n ----- rs---- ]* w  n p r^ 1  p

le produit étant absolument convergent pour s > 1. Ainsi

13.

X■1 Re f(p) -1
P

III. 1. Convergence de la série D fi P -1
P

1
Ç (s) £ f n

ns s exp T ,
fi p, -1

P
s

D 'après l'hypothèse (7) on a



14.

Il nous suffit alors de démontrer q u e \  e~ T a(^ ) -  a (-^) J tend vers zéro 

quand cr tend vers zéro et que son module est majoré par une fonction

de t intégrable sur (0,°°).

Soient y et z réels satisfaisant à 0 < y < z. Gn a

Notons E.j = E^(y,z) = | p  tel que e^<  p <  eZ et 

E2 = E2(y,z) = -[p tel que ey < p < ez et | f(p) | > 3/2 }-.

M(£) é  0.

D 'après le lemme 4, H (s) tend vers W(l) f  0, quand s -* 1, et donc

lim c- d -  £(p)- 1 M(f) Um exp

f ( ) 1Il en résulte que D tend vers une limite finie quand s tend vers 1,
P

et montrons que <*(—|-r ) -  £  îÎE lzl tend vers zéro
o " "  I C5

P
quand s tend vers 1 . Posons a  = s - 1.

Pour or > 0, on a :

dt.

Ainsi

lim
s-* 1

JJ(s) exp £ f(p)-l

P
s M(f) où

Posons a( u) C
P<€ U

fl P, 1
P

£ f(p)-i
P

s J

OO

0
e -t a % <7

a
1
a T )

f P 1

P
s s

oo

0
e-t

a
1
cr a rt

a
•dt.

pour tout t,

a y a z) C
eY<p<ez

f(p)-1
P

f P < 3 2 et

On a : a(v) -  a(z) < E
p€E 1

If(p)-1

P E
p^E 2

|f(p)-l
P

E
p€E 1

f(p)-1

P
< E

p€E 1

f(p)-l 2

P E
p €E 1

1
P

1,2

Or



Remarquant alors que 7 ^  p < (log \  + c J  où Q- est une constante
ey< p < ez p y

absolue, on en déduit que

Wy)-«(Z) | £ ( C  |i(p)- l | 2 )V2 (log? + 9 1/2+2 (C  Jíí# i-X) % o g í +e;)," \
p € E1 P y ^ p€E2 P y ^

Ainsi grâce à (11) et (12) on voit que |a (^ ) -a (^ )  | tend vers zéro quand a

tend vers zéro en tout point t, et que

U ( J ) - a ( Î ) |<  c^log  | t |  + c5)'/2 + c7

° ù c  = ( E  ,  il(P>~1 |2 )'/2 et c = ( ¿ 2  i M J Í ) V\  Les fonctions6 \m<?/2 P \  n(én>3/2
f 1 

e ^log !t |+<^)1/2 et e *(log | t | +c^)  ^ étant intégrables sur [0 , + <»[, nous ob­

tenons le résultat.

entraîne la convergence des sé ries

£

En effet, puisque

15 .

c

III.2. Convergence de la série ■o \ ^  |f(pr ) !XF S ~ 7~  •
Notons f*(p) = Inf( f(p) ,3/ 2).

Il est facile de voir que la convergence des séries

y-s f(p)~ 1 T—' l f(p)~ 1 . 2 ej. |£(p) l
p , if(pTr<3/2 p i f(pTï > 3/2 p

J“; l **(p)-1 l = 1 J 2  - < + «
|f fe i> 3 /2  P 2 1 ffpT 1 >3/2 P

p t  E
2

f(p)-1
P

< 2 C
p CE 2

f(p) X

P
1 X

r
p€E2

P
1 1

/V.

f RIX 1
P

et £
£*

P ■1
P

log t c6
1 1

X



L'inégalité

c 1 i f (p)-1 |2 < lf (p ) lX-1 + X(1-Re£(p))< c2 lf(p) -  1 i2 

si |f(p) i < 3/ 2 , entraîne alors la convergence de 

de £  * ~ 1 puisque

Y2 iLi p)-- 1 i = rg)X- i ]  - < œ .
\ t ( p f \ > 3 / 2  P 12  | f (pJ,| > 3 / 2  P

Mais, pour tout p et tout s > 1 on a

1 + où M ={1 + 5  (|) ) •

Alors, étant donné k entier £ 2, on a pour tout p et tout s > 1 ,

1 2 Comme, pour x > -  ^  , log(l- + x) ^x-x on en déduit

O - i K ^ U Î P ^ O J ü ^ )exp< ! ^
p r= 1 p r =2 p p

Il en résulte que, pour s >1, et y quelconque ^  2,

16.

et or on obtient que la s é r ie

con verge .

c
f pTT>3/2

f(p)-1
P

<  2 r
f (p) : > 3 /  2

f(p)
X

P

If(p) I <3 /  2

f
tt

P)-1
P

t—*
|f(p) ! < 3 /2

f P)-1
P

1
OC
C
r=1

f(p
r X

P
r s

> 1 f
tt

P
X

P
s

k

E
r= z

fl P
r X

P
r s

> 1 f
tt

P
kX

P
s 1 M

k

E
r=2

fl P
r iX

P
r s

f
t t ,
P

2X 1

P
s

1
C(s)

OC

c
1

f(n)
X

ns
> TT

p^y
1 + u

k

E
r=2

¡f(c
r X

P
r s

expl £
f IP

t t , X 1

p
s D f

*
P

2X+ 1

P2

D 'où

r
p^y r=2

u

C
If p

r X

P
r s

< 1
ç W D f (n) X

ns
1
M

expl E f
t t ,

P
7 \

1

P
2 L f

t t

P
X 1,

P
s

C
£(pjl  < 3 / 2

f P
X 1

p
et finalement



Prenant les limites supérieures quand s tend vers 1 on obtient

C < E  exp [ e
p<y r - 2  p p

Faisons alors tendre k et y vers l'infini on a

0 (  £  M Ï 1 L )  < .  .
p r=2 p

IV. Nous pouvons généraliser le théorème 2 ainsi :

THEOREME 4. Soit X > 1 et f une fonction multiplicative vérifiant :

(26) 2D --'^g ' <+o° pour tout s > 1,
n

(27) 115 fIST S  lt(n>s|X < “ -s-*1 u  ' n

il existe deux entiers 2,k tels que

(28) lim JL-. J2  fini.
s*1  ™  n| ^ (k) ns

existe et est non nulle.

(29.) Alors r 11 existe un caractère de Dirichlet tel que les sommes ou séries 

suivantes sont finies ou convergentes :

X i (p) f (p) ~1 | X-(p) f(p) -  1 I2

E  p ’ if<^ris3/ p ’

est limite périodique B

17.

^  lf(p) 1̂  y\ ; 1 f(pr ) \
i«pfr>% p ’ p 'ht Pr ''

(30) De plus, pour tout p premier ne divisant pas (C,k)

X.(p)kf(pk)
1+ C —  —i------ est non nulle.

k^1 p

Réciproquement, si les sommes ou séries ci-dessus sont finies ou convergentes alors f



Notons ?= C'd, k = k 'd  avec (k1, ? ') = ! .

Soient a et b les fonctions complètement multiplicatives définies par : 

( 1 si p |d  M  si p j  d
a(p) = < , b(p) = i

( 0 si p |d  0 si p i d

On voit facilement que n = ?(k) équivaut à : n = n^dn2 avec ain^l) = b(n2) = 1, 

(n1d,n2) = 1  et = ®'(k').

Dès lors :

f ( n )  f(ni d) f(n )b(n )

n= £(k) n n 1 V { k ' )  n2

f/n\ -, f(n1d)a(n1d)x(n1) , f(n )b (n Jx (n J
(3« C, T  = i l  T  XTF) E 1 5 ’---- LIS -2 —| ---2~).

ni$(k) n ^  Xm°d k '  n i n 1 n2

Z2 ' < 00 P°ur tout P prem ier.
r£1 p

A insi: Y 2  -M e ÏÏL ë ÎL -L  £  £  l.fjp r) 1 < 0° .
P»r pr  p]d rS"l pr

18.

Comme en II .3, on voit que

Il en résulte que :

et donc

>2 )
y '  lt(n)a(n) ! ,  + œ

Nous allons mcrtra* qu' il existe un caractère modulo k ' , et un seul, tel que

1 f(n)x -.(n)b(n)
Üm U s )  ^  ------ s-------s -M u  ' n

existe et est non nulle.

Ceci entraînai que la fonction b f vérifie les hypothèses du théorème 2, et donc, 

puisque b(p) IX-j(p) I = 1 sauf pour un nombre fini de nombres prem iers, Ql‘e 

les sommes ou séries suivantes sont finies ou convergentes :



D e p lu s

19.

x / p) f(p) - 1 I x / pW -  i !2

B p ’ ¡«§W2 p ■

\ ' 1  ̂(p) ! ^ ^  r—̂ lf(pr ) ! ^
m \ > \  p ’ ix,érib(P)=i h 2 Pr '

est non nulle pour tout p | d . On montrera alors que

£  J 2  U(pr ) 1x < œ
lx,lp)|b(p)=0 fe>  pr

Considérons les quantités :

m ' |b X(n)f|Mn>|.
s - 1  Q( s )  n

Si elles sont nulles pour tout caractère x modulo k ' , on déduirait de (31)

et de (32) que :

775) C  ^  = 0 -s - 1  C ls ;n^e(k) n

Il y a donc au moins un caractère modulo k ' , pour lequel la quantité 

plus haut est non nulle. Supposons que ce soit encore vrai, pour un autre caractère 

X2 modulo k ' . On aurait, en appliquant le théorème 3 aux fonctions b x J  et b x2f,

I x / p Wp H  I2 ,  jgg j jX

iïîpfi s 3/2 p ’ |t(èri>3̂  p ’

i ^ ( p)k p)- 112 

W pTV3/2 5

puisque, sauf pour un nombre fini de p, | \.j(p) I b(p) = Ix2(p) l b(p) = 1»

1 + c f Pk
X pki

P
k



existe et est non nulle et par conséquent la fonction b x  ̂f vérifie les hypothèses du 

théorème 2.

2 0 .

Ces inéga lités im pliquent à le u r tou r que

Ix1(p)-x2 (p) i
C  — — ------ < 00 et T 2

1/2 <  |f(p) i < 3 /2  p |f(pTf<1/2
If ( \

Comme, d 'au tre  part, p 1 < oc entraîne que Y“ ' -  < 00
if(pTl >3/2 P ; f(Pr r> 3 / 2 p

I x , ( p ) - x 2 (p) '
on voit que £  --------------------- <• + œ#

P

Mais, si X-| t  X2 > existe m premier avec k' tel que x^m) ^ X2(m)* s i  

p s  m(k') . Ainsi :
' 2  | 9  1

Ix^p)- >^(p) i = lx1(m)-x2(m)'f > 0 et comme - = + of, ona
lx1(p)->^(p) l2 P=m(k )

T )-------------------  = + °°, ce qui est contradictoire.

Ainsi pour tout x modulo k' x £  X-j >

lim - U  S  ^ n)t(n>b(n) =0.
s 1 ÇKS) n

L 'hypothèse (28) et (3 l), (32), entraînent alors que :

1 Xi(n)f(n)b(n)
(33) lim £  ------- 7------

s -*1 ç ls / n

Montrons maintenant que

¿2  C  • f(pr) 1 < 00 •
Xi(plb(p)=0 rE l pr

P eu r s >  1

, , f(n)x,(n)b(n) |f(n)x,(n)b(n) I*
’tTS7 e ^ ----- 1 -  (TO B -------^ --------> •

Ainsi, (33) entraîne que
|f(n)x.,(n)b(n) |

lim jrrrr C ----------- ------------  >  0 .
s -* 1 ç {S} n

O r,

1
P

< or

1

C(s] E
m X1'n)b(n¡ X

ns TT
X‘1(D bÍD)=0

1 • c
r2 1

fi P
r X

P
rs

1
T W

fin

ns
X
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et donc

On en déduit le résultat d ésiré .
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ON THE DENSITY OF DIRECT FACTORS OF THE SET OF
POSITIVE INTEGERS

HÉDI DABOUSSI

1. Introduction

Let A and B be a pair of direct factors of *, that is a pair of subsets A and B 
of N* such that every integer n e N* can be written uniquely as n =  a.b,  with a e A  
and b e  B. Let a and P the arithmetical functions deiined by:

« (* )-
1 if n e A  (I if n e B

/*(«) =0 if n £ A  [0 if n $ B

It is easy to see that A and B are a pair of direct factors if and only if:

(a * /?)(«) = 1 for every ne  N* (1)

(where a * p means the Dirichiet convolution of a and /?).
We shall give a new and easier proof of the following:

lim — y 1
x -*  + oo X  ¿ —i a^x ae A

exists and is equal to (X» e b 1/^) 1 • 

(B) / / £ „  « b 1 ¡f>= +oo, then

lim —  ^  1
x-> + 00 X  ' 

a e A 
a

exis ts  and is ze r o .

Remark. Part (A) of the theorem has been proved by Saffari [2], part (B) has been 
proved by Erdos-Saffari-Vaughan [1].

2. Definitions

Let y > 2 and let uy, vy be the completely multiplicative functions deiined by:

We have:

1 if P > )’ , , 11 if P < y
vJp) =

0 if p < y 10 if . p > y

(;vy * wy)(/i) = 1 for every n e h J *. (2)

Received 13 July, 1977.

[J. L on d o n  M a th . Soc. (2), 19 (1979), 21-24]

Uy(P)

T heorem. A I f I be B 1'b < oo, then
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1 ^  V ( t i )  \ “  *

lim — y u y(n) exists and is equal to ( y  —— J . (3)
n <  x

Let oLy be the arithmetical function defined by

xy(n) = (vy.a * Uy)(n) = ^  vy(d) a(d) uy(n/d).
d\n

Set
Ay(x) = y  a-y(n) and A{x) = ^g (w ).

^  v,(n) a(n) _ ̂  v,(n)
> -----------<  > ------ < oo and lim — /  uJn)

'-w  /|  ̂ rt x-» + oo JV ¿ —4
n n n ^ x

exists, a classical argument shows that

r 1 j t \ v d , >lim — Ay(x) = lim > ----------  . — > uJn)
X-+ + 00 X X~* + OO ¿—4 d  X ¿ -4

d^x n^x/d

exists and is equal to:

vr0*)\"1 V  VyW «00 
( ¿ 7 )  2 — — ■ (4)

Now, vy being completely multiplicative, we obtain from (1)

vy(n) = (i;y.a * vy.p)(«), and so (5)

2 vy(n)-_ ̂ c vy(n)<x(n) ^ vy(n)P(n) 

n n n

We deduce the lemma from (4) and (6).

Lemma 2. For every x ^  1, A(x)  <  A y(x).

HEDI DABOUSSI

It is easy to see that £  vy(n)/n is finite and

3. Main results
Lemma 1. The limit

1
lim — Ay(x)

x  oo X

exists for every y ^  2, and is equal to(g?r
Proof As

(6)
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We first remark that:

^  <*(mb) is equal to 0 or 1 for every m e N *, (7)
b e B

because there is at most one b e B  such that m beA .
In fact, suppose that there exist b e B  and b' e B, b ^ b \  such that mb e A and 

mb' e A ; then we should have mb =  a e  A and mb' =  a' e A, and so a . b' =  a! . b, which 
is impossible by the definition of direct factors.

Proof of Lemma 2. From (2) and (5), we see that, for every n eN* ,

(vy oc*vy p *uy)(n) =  1,
which can be written:

Thus:

2  vy(a) vy(b) uy(c) = 1.
a b c = n  

a e A,  b c B

M x )  = 2a(«) 2 vy(a)vy(b)uy(c)

n ^ x  a e A,  b 6 B 
a b c - n

Now,

A(x)
abc  

a e A ,  b e  B

I  I  ÿ

Ai,x) = '^ v ,ia )  ^  u/c) I ^  vs(b)a(abc) 1
<t<x c ^ x / a  \  b^x/ac  J  ,
a e A  \ \ f t eB  /  /

2  a(aòc) <  ^  a(aòc) <  1
b <x/«c beB

b e B

by the preceeding remark (7). So

A(x) <  2 vy(°} i 2 Uŷ I
\c^x/a J

a € A

Proof of the theorem. From (1) we deduce that:

2  A(x!b) =  [.v]
b e Bb^x

and therefore
A{x)+ A{xjb) = [x].

b e B  1 <b€x

= 2 Vy a Vy b uy c a abc

A x



It follows from Lemma 2 that:

M - ^  A y(x lb ) ^  ^ (* )  < A y(x )- (8)
beB

1 < K x

Now consider the case when £ b e B l/b =  +  oo. Then Lemmas 1 and 2 yield

Edajv&ssr
x-> + oo X  ^  /

and, by making y  -* 00, we have

K  ^ - 0 .
X —  + 00 X

(8) and Lemma 1 give

1- 2
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t / V i / A  r A’&  - r A^> ^1 — / > 1/6 \ lim -------<  hm -------<  urn-------<  l im -------- ,
I ¿ - t  |*-» + oo X  X  *-»oo *  »-»oo x

\W  /
or

In the case z fcc B 1'b < 00

Kbe B
1,b 1

\b*B

V ï>)

b

-1
lim

A(x)

x
lim

A(x)

x 2
\bmB

Vr b)
-i

b

Making y tend to infinity, we obtain:

2 1<b

-i
lim

A(x)

x
Em

* "♦ 00

A(x)

x 2
JbmB

l, b



ON THE LIMITING DISTRIBUTION OF NON NEGATIVE 

ADDITIVE FUNCTIONS.

H. DABOUSSI

Let A be a set of positive integers and let for y 2

A(N)= Y Z  1- 
n€A,n<N

Let f be an arithmetic function and define for N ^  2

FN A(t) = ATn) ^  1*IN,A ' ^n<N,n€A
f(n)<t

When A is fixed, o r A = IN we write simply F ^ it) .

We say that f has a limiting distribution on the set A if there exists a non­

decreasing function F  satisfying lim F(t) = 0 , lim F(t) = 1 and, at every conti-
— OO t-»+ OO

nuity point, t ,  of F  , F^(t) tends, when N -♦ + «> to F(t).

ErdSs Wintner [2] showed that an additive function f ( i .e . f(m.n) = f(m)+f(n)

for every coprime m and n) has a limiting distribution on the set of all integers if

nd only if the following series converge

f(p) \ —' jf(p) j2 r —* 1
n fe r is  1 p ’ n w i s i  p ’ u w  1 > 1 p ‘

Katai* [3 l proved that if these series converge, then the additive function f has a 

limiting distribution on the set {p+1 | p is prime) .

Elliott [ 1 "J proved that if f(p) ^ 0  for every prime p and f(pr ) = f(p) if r  ^  1 

and if f has a limiting distribution on the set {p+1 } these series converge.



We shall be concerned in the following with non negative additive functions (i.e . 

f(pr ) £0  for every prime power pr ) .

THEOREM. Let A be a set of positive integers satisfying

exists and is equal to

(ii) oo is a multiplicative function satisfying E  ET
p r22

Let f be a non negative additive function satisfying

then £ has not a limiting distribution on the set A and more precisely

lim FN(t) = 0 for every t.
N-»+» 1N

COROLLARY 1. If A= (p+1 > and if f is a non negative additive function sa tis -

or J   ̂ r  = 00 then f has not a limiting distribution
-  1%)P —  ------------- *----------

on A and lim FN(t) = 0 for every t .
N-»oo 1X1

This corollary contains E llio tt's  result.

COROLLARY 2. Let A be a set of positive integers such that

¡ ¡ E ^ > o .

If f is a non negative additive function and if ) ]
0<I(p)<l

then f has not a limiting distribution on A and lim F M (t) = 0.
N-*oo IN»A

^  1 r—
Corollary 1 is immediate by remarking that for every d€]N jn-*

p+1 <N 
d|p+1

where <p is E u le r 's  function.

2.

V 1 f(p) C0(p) + r----> to(p) ^  + ^

o < f f e i  p  1<E(P) p

Proof of the c o ro lla r ie s .

o>d
d

OJiP

P
r < oo

fying
0<f(p)<1

£(p)
p

=  + 0 0

ffo)
P

+ 00 or T 2
1 <f\P/

1
p

oo

tends to 1
<p(d)

that is 03(d)
d

<pW

(i) for every d € N
* lim

N-+OC

1
AIN) E Z i

d n,n<N
n€A



For the proof of corollary 2 let F M A(t) = aTivI ) ! 1 and
aU ' n<N,n€ A 

f(n)<t
1 f t  ^ >  = 1* C  . From the theorem with A = N we see that lim FN(t) = 0. As

N n<N N-*°°
f(n)<t

F N,A(t) '  W T )  F N(t) We get lim FN, A(t) = 0 £or every t ‘

Proof of the theorem.

this is easily deduced from the following 

inequalities :

0 - l /e ) t  < 1 -  e_t < t if 0 < t < 1

(1- 1/e) < 1 - e -t < 1 if t > 1

and the hypothese on f.

For y ^  2, define the non negative additive function fy by

fy(pr ) =
f(pr ) if pr  < y

for every prime power p .
0 if p > y

where fj, is the Mobius function. Clearly gy is multipli- 

which shows that | gy(pr ) I < 2 and that 

gy(n) = 0 except on a finite set of integers Sy, say :

3.

We first remark that E
p

03 P) 1- e f(p)
P

— oo

Let gy = e -fy *

cative, gy p
r e p

r
-  e.-fy P

r-1

Let ny Z5 gy(n)
n coin) then one sees easily that

ny TT
p^y

1 1 - e -f P iw(p)
P r22

g} P col P
r

P
r

As c
P

:i-e ■f(p) aKp)
P

+  00 and E
p

T2
r > 2

00 p
r

P
< 00

Now, as e-fy(n)
d |n

gy(d) we have

1
A(NJ

we get lim
y - » o o

ny o.

C
n<N
n € A

e-fy(n)
r z

d€Sy
gy(d) 1

A(N) n<N
1

n€A,d n



e_f(n) = TT e -f(pF) < T  e -f(pF) = e_fy(n) 
pr |ln pr !ln

we obtain p ~y

As

lim aTn] E 2N-»oo n<N
n€A

■iL  Y2 e“I(n) = \ e"X <IFmW 
^  fefc ¿ 0  N 

n€ A
and for every t

iQ e"X d F NW  2  e' tF N<‘ )

we obtain

lim FN( t )= 0
N-»oo 1N

and so the theorem. 

REMARKS.

1. In our proof we have been guided by the following and easily proved result :

The non negative function f has a limiting distribution on a set A if and only if 

r°° t\ e*"a d F N(t) tends, when N tends to infinity, to a function G(a) for every a ^ O  
J 0

(i) and (ii) of the theorem and if h is a positive 

multiplicative function such that | h(n) | < 1 for every n and

4 .

and G is continuous at a = 0.

and so lim
N-»oo

1
A(N) e :n<N

n€ A

e-fy(n) D gy(d)faMd)
d ny

lim
N “»oo

1
MNj n<N

n t A

e-f < ny

and by taking the limit when y -» »  we get

e -f(n) 0.

2 : If A satisfies the hypotheses

E
p

u>(pj 1- hp
P

-h oo

n

Remarking that



5.

then F XI(t) = 1 tends to
N A1N) n<N7h(n)<t

f 0 if t < 0 
F(t) = < for every t,

[1  if t > 0

so h has a limiting distribution on the set A.

In fact we need only to show that for every integer k £  1 Tim Y ~ )  (h(n))k = 0.
Al ' n<N

Define for y ^ 2  the multiplicative function hy by

1

hy(pr ) =
h(pr ) if pr  < y

1 if pr  > y

lim aW5 c  (hy(n))k = TT (i -  + £ 2  hy- (pr>; hyk(pr' 1)Mpr ).
N-»oo AV1N; n<N p<y P r>2 pr

n€ A

The product tends to zero when y tends to infinity and so lim h(n)k = 0.
N-or AUN' n<N
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