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FONCTIONS ARITHMETIQUES MULTIPLICATIVES
ET MULTIPLICATEURS DES COEFFICIENTS DE FOURIER
DES FONCTIONS DE PUISSANCE p-lIEME SOMMARLE

PAU

HEDI DABOUSSI et JACQUES PEYRIERE (ORSAY)

On désigne par / une fonction définie sur Z, paire, a valeurs réelles,
multiplicative (c’est-a-dire telle que f(mn) =/(w)/(n) lorsque m et n
sont premiers entre eux) et telle que sup{|/(»)| ;ntZ} = 1. Une telle fonc-
tion est déterminée par les nombres /(0) et f(pj) lorsque p parcourt
I’ensemble P des nombres premiers et j I’ensemble des entiers positifs.

Pour chaque nombre premier p on désigne par Zp I’'anneau des entiers
j)-adiques, par | Yy la valeur absolue ~-adique et par Fp la fonction ainsi
définie sur Zp\ {0}: FP(x) mf{\V\p 1 Il est clair que pour tout entier n,
non nul, on a

f(n) = f1F p(n).

PeP

Soit G le groupe compact fj Zp; on appelle h VJiomomorphisme naturel
de Z dans G, h est continu |nject|f et d’image dense. Le groupe dual de ]] Zp

est canoniquement isomorphe a Q/Z et I’homomorphisme dual de h est
I'injection canonique de Q/Z dans R/Z"T. La fonction F = ® Fp

cP
est définie sur G auquel on a enlevé I’ensemble E de mesure nulle cor;)stitué
des points dont une au moins des coordonnées est nulle. Remarquons
que J~LE)r\Z = {0} et que Foh(n) =f(n) pour tout entier rationnel
non nul.

Soit 11 un groupe abélien localement compact, soit A le groupe dual
de H et jF: L2(A)t-"L2(H) la transformée de Fourier. Soit r un nombre
réel supérieur & 1. La sous-algébre de L°°{H) est définie comme
suit: me Jir(H) s’il existe une constante C> 0 telle que pour tout ele-
ment g de L 2(A) et tout élément h de L2(A) la relation J —m-Wgentraine
PIl, < (%]|r. La norme de m dans est. le infinmm des constantes G
possibles.

7 — Collotjuium Mathematieum XXVIII.2
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On démontre, d’apres une idée d’Yves Meyer, le résultat suivant:
Théoreme 1. 8if:Z->R est paire, multiplicative et vérifie \\ < 1 et

N
2\/, - l_—/?p)< F~>
pep

alors, pour tout r> il, les conditions suivantes sont équivalentes:

@ eJ r(2),
(b) Jtr{[1Zp
pcP

(F est définie a Vaide def comme il est précisé dans Vintroduction).
De plus, si Von modifie convenablement /(0), on a

WAj/Ir@ = \W\EHO*

La démonstration repose sur le théoréme suivant de Lohoué [3]:

Théoréeme 2. Soient Gt et G2 deux groupes abeliens localement com-
pacts et 7&6rl-»6r2 un homomorphisme continu, injectif et dHmage dense.

(@) Pour toute fonction continue F:GZ=C et tout r> .1, Fe JIAG"
et Fohe JMriGx) sont équivalents et de plus les normes de F et Foh dans ces
espaces sont egales.

(b) Plus généralement, soit (([@)aeA une approximation de Videntité
sur le groupe Gz et soit F\G Z>C une fonction borélienne bornée telle que
(F*<pa)(x)->F(x) suivant A pour tout x dans h(Gx). Alors F€Jtr(Gz) en-
traine Fohe et [|[Mo*1MNO0)  INVLMGY)m

Remarquons que la fonction F vérifie les hypothéses du théoréme
2(b). En effet, le produit

f1 f Fp(t)dt
'

est convergent, donc, étant donné s> 0, il existe une partie finie, P19
de P telle que

i/7 f Fp(t)dt-I\<e.
PiPi zp

D’autre part, pour chaque p eP, et pour x # 0,

Pi f Fp(e+t)dt

A
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tend vers Fp(x) lorsque j tend vers + oo. C’est dire qu’il existe une suite
de nombres entiers, Nk, tels que XkI~k désignant la fonction caractéris-

tigue de h(Nkz), on ait

JimFxic(x) ~ *(*)

pour tout x dont aucune des projections n’est nulle. Quitte a prendre une
sous-suite on peut supposer que F*%k{0), lorsque k tond vers + 0o, a une
limite que nous prenons pour nouvelle définition de /(0).
On en déduit que si F est multiplicateur, / I’est aussi, et que
HILMZ) " wev#ro- o
Supposons maintenant que/appartiennea”™#r(Z).PosonsGn = h(Nn2)-,
nous savons que

=f] Gnp
peP

ou Gnp est un sous-groupe ouvert de Zp et I’'on a

F*Xn(Hj)) = /717T T f
t'P odiV

Or d’aprés un théoréme de Delange [1] la fonction / a une moyenne
sur toute progression arithmétique et le produit précédent n’est autre
que la moyenne de / sur la progression NnZ +j,

.1 m
F*Xn{m) =lim — Yf(j+IcNn),

ra-x» 'l f(z_f]

ce qui montre que (F*xn)°h est dans I’ensemble convexe fermé de Jtr{2)
engendré par / et ses translatées, par suite

NNF* Xn)© h LrZ)  LTr(Z) -
Nous pouvons appliquer le théoréme 2(a) a la fonction F*%n:
wexnij<am ™ wEs xnye e N L) e
On en conclut que \\F\W'r@ < ||/|U,d car F*%n converge vers F

pour la topologie i 1((?}, ce qui achéve la démonstration.

Eemarque. Le méme théoréme, avec la méme démonstration,
est valable a plusieurs dimensions: suivant Delange [2], une fonction de
deux variables est multiplicative si /(w 1( n2 = %a;>)
lorsque mInl et m2n2 sont premiers entre eux; le groupe G est alors

ok (ZpxZp)-
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Nous donnerons deux applications:

Corottaire 1. f étant une fonction satisfaisant aux hypothéses du
théoréme 1, nous supposerons que, pour chaque nombre premier' p, il existe
une valeur f(pj), j =1,2,..., différente de 1. Soit ap la premiere de ces
valeurs. Si sup(ap) < 1, la fonction f n’est multiplicateur des coefficients
de Fourier desfonction de If(T) que lorsque r est égal a 2.

On va montrer que, lorsque r ™ 2, le produit pt[g \\Fp\\]fr{ZA) diverge

vers +00, ce qui prouvera que F n’est pas multiplicateur des transfor-
mées de Fourier des éléments de V(QjZ).

Evaluons \Wp\\"2v) quand 1< r < 2, cas auquel on peut toujours
se restreindre. Pour tout ensemble F, 1E désignera la fonction caractéri-
stique de F. On a

— 1-Zp\pnZp  ap”-pnZp\pn+l2v +(Ep

pour un entier n convenable et une fonction & a support dans pn+lZp.
La norme de Fp dans *tfr{Zp) peut étre minorée de la fagon suivante:
soit pla fonction Ipn-\Zp\ pn+H\Zp- alors

<fFp = Ipn-1Zp\pnZp + aplpnZp\p”+1Zp*

Il suffit maintenant de calculer les normes y et 6 de &~1() et de
3r~l () dans Lr(Tp) pour écrire 6 < y\WFp\rZp), ce qui fournit la mino-
ration cherchée. Plus précisément, désignant par r} I’orthogonal dans Zp
de psZp, nous avons

& N 1 1 )
9 pn~1 1'“ pi /\n+1

1 1 1 1

Flom pn Anl Lt ol gljnd
donc
1 1 r 1
/ o2 I pi po-l D2 PrH pn 1
i \r-l L 7 1 1 I 1
p—1 | p2 pi(r-1 1 P2 pn-1 10 p2r~1

et, tenant compte du fait que r est strictement compris entre 1 et 2,

1 r
pn-I

or X

1 f - ' ap '
P 3 i)"_l l-«0 a'.’ pn—pn~I p pn+l-p H-1

<L e o i pi
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r—1 r
r11—1 1 1 ap 2, 1 r-?pr L a, r 1
P P p’ P pl a Vv
a’ 1
2|r U 1 2
1 ! 1 a 1 1 ar’ 1
1 r Py 0
o1 o 5 of T o1
rl
1 ap™ 1
1 0
Pn 1 Pr 1 Pr—'.
d’ou
. 0" 1 ar”’ 1
Ir
Fp ftTZ, yr 1 b { 0 T 1
et le produit infini N WhL 'M diverge vers + oo.
peP

Ceci prouve, par exemple, que la fonction caractéristique de I’ensemble
des nombres quadratfrei n’est multiplicateur de J™{Lr(T)) que lorsque r
égale 2.

Corollaire 2. La fonction caractéristique, dans Z2 de Vensemble des
couples de nombres premiers entre eux n’est un multiplicateur de Jr (17(212)
que lorsque r égale 2.

De la méme fagon, on montre que

f] WpW*r(zPxzv) = +°°  lorsque 1< r < 2.

Cette fois
-Fj, 1 ].prpop

et pour évaluer la norme de Fp il suffit de se placer sur le quotient
(Zp x Zp)l(pZp x pZp). On a la situation suivante: si D = ZfpZ, on appelle A
la diagonale de D x D et D le dual de D. Soit spla fonction caractéristique
de la diagonale, sa transformée de Fourier est 1ALjp, ou AL est I’ortho-
gonal de A; appliquons a y le multiplicateur 1—1{0}: par transformée
de Fourier nous obtenons | Ai Ip—Ilpz par suite

E 1 1" 1, i
\ P Arzy Zi b p? P . P° P P
d’ou
o L 1" i i I 1
P My gy + 1! rl 0 fou
P p p p P

ce qui assure
/'aNp\\mt(xP'azp) —+°°  sil<r <2.
P*P
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SPECTRUM, ALMOST-PERIODICITY AND EQUIDISTRIBUTION
MODULO 1

by
H. DABOUSSI and M. MENDES FRANCE

8. 1. Introduction

The object of this article is to relate the equidistribution (mod 1) of a sequence
A=(An) to that of certain of its subsequences. Explicit applications will be dis-
cussed in the last paragraphs. Particular attention will be given to additive sequences.

8. 2. Almost-periodic functions and related sequences

Consider the complex vector space ii of arithmetic functions/ such that

(3 Il = limsup—2, 11 < @

n*-a»

and let ©t be the quotient space £/(0) where (0) is the set of null functions (i.e. func-
tions / such [!/||=0). The space 9 is known as the Marcinkiewicz space; it isa
Banach space, the norm being induced by the semi-norm (1). From now on, we shall
always identify any element/£ £ with its class/+(0) 69ft.
A trigonometric polynomial P is a finite linear combination of imaginary
exponentials:
P(x) = £ cye(-aw)

where the summation extends over a finite range, where e(£) denotes exp(2/1Q
and where the cvs are complex numbers while the av's are elements of the torus
T=R/Z. Let A be a nonempty subset of T=R/Z. It is obvious that the family of
trigonometric polynomials, the exponents av of which are to be taken in A, is a
sub vector space of SN Its closure B04) is by definition the vector space of almost-
periodicfunctions with exponents in A. B(T) is the classical Besicovitch space of almost,
periodic functions. (What we name “exponent” is usually known as elements of
the “spectrum”; but as we shall later introduce a set which is convenient to be
called “spectrum”, and as we wish to avoid confusion, we prefer to describe A as
the set of exponents.)

Let M=(mn) be a nondecreasing sequence of positive integers. For any integer

1, put
XM(K) = card {"\mn= A}

so that if M is strictly increasing, Xm s the characteristic function of M. If M is not
strictly increasing we still call Xm the characteristic function of M. M is said to be

Studia Scientiarum Mathematicarum Hungarica 9 (1971)



174 H. DABOUSSI AND M. MEN DES FRANCE

an A-sequence if the characteristicfunction Xm belongs to S (A) and jf | >0. Notice
that if M is an ~-sequence, it has positive density. Indeed

.n .1
i >

nI—IrQ n nIIT mnk’ZnIM K L 0
Note also that AlaA 2implies fB(A)cz33(A2 so that an "-sequence is an A2-se-
quence. In particular, any "*-sequence is a T-sequence.

Explicit examples of ~-sequences are easy to produce. We list below some
important ones.

(i) Arithmetic progressions (an+b) where a”l and b”"O are integers, are
(Q/Z)-sequences.

(i) Let oc>0 be a real number. The sequence ([a«]) is a T-sequence.

(iii) The ordered set of squarefree integers is a (Q/Z)-sequence, and more
generally, so are the sequences of r-free integers. For a proof, see Mendes France
[4] or Novoselov [5] from which it follows that any increasing integer sequence
whose characteristic function is bounded and multiplicative, is a (Q/Z)-sequence.

The following notion will be used in the next paragraph. Let A be, as before,
a subset of T, possibly empty and recall that ©;4) is the set of almost-periodic
functions with exponents in A. Consider the family of characteristic functions which
belong to ©04) and let S'(") denote the closure of the vector space spanned by
these characteristic functions. Obviously ©'(A)cfB(A). Let A* be any subset of
the torus T such that ® A~ cSI A We then define the two subsets of T

A= UCdgA
9=1
and

Notice that T=T=T and 0=0=0.

& 3. The notion of spectrum

In the sequel, we shall often identify a real number with its class modulo 1
Let A=(An be a given infinite sequence of real numbers. By definition, the
spectrum of A is the set

sp {A) = {aE£T|(An—nat) not equidistributed (mod 1)}.

(In a previous article [4], the spectrum had a slightly different definition.)

Metric properties of the spectrum will be discussed later. Observe however that
the spectrum has Lebesgue measure O (see paragraph 4) so that in the following theo-
rem the set S may be thought as having a 0 Lebesgue measure though in some cases
it is convenient to choose S with positive measure.

Theorem 1. Let S be aproper subset of T, possibly empty.
( /f sp (A)ciS and if M=(mn) is any (T\Sysequence, then AM=(Xm) is
equidistributed (mod 1).

Studia Scientiarum Mathematicarum Hungarica 9 (1974)
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(ii) 1f all (T\S)-seqluences M —mn) are such that AM=(AmJ is equidistributed
(modi), then sp”~czS.

Proof, (i) Assume sp(~l)c5 and let M=(mn) be any (T\S)-sequence. We
wish to prove that Au is equidistributed (mod 1). According to WeyPs criterion, it
is enough to show that

0, r::'ZeQa\m( q€z\{0}

terr:ds to zero when n goes to infinity. Let ) be the characteristic function of M.
Then

an= "- ) 2 %M{K)e{akK).
Let P be any trigonometric polynomial in 93(T\S). Decompose oninto two sums

=W 2 0tM{K)-P())e{akk +7- 2 P()e(Xk) = al +ag.

The sum o\ is a finite linear combination of expressions of the type
N =m72 e(-ak)e(gXKk)
ft k"mn

where a£T\A As M=(mn) is a (T\S)-sequence, the ratio ”:1'1 tends to 5
so that

11 a
a  Xuv mkAmne?Xk k

The hypothesis sp (A)c S implies that the sequence A -— N is equidistributed

(mod 1). Hence c,, tends to 0, and so does a\. Thus q

limsup <] = limsup | 14 I HXm —PIl-

Choosing then the polynomial P such that X P e xu We conclude that an
tends to zero.

(ii) It remains now to prove the “converse”. Assume that for any (T\5)-
sequence Af=(mM

I
e 01 z 0
Gt nk% G mk. q

As before, we notice that mjn tends to a finite limit and therefore the hypothesis
can be written

J 2 XNOe@® = o).

Studia Scientiarum Mathematlcarum Hungarica 9 (1974)



176 H. DABOUSSI AND M. MENDES FRANCE
Using usual techniques, it is easily shown that this relation implies
(2) — XM(k)e(qlk) = o(l).

Sr,

n k

Recall that the closure © '(T\S) ofthe vector space spanned by the characteristic func-
tions Xmwhen M ranges over the family of all (T\S)-sequences contains S((T\S)*).
Hence, ifa£(T\S)* and if 0 is given, there exists a finite linear combination/of
Xm's such that

limsup — 2 \e(-xk)—f{k)\ < e

n-*oG 1 k-"n

Consider the mean
m=~ 2 e(-ctk)e(g/.k) = — 2" (e(-ctk) -f(k))e(q).K+— 2 f (k)e("k)-
n k~n n n k”n

According to (2), the last expression tends to 0 as n goes to infinity, hence

limsup hn\ ~ 8.

n-* oo

We have thus proved that for all a£(T\S)*:
[ a

I
li e k 0.
e n|(2n Ac 4
o J
Consequently, if a belongs to the set f| —(T\S)*=T\& then
«-1 <
lim— 2eqac Ok 0

n-*o ti k-"n

The sequence A—aN is thus equidistributed (mod 1) for all aET\5. This proves
that sp (A)dS and completes the proof of the theorem.
We now give some consequences of the theorem:

Corottary 1 If sp(A) contains no rational numbers, then whatever the (Q/Z)-
sequence M=(mn) be, the sequence AM=(Affij is equidistributed (mod 1). In particular,
for any integer a>\ and any integer b~ 0, the sequence Aab=(Xar) is equidis-
tributed (mod 1).

Conversely, if all the sequences Aab (a” 1, 670) are equidistributed (mod 1),
then sp (A) contains no rational numbers.

Proof. Following Besineau, let a*l and b”O be two given integers and
tet xab denote the characteristic function of the arithmetical progression (an+b).
The two “reciprocicar identities (Fourier transforms on the additive group Z/(tfZ))

12l b
k e e
Xab a |20 a a

bk =1 p
e 4 b%eaka

btiiGia Scientiarum Mathematicarum Hangarica 9 (1974)
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valid for all integers @ 0, b and k imply the equality ©'(Q/Z) =S (Q/Z) so that
(Q/2)*=Q/Z. Actually, the closure of the vector space spanned by the xatbs is
S(Q/Z). Setting 5=T\(Q/Z) in theorem 1 and using the fact that S=S =S, one
then concludes that Aabis equidistributed (mod 1) for all integersa 1 b 0 if and
only if sp(yl)c:S, or equivalently, AMis equiditributed (mod 1) for all (Q/Z)-
sequences M if and only if sp(/l)c:5.

Remark. In the process of the proof, we have shown that if A&b is equidis-
tnbuted (mod 1) for all integers I, 670 then Am is equidistributed (mod 1) for
all (Q/Z)-sequences M.

Corollary 2. The twofollowing statements are equivalent :

® sp(/) =0,

(ii) for all T-sequences M=(mn), the sequence AM=(Im) is equidistributed
(mod 1).

Proof. Put 5=0 in the theorem. (See [4].)

Actually, corollary 2 can be restated in a rather striking way. Define B(A) as
the set of real numbers x such that the sequence xA is equidistributed (mod 1). Let
(E be the class of T-sequences.

Corollary 3. For any sequence A

fl B(A-ocN) = B\A
a€T (A-ocN) MeE

Proof. The following implications are obvious:
x f| B(A —aN) <>xA —*aN is equidistributed (mod 1) for all a,

0 XA —aN is equidistributed (mod 1) for all a,

0 sp(xA) = 0,
and, according to corollary 2,
<>VM¢ge. i, isequidistributed (mod 1),

O x¢ N,B A,
€

8. 4. Empty spectra

It is easy to prove that all sequences A have 0 Lebesgue measure spectra. The
result can be improved upon: a trivial consequence of a theorem due to H. Warttin
[7] shows indeed that whatever the sequence A may be, sp (A) has Hausdorjf dimen-
sion 0. One can furthermore establish that with respect to the Haar measure on
the infinite torus (R/Z)N almost all sequences A have empty spectra, so that the
situation described in corollary 2 is actually the most “common” one.

Explicitexamples of empty spectrum sequences are simple to list. Accordingto a
well known theorem of Van der Corput, any sequence A=(kn) such that (AB+4—A,)

12 Studia Scientiarum Mathematicarum Hungarica 9 (1971)



178 H. DABOUSSI AND M. MENDES FRANCE

isequidistributed (mod 1) for all integers 1, has empty spectrum. As a consequence,
if g”2 is a given integer and if x is g-normal, then sp ((*£7))=0. Also, if/is a real
polynomial of degree v/2

f(x) = awxv+ ... 4a2+ ax + a0

with at least one irrational coefficient among {a2, a3, ..., #v}, then the sequence
/=(/(«)) has an empty spectrum.

By the use of Vinogradov’s results, G. Rauzy [6] has established that if/
is a real entire function, other than a polynomial, and if for \2 infinite
/@)l = Oexp (Logl2)9, 1<s< ,
then again sp (/) =0.

Finally i ff is a realfunction with a continuous second derivative, slowly increasing
in the following sense:

(i) For all e>0, f /(x)—¥'(ex)=0(l)

(i) xZ"(x) tends to when x approaches then sp(/) =0.

The proof, which is quite straightfoward, depends on Van der Corput’s estima-
tions relating

aAgAbe(/(«)) t0 a/ e(f(u))du

Functions/ which verify the above conditions are for example/(x)=(Logx)a (<5>1)
and f(x)=x(Logx)d(<5£R\{0}).

8. 5. Additive functions

A real arithmetic function/ is said to be additive if for every couple of relatively
prime positive integers m, n
f(mn) = f(m) +/(«).

Theorem 2. Letfbe a real additive function. Then
@A) sp(Hn(Q/Z)=00 (/(«)) is equidistributed (mod 1).
(ii) sp(HH(Q/Z2) =Q/Z <>(/(«)) is not equidistributed (mod 1).

Proof, (i) If sp(/)H (Q/Z2)=0, then 0$sp(/) and so (/(«)) is equidistributed
(mod 1). Conversely, suppose that (/(«)) is equidistributed (mod 1). Let gand s be
nonzero integers and let r be any integer. Define

r | r
On s g N K%e qf k s k
It is obvious that
r s-1 1 grh
O”sq h20n Ko dqfkl e s
K in mods

Studia Scientiaram Mathematicarum Hungarica 9 (1974)
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Delange [3] proved that the inner mean tends to zero. Hence aw , gj tends

: s . r
to zero when nincreases to infinity. Weyl’s criterion then shows that [/ n s n

is equidistributed (mod 1) so that ﬁnallyyr isp (/). Part (i) of the theorem is thus

established.

(ii) It suffices to prove that if (/(«)) is not equidistributed (mod 1) then sp (/) fl
D(Q/Z)=(Q/Z). According to Delange [2], the nonequidistribution (mod 1) of
(/(«)) is equivalent to the fact that

2 —sin2mn(/(p)—tLogp) < ®
p prime P

for some nonzero integer m and for some real number t. The inequality
3 sin2/* ~ h2sin2a
valid for all integers h and all real numbers x, implies

2 —sin2mn (hf(p) —ht Logp) < @

p prime P
so that whatever the integer h is, the sequence (hf(n)) is not equidistributed (mod 1).

Y
Suppose now that the rational number S—does not belong to sp(/)P1(Q/Z). Then

[/(«)—y «j is equidistributed (mod 1), and so is (sf(n)). This contradiction proves
the theorem.

Corollary 4. | ff is a real additive function then either

sp(/) =0 or sp(/) = Q/Z.

Proof. Asa consequence oftheorem 2, either sp (/) fl(Q/Z)=00r Q/Zc sp (/).
On the other hand D aboussi and Delange [1] proved that if F is multiplicative and
if . a A1, then for all irrational number a,

lim — 2j F{k)e(—aK) = 0.

Choosing F(k)=cxp 2ingf(k), it follows that sp(/)cQ/Z. Hence sp (/) is either
0or Q/Z.

Corollary 5. Letf be a real additive function. 1f/=(/(«)) is equidistributed

(mod 1), then whatever be the T-sequence M m,, the sequence j m,, is equi-
distributed (mod 1).

Proof. The equidistribution (mod 1) of/ implies sp (/) =0 if/ is additive. The
equidistribution (mod 1) of (f(mn) then follows from corollary 2.

12* Studia Scientiarum Mathematicarum Hungarica 9 (1974)
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THEORIE DES NOMBRES. — Quelques propriétés des fonctions multiplicatives de
module au plus égal & 1 Note (*) de MM. Hédi Daboussi et Hubert Delange, trans-
mise par M. Henri Cartan.

/ étant une fonction multiplicative de module ~ 1, on étudie le comportement pour x tendant

vers +00 d’expressions de la forme (1/a:) £ f(n) S (ri). D ’autre part, on examine le cas ou/est

nex
presque-périodique-B.

Dans tout ce qui suit, / est une fonction arithmétique multiplicative a valeurs réelles
ou complexes, satisfaisant a

[/(n)] ~ 1 pour tout ne N*.

On pose e (t) = et La lettre p désigne toujours un nombre premier.

1.1° Nous nous proposons d’abord d’étudier le comportement asymptotique pour x
tendant vers +oo de I’expression (1/x) £ f(ri)e(ari), ou a est un nombre réel quel-

nf£x

conque.

Théoreme 1 — Pour tout a irrationnel, (1/*) £ / (n) e (an) tend vers zéro quand x

nEx

tend vers -foo.

Le cas ou @est rationnel se traite aisément en utilisant les résultats d’une Note antérieure
de I’'un des auteurs (*). On obtient le
Théoreme 2. — Pour que (1/x) £ f{ri)e(v.ri) tende vers zéro pour tout a rationnel,

n£x

il faut et il suffit que Von ait
(1) E\—P(I—/E e(/(p)x(p)P-ta))= +°0

pour tout caractere de Dirichlet % et tout nombre réel u.

Si cette condition n'est pas remplie, il existe un nombre réel a et une fonction réelle A
définie sur Vintervalle [1, +o0[ et satisfaisant a

@) lim ( Sup |A(X)-A(X)]) =0,

X-* +00 Xcx'rgjc2

tels que, lorsque (I/x) £ f(n) e (an) ne tend pas vers zéro, on a
ngx

- Z /(«) e(ttn) = C,xiaexp (/ A(x))+ o0 (1),

XnsSx

ou Ca est une constante complexe non nulle.
2° Des résultats qui précédent on déduit le théoréme général suivant.
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Théoreme 3. — Si S est une fonction arithmétique presque-périodique-B, I'une des
deux circonstances suivantes a lieu :

(@ (¥x) Yjf(n)Soo tend vers zéro quand x tend vers +00;

n"x

(b) On a quand x tend vers + 00,
- E/(»)S(n) = CxaexpBA(X))+0(D,

ou G est me constante complexe non nulle, a une constante réelle, et A une fonction
réelle définie sur [1, -foo[ et satisfaisant a (2).

a et A ne dépendent que de la fonction f

(@) a lieu quelle que soit S si et seulement si on a {1) pour tout caractere %et tout
nombre réel u.

En utilisant seulement le théoréme 1, on établit le résultat plus particulier suivant :

Theoreme 4. — Si S est une fonction presque-périodique-B et si sa série de Fourier
est de la forme X+£ \ e(avn), ou tous les av sont irrationnels, on a quand x tend
vers -hoo,

- Zf(n)S(n) = X2 £/(n)+o(l)

et uneformule semblable ol les sommes sont restreintes aux n appartenant a une progression
arithmétique donnée.

Exemple. — Si 0 est un nombre irrationnel positif quelconque, en prenant pour S (ri)
le nombre des me N* tels que [m{] = n, on voit que I’'on a quand x tend vers +o0o0,

- E/([M) =7 E [n)+(l)

XngEx uXngOx

et, quels que soient k entier > 1 et / entier quelconque,

E /([0P=" E /("))

* [6n]={od A Y 2K

3° Remarque. — Dans le cas ou il existe des a rationnels pour lesquels

- E/(«M*4)

Xn£x

ne tend pas vers zéro, on peut montrer par une méthode indépendante des théorémes;1
et 2 que la conclusion du théoréme 3 subsiste si I’on remplace I’hypothése que S est
presque-périodique-B par celle que I'on a

£ IS(n)|2= 0(x)

n£x

et que lim (I/x) £ S(n)e(an) existe pour tout a rationnel.
Jx*+m X
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Si, de plus, cette limite est égale a X pour a entier et a 0 pour a non entier, on a encore
les relations du théoréme 4.

2. On peut chercher si la fonction / est presque-périodique-B.

Théoreme 5. - Pour quef soit presque-périodique-B avec un spectre non vide (2), il
faut et il suffit qu'il existe un caractere %tel que la série

A y 1-=4P)f(p)
P

soit convergente.
On peut supposer ce caractere propre. Il est alors unique.

Il résulte du théoréme 1 que, lorsque la condition indiquée est satisfaite, la série de
Fourier de/ est de la forme £ Xve (rvn) ou tous les rv sont rationnels, de sorte que/
est en fait limite-périodique-B. Mais on peut donner beaucoup plus de précisions sur cette
série de Fourier.

Supposons la série (3) convergente, % étant un caractere propre pour le module k.

Alors tous les rvsont desfractions de dénominateur multiple de k. En groupant ensemble
les termes correspondant aux rv de méme dénominateur, la série se met sous la forme

+

* h

a n ou C4xn he n
<E Heen 4x 1 IAaﬁ X ak
i,gk

On peut donner une formule explicite pour ar

Si x (2r)/ (2r) # —1 pour au moins un re N*, on a ax”™ 0 et adax est une fonction
multiplicative de g.

Dans le cas contraire (qui nécessite k impair), on a aqg= 0 lorsque g ™ 2 (mod 4),
mais a2 ¥=0 et a2Ja2 est une fonction multiplicative de m.

+00
Dans tous les cas, la série £ _ (1/?%) aqCqt (n) est convergente pour s > 0 et sa somme
«i

+ 00
tend vers /(n) quand s tend vers zéro. Autrement dit, la série Etanq%(n) est
=
sommable-D (log n) avec pour somme /(«).
Cette derniere série est absolument convergente si et seulement si on a
1 x p) f\p.
p

Z < +00.

3. Les résultats de 1 permettent d’étudier la distribution des valeurs des fonctions
additives sur certaines suites d’entiers.

Soit {un} une suite croissante d’entiers > 0, tendant vers + 00. A cette suite on
associe la fonction arithmétique S définie par

S(m) = nombre des n tels que u,, **m.

Soit F une fonction additive réelle.
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Théoreme 6. — 1° Supposons que S satisfasse aux hypotheses-du théoréme 4.

a. La suite {F («,) }possede une distribution limite si et seulement si la suite {F (n) }
en possede une. Les deux suites ont alors la méme distribution limite.

b. La suite {F (W, } posséde une distribution limite modulo 1 si et seulement si la
suite {F (un) } en possede une. Les deux suites ont alors la méme distribution limite
modulo 1 .

c. Si F est Avaleurs entiéres, pour tout q entier > 1, la suite {F (ur) } posséde une
distribution limite modulo g, qui est la méme que celle de la suite {F {n) }

2° Le résultat a du 1° subsiste si Vhypothése sur S est remplacée par celle que Von

a E S(n2—0 (x) et que la suite {un} possede une densite > O et est distribuée unifor-
N
mément modulo g pour tout entier q > 1

4. Remarque. — La méthode par laquelle on démontre le théoreme 1 permet aussi
d’établir le résultat suivant :
Si g est une fonction multiplicative satisfaisant a

Z lgn)2=0(x) etsi tim ;.,zneyan

nEx - o0 XoEx

existe pour tout @ réel, cette limite est nulle pour tout a irrationnel.
Ceci implique qu'une fonction multiplicative ne peut étre presque-périodique-B2 sans
étre limite-périodique~B2.

(*) Séance du 14 janvier 1974.
i) H. Delange, Comptes rendus, 275, série A, 1972, p. 781.
(2) On voit immédiatement que/ est presque-périodique-B avec un spectre vide si et seulement si on a

El fild 1,
P
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ON A THEOREM OF P. D. T. A. ELLIOTT
ON MULTIPLICATIVE FUNCTIONS

HEDI DABOUSSI ana HUBERT DELANGE
1 In a recent paper [2], P. D. T. A. Elliott proved the following theorem.

Letf be a complex-valued multiplicative function.

(@) Suppose that

@) / has a non-zero mean-value A
and
2 limsup—  \f(n)\2< oo
x~> 00 X
n"x

Then the following conditions are satisfied.
(3) The series

y f(p)~1
¢4 p
is convergent and we have
NGO-HZ o g 4 OO
P *—e P
2
(4) For each prime p,
1T

(this series being absolutely convergent by the last part of (3), for

\m\ <i(i+\m\2)-

(b) Conversely, if conditions (3) and (4) are satisfied, then so are (1) and (2).
Moreover,

lim— V | /(n)[2

x>00 X A
n"x
exists (i.e. |/|2has a mean value).

Our purpose in the present paper is to give a simple proof of the first part of this

theorem.
As to the converse part, we remark that condition (3) implies not only the

existence of mean values for./ and |/|2 but indeed the limit-periodicity (£2) of/.

Received 13 April, 1976.
t Throughout this paper the letter p denotes a prime number, m, ntr denote positive integers.

[J. London Math. Soc. (2), 14 (1976), 345-356]
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This has been found independently by both authors and has been stated without
proof by the second one [1]. The proofs will be given elsewhere.

Although our proof of part (a) is similar in some points to that of Elliott, we will
give it in full for completeness.

2. We use the following lemmas.

Lemma 1. There exists an absolute constant C such that, if au a2, an ... is
any sequence of complex numbers, we have for every x > 2

VAN a L S 1
- <c =
(5) P x Y X *.a XZW*‘
ASC A ‘
This is merely Lemma 1 of Elliott’s paper with a slight change in writing.
Lemma 2.f Letuu u2 ..., um... and vu v® ..., tm ... be complex-valued functions

whose domains contain afixed set E.
Suppose thatfor every positive integer m and every teE

K@OI Um and Mn(0-im{0l < K,
where the numbers Umand \mare positive constants satisfying

1 V- <o and ~ MK 00.

m=1 m-1
Then the infinite product

r;?li u-o N(O

is uniformly convergentfor teE.

The proof is very easy. There exists a positive U such that Un< Uand , 1
for every w.

Since ((I+u)e~u—1)/u2 and (eu—I)/u (taken equal to —£ and 1 respectively for
u = 0) are entire functions of w there exists a positive M such that

\(I+u)e~u-\\ <M|w|2 and KH1] <Mw for |i] < U.

Now set (1 +um(tj)e~v,M = 1+ wm(t).
We have for every positive integer m and every teE

W(f) = (L +un))e~Hit)- 1 )e"m0“MO + €'MO"r"(>1
and, since \um(t)\ < Um< U and \um(t)-vm{t\ ~ Vin< 17,

Hti Muit REKO 0 M up(0 'Am:o0 w9
where m Meulf2+MK,,

t This lemma has already been used in other papers by the second author.
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We see that

0]

21Hn<00,

and it follows that the infinite product
n 1(1+"(0), ie. n 1(1+un(0)e-"‘\
is uniformly convergent for teE.

3. Our proof runs as follows.

In Section 4 we make some simple remarks.
In Section 5 we prove, by the same method as Elliott, that we have

© L Wooii2
A P
and, for somey > 2,
RO TR

r>2
Then, in Section 6, we show that we have (4) and that the series

2 /@ -1
p
converges.

Finally we prove in Section 7 that, for everyy > 2,

v i, .,
y f

4. Hypothesis (2) implies that there exists a positive constant K such that

) A 1/0012 < Kx for every positive X,

n<x

and that we have

) y -—-—<o00 for a>1

. n—1
Since

loa=|_.
rf rf2 if2
Cauchy’s inequality yields

) ey <oo for a>1

347
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From (8) it follows that

(10) R <00 for a>1

Similarly (9) gives
[ - <oo for a> 1

and it follows that the series
V. ® and y M z I
Z* p° ;-1 f

are absolutely convergent for Res > 1
Now let g be the multiplicative function determined by

Oifr = 1,
SW "' lifri.2.
and letfg = h.
Since, for a > 0, -spirCpO i
z f* 'plip'-iy
r=1
we see that
Ynal"™ <o° for <751,
which implies "
> <oo0 for >+
(1D T >3
«=]
Writing

hin) _ fin) g{n)
if ~n2'13 rf/3

and using Cauchy’s inequality, (8), and (11) (with the remark that g(n)2 = g(tt)), we see
that, for a > f,

v W)l
fq - <00
which implies
Xa W) o
P,r
This means that we have
(12) > eoeeeee <00 for a>bh
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5 By Lemma land (7) we have, for every x > 2,

2

13 - - - CK.
13) 5 7 L)!w y/w

priin
5.1. Now we remark that, for each pair p r)

o P ai 2ﬁn) f(pA;ﬁm 2 Jmi
m-ﬂ(X

x/r mnr

=10 iy 1) 2 I
wpr th

=m 2 Km)-
nprix
p\m

Cauchys’ inequality gives

2 (Y22 V2 K *-*7 by

m[ﬁmx ’\x /\m%{m
Thus we have
2 Kx 2 |2
m 2 fw - 2 /(n) P2r+| fp
W

Pri”

which yields
1 2 'r 2
(14) 1N T 1wy—1"Rg T K ”F:
mAx/pr pnrA\\Xn
5.2. Since
WY 0¥, =17 v1eo- 2\
X -4
mxIp <X \ i /
+(ﬁp)1 2 A~ 2N
-
we have by (14), where r = 1,
B Vva 1C A P lva ~ |70)12
fip)~ y fi")-->/(«) <2->)l«)— )/(«) +2K-I" L.
m<x/p n<x n x i" x

p\\n
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Thus, if z is any real number ~ 2, we have for x " z

)/ rrk—j{/%@}_fi”1122 )["’L yfm%’ifﬂm 2

mAx/p
P\\n

+2K2 /('FZ 2
P

9 Ki =2CK+2KA 1M 1
p2

by (13) and (10).
Letting =~ tend to infinity we obtain, by hypothesis (1),

. i 2 T
wea M aky o MR
W P p/\Z p " MI
Since z may be arbitrarily large, this shows that
2 f(p)~i\2 . K,
P " MI2

5.3. Now lety be any fixed real number greater than IKj\A\2. For each pair
(p, r) we have

Pr p' 1 i
[ Pr < m,\%prm pr%anln) me « %ﬁﬂ)

+qi ) D ?2@
A

mx/p?
and, taking account of (14), this gives

m % ¥S/(m)2<3 Pr /(”)_ y/(”) +3 ]>/£[«> +3X |/OO|2

mAX/pr y"c v h<ijc

We multiply this by I/prand add up the inequalities obtained for all pairs (p, r)
satisfying p >y, pr<z, r ™ 2, where z is any real number ~ y2 Taking account
of (13) and of the fact that I/pr+1 < 0/y)* 0/P) we obtain for x > z

VL ME Y M7<soe b 25 100"

‘&
r4
>

m~Ax/pr
f
>

where

-1'Uv
I\)N‘<
~To
N N

np2=37-1.
2 P
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Letting v tend to infinity, this yields, by hypothesis (1),

3K fi p" ?

12
;
Yy & P
PrZ

2

Ai 3CK K, A

whencc

2 A7 A“3CIHHK2M2)(M|2 A ) 1=*3
pry

Since r may be arbitrarily large, this shows that

%J[(p‘.’)-lz’/\\li\}<oo.
Py P

6. It follows from (9) that for Re"y > 1each series
®

iCt pr*
r=1

is absolutely convergent and we have

00 ! co \

(15) 1 ® - " " 1«

11=1 N /

where the infinite product is absolutely convergent.

6.1. (12) implies that each series

©
y M |
is actually absolutely convergent for Re” Moreover we remark that, if <O is
any number >  the infinite product
"/ en /50
P
nt, % oo )
r=1 P

is uniformly convergent for Res * <0.
This follows from Lemma 2. In fact the product may be written as

no -t~ Wy
FO=Y5P at =R

where
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We have, for every p and every s such that Res * a0.

® / r

. p

P VP > s Vp 2 I:)ran
—2

and |[kp0)| < U,, = V,+\f(p)\Vp'°.
We have £ Vp < oo by (12). It follows that £ V2 < oo and this together with
(10) implies 2 Up2 < oo, for

Up2 < 2vp2+ 2(\H(p)\2p2zF)

Thus we see that the infinite product (P) is convergent for Res > | and that,
if we denote its value by H(s), the function H is analytic for Rei >
(15) shows that we have, for Res > 1,

N () (p)
n-21 s H(s) exp 2 o
1 ®

(16)
#1

and therefore

/(<)

ns

aeep ! (|O|C))s '
where I
M(s) = H(s) exp 2 .

r>2

The function  is clearly analytic for Res > J.

6.2 By a well-known elementary result, we have for Res > L

v fin) v Fit)
in . i
J [ o dt, where F(t) fin).
2y ms { t Zt

From this and hypothesis (1) it follows by a straightforward argument that,
as s tends to 1 through real values > 1,

N ns ~s-1’°
n=1

so that
1 N (»)
c{s) z , ns
tends to A.
This together with (16) shows that, as s tends to zero through positive values,

Jf(l+j)exp QT AT7~)
tends to A.
We see that, since A~ 0, we must have 3>f(1) 0, which is equivalent to (4)
by the definition of
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In fapt, by Cauchy’s inequality we have, for s real and positive,

f()- 1 {p 12 1
2,

| +s 1+2s
p P

and therefore, as s tends to zero,
ep(2"7") =0

1
2 Pl+ 2s 0 |Og 1A(

But (1) = 0 would imply Jf(1 +s) ~ 0(s).
Finally, we see that, as s tends to zero through positive values,

ep(2* |

A

*(1) ]
which is non-zero, and therefore £ (/(p) —)/p1+s tends to a finite limit.
It is easy to derive from this that the series  (/(p) —2)/p is convergent.

Let
I -1
a «
27

We have to prove that ;e tends to a finite limit as u tends to infinity, or
equivalently that a(l/.y) tends to a finite limit as s tends to zero through positive
values. We will actually show that

fp 1
alg 2 e
tends to zero.

We have, for s real and positive,

for every positive e, for

tends to

00 00
/ p) * . — *Ai
e sJ e~sxoi(u)du = J e~*oi(t/s)dt
p 0 0

and therefore
00

a iysi 2A 777 = (J) e-(a(\Vs)-a(tls))dt.

This tends to zero as s tends to zero because the integrand tends to zero for each
positive t and its modulus does not exceed a fixed function of t which is integrable
over (0, 00).

K
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In fact, if 0 <y <z, Cauchy’s inequality gives

Jv -1 2 fp |12 1 !
p P 2

<ey<p’ez iey<p”ez

(7)  |*(2)-a0)| = |
<?y<p<ez
From the well-known fact that

I
2 loglog x + £+ 0(1) as * tends to infinity,
p’\X p
it follows easily that there exists a constant Cx such that
1 z
(18) y — <log— +CX for 0<y<z,
ey <p”ex P y

and also that

(19) forevery X> 1, ~ VP tends to log Xas y tends to infinity.
ey<phe*y
(17) and (18) show that we have, for every positive s and every positive /,
ap. i
\a(ljs)-u(t/s)\ < X4(|logf| + Crf, where K, 2 P
\Y

(17) and (19) show that, for each positive t, <x(I/sy—x(t/s) tends to zero as s tends to
zero.f

7. Now to complete our proof it suffices to show that for everyy > 2
\_/>I iz -
g Pr

pry

It is obviously sufficient to show that this holds when y is large.

7.1. We first see that the series £(1f(p)\2—I)/p is convergent.
This follows from (6) and the convergence of the series Z(/(p)—)/p, for we have

/(P)12-1 = 1/(P)~112  Rel/(p)-I
P P P-
Moreover, \f(jp)\2p tends to zero as p tends to infinity and we have
I/I i4
0 < 00
) P2

t Elliott also derives the convergence of the series 2 (f(p)—!)//> from (6) and the fact that
2 (f(p)-~ Dlp 1+*tends to a finite limit as s tends to zero through positive values. But he uses a (well-
known) deep tauberian theorem which is not needed. (The same remark applies to the original proof
of Delange’s theorem).
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for m 2 5 fp 12 1
P P P

and therefore
i, P 172 1
P’ P |

)

7.2. It follows from (8) that we have for s real and > 1
00 2 00 2
20 ni 2}
«=1 r=1

where the infinite product is absolutely convergent.
This yields

00

1 A i) o
n=21 n nt F;S ' 2/(P“

r=1

2

Ify is any real number > 2, we may write
1 00 /(«)|2 1 00
CM 2 « n ! ) 1 2 rs
r=1

) cni o

|2

We will use the elementary fact that
log 1l u u w2 for 0 u 1m
From now on we suppose that y is so large that
\f(>N\2p<i for p>y.
Then we have for p >y and s real and > 1

\m 2ps< \m 2Zp~™h

so that
2 i 14 /(0) 12 4.
1 O e T)? exp [PV 1)
f ’ ,PS p2
Since we also have
1 1 1
1 exp
PS ? P2,
this gives
1 2 g 2| b1
@) 1 1 M exp |/i» /(P)

Ps ? Ps P2 P2/

355
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It follows from (21), (22) and (20) that we have for every real 5> 1

® ®
1 Un 2 /(g P /p? 1
29 521 O ) H{S o0 5 [P
€2 P 1 P H W P
where K5 is a positive constant (which depends upon >,
Since
00 _ 0
rf S) ys+Hl A
n=1 1
where

X] 2Jn2
n

it follows from (7) that the left-hand side of (23) is not greater than Ks/((s-1)C(s)).
This tends to K as s tends to 1L On the other hand,

> S tenas to ;\I_/_QE_)_!_Z_:_I___
¢l ps ¢S p
Py

It follows that

STUDIA -k Csp V1)

. /,4:
BT g T T

which obviously implies
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CARACTERISATION DES FONCTIONS MULTIPLICATIVES

pp BX A SPECTRE NON VIDE

par Hedi DABOUSSI

INTRODUCTION.

1.1. Une fonction f: INME est dite multiplicative si f(I) = 1 et f(m.n) = f{(nD f(n)

toutes les fois que (m,n) = 1.

1.2.  Soit X > 1. Une fonction arithmétique f est dite presque périodique BX PPBX
27ria.n
si, pour tout ¢ >0, il existe un polyndme trigonométrique Pc(n) =1 aJ.e N avec

aj€R tel que :

. Y2 1) " prn)|Xe <.

x->$“> n<x
Si, de plus, les polyndmes Pe peuvent étre pris périodiques,alors f est dite
limite périodique B* (ipB").

1.3. Soit f une fonction arithmetique. On définit q(f) = spectre de Fourier Bohr

de f ainsi :

ino!
) =iaf R/*; telque Tin j IE fne 2mot -
X-»-t-00 n<x



1.4. L'objet de cet article est d'établir le résultat suivant :

THEOREME PRINCIPAL.
Pour qu'une fonction multiplicative f soit ppB* (X>1) avec un spectre de
Fourier,Bohr non vide, U faut et il suffit qu'il existe un caractére de Dirichlet \

tel que la série £ X TP 1 converge et

= P
ﬂPri X<+«e P'f(P)_12<OO ﬁP, X<.|.OO
Ep r[l 2 Pr % CP p
Kp) <2 «P) >2
En fait, si ces conditions sont vérifiées f est £p BX.

1.5. Des conditions suffisantes pour qu'une fonction multiplicative soit ppBX ont
été obtenues par de nombreux auteurs : Erdos, Hartman, Kac, Novosselov, Schwarz,
Spiiker, Van Kampen et Wintner T8, 9, 10, 12, 13, 14, 15].

Delange et l'auteur [2]ort nt>ntré que,si f est multiplicative, et f(n) <1 pourtout n,alors
f est ppB avec un spectre non vide si,et seulement si,la séerie xp pr' " converge
pour un caractere de Dirichlet /,» f est ppB avec un spectre vide si,et seulement
Si.thPMU«.

Delange a prouvé, indépendamment de I'auteur, que les conditions du théoréme
étaient suffisantes. Il a, de plus, étudié les séries de Fourier Bohr de telles fonctions [3] .
Le théoreme principal a été énoncé dans [3 , remarque finale] et au meeting

d'Oberwolfach de novembre 75.
1.6. Le plan de cet article est le suivant :
Dans le paragraphe Ni, on énonce quelques propriétés des fonctions ppB” .

Dans les paragraphes 1V, V on caractérise les fonctions multiplicatives >0



ppB”

ppB*

I.2.

avec c(f) £ 0.

Dans le paragraphe VI on caractérise les fonctions multiplicatives >0

X>1 avec ox(f)”O.

Enfin dans le paragraphe VII on établit le théoréme principal.

NOTATIONS.

La lettre p désigne un nombre premier.
din signifie 'd divise n.

dfn signifie 'd ne divise pas n.

Pour j>1, phn signifie prin et p*am.

f* g est la fonction arithmétique définie par (f*g)(n) =EW eC /J-

din
M(f) est la limite, si elle existe, de - ) *f(n) quand x —pt+°° .
X N<X
M(f) est la limite supérieure de - |™> ’f(n) | quand X —»+ °°,
X n<x

DEFINITION.

Soit 6(t-a) la mesure de Dirac au point a.

Etant donné une fonction arithmétique f, on pose, pour chaqgue N€M

M (f,t) =1 2~ 6(t-f(n)).

n<N
On dit que f a une distribution Limite si ju™(f,t)

converge etroitement vers une mesure /i(f,t). Cette distribution limite est concentrée

a l'origine si [/i(f,t) = g(t).

QUELQUES PROPRIETES DES FONCTIONS ppBX (X> 1).

Soit f ppBX (resp. ?p B*).



1. M(f,a) existe pour tout a€R.

2. I our tous enticrs P et k, - ET f(n) tend vers une limite.
n<x
n-€(k)

3. if| est ppB~ (resp. CpB").

4. Si X>2, M£|12)= vz iM(fa),2.
a €<r(f)
5. Si X72, a(f) =0 < M 'f|2)=0.
6. Sit M(If[) =0, alors a(f) =0 . ,
7. [f[ a une distribution limite.
8. Si g est ppB (resp. OpB) et bornée,alors fg est ppB* (resp. OpB¥*).

1 1. :
x a1 alors fg est ppB ‘resp. PpB

9. Si g est ppBa (resp. ”"pB”?) et si
Nous utiliserons également I'équivalence suivante :
10.  Supposons f>0 alors

f ppB* (resp. O0pB*) «* 22 ppB2 (resp. 0pB2).

Certaines de ces propriétés sont bien connues (voir Bésicovitch [ 1] ), nous

établirons en appendice I11.7 et IlI. 10.

IV. THEOREME 1.
Une fonction multiplicative positive est ppB~ avec un spectre de Fourier Bohr

non vide si,et seulement si,les séries suivantes convergent :

00 r 2 2 )
fip fip 1 fip 1
C |2 r E |E) et E P
P 2 P P P

Dans ce cas f est ?pB2.

Remarque : P.D.T.A. Elliott F5] a récemment caractérisé les fonctions mul-

tiplicatives bornées en moyenne quadratique qui possédent une valeur moyenne

ncn nulle. La condition nécessaire de notre théoréme



peut se déduire de sa caractérisation. Notre résultat ayant été obtenu avant la pu-
blication de I'article d'Elliottet notre démonstration étant plus simple nous avons

préféré en donner tous les détails.

LEMME 1. Soit f une fonction multiplicative et supposons qu'il existe c”

il or\
tel que € |[f(n) j2<c. x. Alors E é) “ <-.
n<x p r=2 p

Preuve: L lhypothese entraine que, poﬂ(r tout s > 1,

~ <
J JI\’{ISI CIS_(? et donc £

ns
Soit h(n) la fonction multiplicative définie par h(p) =0 et h,pr\ 1
() o 1
V p et Vr>2.0nvoit que pourtout a >V2 >, C Pra C » <+®
p rl p pp
et donc J2 n"- <+ 00.
A na

L'inégalité de Cauchy entraine que

AY~- [f(n)h(n) ]* < A—>[f(n) 1"j/"—s 1"(n) [2]
n<x n \n<x  ns /\p<x n2_s/

Prenant s€]1, 2[ on en déduit que ~ [f(n)h(n) [<™ ~ gn par”culier

¢ 2 1<r2A [f(prin(pr) | /<\(D»clest*-z;1-dire Y2VY2 Jﬁ(ﬁf)lgoo,
p r=1 p p r=2 p

LEMME 2. Soit f une fonction multiplicative >0 ppB2 ; alors il existe
une constante c¢. telle que, pour chaque p,

M @) -MH|>c MH od M@ =lira J £ fn)

p X»+°%°  n<x
pin
(M (f) existe d'aprés in.2).
Preuve : On a . fin 1 E f(n)
: y n’Es< ) .
R x
PN . 1L P3N

f fp p}( E fln,  puisque f est multiplicative,
K

rt
J* 1 oo



et par suite

1 fp P J o\
X fin « e : fn Px Vi fn
nX _ F] tx ; n+ X
n p X PI P]
p 1 PN
Ou encore, puisque,si B > x: fin 0
n x
R
00
1 . fipy pl .
« E i E R fin, P 2, fn
n<x j-i P] re X . n X FJ
Pn Pl p N
Ceci peut s'écrire
a h H *00 h i
4.1. = ﬂ% El( in,  E fp F:( E fn
J= n<x, -1 :
o ] y p/ X
PN
. 2 . :
f etant ppB , il existe telle que
4.2. £ [fn)] <c, x pourtout x> 1, et donc
n<x
E O dsE -\
E, 10 E 10
Pn
Il résulte de(4.2)et du lemme 1 que iTENl <°°,

j=0 p3
Nous pouvons alors appliquer le théoreme de convergence dominée a (4.1) et

obtenir ~ i @
N = N «i
M (') JE_0 > = M(f) ?I’E:1 03 I encore
4.3. M) - M (@) (F: T7) =M@E).
j=0 P*

Il suffit alors de remarquer que,d'apres (4.2), [f(n)]p <c™n et donc

2 cl
1L 1BE 29 - A g Y2 cLt N == 1+ 5 pour déduire de (4j) [e lemme
J-1 P3 \fp-1 12-1

avec c9= "2~ .
GHA2-1

LEMME 3. Il existe une constante c” telle que,quelle que soit la fonction

arithmétique g, on ait pour tout x £2 et tout y< x:



4.4. E VlAE g(n) 'E +. E gm)y2sc 1 £g(n)2.

n<x rtsx X N<X 4 Xr™x

7> P Un PIn
P.D.T.A. Elliotta montré [4] que llinégalité classique de Turan Kubilius _] I'est équi-
valente a I'inégalité suivante :

Il existe une constante c~ telle que pour toute fonction arithmétique g ona :

. ) C
4.5, E 115"( E gn )}E gn < . r g(nj °
P % P’ TTSY n<x n<x
P n
Or |
|E pJ X n<x quZS E W te (j §t3l< n<x
i>1 Pin p'n

TG eI B S pM - TiexlomIAg 4
Utilisant I'inégalité |a+bp S 2]a|2 + 2|b|2, on voit que(4.5)entraine (4.4), avec
G~20c-+ =2
P P-P
LEMME 4. Pour qulune fonction multiplicative soit ppB2 avec af] «r

il fautque ¢2 12 ~TTETU Ijf <oo .
P j=1 P3

Preuve : On a ,
4 £ fiMI=lE)4 £ k)l=kY4 E K>I*de K
e SX n<x/ Xnsx/J nSx/ J
PNim p|n pjn
et donc
im T-ZD If(m)l= FPY (M(If)-M (/f])).
X-*+00 m<Xx p

p{m
Ainsi, en prenant g = |fj dans le lemme 3,et la limite quand x »+ @ avec y

fixé dans(4.4), on aboutit a :



4.6. T p NP DM(FD-M,( 1) ¢ Tl f(n),2 <c. ¢,
pj<y PJ P X-4-00 n<X 4 ]

>1
d'apres (42) . Du lemme 2 on déduit alors

c"Mif)y2 £ (IKp! - 1> <¢c ¢

pWwW
>1

Il en résulte, prenant la limite quand y —*+ °°, que

n(ifipc & (i-() ~i)2<+~.
P j=1 PJ
Ainsi, puisque par hypothése a(f)"0, ce qui implique d'apres I11.6 que M(,f )>0,

on obtient le lemme.

LEMME 5. Soit f une fonction arithmétique >0 ppB2 et ayant un spectre
or(f) non vide. Alors f a une distribution limite non concentrée a llorigine.
Ffreuve: On sait que f a une distribution limite d'apres EI.7. Il reste a établir que
si cette distribution était concentrée a l'origine, on aurait M{f) =0 ce qui, d'apres
I11.6, entrainerait que Ctf) =0.
Soit FATu)=j~card{n<N tel que f(n)<u} . Si la distribution était concentrée a l'origine,
alors, en tout point u >0, FN(u) tendrait vers | quand N tend vers 1'infindll en résulterait que,

pour tout a>0, Ilim \ tdF~t) =0, puisque \ tdF.nt) =aFM(a)-\ F.-iOdt.

N-»00 Jo
: A s 1 1 1 1
Ceci est equivalent a lim fin 0 Or fin fin + f(n)
N- 400 N <N N <) Nf<N Nr(1:<N
f(n)<a f(n)<a f(n)>a
On aurait ainsi M(f) = lim » f(n).

N »4« N<N

f(n)>a

Remarquant alors que,



3G, «HFE, <>"3% E 2,

n<N
f(n)>a f(n)>a

n 1 9
etque lim J2 f(n) =c <+°° on obtiendrait M(f) < ? pour tout a >0, et donc
N*° n<N a
M() - 0.

Erdos [6] a établi le résultat suivant :

LEMME 6. Une fonction f multiplicative >0 a une distribution limite non
concentrée a I'origine si,et seulement si les séries suivantes convergent
EXr eV

( f(p)-1 si If(p)-1]<1
QJ vi(p)= \
N si |f(p) - 1| > 1.

Preuve du théoréeme 1 (condition necessaire).

. T 2 .
Soit f>0 multiplicative, ppB avec un spectre non vide.

O (f(ryh-1)2

Il découle du lemme 4 que la série 0 )<00 0
p J p* ~ 2
On voit que cela implique la convergence des deux séries \l;_'.li‘lP Bl),,
°9
& A
e. I; sz2 -
Les lemmes 5 et 6 entrainent la convergence de la série fip 1
ifi g 1<1 i
1 vf(p)2 Mpi
puisque YH N E 75 <@e
P y w
f(p)-1/>1
fip W -
La convergence de | p.P entraine alors que 5 Kk IER ~Ja <
p P
f(p)-1 i>1

fp-l

Il en résulte la convergence de la série V' 5



10.

V. PREUVE DU THEOREME 1. (Condition suffisante).

LEMVE 7 (Wintner [15]).Soit € une fonction multiplicative telle que :

r . i°
! Pr L<o Alors z est limite périodique B et Mi  T11 1E 3
pr=1 P g 1= P]

Considérons un? fonction f vérifiant les conditions du théoréme.

Pour y ~ 2, soit f la fonction multiplicative definie ainsi :

r

. pr\ fp si p<y
y 1 Si p > y
Montrons que % est <tpB2. On a :
) @ fZ/Pr* 1
E/JZ My <ep.“1i1)=y— If2(p> -11 C E .
p \r=1 pr f  p<y r=2 P

Cp<y Ay psy\r— % 9 g EZ p/ )

Ainsi fV vérifie les pypotheses du lemme 7 et donc fIy est CpB

M, I 1 G P pJ Il résulte de 111.1Cque f est£ pB2.
y p]‘ly p y__o P y

. - P ]
Nous allons montrer, par la suite, que MI[(f-f*) ] tend vers zéro, quand

y —»+0°. Ceci entrainera que f est -8pB2.

LEMME 8. [Erdbs Renyi jju-Soit S une fonction multiplicative positive telle

2¢ @® r
que les séries | S FF)> Lot E S PP. C S Fr> convergent et que
P P =2 p
lim ) A S(p)log p >qg poUrtout e>o0.
N*+oc  N<p<N(l+e)
r
Alors \I(s) existe et MS lT 1 ILV E

LEMME 9. Soit f vérifiant les conditions du théoréme 1. Alors M((f-fv)2)

N
existe et tend vers zéro quand y tend vers l'infini, ce qui entraine que f est irpB



11.

Soient,pour y > 2, G, Gy, H et K les fonctions multioliccitivos définies

ained 3ld si fp<vi,
G(p) =4f(@ si T t [3/4,5/4],
vd si f(p)>5/4

G(pr) = G(p)r pour tout r > 2,

rG(pr) si p<yf

Gy (pr) = pour tout r > 1,

1 si p>y,

H(pr) = f2(pr)-f2(pr 1) G2(p) pour tout r > 1,
Ky pr\ f<p” fy o ﬁpr'1 f.y pr-l GPp Gy p pourtout r > 1,
On voit facilement que

f2=H~* G2 ff = * GG .
y=y " Sy

Nous allons montrer que :

(i) G2 et GGy veérifient les hypothéses du lemme 8/et donc M(G ) exziste,

y y p yI=Q  p
in e oW <, g KWOL

M(G->) =N - 11)(Y(I2) E%Erj) M(GG ) existe et M(GGj- TT (1 - %(@ G(Pr)G > )) :
Y pr=o p

Il en résultera l'existence de M(f*et \I(ff ),et donc de M((f-f )2) (puisque,
y y
f)2/ étant ipB, M(f%/) existe), et la valeur de M((f—fy)Z).

Preuve de On voit que 9 < Gzlp et ?6 <GP Gy p Ainsi:

C G(p)G (p) IOg p S |Og(|+e) >0 et
NMD N<p<N(|+€) P 19

lim Vs c2(pl logp >~log(1.c)>0.
N N<p<N(l+e)

- 2r - 2r
De méme, puisque G (pr)< () et G(pr) Gy(pr) - (|)

E,¢cV +t¢c ") <, >
p ' p r=2 p 1
loW (p) G(pr)Gy(pr)\

e ™R

* on voit ue
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| fp 1 —up il fip .. .
remarquant maintenant que E P E P 2 E pp on obtient
la convergence de la série C P PP 1 Mais
2/ 2
G’p 1 “p 1 7 1 9 1
ET
Ex P 2z P B 5 P16,y P
fp 1<ly fP<34 fp>3y
2p 1 °p 1 7 o 19 i
(F:z(;x P 53 . P 65y P 60, p
fP-1 >y fp<34 fpf)4
On voit immédiatement que
2
1 1’ 0))
c 5 < 16 E ’PP <+
fip 1>1y4
et que
£p 1 2p a1 24112 21
E2 o S 1z b S el P
PR i >ty fp i>0y fp. i>4
. p2/r\\ %1
Ainsi la série £2 m— — converge.
Gp 1 » G(p)G (p)-I
Il en est de méme de la série | P et donc de la série e —r
()] fop, ..
Preuve de (ii) : Montrons que ETE 2 IHHL <°°, ce qui entrainera, puisque
p »r=1 p
H est multiplicative* que [ Hr? <®
Remarquons dfabord que :
@® 212
Er o <Ee PP BES. P
T .
5 I:)r 5T 2 F)r 16 L "
@ 2 ® r2
f P 25 =f P 25 fip
E T2 + E 2 E e, rd
=12 B 16 5 P 16 o E’
00 2 2 H
41 fisp 25 p | [
< E 2 E 2 E < oo
16 5 )?2 o 16 p p2
En outre,
r— [Hp)j] t—~* It (p)-G2(p) i < v— IMP) . G (p))
Y — Y ~ = v p p
P f(p)-1 i>Vv4 [f(p)-1 i>1/4
. 2
< . ip | ] 1 25 1
2 e: p T2 e’ p 16 n b

fp i > fp 1>1y fp i>y
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Ces dernieres sommes étant finies comme on I'a vu plus haut, on en déduit
oc

H >
aw EC "7 <o
r- |

P

r?2
De maniére analogue, en remarquant que fpr <1 fp
KM \ Kv(n)i
'c *r "<w etdonc £ 12’(-)1.
p *r=1 p 1

on montre que

Preuve du lemme 9 : Puisque f2 =H G2 on a

_ Hd d 2,
. E 7, Xnn<XdGn

1 2
n
X nsx
£ L :
G ayant une valeur moyenne finie, il existe une constante C telle queypour touten-

tier d*1 et tout nombre reel xj- 5 'GZ(n%]<C. Déplus limf- 5 ' G2(n)l= M(G2).
LxnE*;d x-~éend J

Le theﬁ)ré\lme de convergence dominée, compte tenu de (ii), montre que i1 cnh )

n<x

tend vers une limite égale a2 MG* E Hnn c'est-a-dire que

2 . 00 2 ()]

M n i ' G P T . He
P I}:O PJ P jeo. P]
@®

p P Co B Yo Y

Remplacant G et H par leurs valeurs on a :

oo 2
MfS T N o
R
De maniére analogue on obtient I'existence de M(ffy.) et la relation

M (ff »=(TTO -¢) £ n

(T T d-h £ **£_)
N

) ) f
Pp<y pJj=o pl p J0 pJ
Finalement on voit que

M((f-fy)2) = M(f2) + M(f2 ) - 2™ (ffy)

® 2 7 ® 2
Trlé:cfPJ+Tflle:f-P]
P j=0 P P o

1 00 f2 P] p 00
2 1T 1 C TT 1 1 c FpP
By P X P v P p

B ou
y



.

Il est alors immédiat que A,, tend vers zéro quand y —»+ °° et que By tend
y

vers M(f ), et donc que Iim M((f-f ) )=0, ce qui entraine que f est -fpB
y_>)00
Il nous reste a montrer, pour prouver le théoreme 1, que cr(f) ™ 0, c'est immédiat

00
. i fi . .
puisque MIf 1T 1 C IP_I produit convergent de ternes strictement

positifs, est non nul.

VI . THEOREME 2.
Pour qu'une fonction multiplicative positive soit p p ( X > 1) avec un spec-

tre de Fourier Bohr non vide, il faut et il suffit que la série ~ ITEIIL converge et
X 2 \
E f Pr <d f(p 1 < 00 fiD <
n r Z% D n p
p 22 ) fp 2 fp>2

Dans ce cas f est ipB

LEMME 10. Soit f>0 alors

f ppBX avec a(f)/ 0 «=> fX'2 ppB2 avec a % 2

fO
Remarquons d'abord que, d'aprés III.10, f ppB\ fr ppB
Supposons que cr f 2 0 Alors d'aprés III.5 MRfA2) 1 =0 c'est-a-dire M(fX) =0 ;
r \Vfn o
or M(f) <IM(f H , et donc M(f) = 0 ; ce qui implique que a(f) =0 .
Supposons que a(f) = 0. Alors M(f) =0 . Montrons que M (f*2) =0, ce qui
entraine que a(fx”2) =0 .

Si X< 2 ona M([*/2)< [M(f)]X//2 =0, et donc M(fA*2) = 0.

Supposons donc X >2 et soit n> 1 tel que 2n < X< 2n+",



15.
Observons d'abord que pour tout j € {0,1,... n-1} t2* est ppB2, En effet,
s . B+1 r, , N \ .
si j<n-1, 2 <2 ‘< X et donc I'hypothése f ppB entraine que f est ppB

n 2
1. 10 montre alors,que f est ppB™.

Supposons que, pour un j€ { 0,1 .n-1} M(PJ) =0. Qi aura alors a(F] )=0
et grace a IIl.5 M(f ) =0.

Ainsi, en partant de M(f) = 0, on aboutita M(f2 ) = 0. Or M(fX//2) < M(f2 ) "2
et donc M(fX/|/2) = 0.

Preuve du théoréme 2. D'aprés le lemme 10 et le théoréme 1, pour que f soit

pp BX avec af(f) il faut et il suffit que les séries

A1 E (@€-12d EMCA-L
p r &2 p p M p p
soient convergentes.

Il nous suffit donc de démontrer que la convergence des séries

X'2 .2 X, 2
E f p 1 et E fp 1
P P
est équivalente a 1'ensemble des conditions suivantes :
2 X
la série ~ TIEIzZIL est convergente, ) ! (f(p)-1) <oc f(p)— < + o#
P f(pi<2 P t(pt>2 p
Nous utiliserons les inégalités suivantes : si 1
6.1. crx-1)2 < (xX"2 - 1)2 < c2(x-1)2 si x€[0,2].
6.2. cN xX < (xX[2-1)2 <c4 xX si x> 2.
6.3. ,(xX/2-1)-](x-1)]<c5(xx-1)2 si x€ [0,2].
6.4. (xXX"2-1)<cb6 xX si x> 2.
6.5. (x=1)"eN xX si x>2.

Les inégalités(6.2), (6.4) et'(6.5) sont immédiates.

_ A/2 . X2 —1 - (\/2ix—1) ]
Les fonctions — f- et —————— prolongées en x = 1 par
(x-1)2
W
'é et X'Aé respectivement, sont continues sur [0,2], ce qui donne 6.1 et 6.3.

/(X2 i\

On déduit de 6.1 et 6.2 que la convergence de la série 72 —5—— est équivalente
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2 ¢ A
(6_6 (f P -1 < or et c P < or
£ P <2 P &P > 2 P f X
Grace aux inégalités (6.4) et (6.5), la condition C PP < o entraine
fp=>2
X 2
f P 1 <o et c fp 1 < oc
fp >2 P £ P2 P X 2
] . f p 1 t p 1
Alors (6.3) montre que, si I'on a (6.6), les séries C et E p

p

sont de méme nature.

vn « DEMONSTRATION DU THEOREME PRINCIPAL.

LEMME 11 (Daboussi-Delange) [2] .
Soit g une fonction multiplicative tel que. jg(n)j<1l pour tout n,
1) Si pour tout caractere de Dirichlet x et tout u réel on a
rs 1-ke@@X@EPpIL) =
~ p
alors, pour toute fonction arithmétique S ppB, ona M(g.S) =0.
2) S'il existe un caractere de Dirichlet x et un nombre a réel tels que
£ i-3te(g(pmppia) , §
Alors, pour toute fonction arithmétiqgue S ppB, on a
- ) " g(n) S(n) =C xia exp iIA(X)+ o(l), ou
XA i

ia
C est un nombre complexe, A(X) =) Irc"PAP) P—fet lim { Sup A(y)-A(x)}=0.
p<X p X*+m  X<y<x?
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Etant donné une fonction multiplicative f, soit

p(n) = 1f(n) |
mOr 3 t(nM°
g(n)
0 si f(n) = 0.

p et g sont multiplicatives et |g(n) | est égale a 0 ou 1 pour tout n.

Montrons que les 2 propositions (A) et (B) suivantes sont équivalentes

A 7.1. les séries £ " ~ et £ " p N convergent.
2
7.2. PP < oo
4 P
PP 2 X
7.3. 7 PP «m
p> P
(B) 7.4. La série |E 1 XlF;'fP converge
1.5. T2 Ix (p)t(p>-"'12 < - .
\m,<2 p
7.6. JM £ < » .
\m\>2 p

Supposons la proposition (A).

Puisque 11- x(p)g(p) I ~ 2(1- fte [ x(p)g(p)])* on voit Que 7.1 implique
7>7. Y2 UIISIETf < o.

Les inégalités 7.2, 7.3, 7.7, entrainent que

7.8. E | Xpgp lop <o
p
En effet,
<p 1-X(p)g(p)j 1- p@E) ! < il-x(p)g(p)i '1- o(p) |+2_){_ 1°~X
N P pfe P pliP-2 P
] 2 1y2 X
< 1pp-2 I Xp'gp y+2 0p < oo
IE P £ p n )
p[p 2 p1p P2
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Il résulte de 7.1, 7.8 et de l'identité suivante :
1-XEF = 1 -x@a@p@) = d -p(P)EEIE)-D + C-xEIE) + A-p@)
que la série J2 APAPA converge.
Puisque  x(p)7(p)- 1= (p(p) - Dxip)g(p) + (x(p)a(p) - 1), ona :
KO - 112<2 11-p@) B + 21 - x@)I@I2

et donc/grace a 7.2 et 7.7»on voit que
v - Ix(p)f(p)2 <,
m z p
Ce qui acheve de prouver (B).
Supposons la proposition (B).
Remarquons que si, p(p) <2, ona 11-p(p)| < 1-f(p)\(p) |. En effet si
Ix(p)I =1, 1-p@)i=11- [fE)x@E) ! < L-fp)x(P) | si  x@E) =0 et pp) <2,

[I-p(p)| < 1= |1-f(p)x(p) |- Ainsi ona7.2.

L'identité  x(p)g(p)"1 = (I - p(p)) x(P)9(P) - - x(p)p(p)g(p)) et les inégalités 7.5

2
et 7.2entrainent ~ ; IN~XAPAMPIL <». Par ailleurs, puisque * A
tfpj<2 P ptpl>2 P p(p]>2
ona y 1 UI~>pgp.— - donc
p(p7>2 P
7.9 £ N~x(p)g(p>]2 < » .

Ceci entraine que
Tio Q- @@ < -
puisque,si  X@E@E) I=1, ona 2(1-~xX(p)gip™; = li-xkPigkP) 1, ei,
si x(p)g(p) =0, ona (1- &e(x(p)g(p))) = 1= |1 - x(pfe(p) |2 *
On déduit de 7.6 et 7.10 que

7.11 £ p(p)fl-d~(x(p)a(p))] <00>

Duisaue V' p(p)(I -fte(x(p)a(p))) v 1-2x(p)g(p)) —1 p(P)”
A P p fe P o(fe> p

P

X
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L'identité

1-p(@) = - pEL! - -MNE)PE)] + 1- ReO)

et 1lillégalité 7. ii montrent que

7. 12. 1P - - converge

Finalement, en remarquant que, grace a 7.2, 7. 9, 7.6 on a

703, r Ii-."pll[xlpDMpI-ji <o

. 2\ . 2 2
puisque E T PP prglp L« | ' rl):)p, = ICE)QI»PJ
p<p
ey RS
I - P
p P2

On voit que la série | !

FE)'Q'P converge en considérant |'identité

1-x(p)a(p) = (I-p(p))(!-x(P)g(p)) - (L - p(p)) + (I-x(p)f(p))

et 7.13, 7.4, 7.12. Ceci achéve de prouver (A).

Si f est ppBX on sait d'aprés I11.3et 111.6 que p est ppBXet que le spec-
tre de [J est non vide, si le spectre de £ est non vide.

Il réesulte du théoreme 2, que la série E P FI; <1 converge et que

2 X
p P 1 PP <
ErC Ppr <@ C<2(pp < o (;2 ;o<
p *a p pp
Montrons que
() lasérie E '™ %lg P~ converge pour un certain caractére x»ce Qui entraf-

nera d'aprées un théoréme de Delange et l'auteur [2], que g est ¢pB.

(i) Si f vérifie les conditions du théoréme £ est ,pBXet a(f) fo.

Preuve de (i) : Si pour tout caractére x e*Pourtout u réel,

22 "N-"e(™MPYNH P—) _t+«@>alors en appliquant le lemme 11 avec S(n) =p(n)e2irn0!,

on aurait 7lm j- f(n)e27rin0i | = 0 pour tout a €R , ce qui contredit |'hypothese

X rtsx

a(f) non vide.

Il existe donc un caractére x e*un nombre réel a tel que
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,ia
E 1 ngpp <« Montrons que a=0 et que E 'mXiQP est une
série convergente, ce qui prouvera (i).
Soit a€a(f) et S(n) =p(n)e2rTinc. D’aprés le lemme iif ona:
J EZ f(n)e2imci=C xla exp(i A(x)) + 0(1).
n<x
f étant ppB, l'expression - f(n) e2ffin0l  tend vers une limite quand x —»+00 .
n<x
Cette limite est non nulle puisque a€a(f).

Il en résulte que C~/O et que la quantité xia exp i A(X) tend vers une limite ,

quand X -¢ +
On voit que pour tout y > 0, lI'expression ylo exp 1(A(yx) - A(x)) tend vers 1
quand X —+<«>, puisque
yia exp i Ayx Ai yxli: exp. i<A yX,

xexp I A(X)
Comme, par ailleurs, A(yx) - A(x) tend vers zéro quand x -¢ + @, d'apres le
lemme 11 , on obtient que y*° =1 pour tout , > 0, ce qui nécessite que a=0.
Reste a montrer que A(x) tend vers une limite quand x =+ 0.

Nous savons que exp i(A(x)) tend vers une limite quand x —>+>°, et,d'aprés le
lemme 11,que A(x+1l) - A(X) tend vers zéro.

Soit ©E]-#A,~] tel que expi[A(x)-6] tend vers 1/ soit Bn€]-n,n] tel
que exp i On =exp i(A(n)-®)).

Il est clair que 9 _ tend vers zéro quand n —= m», et que A(n+1)-A(n) = 6n+1-0n

n

modulo 2w . Il en résulte, puisque A(n+l) - A(n) tend vers zéro, qu'il existe nQ tel
Que n> n  entraine A(n+l) - A(n) :0n+!l' 6p,- Soit alors e = A(n) - On' On a

e.=¢€

N> €N+l si n>n et donctpuisque On tend vers zéro, A(n) tend vers une limite,
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Preuve de (ii) : Si les sommes ou séries du théoreme principal sort finies ou

convergentes, alors, d'apres (ii) ci-dessus et le théoreme 2, p = |f| est ¢pB*
et a(p) / 0. De plus, g est ApB, g bornée. Il résulte de 111.8 que f=pg est
¢Pb\ Il reste a montrer que a(f) *O.

Supposons donc o(f) =0.

Soit e>0 et Q un polynéme trigonométrique périodique tel que M (|f-Q|)< .

Comme g est fpB et |g(n) | <1 pour tout n, on voit qu'il existe une fonction pério-

diqgue K telle que (max |Q(n) |[dm|g-K| <e et |K(n)[<1l. En effet il existe un
polynéme trigonométrique périodique P telle que (max|Q(n) [Im|g-P|< e >on

définit K(n) ainsi

( P(n) si |[P(n)[< 1
K(n)= ]

-TTOT si IpWi>'-

On a alors |g(n)- K)|s |g(n)- P(n)|.
Ceci dit, on a
M(|f|) = M(fg) = M(fK) +M(fg - fK)

< IMEK) |+ M[(f-Q)(g - K) |+ M|Q(g- K) |

< IM(fK) | +2 M[f-Q[ +/max [Q())M ig-K |

S 3e+ [M(fK)|.
1 N — 1 -
Or - Y™"f(n) KnN=v. K(Y- JZ f(n), en notant N la période de K.
X *=1 X N<X
n=i(N)
Comme cor(f)=0,0ona 1InT 1~ f(n) | = 0. Ainsi MfK)=0 et donc Mijf j<3e
X N<Xx
n=0(N)

c étant arbitraire, ceci est en contradiction avec le fait que a(p) ™ 0.



APPENDICE

A.l. Preuve de II11.7. Il suffit de prouver que "si f ppb, f>0 alors f a une dis-
tribution limite".

D'apres un résultat bien connu, f a une distribution limite si, et seulement si,

pour tout t réel ~ yv2 eZr™™ M tend, quand N » + « vers une fonction cr(t)
n<N
continue a 1*origine.

Remarquons qu'un polyndme trigonométrique réel P a une distribution limite.
En effet, pour tout j entier JXt"dfi"TP,t) = r\1(<ZN p(n™ tend vers une limite quand
N -« + °°, Ceci entraine, que pour toute fonction h continue a support compact
Ah(t)d~(P,t) a une limite quand N - °°, et donc n~(P,t) converge vers une me-

sure p . Il suffit alors de remarquer que pour tout N> 1

1 si t=>sup Pn)

MN Pt n
0 si t<min P(n)

n

pour obtenir que /;(R) = 1 et donc que la convergence est étroite.
D'apres le résultat rappelé ci-dessus cela en particulier entraine que pour
tout polyndme trigonométrique réel P, R E e2nitP(n) vers une fonction
n<N
Mie2 ?) continue a l'origine.
Ceci dit, soit fppB, f~0, et des polyndmes trigonometriques réels tels que

M (|f-Pk )< J .

Puisque, si k>,

M eZT‘l'lth erfItPr < o3yt MP. P < It
k 'r k
. 2ffitPA .
la suite Mle K) est, pour tout t, une suite de Cauchy. Elle converge donc vers

i . . . 2iritP
une fonction c(t) . Il suffit alors de remarquer que,si |t| <1, la suite Mse k



est une suite uniforme de Cauchy, pour déduire que a est une limite uniforme pour
[t | < 1 de fonctions continues & l'origine,et donc que a est continue a I'origine.

Des inégalites :

il £ e2»it!(n)_o(t)]i n ~ (e2lrttf(n)_e2mtPk(n)),

n<N r n<N
1o, 2ultp (n) 2ffitR. 27NitPk
+ 'n 12N e - Me )+ (M (e )-a(t) |,
n<

et

21TitF

1
. e
N IQN
xy C #fn Ppn
n
on déduit, en prenant la limite quand N * +°° puis quand k * +°°, que
™ I D e27ii(n) - o) | =0.
N->»+ @0 n<N

Ceci prouve le résultat indiqué.



A.2. Preuve de Ill. 10. Nous établirons le résultat plus général suivant

Soit g~"O, a”™ 1 et 071. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) ga pp (resp. ¢pB™).
(ii) g pp Btt® (resp. E£pBtth).

Il est clair qu'on obtient Ill. 10 en prenant :

si X"2, g=f, d=~ e* 0=2 etsi

Il < X< 2, g=1*/2, et 8= X.

Etablissons d'abord :
@ la condition (i) entraine (ii).

Soit e>0 et P un polyndme trigonométrique réel tel que
M(lga-P )< e/2°A,

Il existe A tel que |P(n) | < A pour tout entier n.

Soit Q un polynéme ordinaire, (de sorte que QoP est un polyndme trigono-

1

metrique) tel que |Q(u) - (sup(O,u))2a | < (|)°~ pour tout u€[-A,A]. Montrons
que : M(g- QOP I ~ e, ce quiétablira (ii).

On utilisera les inégalités suivantes :
1e |x-y |a < |xa-ya| pourtout x 0 et y~ 0.

[il suffit de considérerai x >y, la fonction t * (y+t)a- ta, qui est une
fonction croissante sur j0,x-y]).
2. (x+y)a™ < 2a”-1 (xft*+ ytt?) si xS0 et yfeO (cela se déduit de la con-
vexité de la fonction t +t%%).

3. |sup(0,y) - sup(0,x) | < ly-x| pour x et y réels (se verifie facilement).



On a :
1 E$
lg(n)-Q(P(n))|<¢<{lg(n)-(sup(0,P(n)))1/,* U|(sup(0>P(n)))V/ 0-Q(P(n)K}
Appliquant successivement les inégalités 2, let 3, on obtient
lg(n)-Q(P(n)) [of,<2%S°1{ g%) - P(n) &t +|(sup(0,P(n)))Vo -Q(P(n))| 05 },
et donc fﬁﬂf@ Q(P(n)) |a )< e par choix de P et Q.
Montrons maintenant :
(b) Si h~ 0, h ppBn (resp. AZpBn), ou n est unentier >0, alors hn est ppB
resp. (ApB).
La propriété est triviale si n=1. Supposons-la vraie pour n=Kk.
Soit h pp Bk+1. Alors h est pp Bk, et donc hk est ppB . Soit e >0
et R et S deux polynémes trigonometriques tels que
(M(hk+1))k/k+1(M( |h-R |k+1)1A+1 < e/2
et (sup |IR(n) DM( |hk-S 1)< e/2.
Puisque
KI( |hk+1-R.S |) <M(hk |h-R )+M( |R | |nk-S |) < [M(hk+1)]k//k+1. [M|h-R |k+1 ]V k+1

+sup [R(n) | M(jhk-S ),

°n a
M|h -R.S| < e,

ce qui prouve le résultat.

Si h était 4pBk+1, on pourrait choisir R et S périodiques,et donc hk+l
serait 1 pB.

Montrons finalement :

(© La condition (ii) entraine (i).
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Soit y = (E(a0) + 1)/a.3 oUu E(a,8) = partie entiére de aP. Ainsi y>1 et

a&y est un entier.

Soit h e Y Ainsi hYest ppBY resp. ipE?®
résulte que h est ppBa”(resp. jipwBaOy); puisque ocBy
de (x que h®®Y est pp B (resp. XpB), c'est-a-dire que
.PB).

Il suffit d'appuqutu uc nouveau (a) pour obtenir que

Ip B8).

De la proposition (a)
est entier, il résulte

olB

g est pp B (resp.

g est pp B~ (resp.
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SUR LES FONCTIONS MULTIPLICATIVES AYANT

UNE VALEUR MOYENNE NON NULLE.

Hédi DABOUSSI

l. INTRODUCTION.

1.1. Une fonction f IN <€ est dite multiplicative si £(1) = 1 et f(m.n) = f(m).f(n)

toutes les fois que (m,n) = 1.

1.2. Une fonction f:N * & a une valeur moyenne non nulle si et seulement si
la quantité ¢ ;2 f(n) tend, quand x -*+ °°, vers une limite non nulle. On notera M(f)

n<x
cette limite.

1.3. Un théoreme de Delange [4] affirme que si f est multiplicative, |[f(n) |< 1,

alors f a une valeur moyenne non nulle si et seulement si la série S f PP ! converge

00 1:2|( P
et 1 C 0
&1 oK
1.4. Elliott [6] a montré que,si f est multiplicative, et satisfait aux conditions suivantes:

(i) Mm 1 12 Ign) 12 < +007
X X N<X

(i) f a une valeur moyenne non nulle ;

alors les séries suivantes sont convergentes

2
fp 1
B PP 13 If PP
P P

k 2
If
S C Pk
P k>2 P

et, pour tout nombre premier p 1 |E tE 0,
K=j P



Réciproquement, si ces conditions sont satisfaites, alors f et |f| ont une
valeur moyenne non nulle.

Delange et lI'auteur [2] ont donné une nouvelle démonstration de ce résultat,
et ont, indépendamment, montré que ces conditions impliquaient que f est limite pério-

digue B2 [5,1].

1.5.  Nous allons établir dans cet article le résultat suivant, qui généralise celui

d'Elliott.
THEOREME 1. Soit X > 1, et soit f une fonction multiplicative vérifiant :

1 iin ()X < + °°»
xw+@ n<x
@ lim ' existe et est non nulle.

X +mMX N<X
Alors

(3) la série B -R-~3 est convergente et on a

f
rz JETEN <+ » | C Fl; < +@
1f(p)Is3/2 PR >32
B (E o<+ o
p "2
(4) pour tout nombre premier p, la série 1 kE-I f::k est non nulle.

Réciproguement, si la condition (3) est vérifiée alors f est limite périodique
b\ et en particulier M(f) et M(|f|X) existent. De plus, M(f) est non nul si,et seule-

ment si,la condition (4) est vérifiée.

Remarques.

- Le nombre 3/2 du théoreme peut étre remplacer par tout nombre positif.

- Notre méthode est essentiellement différente de celle d'Elliot.

Elle consiste a etudier la série de Dirichlet de la fonction multiplicative et, en

ce sens, est plus proche de la méthode analytique de Delange p~]



Nous allons en fait, démontrer le théoreme suivant

THEOREME 2. Soit X> 1 et f une fonction multiplicative verifiant :
iX

5) D i n,s < o pour tout s> 1.
f X
@ lm 715t N A<w
s s n
@ lim  gs Tpf 2 existe et est non nulle,
s- s>l n

Alors la conclusion du théoreme 1 subsiste.
Il est facile de voir que les hypotheses (1) et (2) du théoreme 1entrainent (5),

6) et (7).

Ainsi le théoreme 2 implique le théoréme 1.

I1.1 Nous démontrerons d'abord le théoreme suivant

THEOREME 3. Soit f une fonction multiplicative réelle ou complexe. Soit X>1

Supposons que

fi(n; X
(8) £ L <o pourtout s> 1
n
X
(9) im Lg 07 A<
s-1s 1 ' n
. 1 fln
10 lim c™ E > 0.
(0 s ks 1 V™ n®
Alors
() c [t(p)p 112 <
Wp) b 32
X
P 2
et pour tout p premier, la série
oc r
fp
(13) L E p

est convergente et est non nulle.



On montrera ensuite qu'en remplacant I'nypothése (10) par (7) on pourra

ajouter aux conclusions que la série D -p”™~  est convergente et que

r X
£ C f P < 400
P r>2 |Dr

Nous établirons a la fin une généralisation du théoreme 2 .

. 2. Notation.

La lettre p désigne un nombre premier,

p |n signifie "p divise n"

p/n signifie "p ne divise pas n"

pMIn signifie "p3|n et pM1jn".
1.3. LEMME 1. Soient U1 Y2, U, et v.j,v2,... vn ... des fonctions a
valeurs complexes définies sur un ensemble S.

Supposons que, pour tout m€EN et tout s €S,

Jun(s) ] sUm’ Ivm(s)- um(s)]- Vm

ou Um et Vm sont des nombres positifs vérifiant :

2

£ U

m m

Alors le produit infini

x vV
TT (14U (s))e m(S)
m=1

est absolument convergent pour s €S. De plus il existe une constante C telle que

pour tout ensemble E d'entiers et tout s €S

ITT (1+Um(s))e_vm(s)| <C.
mEE



_________ -vm(s)

wiils) = @ + um (5))e -1
Les fonctions ((1+u)e"u-1)/u2 et (eu-1)/u  (prises égalesa -\'2 et 1
respectivement pour u =0) étant continues, il existe M tel que :
|(1 +u)éu-1 | <M|i* et leu-1|<M|u| pour |u|<T.
Il en résulte, en remarquant que :

-u () u (s)-v (9) U (s)-v ()
wm(s)!< [((I+um(s))e m -1 lie m m +le m m -l

I'inégalité,
_ u(s)-v el
IV s)I™ Mlum(s) I e m m + MJum(s) - vm(s) |
AMWm,
ou W =fgm VR*
On a
@
E IWJ) < Me2TDU2 +M S V < +0,
m=1 m m

et donc le produit infini T{1+wm(s)) est absolument et uniformément convergent

pour s6S.

114 LEMME 2. Soit a >1 et ZE<C.

La quantité |zja-1+«(1-Re z) est positive pour tout z complexe.

De plus il existe des constantes positives ¢ c¢2> ¢ et ¢ ne dépendant que de a

telles que

(14) si 12! <3/2, c”z-l12<l1z'a -1 +a(l-Re z) < c2|z-1|2

a» si jz! > 3/2, 3Vl <iza-1 + a(l - Rez) < caV

0

Preuve. Posons z = :ceI avec X" 0 et OER.



Pu, ~ xw-|+a - ax cos 0 ™ xu-1+ a - ax, il suffit de remar-
quer que la fonction définie pour x SO pai x x*+a-1- ax est minimale au
point x = 1, ou elle vaut O pour obtenir que xa-i+or -axcos 0”0 pour tout
XSO ettout O€R.

L'inégalité (1" est immédiate.

De méme 1'inégalité (& pour x€ 0 12 puisque chacune des fonctions

X > |xeN - 1|2 et x*xtt- 1+ a-ax cos 0 est majorée et minorée par des cons-

tantes positives indépendantes de 0 pour x€ [0, V/].

Soit alors x€ 12 32 La formule de Taylor montre qu'il existe h€ Jo, 1]

tel que

xa = i+a(x-i) +-5ii|"(x-1)2 [i+h(x-1)]a_2.
Ainsi

a

X~ 1+a-axcos 0=ax(1l- cos 0) + a-2

a?-l x—2 1 h(x-1)

Puisque 1+ h(x-1) €1v2,32[ et que (x-1)2 + 2x(1 - cos 0) = jxel9-112, ona, en

prenant, 5
oomd agt 194 aal g &2
1 2 2 2 5 2 2 5
a- - a-
a aa-l 1 aa-l 3
Cé max, = 5 2 2 2.

M x el®- 1|2 <xa +a- 1- axcos 0 < cE |[xen-1 |2.
I1.5.  Supposons que f satisfait aux hypothéses du théoreme 3.
Soit ,,=5 et ao=1-¢ .

Montrons, d'abord, que I'hypothese (8) entraine que

0° i/ F\i
(16) B(YZ, N @ Peur s>1cet e€[i,X
r=1  prs
7) Ti(¢2 "Mrr? ") < @O si > a
p\r=2 pra / 0

Si a=X (16) découle de (8).

Si a <X l1linégalité de Holder entraine que

ra @ r X a/ X X a

™

fp < fp
1) D :
P r[:)l p'® (P r!-] D"

o0
T8
>



7.
00

et donc (16) se déduit dé (8) et de la convergence de la série W 1~) ~—> P°ur s> 1.
P\r=1 prS/

D'autre part, soit g(n) la fonction multiplicative déterminée par

r 0sir=1
gP’ _
1sir>2
00 r
Ainsi £ C g?y <o pour y > I, etdonc
Pt=1 p

(18) £ 9" < w pour y>12

ny

Soit a > a, On peut trouver 2 nombres a et b tels que atb=a et a > »

b > 21m L linégalite de Holder montre que

A g(m)f(n) | A e, |f(n)|XJI/x 1 g(n) J/m
—nnt- n I R

et donc B g(n);(n) <o grace a (8) et (18). Tenant compte de la définition de g,
n

on obtient (17).

@

I1.6. Pour tout p premier, la série 1+ 7—>f(pr)/pr est convergente d'apres (17).
r=1

Nous allons voir que les hypothéses entrainent qu'elle est non nulle.
Pocens, pour s >1,

F(s)=B * et F (s=c "
n p pin n

L'inégalité de Holder et I'hypothése (9 ) donnent
. 1 if(n) ® : n
lim S lim Ti A
s* s>1 ¢© n® s4 s> ©S

pour tout a€[1, X[

Par suite, puisque |F ()| <D ~~ ",
p n5

0) lim L r s < AVX

s1sa 9 P
Mais, pour s> 1,



P =l p° rn n
00 r
C ffs Fis F_s
r=1 p P
Ainsi
fip' i
1 (s F_s s Fs
r=1 p P r-1 p
et donc
0 -/ A / A\

;1B M. IK(s)l= H+C o om Mg FRS)™

Il résulte de (10) et (20) que :
IEA|W A |L+£E10].
r=1 p =1 p

00

B étant non nul, cela implique que 1+vYz fOr) 0 et prouve donc (13).
r=1 pr

I1.7. Soit a6 [I,X[.Ona:
@1) p P, <o
En effet :

si X”2 a, cela decoule de (16).

Supposons a <X<2aetsoit €1]1, 2a-\ fe

De (16) on déduit I'existence d'une constante c”* telle que [f(p) |X<c" pa 1.
Ainsi :
20t-X ~  [20i-A\
D [Ep) R p"2" cT1” C [f(p) [Xp 1
P P
Il suffit alors de remarquer que 2 - 2 Q—) > 1 pour déduire (21) de (8 ).

11.8. Pour s > 1, posons

»9) n[(u£ I|u1d Ljexpl’\ *]

r=1 prs
uw. £ gpr)-KPr-J
P Kk X Prs
Vp 5 flp, . 1

P



Ainsi Js TT 1l+u_S) exp- v_s,
P 1

P P
P [ r
r=1 P
r
fl f
VoT2.n I:)r F;
P r>2 p P

Les inégalités (16) et (17) montrent que :

Z3\V/p ¢ *°, ce qui entraine que
EVp<*“.

Et, puisque U

< + f(FM
p Vp P on a

EU2<3 EV2+3E T 2 +3D -i
P P

< +m d'apres (21).
En appliquant le lemme 1, on obtient que W(s) est absolument convergent
pour s > 1 et qu'il existe une constante c telle que, pour tout ensemble F de

nombres premiers distincts et tout s> 1 on a

0o P
(22) T 1 ﬁ kP L exp 1 Refp <C.
(=

pEF pre p° pS

De plus W(I) est différent de zéro.

11.9. LEMME 3. Soit E un ensemble fini de nombres premiers, k un entier et

a et X réels satisfaisanta : 1< a < X.

Supposons que la fonction f satisfait les hypothéses du Théoréme 3¢

Alors, il existe une constante D(0" ne dépendant pas de E et de k telle que

a 1 1-Ref(p)
P D(a).

k r
0) ™ 1 E [ ; 1 exp a
pth r=1 ) P

Preuve. Soit h”(n) la fonction multiplicative définie par :

f1si p¢E
hF(P )=4 ro 1
(0 si pPE
On voit immédiatement que pour s > 1,
f(n)h_ n 0 r
E fip
£ S T 1+ (s



On en déduit que :

f(n)h (n) ® r
f(s)=(b — rr + iEJ.),
&)= n )p€E ° r6:1 prs)
Comme, a cause de (13), quand s-*1, le produit
® /W
T ( I1EJ)

p€E r=1 plb

tend, vers le produit

@ r
T 1+E *P
p€E r=1 p
qui est non nul, on a :
. o f/.n : £(n)h,_,(n)
f) = N —_— -
Ilin rsr|F(s)I gEl(l N ) & CP nI 1.
Ainsi
t f(n)h (n) - (00] rv-i
(23) im J-, IE-—J | .BITT (1+C .
s-*1 n -p€E £1 pr J

Si ac[1,X] etsi s>1, on a également

e LA, g4 ﬁte L|§§S

N------- pIE
et donc
r |f(n) |ah (n)- ® | r ia V,a
[ 8% tt a+c «en) =EIML
n p€E r=1 p n
Par suite, pour tout entier Kk,
[f(n) 1"hAIn) - kK if, ™A .. .a
—————— =2-7 n (1+E Jite2L)<s JM 1.
L n J p€E r=1 prS ns

Il résulte de (19) que

[f(n)| h (n) <yXr- / k i.ru“ --1
(24) mar.-—-——— -N- . <a7X[tt (1+c ~fL )
s-1 n p €E r=1 p

Soit a€]l,X] pour s>1,ona par l'inégalité de Holder

f(n)h,,(n) 1 |f(n)]ahF(n) YVa h,,(n)

;=)
n

[C(3)]'L 25——— 1— |<(¢c(sr 1D ——- g I—) (cis)"l!

10.

1-Yex
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Il résulte alors de (23) et (24) que

1 1
- ) U ra a le
1 % IP ) l < A X rr 1 E f P ' n 1 1 a
pr r- p €E r=i P pfE P
. 1 E 1
uisque tend vers TT
PURARE 25 D n® p €E P
Ceci peut s'écrire :
a A
Kk r < fpf a
In fp L2 1 cfP 11
c o1 AR RN

p€E r=1 P

Multipliant par TT exp(a IzBéiiEI) il vient
P«E

N, =g Kgr -1 lepa 1~Ri() s
< AYBTX 11t C |&U 1(1- J)eml—lﬁ(p)

p€E r=I

Il réesulte alors de £2) que

T [l ITTFE 1 - 1-R
oEE [ +§:1 'p La] <, 5p> exp(a Ioet(|o))

< D(a)
ou D(a) =Att/X B_a Ca.
11.10,

Prenons k = 1 dans 1linégalité (I) du lemme 3.

2
Puisque log(l+u) » u-u si u%H- 1/2, on déduit

r—v If(p)l -1+0- ORef(p) r—» If(D)| y-V 1
pEE p TPfE p T pEE A
<log D a

pour tout af] 1, % .

IC) i

Comme,d'apres &1), £ -—-- " (0 on voit que



f(p)\a+a-1- aRe f(p) (1
Ve p
ou 2a

D”(@) =log D(a) +D 'fP'2 + 'D\-
P P

Onremarquera que D”(a) est une constante indépendante de E.

Pour x>0 et OPR, la quantité x“+a-1-axcosO étant positive dlaprés le le.fi.ne 2, ii en

résulte que
D fpP ® a-l-aRefp _
Y
En particulier
y - f(p) I°> g-1-aRef(p) <M
et
r-* If(p) |]a+a-1-aRet(p) <
f(pT>32 p

Ceci entraine d'aprés (14 et(l5 que

y" It(p)-1 2 <«

\'m VA2 p

et
fP i((
(25) £ P < @ pour tout 1< oc<X .
ifip >32
Il nous reste a montrer que
X
«P <

C
fip >3 P

Reprenons l'inégalité (I) du lemme 3 avec k=1, E = {p <y tel que If(p) | >"/2j

et a = X, ce qui donne

N (i+IEIENN)(-0)exp (xIMIE)) <bex).
p €E p

Or, d'aprées (25), les séries
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y— i et A if(p) 1
[f(pTI >3/2 p [f(pi! > \ p
sont convergentes, et donc le produit TT (1- -) expfX 1' RefiP') est
If(p) 1> \ P P

convergent.il est non nul ayant tous ses facteurs non nuls il en résulte que

(. Jie) s da.>

p€E P
ou
-1
D(X) =D Tt (1= exp x® ReTE)
L) \»2 P :
Cela montre que
P If(p) 1 <+ oo
> p

et acheve la démonstration du théoréme 3.

1. Démonstration du théoréme 2.

Soit f vérifiant les hypothéses du théoreme 2. A fortiori f vérifie les hypo-

théses du théoréeme 3. Il nous suffit donc de prouver que la série £ —4 converge
et que C. "Pr 'y °#
a IB'|(>2 pr
fip-1

I11. 1. Convergence de la série D P

Nous utilisons pour cela la méthode classique de Delange [4].

Il est immediat que, pour s > 1,

1 —f(n) _tt/t.y-y f(pF)-f(pr
“W - p a1 prsel

le produit étant absolument convergent pour s > 1. Ainsi

1 fn fip -1
S eX !

D'apres I'nypothese (7) on a
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lim @) expe PN men  on Mp e 0.
P

s-*1

D'apres le lemme 4, H(s) tend vers W() f 0, quand s *1, et donc

Um exp- £(p)-1 M)

Il en résulte que D f() 1 tend vers une limite finie quand s tend vers 1,
P

Posons a(u) C Uﬂ P’Pl et montrons que <§—r) - £ TIEIzI tend vers zéro
P<€ o | C5

quand s tend vers 1. Posons a =s-1.

Pour o >0, ona:

) @
0L Tetay

P 0

Ainsi
00
1 -
a1 T)fps S etaclr ar; o(t
P 0 pour tout t,
Il nous suffit alors de démontrer que\ e~Ta(”) - a(-")J tend vers zéro

quand a tend vers zéro et que son module est majoré par une fonction

de t intégrable sur (0,°°).
Soient y et z réels satisfaisanta 0 <y <z. Gna

f(p)-1

a a 2)
Y eY<p<eZ

Notons Ej = E~(y,z) =|p tel que e"<p< eZet fp <32 et
E2 =E2(y,z) =-[p tel que ey <p<ez et |[f(p)|> 32}

ona - av) - az) < E ™1 g [f(p)-
peE, P prE, P
Or

11

f(p)-1 f(p)-I 2
E < '
pEE P pEE LT pEéE .
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X 1 1
1 <; ¢ ) "X L
P P
PTE, pCE, PEE,
Remarquant alors que 77 p< (log\ +cJ ou Q-est une constante
ey<p<ez p y

absolue, on en déduit que
_ H _ t)_l_ + 41 H 4) '+ L\
Wy)-«(2) |£ (p%EI () 112 )\ (Iogy 9 1/2 25€CE2J||#£)|-X) % g e;)" \
Ainsi grace a (11) et (12) on voit que |a(")-a(”) | tend vers zéro quand a

tend vers zéro en tout point t, et que
1

1
U (3)-a(l)|< crlog [t +c5)2 +c7log t ¢ =

°uc 6: (\ﬁ’]<7/2 iI(P>FjL|2)'/2 et c\ = (r(é,ﬁz iM JI)W Les fonctions
f 1

e Mog It|[+<M)12 et e *(log |t|+c”) A~ étant intégrables sur [0, +<»[, nous ob-

tenons le résultat.

I11.2.  Convergence de la série ﬁé |f(ﬂ? X -

Notons *(p) = Inf( f(p) ,3/2).

Il est facile de voir que la convergence des series

ys f(p)~1 = If(p)~1.2 ej IE(p) |
p ,if(pTr<3/2 p if(pTi>3/2 p

entraine la convergence des séries

*
fRXletEEPll
s)

£ P

En effet, puisque

J“s *()-11=1 J2 - <+«
|ffei>3/2 P 2 IffpT1>3/2 P
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X
ot f(PI)D'l <2 f(p) or on obtient que la série
f pTT>3/2 f(p) :>3/2
tt
f P)-1 &= FP)-1 converge.
I1f(p) 1<3/2 P p) 1<ar2
L'inégalite

clif(p)-1)2< If(p)IX1 + X(1-Re£(p))< c2If(p) - 12
X

si [f(p) i<3/2, entraine alors la convergence de Fpoa et finalement
£(pjl <3/2 P
de £ * ~1 puisque
Y2 iLip)-- 1i = rg)%i] <.
\t(pf\>3/2 P 12 |f(pd,|>3/2 P

Mais, pour tout p ettout s> 1 ona

1+ ol M={1+5 () ) -

Alors, étant donné k entier £ 2, on a pour tout p et tout s > 1,

@ rX tt X Kk r X tt
o TR T T A A LT P
et Prs PS = IDrs PS = I:)rs
Comme, pour x> - Al, log(l- +X) "x-x2 on en déduit
O - i KAUTPAO0Ju ")) 1 A
p r=1 p r=2 p p
ftt,PZX .
PS
Il en résulte que, pour s >1, et y quelconque " 2,
a X k r X
1 f(n) if(c
) (_1‘, > 1T 1+u E s
n p/\y r=2 P
tt * 2X
expl & IP 1 D f P +1
s 2
P P
D'ou
u r X X A X
If p 1 f(n) P 1 fp- 1
r rs ) cW D oS expl E P2 L PS

iX
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Prenant les limites supérieures quand s tend vers 1 on obtient

C <E
p<y r-2 P

Faisons alors tendre k et y vers l'infini on a

O(E Mi1L) < .
p r=2 Y

IV. Nous pouvons géneraliser le théoréme 2 ainsi :
THEOREME 4. Soit X> 1 et f une fonction multiplicative vérifiant :

(26) D --~g' <+0° pour tout s > 1,
n

(27) S};i BIS,TS It(nﬁs|x < ‘-
Il existe deux entiers 2,k tels que

@8) lim JL-. J2 fini.
s*¥1 n~ (k) ns

existe et est non nulle.

(29)  Alors r 1lexiste un caractére de Dirichlet tel que les sommes ou séries

suivantes sont finies ou convergentes :

Xi(p)f(p) ~1 | X-(p) f(p) - 12
E p ’ iIf</ris3/ p

A If(p) 1 y\ l iH(pr) \
k20 p > p'ht m "
(30) De plus, pour tout p premier ne divisant pas (Ck)

X.(p)kf(pk)
1+ C — il est non nulle.
k~1 p

Réciproquement, si les sommes ou séries ci-dessus sont finies ou convergentes alors f

est limite périodique B

exp [«



Notons ?= C'd, k=k'd avec (ki1, ?") =1

Soient a et b les fonctions complétement multiplicatives définies par

(1si pld M si pjd
=< , b(p) =1
(0 si p|d 0 si pid

On voit facilement que n = ?(k) équivaut a :

(nld,n2)=1 et = ®'(k").
Dés lors :
f(n) f(nid) f(n )b(n )
n=£K n nl V{k") n2

f/n\ . f(nld)a(nld)x(n1) f(n )b(nJIx(
xC, T =il T XBE 15752 "”é)

n|$(k n N Xmedk' ni nl

Comme en I1.3, on voit que
Z2 "< @ P°ur tout P premier.
rel p

Ainsi: v2 -MellLélL-L£ £ Ifpl<0C.
P»r pr pld rS"l pr

Il en résulte que :

et donc

.2 y ' lt(ma(n) !, +ce

Nous allons mertra* qu'il existe un caractere

1 f(n)x -.(n)b(n)

- existe et est non nulle.
SQR}I Lﬂj S )I N _____hs _______

modulo k', et un seul, tel que

Ceci entrainai que la fonction b

puisque b(p) D) 1= 1 sauf pour un nombre fini de nombres premiers, Q'

les sommes ou séries suivantes sont finies ou convergentes :

:n=n"dn2 avec ain”l) =b(n2) = 1,

f vérifie les hypotheses du théoreme 2, et donc,

18.
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x/ p)f(p) -1 Ix/ pW - i R2
B p 7 j«8W2 P |
\ N\p)! AN r—  If(pr) I”
m\ >\ p ' ixeéribPH n2 A
PP x pH
De plus  1+C K P est non nulle pour tout p|d. On montrera alors que
P
£ J2 U(pr) X <ce
Ix,Ip)|b(p)=0 fe> pr

Considérons les quantités :

M * |b X(n)fiMns|.
s-1 Q) n

Si elles sont nulles pour tout caractere x modulo k', on déduirait de (31)

et de (32) que :

s-1 g@;n%(k) " =0-

I y a donc au moins un caractere modulo k', pour lequel la quantité
plus haut est non nulle. Supposons que ce soit encore vrai, pour un autre caractere

X2 modulo k'. On aurait, en appliquant le théoréme 3 aux fonctions b xJ et b x2f,

Ix/ pWpH 12 jggjiXx
ipfi s 372 P - jeri>3»  p

i”(p)kp)-112
WpTV32 5

puisque, sauf pour un nombre fini de p, |\j(p) I b(p) = Ix2(p) Ib(p) = I»
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Ces inégalités impliguent a leur tour que

Xi(P)e () g
C : - - TTTTTT < (D et T2 P or
1/2< [f(p) i< 3/2 p [f(pTf<1/2
If
Comme, d'autre part, ‘D' 1 < entraine que Y’ - <@
if(pTl >3/2 P f(Ar>3/2 p
I X, . .

on voit que £ --3(.-5.'[’.2-_:;_2_(_‘32____ <+ o

Mais, si X{t X2> existe m premier avec k' tel que x”m) " X2(m)* si
ps m(k') . Ainsi :

IX*p)- >"(p) i = le(m)-x2(m)t€1Jc >0 et comme 2= +of, ona

IX1(p)->"(p) 12 P=m(k )
L) ——— =+ °°, ce qui est contradictoire.

Ainsi pour tout x modulo k' X £ Xj >

lim -U S ~ntinb(n) =0.
s 1 ck9) n

L'hypothése (28) et (31), (32), entrainent alors que :
1 Xi(n)f(n)b(n)
(33) lim S— y A
s-*1 c¢ls/ n

existe et est non nulle et par conséquent la fonction b x~f vérifie les hypotheses du
théoréme 2.

Montrons maintenant que

Xifpzlb(p)zo g, < @

Peur s > 1
o f(n)x,(n)b(n) [f(n)x,(n)b(n) 1*
tTY e A e 1- (TO B ------ A oeeee > e

Ainsi, (33) entraine que

[f(n)x..(n)b(n) |

lim jrrrr C >0.
s *1 ¢{s} n
Or, . X
1 m - Xq Wb(ni T 1e T 1 fin X
C(s] nS x,0biDy=0 ~ r21  p'S TW n
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et donc

I E tt rB+£ wp'v X1 <
s»l x/ pM p™O r>1 p

X
X fn xqn)b(n) -1
< dim 49D T2 dm o Lo
s»1 CTS) n gxq IS n

qguantité finie d'apres (27).

On en déduit le résultat désiré.
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ON THE DENSITY OF DIRECT FACTORS OF THE SET OF
POSITIVE INTEGERS

HEDI DABOUSSI

1 Introduction

Let A and B be a pair of direct factors of *, that is a pair of subsets A and B
of N* such that every integer ne N* can be written uniquely as n = a.b, with aeA
and be B. Let a and P the arithmetical functions deiined by:

1 if neA (I if neB
*)_ | -
«()= o if neA M9= 10 ir nse
It is easy to see that A and B are a pair of direct factors if and only if:
@*/?)(«) = 1 forevery ne N* €N

(where a *p means the Dirichiet convolution of a and /?).
We shall give a new and easier proof of the following:

Theorem. A |f]| heBl®b < 00, then

lim —Yl
X-* +00 X é\

i
A
existsandisequalto (X»eb 1/7) 1.
(B) //£,, «b1jf>= +o00, then
lim — ~ 1
x->+00 X
ae A

exists and is zero.

Remark. Part (A) of the theorem has been proved by Saffari [2], part (B) has been
proved by Erdos-Saffari-Vaughan [1].

2. Definitions

Lety > 2 and let uy, vy be the completely multiplicative functions deiined by:

1if P>y VJ,),_11 if P<y
WO o it pey 10 ifpsy
We have:
(w*w)(/fi) = 1 for every nehJ* )

Received 13 July, 1977.
[J. London Math. Soc. (2), 19 (1979), 21-24]
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It is easy to see that £ vy(n)/n is finite and

lim — Ay uy(n) exists and isequal to (y ML 3
Let dybe the arithmetical function defined by
xy(n) = (w.a *Wy)n) =~ vy(d) a(d) uy(n/d).
d\n
Set
Ayx) =y ayn and A{x) = *g(w).
3. Main results
Lemma 1. The limit
o1
lim — Ay(x)
X 0 X
existsfor every y A 2, and is equal to
Proof As
Nvmman) N ov(n
> ()a()<_> ()<oo and lim — / uJn)
-w /1l Nt X-»+00 NV (-,::1
exists, a classical argument shows that
fim LAk Mn > e d s wp
X

Xt +00 X x*+@—4  d
drx
exists and is equal to:

wOV'L VW0
(¢ 7) 2 —— = @

Now, vy being completely multiplicative, we obtain from (1)

vy(n) = (y.a *wy.p)(«),  andso (5)
2 w)-_ " cw@x ~ w(mPM)
n n n (6)

We deduce the lemma from (4) and (6).

Lemma 2. Foreveryx~ 1 A(x) < Ay(x).
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We first remark that:

N <) is equal to 0 or 1for every me N¥*, (7
beB
because there is at most one beB such that mbeA.

In fact, suppose that there exist beB and b'e B, b ™ b\ such that mbe A and
mb' e A ; then we should have mb = ae Aand mb' = a'e A, and so a.b' = a .b, which
is impossible by the definition of direct factors.

Proof of Lemma 2. From (2) and (5), we see that, for every neN*,

(vyoc*vyp *uy)(n) = 1,

which can be written:

2 vy(a) vy(b) uy(c) = 1

abc=n
aeA bcB
Thus: 2 2
Mx) = £=a(«) vy(a)vy(b)uy(c)
nhx aeA he6B
abc-n

Ax) = 2 vy @ vyb Uy C a abc

abc
aeA beB

| | y
Aix) = "Mvijia) N ulc) I A vs(b)a(abe) 1
<t<x c~x/a \ b~x/ac J o,
aeA N\ \ fteB !/
Now,

2 a(aoc) < N afaoc) < 1

b <x/«c beB

beB

by the preceeding remark (7). So

A(X) < 2vy(°} | 2 ly
J

A X
\c""x/a
a€A
Proof of the theorem. From (1) we deduce that:
2  A(x'b) = [V]
b7
and therefore
A{x)+ A{xjb) = [X].

b<ebB(=Zx
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It follows from Lemma 2 that:

M- "~ ayxib) ™ M(*) < Ayx)- 8)
1<K x
Now consider the case when £ beBl/b = + 00. Then Lemmas land 2 yield

Edajv&s§r

X->+00 X n
and, by makingy -* 00, we have
K ~-0.
x—+0 X

In the case 7 ... s 1'n < @ (8) and Lemma 1 give

L /YA Fm A& <A%< yrpeee- S 1T p— :

¢ -t |*-» +00 X *-»00 * »=»00 X
\w/
or .
B A0 A y
! . X X
1- »g 1 lim lim " )
B \b*B b X X \bmB b

Making y tend to infinity, we obtain:

-i
214) tim A EmA(X) 2I,b
JorB

X «e00 X
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ON THE LIMITING DISTRIBUTION OF NON NEGATIVE
ADDITIVE FUNCTIONS.

H. DABOUSSI

Let A be a set of positive integers and let for y 2

A(N)= vz 1-
n€A,n<N

Let f be an arithmetic function and define for N~ 2

FNAD = ATnhn N nea 1
f(n)<t

When A is fixed, or A=IN we write simply F~it).
We say that f has a limiting distribution on the set A if there exists a non-
decreasing function F satisfying lim F(t) =0, Ilim F(t) = 1 and, at every conti-
—D t-»+@
nuity point, t, of F, FA(t) tends, when N 4 +«< to F(t).
ErdSs Wintner [2] showed that an additive function f (i.e. f(m.n) =f(m)+f(n)

for every coprime m and n) has a limiting distribution on the set of all integers if

nd only if the following series converge

f(p) \— e r— 1
nferisl p > nwisi p 7 uwl>1lp*

Katai* [3] proved that if these series converge, then the additive function f has a
limiting distribution on the set {p+l | p is prime).
Elliott [1J proved that if f(p) "0 for every prime p and f(pr) =f(p) if r ~ 1

and if f has a limiting distribution on the set {p+1} these series converge.



We shall be concerned in the following with non negative additive functions (i.e.

f(pr) £0 for every prime power pr).

THEOREM. Let A be a set of positive integers satisfying

*

_ : 1 : , : o>d

i for every deN lim I exists and is equal to

(1) woe AN g EZ d
n€A

(i) ® is a multiplicative function satisfying E ET Jip <o

p r22 |3r

Let f be a non negative additive function satisfying

vV 1 f(p) COp) + r-—> to(p) N +"
o< ffei p 1I<E(P) p

then £ has not a limiting distribution on the set A and more precisely

lim FN({) =0 for every t.
N-»+»

COROLLARY 1. If A= (pt+1>andif f is a non negative additive function satis-

fying £(p) - .00 or J N1 =@ then f has nota Iimitingc distribution
o<f(p)<1 P - 1%)P — e
on A and Ilim FN(t) =0 for every t.
N»oo N

This corollary contains Elliott's result.

COROLLARY 2. Let A be a set of positive integers such that

iiEN>o0.
. . . ) . ffo) 1
If f is a non negative additive function and if +0 or ;, 00
o<i(p)<l P 1<fip/ P
then f has not a limiting distribution on A and Ilim FM (t) =0.
N0 INVA

Proof of the corollaries.

Corollary 1lis immediate by remarking that for every d€]N jnl-*
p+l <N
dlp+1

1 that is  03(d)

tends to
<p(d) W

where < is Euler's function.



For the proof of corollary 2 let FM A(t) = aliv ) ' 1 and
aU ' n<N,n€A
f(n)<t
N> o= f* C . From the theorem with A = th we see that lim FEN() =0. As
N n<N N-*°
f(n)<t

FN,A({) " wT) FN(t) Weget IlimFN,A(t) =0 £or every t°

Proof of the theorem.

W first remark that [ ©P) 1-Pe ®_g this is easily deduced from the following
inequalities : p
O-l/le)t < l-et<t if 0<t< 1
(1-1e) < l-e-t< 1 if t>1

and the hypothese on f.
For y ~ 2, define the non negative additive function fy by

f(pr) if pr<y
fy(pr) = for every prime power p .
0 if p >y

Let gy = efy = where fj, is the Mobius function. Clearly gy is multipli-
r r-1
cative, gyp e P -efYP which shows that |gy(pr) 1< 2 and that
gy(n) =0 except on a finite set of integers Sy, say :

Let ny A gygn) coin) then one sees easily that

ny TT 1 1" P i) o P dp'
wf(r) pry i 22 ¢
As C 1€ D) and e 12 Up <o we get lim ny o.
P r>2 Pr y-»00
P p
Now, as e y(n) gy(d) we have
d|n
1 -fy(n) 1
e rz gy(d) 1
AN r?<N d€§y A(N) n<N

n€A n€A,d n



i 1 -fy(n) gy(d)favid)
and so lim e D
N-»00 A(N) ﬁ(N d ny
n€A
Remarking that

e f(n) =TT e-fpF) < T e-f(pF) =e_fy(n)

pr |In pr !n
we obtain p ~y
: 1 -fn
lim . e <n
N “»00 MN] n<N d
ntA

and by taking the limit when y »» we get

™l RSO

As n€A

miL Y2 e“ln)=\ e"X<dmn
A fefc 0 N

n€ A
and for every t
QXdFNW 2 e'tFN<)
we obtain
lim FN(t)=0
N-»00 IN

and so the theorem.

REMARKS.

1. In our proof we have been guided by the following and easily proved result :

The non negative function f has a limiting distribution on a set A if and only if
SO e*"at dFN(t) tends, when N tends to infinity, to a function G(a) for every a~O

and G is continuous at a=0.

2: If A satisfies the hypotheses (i) and (ii) of the theorem and if h is a positive

multiplicative function such that [h(n) | < 1 for every n and g up 1-Php -
P

00



1

then FX(t) = 1 tends to
N AIN) n<N7h(n)<t
foif t<O
F(t) = < for every t,
[1 if t>0

so h has a limiting distribution on the set A.
In fact we need only to show that for every integer k£ 1  Tim Yy~) (h(n))k=0.

Al ' n<N
Define for y *2  the multiplicative function hy by

h(pr) if pr<y

hy(pr) = .
if pr>y

then h(n) < hy(n) and

lim aws ¢ hy(m)k= TT (i - + hy- (pr>; hyk(pr' 1)Mpr).

o AR Cn (Y |O<y( o £ 2, y(ppry(p )Mpr)

n€ A
The product tends to zero when y tends to infinity and so lim h(n)k = 0.
N-or AUN n<N
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