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- INTRODUCTION -

Les équations d iffé re n tie lle s  non linéaires en régime forcé 
se rencontrent souvent en automatique comme en théorie du signal3 élec
tronique e t  aussij bien entendu, en physique ; e lle s  conduisent à de 
nombreux problèmes mal dominés comme par exemple :

-  le calcul e f f e c t i f  des noyaux de la série de Volterra associée 
à la solution (Cf. Barrett [32], 'Brockett [B7], Gilbert [G1]3 etc . . . )

-  le calcul des moments de la sortie  lorsque l ’entrée est un pro
cessus stochastique comme le bruit blanc gaussien (Cf. Kuznetsov e t al. 
[Z2]j Wilcox e t al [1/2], etc . . . )

-  l ’étude des termes séculaires du développement perturbatif de la 
solution lorsque l ’entrée es t périodique (Cf. Uzes [Ul ]).

Nous avons abordé ces questions dans le cadre du calcul 
formel où cette  expression e s t entendue au sens qu’e lle  a en informatique 
c ’est-â-d ire3 par des manipulations algébriques que l ’on peut opposer3 
dans une certaine mesure aux méthodes d ’analyse numérique. On sa it que 
cette  problématique connaît un essor certain (Cf. [E2]) mais que, lors
qu’i l  s ’ag it du domaine non linéaire, tout reste quasiment à fa ire , en 
dépit de besoins certains (Cf. Fitch ”A Survey o f  symbolic computation 
in physics" IF21).

L ’objet de cette  thèse est de trouver, en u tilisa n t les va
riables non commutatives, des algorithmes simples donnant certains dé
veloppements fonctionnels des moments de la sortie d ’un système d i f fé 
ren tie l non linéaire attaqué par un bruit blanc gaussien. Les calculs 
e f fe c t i fs  auxquels on aboutit, ressortent de la combinatoire du monot'de 
libre dont l ’importance en informatique est connue depuis les travaux 

du Professeur M.P. Schützenberger e t de son école.

Dans le chapitre I , nous présentons rapidement les séries 

génératrices non commutatives a insi qu’un résu lta t important (Cf. Fliess 
[F5Vdonnant un développement fonctionnel de la sortie du système d i f 

fé ren tie l non linéaire :
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(-)

6 q (t) = A jq )  + z u .( t )  A.(q) 
ü i=l V Z

y ( t)  = h(q) (q(0) donné)

où Aqj Aj3 . . . 3 An sont des champs de vecteurs analytiques e t  h une fonc

tion  analytique :

n , t
y ( t3u-3. . . 3u J = h /n + e Z A. . . .A .  h / dç. . . . d ç . .

v>0 d y - 3d =0 ,J0 V  u b Jv ,70

Cette formule généralise d'une part les travaux de Grôbner (Cf. [G2]) sur 

les équations en régime lib re3 e t d 'autre part la formule de Peano-Baker 

pour les systèmes b ilin éa ires  (ou ré g u lie rs) .

Au chapitre I I 3 nous dormons un algorithme permettant d 'ob ten ir  

un développement à l 'origine des moments3 sta tionnaires ou non3 de la solu

tion  du système 0 i)3 p ilo té  par des bru its  blancs gaussiens. Insistons  

encore sur le caractère avant tou t algébrique des méthodes u t i l is é e s  e t sur 

leur lien  profond avec les techniques combinatoires te l le s  q u 'e lle s  sont 

employées par maints inform aticiens.

Parmi les nombreuses méthodes proposées3 en p a rticu lie r  en 

physique s ta tis tiq u e  ou quantique3 figuren t les développements fonctionnels  
p ertu rb a tifs3 dont la détermination e ffe c tiv e  se révèle d'une extrême com- 

p le x ité 3 une d i f f ic u l té  e ssen tie lle  étan t due à la divergence de ces déve

loppements (Cf. Dyson [02], Bender e t  a l. {B21). Dans le chapitre I I I 3 
notre but e s t de trouver un algorithme donnant les premiers termes de ce 

développement avec pour seul o u ti l, les variables non commutatives3 dans 

le cas des systèmes d if fé r e n tie ls  non linéa ires du type suivant :

L(y) + P(y) = b'(t) 3

où b (t) e s t un brownien3 L un opérateur d if fé r e n tie l  linéa ire à c o e ffic ie n ts  

constants e t  P un polynôme.
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Pour connaître la valeur des ré su lta ts  que nous avons obtenus 

dans c e tte  thèse, -il f a l l a i t , bien entendu, les comparer avec d ’autres 

approches ex istan tes dans la li t té ra tu re . Or, i l  fau t se rendre à l ’év i

dence que ce sont avant tout les physiciens qui, depuis plus de vingt ans, 

ont dû fa ire  le plus d ’e f fo r ts  pour mettre au point des méthodes d,e calcul 

formel a fin  d ’obtenir des développements fonctionnels d.es solutions d ’équa

tions d i f fé r e n tie l le s  qu’i l s  rencontraient. On connaît entre autre tous 

les travaux, d ’ordre tan t mathématique qu’informatique, qu’ont suscité  les  

graphes de Feynman (Cf. [ FH) . C’e s t  pourquoi, nous avons choisi de con

fron ter notre approche avec, notamment, un a r tic le  de Morton e t Corrsin 

(Cf. [M4]) sur l ’équation de Duffing, c ’es t-à -d ire  l ’o sc illa teu r  anharmo- 

nique, qui a exercé une influence certaine dans le m ilieu des physiciens.

On s a it  par a illeu rs  que l ’équation de Duffing e s t aussi trè s  souvent ren

contrée par les ingénieurs. Nous nous sommes in téressés ensuite à un exem

ple de c irc u it  électronique non linéaire dont i l  s ’a g issa it de connaître 

les propriétés s ta tis tiq u e s , e t  qui a été  étudié par Van Trees (Cf.

[VlD ; nos techniques nous permettent d ’a lle r  plus loin e t  plus v i te  dans 

le calcul des termes des développements.

La divergence des séries rencontrées impose des méthodes de 

renormalisation qui sont souvent tra itée s  de manière combinatoire. Ic i  

encore nous avons montré la pertinence des variables non commutatives e t  

exposé des manipulations qui se comparent avantageusement à ce lle s  d.e 

Morton e t Corrsin.

En appendice, nous exhibons certaines propriétés arithmétiques 

remarquables des c o e ffic ie n ts  numériques obtenus dans le calcul des termes 
des développements fonctionnels. Nous ne savons pas en expliquer les pro

p r ié té s  mathématiques mais i l  nous semble possible qu’une compréhension 

précise do it ê tre  recherchée en lia ison  avec des travaux combinatoires 

récents dus entre autre à Messieurs F la jo le t, Foata, Viennot e t Vuillemin 

dont on connaît déjà les importantes applications dans certaines branches 

d ’informatique.









S E R IE S  FO R M E L L E S  EN V A R IA B L E S  NON C O M M U T A T IV E S  
E T  A U T O M A T IQ U E  NON L IN E A IR E .

- Chapitre I -

1. RAPPELS

a. Séries formelles et séries rationnelles

Soit le monoide libre engendré par X - {  x jXj3. . . 3xn }3 
d’élément neutre 1. K désignant le corps des réels ou des complexes3 on 
note K«X» la K-algèbre des séries en les variables associatives3 non 
commutatives x^x^» •  •  •  JxnJ à coefficients dans K3 dont un élément G 
s ’écrit :

G s Z {  (G,w)w /  w e  Xit } où (G3w) s  K.

G est un polynôme si cord {  (G3 w) ¿ 0 /  w e  TA }  est f in i.

On définit sur K«X» les opérations somme et produit de
Cauchy par

(G2 * GgjWJ — (G 2 3 )̂ + (G £ 3 ^

Ĝ2 G2* ^ Ĝ2 * ^ 2*w2^3 ¥ wz  X**.
w  2 ^  2  =  w

Une série G est inversible si et seulement si son terme cons
tant (G31) est non nul.

La K-algèbre3 K<(X) >3 des séries rationnelles est la plus 
petite famille de séries vérifiant :

1) tout polynôme appartient à K<(X) >3
2) si G j  et G g  appartiennent à K<(X}>3alors leur somme et leur produit
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de Cauchy appartiennent à K<(X)>,

3) s i  G appartient à K<(X)> e t  e s t  in versib le3 alors son inverse 

appartient â K<(X)>.

Remarque : Les séries ra tionnelles en une variable ne sont autres que 

les développements de Taylor à l ’origine des frac tions ra tionnelles usu

e l le s 3 régulières â l ’orig ine.

On d é f in i t  aussi sur K « X » 3 le mélange (ou produit de 

Hurwitz ; en anglais : sk u ffle  product) de deux séries Gj e t Ĝ  par :

Gl tuG2 — Z (G~jUj)
wv w2e F*

(G2*w2̂  wi ^ w2j

où le polynôme Wj uj w 2 e s t d é fin i par récurrence sur la longueur

1 uuw — w \n 1 ~ w3 w sX:i

x  Wj m y w 2 — x(w2 ^ y  + y (x Wj lu wi>w2 x>yz %'

Exemples : -  Xq xj Xq uj x̂  x̂  -  Xq xj Xq x̂  Xj + 2 Xq Xj Xj Xq x̂

+ 3 Xn X« X* X« Xn + w-, X r> X-, I .  Xt  W 0  «.j *2 **-¿7 w 2 *0 0 1
•im O /y /y ty% rf -¿m ry% /y* tym /y* 'Y** GJ *àj uO q  ̂ ^ Q J. X 0 ^ 2 0 *

k n-k ,k, n— a» uj x „ — ( )  x .0 0 n

Proposition 1 : [F3] Le mélange de deux séries ra tionnelles e s t  une 

série ra tionnelle .

b. Fonctionnelles causales analytiques3 séries génératrices.

Une fonctionnelle causale F( t3u23 • • .3un) où Uj3 . . .  3un : 
[03 oo [ sont continues, e s t d ite  analytique s i  e t  seulement s i  e l le  

e s t déterminée par une série G tK «X »3 de sorte que
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?(t3ul3...3un)=(G3l)
n

+ ÂO 30. ?-jv-tf (Q’X30' ' 'X0\} f  d ç .  . . . d ç . „)q Jv JO (1)

V t;=t

et
C • (x) — u.(a)do (i=l3. . . 3n)
% h  ^

•t
d ï~Z.( t)  (j=03l 3. . . 3n)

J 0 3 3

't et eX
dç. ...dç. = d£. (x) de. ...de. .

s0 J\> 3 0 30 Jv ¡0 3v-l 30

La série G est dite série génératrice. La fonctionnelle est 
dite rationnelle (resp. polynomiale) si sa série génératrice est ration
nelle (resp. polynomiale).

Le résultat suivant est immédiat :

Proposition 2 : La somme de deux fonctionnelles analytiques 
F^(t3 uj3. . . 3un) et F2(t* uj 3' " s unJ (resp. rationnelles) (resp. poly
nomiales)3 est une fonctionnelle de même nature3 de série génératrice 
la somme des deux séries génératrices.

La proposition suivante montre l ’importance du mélange pré
cédemment défini.

Proposition 3 tF4 ] : Le produit de deux fonctionnelles analytiques 
F j ( t 3 uj3. . . 3un) et Uj3 . . .  3un) (resp. rationnelles) (resp. poly-

et
L’intégrale itérée d£. ...dE,.n est définie par récurrence

JQ J"
sur la longueur :
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ncmùales)3 est une fonctionnelle due même nature, de série génératrice le 
mélange des deux sévies génératrices.

Preuve : De (1) i l  vient :

n ,t
FjitjU .)F0(t3u J=('G731) (G„31)+Z E (G03x . . . x . ) dE,. ..«¿Ç. .(G ^l)X 7s U l* J. U f* • • ~ f] ri /* s* il »7̂» -Lv>0 3^ ..c 0=0 d 0 10 d\> 0 0

n çt
• ■̂{GnjlJ.Z Z (Gn, x . . . x . ) dt,. ..d%.

v>0 j^ . .J 0=0 üv 3o h  Jv °0

n ft rt
+ Z Z (GjjX. • *x- ) (GnjX-, . .x-, ) dz, .. .dE, .
\»0 d - - 3n-0 ^  30 l o h  3 0*0 l 0
l >0 h^.‘hg-0

de même3

G1mG2=(G13l) (G2i l)+(G 31) . Z (G 3w)w
wzXTA

+(G93l ) . Z (Ĝ 3w)w 
wzXX>i

+ E (G~,w) (G9jW') fwtu w) 
w3wzXr-' 1 à

Remarquons enfin qu'une intégration par partie nous permet
d'écrire :

•t et
d i . . .d l . . dSh..d th =

J0 Jv J0 J0 l 0

rt rX /•£ fT /*T
d%.(r)( <fç. . .¿ç. . dïh ..dth )+ dth (r)( dç...dç. . dç, ..¿ç, J ,

h  h  Jv-1 3o h  h  ho h  h  h  J v  3o h  hi-i ho
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ce qui redonne la dé fin ition  récurrente du mélange sur les mots :

1 uu 1 -  1 1 UJ X .=x • tu 1 =  x .J 1 % ^

OS * • • • CC • ~ LU CC-f • • —3v 30 T% hO

xj v  (xj v - l ’ " xj 0 mxk i ' ” x h0j * xk i (x3 v ' ,xj 0 m Xh i~ l"  'XhO} '

Le résu lta t cherché est alors obtenu en comparant les expres

sions donnant ¥^(t3u^) F̂ ( t3u^) e t  Ĝ 111 Ĝ .

2. DEVELOPPEMENTS FONCTIONNELS EN INDETERMINEES NON COMMUTATIVES DES 
SOLUTIONS D•EQUATIONS DIFFERENTIELLES NON LINEAIRES FORCEES.

a. Formule fondamentale.

Soit le système d iffé re n tie l en régime forcé

(*)

n
q(t)= AQ(q) + Z u^(t)AJ(q) 

i=l

y(t)= h(q)

L 'é ta t q appartient à une variété analytique3 réelle ou 
complexe3 Q de dimension fin ie  (q(0) es t donné). Les champs de vecteurs 
(Cf. Dieudonné [£>1] p. 101) AQ3 A^3 . . .  An e t la fonction h : Q +K sont 
analytiques3 défin is dans un voisinage de q(0). Les entrées (ou comman

des) u j3. . . 3un : [0,oo [ +K sont continues.

Théorème 1 (Ftiess [F51) : La sortie y du système (”) es t une fonc

tionnelle causale analytique3 de série génératrice

n
^ = h + Z E A . .. .A . h /n x ■ ..  .x .

/0 v>0 j v . . . 30=0 30 ■\ /0 ^  30

(/q indique l'évaluation en q (0)) .
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y ( t )  e s t  alors donnée par

n f t
y ( t , u - , . . . 3u )  -  h /r.+ Z Z A. . . . A .  h /n d%. . . . d £ . n. /oi

2 n / °  v>0 Ov ' jgz O 30 /U j o j 0

Remarque : Tl e s t  possib le  de majorer les c o e f f ic ie n ts  de (2) corme 

en [52] chap. I .  Passons aux coordonnées locales :

k
A.(q) = l  a . j q i i . . . , q kl i 

a-i

S o it p >0 t e l  que pour | q -  q (0)\<o (<*=1,..., k ) , les  a~
OL CL J K

d'une p a rt, h d 'autre  part so ien t majorés en module par N e t  M. Tl v ie n t

\Aj . .  .A j h/Q| <M(v+l)! Cl ^ 1) (-(k+l)N/Q)'3+1

Tl y a convergence absolue de (2) avec

t  T ~ — —
v < ( m )  n j

Exemple : S o it l 'équation  d i f f é r e n t i e l l e ,  d i te  de Duffing, donnée 

par :

V + aÿ + by + dy3 - u ( t ) }

où a, b, d sont des constantes physiques.

y e s t  so lu tion  du système :

n

¿l2( t )  = (-ccq2( t ) - b q 1( t ) -d q C>1( t ) )  + u ( t )

y ( t ) - q ^ t )

<

i

max I u (t ) I < 1. 
0 < T <_ T

<7 =  <7 2( t )1<b)

(Z)
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avec

q^O ) - U(0) - a e t  q2(0) - y (0) - g - aa

£a série  génératrice e s t  d'après le  théorème 1, donnée par :

(G, x ^ . . .  x . Q) -  A^q. . .A .^  y / Q.

Par exemple :

(G3xq x Q) = Aq Aq y/ 0 = -a y(0) -  by(0) -  dy3 (0)

-  aa2 - a 6 - bct -  da?.

b. Cas p a r tic u lie r  : systèmes b ilin éa ire s  ou régu liers .

Un système régu lier  (ou b ilin éa ire )  e s t  d é fin i par :

—; «

n
q ( t)  = (Aq + z Aj)

i —1

y ( t)  = X q (t)

L ’é ta t  q appartient à un K-espace ve c to r ie l Q3 de dimension 

f in ie ,  (q(0) e s t  donné). Aq3 A^3. . . 3A^ : Q .̂Q, X : Q sont des app li

cations K -linéaires. Les entrées (ou commandes) u ji , . . t un : [03œ[ + K. 
sont continues.

Le ré su lta t du théorème 1 permet de retrouver dans ce cas 

p a r tic u lie r  la formule de Peano-Bàker :

n r*
y ( t)  = * I S A. ... A.„ <ÎC. . . . t& .J q ( 0 )  (4)

"  ^ 0  i v , . , 3 0=0 30 ¡0 ^  30

La série  G associée
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n
G — \(I*r + Z Z A. . . .A .  x .  . . . x . ) q(0)

v>0 3^ . . . , 30=° Jv 30 30

e s t rationnelle (application directe du théorème de Kleene- Schützenberger 
lEl1).(4) e s t alors partout défin ie  ( Cf. IF4]).

On a de plus le résu lta t suivant [F4]

Proposition 4 : I l  y a correspondance biunivoqzue entre K<(X)> e t les
f D

systèmes réguliers d é fin is  à une ind iscernabilité  près

Z. RESOLUTION EFFECTIVE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES NON LINEAIRES 
FORCEES.

La série génératrice associée à l 'asservissement CA) peut
être obtenue algorithmiquement par une généralisation du calcul de

(o)
Heaviside3 facilement programmable sur ordinateur

Proposition 5 [F4] : La série génératrice (2) peut être calculée par 
itéra tio n . On obtient a insi une su ite  d'approximations par des asservis
sements polynomiaux.

Preuve : Supposons Q de dimension N. Soient Ĝ 3 Ĝ 3 . . . 3Ĝ 3 G les 
séries inconnues de K « X »  où G^ ... j correspondent aux N coordonnées 
de q e t G â la sortie  y. Rappelons que la m ultip lication à gauche par x^ 
correspond à intégrer3 celle  par x ■ à m ultip lier par u .3 puis à intégreru 'l,
Enfin3 au produit des valeurs numériques, correspond le mélange des indé

terminées non commutatives (voir proposition 3).

( :t) conduit alors à

(1) Deux systèmes sont d its  indiscernables s i e t seulement s i i l s  ont 
même comportement entrée-sortie .

(2) Cette méthode de calcul a été exposée par a illeu rs  (Bonhour e t
Foucherot [35]/).
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' Gi

. V

n
— q (0) ~f" XqAq(Gjj • . . 3Gjj) + 2 x^A^(Gj 3 * * *•*Gjĵ

i —1
(5)

G  -  h(Gj j . . .  j Gjj)

La résolution par ité ra tio n 3 selon une méthode qui remonte 
à Picard3 de (5) e s t possible. La série génératrice cherchée est alors 
donnée par la (N+l)ième coordonnée de la solution de (S).

On obtient a insi une su ite  d ’approximations par des systèmes 
polynomiaux convergeant vers (") dans une certaine topologie.

Exemple : Considérons l ’équation d iffé re n tie lle  (3). Transformons là 
en une équation intégrale, so it  :

r* r* rT2 r* [xi zy ( t)  + a y(x)dx + b dx-\ y(x)dx + d dx7 y (x)dx 
h  h  h  h  h

‘t  (X 2 
= dx 1 u(x)dx + Qt + 

h  h

où y (0)=ot e t  y (0)= 8 ~aa.

G est alors donnée par :

G -f- oXqG + bx^G -f- dx^G 1̂ G10 G ~ x^x^ + Sx^ + a .

D'après la proposition on peut approcher G par une su ite  de 
polynômes R<x ̂ 3Xj> défin issant des asservissements polynomiaux.

Par exemple3 les tro is  premiers éléments de cette  su ite  sont

donnés par :
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gP = a

G'2 — ct+ (Q-aa)Xg
2 2 3 2G = a+ (B-aaJ Xq + Xq x^ + (a a-aB-ba-da ) Xq.

Remarque : Soit l'équation d iffé re n tie lle  linéaire :

(n) Cn—lJ * /, i
y an-2 y + . . . +  a2 y + aQ y = u ( t ) 3

où u e s t l 'en trée3 y est la sortie  e t an3. . . 3a , des constantes scalaires
(yl 1 )e t  supposons les conditions in it ia le s  y (0)3 ÿ (0), . . . 3y (0) nulles, 

n intégrations successives nous conduisent à l'équation intégrale :

rt rt rx - rr7
y (t)  + a - y(x)dx +...+ an dx 7 n ... y(x)dx = 

j o u>0 n~i >0 J0

rt x , t7
dx 7 n ... u(x)dx .

) 0 n~1io h

La série génératrice G es t alors donnée par :

G+â _2 G+ ... + ag x‘̂ G — sĉ  2 Xj.

so it

p _ /f-_£_ i . i n-2
an-2 ’ * 0 x0 x 0 x l '

On retrouve a in si3 à un changement élémentaire de variables près3 la 
fonction de transfert classique.







PROPRIETES STATISTIQUES 
DE LA SORTIE D'UN SYSTEME NON LINEAIRE.

-  Chapitre I I  -

statistiques de la sortie d ’un système d ifféren tie l non linéaire avec un 
bruit-blanc gaussien en entrée. En général elles dépendent du domaine 
dans lequel un te l système est étudié : électronique et théorie du signal 
(Van Trees \yi ]., Ruznetsov [K21J mécanique et physique statistiques 
(Morton et Corrsin [M4]) 3 Bixon et Zwanzig {34]. Le choix se fa it  suivant 
les résultats que l'on veut obtenir3 q u a lita tif ou quantita tif et suivant 
l'exemple.

L'équation de Fokker-Planck (Liu [L3 ]j Morton et Corrsin [M3 ]) 
permet de calculer la densité de probabilité conditionnelle P(x\y3tJ (si 
le système est à l'in stan t zéro en x3P(x\y3t) est la probabilité que le 
système so it entre y et y+dy à l'in stan t t ) :

3P
at

7 (7 J 7 (9)
où A =lï.m {-r-r a (y3At)} et B = Hm {-r? a (ŷ àt)} 3

A t -*»0 àt A* -0

( ) m supposés f in is 3 avec a (y3 t)= dz (z-y) P(y\z3 t ) .
-*X>

La résolution (exacte dans certains cas : solution station
naire de l ’équation de Duffing par exemple) de cette équation différen
tie lle  permet d ’en déduire toutes les propriétés statistiques souhaitées.

Une deuxième approche consiste à s ’intéresser à la fonction de 
corrélation ou à la densité spectrale de la solution stationnaire. On 
trouve les méthodes

= -
i a2 + j — ÇBP)
3 yu

1. MOTIVATION

IL exriste due nombreuses méthodes pour trouver les propriétés
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-  de " lin é a r isa tio n  s ta t i s t iq u e "3 u t i l i s é e  en in g én ie r ie  (Budgor [B8 ]) 3

- d ' "opérateur de p ro je c tio n " (Matsuo [Ml ]) 3

-  de "développement p e r tu r b a t i f  " (Abe [Al ], Morton e t  Corrsin [M4 ]) .

Ces deux d ern ières3 en f a i t  équ iva len tes (Cf. [B9]) fo n t  appel à des 

techniques de renorm alisation perm ettant de m ettre en évidence le s  e f f e t s  

de la  non l in é a r i té .  A in s i3 Morton e t  Corrsin [M4]3 s ’in té r e s s e n t  à l ’os

c i l la te u r  anharmonique v é r i f ia n t  l ’équation d i f f é r e n t i e l l e  de D uffing

*# * 3 *
y + ay + y + Qy = b ( t)

où b ( t)  e s t  un processus brownien. En prenant la transformée de F ourier^  

u(w) de y ( t )  dans (6)3 i l s  donnent le  développement p e r tu r b a t i f  (non con

vergent) de u(iû) en puissance de g où tous le s  c o e f f ic ie n ts  son t fonctions  

de la  transformée de Fourier de la  s o r tie  lin é a ire  u ^ ( (8=0). La d en s ité

spec tra le  de la  réponse s ta tio n n a ire  e s t  a lo rs  obtenue en ca lcu la n t
(2)U(ta)=<u(ojJ u(-oi)> où le s  c o e f f ic ie n ts  de ce nouveau développement sont 

exprimés en fonction- de la d en sité  sp ec tra le  Uq(^) de la  s o r tie  lin é a ire .  

Comme Feynman (1948) e t  comme beaucoup d ’autres chercheurs par la s u i te 3 

i l s  représen ten t le s  termes de c e t te  sé r ie  par des diagrammes (Kraichnan 

(1961) employa ces techniques pour résoudre le s  équations d i f f é r e n t i e l l e s  

stochastiques l in é a ir e s ) . Cette nouvelle  représen ta tion  permet de m ettre  

en évidence c e r ta in s  groupes de termes qui se rép è ten t indé fin im en t : i l s  

sont a lo rs  "mis en fa c te u r " . On d i t  que l ’on a resommée ou renormalisée 

la  sé r ie .  U(<a) resommée3 s'exprim e comme somme in f in ie  de termes où n ’ap

p a ra issen t c e t te  f o i s  que t r o is  groupes dont U(u). Les deux au tres nou

v e l le s  fo n c tio n s  s ’expriment de la  même façon. I l s  obtiennent a in s i  un en

semble de tr o is  équations non l in é a ire s  in f in ie s  qui sont en su ite  tron 

quées de d i f fé r e n te s  manières. Nous examinerons p lu s lo in  c e t te  méthode 

en d é ta i l  en la  comparant avec nos r é s u l ta t s .

Enfin d ’au tres auteurs p ré fè ren t ca lcu le r  d irectem ent le s

(1) nous donnerons une ju s t i f i c a t io n  de c e t te  méthode p lus lo in .

(2) <. . .  > - espérance mathématique de ...
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moments. So it le modèle stochastique vectoriel :

n
dq = An (q3t)d t  + Z A .(q3t)db .(t)U « _-f l* ts1=1

où b itJ—Cbjj••♦3bn) est un brownien veatoviel à composantes deux à deux 

indépendantes.

L'équation des moments centrés <h(q)>3 qui s ’obtient à p artir  
de l'équation de Fokker Planck s 'é c r it  ÎB6 ]

d -us \ Z, *h , i  Zh .i ,  ̂2 ” 92h , AnAT.~r<h(q)> - Z(<—  A> - <— ><A> ) + — Z <--—  (ADA ) . .>
dt q i = i 3?i  ° "<i « 2 i , J=i v

2
où D e s t la matrice diagonale du b ru it (a ■). En général ce système e s tU
in f in i .  Par exemple3 dans l ’équation de Duffing3 pour obtenir le moment 
d'ordre k3 on d o it connaître ceux d'ordre (k+1) e t (k+2). I l  fau t donc 
approcher ces moments. Tl y a3 ic i  aussi3 d iffé ren tes  méthodes : citons 
celle  de Bellman e t Wilcox [W1 ] ou ce lle  de Kuznetsov3 Stratonovich e t  
Tikhonov [K2] ; ce tte  dernière consiste d approcher la densité P(q3t)  
par une série dont les termes tendent vers zéro assez rapidement.

\A ¡2 1 T ^ l j J ***» ln ^^P(q3t)=d— i—exp(—$q Aq) E E — ^---  B* . . . 7 (q)
(SirJj * k=0 l 1+l2+-.+lr=k l 2! l2! .~ln! 1 n

T —2où A=(<qq > ) 3 b7 7 ( t ) sont appelés quasi-moments ou cumulants3
l' l 3' " 3 n

¿7- 7 (q) étant les polynômes d'Eermite multidimensionnels.Les quasi-
l 3 ' " 3 n

moments sont alors exprimés en fonction des moments centrés d ’ordre in 

férieur ou égal . En annulant à- p a rtir  d'un certain rang3 les coe ffic ien ts  
de la série3 i l  e s t alors possible d'approcher les moments centrés sou

haités.
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Après aette revue non exhaustive des façons d'aborder le 
problème3 i l  vient une question : peut-on trouver une méthode rigoureuse 
(par des manipulations algébriques facilement programmables) -permettant 
de donner les premiers moments e t passant par une compréhension des e f 
fe ts  de la non linéarité3 avec un bruit quelconque en entrée ?

Nous ne donnerons pas une réponse complète dans ce travail3 
mais les techniques u tilisées  semblent convenir à ce type de problème 
de part leur généralité e t leur sim plicité •

2. FORMULE DONNANT LES MOMENTS DES SOLUTIONS D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES 
STOCHASTIQUES NON LINEAIRES.

Soit le système d iffé ren tie l stochastique

dqi- ^ ( t 3q13 . . . 3q )dt + Z A^.(t3q^ 3 ... 3q" )db^ (k=l3. . . 3l) (7)
U i=l %

qui doit être entendu au sens de Stratonovich ^  [FS ]. Les fonctions
& 'LA. (i=03l 3 . . . 3n) sont analytiques3 les b sont des browniens standard

indépendants. Pour sim plifier, on suppose les conditions in itia le s  
k kq (0)=c certaines. La fonction h étant analytique3 i l  s 'a g it de calculer

1 ll'espérance <h(t3q 3. . . 3q )>.

(1) dans le cas où les bruits b. sont additifs  les solutions du système 
d iffé ren tie l (7) au sens d 'I tâ  e t de Stratonovich se confondent3 d'après 
le résulta t suivant (Cf. Arnold \A2] chap. 10) : le système (7) au sens 
d 'I tâ  devient

k k î 7  ̂ “k 1 7 . - t i n  34 • 2 y • 2
dq =AJt3q 3~.3q )dt+Z A .( t3q 3- .3q )dbL+-̂  Z Z t 3q 3 )AJ.( t3q 3~ ^ l)dt 

U i=l * i=l*<l 3

k. • s 7*Comme A. est indépendant de qd (¿=13. . .  3l) par hypothèse 3 le dernier terme 
est n u l .
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Propriété fondamentale [F£]

Soient les champs de vecteurs

1 7
A ~ d + T A  ̂ ,
Ao z t  . 7 Ao “ Tk=l 3 q 

1 k 8¿4. — E ¿4. ■ j,■ ( i=l 3. . . 3n),
 ̂ k=l % 3<T

I l  1 Z
On suppose que < h ( t3q 3 . . . 3q )>3 < A . . .  .A . ( t3q .3 .. , 3q ) >

3 q Üv

(v>033q3 ...3j^~0313 ...3n) ex is ten t pour tout t .  Alors h ( t3q ^3 ...3q^) 
e s t une fonction indéfiniment dérivable de t 3 dont le développement à 
l 'origine e s t donné par :

Ct 71
< h(3q 13. . . , q l )> = h(03c 13. . . 3c l ) + Z ~r {An + ~ ( Z AZ. ) V i /n (8)

a >J “■ u a i=l  ̂ /U

1 lle symbo le /q indique î ’évaluation au point (t=03 c 3 ... 3c ) .

En e f f e t3 d'après le théorème 13 on sa it  qu’étant donné le 
système d if fé r e n tie l  en régime forcé

dxq<=^<'n( t3q ' 3 ... 3q')+ E A^.(t3q l3 ... 3q^ ) u .( t ) d t  ( k=l3 ... 3l) 3 (9)U • -* i* t*^-2

1 1
où les u.."R->-R sont continues3 y=h(t3q 3. . . 3q ) e s t une fonctionnelle  

causale analytique donnée par :

1 l n f* 
y(t)=h(03c 3. . . 3c ) + z Z A. . . . A .  h , dç. ...dç. . (10)

3q3- " 3€v =0 j 0 Jv /u j 0 % v 0
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Dans le cas où les entrées u .(i= l3 . ..3n) sont a léa to ires3 oe
Cl) 'résu lta t reste  formellement valable 3 à condition de donner un sens

taux intégrales ité rées  stochastiques dç • • ••dç « . Nous les définissons
i Q 30

au sens de Stratonovich3 par récurrence sur la longueur :

•t . t  *x
d ç. . • • dç • — dç • (t ) I • « «d j

J0 Jv 30 IO V JO JV-1 J 0

ceci pour les raisons suivantes :

1. Le calcul stochastique de Stratonovich obéit3 à l ’inverse de celu i 
d 'I tâ j aux règles de calcul d if fé r e n tie l  e t  in tégral ordinaire.

2. Divers ré su lta ts  ont montré3 à la su ite  de Wong e t Zakai [f/3 ], que 
t ’intégrais de Stratonovich é ta i t  plus adaptée aux problèmes physiques 
concrets.

Pour obtenir (8) i l  s u f f i t  d ’appliquer le terme suivant 
après avoir p ris  l ’espérance des deux membres de (10).

Lemme : Posons Z n( V = r3 £.(x ) =b .(x ) ( i = l , . . . 3n). Tl e s t aisé de cal-  ----  ̂ 0 % t
cüler f d E. • ... d £. par récurrence sur la longueur :

j 0 ^ ^ 0

çt .t çx
dC« • • • d£ • — d t~< d Ç • • • d £ • > si j —0 

■' 0 v J0 ¡0 10 v -1 U0 v

■ í 4I<f d l i - t e i  > i , °J 0 J 0 -2 3 0

= 0 s i

e t 3 ^  0.

(1) Une démonstration rigoureuse semble dépasser les techniques mathé
matiques actuellement disponibles.



-  20 -

t
Preuve : Par d é f in i t io n ,  B. . = d Z . . , . d Z .  i t *  u. • 
------ J • • • ¿ 0  J (7 e n ,fx e  l 'é q u a tio n

d i f f ê r e n t i e l l e  s toch a stiq u e

^ 3  ... ” BÙ _7 - ~ 3 n ° dBj  (11)V u v “ i ,  U ° V

où te  symbole o désigne ta  d i f f é r e n t i e l l e  s to ch a stiq u e  sym étrique de 

S tra tonovich . On a d ’autre  p a r t le s  r é s u l ta ts  su iva n ts  d ’après ItÔ  [ I I ] ,

I  e t  X appartenant à un c e r ta in  ensemble de processus a lé a to ir e s , B=(B.) 

un brownien standard à composantes deux à deux indépendantes

ÏO dx = I .  dx + J  d x . d ï  (12)

dB. . d B . = <S. . d t  
t  3 i j

dB • . d t  = 0 t.

d t  . d t  = 0

(13)

où le  symbole . désigne la  d i f f é r e n t i e l l e  s to chastique  au sens d ’ItÔ .

Supposons ^ ¿0 (sinon le  r é s u l ta t  e s t  t r i v i a l )  j  d ’après

(11) e t  (12) on a :

dB. B . . . dB. + 2 dB. . . dB . 3
3 V 3 g  3 v_ 2 * " ' 3''0  J v  "  \KZ-* * ’ ' 3tJ0 3 v

s o i t  encore :

dB. . — S- • • dB. +-?[dB • . . d B• •. dBj ]. dB.
d\) J • • • *d Q d \l~2 J * * * q * * * 0  U -2 °V J 0 v— 1

Sn appliquant (13) e t  en remarquant que <B. . .dB . >

e s t  n u l, on a :
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< dB. . >
¿7vj • ••»3q

= O

Application : développement à l ’origine des moments.

Comme nous l ’avons vu dans la partie 1.3, i l  est possible de 
donner effectivement la série G associée à la solution de (9). On peut 
alors donner très facilement les coefficients du développement (8) en 
appliquant le lemme précédent. I l  s ’agit ic i d ’une approche locale. 
Ainsi, comme le montre l ’exemple suivant (fig. 1), cette méthode dorme 
une bonne approximation dans un voisinage de l ’origine.

Considérons l ’équation de Duffing :

q + q + q + 0,2 q3 = b(t), q ( q ( 0 ) =  8

2
b(t) est un bruit blanc gaussien de variance a =5.

La série génératrice Ge K << Xg,Xj>> est solution de l ’ê-
quaticn :

G+Xq G+x2q G+ 0,2 x^ G uiGujG — x^Xj + (P+V)̂  +P

avec q(o)=P et ¿{(0)=V.

Le calcul numérique dorme les premiers termes suivants, le
schéma :

2 n
(^-) MOT C0EF1 Pa2 76 ̂

C0EF2 Pa2 VBS

devant être lu :

2 n
( \ )  (C0EF1 .F̂ lJJ3! + C0EF2 . ^ 2 ^ 2  + __ )MOT

-  éL< B. . >
3\>-2* * * ' ^ 0

si- 3\F3 y_2
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X re p ré se n ta n t Xq e t  I ,  Xj :

Mots de longueur 0

1 l.OOOE+OO P1V0

Mots de longueur 1

X l.OOOE+OO P0V1

Mots de longueur 2

X I 1.0002+00 POVO

XX - l.OOOE+OO P0V1.

- l.OOOE+OO P1V0

- 2 . 000E-01 P3V0

Mots de longueur 3

XXX l.OOOE+OO P1V0

2 .000Ë-01 P3V0

- 6 . 000E-01 P2V1

XXY - 1 . OOOE+OO POVO

Mots de longueur 4

XXXX 1 .200E+00 P2V1

1 .OOOE+OO P0V1

6 . 000E-01 P3V0

1.200E-01 PSVO

- 1 . 200E+00 P1V2

XXXI - 6 . 000E-01 P2V0

Mots de longueur S

XXXXX 3 . OOOE+OO P2V1

- 1 . OOOE+OO P0V1

- 1 . 400E+00 P3V0

-2.400E-01 PSVOt

4.800E+00 P1V2

-l.OOOE+OO P1V0

1 . 080E+00 P4V1

1 . 200E+00 P0V3
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XXXXY 1. 200E+00 P2V0

1.OOOE+OO POVO

-2.400E+00 PIVI

XXXIX -1.200E+00 PIVI

Mots de longuetœ  S

XXXXXX -I.680E+01 P2V1

-2.800E+00 P3V0

-1.680E+00 P5V0

1 . OOOE+OO P1V0

- 4 . 200E+00 P4V1

8 . 400E+00 P0V1

-2 .160E -01  P7V0

5 . 040E+00 P3V2

XXXXXI 3. OOOE+OO P2V0

- 1 .OOOE+OO POVO

9 . 600E+00 PIVI

1.080E+00 P4V0

- 3 . 600E+00 P0V2

XXXXTX 4.800E+00 PIVI

2 . 400E+00 P2V0

4 . 800E-01 P4V0

—2 . 400E+00 P0V2

XXXIXX 1 .200E+00 PIVI

1 . 200E+00 P2V0

2.400E-01 P4V0

- 1 . 200E+00 P0V2

XXXYXY - 1 .200E+00 P1V0

XXXXYY -2 .  400E+00 P1V0

ce q u i donne3 en a p p liq u a n t te s  r è g le s  de o a lo u l du lerrme o i -d e s s u s  

pour le  moment d 'o r d r e  1 :

Mots de longueur 0

1 1. OOOE+OO P1V0
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Mots de longueur 1
X 1 .OOOE+OO P0V1

Mots de longueur 2
XX - 1 .OOOE+OO P0V1

-l.OOOE+OO P1V0

- 2 .000E—01 P3V0

Mots de longueur 3
XXX l.OOOE+OO P1V0

2 .000E-01 P3V0
-6. OOOE-Ol P2V1

Mots de longueur 4

XXXX 1.200E+00 P2V1
1 .OOOE+OO P0V1
6. OOOE-Ol P3V0
1 .200E—01 P5V0

—1 .200E+00 P1V2

Mots de longueur S
XXXXX 3 .OOOE+OO P2V1

-l.OOOE+OO P0V1

- 1 .400E+00 P3V0
- 2 .400E—01 PSVO

4.800E+00 P1V2
-l.OOOE+OO P1V0

1 .080E+00 P4V1
- 1 .200E+00 P0V3

( q2/2  } XXXXX - 2 .400E+00 P1V0
m

* 2Pour P=3jV=0 e t  a =5 on o b tien t ta fonction polynomiale

suivante (f i g . 1) :

<q2 (t)>=3-4. 2-ê-1.4tZ+1.89t4-0. 98t5-1 .2 2 t6+0. 26t?+0. 7St8
Q 7 D 7 7 7 9

- 0 .67t - 0 .42t +0.2t +0.21tx*+ ...



S o lu tio n  par la méthode de Montê-Cavlo

Développement à l 1 o rig in e  : Ordre 8

Développement â l 'o r ig in e :O rd re  12

Figure 1: Moment du prem ier ordre de la  so lu tio n  de l 'é q u a tio n

.. . 3 2
q + q + q + 0.2q =ti(t) aveo a =5,q(0)=3i q(0)=0.

<q(t)>

3

2 -

1

\  \ /  __

--- ,----- V -------------- 1---------------------- 1---------------- ^ --- 1------------
1 \  2 3 ^  4 t

"x
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Remarque : Pour obtenir le comportement au voisinage de l 'origine des 
moments d'ordre supérieur <yl(th>3 i l  faut calculer G UJn ^  et prendre 
l'espérance du développement obtenu.

(1) G mn sig n ifie GujGui... ujG n fo is .









- Chapitre I I I  -

DEVELOPPEMENT PERTURBATIF DES MOMENTS 

DE LA SOLUTION 

DE CERTAINES EQUATIONS NON LINEAIRES FORCEES.

Dans la su ite3 nous nous -intéressons aux équations différen
t ie l le s  non linéaires particulières suivantes :

Lq(t) + $P(q(t)) -  b(t) (14)

où L est un opérateur d iffé ren tie l

L = i  h  é  <l*= v ‘v=Q dt

e t P un polynôme :

m
P(x) -  z p • s?. 

3=1 3

1 . (i=03 ... 3n) e t p . (3=13 ... 3m) sont des constantes appartenant dp ou c
• • • (71)Les conditions in itia le s  q(0)3 q(0)3. . . 3a (0) sont données.

Soit le développement perturbatif de la solution de (14) :

q(t) = CLgit) + S q ^ t)  + ß2 q2(t) + . . .

ÇqÎï) es t la solution de (14) povr 8=03 c 'est-à-d ire la solution du 
système linéaire associé.

On en déduit des développements de même nature pour les sta

tis tiques de la solution par exemple :
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<qH(t) >= <q^(t) >+ n §<qg  ̂(t) q^(t) >+ ... n>0

Kqd^qCt^) >= <q0(t1)qg(t2) >+ 3 Uq^t^q^t^+Kq^t^q^t^)*..

Dans ce chapitre nous dormons les expressions des premiers 
termes de ces développements. Ce problème n'est pas souvent traité par 
les auteurs 3 ceux-ci s'intéressent uniquement à la solution stationnaire.

1. CALCUL FORMEL DES TERMES DU DEVELOPPEMENT PERTURBATIF DE LA SOLUTION.

La série génératrice associée à (14) est solution de l ’équa
tion :

Tl • Tri OJ.  ̂ n—1- n—■t » n j __ n-2 , t
( £ . i  xo 0 6 ? , p j  G ~ xo xi £ „ s i  x1=0 3=1 %=0

où les s .(i=03. . . jn-1) sont des constantes déterminées à partir des con-  
ditions initiales. Soit G g la solution du problème linéaire associé (q=0).

Les autres termes représentant formellement q^(t) sont donnés par :

Proposition 6 : Ĝ  est une série rationnelle appartenant à K-<{ x̂ )> • 
La preuve est immédiate : i l  su ffit d'appliquer les propriétés du mélange 
(Cf. proposition 1).

n P a ■
Posons 1 l i xQ = T^d-a^ xQ) ,a. + a? +...t

i=0 P

V
n 

( 2 
i=0

t.
. -1n-%. x n j0

n-l
H  6 . xí) 
i=l  ̂ 0

Ql€-( } h xV )%=0
Z

k.. ... .k .I3 3 3
k~+... +kj=k 2 3

-1 mI n r-
xo }

3=1
p p . L» 1/ 

K1 K2 PK.
3

Jil &k n w •-UJ ^ 1 2  j

-1
X1
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e t décomposons en éléments simples

n . -1 n-l . p ctv i

( }  h  *0 1 '.‘.'¡V-'.1. * ( l-a . « >1=0 1=1 1=1 q=l i 0

Pour calculer G-̂ 3 k=l323 . . .  i l  faut savoir calculer le mélange 

d'expressions de la forme :

R~(xn)x- R J x J x . ...x. R„(xJ1 0 ij 2 0 ig ip p 0

où RjÎXqJ (j=l> • • • ¿pJ est une fraction rationnelle en xg e t ( i ^3 . . .3i^) 
*Î031 }

2. CALCUL DU MELANGE DE CERTAINES SERIES RATIONNELLES (Cf. [LlV

Proposition 7 : Etant données les deux séries en les variables non

coinmutatives x„3x^3. . .  3x„.0 1 n

^r(l~b(f0) lxi(11~i>ixo) xi'"xi (1~°px0) xi (1~bpx0̂
1 2 p * P

et ^2~(l~d(f:o) x31 ^1~̂ ‘lx Q̂ xü2 ’ " X3 (1~dqX0̂  ~^2 xj  -(1~tiqx0)
Q Q

où p et q appartiennent à N* les indices i 13 . • . 3i ... Jt7 à ’{ 031*...¿n}i p i q
e t les b d • à R ou C ; le mélange est donné par récurrence sur la Ion- 

 ̂ J 
gueur par

- l -1
S? 01 Ærfs? W ̂ " 1)x , c l - ( b + d ) x n ) + (^r UJ é h x . c l-(b  +d )xn )1 2  1 2  j  p q 0 1 2  ̂ p q 0

H t

-7 —7 -7
avec (l-dxg) tu (l-bxg) =t l-(d+b)xg) .

Preuve : Soient les deux séries
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leur mélange est donné, en notant que

(1-bXg) 2=1 + b(l-bxg) (15)

par, ^ '^ C J+yi-Ê p ig .)" 3̂ ]  «i é ,~1x: j U+dq(l-di:x0)~1xIJ]

soit, en développant et en appliquant la définition du mélange et (15), 
par,

[¿£“2r~ (1 - b x J "2 m4“2]r . H ^ m ^ x .  (1-d x j '^ xr1 p 0 2 3q L 2 q 0 "ip

+ [S? 2x . (1-b xJ  2 wSfL 2 a: . (2-d r J 2]& r.2 i  p 0 2 j q q 0 p 0

d ’où, en regroupant les termes semblables,

(£ uj s?; C2-rz? ; x n ] = r s ?  uj ̂ '1)x. h^T1 m  s * ; « ,  .1 2  p q U 1 2  3 1 2 i
* <7 P

où RAxq) est une fraction rationnelle sn Xq et les indices i^» • • • , i   ̂
appartiennent à {0,1,... ,n}.

Preuve : I l  suff i t  en effet  de calculer le mélange d ’expressions

~̂ 1 "̂ 9
(1-afy) xi (l-af!0) (1-ax) -

2 2 p-1

Corollairs ; TL est alors possible de calculer le mélange d’expressions 
de la forme

R~(xJx. R J x J x .  . . . x .  p f*. i2 0 2 0 T'p-ip^O'

<1-bv*0!~1 et 4 =SfT S ' i l~dqX0f l
IP Q

«Vv(1-dqx0r lr n
1 Ui .

¿ 3c(1-bpxoJ~i *-
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après décomposition en éléments simples des fractions rationnelles R^(Xq) 
On applique alors la proposition en notant que :

Ĝ  s 'écrit alors en somme finie de termes de la forme :

BC il-(^Sga^XQ ) 1x ii ( l- (^ .f ia ^ )x 0) 'x̂  ... {l-( .? ) 1
2 x

où B appartient d C, ( i .3. . . 3i  ) â{ 0}Ts} (5 * “f et C à N1 k U y • • • K.

Par récurrence sur la longueur, on voit facilement que dans
le cas où tous les pôles a . sont simples, le coefficient B s'exprime en

1  ̂fonction des A . (noté A .).1 T,

Sk $k Ôk 
B = A1 A2 V

Dans les applications nous représentons un terme de par
le schéma :

C x . x. x .
*1 2   'k

z1 t1 a1 A1ô0 51 " •  6k-l 6k
2 2 2 2

S o <51 ... 6 £_2 6 £
• • • •• • • •• • • •
s? xP *PS0 1 **• k-1 Sk

Le programme3 dont les principaux modules sont explicités 
dans le chapitre S permet de construire G, pour n'importe quelle équation.X.
Ces suites de schémas obtenues3 on peut choisir les conditions initiales 
et les pôles (simples) pour l'équation traitée.

+ a( 1-oXq) ^Xq( 1-oxq) ^(1-oXq)
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Remarques : 1- La proposition 7 généralise à certaines séries formelles 
en variables non commutatives3 le théorème de Eurwitz sur l'addition des 

singularités des séries en une seule variable [S3],

2- A partir de ce calcul formel3 on peut déterminer algé

briquement les noyaux de Volterra associés à certains systèmes non liné

aires [Ll].

3- Dans le cas stationnaire, tous les mots des séries Ĝ  

se terminent par ; on a alors

11 . -pi . -PJ‘ . -pj.

Gk " xl(1̂ fo> 'lxV xl(1'd!i-fo> X1
3-1

Or i l  y a correspondance biunivoque entre ces séries et les séries
en variables commutatives définies par

N s ~Pg i P\ j -P̂ _2
Z c j d - c f r i i  (1 -4 z2J \ - f i }

d -L

e t qui ne sont, à un changement de variable prês3 que les fonctions de 

transfert régulières définies par Mitzel3 Clancy e t Rugh [M2]. Notons la 
reconnaissabilité [F7] de ces fonctions de transfert [elles sont de la 
forme

P (z * • • z
Q , U , ) . . . i . J z . . ) Q . l z  ■) 0Ü sm t Polynimes].JL L x J. "I* *ïs

3. EXEMPLES

a. En physique sta tistique : l ’oscillateur anharmonique.

Soit l ’équation d iffé ren tie lle3 dite de Duffing 

q +a q +y q + S q3 = 15(t) x (0)=a, z ( 0)=b.
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La série G associée es t solution de l Téquation :

2 2(1+oXq + yXq)G + $Xq G uj G uj G - Xq Xj+(b-aa) Xq+oXq

posons

2
(1 + axg + jXg) - (l-a^ Xq) x^J

e t

-2 -2 -22
(1 + qa? + Yxg) ( (b-aa)x0 + axQ) - A^tt-a^ xQ) + x Q)

G q e s t donné par :

-1 -1 -l -2( l-a 1 xtq) x Q( l-a 9 x 0) x 1 + A^il-a^x) + A^tt-a^x)

so it schématiquement :

i i
i o
0 0

1 4
0 0
1 0

2 X Y
1 0 0
0 1 0

D'après ta proposition précédentey on peut calculer G 

Le calcul numérique a donné :

Pour G 2 :

i x x
1 0 5
0 1 0

3 X X
1 0  2
0 1 1
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3 X X 
1 O 1
0 1 2

1 X X 
1 O o
0 1 3

3 X X X I
1 0 3 2 2
0 1 0  1 0

S X X X Y 
1 0  2 1 1
0 1 1 2  1

3 X X X I  
1 0  1 0  0
0 1 2  3 2

5 X X X 7 X Y
1 0 3 2 2 1 1
0 1 0  1 0  1 0

12 X X X X I  Y 
1 0 3 2 1 1 1
0 1 0  1 2  1 0

6 X X X Y X Y 
1 0  2 1 1 0  0
0 1 1 2  1 2  1

12 X X X X X I  
1 0 2 1 0 0 0
0 1 1 2 3 2 1

6 X X X Y X Y X Y  
1 0 3  2 2 1 1 0 0  
0 1 0 1 0 1 0  1 0

12 x x  x  x x  x x  i
1 0 3 2 1 1 1 0 0
0 1 0 1 2 1 0 1 0

24 X X X X Y X Y Y 
1 0 3 2 1 1 0 0 0  
0 1 0 1 2 1 2 1 0

12 X X X Y X X Y Y  
1 0 3 2 2 1 0 0 0  
0 1 0 1 0 1 2 1 0

36 X X X X X Y Y 7 
1 0 3 2 1 0 0 0 0  
0 1 0 1 2 3 2  1 0

Pour Go :

3 X X X X
1 . 0  3 2 í
0 1 0 1 i

9 X X X X
1 0 3 2 4
0 1 0 1 I

9 X X X X
1 0 3 2 3
0 1 0  1 2

3 X X X X
1 0 3 2 2
0 1 0  1 3
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8 X X X X 
1 0  2 1 4
O 1 1 2 1

18 X X X X 
1 0  2 1 3
0 1 1 2  2

18 X X X X 
1 0  2 1 2
0 1 1 2  3

8 X X X X 
1 0  2 1 1
0 1 1 2  4

3 X X X X 
1 0  1 0  3
0 1 2  3 2

9 X X X X 
1 0  1 0  2
0 1 2  3 3

3 X X I X
1 0  1 0  0
0 1 2  3 3 

9 . X  X X X
1 0  1 0  1
0 1 2  3 4

12 X X X X I  X
1 0 3 2 1 1 4
0 '1 O 1 2 1 0

12 X X X X X I
1 0 3 2 1 4 4
0 1 0  1 2  1 0

I S X X X X X Y
1 0 3 2 3 2 4
0 1 0  1 0  1 0

18 X X X I  X X
1 0 3 2 2 1 3
0 1 0  1 0  1 1

36 X X X X I  X
1 0 3 3 1 1 3
0 1 0  1 2  1 1

36 X X X X X I
1 0 3 2 1 2 3
0 1 0  1 2  2 1

36  X X X X X I
1 0 3 2 4 3 3
0 1 0  1 1 2  1

18 X X X I  X X
1 0 3 2 2 1 2
0 1 0  1 0  1 2

36 X X X X Y X
1 O 3 2 7 7 2
0 1 0  1 2  1 2

36  X X X X X X
1 0 3 2 1 2 2
0 1 0  1 2  3 2

27 X X X X X Y
1 0 3 2 3 2 2
0 1 0  1 2  3 2

6 X X X Y X X
1 0 3 2 2 1 1
0 1 0  1 0  1 3

5 X X X Y X X
1 0 3 2 2 1 4
0 1 0  1 0  1 0



-  35 -

12 X X X X X X
1 0 3 2 1 1 1
Q 1 O I 2 I 3

12 X X X X X Ï
1 0 3 2 1 1 1
0 1 0  1 2  4 3

6 X X X X X X
1 0 3 2 2 1 1
0 1 0  1 3  4 3

24 X X X X X X
1 0 2 1 4 3 3
0 1 1 2  1 2  1

54 X X X X X X
1 0 3 1 3 2 2
0 1 1 2 2 3 2

36  X X X X X X
1 0  2 1 2  1 1
0 1 1 2 3 4 3

3 X X X I  X X
1 0  2 1 1 0  3
0 1 1 2  1 2  1

12 X X X X X X
1 0 2 1 0 0 3
0 1 1 2 3 2 1

12 X X X X X X
1 0 2 1 0 3 3
0 1 1 2 3 2 1

ia x x x x x x
1 0  2 1 1 0  2
0 1 1 2  1 2  2

36 X X X X X X
1 0 2 1 0 0 2
0 1 1 2 3 2 2

36  X X X X X X
1 0 2 1 0 2 2
0 1 1 2 3 3 2

13 X X X X X X 
1 0  2 1 1 0  1
0 1 1 2  1 2  3

36  X X X X X X
1 0 2 1 0 0 1
0 1 1 2 3 2 3

3 6 X X X X X X
1 0 2 1 ' 0 I 1
0 1 1 2 3 4 3

6 X X X X X. X
1 0 -2 I I 0 0
0 1 1 2  1 2  4

12 X X X X ï  X
1 0 2 1 0 0 0
0 1 1 2 3 2 4

12 X X X X X X
1 0 2 1 0 0 0
0 1 1 2 3 3 4

8 X X X X X X 
1 0  2 1 1 0  0
0 1 1 2 4 3 4

9 X X X X X I
1 0 1 0 3 2 2
0 1 2 3 2 3 2

13 X X X X X X 
1 0  1 0  2 1 1
0 1 2 3 J 4 5
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9 X X X X X Y 
1 0  1 0  1 0  0
0 1 2 3 4 5 4

5 X X X Y X Y X X 
1 0 3 2 2 1 1 0 3  
0 1 0 1 0 1 0  1 0

12 X X  X X Y Y X X  
1 0 3 2 1  1 1 0 3  
0 1 0 1 2 1 0 1 0

24 X X X X Y X Y X  
1 0 3 2 1 1 0 0 3  
0 1 0 1 2 1 2 1 0

24 X X X X Y X X J 
1 0 3 2 1 1 0 3 3  
0 1 0 1 2 1 2 1 0

12 X X  X 1 X X Ï X
1 0 3 2 2 1 0 0 3  
0 1 0 1 0 1 2 1 0

1 2 X X X I X X X Y  
1 0 3 2 2 1 0 3 3
0 1 0  1 0  1 2  1 0

24 X X X I  X X X 7 
1 0 3 2 2 1 4 3 3  
0 1 0 1 0 1 0 1 0

3 S X X X X X Ï X X  
1 0 3 2 1 0 0 0 3
0 1 0 1 2 3 2 1 0

36  X X X X X i  X Y 
1 0 3 2 1 0 0 3 3
0 1 0 1 2 3 2  1 0

48 X X X X Y X X Y 
1 0 3 2 1 1 4 3 3  
0 1 0 1 2 1 0  1 0

36 X X X X X X Y Y 
1 0 3 2 1 0 3 3 3  
0 1 0 1 2 3 2 1 0

96 X X X X X X Y Y
1 0 3 2 1 4 3 3 3  
0 1 0 1 2 1 2 1 0

48 X X X X X Y X Y 
1 0 3 2 1 4 4 3 3  
0 1 0 1 2 1 0 1 0

80 X X X X X Y X Y
1 0 3 2 3 4 4 3 3  
0 1 0 1 0 1 0  1 0

120  X X X X X X Y Y 
1 0 3 2 5 4 3 3 3  
0 1 0 1 0 1 2 1 0

18 X X X Y X Y X X  
1 0 3 2 2 1 1 0 2  
0 1 0 1 0 1 0 1 1

36 X X X X Y Y X X  
1 0 3 2 1 1 1 0 2  
0 1 0 1 2 1 0  1 1

72 X X X X Y X Y X
1 0 3 2  1 1 0 0 2  
0 1 0 1 2  1 2 1 1

72 X X X X Y X X Y 
1 0 3 2 1 1 0 2 2
0 1 0  1 2  1 2  2 1
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3 6 X X X Y X X Y X 
1 Q 3 2 2 1 0 0 2
0 1 0 1 0 1 2 1 1

36  X X X Y X X X Y 
1 0 3 2 2 1 0 2 2  
0 1 0  1 0 1 2 2 1

54 X X X Y X X X Y 
1 0 3 2 2 1 3 2 2  
0 1 0 1 0 1 1 2 1

108 X X X X X Z Y X 
1 0 3 2 1 0 0 0 2  
n 1 n 1 ?. z 2 i l

108 X X X X X Y X Y
1 0 3 2  1 0 0 2 3
0 1 0 1 2 3 2 2 1

108 X X X X Y X X Y 
1 0 3 2 1 1 3 2 2
0 1 0  1 2  1 1 2  1

103  X X X X X X Y Y 
1 0 3 2 1 0 2 2 2  
0 1 0  1 2 3 3 2 1

2 1 5  X X X X X X Y Y 
1 0 3 2 1 3 2 2 2
0 1 0 1 2 2 3 2 1

108 X X X  X X Y X Y 
1 0 3 2 1 3 3 2 2  
0 1 0 1 2 2 1 2 1

108  X X X X X Y X Y 
1 0 3 2 4 3 3  2 2 
0 1 0 1 1 2 1 2 1

2 1 5  X X X X X X Y Y 
1 0 3 2 4 3 2  2 2
0 1 0 1  1 2 3 2  1

18 X X X Y X Y X X
1 0 3 2 2 1 1 0 1 
0 1 0  1 0 1 0  1 2

38 X X X X Y Y X X
1 0 3 2 1 1 1 0 1
0 1 0  1 2  1 0  1 2

72 X X X X Y X Y X
1 0 3 2 1 1 0 0 1

0 1 0 1 2 1 2 1 2
7 2 X X X X Y X X Y 

1 0 3 2  1 1 0 1 1
0 1 0  1 2  1 2  3 2

36 X X X Y X X Y X 
1 0 3  2 2 1 0 0 1
0 1 0 1 0 1 2 1 2

36 X X X Y X X X Y
1 0 3 2 2 1 0 1 1 
0 1 0 1 0 1 2 3 2

36  X X.  X Y X X X Y
1 0 3 2 2 1 2 1 1 
0 1 0 1 0 1 2 3 2

108 X X X X X Y Y X
1 0 3 2 1 0 0 0 1
0 1 0 1 2 3 2 1 2

108 X X X X X Y X Y
1 0 3 2 1 0 0 1 l
0 1 0 1 2 3 2 3 2
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7 2 X X X X Y X X Y
1 0 3 2 1 1 2 1 1 
0 1 0 1 2 1 2 3 2

108 X X X X X X Y Y 
1 0 3 2 1 0 1 1 1
0 1 0 1 2 3 4 3 2

144 X X X X X X Y Y 
1 0 3 2 1 2 1  1 1 
0 1 0 1 2 3 4 3 2

72 X X X X X 1 X Y
1 0 3 2 1 2 2 1 1 
0 1 0 1 2 3 2 3  2

54 X X X X X Y X Y
1 0 3 2 3 2 2 1 1 
0 1 0 1 2 3 2 3 2

108 X X X X X X Y Y 
1 0 3 2 3 2 1  1 1 
0 1 0  1 2 3 4 3 2

3 X X X Y X Y X X
1 0 3 2 2 1 1  0 0 
0 1 0  1 0 1 0 1 3

12 X X X X Y Y X X
1 0 3 2 1 1 1 0 0
0 1 0  1 2 1 0 1 3

24 X X X X Y X Y X 
1 0 3 2 1 1 0 0 0
0 1 0 1 2 1 2 1 3

24 X X X X Y X X Y
1 0 3 2 1  1 0 0 0  
0 1 0 1 2 1 2 4 3

18 X X. X X 1  Z 1  :l  
1 0 3 2 2 1 0 0  3 
0 1 0 0 0 1 2 1 3

12 X X X Y X X X Y 
1 0 3 2  2 1 0 0 0
0 1 0  1 0  1 2  4 3

6 X X X Y X X X Y 
1 0 3 2 2 1 1 0  0
0 1 0  1 0  1 3  4 3

36  X X X X X Y Y X 
1 0 3 2 1 0 0 0  0
0 1 0 1 2 3 2 1 3

36 X X X X X Y X Y 
1 0 3 2  1 0 0 0  0
0 1 0 1 2 3 2 4 3

12 X X X X Y X X Y 
1 0 3 2  1 1 1 0 0  
0 1 0 1 2 1 3 4 3

36 X X X X X X Y Y
1 0 3 2 1 0 0 0 0  
0 1 0 1 2 3 5 4 3

24 X X X X X X Y Y
1 0 3 2 1  1 0 0 0
0 1 0  1 2 4 5 4 3

12 X X X X  X Y X Y 
1 0 3 2  1 1 1 0 0
0 1  0 1 2 4 3 4 3

S X X X X X Y X Y
1 0 3 2 3 1 1 0 0
0 1 0 1 3 4 3 4 3

12 X X X X X X Y Y
1 0 3 2 2 : 0 0 o
0 1 0  1 3 4 5 4 o
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13 X X X Y X X X Y 
1 0 2 1 1 0 3 2 2  
0 1 1 2 1 2 1 2 1

36 X X X X ï  X X ï  
1 0 2 1 0 0 3 2 2
0 1 1 2 3 2 1 2 1

36 X X X X X I  X X 
1 0 2 1 0 3 3 2 2  
0 1 1 2 3 2 1 2 1

72 X X X X X X ï  T
1 0 2 1 0 3 2 2 2
0 1  1 2 3 2 3 2 1

72 x x x x x i x r
1 0 2 1 4 3 3 2 2
0 1 1 2 1 2 1 2 1

144 X X X X X X I  I  
1 0 2 1 4 3 2 2 2
0 1  1 2 1 2 3 2  1

36 X X X  I  X X X Y
1 0 2 1 1 0 2 1 1 
0 1 1 2  1 2 2 3 2

72 X X X X ï  X X ï
1 0 2 1 0 0 2 1 1 
0 1 1 2 3 2 2 3 2

72 X X X X X ï  X Y 
1 0 3 1 0 2 2 1  1 
0 1 1 2 3 3 2 3  2

144 X X X X X X Y Y 
1 0 2 1 0 2 1  1 1
0 1 1 2 2 3 2 3 2

102 X X X X X Y X Y
1 0 2 1 3 2 2 1 1
0 1 1 2 2 3 2 3 2

213 X X X  X X X ï  Z 
1 0 2  1 3 2 1  1 1
0 1  1 2 2 3 4 3 2

13 X X X  I X  X X Y
1 0  2 1 1 0  1 0  0
0 1 1 2 1 2 3 4 3

36 X X X X Y X X Y
1 0 2 1 0 0 1 0  0 
0 1 1 2 3 2 3 4 3

36 X X X X X Y X Y 
1 0 2 1 0  1 1 0 0
0 1 1 2  3 4 3 4 3

72 X X X X X X Y Y
1 0 2 1 0 1 0 0 0 
0 1 1 2 3  4 5 4 3

36 X X X X X Y X Y
1 0 2  1 2 1 1 0 0  
0 1 1 2 5 4 3 4 3

72 X X X X X X Y Y 
1 0 2 1 2 1 0 0 0  
0 1 1 2 3 4 5 4 3

18 X X X X X Y X Y
1 0 1 0  0 2 2 1 1 
0 1 2 3 2 3 2 3  2

36 X X X X X X Y Y
1 0 1 0 3 2 1 1 1
0 1 2  3 2 3 4 3 2
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18 X X X X X Z X Z  
1 0 1 0 2 1 1 0 0  
0 1 2 3 3 4 3 4 3

36 X X X X X X Z Z  
1 0 1 0 2 1 0 0 0  
0 1 2 3 0 4 5 4 3

72 X X X Z X X X Z X Z
1 0 3 2 2 1 4 3 3 2 2
0 1 0 1 0 1 0 1 0  1 0

144 X X X  X Z X X Z X Z
1 0  3 2 1 1 4 3 3 2 2
0 1 0  1 2  1 0  1 0  1 0

144 X X X X X I X Z X ï 
1 0 3 2  1 4 4 3 3 2 2  
0 1 0 1 2 1 0 1 0 1 0

288 X X X X X X Z Z X Z 
1 0 3 2 1 4 3 3 3 2 2
0 1 0 1 2 1 2  1 0 1 0

576 X X X X  X X Z X Z Z 
1 0 3 2 1 4 3 3 2 2 2
0 1 0 1 2 1 2 1 2 1 0

180 X X X X X Z X Z X Z
1 0 3 2 5 4 4 3 3 2 2  
0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0

360 X X X X X X Z Z X Z 
1 0 3 2 5 4 3 5 3 2 2
0 1 0 1 0 1 2 1 0 1 0

720 X X X X X X Z X Z Z 
1 0 3 2 5 4 3 3 2 2 2  
0 1 0 1 0 1 2 1 2 1 0

b. En théovie des communications : boucles à vevvouillaae de phase 
(Van Trees [VI]).

Soit le modèle :

N(t)
Sj i t )  E(t) t 
-->— ■— sin( ) >" '0

é \

____ K ____

L'équation d iffé ren tie lle  décrivant ce système s 'é c r it  :
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+ & sin E(t) = e (t) - KN(t). (16)

Elle traduit le comportement du signal d'erreur. Dans la suite nous consi-
dêrerons le cas le plus simóle : h~(t)=0. N(t) est un bruit hlanc aaussien 

iïn 1.de variance — j*Une première approximation pour la résolution de (16) con- 
2Asiste à approcher :

E‘3 (t )sin E(t) ^  E(t) -

La série génératrice associée est solution de : 

G + X. Xq G - xq G wG w G = Xj

On obtient :

GQ= (l + K x^ 1 x2

ou :

1 Y1 0

Pour G ̂  :

6 X Y I Y1 3  2 1 0

Pour G n :u

seo x x z r 7 7 71 3 5 4 3 2 1 0
144 X 7 X 7 7 7 7 1 3 2 4 3 2 1 0
36 X 7 7 X 7 7 71 3 2 1 3 2 1 0
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Pour G, :

34S6 X Z X Z Z X Z Z Z Z  
2 3 2 4 3 2 4 3 2 1 0

364 X Z X Z Z Z X Z Z Z 
1 3 2 4 3 2 1 3 2 2 0

216 X Z Z X Z Z X Z Z Z 
1 3 2 2 3 2 2 3 2 2 0

3640 X X Z Z Z X Z Z Z Z 
2 3 5 4 3 2 4 3 2 1 0

2160 X X Z Z Z Z X Z Z Z
2 3 5 4 3 2 2 3 2 2 0  

21600 X X Z Z X Z Z Z Z Z 
1 3 5 4 3 5 4 3 2 1 0

3640 X Z X Z X Z Z Z Z Z
1 3 2 4 3 5 4 3 2  1 0

364 X Z Z X Z X Z Z Z Z 
1 3 2  1 3 2 4 3 2  1 0

43200 X X Z X Z Z Z Z Z Z
1 3 5 4 6 5 4 3 2 1 0

27230 X Z X X Z Z Z Z Z Z
2 3 2 4 6 5 4 3 2 1 0

2160 X Z Z X X Z Z Z Z Z 
1 3 2  1 3 5 4  3 2 2 0

75600 X X X Z Z Z Z Z Z Z 
1 3 5 7 6 5 4 3 2  2 0

Pour G ;

526400 X Z X Z X Z Z X Z Z  Z Z Z 
2 3 2 4 3 5 4 3 5 4 3 2  2 0

229S000 Z X Z Z X Z Z X Z Z Z Z Z 
1 3 5 4 3 5 4 3 5 4 3 2 1  0

2592000 X X Z X Z ï  Z X Z Z Z Z Z 
1 3 5 4 6 5 4 3 5 4 3 2  1 0

5234000 X X Z X Z Z X Z Z Z Z Z Z 
2 3 5 4 S 5 4 6  5 4 3 2 1 0

207360 X Z X Z X Z Z Z X Z Z Z Z 
1 3 2 4  3 5 4 3  2 4 3 2 1  0

523400 X X Z Z X Z Z Z X Z Z Z Z 
2 3 5 4 3 5 4 3 2 4 3 2 2 0

1036800 X X Z X Z Z Z Z X Z Z Z  Z
1 3 5 4 6  5 4 3 2 4 3 2 1 0

32944 X Z X Z Z X Z Z X Z Z Z Z
1 3 2 4 3 2 4 3 2 4 3 2 1 0

207360 X X Z Z Z X Z Z X Z Z Z Z
1 3 5 4 3 2 4 3 2 4 3 2  1 0

20736 X Z Z X Z X Z Z X Z Z Z Z 
1 3 2 1 3 2 4 3 2 4  3 2 1 0

52840 X Z X Z X '  Z Z Z Z X Z Z Z
1 3 2 4 3 5 4 3 2 1 3 2 1 0

129600 X X Z Z X Z Z Z Z X Z Z Z
1 3  5 4 3 5 4 3 2 1 3  2 1 0

259200 X X Z X Z Z Z Z Z X Z Z Z 
1 3 5 4  6 5 . 4  3 2 1 3 2 1  0
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2073$ X Z Z Z Z X Z Z Z X Z Z Z
1 3 2 4 3 2 4 3 2 1 3 2 1 0

51840 X X Z Z Z X Z Z Z X Z Z Z
1 3 5 4 3 2 4 3 2 1 3 2 1  0

5184 X Z Z X Z X Z Z Z X Z Z Z 
1 3 2 1 3 2 4 3 2 1 3 2 1 0

5184 X Z X Z Z Z X Z Z X Z Z Z
1 3 2 4 3 2 1 3 P. 7 3 2 1 0

12960 X X Z Z Z Z X Z Z X Z Z Z 
1 3 5 4 3 2 1 3 2 1 3 2  1 0

1296 X Z Z X Z Z X Z Z X Z Z Z
1 3 2 1 3 2 1 3 2  1 3 2 1 0

1028800 X Z X X Z Z Z X Z Z Z Z Z 
1 3 2 4 6 5 4 3 5 4 3 2 1 0

4S36000 X X X Z Z Z Z X Z Z Z Z Z 
1 3 5 7 8 5 4 3 5 4 3 2 1 0

9072000 X X X Z Z Z X Z Z Z Z Z Z 
1 3 5 7 8  5 4 6 5 4 3 2  1 0

414720 X Z X X Z Z Z Z X Z Z Z Z
1 3 2 4 8 5 4 3 2 4 3 2  1 0

1814400 X X X Z Z Z Z Z X Z Z Z r  Z 
1 3 5 7 8 5 4 3 2 4 3 2 1 0

51840 X Z Z X X Z Z Z X Z Z Z Z
1 3 2 1 3 5 4 3 2 4 3 2 1 0

103680 X Z X X Z Z Z Z Z X Z Z Z 
1 3 2 4 8  5 4 3 2 1  3 2 1 0

4SZ600 X X X Z Z Z Z Z Z X Z Z Z 
1 3 5 7 8  5 4 3 2 1 3 2 1 0

12360 X Z Z X X Z Z Z Z X Z Z Z 
1 3 2 1 3 5 4 3 2 1 3  2 1 0

2073600 X Z X X Z Z X Z Z Z Z Z Z
1 3 2 4 8 5 4 8 5 4 3 2 1 0

15876000 X X X Z Z X Z Z Z Z Z Z Z
1 3 5 7 8 5 7 8 5 4 3 2  1 0

129600 X Z Z X X Z Z X Z Z Z Z Z 
1 3 2 2 3 5 4 3 5 4 3  2 1 0

1036800 X Z X Z X Z X Z Z Z Z Z Z 
1 3 2 4 3 5 4 8 5 4 3  2 1 0

2592000 X X Z Z X Z X Z Z Z Z Z Z 
1 3 5 4  3 5 4 8 5 4 3 2 1  0

9072000 X X Z X Z X Z Z Z Z Z Z Z 
1 3 5 4 8 5 7 8 5 4 3 2 1  0

207360 X Z X Z Z X Z X Z Z Z Z Z
1 3 2 4 3 2 4 3 5 4 3 2 1 0

518400 X X Z Z Z X Z X Z Z Z Z Z 
1 3 5 4 3 2 4 3 5 4 3 2 1  0

51840 X Z Z X Z X Z X Z Z Z Z Z 
1 3 2  1 3 2 4 3 3 4 3 2 1 0

20736 X Z X Z Z Z X Z X Z Z Z Z 
1 3 2 4 3 2 1 3 2 4 3 2  1 0

51840 X X Z Z Z Z X Z X Z Z Z Z 
1 3 5 4 3 2 1 3  2 4 3  2 1 0

5184 X Z Z X Z Z X Z X Z Z Z Z
1 3 2 1 3 2 1 3 2 4 3 2 1 0

3628800 X Z X X Z X Z Z Z Z Z Z Z
1 3  2 4 8 5 7 8  3 4 3 2 1  j

25401600 X X X Z X Z I  Z Z Z Z Z 7 
1 3 5 7 8 3 7 8 5 4  3 2 1  0



259200 X I  ï  X X I  X I  ï  î  I  ï  î  
1 3 2 1 3 5 4 3 5 4 3 2 1 0

1814400 X I  X ï  X X ï  ï  ï  I  ï  I  ï  
1 3 2 4 3 5 7  3 5 4 3 2 1  0

4538000 X X I I X X I Ï I I  I I I  
1 3 5 4 3 5 7 6 5 4 3 2 1 0

14515200 X X I X X Ï I Ï Ï I Ï Ï Ï  
1 3 5 4 6 3 7  8 5 4 3 2 1 0

414720 X I  X I  ï  X X I  ï  I  I  I  ï  
1 3 2 4 3 2 4 6 5 4 3 2  1 0

1036800 X X ï  f ï  X X X ï  I  I  ï  I  
1 3 5 4 3 2 4 8 5 4 3 2 1 0

103680 X ï  ï  X ï  X X 1 I  I  ï  ï  I  
1 3 2  1 3 2 4 3 5 4 3 2  1 0

51840 X 7 X I X I X X Z Ï Ï I I  
1 3 2 4 3 2  1 3 5 4 3 2  1 0

129600 X X I  I  I  ï  X X ï  ï  î  ï  ï  
1 3 5 4 3 2 1 3 5 4 3 2  1 0

12960 X X I X  I  I  X X I  I  Z I  ï  
1 3 2 1  3 2 1 3 5 4 3 2 1 0

5806080 X I  X X X I  ï  I  I  ï  ï  ï  ï  
1 3 2 4 3 3 7 3  5 4 3 2 1 0

38102400 X X X X I  I  I  I  I  I  I  I  I  
1 3 3 7 9 8 7 3 5  4 3 2 1 0

453800 X I  ï  X X X I  I  I  I  I  ï  I  
1 3 2 1 3 5 7 3 5 4 3 2  1 0

5. EXPRESSION DES TERMES DU DEVELOPPEMENT PERTURBATIF DES MOMENTS DE LA 

SOLUTION.

a. Cas non stationnaire.

En utilisant ta proposition ci—dessus 3 on obtient une repré

sentation formelle du terme d 1ordre k de :

<qn(t) >=<q*(t) > + n <ql~1(t) q^(t) >+ ...

par :

H.

{fJ1

vk-lH k-2+'"H

vn t'7 H _ 7 m  -i ) K̂iv J u£ 
( ° ) ï } )„ (  r  b G n 9aG 0 M u  G k~1-
n * t 0 1 k-1 k

+...H=k

un tevme s'éavït :

BC< { 1 - ( 1  ^Qa . )x  -] 1xi  c 
t-1 2

l-( ? ä ^  ' ' •' M  f ,Sk-lai>xo'±Xi, (Z'<? ,SÏW > 
t = 2  ^ = 2  fe t - 2

Î27j
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où Bj C3 S x . sont défin is comme plus haut.
1 %3

Appliquer le lemme du chapitre précédent revient ic i  :

1) à annuler les expressions pour lesquelles :

(1)
! x . x . . . . x . I ¿0 et I x.  x. ...x. i =0

vl %2 k x 2 2 2 zk 1 xJx1

2) ŝ  lx.3x .  3. . . 3x- j &>0I x.% % n  ̂_ I
2 2 P XjZj

- à supprimer le pôle compris entre chaque paire X2Xjj
- à remplacer x^xj par Xq3 ^ a
- e t à m ultip lier le coeffic ien t BC par (— ) .

L'expression (17) es t ainsi une fraction rationnelle en x^ :

m v i 1
R (xJ =BC xm- tt C l - (  z u5

u u tj=o k=i 3 * u

Nous la noterons :

C X X _____  X
1 1  1 1

un ---- V , w0 1 m-1 m

2 2 2 2
U-t • • • • U -T u0 1 M M m

: : i
P P P P
y 0  ̂2 .... w m-l u m

La proposition suivante permet de traduire l ’expression (17) 
en polynôme exponentiel après l'avo ir  décomposée en éléments simples.

4#
(1) w e t w’ e{xg3x ^  3 on note | w [ 3 le nombre d ’occurrences de w' dans w.

w '
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Proposition 8 : A la frac tion  ra tionnelle

¡ f (x QJ = (l-axQ)-V

es t associé le polynôme exponentiel :

p—1 ?  ) j  a t
£(t> = C Z JÇîsA > «
P 3=0 31 3

Preuve : Montrons d ’abord, le ré su lta t simple suivant : 

■(1- oxq) & - (1+oXq)P 2 w (1-aXg) p> 1.

n  s u f f i t  ensuite d ’ccppliquer la proposition 3 pour conclure.

(l+axjV"1 \u (1-axJ~2= Z ' (Ji i ) d i x i ^ ( l - a x j “1 
0 0 k=0 p"2 0 0

mais d ’après la proposition précédente3

d ’où (l+axnf i  ^ m d - a x J  1= (l-axJ  2 Z (  ̂ Ja^xÎtt-azJ   ̂0 0 0 p—1 0 0

=( 1-oXq)  ̂(l+axq( 1-axq) 2Ĵ  2

~( 1-aXg) ^ cqfd.

b. Cas sta tio n n a ire.

D’après la proposition ci-dessus} la lim ite du polynôme

x^tu ( 1-clXq) xí( 1-a xJ -(k+1)
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exponentiel associé à R(xq) j quand t  tend vers l ' in f in i  es t :

i

9

m~1 P k -7 1 2  vC TT (- Z y . au ) 1 s i u =u ..=up=0 (B=l, Cf. §2)
j=0 k=l0 k m m m

0 sinon

TL sera représenté par

r 1 1 1
c vo “z ...........  %-l

«2 «2 ...........  „ 2
0 1 m-1 (18)

• • •
« • •
P P P

VQ Vj ........... Vm-1

a. Applications

Exemple 3a :

Premiers termes du développement perturba tif de <q(t)>.

<(V  2 1— —  1 0
0 0

1 1
1 0
0 0

a jt  a„t 
où <q^(t)> = Aj e + Ag e

pour l ’exemple du chapitre I I ,

<qQ( t )>=2 e°3St{l,5eos(03868t) + 0,8e6sin(0,368t) )
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<Gj>

1 X X
1 O 3
O 1 O

3 X X
1 O 2
0 1 1

3 X X
1 O 1
0 1 2

1 X X
1 o o
0 1 3

2 X X X X X 
12 ÆsJ 1 0 3 2 1 1 

¿ 0 1 0  1 2  0
12 X X X X X

1 0  2 1 0  0
0 1 1 1 2  1

<Gl >=A\ (1 ~a l x 0)~1(1^ ^ 0 ^ 1(1~Zal X0)~lx20 1'M l (1 ~a f :0 ~ 1(1~a f 0 ~ 1(1~ (2 a i +a2) x o)s:20

+3A2A22 ( 1-a .fJ  - 1 ( l-a¿c0) ~2 ( l - b f t o j x j  1̂ Q) ~l ( l - a ^ Q) ~2 ( l-Za^Q)

+12A^(%? ) ( 1 - cI jX q) ^ t t -agSg)  ^ d S a ^ X g )  ~ ( l - iZa^+a^^Xß) 1 ( l - f a ^ + Z a ^ X g ) ^

Pour l 'exemple:
— 7 S-h ■<q1(t)> =-2e 3 c 0,06 eos (2,S98t) + 0,67 sin (2, 598t)  )

- 2e~liSt  C 2,63 cos (0, 866t) + 0,65 sin (0, 866t) ]

+2e~°sSt i 2,68 eos (0, 866t) + 3, 8? sin (0, 866t) 1

- 2e~0jSt (  3, 75t cos (0, 866t) - 6, 5t  sin (0, 866t) )

La figure 2 représente les deux approximations :

<q(t) >= <qQ(t)>

< a(t) > -  <  qg(t) > + 0,2 <q^(t)>

Dans le aas stationnaire,

+12A2(Î )(1~alx0} (1"a2X0r  (1-Za2X0) (1~( 2a ̂-a^) x q) 'l-(a^+2ajxj '2  2 0 0



<q(t)>

3 ^

2 -

1 -

\  ^

Figure 2: Développement p e r tu r b a t i f  du moment du ordre de la  so lu tio n

3 ' 2
de l 'é q u a tio n  q + q + q  + 0.2q =b ( t)  avea a =5i q (0 )=33q (0 )=0.

\ \  " v

\  \  ^ 7

---- V -------------- 1---------^ ------------r----------------,--------------------
2 -v \  2 3 ^  /  4 t

\ \

<qQ(t)>  +&<q1 (t)>

<q0 (t)>

S o lu tio n  par la  méthode de Monté-Carlo
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< q > = lim  < q ( t )  > = 0 

f c  00

car to u s le s  mots de G^ se term in a n t par x^ o n t un nombre im pair de x ^•

p
. Prem iers term es du développem ent p e r tu r b a t i f  de <q~‘(t)> .

<Gn ^  G0 > : ( 1 9 )

2
4 (2*.) X X X  1

4 0 1 z

2<Gn ui Gj> :

2
233 r—; x x x x x x x 2

2 3 2 2 1 1 X 0 0
1 2 0 2 1 1 2 - 2 '

576 X X X X X X X  3
4 3 2 2 1 1 1 0
0 1 2 0 3 1 1 2

192 X X X X X X X X U
4 3 2  2 2 1 1 0
0 1 2 0 0 1 1 2

36 X X X X X X X X 5
3 2 2 2 1 1 0 0
1 2 0 0 1 1 2 2

576 X X X X X X X X 6
3 2 2 1 1 0 0 0 
1 2 0 3 1 4 2 2

1152 X X X X X X X  X 7
4 3 2 2 1 1 0 0
0 1 2 0 3 1 4 2

ai G^> -h <Gj uj G^> :

32944 ( 2 f )  X X X X X X X X X X X X  
* 3 3 2 2 2  3 1 1 1 1 0 0  0 

3 1 4 2 2 0 3 3  1 1 4 2 2

165888 X X X X X X X X X X X X
4 3 3 2 2 2 2 1 1 1 1 0 0  
0 3 1 4 2 2 0 3 3 1 1 4 2

497684 X X X X X X X X X X X X
4 4 3 3 2 2 2 2 1 1 1 1 0
2 0 3 1 4 2 2 0 3 3 1 1 2



-  50 -

y
248332 (— >) X X X X X X X X X X X X 

-  4 4 3 3 3 2 2 2 1 1 1 1 0  
2 0 3  1 1 2 2 0 3 3 1 1 0

32944 X X X X X X X X X X X X
4 4 3 3 3 2 2 2 2 1 1 1 0  
2 0 3 1 1 2  2 0 0 3  1 1 2

248832 X X X X X X X X X X X X
4 3 3 2 2 2 2  1 1 1 1 0 0  
2 3 1 4 2 2 0 3 3 1 1  2 2

329440 X X X X X X X X X X X X
3 4 4 3 3 2 2 2 2 1  1 1 0 
1 2 0 3  1 4 2 2 0 3 1 1 2

414720 X X X X X X X X X X X X
5 4 4 3 3 3 2 2 2 1 1 1 0  
1 2 0 3 1  1 2 2 0 3 1 1 2

138240 X X X X X X X X X X X X
5 4 4 3 3 3 2 2 2 2  1 1 0 
1 2 0 3  1 1 2 2 0 0  1 1 2

124416 X X X X X X X X X X X X
4 3 3 3 2 2 2  1 1 1 1  0 0
2 3 1 1 2 2 0 3 3 1 1 2 2

138240 X X X X X X X X X X X X
5 4 4 4 3 3 2 2 2  1 1 1 0
1 2 0 0 1 1 2 2 0 3 1 1 2

46080 X X X X X X X X X X X X
5 4 4 4 3 3 2 2 2 2  1 1 0
1 2 0 0 1 1 2 2 0 0 1 1 2

41472 X X X X X X X X X X X X
4 3 3 3 2 2 2  2 1 1 1 0 0  
2 3 1 1 2 2 0  0 - 3  1 1 2 2

414720 X X X  X X X X X X X X X
5 4 3 3 2 2 2 2  1 1 1 0 0
1 2 3 1 4  2 2 0 3 1 1 2 2

329440 X X X X X X X X X X X X
3 5 4 4 3 3 2 2 2  1 1 1 0  
0 1 2 0 3 1 4 2 0 3 1  1 2

414720 X X X X X X X X X X X X
3 5 4 4 3 3 3  2 2 1 1 1 0  
0 1 2 0 3 1 1 2 0 3 1 1 2

138240 X X X X X X X X X X X X
3 5 4 4 3 3 3 2 2 2  1 1 0
0 1 2 0 3 1 1 2 0  0 1 1 2

207360 X X X X X X X X X X X X
5 4 3 3 3 2 2 2 1  1 1 0 0
1 2 3 1 1 2 2 0 3  1 1 2 2

138240 X X X X X X X X X X X X
3 5 4 4 4 3 3 2  2 1 1 1 0
0 1 2 0 0 1 1 2 0 3 1 1 2

46080 X X X X X X X X X X X X
3 5 4 4 4 3 3 2  2 2 1 1 0
0 1 2 0 0 1 1 2 0 0 1 1 2

39120 X X X X X X X X X X X X
5 4 3 3 3 2 2 2 2  1 1 0 0
1 2 3  1 1 2 2 0 0 1  1 2 2

39120 X X X X X X X X X X X X
5 4 4 3 3 2 2 2 1 1 1 0 0
1 2 0 1 1 2 2 0 5 1 1 2 2

23040 X X X X X X X X X X X X
5 4 4 3 5 2 2 2 2 1 1 0 0  
1 2  0 1 1 2 2 0 0 1 1 2 2
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20736 (%r) X X X X X X X X X X X X  
‘‘ 3 3 2 2 2 1  1 1 1 1 0 0 0  

1 1 2 2 0 3 2 1 1 1 2 2 2

82944 X X X X X X X X X X  X X  3
4 3 3 2 2 2 1 1 1 1 1 0 0
0 1  1 2 2 0 3 3 1 1  1 2 2

55296 X X X X X X X X X X X X  9
4 3 3 2 2 2 2 1 1 1 1 0 0  
0 1 1 2 2 0 0 3 1 1  1 2 2

55296 X X X X X X X X X X X X  10
4 4 3 3 2 2 2 2 1 1 1 1 0
0 0 1  1 2 2 0 0 3 1 1 1 2

9216 X X X X X X X X X X X X  11
4 4 3 3 2 2 2 2 2 1 1  1 0 
0 0 1 1 2 2 0 0 0 1 1  1 2

13824 X X X X X X X X X X X X  1 2
3 3 2 2 2 2  1 1 1 1 0 0 0
1 1 2 2 0 0 3  1 1 1 2 2 2

9216 X X X X X X X X X X X X  1 ?
4 3 3 2 2 2 2 2 1  1 1 0 0  
0 1 1 2  2 0 0 0 1 1  1 2 2

92944 X X X X X X X X X X X X  1 ^
3 3 2 2 2 1 1 1 1 0 0 0 0  
1 1 2 2 0 3 3 1 1 4 2 2 2

148832 X X X X X X X X X X X X  1 5
4 3 3 2 2 2 1 1  1 1 0 0 0
0 1 1 2 2 0 3 3  1 1 4 2 2

82944 X X X X X X X X X X X X  1 6
4 4 3 3 2 2 2 1 1 1 1 1 0  
0 0 . 1  1 2 2 0 3  3 1 1 1 2

41472 X X X X X X X X X X X X
3 3 3 2 2 2 1 1 1 1 0 0 0  
3 1  1 2 2 0 3 3 1  1 4 2 2

82944 X X X X X X X X X X X X
4 3 3 3 2 2 2 1 1 1 1 0 0
0 3  1 1 2 2 0 3 3  1 1 4 2

82944 X X X X X X X X X X X X
4 4 4 3 3 2 2 2 1 1  1 1 0  
2 0 0 1 1 2 2 0 3 3 1  1 2

27648 X X X X X X X X X X X X
4 4 4 3 3 2 2 2 2 1 1  1 0 
2 0 0 1  1 2 2 0 0 3  1 1 2

41472 X X X X X X X X X X X X
4 4 3 3 2 2 2 1 1 1 1 0 0 
2 0 1 1 2 2 0 3 3 1 1 2  2

13824 X X X X X X X X X X X X
4 4  2 3 2 2 2 2 1 1 1 0 0  
2 0 1 1 2 2 0 0 3  1 1 2 2

138240 X X X X X X X X X X X X
3 3 2 2 2 1  1 1 1 1 0 0 0  
3 1 4 2 0 5 3 3 1 1 4 2 0

176480 X X X X X X X X X X X X
4 3 3 2 2 2 1 1  1 1 1 0 0  
0 3 1 4 2 0 5 3 3 1 1 4 2

329440 X X X X X X X X X X X X
4 4 3 3 2 2 2 1 1 1 1 1 0 
2 0 3 1 4 2 0 5 3 3  1 1 2

165888 X X X X X X X X X X X X
4 4 3 3 2 2 2 2 2 1 1 1 0  
2 0 3 1 4 2 2 0  0 3 1 1 2  

2073600 X X X X X X X X X X X X
6 5 4 3  3 2 2 1  1 0 0 0 0
0 1 2 3 1 4 0 5 1 6 4 2 2

P 5
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414720 (— ) X X X X X X X X X X X X
2 4 3 3 2 2 2 1 1 1 1 1 0 0  

2 3 1 4 2 0 5 3 3 1 1 2 2

1382400 X X X X X X X X X X X X
5 4 4 3 3 2 2 2 1 1 1 1 0
1 2 0 3 1 4 2 0 5 3 1 1 2

276480 X X X  X X X X  X X X X X
5 4 4 3 3 2 2 2 2 2 1  1 0 
1 2 0 3 1 4 2 2 0  0 1 1 2

32944 X X X X X X X X X X X X
4 3 3 2 2 2 2 2  1 1 1 0 0  
2 3 1 4 2 2 0 0 3 1 1 2 2

276480 X X X X X X X X X X X X
3 3 2 2 2  1 1 1 1 0 0 0  0 
3 1 4 2 0 5 3 3 1 4 4  2 2

552960 X X X X X X X X X X X X
4 3 3 2 2 2 1 1  1 1 0 0 0  
0 3 1 4 2 0 5 3 3  1 4 4 2

1658880 X X X X X X X X X X X  X
4 4 3 3 2 2 2 1 1 1 1 0 0 
2 0 3 1 4 2 0 5 3 3 1 4 2

995328 X X X X X X X X X X X X
4 4 3 3 2 2 2 2 1  1 1 0 0 
2 0 3 1 4 2 2 0 3 3  1 4 2

329440 X X X X X X X X X X X X
4 3 3 2 2 2 1 1 1 1 0 0 0  
2 3 1 4 2 0  5 3 3 1 4 2 2

2764800 X X X X X X X X X X X X
5 4 4 3 3 2 2 - 2 1 1 1  0 0 
L. 2 O 3 L  4 2. O 5 3 1 4 2

1658880 X X X X X X X X X X X X
5 4 4 3 3 2 2 2 2 1  1 0 0 
1 2 0 3 1 4 2 2 0 3 1 4 2

497664 X X X X X X X X X X X X
4 3 3 2 2 2 2  1 1 1  0 0 0 
2 3 1 4 2 2  0 3 3 1 4 2 2

329440 X X X X X X X X X X X X
5 4 4  3 3 3 2 2 2  1 1 0 0
1 2 0 3 1 1 2 2 0 3 1 4 2

691200 X X X X X X X X X X X X
5 4 3 3 2 2 2  1 1 1 1 0 0  
1 2 3 1 4 2 0 5 3 1 1  2 2

1382400 X X X X X X X X X X X X
6 5 4 4 3 3 2 2 1 1 1 1 0 
0 1 2 0 3 1 4 0 5 3 1 1 2

276480 X X X X X X X X X X X X
6 5 4 4 3 3 2 2 2 2 1  1 0 
0 1 2 0 3 1 4 2 0 0 1 1 2

139240 X X X X X X X X X X X X
5 4 3 3 2 2 2 2 2 1 1 0 0 
1 2 3 1 4  2 2 0  0 1 1 2 2

1382400 X X X X X X X ¡( X X X X
5 4 3 3 2 2 2 1 1 1 0 0 0  
1 2 3  1 4 2 0 5 3  1 4 2 2

2764800 X X X X X X X X X X X X
6 5 4 4  > 3  3 2 2 1 1 1  O O
0 1 2 0 3 1 4 O 5 3 1 4  2

1653880 X X X X X X X X X X X X
6 5 4 4 3 3 2 2 2 1 1 0 0
0 1 2 0 3 1 4 2 0 3 1 4 2

691200 X X X X X X X X X X X X
6 5 4 3 3 2 2 1 1 1 1 0 ?
0 1 2 3 1 4 0 5 3 1 1 2 2
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329440 (— ) X X X X X X X X X X X X
2 5 4 3 3 2 2 2 2 1 1  0 0 0 

1 2 3 1 4 2 2 0 3 1 4 2 2

329440 X X X X X X X X X X X X
5 3 4 4 3 3 3 2 2 1  1 Q 0  
0 1 2 0 3 1  1 2 0 3 1 4 2

414720 X X X X X X X X X X X X
5 4 3 3 3 2 2 2 1 1 0 0 0  
1 2 3 1 1 2 2 0 3 1 4 2 2

27S480 X X X X X X X X X X X X
6 5 4 4 4 3 3 2 2 1  1 0 0  
0 1 2 0 0 1 1 2 0 3  1 4 2

2304 X X X X X X X X X X X X  1 7
3 3  2 2 2 2 2  1 1 1 0 0 0  
1 1 2 2 0 0 0 1 1 1 2 2 2

27648 X X X X X X X X X X X X  1 3
3 3 2 2 2 2 1 1 1 0 0 0 0  
1 1 2 2 0 0 3 1 1 4 2 2 2

32944 X X X X X X X X X X X X  1 9
4 3 3 2 2 2 2 1  1 1 0 0 0
0 1 1 2 2 0 0 3 1 1  4 2 2

13324 X X X X X X X X X X X X
3 3 3 2 2 2 2 1 1 1 0 0 0  
3 1 1 2 2 0 0 3 1 1 4 2 2

27648 X X X X X X X X X X  X X
4 3 3 3 2 2 2 2 1 1 1 0 0  
0 3 1 1 2 2  0 0 3 1 1 4 2

27648 X X X X X X X X X X X X
3 3 2 2  2 2 2 1 1 1 0 0 0  
3 1 4 2  2 0 0 3 1 1 4 2 2

55296 X X X X X X X X -X X X X
4 3 3 2 2 2 2 2 1 1 X  0 0 
0 3 1 4 2 2  0 0 3  1 1 4 2

165888 X X X X X X X X X X X X
3 3 2 2 2 2 1 1  1 0 0  0 0 
3 1 4 2 2 0 3 3  1 4 4 2 2

331776 X X X X X X X X X X X X
4 3 3 2 2 2 2 1  1 1 0 0 0  
0 3  1 4 2 2 0 3 3  1 4 4 2

497664 X X X X X X X X X X X X
4 4 3 3 3 2 2 2  Z 1 1 0 0  
2 0 3 1 1 2 2 0 3 3 1 4 2

248832 X X X X X X X X X X X X
4 3 3 3 2 2 2  1 1 1 0 0 0  
2 3  1 1 2 2 0 3 3 1 4 2 2

276480 X X X X X X X X X X X X
5 4 4 . 4 3 3 2 2 2 1 1 0 0
1 2 0 0 1 1 2 2 0 3 1 4 2

138240 X X X X X X X X X X X X
5 4 4 3 3 2 2 2  1 1 0 0 0
1 2 0  1 1 2 2 0 3 1 4 2 2

55296 X X X X X X X X X X X X  2 0

4 4 3 3 2 2 2 2  1 1 1 0 0  
0 0 1 1 2 2 0  0 3 1 1 4 2

32944 X X X X X X X X X X X X 2 1

3 3 2 2 2 1 1 1 0 0 0 0 0 
1 1 2 2 0 3 3 1 4 4 2 2 2

1S5388 X X X X X X X X X X X X 2 2
4 - 3 3 2 2 2 1 1  1 0 0 0 3
0 1 1 2 2 0 3 3  1 4 4 2 2

1332400 X X X X X X X X X X X X
0 5 4 3 3 2 2 1 1 1 0 0 0
1 1 2 3 1 4 0 5 3 1 4 2 2

2 3
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165388  f— ; X X X X X X X X X X X X 2 3
* 4 4 3 3 2 2 2 1 1 1 1 0  0 

0 0 1 1  2 2 0 3 3 1 1 4 2

32944  X X X X X X X X X X X X
3 3 3 2 2 2 1 1 1 0 0 0 0
3 1 1 2 2 0 3 3 1 4 4 2 2

1SS888 X X X X X X X X X X  X X
4 3 3 3 2 2 2 1  1 1 0 0 0  
0 3 1 1 2 2 0 3 3 1 4 4 2

16 S888 X X X X X X X X X X X X
4 4 4 3 3 2 2 2 1 1 1 0 0  
2 0 0  1 1 2 2 0 3 3 1 4 2

32944 X X X X X X X X X X X X
4 4  3 3 2 2 2 1 1 1 0 0 0  
2 0 1 1 2 2 0 3 3 1 4 2 2

414720 X X X X X X X X X X X X
3 3 2 2 2 1  1 1 0 0 0 0 0  
3 1 4 2 0  5 3 1 6 4 4 2 2

329440 X X X X X X X X X X X X
4 3 3 2 2 2 1  1 1 0 0 0 0  
0 3 1 4 2 0 5  3 1 5 4 4 2

2488320 X X X X X X X X X X X X
4 4 3 3 2 2 2 1 1 1  0 0 0  
2 0 3  1 4 2 0 5 3  1 6 4 2

1244160 X X X  X X  X X  X X X X X
4 3 3 2 2 2 1 1 1 0 0 0 0  
2 3  1 4 2 0 5 3 1 6  4 2 2

4147200 X X X X X X X X X X X X
5 4 4 3 3 2  2 2 1 1 0  0 0
l  2 0 5' L  4. 2 0 5 L  6 4. 2

2073600 X X X X X X X X X X X X
5 4 3 3 2 2 2 1 1 0 0 0 0
1 2 3 1 4 2 0 5 1 6 4 2 2

4147200 X X X X X X X X X X X X
6 5 4 4 3 3 2 2  1 1 0  0 0 
0 1 2 0 3 1 4 0  5 1 6 4 2

69120 X X X X X X X X X X X X
6 5 4 4 3 3 2  2 1 1 1 0 0  
0 1 2 0 1 1 2 0 3 1 1 2 2

207360 X X X X X X X X X X X X
6 5 4 3 3 3 2 2 1 1 1 0 0 
0 1 2 3 1 1 2 0 3 1  1 2 2

69120 X X X X X X X X X X X X
6 5 4 3 3 3 2 2 2  1 1 0 0  
0 1 2 3 1 1 2 0 0 1 1 2 2

23040 X X X X X X X X X X X X
6 5 4 4 3 3 2 2 2  1 1 0 0 
0 1 2 0 1 1 2 0  0 1 1 2 2

414720 X X X X X X X X X X X X
6 5 4 3 3 3 2  2 1 1 0 0 0  
0 1 2 3 1 1 2 0 3  1 4 2 2

138240 X X X X X X X X X X X X
6 5 4 4 3 3 2  2 1 1 0 0 0  
0 1 2 0 1 1 2 0 3 1 4 2 2

329440  X X X X X X X X X X X X
6 5 4 3 3 2 2 2 1 1 0 0 0 
0 1 2 3 1 4 2 0 3 1 4  2 2

4147 2Q X X X X X X X X X X X X
6 5 4 3 3 2 2 2 1 1 1 0 0  
0 1 2 3 1 4 2 0 5 1 1 2 2

138240 X X X X X X X X X X X X
6 5 4 5 5 2 2 2 2 1 1 0 0 
0 1 2 3 1 4 2  0 0 1 1 2 2

2 2



- 55 -

La figure 3 représente d ’une part le moment d ’ordre deux de 
la solution linéaire associée non stationnaire :

<q2Q(t)> =2,5+12(0,42 oos (l,732t)-0 ,72 sin (l,732t))-3,33]e~t

et d ’autre part les deux premiers termes du développement perturbatif de 
la solution non stationnaire :

<q2(t) >+2?><qQ(t)q^ (t)>=

-m-b -9t
<qÎ(t) >-0,2 [3-(7, 28+2, 67t) e + 3,16e

maO'f“
+ 2e (l,17cos(l,732t)+l,68sin(l,732t) )

« 9-/-
+ 2e (0,026oos(3,464t)+0,091sin(3,46t))

+ 2e t  U-0, 5+1, 3Zt)cos(l, 732t)+(-!, 2+l,16t) sin( 1, 7321) ] ].

Les trois premiers termes du développement perturbatif de la 
solution stationnaire sont donnés par

« „2 2 2 
«  > s -  -  JßrV

soit :

0,5 f  - 1,5 ¿ f  + »,08 i f  (Ds f ,

La figure 4 représente les deux approximations : 

2
0, 5x -  1,5 x

et 0,5x -  1,5 x" + 12,08 x^ (x=~)
2

Elles sont comparées à la solution exacte de Fokker-Planck.

+ 24,17 ß2 (al)3ú



2 . 2 
<q (t)~ ----  S o lu tio n  du système lin é a ire  a sso c ié :« J^(t)>

----  <q^(t)> + 2fcq0 ( t)q ^ ( t)>

1 .

----,----------------------- ------------------------ 1----------------------- ,---------------
1 2 S 4 t

F igure 3: Développement p e r tu r b a t i f  du moment du 2^me ordre de la  so lu tio n  de

3 • 2
l 'é q u a tio n  q + q + q +0 . 2q =b(t) avec a -2.



n u  .— ,,1 , —  ..—  .... ......... .......................................y... ..................................... ........r » . ."- " '. .............................. "■"i- 1 - .............  ............ ..................... .........................

.1 .2 .3 .4 .5 .6 aa2

Figure 4: Moment 3 ta tio n n a ire  du 2 ordre de la  so lu tion

• • • 3 2
de l'équation q + q + q + Qq ~ b (t) i variance=a .

-----------------------------Solution par l'é q u a tio n  de Fokker-Planck

-----------------------------Développement p e r tu r b a t if  au 2 ordre

gy»
------------------------------Développement p e r tu r b a t if  au 1 ordre

° 2

. 14

. 12

.1

. 08

. 0 6

. 04

. 02
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Exemple 3b :

Le c a lc u l  a donné

<G0 m G0> ;: ( 20)

2 & )  X
¿ 2 0

2<G Q ui G 2 > ’

' 2  2
48Gt  ) X X X

¿ 2 4 2

2<Gg \uGg>+ <G^uj G2 > •

2 3
1152 ( ~ )  X X X X X 

¿ 2 4 2 4 2

„2 3
5760 M  X X X X X 

¿ 2 4 2 4 2

2 (<Gq mG3 >+<g 2 mGf - i :
_ _

27648 M  X X X X X X X
2 4 2 4 2 4 2

2 4
138240 (Q j-) X X X X X X X

2 4 6 4 2 4 2

2 4
691200 <— ) X X X X X X X

2 4 6 4 6 4 2

2 4
138240 C-*-) X X X X X X X

2 4 2 4 6 4 2

2 4
1935360 <°~y ) X X X X X X X

2 4 6 8 6 4 2
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Les deux p rem iers  term es du développem ent p e r tu r b a t i f  (f i g . 5) 

du moment du second ordre so n t donnés par

2
<(̂ Q(t) + K qn(t)qJt)>= 

3! u 1

-2 y 4 t  -2 S4 t , -4 38 t
0, 6(1-3 ) + 2 ( -0 3 Z t e - L e  + L  )

16 16

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

< 2 (  Gq  uu G ^  +  G^  u j  G j J  + Gg  lu  G ^ >  
_ _ _

663552 (%•

3317760 "

16588800 "

82944000 "

3317760 "

16588800 "

3317760 "

46448640 "

232243200 "

16588800 "

650280960 "

232243200 "

46448640 "

1393459200 "

X X X X X X X X  
2 4 2 4  2 4  2 4  2

X X X X X X X X  
2 4 6 4 2 4 2 4  2

X X X X X X X X
2 4 6 4 6 4 2 4 2

X X X X X X X X
2 4 6 4 6 4 6 4 2

X X X X X X X X
2 4 2 4 6 4 2 4 2

X X  X X X X X X  
2 4 2 4 6 4  6 4 2

X X X X X X X X
2 4 2 4 2 4 6 4 2

X X X X X X X X  
2 4 6 8 6 4 2 4 2

X X X X X X X X  
2 4 6 3 6  4 6 4 2

X X X X X X X X
2 4 6 4 2 4 6 4 2

X X X X X X X X
2 4 6 8 6 8 6 4 2

X X X X X X X X
2 4 6 4 6 8 6 4 2

X X X X X X X X
2 4 2 4 6 8 6 4 2

X X X X X X X X  
2 4 6 8  10 8 6 4 2



<qQ(t)>+2frq0(t)q1(t)>

<q20(t)>

2
<q2(t)>

1

1 2 t

Figure 5: Développement pevturbatif du moment du 2^me ovdve de la solution
3 # k2n

de l’équation q + K(q - Qj) -b(t)Jvarianoe=!— ?p- .
ô ‘ 2A



<q2> / /
1 . 6 ■ /  /  /

7 X  

/  /
/ /

'  /  
/ /

1 .2  y
/  //  /

/
/ '

/'

/ '

/ ' /
n  . / /  /
*° S o lu tio n  par l 'é q u a tio n  de Fokker-Planok

/  . ' y
y / s Amp
// ---- Développement p e r tu r b a ti f  au 2 ordre

// ^

X '  x'' -----Développement p e r tu rb a ti  f  au 3^me ordre
/ S

/ /  ' '/  ■ s

•* -  y y

À " '/• *

Æ
y /y?

* * i * i W~v
.2 .4  . 6  .8  1 M

éme 4A
Figure 6: Moment s ta tio n n a ire  du 2 ordre de la  so lu tio n  de

3 * K^N
l'é q u a tio n  q + K(q -  &—) = b (t)i varianoe=— tA  .

61 2Aà
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Dans le cas stationnaire (fig . 6) on trouve à l ’ordre trois

« A  = Z * Iz2+ Î z ! avec Z=J!fi£
2 3

Remarque : TL est beaucoup plus facile de trouver les coefficients du 
développement par notre technique que par celle exposée dans l'a rtic le  de 
Van Trees ivi) • Calculons par exemple le deuxième ordre.

Reprenons l ’équation 3b :

2 ^ ”0q(t) +■ K sin q(t) = u(t) <u(t) u(t-r )> = (a - -y  ) 6(r)
2A

l ’auteur écrit : q(t) = n^(t) + n^(t) + n^(t) + . . .

¿ça *ca
où nAt) - ..I in (t,x  3 ... 3x .)u (tJ .. .u(x Jd r^ .. .d i ..

) o h  M 1 ^

en remplaçant dans :

q(t) +K(q(t) - = u(t)

i l  obtient : ri^(t) + Kn^it) - u(t) 

n^(t) + Kn^(t) - 0

n^(t) + Kn-(t) = Â n^(t)o 3 31 1#
fOO

soit : n^(t) - e~Kxu(t-x)dx
h

n^(t) = 0
y />QO [QO 0<X» fCQ

n3(t> « e ' ^ V W
■ 0> 0‘ 0> 0

u(t-x-x 1)u(t-x-x ̂ ud-x-r^dxdx^x 2dx̂
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d'où : 2<nj(t)n3(t)>=2<q^(t)q2(t) > -

5  N  # C 0  r 0 0  aCO
K lV0 -2Kx 9 . -Kx , -K(Td-x) -Kx, _—x s 2 ar9 - e 4 ax d e 4 e dx =

2 4 * * 0  h  h

1 ,  m ,  .2 _ 1 -2
T  — 2  }  ~  ~9
* 4A 2

Avec les séries formelles on a :

2 G m G s  12 Y X Y Y Y
1 2  1 3  2  1 0

+ 48 X I  Y I  Y
2 4 3 2 1 0

D ’où 2 <Gn m G? =48( ÿ )  2 X X X  =( a2) 2 X3
( J i  ^ 9 4 9 9 9

* (1 + 2KX) (1 + 4KX)

quand t  tend vers l ’in f in i  on obtient dono directement :

1 K r , o 2L  ( _____ ü j  .

2 4 42









-  Chapitre IV -

RENORMALISATION

1 INTRODUCTION

Dans le chapitre précédent3 nous avons vu que le développe
ment perturbatif de la solution de :

Lq(t) +& P(q(t)) = d(t) (21)

où L est un opérateur différentiel linéaire à coefficients constants3 P
un polynôme et B(t) un bruit blanc gaussien de variance D3'ne donne pas
des résultats convenables dès que les coefficients dépassent un certain
rapport (dans l'exemple III. 3 a , d o i t  rester inférieur à 030S et dans l ’exem- 

No
pie III.Zb 3 8- jz ne doit pas dépasser 031). Ce problème se rencontre 
aussi dans le cas déterministe. Considérons l'équation3 comme Nayfeh[NI ]p. 24

q + q + $q^ = 0 q(0) = a et q(0) -  03 S> 0 (22)

q est borné car (22) s ’écrit en multipliant par q puis en intégrant :

Soit le développement

q(t) — Z s 
mjO

en identifiant on obtient3

3 2q(t) - a cos t + q a (- i. t sin t + J__ (cos 3t - oos t )) -h 0 (Q )
8 32

•2
<J + 2

q +
4

2 (1 +
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Les deux premiers termes de oe développement ne peuvent pas 
approcher q(t) car t s i n t  tend vers l 'in f in i  avec t . Un élément de la 
forme t  sin t  est connu sous le nom de terme séculaire . Dans ce cas sim
ple3 en tenant compte des ordres supérieurs3 i l  est possible de resommer 
ce développement. Mais3 dès que l ’entrée est non nulle3 des d ifficu ltés  
apparaissent j le cas aléatoire ne fa it  que les amplifier3 en les ren
dant moins évidentes e t plus complexes.

Pour pallier à ce problème due nombreux auteurs (Morton et 
Corrsin [M4]3 Langouche Roehaerts e t Tirapegui [L2]) emploient des dia
grammes à la Feynman [FI ]_, ceci pour les raisons suivantes :

1- I l  est plus facile de manipuler les diagrammes correspondant aux 
termes de haut degré que les termes eux-mêmes.

2- Ces diagrammes permettent d ’écrire des équations pour les proprié
tés statistiques.

3- On peut grouper les termes (de façon heuristique) pour former des 
séries resommées.

L’intérêt de cette méthode est exposée dans la suite à travers l ’exemple 
due Morton et Corrsin.

2 EXEMPLE DE MORTON ET CORRSIN [M4 ]

Soit l ’équation :

q + a q + q +6 q3 = f(t)  (2Z)

où f ( t )  est un processus gaussien. Les deux auteurs cités donnent d i f 
férentes renormalisations du développement perturbatif de la densité 
spectrale de la solution.

a. Transformée de Fourier de la solution

q(t) et f ( t )  sont supposées périodiques3 de période in fin ie
T :
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,+T
q(t) - E u(<J e ' ^  avec u(ta) = -Jw q(t) o~%̂  dt

a) ^ i-T

• 7 f+î . .
et /YtJ = Z gfW avec gYtJ = -557! f(t)  s~1'* dt.

ai 2T)-T

En prenant la transformée de Fourier, ils  obtiennent :

0
u(u) (l-tû +iatû ) + S E E ufariD 'Jufa> r-wrr)u(iDrr)=g(<ti)? tr a) (jü

o
ou u(oi) (l-tû +ia(û ) + 8 2 ufujJufcogJuf 10̂  - g(u) • (24)

a>2*»2«»3=u

Remarque : C<2 passage appelle une justification, car on ne sait pas a 
priori■ calculer la transformée de Fourier d'un produit de façon simple.
On peut en donner une par les séries formelles : en e ffe t3 la série géné
ratrice associée à (23) est solution de l ’équation (Cf. 1.3)

(H*xQ+xpG + 8a: ¿ g  uj G  uj G~ (25)

d f ’tqui n ’est autre que (24) à un changement de variable près q)

Soit le développement perturbatif :

u(u) = E u,(u) ( l ’indice k donne l ’ordre en &). (26) 
k>_0 K

En portant (26) dans (24), on obtient

2 —1 Ug(u)=(l-w +iau) g(u)-S(u)g(u'1

uJw)=- QS(oi) l un(u )un(u J u J u J
1 <¿̂ +̂2 3 0

Ug(&)=-$> S(ai) S U q Îu ^Ju2)Uj(Ui3) 

est une fonction de 3 Ug et S(u>).



Avec les diagrammes symboliques suivants, i l  e s t possible  

d rexprimer en fonction de u.q :
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- Un segment (— ) correspondra à S(u)3

-  un point (•) à - 8,

- une ligne p o in tillé e  (-- ) à Uq.

Par exemple : 3

M.§C. établissent une correspondance biimivoque par des règles simples 

te l le s  que :

-  quatre éléments so n t'jo in ts  à chaque poin t, e t au moins

l 'un d 'eux e s t un segment,

-  i l  y a un co e ffic ien t 3 associé à chaque sommet ayant une 

ou deux lignes p o in tillé e s ,

-  le conjugué d'un diagramme es t son image par un miroir

vertica l.

Pour dessiner u ^  k^03 i l  fau t prendre k segments (— ) e t k 
points (•) en les combinant due toutes les manières possibles suivant les 

règles précédentes, puis ajouter les (2k+l) fonctions Uq nécessaires.

Par exemple : us 81

+ 3

+ 27

+ 54

+ 27 + 54

+ 18 + 3
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Remarque : Grâce à l ’isomorphisme explicité dans la remarque précédente3
on peut appliquer des règles similaires pour exprimer G. 3 k>03 en fonction

-1 -1 < -
de Uqj g et S(Xq) = (l-â Xç) Xg (l-â Cg) Xg où a  ̂ et a2 sont les pôles
de ( 1+<xCq+x2q) ;

par exemple3 d’après ( 25) :

Gj = - $ S(Xq) Gq uj Gq ui Gq

s2 = - 38 S(Xo) G0 * G0 U G3

se représentent, comme et u^3 respectivement par :

et 3

où l ’intersection de trois ”branches” correspond au mélange de trois 
séries rationnelles.

b. Densité spectrale.

La fonction de corrélation

^ ( t j )  q(t2)>

est3 par stationnarité,

Mais corme q(t) - 2 u(&) e ' j on a aussi :
0)

i (urtj+urrt )
< q( t1) q ( t j > - 2 s u(u')u(u") e 2 •

 ̂  ̂ t tt03 ü)

droù

<u((¡jr)u((ĵ rf) > — U(tjjr) 5 r ff*
03 > ~0J

une fonction de t  ̂  ~ t^
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où U e s t la densité  spectra le.

D'autre part, l ’entrée é tan t gaussienne, Uq l ’e s t aussi. 

S o it Uq la densité  spectrale de la so rtie  lin éa ire}

< un(ta ’) un ( uiM > = Un(<j) ') 5 , , , 3
u U U ü ), -  Oü

tous les termes du développement

U(üi)=<u(iû)uii(u)> ~<Uq( im)u:J(<jì) >+<Uq( u) > +<Uj(m) u^( cj >

+<ug(u)u1£( UiJ > +<Uj (ui)u^(ui) > + . . .

s ’expriment en fonction de g* Uq e t  S (od.

Par exemple :

<x-(u)u'S(u)>=QS(u)< z Uq(üîi)uq(üî2)uq(üî̂ ) z uq(u>i )uq( <¿3) >(-q)S ( -u)
ü) - m  „=tü n+ W = - < û1 2  3 1 2  3

=6 SSfü»; Z U0(u2)UQ(u2)U0(u3)$ S(-w) 
ttj+w 2+“ j-üi

+ 3  g s f a ;  ( z z /  r u ' ; ]  c r . ( w j  c z
u ' oj"

A p a r tir  des diagrammes obtenus précédemment3 i l s  obtiennent des diagram

mes pour ce nouveau développement.

6

+ 0' 1/

où le  diagramme représente U (u).

< u -(<û ) u v ((û )  >
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Pour le s  o b te n ir , i l  s u f f i t  de combiner le s  d 'u n  diagramme avec le s  Uq 

de l 'a u t r e ,  de to u te s  le s  façons p o s s ib le s .

Par exemple3 à l 'o r d r e  t r o i s  :

(27)

3 - 

9 -

9 -

27 ■

108 -

+ 18 - 

+  6 -  

108 -

+ 108 _

+ 18 

+

+ 54

+ 108- + 54

+

+

+

54 + 216 +

c. C onstruc tion  des équ a tio n s resommées.

Groupons c e r ta in s  term es de (27) :

U (W ■ + { 3 - 

+ 81 -  

+{18 

+ 324

+ 9- + 27-

+ 54

+ 162

+ 54

+ ....}

+ .... } •'+.....
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+  27 ■+ 3 _ + a.+ 3

+18

• + . . . 1 8 '

+ * • • • } + .....

d 'o ù

U(üi) — w +  3 + 2S + .....

où ' - + 3 - + 9 + .......

Un élém en t a p p a r tie n t à f" | s i  e t  seulem ent s i

1-  i l  oommenoe e t  se term ine par un segment,

2-  seu lem ent des segments le  tr a v e r s e n t.

En regardant le s  ordres p lu s  é le v é s , i l s  tro u v e n t :

U(m) - + 18 + 18

+ 9 + 8 -h ..............

Continuons la  resommation

U (  ai)  = + 3 ( + 6 + 36 + . . . }< •  •  •  «

s i  e s t  le  diagramme correspondant à  U ( ^ ) ,  on p eu t é o r ire  :
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CS3> 3T /\A/> + 3r m + ......

( signifie E Utu')).
t0)

finalement i ls  obtiennent :

O  = C ? * t 3  * e i------- l

+ î£,a i— * ....

0îï 'Sfta) ■=< g'fW gr'Tuj».- 

D'autre part3

I— I = --- + -- y rcüt?— 1

aveo V CuiJ —  ̂"V* + 18 + 18 + 2i 6̂ ~~rxz$

+ 54 ̂  Q-_̂ jC2+ 108^~-^£^ + 108^^^ + ...

de la même façon3 V(u) s 'écr it :

Vfa) -  3 ^  +18 + .....

I 'équation resommêe de ç1 ; s'éarit :

C U  - --  + + 18--^ -- 1 + ...

Remarque : 1- La fonction | ■ | est appelée fonction de Green généra
lisée. Elle vérifie l'équation de Dyson :
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s'(u) -  s(u) + s(u) s ’(<*).

2-  i l  existe d ’autres façons de resommev. Par exemple Wyld lW2] 
a trouvé3 en introduisant un autre opérateur (T)

c m  = —  + ?— ©tzi + 324-- ---------------- 1 + ...

< 0  = tZZPr“fcZI + ^CZZgQsCZ3 

- î2E= g g ^  * ....

O  “ * * sçëâ) *  

d. Approximation des équations resorrmées.

La figure 7 représente le moment du seoond ordre stationnaire 
de (23) dans les cas suivants.

1- Première approximation de Kraichnan-Wyld (Cf. [ W2 ] ) •

analytiquement :

-*( \ -, [+00
U(m) - ------s— 5—5- aveo M - —  U(u>) du.

(1+3&Hü ) +a. <u ^  J-œ
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2- Approximation par fonction de Green quasi-linéaire.

3- Deuxième approximation de Kraichnan-Wy Id.

CC> = djS^CIZJ + 23 CZCQ3CZ] - 12 EZq^CZl 

a  -- —  + s— @ 23

o  =*■ + 6

La figure 7 montre que la deuxième approximation de Kraichnan- 
Wy Id donne de très bons résultats ; mais il n’est pas certain qu’en tenant 
compte d’autres termes, ou en ajoutant ijn autre opérateur3 les résultats 
soient aussi convenables ou meilleurs. Cette méthode fait donc apparaître 
deux difficultés :

1- Elle suppose l ’existence de formes aux ordres plus élevés : par 
exemple dans (27), le groupement :

18 i-ligw

suppose l ’existence de

27 — Q-.&. ç  Q ~ ~

dans U(<a )

2- On ne sait pas à quel ordre on doit approcher les équations
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resommées pour obtenir les meilleurs résultats.

Dans le paragraphe suivant, on utilise la même technique, 
sur des exemples plus simples (bruit blanc gaussien en entrée, calcul 
du moment d'ordre deux), les diagrammes étant remplacés par les schémas 
de la forme ( 18) .

Tout en étant aussi heuristique, l'application des séries 
formelles à ce type de développement permet une plus grande généralité. 
En effet, les programmes utilisés permettent de traiter n'importe quelle 
équation différentielle non linéaire du type (21 ) ; avec la méthode pré
sentée plus haut, tous les diagrammes devraient être reconstruits.

3 SERIES FORMELLES ET RENORMALISATION

Considérons les développements du deuxième moment de la so
lution stationnaire obtenus au chavitre vrécédent ((19) st (20)). Dans 
la suite, nous cherchons et s tels que :

o
2 2 2 <q > = V + v <q > + S <q > ,

2
pour les deux exemples traités (on utilise un seul opérateur : <q >).

a- Exemple III 3a : Le développement (19) obéit en première approxi
mation à l ’équation algébrique :

2 2 <q > = \i - v <q >

(1) C «2 a2 " ' ak c ^a7aj + ̂ ia2̂  ^a'2aï ĥ ?a2̂  1" ’^ \ al + ̂ ka2̂  1
8 8 8
1 2' "  k

avec
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u =  4 F— ) 2 1 2 - 11S2 r— >2 4 3 2 2 1 1 0  0 
2 0 I 0 2 0 1 2 0 3 1 4 2

+ 48 fil)2 4 * 2 2 1 + ¡4 fil/ ¡ 2 2 1 0  
' 2 '  0 1 2 0  1 2 1 2 0 1 2

, 144 f— ) 2 3 2 1 0  0
‘ 2 J 1 2 3 4 2

En e f f e t 3 corme le  prouve le s  term es su iv a n ts  e x t r a i t s  de (19) 

le  développem ent v é r i f i e  à l  'ordre deux :

2 2 
< q >  = u -  y v +  uv + ...

« f d )  2 1 0 i
* ‘ 2 J 0 1 2

osa œl)2 2 2 2 1 1 1 0 0 
( 2 J 1 2 0 3 1 1 2 2

, 7R 4 3 2 2 1 1 1 0  3
2 0 1 2 0 3 1 1 2

192 P— ) 2 4 3 2 2 2 1 1 0 
2 0 1 2 0 0 1 1 2

q fi / ° L i 2 3 2 2 2 1 1 0 0  ,
y& ( 2 } 1 2 0 0 1 1 2 2

p 2 2 3 2 2 1 1 0 0 0  .
1 2 J 1 2 0 3 1 4 2 2

1- i v  P— ?  4 3 2 2 1 1 0 0 7
l l b à  ~ 2 } 0 1 2 0 3 1 4 2

uv est produit par 2 3 ^ 5 6 15 2 3 20 19 22

2
et UV par 3 9 10 U  12 13 1^ 15 16 17 18 19 20 21

et v=: 72 ¿ ¡ 2 3 2 1 1 ° + 144 I— /  4 3 2 1 1
( 2 ' 1 2 3 1 2 2 0 1 2 3 1
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¿ }4 4 3 3 2 2 2 1 1 1 1 1 0 0  
( 2 J 0 1 1 2 2 0 3 3 1 1 1 2 2  8

„  4 3 3 2 2 2 2 1 1 1 1 0 0  
0 1 1 2 2 0 0 3 1 1 1 2 2

„ 4 4 3 3 2 2 2 2 1 1 1 1 0
0 0  1 1 2 2 0 0 3 1 1 1 2  0

„  4 4 3 3 2 2 2 2 2 1 1 1 0  
0 0 1 1 2 2 0 0 0 1 1 1 2

„ 3 3 2 2 2 2 1 1 1 1 0 0 0  
1 1 2 2 0 0 3 1 1 1 2 2 2

„ 4 3 3 2 2 2 2 2 1 1 1 0 0  
0 1 1 2 2 0 0 0 1 1 1 2 2

„  3 3 2 2 2 1 1 1 1 0 0 0 0  . L 
1 1 2 2 0 3 3 1 1 4 2 2 2

„ 4 3 3  2 2 2 1 1 1  1 0 0  0 
0 1 1 2 2  ' O 3 3 1 1 4 2 2

„ 4 4 3 3 2 2 2 1 1 1 1 1 0  
0 0 1 1 2 2 0 3 3 1 1 1 2

3 3 2 2 2 2 2 1 1 1 0 0 0  
"  1 1 2 2 0 0 0 1 1 1 2 2 2

3 3 2 2 2 2 1 1 1 0 0 0 0
1 1 2 2 0 0 3 1 1 4 2 2 2

„ 4 3 3 2 2 2 2 1 1 1 0 0 0  a 
0 1 1 2 2 0 0 3 1 1 4 2 2

„ 4 4 3 3 2 2 2 2 1 1 1 0 0  
0 0 1 1 2 2 0 0 3 1 1 4 2

" 3 3 2 2 2 1 1 1 0 0 0 0 0  
1 1 2 2 0 3 3 1 4 4 2 2 2

„ 4 3 3 2 2 2 1 1 1 0 0 0 0  
0 1 1 2 2 0 3 3 1 4 4 2 2

„ 4 4 3 3 2 2 2 1 1 1 1 0 0  
0 0 1 1 2 2 0 3 3 1 1 4 2

82944

55296

55296

9216

13824

9216

82944

248832

82944

2304

27648

82944

55293

82944

165888

165888
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Remarque : Même quand un terme est pris plusieurs fois (par exemple 
15 ou 19 ), son coefficient convient :

15 apparaît dans yv par

72(J -)2 3 2 1 1 0 et 1 1 5 2 4 3 2 2 1 1 0 0 2 J 1 2 3 1 2 et l l t e r 2 J 0 1 2 0 3 1 4 2

et dans Uv 2 par :

2 2 2 
4 ~̂2~̂ 0 1 2 s t double produit de 1 4 4 0 7 \  \  \

et 244(1_) 3 2 1 0  0
e 1^ C 2 J 1 2  3 4 2

2
or 72 x 1152 + 4 x 2 x 144 est bien égal à 243832.

La figure 7 représente cette approximation pour l 'équation :

q + q + q + S q3 =b (t)

On obtient un bon résultat quand est inférieur à 0,1

2 _ D 0,0 2 9 0 ,D. 12 2 
cq > -  2 & 2 7 ~ 8 2 7 < ̂ >

y - x (1 ~ 7 X) 8 2 , T, 8 Z?I = -X--- 75-- avec I  = -r < q > et X = -*-
à (1 + ±j- X) à *

Remarque : Le calcul de Ĝ n ’a pas-été possible car i l  demandait trop 
de temps machine et de place mémoire. Nous n'avons donc pas pu donner une 
valeur de <5 . Dans l ’annexe, nous montrons qu’i l  est possible d ’obtenir 
tous les termes par une analyse systématique. L’exemple qui suit, de 
structure plus simple, permet d ’obtenir cette deuxième approximation.



ß<*->2

.14 -

. 1 2 ' 

.1  '  

.0 8 -

.06  ' 

.04 - 

. 0 2  -

• éxñQ
Figure 7: Moment s ta t io n n a ir e  du 2 ordre de la  s o lu t io n

• • • 3 2
de l ’équa tion  q + q + q + Qq = b ( t)3variance=a .

~Ti T i  Ti Té 71 7s 7? 7a2
PTT"

---- . S o lu tio n  par Fokker-P lanck

---- 1 approxim ation  de K.W.

° Approxim ation par fo n c tio n  de 
Green q u a s i- l in é a ir e

—L. *
2eme approxim ation de K.W.

----- Approxim ation l in é a ir e  par
le s  s é r ie s  fo rm e lle s
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b- Exemple III b. :

Considérons le s  term es su iv a n ts  e x t r a i t s  du développem ent (20), 

dans le  cas s ta tio r m a ire  :

2
Ordre 0 : 2 F— ) 2

U

2 2
Ordre 1 : 48 fî-g-) 2 4 2

2 3
Ordre 2 : 1152 ( ^ - ) 2 4 2 4 2

2 3
5760 (2g-) 2 4 6 4 2

2 4
Ordre 3 : 27648 (^ - )  2 4 2 4 2 4 2

2 4
276480 ( ~ )  2 4 6 4 2 4 2 

2 4
1935360 f-p> 2 4 6 8 8 4 2 

2 5
Ordre 4 : 663552 2 4 2 4 2 4 2 4 2

a 2 5
9953280 C-g-) 2 4 6 4 2 4 2 4 2  

_ 2 5
33177600 Gj-) 2 4 6 4 6 4 2 4 2

2 2 2 ?

<q2> = 2 ^  2 + 148(-£-){—-) 2 4 2 + 1152(10( S i ) 3 2 4 2 4 2
S 2

3 2 4
+ 27648(-%-) (4r) 2 4 2 4 2 4 20 à

4 2 5
+663552(4-) (-£-) 2 4 2 4 2 4 2 4 2 + ... }

6 û
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2 2 3
+ { 5 7 6 o ( r - | 2 4 5 4 2

3 2 4
+ 2 7 6 4 8 0 ( j ) 2 4 6 4 2 4 2

K 4 a2 5
+ 9953280 (-g) C-j-J 2 4 6 4 2 4 2 4 2  

K 4 «2 5
+33177600&) (2 -) 2 4 6 4 6 4 2 4 2

0 a 

• • •

2 2 2 2 2 
<q2 >=2(2-) 2 + 2 4 ( j ) ( ~ )  2 4{2<-|-J 2 + 4 8 (^-)  2 4 2

K 2 a2 3+ 1152(j) r-y-; 2 4 2 4 2

2 2 3
+ 5760&) (%r) 2 4 6 4 20 ù

K 3 a2 4
+ 27648(±) (2 -) 2 4 2 4 2 4 2 + . . .

0 6

2 2 2 2 
+ 1440(^J 4 6 4{ 1 9 2 (^)(Z -) 2 2 4 2

K 3 J  3
+6912(j) (2-..) 2 2 4 2 4 2

K 3 J  3
+23040( p  (2g-) 2 2 4 6 4 2 + ...}+...

d 'o ù

2 2 2 2 2 
<q2>=2(y-) 2 + 24(j)(2g-) 2 4 <q2>+1440(£) 4 6 4 <q 2> + ....

2 2 2
= Y*2(2K )~1+24(j) (2K)~1 (4K)~1<q2>+1440(£) (4K) ~ 2 ( 6K)~I <q2> + . . .  }
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z A j m o
en p o sa n t a ----? e t Z-— - on o b tie n t  :

2 A 4Aà

< q 2> =

La f ig u r e  8 re p ré se n te  c e t te  approxim ation  : e l l e  donne de

bons r é s u l ta t s  pour Z in fé r ie u r  à 0,25 < 0 ,1 7 ).
A*

On o b t ie n t  un m e ille u r  r é s u l ta t  en é c r iv a n t que

Z + r| - 1) <q2> + - jz -  Z< q 2> + . . .

e s t  le  débu t du développem ent de

 ̂ 2 n - 7 Z 2-12Z+12
Z ( l +  v<q >) =0 ave a v -— e z ( z ~ 2 )—

d ’où

<qK  SlJ * (z~2) ( & -  8)
7Z2+12Z-12

En a n a lysa n t le s  courbes ob tenues f ig u r e s  7 e t  8, on co n s ta te

que :

1 - Les resom m ations ob tenues so n t p lu s  co nva incan tes (e l l e s  approchent 

m ieux la  so lu tio n  exa c te ) que le s  approxim ations au prem ier ou deuxième 

ordre des développem ents p e r tu r b a t i f  s  correspondan ts ( f i g .  4 e t  8).

2— 'Bour le  deuxième exem ple, i l  va u t m ieux fa ir e  une resommation au 

prem ier ordre q u ’au deuxième ( c 'e s t - à - d i r e  c o n s id é re r  p lu tô t  :

2 1 2  <q >=Z+-gZ<q > comme so lu tio n  que

2 2 5 „ 2 2<q >=Z+jZ<q >+jjZ<q > .

1 9  Ç 9 2
Z + j Z  <<? > + Z <q¿> + . . .



2<q > 

1 . 6  ■

1 . 2  -

. 8  -  

.4 .

Figure 8 : Moment s ta tio n n a ire  du 2^me ordre de la  so lu tio n  de
3 2

l'éq u a tio n  q + K(q -  ^ j )  = b (t) i varianae=— ¡A .
2k

-- 1--------------- 1--------------- 1--------------- 1------- ----------

.2 .4 . 6 . 8 1 M û
4A2

So lu tio n  par Fokkev-Planak

Approximation lin é a ire  par le s  
sé r ie s  fo rm e lle s

Approximation quadratique par les  
sé r ie s  fo rm e lle s

Approximation quadratique par les  
sé r ie s  fo rm e lle s  améliorée
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On retrouve ic i la d ifficu lté  rencontrée dans l ’exemple de Morton et 
Corrsin à savoir : à quel ordre doit-on approcher les équations resom
mées ? C’est un problème ouvert.
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ORGANIGRAMME ET PROGRAMME DONNANT LE MELANGE 
DE CERTAINES SERIES RATIONNELLES

Soit la série

N 7 —rp 7 -r>3 7 -nJ2 c ,(l-arnx.n) e0 x.(l-a~.xn) x. . . . x.  (1-a x J  ”m.. j- !  3 0 0 j 2 1 0 j 2 3njt ^ 0  *■
'j

où c .z C e { l ,. . . ,p }  et a\̂  (ô-l3— ,N,k=0,—  ,m.) est
voie combinaison linéaire d'éléments de C : p . . . ,p^ .

Cette série rationnelle peut s'écrire (Cf. I I I  1):
M _7 . .
Z d.(l-b~xn) x . (l-btxn) x ... x . (l-b1; xn)i=l * 0 0 xt 1 0 x2 t{ °

où dj e C j—  z {0,1,— ,p} et b  ̂(i=l, —  ,M,k=0,... ,j\.) est
une combinaison linéaire de p, , . . .,p  .r1 en

Le programme suivant donne le mélange de telles séries.

Exemple: Soient les deux séries

—1 -2 —2S ^ d -a jX ^  xQ(l-a2x0) x^ + ¿(l-a^g) x^

et Sg^sa-ta^+agJxQ) ^x^ ,

elles s ’écrivent schématiquement:

1 xn x~ + 2 x-
1 u0 0 1 l 0
0 1 0  0 0

et

? 'V®
2
1 0

lever mélange est donné par (Cf. I I I  2):
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3 Xq Zj Zq + 3 Zq Xq z^  +■ 3 Xq Xq z ^
2 1 1 0 2 1 0 l 0 2 1 0 l 0 
1 2  1 0  1 2  1 0  1 0  1 0

+ 6 x t z Q + 8 z Q x
2 1 0 2 1 l 0 
1 1 0  1 0  0

Arguments du programme Exemple

LMAXl=Longueur maximale des mots de la  LMAX2=2

chaîne 1

CM0T1 CM0T1

I X ]  i x i  P<1 f e i l X f c d - g - I X

rrîot PTKLMAX1) PT1(2)=S

CC0EF1 CC0EF1

- - l . t x J  I I ^ M ' C X
c o e f f i c ie n t

CP0LE1 CP0LE1

_______________________  nombre de -i— —1— -— £_
________________________v o le s :  NP °\ ° \ ° 11 |Q

I f I l I
i • » l l
t • * • )

__ — — — —m t m m ^ ^ .wmtmmJ  V

P Tl= position du d ern ie r  mot de longueur l  p t i

i i r r r r n  io io \ %\s
- 1 0  1 l  Ul LMAX1 -1 o 1 2

On d é f i n i t  de la  même manière :LMAX2, CM0T2,CC0EF2, CPQLE2 e t  PT2 

pour la deuxième chaîne.Le r é s u l ta t  sera  mis dans des tab leaux id e n tiq u e s :  

CMOT ,CP0LE,CC0EF e t  PT.Pour l'exem ple  sim ple c i-d e ssu s ,o n  a u ra it  obtenu:



CUOI

B f r o b & f e i  1X 3 ^ 7  \x (ÍX¡ 1 X 1 * ^  1 ̂ <X

CCOEF

\ e  E X ]  * [ X  3 1 X 1 »  [ X S I ^ l

CPOLE

2 I 1\ Q\2 |J I OI ¿|1 I  T i  ~  Q O 2 O o l T  

1 I II o\ 1 \o I 0 \ 1  U 1 1 \0  \ l  \ 2 \ l \ 0 \ l \  l \  l \ o

PT

Ö \0 t O I 6 \18 
- 1 0  1 2  3



ORGANIGRAMME 

Programme p r in c ip a l:
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^ debub

PH-1) = 0 

L-.o

------------------------------->  ■ ,

I 1= 0

i ■ - .- 1

1 JsL-r

V i

I 1 =1+1

I La Ul ~

---------- ”c"."f "■

( Fin )
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1

?--PTl(l-lM

iQrFTOJ-lM

/TPiájaĥ é/é .as/ 
/c;oô 'w'ta' /*“/

/pthgtjwffi/' /

i—

■ ' CUI

!~F¡ P^r+i

'Cui.
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 ̂ro'.ran̂ e ¿c Alux j 

'’.mnqtmtnt

IDIM1=I s i  1=0 
1 s i  1=0

MOT1 | | [ |

IDIM1

POLE1 | I | I 1 i nombre de
! ! P I ! ■ pôles:NP

« t ! « » « i i 1 » * i

De la  même manière¡on d é f i n i t  pour le  deuxième mot: 

IDIM2, MOT2, POLE2 e t  pour un mot r é s u l ta t  du mélange:IDIM}MOT, POLE.

(3'Ji

1 MCTV7' 1 ^ ___«i_

£,*£ _________
W t  ncri MOT r

POLE (0,B) - 1 H ;û  | | ^ 0  ~  

POLE! (0, E)+POLE'î(O.E)
—11 "’ ..... — ...............  ....................... ■ ■■ ■'

I ^  I ,________ ,
P 0L g (l,g )^Q  Z-i

........................ »...... .........
Zz £+j ______ _ _ _

I PQlE(tt,E}s ‘-OIS = 

 < ^ T 7 n T >  P0UEi(0,c)+F0LEl(H,E; FCLSi:0.?) + ?0tE5,'^£:

«T S £+ j E î W  .

non non

-------- __________________  r'gn_

e llAppct,! ,^rfj
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■ - / ¿ y /
/ ■ ' ' /

IND.SCUQ»!

1 H=â+1

nos

ruo

E-i

POLE ( 0 ,S ) ,  

F öl£ l(0 ,E U M L 5if0 ,s)

"  1-----------------------------

POlE/ro'tMi r) = 
P0UBt(IDin3,c) +  
%LS¿iXQin3!s)

I ,

I B=E+1

[Âpÿ e? dt. NJ6-VAR-&CL . ||
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Sous - programme :"nombre variable de bouc les"

{ ¿¿but ^

____non _______

---- > " ^ —— <------

rsio-acL ̂n+i)z ^ .••
IMD-»CL(M)+i l____ I

I 1 . , „
ApfiC-̂ 3 c. .\lB.VftR -âCL| j RftW5) [

l ,____L ,
I})D.aCL(M|- XND-BCL t’iDlMi) ;

IND-BCL(n)-t-i INCLâCLfiDITtikl

non 3̂0

M--Î1-Î

( Fin y

H faut noter qu'une programmation simple du mélange de 
deux mots a été possible grâoe <5 l'u tilisa tio n  de procédures 
récursives(Cf. Knuth(Kl) p .187 )
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3 - Ksi

E  -  i
Hal

T S i T - O

H-aINO. SCUSI
oui

Pfectr ta fifttre K 
du rçOTi dans Kl 

H'S? case è t MOT

Pfeccr fa PtHrc £  

du r^cm  dans 

H'Îffi«- ca se . de. MCST

Mï<

fC= K+l

TEÎT=0
o u i

e=E Cj = E-Ì

<?=t

N-s K-i

o t a
E ;  ID I M í

E= E + í

F x  - i

POUE(H,r; = 

pOL£i(<5 ,?)■»■ PDLFì (N.F)

Fí  Pt i

F  > N P

H = Hhí

Don
h-

non
K=ID1M¿

Pf oc Pa PeHre IClO! 

du MOTÌ Jane "a. 

¡4''¿l Cc.\Si. ríe "C T

ï-focrr íc> ì'crtrs.TCtn-S. 

á u  tíCSTi ici'S :a

{ii'-Xt . J - ,  ¡T-Ji
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Sous-programme:"rangement"

RAN/árT

IMOlCa Ì

R*PTfL-i.) + i

8= PTCD+Í

PPattr MffT 
et pa ti ir de, R
-dgns cnoT

nnnTs
tf'qajui*

non

'4- i

CPOLS(ft*>vf)  

^  POLEÍMÍ

H >NP
non

hr= iT+i

K IDIW3

I N D I C = i

PïïM* T̂(U) 
-  I D I  M 3 4> 1

'iTiC

■<4si

i u

TcSTa i

jf = ;4-i

í>Cn ^  4>'^
<£?STfU

n e n

CC-JEF(^ r  

C C - E r f R  ) 4.  

C C O E P í(P }*C C O £ F S tf? ) '

INDICAI

T) en
Î D'C -í

Frn
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PROGRAMME

Nous avons choisi comme langage le 'PLI 'pour les m isons

suivantes:

'LSS2919.LAMNABHI.MELANGE•
00010 MELANGE:PHOC OPTIONS(MAIN);
00020 DCL (LMAX1,LMAX2,LMAX) BIN FIXED(Y,0);
00030 GET LIST(LMAX1,iDIM1,LMAX2,IDIM2,LMAX.IDlM,NP);

1) Tl pem et de manipuler facilem ent des chaînes de

caractères.

2) Tl e s t plus e x p lic ite  que d 'autres langages comme l ’&PL.

3) Tl permet d 'u ti l is e r  la récursion comme dans le sous-

-programme que nous avons appelé "nombre variable de boucles".

00040 3EGIN;
00050 DCL (CMOTU10; CHAR(IDIM1 ;,CMuT2( 10) CHARCIDIM2) , CMuT( 10; CHAR(I 
DIM) ,
00060
00070
3 1 . 0 ) ,
00030
00 0 9 0
TPUT,
00100
7.0), 
00110 
00115 
00120 
00130 
00140 
00150 
00160 
00170 
00180 
00190 
00200
00205
00206 
00210 
00215 
00220 
00 2 3 0  
00240 
00250 
00260 
00270 
00230  
00290 
00305 
00310 
00320 
00330 
00350 
00360 
00370 
00380 
00390

(PTK-1 : LMAX1 ) , PT2(-1 : LMAX2) , PT (-1 : Lm AX) ) BIN FlXED(23,0),
(CC0EF1t10,IDIM1) ,CC0EF2(.10,1DIM2), CCOEFC10,IDlM))BIN FIXtDC

(CPO LtU lO ,ID IM 1, MP ) , CPQLE2 ( 10 , 1DIM2, NP ) , CPOLfc. CIO, IDIM , NP ) )
31N F IXED(7 , 0 ) ) CTL, (RESl , REi>2, RE2 1 , REZ2) FILE,SAVE FILÉ OU

( E , F , G ) BIN F 1XED( 15,0) ,(H,I,J,K.,L,M,N, TEST, CODE , T ) BIN F1XED C

(P,q,R)BIN FIXEDC23,U);
TsO;
GET L1BTCL, I , P ,(J);
GET LIST(CODE);
ALLüC CM0T1,PTl,CPOLE1,CCUEF1,

CMUT2,PT2,CP0LE2,CC0EF2,
CMUT,PT,CPOLE,CCüEF;

CALL IN PUT(RESl,CMOT1,PTl,CPOLE1,CCüEF1,L MA X1,1DIM1,LMAX1) ; 
CALL IN” PUT(R ES2,CMUT2,P T 2 ,CP0LE2,CCUEF2,LMAX2,1DIM2,LMAX2); 
IFl(L=0)4(Ps1)4(Qs1))
THEN
DO;
PT(-1)=U; 
PT(ü)s0; 

END;
ELSE
DO;
IF(C0DEs1)
THEN
CALL IN PUTCREZ2,CMUT,PT,CP0LE,CC0EF,LMAX,IDIM,L); 

ELSE
CALL IN PUTlREZl,CMUT,PT,CPOLE,CCüEF,LMAX,IDIM,L); 

END;

/* DEBUT DU PROGRAMME */

DO UNTIL(L>LMAX);
DO UNTILC(I>LMAX1)!(I>L)); 
IF(PTUI)- = PT1(I-1))
THEN
DO;
JsL-I;
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00400
00410
00420
00430
00440
00450
00451
00452
00453
00454
00455
00456
00457
00458 
00470 
00430 
00490 
00500 
00510 
00520 
00530 
00540 
00550 
00560 
00570 
00580 
00590 
OObOO 
00610 
00620 
00630  
00b40 
00650 
00660 
00670 
00680 
00090 
00700 
00710 
00720  
00730 
00740 
00750  
00760 
00770 
00780 
00790 
OOöOO 
00810 
OOöüO 
00Ö30 
00ö35 
00836 
00ö40 
00Ö50

IF(J<sLMAX2)
THEN

DO;
IF(PT2(J)"sPT2CJ-1 ))
THEN 

DO; 
IF(T=1) 
THEM 

DO;
PsPTUI-1 ) + 1 ; 
Qsi*T2U-1 ) + 1 ;

END; 
ELSE 
T = 1 ;

IDIM1sI.+ (IaO) ; 
IDXM2sJ+(J=0);
IDIM3=L+(L=0);

BEGIN;
DCL MUT1 CHARCIDIM1) ,M0T2 CHAR(IDIM2),MOT CHAR(IDIM3), 

(POLE 1(0:ID1M1,MP),P0LE2(0:IDIM2,N P ), P0LE(U:IDIM3,NP) , 
IND BCLCIDIM1),IF BCL(IDIMD) BIN FiXED(7,0);

/* ------------------------------------------*/

/* PRELEVEMENT DES ARGUMENTS DU SHUFFLE */ 
/* ----------------------------------------*/
DO PsP TO PTHD-IDIM1 BY IDIM1 + 1; 
DO QsQ TO PT2(J )-IDIM2 BY IDIM2+1; 
MOT 1sSUbSTR(CMOT1( I),P,IDIM1); 
M0T2=SUBSTR(CM0T2(1),Q,IDIM2);
DO KsQ TO IUIM1;
DO Ms 1 TO NP:
P0LE1(K,M)sCP0LE1(1,P+K,M); 

END;
END;
DO K=0 TO IDIM2;
DO Ms 1 TO NP;
P0LE2(K,M)sCP0LE2(I,g+KfM); 

END;
END;

/* SHUFFLE DES 2 MOTS */

IF ((M0T1 s ' V ’) l (M0T2=,V  )) 
THEN
DO;
IF((MOTls'V*)4(M0T2s'V'))

THEN
DO;

MOTs »v ’ ;
DO Es 1 TO NP;

POLE CO. E ) s P O L E 1 ( U , E)  + P 0 L E 2 ( U , E ) ;
POLE(1,E )s O ; 

END;
CALL RANGT;  

END;
ELSE
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00 3 b 0 DO;
0QH70 IF(MOTls'V’)
003b0 THEN
00890 DO;
00900 M0TsM0T2;
00910 DO HsO TO IDIM2;
00920 DO Es 1 TO NP;
00930 P0LE(H,E)sP0LE1 (U,E)+P0L£2(.H,E);
00940 END;
00950 END;
00955 CALL RANGT;
00960 END;
00970 ELSE
009ü0 DO;
00990 MOTsMOTl;
01Ü00 DO HsO TO IDIM1;
01010 DO Es1 TO NP;
01020 POLE(H,E)sPOLE2(Ü,E)+POLE1(H,E);
01030 END;
01040 END;
01U45 CALL RANGT;
01050 END;
01050 END;
01070 END;
01030 ELSE
01090 DO;
01100 INU BCL(1)s1;
01110 DO HsO TO IDIM1-1;
01120 IF BCL(IDIM1-H)=XDIM3-H;
01130 END”
01140 MsO;
0115U DO Es 1 TO NP;
01150 POLE(U,E)sPOLE1(U,E)+P0LE2(U,E);
01 170 POLE(IDIM3, E)sfOLEHIDlM 1 ,E) + P0LE2(.IDIm2,E) ;
011Ö0 END;
01190 CALL NB VAR_BCL;
0 1 20 U END;
01205 OPEN FILKCSAVE);
0 1 2 1 0  PUT F l L t C S A v E )  E D I T C L , I , J , P , Q , CODE) ( . 3l F ( j ) ) , 2 {F ( Y ) )  , F ( * ) ) ;  
0 1 2 2 0  I F ( CODEs1)
01230 THEN
01240 DO;
01250 CALL OUT PUT(REZ1,CMUT,PT,CPOLE,CCUEF,LMAX,IDIM,L);
012b0 C0DE=2;
01270 ENU;
012Ö0 ELSE
01290 DO;
01300 CALL OUT PUTCREZ2,CMuT,PT,CPOLE,CCOEF,LMAX,IDIM,L);
01310 CODEs1; ~
01320 END;
01325 PUT FILE(SAVE) EDIT (' .') UC2J);
0132b CLOSE FILE(SAVE);
01330 END;
01335 QsPT2(J-1)+1;
01340 END;
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01350 
01360 
01370 
01380 
01390 
01400 
01410 
01 420 
01 430  
01440 
01450 
01 460 
01 470 
01 480 
01 490 
01500 
01510 
01520 
01530 
01540 
01550 
01560 
01570 
01580 
01590 
01 600 
01610 
01 620 
0 1 6 3 0  
01640 
01 650 
01660 
01 670 
01 6d0 
01690 
01700 
01710 
01720 
01730 
01740 
01750 
01760 
01770 
01780 
01790 
01300 
01310 
01820 
01830 
01840 
01850 
01360 
01368 
01870

/* SOUS PROGRAMMES */

/* NOMBRE VARIABLE DE BOUCLES */ 

NB VAR BCL:PROC RECURSIVE;
MsM+1;
IF(M~sIDIM1J 
THEN 
DO;
DO UNTILCIND BCL(M;>Ir BCL(n)j; 
IND BCL(M+lJsIND BCL(M)+1;
CAlX MB VAR BCL;
IND BCLTM)=TND BCL(M)+1;

END;
END;
ELSE
DO:
DO UNTILCIND BCL(IDIM1)>IDIM3); 
K=1;E=1;H=1~TEST=0;
DO UNTIL(H>IDIM3-1);
IF(HslND BCL(E))
THEM
DO;
SUliSTR (MOT , H , 1 ) =SUBSTR(MOT1 ,E, 1 ) ;
GsE ; N = tC-1 ;
IF(E“sIDIM1) 
THEN 
E=E+1;
ELSE 
TEST=1;

END;
ELSE
DO;
SUBSTRCMOT,H, 1 ) aSUBSTK( MOT2 , K., 1 ) ; 
M=K.;K=K+1 ;
IF(TEST=0)
THEN 
GsE-1;
ELSE 
G = E:

END;
DO Fs1 TO NP;
POLE(H,F)=P0LE1(G,F) + P0LE2 C N,F);

END;
H=H+1;
END;
IF(K=IDIM2) 
THEN
SUBSTRCMOT,H,1)=SUBSTRCM0T2,IDIM2,1); 

ELSE
SUBSTR(MOT,H,1)=SUBSTKCMOT 1,1DIM1 , 1 ) ; 

CALL RANGT;
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01871 INO BCLCIDIMDalND BCLCIDIM1 ) + 1 ;
01872 END;“
01373 END ;
01374 MsM-1;
01375 RETURN;
01 37b END NB VAR BCL;
01880 / * -- ----*/
01890 /* RANGEMENT »/
01900 / * ---------*/
01905 RANGT: PROC ;
01910 INuiCsO;
01920 RsPT(L-1i+1;
01930 DO UNTIL(INDlCs1 );
01940 IF(RaPT(L)+1 )
01950 THEN 
01960 DO;
01970 SUüSTR(CMOT( 1 ) , R,IDIM3)=M0T;
01980 DO KsO TO IDIM3;
01990 DO Hai TO NP;
02000 CPOLE(1,R+K,H)=P0LE(K,H);
02010 END;
02020 END;
02030 CCOEFC1,R)=CC0EF1(I,P)*CC0EF2( I ,y);
02U40 INuXCs1 ;
02050 PT(L)=PT(L)+IDIM3+1;
02UOO END;
02U70 ELSE
02080 DO ;
02U90 IF C SUBSTK(CMOT(1 ;,R,IDIM3)=M0T)
021UÜ THEN
02110 DO;
0212U TESTsO;
0 2 1 3 0  K=0 ;
02140 UO UnTXLC(K>iDIm3;!(TEST=1 ) );
02-150 HsT ;
021Ò0 DO UNTILC(H>NP)!(TEST=1));
02170 IF( CPOLE (1 ,R+K.,H)” = P0LECK,H) )
02130 THEN
02190 TESTsl;
02200 ELSE;
02210 H=d+1;
02220 END;
02230 KsK+1;
02240 END;
02250 IFCTESTsO)
022b0 THEN
02270 DO;
02280 CCOEFC1 , R)=CC0EF( 1 ,R)+CC0EF1( 1 , P)*CC0Et'2( 1 ,y) ;
02290 i:iüXC = 1;
02300 END;
02^10 ELSE;
02j20 END;
02330 ELSE;
02340 END;
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0 2 3 5 0  

02360  
02370 
02380  
02390 
02440 
02450 
02460 
02470 
024SJ0 
02490 
,0)) 
02500 
02510 
02520 
02b 30 
02540 
02550 
02500 
02570 
02530 
02590 
02600 
02610 
02620 
02630 
02640 
02650 
02660 
02670 
02630 
02690  
02700  
02710  
02720 
02730 
02740 
02750 
02760  
02770  
02730 
02790 
02800 
02310 
02815 
02820 
02330 
02840 
02350 
02360 
02370 
02330 
02390 
02900

H=R+iDIM3+1;
END;
RETURN;

END RANGT;
END;

/* ECRITURE ET LECTURE */

IN_PUT:PHOC(X ,C M OT,P T ,CPOLE,CCüEF,LMAX,IDIM, L ) ;
DCL (CMOT(10) CHAR(IDIM),PT(-1:LMAX) BIN FlXED(23,0),

C P O L E ( 10,IDIM,NP) BIN F I X E D ((,0 ),C C O E F C 10 , I D I M )BIN Fix£D(31

C T L ,X FILE,(L,LMAX) BIN FIXED(7,0);
OPEN FILE(X) INPUT;
PT(- 1 )sü;
GET FILE ( X ) EDIT ( ( P T (H ) DO H s O  TO L)) ( F ( 6 ) ) ;  
DO HsO TO L;
IF(PT(H)~spT(H-1))
T H E N
DO;
:< = H+(H=0) ;
BEGIN;
DCL CHAINE CH AK(K):
DO RsPT(H-1)+1 TO PT(H)-K Bï K+1;
GET F 1LE(X) EDIT(CCOEF( 1 , R ) ) (. F < 10 ) ) ; 
GET F I L E (X ) EDIT (CHAINE) (A (K )); 
SUbSTRCCMOT( 1 ) , R , KJsCHAINE ;
DO MsO TO K ;
DO N = 1 TO NP;
GET FILEU1 EDIT(.CROLE.( i , R+M ,.N ) ) (,f (2 ) ) ;

END;
END;

END;
END;

END;
ELSE ;

END;
CLOSE F I L E (X); 
RETURN;

END IN PUT;
O U T_PUT : PtiOC( X , C M O T , PT , CPOLE, CCOEF , L M A X , IDIM, L) ;
DCL (CMOT(10) C HAR(IDIM),P T(-1:LMAX)BIN FIXED(23,0), 

CPOLE(lO,IDlM,NP)BIN FiXED(7,0),
CCOEF(10,IDIM) BIN FIXED(31,0)) CTL.X FILE,
(L.L M A X ) BIN FIXED(Y.O):

OPEN FILE(X) OUTPUT;
PUT FILE(X) EDIT((P T ( H ) DO HsO TO L)) (F(6)); 
DO HsO TO L;
IF(PT(H)"sPT(H-1))
THEN
DO;
XsH+(HsO);
DO RspT(H-1 ) + 1 TO PT(H)-K BY K.+ 1 ;
PUT F I L E (X) EDI T(CCOEF(1,R)) (F(10));
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02910
02y¿0
02930
0294U 
02950 
0296U 
02970 
02980  
02990 
03000 
03010 
03020 
03030 
03040 
03050 
03060 
03070 
03030 
03090 
03100  
03110 
03120 
03130 
03140 
03150
oirôa 
03170 
03180 
03190 
03200 
03210 
03220 
03230 
03240 
03250 
032OU 
03270 
03230 
03290 
03300 
03310 

);
03320
03330
03340
03350
033&0
03370
03330
03390
03400
03410
03420
03430
03440
03450
03450

PUT FILÊU; EDIT(SUBSTK(CMOT( 1 ) ,R,tU ) (A); 
DO MsO TO K;
DO Nsi TO NP;
PUT FILE(XJ EDIT(CPOLE C1,R+M,N)) ( F ( 2 ; ) ;

END; 
END; 
END; 

END; 
ELSE ;

END;
CLOSE FILE(X);
RETURN;

END OUT_PUT;

/ *  SUITE DU PROGKAMME */

END;
ELSE;

END;
ELSE;

END;
ELSE;

1 = 1 + 1 ;
END;
LsL+1;
r»0 ;
PT(L)sPT(L-1); 

END;
/ * --------------------- * /
/* IMPRESSION »/ 
/* ----------* /
PUT EDIT('LONGUEURS1.PT(LMAX)) CSKIP(2;,A.F(b));
PUT SKIPC2);
DO LsO TO LMAX;
IF(PT(L)"sPT(L-1))
THEN
DO;
PUT EDIT('MOTS DE LONGUEUR’,L) (SKIP( ¿ ) , A,F(3)); 
MsL+(LsO;;
DO RsPT(L-1) + 1 TO PT(L)-M 3ï M+1 ;
PUT EDIT(CC0EF(1,R),SUBSTR(CMOT(1 ;,R,M)) (SKIP,F(10 ;,X(1),A

DO Hs1 TO NP;
PUT EDIT(' ') (SKIP,A);
DO KsO TO M;
PUT EDIT(CPOLE(1,R+K,H)) (XU ) ,F(2));

END;
END;

END;
END;

ELSE;
END;
FREE CMOT1,PTl,CPOLE1,CCOEF1, 

CMUT2, W¿ ,CP0LE2,CCUEF2, 
CMOT,PT,CPOLE,CCOEF;

END;
END;









- Appendice -

VERS UNE ANALYSE COMBINATOIRE DES
DEVELOPPEMENTS PERTURBATIFS

Dans cette partie,nous exhibons des propriétés combinatoires des 
termes du développement fonctionnel d’équations différentielles non linéaires. 
Nous montrons qu’i l  est possible par voue analyse systématique et grâce à 
des propriétés de dénombrement, d'engendrer ces termes.Les calculs effectués 
dans cette thèse ont montré qu’i l  était assez difficile d'obtenir les ordres 
élevés dès que la structure de l'équation devenait compliquée.Cette méthode 
permettrait alors

1-dfobtenir des programmes beaucoup moins lourds (moins due problè
mes de mémoire et de temps machine),

2-une meilleure compréhension des propriétés mathématiques de ces 
développements.

Nous montrons cette technique sur l ’équation de l ’oscillateur 
anharmonique(équation de Duffing)

J
q + ctq + yq + Sq =u(t)

L'équation sérielle associée(Cf. 12) s 'écrit:

2 2(1 +Y Xq)G + 8 XqG eu G uj G -  XqXj

On en déduit le développement perturbatif de G(dans le cas stationnaire)

G — GQ+- 8 Gj+ 8^2 + . . . .
2

avec,si (1 +ax0 +yxQ)=(l - XjXQ)(l -Y^Zq)

(1)
Gq ~ yl X0 y2 xl

Gj = -y j xQ r2 *q G0 mG0 u Gg

G2 ~ Y1 X0 y2 x0 G0 m G0  ̂ G1

(1) signifie : (1 -]î1xo) h J 1 ~̂ 2x0) Xi 0 ..X ¿
u2 u2 xi 2 • • •



Gr  "S Y2 X0 y2 X0 G0 mGl m G1 ~3 yl X0 y2 X0 G0 mG0 m °2

En u tilisa n t les propriétés du mélange,il est possible de mettre
les G. sous la forme suivante,où, l'on a ordonné les concaténations:“1*

G0 Y2 x0 y2 X1
UU0I

Gl~~ yl x0 y 2 x0 G0

G«—3 Y- x n y - x„ (y „ x - y. x „ G„^J ]2 2 0 . 2  0 0 1 0 T2 0 0
^éme concaténation concaténation

C")

G3~~3 yl x0 y2 X0 G0 m^2 ^2yl^ X0 ^y1^2^ x0 ^G0 1X1 yl x0 y 2 X 0 G0  ̂ +

4 (2y1J xQ (y^+y 2) xQ (2y2) xQ (GQ ui y2 xo G0 ^
_ \Xl2 r /-»LU2 , * UiS , -,—5 Y‘- X „ Y G„ UJ' [Y- 2?,* Y« Ĝ UJ ( Y -t Y« G„ / J*1 0 2 0 0 1 0 2 0 0 T1 0 12 0 0

Cette écriture permet de décrire tous les termes du développe
ment fonctionnel .En e f f e t , i l  est facile  de voir, à partir de ( ”)par exemple, 
que le mot:

/y *y /y* /y /y <y <y /y ty sy» /y /y /y /y
x0 ~0 ~0 ~0 0 0 0 1 ~1 ~0 0 1 1 “'i

est compatible avec la structure de (les notations sont celles de I I I .  3a) 
On peut alors engendrer tous les "mots"issus de cette combinaison de le ttres . 
Soit,pour la 1 combinaison:

/y /y /y *y /y /y ry /y /y* sy /y /y /y
12960 0 0 0 0 0 0 0 1 2 ~0 0 ~1 1 1 

1 0 3 2 5 4 3 2 2 2 1 0 0 0 0  
0 1 0 1 0 1 2 3 2 1 2 3 2 1 0

La deuxième concaténation étant fixée obligatoirement au début du mot,si on 
choisit les deux x^ suivants pour représenter la première,on peut donner 
la série rationnelle correspondante,en calculant des permutations e t en 
observant la règle suivante,à savoir que tous les xq restants commutent 
entre eux ainsi que tous les x^:

3x3x(3)x(3!)2x(2!)2 = 12960



Les autres combinaisons sont:

3x23x(3Jx2x(3! ) 2 + 3x22x3x(2)x (2 !)2x(2! ) 2 = 10368

10368 x0 x 0 x Q x 0 x Q x 0 x 0 *2 x 2 x Q x Q ^  x2

1 0 3 2 1 4 3 2 2 2 1 0 0 0 0
0 1 0 1 2 1 2 3 2 1 2 3 2 1 0

3x3x(2!)2x(3! ) 2 + 3x3x2x3x(2!)2x(2)x (2 ! ) 2 = 3888

3888 Xg Xg Xg Xg Xg Xg Xg Xj Xj Xg Xg Xj Xj Xj
1 0 3 2 1 0 3 2 2 2 1 0 0 0 0
0 1 0 1 2 3 2 3 2 1 2 3 2 1 0

Les calculs ont montré que ces termes figura ien t effectivem ent dans le 

dêve loippement.
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