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ABSTRACT

This thesis studies the class of conormal solutions associated with one 

or two characteristic hypersu^faces in the real analytic framework .

We prove the propagation of the conormal analytic property in semi-linear 

equations of real principal type and in quasi-linear hyperbolic systems.
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INTRODUCTION.

Ce travail est une contribution à l'étude des singularités analytiques 

pour les solutions d'équations aux dérivées partielles non linéaires. Dans

[4] et [5], Alinhac et Métivier ont montré que, si u est solution d'une 

équation aux dérivées partielles non linéaire générale, assez régulière a 

priori, l'analyticité de u se propage à travers toute hypersurface que les 

caractéristiques réelles de l'opérateur linéarisé coupent transversalement.

Il est alors naturel de se demander quel type de singularité analytique pour 

u se propage dans les mêmes conditions.

Depuis les travaux de Bony [7], Lascar [14], Rauch [16], on sait que les 

singularités microlocales (C°° ou analytiques) ne restent en général pas con

finées, comme dans le cas linéaire, sur des bicaractéristiques, mais donnent 

lieu à des phénomènes d'interaction, essentiellement parce que l'effet d'une 

transformation non linéaire tend à augmenter le front d'onde, en général jusqu'à 

son enveloppe convexe. Cette idée a poussé Bony [8] à considérer des algèbres 

de distributions dont le front d'onde C°° est a priori confiné dans le fibré 

conormal à une hypersurface : ce sont les distributions conormales de Hôrmander 

[13], associées à un symbole suffisamment décroissant dans les hautes fréquences.

Dans la première partie de ce travail, on étudie un équivalent analytique 

de ces classes, en vérifiant qu'il s'agit encore d'algèbres. L'appendice 2 montre 

que les distributions conormales analytiques à une hypersurface, que l'on définit
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ainsi, peuvent être représentées par une intégrale de Fourier, avec un symbole 

analytique en un sens faible. On peut également remarquer que les singularités 

analytiques de telles distributions sont toujours uniformément réparties sur 

1’hypersurface, ce qui n'est pas le cas dans le cadre C°°, où Rauch et Reed ont 

mis en évidence un phénomène de "Hard Rays M (voir [17]).

Dans la seconde partie, nous généralisons les résultats de Bony [8] au 

cadre analytique. Si u est solution de l’équation semi-linéaire dans ]Rn :

Pu = F(x,8au)i . 1 , m = d e g P  
 ̂ ’ x J | et | ̂ m-1 ’ 6

s n
u étant a priori H , s >-j + m , alors le caractère conormal analytique de u 

par rapport à une hypersurface Z caractéristique pour P , se propage à travers 

toute hypersurface que les caractéristiques de P coupent transversalement.

Nous démontrons aussi un résultat du même type pour une solution conormale ana

lytique par rapport à deux hypersurfaces caractéristiques se coupant transver

salement, avec l’hypothèse que P n’admet pas de troisième hypersurface carac

téristique passant par l’intersection des deux autres. (C’est le cas par exemple 

si P est strictement hyperbolique d’ordre 2). La méthode utilisée est celle de 

[5] : on dérive l’équation, cette fois suivant les champs tangents à la confi

guration caractéristique, et on estime les dérivées de u grâce à une inégalité 

a priori, de type Carleman (inégalité (2.1.5)).

La troisième partie traite de la généralisation de ces résultats à des 

équations quasi-linéaires. On se restreint à une seule hypersurface Z . On re

marque que la solution u intervient cette fois explicitement dans.l’équation 

caractéristique définissant Z ; il serait donc abusif de supposer Z régulière 

a priori, comme c’est le cas au paragraphe 2. Le résultat attendu est donc du 

type suivant :

" Z et u étant données avec une régularité a priori, si d’autre part Z est 

régulière "dans le passé", et si u est conormale à Z dans le passé, alors 

cette situation se propage dans l’avenir " .
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Dans le cadre C°°, un tel résultat a été démontré par Alinhac [2], [3], pour 

des équations non linéaires générales. L'outil essentiel est la paracompo- 

sition [ 1 ], qui permet de redresser £ en ne prenant en compte que très fai

blement sa mauvaise régularité. Hélas on ne dispose pas d'un tel outil dans 

le cadre analytique. C'est pourquoi nous avons restreint notre étude aux sys

tèmes quasi-linéaires strictement hyperboliques, dans lesquels la mauvaise 

régularité d'un changement de variables apparaît moins que dans une équation 

scalaire d'ordre élevé. Pour remédier au décalage de régularité existant néan

moins entre la solution du système et l'hypersurface, nous avons dû a priori 

dériver suffisanment le système, ce qui suppose une régularité initiale de la 

solution plus importante que celle attendue naturellement, mais comparable à 

celle qui est envisagée dans [2]. A partir de là, nous avons adopté la méthode 

utilisée dans la seconde partie, en conjuguant cette fois les estimations sur 

u et sur E à chaque pas de récurrence.
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1. LES DISTRIBUTIONS CONORMALES ANALYTIQUES.

Dans ce paragraphe,, on étudie une version analytique des algèbres définies 

par Bony dans [8], dans les deux configurations géométriques les plus simples : 

une hypersurface, puis deux hypersurfaces se coupant transversalement.

1.1. Définition - Proposition 1.1.1 :

71
Soit £ une hyper surface analytique fermée de JR 3 ou la réunion de

n
deux hypersurfaces analytiques fermées de JR 3 

ver salement.

n s* ~~~
Si (jü est un ouvert de JR 3 on note Gl(u>) l'espace des fonctions 

analytiques réelles au voisinage de (jü3 et 

de vecteurs analytiques au voisinage de od3 tangents à  £ en les points de 

Z fia).

• n • •
Soit Œ un ouvert de JR 3 et soit s &JR. On dit qu'une distribution

si3 pour tout point x^ de ü 3 il existe un voisi

nage w de x q 3  tel que c e Q,} un système fini de générateurs Zj3...3Z^ de 

et une constante C > 0 tels que :

dans Œj alors (1.1.1) est vrai pour tout ouvert 

weefi et tout système fini Z^3...3Z^ de générateurs de 

système existe).

Vour I = ii13...3i } 3 on a noté 7? = Z . ... Z . .
2 P x1_ p

Enfin || *|| s — représente la norme if (iù).

Preuve : Il s'agit de prouver la dernière assertion.

Puisque || • H -  - Z || *|| _ — si w = U co. , on est ramené au cas de deux 

systèmes de générateurs Z-,,... ,ZN et Y p  ... ,YM sur un même ouvert w.

Z1 et £
'2

se coupant trans-

% rM. le G. fw. ■module des champs

u sur Œ est dans H
a

S uj

vp ei, v j€ {î a , N \P Z
I
u e hS to. et

Si u appartient à Ha
T.

% ï w. Si un tel

(1. 1. 1) Z
I
u S.O) C-

p+1
P!
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analytiques sur u , telles que :

pour 1 ̂  j M

et donc il existe des fonctions aj ^ analytiques sur w , telles que : 

(1.1.3) YJ = L — . Z  aT „ ZK .
k |k |<|j | j ,k

Si a >j , et a > | s | , on en déduit :

0.1.4) || Y3 u || Il a || _  Il ZK u n
s,ü) U|K|^| J| 9 a,(jo s,a)

Il reste à estimer les || a T ,J| _.
* a,w

à (1.1.3), on a la formule de récurrence suivante :

(1,1*5) a (j,J),K = Yj aJ,K+ a jk 1 aJ,K’ »

avec K= (kpK') , le premier terme étant nul si |K| = |j| +1.

On a alors classiquement : si |j| =q, |k | = p ^ q  :

(1.1.6) ||a || _ v < C C j d ’P (q-p)!.
J ’ K  a , u >  0  1 Z

De (1.1.6), (1.1.4) et (1.1.1) pour Z, on obtient (1.1.1) pour Y. ,
C[ • G • Cl •

invariante par difféomorphisme

C'est une conséquence triviale de la définition 1.1.1.

u€Hf(Z) , alors u€Hf(E..) en dehors
cl cl I

Remargue_l1 l14 : Les propositions (1.1.1), (1.1.2) permettent de ramener 

l'étude de l'appartenance à H^(E) aux cas suivants :

Supposons (1.1.1) vrai pour les Z
i montrons le pour les Y Il existe des

(1 . 1 . 2) Y
j

M

k=1 a
jk

z
k

Proposition 1.1.2. La classe H
s
a

Z est

analytique : si u €H
s .
a

E. * u €Bs
a :<t-l Z.

Remarque 1.1.3 Si Z = E U Z2 et si

de Z2 et u e H
s
a

Z
2

en dehors de Z
1

fonctions a
jk

En appliquant Y
j
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a) Si E est une hypersurface, E = {x-j =0} et Z-j =x^ 3̂  , Zj = 3̂  , 

j 6{2,...,n) .

b) Si E = Ê  U ^ 2  , ^  et E  ̂ se coupant transversalement, on peut supposer 

que E^ = {x^ = 0} et : = x^ 3̂  , Z^ = ̂  ̂  = ’ j e {3,... ,n} et 

les inégalités (1.1.1) à démontrer sont alors :

(1.1.1)' V a E U  , || Z01 u H cl“l+1 a!
S ,ü )

a a1 an
où l'on a noté : si a =  (a^,...,an) , Z =Z^ ... ZR . (Notation plus 

agréable lorsque les champs commutent).

1.2. Singularités analytiques des distributions conormales analytiques.

D'après la définition 1.1.1, si u£H^(E) près de xQ n'appartenant 

pas à E , alors, pour un voisinage u de xQ , on a :

Va E U  , 8a u € Hs (w) et ||3a u|| _<ccla l+ 1 a!
S , 0)

ce qui entraîne clairement que u est analytique au voisinage de x q .

Plus précisément, rappelons la :

Proposition 1.2.1 : Soit Z un chxmp de vecteurs analytique sur fi, et 

soit u € S) ' (ü). On suppose qu'il existe s 6J? tel que :

(1.2.1) V k e M  j Zk u € HS1oq (U) et II u II _ 4 C k+1 k! V uccfl .
s,w

Alors :

a) WF^(u) est contenu dans l’ensemble caractéristique de Z 

car Z={(x,V eT*Q^0 j <£ 3Z (x)> = 0} .

b) W Fa (u) se propage suivant les courbes bicaractêristiques de Z .
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Preuve : a) Montrons que, si (x,Ç) £carZ, u est microlocalement analy

tique en (x,£J : par hypothèse Z(x) *0 , donc on peut se ramener au cas 

et le résultat est alors évident, en utilisant par exemple la 

formulation de Hôrmander [12] de 1 'analyticité microlocale.

b) Voir Helffer-Mattera [11], où l'on utilise un théorème de 

Kashiwara, démontré par Bony et Schapira dans [10].

Pour la commodité du lecteur, nous donnons une démonstration directe 

de b) dans 1 'Appendice 1.

• n
Corollaire 1.2.2 : Soit E une hyper surface analytique fermée de JR ,

un ouvert de ]Rn . et soit u Ç.lf (T.) dans ü. Alors :
a

fibré oonormal à E dans fi.

b) Si ÎÎDE est connexe, et si u est à valeurs réelles3 alors :

• soit u est analytique

• soit WFa (u) = N q (Y.) .

Preuve : On se ramène au cas où E est donnée par x^ = 0 , et on applique la 

proposition 1.2.1 à Z=9j , pour 2 ^ j ^ n  ; pour b) on tient compte du fait 

que, puisque u est à valeurs réelles, W F  (u) est invariant par l'homo-
cl

thétie de rapport - 1.

deux hypersurfaces analytiques fermées3

se coupant transversalement suivant une sous variété A de codimension 2. Soit

uetfa.iUÏ.J dans Q. 
a l  2

a) fc'Fa fu;<=**ZJ U»*I2 U**A.

b) On suppose u à valeurs réelles3 et ü assez petit pour que ŒflA soit

ait deux composantes C. et C'. 3 pour i = l32.

OÙ z 3
8x1

soxt

a) WF
a

u c N E

Corollaire 1.2.3 Soient E1 E

connexe3 et 0.n E
t

■A.



Orientons N Z et N T. de manière quelconque, et posons :_L Ci

N

N'

'+ - Conv | (N* Z^) + ü (N* l2 / }  , N = N+ U (~N+)

+ = Conv | (N* l2)+ U (N*Z2)~^ 3 N' -N'+ ü (~N,+)

de sorte que N*à= N UN'. (Conv désigne l'enveloppe convexe). 

Alors WF^(u) est réunion d'ensembles pris dans la liste suivante

Preuve : Compte tenu de la remarque 1.1.3 et du corollaire 1.2.2, il suffit 

d'étudier W F a (u)|^ . On se ramène à Ê  = {x-j =0} , E2 = ÎX2 = 0} .

a) On applique la proposition 1.2.1 a) à Z=3j , pour 3 ^ j < n .

b) On applique la proposition 1.2.1 b) à Z = 3̂  , pour 3< j «in , ce qui 

permet d'abord de propager W F a (u) le long de A, puis par exemple à Z = x^ 3̂  , 

ce qui propage W F  (u) dans la fibre de N*A , ou plus exactement dans chacune

pour x q € A .  Enfin on uti

lise le fait que W F  (u) = - W F  (u) .
3 3 ^ ^ j

C[. 6 . Cl.

1.3. Algèbres de distributions conormales analytiques.

Dans ce paragraphe, nous vérifions que les distributions conormales 

analytiques sont adaptées aux problèmes non linéaires : nous montrons que, si

Il S
s > 2  et si w€Ha (E) , alors, pour toute fonction F analytique, F(w) est

dans HS(E). 
a

Il nous faut donc estimer les Za F(w) , où les ly sont les champs

intervenant à la remarque 1.1.4. Pour cela, nous introduisons une famille de

semi-normes, dans l'esprit de [4], [5].

Fixons s E U ,  s > ^ ,  de sorte que Hs(co) , pour djcc ]Rn , soit

une algèbre, et normalisons || *|| _ =  || *|| afin que :
s,w

N
fi
*
C.
1

E
*

fi
C,2 N

*
fi
C
1

N.
*

fi
C t2 N j N ’.

des quatre composantes de N A N* E
1

N
*
E2 i x

o
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(1 -3.1) || u v || s ^ || u || s || v || s .

Soit £  = {Zp...,Z^} un ensemble de champs de vecteurs analytiques près de 

a) , et qui commutent. On peut définir, près de w :

HS,0°(X), = { w e H S(w) , V a £ ]Nn , Za w€HS (w)} , et :
'(JÜ  ̂ '

Ha (̂ } l- = { weHS,00(^)|_> 3 C > 0 , Va € ]Nn , || Za w||

Si Jj est un système de générateurs du module des champs tangents à X , 

alors :

00 ---

Fixons enfin f€C (a>).

5 0 °

Pour w £ H  ’ (2S)i_ et pour p entier
0)

M  = sup | | f P_1 Za w||s
F Ia I=p

£ ! W  mp-q+i * V  pmP pour tou t p >x 1

On considère d'autre part la suite m =c —P' 9 , la constante c >0 étant
P (P+1)

ajustée de telle sorte que

) ( P ) m  m ^ m  pour tout
q=0 W  m-q q p v

rV

q:

Pour e > 0 , et p 1 , on pose 

noter M = 1.

En tenant compte de

pour a € !Nn

les relations ci-dessus prennent la forme suivante, que nous utiliserons 

couraiiment :

C
a +1

a!

H
s
a Z

0)
H
s
a
I

0)

>>1 on pose :

P 0

M
P

e1 P m
P

tandis que l'on convient de

a
3,)

a

q
B :q
6 a

S
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( 1 . 3 . 2 )  E Z  5  M I R I «  e MB/ "la-BI IBI " lai
0«;B<a

O - 3 * 2) '  i------- - VB/ M la -B  1+1 M IBI  4  l al  M lal  *
0< B̂ ot

s 00
Pour w £ H ’ ( E  ) _  , on note enfin

a)
lwl_

[w] = sup
■p M
^ Uq^p q

s 00
Remarque 1.3.1. : Pour vérifier qu’une fonction u€H ’ (£,)|_ est dans

c 1 _
H (X)'_> il s'agit de montrer qu'il existe e > 0  tel que, pour f = 1 
a jü)

(1.3.3) sup [u] < + 00 .
P»1 P

f est ici introduite en vue d'applications ultérieures.

Enonçons maintenant le résultat principal de ce paragraphe.

Proposition 1.3.2 : On suppose que f vérifie la propriété suivante :

(1.3.4) M = sup || f*\\ < + « .q>A S
Soit alors w = (Wy ... 3w^) une fonction vectorielle appartenant à if3 (%, )

— .n
sur u)3 avec s > ~2 •

Soit F une fonction analytique au voisinage de w(w).

Alors F(w) £HSj(X>dS) i_ 3 et il eoriste & > 0 3 L > 0  3 ne dépendant que de F,
|ü)

d'un majorant de M 3 et de || w|| 3 tels que3 pour tout p >1 et tout 

e > 0 3 la condition

(1.3. S) e [w]p <£ 6

entraîne

(i) [F(w)]p-^L [w]^

(U > \F(wl\p+14L(\w\p+1+«p#2 M p ).



- 11 -

Preuve : Elle est analogue à celle du lemme 3.3.1 de [4]. On a :

(1.3.6) Za F (w) = ) ' ) cq ...a F (q)(w)(za1 w,...,zaqw)

1«iq̂ |a| â  + ...+a =a  ̂ q
a.*0
3

où les C ne dépendent que de la liste a1,...,a .
CL h • • • CL I Q
1 q M

Cette formule est iimiédiate, par récurrence sur |a|. On en déduit déjà que

F(w) Cff5 ”(£),_.
|u

F étant analytique au voisinage de w (ü)) , il existe deux constantes A et 

R telles que

(1.3.7) || F Cq)(w)|| A R q q! .

Considérons alors les séries formelles

^  00
F (W) = l A R q lr 

q=1

La relation (1.3.2) signifie que

(0(X))2 < <e 0 (X)

(P(X)<< Q(X) signifie que chaque coefficient de P est majoré en module par 

le coefficient de Q du même ordre).

On en déduit que, si p > 0 est tel que

(1.3.8) F(p6 (X))<< 2 Ap R 6 (X) .

Majorons maintenant (1.3.6) (avec |a| =p) , en tenant compte de (1.3.7) :

ü f P_1 Za F (w ) | |s < EC____ _ || f 4*-1 1| ,  l | F W (w ) | |s ïï || f ' “ 1' 'z “ 1'
(1.3.9)

s ' *  "  ~a1 • • .a 11 _ " s " ’ '•"y " s i = i  " *  "  w'l s

e X l
ot>0

M
a

a!
Xa

ep R
1
2

M E C
a 1 a A R' q i M a1

M
a

w
P

q
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a  y
et ce dernier terme n’est autre que M 9^F([w]p 9(X) ) |x=0 ’ ^'après formule 

(1.3.6) appliquée à Zj =3  ̂.

Alors, si etw]p<6, on a, d'après (1.3.8) :

(1.3.10) |F(w).| « 2 M A R  Mp [w]p ,

ce qui donne (i).

(ii) s'obtient de la même manière, en isolant dans (1.3.6) le terme 

F ' « - 2“"- q.e.d.

Remargue_l1313. : Supposons que l'on ait || f|| 1. Alors la quantité 

|| f 11 va apparaître devant tous les termes de (1.3.9) pour lesquels q 2.

En conséquence, on peut préciser (ii) en écrivant :

U « ’ |F(w)lp+ l<L( |w|pf1 tMp+1 | | f | | s [w]p )  .

Cette remarque nous sera utile au chapitre 3. (Lemme 3.6).

sont dans if (Z) , et si F est ana- 
a

ly tique, alors F(wj3...3wr) est dans H^fZ).

Preuve : On utilise la remarque 1.3.1 : £=1 . Par hypothèse, il existe

e > 0  tel que sup [w] <+«>, et, quitte à restreindre e , (1.3.5) est vérifiée 
P P

pour tout p . Il suffit alors d'utiliser (i).

Remarque_K 4 . : On peut évidemment définir des distributions conormales as

sociées à des configurations géométriques plus compliquées (voir Bony [ 9], et 

Melrose-Ritter [15] pour le cas C°°). Cependant, Bony [9] a remarqué que, si 

l'on continue à utiliser des champs de vecteurs pour de telles définitions, 

les classes ainsi définies deviennent trop grandes, lorsqu'on considère plus 

de deux hypersurfaces : on n'a plus de théorèmes de propagation, comme ceux 

que nous allons démontrer dans ce qui suit. Il faut alors recourir à des 

" champs singuliers " , et la généralisation au cadre analytique semble nette

ment plus délicate.

Fixons Ô
1
2R

Corollaire 1.3.4 Si wï , w r



2. PROPAGATION DU CARACTERE CONORMAL ANALYTIQUE POUR LES SOLUTIONS D’EQUATIONS

SEMI-LINEAIRES.

2.0. Forme générale des résultats.

On s'intéresse aux solutions d'une équation du type :

(2.0.1) Pu=F (y,3au) , ,
w ’°y J jot |̂ m-1

où P est un opérateur différentiel à coefficients analytiques, d'ordre m, 

et où F est une fonction analytique réelle de ses arguments.

On considère une solution u de (2.0.1) sur un ouvert q de ]Rn , 

a priori assez régulière, et on montre que le caractère conormal analytique 

de u se propage à travers toute surface S par rapport à laquelle P est de 

type principal réel, si toutefois 1'hypersurface (les hypersurfaces) assu

jettie (s) à porter les singularités de u est (sont) caractéristiques (s) 

pour P .

Un tel résultat est local, mais on obtient un énoncé global sur 

des "domaines d'influence" pour P, obtenus par déformations de telles sur

faces S. (Voir [4]).

2.1. Cas d’une hypersurface.

> TL
Théorème 2.1. : Soit fi un ouvert de 1R , soit P un opérateur diffé

rentiel à coefficients analytiques réels sur fi, d'ordre m. Soit S une hy- 

2
persurface C de iï3 et soit yQ Ç.S. On suppose réalisée la condition sui

vante :

St (yoŝ °) vérifie p(yQ3y])=0s alors :

(2.1.1) °

{p , <p) (yQ* r\°) * o 3

cp étant une équation de S et p le symbole principal de P .

-  13 -
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réelle, une solution de (2.0.1),

F étant analytique réelle près de 

On fait alors l'hypothèse suivante :

(H. 1) Il existe une hypersurface analytique X 3 caractéristique

pour P , telle que u£H^(E) sur l'ouvert ü = {y Ç.iï3<$(y) <<?}.

Alors u£lf(Y.) près de y .
a a o

2.1.1. Remarque : L'hypothèse (2.1.1) signifie que P est "de 

type principal réel" par rapport à S, i.e. :

i) S est non caractéristique pour P

ii) Les caractéristiques réelles de P sont simples et transverses à S

en V
Le reste du paragraphe 2.1 est consacré à la démonstration du théorème 2.1.

S
D'après Bony [8], u€H * (E) près de y . Il reste donc à obtenir des esti

mations du type (1.1.1).

2.1.2. Réduction à un modèle local.

Utilisant la remarque 1.1.4, on se ramène au cas où yQ = 0 , 

et où, dans des coordonnées (x,s) €]Rn  ̂x R ,  on a : rd<P(y ) = (0;0,1 )

•■E = {(x,s) , x.j =0} .

(Si yQ ÎX , le théorème 2.1 se réduit à celui de [5] !).

On procède ensuite comme dans [4] (paragraphe 2.2 et lemme 

3.1 : remarquer qu'une telle manipulation ne change pas l'équation de E) 

pour se ramener à démontrer le résultat suivant :

le cylindre { |æ| < a) x ]03T[ et soit u^.lf((€)3 

s >'2 + m 3 une solution réelle de (2.0.1)3 où p vérifie les conditions sui-

yo 9
a
u yo a m- 1

Lemme 2.1.2 Soit %

Vantes V x. t. e if

Soit  alors s n
2 ■m e t  soz t u e R

sloc fi.
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i) p(x3t; Oyl) * 0 .

ii) pour tout Ç *0 3 les raoines réelles de l'équation en t : 

p(x3t;^3x ) - 0  sont simples.

iii) p(03x r3t ; 13 030) - 0

et où F est analytique réelle de ses arguments.

s 00
On suppose que u est dans E 3 ({x^-0}) j ^  et vérifie les

estimations (1.1.1)’ pour tout ouvert 00 tel que l^cz{(x3t) € ff 3 t <

2ri \x\ + r\̂ } où n j H 2 > 0 vérifient :

Dans ces estimations3 les Z . sont les champs considérés en a) de la remar

que 1.1.4 :

(2.1.3) Z1 = x 7 3 1 j  Z.-9. 2 4 j ^ n  .1 1 1 0 3

Alors u vérifie (1.1.1)' pour tout 00 tel que

û c  #  n {t<T}

Pour obtenir les estimations (1.1.1)', on va dériver l'équation (2.0.1) 

suivant les

(2.1.4) P Z Bu =  [P,Ze]u + ZB F

où F =F(x,t,3a . u) i i 1
v ’ ’ x,t J |ot| <m-1

2.1.3. L'inégalité a priori.

g
Pour obtenir des estimations sur Z u à partir d'estimations 

sur le premier membre de (2.1.4), nous utiliserons l'inégalité a priori suivante, 

démontrée dans [5] (Lerame 2.3).

(2 . 1 . 2) T n a
2 n1



- 16 -

Lemme 2.1.S : Soit P - P(x3 t3D^3D+) un opérateur différentiel de la££ -Q

forme

m-1 ______ , -,

P=lf+ + l ) a h(x3t) D D*
i i n I T7 T OL3k S X t k-0 IaKm-k 3

00 T/? à coefficients C sur & .

On suppose que le symbole principal p de P est rêel3 et que3 pour tout 

(x3t) € %  3 pour tout Ç €.]Rn '— {<?} ̂  les racines réelles de l'équation en 

x : p(x3t3E,3T) = 0 sont simples.

tels que r

VwÇ.H^+m 2 (JRn x [03T]) v é r i f i a n t  Pw€.H^(]Rn x [03T]) e t  suppw cr 

{ |ar| < a }  x ]03T[ 3 V Y ^  ;

) Y II (T-t)y~2 8a w|| y ^ C II (T-t)y P w H y

+ c ) ' / H a i  II (T-t)y~ (m~ ia^ d a w II 
lakm-2 y

2.1.4. Estimation sur les commutateurs.

Le second membre de (2.1.4) nous invite à estimer la norme
O

d’opérateurs du type [A,Z ] , où A est un opérateur différentiel à coeffi

cients analytiques.

Commençons par une remarque formelle :

Si Zp...,Z^,A sont des éléments d’une algèbre associative, les Z. com

mutant deux à deux, on a une " formule de Leibniz ” :

(2.1.6) [Z3,A] (3) (adZ)Y A Z3_Y ,
0<Y^3 w

on obtient cette formule en utilisant 

le fait que a d A  est une dérivation de l’algèbre considérée.

(2.1.5,
a $m-■1

X D. T

OÙ a d Z
Y

a d Z
1

Y1
a d Z

N-

YN

où
y

désigne la norme E
il

B
n

Alors3 pour tout y e TR il existe C 0 Y
o
> 0>
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Dans le cas de l'algèbre des opérateurs différentiels à coefficients analy

tiques, les Zj étant cette fois des champs de vecteurs, les opérateurs

Y
(adZ) A sont d'ordre inférieur ou égal à celui de A , et nous allons es

timer leurs coefficients :

Lemme 2.1.4 : Soit A un opérateur différentiel à coefficients analy-

comme ci-dessus.

Alorsj pour tout y €J?3 il existe une constante C positive telle que :

N Y
pour tout Y £ M  3 pour tout coefficient a de (a d Z) A 3

(2.1.7) || a || -  ̂  c\y \+1 Y/ .11 y11 u, w

Preuve : Il suffit évidemment de prouver (2.1.7) lorsque u est la trace sur 

]Rn d'un polydisque D(x o ,Rq) , avec xQ €]Rn .

Quitte à restreindre rQ , on peut supposer que A. et les Zj sont à coeffi

cients holomorphes au voisinage du disque fermé D(xo,Rq) , avec 1 >Rq >r , 

Si B est un opérateur différentiel à coefficients holomorphes près de 

D(xQ,r) , on note ||B|| le maximum des modules des coefficients de B sur

D(xQ,r). Si B est d'ordre A, et si C est un autre opérateur à coefficients 

holomorphes 

de Cauchy :

holomorphes près de D(xQ,p) avec 1 > p>r , on a, d'après les inégalités

„ ,, Il BII r 11 c 11 n( 2 .1 .8 )  Il B C || < K . --------- ï ------ j - 2
1 1 (p-r)*

étant une constante ne dépendant que des ordres de B et de C 

En conséquence, pour r ,'p tels que Rq > p > r  , on a :

(2.1.9)

où K7 ne dépend que de l et des Z . .
 ̂ j 

Par récurrence sur p , montrons que :

tiques sur 0! et sô^ent Z1 Z
N

K1

Z
J

B
r

K2
B

p-r
P B

r
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VY £ ]Nn , |ï| = p , V r £ ]0,R to

(2 . 1 . 10)

Pour p = 0 ,  (2.1.10) est vraie dès que C ^||A||d .
0 o

Voyons coranent passer du rang p au rang p+1 ; on applique (2.1.9) avec 

B = ( a d Z ) Y A :

(2.1.11) || (adZ )(adZ)Y A|| ^ K2 C (ClP)p {— ---1-----+ ----î— } .
3 r o 1 l (Ro _ p ) P ( p_r )  (Ro-r)PJ

on obtient, tenant compte de RQ < 1 •

(2.1.12) || (adZj)(adZ)Y A||r

qui entraîne (2.1.10) au rang p+1 , sous réserves que 

En appliquant (2.1.10) pour un certain r e ] r o ,RQ [ et en utilisant les 

inégalités de Cauchy, on obtient (2.1.7).
q.e.d.

En associant la formule (2.1.6) au lemme 2.1.4, on obtient le 

résultat suivant, que nous utiliserons plus loin :

Corollaire 2.1.4 : Sous les hypothèses du lemme 2.1.43 pour tout réel t 3

il existe une constante C positive telle que :

00 ----  00
pour tout g Ç.C (m) 3 pour tout u€.H 3 relativement à Z^3.. .3Z^ près

de bi3 pour tout B £ •

(2.1.13) \\g[A3Z^u\\ _ 4  C )~ . (f)
t3 w 0<Y£B ■

où % est l'ordre de A .

2.1.5. Choix des semi-normes.

D
On estime le terme ZP F figurant dans (2.1.4) à l'aide de la

proposition (1.3.2)

a d Z
Y ,
A

r
C,o

C.1P N,P
Ro

-r

Choisissant P
P R

o
1

p+1

2 K2 Co CP1
P+1

p+1

R
o

r
p+1

C1 2 K
2

C Y
Y/ sup

a i
g aa Z

8-Y
u

t3 co
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Posons pour cela y = s - m + 1  >^ . La forme de l'inégalité a priori (2.1.5) 

suggère de prendre pour fonction f :

f(x,t) = (T-t)X ,

où X >y est à choisir.

Si T<1 , f vérifie bien (1.3.4) et on peut appliquer la proposition (1.3.2)

Notre objectif est de prouver qu'il existe e> 0  et À > 0  tels que, si u 

est la solution étudiée :

(2.1.14) sup (u) < + 00 .
p»1 P

Il est clair que le lemne 2.1.2 sera alors prouvé, et donc aussi le théorème 2.1. 

Enonçons un corollaire de la proposition 1.3.2 :

Lemme 2.1.5 : II existe zq > 0 3 6 > 0 et L > 0 tels que pout tout 

e£]03eo] , pour tout X >]i 3 pour tout p ^ l  3 la condition :

(2.1.15) e\pp (u)<ô

sur (jù = if .

On définit les semi-normes |*| et [•] sur f? avec y au lieu de s, avec 

le choix de f ci-dessus, et avec e > 0  à choisir.

On définit également les quantités suivantes :

<í> _(u) = sup 
p lakm-1 131 =p

( T _ t ) A ( p - 1 )  9 a z 3
3 Z u ||

entraîne :

(2.1.16) F(t3x3 3a u ) a ^ p+1(u) +Mp+1u  +4>p ( u .

P
u sup1 q p

<f>
q
u

M
q

4m ■1 V 1
L



Preuve : Nous notons w la fonction à valeurs vectorielles suivante :

w= (t,x,3a u)|0 |iin_1 .

Ii 00
Alors w€H ’ (E) 1 — , et on a, pour tout p>1 :

I &

lw L +1 « sup sup ¡1 (T-t)Xp Z3 3%|| + C Cp+1 (p+1) ! 
p 1 lakm-1 13 !=p+1 y 0

^ <b ..(u) + sup || (T-t)Àp [Z3,3a ]u|| + C Cp+1 (p+1) !
P 1 lakm-1 y 0

I3I=p+1

en appliquant le corollaire 2.1.4 à chaque 3a , |a| ^m-1 , on en déduit

tels que :

V A >>1 , V ]0,eQ[ :

l” l ■’ « V i (u) + C1 o S  ( y) miyi mib-yi cV u)+1) * C1 V i‘p+1

soit lw lp+-| ^ 4>p+i (u) + C1 Mp+1 (1 +^(u)) , d'après la relation (1.3.2) 

et de même :

[w] « C 2 (1+* (u)) pour e € ]0,eQ [ .

Compte tenu de ces estimations, la proposition 1.3.2 iii) donne

(2.1.16) sous l'hypothèse (2.1.15). ,
q.e.a.

2.1.6. Dérivation de l'équation, (sous les hypothèses du lemme 2.1.2)

Lemme 2.1.6. : II existe £^>0 3 &>0 3 L >0 tels que : pour tout 

e£]03e ] 3 pour tout A > 1 3 pour tout p ^ l 3 la condition (2.1.15) entraîne

(2.1.17) sup || (T-tfâ PZ^u || L p
1131 =P+1 y

% + l (u)+Mv+l(1+\ (u})

qu'il existe eo > 0 et C1> 0

-  20 -
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Preuve : On majore le membre de gauche grâce à la relation (2.1.4). La con

tribution de Z3 F est contrôlée grâce au lemme 2.1.5.

D'autre part, la condition iii) du lemme 2.1.2 entraîne qu'il existe des 

opérateurs différentiels d'ordre m-1 , Aq,..., A^ , à coefficients analytiques, 

tels que :

n
(2.1.18) P = l A. Z. + A .

j£l 3 3 °

Mais alors [P,Z3] = Y [A. ,Z3]Z. + [A ,Z3].
J J 0

On applique le corollaire (2.1.4)' à chaque A^ : quitte à diminuer , on a 

alors :

|| (T-t)Xp [P,Z3]u|| I H Z ( y6) m |y| sup ||(T-t)Àp3a Z3'Y Z.u|| 
y *j=13^Y>0VY/ IYI lakm-1 3 y

(2.1.19)

+ c HZ Œ) m. , sup II (T -t)Xp 3a Z6“Y u|| .
1 3*Y>0 w  iYI lakm-1 y

Le second terme du membre de droite de (2.1.19) se majore par :

soit par ^ M  .ĵ p (u) d’après (1.3.2).

Dans le premier terme, on isole les termes correspondant à |y | =1 ; on obtient 

alors pour majorant

qui, d’après (1.3.2)’, est majoré par

(2.1.22) C3 p (<j>p+1 (u) + Mp+1 (1 + cf>p (u) ) ) .

En reportant dans (2.1.19), on obtient finalement l’inégalité annoncée (2.1.17).

q.e.d.

(2 . 1 . 21) C 2 P+1 d>p+1 u )----
Y£B

I Y I>2

B
Y

M,
Y

M
B-Y 1 1 t

P
u

(2 . 1 . 20) C1 HZ0<Y4B
3

iY M
Yl

M,
3-Y

1 U».P u,
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2.1.7. Formule de récurrence.

Lemme 2.1.7 : Sous les hypothèses du lerrme 2.1.2, il existe 

X^> 0 , ô > 0 j  L > 0 , tels que, pour tous e € ] 0, e^] ,
entraînent :

(2.1.23) $p+i(u) 4 L Mp+l i1 + ^p(u)(J + e XJ) * 

Preuve : C'est essentiellement celle du lemme 3.3 de [5].

a) On introduit une suite de troncatures

xN (x,t)=1 si t^n|x| + n1 - n2

(2.1.24) {

XN (x,t)=0 si 

étant choisi de telle sorte que :

(2.1.25) n2 < n 1 * T <ri ̂ + n1 “ n2 

les XM vérifiant de plus :
N

" "
(2.1.26) sup _ |3a XM (x,t)| ^ (CN)'a ' , pour |a|^N

(x,t)€ if

Remarquons que les hypothèses du lemme 2.1.2 entraînent que :

u e Ha (2) j g n supp
N

b) Pour p>1 , choisissons N = [s] + p + 3 =m + [y] +p + 2. Alors, en utilisant 

la formule de Leibniz et (2.1.26), on obtient :

(2.1.27) Si k = p  + 2 - r ,  O ^ r ^ m  ^(Xj^u)^ C1 e j ^ m ^  .

n
En particulier, écrivant P= \ A. Z.+Aq , on en déduit : pour |g| =p + 1 ,

j=1  ̂ ^

e
o

> 0

conditions '2.1.15 et c X 1
2

X e c
oo

t telles que

ri2
> 0

t n X
2 n1

n2
2

A A
o V 1 les



(2.1.28) || (T-t)X p P Z 3 XN u||y « C2 ejp~1 mp+2 .

c) Utilisation de 1*inégalité a priori. On pose v = u - X ^ u .  Compte tenu de 

(2.1.24), (2.1.25), v est à support dans { |x| < a} x]0,T] , on peut donc
O

appliquer le lemme 2.13 à w = Z v, pour |ft| =p + 1.

l'inégalité (2.1.5) donne :

(2.1.29) Xp )' || (T-t)À p aa ze v|l ^ C, (a (v ) + B(v ))
lakm-1 y \ )

où :

(2.1.30) A(v) = || (T-t)À p P Z B v || y ^ L1 p(<f>p+1(u) + Mp+1 (1 + ÿp (u))) 

compte tenu du lemme 2.1.7 et de (2.1.28), quitte à diminuer eQ .

(2.1.31) Bfvl = ) (Xp)m-Ial || (T-t)Àp"im" |a|) 3a Z3v|| .
la l<m-2 y

Maintenant on se rappelle que Ẑ  =x^ 9̂  , Zj =3^ pour j >2. On peut donc 

"convertir" un certain nombre de Z en 9 , jusqu'à ce que l'on obtienne 

m-1 dérivées 9 .

Ainsi, pour m - |a| ^2 :

C4 ^p+2-(m-|a|)^

(sous réserves que Xp - (m-lal) >X(p + 1 - (m-lal)) , ce qui est vérifié dès 

que X ̂  2).

Soit encore : pour m - | a | ^2

(2.1.33) || (T-t)Àp- m_la|)

en tenant compte de (2.1.27).

Revenant à (2.1.31) :

B(ï) * CS VÎPl (Xp)m'10' ^-(m-lal)0 + V u» •la|<m-2 c v r

-  23 -

Sous réserves que X » X1

(2.1.32) 'T Xp- m- a
9
a Z6v

y

9
a Z3v

y
c5 M

p+Z- m' a
1 il/

P
u
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B(v) ^ C7 m ? (1 +4; (u)) e P_1 ) . , (Ae)m lal 
' p z p la k m - 2

^ C? eX2 p Mp+i (1 +^p (u)) s i
lakm-2

Reportant dans(2.1.29)en tenant compte de (2.1.30), on obtient, en utilisant 

à nouveau (2.1.27) :

ce qui, après division par Ap , donne (2.1.23) si A est assez grand. -,
ü  • c  • CL «

2.1.8. Conclusion - choix des paramètres.

Soient e , X , 6 , L les constantes mises en évidence au 
o o

lemme 2.1.7.

On choisit H > 0 , tel que H ̂  ̂ (u) (remarquer que ^(u) ne dépend ni de 

e , ni de X ) et H >2 L .

Fixons X >XQ , tel que X >A L . Puis fixons e >0 , tel que eH^ 6 , 

e À j , et

pour un certain p. Alors, d'après le lemme 2.1.7, on a :

(2.1.34) Ap<j>p+1(u)<L2p((|)p+1(u) +Mp+i (1 +ÿp (u))(1 + e A 2) + AMp+1)

d'après le choix de À et e

« H d'après le choix de H .

Donc

Par récurrence, on a donc :

Or P
m- a

m
p+2' m la C6 m.

P+2
donc

£ X 1
2

e À
1

4 L

Supposons
P

u H

<fcp+1
u

M
p+1

L 1 H
1
X

e X

L
H
2

p+1
u sup

<pp+1 u

M
‘p+1 P

u H.
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V p >  1 , ÿ (u) ,

c'est-à-dire (2.1.14), ce qui achève la démonstration du théorème 2.1, comme 

annoncé au paragraphe 2.1.5.

2.2. Cas de deux hypersurfaces.

Théorème 2.2 : Soient ü 3 P 3 S 3 yo , s 3 u 3 F satisfaisant tes hypothèses 

du théorème 2.13 où l’on a remplacé (Hl) par :

(H2) Il existe deux hypersurfaces analytiques Lj et Z^3

caractéristiques pour P 3 telles que :

i) Y,j et se coupent transversalement suivant une 

sous-vcæiétê A de codimension 23 contenue dans

ii) Il n'existe pas d'autre hypersurface caractéristique 

pour P passant par A .

iii) uÇ-H^CLj U Eg) sur l’ouvert fi .

Alors u €iT (Z, UE,J près de y .
a 1 2 r ao

Ce paragraphe est consacré à la démonstration du théorème 2.2. 

Remargue_2.2;1 :

a) Le théorème 2.2 n'a d'intérêt par rapport au théorème 2.1 que si yQ G A 

(compte-tenu de la remarque 1.1.3).

b) D'après Bony [8], on a déjà u £ H s,0°(Ê  UZ2) près de y •.

c) Pour démontrer le théorème 2.2, on suit la même démarche que précédemment. 

Il est à noter qu'il existe deux systèmes de coordonnées partiellement adaptés 

au problème :

P
u H

fi
+

.y €í y ofi
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- D'une part, le système (x,t) mis en évidence au Lemme 2.1.2, p 

vérifiant toujours les conditions i) et ii) du lemme 2.1.2.

- D'autre part, un système (y^,...,yn) où Ẑ  et ^  seraient respec

tivement données par les équations y^ = 0 et y 2 = 0 .

La condition A<={tp^0} interdit évidemment de trouver un système

seraient données par 

x2 = °.

Nous pouvons maintenant énoncer le lemne fondamental, qui donne 

immédiatement le théorème 2.2.

Lemme 2.2.2 : Soit if le cylindre {|x| <a} x ]03T t , et soit Sb l’image 

de par un certain difféomorphisme analytique :

¥ : (x3t) (yv ...yyn)

- 2
On suppose que 0 € 2b et que ¥ (0) = (03r\̂ ) 3 où r)^> 0.

Soit u Elf ( 5) ) 3 s>-^ + m 3 une solution de (2.0.1)3 le symbole principal p 

de P vérifiant les conditions suivantes :

<\j —j  . . .
a) Si p est le transporté de p par ¥ 3 p vérifie les conditions i) et 

ii) du lemme 2.1.2.

b) Notons Z^ = {y € 3) 3y^ = 0} , Z^ “ ̂  e ®  ̂ 2  = 3 

bl) Z^ et Z^ sont caractéristiques pour p .

b2) Il n ’existe pas d ’autre hypersurface caractéristique pour p passant 

par A .

st vérifie les estimations (1.1.1)’ pour 

tout ouvert w tel que

de coordonnées du premier type où Z
1 et Z2 x1 0 et

défini au voisinage de &

A Z
1

n z 2

bS. A <z y e S) t y ni

On suppose que u eHs
OO

Z1 u z
5)
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coc {y ê 3) 3 t(y) <ri |;c fyj | ̂  + rî }

où l'on a noté ¡p (y) = (x(y) 3 t(y) ) 3 H s 3 T vérifiant (2.1.2), et les 

Z. étant les champs considérés en b )  de la remarque 1.1.4 :

(2.2.1) Z1 = y 1 d13 Z2 = y 2^2 3 Zj ~ 9j * 3 4 j 4 n .

Alors u vérifie (1.1.1)’ pour tout w tel que :

bicz «SDfl {y 3 t (y) < T) .

2.2.3. Conséquence des hypothèses sur la forme de 1*opérateur.

Lemme 2.2.3 : Sous les hypothèses du lemme 2.2.23 il existe des opérateurs 

AQ 3 Aj 3 ... 3 An 3 à coefficients analytiques sur S) , d'ordre m-1 3 et un 

opérateur K 3 à coefficients analytiques sur c2) 3 d'ordre m-2 3 elliptique3 

(quitte à  restreindre S) ) tels que :

Preuve : D'après la condition b1) et la formule de Taylor, on peut écrire : 

(notant y = (y., ,y2,y") , Ç = (^ ,Ç2,Ç") )

n
(2.2.3) P(y,0 = l a. (y,ç) < ç , Z.(y) > + ç1 ç2 k(y",ç1 ,ç2)

j=1 J

où les a. sont polynomiales de degré m-1 en ç , et où k est polynomiale 

(m-2)-homogène en (ç^,ç2) , la dépendance en y étant analytique.

Nous allons prouver que k(0,ç^,ç2) =0 entraîne = ç 2 =0. On en déduira 

alors que m-2 est pair, que k(y",ÇpÇ2) est de signe constant e€{± 1 } 

pour y" près de 0, et il suffira de remplacer k(y",ç^,ç2) par k(y",ÇpÇ2) + 

e U T ' 2 (en modifiant les aj(y,ç) pour j $.3) , pour obtenir un symbole 

k(y,ç) elliptique comme annoncé.

- 7

(2.2.2) P
n

l
3=1

A
3
Z
3

A
o

K 3.1 32
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Raisonnons par l'absurde : supposons qu'il existe (ÇpÇ^) ^ (0,0) tel que :

(2.2.4) k(0,ç°,ç°) =0 .

Notons ç° = (ç°,ç°>0)• Alors, par (2.2.3) et (2.2.4) :

P(0,ç°) =0 .

Mais la condition a) du lemme 2.2.2 s'écrit : v ç * 0 ,  p(y,Ç) = 0=>{p,t)(y,ç) *0. 

Ainsi :

(2.2.5) ip,t}(0,ç°) *0 .

Mais la condition b3) entraîne que :

dyi» t (0) = 0 , et donc que :

(2.2.6) t(y) = n i +y1 t1 + y 2 t2 +r(y) ,

où tj = -ĵ rr ^  » r ^) = dyr (°) =0 , avec (t-j ,t2) *(0,0) puisque t est une 

fonction coordonnée.

Injectons (2.2.6) dans (2.2.5) :

On en déduit :

Considérons alors : V = i(y,ç) £T*2) ^ 0  , y1 = y 2 = 0 , ç" =0 , k(y",ç1 ,ç2) =0} .
Par hypothèse (0,ç°) £V , et d'après (2.2.8) V est sous-variété de T*«2) 

de dimension n-1 , qui se projette localement sur A .

0 * -P,t 0 Ç
o

t1
9p

1
0 o-

tZ
9P
3ç2

0 C
.0 -

.0
1 Ç

o
2 t1

9k
9ç1

0 ç
o
1

o-
2

t2
9k
9?■2

0 ç
o
1

o
2

'2.2.7 ç
o
1 * 0

o
2 * 0

'2 . 2.8 3 i e 1 2 9k

9;i
(0 ■ ç

o
1

o
2

* 0
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D'autre part, V est une sous-variété conique du conormal à A, donc la 1- 

forme canonique s'annule sur V.

Enfin Vc{(y,ç) €T*S) '-O , p(y,ç) =0} , et, toujours d'après (2.2.8), 

l'hamiltonien Hp de p est transverse à V (localement). On peut donc tisser 

à l'aide des courbes intégrales de Hp une lagrangienne conique A contenant 

V et contenue dans {p = 0}.

La projection de A sur R n est alors (toujours d'après (2.2.8) ) une hyper-

surface £, caractéristique pour p , et qui contient A .

Mais (0,ç°) € A = N*£ , et (2.2.7) montre que E+E-j et

tredit la condition b2). ,
J q.e.d.

Nous reprenons les mêmes semi-normes qu'en 2.1.5, mais pour des 

fonctions u définies sur S) et non sur

f (y) = (T - 1 (y) )X , où X > 1 est à choisir.

Notre objectif est à nouveau de montrer (2.1.14).

Pour cela, on dispose toujours du lemme 2.1.3, d'après la condition a) du lemme 

2.2.2. On "transporte", bien sûr, cette inégalité a priori à des fonctions sur 

2) . Le c) de la démonstration du lemne 2.1.7 montre que l'on est ramené à 

prouver le :

Lemme 2.2 .4 : Sous les hypothèses du lemme 2.2.2, il existe 

6 > 0 j L > 0 j tels que : pour tous e€](3,

impliquent :

(2.2.9) || (T-t)Xp PZ^v || y ^ Lp (<ï>p+1 (u) +Mp+1(l +i>p (u)) (1 + e \2)̂ j

où | 31 = p+l 3 v = u - X ^ u } N =m + [y] +p + 2  , (X^) étant la suite de troncatures 

introduites au a) de la démonstration du terme 2.1.73 transportées au domaine 

£> .

s * E2 ce qui con-

£ En d'autres termes

eo
> 0 Xo

> 0,

X Xo P 1 les conditions

'2.1.5, et e X
1
2

eo ]
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Remargiie_212^5 : Les estimations (2.1.27) sont bien sûr encore vraies, en 

revanche (2.1.28) pose problème, car P fait intervenir trop de dérivées 3 

(il y en a m dans le terme K 3̂  3^) , et il faudrait donc avoir a priori des 

estimations HS+  ̂ pour les Z3 u. C'est pourquoi on a préféré le lemme 2.2.4 

à une réécriture du lemme 2.1.6. Comme nous allons le voir, toute la difficulté 

du théorème 2.2 par rapport au théorème 2.1 est dans cette perte de dérivées 

Z , due à la présence du terme K 3.j 32 dans (2.2.2).

Preuve du lemme 2.2.4 : On écrit :

(2.2.10) P Z B v = [K31 32,Z3]v + [Q,Z6]v + Z3 P v  

n
où Q =  Y A. Z.+ A  , conformément au lemme 2.2.3. 

j=1 3 J o

Nous majorerons séparément la contribution dans (2.2.9) de chacun des trois termes 

du membre de droite de (2.2.10).

Notons avant tout que les estimations (2.1.27) se généralisent de la façon sui

vante :

(2.2.11) Pour tout q^ p + 2 , ^ q P ^ )  CQ (C.|P)q+in+y~1 .

a) Compte tenu de la forme de Q , la démonstration du lenine 2.1.6 associée aux 

estimations (2.2.11) donne, pour eQ assez petit :

(2.2.12) || (T-t)Xp [Q.Z^vll u < L,p(4,p+1(u) + ^ , ( 1  + *p (u))) .

De la mène manière, on montre que, si |ï| =p :

(2-2.13) || (T-t)À p ZY Q v | | y < L1 (<f>p+1(u) + Mp+1 (1 + ÿp (u)))

et, si |Y| = q 4 p  -1 :

(2.2.14) || (T-t)À q ZY Qv|!y « H  [Mq+1(1 + ̂ p (u)) + (C2p)q+m+y ]



(2.2.13) et (2.2.14) nous seront utiles dans la suite de la démonstration.

b) On a :

Z3 Pv = Z3(1 -xN) F - Z 3[P,XN] u .

Cette fois [P,X^] est d'ordre m-1 , et ses coefficients sont majorés grâce

2 ^2
(2.1.26), et à support dans t < n  |x| + — j- :

|| (T-t)Àp Z3 [P,XN]u|| y ^ L2 Mp+1 pour eQ assez petit . 

Utilisant le lemme 2.1.5 et (2.1.26) :

H (T-t3X p ze ci - x n j f ||y -s i2 (*p(1(“) * v , o * y u ) ) ) .

On obtient finalement :

(2.2.15) || (T-t)XP z 3 Pv||y ^ L3 (c(,p+1(u)+Mp+1(1 +^p (u))) .

Et, de même : si |Y| = q < p

(2.2.16) || (T-t)X(q'1) ZY P v || y < L3 (Mq (1+lpp (u)) + (C3p)q+m+y).

c) Il reste à estimer le premier terme du second membre de (2.2.10) :

[K 31 32 , Z3] =K [31 32 , Z3] + [K , Z3] 31 32 .

Mais, puisque Ẑ  =y^ 3̂  , Z2 = y2 32 > Zj = 3 j pour j £-3 , on voit facilement 

que :

31 32 Z3
] I

Y<3
a3,Y Z

Y
31 32 avec :

a3,Y C
4

3
Y

Dès lors
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Se rappelant que K 3 .j 32 v = P v - Q v , on a facilement, en utilisant (2.2.13), 

(2.2.14) et (2.2.16) :

(2.2.18) A(v)^ L4 p ^ p+1 (u) +Mp+1(1 + ÿp (u))) .

Pour estimer B(v) , il nous faut faire réapparaître K devant 3̂  32 pour 

pouvoir procéder comme ci-dessus. C'est l'objet du lemme suivant :

Lemme 2.2.6 : Il existe une constante C > 0  telle que V p  ̂ m - 2 + y ,  V w  

à support dans {|x| <a} x ]0,T] 3 V Y  ;

où

(2.2.20) vJw) - || (T-t)p Z& Zw|| + ) pm-2-\a\ || (T_t)Q-(m-2-\a\) ga z<5w |j

0 y lal m -3 y

(rappelons que m-2 est l'ordre de K).

Avant de démontrer le lenme 2.2.6, voyons comment il permet d'achever 

la preuve du lenme 2.2.4 : si |y | = q < p  + 1 , on applique le lemme 2.2.6 à 

w = 3̂  32 v , p = Xq pour X ̂ -m - 2 + y.

Si <5 <Y , |ôl =r , estimons v^(w) , ou plutôt sa contribution dans le second 

membre de (2.2.19), puis dans B(v) : le premier terme ne pose bien sûr pas de 

problème, il se majore exactement comme A(v) , et sa contribution dans B(v) 

est majorée par L5 p(<f>p+i (u) + Mp+1 (1 +i|>p (u))^ . En convertissant le plus pos

sible de dérivées Z en dérivées 3 , on a d'autre part :

Il (T-t)Àq_Cm~2“ItD 9otz<5 3 g „ ||

( 2 . 2 . 2 1 )  y
- L6 (C5 p)r+C

T t
Xp

K 31 3.V ZB v
U

C
'4 l

Y<6

BJ T t
Xp

Z
Y
K 31 3

2 v
y

+ c4
Y^B

B
.Y. T-t ,XP K,Z

Y
31 3

2
v

y

= A(v) +B(v) .

(2.2.17)

'2.2.19 T-•t P K Z
Y

w
y I

6<Y

Y /
6/

C Y-Ô
vÔ'

wt

L6 M
r m-3- a

1
P

u
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où c est une constante ne dépendant pas de r ni de q .

r+c
La contribution des termes du type L^(C^p) dans B(v) ne pose pas de 

problème : elle est majorée par

L7(C6 p)P*C' ,

Pour majorer le second membre de (2.2.19), il reste finalement à estimer la 

somne double :

En intervertissant les deux signes £ , et en remarquant que :

q! „ fq-r+1 (q-h)! 
r! 7 (r-h)!

on obtient le majorant suivant : (pour assez petit)

ni—3 Vi+1
L 7 I  M . (Aq)h 1 (1 + * (u))
1 h=0 q n P

m-3 ,
< Lg l qA(Ae) M (1 +i|» (u))

6 h=0 q P

S Lg eA2 M 1  (1 + i p  (u)) si e \ 4 j  .q+1

La contribution de ce terme dans B(v) est de façon immédiate majorée par

Lin M A1 e A2 (1 + ÿ (u)). „ ,10 p+1 v rp v JJ q.e.d.

Achevons la démonstration du théorème 2.2 en prouvant le lenme 2.2.6

O
On applique l'inégalité suivante (corollaire de l'inégalité de Garding, voir 

[5], lemme 2.3)

i—.. Il (T-t)p 3a f 11

(2 . 2 . 22) M m ~2

+ C }------ pm"2' la| ||(T-t)p" (m"2" lal)9a f||
0 lakm-3 M

L'6 I
r<q

r!
C
q-r

m-3

h=0
H

h+1
M
r-h

1
P

u

C
o

T-t P Kf
y

(en convenant que M
r-h

0 si h > r

donc par M
P+1

pour £
o

assez petit .
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vraie pour p >-m - 2 + m , £ à support dans

(|x(y) | <a , t(y) £ ]0,T]} ,

g
à des fonctions f du type Z w , où ô < Y .

D'après le corollaire (2.1.4)', on a :

(2.2.23) |j(T-t)p [K,ZY]w|| 4 i sup ||(T-t)P 3a Zôw||
M 1 6<Y Z |a|^m-2 y

donc, compte tenu de (2.2.22) :

Posons y (w) = || (T-t)p [K,Z ]w|| . (2.2.24) s'écrit alors :
Y y

(2.2.25) yy (w) ^ l Jj- C ^ " 6' ( y 6(w) + vô(w))

et yQ = 0 .

Soit alors (a ) la suite d'entiers définie par :
Y Y € N n

a = 1 , a = Y ax .
0 i  5<Y 8

On montre facilement par récurrence sur |Y| et à l'aide de (2.2.25) que

r Y! I Y—6I 
yY ̂  ¿ y  «t C3 aY-ô Vô *

Le lemme sera prouvé si on montre que :

IYI
a^ .< , ce qui est élémentaire.

Par exemple, posons : s = ) a . Alors
P IY|=p Y

sp = H Z  l *ô •
p lYI=p ô<Y

Si 161 = q , a g intervient autant de fois qu'il existe de Y > 6  tel que 

|Y| =p , i.e. autant de fois qu'il existe y' tel que |Y'| = p - q ,  i.e. :

(2.2.24) T- t P K Z
Y
w

P l
6

Y
ô

C
3
Y'

T- >P K, Z
Ô
w

y
V
ô
w

<Y
I
i Ô
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Cp q  1 fois. Ainsi : 
n+p-q-1

S -  Pr  Cp: q , s i  2n’ 1 V  2™  s P qt0 n+p-q-I q "  ^  q

et s = 1. On en déduit : 
o

V p > 1  , sp ^ 2 n+p_1 (1 + 2n-1)p_1. q.e.d.

Corollaire 2.S. : Sous les hypothèses du théorème 2.2, supposons que :

(supp sing^u) flfi = (Z^ U Z^J flfi .

Alors on a encore, près de yq :

supp sing u = Z7 U .
Ci l a

Preuve : Là encore ce résultat n’a d'intérêt que si yQ €à. D’après le théo

rème 2.2, u eH^(Z1 U Z^) près de y , et on peut appliquer le corollaire 1.2.3 b)

qui intersectent fi , avec 

C. ci. , et soient Ci et Ci les deux autres composantes. (Avec C! c£.).
1 1  l u  1 1

L’hypothèse entraîne déjà que C-j UC2 <=supp sing& u. Si, par exemple, C^ fl 

supp sing u était vide, alors on aurait u €Hf (Z.,) dans fi. , donc, d’après le
a  a. 1 +

théorème 2.1, u€Hf(Z1) près de y , ce qui, compte tenu du corollaire 1.2.2 a),
cl I O

contredirait le fait que C2 crsupp sing& u.

Donc Ci csupp sing u , et de même pour Ci . ,
I a  L C[.6.Q.

Remargue_2;4 : Le corollaire 2.3 permet de préciser exactement supp sing u ,
3-

mais il reste une imprécision pour 

a, sous les hypothèses du corollaire 2.3, une des quatre configurations suivantes:

W V u V N* Z1|AUN* !:2|A ; W F a M |A= N  ; W F a ^ | A = N ' ! W F a M | A = N’A ’

Si l’équation (2.0.1) est linéaire, c’est bien sûr la première configuration qui 

est à retenir.

soient C 1 C2 les composantes de Z1 U z.2 • A

W F.a u
A d'après le corollaire 1.2.4, on
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Les autres configurations, qui sont probablement plus fréquentes, correspondent 

à un phénomène d'interaction , dont l'existence justifie l'importance de l'hy

pothèse ii) dans le théorème 2.2 (voir aussi Bony [9]).
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3. PROPAGATION DU CARACTERE CONORMAL ANALYTIQUE POUR LES SOLUTIONS 

D'EQUATIONS QUASI-LINEAIRES.

3.0. Introduction.

On aimerait généraliser le théorème (2.1) à une équation non liné

aire générale :

(3.0.1) F (y>8°"5|a|<Sm-° •

Une différence essentielle apparaît immédiatement : une hypersurface E, d'é

quation ip= 0  , est caractéristique si cp vérifie l'équation :

(3.0.2) ) . —j U  (y,9a u) (Vtp)a = 0 , pour cp(y)=0.
|a|=m 3u

Ainsi, si (3.0.1) n'est pas semi-linéaire, les coefficients de (3.0.2) dépendent 

de u. Dans un problème étudiant la régularité de u, il est alors peu réaliste 

de supposer E a priori régulière, comme on l'a fait jusqu'à présent. Un équi

valent du théorème (2 .1 ) dans ce cadre doit plutôt avoir la forme suivante :

" Soit u une solution de (3.0.1), a priori assez régulière ; soit E une hy

persurface caractéristique pour l'équation (3.0.1), par rapport à u. Alors : 

si E est analytique dans le passé et u conormale analytique par rapport à E 

dans le passé, cette situation se propage dans l'avenir ".

Un tel résultat a été prouvé dans le cadre C°° par S. Alinhac (voir [2] et [3]), 

qui pour cela a mis au point la paracomposition, dont l'avantage est de redresser 

la caractéristique en ne prenant en compte que faiblement sa mauvaise régularité. 

On ne dispose pas hélas d'un tel outil dans le cadre analytique. Eh conséquence, 

pour minimiser 1 'influence de la mauvaise régularité de tp dans les estimations 

sur u , nous avons dû recourir au procédé plus classique consistant à dériver 

l'équation (3.0.1) un nombre suffisant de fois. L’effet déplaisant de cette mé- 

thode est que l'indice s pour lequel on souhaite montrer que u€H (E) doit
a

être (encore) plus grand qu'à l'ordinaire (de l'ordre de ^  + 2m, alors que le
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n  y
le théorème d'Alinhac demande s > ̂  + m + -̂  ) • En revanche, cette différence est 

très faible dès que l'on étudie des systèmes quasi-linéaires du premier ordre. 

Nous avons donc préféré énoncer et démontrer le résultat de ce chapitre dans 

ce cadre.

3.1. Enoncé du résultat.

Théorème 3.1 : Soit fi un ouvert de JRn 3 et soit u une solution sur fi 

du système quasi-linéaire m x m  suivant :

H
(3.1.1) l A.(y3 u ) - ^ - = F ( y 3 u)

3=1 3  dy3

où A j j . . . j A n et F sont des fonctions analytiques réelles de leurs arguments. 

On suppose que u Ç.H^o^(Q) 3 à valeurs dans if 1 3 avec :

(3.1.2) s > j  + j  .

00
• Soit d ’autre part E une hypersurface C 3 caractéristique pour (3.1.1) 

par rapport à u . On suppose que u Ç.jf*œ (T,) sur A.

2
• Soit enfin S une hyper surface C 3 spatiale pour l’opérateur :

^ 3
Y A .(y3 u) -z— au point y £S flE .

3=1 3 *»3 °

On fait les hypothèses suivantes :

i) E est analytique sur fi = iyip(y) < 0 } 3 où p = 0  est une équation de S.

ii) uÇ.lf(Z) dans fi .
a

Alors3 près de yQ 3  Y, est analytique et u£H^(Z).

Le reste de ce travail est consacré à la démonstration du théorème 3.1. 

Remarquons que les hypothèses laissent entendrent que le résultat de S. Alirihac 

a déjà été appliqué.
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3.2. Réduction à un modèle local. Redressement de Z .

i) Procédant comme dans [4], paragraphe 2.2, on se ramène à une équation 

du type :

près du cylindre ^  = ]0,T[ x { x e R n  ̂, |x| <a} , l’hypothèse S spatiale 

étant à remplacer par :

est strictement hyperbolique par rapport à t = este sur 

La surface Z peut être prise de la forme :

(3.2.3) x-j-qtftjx') ,

tp étant une fonction C°° sur le cylindre fé’’ , où $?’ = ]0,T[ x {xT e!Rn~2 , 

|x'| < a } «  n {x1 =0} vérifiant l'équation caractéristique :

(3.2.4) (p| =A^t,cp(t,x') , x',u(t,cp(t,x') ,x') , u£,(t,x')^

où À(y,u,Ç') est une fonction analytique réelle de ses arguments : c'est
n

l'une des valeurs propres de A-, (y,u) - £ A.(y,u) Ç . .
j=2  ̂ ^

Les conditions i) et ii) du théorème 3.1 se traduisent par :

— 2
a) ip est analytique sur {(t,x') e £f' , t < n  |x'| + n-j }

b) u est H^(Z) sur {(t,x)e ^  , t < n |x| 2 + n-] }

où n , n1 sont des nombres positifs tels que, de plus :

(3.2.5) T < n a2 + rj-| •

On doit alors montrer que (p est analytique sur £' , et que u e H s(z) sur if.
cl

:3.2.i au
3t

n-1

I A
J

t,x,u 3u
3x
J

F t,x,u

(3 .2 .2; L 3
3t

n-1

i
j=i

A
j

t.x.u'
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ii) Pour cela, redressons d'abord la caractéristique par le changement de

r\j r\, ^
coordonnées (t,x)«~> (t,x) donne par :

x^ =x^ + <p(t,x')

(3.2.6) < x' =x'

'Xj
t =t .

%
E est alors donnée par l'équation =0 , et (3.2.4) s'écrit :

/ r\j fXj ^  ^  rO O» O» *\j *\j \

(3.2.4)' cp^=À(t,cp(t,x') ,x',u(t,0,x') , (p̂ f(t,x')J ,
"t X

<\j a»
la condition a) étant trivialement conservée dans les coordonnées (t,x').

Compte tenu de la proposition 1.1.2 d'invariance par difféomorphisme analytique,

'Xi <\j
on peut supposer que b) reste vraie dans les coordonnées (t,x) , quitte à mo

difier la valeur des paramètres a , T , n > n-| •

Enfin l'équation (3.2.1) s'écrit, dans les nouvelles coordonnées :

(3.2.1)' L u= F (t,x.j + (p , x' ,u) , où

y 3 i . ^ v  ^  ^ v  l a
L = — + iA-|Ct,Xi + tp,x*,u) - l A. (t,x1 + (p,x' ,u) 9. cp- 3^ <p> ——

3t *• j=2 J J t •» 3X1
(3.2.7) n-1

+ l A-tt.x, tifcx'.u) -i-
i-2 3XJ

 ̂ o»
est un operateur strictement hyperbolique par rapport à t , et la matrice coef-

g
ficient de a m valeurs propres réelles distinctes dont une est nulle.

3x̂

L'intérêt de ce changement de variables est que le caractère conormal s'ex

prime à l'aide des champs

(3.2.8) Z1 = x 1 —  , Z. =—  , j=2,...,n-1 , Z =-^ .
3x1 J 3x. 3 t

Compte tenu de la proposition 1.1.2, le théorème 3.1 sera démontré si nous
r s j ^ g

prouvons que cp est analytique sur g” et que u e H  (z) sur if (puisque

n-1
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alors le changement de variables (t,x) -*■ (t,x) sera globalement analytique). 

Sauf mention expresse du contraire, nous travaillerons donc dès maintenant 

dans le système de coordonnées (t ,x), et, pour alléger les notations, nous

r\j
n'écrirons plus les " " .

3.3. Inégalité a priori.

Lenme 3. 3 : Soit # -  ]OsT[x{x  £JRn 1 3 \x\ <a} .

3 3
Soit L=-rçr+ Y A .(t3x) -r—  un opérateur mxm strictement hyperbolique 

3* .=1 3 _  j

par rapport à t=cste sur *6 . On suppose que les matrices carrées mxm

Q Yl
A. sont H sur , avec s>-^ + l.
3 2

Alors pour tout réel 3 il existe des constantes Yo >0 3 C>0 telles

que : pour toute u € if ( fê 3 i f 1 ) telle que LuÇ. rf‘ ( (g 3lln) et supp u c ]0 3T]x 

{|œ| < a} 3 pour tout Y £-Y0 :

(3.3.1) J ¡{(T-t)^1 u \\r 4 C \\(T-t)Y Lu\\r 

où 11 • 11 est la norme H** ( if ) .

Preuve : Elle suit celle du lemme 2.1 de [5], la difficulté étant que les Aj

oo
ne sont pas C . En prenant YQ assez grand par rapport à r , on vérifie faci

lement que l'on peut supposer que le support de u est en fait compact, contenu 

dans . En remarquant que

(3.3.2) (T-t)Y L (T-t)1_Y = (T-t) L + Y - 1 ,

on est ramené, en posant v =  (T-t) , à prouver l’estimation suivante :

(3.3.3) Vv€C“(£) , ||v||r < ^  (T-t)Lv+ (Y-1)v||r 

et ceci pour tout réel r€[0,s] , Y ̂ Y .

a) Remarquons d'abord que, si (3.3.3) est vraie pour une valeur de r inférieure 

ou égale à s-1 , elle l'est pour r+1. En effet on a :

n-1

fr

r e [ 0,8] ,

8?

Y -1
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(3.3.4) Il 3± v H r ^ Y H Cr-tDL3iv +  CY-1)3i v |[ r

g
et, puisque L est à coefficients H , [(T-t)L , 3^] est un opérateur d'ordre

s-i r+1 r n
1 à coefficients H donc en voie H dans H : (s -1 > 2 ^

(3-3.5) || CCT-t)L , ai]vi || r < C1 ||v||r+1 .

En sommant pour i = 1 à n , on en déduit :

|| (T-t)L v + (Y-1) v 11 r+1

ce qui donne bien (3.3.3) pour r+1 en prenant Y $-Yq assez grand.

b) Supposons alors que (3.3.3) est vraie pour r = 0. Alors, d'après a), elle

est vraie pour r=1 , et, par interpolation, pour tout r €[0,1] , en particulier

pour tout rQ 6[0,s - [s]]. Mais alors, par récurrence (en utilisant a)) elle est

vraie pour tout r de la forme rQ+k , k€{0,l,...,[s]} , c'est-à-dire pour tout

r€[0,s] , si l'on fait varier r .
’ ’ o

c) Démonstration de (3.3.3) pour r = 0.

On utilise le calcul paradifférentiel introduit par J-M. Bony dans [7].

Soit B = {x€]Rn , |x| <a}. Considérons les A^ €Hs (^f) comme des fonctions 

C°([0,T] ,Hs_1/2(B)) et C1([0,T] ,HS_3/2(B)). Si p = s - ^ - 1 > 0 ,  on a, en 

utilisant le théorème 2.5 b) de [7] :

(3.3.7)

où

A(t) €C°([0,T] ,0p sJ+1(B)) nC1([0,T] ,

et où R(t) est une famille continue d'opérateurs p-régularisants, ce qui 

entraîne :

(3.3.8) Il Rv II 0 < C || v|| Q

(3.3.6) v
r+1

C2
Y

+
C
3
Y

v r+1

L 3
3t

+ iA t: R t'+

Op E
1
P
B
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O» g
et donc il suffit de prouver (3.3.3) en remplaçant L par L=- ^  + iA(t) . 

D'après l'hypothèse de stricte hyperbolicité, le symbole principal a^(t,x,Ç) 

de A(t) a m valeurs propres réelles distinctes : ceci permet de construire 

une famille sQ (t,x,Ç) €C°([0,T](B)) DC^([0,T],Z°(B) à valeurs dans les 

matrices m xm auto-adjointes, telle que :

(3.3.9) SQ (t,x,Ç) a1 (t,x,Ç) = a 1 (t,x,Ç)* SQ (t,x,Ç)

(3.3.10) sQ (t,x,Ç) ï>CQ I pour c q > 0 .

Il correspond à Sq une famille d'opérateurs paradifférentièls matriciels auto

adjoints elliptiques, S(t) , telle que :

(3.3.11) S(t) A(t) = A(t)* S(t) + Q(t) , 

ou Q€CO ([0,T],0p Z°(B)).

O
D'après l'inégalité de Garding, on a :

(3.3.12) Vw€c“ (B) (S(t)w,w) ^CQ |w|^-C' |w|^ ,

et, quitte à modifier S(t) par un terme auto-adjoint d'ordre inférieur, on 

peut supposer que C' =0 dans (3.3.12).

2 2 
Notons (*,*) le produit scalaire de L (B). Alors, d'après la continuité L

de S(t) , la quantité

(3.3.13) F (t) =Re ^S(t)^(T-t) Lv(t)+ (Y-1)v(t)j ,v(t)^ 

vérifie

T

(3.3.14)
%

£(t) dt C1 || (T-t)L v+ (Y-1) v|| o || v| 

0

et, d'après (3.3.12) (avec C'=0) :

T T

(3.3.15) F (t) dt>

0

(T-t) Re^S(t)L v(t) ,v(t)^dt+ (Y-1) C2 || v|| q .
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(3.3.17) 0 T 0

Il reste à prouver que :

T

(3.3.16) (T-t) Rejs(t)Lv(t) ,v(t)) dt - C3 || v|| 2

0

et (3.3.3) sera prouvée pour "Y assez grand.

Or on a, en intégrant par parties en t :

T T

(T-t) Re^S(t) 3t v(t) , v(t)^ dt = j  j ^S(t) v(t) ,v(t)^dt

(T-t)^S' (t) v (t) ,v(t)) dt

0

2
ce qui est minoré par — Ĉ _ |f v|| , et d'autre part :

(3.3.18) Re (iS(t)A(t) v(t),v(t)) = i ((S(t) A(t) - A(tf S(t)) v(t) ,v(t))

ii?
qui est minoré par - Cr |v| d'après 3.3.11. ,

o o q.e.a.

3.4. Idée somnaire de la démonstration.

8 Y
Pour estimer les Z u et les 3 cp, on procède par récurrence sur 

l'ordre de dérivation : à chaque pas, on dérive un nombre suffisant de fois 

le système (3 .2 .1 )' suivant les Zj , couine dans le cas semi-linéaire, et on 

dérive aussi l'équation caractéristique (3.2.4)'.

Ainsi, sur l'équation (3.2.4)', il est facile de prévoir que la connaissance 

des Z-dérivées d'ordre ^ p  de u permettra d'estimer les dérivées pie^es de cp . 

D'un autre côté, on peut prévoir sur (3.2.1)' et (3.2.7) que, pour estimer les 

Z-dérivées d'ordre p+ 1 de u , il faut connaître les dérivées d'ordre ^  p+ 2  

de cp (on montrera qu'il faut en fait connaître les dérivées de cp jusqu'au 

rang p+3).

On constate donc un décalage entre les dérivées de u et celles de cp. Pour y 

remédier, nous allons dériver suffisamment le système (3 .2 .1 )' en prenant soin 

de ne pas y faire apparaître de dérivées de cp d'ordre supérieur ! Le plus sûr
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pour cela est de dériver le système sous la forme (3.2.1), i.e. avant de faire 

le changement de variables indiqué au point ii) du paragraphe 3.2. Nous notons

V la dérivation par rapport aux anciennes coordonnées (t,x). Le lien avec la 

" nouvelle dérivation " 9 est donné par :

(3.4.1) V1 =31 , Vj = 9j - 9j ip 9.j , = 9^ - 9̂. (p 9-j (2 ̂  j ̂  n-1 ) .

Notons d'autre part :

(3.4.2) uk = Vk u= (Vau) |a |=k •

Alors le système (3.2.1)' dérivé trois fois s'écrit :

(3.4.3) L(Va u) = ga (t,x,ip,uk)0^k<3 si |otj =3 ,

L étant l'opérateur décrit par (3.2.7).

De même, l'équation caractéristique (3.2.4)' dérivée trois fois s'écrit :

(3.4.4) M (v“(p) * Uci(t,x' *y)ltp*uk|x1=o) 0«l<3 * sl M ' 3 ’

1 0<k<3
le

(dans cette dernière équation, on pouvait bien sûr faire apparaître les Z u 

plutôt que les u^ ), où :

n-1 / \
(3.4.5) M = 3t + .I aj t̂,x'-,(p,V(p,u.x =0J 3̂

j=2 1

est un champ de vecteurs à coefficients réels.

ièmes
Cette fois, grâce à (3.4.3), les Z-dérivées (p+1) - de u^ seront obtenues 

connaissant les dérivées d'ordre ■$ p+3 de tp, et en même temps, grâce à (3.4.4), 

ces dernières seront estimées connaissant les Z-dérivées d'ordre ^:p de ... 

Mettons maintenant en forme ces remarques.

3.5. Semi-normes.

Nous considérons à nouveau la suite (M ) introduite au paragraphe

1.3. Rappelons que M dépend d'un paramètre e> 0  , à fixer plus loin.
P

u,
3
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Pour o  £ JR , w € H ’ (£) 1 , nous notons :
I G?

V p > 1  , <f>°(w) = max || (T-t)À('p-1') Z^w|| 
p IBI=p °

,0. . ♦pCw)
V (w) = max -J L -

O 00

P Kq^p ^q 
où À ^1 est un paramètre à fixer plus loin.

00 ;--
Pour t £ R ,  0 € C ( S a ' ) , nous notons :

V p > 4  , a^(9) = max | (T-t)^ ̂p-^  3^ 0 1 
P lYl=p

aT (0)
3^(0) = max ^ --- .
p 4^q^p q-3

Rappelons que || || désigne la norme Ha ( %  ) tandis que | | désigne la 

norme HX ( #  1 ).

Nous aurons également besoin d'une version modifiée des semi-normes a et B :

V P ^ 3  , oC(e) = ma* I ( T - t ) ^ -3-’ 3Y 9|
P |Y|=p

'W

3^(0) = max rT3-
P 3£q£p ^q-2 

On vérifie aisément que, pour X assez grand et e assez petit :

(3.5.1) o^p(e) a p(9)

(3.5.1)' 3p(0) < e3p(6) •

Montrons maintenant quelques estimations naturelles sur les semi-normes que 

nous venons d'introduire :

00 i 12 
Lemme 3.5 : Soient 0 £C ( jf ') 3 analytique pour t < ri |æ'| + (où

T<r\a^+r\^) } et w€H0+^3 (E)(o>j) sur

tels que} pour tout X ^Xq et tout z £]03zc)] 3 on ait3 pour tout p :

a

X
o

£ Alors il existe X
o

0 e
o
> 0
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(i)

( 3 . 5 . 2 ) a ^ ( Q)  4  c j a ^ r e ;  + m^_z ( i  + bJ ^ î © ; ) }

( 3 . è . 2 ) '  e ^ r e ;  ^ c  |i  + ^ , + 11 ( e ) }  •

/'v a a \
(-ii) Sous l’hypothèse e max\$ (<p) 3 ip̂ (Vw) J4 1 :

(3.5.3) $p+l(w) ^ C Mp+l '

(iü) Sous les hypothèses : e max (3 9 (ty) 3 (Vw) 1 et wÇ.H0+ (̂I,) pour
\ p+6 p j a

t < n \x\ +r\J[ :

(3.5.4) Ç + i (w) ^ C {^p+l(Vw) +Mp+1 i1 + ^ w))} •

Preuve : (i) Notons Y = À(p-3). Alors

(3.5.5) | (T-t)Y VP 6 |t ^ |V((T-t)Y VP 6)|T_1 + | (T-t)Y VP 6 |T-1 

et d'autre part

(3.5.6) | V((T-t)Y VP 9) |T_1 ^ Y|(T-t)Y_1 VP 6 1T-1 + | (T-t)Y VP+1 9 | ^

2
0 étant analytique pour t < n |x' | + , on peut, en introduisant une tron

cature xN comme au lemme (2.1.7), écrire :

(3.5.7) e = e 1 + e 2 , 

où supp 0̂  c; ]0,T] x { jx| < a} , et :

(3.5.8) Y| (T-t)Y~1 VP 02|t_1 <: C Mp_3

(3.5.9) |(T-t)Y VP+l02lT_1 « C M p_3 , 

pour eQ assez petit.

p+1



ünfin la version la plus élémentaire du lenme 2.1.3, avec P = 3t , donne,

écrivant 9 = I a . V .  : z 3 3

(3.5.10) Y| (T-t)Y_1 VP 01lT_1 * C |(T-t)Y Vp+101lx_1 .

Reportant (3.5.8), (3.5.9) et (3.5.10) dans (3.5.6), on obtient :

(3.5.11) | V ( (T~t)Y VP 0) | T_.| < c||(T-t)Y VP+16|T_1 + Mp_3 }

ce qui, reporté dans (3.5.5), donne (3.5.2). (3.5.2)' en est un corollaire 

trivial.

R Rf
(ii) Pour 131 =p+1 , on écrit Z =Z Z ^ , et on remarque que :

(3.5.12) Zt = x 1 V1 , Z. = V. + d- (pV1 , Zn = Vt + 9t cpV1 (2«j<n-1) .

La formule de Leibnfz donne alors :

(3 .5 .13) ^ , ( w )  < C { j o (q ) Mq Mp_q }  (l * e (* ))(l  ♦ „ £ (* ,) )

^ o
où le coefficient e de $p+.j(ii>) provient du décalage entre indices dans la

'X» 'T-

définition de 3p (0) , sachant d'autre part que pour e assez

petit.

Enfin on a noté : M = 1.
0

De cette manière ^ ( q ) ^ q Mp-q^^ ^ p ^ e Mp+1 et (3.5.3) est démontré, compte 

tenu de l'hypothèse race.

(iii) Posons Y = Àp . Raisonnant comme en i), on a :

* £ ]  M  i  tp+1 (w) + Y || (T-t)7' 1 Z ^  w|| 0 - || (T-t)Y VZp+1 w || 0

1 C ( || (T-t)^ V Zp+1 w || a + Mp+i) .

compte tenu des hypothèses et de (3.5.3).
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F R a  
° p+1

Mq-1 « £ Mq -
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Notons Mp(w) = Il (T-t)X p̂ ^  V ZP w || ^ et

Alors on a :

M (w)
v (w) = max -¡3---
p * M
F 1£q<p q

(3.5.15) Vip+1 (w) ^ 4»p+1(Vw) + || (T-t)Xp [V,ZP+1]w||0 .

Exprimant V au moyen de 3 à l'aide des relations (3.4.1) et écrivant la 

formule de Leibniz

(3.5.16) [V,ZP+1] = - \ (P+1) (a dZ)P+1-q V • Zq
q=0 ' q '

on obtient :

(3.5.17) Cw) lÿw) * ( j 0 ('q,)Mp-qMq ) hX(1 ) * (’ + VP Cw))

où h £ ]0,1 [ est tel que : || (T-t)X || ^ hX pour X ̂ XQ , le terme

|| (T-t)X || étant obtenu grâce au décalage habituel (voir aussi remarque 1.3.3)

De ^P^  ̂  (p+1)^P^ on déduit finalement, compte tenu des hypothèses et de 

(p+1)Mp « 2 £Mp+1 :

(3.5.18) Up+i (w) « <|>p+1 (Vw) + C h X (l + Vp(w)^ x Mp+1 .

Prenant X assez grand, on en déduit

(3.5.19) vp+1 (w) ^ max jÿp+1 (Vw) + j  (vp (w) + 1) , vp (w) j .

Notons pour simplifier vp+1 Evp+1(w) ; i|jp+1 =^p+1 (Vw).

Nous allons déduire de (3.5.19) que :

(3.5.20) Vp , vp ^ 2 ÿ p + C  .

En effet, tant que vp £.2^p+  ̂+ 1 , la suite (v ) est stationnaire :

(3.5.17) ^ , M í ^ , C 7 w )  * ( j 0 (lq,)Mp-qMq ) hX(1 * ^ 2(») )*(l *v“0))
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S'il existe p tel que vp -£ 2 i|)p+.j + 1 , alors

(3.5.21) vp+1 < <pp+1 + \ (Vp+1) « 2 ̂ p+1 + 1 , 

et a fortiori

(3.5.22) V 1 ' < 2 V 2 +I ’ 

ce qui montre que, par récurrence :

vq+1< 2 V l  +1 Vq>"P ‘

On en déduit (3.5.20) avec C = v̂  +1.

Revenant à (3.5.18), on en déduit :

(3.5.23) v£+1 (w) « <j)̂ 1 (Vw) + C Mp+1 (l + i|£(Vw)) ,

ce qui, reporté dans (3.5.14), donne (3.5.4). ,
C[* 6 »u«

Notre objectif est maintenant de démontrer que, pour un certain x :

sup 3^ 0i>) < + 00 ; ce qui prouvera que tp est analytique sur ^ 1, et de montrer

P s-3 s_3
parallèlement que : sup ip (u,) < + 00 , ce qui prouvera que u, € H (Z) surp p J ô a
fê , donc que u€Hf(E) sur ff .a

3.6. Dérivation du système.

Lerme 3.6. : Sous les hypothèses du paragraphe 3.2, il existe zq >0 ,

> 0 3 6> 0 tels que, pour tout p , pour tout e£]0,eo ] , pour tout 

la relation

Yl
où -^< a 4 s - 3 > entraîne l9 estimation suivante :

r 0>°(uJ + D ( } ° ^  (y) +1) -,
a.e.2) -E-ï---- j - e « -------}

où L est une constante > 0 , indépendante de p , e , X.

X
o

r ( f j u J  + l ) ( ì a j _, (W) + 1 )  i 

<3.6.2) ^  (ug> i L «p+J { 3 * _ £ _ ? ---- r -E«-------}

(3.6.1) e max
. a
Y.
P

u
3

% a
p+3 (P. ô
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Preuve : On utilise le système sous sa forme dérivée (3.4.3). Rappelons que 

L est de la forme

n-1
(3.6.3) L = 3. + £ B. (t,x,u,cp,Vcp) 3.

r i=1 1 1

et det B^= 0 pour =0. Pour utiliser cette dernière hypothèse, nous allons 

diagonaliser la matrice B̂  :

(3.6.4) B.j =P  ̂ÀP , où P = P(t,x,u,ip,Vcp)

est inversible, fonction analytique de ses arguments.

Posons alors :

(3.6.5) va = P V a u pour |exj =3 .

Alors la proposition 1.3.2 et le lemme 3.5 (ii) appliqué aux u^ , 0 ^ k < 2  , 

entraînent immédiatement que, sous l'hypothèse (3.6.1) :

(3.6.6) . Ç , ( v )  « l ( ^ , ( u3) ♦ Mp+1 (l ♦ ^ 1 ) )

1 X
le terme en j  majorant un terne du type h obtenu en tenant compte de la -

remarque 1.3.3. Notons que les semi-normes en tp n'apparaissent pas, puisque

(3.6.7) *p+1 ( W  i “p+2 M  « Mp 6 ^ 2 (<p)

qui se majore par 2 <$M .j , d'après la condition (3.6.1).

Ot ”* 1
Ecrivant inversement V u = P  v , on obtient de même :

a ’

(3.6.8) Ç , ( u 3) < L (*“+1(v) ♦ Mp+, (l ♦ ^ ) )

et, en utilisant (3.6.6) au rang q ^ p - 1  :

(3.6.9) ^(v) 4 L + ^p(u3)) .

Il nous suffit donc de démontrer la nouvelle estimation

0- ^ ) )
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0 r (v) +1)(3 3 (<p) +1) .
(3.6.2)' * “ +1(v) < L Mpt, | l  + ^ -------}  .

L'intérêt est que est solution du système :

(3.6.10) L va = ha , où

^ n;1 _i
(3.6.11) L = 3. + A 3. + Y PB. P 1 3- ,

t  1 ¿2 J J ’

A étant diagonale, de première valeur propre nulle, les autres étant non

i
nulles. En revanche ha = h (t,x,Uk,v,V ^ )o<k<2 * ce perdre une dé-

0<£<2
rivée en ip par rapport à l'équation 3.4.3. (C'est pour cette raison que nous 

avons dû dériver 3 fois le système (3.2.1)', et non deux fois).

'V g
Remarquons maintenant que les coefficients de L sont H , donc (puisque 

s >^+1) on peut utiliser le lemne 3.3, avec r = a. En raisonnant comme dans 

la démonstration du lemme 2.1.7 (à ceci près que 1'inégalité a priori ne fournit 

pas de second terme, en raison de la stricte hyperbolicité) on est ramené à 

démontrer l'estimation suivante : si 131 = p + 1 ,

(3.6.12)  Il (T- t )XpLZ6va ||a i L p { Ç , ( v ) + M pt1 ( l  +.|>®Cv))(l * S 3̂ («>))}.

Pour cela, remarquons que, d'après (3.6.10) :

(3.6.13) L Z 3v  = [L,ZB] v  + Z Bh .
' a ' a a

En tenant compte de :

(3.6.14) 4>p+1 (V2cp) = a p+2 (<p) < Mp+1 Bp+3(cp) 

et en appliquant la proposition 1.3.2, on a :

(3.6.15) Il (T-t)XP z \ | | o4  L ( Ç l(v ) +Mp+1 ( ( ; m . ï ; , ( , ) J .

Pour estimer la contribution du commutateur intervenant dans (3.6.13), on 

écrit :

I »>)+i)ce°3m + d ,
♦ p*iM « L V i  I1 * ----- * -----1 '

ce qui fait perdre une dé-
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%
(3.6.16) [L,Zp]va = [A,ZP]91 va + A t ^ Z ^ v ^  £ [C.,Z3]Z.va

j >2 J J

où Cj=PBjP =Cj (t,x,u,(p, V(p) .

Pour majorer le troisième terme de (3.6.16), on procède exactement comme dans 

le lemme 2.1.6 :

(3.6.17) tC.,Z6] = - l (3) z 3~Y C. ZY
y y<3 j

se majore par M si |Y| = q , d'après le

lemme 3.5 (ii) et l'inégalité (3.6.7). On obtient comme majorant :

Lp (l **”(»))) •

• Passons à l'estimation des deux premiers termes de (5.6.16): On écrit comme 

d'habitude

(3.6.18) t ^ V a ' - YI6 ( ? ) z6'Y A z V a

(3.6.19) «»1« z B1v« - y!b (t ) “m 4 zY *1¥«

où |a^ y|^1. Il faut "changer 3̂  en Z". Pour cela, estimons la contribution 

de chaque composante de v q .

avec X̂  =0 si x^ =0 et X^+0 pour 

k e {2,... ,m}.

k
a) Pour k ^ 2  , l'équation (3.6.10) permet alors d'exprimer 9. v en fonction

I CL

de h^ et des Zj v^ , et la contribution correspondante dans (3.6.12) est majorée 

par

Lp ( Ç l (v) +Mp+1 (1 +1PP (V) + 6 P+3 (lp))) *

b) Pour la première composante, on remarque que, puisque X̂  s'annule lorsque

R—Y
x̂  =0 , c'est le cas aussi de Z X^ . On utilise alors l'inégalité élémentaire 

suivante :

Lp ( Ç l  (v) +Mp+1 (1 + ^P(V) + 3 p+3 (cp))) *

Notons A diag X1 Xm-

LP ( Ç , ( v ) + V l  ( 1 t,|P(v ) ) )  •

et la contribution de Z
Y
C
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(3.6.20) Il a b  H a < || a|| 0+1 || x,b|| Q

1
a(x1,y')=x1 3-j a (6x1 ,y')d0) .

0

On applique (3.6.20) à a = Z3 ( T - t ) ^ e t  b = ZY 9̂  v x ( T - t ) ^ ^  ^  

Il reste alors à estimer les pour 1^q-£p + 1 , avec

À̂  =X^ (t,x,u,cp,Vcp) , ce que l'on fait à l'aide de la proposition 1.3.2, puis 

du lemme 3.5 (iii). La contribution dans (3.6.12) se majore finalement par :

LP (* °+, (v) +Mp+, (i +*®Cv))(l * 6 ^ 3  (<P))) 

et (3.6.12) est démontrée. ,(J • G • CL •

3.7. Dérivation de l'équation caractéristique.

n-1
Lemme 3.7 : Soit x € -, s --g- j . Sous les hypothèses du paragraphe 3.23

il existe zq > 0 3 XQ > 0 3 6 > 0 3 tels que3 pour tout e £ ] 0>£o] j pour tout 

À j pour tout p 3 la relation

entraîne l'estimation suivante :

(3. 7. 2) + V j

où L est une constante positive3 indépendante de p 3 z3 X.

Preuve : C'est celle des lenmes 3.2 et 3.3 de [5], à partir des équations 

(3.4.4), avec la simplification dûe à la stricte hyperbolicité (équations sca

laires quasi-linéaires d'ordre 1, à coefficients réels), mais en tenant compte

Ainsi, le champ M étant à coefficients 

d'après (3.4.5), on doit utiliser l'inégalité (3,3.1) plutôt que le lemme 

2.1 de [5].

si a 0 pour x1 0 a > n2 Il suffit d'écrire

On applique (3.6.20) à a = (T-t)^^ et b = ZY 9̂  v x ( T - t ) ^ ^  ^

C 'v

<3.7.2) C ^ I W  í L { I  * £ Y 2(US> + M p+1 [3 (*1*1/2<U3> +ep « ^ ) ]  }

H
s

(2.7.1) e max
P
T +1 2

u
3' B

T
p+3 ip. Ô

de la présence du "contrôle " u
k 0ik 3
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L'estimation des dérivées de u tient compte de ce que :

V • (wi n ) = (Z. w) | n , et :
3 V |x-|=o ;   ̂ 3 J l x -|=0 ’

I w |x , = o I t «  C  II WH t + 1 / 2  •

Enfin, pour ramener les semi-normes de uQ , u.j , u2 à celle de u^ , on utilise 

comme d'habitude le lemme 3.5 (ii). ,
CI • fcî * Cl •

Notons dans le second membre de (3.7.2) l'absence de termes quadra

tiques par rapport à ÿ ou 3p+^ : en effet, de tels termes ne pourraient pro

venir que de l'estimation du crochet [M,V3] Va cp, pour | B | = p + 1 ; or le 

lemme 3.5 (ii) et l'inégalité (3.7.1) montrent que les coefficients de M (vqijr

40 ^ ^  c]
(3.4.5) ) se comportent à ce niveau comme des fonctions analytiques. (Voir a m i  

la démonstration du lemme 3.6, où les termes quadratiques n'interviennent que 

dans la dernière partie de la preuve (b) à cause des estimations en norme ,

pour lesquelles ne se comporte plus comme une fonction conormale analytique).

Une telle simplification (qui n'est d'ailleurs pas essentielle dans la preuve) 

est dûe au fait qu'on a dérivé suffisamment l'équation au paragraphe 3.4.

3.8. Formule de récurrence et conclusion.

Lemme 3.8 : On se place sous les hypothèses du paragraphe 3.2. Alors il 

existe eo > 0 3 \q > 0 3 ôo > 0 3 Lq >0 3 tels que3 pour tout eÉ]fl,e0 ] , pour 

tout À 3 pour tout p ~z,l 3 la relation

(3.8.1) e max 3(u^) 3 (Ç+7/ 2 < &0

entraîne l1inégalité suivante :

is-3/ .qs-7/2, .2

13.8.2) m a x ^ Ç ^ i u ^  , < Ç 7/ 2(V>) « ¿0 Mp+1 {j + -E--------^ ------  }.

.Voir aussi

A
1

(s. 8.1) e max ■» s0

is - 3 /  |2 . q S - 7 / 2 ,  . 2

(3.8.2) m a x ^ Ç ^ tu ^  , < Ç 7/ 2(V )) « ¿0 Mp+1 {i + -E------^ ----  }.
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• Supposons un instant ce lenme démontré et voyons comment on achève la dé

monstration du théorème 3.1 : on montre que

sup (max (u3) , B p + ^ O ) ) )  < + 00 >
p^1

ce qui est suffisant, comme on l'a remarqué à la fin du paragraphe 3.5. 

Notons Sp=max 3 (u3) > Bp+3^(tP)^ , et soit H tel que : H^-2LQ , H>s^ 

(remarquons que ŝ  ne dépend ni de À , ni de e ).

Fixant alors e tel que e H< 6 , ■ e € ]0,eQ] , et X tel que 

Alors, si s ^ H ,  on a, d'après (3.8.2) :

et le résultat est démontré par récurrence sur p .

Preuve du lenme 3.8 : On considère eQ , AQ , ô , L mis en évidence aux lem-

mes 3.6 et 3.7. Soit ô < ô.
o

y
l|re_étape : (3.8.1) entraîne (3.6.1) avec a = s - -j 

De plus, d'après (3.5.1)', on a alors :

(3.8.3) Bp+3/2 « 6q ,

7
et, en appliquant le lemme 3.6, avec a = s--2-, on obtient, en ne tenant pas 

compte de A :

( 3 . 8 . 4 )  4  L Mpt l  [ l  * Ç 7 / 2 ] ,

quitte à augmenter L (ce que nous nous réservons de faire à chaque inégalité 

à venir si nécessaire, de manière indépendante de e , A , p , bien sûr !).

2eme_étape : (3.8.1) entraîne (3.7.1) avec t = s - 4 

En appliquant le lemme 3.7 avec cette valeur de x , on obtient, sans tenir 

compte de A , et compte tenu de (3.8.4) :

sup (max (^p~3 (u3) , ßp+3 ^2(<P) )) < + 00
P̂ 1

Notons Sp = max ^ p “3 (u3) , ßp~JJ2 ((p) ) ,

s
p+1

max s
P

L0 1 +
2 s.

2
P max H L0 1

A
2 H

>

2
H

>
n
2 par hypothèse]

p̂+1

> n-12 par hypothèse;

A A
o

A 4 Lo
H
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On en déduit

(3.8.6) l ( > * Ç 7/2* B ^ )  , 

puis, par l'inégalité (3.5.2)' du lemme 3.5 :

(3.8.7)

(3.8.7) entraîne en particulier :

(3.8.8) £ 3 p+3< L (£o + 2 ôo ) » 

d'après (3.8.1).

6 6
Choisissant eQ assez petit ( ^ 21;) et ^o^4L ’ on en déduit que (3.6.1) est 

vérifiée cette fois pour a = s -3.

3ème_étape : On applique le lemme 3.6 avec o = s - 3 :

r,s-3.2 rRs-4.2

(3.8.9) ^ L Mpfi {, + _ E --- ^-- E±5_} ,

compte tenu de (3.8.7).

7
4ème_étape : On applique le lemme 3.7 avec x = s -^ , et en utilisant (3.8.9)

/"il.s 3>.2 ("ps—7/2*. 2
(3 . 8 . 10 )  a j ^ 2 i  L Mp+1 { l  + S . -------- ¿-JS *-------}

et (3.8.9), (3.8.10) donnent l'inégalité (3.8.2) annoncée, ce qui achève la

démonstration. ,
q.e.d.

3.8.5) ap+4 $ L Ap+1 1
P

s 7 2
b;
s-4
p+3

e
s-4
p+4

3.8.7
Oy

ß
s-3
p+3

L 1
P

s 7 2
ß:
s-4
p+3

;3.8.9 <p
s-3
p+1
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APPENDICE 1 : SUR LA PROPAGATION DU FRONT D'ONDE ANALYTIQUE.

Théorème : Soit £2 un ouvert de JRn . Soit u £ 2)' (ü) vérifiant :

V k e m  3 dk ueH Sloc(ü) (sEJR) ,  e t :

(1) Vwcefl, 3C >0 3 VkeiN,
k $ crk+l k!.

Hs (u)

Alors W Fa (u) se propage le long des lignes de champ de 3̂  en d ’autres 

termes :

si (x 3Ç° ) Ç.WF (u) , alors (x +te^ ,E ° )  EWF (u) pour tout t
o a o 1 a r

dans la composante connexe de 0 de l ’ensemble {x £ J?j (x^+je^) ££2}.

Preuve : On va plutôt montrer la contraposêe de l'assertion ci-dessus, qui 

revient exactement à y remplacer £ par $. D'autre part, on peut remplacer 

£2 par £2' <=<=£2. Enfin, on peut imposer en plus |t| < 6 , si bien sûr 6 >0 

ne dépend que de £2' et pas de x q .

Finalement, on se ramène à prouver ce qui suit :

Soit £2'<=<=£2. Il existe <5>0 tel que, si (xQ,Ç°) $WFa (u) avec x q ££2' , 

alors (x + 1 e.j ,Ç°) £ WF^ (u) pour |t | < ô , t étant dans la composante con

nexe de 0 de l'ensemble {t £ IR , xQ + x ê  £ £2' }.

i
En fait, si C est la constante associée à £2' par (1), on va voir que ô 

convient.

Quitte à tronquer u entre £2' et £2, on peut maintenant supposer u £  <f'(£2). 

Par hypothèse, il existe un voisinage complexe W de zo =xo -i£° et p > 0

tels que :

( 2) Vz £W , |Tu(z,À) | ^ C.j e
i  c i e l 2-p)

OU

d 2 u
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(3)
Tu(z,À) =

_ Hz-y) 
e 2 u(y) dy

E, = Im z , X 1 .

Soit maintenant t € ]R tel que tx0>x0 + te^]cii' , 111 < ô. On note Wt = W + 1 ê  

Quitte à restreindre W, on peut supposer que Re W  <= A 1 pour x€[0,t].

Pour z €W , on a, en posant z-te^ = z(€W) :

Tu(z,X) =

?
Mz-yr

2
e u(y + te.j)dy

(4)

où

(5)

y \c ^  t k  ^
= I T(3^u) (z,X) It- + R (z,X) 

k=0 1 K- N

Appliquant (1) avec k = N+1, on obtient, quitte à restreindre W :

X
.N+1 2

(6)
4 * m 2

bX
2IRjj& X )  | ^ C2 XP (C|t|)N+1 e2 (l +C^ e 2 )

où p est un entier fixe, dépendant du réel s, et où b>0.

D'autre part, en remarquant que T est un opérateur de convolution, on a :

Tf k . _ 3k T(u)

C3lU)

et donc, d'après les inégalités de Cauchy et la relation (2) : 

(7)
, k , k | t i d 2 -p]
|T(9^u)( z , X ) |  ^  C1 C* k! e z

r \ j  r\ t
pour tout z € W c c  W .

De (4), (6), (7), on tire, quitte à augmenter C^ et à diminuer p

l P > l 2 ( ?

k=0

I £ I N
(8) V z e î F  , |Tu(z,X)U C4 Xp e2 ( l (c3 |t|)k e 2 + (C|t|)N+1) .

R
N

z X 1
NT

t

0

e

X z y.
2

2
a
N+1
1 U y T e.1-

t-T
N

dT dy
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Prenant |t|<^, on a 3 = C|t|€]0,1[.

D'autre part : £ (C^|t|)k^aN+  ̂ où a>0. Dès lors : 
k=0

(9) V zeW1 , |Tu(z,À) | < C4 Àp e2 ^  ( aN+1 e 2 + 3N+1)

Lemme : Si a > 0 et B €  ]031[ 3 on a :

(a ^  e +  )  

où r E1N ^{O} 3 pour tout e>0.

Min  ( oT  e +  3 "  I ^  C z1̂  3 
N Ç.JN '  ) o

Preuve : Il existe p£]N tel que a ^ B  P (car 3<1). D'autre part 

N
3 --- > 0 , soit N le plus petit entier tel que :

N-+ 00

3^-£eq où q €<Q* est à préciser plus loin.

aN £ i 6 -p e1-pq .

1
Prenant q tel que 1 - pq = q, i.e. q =y^p » on obtient 

d’où le résultat avec r = 1 +p.

Revenant à (9) et choisissant un N approprié, on obtient :

*  r 1 *r 12 -,
■n ? U 51 ~ o]

|Tu(z,X) | ><: A ^ e  où a > 0

l t | î | 2 - c ]
^ Cç e avec c > 0

o
et ceci pour tout z£W (3x + t e., - i ç ). r n c n0 1 L .v^.r «D.

On peut maintenant donner une version invariante du théorème.

(9) V z e w 1 , |Tu(z,À) I < C4 Ap e2 ^  ( aN+1 e 2 + ßN+1)

Alors a
N
e 3

pN
e 3

N, P e

a
N
e+

.N
3 :b

p .■1 ;eq

c
4

Or par définition de N 3
N

eq
3 Donc
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Théorème : Soit Z un champ de vecteurs analytiques sur Œ et soit 

u 6 £)' (£1) vérifiant :

V keJN 3 Zk uÇ.HS1 qq(Ü) et :

Vwcrcfl 3 C > 0  , V k e i N  , \\zk u\\ _  ^ Ck + 1  k! .
if(Ui)

Alors WFa (u) se propage le long des bicaractéristiques de Z.

Preuve : On peut bien sûr raisonner localement.

g
Si Z(x q) *0 , alors il existe des coordonnées analytiques telles que 2=-^- . 

Or, dans les coordonnées correspondantes dans T iî , les bicaractéristiques 

de Z sont exactement les droites dirigées par ê  . On se ramène donc immé

diatement au théorème précédent.

Si Z(xQ) =0 (le théorème n’a alors d'intérêt que lorsque le zéro est simple ; 

il y a propagation dans la fibre Tx Ü ) on se ramène au cas précédent en se
O» r\j O r\j

plaçant dans SI =Î2 x ]R avec u(x,t) =u(x) , et Z = 3 +Z , qui est non sin-

^ lier' C.Q.F.D.

Remarque : En utilisant la même méthode, on montre un théorème analogue pour 

WF (u).

En conséquence, les corollaires 1.2.2, 1.2.3 et 2.3 restent vrais pour les 

singularités C* des distributions conormales analytiques.
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APPENDICE 2 : REPRESENTATION INTEGRALE DES DISTRIBUTIONS CONORMALES 

ANALYTIQUES.

Rappelons d'abord deux définitions, pour lesquelles nous suivons F. Treves 

[18].

YL
Définitions : Soit fi un ouvert de J? 3 soit m £ J?.

1. Une fonction a=a(x3E,) sur fi xj?v est un symbole analytique d ’ordre m 

si elle est C et si3 pour tout compact K de fi¿ il existe un voisinage 

ouvert K de K dans iP' et e > 0  tels que :

\lm ç| < e \Re ç| } de façon holomorphe

sup \a(z31,) | (1 + | ç | ) 171 < + oo .

z Ç.K 3 \lm Ç | < e \Re Ç |

l’espace des symboles analytiques d ’ordre m sur fixj?v .

2. Une fonction a = a(x3 ÇJ sur fi x l v est un symbole pseudo-analytique

oo
d ’ordre m si elle est C et si3 pour tout compact K de Çl3 il existe des 

constantes C > 0  et R ^ O  telles que :

V x €K3 Va e / ,  Vg €JNv 3 | 3^ 33 a(x3V  | < C la 1 + 1 ̂ +1 a! $/ (1 + |Ç p 7”" 1 31
X ç,

pour |Ç| |3| .

l’espace de tels symboles.

si et seulement si a vérifie les 

inégalités ci-dessus avec R = 0).

Enonçons maintenant le résultat de ce paragraphe :

• a se prolonge à l’ouvert
<\j

K x e c
v

On note ms
a fi JRv

On note ms
a
'ü3]R

V

Remarque : On a bien sûr S
m
a
c
'X,m
S‘
a

a €S
m
a
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** 71
Théorème : Soit Î2 un ouvert de JR 3 soit E la surface {xj -0}.

a) Soit a = a ( x 3 Ç-J €£̂ (£2, 1R ) . Alors la distribution3 1 a

sur ü pour tout

b) Soit utH^CE) sur fi. Alors tout point x q de fi a un voisinage ouvert 

(i)c:c=fi tel q u’il existe a ££^(00̂ J?) et f analytique sur u vérifiant
a

V x £ 00 u(x) =

+°° . r 'Lee2

e a(x3 E,j) d£,j+f(x)

S
Ici m = -s si s < 0 3 m = - ~ 2  si s >0.

Corollaire : Le théorème ci-dessus est encore vrai en remplaçant

par

Preuve : Ceci n'a d'intérêt que pour le b). Or si a£S^(w,]R) , il existe,
---------------- a

pour tout w' c e  w,  un élément b de S^(go',]R) tel que : (voir [18]) pour
a

x dans un voisinage complexe de w' :

- I? i l /c
|b(x,çp -a(x,çp | ^ C e où C > 0 .

On en déduit que l'intégrale de Fourier associée à b-a est une fonction 

analytique.

Remarque : Sans la spécification analytique, le théorème ci-dessus est bien 

connu. Ici, nous utilisons des techniques de Baouendi-Goulaouic-Métivier [6].

1. Démonstration du a).

Soit u définie par (1), et soit wcrcfi.

Soit s £ R . On va montrer que, sous l'hypothèse 

C > 0 telle que :

u (x)

+ 00

—  OO

e
i x

1 iU
a x. iT di

1

appartient à H
.s
a

I s < m
1

2

S
a

s +m < 1
2

il existe

Sm
a
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VkelN, V a € !Nn * , (x1 3 ^  3̂ , u £ H s (w) , avec l’estimation :

(2) IICx t V ^ . u H s _  < C k+H  + 1 k! a! .' ' X H Cai)
le ot

Posons v = (x̂  3p 3X , u . D'après (1), on a :

+  oo .

v(x) = (x1 al)k (e 1 1 3®, afx,^)) d ^  ,

— CO

donc v est somme de 2k termes du type :

Il suffit donc de montrer une estimation du type (2) pour || w|| _  . Notons
HS (a))

av h = 3-,)k"h 9“. a . k-n,a 1 \ x

h i x i h
Nous allons développer (x̂  3̂ )' (e ). Pour cela montrons le lemme suivant

Lerrrne :

h ^ *
(S) (x1 3.J - Y y, . 3, 3 où :

1 1 ^hsQ 1 1

( z ) 1 \vK à I ^ j h~ü’ (J ) pour ^ 4 h  *

Preuve : On procède par récurrence sur h .

On en déduit :

(4) yh+1,j = yh,j-1 + j yh,j »

avec la convention : y^ q = 0 ,

Remarquons de plus que y^  ̂=1.

Si on a (3)' pour j ^ h ,  alors d'après (4) :

w(x)

+oo

.
—oo

X 1 31
h

e
i x 1 C1 x1 31

k-h
3
a
x

a x
1

d 1

3=1

yh h+1
0.

x1 31
h+1

h

I
j=1

y
h, i

xj1 3j1 x1 31

h

I
3=1

yh,j xi+11 3j+11 xj
1 3j1-
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u <'ri_nh-j+1 ( h ^ + ih-j+1 (h) < ih"j+1 fh+1>)
h+i,j ' u  1J Vj-v 3 y y  " 3 u  y * c.q.f.d.

On obtient ainsi :

h +°° i x Ç
(5) w(x) = I iJ Mh>j | x ^ e  1 1  a ^ ^ f x . i . J d Ç ,  .

j  — OO

Nous allons estimer chacune des intégrales intervenant dans (5), au sens de la 

s —
norme H (oo). Pour cela, démontrons le lemme suivant.

Lerrme 2. :

i) Soit m€]R3 et soit s tel que m + s < - ^ .  Alors il existe une constante 

A et un entier N tels que si p = p(x3^^) est définie au voisinage de u>x ]R 

et vérifie :

(6 ) V a e i v n sup |3“p (x^Çj) I « Cjl + |Ç7|'/”

X É ( 1 )

alors q définie par :

+ C O

(7) q(x) -
i œ l^l « -  

e p(xs£,j) dE,j s est dans a (&)

et vérifie

Il <7II , -  ^ A sup C .

|ak<J

ii) Soit s £JR. Alors il existe une constante A et un entier N tels que 

pour tout m£]Rj si p vérifie (6 ) 3 et de plus :

(8 ) PÎXj^j) =0 si l^l >P

alors la fonction q définie par (7) est dans if (u>) } et on a :

Il <7II- q _  £  A SW  C ( 1 +  p)m+s+1 . 
ir(tt) \ol\£N a
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Note : Le résultat du ii) est bien sûr plus fort que celui du i), puisqu'on 

a éliminé la dépendance des constantes A et N par rapport à m .

Preuve :

oo _
i) Soit X C à support compact, valant 1 au voisinage de w , p(*,Ç^)

étant définie au voisinage de supp X . Il suffit d'estimer ||Xq|| . On a :
H

+00

Xq (n) Xp (n Ç-j ®-|>£>-|)dç.| ,

où Xp est la transformée de Fourier par rapport à x . Il existe une constante 

C telle que, pour tout N , on ait :

|Xp(C,Ci)| < -- -— n sup 19^(Xp) | £

(1 + |ç |r  IakN x

Mm
---— n  SUP CCa) Cl + |)m
(1+kl) lot kN

On en déduit

+OO

Xq(n) I ^ Mn  sup (CJ
f ( H ^ l )

m

IakN a Jœ (1+ln-^ e1 |)
N d h

Mais

1 + In-^ ^1 = 1 + |nT | + » (1 + |nf |)1/2 d + In-, - ^ | )1/2

donc :

(9) Ixq(n)I i
^  SUP c,

(l + |n’ |)N/2 J

c.. 7  (1 + 15-1 l)m

O + ln-j-Ç-i |)N72 d ^1

Lemme 3. : Soit v > l 3 et soit y € J? tel que : v-\i>l3 y > - v .  Alors

+OO

I(x) -
(1+11 \)y

(1+Ix-t I)
— dt ^ C (1 + \x\) 
v y,v 11

y

Preuve : • si y > 0 ,

—oo

h

n1 t1
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• si y ^ O ,  alors y = -À, À ^ O  et À < v

Or

et

dt dt
V

V

On en déduit le résultat, puisque X < v.

Du lemme 3 et de (9), on tire

✓v (Hn-||)m
|XC[(r|) I ^  C  vr/2 Htf SUP C  i . N / 2  

m,JN/Z N IakN a (1 + l n ' l )

C.Q.F.D.

I X

+00

—00

;i+ x-t u

1+ t
V

dt

+00

—00

1 + X + t y
dt

1 + t
v

1 + X y
+00

—00

’1 +
t

1 + X
y

1 + t
v dt

1 + x y
+00

—00

ï +

1 +

t .y

t
v dt

I x

+00

—00

dt

1 + x-t
X 1 + t|

v
x-t < x

2

+

x-t < X
2

x-t > xl
z

1+

dt

x-t
X 1 + t

v
dt

1 + t
v

1

1 + x
T

A

x-t
X

2
1 + x-t

X 1 + t
V

X
J

2 < t < 3 x
2

1 + t

C
v

1

1 + X
2

iV-1
1

1 3 x
2

,v-1

Cv
1

1 + X
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si N >max(2,2(m+1)‘,-m).

Le membre de gauche est dans L2((1 + |n| 2)S dn ,1Rn ) dès que s+nK--^»

N étant choisi ainsi, on obtient le résultat annoncé dans (i).

ii) De (6) et (8), on tire : |9a p (x,£.,) | .^C (1 + p)'“ V x £ u .  En raisonnant
x i a

comme dans (i), on obtient :

IxqCn) | « %  sup c (1 + P) 
IakN a

m
d

^  i51? ? » 0“ C1+p}IakN

m

e-, k p  ^1+ l n “ ^ i  e i  D

<U,

.N

t , + i n ' i )N/2 iJ5 l k<P

2 2 s n
En prenant la norme du membre de gauche dans L ( (1 + | n [ ) dri, 1R ) , on obtient

Il Xq11 ^ (1+p)m M^ sup c 
H IN IakN a

N n-1 
51 s - 2 < _ —  *

En choisissant N convenable par rapport à s , et en appliquant le lemme 3, on

obtient le résultat. Le lemme 2 est ainsi complètement démontré.

Soit maintenant R la constante intervenant dans la définition de a e S 111 , et
a ’

OO
soit 4> €C (R) vérifiant les conditions suivantes :

(10)

(11)

(12)

<HÇ-|) = 1 pour |Ç11 > 2 Rk

<Î>(C-|) = 0 pour |Ç11 < Rk

|9h <f>(£-|) |^Mh Pour h ^ k  ,

M étant une constante ne dépendant que de R

s
N
2 < n-1

2

Xp .ç ■ Z-1

M
N

1 + C
,N sup

a ■£N
C
a

1+ P
m

y puis :

K1

'1+ n ■ç1
N '2

i1 k p

d ?1

4-00

— 00

d n 1 14 n 1
2s '1 + n 1 1

i "N 1 2
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On écrit alors :

+ C O

j fj i x 1 51xtj Ç:j e

+00

ak-h,a^x,?P d 1̂ = 4>CC-|)C3ĉ Ç-j ...] dÇ1

(13)
+ 0 0

[1 -«>(£■, )Hx^’ k] . . . ]  dÇ1 .

Estimons d'abord le premier terme dans le membre de gauche de (13) ; en re

marquant que :

i i x 1 Ç1 i i x 1Ç1 
Xi e = lÿL (e )L1

’1

et en intégrant par parties, on voit que ce terme est somme de 2? intégrales 

du type :

+ ° °  .
i x1 Ç1

(14)

Lerrne 4 : Si 14 j 4 h4k

sup
m

pour | | >E l .

Ce lemme s'appuie sur la formule de Leibniz, le lemrne 1, et la définition 

de a ES111 : sa démonstration ne présente aucune difficulté.

Pour £ = j , on applique le lemme 2, i) à

le terme (14) est alors majoré en norme H (oj) par :

(15) A 1 df"hfj+lal a! (k-h)! j! .

—oo —oo

+

—OO

ij

+00

— 00

aj
-£

<P 1'
e

1 x1 1
a;
a
ï i

i
1

a
k-h, a x, I d Í1 J £ 0, j

x€iü
9ß
x
9
a
Zi

'Z3
1 a k - h ^ a

x3Z1 Ck-
l
h+ia|+|ß|+%

a/ ß/ (k-h) ! 3
I X U Zl

p X Z1 :zv 3j
Z1

zj1 a
k-h,a

x,Z1

+.Q-%
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Pour Z < j , on applique le lemme 2, ii) avec :

pCx,^) = «>(£.,) *£ <&] ak-h,a^x,^1^ 

p = 2R k  (ce qui est légitime en vertu de (10) ).

Le terme (14) est alors majoré en norme Hs(w) par :

(16) A2 o! (k-h)! j* k”1̂ - ^ 1 .

Chaque terme (15), (16) est majoré par : Aj ¿ _^+J+ I a i (k-h)! km+**+s , 

donc aussi le premier terme de (13).

Pour le second terme de (13), on applique le lemme 4 avec £ = 0. On peut alors 

appliquer le lemme 2, ii) avec :

On obtient à nouveau un majorant du type :

c —
On en déduit que w€H (w) et que, d'après (5) : 

soit, d'après (3') :

Il «Il s _  « C ^ lol+1 k! o! .

H (u) 4 q.e.d.

2. Démonstration du b).

Soit x €fi . o

Si xQ £ fi , u est analytique en xQ donc la fonnule annoncée est vraie 

en prenant a e 0 !

(16) A2 (*-h+3+lal a! Oc-h)! j* km+j-Í.+S-M

P X; 1 1 •-d, s 1 Xj1
j
1
ak h ,a x ■Ç1

p 2 R k

w
H
s
.0),

«
h
I

j=1
yh.j A4 Ck''3

■h+j+ a a! 'k-h i km+ r s-H
9

j - Ä

A3 Ck'3
h+j+

a
a i k ■h i k

m-fj+s 1
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Si xQ eZ , soit £‘>0, et soit w' voisinage de x^ (si xo =(0,x^)) 

tels que :

W = ]-£,£[ X O) 1 CCfi .

Compte tenu de la formule cherchée, il est tout indiqué de prendre la trans

formée de Fourier par rapport à x-j , dont une estimation est obtenue dans le 

lemme suivant :

Lemme 5 : Soit £^ > £ tel que :

=  1-EpÊ t X(i)'ccÜ .

Il existe alors une constante C > 0 .  un réel o > 0 et un entier M >0
3 o

tels que :

• ‘pour toute fonction

• pour tout v Ç.Ĥ os(Sl) tel que 3^ , u € Ĥ oc Poux>

(17) I xSfc' j Ç J U  C H X|| sup. Il 3^/^ || _  (l + H A f
1 H° 13 X  1O 1

( désigne la transformation de Fourier par rapport 

Preuve : Soit 0 ec“(-£p£^) telle que 0 = 1 au voisinage de suppX. Alors

A
+ °0  . -

-1X1 51
Xv(x* ,£.|) = 0 (x.| ) x(Xj) v(x) e d x 1

—00

+ 0 0

2JI 
—00

0(-n-| + ç-|) Xvfx’ ^ p  dn-,

Soit s 1 € R . Alors :

x i
o

ü)
1

X e c00
O

3 V
e
1

a M
o

on ait l'inégalité (pour x reu';

où m
-s s 0

8
2 s% s 0 à x1 ) .

on a :
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Il &(o,Çi) || s . _  ^
1 H (co')

+ 00

(18) ^ - 4  |0(-n1+?l)| || xv(o,n-,) || _  dn-, ¿n j i i  i Hs ^  I

+oo 1 +oo 1

^ 2ïï( (1+h-||) 2s |ec-n1+,)|2anif (  0 +|n-||)2s HxvU,^) ||2 drv^2
—oo —oo

par l'inégalité de Schwarz.

CN
De 10(ç) | ^ ------- rr et du lemme 3, on tire le majorant suivant pour la première

o u ï r
intégrale dans (18) :

^(1 + 1^1)® , où m = -s’ .

Quant à la seconde intégrale, elle est majorée par :

Il Xv11 , si s' <0 , et || Xv11 ? , _  si s’ >0
H (u^) H (a>,)

car [(1 + 11-1,1 + |n’ |)2 ^ 0  + In-,|)(1 + In ’ l) + I n-, | + |n’ |]- 

En posant donc s'=s si s < 0  et s' =+ -| si s > 0 ,  on obtient :

(19) l| S(.,C i)||  , i  C2 || X|| || v|| (1 + |il |)m
H ((d'J H H

L'inégalité (17) s’obtient en appliquant (19) à 9̂ , v au lieu de v , et en
A

utilisant les inégalités de Sobolev. r „ „ n
L • y »r • U •

Avec les notations du lemme 5, soit (X^)^ > q une suite de fonctions C°° 

sur ]R ayant les mêmes propriétés que X, telle qu’il existe M > 0  vérifiant :

o >max
1
2 s

Go.



(20) V£€1N , V k a  , || 3k xJI < M(M£)k .
x, Ha

On va voir que les x„u sont des symboles "presque analytiques jusqu' à l'ordreJt"
X/

s
Lemme. 6 : Si u ÇLĤ (Çly Z) > il existe C > 0  telle que3 avec les notations 

précédentes :

le le 06 le
Or ^  xi ̂  3x t u est somme de 2 termes du type

3k-hX^ 3^(xk 3®, u) , h ^ k  .

Utilisant (17) et (20), on majore la contribution d'un tel terme au membre de 

droite de (21) par :

sup M(M£)k-h || 3^, 3Î1 (xk 3“, u) || (1 + ¡Ç- |)m .
IBkM0 x i i x Hs (̂ } i

Or, en développant :

g
d'après la définition de I^(Œ,Z) , et le lemme est démontré.

au voisinage de [-e,e] , on aura

Cette hypothèse étant faite, on va construire a = a(x',^) à partir de tous les 

X£ u (x',^).

Pour cela, soit (*.)• 1 une suite de fonctions C°° sur telle que :
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( 21. k
■l

3
k
Z1

3;
a
x X u

Z
'x\ Z1 C1+ a +1

a! Z! '1 + Z1
m

pour x 'e ÜJ r k Z.

Preuve i1
,k

3
1
,k

3
a
x & 1 Xzu & 1 3

k
1 x

k
1 XZ 3

a
x u

3
h
1 x

k
1 3

a
x u

H
,s

.0)1

c1
k
1 a +1 k

h
a!

Vx eu u x) e
i x1 1

X z
u x’

1

dÇ1
2n

Evidemment, si on impose de plus X 1

]R
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(23)

Pour étudier a, nous allons le comparer au X^u. Posons donc :

Alors

(25)

b^fx’ ,Z^) =b^(x’,?1) +b^(x',Ç1) , avec: 

b^(x* ,^-j) =̂ <i)1 (-£-) - i )  X ^ ï ^ x 1, ^ )  •

(26)

Lemme 7 : Avec les notations ci-dessus, on a : Wk. £, j :

Preuve : On suppose a = 0 pour alléger l'écriture. 

Supposons par exemple j >£. Alors :

On écrit alors :

■22

<P
3

X 1
1 si Z-1 > 2j

<P
J 1 0 si Z1 < j

3
h

3
z1 .< Mh‘1

SI h j + 1

1 étant indépendant de j ).

Soit À > 0 , que nous choisirons plus loin ; on considère

(24)

b£ x' 1

00

l
j=1

<i>
3

Z1
X <f>

j+1
1

À (X
j+1

X£+1 u x' I

3
k
Z1

3
a
x X3+1 XZ+l u 'x ' Kr 4 c c £+1.

l+l

Z1
+ c '3+1 3+1

z1

c a
a/ 1 + \Zl

m

(27)
’1 ■

£
3

1
k
:x
j+i

X£+1 u [x' i1 (T.1 3
£+1
1 xk1 X

3 +
X £+1 lu x 1-

a x K1 a x’ 1

OO

I
j=1

<t>
3

Z1
X cÎ)

j+1

Z1
X X

i+1
u x’X 1

b£ x 1 a x ! Z1 X£+1 u .x',i1

1 t



- 75 -

(28)

1 1 *-j+1 “ £ + P u “ *-j+1 _X£+P 1 (xiu) " >X£+1^X1U

t81 »Xj+l]x1u -

Chaque terme étant nul pour |x̂ | e , on peut ajuster la puissance de x., à 

l'ordre de dérivation.

Ainsi, par exemple dans le premier terme du second membre de (28), si k < & +1, 

on écrit :

xi+1 -X,

X1
et, en appliquant le lemme 5, la transformée de Fourier de ce terme est majorée 

par :

rY Y k  _ j + l  ^ ¿ + 1  A + 1 - k  r v ^ + 1  k

^ ♦ l  - V l ) * !  X1U i +1- k  X1 31 x 1 u

sup C (1 + |î.|)
16 k M

m X j + 1  " X i , + 1

H1“

^ Ck+Jl+1 (¿ + 1 ) !  (1 + |Ç1 | ) m .

ü+l-k^il+l k 
3X , x, 3, x, u

HSÎ V

On raisonne de même pour le second terme, en utilisant les estimations (20). Pour

"1 —
le troisième terme, on peut appliquer 3:j grâce aux estimations (20). Sa trans

formée de Fourier sera donc, en vertu du lemme 5, majorée par :

( H c ,!)"1
0-1)!

Revenant à (27), on obtient finalement :

Ç-
3-

Lemme 8 : II existe \ > 0  et C > 0  tels que : Va 3 Vfej 'ih3 V £  avec 

k 4 & 3 h 4 Z

3i+' 4(xj.i -W u = <Vi -'»r.V!1
r ci y i 3c 
i »Xj+i]xiu

/"V A/ r\ Z + 1

£+1-k
X1

c f j+1 (j+1) !
1

A

ce qui donne l'estimation (26)

Ç
1-*1
1 3

k

1
:x
j+1 2+1

u x’i1 Ck4

C
4 J +1

j+1

1
j-£

+ C
4 £+1 £+1

1 + S1
m
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Preuve : Puisque pour |ç̂ | > 2A , la contribution de b^ à (29) n'est

non nulle que pour h = 0. Comme d'autre part | < 2X sur le support de b | , 

l'estimation cherchée est conséquence immédiate de (21) pour k = 0.

Il reste à démontrer (29) pour b^ au lieu de b^ . La fonction à 

estimer est sonine de 2 termes de la forme :

Ç1
Puisque (4>. - <t>-+1) (-r-) =0 en dehors de A..$ |Ç1 | <2A(j+1) , et que |Ç1 | >2Ah, 

 ̂  ̂ I
on ne garde que les termes tels que j+1 >h et j 4— . Alors, utilisant (22)

et (26), on peut estimer cette somme par :

(30) |€1|kA*+loti+1 L . ‘[(^rgr-/1 ( ^ j 1] a! o Ig-i bm •

lçi ! . lçi '
— — ~ î  < 3 ^ - 2â“

Remarquons que A dépend de X ,  mais que C n'en dépend pas. 

Maintenant, d'une part :

D'autre part, si Aj ̂  |Ç1 |<2A(j+1) , on a :

C(.i+ 1) < C(.i+ D < 2Ç 1  
1 ^  I *  Xj ^  X < 2

si A est choisi >4C.

Alors il existe e > 0 tel que

(29) C
k
1
3
h

Z1
31
a
x

b£ x ZT
C

a +ÎL+1
l! a! 1 f C1

>m
pour Z1

> 2 Xh .

OO

l
j=1

3h-r
Z1

'4>
J

4>
H

Z
k
1 3

r
Z1

3
a
x

X
j H

X&+1 u x Z1- r h

1
k

r — :
c £+1 £+1

Z1
C

1+1
1 £! car k < a;

b
i
t 0

j
1
A
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C O * » )  s  1  e- 2e* donc
|Ç | 4 2 ’ 0 c

( C ü ^ i y ^  «  2 - 3 - 1  e - a * C 3 * n  «  2 - 3 - 1  e ’ 6 ' 5 ! 1 .

-eiç-, I
En sommant sur j , on obtient e comme majorant.

Le terme (30) est alors majoré par :

k -£1^1i -k
Mais l^l e k! e , et le lemme 8 est démontré, puisque k<£.

On peut maintenant facilement terminer la démonstration du théorème :

Pour k € ]N , fixons l = k et appliquons le lemme 6 et le lemme 8 ; de 

(21) et de (29) avec h = k on tire :

Ck+*a *+1 a! k! (1 + |£-||)m , pour |£.j| >2A k . 

Ceci prouve que a eS^Vw',]R) cÿ(u,]R).
a

+ 0 0

Enfin, si on pose : f(x) =u(x)
i x 1 Ç1 dÇ«•̂ 1

a(x' ,Ç-j) ~2jf > alors :

(32) f(x)=-

+00
- 1 x1 ç1 dç1

e b^ (x * > Ç -j ) 2jj pour x € w , V£ € 1N .

Soit alors k € 1N et soit N € ]N . Posons £ = k + N + [m] + 1. On applique alors 

(29) avec h = 0 :

i d ^ a J . M x ' , ^ ) !  CjJjal+k+1 k! a! .

En repartant dans (32) avec N = 2 :

i „k „a r r  \ i „ n la l+k+1 , , ,
|31 3 ,f(x)| ^ C k! a! pour x€w

I X

donc f est analytique. q.e.d.

(31) A
£+ la 1+1 a! 1 + 1

m
C
i+1

£! + 1
k

e
-e ?1

-OO

e

—00

k
1 8

k
K1

d.
a
x

a x i1
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