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ABSTRACT

The objective of this work is to contribute to the development of a library of models
for building thermal transfers calculations ( ALMETH Project ) .
This work is more specially devoted to the modelisation of heat and mass transfers in the soil
oriented towards heat transfer calculations between building foundations and the surrounding
soil. This thesis includes an analytical study of the infiltration equation in a porous medium, and
a numerical study of the system of two coupled parabolic equations for heat and mass transfer in
the soil.
In the frame of this numerical study we have made use of an original technique for subdomains
junction, that we have extended to the case of subdomains with different dynamics : we adapt
specific time steps to each subdomain.
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Le but de cette étude est de contribuer a la mise en place d’une bibliothéque de logiciels pour la
modélisation des transferts thermiques dans I'habitat, et de développer plus spécifiquement une

méthode de simulation des échanges thermique et de masse sol/batiment.

Pour la modélisation thermique du béatiment, les phénomeénes physiques a modéliser sont de
nature diverse. Nous nous sommes intéressés a I’étude du raccordement de modules numériques
traitant de lois physiques différentes et nous présentons une validation d’'un modele de raccorde-
ment faisant appel aux transferts entre composants. Les cellules - ou composants - du systéme
thermique de I'habitat ne sont généralement pas de méme inertie. Les temps caractéristiques des
zones sont dans des ordres de grandeurs trés différents. Nous proposons ici une approche permet-
tant de traiter des composants d’'un méme systéme avec des pas de temps différents, adaptés a
chacun d’eux. Létude est axée sur les transferts de chaleur et de masse dans le sol pour la maitrise

des transferts de chaleur et de masse entre le batiment et le sol avoisinant.

Dans un premier chapitre, nous passons en revue des études récentes en thermique des sols,
telles que la géothermie ou le stockage de chaleur dans le sol. Nous faisons le point sur I'état de I'art
pour les méthodes d’évaluation des transferts thermiques entre le bitiment et le sol. Dans toutes
ces méthodes, les échanges de chaleur sont considérés purement conductifs et linéaires. Mais la
forte variation de la conductivité thermique du sol en fonction de son degré de saturation en eau
nous conduit a la prise en compte de I'état hydrique du sol pour la détermination de ses propriétés

thermophysiques.

Au chapitre B, nous présentons le modéle physique de transfert de chaleur et de masse dans le
sol que nous étudions. Il est basé sur la définition d’une échelle macroscopique et d’un volume
€lémentaire représentatif du milieu. Il ne tient pas compte des effets d’hystérésis et suppose la pres-
sion dans la phase gazeuse uniforme et égale a la pression atmosphérique. Le flux d’eau liquide est

li€ a la pression d’eau par la loi de Darcy. Le flux d’eau-vapeur est donné par la loi de Fick.

La substitution de ces deux lois dans I'équation de conservation de la masse nous donne I'é-

quation suivante :

oh : ~ - 1
oA - - div D, gradh  + D,y gradT - K, gradZ

En substituant la loi de Fourier dans I'équation de conservation de I'enthalpie, nous obtenons 1'é-

quation de la chaleur généralisée dans laquelle nous avons négligé un terme convectif ; il en résulte



I’équation suivante :

or

C
T ot

= div ( D. gadi + D.r gradT )

Le systeme de ces deux équations est complété par la loi des gaz parfaits, la loi de Kelvin et I'équa-
tion de Clapeyron d’une part et, d’autre part, par des modeles pour la détermination de la conducti-
vité thermique équivalente du sol, de sa conductivité hydraulique et de la relation teneur en eau-

pression d’eau dans le milieu.

Les bilans de masse et d’énergie a I'interface sol-atmosphere permettent d’exprimer les condi-

tions a cette limite. Nous avons, pour la premiére équation, une condition de flux de masse et pour
la deuxieéme équation, une fonction i la fois du flux de chaleur dans le sol et de T,'ou T, est la

température de surface. Ces bilans tiennent compte des rayonnements (solaire, atmosphérique et
terrestre), de I'état des couches basses de 'atmosphére (vitesse du vent, température de rosée, hu-
midité spécifique, pluie), des caractéristiques de la surface (rugosité, albédo, émissivité) et des flux

dans le sol.

Au troisiéme chapitre nous nous intéressons a la premiére équation, pour une température
constante, en dimension un d’espace. Cette équation est parabolique dans la zone du sol non satu-
rée eneau; dans la zone saturée, elle change de type et devient elliptique. Linterface entre ces deux
zones est une frontiere libre. Nous avons adapté une démonstration de X.Shutie pour montrer que
le probléme relatif a cette équation munie de conditions aux limites mixtes admet une solution uni-
que. Pour cela nous I'avons approché par une famille de problémes admettant des solutions régulie-
res ( € €***). Nous avons utilisé le principe du maximum pour mettre en place les estimations
permettant le passage a la limite. Nous montrons que la limite des solutions des problémes appro-

chés est solution du probléme de départ. Nous montrons, par application du lemme de Gronwall

que cette solution est unique.

Pour le méme probléme, avec des conditions aux limites fixées (ne dépendant pas du temps),
nous avons montré un théoreme de comparaison, ce qui nous a permis de montrer que la solution

du probléme converge quand t tend vers l'infini vers la solution du probleme stationnaire.

Dans la premiére partie du quatriéme chapitre, nous étudions numériquement le probleme du
chapitre précédent. Nous le discrétisons par une méthode aux différnces finies implicite. Nous re-

trouvons le front d’humidité caractérisant la dynamique d’infiltration. Nous retrouvons aussi la



convergence pour les grands temps de la solution, sous condition de flux constant, vers un état sta-
tionnaire. Ce résultat est montré analytiquement au chapitre précédent. Pour des temps suffisam-
ment grands et pour une condition de flux périodique, la solution converge vers une fonction pério-

dique en temps.

Dans la deuxiéme partie de ce chapitre, nous reprenons le systéme couplé que nous discréti-
sons encore par une méthode aux différences finies implicite. Nous utilisons la méthode de Newton
pour la détermination de la température de surface a partir du bilan d’énergie. Nous résolvons le
systéme linéaire par une méthode de relaxation par bloc. La comparaison de deux simulations, avec
et sans apport d’eau a la surface, nous a permis de montrer I'impact d’un flux de masse sur les

températures dans le sol.

Au chapitre E, nous reprenons le probléme de raccordement de modéles pour une validation
de la méthode proposée dans le cadre du G.E.R.-ALMETH. Pour cette méthode, raccorder deux
cellules ayant une interface revient a joindre aux équations d’évolution de chacune des cellules une
équation qui régit les états de 'interface, ce qui méne a une formulation implicite du probléme :
I’évolution des cellules dépend de celle de I'interface et, inversement, I'interface évolue avec les cel-
lules. Lélimination des variables d’état des cellules dans I'équation des transferts permet de déter-
miner les variables d’interface et par suite les variables d’état des cellules. Cette démarche est plus
coiiteuse que d’autres méthodes de raccordement, mais elle permet de focaliser sur les échanges

entre cellules et d’analyser la dynamique des transferts aux interfaces.

Nous traitons I'exemple d’infiltration d’eau dans le sol, du chapitre précédent, sous cette opti-
que. Nous présentons ’algorithme utilisé pour résoudre ce probléme avec division du domaine en
cellules, raccordées par la méthode présentée ci-dessus. Nous retrouvons, avec précision, la solu-
tion du méme probleme calculée sans décomposition du domaine. La précision maintenue pour le

front d’infiltration est preuve de la robustesse de la méthode de raccordement utilisée.

Au chapitre F, nous nous basons sur la méme formulation pour raccorder des sous-domaines a
dynamiques différentes. Ce probléme est trés fréquent dans I’habitat. Particuliérement dans le sol
avoisinant le batiment, les excitations thermiques 2 la surface sont largement amorties en profon-
deur. Nous présentons une approche intermédiaire entre “négliger complétement” l'influence des

zones a dynamique lente et les “prendre en compte” avec un pas de temps imposé par les zones a

dynamique rapide.



Nous divisons le domaine en deux cellules a dynamiques différentes. Nous leur affectons des
pas de temps de discrétisation adaptés a chacune d’entre elles. Linterface entre les deux zones évo-
lue au cours du grand pas de temps ; nous proposons une approximation de son évolution qui don-
ne des résultats plus précis que si nous la maintenions constante. Cette approche est récurrente.
Nous pensons pouvoir I'étendre & un découpage en nombre plus grand de zones, ce qui permet un

gain de temps calcul appréciable sans perte significative de précision sur la solution.

Enfin le couplage de transfert de chaleur au transfert de masse dans le sol est un choix trés
coliteux en temps calcul, surtout pour un passage en dimension d’espace supérieure. La décompo-
sition en sous-domaines, avec le parallélisme qui peut en découler, et la technique d’emboitement
entemps, bien qu’elles ne soient pas trés faciles a paralléliser, peuvent rendre le probléme numéri-

quement abordable et rentabiliser son intégration dans les logiciels de thermique de I'habitat.
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A.l - THERMIQUE DU BATIMENT ET ECONOMIES D’ENERGIE

Leffort d’économie d’énergie a pris beaucoup d’importance en Europe depuis la crise pétrolié-
re de 1974. Les secteurs de I'industrie, du transport, et des batiments sont devenus plus économes
en énergie ; I'utilisation de cette derniére pour le chauffage devient rationnelle et fait ainsi appel de

plus en plus aux connaissances de base en thermique du batiment.

Dans les batiments, les économies sont potentiellement importantes. Les pertes thermiques
d’un pavillon de 100 m? par degré d’écart avec I'extérieur et par m3 de son volume sont passées de
1,6 Wen 1974 2 0,94 W en 1982 [NAU-84]. Lobjectif était de ramener la consommation individuelle
des bitiments 3 sa moitié entre 1974 et 1985. La nouvelle réglementation de 1989 abaisse ce seuil 2

0,71 W. Lamélioration a jusqu’a présent porté sur trois axes :

- L’enveloppe du batiment

Les parois des batiments sont de plus en plus isolées. Des efforts bénéfiques ont porté sur
'amélioration des isolants et sur la maniére de les utiliser. Lintroduction de serres, I'utilisation du
double vitrage et I'industrialisation des vitres a faible émissivité ont amélioré I'apport en énergie
solaire et ont diminué les pertes de chaleur. Des innovations, comme le mur TROMBE, sont éner-

gétiquement treés rentables en climat méditerranéen [BOU-89].

— Les systémes de production et de récupération d’énergie

Lutilisation de procédés, comme la récupération de chaleur sur I'air vicié et sur les produits de
combustion, est une opération rentable dans le batiment et surtout pour le tertiaire [DEB-80]. Les
pompes a chaleur ont connu une nette amélioration. Plusieurs générations ont vu le jour ; leur cceff-

icient de performance (COP) a nettement progressé.

Les capteurs solaires et les modes de stockage d’énergie ont fait I'objet de nombreuses études.

Des progrés importants ont été réalisés au niveau de leur rendement.



- L’optimisation du chauffage et I’aide  1a conception des batiments : ’entrée de ’outil informa-

tique

Lutilisation systématique de nouvelles techniques de chauffage et de préservation d’énergie a
parfois conduit 2 des périodes de surchauffe des batiments. Il s’est donc posé le probleme de
'optimisation du chauffage et de I'enveloppe du batiment. Une telle tiche doit se baser sur une
modélisation des transferts mis en jeu et des systémes énergétiques mis en ceuvre. Pour cela loutil
informatique est indispensable vu la complexité des systémes mis en jeu. Ainsi différentes généra-
tions de logiciels de thermique du batiment ont vu le jour depuis 75. On trouve parmi eux de bons
outils d’aide a la décision et 4 la conception des batiments et méme de bons outils de recherche. Ils
intégrent I'essentiel des connaissances sur les transferts thermiques au sein du batiment. Cepen-
dant, outre la validation de beaucoup de modéles utilisés, beaucoup de phénomenes restent a étu-

dier et a intégrer dans ces logiciels de conception thermique des batiments.

Lanalyse du comportement des usagers en fonction du climat interne du batiment et des no-
tions comme le confort sont loin d’étre intégrés dans ces logiciels. D’autre part les progrés en éco-
nomie d’énergie au niveau du batiment restent peu homogenes. Par exemple les pertes thermiques
vers le sol n’ont pas beaucoup diminué depuis 75. Leur pourcentage par rapport aux pertes totales
du batiment est passé en moyenne, pour un pavillon, de 17 % a 22 % entre 1974 et 1982. Ceci est

d’autant plus étonnant que I'on s’est par ailleurs beaucoup intéressé i la thermique des sols de 75 a

85.

A.Il - ETUDES RECENTES EN THERMIQUE DES SOLS

La crise de I'énergie a suscité en effet diverses études techniques conduisant a améliorer la
modélisation thermique des sols. Il s’agissait en général de projets pilotes visant a stocker de la
chaleur dans le sol. Ces études ont stimulé des recherches sur la modélisation des transferts de

chaleur et de masse dans le sol, qui ont été un point de départ pour notre étude. Nous les passons en

revue.
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1 - Le stockage de chaleur dans le sol

Lénergie solaire pour le chauffage des batiments n’est généralement pas utilisée directement
au moment ou elle est collectée. Il peut étre envisagé de la stocker pendant la journée pour la con-
sommer la nuit, ou méme l'utiliser au cours de la saison de chauffage alors qu’elle est captée au

cours des autres saisons.

Plusieurs études ont été faites pour développer des procédés de stockage de chaleur dans le
sol. Que ce stockage se fasse en lit de roches, dans un réseau de tuyaux enterrés, dans un bassin
d’eau enterré ou dans la nappe phréatique, il reste trés dépendant des transferts dans le sol avoisi-
nant. En effet, une bonne partie de I'énergie est dissipée dans le sol au cours du stockage. Pendant
Iextraction de chaleur, le pompage pourrait dépasser le stock lui-méme et s’étendre au sol qui I’en-
toure : d’ou I'importance de la modélisation de la diffusion de chaleur dans la zone de sol entourant

le stockage méme [DAN-87].

2 - Les stockages en nappe ou géothermiques

Ce type de stockage consiste a utiliser les nappes phréatiques, ou le sous-sol profond pour le
stockage thermique en général de longue durée; on distingue au moins trois secteurs ou les enjeux

énergétiques sont importants :

2-a Nappes peu profondes

Cette technique consiste a utiliser les nappes phréatiques peu profondes comme source froide
de pompe a chaleur. Lintérét de cette source est que sa température permet d’avoir un bon coeffic-

ient de performance de la pompe d’une part et que cette température est peu variable d’autre part.

2-b La géothermie classique

Lapplication la plus importante réside dans I'exploitation directe pour le chauffage de la cha-
leur de nappes chaudes du sous-sol profond (> 1000 m). Elle est notamment utilisée en Région
Parisienne (nappe de DOGGER 4 70 C ) ou elle a donné lieu 2 de nombreuses installations

[ADN-89).
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Suivant la prof(;ndeur et en fonction de la température atteinte, I'énergie récupérée peut étre
utilisée pour le chauffage des batiments ou - si la température dépasse 2002C - pour la production

d’électricité.

2-¢c La géothermie séche

Il existe aussi des installations expérimentales visant 2 récupérer la chaleur des roches chau-
des a tres grandes profondeur (2000 2 4000 m ), en injectant de I'eau dans cette matrice rocheuse,

puis en la recupérant.
3 - Autres études d’hygrothermiques des sols

Les gradients de température induisent des gradients d’humidité non négligeables surtout
dans la zone superficielle du sol. En effet, la température dans cette zone est tres variable. 11 est
donc nécessaire de tenir compte du couplage entre le transfert d’humidité et de chaleur pour étu-
dier I'’évaporation dans le sol, ou le transfert de chaleur latente avec les basses couches de I'atmos-

phere.

Qu'il s’agisse de climatologie, ou d’agriculture, il apparait nécessaire de tenir compte des
transferts de chaleur dans le sol pour étudier les échanges de chaleur et de masse entre le sol et

I'atmosphere.

D’autres problémes, tels que la propagation des polluants et des substances chimiques dans le
sol, ou le stockage des déchets nucléaires, dépendront de la nature et de la prépondérance des au-

tres échanges dans le milieu.

Tous ces problemes ont suscité une abondante littérature scientifique centrée sur la modélisa-

tion hygrothermique des sols.

A.II - LA THERMIQUE DES SOLS POUR LA CONCEPTION THERMIQUE DES BATI-
MENTS

Revenant au probléme posé 2 la fin du § A.L, nous avons essayé de dresser un inventaire des

modeles adoptés pour prendre en compte les transferts sol/bitiment dans la modélisation des
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transferts thermiques d’un batiment. Nous avons récapitulé cet inventaire de méthodes de concep-
tion thermique du batiment dans le Tableau A.1 di en partie a notre collégue du CSTB, Jacques
MARTIN [MAR-84]. Cet inventaire recouvre a la fois des méthodes simplifiées (méthodes régle-
mentaires) et des logiciels de simulation détaillée (a pas de temps horaire) comme CALECO-

DOE.2.

Auteur  Utilisation = Régime Méthode dimension limite limite année Source
de calcul inf. sup.
ACHARD variable facteurs de 83 MAR-34
réponse
MITALAS méthode permanent  basée sur des 2 83 -
simplifiée + ccef. de R.V éléments finis
BOILEAU - permanent analytique 2 68 -
SWINTON - - corrélation 2 81 -
METZ - variable différences 3 83 -
finies
KUSUDA - - facteurs de 3 83 -
réponse
CLAESON - - différences 3 80 -
finies
MARTIN méthode permanent éléments 2et3 T = CsteT = Cste 84 -
simplifiée finis al0m
BILBO logiciel variable différences 1 T sinus. T = temp. 86 FAU-86
finies du bat.
CALECO - - résistance 1 moyenne - 80  DOE-82
équivalente mensuelle
CUMALI - - facteurs de 2 T:CsteT=temp 81 CUM-81
réponse a7m variable

Tableau A.1 - Inventaire de méthodes de calcul des transferts thermiques dans le sol, adaptées a des calculs de
déperdition thermique du bdtiment
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1- Régles de calcul des déperditions thermiques (CSTB : [MAR-84], [MAR-85] et [LEB-86])

Le but de ces régles - mises au point par le CSTB dans un but normatif - est d’exprimer les
pertes thermiques du plancher, des murs enterrés et des fondations du batiment vers le sol en terme
de ccefficients de déperdition. La méthode utilisée consiste A résoudre un probléme bidimension-
nel de conduction pure en régime stationnaire dans la configuration géométrique présentée a la

Figure A.1. Cette configuration sera le point de départ de notre étude.

La résolution est faite par une méthode aux éléments finis. Des études paramétriques ont per-
mis d’exprimer les ccefficients Kpp, Kpe de déperdition du plancher et les ceefficients Kmp, Kme de
déperdition du mur enterré, respectivement vers la nappe et vers I'extérieur, en fonction des para-
métres traduisant la géométrie du probléme (P, Z, D), les rapports caractéristiques des températu-
res (TINE = Ty-Tn/ T - TF) etles natures des composants ( A : la conductivité thermique du sol,
R; et Ry.les résistivités du plancher et du mir). Un modgéle tridimensionnel a servi pour estimer

'erreur commise en prenant un modéle bidimensionnel.

Atmospheére D

Batiment Z

R

Forldations

A Sol

Figure A.1 : configuration de batiment enterré, étudiée en bidimensionnel par J. MARTIN (CSTB),
pour létablissement des régles de calcul de déperdition thermique [MAR .84]

2 - Maéthode utilisée dans le logiciel CALECO-DOE.Z

Le logiciel DOE.2 [diffusé en France sous le label CALECO aprés adaptation par I'équipe

RAMSES] est un outil de référence aux USA. Il réalise une simulation a pas de temps horaire des
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transferts thermiques dans un batiment. Le bilan d’énergie d’un local est établi par facteurs de

réponse et facteurs de pondération [DOE-82] & pas de temps horaire.

A chaque pas de temps (1 h.) la contribution instantanée du sol aux pertes du local est donnée

par la formule simple suivante :

0 - Z(1-1)

- U est la conductivité thermique de la paroi multicbuche, d’épaisseur- e, en contact avec le sol ;
- Tj, la température du local en contact avec le sol ;
- Ts, latempérature du sol prise égale - mois par mois - 4 une valeur de référence caractéristique
du site.
Ce bilan énergitique " réel ” est alors calculé a partir des pertes ” instantannées ” par convolu-
tion avec une série de facteurs de pondérations tenant compte de la composition du plancher et des

couches superficielles du sol sous le batiment.
3 - Méthode utilisée dans BILBO et BILGA [FAU-86}

Roland FAUCONNIER et ses collaborateurs, de la Fédération Nationale du Batiment, ont
développé dans les années (80-85) deux logiciels, BILBO et BILGA, de conception thermique du
Batiment. Ils ont écrit un manuel [FAU-86] explicitant les principaux algorithmes de ces logiciels.
En ce qui concerne les échanges avec le sol, les transferts sont évalués par différences finies dans un
modele monodimensionnel, homogéne et purement conductif. La condition i la limite inférieure

est une température sinusoidale donnée dans les Figures A.2 extraites de [FAU-86] :

T = Ty + A COS ( [ 183-do] )

365
avec: Ty, : température moyenne sur I'année a la profondeur E,

Ar : amplitude des variations annuelles a la profondeur E,

d, : nombre de jours séparant le ler Janvier a la date de la température minimale

annuelle a la profondeur E,

: épaisseur du sol prise en compte dans les calcul
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— Varations sinusoidales comparées aux varjatlons expérimentales.

Figures A.2 Courbes extraites du manuel d’algorithmes de la Fédération du béitiment [TAU -86]
- en haut : exemples de températures caractéristiques de sol au long de I'année ( Lyon )

— en bas : essai de lissage des variations de température de sol ( Lyon )
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4 - Méthode utilisée dans le module spécialisé de DOE.2 [CUM-81]

Nous avons présenté au § 2 la méthode standard de DOE 2. Dans les années 80-81, CUMALI
et ses associés ont adapté une méthode de calcul plus évoluée [CUM-81], basée sur le pré-calcul
d’une série de facteurs de réponse a pas de temps hebdomadaire, caractérisant le transfert thermi-
que entre les fondations du batiment et le sol profond supposé €tre a température uniforme (dédui-
te des données météorologiques du site). Ceci permet d’intégrer le calcul des pertes par le sol dans

le schéma d’ensemble des calculs de pertes par les murs qui se fait aussi par facteurs de réponse.

4.a Facteurs de réponse d’une surface

La définition sera donnée dans un cas simple : on a un mur de surfaces S; et S, de températu-

res respectives T et T,. Il est question de trouver des fonctions du temps X, Y et Z telles que I'on

peut écrire :

@ (1) X*T,(t) + Y*T,(t)

q (1) Y*T,(t) + Z*T, (1)

q: et g, sont les flux respectifs aux surfaces S; et Sy
X traduit la réponse de la surface S; pour une excitation a la surface Sy
Z traduit la réponse de la surface S; pour une excitation a la surface S

Yy -« “ “ 8 (ou$y) “ S, (ou Sy)

En pratique, on a plut6t des fonctions discrétes avec des incréments correspondant aux pas de

temps etona:

w = Zm T Xpu + . T} Yo,
B = invm + > T Z,.,

n=-w n=-o

Les X, Y;et Z; sont appelés facteurs de réponse des surfaces Sy et S; .
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4.b Le calcul des transferts dans le sol

Dans le calcul de CUMALL les transferts entre le bitiment et le sol sont calculés sous les hypo-

théses suivantes:

les échanges dans le sol sont purement conductifs

les caractéristiques thermophysiques du sol, des murs et du plancher sont constantes

la température du sol profond est supposée constante

I'action de I'extérieur est gouvernée par la température de surface qui est fonction :
de la température de I'air,
des radiations solaires,
de I'absorptivité du sol,

du ceefficient de surface des transferts de chaleur

Figures A.3 : Maillage en éléments finis de la zone de sol sous le batiment ,pour le calcul des

facteurs de réponse du sol [CUM 81]



18

Ce préprocesseur résout I'équation de la chaleur (purement conductive) sur un domaine bidimen-

sionnel (Fig. A.3) par une méthode aux éléments finis puis calcule les facteurs de réponse des qua-

tre surfaces mises en jeu.

5 - L’analyse modale [MOK-88]

Un modele réduit basé sur I'analyse modale a été mis en place. Létude est faite sous les hypo-

théses suivantes :

le sol est supposé homogéne

les transferts sont purement conductifs

I'équation de conduction est linéaire

les caractéristiques thermophysiques du systéme sont invariantes dans le temps

Léquation de conduction est discrétisée en espace par des éléments finis irréguliers sur un
domaine bidimensionnel dont la forme géométrique est donnée a la Figure A.1. Le systéme linéaire
résultant sera réécrit dans la base de ses vecteurs propres (ou modes propres). Il est montré que ces

vecteurs propres sont orthogonaux et que les valeurs propres sont négatives. Si w; est la valeur pro-

. 1 L
pre associ€e au vecteur propre Vj, alors ;; = —— est le temps caractéristique de ce mode. Il

|w;
caractérise la vitesse d’évolution de sa réponse thermique. Suivant la précision voulue, une gamme
de temps caractéristiques sera retenue pour approcher la solution du probléme. Les modes (ou
vecteurs propres) correspondant aux temps caractéristiques retenus seront les nouveaux degrés de

liberté du probléme, d’ot le nom de modéle réduit.

6 - Remarques générales

Du passage en revue qui précéde on tire les remarques suivantes : les transferts dans le sol sont
considérés comme purement conductifs. Certains auteurs avancent 'argument que les transferts
convectifs ne dépassent pas 10 % des transferts conductifs [REC-82] ; ceci n’est pas évident au
niveau des couches superficielles, vu le fort gradient de température qui pourrait avoir lieu au
cours de la journée. De plus les propriétés thermophysiques du sol et surtout sa conductivité dé-
pendent fortement du degré de saturation en eau du sol. La Fig. A.4 due 28 VAN DUIN [VAN-63]

illustre bien ce phénomeéne.
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Or dans les méthodes utilisées pour Iévaluation des transferts dans le sol, la conductivité du sol est
prise constante, ce qui ne permet pas de prendre en compte la présence d’une nappe phréatique
peu profonde, ni 'impact d’une période pluvieuse. Notre travail a donc pour but d’intégrer a terme
la prise en compte des transferts de masse dans le sol pour la simulation numérique des transferts
sol-bitiment. Le chapitre suivant va nous permettre de donner les bases de notre modéle des trans-

ferts hygrothermiques dans le sol.
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Figure A.4 Conductivité thermique du sol en ordonnées, versus la fraction volumique d'eau en

abscisses pour différents types de sol [ VAN - 63 |
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CHAPITRE B
MODELISATION DES TRANSFERTS DANS LE SOL

B-I- L’ECHELLE PROPRE DU MILIEU POREUX

B-Il - L’APPROCHE PUREMENT CONDUCTIVE
B.IL1- Les hypothéses
B.I1.2- Léquation de conservation de I’énergie
B.IL3 - Léquation de transport

B.IL4 - Léquation résultante

B.III - TRANSFERT DE CHALEUR ET DE MASSE
B.III.1 - Les hypothéses
B.III.2 - Les grandeurs utilisées
B.IIL3 - Les variables d’état
B.II14 - Les lois de conservation
B.IIL5 - Les équations de transfert
B.IIL6 - Le systéme résultant

B.IIL.7 - Détermination des ccefficients thermohydrauliques

B.IV- LES TRANSFERTS ENTRE LE SOL ET LATMOSPHERE
B.IV.1- Les transferts convectifs
B.IV2 - Le rayonnement net a la surface
2-a  Le rayonnement solaire global
2-b Le rayonnement terrestre
2-¢c  Le rayonnement atmosphérique
B.IV3 - Les bilans a la surface
3-a  Bilan d’énergie

3-b Bilan de masse
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B.IV4 - Les données
4-a  Les données météorologiques

4-b  Les caractéristiques de la surface

DES MODELES PLUS FINS
B.V.1- Prise en compte de la pression dans la phase gazeuse

B.V.2 - Prise en compte de la variabilité spatiale



B-1- L’ECHELLE PROPRE DU MILIEU POREUX

Le sol est un milieu poreux constitué de trois phases : solide, liquide et gaz. Les phénoménes
qui se déroulent au sein de chacune des phases sont bien décrits par les équations classiques de la
mécanique des fluides, de la thermique et de la thermodynamique. Mais la déterminétion des diffé-
rentes variables en tout point de chacune des phases se heurte a des difficultés relevant de la com-
plexité géométrique de la phase solide et de la méconnaissance des aires interfaciales, d’ot I'idée de
définir une échelle dite macroscopique par opposition a I’échelle microscopique qui est celle des
pores. Cette nouvelle échelle est basée sur la définition d’un volume élémentaire représentatif
(VER) dont les dimensions sont intermédiaires entre les dimensions des pores et celles des hétéro-

généités macroscopiques (les fissures, par exemple).

Au niveau de I'échelle macroscopique, le sol est considéré comme un milieu continu fictif. Les
€quations régissant les phénoménes dans ce milieu continu - bien qu’elles soient généralement d’o-
rigine empirique - sont choisies pour obéir aux principes généraux de la dynamique des fluides et

de la thermodynamique.

Les grandeurs phénoménologiques utilisées au niveau du VER n’ont pas nécessairement la
méme signification qu’au niveau microscopique ; la pression dans la loi de Darcy par exemple est

une grandeur macroscopique qui n’a pas de sens au niveau de la phase solide.

Le passage de I’échelle microscopique a I'échelle macroscopique peut étre basé sur des consi-
dérations statistiques en supposant le milieu poreux aléatoire. Il peut aussi étre basé sur une inté-
gration des équations microscopiques sur le volume élémentaire représentatif. Dans ce cas, des
hypothéses simplificatrices sur la géométrie de la matrice solide (périodicité) sont prises pour pou-

voir effectuer l'intégration.

Les grandeurs phénoménologiques issues de cette intégration sont des valeurs moyennées des

variables locales.
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B.II - APPROCHE PUREMENT CONDUCTIVE

Elle est basée sur le concept de volume élémentaire représentatif (VER) évoqué ci-dessus. On

ajoute les hypothéses suivantes :
1 - Les hypothéses

1) Le sol est composé de trois phases : solide, liquide, gaz
2) La phase solide est rigide, homogéne et isotrope
3) Les deux phases fluides sont immobiles

4) Les chaleurs massiques des trois phases sont constantes

2 - L’équation de conservation de I’énergie

Elle est exprimée en terme d’enthalpie et s’écrit, compte-tenu des hypothéses précédentes :

S@H _ 4 T (B.I.1)

avec: densité de flux de chaleur

¢ , masse volumique du VER

H, enthalpie

moyennant
oH
G = e o1
ona:
c,-% - -dv( L) (B.11.2)

3 - L’équation de transport
La loi de Fourier a I'échelle macroscopique permet d’écrire :

L = -i guadT (B.II.3)
ou \ est la conductivité thermique équivalente du milieu. On trouve une discussion des méthodes

proposées pour son évaluation au § B.IIL7.
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4 - L’équation résultante

En substituant I'équation (B.I1.3) dans ’équation (B.I1.2), on a :

Cr iatT- - div ( A gm‘dr) (BIL4)

De plus si le degré de saturation en eau des pores est homogene, \ sera indépendante de sa

position dans le milieu et (B.I1.4) s’écrira :

Cr -{;—Z‘ = A div gradT (B.ILS)

C’est le modéle dénommé purement conductif ; il est utilisé dans CUMALI [CUM-81] cité

dans le chapitre précédent et dans beaucoup d’autres applications [CAN-88], [PET-85].
B.III -TRANSFERTS DE CHALEUR ET DE MASSE

1 - Les hypothéses
La mod¢lisation est faite sous les hypothéses suivantes :

1- Le sol est constitué de trois phases : solide, liquide, gaz.

2 - La phase solide est rigide, homogene et isotrope a I'échelle du VER. Ces propriétés thermo-
physiques sont indépendantes de la température. Il n’y a pas de réaction chimique entre le
solide et les fluides en présence.

3 - La phase liquide est formée de I’eau pure incompressible et indilatable
4 - La phase liquide est supposée continue dans I'espace des pores

5 - Laphase gazeuse est formée d’air et de vapeur d’eau, supposés étre deux gaz parfaits, en équi-
libre thermodynamique.

6 - La phase gazeuse est a pression uniforme, égale i la pression atmosphérique.

7 - les chaleurs massiques des différentes phases sont constantes dans la gamme des températu-
res de cette étude.
02 < T < 100°C
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8 - on néglige :
a) les forces d’origines osmotique et électrique appliquées sur I'eau liquide ;
b) les effets d’hystérésis ;
c) les effets dynamiques ;
d) le transfert par rayonnement ; B
e) la teneur en masse d’eau-vapeur devant celle de I'eau-liquide :

e n < omn

2 - Les grandeurs utilisées

- Masses volumiques [kg/m3]
po = masse du solide/volume du solide
p1 = masse volumique de I'eau liquide

Pv

masse volumique de la vapeur d’eau

- Teneur volumique [m3/m3]
- des pores = porosité = e, = volume des pores/volume total
- dusolide = no = 1-¢€,; no = volume du solide/volume total
- du liquide : m; = volume du liquide/volume total
- du gaz : ng = volume du gaz/volume total

- en vapeur d’eau consensable : 7, = 2 7,

(47}

3 - Les variables d’état

Pour le transfert de chaleur, I’état du sol est exprimé en terme de température T en 2C ;

0 < T < 100 .Les transferts de masse sont exprimés en teneur en eau n; qui traduit le degré de

saturation en eau des pores. Ils peuvent aussi étre exprimés en terme de pression d’eau;; en effet si P
est la pression de la phase liquide, P,; la pression de la phase gazeuse supposée égale a la pression
atmosphérique et P la pression capillaire, on a :

P+ P = P,

Alors
—Pc = PI-PM
o 8 o 8
et
po= -k

o 8

exprimée en métres est dite pression d’eau du sol. h n’est pas indépendante de la température ; elle

est donc rapportée a une température de référence T, par la relation
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ol o ( T ) estla tension superficielle de I'eau.
R(m) = h(m, T,) estindépendante de T et définit d’une maniére unique le degré

de saturation du sol.
h est prise comme variable d’état. Elle sera négative dans les zones non saturées et positive ou nulle

dans les zones saturées.

4 - Les lois de conservation

a — Conservation de la masse :
Au niveau de chacune des deux phases fluides (liquide, gaz), on a pouri = /ouv:

a(oi m) . /7 -

57 + div ( o n U ) = (B.IIL1)
avec I; : taux de production de la phase i
J, = @ n U; :densité du flux de I'espéce i

La conservation de la masse se traduit par :

L + 1 =0
En posant J + J, = J, etensommant les deux équations ( = leti = v),ona:

o (am+ o 1) . -
+
W, div ( J,)

=0

Par I'hypothése (1-8.e), on a :

eem+ on = on

et on peut écrire :



?— = '—Q-l- div J,,, (BIIIZ)

b - Conservation de I'énergie :
Elle est exprimée en terme d’enthalpie et s’écrit :

]

a("a—"tﬂ) + dv(onH U) =-dv] + L (B.IIL3)

I; est un terme de source de chaleu

J. est le flux de chaleur

enH = g@mnH + aqmH + o n H,
en H u = H, -I; + Hy j;

d_H . I .
avee  —— = G est la capacité calorifique de la phase i

et H, - H = L, estlachaleur latente de vaporisation

Moyennant
Cr = @moaeo+ama+ o N ¢
et 'équation (B.IIL.1) pouri = /,v on a

or

C.
T ot

=-dv(L)-(cf +ql)gadl + L + L (B.IIL4)

Il découle de '’équation (B.III1.2) et de I’hypothese (1-8.e) que

L = -div I

et par suite

LL =-Ldv (J)

= -div (L J) + == ] gadl
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= -dv(LJL) + (¢ -¢) J gadl

ainsi I’équation (B.IIL4 ) s’écrit :

c,aa_f =-dv (L + L J)-cJgeadT + [ (BIILS)

5 - Les équations de transport

a - Transport de masse :

Le flux d’eau liquide est donné par la loi de Darcy généralisée :

J = -0 Ky ®ed(h-Z) (B.IIL6)
qui s’écrit

. h ~ .  oh - ~

A -e,m(;grad(hwﬁ adl - gradZ) (B.IL7)

avec K5 = Ky ( AT ) estla conductivité hydraulique du sol
Z est la distance a la surface du sol, comptée positivement vers le bas

Pour la vapeur d’eau, la loi de Stefan généralise la loi de Fick aux milieux poreux et on a :

-

J, = -D, guadg
qui s’écrit
T = 0 -, - a0, -
Jv = - Dv — d + — T B.m.S
( Y grad( h ) 3T gad ) ( )
avec Dy : diffusivité moléculaire de la vapeur d’eau dans le milieu poreux et donc
= - ( D gadk + Dyr gadT - Kn gadZ ) (B.ITL9)
avec :
oh D, o
D, = — =
m K o oh
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oh D, o,
Dm = —— + — —
d Ko o1 o oT

b - Transport de chaleur

Le flux de chaleur est donné par la loi de Fourier :

i = -Agadl (B.IIL10)

ou X est la conductivité calorifique du milieu poreux.

Il est possible de faire appel a la thermodynamique des processus irréversibles pour retrouver

les expressions de  J, et J. aulieu de partir des lois ci-dessus [BEN-82].

6 — Le systéme résultant

En substituant les équations de transport dans les lois de conservation, on trouve le systéme
suivant :

(o % = div ( D gadh + D,y gradT - Ky gradZ ) (B.IIL11)
Cr %% = div ( D, gr&ﬂ? + D gra-ZiT ) + L
+ o & gadl ( Do gradk + Dz gadT - Ky gra7zz) (B.IIL12) ol
G = Z% est la capacité hydraulique du sol
be -k B LD
D = Ko T+ % 2
Da = LD %
Dr = A + L, D, LI

oT

Ks : conductivité hydraulique du sol
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L, : chaleur latente de vaporisation
I. : terme de source

Pour le calcul de ces ccefficients, on a besoin en plus des relations donnant 5 (k) et

— do. ao,
Ky ( k), de calculer 7 et ST

La loi des gaz parfaits, appliquée a la vapeur d’eau et a I'air, nous donne o, par:

P,
R T

o =

La loi de Kelvin exprime P, par:

Po= P(T)ep (L% (B.IL13)

ou Py est la pression de vapeur saturante. Elle ne dépend que de la température.

Par I’équation de Clapeyron on écrit :

dP, (T) _ L,
. Pa (T) 275 (B.IIL14)

Dans le systeme ci-dessus, I'humidité peut s’exprimer en fonction de la teneur en eau # oudela

teneur eneaupondérale o = 2 aulieudela pressiond’eau % mais dans tous les cas la
Qo

connaissance de 7, ( h ) reste nécessaire.

7 - Détermination des cceefficients thermo-hydrauliques du sol

a - Les ccefficients thermiques
La conductivité
Le calcul de la conductivité thermique a I'échelle de VER nécessite, en plus de la connaissance
des teneurs volumiques de chacune des phases, la détermination de la conductivité de la phase

solide et les aires interfaciales. La conductivité de la phase solide est généralement calculée par une

moyenne géométrique des conductivités de ses constituants :
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L o= IL A
avec A :conductivité du constituant i

x; :sa fraction volumique

Les aires interfaciales sont prises en compte par des facteurs de forme basés sur des hypothéses
simplificatrices de la forme des composants de la phase solide et de la fagon dont ils sont rangés.
Parmi les modéles trés répandus, celui de DE VRIES suppose que la phase solide est formée par
des ellipsoides plongés dans la phase continue (liquide ou air). Dans d’autres modéles, la conducti-
vité est calculée par la moyenne géométrique :

A= T, ke

ou A, et x, sont respectivement la conductivité et la fraction volumique de la phase o. D’autres

expressions de la conductivité sont d’origine empirique obtenue par régression sur des données
expérimentales. Dans le cas d’un sol sec, la résistance de contact entre particules solides est prise en
compte par une lame d’air en série avec la phase solide. On trouve dans [FAR-81] une comparaison
de treize modeles avec une analyse de leurs domaines de validité pour aboutir & une procédure plus

générale sélectionnant le modele adapté a chaque situation.

Capacité calorifique volumique

Elle est généralement exprimée par :

Cr = 0Mc+ oama

avec ¢ est la chaleur spécifique de I'eau liquide,
¢, est la chaleur spécifique de la phase solide calculée elle aussi par la formule :

0 = LIS

Qo

0; et ¢ étantrespectivement la masse volumique et la chaleur spécifique du constituant i de la

phase solide.

Diffusivité de la vapeur d’eau dans les pores
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Le calcul de Dy, diffusivité moléculaire de la vapeur d’eau dans le milieu poreux, dépend des

caractéristiques de ce dernier.

La géométrie des pores est exprimée par un facteur de tortuosité ¢ généralement pris égal a

0,67.

Si ( VT ), estlegradientde température i 'échelle des pores et si VT  estlegradientde T2

VT
I'échelle des VE.R, alorslerapport ¥ = ( V~T)” doit étre estimé pour pouvoir passer du

gradient de température au sein des pores qui apparait dans I'équation (B.IIL.8) au gradient 4 I'é-

chelle du VE.R. qui apparait dans le systéme final. Enfin une fonction de #, traduit la dépendance

de la diffusivité Dy par rapport ala teneur volumique de la phase gazeuse.

On a ainsi :
1 Pa agl’
D = - v —_—
vh QI i< Pa _ Pv f ( ’7‘ ) C ah
P, 00,
DV == — v ——
T Ql 14 Pa _ Pv f ( ’]‘ ) x aT

ol v, est la diffusivité moléculaire de la vapeur d’eau dans Pair libre.

b - Les ccefficients hydrauliques
Deux relations sont nécessaires pour calculer les ccefficients de 'équation (B.II1.11), 'une pour
exprimer la pression d’eau en fonction de la teneur en eau a fin de calculer la capacité hydraulique

d . - .
G = a—zf , et Pautre pour calculer la conductivité hydraulique X, ( # ). Outre ceux d’ori-

gine expérimentale, beaucoup de modéles empiriques et semi-empiriques sont proposés pour ces

relations. Pour leur dépendance en température, on retient les deux relations suivantes :

h(n, T) _ h(wm, T,)

o (T) o (T)

et

Kn (m, T) .n(T) = K (o, ) wn(T)
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ou v ( T ) estla viscosité cinématique de 'eau ;0, ( T ) est sa tension superficielle .

En plus de la forte dépendance en & - dépendance exponentielle - et 1a forte non linéarité que cela
entraine sur I’équation étudiée, le phénomeéne d’hystérésis est présent au niveau de ces deux rela-

tions. Pour les relations proposées, on a les deux limites suivantes :

. m (k) -
P X () *
. 771(}7) - +
o Ke (K 0

ou 1 ( k) estladérivée par rapporta k& de la fonction 7, ;

Cela implique que I'équation de transfert de masse dégénére a I'interface entre zone séche

(m = m )etzone humide d’une part, et entre zone saturée et zone non saturée d’autre part. Cette

€quation présente une frontiére libre au niveau de la limite de la zone saturée. Elle change de type et
devient elliptique dans la zone saturée alors qu’elle est parabolique en milieu non saturé.

(n. est la teneur en eau critique, c’est la teneur a laquelle la phase liquide n’est plus continue)

B.IV - LES TRANSFERTS ENTRE LE SOL ET L’ATMOSPHERE

Pour étudier les transferts entre le sol et 'atmosphére, on est amené a distinguer les bilans
radiatifs a la surface d’une part et les transferts convectifs dans les couches basses de I'atmosphére

d’autre part.
1 - Les transferts convectifs

On s’intéresse a I'étude des transferts convectifs entre le sol et la partie de 'atmosphére qui
correspond a quelques dizaines de métres d’altitude. La modélisation de ces transferts est envisa-

gée sous les hypotheses suivantes :

1 - Lécoulement d’air est turbulent, stationnaire, horizontalement homogene et a flux vertical cons-

tant.

2 - On néglige les effets des forces de pression, de Coriolis et de flottabilité, ainsi que les effets des
flux radiatifs et de I’humidité sur les mécanismes de turbulence.

On néglige les flux d’origine moléculaire devant les flux d’origine turbulente.
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3 - Lavitesse moyenne de I'air est paralléle & une direction fixe ( horizontale ) prise comme axe des

x ; 'axe des z est vertical.

Ons’intéresse a 'écoulement moyen. Les équations de conservation de I'énergie, de la quantité
de mouvement et de 'humidité sont écrites en fonction des quantités moyennes. On utilise les diffu-

sivités turbulentes Kp,, K, Ky introduites par analogie aux diffusivités moléculaires et la vitesse de

frottement u*:

ux* = .‘E
e
oiu r estlacontrainte de cisaillement appliquée par la surface du sol sur I'écoulement d’air.
0 est la masse volumique de lair

Les équations de conservation s’écrivent alors

o _ .2

Kn = (u*) (BIV1)
oT H

Ko = "%C (BIV2)
g _ _E

K, — - (BIV3)

ou & est la vitesse moyenne de I'air
T est la température moyenne de I'air
7 est I'humidité spécifique de Iair
H est le flux de chaleur sensible

Cp est la chaleur spécifique de I'air (air + vapeur d’eau)

E est le flux d’évaporation de I'eau

Pour déterminer les ccefficients de diffusivité turbulente, on suppose en plus que le gradient

vertical de température est nul. C’est 'hypothése d’atmosphére neutre. On introduit, via le modéle

de Prandlt, les longueurs de mélanges suivantes :
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qui vérifient :

Km = - ern ..a_li
0z
Ly = L.L, =
0z
K, = 1,1 &
0z

H
T = - — et q* = - E,,
e ¢ u ou

o u
0z K, z
a1
0z K, z
g _ a°
0z K, z

On intégre ces équations entre les altitudes z, et z, ol z, est le niveau auquel sont prises les mesures
atmosphériques (entre 2 et 15 m) et z, est la hauteur de rugosité. C’est la hauteur a laquelle on se
permet d’€crire u(z,) = 0;T(z,) = Tset q(z,) = qs. Ts et gs sont respectivement la température et

'humidité spécifique de la surface du sol. On a ainsi :

#(z) _ 1 Z
Py KmLog(zo)
T(Z,)—T, 1 r
—— e’ S = — Lo i}
T X, g(ZO)
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q(za)‘q; 1 Za
_— = _M — .
pr 7 g (— )

En remplagant u*, T* et q* par leurs expressions en fonction de u, on arrive a :

H = ¢¢h (T.-T(z)) (BIV.1)

E = e¢eh (-7(z)) (B.IV2)
- K Kn T _ K K. @

avec hy = (Log = )° et h, (Log = )2

Ainsi la détermination des constantes K,,,, K, K;, et 1a longueur de rugosité z, suffisent pour expri-
mer la chaleur sensible H et la quantité évaporée E en fonction des données météorologiques au
niveau z,.

On remarque enfin que des modéles plus fins pour les transferts convectifs dans I’atmosphére peu-
vent tenir compte de la stratification thermique de ce dernier [DUN-82]. Dans de tels modéles, les
ccefficients d’échanges hy, et hy dépendent fortement du flux de chaleur sensible H a travers la lon-
gueur d’'Obukhov qui caractérise I'état de stratification de la couche de surface [REC-82]. La prise

en compte de cette non linéarité est trés coliteuse pour ce que I'on veut faire.

2 - Le rayonnement net a la surface

C’est le flux résultant du rayonnement solaire global, du rayonnement atmosphérique et du

rayonnement terrestre, respectivement notés Rg, Ryt et Ry, etona:

Ri = (1-a)R; + ¢ Ry - R

ou Ry est le rayonnement net

a et ¢ sont respectivement I'albédo de la surface et son émissivité.

a - Rayonnement solaire global : Rg
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C’est la résultante verticale des rayonnements solaires direct et diffus. Sa valeur instantanée
peut varier entre 0 et 1200 W.m~2, C’est une grandeur disponible dans les fichiers météorologiques
standards. En I'absence de ces données, on peut utiliser des formules empiriques et semi-

empiriques pour I'estimer ([KON-69] cité par [REC-82]).

b - Le rayonnement terrestre

Le sol émet un rayonnement propre d’origine thermique. Il est donné par la loi de Stefan :
R = €oT;
ol oest la constante de Stefan

Ts et e5 sont respectivement la température en °K de la surface et son émissivité

¢ - Le rayonnement atmosphérique

Latmosphere émet un rayonnement de grande longueur d’onde dont la valeur dépend de la
teneur de I'air en vapeur d’eau et en gaz carbonique. Des relations plus ou moins empiriques ont été
proposées pour exprimer ce rayonnement en fonction de la pression partielle de la vapeur d’eau et
la température de I'air au voisinage du sol. On prend comme exemple celle de BRUTSAERT
[BRU-75] ; elle s’€crit :

1
R, = 1.24(’;—"‘)’ o T

ou P, est la pression partielle de la vapeur d’eau (mb) a une altitude z, = 2m (altitude de la mesure
météo)

T, est la température en °K de 'air a z;, = 2m

o est la constante de Stefan

La nébulosité et la nature des nuages peuvent étre prises en compte par des corrections sur les

constantes utilisées dans la formule précédente.

3 - Les bilans a la surface

a - Bilan d’énergie
La surface du sol est assimilée a un plan de capacité calorifique nulle. On prend en compte la
chaleur de changement de phase, la chaleur sensible échangée avec I'air, la chaleur échangée avecle

sol et le rayonnement net a la surface qui résulte du rayonnement solaire global, du rayonnement
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atmosphérique et du rayonnement terrestre. Le bilan s’écrit :

Ry = J, + H+ L E (B.IV3)

ol : Ry est le rayonnement net arrivant a la surface
Jcn est le flux de chaleur qui va de la surface vers le sol
H est le flux de chaleur sensible qui va de la surface vers 'atmosphére
L, est la chaleur latente de changement de phase perdue par la surface
E est la masse d’eau évaporée a la surface
La température de surface T; est le résultat d’un équilibre entre ces quatre types de trans-

ferts.

b - Bilan de masse

La conservation de I'eau se traduit par 'équation suivante a la surface :

J, = E+ I + 1 (BIVA4)

La quantité d’eau tombée a la surface est partagée au plus en trois parties : E est la quantité évapo-
rée, J; est la partie qui ruisselle et J5 est le flux d’eau pénétrant le sol. Le flux d’eau liquide peut
provenir de la pluie ou de la condensation nocturne.

SiJp =0,alorsJ; = 0etE + J; = 0.

4 - Les données

Pour la détermination de la température de surface et de la quantité d’eau évaporée, on a be-
soin en plus de la connaissance des flux dans le sol, des données météorologiques et des caractéris-

tiques de la surface.

a - Les données météorologiques
Pour évaluer la quantité de chaleur sensible, on doit connaitre la vitesse du vent et la tempéra-

ture de I'air.



La quantité d’eau évaporée est fonction de 'humidité spécifique de I'air qui est calculée a par-
tir de la pression partielle de la vapeur d’eau. Celle-ci est prise égale a la pression de vapeur satu-

rante a la température de rosée.

Pour évaluer le rayonnement net, on a également besoin de la température de I'air et de la pres-
sion partielle de vapeur d’eau, en plus du rayonnement solaire global qui résulte des rayonnements

solaires direct et diffus.

La variation de ces grandeurs est de I'ordre de la minute, alors que les données disponibles ne
sont généralement qu’horaires pour les rayonnements et trihoraires pour les autres, ce qui nous

amene, en I'absence de données plus précises, a faire des interpolations sur les données existantes.

b - Les caractéristiques de la surface
La surface participe dans le bilan par sa longueur de rugosité, son albédo et son émissivité, qui
dépendent de ’humidité de la surface et sont sensibles a la présence d’une couverture neigeuse ou

végétale par exemple.

B.V - DES MODELES PLUS FINS
1 - Prise en compte de la pression dans la phase gazeuse

Dans ce qui précéde, par 'hypothése(B.II1.1- 6), la pression de la phase gazeuse est considérée

uniforme, égale a la pression atmosphérique.

A.DEGIOVANNI et C.MOYNE [DEG-87] développent un modele de transport simultané de
chaleur et de masse prenant en compte la pression en phase gazeuse comme variable. s aboutis-

sent a un systeme de la forme suivante :

M %,Z = dw ( Ky gadT + Ky gadX + Ky mi?ip)
X _ 4y | Ku gadT + Ky gadX + Ky gradP + .I;fi é’i g
ar o

ms, ﬂ + ms, .al + my; £ = div ( K3l gra.;iT + ng gfl;;iX + K gradP)
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ol T est la température, P est la pression et X est la fraction massique de I'eau rapportée a la masse
anhydre du solide. Cette formulation passe par I'écriture des équations de mouvement de la vapeur
d’eau et de 'air séparément. Elle met en évidence I'importance des mouvements induits par le gra-

dient de pression totale en phase gazeuse.

2 - Variabilité spatiale

En toute rigueur, un sol n’est jamais homogene. Il apparait une grande variabilité spatiale de
sa texture, de sa structure et, par suite, de ses propriétés hydrodynamiques. Une description
stochastique des parameétres caractéristiques du sol doit s’ajouter a la modélisation déterministe
des transferts. Une telle description pourrait étre basée sur une analyse géostatistique, mais le coiit
d’acquisition des informations nécessaires - les distances caractéristiques - devient vite prohibitif.
En faisant appel a la théorie de simulation des milieux poreux [BRU-84] qui s’appuie sur les carac-
téristiques dimensionnelles de I'’équation reliant la pression a la tension superficielle de I'eau et de
I’équation de Navier-Stokes, la variabilité spatiale des propriétés hydrodynamiques sera exprimée
a I'aide d’un unique parametre appelé facteur d’échelle. La géométrie interne du sol sera en tout
point semblable. Des simulations basées sur cette approche ([BRU-84], [VAU-84]) ont mis en évi-
dence l'intérét que peut apporter cette modélisation surtout pour des études sur des grands domai-
nes. Mais le caractere stochastique de ce facteur d’échelle fait que sa détermination est encore coi-

teuse.
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I- Introduction

On s’intéresse au probléme d’infiltration d’eau dans un milieu poreux non saturé - le sol - sous

condition de flux a la surface.

On ne tient pas compte du gradient de température. L écoulement est supposé isotherme. Par

substitution de la loi de Darcy dans I'’équation de continuité, on obtient I'’€quation suivante :

F _ 9 dh(x, t) CIL1
ot (x, 1)) ax(D“‘(""” = D(h(x.r))(.-)
ou 6 est la teneur en eau volumique

<

-

h est la pression d’eau dans le milieu poreux

x est la coordonnée verticale comptée positivement vers le bas

D(h) = ko0 (h)ouk (6) estlaconductivité hydraulique du milieu.

Dans la zone non saturée (h < 0) I'équation (C.L.1) est parabolique. Du fait que

0 ’ . 2 2N “ ’.V 2
lim D—E—:—i = 0, cette équation dégénere a l'interface entre zone saturée (A = 0) et zone
h—0
non saturée. Elle présente une frontiére libre entre ces deux zones et change de type pour devenir

elliptique dans la région saturée[HUL-86]. De méme, cette équation dégénére encore a I'interface

entre zone séche ( & < 0 )et zone humide du fait que 1lim E : ; = + o,
h—-o

L équation (C.I.1) munie de conditions aux limites mixtes et d’un état initial donne lieu au pro-

bléme ( P, )suivantsurl'ouvert O = Q X ]0, T[ouQ =]0, 1]

d

Lo (v, 1)) = f;(o(h(x,:» ;. 1) D(h(x,r>) (CLY)
[D(h)—f;%—D(h):l(O,t) = -D(w(t) purtel]0, T[ (Cl2
h(l1,t) = ae]-=, 0] pour te]0, T (C.L3)

hR(x,0) = h(x) pour xe]0, 1] (CL4)



ot D(w(t)) traduit le fluxx admissible a la surface et vérifie

0 = D(w(t)) = D(O0).La condition (C.I1.3) correspond a une pression d’eau

constante a x = 1.

Dans la deuxiéme partie, on donne au probléme (Pg) une nouvelle formulation (P) et on adapte
une démonstration duea S.XIAO et al. [XIAO-84] pour I'existence d’une solution de ce probléme
(P). On démontre dans la troisiéme partie I'unicité de cette solution et dans la quatriéme on démon-

trequesi D(w(t)) = D(w) = D alorslasolutionde (P)converge quandt tend

vers l'infini vers la solution du probléme stationnaire associé a (P).

II - Résultat d’existence

IL.1 - Reformulation du probléme ( Pg)

On pose

h
G(h) = JD(s)ds
u(x,t) = G(h(x,1t))
et

[}

u, = G(0) = ID(s)ds
Alors D étant strictement positive, on peut écrire: h( x , t ) = G (u(x, t))

Les équations (C.1.1) et (C.I.2) deviennent alors :

(00Gw) ) % - %;1“- - aix (DoG'(u)) (CIL1)
[% —DoG“(u)](.O,t) - - D (1)) (CIL2)

Ondéfinit: K(s) = DoG'(s))
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C(s) = JK’(r)(OoG“)'(r)dr pour p =1

et

As) = jCT%—))— dr (CIL3)
Il en découle alors que :

C(s) = K(s)(0o0G") (s5)

et

' _ C(s)

4(s) = ey (C.IL4)
Le probleme (Pg) se met alors sous la forme (P) suivante :

6(_A§Tu_2 = 3—2;- - W pour (x,t) € Qr (C.ILS)
[«%-K(u)](o,t) = -K(A(t) pour te]0, T]| (C.1L6)
u(l1,t) = @welO0, u ] pour te]0, T (C.1L7)
u(x,0) = wu(x) pur xe]0, 1] (C.IL8)
\

ou

A(t) = G (o (t)

Z = G (a)

U (x) = G (h (x))

I1.2 - Définition d’une solution faible du probléme
Définition 1
Unefonction u (x, t)  définiesur Qr estdite solution faible du probléme (P)si elle

satisfait ;

i) Moyennant une redéfinition éventuelle de u sur un ensemble de mesure nulle,



C(u)

ii) u

i)

pour tout

o (1,

I1.3 -

“K(u)) 2 na -

© —

A(u (x) ¢ (x, 0)dx +

€ G(GT)

L (0, T, H (Q)) et u(l1,t) = @ pourte]0, T]J

1
a¢
A — dx di
ax I (“)at d
0

K(A(t))o (0, t)a (CIL9)

e H(Qr) ) € (0r) vérifiant :

.) = 0 e (., T) =0

Hypothéses sur les fonctions C, K et ug

On étudie le probléeme (P) pour des fonctions K et C vérifiant les propriétés suivantes :

(K1)

(K2)

(K3)

(K4)

€y

(C2)

(@)

K est lipschitzienne sur ] -» , + o |

K(s) = 0 pour s € ] -o , 0]
K(s) = K(u) pour s € [u , + oo |
K (s) =2 ¢ >0 pur s € 10, u |

Ilexiste o € 10, u [ telque K(s) aune dérivée seconde continue
dans ] - , g [

C € C(]-®o, +o[) )€ (]-2, 0l)

C(s) =0 pour s € | -o, 0]
C(s) =1 pour s € [u , + oo [
c(s) > 0 pour s € 10, u [
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KC)  (K(s) P - 0<%%L) pour s € [0, M, ]

A

avec M, donné par (U2)

(KC2) %—%—;— e  L'(0, M)

La condition initiale u, vérifie :
(U1 u, est lipschitzienne sur [0, 1]

(U2) u, est positive bornée et M, est un nombre tel que

0 = w(x) = M et u, < M,

(U3) u, estdérivableenzéroet u'y (0) - K (u (0)) = -K(A(0))

llo(l)=i-l-

I1.4 - Existence d’une solution faible

Théoréme 1
Siles fonctions K, Cet u, vérifient les hypothéses énumérées dans (I1.3), le probleme (P) admet au

moins une solution faible.

Principe de la démonstration

. 1 . Y s . p
Puisque lim a(s) + ® le probleme étudié est a ccefficients non bornes.
$—>ug

Pour contourner cette difficulté, nous approchons uniformément sur les compacts les fonctions
u, , C, K et par suite A, par des fonctions régulieres wu,, , C, , K, et 4, de sorte que

1 ®
_—A,,'(s) € L .

Nous utilisons le principe du maximum pour montrer que des solutions réguliéres des problémes
(Pn) - correspondant a ces fonctions approchées - sont bornées indépendamment de n.

De plus les fonctions u,, , C, et K, peuvent étre choisies telles que les problémes (Py) vérifient les
hypothéses du théoréme de Fokina [FOK- 75] (théoréme 2, page 91) et admettent donc des solu-

tions uw, € €*° ( Q).
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.. . ou,
Nous montrons - encore par le principe du maximum - que p
X

est borné indépendamment de n.

Enfin, nous obtenons par extractions successives une sous-suite de { u, } qui converge vers une
fonction u, et nous montrons que celle-ci est une solution faible du probleme (P).

Les problémes ( P, ) auront la forme suivante :

( 2

a( A,.;tun ) Pu | HED Ly (44 g 1L
[a;; ‘K'(”n)](o") = -K (A(t) pur te]0, T[  (CIL)
p (1, 8) = Tell, u] pour te]0, T][ (CIL12)
Uy (x, 0) = wp (x) pour xe]0, 1] (C.I1.13)

I1.4.1-Estimation a priori sur une solution réguliére .

Lemme 1

. . . 1
Si up est une solution €* du probléme (P,) avec 0 < w, < M, + ~
et 0 <= A(t) =< M,, (CIL14)
e F] 1 32 Ky (u,) @ . 3
et si 'opérateur - — + —mMWM— — - —2>—2 72 —  estuniformément
P ar A, (u,) oF A, (u) o

parabolique a coefficients bornés alors

0 < u, s M + ;11- dans Qr. (C.IL.15)
Démonstration
Vu les hypothéses dulemme letpuisque u, (1, t) = @ > 0 alorss’ilexiste (x,7)tel

que u, (x, t) < 0,par leprincipe du maximum [PRO-67] il existe t, € ] 0, T ] tel

auy

que u, (0, ) < 0 et rw

(0,56) > 0.

ou,
Or —;(0,!0)

-K, (A(t)) + K, (u, (0, 1t,)) > 0 estencontra-
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dictionavec 4 (1, ) =2 0 > u, (0, 1, ) etlefait que K, est croissante.

Ainsi 0 < u, .

A . 1 ’ .
De méme puisque u,, < M, + — e T =< u, < M,,ys’ilexiste (x t) tel que
n -

| Uy (x,t) > M, + 1 alors il existe t, € 1 0, T ] vérifiant
n

1 au,
u, (0, 1) >M°+7{ et i

(0, t) < 0 c’est-a-dire

K, (A(t))+ K, (us (0, 1)) < 0 cequiest en contradiction avec le fait que

K, est croissanteet 4 (¢, ) < My < u, (0, t,).

I1.4.2 - Existence de la solution du probléme approché

On commence par mettre ( P, ) souslaforme ( P, ) alaquelle on pourra appliquer le théo-

réeme de Fokina .

( P )S’écrit:

[ dv v v v
o —a(t,x,v,-a-;)s—x; +b(t,x,v,-5;) dans Qr (C.11.16)
v(0,t) = fi(t,v) pour te]0, TJ[ (C.IL17)
v(l,t) = 0 pour tel]0, TJ[ (C.IL.18)
v(x,0) = 0 pour xel0, 1] (C.11.19)
ou

av 1
R N

dv 1 "o v ,
b(t,x,v,g) T v+ m) (u,,,. K’,,(v+u0,.)(ax+uo,,))

fiCt,v) =-K(A(t)) + K(v(0,1)+ uy(0))-ua (0)
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v(x,t) = Up (x5, t) = Usw ( x)
Il suffit alors de doter les fonctions X, , C, et u,, de “bonnes” propriétés pour garantir les hypothéses

du théoréme de Fokina et conclure que ( P, ) admetunesolutionu, (x , t ) € €*** ( Qr )

aveca € ]0, 1[ ( a dépendden).

Construction des fonctions approchées K,, C,, uo, €t 4,

Pour se placer dans les conditions du théoréme de Fokina, il suffit que K, , C, et u,, possédent

les propriétés ci-dessous :

Les propriétés de K,

KIn)- K € € (R)

(K2n)- K,( s ) converge uniformément sur tout borné de R vers K ( s ) quandntend vers
I'infini
1
(K3n) - oS K, (s) pour tout s € R
(K4n) - K, est strictement croissante et il existe une constante M, telle que :

0 < K,(s) = M pour tout n =21 e s €R

Les propriétés de C,

(Cln) - C. € C(R)

(C2n)- C.( s ) converge uniformément sur tout borné de R vers C ( s ) quand ntend vers
Iinfini

(C3n) - C'» ( s ) converge uniformément sur R vers C’ ( s ) quand n tend vers l'infini

(Cén) Il existe une constante M, telle que :

1 < C.(s) = M, pour tout n =21 e s €R
n
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Les propriétés de u,,
(Uln) - upn € C° (R)
(U2n) - 0 < wp(x) = M, +-’-];- pour  tout e [0, 1]
(U3n) - uo, ( x ) converge uniformémentsur [0, 1]vers 4, ( x ) quand ntend vers l'infini
(U4n) - Il existe une constante M; telle que :
U (x) < M; pour tout x € [0, 1] et pour tout n = 1
(U5n) - uoa (1) -Ku(ua(1)) = 10
et
Woa (0) - K (uan (0)) = -K (42(0))

Enfin on définit

_ 1, (L)
A(s) n+! X (r) dr

Construction de K,

(C.11.20)

, oy L 2
Soit o, € ]0, o [;( 0 aétéintroduit en (K4))etntel que o, + ~ < 0

Nous posons :
K(s) = (n + R(s)y

ou K, (s ) estdonné par:

fK(s) si s < (o4

K,(s) = 3 K(s)+ fi(s) si 0 <s

L (K(s)+-nl—(s—u,)*)‘g,.(s) si s

. . 1
et x» ( s ) une fonction de calsse G2 croissante de — en -
n

dela ; par exemple :

1 + ¢

n

w(s) =
2 .
— si s 2 0
n

2
— en (0 etconstante au
n
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avec

fr(s) =a,.(s—al)’+,8,,(s—ol)‘+y,.(s-o,)s

a, , B. et y, étant choisis de fagon que K, ( s ) -soit €* au point o, + %

etog, (s) = neoe(ns) ou @ € D(]-1,070)
vérifie ¢ = 0 et Ig(s)ds = 1

On vérifieque puisque K (s) = ¢ > 0 pour s € 10, u [ (hyp(K3))il
existe une constantecptelleque K, (s ) = ¢, > 0 pourtout s e [0, + o [.

Construction de C,
Nous définissons C, (s ) par: C, (s ) = ;11— s + Co(s)

avec pour C, ( s ) une définition voisine de celle de K, ( s )

(C (5) siio s s o
. 1
= <C(s)+gn(s) St o, <s < o + —=
n
L C *on(5) sios =2 a,+i
n
ou
&(s) = a(s-a) + b(s-0n) + di(s-0)

et o, sera la méme fonction utilisée pour la construction de K,

Construction de u,,

. . , s 2 1
Nous construisons une fonction v,, égalea u, sur ] % , 1 - - [;sur] - = , - [ von €St
. . R 1
une fonction affine de pente égale a K, (won (0 ) + - ) - K, (41 (0)) passant par
o ( 0 )enzéro. Sur] 1 - -’1; , + o [, v, estconstante et égale a i7. Sur chacun des inter-

valles ] % , % [et] 1 - —'2; , 1 - ;11- [ vo. est prolongée par continuité par une fonction affi-
ne.

La fonction u,, est la régularisée de v, \

Upn (x) = -)—i— + 0w * Vo (X)) ; k(n) = 2n

et
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8 1
a x + b pour x s Py
b 1 < x S —2-
a x + 0, pour n n
2 s 1--—-
Voo (X)) = Jd u (x) pour P < x
2 1
a; x + b, pour 1-; stl—n
1
u, (1) = @ pour le—;-
ou
1
G = K (uw (0)+=) - K(1(0))
bl = UO(O)
a = —(a,+nb,)+nuo(%)
2 2
b, = ;(‘11*‘”1’1)‘”0('"‘)
_ 2
G = n(T-wm(1-=))
et
by = (2-n)m + (n-l)uo(l-%)

La fonction v, est lipschitzienne sur [ 0, 1] parce que u, I'est. En choisissant g, telle que

e (s) = ne(ns) , e € 9]-1,171),
e = 0 ’ e(x) = o(-x) et Ig(s)ds = 1
etenposant up, ( x ) = % + Ok * Ve (X)) ; k(n) = 2n,

nous avons u,, qui vérifie les propriétés (Uln) a (U5n) souhaitées.
Deplussiu, =< wu, sur[0,1]etenchoisissant k(n ) = Max (22, E (M, + 1))

alors u, < wy sur[0,1]



I1.4.3 - Propriétés de la solution approchée

Lemme 2

Si0 <= w, = M + 1 etsi 0 < A (t) = M, alorsilexiste une constante Ms
n

telle que pourtoutn, u, ( x , ¢t ) solutionde (Py) vérifie | aal:: | = M; (CI1.21)
Démonstration
Posons v = a;" - K, (u,) ; ilvient alors W qui donne par
dérivation, par rapport a x
v v A"y (u, ) ou, v
Alu )= = = - | &&= =+ K(uw)]| —
(u)at ax? Ay (u, ) ox () ox

D’apres la définition de Ay, les hypotheses sur A,, C, et le Lemme 1, nous avons

, 1

et puisque u, est de classe €* , il existe M, tel que

————A"(u")%+K'..(u..) !

A, (u) o m < M, vV (x,t) € 0Or

Le principe du maximum s’applique et montre que v prend son maximum sur le bord parabolique

du domaine I'; de Q.

rr = {(0,1}Xx[0,TJul0,1]X{0}
et
Max | v (x,t)| = Max |v(x,1t) |

T IQT

Or nous avons d’une part
1
v (x, 001 = [ Wa(x) - K(un(x))| S Mo+ M (Mo + o)

et d’autre part

v(0,t) = - K(A(1))
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d’ou

sup lv(0,t)| s K (M) s M(M+>)
te [0,T] n

ce qui fait que

Maxlv(x,t)lsMaxM,+Mz(Mo+l) sup v (1, 1)
Or n ’ te [0, 7]

Il reste donc a majorer v(1,7) pour finir la démonstration du lemme 2. Pour cela nous €tudions

wt (x,t) = -A%exp(Zsz)+L(x-l):!:(u,.(x,t)—lT)
2

ol

L =MGX(M3,M0+1)

Nous avons alors

ow* w? ow?
- + K. u,
ar a () =5

A un )

= 4L Mep (2M=x)+LK(u)(2exp(2Mzx)+1) =

KW Un )

=LM2exp(2M2x)(-4+
M,

(2+exp(-—2M2x))) <
< -L M exp(2Mx) < 0
car K, (s) <= M,

Le maximum de w* est donc atteint sur le bord parabolique de Qt

Vu que
wt(1,t) = %exp(ZMz)

2
w2 (0, 1t) = -I—MI:-—Lt(u,.(O,t)_,T)

2

L L
= S o o (2M)
2
= LGW(ZM;x)+(x_1) L + u, (x, 0)-u

M, (x-1)



M, ep( 2 My x) s
M, exp( 2 M, ).

+

w* est maximaleen (1,¢) pourtout r ¢ [ 0, T ] avec

Il en découle que

aa’; (1,r)| < L(1+2ep(2M))
et
lv(1,0)] = |2

x (1ot) + K ()

< L (1 + 2exp(2M)) + MZ(M0+%)
d’ou la majoration de v

Max|v( x ,t )] < Max [L (1 + 2 exp(2 M, ) + My (My+1), My+ M, ( My+1))
Or

et finalement

| ou,

ax(x")l S2M (M + 1)+ Max [L (1 + 2exp(2M,)), M]

pour tout

(X,I)GQT
Lemme 3

Il existe une sous-suite de u, et une fonction u(x , t) telles que la sous-suite converge faiblement
versudanst(O, T, H (Q))

De plus u vérifie

0 <= u = M, (C.I1.22)
et
ou M, (CI1.23)
ax

presque partout dans Qr.
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Démonstration

Il découle directement des deux lemmes précédents que u, reste dans un borné de
L> (0, T, H (Q ) )etafortioride L' (0, T, H (Q))
Dans ce qui suit on appelle encore uj, la sous-suite extraite de u, qui converge faiblement vers u

dans L (0, T, H (Q))

Lemme 4

Cn (un (x,t)) estuniformément lipschitzienne enxet uniformément holdérienne continue (d’expo-

sant 1/2) en t dans Q.

Démonstration

L estimation immédiate

ou,
ax

0C, (ua (x, 1)) <
ox -

Ch (u,)

< M M, (C.I1.24)

prouve que C,(up,) est uniformément lipschitzienne enx dans Qr . Le second point découle directe-

ment du résultat de Van Duyn [VAN-82] une fois établie I'estimation (C.I1.25) un peu technique.

Par définition de A,;,, nous avons :

, oun  _ Ca (s )  Ou, _ 1 aC, (u,)
AnCun ) = K (u ) o & () ot
d’ou

1 3 Co(un) _ un 3 (K (u))

K (u,) at ax? ox

En multipliant cette équation par K% ( u, ) et en l'intégrant sur

[a,b]1]X[t,t,] C Qr nousobtenons:

b
[l Cmxiny-cCmcanra = [[8(n) e aa
a nhoa
Hb
_”m(un)oKn(un)dd,
ox
i) a

Compte tenu de
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= (R () ok K () (2

K‘.';(u,,) ax’ - ox ax

)2

nous avons :

1 Hobd

J[C,,(u,,(x,tz))—C,.(u,.(x,tl))]dqc - JJ-;;[IG(u,,)a;:]dxdt
b Qb

_ . o 1 3 K (u)

pIIKﬁ' K’,.(u,.)(ax)dxdt— I [ = dx dt

n

- [[M(u,)";‘; b, t) —[Kﬁ(u,.)aalj:](a,t) dt
5

-p [ e Ky (ZEpaa -
R A "

- J[Kr; Cun B,1) - K (un (@0)] dt

d’ou ;

1]
IJ[C..(un(x,tz))—Cn(un(x,tl))]de S 2Mi My, (Mo+1) |-1] +

2 Mp+l
p MM (My+1 Yt |ty-ty] + p+21 ( Mo+ 1 Y+ |t,-1y]
que nous écrivons
]
IJ [CoCun (x, ) -Co(un (x, t; ) ]1dx] = M |t-1,] (C.I1.25)
Enposant f (x) = C, (u, (x, t;)) -C, (u, (x, t,)) nousavons

]
If " (x)] = 2 M, Ms d’aprés (C.IL.24) et IJ f(x)de | = M |t,-t,| dapres

(C.IL25)

Par application directe de la proposition ci-dessous [VAN - 82], il existe une constante M7 indé-

pendante de n et telle que pour tout t3 ,t; dans ] 0, T [:

F(x) = 1 Co(tn(x, 2)=-Co(tta (x> t,) ] < M-t
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Proposition :
soit f € €' 0, 1 ]) ayantles propriétés suivantes :

DIf' | = A  sur [0, 1]

b

ii)IJf(x)de < €& pour tous a, b € [0, 1]

alors |[f (x) | = Max(Ze,,/ZAe) pour tout x € [0, 1]

Lemme §

On peut extraire une sous-suite de C, (u4,) qui converge vers une fonctionvdans € ( Qr )

avec B e]O,%[etv € eM-;(ﬁr)

Démonstration
Le lemme 5 est une conséquence directe du lemme 4 et du fait que Cp(u,) est bornée uniformé-

ment: |C, (u, )| =< M (M, + 1).

Lemme 6

Il existe une fonction K ( x , ¢t ) dans L ( Qr ) et une sous-suite de K, ( u, ) qui converge

faiblement vers K ( x , t ) dans L’ ( Qr ).

Démonstration

Le lemme 6 découle directement du faitque K, (u, ) < M, ( My + 1)

Lemme 7
Il existe une fonction 4 ( x , ¢ ) dans L ( Or ) etune sous-suite de A4, ( u, ) quiconverge

faiblement vers A ( x , ¢t ) dans L’ ( Qr ).

-



Démonstration
1 Cu(r)
An n = - + J' -
() n : K(r) dr
1 u,.(x.l)C'( )

A u, ) |%dx dt = f—-+ I Ek5) gy
[1auy | | - raes B
or or 0

C ’
s T 1 + "K£n IlLl(o.Mo+l)
Mo"’l Cl( ) o C ( ) M°+l C ( )
r ’ r ’ r
n d = n di + I z di
! k(r) K(r) “ Kk (r) ¢
0 a1
[ _t+c(r) e
= + ! r ',, r
<
TN N T M | "tay «
o
C’ My+1 -0
= o0 + "'KT "Ll(o.a,) + M, Iz-p(al)l
< M,
et alors

[[A,.(u,.)lzdxdt s T(1+ M) = M,
or

I1.4.3 Convergence vers une solution faible du probléme

Lemme 8

Lafonction v ( x , ¢ ) dulemme5estégalea C ( u ) presque partout dans Or. u etant la

fonction définie au lemme 3.

Lemme 9

Les fonctions u dulemme3et A dulemme7vérifient 4 (x, t) = A (u (x, 1))

presque partout dans Q.
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Lemme 10

Les fonctions  dulemme 3 et K dulemme 6 vérifient K (x, t) = K (u (x, 1))

presque partout dans Qr .

Démonstration du lemme 8

Nous vérifions que 0 <= v(x,t) s 1 .ce qui permet d'écrire

§r=9)1UfD2Uf’DJ

-

D, = {(x,t) € e¢ 0 < v(x,t) < 1 }

D, ={(x,t) € Or e v(x,t)

]
b
e

Dy = {(x,t) €6 Or e v(x,t) = 0 }.

Nous montrons I'égalité de v et de C(u ) pp sur chacun de ces trois ensembles.

1 - L’égalité sur 9,

Soit (x5, tp ) € D, etsoitd > Otelque 20 =< v (x,t) < 1-25.
Notons®B, = { (x,t) € Qr e |x-x| + |t-t,] < r };ilexisteg > 0 etN,
tels que pour tous (x,1t)e3, et n = N, nous ayons
0 = Ci(u(x,t)) s 1-26.

Comme C, est stictement monotone dérivable elle admet uninverse ( C;! ) également monotone
dérivableet M( 6 ) = Sup { (CG'Y / n =21, 6 s s < 1-06 } estfinidu
fait que C,'( s ) converge uniformément vers C'( s ) etque C,'(s ) > Osur ] 0, u, [.
Montrons que {u, } est une suite de cauchy danse( 3, ).

Nous avons
lunl (xvt ) = Unm ( Xt )l = ICD-J ( Cnt ( Uny (xvt ))) - ;i ( Cn ( Un2 ( X! )))l
= IC;} ( Cnl ( Uny (X,f ))) - Cl-lll ( CnZ ( Un2 ( X’t )))I +

+ lCﬂ ( an ( Un2 ( x,t ))) - C;% ( CnZ ( Un2 ( xt )))I .

Or, d’une part
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Gt ( G Cttm (%2)) = Cit ( Gz ((tm (%2 )|

= M( d ) I( Cnl ( Uny (x’t )) - an ( Unz (x9t))|

d’autre part il existe N, telquepour n, , n, > N, nousayons |[Cy - Cu L™ ouy S E;—et

danscecas C, (., ) € [% , 1-% ] d’ou
ICai (Coz (m2 (%2 ) = Cii (Coz (Wn2 (1)) =

= IC;} (Crz (un2 (x»t ))) = Un2 (xvt )l =

= ICI‘li ( an ( Un2 (X,t ))) - C;} ( Cnl ( Un2 (X,l )))l

o

= M( ) ICn2 ( Unz ( xt )) - Cnl ( Upz ( Xt ))I

) Max |Cp (r) - Cu (1)l
re[0, u,]

< M(

N| o

pour tous n; , n; > N,.

Puisque { C, } et{ C,( u, ) } sont de Cauchy dans €([0,4,]) et €(Qr) respectivement, il apparait
que { u, } est de Cauchy dans €(®B,) et donc converge vers une limite u * dans C3,) .

Or { u,} converge faiblement vers « dans L’( Qr ) donc u*(xf) = u(x) pp dans B,.
Parailleurs de la majoration

v-cw®)| = |v-can)l + lcaa)-clwa)| + [c(a)-c(*)|

nous déduisons facilement que v = C(*) et donc que v(x,f) = C(u(x,?t)) pp dans B, et par

suite sur D, tout entier puisque le point (x,,) a été choisi arbitrairement.

2 - L’égalité sur 9,

Si D, est de mesure nulleil n’y a rien a démontrer. Sinon pour ¢ € ]0,1/2[ nous définissons I'ouvert
Po={(x,t) €¢ Or e wv(x,t) > 1-g }.
Soit 0 < ¢ < -%— ; puisque Co( u, ) converge vers v dans €%Q;);ilexiste N = N( ¢ ) tel

que pourtout n > N, C,(uxxt)) > 1-2¢ pourtout(xs) € P, et

U x,t) = CHColua(x,0) = Cil(1-2).
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Nous savons que le cone des fonctions positives ou nulles de L? est faiblement fermé . La suite des

fonctions positives ou nulles { u.(xf) - C'(1-2¢) } converge faiblement dans L*( P, ) vers
u(xt) - C'(1-2) ;donc u(x,t) = C'(1-2) et C(u(x,t)) = 1-2¢ p.pdans P, etafortiori p.p
dans 9,. En prenant une suite {&, } qui tend vers zéro nous déduisons a la limite que

Cut)) = 1 = vz p-p dans 9,.

3 - L’égalité sur 9,

Nous procédons de la méme maniére qu'en 2. Pour ¢ € ]0,—;-[ nous introduisons I'ouvert
B, = {(x,t) €6 Or e v(x,t) < ¢ }.

Pour 0 < ¢ < ';f donnéilexiste N = N( ¢ ) telquepourtout n > N, C,(u.(x?) < 2

~etdonc u(x,f) = C;'(2¢) pour tout(xs) € B,.

A nouveau le passage a la limite dans L* 8, ) donne u < C'(2¢) p.p dans®,.
u s C'Q2) p.pdans®, donne u < C'(2¢) p.pdans D; quelque soit ¢ € ]0,—;-[

dod u < 0 p.pdans D,(et méme u = 0 p.p dans D;) et Clu?) = 0 = v(x?) p.p
dans 9, .

Nous avons bien C(u) = v p.p dans Qr.

Les démonstrations des lemmes 9 et 10 sont peu différentes de celle du lemme 8.

u

Enconclusion,nous avonsparlelemme3 0 < u < M, et p
X

M; .

Parleslemme5et8nousavons v ( x , t ) = C (u( xt )) p.pdans Or; vetC étant
continues nous pouvons rédéfinir u sur un ensemble de mesure nulle pour que C ( u( x¢ )) soit

continuesur Qr etv (x, t ) = C (u( xt)) p.pdans Or.



Puisque u, est une solution classique de ( P, ) nous avons

[ Lra( Al )y [ Lr(a;;. o Kngxu, ) ) s  pour

¢ € H (Qr) () ¢ (Qr) vérifiant

p(1,.) =0 et (., T) =0

alors

ax

© —

1 T1
[ (2 -k(u)) Laa - [[ 4 CurPaa -
1 T
= [ A (i (x D0 (x, 0y @+ [ K(2())a(0, t)a.

Par les lemmes 3, 6 et 10 nous avons la convergence quand n tend vers l'infini de

ax

O —N

1 T1
[ M-K(u,.))%dxdt vers JI(——K(u))%dxdt
0 00

T
Les lemmes 7 et 9 permettent d’avoir la limite I A(u) %d;’- dx dt  pour le terme
: _

O ——
(=Y ——

1 1
]A,.(u,.)%i:-dxdt etlalimiteIA(uo(x))q&(x,O)dx pour le terme
0 0

Ay (toa (x ) ¢ (x, 0) dx quand n tend vers l'infini.

© ‘e

T
Enfin le terme I K. (A(Ct))eo (0, t) dr converge quand n tend vers l'infini vers
0

T
I K(A(t))o¢ (0, t) d puisque K, converge uniformément vers K.
0

La limite u est donc une solution faible du probléeme (P ).
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Remarque 1

Par redéfinition de C(x) sur un ensemble de mesure nulle, nous obtenons C(u) € €(Qr).
Nous pouvons prendre 0 < wu, < u, et M, = u,

dou 0 < u < u,.

C étant bijective bicontinue de [0,u,] sur [0, 1], nous pouvons écrire,pour ce méme ¥,

u(x,t) = C'(C(u(x,1))) etilvient u € CQy).



III - Unicité de la solution

Théoréme

Le probléme (P) a au plus une solution faible.

Démonstration du théoréme

Si u; et u; sont deux solutions distinctes du probléme (P) associées aux mémes conditions initiales

et aux limites, alors il existe t, < T vérifiant
t, = sup{s/ wu(x,t) =u(x,t) pp dans Q. }
Par définition de la solution faible, pouri = 1, 2 et pour tout

¢ € H (Q) () €(0r),¢(1,.) =10 et p(.,T) =0

nous avons
T1 ] 2 T1 2

U; 99 —
”(ax K(uw)) 2 axa IJA(u,)atdxdt
00 00

T
A(uo(x))¢(x,0)dx+I K(A(t))e (0, t)d

I
O —

En faisant la différence entre les deux équations correspondant a u; et u2, nous obtenons :

T1 T

[[ (2 3y gy
ox ax ox

00 %

T
0

(K(w)-K(w)) 2L aa -

Ob—.—

I(A(Ux)-A(uz))%dxdt
[}

=~

Pourt;, € ]t , T [ nousdéfinissons y par

ft'
J(u,(x,s)—uz(x,s))ds si 0 =1t =< ¢

t

7(x, t)

I

0 St tqZ, st < T
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Puisque u, et u, ¢ L (0, T; H (Q ) ) nousavonsn € H (0, T ; H' (Q)) et
en particulier 7 € H' (Qr) () € (0r)

Deplus n(1,t) =0 Pourt € 10, T[ et 9n(x,t) = 0 pour tout

x €6 Q = 10, 1[ ettout + = ¢ cequipermetdeprendre ¢ = 5 dou
T1 T1 3
Sy %y 0y - J I - M wd =
[[ 32222 g (K(u)-K(uw))3t
$Hn o Ho

fi(A(ul)—A(uz))—dxdt.

Or nous avons

T1 : T1
[Jcacuy-acun S aa - [[cacum)-aCu) (u-n)na

et en effectuant I'intégration par parties

T1 T 1
Suy w07 =_I_1__6_J M
”(ax T 2w | (o V&
‘00 [} 0
1 [ s 1 (8
- = o 2 = ...J o
iy a- [ (L (x, 07 a
0 [1]
nous obtenons :
T1 11
—JI(K(ul)—K(uz)) dc dt = EI( (x, 0)Pde +
100

0

+”(A(u.)-A(u,))(u,-u,)dxdz.

0

~

Linégalité d’'YOUNG conduit a

-~

0

TI1 T1
-JJ(K(u,)-K(u,))%dedt s.e”(x(u,)-x(u,))'dxdt+
0 P
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T1
L o
+4sjj(ax)dxm

0

avec ¢ reel positif quelconque.

Nous utilisons le fait que

C (s)
2 ==
(K(s)) O(K"(s)) pour s € [0, M,]

et nous appliquons le lemme de GILDING [GIL - 77] pour établir

Lemme

Pour tout M > 0 il existe une constante C = CM) > 0 telle que

K(s1)-K(n)|? = C(si-5)(A(s1)-A4A(s52))

quelque soient s, , s, €[ 0, M ]

Nous déduisons alors qu'il existe C tel que
I
o
et en choisissant ¢ = L vient

2C
f
o

T1
(K(u)-K(uWdd s C[[CaCm)-a(m) (u-u)da
0

© —

(K(u,)—K(uz))%%dxdt =

© ey e

1 T1
=%J(%}(x,0))zdx +J[(A(u,)—A(u;))(ul—uz)dxdt
0 o

—ZI—CH(K(ul)-K(uz»’dxdr +§H(ﬂ)2dxdt
[ o o

T T1
-;-J(A(u,)-A(u,))(m-uz)dxdt +—§JJ(3—Z)2dxdt
o )

et par suite nous avons

O Ny, e

! T1
I(%("“»’dx +IJ(A(”l)'A("z))(Un-uz)dxdt
0 00
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T1 r’ .
Ly (C.1LY)
s C ‘{! x

Compte tenu de la monotonie de A4 il s’ensuit que

1 T1 LI
9 2 9 - m .,
Ia x,0))dxsc” )dxdz_c”( Y dx dt
0 H 0 i 0
puisque = 0 audeladet,
Or,pour 0 = ¢ < 1,
7(x, t) =§(x,n)-E(x,1t)
avec
E(x t) =[x s)-m(x,5))a
0 .
et en particulier
9 S
ax x’O)—ax(x!tl)'
Il est immédiat que
H1 n aE aE
2 o5 2
”( Yded = 2 JI[(S;(x,t,))z+(ax(x,t))]dxdt
5o

ni

C L) dvdt + 2 J J (% (x,t)ddt (ClIL2)

*®

s2(n-1) ] (2

‘o

et nous pouvons écrire

1

a7 2
[ (3L s, 0 a

0

1
I(;é(x,tl))’ dx dt

1 n1
SZC(n-to)f("—E(x,:,))2 dx dt +2c”(~5(x,r))2dxdt

H 0

Ilsuffitdeprendre t, ¢ ]t , T, [ avec T, = min (1t + ZI_C , T)

pouravoir C (4, -4 ) s 1 et
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n

1
j(%(""*»zdx 5“Cf ( (x,t))z dx dt (C.11L3)
o 0

© Sy e

Posons

!

Y(t)=ji( (x, t)} drxdr
0

nous avons

)= [(Z(x,0p a

et d’apres (C.IIL3)

-%-(Y(t)exp(—4Ct)) < 0 pourtoutt € Jt,, T, |
d’ou

0 <= Y(t) s Y(th)exp(4C(t-1b)) = 0
c’est a dire

¢

1
JJ (x,r))2 dxdt = 0  pourtoutt € |t,, T |
H 0

En reportant dans (C.I11.2) nous obtenons

1
d
IJ ”(x,t))’ dcdv = 0  pourtourt € ]t,, T, |
0 0

ce qui implique au vu de (C.IIL.1) que

S ——

1
[tacuwry-aCun(um-w)ma = o.
0

A étant strictement croissante et continue, nous en déduisons que u, = u,
sur Q@ X }t,, T, [ ce qui est en contradiction avec la définition de ty et par conséquent

Uy = u; sur Qr.

Remarque 2
Il existe un unique u € L™(0, + © ; H'(Q)) et Cu) € C((0, + =[ ; C€Q)) telque u)p7 est I'uni-

que solution faible du probléme posé dans Qr .
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IV - Convergence vers la solution du probléme stationnaire

Dans tout ce qui suivra, la fonction A(t) sera constante et A(t) = X\.

IV.1 Solution stationnaire

Nous associons au probleme (P) le probleme (Ps) suivant :

u' - K@) =0 sur 10, 1[ (C.IV.))
(P) (u' - K@) )0) = -K@®) (CIV2)
ull) = u € 10,u) (CIV3)

Définition 1

Une fonction u est dite solution stationnaire de (P) si elle est solution de (Py).

Théoréme 1

Le probléme (Ps) admet une solution unique sur ]0, 1[.

Démonstration

[
|

Kestlipschitziennealors «' - Ku) = -K@ ) admetune solution unique vérifiant u(1)

Théoréme 2

Si K(u)-K(4)

0 alors u = u estlasolution de (Pg), sinon u est strictement mono-
tone.

Si K(u)-K(A) > 0 alors u est strictement convexe.

Si K(u)-K(A) < 0 alorsu est strictement concave.

Démonstration

\Y

Si K(u)-K i) > 0 alors u'(l) > 0.
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S’il existe x, € ]0,1[ tel que u'(x) = 0 alors v(x) = u(x) et v(x) = u(x) sont solutions du

probléme (P)

Vi - K(v) = -KQ® ) sur 10, 1[
®) {
VX)) = ux)

Lunicité de la solution implique que u(x) = u(x) sur [0, 1] alors u’(Z) = 0 : contradiction.
Donc u'(x) > 0 sur[0,1]. (C.IVS)

K est lipschitzienne, elle est donc absolument continue et

s+h
Ks+h) - Ks) = J K@der > 0 si h >0 puisque K(r) > 0

s

K est donc strictement croissante ; vu (C.IV.5), K(u ) est alors strictement croissante et u est
strictement convexe. Demémesi K( # ) - K( A ) < 0 alors u est strictement décroissante et

strictement concave.

IV.2 Sous-solution, sur-solution

Définition 2

u; est dite sous solution du probléme (P) si pourtout ¢ € H' (Qr) () € ( Qr),

vérifiant ¢ = 0,¢ (1, .) = 0 et ¢ (., T) = 0 nousavons

A(u )2 & a

ax -;c— ot

i) H(fﬂ—x(u,)) ‘;"’ dx dt - I

© e s

sIA(u,(x,O))q‘)(x,O)dx-I(%-K(u,))dy(O,t)dt

ii) (% - K(u.))((O,t) > -K(A(t) pour te]O0, T]J
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i) wy, (1,t) = @ pour te]0, T

iv) u (x,0) < wu(x) pur xe]0, 1]

Définition 3

u; est dite sur solution du probléme (P) si pour tout ¢ € H' ( Qr-) N e (0r),

vérifiant ¢ = 0,9 (1, .) = 0 et (., T) =0
nous avons

T1 ¢ T1 a¢

. Buz d 99
I)IJ(———K(uz))—a;dxdt-IJA(u,)atdxdt

[ ) 00

EIA(uz(x,O))qﬁ(x,O)dx j("”’ K(uy)) ¢ (0, t)adt

ii)(gauf-K(uz))(O,t) < -K(A(t) pour te]l0, T]|
i) w, (1,1t) =2 @ pour tel0, T
iv) w (x,0) = u (x) pour xe]0, 1]

Nous avons le lemme suivant :

Lemme 1
Si 0 = w < wu, etsi 0 < A < u alorslesfonctionsu, = Oetu, = u,sur

Qr sont respectivement une sous-solution et une sur-solution du probléme (P).

Démonstration

La vérification du lemme est évidente

IV.3 - Théoréme de compardison

Soient les problémes (P) et (Py) ci-dessous :
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( A 2 K
( .-(nu 4 - %?u e ;xu ) pour (x,t) € QOr (C.IL5)
[%%-K(u)](O,t) = -K(A2(t)) pour t € 10, T |
(P1) A
U(lat) =V]€]0,u’] pour . IG]O,T[

u(x,0) = vw(x) pur xe€]0, 1]

r A 2
a g:u 2 - 3—; B i(—K;,u—» pour (x,t) € QOr (C.ILS)
[%-K(")](O") = -K(A(Ct))  pour te]0, T]
(F2) 1
u(l,t) = ve]O0, u] pour te]0, T

u(x,0) = wv(x) pur xe]0, 1]

Théoréme 3

Si uj et uy sont respectivement les solutions de (P1) et (P2)avec 7, < % et v, < v, ppsur

101 alors w, < u, pp dans Q.

Démonstration du théoréme 3

Nous revenons aux approximations des problémes (P1) et (P2) par les problemes (P1,) et (P2,)
qui ont été introduites a la partie II. Ces approximations sont relatives aux mémes fonctions A,, Kj,,
Cn et vy, ou vz, ( pour ugy, )

Si uj, et uy, sont les deux solutions de (P1,) et (P2,), alors pour tout

¢ € H (Qr) () € (Qr) vérifiant

¢ = 0,¢(1,.) =0 e (., T) = 0

nous avons

O ——— N
© —

T 1
(%( win=ttzn )=( Ka ( thn )-Ku ( i ») L geat - [[ (4 Cuw) - Q) 32 i a



75

= | (A o (20 09 = Ay (i (2, 00) 0 (2, 0) ar

et par intégration par parties nous avons

O —

J(axz(""’ ""')'_(K(”M)K(Uz,.)))zpdxdt-

at

@ —

1

[ 4 () A () parar =0

. g

ce qui permet d’écrire

a—z(u ) - (K, (u )-Ka (un ) - i(A (U ) -4 (um ) =0
axz in n ax n 1n n bl ] ot n in n 2n

pp dans Qr
Nous posons

V = Uy, — Uy, ,

1
E(x,t) = f Koy (6 u, (x6) + (1-6) uy (1)) d6
0

Firf) = j Ay (0 uw 00 + (1-6) uy (51)) dO

d’ol
Ext) v = K (uw (0)) - K, U (1))
F(xvt) 4 = An ( Uin (xrt)) - Au (uZn (X,I))

et nous pouvons écrire

& By -L(m) 0 0
a2 " x ot ppsur Lr

ce qui nous conduit au probléme suivant

[ & _pw (E , oF av
dax ot

a2 ox
(—g-:--Ev)(o,r)=o
<
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E et Fsont bornées et F > 0, il suffit alors de montrer que % + % est borné pour déduire que

le maximum de la solution v de ce probléme est atteint sur le bord parabolique I'; de Q.

ouy, oUz,

JE _ I K'n (0 un @) + (1-0) un (60)) (652 + (1-022 ) a0
° -

ou,
dax

' . dE ,
K. ¢ € (R ),u, estborné et | | < M alors = est borné.

1
oF " ou,, du
Zom A (o @)+ (-0 0) (622 4 o922 ) g
at ot ot
0
’ 2 M ? C’ll ( s )
nous avons dune part A4, € € (R ) puisque Ay(s) = _E(_S——)— et
ou 1 % Ko (um) ou
C. € ( R ), daut nt — = - 2 2 z
¢ ( ) fe pa at Ay (uy,) ox? Ay (up ) ox
avec C', > 1 et K, borné , i , Sim oy par suite 9F cont bornés.
n at at _ at

Le principe du maximum s’applique a v en sorte que

Aiaxv = Max v .
Or I'z

Or, nous avons déja v (x, 0) =< 0 e v (1,t¢) =< 0, il sensuit que si

Max v = M > 0 ilexiste t, € [0,T] tel que v(0,t,) = M ;
Iy

alors -‘;—; 0,5) < 0; mais

-Ev)@©042) = - MEQO) < 0 car E >0
et donc
(-‘?3 - Ev)(O,to) < 0

ox

ce qui est en contradiction avec

av _
(S;—EV)(O,I) 0-

Ainsi
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A_'l_axv = Max v = 0
Or I'r

doncv =< 0 sur Qr cestadire Y < Uz SUr QOr
Comme il existe des sous suites de {u,, } et de {u,, } qui convergent faiblement dans L*(Qy) res-
pectivement vers u, et u, nous pouvons conclure que u, < u, ppdans Qr.

Corollaire 1

Sous les hypothéses du théoréme 3etsi 0 < v, < w, pouri=1,2 ppsur]0,1]

alors 4, =< wu, partoutdans]0,1].

Démonstration

Au vu de la remarque 1 ( section II') il vient que u; et u; sont continues.

- IV.4-Convergence vers la solution du probléme stationnaire

Nous associons au probléme (P ) les deux problémes (P1) et ( P2) correspondant respectivement
duy = 0 et up = u,.

Nous notons u la solution de (P), u la solutionde (P1)et & cellede (P2). D’apres le lemme 3

section II ( nous avons choisis M, = u, ) noussavonsque 0 < & < u, et

0 =< u <= u, dans Qr et plus précisement nous avons le lemme suivant

Lemme 2

~

Soit u la solution du probléme ( P ) associé a une condition initiale u, telle que
0 < Uo < U

ppsur]0,1[ alors

0 < u<su=<uw < u dans Qr
u (x,.) estcroissante (ent) dans]0,1]

@ ( x,.) estdécroissante (ent)dans ] 0, 1|

Démonstration

D’abord 1 < u < & est une conséquence directe du théoréme 3 et de son corollaire.
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Nous associons au probléme (P1) le probléme ( P, ) deconditioninitiale u,, (x) = u ( x ,7 ).
Nousavons 0 < u (x ,t) = up (x).
Si u, estlasolutionde( P, ),alors u (x,t) < u, (x, t).

Or u, (x, t)

u(x,t+t)
Nousavonsdonc u (x,t) < u (x, t+7 ) alors u ( x,. ) estcroissante (en t).

Nous démontrons de la méme maniére que 7 est décroissante, ce qui_est utile pour prouver le
théoréme suivant.

Théoréme 4

Siu(x, t) estla solution du probléme (P) et u*(x) est la solution du probléme stationnaire (Pg) associé

a(P)alorspourtout x € ] 0, 1 [ nousavons limu ( x , t ) = u* (x).
o

Démonstration

De ce qui précede, nous déduisons que pour tout x € [ 0, 1 ] ,ilexiste # (x )etw ( x )
deux fonctions telles que & ( x , ¢ )converge vers w ( x ) et u ( x, t ) converge vers
w ( x )lorsque t tend vers + o .

Il suffit donc de montrer que # et w sont toutes deux solution stationnaire de (P) pour déduire
queli.rgu(x, t) =u*(x)=w(x)=w(x) V xe[O0, 1] cequiacheve

la démonstration du théoréme 4.

Nous avons déja

limug (x, t)
]

w(x) v xe[0, 1]

limd (x, t) w(x) v xe[0, 1]
lu (x,t)] < u
et

[T (x,t)] < u

alors par le théoréme de convergence dominée, nous pouvons conclure que

>0

u (.,t)-w(Olrae

t —> + o
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et

>0

(. t)-"QOlrve
t —> +
pour 1 s p < + o,

A est continue donc A (7 ( , t)) convergevers A ( w ( . ))

A(@(.,t) s A(u ) (Acroissante positive ) alors 4 (& ( ., t)) converge
vets A (W (. )) dans L? ( Q ) fort, quand t tend vers + o .

De la méme maniére, 4 (u ( ., t )) convergevers 4 ( w ( . )) dans L? ( Q) fort.

La fonction K étant elle aussi croissante et continue, nous avons

K(@ (., t)) convergevers K ( w ( . )) dans L* ( Q ) fort

et XK (u (., t)) convergevers K ( w ( . )) dans L? ( Q ) fort.

ari(x,t)l

De la majoration |
ox

<  M; nous déduisons que i(.,r) est borné dans H'(Q);

par suite w € H'(Q) et %(.,t) converge vers %—:— dans L? ( Q ) faible. Nous avons le résultat

analogue pour u et w.

Puisque u est une solution faible du probléme (P) pour tout T et pour tout
¢ € H (Qr) n e (0r)

vérifiant ¢ (1, . ) = 0 et (., T) =0

nous avons

© —

1

9u 9¢ - 9 -
I(a w)) - drd A (u)—= dxdr
[}

O ——y
© —

1

= [AaCuxno(x, 0)a+ [ K)o (0, 1) a

0

En particulier pour ¢ = &v avec &€ D (0, T ) et veC (0, 1) telque

v (1) =20 et v eL* (0, 1) nousavons

“(—-K(u))v'gdxdz - ” A(u)vE dedt =



- [ kcaywoy ey a
0

et par suite

2|e

(j(—-K(u))V dx) dt + f (iA(u)vdx)Edt=

O —

K(A)v(O0O)E(t) ar

I
O

Il en découle que
1 1
du a
J(——-K(u))v’dx + -—j A(u)v de= K(A)v0)
ax at
0 0
au sens des distributions sur ] 0, + « [.
1
Nous prenons ¢ € D ( 0, 1 ) avec Iw(a) do = 0.
0
Nous multiplions I'équation ci-dessus par y(r-t) et nous I'intégronsentretett + 1; il vient alors

I

+1

I(—-K(u))vw(r 0 dx dr  + J%(

{

+1

A(u)v)r-t) doe dr =

© e

-

+1

- j K(A)YWO0)y (z-t)dr.

En intégrant par parties le deuxiéme terme du membre de gauche, la méme équation s’écrit :

I I

4

+1

+1

J(——K(u))vw(tt)dxdt- IA(u)vw’(r—t)dxdr=
[} 0

-

1+1

= I K(A)v(O0)y (r-t) dr

4

Le changement de variable de r en ¢ = -t donne

I[((%—K(u))(x,a+t))v'(x)w(a)dxdo -
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. ”(A(u)(x,a+t))v(x)¢'(a)dxda - J K(A)W0)y (o) do.

Or
v ([ ccm N )
im [ ((Z -k (m) X5, 0+t ) VE) Wo) dx do
- [[ (S -k (m) ) vewo) dx do
et
im ”(A(u-)(x,a+z))v(x)w'(a)dxda=

- [Ca(my v ax [wo) do = 0

et nous avons donc

[[(Z-x(m)»vemo ado - [ K(2)w0) vy (0)do =
1
Puisque]

0

© Sy e

wo) do = 0 il découle que

[((Z-kmypvra - K(iywo) =0

pourtout v e €' (Q )et v (1) = 0.

Si en particulier v € D ( Q ) alors

1

ow
[((Z-xmypvoa - o

X
0

T w9 _ '
ce qui implique que e K(w) = 0 au sens de 9 ( Q )et donc que
%? - K(w) = C, uneconstante.

En prenant de nouveau v € €' ( Q@ ) et v (1) = 0 nous obtenons

-C, v(0) - K(}) v(0) = 0 ce qui implique que
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C, = -KQ®)

et finalement nous avons

o .
o5 - K(®) = -K®

Comme l'application trace

y: H(@Q ——>R

v > (1)

est linéaire continue et que & converge vers w pour la topologie faible de H'(Q), le passage a la
limite dans

y(@(.,t))=a (1, t)=u entraineque y(w ) = (1) = u etdonc w estsolution
de (Ps).

Nous montrons de la méme maniére que w est aussi solution de (Py).
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CHAPITRE D
ETUDE NUMERIQUE DU SYSTEME EN DIMENSION 1 D’ESPACE.

D.I - INFILTRATION D’EAU DANS LE SOL SOUS CONDITION DE FLUX
D.I.1- Le probléeme a étudier
D.I2 - Discrétisation du probléme par un schéma aux différences finies
D.I3 - Quelques résultats numériques
3-a Les résultats de Vauclin
3-b Infiltration sous condition de flux variable

3-c Comportement asymptotique

D.IT - LE SYSTEME D’EQUATIONS DE TRANSFERTS COUPLES DE CHALEUR ET DE
MASSE

D.IL1- Le systeme a approcher
D.IL.2 - Evaluation de la température de surface

D.IL3 - Le schéma de discrétisation du probléme et la méthode de résolution du sys-
teme linéaire par relaxation

D.II.4 - Résultats numériques



D.I - INFILTRATION D’EAU DANS UN SOL SOUS CONDITION DE FLUX

1 - Le probléme étudié
Nous considérons I'équation (B.III.11) avec un gradient de température nul ; elle s’écrit alors :

C(h) %I:' - 3‘} K(h) ( %11_1 ) pour (xt) €]0,L[x]0,T[ (DL

Nous lui associons les conditions aux limites suivantes :

K(h) (%-1) (0¢)

-K(A2(t)) pur 0 <t =T , (DIL2

h ( Lt) = h pour 0 =t =T, (D.13)
ou h, est constante,
et I’état initial

h (x,0) =  h(x) pour xe]O, L. (D.149)

2 - Discrétisation par différences finies

2-1 Discrétisation de I’équation
Pour I et N entiers naturels, nous définissons Ax = L/I et At = T/N.

Nous utilisons la notation A7 = h (i Ax, n At )pourl < i s T et 0 <n < N.

En choisissant 6 €] 0, 1], nous discrétisons I’équation (D.I.1) par le schéma aux différences

finies centrées ci dessous

h?+l - h:l h:l:'l - h:l#-l hsﬂ-l - h;l_'l"l
G =0 ( Kop= gz = Kup———Ff7 )
Wy - K K - R
+ ( 1-26 ) ( K?H/z"'i!sz_" - K?-I/Z T )
( K?"’l/z - K?-l/z ) (D,I,S)

Ax



ce qui s’écrira sous la forme suivante :

At ‘ n
_;A_:Z K?-lﬂ R+ ( G+ 0 E ( K?i-l/z + K?q/z ) h,‘+l) -0

At
+ Cf'h?+(1-0)~zxz—

At
- E ( K;‘+1/2 - K?-x/z )

équivalente a I'écriture ci-dessous :

a BZYY + b KN+ o AR

avec
At
g = -0 yNe) Kip
At
¢ = -0 A Ky
b, = C:. - ( a; + Ci )
et

At

yo= G+ (1-0) 15 (K

( K?+1/2 - K;'-l/z )

Bl

2.2 Discrétisation des conditions aux limites
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At +
Z;z‘ K?n/z h?ﬂl =
( K by - ( Kup + Kyp) B+ K Mo )
(D.L6)
Yi (D.L7)

- (Kup + KLp ) B + Kip h?+1)

.. . PR Ax v
A la limite supérieure, nous avons un flux appliqué a — quis écrit :

hilHrl - hrol+l
K, | —— -1 =
vz ( Ax

_K(ln-ﬂ)



Nous avons alors

hn+l . 0 hn+1 - hn+l n K'S'/Z
a~x - z;("?ﬂ’—z:‘— oK) ) T A
(1-90) h; - W K,
+ —2 | K + 22 K(nw
Ax 3/2 K’;;; ( )
ce qui se met sous la forme (D.1.7) avec
a, = 0
At
a = -0 K
b, = C- ¢
et
n At n n
Y1=C'1'h1+(1’0)zx1—' K3y, (B3 - hY)
At +1 Kip
—_ - n _ 12 in
+Ax e + 0 K (2 )+(10)K',‘;§K( )

A la limite inférieure nous avonsi = I et

h*'* = B = h

alors

a, = -0 % Kisp

gy = 0

b, = C, + 0-% ( Kisp + Kl )
et

At . At
Yo = Cla ks + (1-0) = (Kup Ma - (K + Kup ) Ha )= 55 Koa o

At
T Ax ( KLz - K )
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et nous avons le systéme linéaire suivant a résoudre

A.H = Y (D.18)
avec
[ b o ] [ »n ] [ Ay ]
Q, bz Y2 h2
A = a; b; ¢ , Y = : et H =
.« Cra2 . .
L ap1bry | L Vi1l L Fu

Les valeurs des Kj,,,, seront calculées par moyennes géométriques entre K7 et K., ce qui est

cohérent avec la variation exponentielle de K en fonction de h .
Bilan de masse

Moyennant la définition de C(h), I'équation (D.I.1) peut s’écrire

oo _ 8 Sk _
ot ax(K(h) (axl))'
En l'intégrant sur ] 0, L[x] 0, t[, il vient

9

L L t h
Lq,(:)dx-[oq,(O)dx - L[K(h)(ax—l)](L)dt

‘ oh
- ik (o110 e
De méme, I'intégration de I'équation (D.I.2) sur ] 0, t [ donne
JlE ) (-1 coya = - [ K(a(e))

Nous regardons a l'issue de chaque itération la quantité

BIL(I)=1-“:m(t)dx-I:rh(0)dx

ik (o) a /{[;Ku(r))dr}.
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Ces quantités sont calculées par intégration numérique.

3 - Quelques résultats numériques

Dans un premier temps la simulation a été faite avec les mémes données expérimentales que

VAUCLIN [VAU-79], a savoir :

- un flux constant a la surface K (\(t)) = 0,536 (correspondant & 22,92 10-3 Kg/m?s)
- une pression d’eau constante hy = - 0,342 m i la profondeur L = 0,94 m
- une pression d’eau initiale hy(x) linéairement croissante avec la profondeur et allant de

hg(0) = -1,116 m a la surface a hy(L) = - 0,342 m a la profondeur L = 0,94 m

Le sol considéré est un sable dont les caractéristiques hydrodynamiques données dans

[VAU-79], sont :

Ko (m) = A ep (By) + A 5

avec A; = 0,50341x 1073 B; = 0,28781 x 102
A, = 0,82918 x 104 B, = 5,6593

et

- a(n-9)

m(h) a+ |00 T

ou 7. est la teneur en eau a la saturation
n " ” ”  résiduelle
a = 1608.92 et B =21773

Dans ce qui suit, conformément a (D.1.2), les flux perdus par le sol vers 'atmosphére sont
comptés positivement, les apports d’eau sont donc comptés négativement. Les Figure D.1 et D.2
donnent la pression d’eau en fonction de la profondeur a des temps différents, et I'évolution de la
pression d’eau a un point donné pour trois profondeurs (22 cm, 42 cm et 67 cm) permettant de
visualiser I'évolution du front d’infiltration. La Figure D.3 présente le résidu de bilﬁn de masse
établi au paragraphe précédent. Ce résidu ne servira pas dans le calcul de la solution, il n’est qu’un

test "global” de la consistance du schéma. Limportance relative de sa valeur pour les premiéres
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itérations est causée par la non compatibilité des conditions aux limites avec la condition initiale.

Pour un sol de mémes caractéristiques et pour une méme condition 2 la limite inférieure , nous
prenons une nouvelle condition initiale hy(x) croissante linéairement de - 0,4 m a la surface jusqu’a
-0342m aL = 0,94 m et on fait deux simulations pour des flux constants a la surface : le flux
K(\(t)) = 0,536 et K(A(t)) = 0,01. La Figure D.4 montre le comportement des deux solutions a des

grands temps, la deuxiéme solution montre un profil d’asseéchement du sol.

La quatrieéme simulation est conduite en appliquant un flux périodique-semi sinusoidal, com-
me le montre la Figure D.5. La Figure D.6 donne la pression d’eau en fonction de la profondeur a
des temps différents. La Figure D.7 permet de comparer la pression d’eau en fonction de la profon-
deur pour un flux périodique  un temps t; (t; = 10%) i 1a solution obtenue au méme temps t; mais
sous condition de flux constant (cf : la premiére simulation), le flux intégré étant le méme a cet
instant pour les deux simulations. Le temps t = 104s. correspond 4 un temps ot le flux périodique
est nul a la surface, le temps t = 9250 s. correspond a un flux périodique maximal a la surface. On
constate qu ’ au dela d’ une certaine profondeur (30 cm), les variations du flux a la surface sont

fortement amorties.

Pour des grands temps, la solution de cette simulation est périodique, comme le montrent les
Figures D.8 4 D.11. La Figure D.8 donne les courbes de niveau de la pression en fonction du temps
sur une durée de 5 périodes. La Figure D.9 donne I’évolution de la pression en quelques points du
domaine. Ces deux courbes montrent bien le caractére périodique de la solution. Pour mieux le
mettre en évidence, nous faisons la différence h(x,t)- h(x,t + nT;), ot T est la période égale 4 103s.
La Figure D.10 représente le maximum de la différence en fonction de la profondeur

I (Cx, .)-h(x, .+ nT ) |=co,r,,laFigure D.11donne le maximum de la diffé-
rence en fonction du tempssurune duréedeTy: | A (. ,t ) -h (.t + n Ty ) |=(o.z)

Les valeurs du flux ont été normalisées par la conductivité hydraulique de saturation.
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Figure D.1: Evolution de la pression d’eau dans le sol en fonction de la profondeur.
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D.II - LE SYSTEME D’EQUATIONS DE TRANSFERTS COUPLES DE CHALEUR ET DE
MASSE

1 - Le systéme a approcher

Nous reprenons le systéme des équations (B.II1.11) et (B.ITL.12) ot nous ne tenons pas compte

du troisicme terme du membre de droite ; négligeable devant le premier [REC-82], [DUN-82].

Les deux équations s’écrivent donc de la fagon suivante :

oh ad oh aT
ACh) — = E(B(h)s; + C(AT) — —D(h))
pour (xt) ¢ JO,L[x]0,T][ (D.IL1)
aT ad oh aT
E(h) il E(F( hT) = * G( h,T) 3) pour (xt) € ]0,L[x]0,T[ (D.IL2)

Nous gardons les mémes conditions initiales et aux limites pour la premiére équation que dans

(D.I) a savoir :

(B(h)z—z+C(h,T)3—z-D(h))(0,t)=—D().(t))

pour 0 =t =T (D.IL3)
h (L, t) = h pour 0 =t <T (D.IL4)
h(x, 0) = hy ( x) pour xe]l0, LI

Pour la seconde équation nous prenons les conditions aux limites :

A
l\]

T(O0, t) = T, (t) pour 0 =1t

IA
~

T(L,t) = T, pour 0 =<1t
et pour condition initiale :

T(x, 0) = T, (x) pour xe]O, L.
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2 - Evaluation de la température de surface

Nous utilisons la méthode de Newton pour trouver la température de surface Ts qui satisfait

I’équation de bilan (BIV3): Ry = J, + H + L, E
Pourcelanousposons: f (T, ) = J, + H '4: L, E - Ry

et nous itérons suivant la formule suivante :

oRy 0 R

— == - == -— 4 E IT:
aT, T, 96
oH

o, o C, h

Y _ Gin

oT, Ax

et puis comme E est relié a qg par la relation (B.IV.2),

P,

. = 062 — 2
1 062 +—0378 P,

et vu les relations ( B.I.13 ) et ( B.II.14 ) nous avons alors :

3, _  062P,P (T, ,h) [L,-gh, i’l_]
T,

+
aT, ( P - 0378 P, ¥ R, T, & 9T,

3 - Le schéma de discrétisation du probléme et la méthode de résolution du systéme linéaire

3.1 -Le schéma de discrétisation

Avec les mémes définitions de At, Ax et avec les mémes notations h? =

h(iAx, nAt)et

T = T(iAx,nAt)avec 1 <i s [ et 0 < n < N,nous posons:
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A+t h? M?:11/2 - M?-T/lz M?ﬂ/z - M?-I/Z D?+1/2 - D?—I/Z
n i i = 1 - - Al
— 0 — ( 0) Ax Ax (D.IL5)
Tt - 17 Nty - Nith N!+l/2 - N"‘-x/z
S R Divip T Moy - Divp = N DIL6
. R g Sin— (1-09) 0" (D1L6)
ol
h?+l - h;l+l T?+l - 'I}H-l

MY, = By '“T + Chp = Ax

. My - K T - T

M., = Blp “T‘ + Chp HAx

h?d-l _ h;ﬂ-l T+ _ T::«H

Nty = Fuap = Ar + Ghyp Ar

- "o ., - T

N’~. = F" i+1 i + G’~' i+1

i+1/2 i+1/2 i+1/2 Ax

ce qui s’écrit encore sous la forme suivante :

ai,iq BI' + ai i BN+ ag i B

Biia T' + Bii T + Biin THY = uf (D.IL7)
Oi i RXY + 6 K'Y + 6 AIY
Viia TR + yi i T+ i T = 7 (D.IL8)

avec

a; iq = -6 Z.At? B?-x/z
axn=A?+0'§A;1—(B?-l/2+B?+l/2)
aQi,ivp = -0 ’f‘:}‘ B;‘+l/2

ﬂi,i-l = -0 'i":z‘ C;'-l/z}



At
ﬂl i+1 = - 0 'sz— i+1/2
At
6,_.’-1 = -0 E’ F;'-l/z
At
0;,i = OE ( Flyp + Faup )
At
Oi isn = - 02‘; Fip2
At
Yi,in = - 0 sz’ G?-l/z
At
vi,i = E + OE (GLp + Ghap )
At n
Yi,it1 = -~ GA_xz_ i+1/2

Ar

At _ -
u; =A?h7+(I‘O)E(M?n/z‘M?-l/z)‘E(D?H/z'D?-x/z)

Az _
+(1'0)Z;(N?+1/2‘N?-1/2)

Y
I
|
=

Au niveau du nceud i = I-1, nous avons :

WY = K = h e T/ = TT = T,
des lors nous pouvons écrire :

arpi,g = B = O = Y, =0
avec pour second membre :

At - i}
up, = Ay hi, + (1 -6) & ( MLy, - Mis, ) -

At
+ G‘sz— B;-I/Z hl +

At
O A

&

At
Zx— (D;l-lﬂ = D;

12 Th

3/2 )
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At -~ ~
Via =E7-177-1+(I‘O)E(N?-n/z‘N?-s/z)

At Ar
+ 0 AR Gliyz hy + 0 Az Flip Th

Considérons maintenant le nceud i = 1; la condition a la limite ( D.I1.3 ) discrétisée peut s’écrire-
sous la forme suivante

My -Dip, = -D (&)

au temps ( n+1) At et sous la forme

M’l./Z_D,llﬁ = -D (&)

et au temps nAt.

Pouri = 1, I'’équation (D.IL5) devient alors :

A S M+ D (X))
! At B Ax

M’s‘/z'*‘D('l")_D's'/z
Ax Ax

A

+ (1-206)

ou encore sous la forme suivante :

a,, B+ a, KT BT+ BT = U
avec

At
a,,; = T+GE B3,

a,, = -0

Ar

A

At .
ﬁx.x = o-A_xz C;/z

o

A

et

W= ALK+ S (ODCET) 4 (1-6) (M, + D(Z))-Dip )
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Pour I'équation (D.I1.6), nous pouvons écrire eni = 1:

- T Nyt - N’x'le N’J'/z - N},
E" ———————— = ————— + - i ——————————
! At 0 Ax (1-96) Ax
La condition a la limite ( D.IL.3 ) s’écrit :
hn+l - hn+l T+ — ¥t
B, —I_—A—xL + Cip _L-_‘M'L' - Dy, = - DI
h - m - T
B, le 2 + Cln _1__&_2 - Dy, = -D(A).
nous avons alors :
. Px'/z Tl-l—l - Tu+1 Ff/z n
Ny o= (Gt/z‘c'l‘/zB.l./z) . Axo + Fl/: (-D(x') + Dy )
- Fi, nn - T Fi
Ny, = (Gi - + = (-D(&) + Df
1/2 1/2 1/2 B, ) Ax B, ( ( ) 2 )

En reportant ces relations dans I'équation (D.11.6) nous arrivons a la forme suvante :

01,0 MY+ o0, MY + y, T + oy, T = W
ou

01,1 = GAA:E Fp

01,2 = _OXAtxz"Fs'/z
yl’l=ﬂ+0%(6’ll/2+0§/z'c'f/z%

V1,2 =—0—Aé:2— G

At _ _
V’1'=E'1'Tx'+(1‘0)‘zx‘(M/2'Nx'/z) +

At F; F
6 —{T, (G, - C",, =2y + 22 (_ n+1
Ax ( Gt 1/2 B, ) B, (-D(a*) + DYy, )

Le systéme des équations (D.IL.7) et des équations (D.11.8) se met donc sous la forme matricielle
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suivante :

B h

(DIL9)

ot les blocs A, B, C et D sont les matrices tridiagonales correpondant respectivement aux élé-
ments {ay} , {B;} , {0y} e {v;} avec i -1 < j < i + 1 eth, T UetVsontlesvec-
teurs d’éléments respectivement {a**'} , {T7*'}, {uf}, (v} avecl =i =< I

Pour la résolution du systéme (D.I1.9) nous utilisons un schéma itératif suivant I'algorithme de re-

laxation par blocs ci-dessous :

L[4 o 0 B pe . 4 0]
- + . = (=—-1)
w 0 D 0 0 ! w D
0 7 |
- +

cC 0 T*
ce qui s’écrit :
D.T"* = (1-0)D.T"-0C.H +o0V (D.IL10)
A. Y = -9 B. "™ + (1l-0)A.H +o0U (D.1L.11)

La résolution du systéme (D.IL9) pour un pas de temps reviendra donc i itérer jusqu’a convergence

sur la résolution des deux systémes tridigonaux (D.I1.10) et (D.IL.11).

4 - Résultats numériques

On donne ci-dessous les résultats de deux simulations sur une période de 24 heures, pour un sol

de mémes caractéristiques hydrodynamiques que la partie (D.I).

Pour la premiére simulation, on prend comme condition initiale pour I'équation de la chaleur
généralisée une température constante Tg(x) = 1et pour la condition limite inférieure une tempé-

rature fixe To(L) = 1. A la limite supérieure on fait un bilan d’énergie qui permet de déterminer la
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température de surface comme cela est précisé au paragraphe (D.II.2). Les données nécessaires

pour ce bilan proviennent d’un fichier de données météorologiques réelles interpolées.

Pour I’équation de transfert de masse, on prend comme condition initiale une pression linéai-
rement croissante en fonction de la profondeur et allant de - 1,116 m a la surfacea-0,342mala
limite inférieure, pression qui sera fixée au cours du temps en ce point hg(L) = -0,342m. A lalimite
supérieure, le flux de masse correspond a la quantité évaporée, ou condensée, calculée a partir du
bilan d’énergie 4 la surface. La Figure D.12 donne I’évolution de ce flux au cours d’une période de
simulation de 24 heures. Les Figures D.13 et D.14 donnent respectivement I’évolution de la pression
dela couche superficielle et les courbes de niveau de pression d’eau dans le sol pendant une journée
de simulation. Les Figures D.15 et D.16 représentent I’évolution de la température de la couche
superficielle et les courbes de niveau de température d’eau dans le sol au cours de la méme période

de simulation.

Nous ajoutons ensuite au flux de masse utilisé a la premiére simulation, un flux constant égal a
0,07 pendant 2 heures, entre 10 h et midi. La Figure D.17 donne I’allure de ce flux. Les Figures D.18
et D.19 permettent de comparer, respectivement, I'évolution des pressions des couches superficiel-
les et de leurs températures dans les deux simulations. Enfin, la Figure D.20 donne les courbes de
niveau des pressions correspondant a la deuxieéme simulation et la Figure D.21 donne une compa-

raison entre les deux simulations pour les courbes de niveau de la température.

Les courbes D.19 et D.21 montrent bien 'impact non négligeable des apports en eau a la surfa-
ce sur I'évolution de la température dans les premiéres couches de sol. La prise en compte du cou-

plage est donc a préconiser chaque fois que les premiéres couches de sol interviennent dans le pro-

bléme physique.
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Figure D.12 : Evolution du flux de masse d la surface au cours d’ une journée de simulation.
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de 24 h de simulation
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Figure D.17 : Flux de masse utilisé lors de la seconde simulation.
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Figure D.20 : Courbes de niveau de pression d'eau dans le sol,

pour la seconde de simulation.
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E.I - INTRODUCTION

La méthode numérique mise en ceuvre sera orientée par un a priori d’analyse physique que

nous allons exposer et qui-conduit A I'émergence d’une problématique dite de “raccordement”.

Le formalisme général répondant i cette perspective sera briévement exposé et servira de ca-

dre pour étendre la résolution de notre probleme.

Ainsi la résolution du systéme d’équations modélisant les transferts de chaleur et de masse

dans le sol aura un double intérét :

- fournir des méthodes numériques robustes permettant d’enrichir une bibliothéque de thermi-

que de batiment ;

- servir de test au cadre général d’analyse physique souhaité par les acteurs du projet ALMETH.

E.Il - LE PROBLEME PHYSIQUE DE RACCORDEMENT

Le développement d’outils logiciels de modélisation thermique du systéme batiment en inter-

action avec son environnement met en évidence de nombreuses difficultés liées a son hétérogénéité.

A Téchelle macroscopique de nombreux phénoménes de natures physiques diverses sont pré-
sents : échanges radiatifs, convection, diffusion, transferts couplés de chaleur et de masse. Les ma-

tériaux qui en sont le siége sont de natures et de géométries trés diverses.

Iln’existe pas, a ’heure actuelle, de méthode numérique homogéne permettant de traiter prati-
quement ’ensemble des lois physiques impliquées. Cette analyse a conduit les concepteurs de logi-
ciels a utiliser systématiquement le concept de modularité. L'idée est de fournir un ensemble de
paquets logiciels adaptés chacun a un type de phénomeéne bien particulier. La modélisation concre-
te d’un projet consiste alors a instancier ces paquetages avec les parameétres physiques et géométri-
ques du projet, soit par programmation directe, soit par l'utilisation d’interfaces plus ou moins

évoluées (DOE.2, TRNSYS, BLAST, TAS) .

Le procédé permet a des thermiciens d’éviter 'apprentissage approfondi des nombreuses mé-
thodes numériques souvent complexes a mettre en ceuvre. Pour citer I'un des meilleurs exemples,

[MODULEF], développé a 'INRIA, utilise cette modularité systématiquement alors méme que
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’homogénéité numérique est assurée par I'utilisation des éléments finis.

Cependant, la mise en ceuvre de cette technique de modularité conduit a des difficultés liées en
particulier aux systémes hétérogénes fortement couplés, ceux ot la dynamique du comportement
global dépend autant du couplage entre les éléments et les phénomeénes que de I’évolution propre de
chacun d’eux. Il est alors nécessaire de faire apparaitre clairement la dynamique des équations de

couplage en plus des modéles phénoménologiques classiques.

Ainsi, pour ces systémes, la notion de modularité conduit a un probléme d’interface et a des

lois de couplages aux interfaces.

E.III - LE FORMALISME D’EVOLUTION PAR TRANSFERT

Lanalyse précédente a conduit le GER ALMETH i choisir un formalisme fondé sur I'analyse
des couplages permettant de raccorder les modéles élémentaires qui constituent un systéme global.

Ce formalisme permet en plus de spécifier les inter-influences des modéles élémentaires.

Il est basé sur une expression canonique de modeles d’évolution - dits équations de cellules - et

de modeles spécifiques de couplages - dits équations de transferts.

Lexpression physique est fortement orientée par la thermodynamique des processus irréversi-

bles.

Les processeurs de cellules sont des modeles d’état linéarisés sur chaque intervalle de temps.
Leur expression découplée - c’est-a-dire a conditions aux limites constantes - correspond a des
problémes aux limites classiques. Le raccordement est effectué par ’adjonction des variables phy-
siques d’interface contraintes par ’équation des transferts, et modifiant les processeurs de cellules

pour assurer le couplage dynamique.

Dans le paragraphe suivant, nous donnerons briévement le schéma général conduisant aux
équations canoniques ainsi que leur résolution implicite. Nous en donnons plus loin I'application

aux problémes traités dans cette thése .
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E.IV - FORMALISME DU RACCORDEMENT [ GRA-89 ]

1. Forme générale des équations

On considére le probléme de deux cellules Q, et Q, ayant une interfaceIetdes conditions aux

limites indépendantes %, et Z,.

21

p)

Léquation d’évolution découplée de chaque cellule i = 1,2 est supposée de la forme :

KL =G (m(r), By, 1) (EIV1)

ou 7, représente I’état du domaine Q; ; Z; représente les conditions aux limites sur aQ;

Le raccordement s’effectue en faisant dépendre les conditions aux limites de I'interface des
états des cellules connectées : soit ®, une fonction d’état de I'interface I ; elle sera contrainte par
les lois physiques aux cellules Q, et Q, via une équation que I'on supposera de la forme :

ad,

c
t ot

=FE(m, m, &, %, %, t) (EIV2)
Lévolution des états des cellules sera régie par des équations de la forme :

ei%’=Ti(7]i’zi9 q’lvt) (EIVl)

ou la variable dépendante &, apparait en plus des conditions aux limites indépendantes ;.

Cette forme de raccordement assure bien la modularité ; chaque cellule ne “voit” que des condi-

tions aux limites ou des variables d’interface.

Le couplage dynamique est assuré puisque, a chaque instant, &, évolue en fonction de I'évolu-
tion des €tats »; qui sont eux-mémes dépendants de @, . On aboutit a une formulation implicite du

systéme. On étend sans difficulté cette formulation a un systéme de n cellules raccordées par des

variables d’interface. On peut aussi définir des interfaces couplant un nombre quelconque de cellu-
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les.

2. Forme discréte du probléme

Dans le cas ou les équations ont été discrétisées, les vecteurs des équations (E.IV.1), (E.IV2)et
(E.IV3) sont de dimensions finies et les opérateurs sont représentés par des matrices. La forme
canonique des équations est alors, pour une cellule i :

A oy, + B, 6@ =T, (EIV4)

et pour les transferts

>Cioy + D@ = Q (EIV5)

3. Les étapes de la résolution

La résolution est conduite, par élimination des variables d’état des cellules dy;, ce qui donne :

D->CA B16® =Q->CAT, (E.IV6)

ce qui permet de déterminer 6, d’ou I'on tire pour une cellule i :
o = A' T - A' B 6@ (EIV7)
La spécificité du raccordement apparait ainsi dans le calcul des matrices C; et 4! B; .

Lévolution découplée de la cellule i : 7. corresponda 6@ =0 .
Lamatrice A4' B, = ;_:17)' donne l'influence de 6® sur dz; . On lui a donné le nom de matrice

d’influence des variations des grandeurs d’interface - c’est-a-dire le reste du systéme - sur la cellule
i. Pour chaque cellule i du systéme, lamatrice C; 4;' B; de (E.IV.6) permet d’évaluer le role de i
pour coupler des composantes du vecteur d’interfaces. Ainsi la mise en ceuvre du raccordement
par le FET exige des opérations souvent coliteuses et difficiles, a savoir le calcul de 4;* B; et C,

mais en retour la structure et les trajectoires de ces matrices recelent une information déterminante

pour 'analyse des couplages .
E.V - APPLICATION AU PROBLEME DE TRANSFERT DE MASSE DANS LE SOL

Nous reprenons dans ce paragraphe I'équation d’infiltration. Le but n’étant pas de la résoudre,

tiche déja accomplie au Chapitre D - mais de servir de test pour le formalisme d’analyse de coupla-
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ge présenté ci-dessus. Pour cela nous divisons le domaine en plusieurs zones et nous €tudions les

transferts entre elles.

Nous reprenons le probléme du paragraphe (D.I) et nous découpons ] 0, L [ en I sous-

domaines qui seront couplés par I'intermédiaire du choix d’une grandeur physique de couplage.

Un choix physique naturel nous conduirait a utiliser le flux d’humidité a chaque interface rac-

P 2 * e h -h
cordé aux états des nceuds voisins par @41y = Kipyp ———

(ce qui correspond a’'équation

E.IV2 dans laquelle €, = 0) et a écrire I'équation d’une cellule comme (E.IV.3).

Cependant, pour rester numériquement homogene a la résolution directe, nous avons préféré

définir pour chaque interface un noeud du domaine.

Pour décomposer ]0, L[ nous provoquons I-1coupurescorrespondantes auxnceuds ¥, j
= 1, .,I-1 Le systeme (D.1.8) se décompose alors en I sous-systémes linéaires. Le sous-systéme

correspondant au sous-domaine situé entre les noeuds 4! et ¥’ sera alors de la forme :

-a‘/‘-l_,lx”‘-l-

AKX, + = Y (E.V.))
5 cb’-lxy e

ol Xj et Y] sont les sous-vecteurs correspondant aux nceuds &' +1......... K-1

Le systéeme (E.V.1) peut aussi s’écrire de la maniére suivante :

A4X =Y (E-V2)
avec

Y, = Y- g, Xe1e - Cy X ey (E.V3)
e, = (1,0,0,.ccc...... 0) et e; = (0,0,0,...,1,......0,0)

nj = K - k' -1 estlalongueur du systéme (E.V.1)

Le sous-systeéme (E.V.2) est couplé aux sous-systémes correspondant aux sous-domaines (j - 1)

et (j + 1) par les équations

QX+t bhxy +axe =y (E.V4)
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respectivement pour/ = k' et [ = ¥

Cette formulation correspond bien aux équations canoniques du FET (E.V.1) en tant qu’équa-

tions des I cellules, (E.V.3) en tant que I - 1 équations de transfert. La résolution des systémes

(E.V2) ne peut pas étre directe puisque ¥, dépend explicitement de x,1 €t x; quine sont pas

encore déterminées ; pour cela la résolution passe par les étapes suivantes :

i) pour chaque systéme j nous résolvons les trois systémes linéaires suivants :

A X} = Y;
4, l\nl = €
A] X‘} = €pj

des équations (E.V.1) et (E.V.2) nous déduisons

= . . . . Y3
X, = X - gy X - o % X

ii) Nous avons alors en particulier :

Yig = (X} )i - @1y %t (X7 ) — Gy % (X7 Jnj

%jpr = (X h - Gy X ( Xt h = Girry e ( Xier 1

iii ) Nous substituons x,;, et x,,, dans(E.V4), ce qui donne:

@y Gty (X )y 2 = [ B - ay ey (X3 )y = ¢y ayey ( Xy )i | 2y

+ ¢ c+1y ( X h X1 = -y + ai( X; W + ¢ ( X )

(E.V5)
(E.V6)

(E.V7)

(E.VS8)

(E.V9)

(E.V.10)

(E.V.11)

Nous avons ainsi un systéme tridiagonal ne reliant queles x, , qui correspond au systeme E.IV.6.

La résolution de ce systéme (systéme des couplages) permet d’expliciter les ¥, et les X;
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E.VI - CONCLUSION

Traitement du systéme de transferts couplés

La décomposition du systéme (D.IL.9) en sous-systémes et leur raccordement par des variables
de transfert (FET) ne peuvent pas étre directs comme c’est le cas pour le systeme (D.1.8). En effet la
résolution par relaxation du systéme (D.IL9) fait que le couplage entre sous-systémes n’est plus
explicite. Pour avoir accés a la matrice des couplages entre sous-domaines, nous sommes contraints
d’utiliser une méthode directe pour la résolution des systémes linéaires. Cela nous amene, dans
notre cas, a une renumérotation des nceuds en fonction des positions des coupures. Néanmoins, et
tout en résolvant par relaxation le systéme (D.IL.9), nous avons utilisé la décomposition décrite dans
IV par la résolution de chacun des deux systémes tridiagonaux (D.II1.10) et (D.I1.11). Cela permet &

Ialgorithme d’étre facilement parallélisable.

Nous reprenons la seconde simulation de D.II et nous comparons les résultats du Chapitre
D.II (relatifs au systéme) a ceux obtenus par la méthode de décomposition. La différence entre les
deux résultats inclut les erreurs d’arrondis sur tout le calcul, et reste au méme ordre de grandeur, la
différence ne dépassant pas 1.4 10 comme le montrent les Figures E.1et E.2. Ces derniéres don-
nent respectivement le maximum, sur toutes les itérations et en tout point du maillage, de la diffé-

rence entre les deux résultats pour la température et pour la pression.

Nombre d’opérations et temps de calcul.
Une résolution par notre méthode comprend :

- la résolution directe de 3 systémes linéaires correspondant & la méme matrice tridiagonale,

donc en effectuant une seule fois la factorisation, et cela pour chaque sous-domaine ;

- larésolution du systeme de couplage reliant les variables d’interface : dans notre cas, il est trés

petit 3x 3);
- une combinaison de trois vecteurs pour chaque sous-domaine.

Si N est la dimension du systéme global, nous avons un nombre total d’opérations de I'ordre de

21 N alors que la résolution globale est de 8 N.
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En pratique, pour 1.000 itérations correspondant a la simulation n? 1 du Chapitre D, le pro-
gramme met 880 s C.P.U. pour une résolution sans décomposition en sous-domaines ; il met 903 s
C.P.U. pour le méme nombre d’itérations avec la méthode que nous venons de présenter ; si aucune

résolution n’est effectuée, le programme met 866 s C.P.U.

La résolution avec la méthode de décomposition met donc 37 s quand la résolution globale ne
met que 14 s : ce rapport ( 37/14 ) est bien en concordance avec les rapports des nombres d’opéra-

tions ( 21/8).

Lien avec les méthodes de sous-domaines

Lalgorithme que nous avons présenté peut étre classé parmi les méthodes de sous-domaines
sans recouvrement. Ces méthodes sont largement utilisées pour le calcul de sous-structures
[PET-86] et pour les problémes de mécanique de fluide [DIH-84] ; [DIN-88]. La résolution est géné-
ralement effectuée par une méthode de gradient conjugué préconditionné [GOL-76] ; [GLO-88].
Nous trouvons dans [PET-86] et [DIN-88] plusieurs choix de préconditionnement de la matrice

de cet algorithme, appelée matrice de complément de Schur [COT-74].

Dans notre cas, c’est la matrice du couplage qui correspond au complément de Schur. Nous
avons utilisé une méthode directe pour la résolution du systéme de couplage, non seulement parce
qu’il est de petite taille (probléme monodimensionnel), mais aussi parce que nous voulons accéder
a lavariation directe des variables internes en fonction des variables d’interface et, inversement, la

variation des variables d’interface en fonction des variables internes.

Ces informations sur le couplage global entre sous-domaines prennent une signification diffé-

rente suivant la nature des variables d’interface choisies ( flux ou température ).
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Max de la diifference de temperoture ( en e—5 K )

0.159
0.119
N
0.079 H
0.04 H
| .
0 | \ &N\AAA A A
0 20 40 60 80

Profondeur (en cm )

Figure E.1 : Lavarigtionde | T{ x , . ) - T(x, .) I e=co. 7y

en fonction de la profondeur. T et Tg sont respectivement les résultats des

méthodes avec et sans division du domaine.

Max de la difference de pression (ene—6m)

0.132

0.099 -

0.066 —

0.033

0 20 40 60 80

Profondeur (encm )
Figure E2 : Lavariationde | h{ x , . ) - h(xy o) leoco. 1)

en fonction de la profondeur. hy et hg sont respectivement les résultats

des méthodes avec et sans division du domaine.
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F.I - INTRODUCTION

Comme cela a été précisé au chapitre précédent, le systéme thermique du batiment en interac-
tion avec son environnement, est décomposé en zones. Les géométries de ces zones et les caractéris-
tiques thermophysiques de leurs constituants sont généralement différentes. Les transferts thermi-
ques en leur sein sont de natures physiques diverses : diffusion, convection, rayonnement,

transferts couplés de chaleur et de masse.

11 est donc fréquent de trouver des zones a inerties trés différentes. Les temps caractéristiques
de certaines zones ne sont pas dans les mémes ordres de grandeur. En prenant I'exemple du sol au
voisinage du batiment, une analyse spectrale faite au Centre Thermique de I'INSA de Lyon
[MOK-88] a montré que les constantes de temps de certaines zones (couches superficielles du plan-
cher) sont de I'ordre de 40 s alors que pour d’autres (plancher bas et sol immédiatement voisin),
elles sont de 'ordre de 30 mn. Nous trouvons méme de 130 heures a 7 ans pour les zones plus pro-

fondes.

Dufait que les données de 'ensoleillement sont déterminées a des pas de temps de I'ordre dela
minute [DUF-87], les variations des températures dans les zones exposées au flux solaire sont beau-
coup plus rapides que celles observées dans les autres zones. Nous retrouvons I'’exemple des cou-
ches de surface du sol par rapport aux couches profondes [MOK-88] et I'exemple de la paroi exté-
rieure d’'un mur par rapport a son cceur [ESC-89] ou les hautes fréquences des excitations sont

complétement amorties en aval des zones soumises a la dynamique rapide des excitations.

FII - APERCU BIBLIOGRAPHIQUE

Lidée qui vient est d’utiliser un pas de temps de discrétisation adapté i la physique de chaque

zone. Nous présentons un apergu rapide de I'utilisation de cette idée.

II.1 - Un modéle & deux dynamiques

Apreés une étude des variations temporelles des excitations thermiques, et une étude basée sur

I'analyse nodale de la réponse du batiment, ESCUDERO [ESC-89] propose un découpage du sys-
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teéme batiment en deux sous-structures, correspondant a deux dynamiques, rapide et lente. Il défi-
nit un mod¢le correspondant aux zones a dynamique lente et un autre pour les zones a dynamique
rapide. Le premier sert a bien évaluer la température d’interface entre les deux zones qui constitue
la condition aux limites pour le modéle a dynamique rapide. La température d’interface, ou tempé-
rature de couplage, est maintenue constante au cours du grand pas de temps : pas de discrétisation

des zones a dynamique lente.

I1.2 - Une méthode mixte pour Pintégration en temps

T. BELYTSCHKO et al. [BEL-79] ont développé une méthode de décomposition en sous-
domaines ou I'intégration en temps se fait avec des pas différents suivant les régions. La résolution
est explicite dans tous les sous-domaines. Pour les petits pas de temps, les valeurs aux interfaces
sont obtenues par interpolation. Ces auteurs ont montré que cette méthode est stable. Ils 'ont utili-
sé pour des problémes de propagation d’ondes et ont montré que les résultats sont en accord avec

une solution analytique.

I1.3 - Un solveur explicite

LOHNER, MORGAN et ZIENKOWICH [LOH-84] ont développé un solveur explicite, pour
des écoulements compressibles, basé sur la décomposition en sous-domaines a pas de temps adap-
tés. Ils estiment le pas de temps admissible pour chaque élément et mettent en place une stratégie
qui permet d’affecter un sous-domaine a chaque pas de temps At = Atpin, 2 Atmin, 4 Atpin ... OU
Atmin est le minimum des pas admissibles sur tous les éléments. Le raccordement entre régions est
fait par recouvrement sur les deux éléments voisins de I'interface entre régions. Cette méthode leur

a permis de diminuer le temps calcul d’un facteur plus grand que deux.

FIIT - LA METHODE UTILISEE

Nous prenons I'équation de la chaleur comme probléme modéle pour cette présentation. Nous

considérons le probléme suivant :



(P)

123

[ aT d aT '

— = — p— ’t O,L X O,T
&2 S(4 =) powr (x,t) € JOL[X]OT]
T(0,t) = T,(t) pour t >0

T(L, t) T, pour 't >0

LT (x, 0) To (x) pour xe€]0, L]

Nous discrétisons ce probléme par la méthode aux différences finies centrées que nous avons utili-
sée au chapitre D et nous utilisons la méthode de décomposition présentée au chapitre E. Nous
nous reportons a I'étape iii) de (E.V) ; nous avons alors un systéme linéaire qui relie les variables

d’interface et qui s’écrit :

a; ap 0 Ty i
a, an azy | . ! = i (EIIL1)
0 ajy asy Ty I
ou
B =-Yi+tai(XiN+ci (Xiah (FIIL.2)
pour j=1,23 et T} correspond aux états des interfaces &/

Lidée est de pouvoir discrétiser le probléme dans les zones (1) et (2) avec un pas de temps At; et

dans les zones (3) et (4) avec un pas de temps Aty ol Aty = mAt;. Vul'équation (EIIL.2), la détermi-
nationde f; et f; nécessite la déterminationde ( X} ¥ et ( X} )* qui passe par une résolution

des problémes correspondant aux zones (3) et (4). C’est ce dernier calcul que nous voulons éviter

pour les petits pas de temps. Nous approchons alors g3 et f5 pour les itérations correspondant

aux petits pas de temps et nous les calculons complétement pour les grands pas de temps. le systé-

me (EIIL1) est donc résolu tous les petits pas de temps avec des valeurs approchées de 5 et f;.

Les approximations se font en deux étapes : III.1 et II1.2
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IIL.1 - Approximation de Vi

Les choix de discrétisation nous permettent d’écrire :

a T + b TP + G T = (EIIL3)
ou
At
a = -6 El /2
At
G = - 0 TA?I "'+1/2

et

Vi =CTr+ (1-6) 2 (FIIL4)
avec

2= 2k (Bp T - Bap * Ben) T+ B T )

Nous posons 677 =  Tr*' - Tt  alors I'équation (FIIL3) s’écrit :

q 0Ty, + b; 0T} + ¢ 6T, = 2

a partir de I'expression de 2 , et en supposant que les ccefficients restent constants au cours de

mAt;, nous pouvons écrire que :

-0 (4" -4) = adly + (b-C )T + o 0T,
= 7z - G oT;
alors : /
2 = 1-% ) 7 + ?1)- c oot (EIILS)

Or (EIIL.4) s’écrit aussi

Vo= O T+ (1-60) 2 (EIIL6)
Du fait de 'hypotheése que Ci*! = (7 en substituant (EIIL5) dans (FIIL.6) nous obtenons
R
y;'“=%(7’,-’“+(0-1)7}')—-(1%z}‘ (EIIL7)

Cela permet donc de calculer y*! avec la seule connaissance de T7*! et de z# quine dépend que

des T7,, 7 et Ty, .
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II1.2 - Approximation des B;

Les X! sont définis par 'équation (E.V5) quisécrit 4, ( X; ) = Y]
Nous utilisons I'indice J pour les vecteurs relatifs aux sous-domaines J. La matrice 4, estsupposée

constante pendant m Aty = Aty pour les zones J = 3,4 supposées lentes. Moyennant les équations

(FIIL4) et (FIIL6) nous pouvons écrire :

vt - m=agtnt - G + (1-60)(Z1 -27Z})

alors vu (FIILS) et la définition de 47; nous avons

e A KA A (FIILS)
Nous avons d’autre part :

(Xryt-(xy = & (VW' -1)

Par substitution de (FIIL8), il vient :

(BY"-(Xy = 54T - < 47

et donc :

(BYH-(Xy = 340" T - 2 (X7 (FIILY)

Hypothése de grande constante de temps :

Nous appelons ” hypothése de grande constante de temps ” le fait d’ é&tre dans une situation qui

permet de considérer que

C;l A] = I] (F.III.IO)
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Dans ce cas par substitution de (FII1.10) dans (EIIL9), il vient :

1

1 v
(X y"-(xy = 0% - (X7
et par suite :
+1 1 +1 6-1
(xr = 3 T; t 5 (X y (FIIL.11)

Nous reprenons I'équation (EIIL.2) et nous utilisons les estimations précédentes pour calculer

les g+,
Si ¥ est I'interface entre zone lente et zone rapide, alors ( X} y*! est déja connu puisqu'il est

dans la zone a petit pas de temps At;. Nous pouvons alors écrire, moyennant (EIIL7) et (FIIL11):

_p\
G (mr+ @-yry + L2 g

B = a (XL

+ g (T o+ 0-D (X)) (FIIL.12)

Léquation (FIIL.3) permet d’exprimer 77! enfonctionde 77*' etde T!' quisont déji calculés
a l'itération précédente et g;*' est donc complétement déterminé. Une fois fg;*' calculé, nous
pouvons résoudre le systeme (FIIL.1) et déterminer les T;*? ce qui permet d’avancer la résolution

d’un petit pas de temps At; dans les zones rapides et de calculer les g+? . Nous itérons ce proces-

sus (m- 1) fois,ol m = Aty/At; et i la mi®™€ jtération nous effectuons un calcul complet dans

toutes les zones.

Si ¥ est une interface entre deux zones lentes, alors (X} y'*! n’est pas déterminé et nous

utilisons (FIII.11) comme pour ( X},, y**' ; nous pouvons écrire alors :



127

A\
(1-0) . .

G (T + @) T) + =5 5

|-

ﬂ"‘+l _ -
7

bt (T ok @D WX L) + g e (TH 4 @-D XY L) (BN

M+1

ce qui s’écrit, moyennant (EIIL.2) et (FIIL3):
1
g = 3 (-1 8 +sy-(by + C) Ty (FIIL13)

ce qui permet de passer a l'itération suivante.

Les phénomenes amortis

Nous pouvons également appliquer la résolution a plusieurs pas de temps sans pour autant que
I’hypothése de grande constante de temps soit acceptable. Dans ces conditions, nous ne pouvons

pas écrire que :

Srgrm) - o

Or nous avons besoin pour les zones lentes des quantités

' [ G T L et 4 [ G T )y

Le choix que nous avons adopté est de les calculer explicitement une fois et de les supposer constan-

tes au cours des (m - 1) autres itérations.
F.IV - RESULTATS NUMERIQUES

Nous avons appliqué la méthode a notre probléme de transfert de chaleur dans le sol. Nous

supposons que I'état hydrique dans le sol est stationnaire.
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La Figure E1 représente la variation de la température a la surface et a d’autres profondeurs
(25, 50 cm), en fonction du temps pour une durée de simulation d’une journée. Elle montre bien

Pamortissement de la température du sol en fonction de la profondeur.

En une premiére simulation, nous utilisons un pas de temps constant dans les 4 sous-
domaines, Aty = 30s. A la seconde simulation, nous utilisons un pas de temps Aty = 30s pour les
deux sous-domaines supérieurs, et Aty = 5 At; pour les deux autres sous-domaines. Nous repré-
sentons a la Figure F.2 I'évolution de la température de I'interface, entre zones 3 dynamique lente et

zones a dynamique rapide, en fonction du temps.

Nous faisons la différence entre les résultats de la premiére et de la seconde simulation et nous

représentons a la Figure E3 cette différence au niveau de l'interface en fonction du temps.

Pour illustrer I'intérét qu’apportent les approximations utilisées, nous effectuons une simula-
tion dans les mémes conditions que la précédente, et nous maintenons constantes les gj au cours

des grands pas de temps.

La Figure F.4 donne les différences entre les résultats de la premiére et la troisieme simula-
tions, a I'interface, en fonction du temps. La comparaison des Figures E3 et F4 montre I'apport de
précision des approximations proposées. La méthode utilisée permet donc de préserver une bonne .
précision tout en permettant un gain considérable de temps de calcul. A titre d’exemple, la premic-
re simulation prend 1545 s du temps C.P.U. alors que la seconde ne met que 880 s. Ce gain devient
plus important si nous utilisons un découpage emboité et plusieurs multiples de pas de temps

[LAH-89]
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Figure F.1 : Evolution en fonction du temps de la température & différentes profondeurs.
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Figure F.2 : Evolution de la température d l'interface ( profondeur = 0.45 m ) en fonction du temps .y
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Figure E3 : Différence des températures a l'interface ( profondeur = 0.45 m ) en fonction du temps .

Comparaison des résultats avec et sans emboitement temporel

-3
x 10

0.8

Difference de Temperature

0.6

0.4

0.2

lllllilTIlf!l1Illll|l

llllllllJIl_llllllllllllllllllllL]

0 20 40 60 80 100 120 140

Temps ( en pos de 10 mn )

Figure F4 : Différence des températures d l'interface ( profondeur = 0.45 m ) en fonction du temps .

Comparaison des résultats avec et sans emboitement temporel d B; constantes.



131

CONCLUSION

Létude bibliographique que nous avons faite nous a conduit a mettre en évidence I'importance

de la prise en compte de I'état hydrique du sol pour 'étude des transferts de chaleur entre le bati-

ment et le sol avoisinant.

Nous avons donné les bases du modéle que nous avons utilisé en le situant par rapport a une
large gamme de modgles existants. Une étude numérique du probléme en dimension 1 d’espace

nous a permis de conclure que ce modeéle est un bon outil pour une étude fine de transfert énergeéti-

que entre un-bitiment et le sol.

Il permet aussi I'étude des cas pathologiques du batiment en relation avec les transferts de
masse. Une étude analytique de I"équation de transfert de masse nous a permis de montrer que le

probléme est bien posé tout en mettant le point sur des cas de dégénérescence d’une part et sur

certaines propriétés de la solution d’autre part.

Dans l'objectif de tester des méthodes plus générales sur ce probléme-modéle, nous avons utili-

sé une méthode de décomposition de domaine basée sur le Formalisme d’Evolution par Transfert
(EE.T).

Nous avons également mis au point une méthode 4 multi-pas de temps. La systématisation de
cette méthode conjuguée avec la parallélisation massive offerte par le EE.T. [ MOR - 88 ] rend

possible la résolution des grands systémes thermiques qui demandaient auparavant des moyens de

calcul prohibitifs.



[ADN-89]

[BEL-79]

[BEN-82]

[BOU-89]

[BRU-84]

[BRU-75]

[CAL-79]

[CAN-88]

[COT-76]

[CUM-81]

[DAN-87]

[DEB-80]
[DEG-87]

[DIH-84]

REFERENCES BIBLIOGRAPHIQUES

ADNOT J, IRIS, P, DUBERNET J.P, LECOMTE, P. et RIALHE, A. - Méthodes
globales de suivi de réseaux géothermiques. AFME/ARMINES, n? 1.9, Avancement
87/88.

BELYTSCHKO, T, YEN, H.I. et MULLEN, R. - Mixed methods for time integration.
Comp. Meth. ; Appl. Mech.Eng., 17/18, 259-275, 1979.

BENET J.C. - Contribution a I'’¢tude thermodynamique des milieux poreux non satu-
rés avec changement de phase. Thése de Doctorat, Université des Sciences et Techni-
ques du Languedoc, 1981.

BOUDEN, Ch. - Analyse du suivi thermique d’un pavillon solaire expérimental en
région tunisoise. Thése de Doctorat, Université Paris VII, 1989.

BRUNET Y. - Modélisation des échanges sol nu-atmosphere. Essai de validation lo-
cale et influence de la variabilité spatiale du sol. Thése de Docteur Ingénieur, LN.P.G.
de Grenoble, 1984.

BRUTSAERT, W. - On a derivable formula for long wave radiation from clear skies.
Water Res. Research, 11, 742-744, 1975.

CALLIAS, 1. F. - Analyse des modéles de prévision de la conductivité hydraulique
d’un sol non saturé. Thése de 3éme Cycle, LN.P. de Grenoble, 1979.

CANDAU, Y. - Thermique du batiment et systemes linéaires : méthodes numériques
et validations expérimentales. Thése de Doctorat, Université Paris XII, 1988.

COTTLE, R. - Manifestations of the Schur complement. Linear Algebra Appl., 8,
189-211, 1974.

CUMALL Z., PAUL, D., BULL, J.,, MEIXEL, D. et LESTER SHEN, Jr. - Earth con-
tact subroutine development. Earth Contact Systems Contract, DE - ACO3 -
805F11508, 1981.

DANG VU, C. et DELCAMBRE, B. - Etude expérimentale et modélisation d’'un
stockage thermique de longue durée en lit de cailloux enterré, couplé a des capteurs
solaires a air. Rev. Phys. Appl., 22, 487-503, 1987.

DEBONY, PL. - Les économies d’énergie. Ed. Eyrolles, 1980.

DEGIOVANNI, A.et MOYNE, C. - Conductivité thermique de matériaux poreux
humides : évaluation théorique et possibilité de mesure. Int. J. Heat & Mass Transfer,
30, n? 11, 2225-2245, 1987.

DIHN, Q.V, GLOWINSKI, R. et PERIAUX, J. - Solving elliptic problems by domain
decomposition. Methods with applications. In “Elliptic Problem Solvers 11, G.BIRK-
HOFF et A.SCHOENSTADT Ed., Academic Press, New York, pp. 395-426, 1984.



[DIN-88]

[DOE-82]

[DUF-87]

[DUN-82]

[ESC-89]

[FAR-81]

[FAU-86]

[FOK-75]

[GIL-77]

[GLO-88]

[GOL-76]

[GRA-89]

[HUL-86]

[KON-69]

DINAND, T. - Méthodes de décomposition de domaine pour les systemes d’équations
aux dérivées partielles elliptiques. Thése de Doctorat, Université Paris XI, 1988.

DOE-2 Enginiers Manuel, Version 2.1A4, Lawrence Berkeley Laboratory, Energy Divi-
sion, Building Energy Simulation Group.
et Los Alamos National Lab., Energy Division, Solar Energy Group, 1982.

DUFRESNE, J.L. - Etude et développement d’une procédure expérimentale pour I'i-
dentification des paramétres d’'un modéle thermique de capteurs solaires a air en régi-
me dynamique. Thése de Doctorat, Université Paris VII, 1987.

DUNAND, A. - Modélisation des transferts thermiques et hydriques dans le sol. Ap-
plication  I’extraction d’énergie thermique par pompe a chaleur couplée a un réseau
horizontal de tuyaux enterrés. Thése de Docteur Ingénieur, INP de Grenoble, 1982.

ESCUDERO, A. - Etude du comportement thermique des batiments. Proposition
d’un modéle a deux dynamiques. Thése de Doctorat, INSA de Lyon, 1989.

FAROUKI, O.T. - Thermal properties of soils. CR.E.R L. Monograph 81-1, Hanover,
New-Hampshire, USA, Déc. 1981.

FAUCONNIER, R., GRELAT, A. et GUILLEMART, Ph. - Cahier d’algorithmes BIL-
BO et BILGA. Union Technique Interprofessionnelle des Fédérations Nationales du
Batiment et des Travaux Publics, 1986.

FOKINA, TI. - One boundary-problem for a parabolic equation with strong non-
linearities. Vestnik Moskovskogo Universiteta Matematik, 30, n? 2, 22-28, 1975.

GILDING, B.H. - A non-linear degenerate parabolic equation. Annali della Scu. Nar
Sup. Di Pisa, 4, 393-432, 1977.

GLOWINSKI, R., BOURGAT J.E, LE TALLEC, P. et VIDRASCU, M. - Variational
formulation and algorithm for trace operator in domain decomposition calculations. IN-
RIA, rapport de recherche n? 804, Mars 1988.

GOLUB, G.H. et MEYERS, D. - The use of preconditioning over irregular regions.
Proc. 6th Int. Conf. Compt Meth. Sci., Engng, Versailles, France, 12-16 Déc., 1983.

GRANDPEIX, J.Y., LAHELLEC, A, BONIN, J.L, JOLY, J.L. et RIGAL, M. -

Multi-model simulation : the TE.E approach. Proc. of the 1989 European Simulation
Multiconference, Rome, Italy, 7-9 Juin, 1989.

HULSHOE J. - Elliptic-parabolic problems. The interface. Thése de Doctorat, Uni-
versité de Leiden, Hollande, 1986.

KONDRATIEV, K.Y. - Radiation in the atmosphere. Academic Press, New York,
1969. |



[LAH-89]

[LEB-86]

[LOH-84]

[MAR-84]
[MAR-85]
[MOK-88]

[MOR-88]

[NAU-84]

[PET-85]

[PET-86]

[PRO-67]

[REC-82]

[VAN-63]

[VAN-82]

[VAU-79]

LAHELLEC, A, DUFRESNE, J.L.,, CHOUNET, LM,, GRANDPEIX, J.Y., BEL
HADJ SALAH, H. et JOLY, J.L. - An heterogeneous time stepping technique for the
Transfer Evolution Formalism. Proc. of the 1989 European Simulation Multiconferen-
ce, Rome, Italy, 7-9 Juin, 1989.

LEBRU, A, PELLETRET R. et VINOT, B. - Thermique des sols. Rapport AEM.E.,
1986.

LOHNER, R., MORGAN, K. et ZIENKIEWICZ, C.O. - The use of domain splitting
with an explicit hyperbolic solver. Comp., Meth. Appl. Mech. Eng., 45, 313-329, 1984.

MARTIN, J. et DELCAMBRE, B. - Thermique des sols. Rapport A EM.E., 1984.
MARTIN, J. - Thermique des sols. Rapport A EM.E., 1985.

MOKHTARI, M. - Etude du comportement thermique des batiments en contact avec
le sol par I’analyse modale. Thése de Doctorat, INSA de Lyon, 1988.

MORGAN, K. et LOHNER, K. - Domain decomposition for the simulation of tran-
sient problems in CFD. First Int. Symposium on Domain, “Decomposition methods
for partial differential equations”, SIAM, Philadelphia, 1988.

NAUDET G. - Création d’un logiciel de recherche et d’aide a 1a conception en thermi-
que du batiment, ax¢ sur la simulation des systémes énergétiques. Thése de 3éme Cy-
cle, Université Paris XII, 1984.

PETIT, M. - Contribution a I'étude d’une dalle chauffante posée sur terre-plein. Thése
de Docteur Ingénieur, Université Paul Sabatier de Toulouse, 1985.

PETTER, E.B. et OLOF, B.W. - Iterative methods for the solution of elliptic problems
on regions partitioned into substructures. SLAM J. Numer. Anal., 23, n? 6, Déc. 1986.

PROTTER, H. et WEINBERGER, E - Maximum principles in differential equations.
Prentice-Hall Inc., Englewood Cliffs, New Jersey, 1967.

RECAN, M. - Simulation numérique du comportement thermique et hydrique d’'un
sol nu ; application a I'’étude de I'évaporation par télédétection. Theése de Docteur Ingé-
nieur, INP de Toulouse, 1982.

(Référencé par ARVIEV, J.C.) - Caractérisation thermique des sols. Documents INRA,
Département Science des Sols, Antibes, 1980.

VANDUYN, CJ.et PELETIER, L.S. - Non stationary filtration in partially saturated
porous media. Arch. for rat. Mech. and Anal., 78(2), 173-198, 1982.

VAUCLIN, M., HAVERKAMP, R. et VACHAUD, G. - Résolution numérique d’une
équation de diffusion non linéaire. Presse Universitaire de Grenoble, 1979.



[VAU-84] VAUCLIN, M. et VACHAUD, G. - Transferts hydriques dans les sols non saturés, non
homogénes. Annales des Mines, Mai-Juin 1984.

[XIA-84] XIAO, S, HUANG, Z. et ZHOU, Ch. - The infiltration problem with constant rate in
partially saturated porous media. Acta Math. Appl. Sinica, 1, 1984.



Table des matiéres

Page
A - LA THERMIQUE DU SOL POUR LA THERMIQUE DU BATIMENT 7
Al Thermique du batiment et économies d’énergie 8
Al Etudes récentes en thermique des sols 9
A.IIl La thermique des sols pour la conception thermique des bitiments 11
B - MODELISATION DES TRANSFERTS DANS LE SOL 21
B.I L’échelle propre du milieu poreux 23
B.II L’approche purement conductive 24
B.III Transferts de chaleur et de masse 25
B.IV Les transferts entre le sol et I’atmospheére 34
B.V  Des modeles plus fins 40
C - ETUDE ANALYTIQUE DE L’EQUATION D’INFILTRATION 42
C.I Introduction 43
C.II Résultat d’existence 4
C.III Unicité de la solution 66
C.IV Convergence vers la solution du probléme stationnaire 71
D - ETUDE NUMERIQUE DU SYSTEME EN DIMENSION 1 D’ESPACE 83
D.I Infiltration d’eau dans le sol sous condition de flux 84
D.II Le systtme d’équations de transferts couplés de chaleur et de masse 96
E - PROBLEMATIQUE DU RACCORDEMENT 110
E.I Introduction 111
EJII Le probléme physique de raccordement 111
E.IIl Le formalisme d’évolution par transfert 112
E.IV Formalisme du raccordement 113
E.V Application au probléme de transfert de masse dans le sol 114
E.VI Conclusion 117
F - SOUS-DOMAINES A PAS DE TEMPS DIFFERENTS : EMBOITEMENT
TEMPOREL : 120
F.I Introduction 121
F.II  Apergu bibliographique 121
F.III La méthode utilisée 122
F.IV Résultats numériques 127

CONCLUSION 131



