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ABSTRACT

We study the two dimensional Schrédinger equation, with periodic
magnetic field and potential in the presence of a sixfold rotational sym-
metry. We treat the so called triangular and hexagonal cases, which are
those when the potential reaches its minimum once or twice per periodicity

cell.

Under the assumption that Planck’s constant is small enough, we
show that the lower part of the spectrum of these operators coincide with
the spectra of pseudodifferential operators, quantized by a new Planck’s

constant and whose symbols can be approximated.

If this new constant is small enough, we can study the spectra of the
pseudodifferential operators like we did for the Schrédinger operators, this

time for all the spectrum exept one or two arbitrarely small intervals.
In the best cases, this procedure can be repeated indefinitely and we
obtain a nearly complete description of the hierarchical structure of the

spectrum.

AMS Subjects Classification (1985). 35A20, 35A35, 34B20,
39A10, 35S05, 81 E15, 35J10.
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0. Introduction.

Ce travail est une étude semi-classique du spectre des opérateurs de

Weyl g, =cosx + cos($x+hD)+cos($x—hD) agissant sur LZ(R;C) par

gpu(x)=cosxu(x)+cos(Ex+h)u(x+h)+cos($x-Fh)u(x—h) et

0 1+eiX4+eihD
U= 1+e—iX4e—1ihD 0

agissant sur LZ(R;C2) par: _
Qp(ug,u2)(X)=((1+eX)ux(x) +ux(x+h),(1+e~ ¥)uy(x) +ug(x—h)).

Ces opérateurs s’introduisent notamment lors de 1’étude de 1’équation
de Schrédinger en dimension 2, en présence d’un potentiel périodique
possédant une symétrie de rotation d’ordre 6 et d’un petit champ
magnétique constant.

Plusieurs études de ces opérateurs ont été faites.
Claro et Wannier [C1-Wa] ont construit un analogue du fameux papillon
de Hofstadter pour 1'opérateur gy, tragant le spectre de gy en fonction de h

lorsque h/21 est rationnel a dénominateur assez petit. On sait que le
spectre de gzqyp/q Pour p et q entiers et premiers entre eux est formé de q

bandes (intervalles de R) qui peuvent se toucher mais pas se chevaucher.
Le dessin obtenu par Claro et Wannier présente des trous dans lesquels ces
auteurs étudient 1a densité d’états.

Récemment une prépublication de Bellissard, Kraft et Seiler [BKS]
donne une étude semi-classique du spectre d’un opérateur légérement
différent de g pour h/21 proche d’un rationnel. Ces auteurs étudient le

spectre de leur opérateur prés des extrémités des bandes simples de celui
correspondant a8 h=21/q.

Dans un article [Wi—Au] proche de mon travail, Wilkinson et Austin
étudient un opérateur un peu plus général. Leur approche, qui n‘est pas
entierement rigoureuse mathématiquement, consiste a considérer des
"puits micro-1locaux’’ dans 'espace cotangent T*R, interagissant par effet
tunnel comme les puits de potentiel pour 1Yéquation de Schrédinger. Ils
indiquent comment 1'analyse de ces interactions permet de ramener 1'étude
de certaines parties de spectre a celle d’un opérateur proche de celui dont
on est parti, avec une nouvelle constante de Planck, et pensent qu’on peut
obtenir 1a structure compléte du spectre en réitérant indéfiniment cette
procédure, ce qui est possible si h/21 admet un développement en fraction
continue convenable.
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Dans mon travail certains résultats pressentis par ces auteurs sont
démontrés rigoureusement. Ceci a été possible grace aux techniques et aux
théoréemes obtenus par Helffer et Sjostrand dans une série d’articles sur
1’équation de Harper [He-Sjlg, 5,6 et aux techniques qu'ils y ont
introduites. Ces auteurs se sont intéressés a l'opérateur cosx +coshD,
d’abord dans la partie du spectre ol les courbes d’énergie sont connexes
([He-Sjlg), puis dans les zones de '’branchement’’ ([He-Sjlg). Dans le

premier cas, suivant 1intuition de Wilkinson, ils étudient une matrice
d’interaction entre les puits, dont ils peuvent majorer les coefficients par
des estimations de décroissance exponentielle des fonctions propres. Ils se
rameénent ainsi @ un opérateur pseudo-différentiel, avec une nouvelle
constante de Planck. Cette opération a regu le nom de renormalisation. Ils
arrivent également a obtenir des minorations de certains coefficients de la
matrice d'interaction par des constructions BKW et montrent ainsi que
lYopérateur renormalisé est proche de Yopérateur de Harper, et a conservé
ses symétries. L'opérateur renormalisé peut alors étre étudié de la méme
fagon. A chaque étape de la renormalisation, les zones de branchement ont
été laissées de coté et font 1'objet d’une étude spéciale ([He-Sjlg).

J'ai adapté cette méthode aux deux opérateurs que j'étudie, en
laissant de coté les zones de branchement, soit un ou deux intervalles
suivant qu’on étudie 1Yopérateur scalaire ou le systéme. Pour chacun des
deux opérateurs, 1a renormalisation conduit a chacun des deux, suivant la
zone du spectre que 1'on étudie. L'innovation principale de mon travail
consiste en ceci: dans 1'étude des zones du spectre qui conduisent aprés
renormalisation & Yopérateur scalaire, les constructions BKW n’existent
plus au dela d’un point ol 1a phase est singuliére. On a alors besoin de
déplacer le probléme dans le complexe et d’étudier Yopérateur sur une
droite R+di, avec d>0 petit.

On obtient ainsi:

Théore :

Soit £45>0. Alors il existe deux constantes C, et ¢, telles que si-

h/21 admet le dévelopement en fraction continue
h/2m=1/(qy+1/(q2+1/(q3+...))) avec qjez, Iqjl =Cgy, On a:

Le plus petit intervalle fermé qui contient Sp(qp) est de la forme
[-3/2+00/1qi1),3+0(1/1qi )],
SP(apn)C VU1 <j<NjUToUU <k <N, Kk 0l g, Tes Jj et les Kj sont des
intervalles fermés de longueur non nulle, avec 9I,, an, aKjCSp(qh),
Jj<Jj+1<Ig <K<Ky ;1. Ces intervalles sont séparés d'au moins cy/lqql, I,
est de longueur 2€,+0(1/1qql), contenant -1 & une distance ©(1/1qyl) de
son centre. Les bandes Jj et Ky sont de largeur e~3())/1a1l et ¢=b(k)/1ail
et avec cg=a(j)=1/cqy et co=b(j)=1/c,.
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Le plus petit intervalle fermé qui contient Sp(Qh) est de la forme
[-3+00/1q¢1),3+00/1qi1)],
SP(AR)C UM, <k = -1Kk UI-y UUj<jsm,dj Ul UV <p<m,Kis U Iog, Iy
les Jj et les Kj sont des intervalles fermés de longueur non nulle, avec
Ol4q, an, aKJ'CSD(Qh);
Kk1—1< Kk1<I—l<Jj<Jj+l<Il< Kk2< Kk2+1 pour ky=-1et ko=1. Ces
intervalles sont séparés d‘au moins cy,/lqyl, I+ est de longueur
2e45+0(1/1q¢1), contenant £1 & une distance ©(1/1q;l) de son centre. Les
bandes Jj et Ky sont de largeur e =3}/ 11l et e=b(K)/ a1l et avec
co=a(j)=1/cqy et co=b(k)=1/c,.

Il existe une fonction affine R qui transforme Ky en [-3/2,3]
(respectivement une fonction affine Ek qui transforme Ek en[-3/2,3D
telle que R, (Sp(an)NKy) (respectivement 2, (Sp(Qp) N Ky)) vérifie les
mémes conclusions que Sp(qy), avec qq remplacé par qo.

Soit fj 1a fonction affine croissante qui transforme Jj en[-3,3]
(respectivement fj 1a fonction affine croissante qui transforme Jj en
[-3,3D. 1j(Sp(ap)nJj) (respectivement f;(Sp(Qp)NJj) vérifie les mémes
conclusions que Sp(Qy), avec qy remplacé par q5.

Et ainsi de suite, en remplagant a chaque étape q, par q41- O

Comme nous l‘avons déja vu, les opérateurs que nous étudions
proviennent de 1’équation de Schrodinger et le théoréme 1 a donc une
application a 1'étude de cette équation.

On considére dans R2 Yopérateur de Schrédinger avec champ
magnétique:
Pt,ho=(NoDx,~A1(x))Z+(hoDy =~ A2(x))Z +V(x)
ou V et A sont analytiques.
Le champ magnétique B est donné par:
B(x)dxjAdxp=d(A1(x)dxX;+Ax(x)dx2), soit B(Xx)=0y Ax(X) =0y, A(X).

On suppose que V et B sont invariants par la rotation X de centre O et
d’angle /3, et par translation selon un réseau Zv @ 2Zv,, avec vy #0,

V2=K(V]).

On traite deux cas:
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Le cas triangulaire est le cas ou V atteint son minimum en un seul
point par cellule de périodicité. Compte tenu des symétries que 1'on
s’impose, le minimum est atteint en O.

Le cas hexagonal est celui ou V atteint son minimum en deux points
par cellule de périodicité. Ce minimum est alors atteint en $(vy+v;) et en

2/3(vy+v2).

On suppose que ces minima sont non dégénérés et, sans perte de
généralité, qu'ils sont nuls. On considére alors la distance dy associée a la

métrique d’Agmon V(x)dxZ et on suppose
que les minima les plus proches pour la distance usuelle de RZ sont aussi
les plus proches pour la distance dy,,

et que ces minima sont reliés par une unique géodésique, non dégénérée au
sens de [He-Sjl3.

On a alors:
Théore > ;

Il existe un réel strictement positif C4(A,V) tel que, si:
(t,ho)el_‘/Co,l/Co]x]o,l/Colg

P désigne le flux de B a travers une cellule de périodicité, et 2mho/t®
admet le développement en fraction continue:
21mhg/t®=1/(qg+1/(qy+1/(q2 +...))), avec qjeZ, Iqjl 2C,,

M(t,hg) est 1a plus petite valeur propre de IYoscillateur harmonique
(hoDy,+3tB(X)%2)2+(ho Dy, = FtB(Xo) X2+ 5{V'(xg)X X}, ol X4 est un
point ou V s'annule,

alors:
le plus petit intervalle fermé contenant Sp(Py _)Nl-oo,u(t,h)+Cqhgl est

de la forme
A(t,hg)+plhg)[-3/2+0(1/q;) +O(e ~1/Coho), 34 0(1/q)) +©(e ~1/Coho)] si on
est dans le cas triangulaire,
H(t,hg)+plhgd[-3+0(1/g)+0(e~1/Coo), 34+ 0(1/g) + ©(e ~1/Coho)] si on
est dans le cas hexagonal.

Dans les deux cas, J(t,hy)-p(t,hg)=0(ho2),

p(hy) a un développement de la forme p(hgy)=hg Ve ao(ho)e'S(t)/h, ou
Vg€R, a, est un symbole analytique elliptique, OsS(t)-SsCtZ, S étant 1a

distance d‘Agmon entre puits les plus proches.
De plus, aprés une similitude, le spectre de Pt,ho a la méme structure que

celle expliquée au théoréme 1, pour Yopérateur scalaire si on est dans le
cas triangulaire, pour le systéeme si on est dans le cas hexagonal, avec
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h/2mw=-1/(qy+1/(qx+1/(q3+...))), c’est-a-dire que h est le plus petit
réel tel que h=-t®/hy[2wZ]. o

Nous avons suivi le plan suivant:

Les trois premiéres sections traitent 1'équation de Schrédinger:
Dans la section 1, on construit des opérateurs commutant avec 1'opérateur
de Schrodinger étudié, pour pouvoir conserver les symétries lors de la
renormalisation.

Dans la section 2, on raméne V'étude de 'opérateur de Schrédinger
triangulaire & celle d’une perturbation de 1'opérateur scalaire gp.

Dans la section 3, on raméne 1'étude de 1'opérateur de Schriédinger
hexagonal & celle d’une perturbation du systéme Q.

Dans la section 4, on construit des opérateurs commutant avec qp ou
Qp, ainsi qu’avec les perturbations de ces opérateurs qui se sont
introduites aux sections 2 et 3.

Les sections 5 & 7 sont consacrées a 1'étude de V'opérateur qp:

dans la section 5, on prépare 1'étude de la matrice d‘interaction par la
démonstration d'inégalités a poids.

Dans la section 6, on majore les coefficients de 1a matrice
d‘interaction.

Dans la section 7, on minore les plus grands coefficients de cette

matrice et 1a renormalisation nous raméne a des perturbations des
opérateurs qn et Qp.

La section 8 étend les sections S a 7 a lYopérateur scalaire perturbé.

Enfin 1a section 9 est consacrée a 1'étude des systémes.
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1. Construction des translations et de 1a rotation

Comme annoncé dans lintroduction, nous définissons ici des
opérateurs, appelés translations magnétiques et rotation magnétique, qui
commutent avec un opérateur de Schrédinger vérifiant les hypothéeses du
théoréme 2.

On commence par traduire 'invariance de V et B par translation. Soit
T 1a translation de vecteur vy: Tyu(x)=u(x-vy). Alors d(A-T1A)=0, donc il

existe une fonction P telle que tA-TtA=dVy;.

On définit alors la translation magnétique associée a 1a translation T,
comme 1'opérateur unitaire Ty=ei¥1/h ¢,.

On a alors:

Lemme I.] :

Tq commute avec P.

Démonstration :

Posons D= —-ihd, ou d est la différentielle extérieure. Alors:
YUECL(R2), (B-tA)T =d (x) eMP1/h ¢ u+ eP1/h ¢ (Bu) —tA e™P1/h ¢y
=e™P1/h ¢ [(-tA+D)ul = T{(D-tA)u.
Donc pour j=1,2, (Sj—tAj)T1=T,(5j—tAj).
Passant aux adjoints, on a: _
(Dj-tA*T =T((Dj-tAp™
et comme P=(5'J--tAj)*(53—tAj) +V, et que V est v-périodique,
[T,P]=0.0

On définit de méme To=ei¥2/h 1, avec Tou(x)=u(x-v>5) et
dpo=tA-TtA. Comme Ty, T commute avec P.
Nous avons besoin d’une relation de commutation entre T et T5:

Lemme 1.2 ¢

T T2=eit®/hT,7, ol @ désigne le flux de B & travers une cellule de
périodicité: &= [z B dx;dx>.
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Dé tration :

On a: T1T2=ei‘P1(X)/h efP2(x-vi)/h ¢ 7,
et T2T1=ei\p1(x—vz)/h eiP2(x)/h 2T
donc T Ty =exp{i [P{(x)=P1(x-V2)+P2(x-V{)=P2(x)I/h} ToTy.

Avec les notations de la figure ci—dessous:

0

x-V, *

Q ®

==V, -V, @ x-Vv,
on a: Yi(x)=P1(x-V)=[q dP1=[4 CA-TtA)=t [, 4 A
et:  Wox-v)-Yo(x)=[; dpo=[; fA-TtA)=t[i, 3 A.
Donc \Pz(x—V1)"\P2(X)+‘P1(X)—\PI(X—V2)=tﬂ +2+3+4 A

=t g dA= [z B dxj dxo=t&.
Donc TyTo=eit®/hT T,

Construisons maintenant la rotation magnétique: on a X*(dA)=dA,
donc il existe une fonction f avec tA-X*tA=df. On pose alors F=elf/hx*,

F agit sur les espaces des fonctions et les 1-formes de carré intégrable et
est unitaire sur ces deux espaces. On a:

Lemme [.3 ¢
F commute avec P.
Démonstration :

YueCP(R2), F(D-ta)u=eif(X)/h x*(F-ta)u
=elf(X)/h [O%*u—-(xX*tA)(X*u)]
=elf(X)/h (B *u- AX*u+df X*u)
=(D-tA)(elf()/h y*y)
=(D-tA)Fu.

Passant aux adjoints on a:

F(D-tA)*=(D-tA)*TF

et, comme (D-tA)*( 5-tA)=2j=]’2(hDj—tAj)2, et que ¥ commute avec V,
¥ commute avec P=Zj=1,2(hDj—tAj)2 +V.o
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Lemme 1.4 ¢
Quitte a ajouter a f une constante, on peut supposer F6=1d.
Démonstration :

5 6=1d pour tout h équivaut & f+X*f +... +K*5r =0 et on a:
A(F+X*f+ oee + XN =tA-X*tA+ X (LA-X*tA) + ... + X*S(tA-X*tA)
=tA-X*6tA = 0.
Quitte & ajouter une constante a f, on peut avoir f+X*f+ ... +X*31=0,
et donc ¥6=1Id.o

On a aussi besoin d’une troisieme translation magnétique T3 définie
comme Ty et T, & partir du vecteur v3=X(v2)=X2(v}) et d'une fonction
Y=z. On peut obtenir des relations de commutation commodes:

Lemme 1,0 ¢

Quitte a modifier ¥¢, Yo, Pz en leur ajoutant des constantes, on peut
supposer:
(1.1) FTo=TF

(1 .2) 3T3=T23’
(1.3) FT{ =Tz,

D& tration :
On a les trois équivalences:
Pour tout h>0,FTo=T|Fe(1.4) f+X*Po-P;-T(f=0

Pour tout h>0,FTx=ToF &(1.5) f+X¥P3-Po-T,f=0
Pour tout h>0,FT{ 1=TzF & (1.6) f-TzK*P-P3-T3f=0.

Les différentielles des membres de droite des égalités (1.4),(1.5) et
(1.6) sont nulles et les expressions a annuler sont donc des constantes. Si
on ajoute trois constantes aj,a;,az aux fonctions Yy, Y, et Y3, ces trois

expressions sont modifiées respectivement de -a;+a5, —ar+az, —a;—ax.

-1 1 0
Comme la matrice ( 01 -1 1 )
- 0 -1

est inversible, on peut trouver a;, a5, az telles que (1.4),(1.5) et (1.6)
soient vérifiées. O
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Lemme 1,6 :
Pour ce choix de ¥{,¥>,¥P3, on a les égalités:
(1.7) T1T3=eit‘1’/h T-3T1=eit¢’/2hT2.

Démonstration :

On a: T1T3=ei(\P1+'t|‘Pa)/h To=el(P1+ TiPa—¥2)/h To
et d(Y1+TyPY3-Y2)=0, donc Y+ T{P3—P2 est une constante a et
TiTz=eld/h T,

On conjugue cette égalité par ¥ . Les relations de commutation du
Lemme 1.5 donnent:

3'—1T1T3'3‘=T2T1—1 et 3“‘]T23‘=T3 et donc T2T1_1=eia/h T3, soit
T3T1=e"‘a/h To.

Ces deux relations combinées donnent T]T3=e"za/h T3Ty, etle
Lemme 1.2 avec T3 au lieu de T, donne T1T;5=e"t‘3[’/h T3T¢, donc
t®/h=2a/h[2TT] pour tout h, d’oll a=%/2 et le lemme est démontré. o

On remarque alors que Tf‘ est une translation magnétique:
T =Ty, e P N=exp(-iT_}, p1/h) T_y,
et d(-’tu,‘P1)= ~T-vp, dy= —‘t_vi(tA—‘t1tA)=tA—'c_V1tA.

Ceci permet de considérer les trois translations magnétiques T4=T{“,
Tg=T5>let Tg=T3 .

On introduit h' le p]u's petit régl en valeur absolue tel que
h'=-t®&/h[2T]. Ainsi elh'/2=1¢~1t®/2h ot quitte a changer tous les T,

en leurs opposés dans le cas ou elh’/2=-¢i®/2h on a, en considérant
1'indice n comme un élément de 2/62:

P,¥1=[P,Tpl=0
Th+3=Th!

F The1=ThT
TnTn+2=e"ih'/2 Th+1
Tn+2Tn=eih'/2 Th+1
Tn+1Tn=e TnThoy

vy eN, T, =e N¥*/2 1% 5 T¥.
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Posant alors T%=elh'®1X2/2 71 TX2 pour o€ 22, on a:

(1.8)  (TH~! =(T"")*=e"ih'°‘1°‘2/2 T5 %2 T
=elih o0l /2 T‘—O(1 Tz—dz
=T—d

et:

(1.9) TATH =elh(ctictz+8182)/2 T+ B1 T2+ B2 gih’'x284
=eih'(0(2,81—0(152)/2 T+ B
—eih'o(x,8)/2 T+ 8

avec o(«,B)=d2 81—« B2.

Enfin,

(1.10)  FTX =eih'cid2/2 Tra 72 &
=explih’(ajato-af)/2] T T3 % T2 &
=explih'(-ojota - f)/2] TE1+ X2 75 Xigy
=Tr—1(0() 5.

ol r: (ay,a2) — (-p,Xi+2) est la rotation d'angle TT/3 dans le repére

suivant:
53

/3
\ kY

%

Remarquons que, si on identifie 22 avec le réseau 2 18Z 2, 0onar=xX.

L'objet des deux sections suivantes est de ramener 1’étude du spectre
des deux opérateurs étudiés, en fond de puits, a celle d’opérateurs
pseudo-différentiels.
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érateu seudo~di
tr ul .

On veut ramener 1'étude du spectre de Yopérateur de Schrédinger
triangulaire en fond de puits a celle d’un opérateur pseudo-différentiel.

On commence par obtenir des fonctions approchant Yespace spectral
associé a un petit intervalle situé a 1a limite inférieure du spectre en
considérant les fonctions propres d‘un opérateur proche de celui que 1'on
étudie, mais dont le spectre est discret, qu‘on obtient en bouchant tous les
puits sauf un.

Soit donc w une fonction C® & support dans la boule de centre O et de
rayon M, M étant assez petit. On prend w radiale, w=0, w(0)>0.

On pose Pg o=P+Z gez2\(0,0) w(x- B).
Pour €22, on a noté f=8 v+ 8o V>.

Ainsi R=1iminf|y| — 0oV >0 et, d’aprés un théoréme de Persson, le
spectre de P, o est discret dans 1'intervalle [0, R[. Soit A(h) 1a plus petite

valeur propre. Elle est simple et il existe une constante C telle que
0<X(h)<C h et Sp(Pq, o)N1=-00,A(h)+h/Cl={X(h)}.

Les résultats de Carisson [Ca] généralisés @ A #0 raménent 1'étude du
spectre de P dans I(h)=]-00,A(h)+h/C] & celle d’'une matrice infinie opérant

sur L2(22).

Soit Yq, o une fonction propre normalisée de Py o associée a la valeur
propre A(h) et ro,o = (P-)\(h))\po’o. Ces fonctions ont les propriétés de
décroissance suivantes:

(2.1) ¥o,0’ Mo,0 =0g(exp(-dy(0,x)(1-€)/h +€/h)) dans L2(R2)
(2.2)  Via¥o,0r Vtalo,0 =Oc(exp(-dy(0,x)(1-€)/h+&/h)) dans L2(R2),
ou

Vi Af=((hDj-tAj)f)j=],2.

Ces inégalités sont a prendre au sens suivant:

De plus, supprg o C U g ez2\(0,0) B(S,M).
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On utilise alors la fonction Y, o et ses translatées \pd=T°‘\po'° pour

construire une base orthonormée de F(h), espace spectral de P associé a
I(h).

Soit donc rg=T%ry o =(P-A(h)) P -
Les fonctions Y ,ry vérifient des propriétés de décroissance:

YoirTor ViaYor Viar o = Oglexp(-dy(x, &)(1-€)/h + £/h)) dans LZ(R2).
Supp reg C Vg B(8,M).

T étant le projecteur orthogonal sur F, Carlsson [Ca] a montré que
{vj,k}={TTgP; K} est une base hilbertienne de F pour h assez petit.

Les propriétés de décroissance des fonctions Y, ry permettent de
montrer que la matrice V définie par Vo, g=(vglvg) s'écrit V=1+00(H),

On note A=0(H(R)) si pour tout € il existe h(e) tel que
1A, gl s(dd’B(Q))"e pour h=<h(g), avec

dd’3(2)=inf [dv(&,“21)+dv(“31,“32)+ e +dv(’8’ E—'I’B)]‘
T=0,%1...6 F-1€22
AFE1F e FER-17B-

On introduit alors la base orthonormalisée des v:
1
ed=25 Vg (V_E)d,ﬁ'
On connait le comportement des ey sous 1'action des T8 et de &F:
Lemme 2.1 ¢

On a: ey =T%e, et il existe une constante c telle que
lcl=1et Feg=c e,.

Démonstration :

Par construction, \pd=T°‘300. Comme Pq o est invariant par
conjugaison par ¥, Feg est un vecteur propre de P, o associé & A(h). Cette
valeur propre étant simple, FYo=c¥qypourunceC, et comme ¥F est
unitaire, lcl=1.

Les opérateurs T et ¥ commutant avec P, ils commutent aussi avec
g, donc v =T%v, et Fvg=cvgp-
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L'opération d’orthonormalisation commute avec les opérateurs
unitaires T et &, et donc:

Td(eB)=Td(orth{vB})=orth(To‘{vB})
=orth(eih(X281-c1B2)/2 g/ o).

On con'st;ate alors que L,
orth(eih (X281=1B2)/2 y | gy=(elM(X2B1-1B2)/2 ¢, g}, et donc

TdeB= eih'(d231—d132)/2 ed+B' En particulier, T.de(J:ed'

De méme, Fleyl=F{orth vg}l=orth(F{vy})
et Fvy=F THvy=T" (D gy =T (Dey, =CVpr-1(g)-
donc Fleyl=orth{cv -1 )}={cer-1(g)}-
Ainsi F(ey)=c ep-1(y) et le lemme est montré. o

Le résultat de Carlisson s'énonce alors ainsi:
Théoré > 2
La matrice de Py |f dans la base des ey est donnée par:

PtalF=21d + w=X1d + w + ©(D(2)),
avec wo,g=((P-Negley)
Y‘;d,B=((P—)\)\OB|\Pd).

Nous allons a présent étudier comment les propriétés d’invariance de P
se traduisent sur la matrice w.

Ona  wg,g=((P-Negleg)=((P-N)TEeyl TXep)
=(TB(P-N)eg | T%eg)=((P=N)eo | T~ BT Xey)
=((P-Negleih’(X281-1B2)/27x~ B¢ )

donc wd’Bzeih'(dIBZ'd231)/zwd_3,0_

Posons f(a)=wy o- |
L‘invariance de w par rotation s’ écrit:

f()=((P-Negl T¥eq)=(F(P-Neg | FTXey)
=((P-NFeql TM (OFeq)=wr-1(q),0=1r" ().
Donc fer=f.

De plus w est hermitienne donc Wy, 0=Wg, g, i-€. f(-a)=f(a). Comme
f est invariante par r, cette propriété exprime que f est réelle.
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En résumé, on a montré:
Théore 3 :

Il existe une fonction f sur RZ, réelle, a décroissance exponentielle,
invariante par la rotation r, telle que

wd’Bzeih'(d1BZ—d231)/2 f(d“ﬁ)'

On veut maintenant ramener 1Yétude de la matrice w a celle d’un
opérateur pseudo-différentiel dont le symbole posséde des symétries
traduisant celles de w.

Remarquons tout d’'abord qqe,w est unitairement équivalente a la
matrice w définie par: v?/d,5=e‘h (B1B2-a1ax2)/2 We, B8

Cette matrice définit un opérateur sur L2(22):

Qu(d):ZBe'ih'(di'*'ﬁi)(dz-ﬁz)/z f(at-B) u(B).

C’est un opé_rateur de convolution en la deuxiéme variable, qui par
transformée de Fourier est unitairement semblable a Yopérateur w défini
sur L2(2x[0,2TT[) par:

Qu(o(1,e)= S Be—ih'(dri-ﬁOBz/Z eiBzer(dl_B] !BZ)U(BI'G)
=3 g(p) e~ 1"(21=81)B2/2 1820 y(ay- g,,0)
=Z:B eih'ﬁ1Bz/2 1(8) e-iBz(h'd|—9) u(d]_ﬁlve)-

Cet opérateur a le méme spectre que sa restriction & Zx[0,h’[ et si on

identifie Zx[0,h'[ 8 R par x=h'd|—e, on trouve que w a le méme spectre que
Yopérateur w' agissant sur L2(R) par:

wiu(x)=Z g f(8) ei'8182/2 ¢=182X u(x-h'gy)
w' est le h'-quantifié de Weyl du symbole r_éel, 21 -périodique en x et £:
(2.3)  pOx,8)=E (j,k) e 22 10,k) e 71 (Kx+]6)
c’'est-a-dire:

w'u(x)=(21h’) "1 eri(" ‘9)5/"'D°('é‘(x+9),§)u(g)du dx.
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Traduisons la propriété d'invariance de f par r:

pO(x,€)=Z (j,k) For(j,K) e~ 1(kx+j€)
=E] K r(J,k) e"i(r_1(j,k)|(€,)())
=83,k 1G,K) e~ W(+k,—-DI(E,x))
=%,k 1(,k) e HKE+j(E-x))

Donc:
(2.4)  pO(x,£)=p%(€,6-x)=p% p~1(x,6),

ou p est la rotation de TT/3 dans le repére suivant:

3

ZIT/3
N
o\
Les résultats de [He—Sj]3 permettent de minorer 'effet tunnel entre
les puits les plus proches:

> X

ve>0, il existe C¢>0 telque, si l&-Bl=1vyl, |wy, gl>Ce e~ (D+€)/h
ou D=dy(O,vy), D=dv(0,v1)+®(t2sup 1B12).

On obtient donc pour p9, en séparant dans 1a somme (2.3) les termes

correspondant aux interactions entre puits les plus proches, c'est—a-dire
les termes en «=(%1,0), (0, 1), (1,-1) et (—1,1):

(2.5)  pox,€E)=21(1,0)[q%(x,&)+r%(x,E)],

avec: q%(x,£)=cos x + cos £ + cos(x-¢),

ro est analytique, 21 —périodique en x et £, invariant par p, réel sur le réel
et |ro(x,€)| <Ce~1/Ch dans le domaine complexe |Im(x,£)| =<1/Ch pour un
c>0.

qC et rO vérifient 1a propriété (2.4) d'invariance par rotation.
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3! -
exagonal.

La situation ne pose pas de problémes nouveaux par rapport a la section
précédente du point de vue de 1'analyse, mais la géométrie du probléme est
plus compliquée.

Rappelons qu’avec les notations du dessin suivant:

les puits sont situés aux points Mg =T{1 TX2 Mg pour £€{0,3)} et
xez?.

On considere comme & la section précédente une fonction w réelle,
positive, de classe C®, a support dans une boule de centre O et de rayon M,
T étant choisi suffisamment petit. On prendra w radiale avec w(0)>0.

On définit alors pour tout puits M :
PM=P+ 2 N puits,N #M w(x—-N).

Les PMq sont conjugués les uns des autres par translation et sont donc

isospectraux. Leur spectre est discret dans un intervalle [0,R] avec 2>0.
Soit )\o(h) leur plus petite valeur propre, qui est simple, et Y, une fonction

propre de Pp_ associée a Aq(h).

Nous aurons besoin dans la suite d’une invariance de Y, par rotation. On
remarque que l‘opérateur T]3'4 commute avec P, et comme )\o(h) est une
valeur propre simple, Tli}’4 Yo=CV¥gq, avec lcl=1. On peut déterminer c:

Les relations (1.2) et (1.3) donnent:

(T| 3’4)3=T(1’0) F-2 T(I,O) F-2 T(],O) F-2
=1(1,0) 7r2(1,0) Tr4(1,0)
=71(1,0) 7(-1,1) v(0,-1)
—e—ih'/2_

Donc c3=e~1h"/2 et quitte & multiplier & par un multiple de ei™/3, ce
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qui ne cp/ange pas les relations établies a 1a section 1, on peut avoir

On pose alors \p3=3’3 Yo- P3 est une fonction propre de PM3 associée a
XO(h) et:

T Fypz=e~1h"/6yp .
En composant a gauche par 3’3, on obtient:
T]-l g\po=e-ih'/6\p3'

On note m,, mz les coordonnées de My, M3 dans 1a base (v{,v5), soit
mo=(%,%) et m3=-mo=(_%,_%).

Soit alors M=Mg  un puits. On définit alors Yy fonction propre de Ppm
associée a Xq(h) par:

\pn=eih’o'(me,o()/2 Td\Pg-

On a noté: o((x,£),(y,M))=€y-x"N.

L'objet des paragraphes suivants est de décrire 1’action de 1a rotation et
des translations magnétiques sur les fonctions Yp.

On a d’abord:

S‘\J)”o,cx=9' eih'o’(mo,d)/z TdBOO
=eih'c(r™mo),r™(e)/2 7r ) gy
=eih'[0'(l'-1(mo)’r-1(0())—%]/2 Tr-1(0() T( ,0)\93
et [o(r™ma), r™ o)+ 0 (r (0, (1,00~ $1/2 17~ Xe)+(1,0)p

Comme r"(mo)+(—1,0)=m3, I'expression en exposant s’écrit:

o(mz,r~1(a)-F=0(m3z,r~1(«)+(1,0)) car:
o(m3,(1,0)=0((-§,-1),(1,0)=-3.

Donc finalement,
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F P, a=eih'o’(m3.r"(d)+(l,0))/2 Tr~ e +(1,0)
=¥3,r" () +1,0)
=\P)<-1(Mo,a).
(On a fait 1'abus de notation Ye g=PpM, 5)-

De méme,

3’\PM3,cx =5 eih'd(ma,d)/z T ¥z
=eih’o(r™(m3),r (e))/2 7r () x4
=eih'lo(r=m3),r () -31/2 1r= () 7(=1,0)p
= efh[a(r™m3)+(1,0),r () - §1/2 1r= M) +(=1,0)p .

Comme r~1(mz)+(1,0)=m,, et o(m,,(-1,0))=-%, on a:

FPhg o = eih’o(mo,r~ () +(-1,0))/2 Tr"(o()+(-1,0)\p°

=¥o,r (a)+(-1,0)
=\P)<_1(M3,q)'

De plus, on a:

TB?MC _Tﬁ e]h d(me,d)/z Td-\PC
=eih’lo(me, )+ 0(8,)1/2 T°‘+BB°e
=eih’lo(me,d+8)+0(8,x+me)l/2 T+ B
—e ih o’(B o(+me)/2 BOMe wen

ou ﬁe,d=ma+°‘ désigne les coordonnées de Mg  dans la base (vy,Vp).

En résumé, si M est un puits, on a les relations:

(3.1 3‘\Pr1=\p)<-1(m) _
(3.2) TXypy=eih’ola, M)/2 P X(M)-

Comme & la section précédente, on considére F 'espace spectral de P
associé a l'intervalle ]-o0,X,(h)+h/C], 1a famille {vM} des projetés

orthogonaux sur F des YPpM, et {eMq} 1a base hilbertienne de F obtenue par
orthonormalisation de {vp}.
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Les eMq vérifient alors les relations:

(3.1) Fem=ex-1(M) _
)
(3.2)! T em=e‘h o(x,M)/2 era(M)-

On appelle W la matrice de P g dans la base {eMq}, et on va maintenant

chercher la traduction sur les coefficients de W de V'invariance de P(h) par
les translations et la rotation magnétiques.

SiMet N sont deux puits on a:

(3.3) wpm,nN=(Peylepn)
=(FPenlF ey

=(P eK-I(N) ] eK-I(M))
=W =Y(M),x " Y(N)-
et :

(3.4) WM,N=(PeNIeM)
=(T*PenIT%ey)
)
=(eih'c(x,N)/2 Peraq!

eih’o(a, M)/2 e ()
—eih’o(a,N-M)/2 WL (M), TEN)-
Cette derniére formule s’écrit aussi:
WM’N=exp[ih'o’(‘E°‘(M)— M, N- ﬁ)/Z]Wra(M)’ra(N)

i.e.: el SN/ 2wy =explin' G(TX(M), THNI/21Wra(my, T(N)-

Ceci conduit a introduire la fonction W définie sur 'XI", ou I" est
I'ensemble des puits, par:

(3.5) wM,N=eih’ T, N/2y

Cette fonction vérifie:

(3.6) W(TX(M),TX(N)=¥(M,N).

De plus, (3.3) et 1a propriété de w d’étre hermitienne donnent:

(3.7) W¥(X(M),X(N))=¥(M,N)
(3.8) W(N,M)=¥(M,N).
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Grace a (3.6), on peut trouver des fonctions 9,k j,k€{0,3)} telles que
w(M,N)=gj (N-M) pour Mel'j et Nel'y.
(3.7) donne:

(3.9)  gj,k(x(W)=gj k(W) pour very-Tj, avec j=3-j.

Ainsi gj (V)=gj g(-V) et comme, grace a (3.8), gj g(-V)=gg, ;(V), on a:
gj’k(v)=gk’j(v), ie:

(3.10) g3 ,3=90,0 et 90,3 et g3 o sont reels.
On définit alors la fonction g sur ' -T par:

g=gz,osuro-Is

g=go,3 sur's-Ty

g=9g3,3=go,0 Sur 'z-I'z=Co-Tp.
(3.9) donne:

(3.11) gex=g

Grace a (3.10), on sait que g est réelle sur ', —I'sUI'z-T,.
On a donc montré:

Théore AL

Il existe une fonction g définie sur I'-TI", réelle sur 'o-I'zsUl'z-T,
telle que:

(3.11) gex=g. .
(3.12) wpy,n=elMT(N,M/2 g(N-1) siMelg ou NeTg.

(3.13) wy n=el'T(N,M/2 g(N-M) siMers ou NeTs.

On veut maintenant ramener 1'étude de V'opérateur W a celle d‘un

opérateur pseudo-différentiel agissant sur LZ(IR,CZ). On regroupe les puits
par couples (Ny,N3), tels que N2 —-N; soit vertical et 1a distance |N>-Ny|

soit minimale:

V}‘.
YRRA R — P
L 1
N, P



Ona: L=% vy, K=1/6 (2v5-vy) et R=L=(%,0), k=K=(-1/6,3) sont
leurs coordonnées dans (V{,Vv2). No=N+K, Ny=N-K, et on repére le couple
par I'é1ément o de 22 tel que N=L+«.

Soient P avec P=R+8, P{=P-K, P2=P+K.

On note:
WNy,Py  WNy,P2
Wd’Bz ( 1 .
WN2,Py  YN2,P2
On a:
eih’c(Py,N1)/2g(Py-Ny) eih'o(P2,N1)/2g(P5-Ny)
W, 85 (eih'c(ﬁ},ﬁz)/zg(p,_,\,z) eih'o’(ﬁz,ﬁz)/zg(pz_Nz)>
- -ih'o(P-N,k)/2 g(py- —-ih'c(P+N,k)/2 _
_oih' o(F, )/z(e T g(P1—Njp) e T g(P2-Ny)

=eih'6(B+2,d+ R)/2

e—ih'c(B-a,k)/2 g(g-«) e—ih'c(B+x+28,k)/2 g(8 -t +2K)
(eih'O’(B+d+22,k)/2g(B—d—Zk) e‘lh'O’(B‘d,k)/Zg(ﬁ—d) )

-ih'o(ot+2,k)/2
—eih'o(8,x)/2 ih'o(B-a,R)/2 (e ° 2)

0 eih’o(at+ R,k)/
e—ih'c(B-o,K)g(B-at)  g(B-a+2K) eih'c(B8+R,k)/2 ¢
g(B - —2K) eih'd(ﬁ—d,k)g(ﬁ_d)> 0o e—iho(g+2,k)/2

-ih'c(B -, k) q(B - -
_oih' (8, x)/2 Aa(e B g(B-) g(B-o+2k) > AB1

g(8 - o= 2k) eih’o (8- o, K)g(g - )

ou 1Yon a noté:

ih’o’(‘b’ 2)/2 (e"ih'O'('b'-l- R,k)/2 0 )
A‘K =e" ’ .

0 eih’o (¥ + 2,k)/2

La matrice w est donc unitairement semblable & la matrice w' définie
par:
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e—ih'c(B-o,k) g(B-a) g(B-ot+2k) )
)

' =eih'c(8,x)/2 ( o,
W, p=e g(8-a—2k) eih’c(8-o,K)g(g -«

Pour éviter une complication technique dans la suite, on travaillera avec
: ", 'Y —_—w! - - . . N
la matrice w'': w ot,,B—W r 2(00’,. 2(3), ce qui revient a remplacer k par

r2(k) dans la formule précédente.

Considérons a présent 1'application Mg qui a I"eP.‘(ZZ,MZ(O)) associe la
matrice infinie Mg(") définie par: Mg(I)y, g=eh' (8, 0/2r(g-a).

On a une formule de composition:

[MB(FI)MB(PZ')]?(, =Z,b,eih'[0’(.‘8’,d)+o’(,3 ’X)]/Zr'](?f‘d)r'z(ﬁ"?f)
=eih'o(8,x)/2 z,b,elh c(B-a,¥)/2 I'(¥) F2(B-t—%)
=[MB(P1#BP2)]<X,B

ou: M gr(B)= Z eih'O’(B”.B')/Z PI(B')FZ(ﬁn)-
Bl+p"=8

Soit ag = (Mg(f)/fe1(Z22,Mx(C))}. ap est engendré par les
"translations’’ ’th A=Mp(8xA), ol ¥ €22 et AcMx(C).

Remarquons que les translations 1:% A=M_pg(8+ A) commutent avec Ap
et Sd#883= eih’c(8,00)/2 80(+,B'

On cherche un morphisme entre &g et 1'algébre d’'opérateurs de Weyl
engendrée par exp R¢(x,D) = op} el et exp Ro(x,D)=0p} el | ol on a posé
R(x,6)=(R1,R2)=(€,x).

On définit donc: R(Sy A)=op} ei®-2 A,
Ainsi, comme B A 1:55 Ap = eth’o(8,)/2 ‘t"?x.,.B AlA2
et (ODW' eid' QAl)(ODnl'eiB . 2A2)=eih'{°" Q,B' R}/2 opnl, (ei((d +B)' 2}A1A2)
=eih’'c(8,a)/2 opn’l(ei((d'*ﬁ)'Q}ApAz),
le prolongement R a Ql(ZZ,NZ(C)): R(ND=0p}t (Tye22 el R f(X)) est tel
que Mg(f) — R(f) soit un morphisme.

Suivant [He—Sj]a, on montre alors que si f est a décroissance
exponentielle, R(f) comme opérateur sur LZ(R,C2) et Mg(f) ont le méme
spectre:
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I1 suffit de montrer: 0 ¢Sp(R(f)) & 0 ¢Sp(Mg(f)).
Supposons donc que Mg(f) inversible. Son inverse [Mg(f)]~! commute
avec les translations 1:3 Id et vérifie 'estimation

I[NB(f)]"duglsC e~ lx=81/Ch’ pour un c>o0.

Donc il existe ge 2‘(22,M2(C)) a décroissance exponentielle tel que
Mg(f) Mg(g)=Mg(g) Mg(f=1Id.
On a donc: R(fR(g)=R(g)R(f)=1d et R(f) est inversible.

Supposons maintenant R(f) inversible. On utilise un théoréeéme de Beals:
Soit a€SY , tel que A=opWa soit inversible au sens de T(LZ(R,C2)) ; alors

il existe beSY , tel que A~T=0pWb.

Ce théoréme permet d'affirmer que R(f)~! est le quantifié de ‘Wegl d’un
symbole b, et comme R(f)~! commute comme R(f) avec e'X et "D, b est
21 -périodique en x et £ et donc b s’écrit b=Z« Bla) el R oy b,
transformée de Fourier de b, est a décroissance exponentielle.

Ainsi R(f)~1=R(g) et R(f) R(g)=R(g)R(f)=1d,
Mg(f)MB(g)=Mpg(g) Mg(f)=1d et Mg(f) est inversible.

Le symbole associé & w'’ est: ., ,
| e ~1h'o(,ro(k)) gla)  glot+2r2(k))
(3.14) PO(x,E,h’) =E  el(16+aX2x)
gla-2r2(k))  eih'o (e, r(k)) g(a)

Pi(x,€,h") PPx(x,£)

P (x,6) P%2(x,£,h")

C’est un symbole hermitien, 21 —périodique en x et £, dont on va
maintenant étudier les symétries de rotation.
On a d’abord:

eih’o (e, r2(k)) g(et) a(ot-2r2(k
P°(-X,‘€,h')=zo( ei(d'€+d2X)( g( ‘ g( ) ( )2) -
gt +2r2(k)) e~ ih'o(a,r<(k)) g(«)
Donc:
o 1 o 1
(3.15)  PO(-x,-€,h") = ( ) PO(x,€,h") ( ) .
1 O 1 O
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On veut aussi une invariance par rotation de 21r/3, dans le méme repére
qu’a la section 2.

On commence par remarquer que r2(a)=(-o4-oz,o;) et:
PO(X,€,h") =T o ell{- 1= a2)(=x) + oty(§ - x)]
e—ih'o(r?(a),r4(k)) g(r2(a)) g(rz(d)+2r4(k))
( g(r2(e)-2r4(k)) eih’o(r2(e),r4(k)) g(rz(d)))

Comme r4(2k)-r2(2k)=(1,0), le changement de variable 8 =r2(a) dans
la somme donne:

PO(x,£,h")=Z g el(B1(=x)+ B2(£-%))
e—ih’'[o(8,r2(k))+ B2/2] g(B) g(B+2r2(k)+(1,0)) )
( g(8-2r2(k)-(1,0)) eih’[o(8,r2(k)+82/21 g(g)/ °

Posons (Y, T)=(£-x,-x)=p~2(x,£). On a obtenu:
P9(y-h'/2,Mm,h") e~ 1MPY,(y, M)
eiMPY,(y,N) P%>(y+h'/2,Mm,h")

et on veut traduire cette relation au niveau des opérateurs. On a:

( P91(y-h'/2,7M,h") e~ iIMPY5(y,N) )
opy

el P (y,MN) PS>(y+h'/2,M,h")

= [Th! 0 T-h' o)
h'/2 opWhrPO(y, T, ') h'/2 -
0 T-h'/2 0 Th'/2

En effet:

[(Ttht/2 opRtP1(x,€,h") T—_p!/2) ul(x)
=(2mh") "1 [fei(x=h"/2=Y)E/h"po, (L(x~h'/2+y),€,h"u(y+£h") dy dE
=(2mh") "1 [[ei(x=2)§/h'po (L(x+2)-h'/2,€,h") u(z) dz d€
=[(opRrPPi(x-h'/2,€,h")) ul(x).

De méme, T_p'/2 OPRIPS(%,€,h") Tht/2=0pRIPSo(x+h'/2,€,h").

Et:
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[(Tht/2 PRI PP2(%,£) Th!/2) ul (%)
=(2mh") =1 [fei(x=h'/2=y)€/n"po, (L(x-h'/2+y),E)u(y-£h") dy dE
=(2mh") "1 [feix=2=h") §/h'po, (L(x+2),€) u(z) dz d€
={lop}¥ (e ~1EPP(x, ENIUN(X).

De méme, T_pt/2 (0PN PS1(x,€)) T _pt/2=0pW (e16PY,(x,E)).

On a donc montré :

Th'
(3.16) OpWh!(POep2)=T (0pWyPO) T, ou T=( h'/2 Y
0 T-h'/2

L’étude compléte des invariances des opérateurs déduites des symétries
de leurs symboles sera faite a la section suivante.

On veut maintenant séparer dans la somme (3.14) les termes
correspondant aux interactions entre puits les plus proches pour chaque
PQ>. Dans les expressions donnant P{; et P%5, aucun de ces termes

n‘intervient. Dans 1'expression de P95, il faut retenir les termes
correspondant & x=0, (1,0) et (0,1). P%; est le conjugué de P{,, et on
obtient, avec c(h)=g(r2(2k)):

(3.17) PO9(x,€,h")=c(h)[Q°(x,€)+RO(x,£,h")], avec:

Ve>0, 3C¢>0, 1/C¢ e~ (D+&)/h<|c(h)|sCg e~ (D-E)/h, oy
dy($(W1+V2),2/3 (W +V2)=D=dy (W +V2),2/3 (V1+V2)) +CtZ pour un C
assez grand (dy(3(v1+v2),2/3 (V{+V3)) est la distance d’Agmon entre les
puits les plus proches),

1+eiX+eib
Qo%(x,€)=

(l+e“ix+e‘iC 0

RO est un symbole analytique, 21 —périodique en x et £, hermitien pour x et
€ réels, et il existe C>0 et £,>0 tels que:

IRO(x,€,h") [ =C e~€o/h  dans 1a bande [Im(x,€) [ =€qg/h.
Q0 et RO vérifient les relations d‘invariance (3.14) et (3.15).

De plus, det(AId-Q°%) = A2-[3+2q°(x,£)], ol
q%(x,€)=cos X+ cos € + cos(x-£) est le symbole introduit a la section
précédente.
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Ce résultat et celui de 1a section 2 entrainent le Théoreme 2, sion
admet le Théoréme 1 pour des opérateurs perturbés. La démonstration de
ceci est l'objet des sections suivantes.
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4. Construction d’opérateurs commutant avec les opérateurs
étudiés.

Comme nous V'avons fait pour les opérateurs de Schrédinger dont nous
sommes partis, nous allons traduire les symétries des symboles obtenus au
chapitres 2 et 3 par I'existence d’opérateurs commutant avec ceux que nous
étudions. Ceci nous permet de suivre les symétries des symboles a chaque
nouvelle renormalisation.

On supposera dans cette section h>0 et on verra & la section 8
comment on adapte ce qui suit au cas olu h<O.

A. L'opérateur scalaire.

On étudie d’abord les opérateurs de Weyl scalaires introduits a la
section 2, dont les symboles p®, comme q%(x,£)=cos X + cos £ + cos(x—¢)

dont ils sont proches, vérifient:

(4.1)  pPep=p0, avec p(x,E)=(x-€,x)
(4.2) pOx+21m,E)=p°x,£); pO(x,E+2m)=p%(x,£).

On introduit la h—transformée de Fourier unitaire &Fp:

Fhu(€)=(21h)~ 3 I e~ 1X€/hy(x) dx, qui vérifie:

FhopFa(x,£) Fnhl= op}ya(-€,x) pour tout symbole a.
Comme ei%?/2h (opWa(x,€)) e~ 1%%/2h=gpWa(x, £ ~x), on a:
opwa(x_g,x)=eix2/2h phopWalx,&) &~ e—ix2/2h
Ainsi (4.1) exprime sur le symbole que V'opérateur op}yp® commute

avec Vopérateur U = eix2/2h Fpn. Uest associé a p~1, rotation d’angle
-1r/3 dans le repére:

2T/ 3
> X

o
On veut modifier U pour que U3, qui est associé & la symétrie de
centre 0, ait une expression simple. On a immédiatement:

03 = e1x?/2h ¢i(hD)2/2h ¢ix?/2h (5 )3,
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Calculons cette expression (les intégrales étant prises au sens des
intégrales oscillantes):
(ei%2/2h gi(hD)2/2h ¢ix2/2h y)(x)
=(21rh) "1 J‘Jei(x—g)g/h eix2/2h i€2/2h giy?/2h y(y) dy de
=(zmh)~1 [[ell6?+2(x-E+(x-Y2+2xy1/2h u(y) ay a¢
=(21h) "1 jei€2/2hd§ Jeixg/hu(g)dg
=eiT/4 ()~ Tu(x).

Ainsi, sion pose U=e~1T/12{, U commute avec opH p° et udu=u
[=x+— u(-x)].

On introduit aussi des translations:

On pose T{u=Toqu [=x— u(x-21m)]
=op‘ﬁ’(e“'2”§/h)u,
et Tp=Uu"N+1T,un~1 pour nez/62.
Tp est associé a la translation Ty, , ol v, est le vecteur de longueur 21 et
d’argument (n—-1)w/3. D’aprés (4.2), Ty, donc tous les T,,, commutent avec

op{ pO.

Calculons quelques relations:
The3Th = u-n-2 T4 un+2u-n+1T1un—1
=u-n+l T TTun

= Id.

To= u-! Ty u=op}§"(e"i2"€/h ,9—1(x,€))
—opfe—12T(E-x)/h
et '
=0p¥‘vei2ﬁx/h_

Ainsi

ToTy=0pY(e~12TM(E—X)/hy opW(e =121 C/hy
=opn/(eih{— 2mM(E-X)/h,-21€/h}/2 op(e12T(x=26)/hy
= ei2T2/h opyy(ei2 T (x-2€)/h)
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(les accolades désignent le crochet de Poisson)
et

T Tp=e~122/h opW(ei2T(x=26)/hy,
donc ToTy=el4T?/h 1 75,

On en déduit:

Tn+1Tp =U~M+IT,T U
=ei4112/h U_n’HT]TZ yn-1
i 2
=eldm /thTn+l-
De méme,

ThTh+2 =u—n+1TIT3Un_I
=u—N+1opW(e~i2ME/hy opW(ei2Tx/h)yn-1
=y-h+1 e—iZn"’/h T, yn-1
- 2

22
et T2 Tp=e2™ /N1, ).

On note h'=h’(h) le plus getit réel en valeur absolue tel que
. . ‘
h'-4w2/he2m2Z. Alors el2TW*/h=+¢ih'/2 oy, quitte a changer tous les T,

en leurs opposés dans le cas ou on a le signe —, on a 1'équivalent des
relations de la section 1:

Tn+:’>=Tr'1_l

UTh4+1=ThU
TnTn+2=e_ih'/2 Th+t
The2 Ta=eh/271,
Tn+1Tn=eiWTn Th+1
[U,opp°l=[Tp,0p}pCl=0.

B. Cas de V'opérateur matriciel .

On étudie ici les invariances des opérateurs introduits a la section 3,
dont les symboles P%(x,€,h), proches de:

) 1+eiX+el
1+e~iX4e—i€ 0
4.3
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possédent les symétries que nous rappelons:

Avec p(x,£)=(x-¢,x), on a: .

(4.14) POep3=APO A, avec A = A~l = (1 o) ,
T 0

(4.15) OpWh (POOPZ)=T(opth0)T—l' avec T= ( h/72 )

0 T-h/2
et que Yon a montré au garagraphe A que, pour tout symbole B, 'opérateur
scalaire U=e~1T/12 ¢ix*/2h | yérifie:
opWh (Bep)=U(op}¥BIU~T.
On a donc:

u3 (opYPO)U~3=A(op}YP%) A
et:
UZ(op¥YPOYU~2=T (op}yPO) T~ 1.
On remarque que U3 TU=3= T “=T"1, donc:
(op¥PO)=uu3uZ (op}fPO)u-2u-3u-!
=uu3 T (opyPO) T-u~3u"!
=uT-lu3(opfyPoOu-3TuU"!
=uT~TA(oplYPO)ATU™!
=(UAT) (op}YPO) (UAT) 1.
.
et AT=T- 1A= ( h/2>
Th/2 0

Comme prédédemment, on a I'espoir que Yopérateur UAT qui commute
avec (op}yPP) ait des puissances simples. On calcule donc (UAT)3:

(UAT)3=u3 (U—2ATUZ) (U-TATU) AT
=ud AU 2TUd) (U-IT-w) T
e~ i€/2 0

On pos =
pose T ( o oi€/2

) et donc T= opWhT.

Ainsi,
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(UTA)3=U3 A op¥(Tep~2) (0p}¥ Top~1) (opfT)

5 eix/2 o ei(€-x)/2 0 e—i€/2 o
= Y, w
u Aop“h( o e_ix/z)w h( o e_i(g_x)/z)op h( o ei§/2>

. e—ih/8 0
= "A
( 0 eih/8

- ( e"‘]h/B 0

Pos A=A t V=UAT.
osons o eih/8> e

V commute avec opYP%, v3=2& 7, et v6=1d.
On construit maintenant des translations commutant avec opYP°.

Posons T{=Toq et Tp=v~N+IT,vn=1 pour nez/62. Ty, et donc tous les
Tn» commutent avec opn’PO_

Ona: Tpez=v - Ntly=31,y3yn-i
=V—n+1T]—l Vn-l=-|-n-l_

Calculons To et T3:
To=(AT)~Tu~TT,u(AT)

- 0 -
_ (o T h/z) (opW ei2TT (X~ E)/h) ( T h/2>
Th/2 Y Th/2 0
ei2m(x+h/2-€)/h 0
= opK ( 0 ei21T(x-h/2—§)/h>

= —opW(eiZTf(X"i)/h) 1.
Tz=(AT)~1u-1TU(AT)

= - ( ° T-h/2> (opW ei21rx/h) ( © t'h/2>
Th/2 0 Th/2 0
ei2m(x+h/2)/h 0
- ( 0 ei2 1 (x=h/2)/h

—ei2mx/h |,
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Ainsi les T, sont des opérateurs scalaires, ce sont des translations
associées aux vecteurs de norme 21 et d’argument (n-1)1m/3.

On peut conclure comme au paragraphe précédent:

Soit h' le plus petit réel en valeur absolue tel que h'/2r=21/hl[2Z].
Alors, quitte a changer tous les T, en leurs opposés, on a les relations:

The3s=Th!

VTh41=TnV.

TnTn+2“e“]h /zTn+1v Tn+2Tn"elh /21 n+1-
Th+1Th=e! ih’ ThTh+t-

[Th,op} POl=[V,0p}PCl=0

Comme au parag‘raphe A, ce sont les mémes relations que celles de la
section 1.
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5. Inégalités & poids pour VYopérateur scalaire non perturbé.

On s’intéresse dans cette section & I'opérateur de symbole
q%(x,E)=cos X + cos £ + cos(x—€) qui s’est introduit & 1a section 2. Les

autres opérateurs scalaires que nous avons rencontrés seront traités a la
section 8 comme perturbations de celui-ci.

On traite les puits micro-1locaux de g2, qui sont les composantes
connexes des ensembles {(x,£);q%x,£)=E}, comme les puits de potentiel de

1’équation de Schrdodinger aux sections 2 et 3. On commencera par définir
des opérateurs auxiliaires a un puits qy dont le spectre est discret dans

intervalle ]-o0,-1-€,] ou dans [-1+€4, + o[ (La partie du spectre comprise
entre —1-€,5 et —1+€4 ne sera pas étudiée dans ce travail). Prés de chaque
valeur propre de ces opérateurs, on fait une étude analogue a celle qu’on a

faite prés de la premiére valeur propre de 'opérateur de Schrodinger, et on
montre que le spectre de q° est concentré dans des intervalles de longueur

©®(h®) contenant Yune de ces valeurs propres. L’objet de cette section est
de montrer une inégalité a poids sur le projecteur spectral associé & chacun
de ces intervalles, pour pouvoir, dans la section suivante, majorer les
coefficients de 1a matrice d’interaction.

Les valeurs Eritiques du symbole q° sont:

Le maximum 3, atteint sur 2122,

le minimum -3/2, atteint sur (4m/3,2w/3)+2w22U(2n/3,4/3)+2122
la valeur —1 obtenue aux points selle (11 +2kr,2k’1), (2k1r, T+ 2k’1T) et

(17 + 2k, 1+ 2k’ 1) pour (k,k") e 22.

Ces points critiques sont non dégénérés.
L'’ensemble {(x,£);q%(x,£)=—1) est 1a réunion des droites d’équation
X=2k+1)1r, £=(2k+1)1T et x—=E=(2k+1)1r pour kKeZ.

On peut alors tracer les courbes de niveau du symbole q°:

— =
—-_—— -1¢E¢3

~++ -3 e




On préfére se ramener a une situation plus symétrique par le
changement de variables symplectique (x,£) — (x,£+x/2) et on travaille
avec Vopérateur

q(x,€)=cosx +cos(+x/2)+cos(§—-%x/2)=cosx+2cos(xX/2)cos§.

On utilise systématiquement 1a quantification de Weyl et on désigne par une
méme lettre un opérateur et son symbole. q et q° sont conjugués:

(5.1) q=e—1%2/4hq0gix?/4n

et comme q° commute avec U=e~im/12 e""z/Zh Fhy Q commute avec

0 = e~ 1%2/4h y gix?/4h _o=iT/12 ix?/4h g gix?/4h

et avec les ‘Fn=e"'>‘2/4h Th eix2/4h_pans 1a suite, on ne s'occupera plus

~

de q° et on oubliera le signe .

Au niveau des symboles, q commute avec la rotation d'angle w/3
Pi(x,E)—> (x/2-€,3x/4+€/2) (c'est une rotation dans un repére
orthogonal, mais non normé) et les translations Ty, ou v =(21,—-1) et

vh=pN~1(vy) est un vecteur de longueur indépendante de n et d'argument
ntr/3-1/2 (dans le repére ol p est une rotation).

Tragons les courbes de niveau du symbole g, facilement déduites de

celles de q©: 4\7/” N B
- x
1 ‘fv\/ x+ 1‘: ~— E:“
/X J— | - -icels
* -» / \ ~ - / ™ *"‘*‘gtél-
> ¢ . Tem) [ <2 R Vo €
~ L — / —
4 S NS YT
} :} 4 3 A
~ S —~ Z \ ) b < \ /
r; -‘{W / \ N o / \ X/f\ A
= <« | \ o, -« N e | <7 . x
-~ — s /"‘ & % ~— q
\ x—) {*, K ' y~) ‘ﬁJ )
P
w ) 7‘: : :5

Pour la partie du spectre au—dessus de —1+€4,, nous avons la
géométrie de 1a section 2 et on va ramener 1'étude du spectre de q prés des
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valeurs propres des opérateurs auxiliaires a celle d’une perturbation de
M(h)Id+e~C/hopPiqO, avec Cx1.

Pour la partie du spectre au—dessous de -1-€,, nous avons la

géométrie de la section 3 et on va ramener 1'étude du spectre de q prés des
valeurs propres des opérateurs auxiliaires a celle d’une perturbation du
systéme p(h)Id+e~C/hopYiQo.

A. Conjugaison par des exponentielles.

Pour utiliser au maximum V'ellipticité du symbole q, on conjugue q par

une exponentielle. On est alors amené a calculer Jez‘P/h Pu udx, ou P est

le h—quantifié de Weyl du symbole cos(x/2+&§)+cos(x/2-E€), et 1a phase Y
est une fonction réelle de classe C!s1, avec ', Y/’ eL™. On utilise toujours
la h—quantification de Weyl, on note u\P=e\P/h u, et = désigne 1'égalité

modulo OCh) | Up Il 2 lorsqu’il s’agit de scalaires, et modulo ®(h) | Uyp I dans
LZ(R) lorsqu’il s’agit de fonctions.

Alors, siu est une fonction C® & support compact:
JeZBO/h Pu u dx =J(e‘P/hPe“P/h)u30 Uy dx.

Nous allons donner deux démonstrations de 1'inégalité suivante:

(5.2) IRe[e2¥/h py { dx|
< [lcos(x/2+iP'(x))+cos(x/2-1P'(x))| |u\PI2dx + C()hll Uyp 12

la premiére est plus élégante, mais exige que P soit C% a dérivées bornées;
la seconde est plus calculatoire, mais n‘exige que yecClsl.

P s 16 tration.

Supposons donc que P est C* & dérivées bornées. Alors e¥/hpe—¥/h
est un opérateur pseudo-différentiel dont le symbole est dans la classe

$3,0=1{a(x,£,h)eC®(R3);V(, B)eNZ,3Cy, g, |3FBBa(x,£,h) | =Cy, g), et
dont le symbole principal est cos(x/2 +iP'(x)+ &) +cos(x/2 —iPp'(x)-€).

Ce symbole s’écrit:

(cos €)lcos(x/2+1P'(x))+cos(x/2-i1P'(x)]+
+(sin €)Isin(x/2 =iP’(x))-sin(x/2+1P'(x))],

sa partie réelle est donc:
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(cos €)lcos(x/2+1P’'(x))+cos(x/2-i1P'(x)]
=cos(€/2)[cos(x/2+1P'(x))+cos(x/2-iP’'(x))]cos(£/2)
—sin(€/2)[cos(x/2+1P'(x))+cos(x/2-1Pp'(x))]lsin(£/2).

On a donc:

ReJeZ\P/h Pu U dx=

‘[[cos(x/2+ P/ (x))+cos(x/2-1p'(xNI(I cos(hD/2)uy | 2-| sin(hD/2)uyp | 2)dx.

Et comme:

Icos(hD/Z)u\P 12+ sin(hD/Z)u\p |2=
1 Th/2Up+Ton/2up |2+ 1 Th/2up—Top/2uyp |2
=3 Th/oupl 2+ 1T-p/2upl?),

on a:

IRe [€2¥/N Pu T dx|=Cy(PIhlluyp 2+
Jzlcos(x/2+p'(x) +cos(x/2-ip' N (1 Th/2upl 24 | T—h/2uyl 2)dx

et donc:

(5.2) IRe[e2¥/h py qdx|
= [lcos(x/2+1P'(x)) +cos(x/2-ip'(x)) | Iu\PIde + C2(Plhlluy 2.

Co(y) dédend de supI\P(j)I pour j=1. O

Nous allons maintenant montrer (5.2) pour\peclv‘(lR), avec
pl’w"eLw(R):

Deuxiéme démonstration. On a :

e¥/hpe-¥/hy

1P/ [opWei(zX+8€) 4 o —H(FX+E) 4 oi(3X—€) 4o~ 1(ZX-E)))(e~P/h Uyp)

15, e e(~1,1)2 ei€€'h/4 W(X)/h 4iex/2 g—P(x+£€'h)/h up(x+€'h)
. P . n!

Z(e,eNe(~1,1)2 el-CC h/4 giex/2 ¢-€'P'(x)/2 u\P(x+t:'h)

=12(e,ene (1,12 e/ 2 e 8P ) up(xreth)

=cos(x/2)[(chy’+shy')(coshD-isin hD)uyp +

(chy'=shy’)(coshD +isin hD)uyp]
=2cos(x/2) [chy'(x) cos(hD)uyp —ishp'(x) sin(hD)uyp]

=
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et comme 2cos(x/2) ch/(x)=cos(x/2+iP’'(x))+cos(x/2-iP’(x)), on a:

ReJeZBO/h Pu udx=
J[cos(x/2+i\p'(x))+cos(x/Z—i\p’(x))l cos(hDluyp G-\P dx =
J[cos(x/2+i\p'(x))+cos(x/z—i\p'(x))]( Icos(hD/2)uyp | 2-) sin(hD/2)uy | 2)dx,

et on conclut comme dans le cas ol P est C°. On a donc montré (5.2) pour
yech (R), avec ¥/, 9""eL®(R). o

B. Un théoréme de Helffer et Sjéstrand.

On rappelle ici les résultats de la section 2 de [He,Sjl4:
Théoréme 5.1 :

Soit Pesg’o, avec P(x,€,h)=p(x,£) mod S"', tel que
{(x,€),det p(x,£)=0}=U Uy (union finie ou dénombrable) ol les Uy sont
compacts et disjoints entre eux.

On suppose méme que:

Il existe Ry tel que le diamétre de chaque Uy est inférieur a Rg.

Il existe £45>0 tel que les Uy +B(0,€,) soient disjoints entre eux, et
pour tout o, on peut trouver dans un borné de S%,o un symbole P tel que
P=P dans Uy +B(0,€,) et que P est elliptique en dehors de Uy +B(0,€),
uniformément par rapport a o pour tout £€]0,€4l[.

On suppose qu’il existe un intervalle compact I(h) qui tend vers {0}
quand h tend vers O et a(h)zhNo une fonction qui tend vers O, tels que Py

n'a pas de spectre dans I(h)+[-2a(h),2a(h)I\I(h) pour h=hg,, uniformément
en .

Soit Qp, = {z:dist(z,I(h))=a(h)}.
Alors pour zedQy, P-z est inversible et, uniformément en z,
IP-2)"Ml=c a(h)~1.

De plus, si on pose

dt(x,€),(y, M =min{d((x,€),(y, M), d((x,£),Ug) +dUg, (y, NN},
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si Xy et X2 appartiennent a un borné de 5%,0! et si
d(supp X1, SUpp X2) = €£9>0, alors pour tout entier N, il existe Cy> 0 tel
que X (P-2)"1 Xl =CyhN d(supp X;,supp x2)~N.

On suppose de plus que Sp(Py)NI(h)={M )} ou L est une valeur propre
simple, et que d(ua,u3)~ |lx-81. Soit Y4 un vecteur propre normalisé
associé a (Py, M y):

(Pd-}.lo()\Pd=0, “‘Pd“ =1.

Alors la matrice infinie ((\pdlxpB)) est de 1a forme I+K, avec
Ko, g=O(N (14 1= 81)~N) pour tout entier N, et donc K=®(h*) dans
B(LZ,L2).

Si E est l'adhérence des combinaisons linéaires des Y, (P} est une

base “‘hilbertienne’’ de J1(h) au sens suivant: tout u€E s’écrit de maniére
unique U= yuy Y, et llull ~(Z|ud|2)'/2, uniformément par rapport a h.

Soit F I'espace spectral associé a Sp(P)N(I(h)+[-a(h),a(h)]) et TT¢ le
projecteur correspondant. On pose V=TT «.
Alors si X appartient & un borné de S%,o- et d(supp X,Uy)=€,>0, on a, pour
tout entier N:

IX Pl + 11X v ll =0(hN d(supp X, Ug)~N)

et sans restriction sur supp X, si X appartient a un borné de So, pour tout N
entier: | X (W o -ve) I =0(hN (1+d(supp X,Ux))~N).

La matrice ((Vo(IV,B)) s’écrit I+ T, avec pour tout N,
td’B=®(hN (1+lx-g1)~N). Les v, forment une base “‘hilbertienne’’ de F et
d(E,F)=0(h®) avec, selon la terminologie de [He,Sjl;,
d(E,F)=Supy ¢ g (d(x,F)/IIx1)+ Supy ¢ (d(y,E)/llyll).

Nous allons maintenant utiliser ces résultats et 1'inégalité (5.2) pour

obtenir des inégalités dans des espaces LZ & poids pour les opérateurs qui
nous intéressent.

C. Majorati des projecteurs spectraux ur la partie supérieure d
spectre.

Comme pour 1'équation de Schrédinger, "cas triangulaire”, on a des
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puits, cette fois micro-locaux, qui sont les composantes connexes de
{(x,€);q(x,E)=E}, pour E> -1, et un groupe de déplacements échangeant les
puits engendré par la rotation p d‘angle /3 et 1a translation de T,,, de

vecteur v{=(21,-1r). On appelle Ug le puits centré en O; les puits sont les
U =(Tp )Xty ,)%¥2 Ug pour xe€22. Soit Xg une fonction réelle, positive,

de classe C*°, invariante par la rotation p, & support compact dans
U_1<g<3 Uo(E). On note X sa translatée par (‘tvi)di(‘th)dZ, i.e:

Xt (X, €)=Xq((x,6)-Avi—XoV52), et on veut étudier le spectre de q dans
[-1+€4,+00[, £5>0 étant donné. On choisit X, de sorte que

Q-2 g Xg=—1+€4/2. Ainsile symbole g—Z X y—E est elliptique pour
Eel-1+€,, +00[.

On prend comme choix de Py du paragraphe précédent:
qd=q—z B #dXB’ associé au puits Uy centré en AV +ovp. Ces
opérateurs sont isospectraux car conjugués: qu=TXqy T ~X.

L‘étude du spectre de q. dans [3-Ch, 3] pour C>0 arbitrairement grand
o g

est entiérement analogue a celle de 1'équation de Schrédinger en présence
d‘un puits ponctuel non dégénéré (voir [Sil,, [He,Sjlj). Dans l'intervalle

[-1+€0,3-Ch], on peut d’autre part appliquer les résultats de Helffer et
Robert [He,Rol>. On obtient ainsi le résultat suivant:

p tion 5.2 :
€,> 0 étant donné, pour h assez petit,

SD(Qd)n]3, +oo[=g&
et:
Sp(ay)nl-1+€9/2,3]1= {ho(h), ) L1(h), «ee, AN(n)(MID,

ou les }.Lj(h) sont des valeurs propres simples, }lj(h)—uj.,.](h)zh,
3-}.L0(h)--h.

Ainsi, grace aux résultats de Helffer e't Sjostrand que nous avons
rappelés:
SD(Q)ﬂ["1+€°,3] CUOsjsN(h) st
ol Jj est un intervalle de longueur ©(h®) centré en Hjh).

Comme nous l'avons fait dans 1a section 2 pour 'opérateur de
Schrédinger 'triangulaire’’, nous allons ramener 1'étude de chaque
Sp(q)an(h) a celle du spectre d’un opérateur proche de
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).Lj(h)+e‘C/h0p‘ﬁ'qo, avec une nouvelle constante de Planck h! et C=1.

L’objet de la suite de ce paragraphe est d’obtenir des inégalités a poids sur
le projecteur spectral de q associé a un Jj.

Dans la suite on fixe un }L(h)=}lj(h)(h), et tout marchera uniformément
par rapport a ce choix.

On est dans la situation du paragraphe précédent avec I(h)={jL(h)},
a(h)=h/Cq, Co étant choisi assez grand. I(h) ne tend pas vers {0}, mais

reste dans un compact, ce qui ne change rien.

Pour E€]-1,3], les projections des puits Uy(E) sur I'axe Ry sont des
intervalles Iy (y) centrés en 2mk(a) =21 (Xy+2). On peut les définir par
une inégalité:

xe U yIy(E) équivaut a: 3eR, cosx+ 2cos(x/2)cos€ -E=0,
ie Jtel[-1,1], cosx +2]lcosx/2|t-E=0,

et comme cosx-2|cosx/2|-E=2|cosx/2|(lcosx/2|-1)-E-1<0, et que la

fonction de t: cosx +2|cosx/2|t-E est croissante, on a:
(5.3) xeUglgecosx+2|cosx/2| -E=0.

Nous sommes maintenant en mesure d’écrire des inégalités a poids, en
commengant par un opérateur a puits bouchés:

Lemme 5,3 ¢

Soit & un réel strictement positif, eoecg°(]-1'r,1T[) une fonction
positive, a support dans {x;cosx+2cos(x/2)-(d(h)-8)>0}, telle que
cosxXx+2cosx/2 - J(h)- 84(X)=-8/2 pour —TT=x=1, et 6 (x)=6,(x—2k1).

Soit yeCh I(R,R) telle que W', eL®, Y'=0 sur Uysupp oy, et
cosx+2lcosx/2lchy'(x)-(ju(h)-8/2)=<0 sur R\Uysupp 6.

Soit c~1=q—2kek Yopérateur ''a puits bouchés’’. Cet opérateur vérifie
'inégalité:

(5.4) ReJeZ‘P/h(E—u(h))u u dx s(-8/2+C(\P)h)IIu\pII2.

Démonstration :

L'hypothése sur 6, donne:

5.8



cosx+2|cosx/2| - (h)-Z 6 (x)=-8/2 pour tout x

et donc cosx+2lcosx/21ch Y/ (x)-(Ju(h)-8/2)-Z 6 (x)=0 sur Uysupp 6y
car Y'=0 sur cet ensemble.

D'autre part, ’'hypothése faite sur Y donne:

cosx+2lcosx/2lchw/(x)-(Ju(h)-8/2) - 6 (x) =
cosxX+2lcosx/2lchy/(x)-(Ju(h)-8/2)=<0
sur R\ Uysupp 6.

Ainsi, sur tout R, cosx+2|cosx/2[ch Y/ (x)-((h)-8/2)-Z 6 (x)=<0
et, grace a l'inégalité (5.2), on a:

ReJez‘P/h(cT—}l)u u dx

< ‘[[cosx +lcos(x/2+1P'(x))+cos(x/2 =1 (x| —Z O (x) = i (h)]luyp | 2 dx

+COP)hlluyp ll2.
=(-8/2+C(PINlluypli?. o

Soit Qp, le disque de centre j(h) et de rayon a(h)=h/Cy, avec C assez
grand. On a:

Théors 5.4 :

Pour tous £>0 et Cp>0, il existe Cg >0 tel que:
si 2€dQp, h=1/C¢ et YeCHI(R,R) avec |Y'I + 19" I =Cy,

et si cosx+2|cosx/2|chy/(x)-(L(h)-€)=<0 sur suppy’,

alors Vopérateur (q—z)"lL%omp admet une extension bornée a

Lgp={u;e‘3°/hueL2(lR)} et 1a norme de cette extension dans :G(L%),L%)) est
inférieure a Cg¢/a(h).

Démonstration :

On choisit un 8§ €]0,e[ et comme dans le Lemme 5.3 une fonction
0,€C3(l-1, (), positive, & support dans

{x;cosx+2cos x/2 -(JL(h)-8)>0}, telle que
cosXx +2cosx/2 -l (h)-04(x)=—-8/2 pour —mr=<x=1, et on pose

Ok (x)=6,(x—2kTr). Alors P vérifie les hypothéses du Lemme 5.3, qui donne,
pour zedYy, et h=h(e):
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(5.5) ||U|||_2\PSC(€)||(CT—Z)UIIL2\P pour ueC3°(R),
et par un argument de densité on obtient:

1—2)—1
(5.6)  W1(a-2)7 "l gL2,,L2,)=C(E)

dans le cas ou P est constante prés de V'infini. En prenant une suite de
fonctions 301- constantes prés de l'infini convergeant vers Y, on obtient

(5.6) pour les Y vérifiant les hypothéses du théoréme.

Posons maintenant qy=q-Zj4y85= q+6y.

Les gi sont des opérateurs dont les puits sont bouchés sauf dans une
rangée. Les résultats de [He,Sjl4 que nous avons rappelés s’appliquent a ak
en prenant comme opérateurs de référence les qy bour les valeurs de &
telles que k(x)=k. Le spectre de qy dans [J(h)-3a(h)/2,(h)+3a(h)/2] est

donc inclus dans un intervalle [JL(h)-®(h®), 1 (h)+0O(h®)] et on obtient:
I(qg-2)""1 I z(L2,L2)=2/3a(h) pour 2€dQp, et h assez petit.

Etudions ensuite (qk-z)'1 de plus prés. Comme
(ag-2)Xq-2)"1=1+6,(g-2)"1, on a:

(5.7)  (qg-2)"1=(a-2)"1-(q-2)"lex(q-2)"1.
Passant aux adjoints et remplagant z par z, on obtient:
(5.8) (qg-2)"1=(gq-2)"1-(q-2)"Tep(q-2)"".
Une substitution de (5.8) dans (5.7) donne:

(5.9)  (q-2)"1=(g-2)"1-(g-2)"Te (g-2)"!
+((T—Z)—‘ek(qk—Z)-lek(E‘Z)_l.

Comme on a pris 8=<¢€, P est constante sur les supports des O et on
obtient:

(5.10) I (QK"Z)_I I S(Lz‘P’Lz‘P)SC(C)/a(h)’ ZGth, h=1/C(t).

Pour aborder (q—z)'I il nous faut un peu plus de marge et on prend
8=€/2. Soit Xk la fonction caractéristique de [2Trk- 1,21k +1r] et posons:

R,=2 (qk-z)"xk.
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Posons aj = II)(j(Clk—z)‘l Xk":G(LZ,,Lz\P)- Comme on a un peu de
marge dans le choix de P, on obtient facilement a partir de (5.10):

(5.1)  aj,k=C(e)/a(h) si lj-kl=t,
aj, ke~ Eli-kl/Cheeyzam)  silj-kl=2.

Soit v=Ryu, vj= IIX]-VIILZ\P » Uj= IIXquILZ?.
=5y2 =u? . .
Alors IIvII%_z\P—ZvJ , IIulI2|_2~P---uJ et on a vj=Zyaj yug. Yula
majoration (5.11), on obtient:

(5.12) IRyl 5(L2,,12,)=<C(E)/a(h).

D’autre part, (q-2)R,=I+K, avec K=2 zj-r-‘k ej(qk-z)"xk,
et de la méme maniére que pour (5.12), on obtient:
1K zL2,,02,)=1/2, si h=1/C(g); ceci avec (5.11) donne le théoréme

puisque (g-2)~ =R, (I1+K)~ 1. o
Lorollaire 5.9

Si g et Yo sont définis comme précédemment avec Py=y, sur les
projections des puits, alors

(5.13) ||1TF||33(|_2\P1’|_2\P2) = C(g).

Démonstration :

Si =26y, on obtient comme pour (5.9):
(a-2)7'=(q-2)""-(a-2)"Te(a-2) "1+ (g-2)"Te(g-2)"le(q-2)"

et seul le dernier terme contribue a la représentation intégrale de T car
les deux premiers sont holomorphes au voisinage de 2,. Comme 1la longueur
de 32y, est ©(h) et a(h)=~h, on obtient alors (5.13) a partir du Théoréme
5.4. 0

D. La partie inférieure du spectre.

Ce cas est assez semblable au précédent, on a ici 1’analogue de
'équation de Schridinger a symétrie hexagonale et non plus de 1'équation de
Schrodinger @ symétrie triangulaire.

Commengons par examiner la disposition des puits:
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a1y M3 000

On pose My=(41/3,0), Mj=pj(r10) pour j=1,...,5. Les centres des
puits sont les points Mg =(Ty, )Ty ,)*2Mg pour (¢,a)€{0,3}x22. On
note Ug « le puits centré en Mg . On a: Ug o=(Ty, )T, )%2Me o-

On définit maintenant des opérateurs a puits bouchés:
Soit X, une fonction C%, positive, a support compact dans

U_3/2<E<-1Uo,0(E), invariante par la rotation (Ty,)”'p2, telle que
q(x,€)+Xo(x,8)=-1-€5/2 dans U _3/2 <p¢-1Ug,o(E). (On étudie le spectre
dans 1'intervalle ]-oo,-1-€g,]).

On pose alors Xz=Xg° P> et Xe, o= Xe *(Ty,)~ X1e(Ty,,)~ %2, qui bouche le
puits UC’d.

On a q+2(€’d)xe’dz-l-—80/2 et on peut définir comme au paragraphe
C des opérateurs a un puits:

e, x=9+Z(e!, ') #(e,x)Xe', ! associé au puits Ug .
Ces opérateurs sont isospectraux car conjugués:

a3,0=U%qp,0U™ 3 et ag ¢=T%qg 0T~ *.

Leur spectre dans ]-o00,-1-€,[ est:

Sp(ag , x)yNl=00, =1-€4l={Lo(h), L 1(h), --e, n(R)(NDD,

ol les }.Lj(h) sont des valeurs propres simples, Jo(h)+3/2=h,
}lj.,.](h)-}lj(h)zh.

Ainsi, grace aux résultats de Helffer et Sjostrand que nous avons
rappelés, on obtient:

ou Jj est un intervalle de longueur O(h®) centré en }.Lj(h).
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Comme nous l'avons fait dans la section 2 pour l'opérateur de
Schrédinger ‘'hexagonal’’, nous allons ramener 1'étude du spectre de q dans
chaque intervalle Jj(h) a celle du spectre d’un opérateur proche de

e~C/hoqWrq0, avec une nouvelle constante de Planck h’ et C~1. L'objet de 1a

suite de ce paragraphe est d’obtenir des inégalités a poids sur le projecteur
spectral de q associé a un Jj.

Dans la suite on fixe un }l(h)=}lj(h)(h). et tout marchera uniformément
par rapport a ce choix.

On est dans la situation du paragraphe B avec I(h)={j(h)}, a(h)=h/Cy,
Co étant choisi assez grand. I(h) ne tend pas vers {0}, mais reste dans un
compact, ce qui ne change rien.

On veut maintenant caractériser par une inégalité les projections des
puits sur 'axe Ry, qui sont des intervalles I, k€Z. On note Iy la

projection de puits centrée en 4mw/3+ 21k, Io>k+1 12 projection de puits
centrée en 8M/3+21k, de sorte que Iy, est immédiatement a droite de Iy
et Io="xuo,o-

La réunion de ces projections est:

{x;3€€R, cosx+2cos(x/2)cos€ -E=0}=
{x:3tel-1,1], cosx+2|cosx/2|t-E=0}.

Or cosx+2|lcosx/2)|-E=2|cosx/2|(lcosx/2| +1)-1-E>O0, et la
fonction de t: cosx+2lcosx/2|t-E est croissante, donc la réunion des
projections des puits est: {x;cosx—2|cosx/2|-E=<0}.

On a un lemme analogue a celui du paragraphe C:

Lemme 5.6 :

Soit & un réel strictement positif, 6,€Cg°(]1-1,[) une fonction

positive, a support dans {x;cosx—-2cos(x/2)- (L (h)+8)<0}, telle que
cosx—-2cosx/2 —J(h)+6,(x)=8/2 pour —Tr=x=<1r, et 8 (x)=0,(x-2k1).

Soit weChH (R, R) telle que Y/, p'eL®, Y'=0 sur Uysupp 6y, et
cosx—2lcosx/2lchy!'(x)- (4 (h)+8/2)=0 sur R\ Usupp 6.

Soit E=q+2kek 1'opérateur ''a puits bouchés’/. Cet opérateur vérifie
'inégalité:
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(5.4)  Re [eZP/N(F-p(h)u Tdx 2(58/2-COPIMIuypl2.
D& tration ¢
L'hypothése sur 6, donne:

cosx—2|cosx/2|-pJ(h)+ZOK(x)=8/2 pour tout x

et donc

cosx-2lcosx/2lch P (x)- (L (h)+8/2)+Z 6, (X)=0
sur Uysupp 6 car Y'=0 sur cet ensemble.

D’autre part, 1’'hypothése faite sur P donne:

cosx-2lcosx/2lch Y/ (x)-(JA(h)+8/2) + Z O (x) =
cosXx—-2lcosx/2lchy/(x)-(u(h)+8/2)=0
sur R\ Uysupp 6.

Ainsi, sur tout R, cosx-2|cosx/2lchY/(x)-(u(h)+8/2)+Z O (x)=0
et, grace a l'inégalité (5.2), on a:

ReJeZ‘P/h(J-u(h))u u dx
> I[cosx = lcos(x/2 +1P'(x)) +cos(x/2 = 1P (x) | + 0 (x) = (M) luyp | 2 dx

—C(P)hliupli2.
>(8/2-C(PINllupll2. o

Une fois ce lemme établi, le reste est entierement analogue au
paragraphe précédent. On considére Qp, le disque de centre Ji(h) et de rayon

a(h)=h/Cy, avec Cy assez grand. On a:

Théoréme 5.7 :

Pour tous £>0 et C5>0, il existe C¢ >0 tel que:
siz€dp, h=1/C¢ et YeCH!I(R,R) avec |Y'I+1Y''|=Cq et:

cosx—2lcosx/2|chy/(x)-(4(h)+€)=0 sur suppy’,
alors V'opérateur (q—z)"lL%omp admet une extension bornée a I'espace

L%,={u/e"9/h ueL2(R)) et la norme de cette extension dans £(L§D,L%>) est
inférieure & Cg¢/a(h).
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On a aussi le:
Corollajre 5,7 :

Si; et Y5 sont définis comme précédemment avec Y=y, sur les
projections des puits, alors:

I TTel B(L2,y,L25,) = C(e).
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6. Matrice d’interaction pour 'opérateur scalaire.
A. La partie supérieure du spectre.

Rappelons que 1'on étudie Yopérateur
q=cos Xx+cos(hD+x/2)+cos(hD-x/2) pour un h>0, et que 1'on a introduit
des opérateurs auxiliaires a un puits qu=q-Zg #yXg. Ces opérateurs ont

un spectre discret dans la région q_ui'nous intéresse ici et sont reliés entre
eux par: qu=TXqoT ™%, ol TX=¢lh'®1X2/2 TX1TX2, h'=h'(h) est le plus

petit réel tel que h'-41m2/he21w2. (On prend les mémes définitions qu’a la
section 1 pour obtenir les mémes relations de commutation et donc
retomber sur les mémes opérateurs). On choisit une valeur propre jJ(h), et
un a(h)=h/C, tel que Sp(qy)UL(h)-2a(h),d(h)+2a(h)]={p(h)}. On sait que

M (h) est une valeur propre simple et on introduit la fonction propre Yo!
(Gg—H(h)Py=0, P, ll=1. On pose Yy =Ty, pour xe22 et ainsi
(A= (MY =0, P Il =1.

D'aprés le théoréme de Helffer et Sjostrand rappelé au paragraphe 5.B,
si F désigne V'espace spectral de q associé & l'intervalle
[ (h)=a(h),(h)+a(h)], 1a famille {TTgP ) est une base ‘‘hilbertienne’’ de F.

Ce n’est pas dans cette base que nous allons écrire la matrice de q,
nous allons utiliser des fonctions dont nous savons qu’elles ont de bonnes
propriétés de décroissance.

Nous utilisons un lemme montré dans [He-Sjl4 dans une situation
analogue:

Lemme 6.1 :

Soient (xq,£4)€Uy, b>0. Alors on peut trouver (x,,€p) tel que
| (xps€n) = (g, €0) | — 0 et c(h) avec c(h),c(h)~! =o(h~No) tels que
go(X)=c(h) exp (i(x—xp)€p —b(x-xh)2/2)/h vérifie les hypothéses:

(6.1) (QQ|\00)=|
(6.2)  ligoll=o(h~No)
6.3) I Xgoll=0(hNd(supp X,Ug)~N),

uniformément pour X dans un borné de SQ o si d(supp X,Uy)2€4>0.
On veut une invariance par rotation. Un calcul explicite montre que:
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[Uge(x) I =1c(h) 162+ %1~ Z expl-2b(x—E€p-xp/2)2/(4b2 +1)h]
U2 go(x) 1 = c(h) | 1b2+ %1 =2 expl-2b(x—Ep+xp/2)2/(4b2+1)/h].

On peut donc remplacer gq par (gyl1Wo) ~1gg 0l gy est 1'une des 6
projections de g4 sur les espaces propres de U et vérifie I(Eol\po)l =>1/6. Le
nouveau g, est vecteur propre de U, vérifie (6.1)-(6.3) et:

lgo(x) | =< lc(h)lexpl-2bd2(x,15)/(4b2+1)h] toujours avec Io=TTyU,.
On pose alors gd:To‘g0 et on a:

(6.1) (ng‘Pd)=l
(6.2)" lggll=o(h~No)
(6.3) 1% gl =0(hN d(supp X,Ux) ™M),

uniformément pour ¥ dans un borné de S%'o si d(supp X,Uy)=€y>0.

Rappelons que les V4 =TIy forment une base hilbertienne de F et
que:

(6.4) 11X (vg=P) I =0hN+d(supp X,UyN™N)
pour X dans un borné de S%,o- sans restriction sur supp X,
(6.5) IX vl + 11X ¥l =0(hNd(supp X,Uy)~N)
pour X dans un borné de S ,, sid(supp X,Uy)=€4>0.
On a:
(Mg Ivg)=(glvg)=(g 1P ) +(gx |vg =¥ ),
et d'aprés (6.1)-(6.3): (gu 1P g) =8y, g+OMN(I+1t-g 1N,
D'aprés (6.3),(6.4), on a (ggvg =P g)=0(hN(+ax-81)~N), donc:
(6.6) (Mpgylvg)=8y,g+ON(I+Ia-81"N).

Si {ey) est 1a base orthonormalisée de {vy}, alors:
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(vod=leg)(I+(kg, g)), avec: ko, g= ON(I+ =8 1)~N),
et (6.6) reste valable avec VB remplacé par eB.

Autrement dit:
(6.7) Tpgu=eq+EKy,geg, avec Ky, g=0NI+1a-8N~N).

On en déduit que {TTggy) est une base hilbertienne de F. C'est dans
lYorthonormalisée de cette base que nous écrirons la matrice de q.

On veut maintenant utiliser le Corollaire 5.4 pour obtenir une
majoration de TTggy.

On considére la fonction poids @ définie par:
® est réelle, croissante, constante sur les projections des puits, et
ch @'(x)=((h)—cos x)/2|cos x/2]| hors des projections des puits.

On définit & partir de & une distance dégénérée sur les projections des
puits, par D(x,y)=1®(x)-S(Y)l.

Le Corollaire 5.4 s’applique a toute fonction ®¢ vérifiant
| @'l =min((| 2’| -€),,1/€), | @' | =1/€ et on obtient:

(6.8) ve>o, lelI=8)¥/N rgall 2(gy=c(e)

ol on a posé:

B () =infy 6(y)+D(x,y),
D (x,y)=min, D(x,1,)+D(Iy,y), ol les I, sont les projections des puits, et
G(x)=2bd%(x;Uq)2/(4b2+1) mesure la décroissance de gg.

On a la méme propriété pour les transformées de TTggq par 'opérateur
de rotation U=e~ih/12 ¢ix?/4h o\ oix?/4h;

e(1-€)¥/h Tegoll + e(1-€)¥/h UTTEgoll + I e(1-€)¥/h UZTEgoll =c(e).

On considére la distance d’Agmon entre les puits les plus proches:
S=®(2T)-2(0). Alors il existe un v avec 0< v=S tel que
¥(2TMk)=vk, pour k entier positif.

Alors, si 2TTk= x| =2TT(k+1):
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(6.9) ¥WX)=min((Vvk+D(2TTk, Ix1)),W(k+1)+D(2T(k+1), xI)).

On continue de noter Uy le puits centré en o(;+ &> et on définit les
entiers:

Ri()=Ty p1= Nty +z)/21 pour i=1,2,3 (Ainsi MUy =1Ip (&)

8(a, B)=supi=1,2,3 | 2i(x)-Ri(B)1. |

& mesure la distance entre les puits. 8(a,8)=1lorsque Uy et UB
réalisent la distance minimale entre deux puits.

On reprend aussi les notations de [He, Sjl;:

8M)(at, B)=Ming oty ... Fotgo 178 S &) +8(ay, AR)+ et 8(X g 1, 8)
L=k

et, si A est une matrice infinie indicée sur 22, A= ®(exp -v8K)/h) si:
|Ao<,3 | =exp((e-(1-€)v 8(k)(d,5)) pour h=<h(g).

On considére maintenant {uy} la base orthonormalisée de {TTpgy}.

Si on change la normalisation de gy pour avoir ITTegy ll =1, les
relations (6.8) et (6.9) permettent d’affirmer:

~ S
(Ugy={TTEg N1+ B(e~VE ™7 /h)
et donc si f est définie par:

f(x)= min((vk+D(21k, Ix1)),(v(k+1)+D(21(k+1),1x1[))), pour
2rk=<Ix|l=2mw(k+1),

on a:
(6.10) ve>o,

IeC1=8)(x=2TR4()/h y | + [e(1—E)f(x—21R2(at))/h Uug ll +
|le(1-€)f(X—2TfQ3(d))/h ul Uo(" =<Cg¢ e&/h_

On s’intéresse maintenant a la matrice W de q|f dans la base {ugy]}.

L‘étude des invariances de cette matrice par les translations est
entiérement analogue a celle faite a la section 2 pour 1'équation de
Schroédinger et 1a matrice de q|f est de 1a forme JI+W, ou la nouvelle

valeur de jL(h) différe de ©(h®) de 1'ancienne, et:

(6.11) Wq B_.=eih'(d132"dzﬁ1)/2 wd—B,O'
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ol h'=(2m)2/h [2T].
Comme (6.10) reste vraie avec uy remplacée par quy, oh a:
~  _iyn D
Wd,5=®(e vs /h).

A pricriv =S et cette estimation est insujfisante, mais nous pouvons
'améliorer pour |- 8| petit en utilisant 1a procédure mise en place par
Helffer et Sjostrand a la section 4 de [He,Sjl4, qui s’applique sans
modification.

On obtient:

wd,o=®(e‘(5'€)/h) pour tout £>0 simaxj=q, 2 3 1&i(c)] =1
Wd’0=®(e"(s+€°)/h) simaxj=1,2 3 1i()=2, pourun g4,>0,

Grace a (6.11), ces estimations permettent de majorer Wd,B pour 8 #0.

B. La partie inférieure du spectre.

On a les puiés suivants (calculés dans la section 5):

/\z
mO T oM Vo Mo, o M3, (1,2)
5 - gs _ (_;o Z-HMZ)("” - ’1/3,(“) -
M‘fo B C'?"S 4 "oc,)(»,o) o” 3,02,1)

On veut avoir la méme géométrie qu’a la section 3. On considére les
centres des puits les plus proches de O:

Mo=(4ﬂ/3,0); N]=N(3’(O,1))=(21T/3,T1’)
M2=M(O,(_1,0))=(—'2T'(/3,1T): M3=M("4TT/3,0)
M4=M(0’(0,_1))=(—21'r/3,—1'r); M5=M(3,(1’0))=(2TT/3,-1T).

On note toujours Mg «=(Ty )¥(T,)%2Me pour £€(0,3) et xeZ2, Ug o le

puits centré en Mg et g « l'opérateur dont tous les puits sauf Ug
sont bouchés.
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On se donne maintenant (xqy,£5)€Ug o et b>0, et on construit comme
au paragraphe A une fonction go(x)=c(h) exp(i(x—Xp)Ep—b/2 (x=xp)2)/h
avec (xp,€p) — (X0,€o) et c(h),1/c(h)=o(h~Ne), et telle que, si P, est une
fonction propre normalisée de dg,0°

(6.12) (golPg)=1

(6.13) ligoll=0(h~Ny

(6.14) llygel =®(hN d(supp Xvuo,o)—N) pour tout N entier, uniformément
en X pour X dans un borné de S%,o et d(supp X,uo’o)ze(,)o.

On modifie alors g, pour qu’elle soit valeur propre de T23‘2, tout en
vérifiant (6.12)-(6.14) et 1go(x) | =lc(h)lexp[-2b dz(x,Io)/(4bz+l)h].

On pose alors g3=u3go, et :
spd

exactement comme dans la section 3, pour avoir les mémes symétries. On
rapelle que h' est le plus petit réel tel que h!/2r=21/h [2Z].

Alors, comme au paragraphe A, "Fge,o( est une base hilbertienne de F,
espace spectral de q associé a [JL(h)-Ch, L (h)+Ch].

On veut maintenant majorer les Tgge  au moyen du Corollaire S.7.

On considére donc 1a phase @ définie par: & est réelle, croissante,
constante sur les projections des puits, et:
Ch &'=(cosx —j(h))/2|cosx/2]| hors des projections des puits.

On obtient une distance dégénérée sur les puits en posant
D(x,y)=1®(x)-2(y)|. Le probléme est alors de comparer les deux distances
possibles entre puits voisins: AT

2 M .

G--1" -9

M

I
l
|
|
I o
g A > x
4n

3

-2an ° in

EY 3

M3
Jn
\-
Q—ﬂ

3

c'est-a-dire de comparer D(-21/3,21/3) et D(217/3,411/3).
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On a:

Lemme 6.2 :
D(-2mw/3,2w/3)=D(21/3,41/3).

Dé tration :

On va raisonner sur les puits Uy,U;,U> centrés en Mg,M{,M2, dont les
projections sur Ry sont les intervalles [aj,b;l, i=0,1,2.

On a a comparer S|=®(ay)-®(by) et So=&(ay)-®(byp).
Soit Y définie sur lm,a gl par y=&'. Y est réelle, positive, et
a(x,P'(x))=p(h) sur ]1r,a,l. On ne peut pas prolonger Y

holomorphiquement au voisinage de 1, mais on le fait sur le domaine
hachuré:

rh,‘[Rx

Y o/ A . R
o a, 2n '/ 77/ [, T b R
3 / 3 %

Sur ce domaine, cos X + cos(x/2+iP(x)) + cos(x/2-iP(x))=(h), donc
chyy=-cos(x/2)+(L(h)+1)/(2cos x/2).

Sur le trajet pointillé G, Imcosx/2<0 et lorsque 1'on contourne le point
T de 1a droite vers 1a gauche, Imch(x)<0 et ImP passe de O a —1r. Sur
l'intervalle réel Iby,apl, ®'=ReV.

On peut donc écrire Sy=Im .&31 € dx, ou Ty est le chemin complexe Xx€T,
€=1iyY(x), quirelie Uj a Up, que Yon oriente de U, vers Ug.

De méme, on a: Sp=Im [z, £ dx, ol T2 est le chemin défini par:

Xxe[-21m/3,21w/3],
Re=1, Im £=0,
et q(x,€)=(h)

qui relie Uy a Uy, que 1'on oriente de U, vers Uj.

On fait un changement de variable dans V'intégrale définissant S, au
moyen de la rotation p~! d’angle - /3 qui échange les puits.
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Cette rotation est définie par p"(x,§)=(x/2+€,—3/4 x+€/2). Elle
est symplectique donc avec (y,N)=p(x,£), on a d(Mdy)=d(£ dx) d’ol
Ndy=£€dx+df, ou f est une fonction holomorphe réelle sur le réel.

Donc S = Im fp"'(cz) €dx, et on cherche a déformer p~(B2) sur Ty.

p"(cz) est dans X={(x,£)/q(x,£)=p(h)} et en projection sur Cy il a la
forme:

T (%,)

+ ' ' . N\

a, b, a, b, ‘ [Rx
On peut, en restant dans X, déformer 1égérement le chemin p"(‘cz)

sur un chemin Gz pour que, en projection sur Cy, G3 ait la forme:

ay

(_\/ . > IR,

a, b. a, b,
Sur ce chemin q(x,€)=j1(h) et donc cos€=cos iP(x), d'ol £=£iP(x)+2kTr,
keZ.
Au voisinage des extrémités du chemin, £ =ip(x), et pour que cette égalité
ne se propage pas le long du chemin, il faudrait qu’en un de ses points
Y(x)=ikTr, mais alors:
M (h)=cos X +cos(x/2+1P(x))+cos(x/2-P(x))=2cos2 x/2-1+2cos x/2
i.e. (JU(h)+3/2)/2=(cosx/2 +$)2=(cos x/2 +1/2)2
et comme J(h)>-3/2, cos x/2€R.

Or Imcos (x/2)=-sinRe(x/)2sh(Imx/2), et comme sur le contour T3

Re x€]0,21[, cette égalité implique que x est réel. Ceci ne peut arriver
qu’aux extrémités du chemin, et on propage donc 1'égalité £=iyp(x) le long
de Gx, a partir du voisinage d’une extrémité.

Pour déformer T3 sur Ty, il suffit de déformer les projections en x et
de toujours avoir £=iP(x), et on obtient 1'égalité S,=S;. O

Dans ce qui suit, certaines démonstrations tout a fait analogues a
celles du paragraphe A ne seront pas reprises.

On pose:
F(x)=infy 6(y+0(x,y),

oia D1 est 1a distance indirecte et G(x)==2bd2(x;15)2/(4b2+1).
Alors, pour tout £€>0:
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(6.15) 1el1=8X¥ /N reg )l 2(gy=c(e).
On a un résultat analogue pour les transformés de TTgg, par la rotation U:

(6.16) NelI=E) (2T =X)/hyTrg (x) Il 2(Ry=<c(E)
(6.17) 1e1-8¥X+2M/hy2reg (x) I 2(R)=c(E).

Comme dans la section S, on indice les projections de puits sur Zde
sorte que Iy, ¢ soit immédiatement a droite de Iy et Io=TTgUg o-

Alors il existe un réel v, avec
0<v=S=D(-21/3,27w/3)=D(21/3,41/3) tel que si xel, ¥(x)=lklv. Par

conséquent, siIy=x=<Iy ¢, on a:
FX)=min(1klv+D(Iy,x), [k+11v+D(Ig 4 1,%X)).

Si U est un puits, on note 2;(U) pour i=1,2,3 'entier tel que Ig,(u) soit
la projection sur I'axe des x de pi‘lu, et
8(U,V)=supj=y,2,3 | ij{W)-L;(V)]. On définit aussi:
KU, VI=miny 2y, ... Uy 2y SUUP+-+8Ug _1,V).
L=k

Comme on a besoin d'une distance orientée a I, et que & est définie
une constante pres, on décide que =0 sur I,. (On rappelle que & est
constante sur les projections des puits.)

Ainsi, sion pose f(x)=min( k| +D(Iy,x),vIk+11+D(Iy, 1,X)) pour
Ig=x=Ig41, ona: f(x)=A(2(x)), ou A est la fonction paire vérifiant
A(nS)=vI|n| pour neZ dont le graphe est:

2y ‘T“&‘\ ﬁ?&-i

i
I
N |
I
|

1 | ] [ y X
=25 -5 o S zZs :
Soit ug  1a fonction associée au puits Ug . (6.15)=(6.17) donnent:

Ve>O,

(6.18) llexpl-(1-€)A(B(x)=SRi(Ug, N/l U™ ug oIl 2(Ry=ce eE/N
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et, si U et V sont deux puits,

1((a=j1(h)uyluy) | =Cg e8/N(e=(1-EWE P (U, V)/hy,

On s‘intéresse maintenant & 1a matrice de q|f dans la base

lug, od(e, ) (0,3} xR2-

Comme précédemment, cette matrice s’écrit ﬁ(h)l+w, avec
| () = J1(h) | =©(h®), WM,N=(1—80(N—N))(QUN|Um) ou 8§, désigne le
symbole de Kronecker, et on a la méme géométrie qu'a la section 3, et donc
1’équivalent de 1a formule (3.4):

(6.19) WM,N=eih'd(d'ﬁ_ ﬁ)/Z W (M), T=(N)

ou M représente les coordonnées du centre de puits M dans la base (v,V5),
X=Xt 2, h'=(2m)2/h [2T].

= W
On a aussi: wM,,\.:(S)(e'V8 /hy,

Comme a prioriv=<Ss, cette estimation est insuffisante pour §(M,N)
petit et nous allons 1Yaméliorer en utilisant la procédure de Helffer et
Sjostrand.

On fait 'nypothése de récurrence (H)=(H1)-(H4):

(H1) Iwpm nI=Cgexp-(1-€)a(8(M,N))/h
oua: N*— R vérifie:

(H2) O=<a(k+1)-a(k)=v
(H3) a(1)<S
(H4) a(k)=€gk pour un £45>0.

I1 s’agit d’améliorer 1a fonction a.

On commence par estimer (- )uq=Zp M Wp M Up-
On a: up=GBlexp - A(B(x)-S &{(P))/h], ol g(x)=8(e~T(X)/h) signifie:
Pour tous K compact, £€>0, il existe CK,e>° tel que
IIg(X)e("e)r(x)/hllLz(K)ka,eee/h.

Les termes avec R{(P)=R;(M) se majorent par
O(exp-[a(2)+ A(@(x)-S{(M)]/h).
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Ceux avec R{(P)#&(M) fixé se majorent par
O(exp —[a(l 1(M=2(P) 1)+ A(B(x)-S &1(P)I/h).

Donc (g—p)umM= S(e—L(®(x)-S R1(M))/hy

ot L(y)=min [a(2) + A(Y),ming 2o allk )+ A(y-kS)].
Pour Sk=|yl=S(k+1), on a donc:

L(y)=min(a*(k)+ lyl -Sk,a*(k+1)+S(k+1)-1yl), pour
a*(k)=a(lkl) si k#0,
a*(0)=a(2).

On cherche une estimation de wp n pour R1(M) #R¢(N), par exemple
R1(N)>2¢(M). On pose «=R(N)-R(M)>0.

On écrit wy n=«(a-)uy,upM)
=((1=-2X)(q-uy,up) + (uy, X(g-Dupm) +(uy, (g, XIupm) =T+ 1T +111,
ol X=1]-00,2\]» avec X & choisir, &(N)elsR(M),S R{(N)I.

Premier cas : o/=1.

On prend &(X)/S=R{(M)+1/2, ce qui donne pour I et II :

I+1I=®(exp-minla(2)+v,a(1)+5]/h)
=0(exp —-(a(1)+v)/h) d'aprés (H2).

Comme [P,X] est a support dans [A-h,XA+h], III=5(I)e‘S/h, et:
wM,N=§(exp—-min(a(1)+v,s)/h).

Deuxiéme cas : & est pair, «=2.

On prend &(X)/S=Ry(M)+(xX+1)/2 et on obtient:

1+11=0(exp-(Vot/2+a(a/2))/h)
III= O(exp-(v(ct—1)+S)/h)

et donc WM’N=(5(exp—min(v(o(—1)+8,vo</2 +a(a/2))/h).
Troisieme cas : & est impair, <=3.

On prend &(X)/S=2{(M)+ /2 et on obtient:
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I+I11=0(exp—(V(ax+1)/2+a((x=1)/2))/h)
II=0(exp-(W(xX-1)+S)/h)

et donc wy, N=0(exp-min(W(x-1)+S, (X+1)/2+a((x-1)/2))/h).
Ainsi, dans les cas 2 et 3,
wM,N=5(exp—min(v(o(—1)+s,a([cx/2])+ (t=[at/2]))/h).

On peut refaire ceci avec Uupy, uzuM au lieu de up et cela montre que

les hypothéses (H1) et (H3) sont vérifiées par la fonction b définie par
b(1)=min(S,a(1)+v)

pour j=2, b(j)=min(w(j-1+S,aj/2D+ (G-[j/2D).
Montrons que b=a :

Pour j=1, d'aprés (H3), S=a(1) et donc b(j)=a(j).

Pour j=2, d'aprés (H3) et (H2):

S+v(j-D=za)+Zy <k <j-1 (Alk+1)-alk))=a()),
et d’aprés (H2),

a(lj/zD+v(a-la/2D zallj/2D+Z)j/2] <k <j-1 (@k+1)—a(k))=a(j).
Donc b=a. en particulier, b vérifie 1'hypothése (H4).

Il reste @ montrer que b vérifie ’'hypothése (H2).

Pour j=1: b(1)=min(S,a(1)+v)
b(2)=min(S+v,a(1)+v)

donc 0=b(2)-b(1)=v.
Pour j=3: b(j+1)=min(wj+S,al(G+1)/2D+v(j+1-[(j+1)/2])
et b(j>=min(w(j-1)+S,aj/2D+v(j-1j/2D).
Posons A={a([(j+1)/2D+v(j+1-[(+1)/2D}=-{(alj/2D +v(j-[j/2D}. 11 suffit de
montrer O<A=<v.
On a: A=(all(j+1)/2]-alj/2)) -v((j+1)/2]-[j/2D+Vv, et d'aprés (H2):
o=a(l(j+1)/2]-a(lj/2D =v((j+1)/2]1-[j/2]),

donc v(1-[(j+1)/21+[j/2D) =A<V, et comme O=<1-[(j+1)/2]+[j/2], on a bien
O0<A=<v et b vérifie (H2).

6.12



On itére plusieurs fois cette procédure en commengant par a®(j)=v;j.
Comme aK+1(1)=min(ak(1)+v,S), au bout d’un nombre fini d'itérations, on
aura: aK(1)=S. A 'étape suivante, ak+1(2)=min(S+v,ak(1)+v)=S+v et
donc, pour j=2, aK*+1(j5)=S+v. On a donc montré:

(6.20)  wp n =8(1)e (S+)/h si 8(M,N)=2,
=8(1)e~S’/h si 8(M,N)=1.
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7. Minoration de 1'effet tunnel entre puits les plus proches et
renormalisation.

I1 s’agit d’obtenir une minoration du terme wu,v ol U et V sont deux

puits avec 8(U,V)=1. Rappelons qu’ad chaque puits U on a associé une
fonction uy telle que {uy} soit une base orthonormée de F et que uy soit

microlocalement concentrée sur le puits U. {uy} est la base
orthonormalisée de {TTggy}, ol gy est une gaussienne concentrée sur U.

On a besoin pour ces minorations d’approximations BKW des fonctions
uy et uy sur un domaine commun, mais dans 1’étude de la partie supérieure

du spectre, on a vu que les phases utilisées ne sont pas analytiques entre
les projections des puits. On résout cette difficulté en regardant les
fonctions uy et uy, sur une droite complexe R+di, avecd #0 petit. L'étude

de la partie inférieure du spectre ne comporte pas ces complications.

A. La partie supérieure du spectre.

On veut estimer le terme W g pour 8(at,B)=1. Grace aux symétries

de 1a matrice W, on peut supposer que «=(0,0) et 8=(1,0), c’est-a—dire
qu’on s'intéresse aux puits centrés en 0 et (21, -17).

On veut utiliser 1a méthodetmise au point par Helffer et Sjostrand pour
1’équation de Harper, qui consiste & écrire des développements BKW des
fonctions ug et UB entre les projections des puits Ug et UB' La fonction

poids & que nous avons utilisée n’est pas analytique en 1 et on ne peut
espérer avoir d'approximation BKW de ug qu’a gauche du point 1r et de uﬁ

qu’a droite du point 1r.

Par contre, on peut définir une phase ¥ holomorphe sur le domaine
hachuré:
{ R

T X

L, t//////////// L > Ry

2m-1 2

W(x)=®(x) sur le segment J1, |
W(x)=®(X)+ mi(x—1) sur le segment ], 217 -1[.

Les transformées de Fourier des fonctions ug et ug étant a
décroissance exponentielle, ces fonctions sont holomorphes sur un
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voisinage du réel et on va chercher a en obtenir des approximations BKW sur
une droite R+di, ou d>0 est petit.

Helffer et Sjostrand ont montré a 1a section S de [He,Sjl4 comment
obtenir une approximation B.K.W. de ug prés de 1, a droite de ce point.

Pour pouvoir appliquer leur résultat, il faut vérifier qu’on a ici 1a géométrie
du cas qu'ils traitent, c’est-a-dire que la courbure du puits U, au point

(1,0) n‘est pas nulle.
Lemme 7.1 :
La courbure de Ug()L) au point (1,0) est non nulle.
émo ti

Dans un voisinage de (1,0), Ug est de la forme (x(£),£). Dérivant deux
fois la relation cos(x(£))+2cos(x(£)/2)cos€ =4, on obtient:
(7.1)  —cos(x(ENxX'(E)2 —sin(x(E)x'"(E) - Fcos(x(€)/2)x'(€)2cos € -
—-sin(x(€)/2)x""(E)cos € +2sin(x(£)/2)x'(E)sin €
-2cos((x(€)/2)cos€ =0.

On a: x(0)=1, x'(0)=0 et (7.1) appliquée au point £=0 donne:
0-sin1x''(0)+0-sin(1/2)x"(0)+0-2cos(1/2) =0, soit:

(7.2)  (1+2cos(1/2))sin(1/2)x'(0)+2cos(1/2)=0.
Comme 0<1<1, (7.2) entraine:

(7.3) x"(0)<o0

ce qui montre le lemme. O

On peut donc appliquer le résultat de Helffer et Sjostrand qui s’énonce:
étant donné un point Yo réel, choisi arbitrairement prés de 1, avec Yo 1,
on peut décrire ug dans un voisinage complexe de Yo Par

(7.4)  up(x)=bg(h)ag(x,h)e ¥ (X)/h  ayec :
(7.5) Ve>0, 3C¢, Ibo(h)|+1/Ibg(h) | =CgeE/h,

ag(x,h) est un symbole analytique avec ag(yy,h)=1.
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Par la méthode BKW exposée dans [Sjlj, on prolonge le symbole ag en un
symbole analytique elliptique défini sur le domaine

Yo~ Eg=Rex=m+¢g,
0<Im x=d,.

Soit ap’(x,h) une réalisation de ce symbole sur un compact de ce
domaine et définissons

vo(x,h)=bg(h) ag’(x,h) e~ ¥ (x)/h,

On a alors, pour 0<d=dg,:

(7.6) I(uo—vo)e\l’(")/hlsCe"?—a/h dans un voisinage complexe de y,
(7.7) vy e\P(X)/hlILz([g°_€°+di,ﬂ+e°+di])sce(d) e€/h pour 0<d=d,.
(7.8) 1e2X)/h(qd—j1)yy ll=Cy e €old)/h dans

L2([yg-Eq+di, M+Ey+dil), avec £4(d)>0.

q9 représente 'opérateur q sur la droite R+di, défini par:
(qdu)(x)=cos x u(x)+cos(1/2x+1/4h) u(x+h)+cos(1/2x-1/4 h) u(x—h).

Dans ces inégalités, a’p est une réalisation de ap au voisinage du segment
[Yyo-€o+di, m+Ey+dil.

Il nous faut maintenant majorer (qd—}.L)uo sur la droite R+di. On a le:
Théore 7.2:
SizedQy, alors (q9-2) est inversible et:
(7.9)  I(q9-2)"1 2=ceCldl/h/a(h).
D& tration :
On considere la transformation de F.B.I.:

Tu(><)=Ch‘3/4‘[e"("“El)z/?-h u(y) dy.

On définit les classes Hg ={u entiéres;ue~®/heL2(C)).
Pour un choix convenable de C, T est unitaire :
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de LZ(R) dans Hg_, avec &4(x)=(Im x)2/2,
et de LZ(R+di) dans Hg ,, avec ®4(x)=(Im x-d)2/2.

Aprés conjugaison par T, qd est V'opérateur défini sur H‘I’d par:

qdu(><)=(21'rh)"“‘ei("‘u)e/h qex ~1((x+y)/2,06) u(y) dy de,

ou X est la transformation canonique associée a T: X(y,M)=(y-iN,MN), et
un bon contour est {(y,6)eC2;0=(2/1)3®4/3x((x+Y)/2)+ice(x—y)/Ix-yl}.

Ainsi g et qd coincident sur He NHe,-

On considére a présent la fonction holomorphe \P(x,g)=-(x—g)2/8, qui
vérifie W(x, X)=®5(x). On a: &4(x)+P4(y)-2 Re ¥(x,y)= Ix—gl2/4, et
VYopérateur

B u(x)=C/h JeZ\P(x,g—)/h u(y) e~ 22Y7/h | (dy),

ou L(dy) représente 1a mesure de Lebesgue sur C, qui pour un choix
convenable de C est le projecteur orthogonal de L%o sur Hg . Le noyau de

e~ 2/hBe®/h gst estimé par (C/h)e— |X-yl?/4h,

Soit {2}y e z2 un recouvrement de Cx~R2 par des cellules de
périodicité du symbole q, tel que chaque Q est borné, son intérieur
contient un puits, et Q est a distance non nulle des autres puits.
L'identification C~RZ2 est faite par (y,N)+— MTeX(y,M)=y-iN.

On définit les opérateurs X de Hg 4, dans Hg  Par Xy=B-lgq .
On veut & présent donner un sens a l'expression:

(7.10) (q-2)"lu=g (q—z)"xdu
pour uqu,d.

La majoration du noyau de B permet d’écrire une premiére majoration:
(7.11) I Xqull®,-d2(x,0.)/cs<Clulla, o,
avec lull g, o =(fo o™ 22 Nu(x)12L(dx))z.

Comme 194V, @q4(x)| est borné, on contréle les normes llullg, o et
lullg,,q, 1'une par 1'autre:
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(7.12) e~ClAlI/h e@alxad/hul g, o
< e®olXa)/h ull g o =eCldl/he@alxad/h ulg, o ,

ou X est un point quelconque de Q.

Comme on n'a pas de résultat de continuité de (q—2z)~! pour le poids
®,-d2(x,24)/C, on revient aux fonctions sur R.

On considére donc T"‘xdu, qui s’'écrit:

(T—IXdU)(U)
=Ch~ 3 [e(X-Y?/2he(®o-d%(x,24)/C)/he—(®o-d?(X,2a)/C)/hy  u(x)dx

et on choisit le contour d’intégration Rex=uy.

On obtient:
1T Txull -d2(x,Ig)/csCluls o, oU Ty est 1a projection sur R de
Q-

Donc, siP est une fonction constante dans un voisinage uniforme de
chaque puits, nulle sur I, décroissante a droite de Iy, croissante a

gauche, et telle que |Y'| <& ol §>0 est assez petit, on a:
(7.13) 1T Ixqull 2 =Cllullg,, qq-
Le théoréme 5.4 s’applique alors et on a:

(7.14) 1= 1T Xl 2 <C lul g, q,/ah).

Comme on peut avoir les mémes inégalités pour U(q—z)"T"(Xdu) et
U2(q—z)“T‘1(xdu), on déduit en appliquant T:

(7.15)  1a=-2)"UXqWll @, -d(x,24+B(0,C))/c=Clullg_ q. /alh).

Soit C'>C. Alors pour |dl=<1/C-1/C’, on a:

(7.16)  I1(a-2)" " (XqWl @&, —d(x,Q+B(0,C))/CZ

1/c e=CldlI/h)(q-2)"UXqW Il @ 4 d(x, 24 +B(0,C))/C’
e(‘:’d(Xq)_éo(xq))/h_

De plus, (7.12) s'écrit:
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(7.17)  lull @o’ﬂasce(”dl/h e(@d(Xq)‘@o(Xq))/h Hull &yq,0"

Ainsi,(7.15)-(7.17) donnent:

(7.18) "(q‘Z)—](XdU)"@d—d(x,sza+B(0,C))/C'
scecldl/hul g, o _/d(z,0).

Cette relation assure la convergence de (7.10) dans Hg 4. On a donc

construit un inverse a droite de qd-2z de norme inférieure 2 ceCld1/h/a(n).
Le résultat est vrai pour son adjoint q’d-z, donc cet inverse a gauche est
un inverse et le Théoréme 7.2 est démontré. o

Remargue : le Théoréme 7.2 reste vrai pour ze 2y, lz—p1=hN, h=hy,

en remplagant a(h) par |z- .| dans son énoncé, mais nous avons besoin
pour le montrer d’une version améliorée du théoréme 5.4. Ceci montre que

le spectre de qd dans Qp est a une distance O(h®) de celui de q.

On a aussi besoin d’un inverse de 1'opérateur qg -z sur la droite R+di.
On rappelle que 1'on avait a la section 6:

4=9-2;9;
qk=q—2j#kej=q+ek
ou ej est une fonction positive destinée a boucher le puits centré en 21rj.

On prolonge les fonctions ej au domaine complexe par ej(x)=ej(Re X),
ce qui permet de définir sur la droite R+di les opérateurs:

C~ld=qd—2j9j.
qﬂ=qd—2j#k9j= qd+ek.

Soit &¢ une fonction de R+di dans R vérifiant 1a condition
(7.19)(¢) |®e'l<(IRe @'I-€), 12K =1/¢ pour k=1.

L'opérateur e®e(x)/h (qd_z) ¢~ Pe(X)/h gst enliptique pour h assez
petit en fonction de € et donc, pour h assez petit:

I(qd-2)"Tl 2=cC
I(gq9-2)"Nl 2, =Cg.
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On va controler qE—z a partir de Ed-z et qd—z:

Lemme 7.3 :
Il existe une constante C>0 telle que, si zeanh, alors qE—z est

inversible et Il(qd-2)~1lI =ceCldl/h/a(n).

Démonstration :

On note toujours Ij les projections des puits. Soit A un intervalle de R
tel que IxCCA et A ne rencontre pas Ix_{UIg 1. Soit B vérifiant les mémes
propriétés et tel que AC CB.

Soit P positive, a support prés des extrémités de B, nulle sur A,
vérifiant (7.19)(g,) pour un certain £,:

P(x) ]\ ¢ 8
P A a
N\ e

N

=
A
3
N

ol I,
Alors, pour ueLZ, onh a:

Iad-2)ull 2= I1g(ad-2)ull 2 = I1p(qd-2)ull 2,
= lI(qd-2)1gull 2~ Ilad,1glull 2,

or (qd—z)" est continu sur L*ZP car:

(q9-2)"1=(gd-2)"1-(q9-2)"T(zje5)(q9-2)~!
+(q9-2)"1(g6;)(q¥-2)"1(j0;)(q¥-2)~!
et Y est constante sur Ujsupp ej.

Donc:

(7.20) I(g@-2)ull 2=(1/C)e~CldI/han) 14ull 2-e~1/Ch juj 2.

I1 nous faut une inégalité analogue avec 1 remplace par IR\ A, que
nous obtenons de la méme maniére:

Soit D un intervalle avec [y CCDC CA. Maintenant supp Y est proche de
oD. On a:

Iag-2)ull 2= IR\ plad-2)ull 2 = IR\ plal-2)ull 2,
= 1(q9-2) 1R \pull 2, - Ia¥ 1R\ plull 2,
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et donc:
(7.21) I(gq@-2ull 2=1/C IR\ aull 2-e~1/Chjul 2.

Pour |d| assez petit, (7.20) et (7.21) entrainent

(7.22) 1(a@-2)ull=1/c e~ CldI/hgn) jull.

Comme on a la méme inégalité pour 1'adjoint (qE—z)*:(qk'd—Z_). CIE-Z
est inversible et I(gg-2)" 1l =C eCldI/h/a(h) et 1e lemme est démontré. o

Nous allons en déduire des inégalités a poids, d’abord pour qE, puis
pour q9.

Soit donc ®¢ vérifiant (7.19)(€). On a:

(qf-2)"1=(q¥9-2)"1-(qd-2)" 1oy (qd-2)~!

+(q9-2)"lo(q8-2)"Tor(qd-2)"1
et comme ¢ est constante sur le support de 8y,

(7.23) (8- g 2,,)sCeeCldI/N/acn).

Nous allons réutiliser la construction de (q4-2)~! a partir de (q§-2)~!
pour montrer le:

Théors 7.4 :

Il existe une constante C>0 telle que, si P vérifie (7.19)(e +Cld|) et
z€9Qp, alors:

(7.24) l(q¥9-2)1 IIszsCCecldl/h/a(h) pour h=h(g).

Démonstration :

On reprend dans le complexe la démonstration du Théoréme 5.4.
On pose RY==(af-2) "1y ol Wy =1(y; 261 - 11 <Re x= 2k +17)
et aj,k= I ‘l’j(QE“Z)-l‘I’k Il 3([.2\;,)'

Comme on a un peu de marge sur P, on a:
aj,k=CegeCld1/h/a(h) si lj-kl=1
aj,ksceeua'/h/a(h) e~ lj-kI(CldI+€)/Ch ; lj-kl=2.
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Donc, si C est assez grande, IIRgII3(L29)5C€ec|d|/h/a(h).
De plus, (qd4-2)"! Rg=1+Kd, avec Kd=2k2j#k9j(qﬁ—z)"\1fk.

Grace a la marge qu’on s’est donné sur ¥, _
I ej(qlg—z)—hykuﬁ(Lz,p) sceeC|d|/h/a(h) e—(Cldl+€)lj-kl/Ch

et si C a été choisie assez grande, et h=h(g), lIK I zL2,) =1/2, ce qui
achéve la démonstration. o
Loroliaire 7.2 ¢

Si g et Yo vérifient (7.19)(e+Cldl) et Y=V sur les projections des
puits, alors le projecteur TTE, défini par sa représentation intégrale,
vérifie:

(7.25) g IL2,,,L2,, <CgeCldl/h,
D& -

On écrit (gd-2z)~1=(gd-2z)~1-¢( Ed—z)“(zkek)( qd-2z)-1
+(q9-2)" (o1 )(qd-2)" (28, )(qd-2) !
et seul le dernier terme contribue a 1a représentation intégrale de 'ITE. On
obtient alors le Corollaire a partir du Théoréme.

Revenons maintenant aux fonctions ug et ug. {uy) est la base
orthonormée de {TTpgy}, avec ITTpgyll =1 et
lgee ! = le(h)l e")b'dz(xvlli <a>)/N pour un b’>0.

Sur V'axe R+di, [go(x)|I=1gy(Re x)1e€1d1/h pour un ¢>0 et d'aprés le
Corollaire 7.6:

| TTfgo(x) | <Cg eCldI/h g=(1-€-CldI)¥4x)/h

ou ‘b’d(X)=infgeR+di D§(x,y)+bd(Rey,1,)?
Dq est la distance sur R+di associée a la fonction ReV¥, et Dé') est la
distance indirecte associée.

Ainsi, quitte a réduire un peu la valeur de v a la section 6, on a:

(7.26) 1e(1=€=ClADIUX/h yo(x) Il 2(R 4 gjy =Ce e(E+CIAD/N,
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fd est 1a fonction définie sur R+di par

(7.27) 19(x)=Min(Wk +D4(21rk, Ix1),U(k+1)+Dg(2m(k+1), I1x1))
pour 2mk=|xl=2mw(k+1).

Comme de plus (qd—u)u0=£x Z0 W+, 0Uys et que les woe o sont
exponentiellement petits,

(7.28) ||8\P(X)/h (qd"}.l)uollL2([g°_€°+di,ﬂ+€°+di])se"€o/h_
Or nous savons par (7.6) et (7.7) que ug vérifie la majoration:

(7.29) lug(x)e¥(X)/h|<c. e€/h dans un voisinage complexe de yg, pour
tout £>0.

Nous allons pouvoir améliorer 'estimation (7.26) au voisinage de
intervalle [yy, T+ E€4l:

Soit W4(x) 1a fonction réelle continue définie sur R+di par
W y(x)=ReW(x) sur[ys—-€o+di,m+€,/2+dil, ¥4 est constante a droite et
a gauche de cet intervalle.

Soit X:R+di—[0,1] une fonction troncature a support dans
[yo-€o+di, mM+Ey+dil, valant 1 sur [ys-€,/2+di, m+3€4/4 +dil.

On a:
(q9- 1) Xug=X(a9-ug + [q9,Xlug
(7.28) permet de majorer le premier terme:

le®(x)/h X(q9- g | L2(1R+di)59_€°/h-

[q9,X] est & support dans
[yg—€o+di,yg—€9/2+dilUlT+3€,/4+di,M+E5+di]l; grace a (7.29) 1a

partie dans [yg—€o+di,yg—€o/2+dil est (1) e~ ¥ (X)/h ot grace a (7.26)
la partie dans [TT+3€,/4 +di, T +£,+di] est ®(e~(¥X)-Cldl)/h (car fd

coincide avec Re ¥ sur [y, +di,m+€45+dil), elle est donc
Se-(¥a(X)+€5)/h_

Donc "e\yd(X)/h [Qd,X]UOIILZ(R+ di)sce ee/h puis

(7.30) Ne¥Wal)/h (qd—1)(Xup)l 2(R 4 qi)=Ce eE/N .
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Nous savons que si est une fonction réelle définie sur R+di avec
Ip/1<IRe W', Vopérateur e¥P(X)/h (qd_ 1) e=P(X)/h gst enliptique. (7.30)
entraine donc:

le¥alx)/h ol 2([yo-eo/2+di, T+Eo/2+di)=Ce €&/,

et comme sur le segment [yg-€4/2+di, M+€,/2+di], ¥4(x)=Re ¥(x), on a:

(7.3 Hug e¥XR/hy 20 e /oL di,mreosz+dil)=Ce eE/N.

Enfin, si on regroupe les majorations (7.6)-(7.8),(7.28) et (7.31), on
a:

1o (/0 (@-10(uo =Y L 2(1yo -0/ 2+ di, T+ E0/2+d i) SCg €7 Eo(D/

pour 0<d=d,,

1e¥ N (Uo-vodlL2(ly,-£0/2+d1, 7 +E0/2+di]) SCe(D) e&/N
pour 0<d=d,,

et [e¥(x)/h (ug-vpl)l=C e~€o/h dans un voisinage complexe de y,.

Compte tenu de l'argument d’ellipticité déja invoqué, ceci entraine:

(7.32) 1e¥ 0N (ug-ve) | L2([yo-€o0/2+di, M+E€o/2+di])=Cd e~Co/h,

Récapitulons les formules dont nous aurons besoin par la suite. On a
montré que, pour tout £>0, on a les majorations:

(7.6) le¥(x)/h (qd o(d)/h

= Hvoll L 2(y, +di, m+eo+di)SCd e
pour 0<d=d,.

(7.7)  Ne¥(x)/h Vol L2([yy +di, r + €0 +dil)<Ce(d) e&/N pour 0<d=d,.

(7.28) 1e¥ XN (qd-y)ugll 21y, +di, 17 +£0+di<C e~ E/N
pour O0=d=d,.

(7.31) IIe\P(x)/huollL2([g°+di,n+eo+d”)sceee/h pour 0=d=d,.

(7.32) 1e¥ /N (uo-vo)lL2(1y, + di, 7w +£0+di)SCge ™ Eo(D/N
pour 0<d=d,.
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Maintenant que nous avons obtenu ces approximations BKW, nous
pouvons passer au calcul du coefficient wg o.

On a:
wg, 0= [(a-3ug(x) Ug(x) dx.

Donc, avec X{=1]-c0,t] POUr t dans un voisinage de :

wg,0= [ Xt (a-pug(x) Ug (=7 dx
+ J‘ Up(x) (1=X¢(x)) (q - )uglx) dx

- [ uotx) @, XeTug(xy dx.

Les deux premiers termes de la somme sont majorés par e ~(S+€0)/h
et on peut calculer le troisiéme car:

[q,X]=1[t,t +h] cOs((x=h/2)/2) Th=1[t-h,1] cos((x+h/2)/2) T _p.

On a donc:

(7.33) WB'0=J[t t+hl cos(x/2-h/A)ug(x—h)ug(x)-ug(x)ug(x=-h)] dx
+0(e~(s+Eo)/hy,

Ceci nous conduit & introduire la fonction holomorphe:

A(z)=cos(z/2-h/4) [up(z-h)ug(2) - ug(z)ug(z-h)]
A vérifie la majoration:

(7.34) IT_phA-Al= 0(e~(S+E€o)/h)

dans le domaine D={2;M+€,/2=<Re 2= +€, et O0=Im z=dy)}.
En effet:

(T-hA - AX)2) =cos(z/2+h/4) [ug(z) ug(z+h)-ug(z+h)ug(2)]
—cos(2/2-h/4) lug(z-h)ug(2) - up(z) ug(z-h)]
=uo(2) [cos(z/2+h/4)ug(z+h)+cos(z/2-h/4)ug(z-h)]
—ug(2) [cos(z/2+h/4)ug(z+h)+ cos(z/2-h/4)up(z-h)]
= ug(2) (Q’M)UB(Z—) - LTB(E) (q_}-l)Uo(Z).
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I1 suffit alors de majorer (qd—p\)u et ug par (7.28) et (7.31) et
0 o
(a9-p)ug et ug par les inégalités analogues:

(7.28) 1T /M (qd-y)uglli 2(frr 46472+ di,yr+dipse ™ Eo/N
(7.31)" Jel'(¥)/h ug “Lz([Tr+€°/2+di,g1+di])sceeelh

ou del[-dy,dgl, Yy est un point choisi arbitrairement proche de 21r-1, par
exemple Yy =2m-y,, et I' est le prolongement holomorphe de la fonction

S-&(x)+ mwi(x—1r) & un voisinage complexe de l'intervalle l1r,21-1[ sur
lequel elle est analytique.

Sur cet intervalle, on a:

F(x)=S-®(X)-Ti(x-1)=S-¥(x)
et donc, dans un voisinage de lir,2mw-1[:

C(2)=s-w(2).

Les majorations (7.28),(7.28)',(7.31) et (7.31)’ entrainent donc
(7.34).

I1 en résulte que, pour del0,dy] et teley/2,€,4]:

- -(S+€5)/h
(7.35) wdvﬁ—J[t+di,t+h+di] A(z)dz +0(e 0)/hy,

De plus, ug admet une estimation BKW vB=bﬁ(h)aB(x,h)e‘r‘(")/h.
Plus précisément, on a:

(7.8)  1eT/h (qd— 1wl 2((rr 4 £0/2+d1,ys+ai=e” Eo/N
(7.32)" 1 eF/N (ug-v )l 2((rr 4 £ 0/2+ i, yy+aiD =~ /"

pour de[-dy,d,l.

Si on pose
B(2)=cos(z/2-h/4) [vo(z-h)vg(2)-vo(2)vg(z-h)], alors

I1B(2)-A(z)] e~ (S+Eo(d))/h gans D et:

(7.36) wg o= B(z)dz + ©g(e ™ (S+€o(d/h) pour 0<d=d,.

Lt+dut+eo+dﬂ

On peut calculer B(2):
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B(2)=bq(h)bg(h) cos(z/2-h/4) [ao(z h) e~ ¥(z=h)/h aﬁ(z) e~ [(2)/h

bo(h)bB(h) cos(z/2) ap(2) aB(z)
[e-¥(z-h)/h o(-S+¥(2))/h_g-¥(2)/h o(=S+¥(2-h))/h] (1 4 ©(h))

=2 bo(h)bg(h) cos(2/2) ag(2) ag(2) e~S/N shw'(2) (1+O(h).

Donc B(z) s’écrit e~S/h bo(h)bg(h) d(x,h) ol d est 1a réalisation d‘un
symbole analytique classique elliptique.

De plus, on montre de 1a méme fagon que (7.34):

(7.34) | T_pB-Bl=Cqe~(S+€a(d)/h gyr e segment
[T+e,/2+di,T+E5+di], avec 0<d=d,.

Ceci entraine que, sur ce segment, |d(x+h,h)=d(x,h)| ste'eo(d)/h

et comme d est classique, on en déduit en annulant 1'un aprés l'autre les
termes du développement de d:

1d(x,h)=d(T +€5+di) | e~ €o/N sur le segment [T +€4/2+di, M+Eq+dil.

= -S/h b
Comme vao_J[t+di,t+h+di] e bo(h)bg(h) d(z,h) dz pour

telm+€,,M+€0/2], et Ibo(h)bg(h) 1 +1/1bg(h)bg(h) | <Cee€/, on a
montré:

Théore 7.7

Pour tout €>0, il existe Cg >0 tel que, si U et V sont deux puits avec
&u,V)=1, on a:

1/C¢ e~ (S+&)/h < Iwy vyl = Cg e—(S-€)/h_

B. La partie inférieure du spectre.

On choisit de minorer 'interaction entre les puits centrés en
M=My,=(41/3,0) et N=M(z,(1,1))=(81/3,0).

La phase W(x)=®(x)-®(41/3) est analytique entre les projections des
puits UM et Uy et on a des constructions BKW:
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vM(x)=bm(h) e~ ¥ (X)/h g (x,h)
vn(x)=bp(h) e = (S =¥ (X))/h 3y (x,h)

ou : am et ap sont des réalisations de symboles analytiques classiques
elliptiques définis sur lyq,2m+€4l et 12m-€4,,41m-y,l, Yo étant un point
choisi a gauche de Uy, arbitrairement proche de cette projection, €, un
réel strictement positif; by(h) et by(h) vérifie:

IbM(h) | +1/1bp(h) | + [bp(h) | +17 |bp(h) | =Cg €/,
Ces constructions vérifient:

le¥ (X)/h (q-}l)vﬁ“Lz([-go,t‘.o])se—eolh

le¥ (x)/h (UM =viD I L2((=y,, E0]) <e~€o/h
|e(S—¥(x))/h (Q“H)VN||L2([—e°,g°])59-€'°/h
le(S=¥(x))/h uN-vR I 2([ - €4, yo) <e~€o’/h,

On conclut comme au paragraphe A, en restant sur le réel, et on
montre:

Théors 7.8 :

Pour tout £>0, il existe Cg >0 tel que, si Upm et Uy sont deux puits avec
8(M,N)=1, on a:

]/Ce e—(s+€)/h < | < Ce e"(S—C)/h_

Iwpm, N
C. Renormalisation.

A la section 6, nous avons pris soin en définissant les fonctions gy

associée a chaque puits de choisir des relations entre ces fonctions
entiérement analogues a celles de la section 2 pour le cas J(h)> -1, et de 1a
section 3 pour le cas J(h)<-1.

On peut donc dans les deux cas faire les mémes réductions qu’aux
chapitres 2 et 3. On obtient:

Théors 7.9:

On considére 'opérateur qh=op}’,"[cos X+ cos(x/2+€)+cos(x/2-€)].
Soit £5>0. Il existe c(€,)>0 telle que, si h=c(g,), le spectre de gy est
inclus dans [-3/2,3] et:
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Sp(ap)nl-3/2,-1-€4] est inclus dans une réunion d’intervalles

Uj=1,...,nh) Y5

Jj4+1 est situé a droite de Jj, a une distance équivalente a h,

Ji est situé a une distance équivalente & h de -3/2,

IJ]I se‘C(Co)/h,

Sp gpNJj est le spectre d’un opérateur MI+cy opR’ PO, avec M eJj, cjest
réel avec chl =e~C¢/h c=x1, h' est le plus petit réel tel que

h!/2r=21/nl2],
PO est un symbole & valeurs dans M>(C), hermitien, 21 —périodique en x et

€, tel que:

o 1 o 1
PO(-x,-€,h)= ( )P°(x,§,h) ( \)
1 o 1 o

PO1(x-h/2,€,h) e~ 1€ POyx(x,£) )

et PO(p2(x,€),h)= .
el PO (x,6) PO2>(x+h/2,€,h)

ol p est la rotation d'angle /3 dans le repére:

3
21/
[»} 3 x

G
De plus, PO s’écrit P°=Q0+RP?, avec:

< 0 1+eiX4+eif >
Qo=

1+e~1X ye—i§ 0
RO se prolonge en un symbole holomorphe sur le domaine

{(x,£)eCZ;1Im x|+ 1Im €| <c(ey)/h)} et sur ce domaine
IRO(x,€)| <e~C(€o)/h.

Sp(qp)N[-1+€,,3] est inclus dans une réunion d’intervalles
Uj=1,...,n(h)Kj»

Kj41 est situé a gauche de K;j, & une distance équivalente a h,

Ky est situé a une distance équivalente & h de 3,

Sp qhnKJ- est le spectre d’un opérateur ;LI+djopn’lp°, avec ueKj, dj est
réel avec Idjl =e~¢/h ¢,

p% est un symbole réel, 21 —périodique en x et €, invariant par 1a rotation

p.
De plus, pO s’écrit p9=q%+rP%, avec q°= cosx+cos€+cos(x-¢€),
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ro se prolonge en un symbole holomorphe sur le domaine
{(x,£)€C2;|Im x|+ |Im €| <c(€,)/h} et sur ce domaine
1ro(x, &) <e—C(€o)/h,

(Dans cet énoncé, ‘‘a est équivalent a h'’ signifie que a/h et h/a sont
majorés par une constante qui ne dépend que de €£,).
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8. Extension & 1Yopérateur scalaire renormalisé.

Le but de cette section est de montrer comment 1'étude de V'opérateur
q%=cos x + cos € + cos(x—£) faite aux sections S & 7 s’adapte aux
opérateurs perturbés p9=q%+r9, ol r° est un symbole défini sur

{(x,€); 1Im (x,€)| <1/8) et vérifiant £| | <213%rgl =8 sur ce domaine,

holomorphe, réel sur le réel, 2 —-périodique en X et £ et invariant par la
rotation p(x,£)=(x-§,x).

A partir des courbes de niveau du symbole q° étudiées a la section 5,
on peut déduire celle du symbole p©® grace a une étude analogue faite dans

[He,Sjl4. On a les résultats suivants:

Les valeurs critiques de p° sont:

1. Le maximum p%(0,0), atteint aux points (2kr,2k’r) pour
(k,k"ez22,

2. Le minimum p%(2m/3,41/3) atteint aux points

(2T /3 +2KkT,41/3+2K'1m) et (4 /3+2k1,21/3+2k'1) pour (k,k")e222,
3. La valeur cx -1 obtenue aux points selle (k1 ,k’1r) pour (k,k’)e22
tels que k ou k'’ soit impair.

La courbe de niveau de p° correspondant & une valeur
Eelp®(2m/3,41/3),cl est une réunion de cercles déformés entourant les
minima de p®. De méme, pour E€]c,p9(0,0)[, c’est une réunion de cercles
déformés entourant les maxima de p°. L’ensemble {(x,€£);p%(x,£)=c} est
décrit par: {(x,£);p%(x,€)=c}=1({(x,£);q%(x,£)=—1}), ol f est

21 —-périodique, proche de l'identité et laisse fixes les points (k1r,k’1r) pour
(k,k'Ye22 et k ou k! impair.

On étudie le spectre de p® dans R\[-1-€,,-1+€7]l ol £5>0 est fixé et
on cherche a écrire des résultats vrais pour §=<8(g,). L‘étude du spectre

au dessous de -1 est entiérement analogue a celle faite a la section 7 de
[He,Sjl4; nous n’étudierons donc que la partie supérieure du spectre. A

partir de maintenant, on fait le changement de variables symplectique
(x,£)— (x,£-%/2) et on travaille avec p=q+r, ol p(x,£)=p%(x,E-%x/2),

q(x,€)=cosx +2cos(x/2)cos €, r(x,£)=r0(x,£-x/2).

On commence par prendre §=<€,/C, avec C assez grand. Ainsi les
projections des puits restent séparées par au moins c€,, avec ¢
indépendant de §&.
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Soit E€[-1+€4,,p(0,0)] et Uy(E) la composante connexe de p~I(E)
entourant le point (0,0), Xg>0 le réel tel que I,=TT,Uy=[-X%q,Xgl. On a:

Lemme 8.1 ¢

Il existe une fonction T4(8) tendant vers 0 avec & telle que, dans le
domaine D: iR,

I, o) T
of X, W-7Z6 1T T+T, (8) 2T-x, 27T R
X

W

(1a hauteur du rectangle ne dépend pas de 8).
Il existe une fonction holomorphe €, telle que Im¢  (x4)=0,

p(x,£ . (x))=E, et 0O=<sIm¢E _ =<1/28.

émo ration :

On sait que le lemme est vrai pour p=q, et la situation est stable preés
des points tournants; loin de ces points, on veut appliquer le théoréme des
fonctions implicites. Soit donc €% 1a fonction vérifiant le lemme pour p=q.

On sait que prés de 1, |£% | ~-Loglx-1l, et sion prend
‘lT(,(8)=e“/CS pour C assez grand, |1€% 1<1/28 dans D. On a:

q(%,€% (x)+E)-E=cosx + 2cos(x/2)[cos €S (x) cos € —sin€S (x) sin€] - E
=(cosx -E)(1-cos€) - 2cos(x/2)sin€% (x) sin€.

Comme |cos(x/2) sin€9 (x)1=c, et que, uniformément en (x,£) pour xeD et
[Im€El=<1/8, Ir(x,E) |+ Iagr(x,ﬁ)l <&, on peut résoudre p(x,£% (x))-E=0
dans D avec 1€%4(x)-€  (x)I=C& . O

Pour x dans D, les zéros de la fonction p(x,£)—E sont les points
€+ (X)+2km et £_(x)+2kTr, pour keZ, avec {_(X)=-€ , (21 -X). Pour xeD

et IIm€&l=min(Im¢€ L (x),Im€ (21 -x)), p(x,€)-E ne s’'annule pas.

Sur le réel, £ _(x)=£&_ (x)+2k1. On prolonge la fonction £(x)=Im¢€ , (x)
sur tout R: d'abord par O sur ] —Ty(8), T+ T(8)I, puis entre les puits par

périodicité, et sur les projections des puits par 0. On définit alors le poids
® comme la primitive de £(x) qui s’annule en 0, la distance

D(x,y)=D(x)-D(Y)I.
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On peut refaire 1'étude des sections S et 6 avec ces fonctions. La seule
modification est qu’on ne contrdle plus le support de [p,X] lorsque X est une
troncature, mais le résultat suivant de [He,Sjl4 (paragraphe 7.1) suffit:

Si X=1]-00,t] et Y1 et P sont des fonctions réelles uniformément
lipschitziennes, avec |Y'{1+|Y/'>1=1/C8 et Y (1)=y (1), alors pour tout
€>0, il existe Cg >0 tel que:

€/h
"[D.X]“LZ‘P‘,LZ\PZSCCG .
On a donc:

8.1)  Ne(1=&NX)/h y (%)l 2(g) <C¢ eE/N

f est 1a fonction définie sur R+di par

(8.2) f(x)=Min(vk+D(21rk, Ix]),v(k+1)+D(2mw(k+1),x1]))
pour 2mrk=<|x|=21m(k+1), ou v est un réel vérifiant:

0<v=S'(p)=D(0,21m).

On en déduit, comme a la section 6, que la matrice W vérifie les
majorations:

(8.3) de,Blse'COS(d-B)/h pour un €, indépendant de &.
(8.4) de,Blse'(S""eo)/h si 8(x,8)=2
(8.5) Iwg,gl=Ce e~(S'=€)/h pour tout £>0, pour 8(o, B)=1.

Il reste & minorer wy g pour &(c, 8)=1.

La phase ¥ que nous allons utiliser pour les constructions BKW est la
primitive de £ (x)/i qui s’annule en 0.

On sera amené a considérer deux distances entre xg et 21 -xg:

S(p)=Re (21 -x4) et
S'(D)=@(21T —XO)'
On a:

Lemme 8.2 :
Il existe une fonction T{(8) tendant vers 0 avec § telle que:
(8.6) 0=S(p)-S'(p)=T(8).

Démonstration :
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S(p)-S'(p)=Im [z € ,(2) dz ou T est le chemin:

R G o

4 AN
/ . ) N
m-T, (€) v T+7, (§) » R

Donc S(p)=S‘(p)=Im [ €%(2) dz + Im [g (€, (2)-€9 (2)] dz
Il résulte de 1'étude de €9 de la section 6 que la premiére intégrale est
positive et équivalente a —T,(8)Log T,(8), et du Lemme 8.1 que la valeur
absolue de la seconde est majorée par C8 T,(8), ce qui montre le lemme. O

Lorollajre 8,3 :
On a:

(8.4) Iwy, glse (S+E€o)/h i g(a,B)=2.

Démonstration :

Ceci résulte du Lemme 8.2 et de la majoration (8.4). o

On définit comme & la section 7 lYopérateur pd comme V'opérateur p
agissant sur la droite R+di, pour d=T,(8). On prolonge 1a fonction

€(xX)=min(Im§ , (x),Im¢€ , (27w -x)), qui est définie sur le segment
[xg+di,2TM-%xy+di]l 8 R+di par périodicité au dessus des intervalles

séparant les projections des puits, par O au dessus des projections des
puits. La fonction poids €4 que nous utiliserons est 1a primitive de £(x) qui

s’annule en di. La distance associée est Dy(x,y)= 1D 4(x)-24(Yl.

On va maintenant écrire des formes B.K.W. pour estimer le terme
W(0,1),0- Soit Uy 1a fonction associée au puits Uy. Il existe un réel yo>x,

tel que, dans un voisinage complexe de y,, on ait:

(8.7) ug(x)=cq(h)e~ ¥ (X)/ha (x,h), ol ag(x,h) est un symbole analytique
classique elliptique vérifiant a(go,h)=1, co(h) un complexe tel que pour tout
€£>0, lcg(h)l +1/1cqo(h)| sCCeE/h. Par 1a méthode B.K.W analytique, on
peut prolonger le symbole a sur [yg-€4,+di, T+€4+di] pour d=T(8). On
appelle v,(x) une réalisation de co(h)e"l’(")/h ay(x,h). On obtient alors,
comme & la section 7, pour T(8)<d=d,:

(8.8)  1e®a/N (pd=y)voll 2(1y, 4+ di, 17 +£0+diSCd e Eold/h
(8.9) lle@alx)/h Vol L2(lyo +di, T +€o+di])=C(E,d) et/h
(8.10)  1e®dC/N (pd-y)ug L 21y + i, 4+ £+ diDSClD) e~ ElD/R
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(8.11)  NeBdX/N ol 20y 4 gi mr4+eo+di) <C(E,d)eE/R
(8.12) IIeCI’d(x)/h (UO_VO)"Lz([g°+di,1'r+e°+di])5C(d)e-€°(d)/h-

Comme |€(x)-Im& L (X)|=C8, [@4(x)-Im¥(x)|=C8 sur [yy+di, mT+€y+dil
et on a:

(8.8) Jle¥(x)/h (pd'}l)vo“L2([g°+di,1'r+€°+di])sc(d)e-€°(d)/h eC&/h
(8.9) Ne¥X/Nyoi 201y 4 gi,mre,+dil)=C(E,d) eE/NeCE/N
(8.10)" Jle¥(x)/h (pd-}l)uo“L2([g°+di,1'r+€°+di])5C(d)e-e°(d)/h eC8&/h
(8.11)' e¥(x)/h uo“Lz([g°+di,1'r+€°+di])5C(E'd)eelheCS/h
(8.12)" lle¥(xX)/h (“o‘Vo)"Lz([g°+di,ﬂ+e°+dll)5‘:(d)e—e°(d)/h eC8/h

On écrit:

Ww(0,1),0= JRU()(X) (p ‘}l)u(o,n(x) dx

=J1R+diu°(2) (P—U’}l)u(o,n(f)dz avec To(8)<d=d,,

et on remplace la fonction troncature par K= JR+dix(S)"Sds’ ou X est

définie sur R+dipar X=1(;-Rez <) €t Tg est 'opérateur de multiplication
par Cth~2el¥Ps(X)/h v _(x)=ic,(x-5)2, C, est réelle positive choisie

assez grande, et Cy est choisie pour que JR+diﬁs(x)dx=l.

On a alors :

w(o,1,0= Jm+di[°d"<1”0(2) Uco,1)(2)dz
+ i KOI-30 U@ o, 1y D dz

+ gy g1 90@ =K BT g, 1D dz

et compte tenu des majorations (8.8)'-(8.12)’ et du Lemme 8.2, les deux
derniers termes sont majorés par e—(S+eo(d)—C8)/h_ On fixe d et pour &§
assez petit, ces termes sont majorés par e‘(s"'eo)/h. Le premier terme
se traite exactement comme dans le travail de Helffer et Sjostrand [He,Sj14

et on obtient:
Pour tout £>0, il existe Cg>0 tg) que:
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(8.13) 1/Cg e~ (S+8)/h<w( o) ol=Cg e~ (S—E)/h,

On a donc montré qu’il existe £4>0 tel que:

(8.3) |wd’5|$e-€°5(d.3)/h
(8.4) de,BIse‘(S"‘eo)/h pour 8(x,8)=2
(8.13) 1/C¢ e~ (S+&)/hg Iwe, gl=Ce e~ (S-8)/h pour 8(x, 8)=1.

On peut alors étendre le Théoréme 7.7 a VYopérateur perturbé:
Théors 5.4 :

Soit £¢>0. Il existe un réel 8, avec 0<§,<€,/2 tel que, sird(x,§) est

une fonction réelle, 21 —périodique en x et £, invariante par la rotation
p(x,8)=(x-€,£), et se prolongeant en une fonction holomorphe sur le
domaine complexe |Im(x,£)|<1/8,, avec T|y| <213%rol =<8, sur ce

domaine, alors:
La fonction p9=q°%+r© admet trois valeurs critiques M4,c avec

Le Théoréme 7.7 est vrai pour p°, en remplagant le maximum 3 et le
minimum -3/2 de q° par M et M_.

Remarque : cas ou h<O :

Aprés le changement de variables qui conduit a p, on note que
opp(x,E)=0p¥Wp(x,-€) et 1e symbole p(x,£)=p(x,-£) a les invariances

dont nous avons besoin et est proche de q. Le Théoréme 8.4 est donc
valable pour h<O0.
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9. Etude des systémes.

Il ne nous reste plus qu’a adapter les sections S & 8 aux opérateurs
matriciels qui se sont introduits lors de 1'étude des problémes a symétrie
hexagonale, qui sont les quantifiés de Weyl de symboles de la forme:

0 l+eix+ei€)

PO=Q0+RO, avec Q°(x,€)=( . .
1+e~iX4e—i€ 0

ol RO est un symbole analytique classique (il s’agit de fonctions holomorphes
en (x,€,h)), 2w —périodique en x et £, hermitien, s’étend en une application
holomorphe de {(x,£)eC2/|Im(x,£)| <1/8) dans M>(C) avec IR®[I-2<8§, §

étant un réel strictement positif suffisamment petit.

De plus, RO vérifie les conditions d'invariance par rotation:

o 1 0 1
(3.14) R°(-x,-§,h)={ ) R°(x,§,h)( )
1 O 1 O

RO(1,1)(x-h/2,€,h) e~ 1€ RO(1,2)(x,€,h) )

(3.14)  RO[p2(x,€),h]= (
ei€ RO(2 1)(x,€,h) RO 2)(x+h/2,€,h)

ol p est 1a rotation d’angle /3 dans le repére:
3

27773

N
o\ 7 X

On a vu au paragraphe 4.B que ces relations sur les symboles se
traduisent sur les opérateurs par:

[RO!V0]=O
[Ro,T%]=O
e
avec VO=e—im/12¢ix2/2h ( T h/2>
Th/2z O

(v0)6=1d

et ToO=Toql=ur—u(.-2m)]
TO=(v0)—n+l TO, (voyn-—1
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Iy : 2
a. Etude des surfaces d°énergie réelles.

On étudie les lieux E9(E)={(x,£)e R2/det(P3(x,£)-E)=0)}, ol PJ est le
symbole principal de PO,

Remarquons que pour P°=Q°, on a:
det(Q°—E)=E2—(3+2qo(x,é)) ol q%(x,€)=cosx + cos € + cos(x-¢€) est
lYopérateur scalaire qu’on a étudié dans les sections précédentes. On
connait donc les courbes £9(E) dans ce cas:

Pour E€]-3,-1[U1,3[, ZO(E) est une réunion de cercles déformés
entourant les points de (2172)2,

pour E€]-1,1[\ {0}, ZO(E) est une réunion de cercles déformés
entourant les points de (211/3,4m/3)+(2w2)2 U (41/3,21/3)+ (21 2)2

£0(-3)=59(3)=(212Z)2 et une seule valeur propre de Q°+3 s’annule
en ces points,

£0(0)=(21/3,41/3)+(212)2 U (4T/3,2T/3)+(212)2 et le symbole
Q2 s’annule en ces points; pour (x,£) proche de (xy,£,)€Z9(0), les deux

valeurs propres de Q° sont i(f(x,éj))%, avec

(%, €)= (X=%)2+(E-€g)2 = (X=X NE-E)+O(IXx=%g 13+ €€, 1)
pour E ¢[-3,3], Z%(E)=#2
=0(-1) et £O%(+1) sont des réunions de droites.

On peut étudier les courbes d’énergie de P% comme une perturbation
du cas Q°.

Les relations (3.14) et (3.14)’ montrent:
d’une part, que la fonction de (x,£): det(P3(x,£)-E) est invariante par

la rotation p,
d’autre part, qu’au voisinage d’un point
(%g:€0) € (2T/3,4T/3)+(22)2 U (4T /3,21/3)+(22)2, PY s'écrit

P po
Pa(x, €)= ( O 12 )
P024 PO22

avec P9 2(Xg,€0)=P%(%Xq,£0)=0,
IP?j(x,ﬁ)-P?j(xo,Co)l <C8(Ix=xol+1€-€pD)
IP§j(x0,€0) =8, j=1,2.

On en déduit qu’il existe 6 réels M_<c_<m_=m_ <c <M, tels que:
IMy-(£3)| =8, lc4-(£D]| =8, Im4I=8§,
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Pour E€lM_,c_[Ulc,M_I, £O(E) est une réunion de cercles déformés
entourant les points de (2112)2,
pour Eele_,m_[ulm_,c I, TO(E) est une réunion de cercles déformés

entourant les points de (21/3,41/3)+(21w2)2 U (41/3,21/3)+(212)2
£O(M_)=£%(M_)=(21Z)2 et une seule valeur propre de P3-M4
s'annule en ces points,
£0(m_)=£%m,)=(21/3,47/3)+(2w2)2 U (41 /3,21/3)+(212)Z,
la valeur propre est simple sim_<m_, double sim_=m_; pour (x,£)
proche de (xq,€,)€Z%(m4), les deux valeurs propres de P3(x,£) sont

(%, E)=11(%, €)= (J2(x, ENE et Ax(x,E)=1,(x,E) +(f2(x,E))Z avec

r1(x,§)=%(m++m_)+®(8[(x-xo)2+(§—Ejo)zl) et
fo(%,€)=3(m . -m_)2+(x=x%g)2+(E-€x)2 - (x—x)E-EQ)
+O(S(X—Xg)2+8(E-EN2+ Ix=%g |13+ 1£-€413)

en particulier, Xi(x,£)=m_=m_  <X5(x,§)

sim_<m_, alors pour Eelm_,m [, £%E)=#

pour E¢[M,,M_], Z9(E)=2

£9(c_) et £%c ) sont des réunions de droites déformées.

Définition opé u 8féren

Comme on 1'avait fait pour les opérateurs scalaires, on fait
maintenant le changement de variable symplectique (x,£) — (x,£+x/2) et on
travaille avec les opérateurs:

p=e—iX?/4hpo gix2/4h

P=Q+R, R=e~iX?/4hRo4ix2/4h

. 0 ]+eix+ei(§+X/2)
Q est 1'opérateur de symbole

]+e"iX+e"’i(€+X/2) 0

Ces opérateurs commutent avec V= e—ix2/4h vo e""zl4h et
Tp= e—i%2/4h T%eix2/4h_

Nous allons utiliser les notations et les résultats de [He-Sjls.

On note Xy(x,&) et Ax(x,£) les valeurs propres de Py(x,£), symbole
principal de P, avec M_=X(x,§)=m_=m_ <X, (x,)<M,.
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Si E est un réel, on note Z(E)={(x,£)eR2;det(Py(x,£)-E)=0}, et si
est un intervalle, S(I)=Ug 1 Z(E).

On étudie le spectre de P en laissant de coté les intervalles
[c_-gg,c_+¢€gletc -€5,c +E5l 0U €520 est donné. Comme & 1a section

8, on choisit & assez petit en fonction de €, pour que les projections de

deux puits (composantes connexes de £(E)) soient toujours disjointes ou
confondues pour E hors des deux intervalles exclus.

o. Cas des valeurs supérijeures a ¢ .

Pour E€lc . ,M ], Z(E)=Uyc2z22Zy(E), 0U ZH(E) est 1a composante
connexe de £(E) contenant le point v+ ooV5, avec vy=(21,-1) et
V2=(2TT,TT).

I1 est montré dans [He-Sjlg qu’il existe une fonction U C* de
Zollc, +€4/3,M,) dans M2(C) telle que U(x,§) est unitaire et

A(x,€) 0 )

U—1(x,E)Pqo(x,E)U(X,E) = (
€)Po(x,¢€ € o Np(x,€)

Soit X un difféomorphisme de R2 dans £4([c, +€,/3,M]) vérifiant
|a;a§x|scjk et dont la restriction a8 £y(lc . +2€4,/3,M_]) est Videntité.

On définit 'opérateur de référence associé a £,:

P(0)(x,€,h)=P(X(x,E),h).

C’est un symbole C*°, classique, et en posant u(°)(x,C)=U°X(x.€), le
symbole principal P((,°) est diagonalisée par la famille unitaire uo);

k](o)(xyg) 0
u€oX(x,€)-1P£0)(x, &) ulo)(x,€) =
X,€ §0)(x,€ Xy€ o 25(0)(x, €)

A(OX(x,€)=c_ pour tout (x,€),

)\2(o)=)\2 dans £y(lc, +2€4/3,M D),

(KON~ Nlc, +2e4/3D =54, +2€4/3D),
d(A(0)(x,€),[c 4 +2€4/3,M,D=1/C pour Ix]|+[€l=C.
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Les valeurs propres de P{?) dans [c 4 +2€4/3,+00[ sont de 1a forme:

H1(h)> L 2(h)> o> Jp(p)(h) avec Ji(h) =i q(h)=h et | Jy(h)-M I =<Ch pour
un C>0.

On pose alors P(X) =TXp(0) T=& ce qui assure V'isospectralité des
p(d)_

Soit Py un vecteur propre normalisé de P(°) associé a une valeur
propre pi(h), Yo =TXP, est vecteur propre de P(X),

Comme a la section 5, si F est 'espace spectral de P associé a
Yintervalle [l j(h)—ch,j(h)+ch], avec c>0 assez petit, la famille {TTgP !}

est une base hilbertienne de F proche de {3\ }.
B. Cas des valeurs comprises entrem +€y et c_..

On se donne £1>0 et on étudie a présent la région [m__ +¢&,c, —€,4l,
c’est-a-dire qu’on évite 1a zone ol les deux valeurs propres sont proches.

On numérote les puits comme a la section 3:

My =My, + XVy + AV pour a=(ag, Xy, %) €{0,3}XZX2Z.

Pour Ee[m_,c_[ on appelle Z4(E) la composante connexe de Z(E)
contenant le point M.

Il est montré dans [He-Sjlg qu’il existe une fonction C*® U(x,£) de
=([m, +&1/3,c, —€4/3]) dans Mx(C?2) telle que U est unitaire et:

c(x,£) b(x,£)
U—l(X,C)Po(ng)U(X,g)r-( € € )

b(x,£) c(x,£)

On considére alors une fonction X positive définie dans un petit
voisinage de Mg et on perturbe Py dans Z(g,0,0)(Ig) en le remplagant par:

c(x,€) + X(x,£) b(x,§)

u(x,C)(
b(x,€) c(x, €)= X(x,6)

) u-1(x,¢€)

ce qui nous ramene a un opérateur a valeurs propres simples. On procéde
alors comme précédemment et on obtient un symbole C* classique p(0) et
une application C® U(9) de R2 dans M>(C) telle que ufo) est unitaire et
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A1(0)(x, €) o
ue)(x,&)=1P§o)(x,&)ulo)(x,&) = ( 1\0(x, €
0 A2(0)(x,€)

X1(°)(x,€)sm_ pour tout (x,£),

A$0) =%, dans y(Im, +2€1/3,c, -2€,/3D),
()\2(0))“([m++Ze1/3,c+—2€0/3])=2°([m++2€1/3,c+—2€°/31),
d(}\z(o)(X:C)-[m+ +2€1/3,c,.-2€,/3D=1/C pour x|+ €| =C.

Les valeurs propres de P(°) dans [m +2€,/3,c -2€,/3] sont de la
forme:

H1(h)> J2(h)> o> Jnp)(h) avee Jj(h) =14 1(h)=h.

On définit alors VYopérateur P(3)=y3p(0)y3 attaché au point Mz, puis
p() = 7(et1,x2) p(Xo) 7= (&1, X2) attaché & My pour 2e{0,3)xZxZ.

Soit Y4 un vecteur propre normalisé de P(0) associé a une valeur
propre ) j(h). On pose \p3=v3\p° puis \pd=T(°‘1v°‘2)\pdo. Y est vecteur
propre normalisé de P(X),

Comme & la section 5, si F est I'espace spectral de P associé a
intervalle [Jj(h)-ch,Li(h)+ch], avec c> 0 assez petit, Ta famille {TTpY o)

est une base hilbertienne de F proche de {\p y}.
¥ . Cas des valeurs comprises entre m_—-€, et m_  +¢€,.

On prend un difféomorphisme X de RZ sur Z(O’O’O)Hm_—%,m_,_ +31)
tel que Ia&ale =Cj, k et larestriction de X & Z(o,o,o)([m-—%,m++%])

est 1'identité. On définit P(®) par P(0)(x,€,h)=P(X(x,£),h). Ainsi, si
‘)\1(0)(x,€) et k2(°)(x,€) sont les deux valeurs propres de P(9), avec

20 =2£9), on a:

2@=m_, O)=Wm_-%,m_D=%(g,0,0)Im_~%,m_D
k2(°)2m+, ()\2(0))-]([m+ !m++%])=2(0,0,0)([m+’m++%])
d(Xj(x,6),Im_-F,m  +ZD=1/C pour Ix|+1€l=C.

I1 faut maintenant étudier le spectre de 1Yopérateur a un puits P(°)
dans un voisinage de 0. On prend €, petit, S§«¢gy, E réel tel que [El =g, et

on cherche si P(O)—E est inversible.
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p(0)_E a pour symbole principal, au voisinage de (41/3,0)=M,

D“—E P]z avec P21=§12
P>y p22-E ijj(Mo)lss,j=l,2.

De plus, 1pjj(x,€) - pjj(Mg) | <C 81(x,6)-Mg12, j=1,2

P12(Mg)=0
[dP12(Mg)-dQi2(Mg) =&
et dQya(Mgy)=[eiT/3 4+ -’a-e“i"/:’)
e—imM/3

Il est montré dans 1'appendice ¢ de [He-Sjlg qu’on peut trouver un
opérateur XE proche de l'identité tel que 1'opérateur auto-adjoint
AZ(P-E) Af ait comme symbole, au voisinage de Mgy:

P1y—E +hFy(E,h) PEo(x,€,h)
( PB1(x,€,h) P22—E+hF>(E,h)

Ici Ejj est constant, Fj est un symbole analytique d’ordre 0, avec
IFjl+19gFjl =C8 PEy(x,€,h)=PEya(x,€,h),

pEi2(Mg)=0, ol pEj5 est le symbole principal de PE,>
IpEj2(x,€)=Py2(x,E) 1 =C & 1(x,6)-Mg1,
19gPE2(x,€,h) [ <C8.

Comme le symbole principal de XE est de 1a forme:

(a21(:<,€) aIZ(IX’C))

on a: Ejj= Pjj(Mo).

On veut travailler avec des symboles définis sur tout RZ et on pose
donc AE=KE°\P ol W est un difféomorphisme de R2 dans un voisinage de
Mg, dont 1a restriction a un voisinage de M, est 1'identité, et tel
que: |aga§3xy | scd,ﬁ pour tous «,8. De méme on pose:

Ap=(AZ(P-E) Ap)e¥. Ainsi A est proche de I'identité, les é1éments
diagonaux de Af sont constants et Ap=Ag(P-E) Ag au voisinage de M.
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a
Posons AE=( B)
B* a2

avec 3j=pjj(Mg)~E+hFj(E,h), B=PE; au voisinage de M,.

Comme premiére approximation du spectre de P(O) au voisinage de O,
on s’intéresse & o={Ee[-£,£1]; 0€Sp(Af)).

p tion 9.
o est un ensemble fini dont deux éléments disjoints sont toujours

distants d‘au moins ch pour un certain ¢>0. De plus, siO€ 5, 0 est valeur
propre simple de Ag.

Démonstration :

Commengons par remarquer qu'on connait les spectres de BB* et de
B*B dans l'intervalle [0,2€,2]:

SD B B*n [0,2&12]={do(Eyh),d](Eyh)y ---,dn(h)(E,h)}
Sp B*BN10,2€{21={c|(E,h), .., p(p)(E,h))

avec Kp=0, o(j_,_]—o(jzh. Ce sont des valeurs propres simples.

De plus, nous savons que B est injectif, mais non surjectif, et que B*
est surjectif mais non injectif.

ler cas : ajaps #0.
Soient u=(uy,u3) et v=(v{,v)=Au. Alors on a:

(1) ajuy +Buy = vy
(2) B*uj +azuy =vy
d’ol:
(3) (a1a2—B B*)U| =apvy-Bvsy
(4) (a]az"B*B) u2=a|v2—B*v1 .

Si Ag est inversible, ajv,—-B*vy peut prendre n'importe quelle valeur,

donc (ajapx-B*B) est surjectif, donc inversible.

Réciproquement, si (ajap-B*B) est inversible, alors aja;—BB™ l'est
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aussi et (3) et (4) donnent:

lull =Cy(llagvy=Bvoll + lajvo-B* vyl =Collvli=Co Il Agull
donc Ag est inversible.

Dans le cas ou A n‘est pas inversible, Apu=0 équivaut a

(ajap-B¥B)uy=0
up= -2y -1 uz
0 est donc une valeur propre simple.

2éme cas t a;=0.
On a alors:

(1) Bup=vy
(2) B*U1 +32U2=V2
et comme B n’est pas surjectif, AE n‘est pas inversible.

De plus, Agu=0 équivaut a(u>=0
: B*u1=0
et comme le noyau de B* est de dimension 1, O est une valeur propre simple
de A.
3éme cas : a,=0, 3;=0.

Le systéme:

(1) ajuy +Buy=vy

(2) B*u, =vo

donne B¥Bu,=B*v| - a;vy, et comme B*B est inversible, luxll<Cylivll.
Grace a (1)’, onaalors lull=Collvll et Ag est inversible.

Finalement:

Siajap=0, 0 € SpAf < ajap € SpB*B
Siajaz=0, 0 € SpAg & 31=0

Lorsque O € Sp AE, O est une valeur propre simple.

On a donc montré que o est fait de valeurs propres simples et est:
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o={Mel-€,84]; IkeN*, R(U,h) =t ()1, h)} U {jL )

ou R(E,h)=[p11(Mg) —E+hF{(E,h)][p22(Mg)-E+hF2>(E,h)]
et o=p11(Mg)+O(8 h) vérifie pj1(Mg)— M o+hFi(JLg,h)=0.

Faisons un dessin pour plus de clarté:

|
L,i /:,-—c?-;[E,h)
~: /r' b‘-(,(g)h)
| T
— | 1 [}

o est formé des Mg et Jl_ pour k>0 auxquels on ajoute celle des
deux valeurs Jg et Jg qui vaut .

Pour que cette affirmation soit rigoureuse, il faut montrer le:
Lemme 9.2 :

A droite de jJL g [Resp. & gauche de 5] les courbes & (E,h) coupent R(E,h)
en au plus un point.

Démonstration :

On commence par majorer la dérivée logarithmique de o (E,h) pour
|E|_<.€], keN*.

o (E,h) est solution de:

(9.1) de(E,dk,h)=kh
V est un symbole dont le symbole principal Vg, vérifie:

(9.2) aVo(E,a)=(2m)~Tvol((x,8); Ipfa(x,E)12=a)
Ainsi |9pVo(E,a) | =C8 et |Vo(E, )| =1/C.

Dérivant (9.2) par rapport a E, on obtient:

(aEdk)[V(E,dk,h)+dkadV(E,dk,h)]-l-dkaEV(E,dk,h):O
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et comme [9gVI=|3gVyl+Ch=C(&+h), on a:
(9.3) la(E,h) 13 (E,h) | <C(8+h).

Minorons la dérivée logarithmique de R dans la région ou R>O0:

R(E,h) ~19gR(E,h) =[-1+h3gF(E,h)]1/[p11(Mg)—E+hF{(E,h)] +
[=1+h3gF2(E,h)1/[p22(Mg)—E+hF2(E,h)]
donc

IR(E,h) "1 gR(E,h) | = [[-1+hdgF{(E,h)1/[py1(Mg)—E+hF(E,h)]I +
[ T=1+h3gF(E,n]/[p22(Mg)—E+hFo(E,h)] I =g, 1.

Ainsi | ot "19pot | < IRT13ER]| ce qui montre le Lemme 9.2. 0

Il reste @ montrer qu’il existe ¢>0 tel que les élements de o sont
espacés d'au moins ch.

Définissons ey par:
ex =M pour k>0 assez petit pour que Jl existe,

=11+
eg=Mg -

I1 faut montrer qu'il existe c>0 indépendant de k et h tel que
€k +1—ekx=ch pour keN.

On a:

ek +1~ ek =(R(eg 4. 1,h)—R(ey,h))/sup[-¢,, ¢, | ORI
_>.(R(ek+1 yh)—R(ey,h))/4 €4
=(Ag 4 1(eg 4 1,h) — X (eg,h))/4e,
2 (A p1(eg41.h)—peg 4 1,h))/4€1 - la(eg 4 1,h) —Xleg,h) | /4€,.

Or oy 41(eg41,h)—g(eg 4 1,h)=Ch pour un certain C et d’aprés la
démonstration du Lemme 9.2:

Idk(ek+],h)-dk(ek,h)lsC(S +h)C] lek+1—ekl.
On a donc:
(9.4) ek_,_]-ekzch/e].

Ceci acheve la démonstration de la Proposition. o
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On peut maintenant montrer:
p it] 9.3 :

Le spectre de P(0) dans [-€4/2,€4/2] est formé de valeurs propres
simples espacées d’au moins ch.

Démonstration :

On va monter que le spectre de P(9) dans [-€4:2,€(/2] est fait de

valeurs propres simples situées chacune & une distance ®(h®) d’un é1ément
de o. L'argument qui suit est trés inspiré de [He-Sjl,.

Soit donc E€ G et posons 2 ={z€C; |zl =hN}, avec NeN, N=2. On
commence par construire un inverse approché de A’E‘(P(O)—Z)AE pour
Z€0Qp.

Soit X €CS°(R2), valant 1 au voisinage de M,, et & support assez
proche de M, pour que A’E‘(P(o)-E)AE=AE micro-1localement prés de supp¥X.

Soit Q;(x,£) un symbole dépendant holomorphiquement de z pour z
dans un voisinage de 2, et tel que:

(AE(P(O)-E)Ap-2)Q,=1-X+O(h*).
On pose: .
Ry;=Q,+(Ap-2)"T1X
et on a:
(AE(PO)—E)Ap-2)R, =1+ (AE(PP(O)-E)AE - Ap)(Ap-2) "X+ O(h™),

et comme le support de (AE(P(°)-E)AE-AE) est disjoint de celui de X et de

{(x,6); det(p(®)-E)=0)} (p(®) est 1e symbole principal de P(9)), on a, d‘apres
le théoréme 5.1:

IAEPO -E)AE - AR (AE-2) 71X Il (L 2)=0(h™).

Finalement (NE‘(P(C’)—E)A‘.:—z)RZ=I+KZ avec K, €S~ %, R,(I+K,) ! est un
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inverse a droite de (AE(P(®)-E)Ag-2) de norme ©(h~N) et comme on
pourrait construire de la méme fagon un inverse a gauche, c’est un inverse.

Ceci montre que Sp(AE(P(®)-E)Ap)n[-hZ,h2]C[-0O(h®),0(h*)].

Pour plus d’information, nous allons majorer la différence des projecteurs
spectraux 1 et 1 associés aux opérateurs AE(P(O)-E)Ap et Ap et a

intervalle [-hZ,h2].

Soit @, tel que (Ap-2) Q,=I-X+0(h*®). Pour 2e3Qy, on pose
Ry=0Q,+(Ap-2)"1X. Alors (Ag-2) R,=1+0(h*®) et donc
Ry=(Ag-2)"1+0(h®™).

On a donc, siles intégrales sont calculées sur le contour 9Q2p,
convenablement orienté:

m-m'=(2mi)”] f((AE(P(O)—E)AE—z)"—(AE—z)-i)dz

= <zm)-'j{(oz+(AE—(z-E))-'x)-<62+(AE-(z-E)))"x1dz+o<h°°)

=©(h™) car Q, et Q, sont holomorphes sur Q.

Ainsi |- 1’| =O(h™) et le spectre de AE(P(®)-E)Af dans [-hZ,h2].
est formé d’une valeur propre simple qui est ®(h®).

Comme Ag est proche de I'identité, le spectre de P(®)-E dans

[—chz,chzl pour c>0 assez petit est aussi formé d’une valeur propre simple
qui est O(h®).

D'autre part, si d(j4,5)=ch?, on peut construire un inverse &
A% (P(®)—;1)A , de 1a fagon dont on a construit (AZ(P(O)—E)Ap-2)~1
M M E E

précedemment et P(°)—}1 est donc inversible. Ceci achéve la démonstration
de la proposition. o

| On définit alors 1'opérateur P(3)=y3p(0)y3 attaché au point Mx,
puis P(®) =T(&1,&2) p(o) T-(1,X2) attaché & My pour xe{0,3}xZx2Z.

Soit P, un vecteur propre normalisé de p(0) associé a une valeur
Mi(h). On pose Yx=V3yp, puis Py = T(°‘1v°‘2)\pd°. Y est vecteur propre
normalisé de P(X),

Comme a la section 5, si F est 'espace spectral de P associé a
Vintervalle [ j(h)-ch,Mj(h) +ch], avec ¢>0 assez petit, la famille (MY !}
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est une base hilbertienne de F proche de {Y y}.

c. Décroissance exponentielle.

A partir de maintenant, on ne considére plus que la partie du
spectre dans [c_-€4,c +E4] pour éviter d’avoir & reprendre le passage

dans le complexe, qui n‘est pas différent de ce qu‘on a fait pour Yopérateur
scalaire.

E étant donné dans [m_,c_], on trouve une fonction £ *(x), réelle
sur les projections des puits TI’XZ().L), de partie imaginaire positive et telle
que dét(Py(x,£+(x))-)=0.

Les zéros de la fonction £+ dét(P,(x,£)- L) sont les £ (x) +2kTr
et € (x)+2Kk1 pour keZ.

La phase & est une primitive de £ */i; la distance qu’on considére
est D(x,y)=|Re(D(x)-BWYNI.

On va définir ’équivalent des opérateurs p+Zy6,(x) qu’on avait
utilisé dans le cas scalaire pour obtenir des inégalités a poids.

On se place prés d’un niveau d’énergie E€lm . ,c, —€,]. On a vu qu'il
existe une application C*° U: £(Im ,c —€4/2]— M>(C) telle que

b(Xyﬁ) C(X’C)
U(x,€) est unitaire et U~1(x,€) Po(x,£) U(x,§)=(

c(x,€) b(x,£)

On considére alors une fonction X positive a support dans Z(Im _,E]) et on
définit P& par:

b(x,E)+ X(x,£) c(x,€)
P5"(x,€)=u(x,§)( I+ X6 ¢ )U“(x,&) dans Z(Im 4+ ,E]D

c(x,§) b(x,&)-X(x,€£)

P (x,6)=Py(x,£) ailleurs.
Ceci a pour effet d’écarter les valeurs propres.
On considére alors une application C* V: (Im,c —€,/2] — M2(C) telle

A+ (x,6) 0
que V(x,£) est unitaire et V—1(x,E)PF (x,6)V(X,£) = )

o AF(%,6)

avec c_<AfF (%, E)=sm_=m_ =ANF(x,6)<c
A" et AF coincident avec Xy et A, hors de =(Im_,ED.
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Soit Xg €C®(R,R) telle que Xg(t)=t pour t=E+¢€ et Xg(t)=E+€/2 pour tout
t.
Soit P4 défini par:

Po(x,€)=V(x,£)

A y€)
( 1+(x € V—1(X,€) dans Z([m+,c+-—€,°/2]

Xﬂ(lz(xvé))>

50= Po ailleurs.

Ainsi le symbole P= P,+(P-P,) coincide avec P hors de £(Im, ,E+€]
et det( P-a)#0 pour aelm ,E+€/2].

Pour que P agisse bien sur les espaces a poids exponentiels, on
quantifie de 1a fagon suivante: on considére © une fonction C* de R dans
[0,1], & support dans un voisinage de Uyl (Les I, sont les projections des

puits) et valant 1 sur Uyl et on pose Pu=Pu+6(P,-Py)(6u).

On a aussi besoin d‘opérateurs dont une rangée de puits n’est pas
bouchée: On a:

P-P=Z ye(0,3)xzx2zNx(X,€) avec supp(Ng) CE([m ,E+ED.

On pose Pr=P+ 2 (x:k(ct) #k)Nox(X,£): on a bouché tous les puits sauf la
rangée de ceux qui se projettent sur Ix. On quantifie alors de maniére
analogue a ce qu’on a fait pour P.

Ces opérateurs construits, les modifications a apporter a 1’étude du
cas scalaire sont indiquées dans [He-Sjlg, et on montre que, siF est

I'espace spectral de P associé a un intervalle I(h) de la forme
[J(h)-ch, i (h)+ch], avec c assez petit, TTf vérifie le:
Théore .4 :

SiP; et P, sont deux fonctions C*® de R dans R vérifient
I\pj'l =(IRe®'| -€), et P =y, sur M,=(E), alors T défini sur CI°(R,C2)
admet une extention bornée de L%D1 dans L%;z avec:

ITTel B(L241,L2,,) S C(e).
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d. Matrice d’interaction.

Nous continuons a utiliser les résultats de [He-Sjlg. Il est montré

dans cet article, dans une situation analogue a la ndtre, qu’on peut trouver
une fonction g(®) € C%(R,C2) de la forme:

g(®)(x,h)=c(h) exp {17h [i(x = x(h)) €1(h) = b (x=x{(h)2])

avec dl(x1(h),€1(h)), o)1 — 0 et [c(h) |+ Ic(h)| ~'=0(h~No)
et telle que:

(9.5) (g€@) |p(0))=y
(9.6) I g¢@ | =o(h~No)
(9.7) I1'’X g€ 1 =o(hNdiSupp X,Z4()1~N) pour NeN et diSupp X,E4(E)lz €.

Comme lors de 1'étude des opérateurs scalaires, on se rameéne alors a
une fonction g(°) valeur propre de T1v4, vérifiant (9.5)-(9.7).

On pose alors g{(3)=v3g(0) gt g(e) = T(X1,x2) g(Xo) pour
x=(ag,y,x2)€{0,3}XZX2Z.

{Tng(o‘)) est une base hermitienne de F. On appelle {u(®)} sa base

orthonormalisée. On a pour u(®) des majorations et des constructions BKW
comme dans le cas scalaire et donc, si M et N sont deux puits, on a les
majorations:

(9.8) 1wy NI =e~Ea8(M,N)/h

(9.9) IWy nI=<e (S+Ea)/hgig(M,N)=2
(9.10) IWpMq NI =C¢ e~ (S=€)/h pour tout £>0 si §(M,N)=1.

e. Minoration de 1‘effet tunnel entre puits les plus proches.

Pour fixer les idées, on prend pour M et N les puits centrés en
(41/3,0) et (81/3,0) (c’est-a-dire: M=Mg et N=M(3 { 1).

On peut appliquer les résultats a 1a section 7 de [He-Sjl4 et on
obtient:

(9.11) WM,N = -h(uM, ¥ Toqg Y upn) + e(e‘(S+Co)/h)
avec £,>0, ¥ est une fonction C® a support compact qui vaut 1 dans un

voisinage de 21r.
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T2 est donné par son noyau:
(9.12) Topr = ¢yh~3/2 [eil(x=)0 + Fico (x-2mMZ+(y-2m)1/h
S(H(x+Y),0,3(x+y)-21,h) de
avec cy>0 assez grande, et c1=(2c0)‘é“(21'r)"3/2.
Le symbole S(x,8,0,h) est donné par:

(9.13) e‘codz/h[Po(x,eHcoo’) -Po(x,86-icgo)l=
—had[e‘Codz/hs(x,e,d,h)l.

Ainsi, si Sy est le symbole principal de S,
(9.14) So(%,6,0)=i03gPy(x,0).

Pour un choix convenable de la phase &, qui n'est définie qu’a une
constante pres, les approximations BKW de um et uy sont:

(9.15)  Uq=cpm(hye” B(X)/hay(x)
(9.16)  Uy=cpn(h e~ (5= @)/ hay(x).

La formule de 1a phase stationnaire donne:
(9.17) Wy, N = —hey(h) en(h) [{afy(2m) 113 gP (21, —i@'(2m)af(2m)) + O(h)]
I1 faut donc montrer:
(9.18)  (a{(2m) 13¢Py(21,-iB'(2m)aR(2m)) #0.

Cas de la bande simple.

Ce cas est analogue a celui traité dans [He-Sjls.
On prend un £;>0, avec §«¢&y, et on traite les valeurs de J avec JL=€.

Pour (x,€) au voisinage de (21,i®'(21)) ou de (21, -i1®'(21)), il
existe une matrice U(x,£) vérifiant:

A(x,€) 0
U=1(x,6)Po(x,E)U(X,E) = 1,6 >

0 A2(%,6)
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et Ao(x, i@ (x) =44, Nq(x,i®'(x) #, U(x,E)*=U"1(x, &).
On pose alors:

af(x) =U(x,i®'(x))bM(x) ; af(x) =U(x, 1@’ (x))by(x)
ainsi:

(afy(2m) 13¢P (21, -13'(2m)af(2m))

=(bpm(2m) | u(zm,i@ (2m)*dePy(2m, i@ (2m)HU(21, -i1®'(2m)) by(21)).

. A(x,6) o]
Soit N(x,€)= u“(x,C)Po(x,f;)u(x,éj)=( )

0 A2(x,€)

Alors:

3eN(x,£)=3e(U™1(x, ) (Po(x,€) = UK, €) +U™(x,£)BP o (x,E)U(x, €)
+U™1(%,€)(Po(x,6)— 1) deU(x,8)

et on a:

(bM(271) [U(27T,i®'(2T))* 3P (21, - i@ (2m)HU(2T, -1 (2m))by(2T))
=(bM(2m) | 3gN (21, -1’ (2m))bN(2T)) .

Les premieres coordonnées des vecteurs by et by sont nulles, donc

| (afy(21) 1 9¢P (21, i@/ (2m)af(2m)) |
= Ibp(20) I Ib(2T) 1 13 A2 (217, 1@"(21) |

et comme, par construction de &, ag)\z(Zﬂ,i@’(Zﬂ))#O, on a montré
(9.18) dans ce cas.

Cas de 1a bande double.

On travaille cette fois dans la région || <€, ol € est assez petit et
S«egy.

Ce cas est un peu plus compliqué que le précédant car la matrice
Po(x,i®'(x)) n'est plus diagonalisable. Toutefois la matrice aéPo(x,iE”(x))

est inversible et on peut faire des construction BKW. L‘argument qui suit
est tiré de [He-Sjlg:



On connait les équations de transport vérifiées par apg et ay:

2{0¢Po(x,i®'(x)) (- i0,afy(x)) —13,[3£Po(x, i@ (x))afy(x)1)
+ Py(x,i@'(x)af(x) + (Po(x,i®'(x)) - )al(x)=0

3P o(x, =18'(x)) (= 18R (x)) =133 P o(x, = 1B (x)) aR(x)])
+ Py(x, —1®'(x)af(x) + (Po(x, —1®'(x))- ) aj(x)=0.
On en déduit:

(9.19) 3, (afy(x) 13¢Pq(x, ~1@'(x)aR(x)) =0.

On peut donc calculer cette expression ailleurs qu’au point 21r. On
prend xe[4Tm/3+M,41/3 +2M] avec S«g<N%«l.

P1i(x,€) - Pi2(x,€)
Alors Po(x,E)-Hd = =i Pratt )

P21(x,£) P22(x,€)- M

avec P12(x,€)=B(€+id(x—4ﬂ/3))+®((x—41'r/3)2+§2)
B=e~1T/3 L (8)
*=(3/4)Z+O(8)
Pjj(X,€)=0(8 +(x=41/3)2+€2), j=1,2

$ vérifie det[Py(x,i®'(x)-]=0 et Re®’'=0, donc:
pour xel4m/3+M,41/3+27], ®'(x)= A (x—-41/3) + O(NM2)

0 2iRe
Donc de,ié’(x))—g:(o ) +(9(‘\'12)
0

2iRect

et Po(X,—i@'(x))—p = ( o

0
) +0(N2)
0

(x)
et, comme (Pqo(x,i®'(x))-1)a%(x) =0, a%M(x) =(°/r:) ) +0(M)

avec |¥M(x) = laf(x) Il

o
De méme, a%y(x) =( ) +0(M) avec [¥NX)I=1aONx) .
T N(X)
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- 0
On a aussi agPo(x,—i@’(x))=( 8 i) +0(M)

_ 0O B\/ O
donc (a%(x) | 9¢Polx, —-i®'(x)a%N(x)) =(¥M(X) 0) ( )(
8 TN

) +0(M)
0

),
=B ¥M(X) EN(x) +0O(M).
Finalement, |{af(x) | agPo(x,—ié'(x)a&(x)) =181 1a(x) I 1aR(x) I +©(M).

En choisissant M| assez petit et xel4w/3+M,41w/3+2M], on obtient
(afy(x) 1 3P o(x, =12 (x)aR(x)) #0 et (9.18) est montrée.

On a ainsi montré que 1'étude du spectre de P hors de deux intervalles
correspondant a des zones de branchement se raméne aux opérateurs
scalaires ou aux systémes que nous avons étudiés. Ceci acheve la
démonstration du Théoreme 1.
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10. Appendice: tracé du spectre de 1'opérateur scalaire en
fonction du parameétre h.

Le dessin de la page suivante représente le spectre de op}Yq, qu’'on

dessine horizontalement en fonction de 1Yordonnée h, pour les valeurs de h
telles que h/21r soit compris entre O et 1 et soit rationnel de dénominateur
inférieur @ 30. On se contente de cet intervalle car le dessin complet est
41r —-périodique et symétrique par rapport a la droite h=0.

Pour h/2mr=p/q, avec p et q entiers et premiers entre eux, 1a théorie
de Floquet permet de montrer que le spectre est formé de q bandes qui
peuvent avoir des extrémités communes mais pas se superposer. Le
probléme du nombre exact de bandes disjointes est ouvert.
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