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Turbulence simulation by the Large Eddy Scale simulation
method

Resolution of fluid mechanics equations with the Incremental
Unknowns method

A B ST R A C T :
In this work, we explore two different areas: the development of new simulation me
thod of incompressible viscous fluid flows and the study of the Large Eddy Simula
tion (L.E.S.) method for a compressible flow in an isotropic homogeneous turbulence 
state.

For our L.E.S. study, we filter the whole field of the three-dimensionnal Navier- 
Stokes equations, and model the action of the residual component onto the solving 
mean component. Moreover, from the modified equation concept, a theoretical study 
on the numerical scheme enables us to obtain the real influence of the discretizatio- 
non the closing models.

In a mathematical context of the expansion of the nonlineax Galerkin methods, 
the Incremental Unknowns (I.U.) have been introduced in order to hierarchize the 
unknowns in finite differences. First of all, we verify the efficiency of the I.U. as 
a preconditioner for solving different elliptic problems (2D and 3D-Dirichlet, 2D- 
Neuman). Secondly, we find an unique solution in a Sobolev space for a steady-state 
Navier-Stokes like equations, develop several implicit solving methods and prove 
the efficiency of the I.U. in many situations. Thirdly, we propose to find numerical 
solutions of the Stokes and incompressible 2D-Navier-Stokes problems with an or
thogonal projection algorithm and using staggered mesh (M.A.C.). Our method is 
valid for the lid driven cavity problem for a Reynolds number of 5000. And Finaly, 
we start developping a new adaptive multilevel method by creating a new hierar- 
chization of a M.A.C. mesh, introducing estimators of global dynamic of the flow. 
Thus, we propose new schemes which seem adapted for the dynamic of solenoidal 
flows for high Reynolds numbers.

KEY W O R D S:
Poisson equations - Neuman problem - Navier-Stokes equations - finite volume - finite 
difference - multilevel discretization - modified equation - precondioning systems - 
homogeneous isotropic turbulence.
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INTRODUCTION

De nombreuses activités, de nos jours, sont en relation avec la mécanique des 
fluides. Les deux domaines que nous allons explorer représentent deux approches 
différentes de deux phénomènes physiques très proches : la conception de nouvelles 
méthodes de simulation d’écoulements de fluides visqueux incompressibles et l’étude 
d’une plus ancienne méthode en état de turbulence idéale.

Il nous faut rappeler que le nombre de degrés de liberté permettant la simula
tion d’un état de tu rbu lence  hom ogène iso trope tridimensionnelle est fonction 
du nombre de Reynolds (constante caractéristique de l’écoulement), soit : N* =  Reï 
[McC92] : ce qui nous amène, très vite à la limite des moyens matériels informatiques 
dont nous disposons actuellement. Plusieurs méthodes ont été proposées afin d’y re
médier ; elles envisagent toutes un découpage des inconnues. Pour surmonter cette 
difficulté, différents auteurs (Léonard, Smagorinsky,...) ont repris l’idée de Reynolds, 
de décomposer les différents champs turbulents en une composante qui est calculée 
explicitement, et une autre dont l’effet sur le champ total est modélisé.

Notre première étude s’appuie sur une décomposition statistique des inconnues, 
en partie moyenne et partie fluctuante aléatoire (analogue à la décomposition de 
Reynolds) par le biais d’un procédé de filtrage obtenu par convolution.
En appliquant cette technique aux équations de Navier-Stokes, on obtient des équa
tions similaires, excepté la présence du tenseur de sous-maille qui relie les compo
santes aléatoires de la vitesse, il est appelé le ten seu r de Reynolds. La simulation 
des grandes échelles se ramène alors à résoudre la composante de grande échelle 
dès que les corrélations dans lesquelles intervient la composante résiduelle sont mo- 
délisées. Afin d’étudier cette modélisation, ils nous a paru intéressant de comparer 
deux expressions différentes de la viscosité turbulente intervenant dans les relations 
de fermeture des équations de Navier-Stokes compressibles filtrées, pour un état de 
turbulence homogène isotrope. Notre choix s’est porté sur le modèle Fonction de 
s tru c tu re  proposé par Métais et Lesieur [ML91], et celui de Sm agorinsky plus 
classique[McC92].
La résolution de ces équations filtrées se fait par un schéma temporel de type Runge- 
Kutta d’ordre 4, et par une discrétisation en volumes finis pour l’espace, utilisée 
avec succès par Vreman et al. [VGKZ92]. Cette discrétisation spatiale est obtenue 
en approchant, d’une part, les opérateurs différentiels présents dans les termes dif- 
fusifs, par des schémas aux différences centrés classiques, d’ordre 2. D’autre part,
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les autres opérateurs différentiels du premier ordre sont approchés par moyenne des 
mêmes schémas centrés, sur les voisins dans le plan perpendiculaire à la direction 
dans laquelle est faite les différences. L’initialisation se fait de manière aléatoire par 
une procédure introduite par Roy [ROY8O]. Le résultat de nos diverses simulations, 
met en évidence quelques interrogations auxquelles il est difficile d’apporter des ré
ponses précises. Nous avons donc entrepris une étude théorique sur notre schéma 
numérique, en utilisant le concept de l’équation  modifiée. En s’intéressant au 
spectre de densité d’énergie, ce remaxquable outil nous a permis de trouver une pro
priété de régularisation et un défaut d’isotropie de notre schéma numérique. Bien 
qu’il ne soit pas possible d’envisager une configuration où le choix des coefficients 
de pondération permette de corriger ce défaut tout en gardant le même écart-type, 
la corrélation très forte des distributions d’anisotropie théorique et numérique nous 
prouve que le schéma numérique devrait tenir compte de cette propriété.

Ce développement éclaire l’influence certaine de la discrétisation sur les modèles 
de fermeture et permettra de concevoir des schémas plus adaptés à l’état physique 
que l’on espère simuler.

L’autre étude, s’appuyant sur de récents concepts mathématiques, cherche à dé
velopper une méthode multi-résolution aussi bien dans l’espace physique que dans 
le temps. En effet, grâce à la jonction entre la théorie des systèmes dynamiques et 
la théorie phénoménologique de la turbulence, on a pu noter l’apparition de nou
veaux objets, les varié tés inertielles exactes ou approchées [FMT88], ainsi 
que de nouvelles méthodes numériques les m éthodes de G alerk in  non  linéaire  
[MT90]. Ces méthodes ont permis la création d’algorithmes utilisant les discréti
sations spectrales et pseudo-spectrales [DJT93] ainsi que les éléments finis hiérar
chiques [YSE86], [LPT90], [PAS92], [CLT95]. Dans ce contexte, les Inconnues Incré
mentales permettent de hiérarchiser les inconnues en différences finies [TEM90]. 
Dans la première partie de ce travail, nous vérifions l’aspect préconditionneur que 
revêt la méthode sur différents problèmes modèles : les problèmes bidimensionnel et 
tridimensionnels de Dirichlet, le problème bidimensionnel de Neuman, ainsi qu’un 
problème non linéaire stationnaire de type Navier-Stokes dépendant de deux para
mètres. Comme les Inconnues Incrémentales (I.U.) apparaissent comme une méthode 
multi-niveaux récente, il nous a paru intéressant, dans un premier temps, de déve
lopper une méthode multi-grilles classique, afin de mener une étude comparative 
entre ces deux méthodes. Ensuite, après avoir montré que la méthode la plus per
formante reste la méthode classique, nous vérifions que le préconditionnement par 
les I.U. est extrêmement efficace sur calculateurs vectoriels, pour la résolution de 
problèmes elliptiques. Les autres préconditionneurs testés sont le préconditionne
ment par la factorisation de Choleski incomplète IC(0) et celui d’Evans SSOR. Pour 
le problème non-linéaire de type Navier-Stokes, après avoir mené une étude théo
rique préliminaire, nous appliquons le préconditionnement pax les LU. à plusieurs 
méthodes implicites de résolution afin de calculer les solutions numériques du pro
blème discret. Nous prouvons que nos algorithmes incrémentaux sont performants
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et efficaces pour de petites valeurs du paramètre voué à simuler le caractère évolutif 
du problème évolutif discret sous-jacent. Une autre étude portant sur la résolution 
du problème continu est récapitulée dans [GP95].

La deuxième partie consiste plus précisément à entreprendre la résolution des 
problèmes de Stokes et Navier-Stokes, et de développer de nouvelles méthodes 
permettant d’y arriver de façon efficace. Nous commençons par implémenter une 
méthode de résolution efficace pour résoudre les équations de Stokes et de Navier- 
Stokes. Pour le problème de Stokes, la méthode est basée sur un algorithme de 
projection orthogonale sur l’espace à divergence nulle [BRA92] et utilise la discré
tisation en grilles décalées, identique à celle qu’utilise la méthode M.A.C. [PT83]. 
L’algorithme consiste alors, à appliquer une méthode de gradient conjugué sur le 
système projeté ayant la vitesse comme inconnue. Le projecteur étant défini par le 
biais d’un pseudo-inverse, chaque itération de gradient nécessite la résolution d’un 
problème où la pression est l’inconnue. Le problème de Navier-Stokes est discrétisé 
par un schéma temporel classique, semi-implicite (Cranck-Nicholson) pour l’opéra
teur linéaire de diffusion, explicite (Adams-Bashforth) pour le terme convectif. Dès 
que la condition de stabilité de type CFL est vérifiée, nous sommes donc amenés à 
résoudre un problème de Stokes généralisé à chaque itération. Pour réduire le coût 
de cette résolution, nous inversons la matrice intervenant sur la pression par un gra
dient conjugué préconditionné par l’inverse d’un laplacien discret. Cette inversion 
interne est faite par l’algorithme multi-grilles performant développé précédemment. 
Nous validons notre méthode de résolution pour les cas tests des cavités entraînées 
régularisées et non régularisées et des nombres de Reynolds allant jusqu’à 5000.

Une des caractéristiques du maillage utilisé est que le nombre d’inconnues dans 
chacune des directions n ’est pas le même, et comme leur parité n’est pas la même 
(Nx — Ny ±  1), il n’est pas possible de hiérarchiser un maillage M.A.C. à l’aide 
des Inconnues Incrémentales classiques. Nous proposons donc, une nouvelle hiérar
chisation permettant de définir plusieurs grilles d’inconnues ayant toutes la même 
propriété du maillage M.A.C.. Pour une configuration à deux grilles, les inconnues 
de la grille fine privée des nœuds de la grille grossière sont appelées les Staggered 
I n c r é m e n ta l  U nknow ns (S.I.U .). Tout comme les (I.U.), les S.I.U. sont obte
nues par les formules de Taylor et sont des incréments du second ordre du pas du 
maillage sur lequel ils sont définis. Grâce à cet outil, il est possible de décomposer 
le système discret directement hiérarchisé, et l’on s’aperçoit qu’une analyse globale 
de la solution met en évidence des estimateurs de dynamique non-linéaire globale 
de l’écoulement.

A partir du comportement asymptotique du fluide, il semble bien que dans les cas 
de solutions instationnaires, à certains instants de simulation il n ’est pas nécessaire 
de calculer toutes les inconnues du système avec la même précision. C’est pour 
cette raison que nous envisageons de figer dans le temps (tout comme l’on fait 
d’autres auteurs pour une équation de Burgers [CLT95]), à certaines itérations de 
Navier-Stokes, le terme d’interaction entre les différentes structures ainsi que nos 
S.I.U.. Après projection du système discret sur la grille grossière, nous obtenons im
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problème de Stokes généralisé non homogène sur la grille grossière, qu’il est toujours 
possible de résoudre avec un algorithme de projection sur l’espace à divergence nulle. 
Enfin, on développe une nouvelle classe de schémas numériques multi-niveaux qui 
nous semblent adaptés à la dynamique non linéaire présente dans l’écoulement de 
fluides incompressibles à grand nombre de Reynolds.

Il est possible d’interpréter ce travail comme la mise en oeuvre numérique d’une 
modélisation des petites structures par le contrôle de leur évolution et leur interac
tion sur les grandes structures cohérentes présentes dans un écoulement instation- 
naire.



Partie I

SIMULATION DE LA 
TURBULENCE PAR LA 

METHODE DES GRANDES
ECHELLES
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Introduction

The Large Eddy Simulation (LES) can be interpreted as a compromise between 
the two concepts of simulation methods: Direct Numerical Simulation (DNS) and 
modeling by transport equations.
The basic idea is to compute directly the mean velocity of the flow with modeling 
the subsgrid components correlation. We just tell that the decomposition sets in a 
large-scale component and a sm all-scale one, by a filtering step.

In the first chapter, we describe the method and give the equations which govern 
the flow. Then, we propose to study the comparison between simulations carried 
out two different closing models : the Smagorinsky subsgrid model and the structure 
function of the velocity model. In that way, one can feel all the questions it is difficult 
to answer.

The second chapter is dedicated to a theoretical study on a reaction-diffusion 
equation. Thus, with the m odified equation  tool, we find a pretty linear analysis 
of our numerical scheme. And we verify the relationship between our analysis results 
and the numerical simulations which enables many clarifications.

In the last chapter, we deal with the influence of the discretization of the strain 
rate tensor over the closing model. We also make a critic analysis on the closing 
models tested mentioned in the first chapter.

We conclude and propose some developments.

This study has been made in conjunction with M. Sancandi during my military 
service in 1994 at CEA de Limeil-Valenton DAM/DMA/MCN, 94195 Villeneuve- 
Saint-Georges.
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Chapitre 1 

Problème physique et simulations 
numériques

Dans ce chapitre, nous allons comparer deux modèles de fermeture en vue de si
muler l’état de Turbulence Homogène Isotrope (THI) pour un fluide quasi-incompres
sible. Il est difficile de définir précisément la notion de turbulence. D’après les expé
riences de laboratoire, un fluide est dit turbulent quand, pour deux configurations 
initiales très proches, il est difficile d’obtenir des solutions présentant les mêmes ca
ractéristiques au même instant de simulation. Ce faisant, la formulation statistique 
a été souvent prisée pour la présentation et l’analyse de ce phénomène, faisant appel 
à la théorie ergodique. L’état physique THI se caractérise de plus, par une homogé
néité spatiale des propriétés statistiques des inconnues, ainsi qu’une invariance des 
moments de la vitesse par rapport au groupe des rotations.

Nous commençons par présenter le principe de la simulation des grandes échelles 
(LES). Ensuite, nous exposons les équations compressibles filtrées résolues par notre 
implémentation. La fermeture du problème nécessite une écriture de la viscosité 
turbulente: nous donnons les deux écritures, l’une selon Smagorinsky et l’autre, 
suivant Métais et al..

Après avoir précisé les bases de la comparaison, nous donnons les résultats nu
mériques de nos simulations et concluons brièvement.

1.1 Principe de la LES

Faisant suite à l’introduction, donnons une description plus détaillée du principe 
LES.
Il se compose de cinq étapes :

• étape initiale
Nous considérons que nous avons à résoudre une équation d’évolution non 
linéaire, avec de “bonnes conditions aux limites” et une “bonne condition

9



10 P r o b l è m e  p h y s iq u e  e t  s im u l a t io n s  n u m é r iq u e s

initiale”, de la forme suivante:

^  +  £(u) +  M (u)  =  0, (1.1)

où C est un opérateur linéaire et Ai une fonctionnelle non linéaire.

• décomposition en petites et grosses structures
On définit un filtre  Q (gaussienne, fonction porte, . . .  ) qui permet de définir 
un champ filtré ü :

ü =  u * G, et, on écrit u — ü + u1.

• convolution
On applique le filtre Q à l’équation (1.1) :

Q » +  £(u) +  Af(u)) =  0.

• justification, et couplage entre les termes de structures différentes
On donne les hypothèses sous lesquelles on peut commuter les opérateurs de 
convolution et de dérivée temporelle ainsi que de dérivée spatiale (£)

G * =  -^{G * «) et, G * £{u) =  C(G * u).

_____
on obtient donc,—  +  £(ü) +  M{u) =  0 que l’on écrit, par exemple,

^  +  £(ü) +  M{u) +  'R,(ü, u') =  0.

• fermeture algébrique du problème
Les petites structures de l’écoulement n’étant pas résolues, il est nécessaire 
de connaître leur action sur les grosses structures de l’écoulement. Ainsi, on 
substitue le terme 7Z(ü,u') par un terme dépendant uniquement de ü. Cette 
action s’appelle la modélisation :

7Z(ü, u') =  A'i(ü).

1.2 Equations traitées

Il s’agit des équations de Navier-Stokes adimensionnées pour un fluide com
pressible, intervenant sur les grosses structures des différentes quantités, pour un

v dt

du 
~dî =



Equations traitées 11

écoulement sans apport de forces extérieures. Le schéma numérique est donné au 
chapitre suivant.

I  +  E g  =  0 (1.2)

- - è s  ( i - 3 )

a4+pM(È+p)T - - ¿¿(y-)
■ _  1

où JS représente l’énergie totale des variables filtrées, et les trois tenseurs Tÿ, 7r,-, qj 
proviennent du filtrage et de la non linéarité des termes convectifs. Nous détaillons 
les procédures d’adimensionnement et de filtrage dans l’annexe B.

Les quantités de sous-maille résultant de la non linéarité de < Qj  et, p sont 
négligées (cf. [VGKZ92]).

à _  p , 1 
E  ~  T ^ T  + 2 2 ^ - ^ —  »

i = l P

°» = & 5« = ■& (($ !+
77- ___________H_____  dT

“  (7 -  l)RePrM'{: àxj'

Re étant le nombre de Reynolds, Mr le nombre de Mach, Pr le nombre de Prandtl. 

L’expression des trois termes r,j, irj et qj est la suivante:

_____ p.uop.Uj
T ij  =  p . U i U j--- ---, (1.5)

____ P
__ _ p U j

TTj = p U j - p .  —  , (1.6)

«  =  (L 7 )

Le tenseur r,j est modélisé par :

= - p v j^ r -  -  \ trace(Tij),
P 3

et les deux autres termes nj et qj par la diffusion tourbillonnaire p t/  Pr,

(1.3)
dTjj

s<

3

J= 1
dx i

p u j . p u dp

i = l

öä.-i
a z j

3

(1.4)' 9 i)(tTj -
ô

C>Zj
i = l

3

dük\
9xk)k= 1

¿  X  ry Ôij9ïï7x
c'a:,-

pUj,o l

p
pTuj

7 - 1.

1



1.3 M odèles de Fermeture

Nous avons testé deux modèles de fermeture, le modèle sous-maille de Sma- 
gorinsky, déjà mis en place par G. BAUDIER [BAU93] et le modèle sous-maille 
“Fonction de Structure”, proposé par Métais et Lesieur.

M odèle sous-m aille de Sm agorinsky

Nous rappellerons seulement, que la viscosité tu rb u le n te  adim ensionnée, i/*, 
a pour expression :

12 ________________________ P r o b l è m e  p h y s iq u e  e t  s im u l a t io n s  n u m é r iq u e s

\
a-»)

¿=1 j  =  l  O X 3 P

pour le modèle de Smagorinsky.

M odèle sous-m aille Fonction de S tru c tu re

Il s’agit d’une modélisation proposée par Métais et Lesieur [ML91], dérivée de 
celle de Chollet-Lesieur [CL82], mais ayant la particularité de calculer la viscosité 
turbulente dans l’espace physique, contrairement au modèle de Chollet-Lesieur (C- 
L) qui la calcule dans l’espace spectral.

Dans (C-L), la viscosité turbulente ut (ici dimensionnée) est calculée en fonction 
de la densité spectrale d’énergie et du nombre d’onde de coupure kc,

n  2 _f lE (kc, t )■'.(*«,<) = 5cvy——.

Kraichnan [LES73] définit la fonction de structure de la vitesse, dans l’espace phy
sique, qui est une quantité locale, du second ordre, comme :

F 2 ( x , A , t )  = <  | | u ( ®  +  r , f )  - u ( x , i ) | | 2 > ||r 1 |= A ,

où, l’opérateur < g(r) >||^|_A représente la moyenne de l’expression locale g(r) 
sur la sphère de rayon A.
En utilisant la relation (1.9) ci-après, liant le spectre d’énergie et la fonction de struc
ture pour une turbulence isotrope [McC92], et la loi de Kolmogorov en turbulence 
développée (1.10) (dans la zone inertielle),

(19 )

E(k,t)  =  CKc h - i (1.10)

,dü7,3 3

v%
2Cs \

N  )

F2{r, :) 4 , E(k t e i 
smi(kr

I dk
kr
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on trouve [ML91] [NGML92],

F2(r,i) =  4.82CA-(er)l.

On supprime ensuite la dépendance en c en évaluant (1.10) au nombre d’onde de 
coupure kc =  donc:

i ' i(Aji)  =  0M7CK*A^/F2(A,t).

Après avoir tronqué la fonction de structure sur le champ des grosses structures 
et en utilisant (1.10) pour les structures de sous-mailles, on obtient, finalement 
[NGML92] :

vt(x ,A  ,t) =  0.104CK2 F2(x, A, t)

où, Fi(x, A , t)  = <  ||u(x +  r, t) — u(x, i) ||2 >||p||=A, est la fonction de structure fil
trée, qui peut être évaluée à partir des équations filtrées (sur les grosses structures).

1.4 Simulations numériques

Avant de présenter les résultats obtenus, il est nécessaire de préciser la définition 
adoptée dans la suite pour le nombre de Reynolds Re. Nous détaillons la procédure 
d’initialisation en annexe C.

Ensuite, il nous faut aussi préciser à quel temps nous devons nous référer, et 
jusqu’où nous pouvons nous attendre à simuler dans les hypothèses de la LES.

Le critère de validation et le plan d’investigations précédé les paragraphes réca
pitulant les résultats de chacun des modèles de fermeture.

Nombre de Reynolds

Puisque les écoulements considérés sont homogènes et isotropes, et ne possè
dent donc pas de mouvement moyen, nous avons choisi de prendre comme vitesse 
caractéristique :

Uc (  t * ~  \ 1/2I / E(k, t)dk\

Cette vitesse, étroitement reliée au spectre de densité d’énergie E(fc,i), nous 
amène alors à utiliser pour longueur caractéristique Lc, une grandeur reliée elle aussi 
à ce spectre. Parmi les choix possibles, nous avons retenu l’expression suivante :

L c  —  ~ n ~ ~  i
Kpeak
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où kpeak représente le nombre d’onde pour lequel le spectre initial atteint sa 
valeur maximale. Le nombre de Reynolds s’écrit donc :

Re =
UCLC

Les valeurs de fcpeafc, Re et ¡jl étant fixées, on obtient donc une valeur pour Uc

/ 27r x - 1/  [ÏP K,avec lPeak = ï----- et u — c.Mr — .1 — .Mr
kpeak y P

Puisque les équations traitées ne contiennent aucun terme source permettant 
d’entretenir la turbulence initiale, on doit s’attendre à observer une décroissance de 
l’énergie cinétique turbulente dans le temps, celle-ci étant progressivement trans
formée en énergie interne. On peut prédire dans ces conditions une diminution de 
la valeur du nombre de Reynolds global de l’écoulement au cours du temps. Cela 
signifie qu’un état turbulent initial compatible avec les hypothèses sous-jacentes à 
l’utilisation des modèles de fermeture étudiés (en particulier le fait que la “coupure” 
se situe dans la zone inertielle), peut conduire, après un certain temps, à un état 
incompatible avec ces mêmes hypothèses.

Temps significatif

D’après l’annexe C, l’état initial n’est pas un état THI car le spectre initial 
n ’est pas en accord avec la théorie de Kolmogorov. En conséquence, si l’on suppose 
que l’on peut obtenir un spectre de Kolgomorov avec les modèles de fermeture 
utilisés, on peut penser que toutes les simulations présentent une phase transitoire 
correspondant au temps nécessaire au changement d’état.

Rien ne prouve que les durées de cette phase transitoire, et de la période pendant 
laquelle une simulation est cohérente avec les hypothèses de LES, sont indépendantes 
des conditions de simulation (on peut même penser au contraire que ces durées sont 
très liées aux valeurs du nombre de Reynolds).

Pour toutes ces raisons il est apparu nécessaire d’introduire un temps caracté- 
risrique pour, à la fois, permettre une comparaison entre des différentes simulations 
réalisées, et pouvoir rattacher par exemple la durée de la période de cohérence à 
quelque chose de significatif.
Le temps caractéristique que nous avons retenu ici est le “ Temps de retournement 
des grandes structures” (large eddy turnover time, cf. [McC92]). Malheureusement 
plusieurs définitions de ce temps étant disponibles dans la littérature, nous avons 
donc été amené à effectuer un choix.
L’expression du temps de retournement adoptée est celle donnée dans [SAG], basée 
sur la valeur L(t) de “l ’échelle intégrale” et sur la “vitesse moyenne” de l’écoulement, 
et dont la définition est la suivante :
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m _ m 
V< a2 > (o 4m

où, 

et

Critère de validation et objectifs

Le seul critère utilisé ici pour “valider* les simulations, est l’obtention d’une pente 
correcte pour le spectre (en accord avec la théorie de Kolmogorov). Une solution 
présentant un tel spectre est dite auto-semblable.

Il faut bien se rendre compte que l’une des difficultés principales des simulations 
par LES est de pouvoir assurer un transfert d’énergie des grandes échelles jusqu’aux 
plus petites simulées, en accord avec les expériences réalisées.

roo
0 / k~xE{k, t )dk

_  07T ¿Q_______________________

4 / E(k , t )dk  
J o

m  =

roo
£( t )=  / E(k , t )dk  

J o

1.4.1 Résultats du modèle de Smagorinsky
Dans cette section, outre la présentation des résultats obtenus, nous essaierons 

de répondre à un certain nombre de questions.
Parmi celles-ci :

La constante de Smagorinsky Cs est-elle une “vraie” constante, ou bien varie 
t-elle, dans ce cas pourquoi et comment, en fonction des caractéristiques de 
l’écoulement simulé, et/ou des caractéristiques du schéma numérique adopté? 
En particulier, Cs dépend-elle du nombre de Reynolds et du nombre N  de 
points de discrétisation par dimension d’espace?

Dans les conditions d’une turbulence non entretenue, peut-on garantir l’obten
tion d’un spectre de Kolmogorov jusqu’au temps maximum Tmax pour lequel 
la simulation reste cohérente avec les hypothèses sous-jacentes aux modèles de 
fermeture?

Les écoulements simulés étant THI, rappelons que le domaine de calcul est constitué 
par un cube de dimension 3, maillé uniformément dans chaque direction d’espace. 
Les conditions aux limites sont périodiques, ce qui se programme naturellement sur 
un calculateur massivement parallèle comme la CM-5. On peut trouver quelques 
détails sur l’implémentation dans [BAU93].

11)n(í) (1
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Rappelons l’expression de la viscosité turbulente utilisée dans le modèle de Sma- 
gorinsky :

2 a  2S, = c i A \ i = l  j = 1 u x 3 r

La condition CFL choisie est de 0.6, elle est bien inférieure à celle correspondant 
à la limite théorique de stabilité linéaire de 2^/2, (cf. [HIR92]).

Aux figures suivantes (cf. Fig. 1.2), nous présentons l’allure du spectre de densité 
d’énergie cinétique turbulente E (k , t) associé à la sphère de l’espace spectral de rayon 
|fc|, à différents temps de simulation (à Tq, temps initial où l’on initialise de manière 
aléatoire, ainsi qu’à T  =  0.05, 0.1, 0.2, • • • et ainsi de suite tous les 0.1 de temps de 
simulation). Si l’on considère que notre espace spectral est maillé de N  modes dans 
chaque direction, le calcul du spectre s’effectue en associant à E (K , t ), la quantité:

4nK2. < Û ( k , t ) > { k€ { - N - N } 3,

où l’expression < g(k)>pk désigne toujours la moyenne de g(k) sur l’espace F*.
La méthode de calcul complète est donnée dans l’annexe C.

Nous utilisons une échelle logarithmique suivant les deux axes, ce qui nous donne
r

un repère visuel de la pente (en — j )  dans la zone inertielle d’une solution auto
semblable.

,pSjjñu.3 3

K}>
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Nombre de Reynolds 1500 
Discrétisation 323
Fermeture Cs =  0,22

Evolution de spectres d ’énergie

Q. . . . . .M P i:* :.1!:. . . . . . ; . . . . . . . . . . . \ i. . . . . . . . . . . !... . . . . . . . .

T=0.025.. 0.5 | \

T=0.&;-O-O- : * x

.4I----------- i------------i----------- i------------i------- :----1-----------
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Log(k)

7 .........Loi Koh -x*x- • ................. i.................. \ ................. V ...............

1=0.7;.. 1.3 \

T=1.4:-o-o- \

40 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
Log(k)

FlG. 1.2 - Simulation avec une condition CFL de 0,6

On notera que la valeur de 0.22 pour la constante de Smagorinsky, est en total 
accord avec les valeurs mentionnées dans la littérature ([McC92], [BER93], [SAG]).

La figure ci-après représente l’évolution temporelle du temps de retournement des 
grandes échelles défini par l’équation (1.11). On remarque, malgré une légère dimi
nution de celle-ci, que la valeur de Ct(t) varie relativement peu dans le temps, ce qui 
nous conduit à adopter pour valeur caractéristique de ce temps la valeur 0.2.

Si l’on se base sur de simples considérations visuelles, on peut alors considérer a 
priori, que la simulation précédente fournit un spectre correct jusqu’à un temps de 
l’ordre de 0.7. En termes de temps de retournement, la simulation est donc accep
table jusqu’à environ 3.5 à 4 fois le temps de retournement moyen.
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0 .2 5 |---------------!---------------!---------------!---------------!---------------1---------------1---------------

0 .2 4 ..................j ...................i .................. i.................. i ..................\.................. i.................. -

I 0 . 2 3 I ........................ I ............................ ?........................... i ............................:: ........................... -î............................-î..............................

1 1 ! !§ \
s 0.22 - V......... j.............1.............i............. i.............•;............. i..............
©  \  : :•o \ut \  '• • : :o. \  : ; : :
o 0.21 - - A.i.... i.... î.... .... \.... ■;....h- V

0 . 2 .................... ------------------ 4^ . . ........\.....................j - ...................\.................... -j......................

° ' 190  0 .2  0 .4  0 .6  0 .8  1 1.2 1.4
T e m p s  a d im e n s io n n e

FlG. 1.3 - Temps de retournement f1(t) des grandes échelles

Une simulation effectuée à une valeur du nombre de Reynolds double de la précé
dente, toutes les autres conditions demeurant inchangées, nous a conduit à corriger 
la valeur de la constante de Smagorinsky, pour obtenir une décroissance correcte du 
spectre. La valeur précédente (Cs =  0.22) conduisant à une trop forte dissipation 
(pente “plus raide” du spectre), des résultats qualitativement corrects nous ont im
posé le choix Cs =  0.17 (cf. les figures ci-dessous).

Nombre de Reynolds 3000 
Discrétisation 323
Fermeture Cs =  0,17

12i--------1--------;--------1--------!--------;--------

W 8-........ \.......... i......... i.......... r...... ..............

T=T1 j-x-x- ; \

6..... Tdï?:v."ïi.......i............ :............. ;............ ;....Y ......

5 .......T~1.3/OrOT......... j ................................ i-............... i........ .V ....

4 I----------------------i----------------------i--------------------- i----------------------¡----------------------i----------------- k

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12
Log(k)

12i--------;--------!--------j--------!--------;--------

t =t o ;-x-x- j \

° ......TdD.cès”.'0.5.... :.............:.............. ;.............|.....V.....

.2 - .......TdD.6.*<H>r..........j................ \.................. .................. ;.........\ .....

----------------------i----------------------¡--------------------- 1----------------------i----------------------i---------------------

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12
Log(k)

FlG. 1.4 - Evolution de spectres d ’énergie (CFL de 0,6,)



Simulations numériques 19

Ces deux premières simulations prouvent bien que la valeur de la constante de 
Smagorinsky dépend de la valeur du nombre de Reynolds Re.

Une explication est proposé en Annexe A.

Le problème principal de ces simulations (déjà rencontré dans [BAU93]), à savoir 
la remontée du spectre pour des temps de simulation importants, est ici bien visible 
(cf. 1.2 droite et 1.4 droite).
On observera d’ailleurs que la simulation à Re =  3000 donne, de ce point de vue, 
des résultats plutôt plus mauvais que la simulation à Re =  1500.

Indiquons enfin que pour ces deux simulations le pas de temps (adimensionné) 
était de l’ordre de 6.10-4, et qu’une itération en temps correspondait à un temps de
0.3 seconde CPU.
Avec ces données, une simulation jusqu’au temps (adimensionné) 1 nécessite envi
ron 500 secondes CPU pour un maillage 323. Et logiquement, une simulation pour 
une discrétisation de 643 points, jusqu’à un même temps (de simulation) demande 
environ 16 fois plus de temps, soit 8000 secondes (le pas de temps étant divisé par
2 puisque le nombre de Courant reste fixé à 0.6).

Nombre de Reynolds 3000 
Discrétisation 643
Fermeture Cs = 0,17

Evolution de spectres d ’énergie

LU

6

FlG. 1.5 - Simulation avec une condition CFL de 0,6

14i------------ ;------------ 1------------ 1------------ ;------------ i------------ j------------ 1------------

T=TÔ -x-x- j j : \  \

2 . . . . . . . T = i i Ö 2 5 ’ .’ . " o . 4  ;  :  :  V . . . . . . . j . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 ------T=0<5............ j.............. j ............. {...............j.......V - . j ............. j...............

' 2 0  0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.
Log(k)
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Nombre de Reynolds 1500 
Discrétisation 643
Fermeture Cs =  0,22

Evolution de spectres d ’énergie

14|---- 1---- 1---- 1---- 1---- 1---- 1---- 1----

2.'t=o]o25”.' '¿i... ; ;....I Y.; :....

o ...... T=0<6............. :•..............J...............\ ................ :•......V* •>...............i................

-20 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
Log(k)

FlG. 1.6 - Simulation avec une condition CFL de 0,6

Le calcul du temps de retournement des grandes échelles pour la simulation consi
dérée précédemment donne le résultat suivant :

0.175j----------------1--------------- !--------------- ;--------------- ;----------------!---------------

0 .1 7 - ................. :.................... r...................:.................... r................... \ ....................

0.165 - y ............... .̂................... \ ...................\ .................... *r...................j....................

c  0.16 - -Y ............ i.................... \ ...................î .................... \ ...................i....................
®  \  : : : : :

|  0.155 ........ \ .................... \ ................... \ .................... >................... | ....................
o \  • • • • ’
s  0 .1 5 ........... .................................. i .....................j...................... j-.................... \......................© \ : j j ; j
gO .145 ............... V :.................... i ...................Î.................... :: ...................i....................
E \  i i i !<D . X.  . . . .
»- 0 .1 4 ................... ......................;................... i .................... .....................;....................

0 .135 ................... i............ ............................ <.................... j....................;....................

0 .1 3 ................... \ .................... I............

0.125'----------------'--------------- '----------------'--------------- '----------------‘---------------
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

T em ps adim ensionne

FlG. 1.7 - Temps de retournement des grandes échelles

On remarque que ce temps caractéristique évolue exactement de la même manière 
que celui de la simulation avec fermeture Smagorinsky pour une discrétisation de
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323 points. La décroissance quasi-hyperbolique semble tout à fait logique et s’ex
plique par le transfert d’énergie des petits nombres d’onde vers les grands nombres 
d’onde. En effet, à l’instant initial le spectre de densité d’énergie considéré à pour 
but de concentrer la majeure partie de l’énergie transmise au système sur les petits 
nombres d’ondes. Ensuite, la simulation va donner lieu à un échange d’énergie créé 
par le terme non linéaire de couplage de l’équation. En pratique, le taux de transfert 
sera élevé au début de la simulation (l’énergie étant initialement accumulée sur les 
petits nombres d’onde), et après quelques itérations temporelles le transfert va s’ef
fectuer au taux prédit et donc va diminuer au fur et à mesure la taille des structures 
de l’écoulement. Par conséquent, les nouvelles grandes échelles se retournent plus 
rapidement que les grandes échelles de la phase initiale de l’écoulement.

1.4.2 Résultats du modèle “Fonction de Structure”

Reprenons les mêmes configurations de la section précédente pour l’étude com
parative des deux modèles de fermeture.
A la Figure 1.8, nous obtenons le même comportement du spectre de densité d’éner
gie en utilisant le modèle de fermeture par la fonction de structure (d’ordre 2 de la 
vitesse). La pente reste correcte jusqu'au même temps adimensionné de simulation
(0,7). ____________________________

Nombre de Reynolds 1500
Discrétisation 323
Fermeture Fonct. de Struc.

Evolution de spectres d’énergie

----- -------------- ;---------- 1---------- \---------- ;----------

7 ......... Loi tj€i KoK- -x-x- • ................. i.................. r................. : \ ..............

T=0.7;.. 1.4 | \

T=1.5j-0-0- \

40 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
Log(k)

12 - •----- -- i ■ ■ ; 1 ^ ------1----------------- ;----------------- r ---------------

Q .......T=Tp[ :X-X: ............. | ..................... j . ........... :: ..................... j.......\ ...........

T=0.0j25.. 0.5 j \

T=0.6;-o-o-

J --------------------- i----------------------i--------------------- i----------------------i----------------------i---------------------

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
Log(k)

FlG. 1.8 - Simulation avec une condition CFL de 0,6 

En augmentant le nombre de Reynolds, nous obtenons les résultats suivants (cf.
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Nombre de Reynolds 3000
Discrétisation 323
Fermeture Fonct. de Struc.
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1.5 Conclusions

La comparaison objective de plusieurs simulations entre elles, qu’elles proviennent 
de modèles de fermeture différents ou d’une variation de conditions de simulation 
(Reynolds, N , . . .  ) pour un même modèle, se heurte, comme nous allons le montrer, 
à de nombreuses difficultés.

Tout d’abord, nous devons faire un choix de configurations qui vont nous ser
vir de plan d’expérimentations. Nous avons pensé faire varier le nombre de points 
de discrétisation et le nombre de Reynolds. Et cette dernière modification, nous 
mène à une ambiguïté du temps auquel la comparaison doit être effectuée (temps 
adimensionné ou temps de retournement et de quelles échelles).

De plus, un seul critère a été réellement pris en compte, il s’agit de la loi de 
Kolmogorov (1.10). Par conséquent, comment juger de la bonne pente dans une 
plage de l’espace spectral (zone inertielle) qui n’est pas définie explicitement?

D’après nos simulations, et le critère sur la pente du spectre de densité d’éner
gie, nous pouvons dire que les deux modèles de fermeture, globalement, donnent 
des résultats équivalents. Toutefois, la spécificité du modèle Fonction de Structure 
vient du fait qu’il ne demande pas de “réglage”, contrairement à l’écriture de la 
viscosité turbulente de Smagorinsky, qui fait intervenir une constante dépendant de 
la simulation. Le temps calcul avec le modèle de Smagorinsky ou celui qui utilise 
la fonction de Structure reste le même. Et la programmation de l’un ou l’autre des 
modèles est tout aussi simple. Ce qui nous amène à conclure qu’aucun de ces deux 
modèles ne permet d’obtenir une solution auto-semblable avec un spectre correct. 
Cette étude nous a permis d’obtenir des renseignements en particulier sur le modèle 
de fermeture de Smagorinsky. Concernant l’étude comparative, nous avons vu que 
la Turbulence Homogène Isotrope n’est pas suffisamment restrictive pour permettre 
de départager ces deux modèles. Le chapitre suivant nous apportera des éclaircisse
ments, et surtout nous permettra d’obtenir un lien étroit entre le schéma numérique 
utilisé et les résultats des simulations.
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Chapitre 2 

Etude du schéma numérique

L’objet de ce chapitre est l’étude de l’influence du schéma de discrétisation pro
posé par Vremann et al. (cf. [VGKZ92]) sur la simulation des grandes échelles. Pour 
cela, nous menons une étude théorique du schéma sur l’équation modèle suivante 
(convection-diffusion linéaire (2.1) ) :

du 
+  (u .v )u  — rAu  =  0, (2-1)

définie sur le domaine Q x [0, +oo[, u étant une fonction scalaire.

Après avoir présenté le schéma utilisé par Vremann et al, nous introduisons à la 
deuxième section, la notion d’équation équivalente. Nous donnons ensuite un procédé 
permettant d’obtenir son expression à partir d’un développement en série formelle 
(cf. [BLC94]). Il semble alors que la solution calculée à partir du schéma numérique 
peut être bien approchée par l’équation équivalente tronquée à un ordre fixé (cf. 
[LEV90]).

Nous établissons, à la troisième section, une relation entre le spectre de densité 
d’énergie cinétique de la solution de cette équation équivalente et du spectre de la 
solution de l’équation modèle. Ce qui nous permet d’une part, de mettre en évidence 
un défaut d’isotropie du schéma de Vremann et al. à l’ordre 4, et d’autre part de 
donner une relation visant à corriger ce défaut.

La quatrième section fait état d’une nouvelle propriété liée au schéma cité ci- 
dessus. Nous voyons que le fait de moyenner dans les plans perpendiculaires à la 
direction de l’opérateur spatial induit une convolution discrète avec une gaussienne 
tronquée ayant donc un effet régularisant. Malheureusement, à la section suivante, 
nous obtenons une incompatibilité entre cette propriété de régularisation et l’isotro- 
pie à l’ordre 4.

Ensuite, nous rapprochons nos résultats de l’étude théorique de nos simulations 
numériques, ce qui nous permet d’élucider quelques points. Nous concluons et pro
posons quelques développements.

25
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2.1 Schéma Num érique de Vremann et al.

Pour présenter le schéma numérique utilisé lors de nos simulations, nous forma
lisons le problème (1.2-1.4) par le problème différentiel suivant (complété de bonnes 
conditions initiales).

dui

Nous décidons d’utiliser une méthode de type Runge-Kutta du quatrième ordre, 
semi-implicite (cf. [HIR92]) par exemple). Pour résoudre le problème différentiel 
(2.2),

on écrit: fcn>i =  F(un),

kn,2 — F(un +  i), 

kn,3 =  F(un +  -rrknp), 

kn,4 — F(un +  -T£-kn'Z),

u n+l  =  Un +  ^ - ( k n t 1 +  2fcn>2 +  2fcn>3 +  £„,4 ).

La discrétisation spatiale du terme F(u(t)) utilise deux opérateurs d’approxima
tion notés Da et Dv. On désigne par D^i[u(M)] l’approximation de du/dxi  au point

—4

M , et on pose :

n r„./ *7m _  U(M  +  Ax,-ëf) -  u(M  -  Aar.-êi)
-  2âî; ’

où ¿î représente le vecteur unitaire dans la direction i. Da réalise donc une 
approximation différence finie centrée d’ordre 2 de du/dxi. L’opérateur Dv a une 
expression plus complexe. Désignant par DVti[u(M)\ l’approximation de du/dxi  au 
point M  et S l’ensemble { —1,0, +1} x { —1,0, +1} de toutes les valeurs possibles du 
couple (e,77), on pose:

Dv,i[u(M)} =  4>(e,T,)D<rAu(M  +  ee_2 +  rçêa)].
(«.*))€£

Pax cette procédure nous obtenons une approximation centrée de du/dx{ au point —* —*
M, pondérée par les valeurs approchées de du/dx{ aux points P  situés dans le plan 
passant par M  et perpendiculaire au vecteur
Plus_précisément, et en prenant par exemple i =  1, on définit l’ensemble des voisins 
de M  comme l’ensemble formé, en dimension 3, du point M  lui même, et des 8

dt F(u 0), 2 .2 )
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points P„ ( 1 < n < 8) les plus proches de M  tels que :

*i(P„) =  xi(M )  V n : 1 < n < 8

M-ÉO =  x2[M) +  eAx2 e G { —1,0,  + 1 }  

7/ € {—1,0, +1}

(e et î] non simultanément nuls).
Un voisin de M, y compris ce point, est donc caractérisé par un couple (e, 77) (M  
correspondant alors au couple (0, 0)).

Toute une série de schémas différents peuvent être construits suivant le choix 
effectué pour les coefficients de pondération (<£(_!,_!) • • • ¿(+1>+1)) utilisés.
Parmi ceux-ci nous avons adopté la solution suivante :

(e,7?) = (0,0) : ¿(0fo) =

(e,r?) =  ( 0 ,± 1 )  : ¿(o,±i) =

t a 7?) =  (± M )  : <t>{± 1,0) =

(e>v) =  (=*=!>ü )  : ¿(±i,±i) :

Nous posons dans la suite :

1 4
2Ax  9 

1 1
2Ax  9 

1 1
2Ax  9

_ 1 1 
2Ax  36

<t> =  0(o,o) ; a  —  0(o,±i) — ¿(±i,o) ; (3  —  < f> { ± i ,± i )

Vremann et al. ont montré (cf. [VGKZ92]) que ce choix était celui qui, parmi 
ceux qu’ils ont testés, apportait le moins de dissipation numérique.

Les termes convectifs et diffusifs sont alors approchés de la manière suivante :

-  les termes convectifs de la forme :

sont approchés par :

les termes diffusifs de la forme :

M)

Dy,i

& * > = é < s ; + £[><*>

. ®3( P») M) - r¡Ax3

d u i .

!íf)

ñu.
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sont approchés par :

+  D,Aû-(M)))

Soit M  le point de coordonnées :

x i ( M )  =  x\  ; x 2(M ) =  x32 ; x 3(M )  =  x *  

et soit Uij'k la valeur de u au point M.
Avec les notations et définitions précédentes, un terme convectif tel que (du /dx)(M ), 
est approché par l’expression :

1 * ^  2Ax{4a + 40 + <f>) (
a  (U i+lJ+c,k+V ~  u i-l,j+t,k+T})

(e, î))6{—l , l } x { —1,1}

"f" P  ( u i+l,j+t,k+r) ~  'Ui—l,j+t,k+T)) J ■

M ) e f - { - i , i } x { - i , i }  '

La Figure 2.2 représente la molécule de calcul associée à l’approximation d’un terme 
convectif. Dans le cas d’un terme difïusif, la molécule correspondante est symétrique 
par rapport à l’un quelconque des plans [a,/?,<f>].

j : ]ß jsiß

------- M-------

j "

XZ
Plani-l Plani+1xy _

xjy^O

FlG. 2.2 - Molécule de calcul

(2.3)

uAM

■

K

J& i.

ß

]ß
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2.2 Notion d ’équation équivalente

Convenons de représenter l’équation (2.1) sous la forme (T  +  A)u = 0, où A est 
un opérateur différentiel linéaire en espace, et T  représente l’opérateur de dérivation 
partielle par rapport à t. La discrétisation de cette équation à l’aide d’un schéma 
homogène en temps et en espace, consiste à remplacer celle-ci, sur un ensemble Q,n 
de N  points M  =  (i , j , k ) G fl , par une expression de la forme:

v p jj  = ir+ '(M )  = D  £  (M') (2.4)
n'>0 M'eV(M)

où M' est le point de coordonnées (i +  if, j  +  j 1, k +  k'), i1, j '  et k' étant des en
tiers relatifs; V(M) représente l’ensemble des “voisins” du point M, défini comme 
l’ensemble des points M 1 tels que C ^,_M 0 ; et les C^,_M sont des nombres réels 
caractérisant le schéma utilisé.
La fonction discrète U qui vérifie la relation précédente en chacun des points M  
considérés, constitue la solution numérique du schéma représenté par cette relation. 
On définit alors une fonction U, “suffisamment régulière” (théoriquement de classe 
C°° mais, en pratique, de classe Cr avec r  suffisamment grand), définie sur 0  x 
[0, +oo[, et telle que U et U coïncident sur f2/v.
On pourra par exemple se reporter à ( [VGKZ92]) pour les détails techniques de 
cette opération.

Les contraintes de régularité imposées à Ü, nous autorisent alors à développer 
les termes Un~n'(M ' — M ) =  U(M' — M, tn- n>) en série de Taylor au voisinage du 
point (M ,tn).
Convenons à cet effet de désigner simplement par T ,X ,Y  et Z  les opérateurs de 
dérivation partielle par rapport k t , x , y  et z respectivement.
Avec ces symboles, on associe alors à l’équation discrète (2.4) une équation continue, 
d’ordre infini, que l’on écrit sous la forme suivante :

£  fi;tqtrT sx ^ z r
P>9>r»s

Ü = 0 (2.5)

Cette équation représente l’équation équivalente non résolue, associée au schéma
(2.4).
Remarquons que dans le cas d’un schéma explicite, celle-ci admet la forme simpli- 
phiée suivante :

£  cc*Ts 1 Ü +  [ £  (3p,q,rX vY ’iZ r 1 Ü = 0 (2.6)
s •* L p,q,r

Ces équations étant de structure extrêmement complexe, en particulier à cause 
de la présence des opérateurs T s pour, a priori toute valeur entière de s , il est 
quasiment impossible d’étudier le comportement de leur solution U.
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Pour contourner cette difficulté, on va essayer, par un ensemble de règles de ré- 
écriture spécifiques, de ramener l’équation équivalente non résolue à une équation 
d’évolution “avec reste”.
Plus précisément, on cherche à construire une équation de la forme:

TU + £  7„ , ,  X ’Y ' Z '
P»<7>r

P + < ? + r < S

u + E  K .„ T ' XPY "Z ' 0  = 0, (2.7)
p ,q , r ,9 

P + 9 + r > S

dans laquelle le second crochet représente un reste en 0 (S  +  1). Cette équation 
sera appelée “équation équivalente résolue à l ’ordre S ”.

Nous n’évoquerons pas ici les notions de consistance de cette équation avec l’équa
tion (T  +  A)u =  0 (bien qu’il soit immédiat de voir qu’une condition nécessaire est 
que fiq o,o = 1) et supposerons donc que cette propriété est vérifiée.
On voit donc que les règles de réécriture à utiliser, reviennent à éliminer successive
ment toutes les dérivées en temps d’ordre supérieur à 1 contenues dans l’équation 
équivalente non résolue, et ceci jusqu’à l’ordre (ici S) souhaité.

C’est en 1974 que Warming et Hyett (cf. [WH74]) ont proposé une méthode per
mettant de mener à bien cette élimination. Celle-ci est en fait un procédé itératif, 
qui génère une suite d’équations équivalentes partiellement résolues, d’ordre de plus 
en plus élevé.

T U S + £  7 P,„,r X T Y ' Z '
P,q,r

P + < Ï+ » * < S

Us =  0 (2.8)

Si le schéma (2.4) est consistant avec l’équation (T  +  A)u =  0, alors l’équation 
précédente (dans laquelle on suppose implicitement que S  est au moins égal à l’ordre 
0 (  A) de l’opérateur A) s’écrit aussi :

(T + A)US + Bs Us = 0 (2.9)

où Bs est un opérateur différentiel linéaire en espace, et dans lequel ne figurent que 
des termes X pY qZ r tels que 0 ( A ) < p  + q + r < S .

L’intérêt de cette construction, réside dans la considération heuristique établie 
par Warming et Hyett, selon laquelle la solution continue U de l’équation équiva
lente non résolue est aussi solution, en chaque point de discrétisation, de l’équation 
discrète (2.4).
Moyennant alors certaines conditions de convergence du procédé développé par ces 
auteurs, on peut espérer que les solutions Us de (2.9) convergent, lorsque S  tend 
vers l’infini, vers celle de (2.4) :

lim ||C/s -  £/|| =  0 (2.10)
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pour une norme ||.|| convenable.

Il semble bien que la fonction U demeure “plus proche” de U que ne l’est la 
solution u de l’équation à résoudre (2.1), et les fonctions Us jouissent de la même 
propriété :

\/S > O(A) : lim ||[/5 -  U\\ < ||u -  U || (2.11)S—yoo

On comprend alors mieux pourquoi, malgré les objections qui ont pu lui être faite, 
l’équation équivalente (en pratique résolue jusqu’à un ordre S  arbitraire), constitue 
un outil privilégié d’étude d’un schéma numérique.

La méthode proposée par Warming et Hyett souffre cependant d’être extrêment 
lourde à mettre en œuvre, tout particulièrement dans le cas d’équations en dimen
sion d’espace supérieure à 1, et de mal se généraliser au cas de schémas à pas en 
temps fractionnaires.
A tel point que son utilisation est quasiment tributaire de celle d’un logiciel de calcul 
formel, et que la construction à la main de l’équation équivalente est souvent une 
gageure.

Fort heureusement, Carpentier, De La Bourdonnaye et Larrouturou (cf. [BLC94]) 
ont proposé récemment une nouvelle procédure de construction de l’équation modi
fiée (ou équivalente), beaucoup plus simple à mettre en oeuvre que celle de Warming 
et Hyett, et parfaitement adaptée au traitement de schémas de type Runge-Kutta.

Avec les notations introduites plus haut, considérons l’équation d’évolution li
néaire suivante :

Tu  =  —Au = J2  aPig<rX I,Y'3Z r u (2.12)
(Pi9>r )

Supposons pour simplifier que les pas du maillage £In sont identiques dans les 3 
directions d’espaces, et désignons par h leur valeur commune.
Supposons enfin que l’équation précédente est résolue à l’aide d’un schéma de Runge- 
Kutta à M  niveaux, et que l’opérateur —A  est approché par un même opérateur 
discret — Ah quel que soit le pas fractionnaire considéré (schéma homogène en temps).

A l’aide des résultats partiels démontrés dans [BLC94] : expressions de l’équation 
équivalente résolue pour un schéma explicite en temps en dimension 2 d’espace, et 
pour un schéma de Runge-Kutta en dimension 1 d’espace ; il est possible de détermi
ner l’expression de l’équation équivalente pour le schéma utilisé dans nos simulations 
(cas tridimensionnel, schéma de Runge-Kutta d’ordre 4). La proposition suivante en 
fait état :
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Proposition  2.2.1

Si le schéma est consistant avec l ’équation (2.1), son équation équivalente 
s ’écrit:

T =  E  h ) X ‘Y > z k ,

où ^2  h )X 'Y * Z k est le développement en série formelle de la

fonction :

F (X ,Y ,Z )  =

K —M

ln 1 1 +  £
K=1

A t A h(X ,Y ,Z ))

Kl

A t

2.3 Anisotropie théorique du schéma

Avant d’entreprendre l’étude proprement dite de ce schéma, commençons par 
établir un résultat intermédiaire concernant les spectres de densité d’énergie des so
lutions u et Us des équations (T  +  A)u =  0 et (2.9).

Limitons nous dans un premier temps au cas d’une équation d’évolution linéaire, 
en dimension 1 d’espace :

Tu  +
m = M

m = l
U =  0 (2.13)

avec des conditions aux limites périodiques.
Pour toute fonction /  =  f ( x ,  i), désignons, si elle existe, sa transformée de Fourier 
spatir le /  =  /(£,<) par la relation:

/ ( £ > * )  =  f  f ( x , t ) e ~ lxi dx 
JR

Moyennant des conditions convenables sur u, o n a  alors:

X ^ ( U )  =  f  X mu { x , t ) e - ixtdx  =  { i ( )mù ( ( , t )
j  JR

= ^ ( J ^ x ^ e ^ d x ^  =  TÛ(Ç,t).

A  t,

a i , j ,

K

Tu U )

xm
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Dans l’espace de Fourier, l’équation précédente s’écrit donc:

t) +
m = M  

m=1
û(£,*) = 0, (2.14)

équation différentielle ordinaire, dont la solution est :

«(£,0 =  û(f,0)e~p(i)i, 

où P est le polynôme à valeurs complexes de la variable £ égal à :

m—M

m  = e « *  (*£)” •
m— 1

Le spectre de densité d’énergie de w, ou plus simplement “spectre” de u, défini 
par Eu =  ûû (û désigant le conjugué complexe de û), a donc pour expression:

£«(£,0  =  £«(£, 0)e-2R[p(i)1‘. (2.15)

Cette expression montre que seuls les opérateurs de dérivation spatiale d’ordre 
pair interviennent dans l’expression du spectre de la solution de l’équation (2.13).

Ce résultat se généralise immédiatement en dimension d’espace supérieure. En 
effet, en posant :

.  . . ,  £n, t ) =  iÇiÛiÇ 1> • • • î  i),

on voit que l’on a la transformation suivante :

Ainsi, seuls les opérateurs de degré total pair (égal ici à pi H------ Vpn) interviennent
dans l’expression du spectre de la solution.

Désignons par P[A](£) le polynôme à valeurs complexes obtenu en appliquant 
les règles de transformation ci-dessus à l’opérateur A  de l’équation (T -f A)u =  0. 
L’expression (2.9) nous montre alors que le spectre de Us s’écrit :

EUs(Ç, t) = EUs(Ç, 0)e"2!R( plAK0+^[B5](0 )* (2.16)

Si les conditions initiales imposées à l’équation (2.9) et à l’équation (T + A)u =  0 
sont identiques (ce qu’il semble naturel de considérer), les spectres de u et de Us 
sont reliés par la relation :

EUs{(,t)  =  Eu(U)e~™ {P[Bsm)t- (2-17)

Tù{ H T

X I ■ K n ■> £n>“(Í1:Sn
f  Pn £Pl¿pi+••■+.,xn,t)u(x\
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Cette égalité établit donc la relation directe entre, le schéma numérique utilisé 
(2.4), et la perturbation qu’il induit sur le spectre de la solution exacte Eu.

Munis de ces résultats, et à l’aide de la proposition établie au paragraphe précé
dent, nous avons déterminé l’expression de l’équation équivalente à l’ordre 4, pour 
le schéma de Vremann appliqué au cas de l’équation scalaire d’advection-diffusion 
linéaire en dimension 3 d’espace (équation (2.1)).

Les calculs complets sont donnés dans l’Annexe D.
On a supposé pour ces calculs que le pas de maillage était constant et égal à h dans 
les 3 directions d’espace.
Il est commode, pour analyser ces résultats, de représenter le polynôme formel A+ Bs  
d’indéterminées X , Y  et Z  sous la forme :

( A + B S)(X , Y, Z) = " f f  Q .{X , Y, Z)
n=0

où les Qn sont des polynômes formels d’indéterminées X, Y  et Z, homogènes de 
degré total égal à n.

Dans le cas considéré, on a :

Q o(X ,Y ,Z) = 0 

Q i(X ,Y ,Z ) = v{X  + Y  + Z) 

Q2{X ,Y ,Z )  =  - r { X 2 + Y 2 + Z 2)

ce qui permet de vérifier a posteriori que le schéma considéré est consistant et 
d’ordre 2.

Le polynôme Q4 (le premier intervenant dans la perturbation sur le spectre) a 
pour expression :

Q4(X, Y, Z) = ^  { [ x 4 +  Y 4 +  Z4 ] +  24(a +  26) X 2 y 2 +  Y 2Z 2 + Z'lX
<■]}

Ce polynôme, dont on vérifie immédiatement l’invariance par permutation des 
indéterminées X , Y, Z , admet pour image, par transformation de Fourier spatiale, la 
fonction polynomiale Qt(Çx,Çy ,Çz ) suivante:

Q4{£x ,£y ,Çz ) — j 2 { [ +  24(a +  26) + (y £z + £z£x
(2.18)

La fonction (“polynôme” dans la suite) Q4 n’est, en général, pas isotrope au sens 
où elle n’est pas invariante par rotation arbitraire du repère Çx,Çy,Çz-
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En effet, si tel était le cas, ce polynôme devrait admettre (à une constante multipli
cative près) la représentation suivante :

2
Q4(Çx ,Çy ,Çz ) = & (2.19)

Ceci n’est possible que si la relation suivante est vérifiée :

a +  2b = \  (2.20)

Compte tenu des valeurs de a et 6 pour le schéma de Vremann (a =  1/ 9, b =  
1/ 36) on en déduit que ce schéma n’est pas isotrope à l’ordre 4 au sens précédent. 
Cette conclusion est a priori quelque peu gênante, dans la mesure où les écoulements 
simulés sont théoriquement isotropes, et que ce schéma est anisotrope. Par soucis de 
cohérence, il semble plus correct de corriger le schéma de Vremann pour le rendre 
isotrope à l’ordre 4.

La relation (2.20) montre cependant qu’il existe une infinité de tels schémas. 
Aussi, une modification du schéma de Vremann nécessite t-elle une étude plus ap
profondie de celui-ci afin de déterminer, parmi cette infinité de schémas, si certains 
d’entre eux ne sont pas “plus proches” du schéma de Vremann que d’autres . . .

2.4 Propriété régularisante du schéma

La caractéristique essentielle de ce schéma réside dans l’approximation utilisée 
pour les dérivées spatiales. Rappelons en effet que dans ce schéma, la dérivée d’ordre 
1 d’une fonction F quelconque est approchée par une formule de différences finies 
centrées, portant non pas sur F elle même, mais sur une fonction G déduite de F 
par “moyenne pondérée” dans le plan perpendiculaire à la direction de dérivation. 
Plus concrètement, si ü(zi; 1) désigne le plan perpendiculaire à la direction 1 et 
coupant celle-ci au point d’abscisse **, la dérivée au point M  =  (¿1,¿2,¿3) de la 
fonction F dans la direction 1 est approchée par la formule :

t v  T?\tHÆ\ ^(*1 +  1,*2,*3) — G(ii — 1,Î2,*3)(Ai F)(M)  ~  -------------------- —-------------------- ,

O U  G (i l i l , Î 2 î * 3 )  —  ^  y "̂*2—  *2>*3—  *2> *3)’
(«^)en(«i±i;i)

Puisque dans le schéma de Vremann les coefficients CpW vérifient les relations :

c p. 9 =  c - p , 9  =  c - p , - 9  =  c p - q  c p,q =  c g>p>

la relation introduisant G(ii ±  1,*2 *̂3) s’écrit aussi:

G(ii ±  1, ¿2, ¿3) =  XI (2.21)

$

*3)*2', ’ F
¡ i * 3«̂2—«

er
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Sous cette forme G apparait comme le produit de convolution discret de F  par 
une fonction discrète C, dont les valeurs aux points de coordonnées (¿2 — ¿2, ¿3 — i'3) 
sont égales à c,-2_ty 3_ ,'.
Cherchons, pour le schéma considéré, une fonction $ (£2, 3:3) vérifiant ces conditions. 
C étant invariante par symétrie et permutation de (£2, £3), et de support limité aux 
8 voisins les plus proches du point M* =  (ii ±  1, ¿2, ¿3) et de ce point lui-même, il 
est immédiat de voir que C “ne vérifie” en fait que 3 conditions :

£-0,0 —  £  ) C±h, 0  —  û  ) C±h,±h —  6

Avec un peu d’intuition, on trouve alors que la restriction au pavé [—h, ft] x [—h, /i] 
d’une fonction répondant à ces contraintes, est la fonction radiale  $  définie par :

$(r) =  cexp (2.22)

o h 2et pour le schéma de Vremann, a2 =  4 ¿ Q̂ 2 '

Ce schéma consiste donc à effectuer, un filtrage bidimensionnel des différents 
champs turbulents à l’aide d’une gaussienne d’écart-type a =  0.601 h environ.
Les auteurs qui l’ont introduit, propose l’analyse suivante : ils quantifient la diffusion 
apporté par ce schéma en mesurant l’effet de l’opérateur d’approximation spatiale 
sur une harmonique simple.
Notre nouvelle interprétation suffit peut être à expliquer, grâce à l’effet régularisant 
bien connu de la convolution par une gaussienne, le relativement bon comportement 
de ce schéma vis à vis des problèmes d ’explosion pour des temps importants.

2.5 Schéma régularisant et schéma 4-isotrope

Comme nous savons qu’il existe une infinité de schémas “4-isotropes” (isotropes 
à l’ordre 4,cf. section 2.3), recherchons maintenant quels sont parmi ceux-ci ceux 
qui jouissent de la “propriété de régularisation” du schéma de Vremann.
De tels schémas seront dits “régularisants, 4-isotropes”.

Soit $ , une gaussienne centrée, ces schémas vérifient les 5 conditions suivantes:

c + 4a +  46 =  1

cl -(- 26 — —
3

$(0) =  c 

$(h) = a

$ (h V 2) =  b

Co,±/i =

CT2 ,
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La première de ces 5 conditions correspond au fait que la moyenne utilisée est 
barycentrique, la seconde liée à la 4-isotropie, et les 3 dernières au caractère régula
risant du schéma.

Un calcul simple montre alors que seules 3 conditions parmi les 5 imposées sont 
indépendantes, et qu’il existe un seul schém a qui les vérifie.
Celui-ci correspond au choix des paramètres suivant :

a = b = c = i  (2.23)

On observe alors immédiatement que la fonction $  est en fait la fonction carac
téristique du pavé [—h, h] x [—h, h] (au coefficient 1/9 près), et que la convolution 
de la relation (2.21) ne fait pas réellement intervenir une gaussienne.
Ce résultat, qui peut sembler en contradiction avec ce qu’il vient d’être dit plus haut, 
provient simplement du fait qu’avec le choix (2.23), l’écart-type de la “gaussienne” 
$ est infini !

On peut conclure en prétendant qu’il n’existe pas de schéma réellem ent régu
larisant qui soit aussi 4-isotrope sur le pavé [—fo, h] x [-h, h].

Explicitement, les deux conditions provenant de l’aspect régularisant s’écrivent 
aussi :

^  =  ; I f  I =  ï  (2.24)

Avec la condition c +  4a +  46 = 1, il est alors facile de construire toute une classe 
de schémas “plus ou moins” régularisants, ne dépendant que d’un seul paramètre 
A = h/cr.
Donnons 3 exemples de tels schémas :

_  100 10 1

° “  144 a ~  144 “  144

_  16 _  4_ , _
° ”  36 ° ~  36 “ 36

-  —  -  —  h -  —

C~  16 ° — 16 “ 16

Le second exemple correspond, comme cela se vérifie immédiatement, au schéma 
de Vremann. Ces 3 schémas sont donnés par ordre décroissant de valeur de À (res
pectivement yjLog 10, \JLog 4, \JLog 2) et sont donc “de plus en plus” régularisants.

c
fí

Log
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R em arque 1 Cette dernière affirmation doit être nuancée, car plus A diminue (a 
augmente donc! ), et plus la fonction discrète définie sur [—h, h] x [—h, h], s’éloigne 
d’une véritable gaussienne et l’effet de ce support borné devient de plus en plus 
important (la véritable fonction est en fait le produit de la gaussienne considérée 
par la fonction caractéristique de [—h, h] x

2.6 Comparaison théorie-simulations

Sur la base d’une étude linéaire, nous avons démontré dans la section 2.3, que 
le schéma de Vremann n’était pas 4-isotrope: il est intéressant de regarder si ce 
“défaut” d’isotropie se retrouve dans les simulations que nous avons réalisées.

Pour répondre à cette question, nous nous sommes limités à l’étude de la répar
tition angulaire du spectre numérique pour le seul nombre d’onde K  =  10 (nombre 
d’onde qui devrait se situer au moins un instant dans la zone inertielle, la coupure 
étant faite à K  =  16).
Bien que l’anisotropie du schéma de Vremann soit indépendante de la valeur du 
nombre d’onde (cf. section 2.3), il peut en être autrement de l’anisotropie “numé
rique” à laquelle nous nous intéressons maintenant. De ce point de vue, l’étude de 
celle-ci pour le seul nombre d’onde K  =  10 est bien évidemment restrictive. 
Cependant, comme nous allons le voir, elle demeure suffisante pour tirer quelques 
conclusions fort intéressantes.

Afin d’avoir une carte d’anisotropie numérique suffisamment détaillée pour per
mettre une comparaison avec la carte d’anisotropie théorique, nous avons procédé 
comme suit :

-  Construction, par Modulef1, d’une sphère de rayon 10, pavée en triangles.

-  Pour chacun des noeuds de cette triangulation, recherche, dans le cube de 
coté N  défini par [—N / 2, N /2  — l]3, du cube de coté unité contenant le noeud 
considéré.

-  A l’intérieur de ce cube, aux sommets duquel est connue la valeur du spectre, 
approximation nodale du spectre pour en déterminer une valeur au noeud de 
la triangulation considéré.

-  Coloration de la sphère de rayon 10 en fonction de l’intensité du spectre obte
nue.

Les cartes C .2 à C.5 représentent les résultats obtenus aux temps T  =  0,1.0,1.8 
et T  =  2.4 respectivement.

1. Logiciel de calcul scientifique SIMULOG-INRIA
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La comparaison avec la carte C .l  montre une “bonne” adéquation entre les varia
tions angulaires des anisotropies théoriques et numériques.
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Carte C.1 : Anisotropie théorique à l'ordre 4 du schéma de Vremann
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Carte C.2: Anisotropie numérique du schéma de Vremann, t=0



42 Etude du Schéma Numérique

Carte C.3: Anisotropie numérique du schéma de Vreirann, t=1.Q
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Carte C.4: Anisotropie numérique du schéma de Vremann, t=1.8



44 Etude du Schéma Numérique

Carte C.5: Anisotropie numérique du schéma de Vremann, t=2.4
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Afin de confirmer cette impression, nous avons calculé, toujours au nombre 
d’onde K  = 10, le coefficient de corrélation linéaire entre les distributions théo
riques et numériques de l’anisotropie.
En tout point i de la sphère construite par Modulef, on dispose en effet, et à tout 
instant, de deux valeurs T, et 5,(i), représentant respectivement l’anisotropie théo
rique et l’anisotropie au temps t obtenue par simulation.
N  désignant le nombre de points considérés, le coefficient de corrélation linéaire au 
temps t a pour définition :

=  T Z T  £  (T< -  E(T)){Si(t) -  E(S)) (2.25)

L’évolution de n(t) en fonction du temps est donnée à la figure 2.3.

Analyse de ¡’Isotropie
0 - 1 1 - - - - - - - - - - - !- - - - - - - - - - - - !- - - - - - - - - - - j- - - - - - - - - - - !- - - - - - - - - - - - !- - - - - - - - - - -

j facteur ide correlation -e—
0  - . . . . . . . . . . . j . . . . . . . . . . . . !. . . . . . . . . . . . j . . . . . . . . . . . . i . . . . . . . . . . . . j . . . . . . . . . . . -

- 0.1 -............j.............\............. ;............. j............. j............ -

- 0.2 - .................................j ..................................... Í .................................... j .................................... I ..................................... j ................................. -

-0.3 .............. ;...............j.............. !.............. j.............. I............. -
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- 0.6 . . . . . . . . . . . i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . j . . . . . . . . . . . j . . . . . . . . . . . j . . . . . . . . . . -

-0.8 L-------- 1--------- Í---------1---------i--------- i---------
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Temps de simulation 

FlG. 2.3 - Propriétés statistiques de l ’écoulement

La valeur très élevée de ce coefficient (N  étant égal à 1178, une valeur de |k(<)|||| 
supérieure à 0.2 traduit déjà une forte probabilité de corrélation) montre que l’aniso
tropie de la distribution angulaire du spectre numérique, est quasiment entièrement 
imputable à l’anisotropie du schéma numérique.
Cette observation nous confirme dans notre idée première, qu’il serait préférable 
d’utiliser des schémas 4-isotropes pour simuler un écoulement THI !
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Une étude plus approfondie de la figure 2.3 permet d’observer une lente décrois
sance de la valeur de |/c(i)| lorsque t croît, celle-ci correspond à une progressive 
décorrélation entre les deux séries {T,} et {¿¿(i)}.

Deux explications peuvent être apportées pour tenter d’expliquer ce phénomène.

-  Le caractère aléatoire de l’écoulement (n’oublions pas que le champ de vitesse 
initial est aléatoire), ainsi que les inévitables perturbations numériques, peu
vent entraîner une décorrélation progressive. En effet la série {¿¿(i)} peut être 
représentée sous la forme Si(t) = T{ +  e,(i) où e,(i) est un résidu aléatoire 
qui peut ne pas être stationnaire en temps: son rôle pourrait alors devenir 
dominant lorsque t augmente?

-  La non linéarité du terme convectif de l’équation de conservation de l’impul
sion, dont on sait qu’elle se traduit dans l’espace de Fourier par un mélange 
de modes (la “fameuse” in terac tion  triad ique) pourrait suffire à expliquer 
cette décorrélation.

Quelle que soit la part de vérité dans ces deux tentatives d’explication, elles 
traduisent en fait une sorte de “retour à l ’isotropie” de l’écoulement (initialement 
isotrope) dont il serait intéressant d’approfondir la signification, ceci d’autant plus 
que ce phénomène a été mis en évidence dans de nombreuses expériences de la
boratoire.

Dans la section 2.5 plusieurs schémas ont été proposés : un schéma 4-isotrope, 
mais non régularisant, et 2 schémas, non 4-isotropes, mais dont l’un d’entre eux 
était moins régularisant que le schéma de Vremann, et l’autre plus.

Commençons par étudier le comportement du schéma 4-isotrope.

La répartition angulaire du spectre sur la sphère de rayon 10, diffère assez sen
siblement de la répartition obtenue pour le schéma de Vremann, mais n’est pas 
uniforme.
Ce qui s’explique par la répartition spatiale aléatoire du champ de vitesses et nous 
permet au passage d’avoir une idée de l’importance des fluctuations que celle-ci 
induit.

Comme nous pouvions le supposer compte tenu de son effet non régularisant 
ce schéma est moins “robuste” que le schéma de Vremann au sens où il ne permet 
pas de poursuivre des simulations aussi loin que celui-ci (respectivement t =  0.64 et 
t = 1.6).

Le caractère régularisant d’un schéma semblant donc être, pour les simulations 
entreprises ici, une propriété essentielle, nous avons décidé de ne tester que le troi
sième schéma construit à la section 2.5 (c =  4/16, a =  2/16, b = 1/16) dont
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l’écart-type est y/2 fois plus important que celui caractérisant le schéma de Vremann.

Avec ce schéma les simulations ont été poursuivies jusqu’au temps t = 2.7 (mais 
pas au delà pour des questions de disponibilité de la CM-5), ce qui confirme bien le 
rôle primordial joué par cet aspect régularisant sur la maîtrise des risques d’explo
sion des calculs.

La distribution angulaire d’anisotropie numérique, ne diffère guère de celle obte
nue avec le schéma de Vremann, résultat prévisible dans la mesure où les anisotro
pies théoriques des deux schémas sont, à une homothétie près, très proches l’une de 
l’autre.

2.7 Conclusions

Tout d’abord, nous avons démontré tout l’intérêt qu’il y avait à entreprendre une 
étude fine du schéma utilisé, même si celle-ci se cantonnait au cas d’une équation 
scalaire linéaire.
En particulier, le concept d’équation équivalente s’est avéré être un outil précieux 
pour la compréhension du rôle du schéma numérique sur le spectre de la solution 
discrète.

Plus directement en relation avec les simulations effectuées, le rôle stabilisateur 
du schéma de Vremann a été clairement mis en évidence, et des variantes de ce 
schéma ont été construites et testées.
Nous avons ainsi pu montrer que l’une des propriétés essentielles que doivent pos
séder ces schémas, est la capacité à régulariser suffisamment les champs turbulents, 
pour prévenir tout arrêt accidentel des simulations (explosions ou pas de temps 
quasiment nuls). Il serait intéressant de changer d’état turbulent tout en gardant 
l’approche de discrétisation par volumes finis, pour sentir l’effet de ce type de sché
mas.

En outre, le fait que le schéma adopté soit ou non 4-isotrope, ne semble pas avoir 
une incidence importante sur la qualité des résultats obtenus.
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Chapitre 3 

Quelques remarques techniques

3.1 D iscrétisation du tenseur de taux de déforma
tion

Comme cela avait déjà été mis en évidence dans [BAU93], une des difficultés ma
jeures auxquelles nous avons été confronté, a été le maintient d’une zone inertielle 
jusqu’à des temps élevés.
En d’autre termes, et en contradiction complète tant avec les prédictions théoriques 
(théorie de Kolmogorov [K0L41a] [KOL41b]) qu’avec les résultats expérimentaux, 
les simulations effectuées n’ont à aucun moment permis de mettre en évidence l’exis
tence d’un état d’équilibre spectral, ni donc d’une solution auto-semblable.

Soulignons de plus que ce problème n’est pas propre à un type de modèle de 
sous-maille particulier, puisque aussi bien le modèle de Smagorinsky que celui de 
fonction de structure présentent le même défaut.

En première analyse, le phénomène de croissance du spectre aux nombres d’onde 
les plus élevés, nous incite à incriminer l’efficacité du modèle de sous-maille à assurer 
un transfert correct d’énergie des grandes vers les petites échelles.
Si l’on s’en tient exclusivement au modèle de Smagorinsky, il semble donc que celui- 
ci n’apporte pas un excès de dissipation suffisamment important.

Certes le schéma peut être en partie responsable de ce phénomène, mais rien 
dans l’analyse linéaire que nous en avons effectué au chapitre précédent, n’a permis 
de confirmer cette supposition.
C’est donc tout naturellement, que nous avons regardé si les différents éléments qui 
interviennent dans l’expression des modèles de fermeture testés, ne pouvaient, par 
une mauvaise estimation de leurs valeurs, permettre d’expliquer cette remontée du 
spectre.

Les deux modèles exhibant le même comportement, seul le modèle de Smago-

49



50 Q u e l q u e s  r e m a r q u e s  t e c h n iq u e s

rinsky a été étudié dans la suite.
Pour celui-ci, la viscosité turbulente est donnée par la relation:

ut = C2A 2îl1/2 (3.1)

où II est le second invariant du tenseur de taux de déformations (II =  SijSij).

Dans l’expression ci-dessus, A est une longueur caractéristique, censée caracté
riser la dimension des structures de sous-maille les plus énergétiques.
D’une définition peu précise, on tire au moins la conviction que A est au plus égale à 
une longueur caractéristique du maillage (pas h du maillage, diamètre des éléments 
de la triangulation, etc. ).
Nous supposerons donc avoir la relation suivante :

A < h

Néanmoins, en faisant varier la constante C, qui intervient uniquement dans le 
groupement (C'A)2, il est possible de “corriger* l’effet d’une plus ou moins grande 
dissipation liée à une sur ou sous évaluation de A.

Si l’on accepte l’inégalité ci-dessus, II doit aussi représenter l’effet du tenseur 
de déformations de sous-maille. Or il est bien évident que ne disposant que de la 
connaissance d’informations concernant les grandes échelles, il ne sera pas possible 
d’obtenir une évaluation correcte de II.
Comme les modes qui composent le champ de vitesses de sous-maille sont les plus 
grands, on comprend que ce champ est une fonction plus rapidement oscillante que 
le champ de vitesses de grandes échelles. De manière heuristique, on s’attend bien à 
observer que le champ de sous-maille soit plus oscillant que le champ de vitesses de 
grandes échelles. Et vu que l’évaluation de II se fait par des composantes résolues, 
il y a malheureusement une sous-évaluation de cette réelle quantité.

Cette remarque nous pose le problème du procédé à utiliser pour calculer II.
De manière a priori fort logique, l’approximation des dérivées spatiales qui intervien
nent dans l’expression de II, est effectuée en utilisant des différences finies centrées. 
Or cette approximation consiste à évaluer des gradients sur une base de calcul de 
l’ordre de 2h, ce qui est en opposition complète avec le paragraphe ci-dessus !

La base de calcul minimale pour cette évaluation étant égale à h, et la valeur 
de II demeurant encore sous-estimée dans ce cas, nous avons testé l’approximation 
suivante des dérivées spatiales (donnée ici uniquement pour la dérivée suivant x) :

—  =  Max ~  u«+1,i,fe ~  ui,j,k\
dx  '  h ’ h '

A la figure 3.2, nous montrons que les résultats obtenus avec cette expression 
sont “qualitativemenf meilleurs que ceux obtenus, dans les mêmes conditions avec 
l’approximation centrée (à la Fig. 1.2, l’évolution des spectres obtenus a un compor
tement très proche pour la constante de Smagorinsky Cs =  0.28).

tif-
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Comme nous pouvions nous y attendre, on observe dans ce cas une décroissance du 
spectre plus importante que dans le cas centré.
Avec cette approximation des dérivées, le positionnement sur la pente théorique de 
—5/3 nécessite, à un même instant qu’avec une approximation centrée, une valeur 
plus faible de la constante de Smagorinsky C (qui admet alors des valeurs plus 
conformes à celles disponibles dans la littérature).
Globalement ce n’est qu’une compensation, le fait que l’augmentation de la valeur 
de II s’accompagnant d’une diminution de celle de C n’apporte aucune amélioration 
sensible dans la maîtrise des problèmes de remontée de spectre, ou d’arrêt accidentel 
des simulations.

En fin de compte, on peut douter de la capacité du modèle de Smagorinsky à 
permettre une simulation correcte d’un écoulement THI !

Comme le calcul de viscosité turbulente par le modèle “Fonction de structure” 
s’effectue autrement, on pourrait regarder aussi la discrétisation adoptée pour son 
écriture. ______________________________

Nombre de Reynolds 1500 
Discrétisation 323
Fermeture Cs =  0,28
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3.2 Critique des modèles de fermeture utilisés

Les limites du modèle de Smagorinsky sont bien connues et ont fait l’objet de 
multiples études (pour une synthèse de celles-ci, voir par exemple [SAG]). 
Cependant ces restrictions d’utilisation concernent essentiellement les cas d’écou
lements relativement complexes (cisaillés, couches limites etc.), la capacité de ce 
modèle à fournir des résultats corrects en THI n’ayant, à notre connaissance, jamais 
prété à controverses. Or il est évident, à la lumière des résultats présentés plus haut, 
que ce modèle, dans les situations de sim ulations que nous nous som m es 
fixées, ne nous a pas permis d’atteindre la qualité de résultats escomptée. A ce titre 
la question de la validité de ce modèle doît être envisagée.

Lorsqu’on examine l’expression de la viscosité turbulente introduite par ce mo
dèle, un premier point gênant (déjà évoqué dans la section précédente), est que cette 
viscosité est fonction du groupement C'A, dans lequel d’une part A n’a pas de dé
finition précise, et d’autre part C n’apparaît que comme une constante servant à 
ajuster la décroissance du spectre sur sa valeur théorique.
Le degré de liberté offert par cette constante est en fait bien pratique, car il per
met pratiquement toujours d’obtenir, au moins dans une certaine plage de temps, 
une pente correcte du spectre. Cependant, comme nous l’avons montré plus haut, 
elle rend illusoire toute amélioration de l’évaluation de ut par une estimation plus 
précise des gradients de vitesse. Cette constante est donc en fait une arme à double 
tranchant !

Plus grave est l’impossibilité d’atteindre une solution auto-semblable, caracté
ristique d’ailleurs partagée avec le modèle de fonction de structure. Ce problème 
révèle une incapacité de ces deux modèles, à assurer un transfert correct d’énergie 
cinétique des grandes échelles vers les petites.
Nous devons cependant signaler, que des raffinements du modèle de fonction de 
structure ont été proposés (communication personnelle de O. Métais), qui permet
tent peut être de résoudre ce problème. Ceux-ci n’ayant cependant pas été pris en 
compte dans le cadre de cette étude, nous devons donc nuancer la conclusion précé
dente en disant que la “version standard1’ de ce modèle ne donne pas satisfaction.

Il n’en demeure pas moins que les simulations correctes, au sens où celles-ci peu
vent être menées jusqu’à des temps arbitrairement longs, d’écoulements THI nous 
semble être un problème ouvert, du moins lorsqu’elles sont réalisées dans l’espace 
physique.

Afin d’essayer de pallier cette déficience des modèles utilisés, nous avons construit, 
et testé, un modèle de fermeture original que nous détaillons dans la référence [PS95].
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Conclusions et développements

Nous avons pu mettre en évidence la difficulté, pour ne pas dire l’impossibilité 
intrinsèque au modèle de Smagorinsky à conduire à un état auto-semblable correct. 
Par ailleurs, l’étude d’autres caractéristiques du champ turbulent (cf. [BAU93]) 
(Skewness, micro-échelle de Taylor) a permis de voir qu’il est là aussi difficile d’ob
tenir, pour chacune d’entre elles, des résultats en accord avec les résultats expéri
mentaux disponibles .

Néanmoins, à la faveur de nombreuses communications personnelles (D. Laurence 
et V. Maupuis du Laboratoire National d’Hydraulique, J.P. Bertoglio de l’Ecole Cen
trale de Lyon en particulier), il est apparu clairement que les difficultés que nous 
avons rencontrées en Turbulence Homogène Isotrope, sonnt partagées par d’autres 
auteurs, et semblent même devoir être considérées comme le résultats de la majorité 
de simulations LES.

Dans la continuité de ces travaux préliminaires, il est donc normal d’entreprendre 
une seconde phase d’étude en axant celle-ci selon deux directions : d’une part étu
dier le comportement d’un autre modèle de fermeture “assez différent” du modèle de 
Smagorinsky, ceci afin de voir si les problèmes mentionnés plus haut sont inhérents 
au modèle ou à la méthode elle même ; d’autre part entreprendre une étude aussi 
fine que possible du rôle du schéma numérique.

Sur ce premier point, notre choix se porte sur le modèle de Fonction de Structure 
développé par Lesieur et Métais.
Nous avons cependant rapidement constaté, que les résultats auxquels il conduit 
ne sont pas significativement différents que ceux obtenus avec le modèle de Smago
rinsky.
Bien que le modèle de Bardina -ou modèle dynamique- n ’ait pas été testé, nous 
ne serions pas étonnés qu’aucun modèle de fermeture ne permette d’effectuer une 
simulation de type LES d’un écoulement THI correcte , au sens où le spectre ob
tenu présenterait une forme auto-semblable en accord avec la théorie de Kolmogorov.

A l’opposé de cette conclusion partielle négative, le second axe de recherche nous 
a permis d’obtenir des résultats très intéressants.

En effet, l’étude du schéma entreprise à partir de son équation équivalente, ainsi
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que l’étude d’un certain nombre de points techniques faisant l’objet du chapitre 3, 
nous ont permis d’affiner notre compréhension de l’influence de la discrétisation 
sur les résultats obtenus en simulation. Nous avons pu montrer que le caractère 
régularisant d ’un schéma, bien marqué dans le schéma de Vremann, avait un rôle 
essentiel pour limiter les problèmes de croissance du spectre dans les grands nombres 
d’ondes.

On voit donc, que le caractère régularisant d’un schéma peut compenser les dé
ficiences intrinsèques des modèles de fermeture spatiaux.

Ce résultat, qui demande confirmation, est extrêmement important dans la me
sure où il éclaire l’interaction schéma/modèle de fermeture, et pourrait permettre 
à terme de modifier des schémas existant ou d’en concevoir de nouveaux pour une 
utilisation spécifique LES.
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Annexe A 

Analyse du comportement de v en 
fonction de Re

Nous montrons dans cette annexe pourquoi la constante de Smagorinsky diminue 
lorsque le nombre de Reynolds augmente.
Partons pour cela de l’expression de la viscosité turbulente effective introduite par 
Heisenberg (cf. [McC92], relation 2.154) :

v ( k \ t )  =  jT° Ak~3/2y/E(k,t)dk

expression dans laquelle A  est une constante strictement positive.
Supposons que la zone inertielle s’étende jusqu’au nombre d’onde K  on a alors:

v(k ' , t )  =  a J *  k~3/2^j(ae>/*(t)k-5/ ^ d k  + A j ~  k~z/2^E (k , t )d k  

J (k ' ,K ,t )

et, après intégration :

J(k ' ,K , t )  =  ~^AC(t)(K~* -  kr °) 

où C(t) est une fonction à valeurs positives du temps t, donnée par la relation :

C(t) = a ^ 2e^3(t)

On a de plus :

lim J(k ' ,K ,t )  =  \ c { t ) k '~Al3 =f 
K-ïoo 4

et donc :

=  - A C W ' 7'3
dk'

ñu.

k \ t )Z 'o o t
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Remarquons au passage que cette formule permet de prouver la positivité de 
A , puisque la valeur de la viscosité turbulente diminue, fort logiquement, lorsque le 
nombre de modes simulés (k ') augmente.

Fixons maintenant la valeur de k et remarquons que d J / d K  est donnée par :

=  A C ( t)K -7' 3 > 0. 
dK

k' étant fixé, posons A = K/k '  (ce qui implique généralement A > 1 dans le cas 
d’une simulation LES), et étudions la fonction J  définie par:

3 - 4 / 3  -4/3
J(k',X,t) = - ^ A C ( t ) k '  (A - 1 )

K  étant d’autant plus grand que le nombre de Reynolds est élevé [BER93], on 
en déduit les relations suivantes :

dJ  _  dJ  d K  ^ 
dRe ~  d K d R e  >

et, ______
d v  d J  d K  d (  lE{k,t) \  
dRe ~  d K d R e  + dRe \  1k  V  k3 )

Le deuxième terme du membre de droite de l’équation précédente peut être négligé 
si K  est très grand (cette intégrale est évidemment convergente puisque l’énergie E 
est finie, et que celle-ci décroît exponentiellement dans la zone de dissipation).

Si l’on utilise maintenant la relation existant entre et la valeur Re du nombre 
de Reynolds (cf. [BER93], Annexe 5) :

K  ~Re*

on trouve finalement :

§ £  ~  K-V>Re-V< 
~  Re~2

La viscosité turbulente varie donc en 1/Re, ce qui confirme la décroissance de 
la valeur de la constante de Smagorinsky observée expérimentalement lorsque Re 
croît. On obtient en effet (cf. 1.8) la relation de proportionalité suivante:

Re

d J  I K£Wl

C,
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Annexe B 

Définition du système sans 
dimension

Il est très important d’adimensionner le système d’équations précédemment ob
tenu pour avoir en mémoire des variables du même ordre de grandeur.

B .l  D éfinition des variables adimensionnées

Pour chaque variable V, la grandeur de référence sera notée Vo et la variable sans 
dimension V' (ces notations ne sont valables que pour ce chapitre).

-  pour les longueurs : x\ =  •£*-, Lq étant la longueur de référence du domaine 
physique.

-  pour les vitesses : u\ =  I/o étant la norme moyenne des vitesses.

-  pour le temps : t' — jjH

-  pour la densité : p =  ^

,  rp I j l
-  pour la température : T  =  avec Tq =

-  pour la pression : p — ^  avec p0 = poUfi

t P-  pour l’énergie : E  =  -gr avec Eq =  PoUq

-  pour la viscosité dynamique : / /  =  -j^

-  pour la diffusivité dynamique : <j> =  ^

t/o’
U:

'RM'*
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B.2 Adim ensionnem ent des équations

On part du système modélisant l’écoulement d’un fluide newtonien visqueux 
compressible. Ce problème, provenant de la physique, peut être régi par les trois 
lois de conservation suivantes: conservation de la masse (B .l), conservation de la 
quantité de mouvement (B.2) et la conservation de l’énergie totale (B.3).

dp . y* d(puj) _  g

*  h  dxi (B .l)

9 ( . u v  5  /  .ï Y' d<Tii J_ dp -  n
dt PU% ÔXj pUlU] dxi dxi (B.2)

dE

dt
(B.3)

Faisant suite aux changements de variables du paragraphe précédent, on obtient 
une relation entre dérivées spatiales et temporelles des variables physiques et celles 
des nouvelles variables adimensionnées :

dt L0 dt

d£(x) = J_df 
dx Ln dx

Il suffit de multiplier l’équation de masse (B .l) par > et utiliser les formules 

précédentes pour obtenir la nouvelle équation de la masse :

Lo ( dp poUo ■<ß^d{Puj) PoUo\ 
P o U o 'K d f  Lo ¿ Î  dx) ' L0 J

soit :

dp .fao,-»;) n

ô F + g _ â ï T  =  0 (B4)

De manière analogue, on multiplie l’équation de la quantité de mouvement par
Lo

=  o

t(x ')

i =i[dXj
[E p ) p u

3 3

t = l =1

d_
dxj Tir

i=i U X j
j —  0,. Qj

3
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PqUq ' ( l 0 d A PoP UoUi  ̂+  L0 §  d x ^ U° U'iU'j ' 

1 3 d<Jij 1 d . , .\

or, (T{j — d’où:

(B.5)

(B .1 -  > » * £ £ ( = £ 4 )

Ho
(B.6)

PoL qUq f r [  dx 'j dx'j

ce qui fait apparaître le nombre sans dimension appelé le nombre de

Reynolds et noté Re.

PqU qL q
Re =

Ho

Pour obtenir l’équation de conservation de l’énergie totale adimensionnée, il suffit 
de multiplier (B.3) par d’utiliser la technique similaire.

& ■  + h %(E'+?,)^ '

(B8)

1 3 3 <9

0 t = l 3=1 O X j

U qHq ,
T aij iLfO

le dernier terme du membre de gauche s’écrit encore :

fioTojR 3 d . ,dT ' _  7 3 d /  , d , p ' \  

LqUqPo(j  -  1 )Pr fr i  d x ' ^  dxO  (7 -  1 )PrRe ¿ î  dx'j r  &*;■ y  V 

car T 1 =  'yAt2 j~7.

Finalement, nous obtenons :

Lo% dx'j Lo
=  0,

UnUn
Lq

PO
UoPo Lo

PoU¿

fUod_t

Lo
\E0E

Lo dx'-

P iT  \,_d_ 

' dxi Ox ì JPrÏ -  1

uRy1 A
Lo]

W )
Re

_d_
dx[

J

3

:e
1 j=l

3

e
j=ì

(B.9= 0.
(  , d ,p' 

; V dx'^p'

_d_

dx‘

3

E
7=1

(7 -  l)Pri?e
7

dE'

di'

3

E
i=i

d

K-
£ ' P'

A i  

/=>' .



60 Annexe B

A partir de ce nouveau système adimensionné (B.4-B.9), nous donnons les points 
essentiels de l’étape de filtrage de la méthode LES. On fait les hypothèses que le 
filtre commute avec les dérivées temporelle et spatiale, ce qui pré-suppose que les 
variables doivent en partie être dérivables par rapport au temps. Cet abus est toléré 
pour ce type de problèmes.

Par contre, pour les termes non linéaires, il n’est pas possible de procéder direc
tement car le filtrage ne peut pas se distribuer sur la multiplication. Pour l’équation 
de la quantité de mouvement (B.5), on fait apparaître ce défaut de distributivité, ap
pelé le tenseur de Léonard, qu’il est nécessaire de modéliser car non résolue. Comme 
il s’exprime par des quantités non résolues, d’une échelle plus petite, ce tenseur fait 
partie des tenseurs de sous-maille.

De l’équation de la conservation d’énergie, on fait apparaître aussi deux autres 
tenseurs de sous-maille adimensionnés 7r'- et g'- qui sont modellisés par une expres
sion faisant intervenir la diffusivité tourbillonnaire.

dn'j d —, r — d f <f>'t d p \
dx'j

Pour des raisons pratiques, on introduit souvent la moyenne de Favre pour les 
écoulements compressibles, qui est définie par :

X
pX

P

dxfi

d_
dx'j

dxi

K,t dx) ■7(7 -  1 )Mr2

dP'
Ktdx'jl

1
7 - 1

de même, R  étant la constante des gaz parfaits, on a :

SQ'i3 _

dx^ dxj

d
dx'j

a x -

UlR dT

.(7 - 1  )Pr ‘dxj

,dT  

1 dx'j

'yRfipTp 

(7 -  l)PrLl

7
■(7 -  1 )PrRe

d x yK tdx'jdxj

1
1 )Mr27(7"

d d a
dx.

\P\ r ■ T 'i

p 'T’)s.

d
dx ;

/d

d

d
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B.3 Choix des paramètres de calcul

L’adimensionnement précédent fait apparaître quatre nombres caractéristiques :

-  Nombre de Reynolds Re (cf. B.l) :

Re = L-°-
pto

-  Nombre de Prandtl Pr (ou Pr<t si l’on considère sa valeur turbulente) :

D PoUoLq fi0 D_
r  —  JL —  JL

00 00

-  Nombre de Mach Mr :

n  [ÏPÔ Mr =  —  avec: C = ,1----c y po

C désignant ici la vitesse du son.

-  Le coefficient 7 .

La viscosité turbulente fit est adimensionnée, comme la viscosité moléculaire, par 
Ho : la viscosité turbulente adimensionnée (i't a alors pour définition :

où II7 est calculé à partir du tenseur de taux de déformations adimensionné S'.-j par 
la formule II =  S[ iS[

Le calcul du spectre initial (cf. la relation 2.7) est effectué en variables adimen- 
sionnées, en particulier le nombre d’onde adimensionné k' est défini par :

k' =  k /k 0 avec : ko = 7—
L> 0

La valeur de Lq est bien évidemment arbitraire, puisque elle ne peut être obtenue 
à partir des 4 nombres sans dimensions ci-dessus (il en est d’ailleurs de même de 
celle de Uq).

PoUr

ir
zC*:

_i_ 

N 2
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B.4 O btention des grandeurs caractéristiques phy
siques

Dans tous les résultats de ce rapport, nous travaillons avec des variables adi- 
mensionnées. Donnons dans ce paragraphe les relations permettant de retrouver 
certaines grandeurs caractéristiques physiques.

Le nombre d’onde k que nous utilisons est en fait adimensionné. Les formules 
théoriques sont obtenues avec k dimensionné qui vaut :

O7r
k = Ç -V  (B.10)

Lq

Le spectre avec dimension E(k) est donné par:

j  E(k)dk  =  — U lU  j  E \k ')dk ' (B .ll)

Le taux de dissipation e est donné par :

E(k) = a  et fcTr (B.12)

e =  (2tr)f ^  e' (B.13)
Lo

t' =  k'* (B.14)

L’échelle de Kolmogorov vaut: (voir [BER])

3

77 k  =  ( ~ ) T (B.15)

L’échelle de début de la zone est donnée par :

o3
1 =  ^  (B.16)

<? =  2 j  E(k)dk (B.17)

L’échelle intégrale s’écrit :

/  k~l E(k)dk r

U  =  J r (B.18)
J  E(k)dk 2?r

N<
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et le Reynolds basé sur cette échelle :

R cLî
UoLi

u

U 3

=

VK

(B.19)

(B.20)
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Annexe C 

Initialisation : génération aléatoire 
d’un champ turbulent

C .l Le problème

Etant donné un spectre d’énergie E(k), k module du vecteur d’onde fc, nous 
cherchons un champ de vitesse u satisfaisant les conditions suivantes :

1. u est un champ vectoriel réel.

2. u est un champ isotrope et homogène.

3. u est un champ solénoïdal (diviï =  0), c’est à dire qu’il existe une fonction 

telle que u =  Rotÿ.

4. Le spectre d’énergie E (k ) de u est donné a priori (à un facteur multiplicatif 
près).

m  = / .  t t â r «
•> « =*'llfcll

En pratique, nous allons construire xj) dans l’espace de Fourier. Nous introduisons 
donc un opérateur défini par :

Rot<j> =  Rot4>
A A A A A A

=  2ni{k2(f>3 — kz4>2,k$<f>i — k\4>z-, ki<f>2 — k2<f>i)

Cet opérateur est linéaire :

Rot(a(k)<f> i(k) + b(k)<j>2(k)) =  a(k)Rot<f> i(fc) + b(k)Rot<f> 2(k)
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x[> obtenu par tirage aléatoire doit alors satisfaire les deux conditions :

| S * f r  =

xj)(k) =  î>{—k)

Pour satisfaire la deuxième condition, nous ne construisons que dans le demi 
espace £3 <  0.

C.2 La m éthode

La génération de u se fait en cinq étapes (cf. [ROYSO]) :

^  /v* -+  Â* —*

1. tirage aléatoire de 2 champs de vecteurs réels ipi(k) et ip2(k) dans le demi 
espace < 0.

2. tirage aléatoire de 2 fonctions a et b réelles telles que :

{{R otfa fy fa fy  + ib(k)<j>2(k))\\2 =

3. extension de V>(k ) =  atpi(k) +  ibÿiik) à tout l’espace spectral.

4. calcul de u = Rotip.

5. retour dans l’espace physique pour obtenir u, que l’on norme par le module 
moyen car la variable est adimensionnée.

Pour générer tpi et 2, nous cherchons un champ de vecteurs répartis avec une 
probabilité constante sur la sphère de rayon 1. Sur cette sphère l’élément de surface 
dS vaut sin(d)d<j>d0 =  d(f>d(—cos(6)), (f> G [0,27r[ , 6 € [0, tt[.
4> et cos(0) suivent des lois uniformes. La densité de probabilité du vecteur x = 
(sin(6)cos((f)),sin(6)sin(4>),cos(0)) est alors constante. On écrit:

A A —#

/ \ n \ \  , • • r \ n \ \  ^ 2(fc) cos{A{k))....— ■=$— |- is tn ( \(k ))—= = = $ — .

\\RotMk)\\ \ \R o tM k ) l
m - r n

E(k)
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C.3 Expresssion du spectre initial

L’expression du spectre initial retenue est celle proposée par plusieurs auteurs 
{cf. [VGKZ92], [DEL85]) :

—2k2
Einit(k) =  A .k\exp (-~ —  ). (C.l)

peak

Dans cette expression, kpeak représente le nombre d’onde pour lequel le spectre 
initial atteint sa valeur maximale, et A  est une constante positive choisie de telle 
sorte que le champ de vitesse initial soit de moyenne RMS égale à 1. Pour les calculs 
effectués, kpeak a été pris égal à 3 [VGKZ92], la valeur de A  étant par ailleurs fournie 
par la formule suivante :

J  Ein¡t(k)dk =  N « < u * > =  A . ^ . k ^ k

C.4 M éthode de calcul du spectre

Le spectre (sous entendu “le spectre d’énergie cinétique turbulente” ) est obtenu 
facilement à partir du champ de vitesse (cf. [McC92] par exemple). Néanmoins, son 
calcul pratique nécessitant un certain nombre d’opérations non triviales, il nous a 
paru intéressant de détailler ici comment celui-ci était effectué.

-  Afin de réduire le coût de calcul de la transformée de Fourier du champ de 
vitesse, on transforme ce champ réel en un champ complexe. En dimension 1, 
cela revient par exemple à associer à un champ réel u défini sur N  = 2n points, 
un champ complexe V  =  Vr +  iVi défini sur N/2  points en posant :

r vr(j) = u(2j - 1)
V j  : 1 < j <  2n_1 : < 

l Vi(j) =  u(2j)

Le coût de la transformée de Fourier V  de V  est alors de l’ordre de NLog2(N /2), 
alors que celui de û est de l’ordre de NLogzN.

-  Après avoir reconstruit û à partir de V, on calcule le carré de la norme de ce 
vecteur pour tous les triplets {fci,fc2>&3} € [—N/2, N/2 — l]3.

-  Pour chaque nombre d’onde |A:| compris entre —Ny/d/2  et (N/2 — 1 )\fd  (où 
d — 3 est la dimension de l’écoulement considéré), on calcule la quantité £(|A;|) 
correspondant à l’énergie cinétique turbulente totale associée à |fc|. Cette quan
tité est approchée par :

E(\k\ )  ~  £  2 > ( f c . , * 2, f c 3)

m  h  k2 k3
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où fci, k2 et ¿3 sont tels que (k\ +  kl + k \ y i 2 € [|A;| — 1/2, |A:| +  l/2[ et M  est 
le nombre de triplets vérifiant cette condition.

-  La fonction .E(|/c|) est alors représentée en coordonnées log-log.

68 .

;s {ki ) h,kz]
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Annexe D 

Equation equivalente : schéma de 
Vremann

La construction de l’équation équivalente au schéma de Vremann, pour une équa
tion de diffusion-convection en dimension 3 d’espace, a été réalisée avec l’aide du 
logiciel de calcul formel MAP LE.

Bien qu’il eût été possible de programmer cette construction en MAPLE, nous 
avons néanmoins choisi d’utilier ce logiciel de façon interactive (la session corres
pondante est donnée dans les pages qui suivent).

Pour en faciliter la lecture, précisons les notations qui y sont employées :

-  Tout d’abord, l’équation traitée est la suivante :

du t \
—  +  (u.Vj.u — rAu = 0

-  Les variables d ,e , f  représentent les opérateurs de décalages suivant x ,y ,z  
respectivement, définis par :

<F[u{x,y, z)\ =  u(x + n .h ,y ,z)  

en[ii(x,y,z)] =  u(x,y  +  n.h, z) 

f n[u(x ,y ,z)] =  u(x, y, z +  n.h)

(on suppose que le pas du maillage est un réseau tridimensionnel de pas h).

-  Les opérateurs ex, cy, cz représentent des approximations centrées des dérivées 
premières suivant x, y, 2 respectivement, obtenues sur des molécules de base 
[—h, h] (cf. paragraphe 2.1).

-  Les opérateurs ex, et/, ez représentent des approximations centrées des dérivées 
secondes suivant x, y, z respectivement, obtenues sur des molécules de base 
[—2/i, 2/i] (cf. paragraphe 2.1).



Annexe D

-  Les opérateurs gx,gy,gz  représentent les opérateurs de filtrage dans les plans 
perpendiculaires aux directions x ,y , z  respectivement (cf. paragraphe 2.1).

-  F  désigne le flux numérique discret du schéma de Vremann, et G en est la 
représentation “continue” obtenue en remplaçant les opérateurs de décalage 
par leur développement de Taylor.

-  Le résultat final est représenté par la variable solution, P(i , j ,k )  représente 
le coefficient du terme X lY^Zh dans cette expression, et Q4 correspond au 
terme d’ordre total égal à 4.

-  Q4V représente l’expression de Q4 obtenue pour les coefficients du schéma de 
Vremann (a =  1/9, b = 1/36, c =  4/9).
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> cx:=1/(2*h)*(d-1/d);
> cy:=1/(2*h)*(e-1/e);
> cz:=s1 /(2*h)*(f-1 /f );_______________________________________________________________________
> ex:=1/(4*hA2)*(dA2-2+1/dA2);
> ey:=1/(4*hA2)*(eA2-2+1/eA2);
> ez:=1/(4*hA2)*(fA2-2+1/fA2);____________________________________________________________
> gx:=a*(e+1 /e+f+1 /f)+b*(e+1 /e)*(f+1 /f )+c;
> gy:=a*(d+1 /d+f+1 n )+b*(d+1 /d)*(f+1 ti)+c;
> gz:=a*(d+1 /d+e+1 /e)+b*(d+1 /d)*(e+1 /e)+c;____________________________________________
> F:=-(gx*( v»cx-r*ex)+gy *( v*cy-r»ey )+gz*( v*cz-r*ez» ;__________________________________
> G:s=(XfYfZ)->subs(f=exp(h*Z),subs(e=exp(h*Y),subs(d=exp(h*X),F)));
> G(X,Y,Z);_________________________________________________________________________________
> resultX:=series(G(X,Y,Z),X=0,5);
> resultY:=series(convert(resultX,polynom),Y=0,5);
> resultZ:=series(convert(resultY,polynom),Z=0,5);__________________________________
> solution :=convert(resultZ,polynom);
> solution:=expand(solution);solution:=collect(solution,X);
> P:=(i,j,k)->coeff(coeff(coeff(solution,X,i),Y,j),Z,k);___________________________________
> Cî—1 “4*(3+b)ï
> Q4:=simplify(P(4,0>0))*(XA4-*-YA4+ZA4)+factor(P(2,2,0))*(XA2*YA2+YA2*ZA2+XA2 

*ZA2);
> Q4V:=subs(a=1/9,b=1/36,Q4);
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Introduction

This part is divided into two chapters.
First, we are going to apply Incremental Unknowns (I.U.) as a multilevel precon

ditioner in order to solve several elliptic problems. Then, after reviewing briefly the 
theoretical formalism linked with the I.U. and the mathematical results obtained by 
M. CHEN and R. TEMAM in [CT91], we propose to give a numerical verification 
and extend some results concerning the condition number of the Laplacian matrix in 
the I.U. basis. Our experience has led us to study and develop an efficient classical 
multigrid algorithm for which, a comparison has been made with the I.U. method’s 
implementation, on vectorial computers, for solving the two-dimensional Dirichlet 
problem. We also prove that it is interesting to solve in using the I.U., an elliptic 
problem with homogeneous Neuman boundary conditions obtained by a variational 
approach [CEA64]. For the three-dimensional Dirichlet case, even if we have a smal
ler creasing of the matrix condition number in the I.U. basis, one can find only good 
assumptions with a small number of I.U.’s grid levels.

The second chapter is devoted to a theoretical and numerical resolution of a class 
of two-dimensional nonlinear steady-state problems which depends on two positive 
parameters. One of them, p, enhances the linear operator character of the evolutive 
associate problem, and the other v has the viscosity function. One can show that the 
solution exists in Hq(Q) and is unique. According to the skew-symmetric property 
of the nonlinear operator, the proof is classically based on a Galerkin method and a 
fixed point theorem. Following this step, we give a discretized system with centered 
finite differences schemes. So, we decide to solve this problem with two different 
implicit class of m ethods: Newton-BiCGSTAB and nonlinear GMRES. For each 
one, we introduce the I.U. as a preconditioner and compare this algorithm with 
other preconditioned implementations. This study has been made with several p and 
u values, and proves that the I.U. preconditioner becomes efficient when p is small. 
The second interesting point which is noted, asks to focus more in the preconditioner 
choice than the algorithm one.
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Chapitre 1

Résolution de quelques problèmes 
elliptiques linéaires

Nous nous proposons dans ce chapitre de présenter une méthode de discrétisation 
multi-niveaux : les Inconnues Incrém entales. Elle se base sur une discrétisation 
des inconnues en différences finies, et, a la particularité de définir plusieurs grilles 
uniformes d ’inconnues hiérarchiques. Nous allons l’appliquer dans le but de résoudre 
quelques problèmes elliptiques présentés dans la section 1.1, ensuite nous dévelop
perons une méthode multigrilles classique très efficace pour ce type de problèmes au 
paragraphe 1.2.1, et la comparerons avec l’implémentation incluant les Inconnues 
Incrémentales.

Ce travail peut être considéré comme une extension des travaux de [CT91], 
[CMT94] et aussi comme une étape préliminaire à la constitution d’une méthode 
multi-niveaux de résolution des équations de Navier-Stokes utilisant les Inconnues 
Incrémentales.

1.1 Problèm es modèles et discrétisations

Considérons deux modèles naturels d’équations elliptiques en dimension 2 (ou 3) :

- le problème de Dirichlet dans un rectangle (ou un parallélépipède rectangle) :

f — A u = f  dans il
u =  0 sur dCl

le problème de Neumann homogène dans un carré (ou un rectangle) :

(1.1)

A u + u = f  dans fi.

gjf =  0 sur ÔÜ (L2)
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Dans le c m  o ù  î) est un ouvert régulier borné, ces deux problèmes possèdent tous 
les deux une solution unique régulière. En appliquant le lemme de Lax-Milgram, on 
trouve la solution du premier problème dans Hq(ü ) et la deuxième dans H 1 (il).

La méthode des différences finies est la plus vieille méthode de discrétisation 
spatiale basée sur des propriétés liées aux développements en série de Taylor et la 
définition de la dérivée.

La discrétisation du problème (1.1) peut se concevoir en une approche directe 
de l’opérateur de dérivation par un schéma centré aux différences. Ce qui donne 
l’opérateur discret comme la matrice penta-diagonale usuelle. Toutefois, elle peut 
aussi s’obtenir en utilisant une formulation variationnelle : pour le problème (1.2), 
la description détaillée de la méthode est donnée dans l’annexe A.

1.2 Présentation de deux méthodes multi-niveaux

1.2.1 M éthode Multigrilles 

Descriptif

Depuis 1965, date à laquelle ont émergé ces méthodes, leur domaine d’applica
tion s’est vu grandir. Nous nous limiterons à la résolution d’équations aux dérivées 
partielles linéaires, cadre dans lequel leur grande efficacité n’est pas à mettre en 
doute. Dans ce paragraphe, nous présenterons un algorithme classique s’appliquant 
aux problèmes linéaires Correction Storage utilisant la stratégie de cycles V.

Pour simplifier les notations, décrivons le système discret de (1.1) pour il = [0, l]2 : 
Soient N  un entier positif pair, on pose h =  jy, et le domaine fl est approché par 
une grille uniforme de pas h :

=  {(i.h,j.h) où 1 < i , j  < N  -  1},

diïh = {(i.h,j.h) où 0 < i < N  et j  =  0 ou N}
U{(i.h,j.h) où 0 < j  < N  et i =  0 ou N},

uh est la solution discrète cherchée définie sur U dtlh,

/ / j  représente f( i .h ,j .h ) ,

et Ah, l’opérateur discret approchant le laplacien, soit:

—A;

iïh

h2

i
4 uh

«J ■«f. 1 J ■ < < :+i uht j - 1 ,
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FlG. 1.1 - Maillage constitué de deux grilles

le système discret s’écrit :

-  AfcuJ,- =  fttj 1 < i , j  <  N  - 1
<

u!fj =  0Vî,j tels que (i .h ,j.h) € dïlh

En considérant deux grilles de discrétisation :
- Une grille grossière Gg de pas (2h) constituée des (•)
- Une grille fine Gj de pas (h) constituée des («,o) (Fig. 1.1),

donnons la description de la méthode à deux grilles :

(1.3)

1) On effectue quelques itérations à l’aide d’une méthode itérative de base: 

On obtient une certaine fonction uh.
Soit «exacte solution exacte du système (1.3), si l’on pose feh — u^xacte — uh 
la fonction d’erreur, alors feh vérifie :

—Ahfeh = f h + AhUh dans
<

feh = 0 sur di

• • • • • • • • •

• • • • • • • •



2) On transfère le résidu sur Gg à l’aide de l’opérateur de restriction r\h : 

sur Gg, le résidu est en fait : rlh( f h +  AhUh)-

3) On résout le système (1.4) obtenu sur Gg pour calculer la fonction d’erreur.

-  A2hfe2h = rlh( f h + Ahuh) dans Üh,
(1-4)

fe2h =  0 sur dilh-
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4) On interpole cette fonction d’erreur obtenue sur Gg à Gj pour corriger la 
solution approchée sur Gj à l’aide de l’opérateur de prolongement p^h- Cela 
s’effectue en calculant la nouvelle solution approchée :

uh +  P2h(fe2h)

5) On effectue de nouveau quelques itérations à l’aide de la méthode itérative 
de base.

L’efficacité de ce type de méthodes vient du fait, qu’il n’est pas nécessaire de 
faire de nombreuses itérations de relaxation (en pratique moins de cinq itérations 
suffisent à chaque fois) et que le coût de ces itérations de relaxation du système (1.4) 
est très largement inférieur à celui nécessaire pour la résolution de (1.3).

Pour rechercher une méthode bien optimisée sur calculateurs vectoriels, nous 
avons utilisé la méthode itérative de base la plus courante : la méthode itérative de 
G auss-Seidel avec un ordre rouge-noir (ou blanc-noir, ou damier) (cf. [HIR92]). 
C’est une technique de coloriage particulièrement efficace, ayant l’avantage d’avoir 
une implémentation très simple. Elle consiste à partager la grille fine en deux fa
milles de points, les noirs et les blancs à la manière d’un damier, et ainsi, il suffit 
d’appliquer l’algorithme de Gauss-Seidel classique d’abord sur les noirs et ensuite 
sur les blancs (ou vice versa), pour rendre complètement vectorisable l’algorithme 
de Gauss-Seidel. En décomposant Gj comme un damier, on voit bien que pour (1.3), 
un point de la famille noire n’aura que des voisins blancs et vice versa, ce qui lève 
la dépendance informatique sur chacune des itérations pour une famille et donne le 
moyen d’augmenter le facteur de vectorisation du programme (cf. 1.2.3).

Pour le choix des opérateurs de prolongement et de restriction, la seule condition à 
assurer intervient sur l’ordre de ces opérateurs [HAC85]. En effet, le problème (1.1)



Présentation de deux méthodes multi-niveaux 83

est d’ordre 2, et si l’on choisit un prolongement p d’ordre m p et une restriction r 
d’ordre m r, on doit vérifier que:

m p + m r > 2

En ce qui concerne l’opérateur de restriction, nous aurions pu choisir une injection 
simple ou une interpolation bi-linéaire (la liste est loin d’être exhaustive) mais, par 
souci d’efficacité nous avons utilisé l’opérateur “half-weighting” introduit par Trot- 
tenberg défini par le symbole suivant [HAC85]:

sym (rlh) =
"0 i  0 

i ! î
8 8
o a o

Le prolongement a été fait par l’opérateur “prolongement par neuf points” introduit 
par Wesseling (cf. [WES82]) défini par le symbole:

sym(p\h) =

r I I I

ï  * ï
2 2
I I I

L 4 2 4 J

Ces deux opérateurs sont d’ordre 2.
On remarque de plus que le système (1.4) à résoudre sur la grille grossière Gg 

a exactement la même forme que celui sur G/, ce qui nous autorise à appliquer la 
même stratégie sur Gg en utilisant (pour N  entier positif multiple de 4) une grille 
encore plus grossière.

De manière générale, on pose N  = 2k où k € IN*, et on peut définir jusqu’à k 
grilles d’inconnues de plus en plus grossière, le pas de discrétisation de la grille étant 
multiplié par 2 chaque fois.

Algorithm e Correction Storage (CS)

Cas d’une itération de l’algorithme CS utilisant un cycle V. 

étape 1 initialisation :

étape 2 on se place sur la grille Gh '•

Uh =  u°h

l = h,
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étape 3 nj pré-relaxations sur G/ :

ut f -  Relax™1 (ui, fi) 

étape 4 on transfère le résidu de Gi à G21 '•

fn  <- rf { f i  ~  A/u/)
U2l < -  0

2-1

étape 5 Si / < ^ alors, on va à l’étape 3
étape 6 Résolution exacte sur la grille la plus grossière G1/2 :

ui/2 <---- Ar/2/ 1/2

étape 7 Prolongement sur la grille immédiatement plus fine :

I Jty

Ul/ 2 <“  «1/2 +  P/ (Ul)

l l
2

eiape 8 n2 post-relaxations sur Gi :

ui <— Relax™2 (u\, fi) 

étape 9 Si / > -jy alors, on va à l’étape 7

1.2.2 Méthode des Inconnues Incrémentales
Les Inconnues Incrémentales (connus sous l’accronyme anglais I.U.) ont été in

troduites en 1990 par R. TEMAM (cf. [TEM90]) dans le but initial d’approcher, en 
régime turbulent, des équations d’évolutions dissipatives sur de longs temps d’inté
gration.

La première étape de ce développement a consisté à s’intéresser aux équations el
liptiques linéaires issues des problèmes de Dirichlet et problèmes de Neumann. Dans 
un souci de ne pas trop s’éloigner de la motivation principale, nous considérerons 
des discrétisations très fines ce qui nous amènera des résolutions de problèmes de 
grandes tailles.

Dans un premier temps, M. CHEN et R. TEMAM ont montré que l’implémen- 
tation de cette méthode était facile, comparable à celle de méthodes rapides de type 
multigrilles (cf. [CT91]). A l’aide d’un formalisme introduit dans [CT93] permettant 
de considérer la formulation variationnelle et les espaces appropriés, les auteurs ont 
justifié théoriquement le gain apporté par la nouvelle méthode pour les problèmes
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bi-dimensionnels (cf. [CT93]). Ensuite, récemment dans [GOY94] et [CMT94], on 
peut voir l’extension au problème tri-dimensionnel de Dirichlet.

L’objectif de ce paragraphe est de présenter brièvement la méthode des Inconnues 
Incrémentales pour les problèmes bi-dimensionnels elliptiques et pour le problème 
tri-dimensionnel de Dirichlet, et de discuter des résultats numériques obtenus dans 
[CT91] et [CMT94].

Les I.U . pour les problèmes elliptiques en dimension 2

Il nous paraît nécessaire de rappeler que le conditionnement d ’une matrice est 
le rapport entre la plus grande et la plus petite valeur propre de la matrice. De 
plus, l’ellipticité de nos problèmes nous garantit que toutes les valeurs propres des 
matrices issues des problèmes discrets sont des réels strictement positifs. 
Considérons le système discret (1.3) issu du problème de Dirichlet (1.1). On rap
pelle que la résolution d ’un système linéaire de grande taille nécessite généralement 
l’utilisation d’une méthode itérative. Citons une des plus répandue: la méthode du 
Gradient Conjugué, qui converge pour toute matrice dont la partie symétrique1 est 
définie positive (cadre dans lequel nous nous situons pour nos problèmes discrets). 
Pour obtenir la convergence, elle demande un nombre d’opérations fonction du condi
tionnement k de la matrice à inverser. Si l’on appelle A  la matrice intervenant dans 
(1.3), alors on connaît bien ses valeurs propres et :

,------  4 1 i
^ op éra tion . OC y  k (A) , k ( A ) E  T T S  > i 1 ' 5 )n2h2 ,h2

Nous allons restreindre notre présentation au cas d’une grille d’I.U. pour des raisons 
de clarté.

Nous fixons un pas uniforme h = (N  G IN), et nous décomposons notre 
maillage en une grille grossière d’inconnues aux noeuds (2ih, 2jh )  de pas 2h (no
tée Gg) et la grille complémentaire d’inconnues appelée grille fine (notée Gf)- On 
peut donc réordonner le système discret (1.3) précédent, pour obtenir le système 
équivalent suivant (la matrice étant renotée A) :

A u  =  b où u =  ^ ^ et (1.6)

avec ug les inconnues aux points de la grille grossière, Uf les inconnues aux points 
de la grille complémentaire.

Nous appellerons y = ug les inconnues de grille grossière et, par une transfor
mation particulière, nous considérerons les inconnues incrémentales (I.U.) z sur la 
grille complémentaire. Les LU. seront les inconnues sur cette grille complémentaire 
auxquelles on aura oté la moyenne des inconnues voisines de la grille grossière. En 
fait ce procédé revient à un changement de variables linéaire.

1. la partie symétrique d’une matrice A est la matrice A -1-* A)

b9
bf

( u a

Uf

1
27V
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o

(FV) (FH)

•  •

O

•  •

(FC)

FlG. 1.2 - Familles d ’I.U. en dim 2

Si l’on regarde le maillage de la Fig. 1.1, la structure multigrilles des I.U. corres
pond à une grille grossière constituée de (•), et une grille fine constituée de (o).

Ce qui nous amène à regrouper les I.U. en trois familles : la famille verticale (FV), 
la famille horizontale (FH) et la famille centrale (FC) (voir Fig. 1.2). Ci-dessous, nous 
donnons leur définition :

(FV) constituée des points ^2ih, (2j  +  l)/i^ , pour 1 < i < iV — 1, 0 < j  < N  — 1

z 2i,2j+l =  «2»',2j+l — - (U 2 i ,2 j  +  U2i+2,2j)

(FH) constituée des points ^(2i + l)h,2jh^j, pour 0 < i < N  — 1, 1 < j  < iV — 1

Z2i+l,2j =  « 2 i+ l ,2 j  — ^ ( ^ 2 t ,2 j  +  U2i+2,2j)

(FC) constituée des points ^(2î +  1 )h, (2j  +  l)/i^, pour 0 < i <  N  — 1,

0 <  j  < N  — 1

Z2i+ l,2 j+ l  =  W 2i+l,2 j+ l — ^ ( « 2 t ,2 j  +  «2»,2j+2 +  «2 t+2 ,2 i +  «2 i+2 ,2 j+2)

En notant u\ =  ( J  j , avec z\ —

JFH) \ 
r(FV)

z {FC) ! Z1 /

, on définit la matrice Si de

changement de base (l’indice 1 désigne la seule grille d’I.U.) de la manière suivante :

•  O •

U = (  u, )  =  S' ü"
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ce qui nous permet d’obtenir un nouveau système discret équivalent au précédent 
(cf.[CT93], [CEA64]) :

Âiüi =  ï>i avec Ài =  tSiASi et b\ =  tSib. • (1.7)

Cette construction peut s’étendre par récurrence à un nombre quelconque / de 
niveaux de grilles d’I.U.

En posant h =  ht =  (où N  correspond au nombre d’inconnues sur

la grille la plus grossière), on nomme, Zi, 22, • • • , zi les inconnues de chacune des 
grilles d’I.U. (£ 1, £ 2, • • • , Gi) auxquelles on a oté les points formant les grilles plus 
grossières, soit :

G g =  G k0, Gi =  Ghi \  Gh0>' • • ,Gi =  Ght \  G h,—1,

on obtient à nouveau, le système discret suivant, équivalent à (1.4):

Àiüi =  bi avec Âi =  tSiASi et 6; =  i5'/6. (1.8)

Formalisme mathématique

Nous verrons dans ce paragraphe qu’il est possible d’utiliser le formalisme des 
éléments finis hiérarchiques Q 1 pour poser le problème mathématique de la hiérar
chisation par les I.U. (cf. [TEM90], [CT93], et pour les éléments finis: [YSE8 6 ]).

Soit h0 (€ IR+) le pas grossier uniforme de discrétisation, hi =  7^ (l représen

tant le nombre de grilles d’I.U.), on définit V 0 < k <  l:

K 'k =  (* + x U  + 1)-̂ *]

Uk l’ensemble des points (ihk,jhk) G Ü

Vk est l’espace de polynômes réels Q 1 (de degré 1 dans chacune des directions), 
dans chacun des rectangles K] 3̂ C û, définis uniquement par les valeurs aux 
nœux de Uk-

On observe sans peine que les espaces Vk sont emboîtés :

Vo C Vi C - - -  C V,

Suite à la relation d’emboîtement, on introduit l’espace Wi comme supplémen
taire de V/_i dans V/ :

V, =  VU 0  Wh (1.9)

et ainsi, on définit Wi comme l’espace de fonctions 2 / s’annulant sur U \-1, 
autrement dit,

V u € Vi, 3 ! (y, zt) € V/_ 1 x Wt t.q. u =  y +  zt.

1
n:í+i)

\i.hi j-hk,
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Donc, en réitérant la décomposition, on obtient :

Vi = V0 ® W l ® W 2 ®- - - ®Wi .  (1.10)

Après avoir remarqué qu’un rectangle Ki est obtenu en découpant en 4 un 
rectangle K \-1 , on retrouve les mêmes formules de définition des I.U. que précé
demment.

En introduisant l’opérateur d’interpolation linéaire n  associant à chaque 
u € C(Ô), r/u € Vi définie par:

n u { M )  = u (M ) ,  V M  € U u

on peut décomposer chaque fonction de C(Ù) dans les espaces d’I.U. fidèlement à 
(1.10):

l
U =  nu =  r0u +  5 2 ( r * u  — r k - iu ). 

fc=i

Une équivalence de normes nous donne une estimation du conditionnement de 
la matrice issue de (1.8) [CT93].

Théorèm e 1.2.1

Si A est la matrice penta-diagonale usuelle de discrétisation du laplacien 
pour le problème de Dirichlet dans un rectangle, Ài =  *Si ASi celle issue 
du système (1.8) pour l grilles d ’I.U. et un point sur Qg alors,

3C <5 m + t.q. V/ € IN* k ( À i )  < C.(l +  l ) 2 (1.11)

La preuve de ce résultat est donnée dans [CT93].
D’après (1.5) et le théorème 1.2.1, et en comparant les croissances des fonctions 

x h-» x 2 et x I-+ log2(x), on espère bien trouver une discrétisation fine à partir de 
laquelle, la méthode de gradient conjugué appliquée au système (1.8) converge en 
moins d’itérations que celle appliquée au système d’origine (1.1) ou (1.6).

Il est important de noter que l’intérêt premier de la structure multigrilles réside 
dans une hiérarchisation des inconnues. En effet, pour une fonction suffisamment 
régulière on peut facilement montrer en utilisant les formules de Taylor, que les I.U. 
sont petites, d’ordre 2 du pas de la grille dont elles font partie. De ce fait, des auteurs 
ont défini d’autres I.U. ayant l’avantage d’être beaucoup plus petites, i.e. d’ordre 
plus élevé, mais souffrant d’une lourdeur dans leur définition .

Il convient aussi de mentionner qu’il existe d’autres I.U. appelées Inconnues 
Incrémentales Oscillantes introduites par [CT91] qui ont l’avantage d’être définies 
par une somme directe orthogonale (au lieu d’une somme directe comme en (1.9)) 
[MED95], ce qui nous montre bien que les I.U. ne peuvent faire partie inhérente de 
la même classe de méthodes que les bases hiérarchiques.
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Les I.U. pour les problèmes elliptiques en dimension 3

Nous allons dans ce paragraphe décrire l’algèbre associée à l’extension des I.U. 
en dimension trois.

Le problème modèle traité est le problème de Dirichlet homogène dans le cube 
unité (1.1).

On discrétise l’opérateur discret par le schéma centré usuel à 7 points suivant :

—AhU =  7^(2UiJ’k ~  uî-iJ,k ~  ui+i,j,k)
1

r+ -  Ui,j,k+1)

avec hx le pas dans la direction des x, hy celui dans la direction des y et hz celui 
dans la direction des z.

Pour plus de clarté, nous cantonnerons notre présentation au cas d’une grille 
d’I.U.

Les points formant la grille grossière (Çg) sont constitués des noeuds du maillage 
de la forme (2i,2j,2k), auxquelles on associe les inconnues nodales t/2«,2j,2fc- Sur la 
grille fine (G/) on définit sept types d’I.U., suivant la disposition des noeuds dans le 
cube (voir Fig. 1.3):

-  Type IC : les noeuds de la forme (2i +  1,2j, 2k),

-  Type JC : les noeuds de la forme (2i,2j +  l,2fc),

-  Type KC : les noeuds de la forme (2i, 2j, 2k + 1),

-  Type IF : les noeuds de la forme (2i, 2j  +  1,2k + 1),

-  Type JF : les noeuds de la forme (2i +  1,2j, 2k +  1),

-  Type KF : les noeuds de la forme (2i +  1 ,2j +  1,2k),

-  Type CC : les noeuds de la forme (2i +  1,2j  +  l,2fc + 1).

- u i,j- -  « i  J -

«»'J,i.i.*{¿Ui
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Fig. 1.3 - Grille grossière et grille fine

Les points du type IC sont les milieux des arêtes, parallèles à l’axe des x, reliant 
des noeuds de (Gg), la quantité incrémentale associée, est :

*2t+l,2j,2fc =  u 2i+l,2j,2k ~  ~(u2i,2j,2k  +  «2t+2,2j,2fc)

Les points du type JC sont les milieux des arêtes, parallèles à l’axe des y, reliant des 
noeuds de (Gg), la quantité incrémentale associée, est :

Z2i,2j+i,2k =  ^2t',2j+l,2fc — —(u2i,2j,2k +  U2i,2j+2,2k)

Les points du type KC sont les milieux des arêtes, parallèles à l’axe des z, reliant 
des noeuds de (Gg), la quantité incrémentale associée, est:

Z2i,2j ,2k+1 — U2i,2j,2k+1 ~  ^  ( w 2*,2¿,2& +  U2i,2 j ,2k+2 )
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Les points du type IF sont les centres des faces, parallèles au plan (y,z), reliant 
des noeuds de (Gg), la quantité incrémentale associée, est:

z 2 i,2 j+ l,2k+ l =  W2i,2j+l,2Jt+X _  ~(^2i,2j,2fc +  W2i,2i+2,2ik +  ^2t,2j',2fc+2 +  u 2i,2j+2,2k+2)

Les points du type JF  sont les centres des faces, parallèles au plan (x,z), reliant des 
noeuds de (C?5), la quantité incrémentale associée, est :

z 2i+ l,2j,2k+ l =  ^2i+ l,2 i,2fc+l “  ^ ( u 2t',2j,2fc +  ^2t+2,2i,2fc +  «2t,2i,2fc+2 +  u 2t'+2,2j,2fc+2)

Les points du type KF sont les centres des faces, parallèles au plan (x,y), reliant des 
noeuds de (Gs), la quantité incrémentale associée, est :

z 2 i+ l,2 j+ l,2k  =  «2«+l,2i+l,2Jk — ^(^2t,2j',2fc +  «2i+2,2j,2fc +  «2i,2i+2,2fc +  ^2i+2,2j+2,2k)

Les points du type CC sont les centres des cubes reliant les noeuds de (Gg), la 
quantité incrémentale associée, est :

Z 2i+ l,2 j+ l,2k+ l  =  U2t+l,2i+l,2ifc+l ~  g (  u 2i,2j,2k +  ^2t+2,2j,2fc

+W2t,2i+2,2Jfe +  U2i+2,2j+2,2k 

+W2t,2i,2Jt+2 +  2̂i+2,2j,2fc+2 
+ u 2i,2j+2,2k+2 +  W2,+2,2j+2,2fc+2)

Comme en dimension 2, on peut définir par récurrence, plusieurs grilles d’I.U.
De même, en gardant les mêmes notations matricielles que précédemment, résoudre 
le problème (1.1), c’est résoudre le système suivant:

Âiüi =  bi avec Âi = tSiASi et 6/ =  tSib. (1-12)

où le vecteur ü/ est constitué les inconnues y et des inconnues Zk rangées dans l’ordre 
suivant : d’abord les y dans l’ordre lexicographique, ensuite les z*, dans l’ordre crois
sant des grilles et pax type pour chacune des grilles k.

En étendant le formalisme mathématique du paragraphe précédent à la dimen
sion 3, nous avons une estimation du conditionnement de la matrice issue de (1.12).
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Théorèm e 1.2.2

Si A  est la matrice hepta-diagonale usuelle de discrétisation du laplacien 
pour le problème de Dirichlet dans un parallélépipède rectangle,
Âi =  lSiASi celle issue du système (1.12) pour l grilles d ’I.U. alors,

3C e  1R+ t.q. VZ € 27V* k(A{) < C.— (1.13)
ht

La preuve de ce résultat est donnée dans [?].

1.2.3 Résultats numériques 

Problèm e bi-dimensionnel de Dirichlet

Nous présentons les résultats numériques obtenus pour le premier problème mo
dèle (Dirichlet 2D). Nous comparerons plusieurs méthodes de résolution, dont les 
méthodes utilisant les I.U., la méthode multigrilles classique CS et deux autres pré
conditionnements de gradient conjugué plus ancien mais couramment utilisé, SSOR 
d’Evans et Choleski incomplet IC(0).

Ce travail a été réalisé en collaboration avec O.GOYON [GOY94] au Laboratoire 
d’Analyse Numérique d’Orsay.

L’étude comparative a été menée sur calculateurs vectoriels. Nous avons utilisé 
le TITAN de Stardent du L.A.N.O.R.S.2 pour la mise au point, et les résultats qui 
suivent ont été obtenus sur le CRAY YM P/EL du C.R.I.3 d ’Orsay.

Tout d ’abord nous avons effectué le même test que celui proposé par M. CHEN et 
R. TEMAM dans [CT91]. Il s’agit d’une résolution du problème discret, dans le carré 
imité, ayant pour solution 0 et une condition initiale égale à la fonction : uq(x , y) = 
sin(106Trxy(x — 1 )(y — 1)). Cette stratégie nous permet de tester la robustesse de la 
méthode. En effet, nous pouvons considérer un test de convergence très précis sur

le résidu relatif du gradient : , < 10"10.
T° I

Prenons une discrétisation fine de 513 points dans chaque direction, et comparons 
la décroissance du résidu relatif des deux méthodes multi-niveaux (Fig. 1.4).

2. Laboratoire d’Analyse Numérique d’Orsay
3. Centre de Ressources en Informatique
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2D-DIRICHLETS problem, 513x513pts on CRAY YMP/EL

es3*o
CDu.
CD>
73
Q)

1 0  p — ---------- 1--------- ■----------1--------- ----------

Iff* - \ ^ s \

10"15 I-------'------ 1------ '------ 1------ 1------0.0 10.0 20.0 30.0

10 |£ -.-----1---- .---- >---- r— ,---- ,---- 1

75 I 
1 10-5 
2 'O I \

I  10-”  - I \  -
CO
Q>

10"15 '— ■— 1— ■— 1— ■— '— ■—

0 20 40 60 80
CPU time Iteration Number

----C.G. with 8 grid level of I.U.
----Correction Storage

FlG. 1.4- Comparaison des performances de deux méthodes multi-niveaux

Ces courbes de convergence attestent bien une décroissance régulière du résidu en 
fonction des itérations. Il est évident tout de même que la méthode multi-niveaux 
la plus efficace est multigrilles Correction Storage. Les réalisations informatiques 
ont été vectorisées totalement. Pour le montrer, après avoir défini le facteur de 
vectorisation de chacun des programmes (cf. [PAS92]) comme le rapport du temps 
CPU du programme en scalaire sur le temps CPU du code de calcul vectorisé, nous 
le comparons pour chacune des méthodes et en faisons une analyse détaillée par la 
suite.

Conj. Gradient I.U. +  C.G. C.S. Multigrid

CPU time in s.
with Vector._________177_____ ____25 _______ 5______

CPU time in s.
without Vector. 1770 181 65

It. number 1016 70 8 
Vectorization

factor 10 7.2 13
CPU/iter j 0.17 | 0.36 [ 0.62 ~

Ce tableau nous donne plusieurs informations très intéressantes.
La première concerne, bien sur, l’efficacité de l’implémentation de notre algo

rithme multigrilles Correction Storage. Il s’agit d’une méthode extrêmement per
formante ayant le plus grand facteur de vectorisation; ce qui est du au choix des 
opérateurs de restriction et de prolongement. Notre méthode des I.U. améliore tout 
de même très nettement la complexité et le temps calcul de la résolution. Mais elle 
demeure nettement moins performante que la méthode multigrilles C.S.
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La deuxième concerne la très bonne vectorisation de toutes les implémentations 
(les facteurs de vectorisation sont tous très grands). On remarque que le fait d’in
troduire les I.U. dans la méthode de gradient conjugué diminue l’efficacité de la vec
torisation. Ce qui s’explique facilement par l’implémentation du produit ^SiASfi.x  
pour un nombre / de grilles maximal (i.e. avec un seul point sur la grille grossière). 
En effet, notre réalisation a été guidée par deux objectifs un peu opposés : pouvoir 
traiter des discrétisations très fines et obtenir le programme le plus performant sur 
super-calculateurs vectoriels. Le fait d’inverser de grands systèmes nous oblige à 
simuler nos produits matrice-vecteur, i.e ne nous permet pas de stocker la matrice 
Âi. Il suffit de voir que quelque soit le type de stockage utilisé, pour 5132 points de 
discrétisation, il est pour le moment impossible de stocker cette matrice symétrique 
dont la structure est beaucoup trop complexe. Par conséquent, faire successivement, 
à chaque itération de gradient, les produits S , tS  par un vecteur nous fait perdre un 
temps précieux, causé par une vectorisation non efficace sur les premiers niveaux de 
grilles d’I.U. Avec un point sur la grille grossière, on a 8 zi, 40 z2, 176 Z3, l’archi
tecture des super-calculateurs CRAY utilise des registres vectoriels de longueur 64, 
d’où une efficacité croissante pour des tailles de vecteurs seulement supérieures à la 
centaine (on parle du temps d’amorçage du pipeline [GL90]).

Regardons aussi les méthodes de gradient conjugué utilisant des précontionne- 
ments plus classiques.

Conj. Gradient I.U. +  C.G. SSOR +  C.G. IC(0) +  C.G.

CPU time in s. 
with Vector. 177 25 293 864

CPU time in s. 
without Vector. 1770 181 546 1487

Iter, number 1016 70 207 425
Vectorization

rate 10 7.2 1.8 1.7
CPU /iter 0.17 0.36 1.4 2.0

La factorisation incomplète de Choleski ainsi que la sur-relaxation SSOR d’Evans 
souffre du même problème. Elles sont toutes deux pénalisées par une inversion inter
médiaire réalisée pax réduction en deux systèmes triangulaires. Ceci se fait par un 
calcul récursif donc difficilement vectorisable. Cependant, il existe dans la littérature 
d’autres formes de factorisation de Choleski, comme celle proposée par VAN DER 
VORST dans [VOR82], ou encore celles obtenues pax décomposition de domaines 
dont nous nous sommes écarté. Bien que nous n ’ayons pas fait l’éventail de tous 
les préconditionnements de la méthode de gradient conjugué, nous pouvons tout 
de même classer nos LU. comme bon préconditionneurs du gradient conjugué sur 
calculateurs vectoriels.

Continuons notre étude en nous interrogeant sur l’intérêt de considérer un nombre 
maximal de niveaux de grilles d’I.U. Il suffit de faire varier le nombre de points sur
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la grille grossière tout en fixant le même nombre de points de discrétisation (cf. FlG.
1-5).

Dans l’optique de justifier ces courbes de décroissance du résidu, nous avons étu
dié la corrélation entre le conditionnement de la matrice issue du système discret en 
LU. et le nombre d’itérations nécessaire à la convergence de la méthode de gradient 
conjugué.

2D-DIRICHLETS problem, 513x513pts on CRAY YMP/EL

1 0  r — ■---------- 1---------- ■-----------1---------- ■---------- 1

(0 «?.•=*'
3  ,  V - '  ~  N -■g 1n-s V .'  ̂ n5> 10 -\\v \ '
© V \  \*“ V- ' \
© m V ' ^
£  10 * V: ' \ \  -

a
ok.
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CPU time Itération Number
-------5 to 8 grid level of I.U. 
------ 4 grid level of I.U. 
-------3 grid level of I.U. 
-------2 grid level of LU. 
-------1 grid level of LU.

FlG. 1.5-Performance de la résolution en Inconnues Incrémentales pour
différentes grilles grossières

Nous rappelons que le conditionnement d’une matrice est le rapport entre la plus 
grande et la plus petite valeur propre de la matrice (l’ellipticité de nos problèmes 
nous garantit que toutes les valeurs propres de nos matrices sont des réels stric
tement positifs). Le tableau ci-dessous récapitule les différentes valeurs des condi
tionnements des matrices *SkASk en fonction de k (i.e. en faisant varier le nombre 
de points sur la grille grossière), et ceci pour deux discrétisations assez fines. Pour 
effectuer ces calculs, nous avons utilisé une méthode assez lente mais qui nous a 
donné des résultats corrects. Il s’agit de la méthode de la Puissance Itérée.

Number nodal 2 grids 3 g  4 g  5 g  6 g  7 g  8 g  9 g  10 g 
of pts basis 

257s 26612 I 5548 I 1453 I 381 I 103 I 37 I 36 I 36 I * I * 
5132 106453 16475 5689 1521 401 108 46 46 46 * 
10252 I 426648 | [ 1 1 1 1 1 1 1  57~
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Dans le tableau qui suit, nous présentons le nombre d’itérations de gradient 
conjugué nécessaire à la convergence.

Nbre de grilles 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Nbre d’itérations 1016 464 240 128 84 71 68 70 70

Nous obtenons les résultats escomptés, le nombre d’itérations varie bien de la même 
manière que le conditionnement de Âjt, avec un nombre d’itérations minimal pour 
un nombre de grilles quasiment le plus grand.

Problèm e bi-dimensionnel de Neuman

Pour le problème modèle (Neuman 2D), notre étude s’est limitée juste à la véri
fication du bon comportement lié à l’introduction des LU. escomptée dans [CT93].

2D-NEUMANN’s problem, 257x257pts on CRAY YMP/EL

1 0  I---------------- .---------------- 1---------------- ----------------- 1---------------- i-----------------1
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FlG. 1 .6-Performance de la résolution en LU. pour différentes grilles grossières

Nous arrivons à réduire d’un facteur 2 le temps de calcul et d’un facteur 5 le nombre 
d’itérations. Ces premiers résultats sont encourageants et méritent d’être un peu
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approfondis. A mesure de l’augmentation du nombre de grilles d’I.U., l’efficacité 
de la méthode augmente de la même manière que pour le problème de Dirichlet. 
On observe tout de même beaucoup d’oscillations dans la coubre de décroissance 
du résidu de notre méthode multi-niveaux. Pour compléter cette étude, il serait 
intéressant d’utiliser d’autres méthodes de gradient conjugué comme MINRES ou 
BI-CGSTAB en vue de diminuer les oscillations [VOR92].

Problème tri-dimensionnel de Dirichlet

Les résultats numériques présentés dans ce paragraphe on été réalisés sur le 
CRAY C98 d’I.D.R.I.S.4

Pour la résolution du système, notre choix a porté sur une méthode de gradient : 
BI-CGSTAB méthode que nous utiliserons plus tard pour sa robustesse et que nous 
détaillerons par la suite (Voir II.2.2.2). Nous présentons des résultats numériques 
obtenus pour une discrétisation de 2573 points, soit 17 millions d’inconnues.

Pour déterminer les performances effectives d’un code de calcul, CRAY a développé 
un outil d’analyse: Jump Trace (simulateur de l’H.P.M.5). On obtient les perfor
mances directement en Megaflops6.
La puissance maximale théorique par processeur du C98 est de lOOOMflops, et l’on 
considère qu’un programme est bien optimisé s’il dépasse 200Mflops.

Dans le cas d’un maillage de 2573 points, les performances des subroutines sont
de:
800 Mflops pour le sous-programme implémentant BI-CGSTAB dans les deux cas, 
580 Mflops pour le produit matrice A  par un vecteur et 370 Mflops pour l’autre 
produit Ài pax un vecteur.

A la lecture des performances, on remarque que notre sous-programme implé
mentant BI-CGSTAB est parfaitement optimisé. Comme nous l’avions remarqué en 
dimension 2, de part la nature récursive grille pax grille des opérations en I.U., le 
produit faisant intervenir Ai est moins efficace que celui dans la base nodale. De 
plus, par l’introduction des matrices ‘S et S, une itération classique de BI-CGSTAB 
coûte en moyenne 1.31s., alors qu’une itération de BI-CGSTAB en LU. coûte entre 
3.12s. pour 1 niveau d’I.U. et 3.6s. pour 7 niveaux d’I.U.

On présente aux Fig. 1.7, 1.8 les résultats numériques pour des maillages de 1293 
et 2573 points, obtenus avec la version classique et celle faisant intervenir les LU.

Si l’on regarde la Fig. 1.7, on observe que l’introduction des LU. améliore le 
nombre d’itérations et que c’est pour deux niveaux d’I.U. que le meilleur résultat 
est obtenu.

Comme nous l’avons déjà précisé, le coût d’une itération augmente avec le nombre de

4. Institut de Développement et des Resources en Informatique Scientifique
5. Hardware Performance Monitor
6. unité d ’optimisation de programme informatique:Million floating opération per second
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niveaux de grilles d’I.U., ce qui peut être interprété à la lecture des deux graphiques 
de la Fig. 1.7. On remarque de nouveau que le meilleur temps CPU est obtenu avec 
deux niveaux d’I.U.

3D-DIRICHLETS PROBLEM with 129*129*129 points
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F lG . 1.7 - Résultats avec BI-CGSTAB sur un maillage 1293 points
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Pour la résolution avec une discrétisation de 2573 points, la version de l’implé- 
mentation la plus efficace est obtenue pour trois niveaux d’I.U.

3D-DIRICHLETS PROBLEM with 257*257*257 points
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FlG . 1.8 - Résultats avec BI-CGSTAB sur un maillage 2573 points
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1.3 Conclusions

Nous avons montré que les Inconnues Incrémentales classiques étaient un bon 
candidat pour préconditionner les matrices intervenant dans la résolution de pro
blèmes elliptiques. Toutefois, nous avons remarqué qu’elles n’y parvenaient pas avec 
la même efficacité qu’une méthode multigrilles classique. En effet, une méthode mul- 
tigrilles combine l’utilisation de deux interpolateurs et d’une méthode de relaxation 
ayant la caractéristique de capter très rapidement les grandes structures (coefficients 
des petits modes de Fourier) de la solution cherchée. Le fait de restreindre le nombre 
de points de discrétisation atténue les coefficients des grands modes de Fourier et, 
améliore la précision de la nouvelle solution pour un même nombre d’itérations de 
relaxation. Ce qui explique qu’il suffise de peu d’itérations de relaxation sur cha
cune des grilles et assure l’efficacité de la méthode. Tandis que nos I.U., faisant 
intervenir deux interpolateurs symbolisées par S  et *S, font appel à une méthode de 
gradient conjugué et donc permettent d ’avoir une résolution uniquement rythmée 
par la valeur du conditionnement de la matrice à inverser.

Ce résultat comparatif est en accord avec les études menées sur les précondi
tionneurs multi-niveaux [BPX90]. Nous obtenons aussi des conditionnements pour 
le problème de Dirichlet-2D du même ordre que ceux obtenus pour les matrices 
intervenant lors de la discrétisation par éléments finis hiérarchiques [YSE86].

Une étude assez fine portant sur la vectorisation des codes de calcul met en 
évidence qu’il n’est pas nécessaire de restreindre la grille grossière à un seul point de 
discrétisation pour avoir la plus grande efficacité. Toutefois, la version maximisant 
le nombre de grilles d’I.U. permet de s’approcher de l’implémentation ayant le plus 
faible coût.

L’extension des LU. aux problèmes tri-dimensionnels confirme leur aspect pré
conditionneur, mais à cause du grand nombre d’I.U., la complexité du changement 
de bases pénalise la version utilisant un grand nombre de grilles d’I.U. Nous nous 
sommes rendus compte que pour 129 points de discrétisation dans une direction, 
deux grilles d’I.U. représente déjà plus de 98,5% des inconnues du système, ce qui 
prouve qu’augmenter le nombre de niveaux risque surtout d’alourdir le coût d’une 
itération (en augmentant la récursivité) et pas fondamentalement d’améliorer l’effi
cacité de la résolution.



Chapitre 2

Résolution d’un problème non 
linéaire stationnaire

Cette étude permet d’appliquer le préconditionnement par les Inconnues Incré
mentales à la résolution d’un problème non linéaire stationnaire.

Dans le premier paragraphe, après avoir présenté l’équation de type Navier- 
Stokes que nous considérons, nous donnons un résultat d’existence et d’unicité, et 
terminons en donnant le système discret.

Dans les deux paragraphes qui suivent, nous présentons les deux méthodes im
plicites de résolution que nous utilisons. Le premier constitue une étude compa
rative de plusieurs préconditionnements pour la méthode de Newton-BICGSTAB. 
Le deuxième reprend l’étude pour Generalized Minimum RESidual method1. Pour 
chacune de ces méthodes, nous avons testé un nouveau préconditionnement: les 
Inconnues Incrémentales (IU) (cf. Chap. 1 ).

Nous avons effectué des comparaisons de la décroissance du résidu de Newton 
(en fonction du temps CPU nécessaire) pour quatre implémentations de la méthode 
de Newton-BICGSTAB :

-  le préconditionnement par les Inconnues Incrémentales —> IU N E W T

-  le préconditionnement par Multigrilles Correction Storage —y M G N E W T

-  le préconditionnement par l’approximation polynomiale de l’inverse de la Ja- 
cobienne —>• P nN E W T

-  Newton sans Préconditionnement -*■ N E W T  

Pour la méthode de GMRES, trois versions ont été testé:

-  le préconditionnement par les Inconnues Incrémentales —¥ IU G M RES

-  le préconditionnement par Multigrilles Correction Storage -> M G G M RES

1. méthode du résidu minimal généralisé, plus connu sous son accronyme anglais (GMRES)

101
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-  GMRES sans Préconditionnement —»■ G M R E S

Dans les deux cas, nous avons considéré aussi le Résidu en fonction du Nombre 
d’itérations (ou nombre d’évaluations de la Fonctionnelle) nécessaires pour y parve
nir.

Nous terminons cette étude en donnant des résultats numériques et une conclu
sion.

Les résulats de ce chapitre dans le cas particulier p =  0, ainsi que d’autres 
extensions de schémas multi-niveaux utilisant les Inconnues Incrémentales ont fait 
l’objet d’une prépublication commune avec 0 . GOYON [GP95].

2.1 E xistence et unicité dans Hq(û ) et systèm e  
discret

Il s’agit d’un problème introduit sous sa forme évolutive par R. TEMAM [TEM66] 
dans le but de donner des équations ayant numériquement des difficultés compa
rables aux équations de Navier-Stokes en formulation vitesse-pression. Nous nous 
chargeons de résoudre théoriquement et numériquement le problème stationnaire 
sous-jacent suivant :

pu — i/Au +  (uV)u +  lg(divu)u
u

= /  dans fï =  ]0,1[ 
=  0 sur dd (2.1)

où /  € L 2(Q)

Théorèm e 2.1.1

Pour f  G L2(tt) et u tels que soit suffisamment petit, il existe une 
unique solution

u € H q(CI) vérifiant (2 .1).

La preuve se fait de manière classique par une méthode de Galerkin et par 
l’utilisation d’un théorème de point fixe.

On se place dans le cadre fonctionnel suivant :

V =  H = L2(ü), et V =  Î>(f2),

avec les normes habituelles, | u

H  muni de | | est un espace de Hilbert, et iî étant borné, V  muni de la norme II II

f l
y2

Hä

u 2 < h

1/2

ll«l
1/2

2 dxVu
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est aussi un espace de Hilbert (lemme de Poincaré).
Soient / , «  deux fonctions régulières satisfaisant (2.1), en faisant le produit scalaire 
avec v € V on obtient :

(p.u — ¡/.Au +  (tx.V)u + —(¿¿uti)u, v) =  (/,t>)
Âê

après intégration par parties, on a :

p.(u,v) +  i/((tt,v)) +  b(u,u,v) =  (f,v), Vv 6 V

où b(u,v,w) =  ^2  f  Uij^î-Wjdx +  r  /  (divu)v{Widx 
i , j = i Jsi ° X i  2 t=1 Jçi

Cette forme trilinéaire est antisymétrique et continue dans Hq (fi) :

-  b(u,v,v) =  0 V u,v  € H^(ü)
en effet, en appliquant la formule de Green,

donc,

b(u,V,„) = ±  Ja u ^ V j d x  -  t  l u i £ : ( Vf ) d x  =  0

-  b est continu dans (Hq(CI))3,
\ /u ,v ,w  € Hq(Q,), en appliquant l’inégalité de Hôlder, on obtient:

2 dv-
b(u,v,w) | <  22 I ui U4(n) • I • I wj U4(îî)

i,j=i OXi
^  i f  du i  

+  ^  ' 1I /  - j^ - V iW id x

2

<  X  ( I  U '  U 4 ( « )  '  I -D * U i  U 2 ( f l )  ‘  I  W 3 1 ^ ( 0 )  
i , j=l

+  I D i ui  U2(n) • | Vi |z,4(n) • | w  |l<(«))

de plus, pour fi ouvert borné de iR2,

I & (u , t> ,u ;)  | <  M n  • | |u | |  • | |u | |  • ||u>||

I «  U 4(iî) <  C ( ü ) .  | U

d’où,

è.
' t=i

i i v i . (Vj 2 d x

i , j= l

I d x' VA
' 9.dXi

f u .
t , i= 3

) d x
d u

d x ,L e



Notons, pour u,v  € V, 5 (u ,u), la forme linéaire continue sur V  par:

< 2?(u,t>),w > =  6(ti,t>,iü), Vto € V

Toujours par le théorème de représentation de Riesz, comme 1’ application, pour 
u € V  fixé:

v € V -¥ p(u,v) + i/((u,t>)) 

est linéaire, continue sur V  alors,

B! Au € V' tel que p(u,v) +  i/((u,u)) =  < A u,v  >v>,v

et u —»■ Au  est un isomorphisme continu de V  dans V '.

( (u ,v ) = < u ,v  >, Vv G V, Vu E H )

Ce qui nous amène à la formulation variationnelle :

Pour /  € V',
Trouver u € V  tel que (2.2)

Au +  B(u,u) = f  dans V'

Pour /  G H, il est clair que (2.1)4^ (2.2).
l’existence de u est prouvée par une méthode de Galerkin basée sur la séparabilité 
de V:

V  est séparable donc, il existe {roi,. . .  , tom} libre et totale dans V

m

Vm > 1, um =  J2a?W i  ( o f  € IR) ^

p(um,Wi) + u ((um,tü,)) +  b(um,um,Wi) =  < /,«;,• > , i = 1 ,.. .  ,m  

Lemme 2.1.2

Soit Vm un Hilbert de dimension fìnie et F  : Vm -4- Vm une fonction continue 
telle que:

(F (x ) ,x ) > 0 pour | x |=  k > 0
alors,

3x € Kn, | x |<  k tel que F(x) = 0 

Pour la preuve, on pourra consulter [TEM84].

Soit Vm =  Vect({u)j,. . .  ,tüm}) et,

Vtx,t> € V, ((F(«),t>)) =  p(u,v) + i/((u,v)) + b(u,u,v) -  ( f ,v )
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F  continue sur Vm et, comme b(u,v,v) =  0V u,ü  6 H^(CL) alors,

((F(u),u)) =  p | u | 2 + u\\u\\2-  < f , u  >

d’oü,

((F(«),u))>H I«ll2 - | | / l k . | H |

et,

((FM,U)) > M  ■ HMI -  Il/M
donc, ((F(u),u)) > 0 pour ||u|| =  k avec k vérifiant:

k>MkL
V

Les hypothèses du lemme (2.1) sont vérifiées et il existe itm solution de (2.3).
Le passage à la limite nécessite une estimation a priori :
en multipliant a™ par les équations du système (2.3) et additionnant ces dernières 
pour i = 1 , . . .  , m , on obtient :

p | «m |2 +H|ttm||2 +  6(um,ttm,« m) =  < / , u m >

et,

H |« m ||2 <  | «m |2 + l ' | |U m ||2 =  <  / ,  Um >

< ll/IIHM I
d’où,

IM I < V

donc bornée dans V , or V  réflexif,
d’où umi u dans V  et comme V<—ïH  compacte, alors um< —>■ u dans H

Lemme 2.1.3

Si -*■ u dans V  et u ^ - ï u  dans H, alors ,

->• 6(u,u,v), Vu 6 V

En utilisant la trilinéarité de 6, on trouve que :

b(u,v,w ) = —6(u,u),v), Vtx, v,w  € V

m ü

m2

\W
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2 . Qv . 2 .
d’où, Vv G V, &(«„,«„,») =  -  X) /  um-K± u n3dx ~ YL /  [divu^u^Vidx

i,j=i «to c/x«' i=i

Comme € L°°(ÇÏ) alors,

/  UmUuj—^-dx -¥ [  UiUj^-î-dx (u^ —y Ui dans i /)
•/fi UXx  •/iï OX{

et' 1 i  d- ^ viu-‘ix -  L ̂ v>uiix 1
- 1 X(àïf “ 1 + 1 la  â^v'(u“i _ 1
< ||uMi -  «jll-1 ü.-uw -  ViUi I + | ~  * fc~ )ViU idx I

p.,. 7 J 

+  | I * I ~  u» I ^  e (tW  € £ 2(^))

Par passage à la limite, et densité, on conclut que :

+  z/((tt,ü)) +  b(u,u,v) = <  f , v > ,  Vu G V  

De plus, on obtient une unique solution de (2.1) pour:

||/||v" <  u \ C  où C constante 

On pourra consulter [TEM84] pour la preuve.

R em arque 2 Théoriquement, il a été nécessaire de rajouter le terme Û (divu).u” 
à l’équation du problème (2.1) ressemblant à l’équation de la conservation de la 
quantité de mouvement, car n’ayant pas la relation div(u) =  0, on ne peut pas 
avoir directement l’antisymétrie du terme non linéaire.

R em arque 3 Le terme “/?u” a été rajouté aussi, pour pouvoir obtenir le compor
tement de l’opérateur intervenant dans l’équation évolutive ci-dessous, complétée 
correctement de conditions aux limites et d’une condition initiale : 

dti 1
—----- u .ù a i  +  (u • V)u +  —(divu)u =  /  dans Cl =  ]0,1[2
(/1 z

En effet, si l’on considère une discrétisation par différences finies avec le schéma 
Euler-Implicite pour cette équation évolutive, on obtient :

7Xn*^ — tLn
---- — -----+  A • un+1 +  B(un+1 ,u n+1) =  F

< = » ( - ! - . /  +  A)un+1 +  B(un+\ u n+1) =  F  +  - U u n 
VA t ’ v ’ A t

d’ou, l ’interprétation du p comme représentant

dvi
üx

duj
dxj '

)ViUf idx U{)dx

m
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Systèm e discret

Nous nous proposons d’approcher les opérateurs différentiels du système (2.1) 
par des schémas aux différences du second ordre. Ce qui nous permet d’obtenir le 
système discret (2.4) par différences finies classiques.

Posons les notations suivantes: soient N, M  € IN* le nombre de points dans 
chacune des directions,

h =  i  » k =  \  1 ês P35 discrétisation

=  {(*\j) € Z7V2/1 <  i <  N  et 1 <  j  <  M }

dï lhtk =  {(¿,0),0 < i  <  AT +  1 } U { ( î , M + 1 ) , 0  < i  <  N  +  l }
U {(0,j), 0 < j < M  +  l } U { ( N  +  l , j ) , 0 < j < M +  1}

Les composantes discrétisées de « et de /  sont ( Ut,i | et ( )
V )  \  9 i j  j

(u(i.h,j.k) =  I U,’J J , de même pour/ ) .
V Vi'i J

9 9
pUi j  +  ^ (p - +  p ) u»,i -  +  Ui+ l j )

— +  Ut,j+l) +  -  W«-lj)

-  « i j - 0  +  -  « » j-O  =  A i  ( * > i ) €

+  K p - +  p ) u*.i_  p ( u«-i.i +  u*+i j )

o
- p K i - 1  +  u«\i+l) +  4^u«-.i-(u«-,i+i -

+ 5 f v* j- (u*'+iJ -  “ i - u )  +  -  V i - i j )  =  # . i  (*» i) € ^

w«',i =  W.-J =  0 Pour € dfîfc.fc

£lh,¡

" f a

VJT- K v' ■ ( “ i o

3
Ähui,i-

vi¿ -1)

Vi-lj

( i J )

(2.4
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2.2 M éthodes de N ew ton

Il s’agit d’une méthode itérative très robuste. De par sa convergence quadratique 
quand l’on se situe dans un voisinage (proche) de la solution, elle est souvent utilisée 
pour résoudre des problèmes de calculs d’écoulements stationnaires (cf. [FLE88]). 
Néanmoins, elle demeure plus lente que les méthodes de type Quasi-Newton souvent 
utilisées pour les problèmes d’optimisation. Nous citons un théorème qui assure la 
convergence (quadratique ou) géométrique de la méthode. Auparavant, précisons 
quelques notations :

M (x,r )  =  {x G IRn tel que ||x — x|| < r} est le voisinage de x de rayon r, et, 
une fonction g G Lip^(X) si, Vx,y G X  \ g(x) — g(y) |<  7 | x — y \ .
Pour F : lRn —>• IRn fonctionnelle continûment difFérentiable, nous noterons J(x)  = 
DFX G C(IRn).

T h éo rèm e 2.2.1

Soit F  : IRn —* IRn une fonctionnelle continûment differentiable sur un ou
vert convexe D C IRn.
Supposons qu’il existe x» G lRn et r,/3 > 0 tels que ftf(x .,r)  C D, 
F (xm) =  0 et que «/(x,) -1 existe, avec ||J(x»)-1 || <  (3 et 
J  G Lip1(Af(x„, r)) alors,
il existe e > 0 tel que : Vxo G Af(xK, r), la suite x i , x2, . . .  générée par 

Xk+i — £k J (®fc) •̂ '(®fc)> ^ =  0, 1, . . .  

est bien définie, et converge vers x» et vérifie :

||zjt+i -  xjt|| <  fiifWxk -  x.ll2, fc =  0, 1, . . .

Pour la preuve du théorème, on pourra consulter [DS83b].
Bien que ce résultat soit très puissant, l’inversion du Jacobien J(xjt) peut s’avérer 

difficile en pratique.
Un des atouts de la discrétisation par différences finies est que les matrices in

tervenant pour les problèmes issus de la mécanique des fluides peuvent se calculer 
aisément. En effet, aucun stockage n’est nécessaire dans notre cas pour la matrice 
Jacobienne, ce qui nous permet de pouvoir traiter des problèmes de grandes tailles - 
un point prometteur si l’on espère simuler des phénomènes nécessitant des discrétisa
tions très fines avec une équation de Navier- Stokes pour des fluides incompressibles
- . Dans l’optique de garder un stockage minimal, nous nous sommes écartés de 
toutes les méthodes de type Newton ou Quasi-Newton faisant intervenir des fac
torisations complètes de Gauss (LU) ou des préconditionnements nécessitant des 
factorisations incomplètes (ILU). Ces méthodes, très utilisées dans des implémen
tations sur l’algèbre linéaire, requièrent tout de même un stockage important pour
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notre problème. Citons [GRMM92] où les auteurs effectuent des comparaisons pour 
ce type d’algorithmes.

2.2.1 Newton-BICGSTAB dans la base des I.U.

Par la méthode classique (NEWT), on peut décrire l’algorithme de la façon 
suivante :
Pour résoudre F(îx, j )  =  0,

- On initialise « ,j  à

- A l’itération A:, on résout :

=F(«g>)
(2.5)

et>

- Le test d’Arrêt s’effectue sur la norme de

où représente le Jacobien de la fonctionnelle F(u) évalué en la k ^ me itérée
de tt.

Dans notre cadre, de discrétisations fines, la résolution du système (2.5) nécessite 
l’utilisation de méthodes bien appropriées. En effet, la matrice [«/(tt;j )] est une 
grande matrice creuse et de plus, non symétrique. Dans le paragraphe suivant nous 
donnons l’algorithme qui nous a semblé le plus performant pour notre problème 
d’inversion.

La méthode de Newton préconditionnée par les Inconnues Incrémentales (IU- 
NEWT) revient à résoudre le système linéaire dans la base des I.U., l’algorithme est 
le suivant :

Pour chercher à résoudre F (« ,j) =  0,

- On initialise «¿j à u-j

- A l’itération fc, on résout :

fsï-[MkJ)]-[s\-ïï =Ps]-^(«i5)
et, u \ ? l) = t ¡ W- [ S ] - 8 u

(2 .6)

- Le test d ’Arrêt s’effectue sur la norme de F(u,-j ).

t|W1J

J(u i?)l Su

¿k«j
+1) (k)

uh - Su

?(«

J(u ky 
,i ■
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où, [5] est la matrice de changement de base des I.U. pour un nombre maximal de 
niveaux de grilles (cf. Chap. 1), et le Jacobien dans la base des I.U.,

[M”J) = [î3]; [j(«S?)] • [si.
La matrice )] garde les mêmes propriétés que )] dans la base nodale,
ce qui nous a mené à inverser le système linéaire (2.6) de la même manière que le 
système (2.5).
L’utilisation des matrices [5] et [‘S] se fait de manière analogue à celle du chap. 
1, autrement dit, ces deux matrices sont toujours simulées et les produits matrice- 
vecteur les impliquant se font toujours récursivement.

Rem arque 4

L’inconvénient de la méthode de Newton est qu’elle recquiert à chaque itération, 
l’inversion d’un système linéaire. En pratique, cette inversion n’est toujours faite que 
par une méthode itérative donc de manière approchée. Il a donc été nécessaire de 
quantifier la précision de l’inversion dont il fallait s’assurer pour garder une bonne 
convergence (peut être plus quadratique, mais au moins linéaire). Dembo et al. ont 
analysé que l’ordre de convergence de la méthode inexacte de Newton est fonction 
du rapport entre la précision de l’inversion et le résidu de Newton [DES82]. Nous 
choisissons comme d’autres auteurs [CJ84], [NAS84] une méthode appelée méthode 
de Newton tronquée consistant à imposer un simple critère d’arrêt de notre méthode 
de Krylov en fonction du résidu courant de Newton :

-  F(«,W)

mm
Effectivement, nous nous rendons compte qu’il n’est souvent pas nécessaire d’inverser 
correctement le système linéaire dès les premières itérations de Newton, la solution 
calculée étant encore bien loin de la solution recherchée. Nous nommons les méthodes 
utilisant cette technique T-NEWT (comme Truncated-Newton method).

2.2.2 Résolution de systèmes linéaires non symétriques

Pour résoudre un système linéaire non symétrique qui fait intervenir une grande 
matrice creuse, on utilise, soit une méthode de type bi-gradient, soit une méthode 
de type GMRES.

Nous nous sommes penchés sur une méthode du premier type, due à Van Der 
Vorst [VOR92]. En fait, il s’agit d’une variante de la méthode BI-CG introduite par 
Fletcher [FLE76].

Dans BI-CG, l’approximation est menée de la manière suivante:

î  [ j l UJ
w £• !

50] i - 1: 10
Su
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- on construit deux suites de vecteurs r¿ (le résidu de BI-CG à la j eme itération) 
et f j  telles que:

rj est orthogonal à tous les f0, . . .  , f e t  vice versa, 

f j  est orthogonal à tous les ro ,. . .  ,T j-j.

- on peut écrire :
ri =  PÀ A ) • ro et, f j  =  Pj^A)  • f0 

où, Pj, Pj € Vj = =  1 +  (X\X +  . . .  +  ajXj \ai e  lR,i < j }  

d’après construction :

f a , * )  =  ( P i ( A )  • ro^PiCA)  • f 0) =  ( A ( i 4)P ,- (A )  • r 0, r 0) =  0 ,V t  <  j

ce qui exprime le fait que :

Pj (A)  • r 0 -L V e c t ( { r 0, ‘ A r o , . . .  , ( ‘ ^ " ^ 0 } )

On arrive au choix du polynôme Pj (Pj  étant choisi par la méthode de gradient 
conjugué).
Dans un premier temps, Fletcher a choisi Pj  = Pj  pour l’algorithme BI-CG, ensuite 
Sonneveld a eu l’idée de concentrer tout l’effort sur la convergence du résidu r¡ et 
donc de considérer la suite de vecteurs :
Tj =  Pj(A )r0, cette version a donné naissance à l’algorithme bien connu CGS 
[SON89].
Ces algorithmes, bien que performants, gardaient toutefois un inconvénient majeur : 
une décroissance non régulière de la norme du résidu [VOR92]. Dans le but d’amé
liorer ceci, Van Der Vorst a eu l’idée de choisir Pj  de la façon suivante:

Pj  =  (1 — w1a:)(l — u>ix). . .  (1 — tüjx)

où les u sont des constantes bien adaptés pour la convergence de l’algorithme. 
Bien qu’en pratique ces algorithmes de Bi-Gradient convergent beaucoup plus vite, 
théoriquement, BI-CG, CGS et BI-CGSTAB converge en au plus n itérations (où n 
est la taille du système à inverser), ce qui provient de la relation d’orthogonalité :

(Pi (A)ro, JP,(<A)fo) =  0 ,V i< i
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2.2.3 Quelques Préconditionnements pour BI-CGSTAB

Comme beaucoup de méthodes de Gradient, le coût de l’inversion peut être réduit 
considérablement en utilisant des algorithmes incluant un préconditionnement (pour 
plus de détails, on consultera [VOR92]).
En fait tout dépend du choix de la matrice qui va servir.
Dans un premier temps, nous choisissons la matrice de l’opérateur représentant la 
partie linéaire de F : il s’agit tout simplement de la matrice du laplacien (à la vis
cosité près) à laquelle on ajoute p • I.
Dans un deuxième temps, en observant notre matrice Jacobienne, J(u), nous pou
vons nous rendre compte qu’elle garde une propriété intéressante : elle est pratique
ment à diagonale dominante (elle est fonction de p, de la viscosité v  et de l’itérée 
de u et, par conséquent, dans certains cas cette propriété peut s’avérer fausse).

Le terme prépondérant, sur la diagonale est : 6 =  ^  ^  +  Pi et puisque p n’in

tervient que sur la diagonale, il s’en ressent que la propriété de dominance de la 
diagonale se renforcera d’autant que p grandira. Notons au passage que tous les 
autres termes élevés de la matrice seront atténués lorsque la viscosité diminuera.
De ce fait, nous décomposons J(u) sous la forme :

J(u) =  S I - j ( u )

et, considérons la décomposition en série de l’inverse de J(u) comme suit :

A«)"1 = j(/ + ^ ’(u) + 2̂.?(u)2 + • • • )

Comme dans la plupart des cas, 5 est prépondérant par rapport aux termes de la 
matrice j (u) ,  nous pouvons nous permettre de tronquer cette série au mieme terme 
pour obtenir une matrice approchant :

soit, Em{u) =  j /  +  ^ i ( « )  +  • • • +  ^ ¿ r i ( « ) m

Avec cette approximation, nous pouvons nous attendre à n’avoir aucun stockage 
supplémentaire et surtout ne pas perdre un point important de la réalisation infor
matique : le caractère vectorisable du code de calcul.
Citons Van Der Vorst [VOR82], qui a utilisé cette technique d’approximation pour 
développer une variante de la méthode de la factorisation Incomplète de Choleski 
vectorisable.

Donnons la description de l’algorithme BI-CGSTAB préconditionné, pour chercher 
à résoudre Ax  =  b avec I\ , la matrice de préconditionnement (K  ~  A) :

J(n
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- Etape d’initialisation :

soit xq valeur initiale ; r0 =  b — A xo ;
fo un vecteur arbitraire tel que (f0, r0) ^  0 , par exemple fo =  ro ; 
p0 = a = uo =  l (des constantes); 
u0 =  pq — 0 (des vecteurs);

A la ieme itération :

Pi =  (r0, r,-i) ; (3 =  ^  ;
Pi =  r,-_i +  /? • (p,_i -  £*>,-_! • u,_i) ; 
on cherche y tel que

K - y  = p{; (sl.l)
Vi =  Ay  ;

a =   ̂ ; 
(^o,v,)

5 =  r,_! -  a  • Vi ; 
on cherche z tel que

K  • z =  s ; (si.2)
t =  Az ;

0« =  ^ ;  (3)
x; =  x,_! +  o: • y + lüi • z ; 
r t- =  s — U i 't \

- le test d’arrêt s’effectue sur la norme de r,\

Tout d’abord, précisons le choix de K  dans chaque implémentation :

dans M G N E W T ,  nous avons considéré comme matrice:

I\ =  p i  — uA h où A h est la matrice de discrétisation du laplacien

et, nous avons effectué deux troncatures (m = 2 et m  =  3) dans le développe
ment de la série de J (u )-1 et choisi les deux matrices de préconditionnement ¿^(u) 
et £k(ti). Ces deux méthodes respectives sont nommées P 2N E W T  et P3N E W T .

On peut remarquer quelques points intéressants :

- Pour accroître l’efficacité de BI-CGSTAB avec préconditionnement, il est né
cessaire d’utiliser des solveurs performants pour résoudre les deux systèmes
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linéaires (sl.l) et (si.2). Nous choisissons une méthode Multigrilles Correction 
Storage utilisant la méthode itérative de base: Gauss-Seidel noir-blanc (cf. 
Chap. 1). Il ne faut pas oublier qu’il ne s’agit pas de la méthode Multigrilles 
la plus performante à l’heure actuelle, mais sa bonne vectorisation lui permet 
d’être comparable aux meilleures.

- Dans M G N E W T ,  comme l’initialisation de la solution se fait à 0, à la première 
itération de Newton, on doit inverser (2.5), autrement dit :

K  ■ Su =  Æ(u(0)),

ce qui ne doit coûter qu’une seule itération de BI-CGSTAB.

A priori, l’efficacité de ce préconditionnement devrait se faire sentir surtout 
pour la (ou les) première(s) itération(s) de Newton.

Remarque 5
Vu que BI-CGSTAB est une méthode de projection sur un sous-espace de Krylov, on 
peut attirer l’attention sur un point développé dans le paragraphe suivant : par une 
méthode de Krylov dans un schéma itératif de type Newton, il n’est pas nécessaire de 
former explicitement la matrice Jacobienne, car elle n’intervient que par son produit 
par un vecteur, quantité qui peut être approchée par un quotient aux différences. 
Toutefois, il ne nous a pas paru très intéressant pour autant d’approcher ce calcul 
par un quotient aux différences (comme fait par d’autres [DS83a] et [SS86]) du fait 
qu’aucun stockage (de la Jacobienne en l’occurence) n’est utile dans notre cas et 
que la complexité du produit matrice vecteur utilisant l’approximation est du même 
ordre que celle faisant intervenir la vraie jacobienne.

2.3 M éthode de GMRES non linéaire

Il s’agit d’une méthode due à P.N. Brown et Y. Saad, méthode non linéaire de 
projection sur des sous-espaces de Krylov [BS90]. Pour la décrire, il faut se repor
ter à un travail précédent [SS86] où Y.Saad et M.Schultz ont introduit l’algorithme 
GMRES pour résoudre des systèmes linéaires non symétriques. Dans un premier 
paragraphe, nous présentons l’algorithme de GMRES pour la résolution de sys
tèmes linéaires. Ensuite, l’objectif du second paragraphe est, pour notre problème 
non linéaire, de décrire les stratégies que nous utilisons lors de nos différentes im
plémentations. Parmi elles, la version Scaled-Preconditioned GMRES nous permet 
d’introduire comme fait dans la section précédente nos Inconnues Incrémentales ainsi 
que le préconditionnement par l’inverse de la partie linéaire de la fonctionnelle.
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2.3.1 Résolution de systèmes linéaires non symétriques par 
GMRES

Cet algorithme peut être considéré comme une généralisation de l’algorithme MINRES 
du à Paige et Saunder. Ils exploitent tous deux, une relation entre la méthode de 
Lanczos et la méthode du Gradient Conjugué (GC) : que ce soit pour résoudre 
Ax  =  b par GC, ou pour résoudre le problème aux valeurs propres pour la matrice 
A, il s’agit de méthodes de Galerkin sur le sous-espace de Krylov,
Kk =  Vect({ui, Av\, • • • , v4fc-1ui}). G M R E S  utilise le procédé d’Arnoldi [ARN51], 
qui construit une base orthonormale par la méthode de Gram-Schmidt :

Vk =  • • • , i>*}) du sous-espace de Krylov Kk.

De plus, le procédé d’Arnoldi construit une matrice de Hessenberg Hk de dimension 
(k,k), telle que:

Hk = tVk - A - V k.

Au lieu de résoudre Ax  =  b par une méthode de Galerkin utilisant Vk, on écrit la 
solution Xk comme étant :

Xk = xq +  Zk où 2o est la valeur initiale de la solution et,

Zk G Kk =  Vect({r0, Ar0, • • • , Afc-1r0}) avec, r0 = b — A - x0

Donnons la description du procédé :

-  x0 valeur initiale, calculons le résidu r0 = b — A - xo

-  calcul de ¡3 = ||r0|| et =  jjr0

-  Pour j  =  1,2, • • •

hitj =  {A ■ Vj, Vi) pour i =  1, • • • , j
3

vj+1 =  A - V j  - J 2 h i,jVi 
i= l

hi+ U  =  l|wj+i|| et vJ+1 =
uj+i ,î

Ce qui revient à définir une matrice Hk de dimension (k + l ,k )  dont les éléments 
non nuls sont les h^j pour 1 <  i <  j  +  1, (1 <  j  < k).

Nous arrivons à l’étape de minimisation du résidu :

Mi n  IIb -  A - (x0 +  z ) h  -  Mi n  ||r0 -  A • z ||2
z£Kk z£l\k
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On peut considérer z comme étant les coordonnées de y dans la base V* ou encore :

z = Vk - y

et, le problème de minimisation sur Kk revient à un problème de minimisation d’une 
fonctionnelle J (y )  sur tout IRk :

M in  \\(3vi -  A  • Vk • y ||2 =  M i n J ( y )  où /3 =  ||r0||2
y£Rk yeRk

En utilisant une relation liant Vjt à Hk'.

A -V k = Vk+i • Hk

J ( y )  =  H14+1 • (/?d -  Hky )h  =  ll^ci ~  H kyh  où e, =  *(1,0, • • • , 0) € IRk+1 

car Vjt+i est /2—<orthogonale.
Pour résoudre le problème de moindres carrés : M .in J ( y ),

y s n k
il suffit d’utiliser la méthode de Givens (de rotations planes) pour factoriser la ma
trice de Hessenberg Hk sous la forme Qk • Rk- L’implémentation de l’algorithme se 
fait de manière très pratique, la factorisation de Givens de Hk se fait progressivement 
à chaque création d’une nouvelle colonne de Hk par procédé d’Arnoldi. L’intérêt de 
la factorisation progressive réside dans le fait que la norme du résidu de la solution 
approchée peut être calculée sans même la nécessité de former la solution approchée
Xjç.

Ainsi, après k étapes du procédé, la décomposition de Hk est complète :

Qk - Hk = Rk où Qk G IR(k+1)x(k+1) est le produit de matrices de rotations,

et, Rk € JR(k+1)xk est constituée d’une matrice triangulaire supérieure à laquelle on 
rajoute une ligne de 0.
Comme Qk est unitaire,

J (y )  =  \\pei -  Hky h  =  Il Qk • [fier -  fffcy]||2 =  | |^  -  / î fcy ||2

où gk =  Qkfie 1

Pour effectuer la minimisation de J ”, il suffit d’inverser le système triangulaire su
périeur provenant des k premières lignes de Rk et g k (la dernière ligne de Rk étant 
constituée de 0) : ce qui nous donne directement la valeur de J(yk)  qui est la der
nière composante de gk- Et, en fait J (y^) est la norme du résidu, obtenue sans même 
avoir formé la solution Xk :

J(Vk) =  H#* -  RkVk\[ =  (gk)k+ 1
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2.3.2 Les I.U. pour préconditionner GMRES non linéaire

Dans un premier temps, nous discutons du remplacement du produit de la ma
trice Jacobienne par un vecteur, par un quotient aux différences, de la forme:

F(u + <rv) -  F (u)
J (u ) ■ v fa —---------------- —

G

où u est l’approximation de la racine et a un scalaire.
Ensuite, nous expliquons le procédé de recherche suivant une ligne (cf. [BS90] et 
[DS83b]) et, nous présentons la version de l’algorithme G M R E S  non linéaire avec 
préconditionnement. Dans ce cas, nous appliquons les Inconnues Incrémentales ainsi 
qu’un autre préconditionnement plus classique.

Approximation de la Matrice Jacobienne

Pour expliciter ce point nous citons un résultat dont la preuve pourra être vue dans 
[DS83b].

T héorèm e 2.3.1

Soient F et x* vérifiant les hypothèses du théorème 2.2.1 
il existe e, h > 0 tels que,
si {/ifc} est une suite de réels vérifiant 0 < | hk |<  h. et, xo G N(x*, e), 
la suite x 1, x2, • • • générée par :

(A kh  = +  3 = I X - "  ,n
xfc+1 = x k - A k 1F (xk) k = 0,1,-••

est bien définie et converge q-linéairement vers x*, si lim hk = 0

De plus, la convergence est q-quadratique vers x* si, il existe une constante 
Ci telle que :

I A» i<

Ce théorème très utile ne nous enseigne pas la manière d’effectuer le choix de hk. 
La situation est la suivante : en faisant l’approximation de J ( x ^ ) j  par (Ak).j l’erreur 
est de l’ordre de hk d’où la nécessité de prendre hk petit. De plus, si l’on prend hk 
trop petit, xW  +  hkej peut être si proche de que F(xW +  hkef) =  F(xM).
En l’absence de d’autres informations, Dennis et Schnabel préconise de prendre 
hk =  y/ë.xW  , et ils expliquent pourquoi l’approche par un pas uniforme peut être 
désastreuse dans le cas où les composantes de x ^  ne sont pas du même ordre de 
grandeur.

F(xk h lrC * F(xk

'(**)I li'i  Cil
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La techn ique  de R echerche suivant une ligne

Cette technique a été développée dans le but “d’élargir” le bassin d’attraction de 
Newton. L’idée est simple: supposons que l’on ait obtenue une direction de descente 
pk, on doit chercher un pas dans cette direction pour avoir u(fc+1) la nouvelle itérée 
de la solution. Et, pour qu’elle soit une bonne itérée, il suffit donc de vérifier que 
cette nouvelle solution réduit la norme du résidu de Newton.

L’algorithme de backtracking  line-search est le suivant :

Soit a  € [o, 2 ] (par exemple =  10“4), 0 < / < u < 1, À* =  1,

Tant que ||F(ttfc +  Ajtpfc)|| >  ||jP(rifc)|| +  a \ kJ(uk).pk, faire:

A* =  rjXk pour 77 € [/, u] où 77 est choisi à chaque fois comme ci-dessous 
u*+i =  uk +  x kpic

fin

Pour plus de détails, on pourra consulter [DS83b].

Le P réco n d itio n n em en t

Dans le but d’améliorer leur efficacité et leur robustesse, l’usage des méthodes de 
projection sur des sous-espaces de Krylov nécessite l’utilisation de préconditionne
ments.
En général, préconditionner un algorithme revient à faire un changement linéaire de 
variables et à résoudre un système équivalent :

( « - ■  • J  . P - ' )  ■ S =  Q - ' . b  . .
où 6 =  - F { u”) ( 1

J  est toujours la Jacobienne de F  évaluée en un, et, P,Q  étant choisies de manière 
à ce que le système (2.7) soit plus facile à résoudre que l’original.
Dans cette version, deux systèmes linéaires doivent être résolus à chaque itération :

P -y = c et Q - y = c

Il paraît évident que cette résolution supplémentaire ne doit pas pénaliser le coût de 
la méthode. D’où l’utilisation de solveurs très rapides pour ces deux inversions. 
Dans notre cas, nous avons pris Q~l =  /  et P~l = S  la matrice de changement de 
base des I.U. (cf. Chap. 1) et nommée IU G M R E S  ¡’implémentation. M G G M R E S  
fait appel à l’algorithme qui utilise Q =  p i — v A P  = I  mais uniquement quand
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le nombre d’itérations de linesearch backtracking précédent est nul (i.e. quand le 
préconditionnement vaut la peine d’être utilisé, cf. 2.2.4).

Une différence intervient, toutefois, avec l’utilisation de préconditionnements ; en 
effet, la norme du résidu associé au (2.7) est:

||?|| =  | |6 - J Ï | |  où 6 =  6,
J =  JS, 

et, 8 = S -1S.

L’algorithme est le suivant :

(0) Initialisation, choix de u°

(1) Procédé d’Arnoldi

• choix d’une tolérance e

• soit valeur initiale ; =  — (F + J S ^ )  où F  =  F(uk) et J  = J(uk) x S

• calcul de /3 = ||r^ ||2  et t>i =  j j S r ^

• Pour j  =  1,2, • • • faire :

(a) calcul de Jvj,
(b) h{J =  pour i = 1,2, • • • , j

j
(c) vj+1 = Jüj — ^2  hijVi

(d) hj+i j  = \\vj+i\\2,

(e) Sj+1 =
n i + l  ,3

(f) calcul de la norme du résidu pj =  ||F  +  J 5 ^  [¡2, de la solution 
que l’on voudrait obtenir si l’on s’arrêtait à cette étape

(g) si pj < e alors, on pose m =  j  et on va en (2)

(2) Calcul de la solution approchée (par GMRES)

• on définit Hm la (m + 1) x m —matrice de Hessenberg formée des éléments 
non nuls hitj, et Vm =  [¿1, • • • ,ûm]

• on trouve ÿm solution du problème de minimisation M.in\\/3e 1 — Hmÿ H2 
sur m m (ei = 4 (1,0, • • • , 0))

• on calcule ~8{m) =  ~5(0) +  ¿(m) où ¿ (m) =  Vmÿm,
~ (m)

• on calcule (en accord avec “backtrack linesearch”), uk+1 =  uk + S8 
Si «fc+1 assez précis alors on va en (3), sinon on va en (1).

(3) Fin de la résolution.

[h

8{i)
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2.4 Résultats Numériques

Nous avons mis au point les méthodes en résolvant le problème discret (2.4).
En effet, comme stratégie, il nous semble intéressant de considérer des fonctions 

exactes discrètes, de leur appliquer l’opérateur non linéaire discret de manière à 
obtenir le second membre exact du problème discret. Ensuite, en prenant une solu
tion initiale pas trop mauvaise, on résout le problème discret avec le second membre 
discret (exact). Nous proposons une autre stratégie dans [GP95].

Tout d’abord, nous présentons nos différents tests de comparaison et les motiva
tions de notre choix. Ensuite, nous donnons les deux fonctions tests u3ex et u4ex (de 
IR2 dans ZR2) que nous utilisons comme solution exacte de notre problème discret. 
Nous avons choisi 0 comme condition initiale, donc la norme de la fonction exacte 
nous permet de quantifier la distance initiale de la solution exacte. Il nous a sem
blé intéressant de choisir deux fonctions très oscillantes (de norme différente) (cf. 
page 121 et 122).

|«3Cx|l~ «  1.1 |«4ei|i,«, «  2.7

2.4.1 Présentation des tests
Nous considérons plusieurs valeurs des deux constantes intervenant dans le pro

blème (2.1) pour établir nos tests. Tout d’abord, pour une discrétisation de 1292 
points, nous faisons varier la constante p comme s’il représente l’inverse d’un pas de 
temps pour un schéma implicite. Nous choisissons des valeurs particulières :

-  p =  0 nous rapproche des opérateurs intervenant dans le calcul d’écoulement 
stationnaire visqueux,

-  p = 128 nous simule l’opérateur intervenant dans le calcul d’un problème 
évolutif non linéaire (à l’aide d’un schéma implicite) avec un pas de temps du 
même ordre que le pas d’espace.

Après quelques expériences p = 64 s’est révélée une valeur suffisante.
Quatre premiers tests nous permettent de tester nos algorithmes pour chacun des 
deux problèmes discrets et pour chacune des fonctions exactes testées. Au test T5, 
nous nous mettons dans le cas d’une faible viscosité et d’un coefficient p =  128, des 
constantes pouvant approcher un calcul d’écoulement instationnaire peu visqueux. 
Le dernier test reprend le test T5 pour un problème stationnaire.
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2.4.2 Résultats pour les méthodes de Newton
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Nous rappelons dans un premier temps les noms de méthodes utilisées et les para
graphes où elles sont explicitées, ensuite la série de tests qui nous ont semblé très 
significatifs, suivi de deux tableaux de résultats à ces tests.

• N E W T  et IU N E W T  : Paragraphe 2.2.1 p.31

• M G N E W T  et P2N E W T  : Paragraphe 2.2.5 p.34

• T  — N E W T  : Paragraphe 2.2.2 p.32

Le tableau ci-dessous rappelle la série de tests présentés précédemment servant de 
base à notre étude :

Tests Fonction Discrétisation P V

Ti 3 1272 0 0.1
t 2 3 1272 64 0.1
t3 4 1272 0 0.1
t4 4 1272 64 0.1
t5 3 1272 128 10~3
T6 3 1272 0 0.01

Nous récapitulons les résultats aux tests proposés ci-dessus, pour chacune des mé
thodes de Newton : le chiffre entre parenthèses représente le nombre d’itérations de 
Newton, le nombre suivant, le temps CPU pour obtenir la convergence et le dernier 
le nombre total d’itérations de BI-CGSTAB.

Tests N E W T M G N E W T IU N E W T P2N E W T

Ti (6)73/1049 (4)34/20 (4)17/127 (6)124/655® 1
t 2 (4)20/290 (4)23/16 (4)34/262 (4)41/215
t 3 (7)139/1775 (8)660/373 (6)48/334 (6)226*
t 4 (4)34/429 (4)58/58 (4)46/321 (7)61/327
Ts (4)5/63 (4)29/68 (5)113/936 (4)16/84
Te (9)146/2198 (9)700/400* (9)72/560 (9)303/1689

Le test de sortie sur la norme L2 du Résidu de l’inversion par BI-CGSTAB est 
5.10-10, pour les méthodes: N E W T , M G N E W T  et IU N E W T .  Pour P2N E W T  
et P3N E W T ,  ce test est de 10-13, ce qui se justifie par le changement d’échelle de 
ces algorithmes atténuant l’ordre de grandeur du résidu.
A certaines itérations de Newton, nous nous sommes rendus compte que l’ inversion

1. Cas de stagnation du résidu de Newton a 5.10-9
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s’avérait difficile sans pour autant empêcher la convergence de la méthode. Pour 
pallier à cette difficulté, nous nous sommes fixés un nombre maximal d’itérations 
(2000) de Bi-Gradient, et un test relatif de stagnation du résidu. Ce dernier teste 
la valeur du rapport entre la différence de deux résidus consécutifs de Gradient 
et le résidu courant. Il faut bien se rendre compte que le test de convergence, le 
nombre maximal d’itérations et le test de stagnation doivent quand même être fixé 
pour permettre l’inversion la plus précise de la matrice jacobienne. En effet, une 
résolution imprécise du système linéaire nous ramènerait au concept d’une méthode 
de Newton tronquée (truncated-Newton method) ou quasi-Newton.

Remarque sur le test de stagnation
Si on observe le comportement du résidu par la méthode BI-CGSTAB, on constate 

visiblement que dans certains cas la décroissance peut être perturbée. Cette décrois
sance reste quand même beaucoup plus régulière que celle des anciens algorithmes de 
gradient pour les problèmes non symétriques [VOR92]. D’autre part, comme toutes 
les méthodes de gradient, la courbe de décroissance du résidu de BI-CGSTAB pré
sente les caractéristiques habituelles : une première zone assez plate, le temps de 
trouver une coordonnée substantielle du vecteur de base de l’espace de Krylov (di
rection de descente), une zone un peu plus accentuée où effectivement cette bonne 
direction a été trouvée puis, une troisième zone de stagnation présentant parfois des 
oscillations, difficilement interprétables à cause des erreurs d’arrondi qui découlent 
de la précision des moyens informatiques. Nous avons choisi pour le test de stagna
tion, estag =  10-4. Avec r; représentant le résidu de BI-CGSTAB à l’itération /, le 
test de stagnation est :

I INI: -  lln+ilU I  ̂ .
IMU S s ta g '

De plus, nous nous sommes fixés un nombre maximal de 10 itérations pour 
l’inversion par Multigrilles de chaque système linéaire. Enfin, le test de sortie porte 
encore sur la norme L2 du résidu: il est de 10-14.

Analyse des tests relatifs à la fonction 3
Les résultats sont très clairs : si l’on regarde les temps CPU mis pour obtenir la 

convergence, pour le test Zi, les méthodes IU N E W T  et M G N E W T  sont les deux 
plus rapides avec des facteurs d’accélération de la convergence (f.a.c.) respectifs de 
4,3 et 2,1 que la méthode non préconditionnée N E W T ,  par contre, quand on aug
mente p (au test T2, p =  64), M G N E W T  reste inchangée quand on constate que le 
préconditionnement pax les LU. retarde la convergence (f.a.c. =  0,6).
On explique ce phénomène par la variation du nombre de condition de la matrice 
Jacobienne. En augmentant p, on renforce la diagonale ce qui a pour effet de dimi
nuer le conditionnement de J(u) et pax conséquent facilite l’inversion dans la base 
nodale. Cette propriété est perdue dans la base des Inconnues Incrémentales car 
après multiplication de J(u ) à gauche pax lS  et à droite par S, on ne peut plus 
rien dire du conditionnement de la matrice obtenue J( tt), la matrice S  n’étant pas
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orthogonale. Mais, utiliser M G N E W T  reste toujours intéressant, du fait que les 
deux résolutions des systèmes linéaires (sl.l) et (si.2) (cf. page 113) font intervenir 
une matrice (p i  — vAh.) prise dans la base nodale, donc, facilement inversible.

Si l’on regarde les résultats obtenus pour P 2N E W T ,  on s’aperçoit que les temps 
CPU sont même plus grands que ceux mis par la méthode N E W T .  Toutefois, l’ana
lyse de la page 112 reste vraie, on peut le constater avec la variation du nombre 
d’itérations de BI-CGSTAB lors des tests Ti, T2 et T&. (Le test T5, bien qu’étayant 
notre propos ci-dessus sur la variation du conditionnement de la matrice Jacobienne 
sera examiné par la suite). Nous avons vérifié le gain sur le nombre d’itérations pour 
P3N E W T  par rapport à P2N E W T , ce qui s’explique par l’approximation plus pré
cise de l’inverse de J(u) par la matrice de préconditionnement ^ ( u )  que E2(u) (cf. 
2.2.3).

Il faut tout de même s’interroger sur les résultats des méthodes faisant intervenir 
un préconditionnement polynomial. Nous obtenons toujours un gain sur le nombre 
d’itérations mais une perte de temps CPU. En fait, il suffit de remarquer que Van Der 
Vorst, lors de son implémentation de ce type de méthodes, à effectuer une partie de 
son code de calcul en langage assembleur, en l’occurence, le produit matrice-vecteur. 
Cette pratique a eu pour effet de diminuer de façon significative le coût du produit 
matrice-vecteur. Cette opportunité, ne faisant pas partie de nos compétences, nous 
laisserons tomber l’étude de P nN E W T .

Au test T5, la Jacobienne dans la base nodale a sa diagonale tellement domi
nante, que l’inversion est quasiment immédiate. Aucun préconditionnement ne peut 
améliorer cette convergence, tous ceux que nous avons étudié, la retarde. A cause 
de la grande valeur de p, IU N E W T  est forcément la méthode la plus lente.

En diminuant la viscosité (du test Ti au test Te) nous obtenons bien que l’inverse 
de la partie linéaire de la fonctionnelle non linéaire ne peut pas approcher de façon 
aussi précise l’inverse de la jacobienne, si bien que le résidu de M G N E W T  stagne.

Analyse des tests relatifs à la fonction 4
Nous observons le même comportement des méthodes N E W T  et IU N E W T  que 
pour la fonction 3. Pax contre, M G N E W T  ne converge plus aussi rapidement. 
Nous remarquons que cette dégradation provient d’une stagnation du résidu de BI- 
CGSTAB dès la troisième inversion. Nous nous attendions bien à la diminution des 
performances de ce préconditionnement à mesure de l’augmentation des itérations 
de Newton. Le test T3 est le plus difficile, d’une part à cause du second membre 
discret qui y intervient, et d’autre part par la faible valeur de p. Pour adapter notre 
préconditionnement, il serait intéressant de l’utiliser avec une méthode tronquée ou 
uniquement lors des premières inversions.
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Nous présentons les résultats, aux mêmes tests, des méthodes de Newton tron
quées obtenues en faisant varier le test de sortie de l’inversion en fonction de la 
valeur du résidu de Newton :

Tests T -N E W T T-M G N E W T T-IU N E W T

Ti (4)45/551 (4)29/16 (4)8/55
t 2 (4)8/117 (4)21/18 (4)14/97
Tz (8)84/1060 (6)250s 2 (6)17/118
Ta (5)16/189 (4)40/21 1 (6)23/162
n (4)4/44 (4)22/44 (7)148/1078
T6 (10)132/1641 (10)393/164 (8)33/234

On peut dire, d’après le tableau des résultats ci-dessus que tous les temps CPU 
sont améliorés sauf lors du test T5, où la convergence est pratiquement immédiate 
par N E W T .  Le nombre d’itérations de Newton est quelquefois plus grand que celui 
obtenu pour les vraies méthodes de Newton, ce qui est un résultat classique [DS83a]. 
Nous rajouterons juste que les résultats varient de la même manière face aux dif
férents tests que les anciens. Comme prévu, MGNEWT est améliorée mais n’est 
toujours pas adaptée pour les dernières itérations de Newton.

2.4.3 Résultats pour les méthodes de GMRES

On propose la même série de tests que ceux effectués pour les méthodes de Newton, 
rappelée dans le tableau ci-dessous :

Tests Fonction Discrétisation P V

T\ 3 1272 0 0.1
t2 3 1272 64 0.1
Tz 4 1272 0 0.1
Ta 4 1272 64 0.1
t5 3 1272 128 10"3
T6 3 1272 0 0.01

2. Cas de stagnation du résidu de Newton a 5.10-9



Ensuite, le tableau ci-après regroupe les résultats aux tests obtenus :

Résultats Numériques___________________________________________________  127

T e s t s GM RE S MGGMRES IUGMRES

Ti (1073) 231 (515) 117 (73) 14
t2 (182) 31 (52) 26 (144) 29
Tz (1217) 244 (421) 144 (129) 25
T a (235) 42 (105) 48 (174) 34
t5 ( 46 ) 7 (45) 14 (1023) 248
Te (1255) 272 (653) 209 (156) 30

Les chiffres entre parenthèses représentent le nombre d’évaluations de la fonc
tionnelle non linéaire F, et le nombre qui suit, le temps CPU sur CRAY-YMP mis 
pour obtenir la norme L2 du Résidu de Newton inférieure à 1.10-9. Comme dans 
le paragraphe 2.4.2, nous avons fixé un nombre maximal de 10 itérations pour l’in
version pax Multigrilles de chaque système linéaire et le test de sortie porte sur la 
norme L2 du résidu 10~14.

Tout d’abord, explicitons les divers paramètres de l’impléme itation :
la taille maximale de la dimension de l’espace de Krylov est tmk  =  50, et l’étape 

d’initialisation se fait avec une projection sur deux vecteurs de base. Le critère 
d’augmentation/diminution de la dimension de la base orthonormale V  de l’espace 
de Krylov sur lequel on fait la projection :

-  si F(uk) < 1,3 • F(ufc_1) alors, on augmente la taille de deux

-  si F(uk) > 5 • F («fc_1) alors, on diminue la taille de deux.

De plus, pour l’implémentation de la procédure de “linesearch backtracking” (cf. 
page 118), nous avons pris les paramètres suivants:

l = 0,1 , u = 2,0 et a  =  10"9

Nous avons limité le nombre d’itérations de backtracking à 4, et demandé au coeffi
cient 77 d’être toujours supérieur à une valeur 5.10-3. Le paramètre hk du théorème 
2.3.1 a été fixé comme l’a suggéré Dennis et Schnabel dans [DS83b], i.e. de la forme :

hk = \/ë  • max{\ ttk |, typuk}sign(uk)

où, e représente l’erreur relative en calculant F(u), typuk la taille approximative de 
l’inconnue cherchée, et sign(uk) le signe de l’inconnue ujt. En l’absence de d’autres 
informations, e sera choisi égal à la précision des moyens informatiques en notre 
possession, sinon, nous avons utilisé la proposition de Saad, à savoir :

resid^~^- -Ji lO'-i)
Mox\ \Hif  +

4 °  = — 2--------s-----------k 9.
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Analyse des tests utilisant la Fonction 3
D’emblée, nous pouvons remarquer que le préconditionnement par Multi-grilles uni
quement pour les premières itérations de Newton gagne en efficacité. En effet, il 
améliore la convergence aux tests Ti ,T2, et X$. De plus, on s’aperçoit toujours de 
l’étroit lien de la rapidité de convergence et du conditionnement de la matrice Ja- 
cobienne simulée dans les méthodes de GMRES (cf. 2.4.2).
Pour le test Tj, le facteur d’accélération de la convergence (f.a.c) est de 16,5 pour 
IUGMRES et de 2 pour MGGMRES; pour le test T6, le f.a.c est de 9,1 pour 
IUGMRES et de 1,3 pour MGGMRES. Ce qui nous permet de redire que le pré
conditionnement par les I.U. est mieux adapté aux tests utilisant la fonction 3 avec 
p =  0. Même au test T2, nous obtenons un f.a.c pour IUGMRES supérieur à 1 donc 
meilleur que celui obtenu pour les méthodes de Newton.

Analyse des tests utilisant la Fonction 4
Du fait des versions implémentées de l’algorithme GMRES (versions utilisant la 
procédure de linesearch-backtracking), on pouvait s’attendre à de meilleurs résul
tats (pour les tests utilisant la fonction 4) que pour ceux provenant des méthodes 
de Newton. Ce qui a été le cas uniquement pour les algorithmes préconditionnés.

D’abord, les méthodes GMRES et MGGMRES ont le comportement attendu, à 
savoir une vitesse de convergence accrue quand le paramètre p, simulant l’évolution, 
augmente. Ensuite, la méthode MGGMRES converge pour les deux tests, par contre, 
elle n ’améliore en rien la vitesse de convergence de GMRES, bien au contraire, elle 
la ralentie (f.a.c =  0,4 pour T$ et f.a.c =  0,3 pour X4). L’autre méthode IUGMRES 
nous donne des résultats plus intéressants, elle augmente la rapidité de convergence 
pour les tests T3 et T4 (f.a.c =  2,8 et 1.2).

2.5 Conclusions

Tout d’abord, il faut reconnaître l’intérêt de la méthode de GMRES pour ce 
genre de résolution pour les atraits suivants : sa modulabilité, sa robustesse et sa 
rapidité. En effet, il est aisé de changer de problème du fait qu’il suffit seulement de 
changer le sous-programme effectuant l’évaluation de la fonctionnelle non linéaire 
et d ’adapter quelques paramètres. De plus, les résultats prouvent bien que les In
connues Incrémentales sont un bon candidat pour accélérer la convergence lors de 
la résolution du problème (2.1). Elle demeure une méthode un peu plus lente que 
les méthodes de Newton tronquées, et plus gourmande en espace mémoire. En effet, 
l’implémentation utilisant une taille maximale du sous-espace de Krylov de 50 utilise 
deux fois plus d’espace mémoire que les implémentations de Newton-Bicgstab.

Nos résultats prouvent aussi qu’il est plus important de rechercher de bons pré
conditionnements pour résoudre le système linéaire intervenant dans des schémas de
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type Newton que de s’intéresser aux différents types d’algorithmes de résolution.
Au sujet des différents préconditionnements que nous avons expérimenté, nous 

avons montré qu’il était préférable d’utiliser les Inconnues Incrémentales au lieu du 
préconditionnement par l’inverse de la partie linéaire quand le paramètre qui simulait 
l’évolution était petit (en valeur absolue) et que la préférence s’inversait quand ce 
paramètre devenait de l’ordre du nombre de points. Nous avons aussi montré que 
le préconditionnement par l’inverse de la partie linéaire s’avérait être performant 
pendant seulement le début de la résolution, et qu’il vallait mieux s’en passer par la 
suite.
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Annexe A 

Discrétisation du problème de 
Neumann

Tout d’abord précisons quelques notations en dimension 2 : 
Soit Q =]a, 6[x]c, ¿[, on rappelle (1.2) :

Au + u =  /  dans fi 

=  0 sur dCt

Soient Rh = (xk,yi)k,l e ZZ

/ . s \  r ^1  r r ^ 2  ^ 2  r
<rh1h2w  = ~ y  >æfc + y tx - y ’ yt+ y l 

a/u/i2(M’r)= U * M 2(** + *y»y*+.7y) 
(*,i) € ¿z2 
1*1 + lil < r

d’où l’espace d’approximation constitué des fonctions étagées suivantes

wh M (x >y) = x <rhih2(M)(x ’y)

soient

(di4>) (x, y)
_1_

<f>(x + y > y) - ̂(x - y  » y)

(d2</>) (*,y) =  j -  
à2 <Kx>y +  ~  ^ ( * > y - y )

le problème approché s’écrit :

trouver u^ =  ^  Uh(M)wfl^  tel que,
Meftj,

ak{uh,Vh) =< lh,v h > Wvh € Vect(wh M )

M
Xk \
yi
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ou :

et,

aa(«a, vh) = J 2 j ù (d«u/i(x> y)) 0e» y) (divh(x , y)) (x, y)dxdy +  jf uhvhdxdy,

< /fc,Vfc > =  J ^ f (x , y )v h(x,y)dxdy,  

ü l  =  {M /M  € Äfc ei orÄlÄa(AT, 1) fi ft 0}

= <7/i1/i2(M)Ua/i1/i2(a:fc-^L>î/')Û /ll/l2(xfc + -̂,y/)
+  1?) u  ah1h2^ y i  -  f y )

A
arh1h‘S.M A )

en posant : P ^ ^ A(x,-) =  [x,- — ^-, xt- +  [,

B(Vj )  =
/i2 . h2 

yj — TfiVi + ~ , C (x*;) — C (yj) — [y¿-i,yj[

W,l)

U o h ih -À

:k+i[[*fc»
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ah (w h M , w h p ) =

hih2 Ja ! a \ * C ~ ( x k) X B(yi)(x ' y } ~  '*C+ (xjt

x {xc-(xi)xB(yj)^y) ~ xc+(Xi)xB{yi)(x'y)}dxdy

w ; I L  \ x A (Xi) x c - { yj ) ^ y )  -  x A{Xi) xc+(»)( l ' ÿ)}

X -  XA ( x , , ) x C * ( y , ) ^ } dxdy

+  j: j:  XA(xi) x A(Vj) U A(xk) x A(y,)(x<y)ixdy
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(Xk : C~ (y/),(*>y

B(y (*»y.
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Introduction

This part is divided into three chapters.
The first chapter presents the equations constituting the evolutive Navier-Stokes 

problem which models the two-dimensional incompressible flow of a Newtonian vis
cous fluid, and the physical problem which is treated. We precise our way to visualize 
the numerical results.

In the second chapter, we develop a numerical resolution method based on a 
staggered finite differences discretization, like the Marker And Cell method (MAC) 
one, that we valid for the squared lid driven cavity problem for Reynolds numbers 
until 5000. At each time step, we solve a generalized Stokes problem by an orthogonal 
projection algorithm which consists in apply a conjugate gradient method onto the 
kernel of the discrete divergence operator. The resolution of the pressure problem 
requires a preconditioner, then we use the classical multigrid algorithm used in the 
first part to perform the inner iterations. Several results prove that our resolution 
method is efficient and robust.

The last chapter deals with the development of a multilevel method based on a 
concept emerging from new results from the dynamical systems theory. We set in a 
case of a solution computed for a quasi periodical state, the Reynolds number is 104 
and the discretization is fine and still uniform (2572 points). Although, basis ideas 
are valid for asymptotic state, we try developing the method in the transient state 
of the flow.

The first step is dedicated to introduce new I.U. which have the special feature 
giving the staggered property of the M.A.C. mesh, onto the all grids _ we called them 
Staggered Incremental Unknowns (S.I.U.), which axe of second order and permit to 
hierarchize the velocity field and the pressure. Moreover, an analysis of the norm 
of many quantities coming from the discrete system enable us to obtain nonlinear 
dynamic indicators.

We think that it is possible to freeze in time the small-scale quantities in order 
to compute quickly the large-scale one. By frozen the nonlinear interaction term, we 
project the discrete system on the coarse grid. The restriction choice stands before 
solving the coarse system.
Finally, we propose a scheme class of Non Linear Galerkin type.
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Chapitre 1 

Présentation du problème

1.1 Rappels théoriques et formulation

Les équations de Navier-Stokes sont des équations provenant de la mécanique 
des milieux continus qui modélisent l’écoulement d’un fluide newtonien. Nous limi
terons notre étude au cas d’écoulements bi-dimensionnels visqueux incompressibles. 
L’incompressibilité signifiant une densité constante du fluide, deux variables sont 
nécessaires à la description de son état :

u (x ,t)  est le vecteur vitesse de la particule au point x à l’instant t, 

p(x, t) est la pression du fluide au point x à l’instant i, 

x € fi ouvert borné de JR2 et t £ IR+.

Par le principe fondamental de la dynamique et la conservation de la masse, nous ob
tenons les équations dites de Navier-Stokes, régissant l’écoulement bi-dimensionnel, 
dans Cl, d’un fluide newtonien visqueux incompressible soumis à la densité des forces 
extérieures / :

i — P-Au 4- Vp =  /  dans Cl x 1R+ 
y V.u =  0 dans Cl x HÜ'

où p représente la densité constante du fluide, 
fj, le coefficient de viscosité dynamique, 
et ^  représente la dérivée particulaire.

En fixant une longueur, un temps et une vitesse caractéristiques de l’écoulement, 
on présente la forme adimensionnée des équations en reprenant les mêmes notations 
pour les quantités réduites :

Au  -1- (ti.V)it -|- Vp =  f  dans fî x JR^ ( I I )
V.u =  0 dans Cl x IR+
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La constante Re est le nombre de R eynolds (sans d im ension) qui est fonction de la  

viscosité  dynam ique et de la densité du fluide donc caractérisera son état.

Pour obtenir la form ulation vitesse-pression, il reste à m unir le systèm e (1.1) de 

conditions in itiales e t  de conditions aux lim ites. Nous considérerons une form e de 

conditions aux lim ites de type Dirichlet.

u ( x ,0 )  =  uo(x) Vx €  f i,  (1.2)

où uq doit nécessairem ent vérifier V .uo =  0, et

u(x,t)  =  g(x,t )  Vx €  dCl (1.3)

g doit aussi vérifier la  condition de flux nul : /  g.rida =  0, où n  est la  norm ale

exterieure au dom aine fi.

Il ex iste  bien d ’autres form ulations pour les équations de Navier-Stokes, com m e  

la  form ulation fonction de courant-vorticité utilisé par [GGS82],[GOY94], la  formu

lation  vitesse-tourbillon  utilisé par [DAU92],[M ED95] m ais l ’intérêt prem ier de la  

form ulation vitesse-pression est de perm ettre l ’extension  la  plus facile possib le aux  

écou lem ents tri-dim ensionnels.

Il nous est nécessaire aussi de rappeler aussi le  problèm e de Stokes, considéré  

com m e problèm e approché de Navier-Stokes pour des écoulem ents stationnaires s ’ef
fectuant à très faible nom bre de R eynolds, s ’écrivant sous la  forme suivante dans le 

cas de conditions aux lim ites non hom ogènes :

— +  V it =  /  dans fi

< V .u  =  0 dans fi (1-4)
u =  g sur d fi

Le résu ltat d ’ex isten ce  et d ’unicité de ce problèm e (1.4) est classique, soit

Ti =  {t> €  H 1(fi),t> =  g sur d f i} ,

on obtient une unique solution de (1.4) (u ,p )  G 'H x  L 2(Cl)/JR.
Pour présenter le  résu ltat d ’ex istence et d ’u n ic ité  de la  solution des équations  

de N avier-Stokes incom pressibles hom ogènes, rappelons au préalable quelques nota
tions :

soit f i  un ouvert borné de IR2, de frontière localem ent lipschitzienne, posons:

V =  {tt €  V(Cl),divu =  0 } ,

ff= vl2{n\
si l ’on m unit V  ( respectivem ent H  ) du produit scalaire induit par f i)  noté  

( ( . , .) )  (respectivem ent L2(fi)  et noté ( .,.)  ) on obtient deux espaces de H ilbert.

v  = v«i
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On définit aussi la forme trilinéaire, continue et antisymétrique sur V  par,

Nous énonçons une première formulation variationnelle obtenue comme au cha
pitre 2 après intégration par parties, et une deuxième équivalente à la première 
faisant intervenir la pression :

Pour /  € L2(0,T] V') et u0 G H, 
chercher u G L2(0,T; V) telle que

j ffi(u’v) + jfe((u’v)) + l>(u’u’v)=<f’v>’ Vu e y
[ «(0) =  «o,

Pour /  G L2(0, T; V') et uQ G H, 
chercher (tt,p) G L2(0,T; H^(Ü)) x ¿ 2(0,T; L2(fi)) tel que

-Ji(u,v) + -^ ( (u ,v ) )  + b(u,u,v) + (Vp,v) =  < / , » > ,  Vu G

Nous sommes en mesure d’énoncer le résultat suivant qui est prouvé dans [TEM84].

Théorème 1.1.1

Pour f  G L2(0, T  ; V') et uo G H, il existe une unique solution 
u G L°°(0,r; H) H L2(0,T\ V) satisfaisant (1.5).
De plus, u est faiblement continue de [0,T] dans H ( u  G Ctu([0,T]; H) ).

1.2 Problèm es modèles et Visualisation

1.2.1 La cavité carrée entraînée

Nous décrivons dans ce paragraphe le premier problème modèle qui va nous 
permettre de tester nos implémentations. Nous choisirons pour débuter un domaine 
caxré, la configuration est celle d’un fluide visqueux incompressible s’écoulant dans 
un canal de section carrée infiniment long pour que l’on puisse supposer que la vitesse 
et la pression s’annule dans la direction longitudinale, et que l’écoulement soit bi- 
dimensionnel. Avec des conditions aux bord de type entraînement, l’écoulement 
s’effectue sans apport direct de forces extérieures ( /  =  0).

¿>(u,v,to)= Ç  J  U i ^ - W j d x .
t,7*=l *

(q,divu ) =  0, Vq G £ 2(Û) (1-6)
u(0) =  uo-

(1.5)
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Nous considérerons deux types de conditions aux bords, l’un (USLC accronyme 
anglais de Unregularized Squared Lid-driven Cavity) permettant d’avoir un écoule
ment présentant des singularités aux deux coins supérieurs et l’autre (RSLC) per
m ettant d’avoir un écoulement plus régulier.

USLC
(  u(x,t) \ _ ( l  

U ~ [ v ( x , t )  M o

RSLC

u
u(x,t) 
v(x,t)

(1 - (2* - l)2)2 
0

Nous comparerons nos résultats avec ceux obtenus par d’autres auteurs et regrou
pés dans [GGS82], [BJ90], [PAS92] et [GOY94] pour (USLC) et [SHE87], [SHE91], 
[PAS92] pour (RSLC).

La figure (3.1) présente la configuration de référence ainsi que la nomenclature 
habituelle pour le problème de la cavité entraînée.

y AA u = 1, v = 0 
1.0 _______________________________________ _

'y

P V  j

u = 0 /  u = 0

v = 0 \  /  v = 0

\  \  /  BRV/
\ b i X  /  /

SBLVs. X.  / 5BRV
00 1 X  ^ X  ^

0.0 ~  ^  ^  m

P V  =  P r im a r y  V o r t e x

U L V  =  U p p e r  L e f t  V o r t e x

B L V  =  B o t t o m  L e f t  V o r t e x

B R V  =  B o t t o m  R ig h t  V o r t e x

S B L V  =  S e c o n d a r y  B o t t o m  L e f t  V o r t e x

S B R V  =  S e c o n d a r y  B o t t o m  R i g h t  V o r t e x

u = 0, v = 0 — x

FlG. 1.1 - Configuration de la cavité carrée entraînée

Nous utiliserons cette terminologie pour présenter nos résultats numériques.
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1.2.2 Visualisation des résultats

Pour permettre d’apprécier qualitativement les solutions de chacun des pro
blèmes résolus, il est nécessaire de visualiser différentes quantités [GCLU84]. Nous 
énumérons ci-dessous nos indicateurs et les raisons qui ont motivé leur choix.

Isovorticité
Il s’agit des lignes de niveaux de la fonction scalaire la vorticité (u{x , t )) dont 
nous rappelons la définition.
Comme nous avons un mouvement plan, le rotationnel de la vitesse est uni
quement porté par l’axe Oz, et :

u>(x,t) =  (V Au(x,t)) .z

Ce tracé est fort utile dans notre contexte. D’une part, il renseigne sur la 
dynamique des tourbillons, et d’autre part, il met surtout en évidence, par des 
oscillations, les éventuelles faiblesses de la méthode de résolution.

Lignes de couran t
Ce sont les lignes de niveaux de la fonction de courant i/>(x,t). Cette fonction 
scalaire, dont le tracé renseigne sur les différentes structures présentes dans 
l’écoulement, est définie par :

/ dtp. . 
v{x,t) = - — (x,t),

et calculée, en substituant « dans la définition de la vorticité, pax l’équation 
de Poisson (1.7) avec des conditions aux limites de type Dirichlet homogène.

—A ip — u> dans iî/, (1-7)

C ham p  de vecteurs de la vitesse
Il s’agit du graphique couramment représenté, nous utiliserons AVS1 pour 
l’effectuer. Nous avons tenté de le compléter en ajoutant des zooms dans les 
zones faisant apparaître les structures de plus basse échelle. Pour des raisons de 
clarté nous oterons de nos tracés, pour les problèmes USLC,  la ligne supérieure 
correspondant aux points où est imposée la condition limite.

Isobares
La représentation des lignes de niveaux de la pression est aussi utile. Elle 
permet de rendre compte de la bonne approximation de la condition aux limites 
du problème de la pression.

1. Logiciel de visualisation commercialisé par TETHYS

u(x .0 x, t)
dtp
dy
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Profils médians de la vitesse
Les profils que nous dessinerons sont les coupes médianes de chacune des com
posantes de la vitesse : à x =  0.5 pour u, et y =  0.5 pour v. Par ces coupes, on 
peut s’aperçevoir nettement de la vitesse de transition du caractère de l’écou
lement. Proche du bord on s’attend à noter l’apparition de couches limites, 
tandis qu’en s’en éloignant, une zone plus régulière symboliserait la partie 
principale de l’écoulement.
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Chapitre 2

Méthode de différences finies et 
méthode M.A.C.

Nous présentons, dans ce chapitre une méthode de différences finies pour résoudre 
les équations de Navier-Stokes bi-dimensionnelles incompressibles. Le paragraphe 2.1 
donne notre choix de discrétisations spatiale et temporelle. Pour l’espace, il s’agit 
d’une discrétisation mixte dite de grilles décalées identiques à celle utilisée par la 
méthode MAC (nous dirons de type MAC).

L’algorithme de résolution est un algorithme de projection qui est décrit au 
paragraphe 2.3. L’implémentation que nous en faisons nécessite l’utilisation d’un 
précondi tionnement.

Nous appliquons cette méthode aux problème modèle énoncé dans le chapitre 
précédent et discutons des résultats au paragraphe 2.4.

L’implémentation de cette méthode s’est faite par le développement d’un code de 
calcul de référence qui nous permettra de mener une analyse “a posteriori” fine pour 
une hiérarchisation détaillée au chapitre suivant. Cette étude doit être considérée 
comme la base du développement d’une méthode de type Galerkin non linéaire.

2.1 Problèm e discret

Après avoir présenté les différents opérateurs discrets, nous détaillons la méthode 
en utilisant une discrétisation de l’équation du moment par un schéma semi-implicite 
pour le terme dissipatif et explicite pour les termes convectifs. Ensuite nous mention
nons notre choix de la condition aux limites, pour le problème faisant intervenir la 
pression. Une étude de stabilité linéaire terminera cette section, pour notre schéma 
numérique.

Une des méthodes les plus communément utilisées est la discrétisation (M.A.C.) 
introduite par Harlow et Welch [HW65] et étudiée par de nombreux auteurs et ingé
nieurs [PT83], [DAV83], [FLE88], [HIR92]. D’un point de vue théorique, nous men
tionnons l’estimation d’erreur provenant de V. Girault dans [GIR76], qui trouve que
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la méthode des éléments finis adaptée à la discrétisation de type MAC fournie une 
méthode d’ordre 1, pour approcher les équations de Navier-Stokes incompressibles 
stationnaires.

2.1.1 Schéma numérique

Cette méthode utilise une discrétisation qui est caractérisée par l’utilisation de 
grilles décalées et la résolution d’une équation de Poisson pour la pression provenant 
de l’équation discrète du moment. La figure 2.2 donne la configuration (MAC) pour 
les points intérieurs.

Soient A x,  A y les pas d’espace dans chacune des directions, nous approchons 
par différences finies centrées les opérateurs de dérivation et notons :

(divhuh) i j  = 2^ ( u«+i/2,i “  ui - i / 2,j) +  2^(v.\j+ i/2 ~ ü tj-1/2)

V fc*P?+1/2,i = V *X,j+l/2 = -¿^(P l j+ l-PW

AhU?+1/2j = ^ î(w "+3/2lJf — 2̂ i+i/2,j + ut-l/2,j)

+ Ay2(Ui+l/2J+l — ^¿+1/2,j + «?+l/2J-l)> 

où Vfc et divh sont évalués aux points intérieurs des maillages (cf. FlG. 2.3)
(i + 1/2, j )  € Ti  et (>J +  1/2) S T l

o  pressure node 

■  velocity’s 2nd component node 

0  velocity’s 1st component node

F ig . 2.2 - Configuration M AC pour les points intérieurs

1
Ax Ki)
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FlG. 2.3 - Les trois maillages différents

Nous avons choisi d’approcher l’opérateur laplacien par le schéma centré habi
tuel à 5 points, d’ordre 2. Concernant la discrétisation temporelle, nous avons choisi 
de traiter le terme de diffusion de façon semi-implicite par le schéma de Cranck- 
Nicholson et le terme non-linéaire de manière explicite (par Euler d’abord et Adams- 
Bashforth ensuite). Nous reviendrons sur ce dernier point quand nous vérifierons la 
stabilité de notre schéma. Pour le schéma de Cranck-Nicholson-Euler, après projec
tion sur chacune des directions spatiales, nous avons le système discret suivant, pour 
les points intérieurs au domaine fi.

S i  (UI+l/2.i “  Ui+l/2,j) +  ^*P"+l/2,j +  5 S x Ur+l/2,j-(UI+3/2,i — U?-l/2,j) 

~ ' R ë ^ hUi+l/2J +  ^ u?+l/2j) +  2S^«"+1/2J-(U?+1/2J+1 ~  U?+l/2,j-l)

¿ ¿ (^ > 1 /2  “  U”i+ l/2) +  V r f j i / 2  +  S S £ U«"j+l/2-Kj+3/2 “  Vi,j-1/2) 

~ 'k ë ^ AhVÜ+l/2 +  A ^ " i+ l/2 )  +  2 S I ^ i + l / 2 - ( Ur+l,i+l/2 “  Vi-lJ+1/2)

=  0

(2.1)

=  0

=  0 ,

où A t est le pas de temps et les variables û"j+1/2 ^i+1/2 ,j son  ̂ obtenus par 
interpolation,

T  1 1 h

T  2 h

^ i + 1 / 2  — ? ( Ui + l / 2 , j  +  Ui + l / 2 , j + l  +  Ut - 1 / 2 J  +  Ui - l / 2 , j + l )

^¿+1/2, j — Ì K l J + 1 / 2  +  V? ,j+ 1/2 +  V? , j - l / 2  +  « Î + 1 J - 1 / 2 )

u?+]
■

n - f l
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R em arq u e  6
A cause de la spécificité du maillage décalé MAC, nous introduisons une norme 
discrète équivalente à la norme L2 que nous nommons norme de Wh (ou W  — norm), 
définie comme ci-dessous :

{ uh, 0 h)h =  A x A y f  u i J e l j +  S  v i J di j )

2.1.2 Conditions aux limites

En substituant j ut\j+i/2 dans la relation d’incompressibilité discrète, on
retrouve l’équation de Poisson de la pression (en anglais Pressure Poisson Equation). 
Une difficulté réside dans la condition aux limites à imposer à cette équation. Gresho 
et Sani assurent qu’il faut prendre une condition de type Neumann non homogène 
faisant intervenir la composante normale de l’équation du moment, pour obtenir une 
bonne solution à tout t > 0 [GS87]. Ce calcul étant tout de même assez coûteux, 
nous avons préféré approcher comme le suggèrent Peyret et Taylor dans [PT83] par 
des conditions aux limites homogènes pour le gradient de la pression (ce qui se fait 
de façon implicite avec notre algorithme de résolution) pour notre problème mo
dèle. D’autres auteurs, comme Fletcher, affirment que ce choix est cohérent pour 
des simulations d’écoulements à grand nombre de Reynolds [FLE88], et qu’il per
met aussi de bien poser mathématiquement le problème pour des temps t > 0 [GS87].

O  pressure node 

■  velocity’s 2nd component node 

#  velocity’s 1st component node

vo'

<>-

I
I

V i '
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i___
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FlG. 2.4 - Traitement des conditions aux limites pour un maillage MAC

/n+1

Il faut bien se rendre compte que la discrétisation MAC est bien adaptee au
traitement de la pression car elle n est denme qu a 1 intérieur du domaine, mais pré
sente quelques inconvénients concernant celui de la vitesse. En effet, si l’on regarde 
la figure 2.4, le calcul de ou Ui nécessite l’évaluation des termes convectifs et 
dissipatifs faisant intervenir des points extérieurs au domaine Cl.

Nous avons utilisé une technique d’extrapolation d’ordre 0 qui ne semble pas 
détériorer complètement la précision de la solution numérique [PT83].
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En posant, t>0 = 2up — vi, (avec les notations de la Fig. 2.4) et en utilisant 
un schéma centré, on obtient comme approximation des dérivées les expressions 
suivantes :

dv
IJx

et d2v 
dx2 =  3 A ? (”! “  3t" + 2"r ) '

Par un schéma traitant explicitement le terme non linéaire comme pour le schéma 
donnant le système discret (2.1), nous obtenons à chaque itération, un problème dit 
de Stokes généralisé à résoudre. Soit,

au — ^A u +  Vp  =  j  dans Ci x [0,T]
6 V.u =  0 dans H x [0, T] (2.2)

u =  g sur T x [0, T],

avec une constante a > 0, représentant l’inverse d’un pas de temps. Comme nous 
le verrons par la suite, la stabilité de notre schéma explicite nous limite à de petits 
pas de temps donc fait intervenir de grands a.

2.1.3 Stabilité linéaire
Un point essentiel qui mérite notre attention est la stabilité de notre schéma nu

mérique. Plusieurs méthodes existent pour l’analyser mais se limitent souvent aux 
problèmes linéaires [HIR92]. De plus, il est souvent très difficile de tenir compte des 
conditions aux limites. Toutefois, ce type d’analyse permet, pour un problème non- 
linéaire, d’obtenir des conditions nécessaires de stabilité, ce qui nous semble intéres
sant même si nous ne pouvons traiter qu’un problème linéaire ayant des conditions 
aux limites périodiques. Dans cette optique, nous avons choisit une analyse de Von 
Neumann unidimensionnelle pour l’équation d’advection-diffusion suivante munie de 
conditions aux limites périodiques dans un domaine Q. = [0,27r]2 :

/  W  + a' È  + b- ^ ~ l/Au = f  dans°  (2.3)
[ u(x + 27re,-,i) =  u(x,t)  sur dû

Nous discrétisons l’équation (2.3) par le schéma numérique que nous avons utilisé 
pour la résolution des équations de Navier-Stokes, soit Cranck-Nicholson sur le terme 
diffusif et d ’Adams-Bashforth pour le terme d’advection. Chacun des opérateurs de 
dérivation sera approché à l’aide de différences finies centrées, d’où le système discret 
suivant :

1
¿LXX [V'< vx 2vr )
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- 6- ^ ( 3u?j+1 -  K i - i  -  <7+i + < A )
(2 -4)

^  + 2û  ~ U'~̂  ~ 

-ü ê k ÿ W î1 ~ ~ +2u& ~ Uu-i ~

où nous reprenons les m êm es notations pour les pas de discrétisation, a et 6 sont 

des réels fixés.

Par une décom position  de Fourier d iscrète pour une seu le  harm onique, nous 

obtenons :

u » _  ^  uneIk*iAxeIh»jAy =  uneIi4,*eIj4,'‘
f c j  jfcjl k x  y k y

avec P  =  —1, un l ’am plitude de l ’harm onique e t i (kx, ky) le  vecteur nom bre d ’onde; 

4>x, (¡>y sont deux param ètres qui varieront de 0 à 2n.
C om m e le schém a (2.4) est un schém a à deux pas, on introduit une nouvelle  

variable :

«**. =  ÎX?-1
u*.j u *.j ’

de m anière à réécrire le systèm e,

ui,î u?,j ~  a x(3u?+ij 3<_lti u,"+iti +

~ a y(3ulj+ i  ~  3u",j-i ~  < i+ i  +  < i - i )

- 0 , ( 2 <+* -  u l i i j  -  «Si,- +  2u ^  -  u?.w  -  < +Iii) (2.5) 

-A (2 < + ‘ -  < + ii -  < £ ,  +  2u?J. -  -  tiï.+1)

« " t 1 =  u? •

avec les nouvelles notations,

a .A i  b.At A t At
«X =

4 A x  ’ ay ”  4 A y ’ Px ~  2ReAx2 e t Pv ~  2ReAy2'

(2.5

<
+ 1 
; u?- -a 3 u\ 3 u* ~ u "-t io

At
2 R A x2

(2tifn+l ?1?+ 1 . i/W+1
U*+1J Uî-H j )

■+l)U?Hf + 1+ 1 
¿ -1<

1,jV®r-

7 -1  '«S

♦ ,»+*

V ? t
M~ 1.N

II - • M
V?.
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où M  et N  peuvent s’écrire en fonction de <f>x et <j)y,

1 + 4((3xsin2(&f-) + fiysin2(~f-)

i

O

1--
--

--
--

--

O 1 _

N =

1 -  61(axsin(4>x) + <xysin(<f>y)) 

-4((3xsin2(^f-) + (3ysin2($f-) 6I (axsin(cf>x) + a ysin(<f>y))

1 0

ce qui nous donne la matrice d’amplification G = M~* .N. Avec la complexité de 
cette matrice nous ne pouvons chercher à mettre en évidence un critère de stabilité 
indépendamment des valeurs de a et de b. Nour fixerons donc a =  b =  Cte et 
chercherons à savoir si les paramètres que nous considérons pour la résolution de 
notre problème de Navier-Stokes vérifie bien la condition nécessaire de stabilité.

Par exemple, le test de la cavité carrée (RSLC), pour un nombre de Reynolds de 
10000, une discrétisation de 257 points et a = b =  1, le fait de prendre un nombre 
de Courant ( ^ r )  de 0.5 nous restreint le pas de temps à 2.10-3. En utilisant un 
logiciel de calcul formel, on obtient la vérification suivante, que chacune des deux 
valeurs propres de la matrice d’amplification reste bien dans la boule unité (cf. Fig. 
3.5).

Il est clair que ce résultat n ’est donné qu’à titre indicatif, d’une part notre pro
blème (RSLC) n’est pas muni des mêmes conditions aux limites, et d’autre part, 
ni unidimensionnel ni linéaire. De plus l’analyse de Von-Neuman a aussi été remise 
en question par certains auteurs. Toutefois, nous pensons qu’il n’est pas inutile de 
vérifier l’adéquation du schéma numérique même sur un problème plus simple.

M  =
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f i r s t  e i g e n v a l u e  m o d u l u s

° 7

laind« O . A r r  / C ^ '  ''X ^ '

0 •3' • /V-vV̂ M̂ sfe
o. ir-  ^  / • - \ > ^ 7 i ;v';1' ^ /  . , •■\.'*-’? /*<S ~~"f'S  /  X\

\ ; v 0 

phiy ^^ N̂ 1*<Nŝ n ^  phix

s e c o n d ,  e i g e n v a l u e  m o d u l u s

*“ « •§

0 • 9- - ¿C >Xm

F ig . 2.5 - Vérification de la stabilité linéaire
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2.2 Algorithm e de projection et préconditionne
ments

Pour résoudre notre système discret nous utilisons une méthode de projection 
orthogonale due à Bramley [BRA92]. Elle a l’avantage par rapport aux méthodes 
classiques de projection de ne pas nécessiter l’imposition explicite de conditions aux 
limites pour l’équation de Poisson de la pression.

Pour décrire cet algorithme, nous donnons une réécriture plus appropriée du 
système discret de l’équation de Navier-Stokes (2.1),

f  ̂ (2 .6)
' A B '

( UlB 0 { P V 0 /
où tt et p sont les inconnues au temps n +  1 et /  regroupe les termes explicites 

ainsi que le second membre. A  est la matrice symétrique d’un opérateur défini positif 
sur le noyau de *B, car K er^B )  est sous-espace fermé pour la norme Hq induite. 
B  est la matrice rectangulaire de l’opérateur gradient, donc elle n’est pas de rang 
total.

En fait, l’algorithme est une méthode de Gradient Conjugué appliquée à la res
triction de A à Keri^B), définie à l’aide d’un projecteur orthogonal P sur Ker^B).

Il suffit de résoudre la première équation de (2.6) pour p au sens des moindres 
carrés, ce qui donne: p =  B \ f  — Au), où B^ — (¿BB)~UB  est le pseudoinverse de 
Moore-Penrose de B  [BIG74]. Après substitution dans la même équation, on obtient :

PAu  =  P f  (2.7)

où P — I  — BB^ est le projecteur orthogonal sur K er^B ).  De plus,

tBu  =  0 u = P u , (2.8)

ce qui peut être pris en compte dans (2.7) pour donner le système suivant :

P APu = P f
p = B ^(f  — APu) +  v Vu G Ker(*B)

(2.9)

La réciproque est donnée dans [BRA92] et fait de (Pu,p ) la solution de (2.6) si et 
seulement si (u,p ) vérifie (2.9).

L’utilisation d’une méthode de gradient conjugué (CG) pour résoudre le système 
projeté va consister à construire un espace de Krylov Ki qui va contenir la solution. 
De manière analogue au chapitre 2, (pour une seule suite de vecteurs dans CG),

Ki =  Vect(do, (PAP)do, • • • , (P A P y-'do ) C K erfB ), 

or, d’après (2.8) il suffit de choisir do € Ker(*B), pour avoir

Ki =  Vect{do, {PA)do, • • • , (P Ay~ldo) =  I<i C A'erfB),



158 .M é t h o d e  d e  d if f é r e n c e s  f i n ie s  e t  m é t h o d e  M . A . C .

ce qui nous permettra de réduire la complexité de l’algorithme que nous utiliserons.
Une astuce permet aussi de retrouver la pression sans avoir à la calculer par la 

deuxième équation de (2.9). En l’initialisant à po =  B \ f  — Auo), il suffit d’itérer 
comme suit :

Pi+i = B \ f  -  A(ui +  otidi)) =  pi -  a{B]Adi,

avec pi la ieme itérée de la pression, <£,• toujours un vecteur de descente et a,- la 
ieme coordonnée de la solution dans la base de Ki+i, et remarquer que la correction 
s’obtient par une étape intermédiaire du calcul de u,+x.

Le point coûteux de cet algorithme est l’étape de projection, plus précisément, 
l’inversion de la matrice (*B .B ).

Bramley préconise d’en faire une factorisation complète une fois pour toute. Mais, 
si l’on envisage de faire des résolutions avec des discrétisations très fines, le stockage 
des deux matrices triangulaires requises risque d’encombrer, voire de dépasser la 
taille de la mémoire des super-calculateurs à notre disposition. Il suffit de considérer 
une discrétisation fine classique de 257 points dans chaque direction, et nous nous 
rendons compte qu’il faudrait beaucoup plus que la mémoire qui est à notre dispo
sition. Toutefois, il nous est encore possible d’améliorer le coût de cette inversion en 
utilisant un préconditionnement adapté. Labadie propose d’utiliser comme matrice 
de préconditionnement un laplacien discret [CC87]. Ce qui a été implémenté avec 
succès lors du développement d’un code de calcul par F. Pascal résolvant les mêmes 
équations par un algorithme d’Uzawa [PAS92]. Comme le maillage de la pression est 
de pas Ax, A y, nous choisirons l’inverse de la matrice discrète du laplacien de pas 
Ax, A y, comme préconditionneur de l’inversion de *BB.

Tout comme le préconditionnement réalisé au chapitre précédent, il est évi
dent que l’inversion de l’opérateur laplacien discret doit être rapide. D’après nos 
conclusions du premier chapitre, nous pouvons penser utiliser une inversion de type 
multi-grilles classique, ou encore une inversion par les Inconnues Incrémentales. Nous 
choisissons la première solution pour sa plus grande efficacité. Nous verrons dans la 
section 3 qu’il aurait aussi été possible de mener une résolution par l’algorithme de 
projection dans la base des Inconnues Incrémentales.

2.3 R ésultats numériques

Comme l’initialisation de notre méthode de résolut:on nous demande un champ 
de vitesse solénoïdal, nous proposons dans le premier paragraphe, les résultats du 
problème de Stokes (1.4) avec les mêmes conditions aux limites que celles des pro
blèmes modèles R SLC  et U SLC . Ensuite, afin d’apprécier l’efficacité de notre pré
conditionnement nous présentons les courbes de décroissance du résidu de l’étape 
de projection pour le problème de Stokes généralisé. Le deuxième paragraphe donne 
les résultats du problème de Navier-Stokes pour différents cas tests. La validation 
de notre code de calcul se fera par vérification des caractéristiques de la solution 
avec les résultats connus pour chacun des tests pour les problèmes modèles.
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2.3.1 Problèmes de Stokes et de Stokes généralisé

Pour résoudre le problème de Stokes, nous utilisons le même algorithme de pro
jection, initialisé par une vitesse nulle. Pour un nombre de Reynolds de 5000 et une 
discrétisation de 1292 points, nous représentons les quantités physiques caractéris
tiques habituelles solutions du problème USLC  (FlG. 2.6) (RSLC  étant du même 
type) : les isobares, les lignes de courant et d’énergie, l’isovorticité ainsi que le champ 
de vecteurs de la vitesse. Nous pouvons nous rendre compte de la parfaite symétrie 
par rapport à l’axe x\ =  0.5 de chacune des quantités.

K I N E T I C  ENERGY STREAM L I N E

V O R T I C I T Y  CONTOUR PR ES SUR E CONTOURS

z J ) (vj:

FlG. 2.6 - Energie cinétique, lignes de courant, isovorticité et isobares pour USLC  
à Re =  5000 et 1292 points
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F i g . 2.7 - Champ de vitesse pour USLC à Re =  5000 et 1292 points

Comme le problème de Stokes généralisé intervient à chaque itération, il est très 
intéressant de choisir une méthode efficace pour sa résolution. Notre implémenta
tion de l’algorithme de projection pour la formulation vitesse-pression ne prétend 
pas permettre la résolution la plus rapide possible, mais il nous sert à faire des 
simulations à grand nombre de Reynolds en un temps raisonnable.

Generalized STOKES problem with Re=10000, 257x257 pts
Velocity Problem’s Inversion
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F ig .  2.8 - Résolution avec préconditionnement
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Nous justifions numériquement que nous avons choisi un bon préconditionnement 
pour l’inversion du système faisant intervenir la pression en fournissant les courbes 
de décroissance du résidu. Nous montrons que le système projeté est un système 
bien conditionné et qu’il s’inverse en peu d’itérations.

Bien que la plupart des calculs aient été effectués sur CRAY C98 d’IDRIS1, 
nous présentons à titre indicatif, aux figures 2.8 et 2.9 la décroissance du résidu 
de chacunes des méthodes de gradient conjugué. Les temps C.P.U sont ceux mis 
pour faire ces calculs sur le CRAY YMP/EL du C.R.I.2 d’Orsay. Nous obtenons les 
mêmes gains sur le CRAY C98, soit un facteur d’accélération de convergence d’un 
peu plus de 2 pour les premières itérations et d’un peu plus de 3 pour les dernières 
itérations.

Generalized STOKES problem with Re=10000,257x257 pts
Velocity Problem’s Inversion Pressure Problem’s Inversion
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FlG. 2.9 - Résolution sans préconditionnement
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2.3.2 Problème de Navier-Stokes

Tout d’abord il faut rappeler les caractéristiques physiques des simulations d’écou
lements visqueux incompressibles. Le cas test de la cavité entraînée fait partie des 
plus classiques et nous savons que selon les valeurs du nombre de Reynolds, nous 
pouvons obtenir des comportements asymptotiques différents des solutions.
Les auteurs ne sont pas toujours d’accord sur les nombres limites permettant ces 
changements de comportement, mais tous sont unanimes sur le fait que la solution 
est stationnaire pour un nombre de Reynolds inférieur à 7500. De ce fait, certains 
auteurs choisissent de rechercher cette solution en résolvant le problème stationnaire 
(cf. [GGS82], [SHE87],[BJ90]). Cette stratégie, d’un avantage économique certain, a 
l’inconvénient d’entrainer des convergences d’algorithmes difficiles pour des nombres 
de Reynolds de l’ordre de 104. Il n’y a malheureusement pas d’alternatives pour jus
tifier ces calculs: il faut résoudre le problème évolutif!

Une simulation de l’écoulement va permettre à la solution itérative de transiter 
par plusieurs phases. Quand nous atteindrons la convergence nous dirons que nous 
avons un régime établi, qui s’identifie à mesure de l’augmentation du Reynolds par 
une solution stationnaire, puis périodique, puis quasi-périodique pour finalement at
teindre la turbulence. Auparavant, après une phase très courte que nous pouvons 
qualifier d’amorçage, nous aurons le très long régime transitoire qui ne cessera de 
s’étendre plus on se rapprochera des grandes valeurs du Reynolds. Il faut bien se 
rendre compte que ces calculs sont très coûteux et que l’on ne peut que rarement dé
passer le premier nombre de Reynolds critique. Toutefois ce challenge est surmonté 
par certains, (cf. [SHE91] pour la cavité carrée et [GGH90] pour la cavité double) 
qui pensent avoir franchi la dite bifurcation de Hopf.

Afin de valider notre code de calcul, nous comparons avec d’autres auteurs les ca
ractéristiques des solutions pour chacun des problèmes modèles à différents nombre 
de Reynolds: 100, 1000, 5000.

Nous représentons 20 lignes de courant significatives, aux intensités fixées, pro
posées dans [GOY94], dont nous rappelons les valeurs, ci-dessous:

-0.1175 -0.09 -0.01 10~6 0.0005
-0.115 -0.07 -0.001 10“5 0.001
-0.11 -0.05 -0.0001 5.10-5 0.0015
-0 .1 -0.03 0 0.0001 0.003

Pour les courbes d’isovorticité, les lignes de niveau d’énergie, et les isobares, nous 
nous chargerons de tracer les plus significatives.
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R em arques su r P im plém entation

Le code de calcul a été optimisé avec le souci d’avoir une vectorisation efficace. 
L’analyseur de performances du CRAY C98, HPM3 nous donne une vitesse d’exé
cution de notre code de calcul de 360Mflops4. La puissance théorique du calculateur 
étant de lOOOMfops, il est considéré comme faisant partie des programmes perfor
mants. Nous pensons qu’il peut encore être amélioré en affinant l’écriture de la 
procédure de relaxation (faite par Gauss-Seidel damier et cadencée à 450Mflops) et 
en utilisant un prolongement de Multi-grilles C.S. (260Mflops) plus performant que 
le “prolongement par neuf points”.

R em arq u e  su r le schém a num érique

Nous avons utilisé dans un premier temps, le schéma de Cranck-Nicholson sur 
la partie linéaire couplé avec celui d’Euler explicite sur le terme non linéaire. Bien 
qu’il soit d’ordre 1, il nous permet de bien capter la solution stationnaire, mais le 
temps auquel nous obtenons la convergence est beaucoup plus long qu’un schéma 
plus précis : Cranck-Nicholson couplé avec Adams-Bashforth. Ce qui nous amène à 
préciser que dans ce chapitre, le temps adimensionné de simulation est pris pour ce 
dernier schéma d’ordre 2.

Solutions p o u r R eynolds =  100

Les tableaux suivants (2.1 et 2.2) récapitulent les caractéristiques de la solution 
stationnaire trouvée pour les problèmes RSLC  et USLC  pour un nombre de Rey
nolds de 100. Nous pouvons remarquer que les résultats varient très peu d’un auteur 
à un autre, hormis la localisation des tourbillons que Shen a proposé dans [SHE87]. 
Toutefois nous précisons que les tests de convergence du schéma numérique peuvent 
faire varier légèrement l’intensité ainsi que la position des extrema de la fonction 
de courant (et par conséquent de la vorticité). A titre d’exemple, si l’on augmente 
la précision sur le test de convergence, on constate une augmentation sensible de la 
valeur de l’intensité de la fonction de courant du centre du tourbillon principal. Ce 
point, déjà remarqué par d’autres auteurs, explique les valeurs que nous obtenons 
aux tableaux (2.1 et 2.2), le test d’arrêt étant :

|un un+1ljI£ <  8JLq-4

\w

Il est ut'.le de présenter la solution des équations de Navier-Stokes sous plusieurs 
aspects [GGH90]. Aussi, nous montrons à la figure 2.10 ses lignes de courant, son 
isovorticité, son énergie cinétique, ses isobares ainsi que le champ de vitesse.

3. Hardware Performance Monitor
4. Million floating operation per second
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Regularized Squared Lid-driven Cavity problem for Re = 100
Auteurs Poullet Pascal [PAS92] Shen [SHE87] Shen [SHE91]

Formulation
Problème

Discretisation
Maillage

At

(«>P) 
évolutif 

DifF. finies 
65 x 65 

0.1

(«»P) 
évolutif 

Elts finis 
65 x 65 

0.1

(«.P) 
stationnaire 

Spectral-Cheb. 
64 x 64

(«.P) 
évolutif 

Spectral-Cheb. 
17 x 17 

4.0
P.V.

(*.y)
^(*,y)
u ( x , y )

(0.606, 0.756) 
-0.0844 
-2.958

(0.609, 0.750) 
-0.08374 
-2.933

(0.63, 0.77) 
-0.08366

(0.609, 0.750) 
-0.0836

B.L.V.
(*.y)

4>(x,y)
cj{x , y)

(0.031, 0.039) 
1.46 10~6 
1.23110”2

(0.031, 0.031) 
4.29 10"8 
7.4910“3

(0.05, 0.05) 
1.27 10~6

(0.031, 0.031) 
1.4 10-6

B.R.V.
(*,y)

V>(z,y)
iu(x,y)

(0.953, 0.047) 
5.1010"6 
1.90 10"2

(0.953, 0.0469) 
4.5610-6 
1.79 10~2

(0.97, 0.06) 
4.9 lO"6

(0.953, 0.047) 
4.67 lO"6

Tab. 2.1 - Résultats du problème R SLC  pour un nombre de Reynolds de 100, 
P.V.: Primary Vortex, B.L.V.: Bottom Left Vortex, B.R.V.: Bottom Right Vortex
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U n r e g u la r iz e d  S q u a r e d  L id -d r iv en  C a v i ty  p r o b le m  for  Re =  100

Auteurs Poullet Pascal
[PAS92]

B.-J.
[BJ90]

Goyon
[GOY94]

Ghia
[GGS82]

Formulation
Problème

Discretisation
Maillage

At

(«.p)
évolutif

DifT. finies
65 x 65
8 10-3

(u,p)
évolutif 

Elts finis 
65 x 65 

0.1

(u.P) 
stationnaire 
DifT. finies 
129 x 129

(^,w) 
évolutif 

DifT. finies 
129 x 129 

510"3

(V'.w) 
stationnaire 
DifT. finies 
129 x 129

P .V .

(*>y)
V'(i.y)
w(i,y)

(0.619, 0.746) 
-0 .105  
-3 .297

(0.609, 0.734) 
-0 .104  
-3.113

(0.617, 0.734) 
-0 .103

(0.617, 0.734) 
-0 .103

(0.617, 0.734) 
-0.103

B.L.Y.

(*.y)

“(x,y)

(0.032, 0.032) 
2.4 10"6 
1.1710"2

(0.031,0.031) 
1.2 ÎO"6 
9.8 10"3

(0.031, 0.039) 
1.6 10“ 6

(0.031, 0.039) 
1.2 10"6

(0.031, 0.039) 
1.810-®

B.R.V.

(*.y)
ip(x,y)
w(x,y)

(0.937, 0.063) 
1.29 10"5 
4.29 10“ 2

(0.953, 0.062) 
1.09 10"5 
2.4510"2

(0.945, 0.062) 
1.25 10"5

(0.945, 0.062) 
1.25 10"5

(0.945, 0.062) 
1.25 10“ 5

T a b . 2.2 - Résultats du problème USLC pour un nombre de Reynolds de 100, 
P.V.: Primary Vortex, B.L.V.: Bottom Left Vortex, B.R.V.: Bottom Right Vortex

Solutions p o u r R eynolds =  1000

Comme l’on peut le remarquer au tableau 2.3, plus le nombre de Reynolds aug
mente et plus la dynamique recherchée devient complexe. Un contre-tourbillon ap
paraît pour deux auteurs [GGS82] et [GOY94] ayant pris une discrétisation deux 
fois plus fine que la notre, tandis qu’il n’existe ni pour nous ni pour d’autres (ayant 
le même nombre de points que nous).
Tout de même, nous obtenons les résultats de localisation très proches de la moyenne 
des auteurs, et surtout les plus proches de ceux qui utilisent la discrétisation la plus 
fine.

Cela montre qu’avec l’augmentation du nombre de Reynolds, il est nécessaire de 
faire croître le nombre de degrés de liberté pour capter correctement la solution. 
On l’explique par la finesse de l’épaisseur de la couche limite, qui est de l’ordre de 
0{Re'ï) [SHE91].

A la figure 2.11, nous traçons les différents graphiques habituels qui présentent 
la solution.
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U n r e g u la r iz e d  S q u a r e d  L id -d r iv e n  C a v i t y  p r o b le m  for  R e  :=  1000

Auteurs Poullet Pascal B.-J. Goyon Ghia
[PAS92] [BJ90] [GOY94] [GGS82]

Formulation (« .p ) (u ,p ) (u -p) (V».w) (V1̂ )

Problème évolutif évolutif stationnaire évolutif stationnaire
Discretisation Diff. finies Elts finis Diff. finies Diff. finies Diff. finies

Maillage 65 x 65 65 x 65 129 x 129 129 x 129 129 x 129
At 8 1 0 - 3 0.1 2 10“ 2

P .V .

(x , y ) (0.539, 0.571) (0.531, 0.562) (0.531, 0.559) (0.531, 0.562) (0.531, 0.562)
-0 .112 -0 .123 -0 .1 1 6 -0 .116 -0.118

U)(x,y) -1 .9 9 -0 .022
B .L .V .

(*,y) (0.079, 0.079) (0.078, 0.078) (0.086, 0.082) (0.086, 0.078) (0.086, 0.078)
ip {x ,y ) 1.8310-4 2.28 1 0 -4 3.25 10“ 4 2 .1110“ 4 to CO

 
t—

* 
>—*

 
o

 1

w (x ,y ) 0.295 0.324
B .R .V .

( * ,y ) (0.857, 0.111) (0.859, 0.109) (0.871, 0.109) (0.867, 0.117) (0.851, 0.109)
v>(x,y) 1.7110"3 1.69 1 0 -3 1.911 0 -3 1.63 1 0 -3 1.75 10~3
u>{x,y) 1.22

S .B .R .V .

( * .y ) - - - (0.99, 0.008) (0.99, 0.008)
V’i z .y ) - - - - 8 .8  lO"8 -9 .3  10 -8

T a b . 2.3 - Résultats du problème USLC pour un nombre de Reynolds de 1000, 
P. V. : Primary Vortex, B.L.V.: Bottom Left Vortex, B.R.V.: Bottom Right Vortex, 
S.B.R.V.: Second Bottom Right Vortex



Résultats numériques 167

Solutions à R eynolds =  5000

Pour ce nombre de Reynolds, nous avons choisi une dicrétisation très fine soit 
2572 points. Nous avons choisi un pas de temps de 2.10-3 permettant de vérifier la 
condition de type CFL:

» ii Ai 1
-  2 '

Nous considérons que la solution stationnaire est atteinte à T  =  59, ce qui est en to
tal accord avec d’autres auteurs (F. Pascal, qui initialise aussi sa méthode d’éléments 
finis avec la solution du problème de Stokes, la considère stationnaire à T  = 60).

Nous obtenons une localisation de nos tourbillons conforme à celle trouvée dans 
la littérature (cf. Tab 2.4, ci-après), avec l’intensité de contre-tourbillons variant sen
siblement. Toutefois, nous pouvons noter l’apparition d’un contre-contre-tourbillon 
négatif en bas à gauche, ce qui explique la différence sur l’intensité des structures 
cohérentes. Notre discrétisation étant plus fine que celles utilisées par les autres au
teurs ayant fait ce test, tout porte à croire que nos résultats sont les plus proches 
de la “réalité”.

Les figures 2.12 et 2.13 donnent les différentes caractéristiques de la solution.
En regardant le tracé des isobares, on peut s’apercevoir de la bonne approxi

mation de la condition aux limites de type Neuman homogène: les tangentes des 
isobares, au bord du domaine, sont quasiment toutes parallèles à la normale.

Le tracé de la vorticitité ne présente aucune oscillation, donc notre discrétisation 
semble sufïisament fine pour permettre une résolution correcte.
On s’aperçoit de la taille des tourbillons présent dans l’écoulement en observant le 
tracé des lignes de courant et du champ de vecteurs de la vitesse.

Les couches limites sont bien situées autour du bord du domaine.

T em ps calcul e t Im p lém entation

Nous donnons à titre d’exemple, le temps calcul pour le problème RSLC à 
Re =  5000 (maillage de 2572 points). La solution stationnaire a nécessité 30000 
pas de temps d’intégration, avec un coût de 5 s par pas de temps, ce qui nous donne 
environ 40h de calcul sur CRAY C90 d’IDRIS.

Ce code de calcul a été complètement vectorisé et optimisé. Toutefois, nous avons 
utilisé un adressage indexé cax nous avons utilisé les résultats numériques que donne 
cet algorithme à chaque itération, pour faire un diagnostic utile pour la suite de 
cette étude (cf. 3.2 Analyse “a posteriori”).
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K I N E T I C  ENERGY STREAM L I N E S

I SOBARS V O R T I C I T Y  CONTOURS

-1.0 U 1.0 

I jO --------------------------------------------------------------------------------------------------------— 3  1.0

’l0  _______________________ J _________________________  0.0

0.0 X 1.0

FlG . 2.10 - Energie cinétique, lignes de courant, isovorticité, isobares et profils
médians de la vitesse pour USLC à Re =  100 et 652 points
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Velocity field

V O R T I C I T Y  CONTOUR

x l5 0
K I N E T I C  ENERGY CONTOUR

STREAM L I N E

FlG. 2.11 - Energie cinétique, lignes de courant, isovorticité, isobares, champ de la
vitesse et profils médians à partir du centre pour USLC à Re =  1000 et 2572 points

-1 JO _______________________ _______________________________  0.0
0.0 X 1.0

1.0

1.0
- 1.0 

1.0 —

u

v
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R e g u la r iz e d  S q u a r e d  L id -d r iv e n  C a v i t y  p r o b le m  fo r  Re  =  5000

Auteurs Poullet Pascal
[PAS92]

Shen
[SHE91]

Formulation («.p) {u,P) («.P)
Problème évolutif évolutif évolutif

Discretisation Differences finies Eltéments finis Spectral-Chebychev
Maillage 257 x 257 129 x 129 33 x 33

At 2 10~3 0.05 0.03

P.V .

( z . y ) (0.522, 0.569) (0.539, 0.531) (0.516, 0.531)
4>{x,y) - 9 . 5 10"2 - 9 . 7 10“ 2 - 8 .8  10"2
w ( x , y ) -2 .198 -2 .169
B .L .V .

(*.») (0.071, 0.153) (0.086, 0.117) (0.094, 0.094)
V 'O *. y) 1.3710“ 3 6.7210"4 7.53 lO"4
U)(x,y) 1.461 0.731
B .R .V .

(x >y) (0.816, 0.082) (0.805, 0.078) (0.922, 0.94)
V ' ( s . y ) 2.041 0 '3 2.42 10~3 7.75 1 0 '4
w(x,y) 1.648 2.009
U .L .V

( * > y ) (0.082, 0.910) (0.078, 0.906) (0.078, 0.92)

V’Oc>y) 5.74 lO '4 7 .8610"4 6.7810"4
u ( x , y ) 0.965 1.159

S .B .L .V .

( * . y ) (0.016, 0.016) - -

V’O c . y ) -1 .02  lO"6 - -

c j ( x , y ) -5 .01  lO"2 - -

S .B .R .V .

(*.!/) (0.992, 0.012) (0.984, 0.016) -

. y ) -1 .2 3  10“ 7 -2 .39  lO"7 -

u(x,y) -8 .2 6  10"3 -2 .3 4  10~2

T a b . 2.4 - Résultats du problème RSLC  pour un nombre de Reynolds de 5000, 
P. V. : Primary Vortex, B.L.V.: Bottom Left Vortex, B.R.V.: Bottom Right Vortex, 
U.L.V.: Upper Left Vortex, S.B.R.V.: Second Bottom Right Vortex, S.B.L.V.: Se
cond Bottom Left Vortex
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*  Velocity field

x 8 0

I S O V O R T I C I T Y

x l 5 0

K I N E T I C  ENERGY

P R E S S U R E .  C O N T O U R S S T R E A M  L I N E

F ig . 2.12 - Energie cinétique, lignes de courant, isovorticité, isobares et champ de
vecteurs de la vitesse pour RSLC à Re =  5000 et 2572 pomts
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-î.o u  1.0
ì 0  _ — . — L.

v / /

- 1.0 ________________________________________________________________________________________________________________________________

0.0 X 1.0

FlG. 2.13 - Profils médians à partir du centre pour RSLC, Re =  5000

1.0

Y

0.0

)



Chapitre 3

Développement d’une méthode 
multi-niveaux

Dans le cas spectral, il est naturel de hiérarchiser ces structures par une ou 
plusieurs troncatures dans le spectre de l’inconnue cherchée. Nous voyons dans le 
paragraphe 3.1 qu’il n ’est pas aussi aisé de l’envisager par les Inconnues Incrémen
tales classiques pour un maillage décalé, et pour cette raison nous définissons de 
nouvelles I.U. : les Inconnues Incrémentales décalées ou Staggered Incrémental Unk- 
nowns (S.I.U.).

En utilisant cette nouvelle hiérarchisation, et les résultats provenant de la mé
thode de différences finies classique développée au chapitre précédent, nous présen
tons au paragraphe 3.2 une estimation “a posteriori” de la solution numérique.

Au paragraphe 3.3, nous utilisons cette hiérarchisation avec une grille de S.I.U. 
et analysons les opérateurs discrets considérés dans chacune des bases. Ensuite, nous 
donnons deux procédés pour restreindre le problème de Stokes généralisé survenant 
à chaque itération de Navier-Stokes à un problème grossier. L’un provient d’une 
restriction classique, tandis que l’autre, de la restriction sur la forme variationnelle. 
Une discussion nous permet d’effectuer le bon choix du problème grossier afin qu’il 
soit possible de le résoudre par l’algorithme de projection orthogonale présenté au 
chapitre précédent, via un changement de variables des inconnues.

A la section 3.4, nous proposons une gamme de schémas multi-niveaux non clas
siques, nous semblant adaptés à la dynamique non linéaire présente dans ce type de 
problème.

Finalement, nous concluons sur ces points et proposons le sens dans lequel notre 
méthode mérite d’être poursuivie.

173
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3.1 Hiérarchisation des inconnues pour un maillage 
M AC à l ’aide des Staggeredt Incrém enta l Unk- 
nowns  (S.I.U.)

Comme nous l’avons vu précédemment, la particularité des maillages décalés 
MAC est de définir la première composante de la vitesse au milieu des faces infé
rieure et supérieure d’une cellule; la deuxième composante au milieu des faces droite 
et gauche et la pression aux sommets de cette cellule (cf. figure 3.3). Et la définition 
classique des I.U. (cf. paragraphe 1.2.2) nécessite pour deux niveaux de grilles, l’uti
lisation de Gh (grille fine de pas h) et G2h (grille grossière) : les I.U. sont localisées 
aux points appartenant à G h \  (G2h U T^).

Il suffit de remarquer que Gh H G2h = 0, pour comprendre que cette construction 
ne peut être envisagée si l’on veut garder la même structure MAC sur la grille 
grossière et une structure multi-niveaux.

Pour y remédier, nous considérons Gg comme étant une grille grossière de pas 
3h et Gh la grille fine de pas h. Cette décomposition triadique a déjà été proposée 
lors de la conception d’une méthode performante, de type multigrilles, par Liu et al. 
(cf. [LLM90]) en vue de résoudre le problème d’un écoulement dans un canal plan 
(plane channel flow) avec les conditions en amont et en aval de type Poiseuille.

Nous adopterons les notations, Gh (respectivement ) sera la grille constituée 
de points intérieurs au domaine de pas h (resp. de pas 3h). Les nouvelles I.U. que 
nous appellerons S.I.U. seront donc situées aux points du maillage appartenant à 
Gh \  (Gsh U düh)-

Avant de donner leur description pour un niveau de grille de S.I.U., nous men
tionnerons que nous les avons construites en utilisant la formule de Taylor, pour 
qu’elles soient d’ordre 2 comme les I.U. classiques. Par rapport aux remarques qui 
ont été faites dans un travail précédent (cf. [GAR92]) sur les LU. dans un autre 
concept, nous pensons que la matrice de changement de base qui garantirait aux
S.I.U. d’être d’un ordre plus élevé sera beaucoup trop pleine et le fait de l’appliquer 
pénaliserait beaucoup le coût de nombreuses résolutions.

Soient O =  (a,i>) x (c, d) un domaine rectangle, hi =  1/(3.Ni) et h2 =  1/(3.N2) 
les pas de discrétisation dans chacune des directions (N i,N 2 € IN). Pour (u,p) 
solution discrète de (2.1), on redéfinit les vecteurs des S.I.U. ü*, ph, les matrices de 
changement de bases respectives S et T  de la vitesse et de la pression, de la base 
des S.I.U. à la base classique (nodale) :

u =  Sü, p =  Tp, où ü =* (uîji z?j, y-j, z^ ) ,  p = t (pls,pfJ), avec

-  y“ • et y-j les valeurs associées aux points de la grille grossière de la vitesse,

-  z“ - et zfj  les S.I.U. de chacune des composantes de la vitesse, et

-  pfj et pfj les composantes grossière et incrémentale de la pression.



3.1.1 S.I.U. pour la vitesse

Commençons par donner les formules de changement de base pour chacune des 
composantes de la vitesse,

G9 se constitue des points auxquels sont affectés les valeurs suivantes :

y3i,3i+3/2 =  u3i,3j+3/2 POUr i =  0, • • • , Ni] j  =  0, • • • , N2 ~  1

V3i+3/2,3j = ■y3i+3/2,3i pour i = 0, • • • , N x -  1; j  = 0, • • • , N2 

complétée des points de dCt :

y3t,0 ”  w3i,0 et y^{i3J\T2 ”̂3i,3A',2 Vî 0, ••• , Ni

Vo,3j = vo,3j et y%Nu3j =  v3Nu3j Vj =  0, • • • , N2

Nous pouvons toujours regrouper nos S.LU. en trois types comme au chapitre 1 
(cf. F ig. 3.2).

T y p e  (FV) deux points de Gh situés verticalement entre deux pts de Gg ainsi 
que celui qui se trouve verticalement entre un point interne de Gg et celui du 
bord qui l’a complétée :

3«,3j+3/2+l 

Z3i,3i+3/2+2

ru 3t,l/2

Z3i,3N2-l/2

Z3i+3/2,3j+l 

Z3i+3/2,3j+2
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— 'W3«,3i+3/2+l — 3;(2u3t',3 j+3/2  +  «3<\3(j+ l)+3/2) 

=  ^3«,3j+3/2+2 — 3 '(^3« ,3 i+3/2  +  2 u 3t)3 (j+ i ) + 3 /2)

V î =  1,* • • , -  l ; i  =  0, - - - ,JV2 - 2

=  u 3i,l/2 —  ^ ( ^ 3 « , 3 / 2  +  2 « 3 , - , o )

=  3̂»,3A/2—1/2 _  %(u3i,3N2-3/2 +  2ti3«,3N2)

V i = 1, • • • , Ni -  1

=  ^ 3 .+ 3 /2 ,3 j+ l — j( 2 v 3 i+ 3 /2 ,3 j  +  *>3:+3/2,3j+3)

=  u 3i'+3/2,3j+2 ~  ^ ( v 3i+3/2,3j +  2 u 3,-+ 3/2,3j+3)

V * = 0, - - - , — 1; 7 =  0, - - - ,N 2 -  1
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o  o  o  
•  o o •  

o o o

• • •

(FV) (FH) (FC)
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Fig . 3.2 - Familles de S.I.U. pour la vitesse en dim 2

T y p e  (FH ) deux points de G h situés horizontalement entre deux pts de Gg 
ainsi que celui qui se trouve horizontalement entre un point interne de Gg et 
celui du bord qui l’a complétée :

Z3 i+ l,3 j+ 3 /2  =  ^ 3 t+ l,3 j+ 3 /2  “  \ { 2 U z i , 3 ^ 3 / 2  +  “ 3«+3,3j+3/2)

Z3x+2,3i+3/2 =  U3i+2,3j+3/2  ~  Tç(U3i,3j+3/2 +  2 u 3 ,+ 3)3j+3/2 )

Vt =  0,--- ,JV! — l ; j  =  0,--- ,JV2 - 1

Z3i+3/2+l,3j =  v3i+3/2+l,3j ~  j ( 2 u 3 i + 3 / 2 , 3 i  +  ^ 3 ( « + l ) + 3 / 2 , 3 i )

Z 3 . + 3 / 2 + 2 , 3 j  =  u 3 f + 3 / 2 + 2 , 3 i  “  g - ( u 3 ; + 3 / 2 , 3 j  +  2 v 3 ( , + 1 ) + 3 / 2 , 3 j )

V i = 0, • • • ,Wx-2;j = l,..- ,^2-1

Zl/2,3j =  Vl/2,3j ~  %(v3/2,3j +  2 u 0 ,3j)

Z3Ni —1/2,3j  ~  v 3 N i - l / 2 , 3 j  ~  l r ( v 3 N 1-3 /2 ,3 j  +  2 ü 3Ar,,3j )

V j  =  , ^ 2 - 1
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T ype  (FC) quatre points de G'/, situés au milieu de quatre pts de Gg ainsi 
que les deux autres points proches du bord :

Z3 i + l , 3 j + 3 / 2 + l  =  “ 3 « + l , 3 j + 3 / 2 + l  ~  5 u 3i<3j + 3 / 2 +  3 u 3 l+3 i3 j + 3 / 2

+  3 u 3 , i3(j + I ) + 3 /2  +  U 3 , + 3)3(J + i ) + 3 / 2]

Z3 « + 2 ,3 j + 3 / 2 + l  =  « 3 » + 2 ,3 j + 3 / 2 + l  -  ^ [  5 « 3 i + 3 , 3 i + 3 / 2  +  3 u 3 ;,3j + 3 / 2

+ 3 u 3i + 3 , 3 ( j + l ) + 3 / 2  +  « 3 i , 3 ( j + l ) + 3 / 2 ]

Z3 i + 1 ,3 j + 3 / 2 + 2  =  'u 3 . + l , 3 i + 3 / 2 + 2  “  5 t i 3 i )3( j + i ) + 3 / 2 +  3 u 3f)3j + 3 / 2

+ 3 u 3 t+ 3 i3 ( j + 1 )+ 3 / 2 +  U 3t+3i3j + 3 / 2]

2:3 t + 2 , 3 j + 3 / 2 + 2  =  u 3 « + 2 ,3 j+ 3 /2 + 2  -  ^ [  5 u 3 l+ 3 i3(J + 1 ) + 3 / 2 +  3 u 3 l + 3 ,3j + 3 / 2

+  3lt3,-,3(j+i)+3/2 +  U3,-t3j+3/ 2]

Vz =  0,• • • , Â i — 1; i  =  1,--- , N 2 -  1

Z 3 i + l , l / 2  =  u 3 t + l , l / 2  ~  6 u 3 ) + i i0 — « 3 i , 3 / 2  +  U 3:+ 3j3 / 2 )

Z3 i + 2 , l / 2  =  U 3 .+ 2 .1 /2  — 6 « 3t+ 2l0 — « 3 i + 3 , 3 / 2  +  U3t',3 / 2)

2 3«+l,3Ar2- l / 2  =  u 3 « + l ,3 N 2- l / 2  ~  6 t i 3t+ i , 3JV2 ~  «3» ,3N 2 - 3 / 2  +  ^ 3 .+ 3 ,3 N 2- 3 / 2 )

Z3 i + 2 , 3 N 2- l / 2  =  u 3«+2,3AT2- l / 2  ~  ç (  6 u 3;+2>3Ar2 — U 3t-+ 3 i3/v2_ 3 / 2 +  U 3i<3N^ z / 2 )

V * = 0, • • • , iVi -  1

Nous avons dû compléter chaque type de S.I.U. par un certain nombre de valeurs 
aux nœuds situés entre les points qui ont complété la grille grossière et ceux immé
diatement les plus proches. Ces S.I.U. particulières n’ont pas d’équivalents dans le 
maillage classique considéré au chapitre 1, mais ont été obtenues encore par inter
polation d’ordre 2, en faisant intervenir les valeurs aux bords du domaine - ce qui 
ne présente pas de difficultés grace aux conditions aux limites de type Dirichlet -.
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Z 3 i + 3 / 2 + l , 3 j + l  =  u 3 i + 3 / 2 + l , 3 j + l  “  j j t  5 u 3t-+ 3 / 2 , 3 j  +  3 u 3 ({+ i ) + 3 / 2 , 3 i

+ 3 u 3 « + 3 / 2 , 3 i + 3  +  u 3 ( t ' + l ) + 3 / 2 , 3 j + 3 ]

2 3 . + 3 / 2 + 2 , 3 j + l  =  ^ 3 i + 3 / 2 + 2 , 3 i + l  -  ¿ [  5 v 3 ( I + i ) + 3 / 2 , 3 i  +  3 u 3 ; + 3 / 2 , 3 i

+ 3 u 3 ( t + l ) + 3 / 2 , 3 i + 3  +  ü 3 ! + 3 / 2 , 3 i 4 - 3 ]

Z 3 i + 3 / 2 + l , 3 j + 2  =  u 3 « + 3 / 2 + l , 3 j + 2  —  ^ [  5 u 3 t + 3 / 2 , 3 i + 3  +  3 u 3 ( t + i ) + 3 / 2 , 3 j + 3

+  3 u 3 t + 3 / 2 , 3 i  +  u 3 ( t ' + l ) + 3 / 2 , 3 j ]

z 3 » + 3 / 2 + 2 , 3 j + 2  =  u 3 » + 3 / 2 + 2 , 3 j + 2  “  5 u 3 ( t + 1 ) + 3 / 2 , 3 i + 3  +  3 u 3 ( , + l ) + 3 / 2 , 3 i

+3u3t+3/2t3j+3 +  V3t+3/2,3i]

v* = i,--- ,^1-1; 3 = o,--- ,n 2- i

z l / 2 , 3 j + l  =  U l / 2 , 3 j + l  —  $ (  6 u 0 )3 i + l  —  V 3 / 2 , 3 j  +  t > 3 / 2 , 3 j + 3 )

Z ï / 2 , 3 j + 2  =  V i / 2 , 3 j + 2  ~  6 l> 0 , 3 j + 2  ~  V 3 / 2 , 3 j + 3  +  V 3 / 2 , 3 j )

Z 3 N i - l / 2 , 3 j + l  =  V 3 J V J - 1 / 2 . 3 J + 1  —  ç (  ^ 3 N u 3 j + l  ~  ^ ^ - 3 / 2 ^  +  ^ 3 N i - 3 / 2 , 3 j + 3 )

Z 3 N i - l / 2 , 3 j + 2  —  V 3 N l - i / 2 t3 j + 2 ~  6 u 3 N u 3 j + 2  ~  V 3 N l - 3 / 2 , 3 j + 3  +  V 3 N l - 3 / 2 , 3 j )

V j = 0, • • • ,n 2- 1

3.1.2 S.I.U. pour la pression

La grille grossière de la pression étant aussi une grille d’inconnues de pas 3h et 
la grille fine constituée de valeurs aux noeuds de Gh \  G3h, la configuration des S.I.U. 
d’ordre 2 pour la pression paraît être la même que celle de la vitesse. Toutefois, une 
différence notable intervient sur les valeurs aux points proches du bord du domaine, 
car nous n’avons plus de condition aux limites de type Dirichlet pour la pression. 
Nous sommes donc obliger d’extrapoler les valeurs intérieures de la grille grossière au 
bord du domaine. Ces S.I.U. pour la pression peuvent être regroupées en trois types 
analogues à ceux de la vitesse, et un quatrième type traitant de manière spécifique 
les quatres valeurs aux nœux des coins internes du maillage. Nous récapitulons les 
formules définissant les S.I.U. classiques ainsi que celles obtenues par extrapolation 
linéaire. La figure 3.3 donne la configuration d’un maillage proche du bord pour la 
pression.
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Fig. 3.3 - S.I.U. pour la pression

T ype (FV ) : deux points de Gh situés verticalement entre deux pts de Gg 
ainsi que celui qui se trouve verticalement entre un point externe de Gg et le 
point de dilh :

P lt+ 3 /2 ,3 j+ 5 /2  =  P3t'+3/2,3j+5/2 ~  j[2 p 3 t+ 3 /2 ,3 i+ 3 /2  +  P 3 t+ 3 /2 ,3 (j+ l)+ 3 /2 ] 

Pli+3/2 ,3 j+7/2  =  P 3t+ 3 /2 ,3 j+ 7 /2  3 '[2 p 3 :+ 3 /2 ,3 (i+ l)+ 3 /2  +  P3t+3/2,3j+3/2]

V z =  0, • • • , N i - l ; i  =  0,-- - ,N 2 - 2

PÎi+3/2 ,1 /2  ~  P3Î+3/2.1/2 “  j[4 p 3 t+ 3 /2 ,3 /2  ~  i>3«+3/2,3+3/2]

+ 3 /2 ,3N2—1/2 =  P3t+3/2,3N 2- l / 2  “  3-[4p3t'+3/2,3/V2-3 /2  ~  P3i+3/2,3(AT2- l ) - 3 / 2 ]

V i =  0, • • • , N! -  1



T y p e  (FH ) : deux points de Gh situés horizontalement entre deux pts de Gg 
ainsi que celui qui se trouve horizontalement entre un point externe de Gg et 
le point de dClh :

P 3 .+ 5 /2 ,3 j+ 3 /2  =  P 3 .+ 5 /2 ,3 j+ 3 /2  ~  g [2p3> -+ 3 /2 ,3 j+ 3 /2  +  P 3 ( .+ l )+ 3 /2 ,3 j+ 3 /2 ]  

i J3 .'+ 7 /2 ,3 j+ 3 /2  =  P3.'+7 /2 ,3j+3/2  ~  ; j [2 p 3 (» + l )+ 3 /2 ,3 j+ 3 /2  +  P 3 i+ 3 /2 ,3 j+ 3 /2 ]

Vi = 0,--- , M - 2 ; j  =  0,--- , N t -  1

P l / 2 ,3 i+ 3 / 2  =  P l /2 ,3 j+ 3 /2  ~  3 [4 p 3 /2 ,3 j + 3 /2  ~  P 3 + 3 /2 ,3 j+ 3 /2 ]

P I N i -1 /2 ,3 j +3/2 ~  P3N 1- l /2 ,3 j+ 3 /2  ~  |  [4 p 3A r,-3 /2 ,3 i+ 3 /2  ~  P 3 (7 \T ,-l)-3 /2 ,3 i+ 3 /2 ]

V t =  0, • • • , 7V2 -  1 

T y p e  (FB) : quatre coins de G h *•

P l / 2 , 1 /2  ~  P l / 2 , 1/2 ~  3 -[4 p 3 /2 ,3 /2  ~  P 3 + 3 /2 .3 + 3 /2 ]

P l / 2 , 3 N z - l / 2  =  P l /2 ,3 N 2—1/2 ~  j [ 4 p 3/2 ,3 ^ 2 - 3 /2  ~  P3+3/2,3(W 2- l ) - 3 / 2 ]

P 3 N i - l / 2 , l / 2  =  P ï N i - 1/2 ,1 /2  “  j j [4 p 3 iV i-3 /2 ,3 /2  ~  P3(AT1- l ) - 3 / 2 , 3 + 3 /2 ]

P I n i - 1 / 2 , 3 N 2- 1 / 2  =  P 3 N i - l / 2 , 3 N 2- l / 2  ~  ^ [ 4 p 3N 1-3/2 ,3W 2- 3 / 2  “  P3(AT1- l ) - 3 / 2 ,3 ( W 2- l ) - 3 / 2 ]
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T yp e  (FC) : quatre points de Gh situés au milieu de quatre pts de Gg ainsi 
que les deux autres points proches du bord :

P l i + 5 / 2 , 3 i + 5 / 2  =  P 3 .+ 5 / 2 , 3 i + 5 / 2  “  5 P 3 > + 3 /2 ,3 j+ 3 /2  +  3 p 3 ( . + l ) + 3 / 2 , 3 j + 3 /2

+ 3 p 3 , + 3 / 2 , 3 ( j + i ) + 3 / 2  +  i > 3 ( » + l ) + 3 /2 ,3 ( j + l ) + 3 /2 ]

P 3 i + 7 / 2 ,3 j + 5 / 2  =  P 3 : + 7 / 2 ,3 i + 5 /2  ~  ^ [  5 p 3 ( i + i ) + 3 / 2 , 3 j + 3 / 2  +  3 p 3 ( M - l ) + 3 /2 ,3 ( j + l ) + 3 / 2

+ 3 p 3 i + 3 / 2 , 3 j + 3 / 2  +  P 3 t + 3 / 2 ,3 ( i + l ) + 3 / 2 ]

P l i + 7 / 2 , 3 j + 7 / 2  ~  P 3 « + 7 /2 ,3 i+ 7 /2  “  5p3({+1)+3/ 2,3(j+l)+3/2 +  3p3(t+i)+3/ 2,3j+3/2

+ 3 p 3 i + 3 / 2 >3 ( j + l ) + 3 / 2  +  P 3 Î + 3 /2 ,3 j + 3 / 2]

P3«+5/2,3j+7/2 =  P 3 « + 5 /2 ,3 j + 7 /2  -  ] ^ [  5p3t+ 3/ 2,3(j+l)+3/2 +  3p3t+3/ 2,3j+3/2

+ 3 p 3 ( « + l ) + 3 / 2 , 3 ( i + l ) + 3 / 2  +  P 3 ( * + l ) + 3 /2 ,3 j + 3 /2 ]

Vi =  (),••• , M - 2 ;  i  =  0, - - - ,iV2 - 2

P 3 .+ 5 / 2 . 1 / 2  =  P 3 t + 5 / 2 , l / 2  ~  g [  8 p 3t+ 3/ 2 ,3 / 2  +  4 p 3 , + 3 / 2 ,3 + 3 /2

— 2 p 3 ( t + l ) + 3 / 2 , 3 / 2  ~  P 3 ( i+ X )+ 3 /2 ,3 + 3 /2 ]

P l t + 7 / 2 , 1 / 2  =  P 3 i + 7 / 2 , l / 2  “  8 p 3 ( , + i ) + 3 / 2 ,3 /2  +  4 p 3 ( , + i ) + 3 / 2 ,3 + 3 /2

~  2p3,-+ 3 / 2 , 3 / 2  — P 3 Î + 3 /2 ,3 + 3 /2 ]

P 3 . + 5 / 2 , 3 ^ 2- l / 2  =  P 3 î+ 5/2,3AT2- 1 / 2  ~  g [  8 p 3 j + 3 /2 ,3 N 2- 3 / 2  +  4 p 3t-+ 3 / 2 ,3(AT2- l ) - 3 / 2

— 2 p 3 ( « + l ) + 3 / 2 ,3 N 2- 3 / 2  ~  P 3 ( .+ l ) + 3 /2 ,3 ( W 2- l ) - 3 / 2 ]

P ^ i+ 7 /2 ,3 N 2 - l / 2  =  P 3 « + 7 /2 ,3 N 2- X / 2  ~  g [  8 p 3 ( i + i ) + 3/ 2 ,3Ar2- 3 / 2  +  4 p 3 (t+ i ) + 3/ 2 ,3(iV2- l ) - 3 / 2

— 2 p 3 i + 3 / 2 , 3 N 2- 3 / 2  — P 3 « + 3 /2 ,3 (N 2—1)—3/2]

V t =  0, • • • , M  -  2

P l / 2 , 3 i + 5 / 2  =  P l / 2 , 3 i + 5 / 2  -  g [  8 p 3 / 2 ,3 j + 3 / 2  +  4 p 3+ 3 / 2 , 3 j + 3 / 2

— 2 p 3 / 2 , 3 ( i + l ) + 3 / 2  — P 3 + 3 / 2 ,3 ( i + l ) + 3 / 2 ]

P*i/2,3>+7/2 =  P l / 2 , 3 j + 7 / 2  -  g [  8 p 3 / 2 , 3 ( i + l ) + 3 / 2  +  4 p 3 + 3 / 2 , 3 ( i + l ) + 3 / 2

— 2 p 3 / 2 , 3 j + 3 / 2  — P 3 + 3 / 2 ,3 i + 3 /2 ]

P3AT1- l / 2 , 3 i + 5 / 2  =  P 3 N 1- l / 2 , 3 j + 5 / 2  ~  g [  8 p 3 N ! - 3 / 2 , 3 j + 3 / 2  +  4 p 3 (^/1 _ i ) _ 3/ 2 ,3 i+ 3 /2

— 2 p 3 ^ j _ 3 / 2 , 3 ( i + l ) + 3 / 2  — P 3 ( N i - l ) - 3 / 2 , 3 ( j + l ) + 3 / 2 ]

P 3N 1 —1 /2 ,3 j + 7 / 2  == P 3 N , - l / 2 . 3 i + 7 / 2  -  g [  8 p 3 ^ 1_ 3/ 2 ,3 ( j + i ) + 3 / 2  +  4 p 3 ( W , - l ) - 3 / 2 , 3 ( j + l ) + 3 / 2

— 2p3JV1- 3 / 2 , 3 j + 3 / 2  — P 3 ( N i - l ) - 3 / 2 , 3 j + 3 / 2 ]

V j  =  0,--- ,7V2 - 2

T I
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3.2 A nalyse “a posteriori” de la solution

Dans cette section, nous présentons une analyse de la taille des différents termes 
provenant du système discret (2.1). Il ne s’agit pas exactement d’une estimation a 
posteriori de la solution pour la simple raison que nous n ’avons pas atteint le régime 
établi, mais nous verrons que cette vision n’en est pas très éloignée.

Nous adopterons une écriture formelle de ce système directement hiérarchisé dans 
la base des S.I.U., qui sera détaillée à la section suivante. Notre outil d’analyse est 
le plus simple: la norme L2(0) de chacune des images des opérateurs discrets. Nous 
l’appliquerons dans différentes simulations obtenues par la méthode de résolution 
développée dans la section précédente. Aux figures 3.4 et 3.5, nous proposons l’évo
lution de la norme de Wh de la vitesse sur chacune des grilles (grossière et fines). 
On vérifie sans peine que les S.I.U. sont d’ordre 2, en retrouvant le rapport entre 
la norme de la grille des S.I.U. de la vitesse et la norme de la grille grossière de la 
vitesse de l’ordre 9.

Evolution of velocity’s W-norm
10

1 0 ” r

10
,-1

-2

------- Coarse Grid unknowns
------- Incremental Unknowns

10
0 10 20 

Number of time-step

1 st order time derivative velocity 2nd order time derivative velocity 
101

10

10'-1

10,-2

: I ' : 10' :------ |----- ..1....... --------  ]

— f

102
: /
• j  

\  J
Vs»»---
\

. . . . . . i_. ____ i„... ...

101

10°

10-1

Y

\ y i
r /

\ /

-1

V V

x. -

..„1...... . i ....
0 10 20 0 10 20 

Number of time-step Number of time-step
F i g . 3.4 - Cas test de la cavité entraînée régularisée à Re—104, 257 x  257 pts
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Nous pensons que l’évolution même globale des quantités détaillée ci-dessous 
donne une information de la dynamique du phénomène que nous simulons. Par 
exemple, on peut déjà s’apercevoir d’une nette différence entre l’évolution de la 
norme des taux d ’accroissement de la vitesse. A faible nombre de Reynolds, on 
observe que pour un écoulement devenant très vite stationnaire, les taux d’accrois
sement de la vitesse décroissent très régulièrement. Alors que pour un assez grand 
nombre de Reynolds, (figure précédente), on observe une longue période transitoire 
pendant laquelle la dynamique s’installe, entraînant alors, des variations de ces taux.

Velocity’s W-norm
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io° r  ; \
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FlG. 3.5 - Cas test de la cavité entraînée régularisée à i2e=100, 65 x 65 pts

De façon formelle, le problème de Navier-Stokes directement hiérarchisé peut 
s’écrire sous la forme suivante :

+ ~fÈëA-Süh +  B.T.ph +  fr/i(u/i,u /») =  fh  dans (3 1)
u h =  gh sur I \ ,
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A partir de ce système (3.1), nous pouvons comptabiliser plusieurs actions de 
chacun des opérateurs sur la grille grossière. Nous regarderons l’effet du terme ré
gularisant sur les inconnues grossières, décomposé en celui provenant effectivement 
de la grille grossière (Ay(t)) et de celui obtenu par le changement de base des S.I.U. 
(A.R.y(t)). L’évolution de l’effet du laplacien sur les S.I.U., restreint à la grille gros
sière (A .z(t)) est aussi prise en compte (cf. 3.6).

Evolution of llbg(y(t)fy(t))!l Evolution of (Ay(t).y(t))
4.0 i \ » i • 10.2 « i i i »
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FlG. 3.6 - Cas test de la cavité entraînée régularisée à Re=l04 , 257 x 257 pts
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Nous faisons intervenir un nouvel opérateur discret, le terme non linéaire d’inter
action entre la vitesse sur la grille grossière et les S.I.U. de la vitesse, défini comme 
suit :

knt(y3h(t)>2h(t)) = K gbh(uh,uh) -  b3h(y3k,y zh),

7Zg étant la restriction sur la grille grossière. Nous considérons l’évolution de ce 
terme non-linéaire d’interaction, ainsi que du terme inertiel classique approché sur 
la grille grossière (noté bg(y3h(t),y3h(t))).

Nous présentons aussi la variation relative de chacune de ces quantités au cours 
du temps à la figure suivante.

'  w * 4  "
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FlG. 3.7 - Cas test de la cavité entraînée régularisée à Re—104, 257 x 257 pts

Dans le cas de la simulation pour un nombre de Reynolds de 104, pour l’intervalle 
de temps considéré [0,15], on se rend compte que toutes les courbes de variations 
des quantités (cf. 3.7) considérées présentent un minimum à peu près au même tenps 
(environ entre T  =  8 et T = 9), et un maximum local à T = 12.

z(tn)ll
llbint(y(tn+1),,z(tn+ IÎVbint(\y(tn),;

llbint
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T « 8 . 2  3 5

T « 8 . 8 2 3T « 8 . 6 2 7

T *  1 1 . 0 6 T *  1 2 . 1 6

F i g. 3.8 - Lignes d ’Isovorticité à T  ~  8.5 et T  ~  12.0

On se rend bien compte que la dynamique intérieure de la cavité qui, une fois 
les structures cohérentes créées, est encore très faible à T  «  8.5 et, qui s’installe 
complètement à T  proche de 12.

T * 6 . * 3 1
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3.3 Problèm e de Stokes généralisé sur la grille 
grossière

La considération que nous cherchons à développer se rapprochant du concept des 
méthodes de type Galerkin non linéaire consiste à ne calculer à certains instants, 
que les inconnues de la grille grossière du système discret provenant des équations 
de Navier-Stokes. Les inconnues de la grille complémentaire plus fine sont les S.LU. 
qui seront figées à la valeur de leur itérée précédente. La grande difficulté numérique 
à surmonter vient du couplage des inconnues des différentes grilles lié, d’une part à 
la non orthogonalité des S.I.U. pour le produit scalaire de Hq(CÏ) induit et d’autre 
part à la présence du terme non linéaire. Aussi, il nous apparaît fondamental de 
s’interroger sur les opérateurs discrets intervenant sur chacune des grilles du système 
afin d’obtenir un problème sur la grille grossière proche du vrai problème de Stokes 
généralisé (itération de Navier-Stokes) sur la grille en question, bien posé et surtout, 
facile à résoudre numériquement.

Après avoir rappeler et analyser la structure des opérateurs classiques interve
nant dans la base nodale, nous présentons deux procédés permettant d’obtenir un 
système sur la grille grossière, et discutons de leur résolution. Le premier, inhérent 
aux méthodes de différences finies, s’obtient par restriction sur la grille grossière du 
système total hiérarchisé après une approximation des opérateurs discrets comme 
dans la base nodale. Le deuxième procédé s’obtient par la hiérarchisation faite sur la 
formulation variationnelle du problème, de manière analogue à la technique utilisée 
poux la discrétisation par éléments finis hiérarchiques implémenté par [PAS92] et 
[CLT95].

3.3.1 Analyse des opérateurs intervenant dans la base no
dale

Considérons l’écriture habituelle formalisée d’une itération d’un schéma numé
rique de Cranck-Nicholson sur les termes diffusifs et d’Euler-explicite sur le terme 
convectif, ce qui nous donne un système discret obtenu comme à la section 2.1 :

' (I  + T K ë A ) < +1 + B .pl+1 = ( / - 2% A ) . <  +  A î6 ( îM )  dans Clh
< lB.unh+1 = 0 dans (3-2)

K +1 =  9h  s u r r h

On reconnait le problème de Stokes généralisé pour lequel nous détaillerons les dif
férents opérateurs de (3.2) et ceci pour un niveau de grille de S.I.U. Nous reprenons 
le même nombre de points de discrétisation que celui considéré au paragraphe 3.1.1, 
soit Cl =]a, 6[x]c,d[, =  gjy-, fc =  1,2 le pas de discrétisation dans chacune des

directions (JVj. € JN). Chacun des opérateurs de changement de base, de la base des
S.I.U. à la base nodale, pour la vitesse et la pression garde la même structure que
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celui plus classique de la base des I.U. à la base nodale. Nous notons S  celui agissant 
sur la vitesse et T  celui de la pression, qui s’écrivent sous forme de matrice blocs :

S  =

I 0
0

R i I T  —
'  I 0

0
J 0 ) 1 — R I

R2 I

ou,

Ri  et i?2 sont les deux interpolateurs agissant indépendamment sur chacune 

des composantes grossières de la vitesse de tailles respectives ((N i — 1) x

N 2, 8N i N2 -  2iV2)  et ((Ni  x (N2 -  1), 8NXN2 -  2N ^ ,

R  est l’interpolateur agissant sur la grille grossière de la pression de dimension 
(Ni x N 2, m  x N 2)t

I  dénote les blocs identité indépendemment de leur dimension.

Nous conviendrons de faire l’analogie de la matrice S  avec son premier grand bloc 
(car l’analyse que nous faisons des opérateurs du système hiérarchisée à une com
posante n ’a aucun mal à se généraliser pour un problème vectoriel) et de noter :

S  =
' I 0 '

R I
quand il le sera possible.

La discrétisation centrée usuelle du laplacien (à 5 points) avec le rangement grille 
par grille fait intervenir la matrice blocs suivante :

■̂ îi Ai2

A 2i A 22

et on a les informations suivantes sur les différents blocs :

A n  =  -jjzl, de dimension ((Ni  — 1 ).N2j

A 12 = tA 2i, est une matrice rectangulaire creuse, formée de quatre coefficients 
non nuls (égaux à — l / h 2) par ligne dont deux situés dans les 2(Ni — 1 )(N2 — 1) 
premières colonnes (S.I.U. de type (FV)), et les deux autres dans les 2NiN2 
colonnes suivantes (S.I.U. de type (FH)).

A 22 est une matrice creuse carrée de dimension (2N2.(ANi — l ) 2 que nous 
n’expliciterons pas plus pour l’instant.

A =
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Il est utile aussi de rappeler la structure de l’opérateur appochant le gradient de 
la pression (la même convention de l’équation scalaire sera adoptée), après avoir 
réordonné les différentes grilles d’inconnues :

B =
0 B \2

B 21 B22

de dimension ( z N fö N i  — 1), 9AT1JV2̂  >

le bloc nul à pour dimension [N2(Ni — 1) ,N \.N 2j  et exprime que le gradient

approché au second ordre par différences centrées n’est calculé qu’à partir de 
contributions de la grille fine complémentaire de la pression.

B \2 est un bloc creux de dimension (^N2(Ni — 1) ,8N iN 2̂  formé de lignes 

contenant deux coefficients non nuls ( ± l / ( 2/ii))

B21 est un bloc creux de dimension \2N 2(4.Ni — 1) ,N iN 2J ayant seulement

une valeur non nulle ( ± l / ( 2/ii)) par ligne (pour les lignes des S.I.U. de type 
(FH)).

B22 bloc creux de dimension ( 2N2(ANi — 1), N-^N^j ayant deux valeurs non

nulles pour les lignes correspondant aux S.I.U. de type (FV) et (FC) et d ’une 
valeur pour les lignes des S.I.U. de type (FH).

Pour l’autre dimension qu’il a été convenu d’omettre, les blocs correspondant à B 2\ 
et B 22 auront une structure équivalente avec les lignes correspondant aux S.I.U. de 
type (FV) et (FH) interverties.

3.3.2 Restriction directe
On considère le problème de Stokes généralisé (3.2) directement hiérarchisé, soit :

(I +  ocA)Sül+1 +  B T f l+1 =  f l  dans Q.h 
tBSÜ%+1 =  0 dans Çlh 

=  gh sur I \ ,
(3.3)

u

avec a  =  et /£  =  ( /  — oîA)u^ +  A tb(v%,v%). Il est possible d’analyser les
différents blocs intervenant sur la restriction de la première équation de (3.3) à la 
grille grossière. Le premier bloc de A S  est A u  +  Ai2R,

A S  =
A u  +  A 12R A \2
A2\ +  A 22R A22
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et on peut se rendre compte qu’il s’agit d’un bloc symétrique. En effet, si l’on décrit 
l’action de l’opérateur discret du laplacien sur la grille grossière de la vitesse on 
obtient, en utilisant les formules du paragraphe 3.1.1 pour les S.I.U. de type (FV) 
et (FH) situés au moins à une distance d’un pas de T :

( —A h U h )  =  r ÿ (  4 u 3t i3_7+ 3/2 — W 3i-l,3 j+ 3 /2  ~  « 3 i+ l,3 j+ 3 /2
A  ' /  Zi,Zj+Z/2 n l  v

- ^ 3 i + l ,3 i + 5 / 2  ~  u 3 t,3 j+ l /2 ^

=  7 ?  (  4 w3i,3j+3/2

 ̂ 1
_ Z 3 (t- l)+ 2 ,3 j+ 3 /2  ~  g ( u 3 ( t- l ) ,3 j+ 3 /2  +  2w 3i,3 j+ 3 /2 )

~ Z3z+l,3 j+3/2  “  3 ( 2 w 3ii3i+ 3 /2  +  U 3 (t+ l),3 j+ 3 /2 ) 

~ ZZi,3j+5/2 ~  ^{2u3i,Zj+Z/2 +  U 3 (*+ l),3 (i+ l)+ 3 /2 ) 

- Z 3 i+ l,3 ( i- l )+ 2 + 3 /2  “  3 ( u 3 t ,3 0 - l )+ 3 /2  +  2U 3 i,3 j+ 3 /2) ^

3/lj (  4 2/3t,3j’+3 /2  Vz{i—l) ,3 j+ 3 /2  2^3(t+l),3j’+3/2

—î/3 i,3 (j+ l)+ 3 /2  — 2 /3 i ,3 ( i- l)+ 3 /2 ^

— z 3 t- l ,3 j+ 3 /2  +  ZZi+l,Zj+Z/2  +  ZZi,Zj+5/2 +  ZZi,Zj+Z/2> >

donc, pour ces points de la grille grossière, le bloc A n  + A \2R  =  —3A2h- Pour les 
autres points de la grille grosière, nous obtenons une approximation de l’opérateur 
grossier du laplacien identique à celle faite sur la grille fine d’inconnues par extrapo
lation linéaire. Par exemple, regardons le traitement pour la première composante 
de la vitesse aux points (Sihi, 3h2/2) :

( —AhUh ) =  ~TZ ( 4 « 3 i i3/2  — îi3 t,l /2  — ^3 t,5 /2  ~  « 3 i - l ,3 /2  — ^ ¿ + 1,3/ 2)
\  /  3i,3/2 n i

=  p  (4^3»,3/2 ~  z Zi,l /2 *  3 ( w 3t,3/2 +  2 w3t,0 )

z Zi,5/2 ~  ^ ( UZi,3+3/2 +  2 î i 3i)3 /2)

^31—1,3/2 ~  | ( w3 ( i- l ) ,3 /2  +  2 u 3ii3 /2 )

^3*+1,3/2 “  g(W 3(*+l),3/2 +  2 u 3ii3/ 2) )

=  3 P  (2^31,3/2 -  « 3 ( t - l ) ,3 /2  -  W3(i+ 1) i3/ 2)

"*"3/?(^W3i.3/2 — 2u3t,0 — W3t)3+3/2)

~ ^ ( z Zi,1/2 +  ZZi,5/2 +  Z3 i- l ,3 /2  +  Z3i+l,3/2)>

on reconnaît les coefficients obtenus pax l’extrapolation linéaire pour approcher le 
terme de dérivation du second ordre suivant l’axe des y. Nous pouvons conclure que 
A n  +  A i2R  =  —3A3 h.

On trouve aussi une expression simple de l’opérateur intervenant sur la grille 
grossière de la pression. Après avoir trouvé la structure bloc de la matrice rectan
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gulaire BT,  on utilise les formules de définition de la hiérarchisation de la pression 
(pour les S.I.U. de type (FH)) au paragraphe 3 .1 .2 , et on obtient:

BT  = B\2 R B\2
B2i +  B22R to to to

'<9;
32,3.7+3/2

( p Z ( i - l ) + 7 / 2 , Z j + Z / 2  ~  P 3(i—l)+ 5 /2 ,3 j+ 3 /2 ^

7^  (p 3 ( i- l)+ 7 /2 ,3 i+ 3 /2  +  J ( 2P3i+3/2 ,3 i+3/2  + P 3 ( t - l ) + 3 /2 ,3 j+ 3 /2 )  

-P 3 (» - l )+ 5 /2 ,3 i+ 3 /2  ~  3 ( 2P 3 (i- l)+ 3 /2 ,3 i+ 3 /2  + i> 3 i+ 3 /2 ,3 j+ 3 /2 ) )  

3 ^  (p 3 i+ 3 /2 ,3 i+ 3 /2  “  P z i - Z / 2 , Z j + Z / 2 ^

+  7 ^  (P zi+ l/2,Zj+Z/2 *  Pzi—l / 2,Zj+Z/2 Ĵ

( m 3hV  &X  )  Zi,Zj+ 3 /2  ^  V  @X )  Zi,Zj+Z/2

pour tous les points de la grille grossière intérieurs au domaine.
On obtient l’égalité analogue pour la deuxième composante du gradient en uti

lisant la définition des S.LU. de type (FV) soit,

(dpy\ 3h / dpz \ h

V  dy /  31+ 3/ 2 ,3/

toujours pour les points de la grille grossière intérieurs au domaine.
Il reste à analyser l’opérateur intervenant dans l’équation de (3.3) traduisant 

l’incompressibilité :

lB S  =

idp\h =  ___

\ d y j  zi+z/2,zj V d y  )  zi+z/2,zj

*B2i R lB2i 1
tB\2 +  tB22R lB22 J

La contribution de tB 2iRy  se calcule au point de discrétisation de la grille grossière 
de la pression et, en utilisant la définition de R  (pour les S.LU. de type (FV) et 
(FH)) comme précédemment, on a:

( ‘ £ 2 1  J 2y )
Z i+ Z /2 ,Z j+ Z /2

_L
hi (R iV

+ h2

J  3i+2,3,j+3/2

R2yv'

R iÿ A

=  ( v 3h.uh^

Zi+ Z /2 ,Z j+2

J 3i+l,3j'+3/2_

R2VV)
/  3 i+ 3 /2 ,3 i+ l.

J 3 i+3/2,3j+3/2

Après avoir explicité ces opérateurs, on peut restreindre le système (3.3) sur la grille 
grossière et obtenir le problème suivant :

( /  — SczA-shtysh1 ^zh(p3hj — fzh~^ a GhZh+ — V h(pjij dans Q,3h,

V 3/1.2/3/t1 =  - B 21z nh+1 dans ü 3h (3.4;

2/3h 1 =  9zh surTsfc

y
1
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oii, nous renotons f 3h la restriction à la grille grossière du second membre de la 
première équation de (3.3). 7Zg constitue la restriction à la grille grossière, et C/, est 
l’opérateur qui, aux quatre S.I.U. chacune des composantes de la vitesse situés à la 
distance d ’un pas d’un point de la grille grossière, associe en ce point leur somme 
réduite d’un facteur h\.

3.3.3 Restriction sur la forme variationnelle

Comme nous l’avons mentionné au premier chapitre, les schémas numériques en 
discrétisation par différences finies peuvent découler d’une formulation variation
nelle. Mais, une analyse détaillée de la structure de l’opérateur laplacien dans la 
base des S.I.U. nous montre qu’il n ’est pas toujours possible de faire l’analogie entre 
les éléments finis hiérarchiques et les S.I.U. (ou LU.) en différences finies. Ensuite, 
nous discuterons de la restriction du problème discret sur la forme variationnelle.

A n a l y s e

Pour se convaincre de ce point, il suffit de faire le calcul du bloc intervenant sur 
la grille grossière du laplacien dans la base des S.I.U. En reprenant les notations du 
paragraphe précédent, avec A  le laplacien à 5 points, on obtient :

i l l

Â  = *S.A.S = A n  ~l~ -¿4 .12-R  +  tR ( A 2l ~4~ A 22. f i )  A 12 +  tR A <¿2 

A 21 +  A 22R  A 22

On a vu que A u  + A \2R  — 3(—A3 h) oii l’approximation se fait par le même schéma 
à 5 points, mais avec le pas grossier. Pour calculer A n, il suffit de détailler le produit 
scalaire de Wh suivant, où les contributions interviennent uniquement sur la grille 
des S.I.U. :

((A21 + A 22R)yu,R yv) où ü =  i ^ ) *•«-(?)

Selon la figure 3.9, il faut calculer les contributions localisées aux points de la grille 
des S.I.U. de type (FV), (FH) et (FC), soient v^, hij et ĉ - si l’on considère une seule



composante de la vitesse.

h2(A2ly« +  A 22R y»)V02 =  - 2/5 +  4(Riyu)v02 -  (R iy u)cu -  (R iy u)v0l -  (R iyu)c23

=  ¿(3y? +  Vï) -  ¿ ( 3 y ï  +  3j/g +  y? +  2/3 ), 

h2{A2lyu +  A 22Ryu)V01 = $(3y£ +  y£) -  ¿ (3y^  +  3y£ +  y% +  y£),

h2{A2lyu +  A 22R yu)h0 2 = ¿ (3^5 +  Va) ~  ^ ( 3 y 2 +  3y£ + y? +  y?),

h, (A tiy '‘ +  AriRy'1)ci< =  4(Biÿ*)eM -  (R>yu)hn -  {P'-\y'1)<w  -  (Riy")n,
- ( R i v ' U ,

= ¿(yr + t i - v i - y “)-
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FlG. 3.9 - Localisation des S.I.U. liées à un point grossier
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Pour retrouver la structure de An,il suffît de repérer le coefficient de y% dans le 
produit scalaire, soit, sommer les différentes expressions de h2(A2iyu + A 22R iyu) avec 
les poids donnés par l’interpolateur R^. Pour cela, il suffit de regrouper les S.I.U. en 
trois groupes auxquels sont affectés les mêmes coefficients. Le premier est constitué 
de {vQ2,V03,h02,h03} pour lequel le coefficient est g, le deuxième, {uoi)Uo4> /*oi5 h04)

de coefficient ij, et le dernier constitué des c,j qui par symétries ne donnent aucune 
contribution.

£  h2(A2iyu +  A 22Rxyu)ci].{Rxyu)ci3 =  0,
l< t , j< 4

car,

{M \yu +  A 22R iyu)cn =  [M \yu +  A 22R iyu)cu
= — (-^21 yU +  ^ 22-Rlî/U)ci2 =  ~ (-^21 yU +  A 2 2 R \y U)ci3

et (R iyu)ci2 + {Riyu)ci3 =  {Riyu)cu + (i?iyu)Ci4 VI <  t < 4 et ceci quelles que 
soient les quatre cellules du maillage grossier.

On finit par trouver l’expression de l’opérateur grossier :

Â „y5" =  i ( 5 2 r f  -  Syi -  8!,; -  8y? -  8 $  -  5 ^  -  5 $  -  5»? -  5yî).

Il s’agit bien d’une discrétisation d’ordre 2 de l’opérateur laplacien sur la grille gros
sière (la somme nulle des coefficients et leur symétrie permet la déduction évidente 
en utilisant la formule de Taylor) mais l’on ne retrouve pas celle que nous avions 
utilisé sur la grille fine. Ceci vient du fait que l’approximation du laplacien par un 
schéma à 5 points communément utilisée pour des raisons d’économie (le coût d’un 
produit matrice-vecteur étant quasiment réduit de moitié) ne provient pas d’une 
formulation variationnelle avec une discrétisation de type MAC.

Par contre, si nous avions choisi la discrétisation standard à neuf points donnée 
par le calcul des produits scalaires des fonctions de base de Wh par une méthode 
classique de Galerkin (comme en discrétisation par éléments finis) nous aurions 
obtenu le même opérateur discret.

Restriction

Considérons le problème de Navier-Stokes sous forme faible (1.6) avec une dis
crétisation temporelle obtenue de façon explicite, dans la nouvelle base des S.I.U. 
Ce qui nous mène au problème de Stokes généralisé discret suivant :

' lS .(M  +  a A ) . ^ +1 + ‘S.B.Tpnhfl =  *Sft dans Ü3h
< iT .tB .Sünh+1 =  0 dans Os* (3.5)

= 9h sur F/,,

où M  est la matrice de masse obtenue par produit scalaire dans L2{Cl) des fonc
tions de base de la vitesse, et jouant le même rôle que l ’identité. D ’après l ’étude
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menée au chapitre précédent, nous savons que le conditionnement de l’opérateur 
I-\-aA  est bien plus petit que celui de lS.(M + ocA).S, ce qui explique en partie, que 
nous n’ayons pas fait le choix de cette restriction. L’autre raison concerne la lour
deur d’implémentation, de la résolution par l’algorithme de projection du problème 
de Stokes généralisé une fois restreint. Il suffit de remarquer que le projecteur sur 
l’espace à divergence nulle est défini comme

P = I -  'SBT^T lB S  iSBT)~l 'T ̂ S ,  

et il nécessite pour son application un trop grand nombre d’opérations.

3.3.4 Résolution du problème grossier

On suppose que l’on se situe à un instant de la simulation, où les structures 
incrémentales des inconnues évoluent très peu. Par conséquent nous allons les laisser 
figées à leur valeur précédente et résoudre le problème grossier suivant :

/  \  n + l

(I -  +  ^3h\plhJ = h dans

^sh-ÿst1 =  dans Cl3h
Üâh1 = 9zh sur r 3h

(3.6)

où, k 3h = f 3h + ChZh~'R-g^h\PÎJ > e t / n, C/, ei ont été définis lors de l’analyse 

précédente.
Nous reconnaissons les mêmes opérateurs intervenant dans le problème classique 

de Stokes généralisé, mais la spécificité intervient sur un second membre non nul 
de la deuxième équation de (3.6). Or la résolution par l’algorithme de projection 
orthogonale du chapitre précédent nécessite une réelle relation d’incompressibilité.

Pour y remédier, nous allons considérer le problème grossier résolu à l’itération 
précédente (3.7) et effectuer un relèvement à l’aide de la vraie solution (sur la grille 
grossière) de Navier-Stokes trouvée à l’itération précédente.

( /  -  3 a A 3h)Vzh +  h =  f 3h 1 +  oîC hzI -  TlgVh. (p%j dans ü 3h

Vsfc-ySfc =  - B n z l  dans Ù3h (3‘7)
vîh =  d3h sur r3*

Ce qui revient à faire la différence entre chacune des équations du problème (3.6) et 
celles de (3.7), pour obtenir (3.8) avec les notations suivantes:

y = nt'-yÎH
\  Tl+1

( /  -  ZaA3h)Y  +  V 3/lPy =  f n3h
v 3/l.r = 0

Y  = 0

f l h 1 dans ÇÏ3h
dans 
sur T3h.

(3.8)

3aA ihjVsh Clsh

t n a

JBn

I APY

A i "



196 .D é v e l o p p e m e n t  d ’u n e  m é t h o d e  m u l t i - n i v e a u x

On peut remarquer que la dynamique habituellement alimentée aux itérations de 
Navier-Stokes par la condition limite et se propageant par le second membre, semble 
se transmettre uniquement par le second membre. On s’attend à ce que la résolution 
du système (3.8) soit plus difficile que celle du système classique (pour le même 
nombre de points de discrétisation), car le coefficient devant l’opérateur est 
trois fois plus important ce qui ne peut qu’augmenter le conditionnement de la 
matrice à inverser.

Il faut préciser qu’il est aussi nécessaire de préconditionner, avec le laplacien 
discret, l’algorithme de gradient conjugué. L’algorithme de multigrilles classique 
développé à la première partie effectue des cycles V de longueur maximale, par 
conséquent il nécessite un nombre de points intérieurs de discrétisation sur la grille 
la plus fine de 2d — 1 (et un seul point intérieur sur la grille la plus grossière). Donc, 
cela nous restreint dans le choix du nombre de points sur la grille fine et, d’autre 
part, nous demande de changer de stratégie sur la grille grossière. Il est possible 
de considérer un cycle de longueur 1 et d’inverser le laplacien grossier (discrétisé 
avec 42 points) par une méthode directe (factorisation de Gauss). La factorisation 
n’étant faite qu’une fois, à l’étape d’initialisation, nous devons noter un gain dans 
l’inversion par notre nouvelle implémentation.

3.4 Schéma de type Galerkin N on Linéaire

Dans cette section, nous explicitons le premier schéma que nous pouvons qua
lifier de type Galerkin Non Linéaire, bien que problème discret ne provienne pas 
directement d’une formulation faible discrète.

Pour l’instant, nous pensons qu’il faille déterminer de nombreuses constantes 
de manière empirique et nous avons utilisé comme schéma de référence pour la 
résolution classique, le schéma de Cranck-Nicholson et Euler explicite (ordre 1 en 
temps).

La figure 3.10 présente schématiquement la stratégie dont nous envisageons la 
mise au point.
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Pour que la méthode garde son intérêt (i.e. qu’elle permette d’obtenir un gain de 
complexité et/ou de temps), on cherche une configuration qui permette de choisir k 
le plus grand, / le plus petit avec un nombre de cycles (nbcycle) le plus grand.

De plus, nous ne voulons pas que l’on puisse noter une perte significative de 
précision sur le calcul de la solution.

Comme nous l’avons fait en détail à la section précédente, pour la restriction du 
problème sur la grille fine au problème grossier, nous décrivons l’étape de prolonge
ment. Il s’agit du prolongement le plus classique que l’on puisse envisager avec des 
S.LU. figées, soit :

changement
d embase ( ÿ »  \  =

R em a rq u e  7
Bien qu’il ne s’agisse que d’une étude faite sur une configuration d’une grille grossière 
et une grille de S.I.U., nous pouvons sans mal, définir une stratégie plus générale 
avec un nombre de niveaux de grilles de S.LU. ds quelconque (ds > 1), et un nombre 
de points quelconque sur la grille grossière. Mais, cela ne nous parait pas fondamen
tal d’augmenter le nombre de grilles, dans la mesure où si l’on cherche à simuler 
assez longtemps sur la grille grossière, il est nécessaire de pouvoir capter avec cette 
discrétisation, suffisamment d’informations sur la solution.
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Conclusions et développements

Dans cette partie, nous pouvons noter la création puis la mise en œuvre de 
nouveaux algorithmes efficaces pour la résolution des problèmes de Stokes et Navier- 
Stokes instationnaire.

La développement du premier algorithme repose sur plusieurs techniques per
formantes : il utilise la discrétisation inhérente à la méthode MAC, un algorithme 
de projection récent préconditionné par une méthode multigrilles efficace. De plus, 
cette implémentation a été validée dans le cas de la cavité carrée pour un nombre 
de Reynolds de 5000.
Ensuite, nous avons créé une nouvelle hiérarchisation d’un maillage MAC, et nous 
nous sommes attachés à proposer une méthode de type Galerkin non linéaire en 
discrétisation par différences finies. Cela nous a permis de concevoir des estimateurs 
de dynamique à partir du terme inertiel non linéaire, et de définir une stratégie 
multi-niveaux. La descente sur la grille grossière est obtenue en figeant les S.I.TJ. et 
le terme d’interaction entre les différentes structures. Ensuite, la résolution du pro
blème grossier approché peut se faire en utilisant la même méthode de projection 
orthogonale que celle utilisée pour le problème sur la grille fine.

Nous pensons affiner notre étape de prolongement en effectuant un lissage des
S.I.U. avant de prolonger les composantes grossières sur la grille fine. On pourrait 
utiliser une varié té  inertielle  approchée comme opérateur de lissage, un peu diffé
rente de celle introduite par Foïas et al. (cf. [FMT88]), car le coût d’implémentation 
de cette dernière, en différences finies, est beaucoup trop grand.

Il serait aussi très intéressant de changer de problème modèle et d’envisager des 
indicateurs de dynamique non linéaire plus localisés dans l’espace. Cela nous permet
trait d’envisager le raffinement local dans les zones de forts gradients, de diminuer 
dans ce cas la taille de chacunes de nos S.I.U., et surtout de résoudre efficacement 
des écoulements de couche limite.

Finalement, nous pouvons dire que le concept des Inconnues Incrémentales per
met de nombreuses avancées et qu’il mérite d’être utilisé dans des domaines variés.
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