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ABSTRACT: Let F be a local non archimedian field of characteristic p > 0,
and let D be a central division algebra of finite rank d? over F'. Let r be a positive
number and put n = rd. Then we prove that there is a Jacquet-Langlands cor-
respondence between the set of classes of irreducible essentialy square-integrable
representations of GL,(F') and the set of classes of irreducible essentialy square-
integrable representations of GL,(D). This correspondence leads to an isomor-
phism between the Grothendieck group of GL.(D) and a natural factor of the
Grothendieck group of GL,(F’), and furthermore to an isomorphism between the
Hopf algebra associated ¢ la Zelevinski with GL,(D) and a natural factor of the
Hopf algebra associated by Zelevinski with GL,(F'). We also prove a transfer of
integral orbitals between GL,(F') and GL,(D).

Consequences of these facts are the local integrability of characters, the ortho-
gonality relations for square integrable representations and the irreducibility of
any representation induced from a square-integrable irreducible one on GL, (D).

If L is now a global field and A is a central division algebra of finite rank d?
over L, if r is a positif integer, then we also prove the finitude of automorphic
cuspidal representations of GL,(A) with fixed components for almost every place.

Key words: local field, reductive p-adic group, representation theory, Jacquet-
Langlands correspondence.

MSC code: 20G25-20G05
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INTRODUCTION

Soient F' un corps local non archimédien et D une algebre centrale simple
sur F' de dimension finie d2. Soit r un entier strictement positif. Posons n = rd.
Il existe alors une injection canonique de ’ensemble des classes de conjugaison
des éléments semisimples réguliers de GL,(D) dans 1’ensemble des classes de
conjugaison des éléments semisimples réguliers de GL,(F'). Elle induit une cor-
respondance bijective entre I’ensemble des classes de conjugaison des éléments
elliptiques réguliers de GL,(D) et ’ensemble des classes de conjugaison des élé-
ments elliptiques réguliers de GL,(F). Si le corps F' est de caractéristique nulle,
Jacquet et Langlands ont montré ([JL]) que pour d = 2 et r = 1 il existe une
correspondance bijective entre les classes d’équivalence des représentations essen-
tiellement de carré intégrable de GL,(F’) et les classes d’équivalence des repré-
sentations essentiellement de carré intégrable de GL,(D) qui a la propriété que
les caractéres de deux classes de représentations qui se correspondent sont égaux
sur des classes de conjugaison qui se correspondent, au signe (—1)"~" pres. Flath
a montré dans sa thése ([F12]) ce méme résultat pour d = 3 et 7 = 1, F de ca-
ractéristique nulle. Rogawski a généralisé ([Ro2|) & d quelconque, dans le cas ol
F est de caractéristique nulle et 7 = 1. Le cas d quelconque, 7 quelconque, tou-
jours en caractéristique nulle, a été finalement démontré par Deligne, Kazhdan
et Vignéras dans [DKV] (voir aussi [F11]). Les auteurs en déduisent aussi que les
induites des représentations de carré intégrable sont irréductibles sur GL,(D) et
un théoréme de transfert de toutes les fonctions & support compact de GL,(D)
vers GL,(F). Le but de cette thése a été d’établir la correspondance dans le cas
d quelconque et r quelconque sans restriction sur la caractéristique de F', ainsi
que d’en tirer des conséquences & la maniére de [DKV]. Les principaux outils
manquant au travail en caractéristique non nulle sont 'intégrabilité locale des
caractéres (sauf pour GL,(F), prouvée par Lemaire dans [Le2]), 'orthogonalité
des caractéres et le calcul des germes au voisinage des éléments semisimples insé-
parables. Nous avons prouvé la correspondance et ses conséquences en utilisant
la méthode de Kazhdan ([Kal]) qui consiste & procéder par comparaison avec la
caractéristique nulle ou ces résultats ont déja été prouvés, et on a réglé au pas-



sage le probléme de Iintégrabilité locale des caractéres et de I'orthogonalité des
caracteres pour tous les groupes GL,(D). On donne & la fin de cette introduction
une liste de résultats que nous avons obtenu dans cette thése, avec des références
et des précisions sur ce qui était déja connu la-dessus.

Le premier chapitre est un chapitre de rappels et notations. Comme dans
[DKV], on essaye d’y regrouper les résultats généraux utilisés. Cette mise au
point est indispensable parce qu’on travaille en caractéristique non nulle et il
faut décider deés le début lesquels des résultats usuels en caractéristique nulle
sont toujours valables et lesquels ne le sont plus, ou pas prouvés a ce jour. Il
faut donc faire attention entre autres aux résultats de géométrie cuspidale de
Kazhdan, prouvés dans [Kal] pour un corps de base de caractéristique nulle et
un groupe a centre compact. Faute d’espace dans le chapitre 1, on les a traité
dans ’annexe 2.

Dans la premiére section du chapitre 2 nous donnons une variante du résultat
principal de [Le3]. Dans la deuxiéme section nous prouvons & l’aide des corps
proches qu’il y a égalité entre les restrictions aux éléments elliptiques réguliers
d’un caractere d’une représentation de carré intégrable de GL,(F’) et du conjugué
complexe de l'intégrale orbitale d’un de ses pseudocoeflicients. Par un argument
de [DKV] (formule d’intégration de Weil) on en déduit I’orthogonalité des carac-
téres dans le cas de GL,,(F'), F' de caractéristique non nulle. On en déduit aussitot
la correspondance entre GL,(F') et GL.(D) pour r = 1, en toute caractéristique
(sect.3). On montre ensuite un théoréme de transfert de toutes les fonctions (a
support compact ou a support compact modulo le centre et & caractére central)
dans les deux sens, entre GL,(F) et GL;(D). Le théoréme de correspondance
dans le cas particulier 7 = 1 est le premier pas de la récurrence qui aboutit au
résultat général (chap.3). Il a aussi deux corollaires concernant GL, (F) qui sont
essentiels dans la preuve de ce dernier.

Le chapitre 3 est consacré a la correspondance dans le cas général (F' de carac-
téristique quelconque, d quelconque et 7 quelconque). Dans la premiére section on
reprend la démonstration de [DKV] avec un argument de finitude en plus. Dans la
deuxiéme section on construit, pour les groupes du type GL,(D), des situations
proches au sens de Kazhdan ; Kazhdan I’avait fait pour les groupes de Chevalley
([Ka2]) et Lemaire dans le cas du groupe linéaire ([Lel]). Aprés une préparation
du terrain, on suit la démarche du premier, tout en empruntant quelques calculs
au deuxiéme. Dans la quatriéme section, aprés avoir approfondi (laborieusement)
le probléme du comportement du polynéme caractéristique par rapport au chan-
gement de corps proche, on en déduit la correspondance par comparaison avec la
caractéristique nulle.

On a regroupé dans le chapitre 4 des résultats qui sont tous plus ou moins des
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applications de la correspondance. Dans la premiére section on montre par com-
paraison avec la caractéristique nulle que ’induite d’une représentation de carré
intégrable de GL,(D) est irréductible; le principal argument manquant en carac-
téristique non nulle est 'intégrabilité locale des cracteres et le théoréme 14 de
[H-CvD]. Dans la section 2 on étend la correspondance entre les représentations
essentiellement de carré intégrable & toutes les autres représentations. On obtient
une injection du groupe de Grothendieck des représentations lisses admissibles
de longeur finie de GL,(D) dans le groupe de Grothendieck des représentations
lisses admissibles de longeur finie de GL,(F') telle que les caractéres de deux
représentations qui se correspondent sont égaux sur les classes d’équivalence des
éléments semisimples réguliers qui se correspondent, au signe (—1)""" pres. Le
groupe de Grothendieck de GL,(D) est naturellement isomorphe & un quotient
du groupe de Grothendieck de GL,(F'). En mettant ensemble les groupes de Gro-
thendieck des groupes GL,(D) pour tous les entiers r positifs (Z pour r = 0 par
convention) on peut associer & D une algébre de Hopf avec inversion & la fagon
dont Zelevinski I’a fait pour F'. On montre que cette algébre est naturellement
isomorphe (en tant qu’algébre de Hopf avec inversion) & un quotient de 1’algébre
de Zelevinski. Dans la section 3 on montre qu’il y a transfert de GL,.(D) vers
GL,(F) de toutes les fonctions & support compact (ou & support compact mo-
dulo le centre et & caractére central); on y montre également qu'’il y a transfert
de GL,(F) vers GL,(D) de toutes les fonctions & support compact (ou & support
compact modulo le centre & caractére central) dont la restriction des intégrales
orbitales aux éléments semisimples réguliers sont a support dans les classes de
conjugaison provenant de GL,(D). Ces preuves se font aussi & I’aide des corps
proches, par comparaison avec la caractéristique nulle. Dans la quatriéme sec-
tion on montre I'intégrabilité locale des caractéres sur GL,(D). Ce résultat a été
prouvé par Lemaire ([Le2]) pour GL,(F'), et nous le “transférons” sur GL,(D)
en utilisant la correspondance et le transfert des fonctions. Dans la section 5 on
montre deux résultats globaux concernant le groupe G des éléments inversibles
d’une algébre centrale simple de dimension finie sur un corps global. Le premier
est déja signalé dans [DKV] comme conséquence de la correspondance: il s’agit
de l’existence d’une représentation automorphe cuspidale de G ayant des com-
posantes locales de carré intégrable fixées & un nombre fini de places finies. Le
deuxiéme est un résultat de multiplicité finie, conséquence directe des raisonne-
ments qu’on a fait dans les trois premiéres parties de 1'annexe 1. Il dit qu’il y
a au plus un nombre fini de représentations automorphes cuspidales de G ayant
des composantes locales locales fixées & presque toutes les places.

Il y a deux endroits (sect.3.1 et sect.3.3) dans cette thése olt on n’a pas pu s’en
sortir qu’en utilisant les fonctions L et les facteurs e des représentations. Finale-
ment il y avait trois résultats qui faisaient appel & ces outils. Pour ne pas rompre
le fil du raisonnement avec de longues démonstrations et I'introduction d’objets
nouveaux, on a regroupé les trois démonstrations dans ’annexe 1 (parties I, II,
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III) et on a fait une introduction ol on a montré des lemmes et propositions utiles
pour toutes les trois. Nous avons remarqué qu’une fois montrée la correspondance
(chap.3) on peut tirer un corollaire qui, rajouté a la démonstration de la partie I
donne un résultat de multiplicité finie pour les représentations automorphes cus-
pidales du groupe des éléments inversibles d’une algebre centrale simple globale.
Ainsi, on a rajouté ce résultat parmi les applications de la correspondance (sect.5,
chap.4) ainsi qu’une partie IV dans cette annexe pour le prouver.

L’annexe 2 est dédiée a une révision des résultats de géométrie cuspidale obte-
nus par Kazhdan dans [Kal] pour un corps de base de caractéristique nulle et un
groupe a centre compact. Comme nous ne travaillons pas sur un groupe a centre
compact et souvent pas en caractéristique nulle, nous y avons donné des preuves
des résultats qu’on utilise dans cette thése. Notament nous étudions le cas des
fonctions & support compact modulo le centre. Par ailleurs j’'utilise dans mes dé-
monstrations les pseudocoefficients des représentations de carré intégrable; on a
I’habitude de citer ou [Kal) ou [BDK] pour la preuve de leur existence ou pour
leurs propriétés; comme le premier article se place dans le cas de caractéristique
nulle et de centre compact, et que la démonstration de 1’existence des pseudo-
coefficients n’apparait en fait pas dans le deuxiéme, j’ai cloéturé cette annexe en
montrant que le résultat de [BDK] implique bien I’existence des pseudocoeffi-
cients (& support compact et & support compact modulo le centre) et qu’ils ont
les propriétés qu’on leur préte. Finalement tous les résultats de cette annexe sont
connus ainsi que leurs démonstration, mais je n’ai pas trouvé des bonnes réfé-
rences.

Résumé des résultats:

LOCAUX: Soient F' un corps local non archimédien de caractéristique quel-
conque et D une algebre 3 division centrale sur F et de dimension finie d2. Soit
r un entier strictement positif et posons n = rd. Si g est un élément de GL,(F)
et ¢’ est un élément de GL,(D), on dit que g et g’ se correspondent et on écrit
g <> ¢ si g et ¢’ ont le méme polyndme caractéristique et ce polynéme est sé-
parable. On note GL,(F')’ ’ensemble des éléments g de GL,(F') pour lesquels il
existe un élément g’ de GL,(D) tel que g > ¢'. On note Grot(GL,(F)) le groupe
de Grothendieck des représentations complexes lisses de longeur finie de GL,(F)
et Grot(GL,(D)) le groupe de Grothendieck de GL,(D).

Correspondances.

- Il existe une unique correspondance bijective C entre I’ensemble des classes
d’équivalence des représentations essentiellement de carré intégrable de GL,(F)
et ’ensemble des classes d’équivalence des représentations essentiellement de carré
intégrable de GL,(D) qui pour toute représentation essentiellement de carré in-



tégrable m de GL,(F') vérifie la relation entre caracteres:

Xx(9) = (=1)""xcm)(9)

pour tout g <> ¢’ (prop.B.2.a [DKV] pour F' de caractéristique nulle et th.3.3.19,
cette these, pour F de caractéristique non nulle).

- Il existe un morphisme injectif de groupes JL, de Grot(GL.(D)) dans
Grot(GL,(F)) qui pour tout 7 € Grot(GL,(D)) vérifie

xx(9') = (=1)""xar,(x)(9)

pour tout g > ¢’ (th.4.2.2, cette thése). Si sur Grot(GL,(F)) on définit une
relation d’équivalence en posant m ~ 7' si le caractéres de m et de 7’ sont égaux
sur GL,(F)', alors le quotient de Grot(GL,(F)) par cette relation d’équivalence
est un groupe isomorphe & Grot(GL,(D)) (prop.4.2.3, cette thése).

- On peut, en mettant ensemble les groupes Grot(GL,(D)) pour tous les
entiers r positifs (Grot(GLo(D)) = Z par convention), associer & D une algebre
de Hopf R(D) munie d’une inversion de la fagon dont Zelevinski a associé (dans
[Ze]) & F Palgebre de Hopf avec inversion R(F'). Alors les morphismes JL, pour
tous les entiers 7 strictement positifs induisent un morphisme injectif d’anneauz
de R(D) dans R(F). Il existe un idéal I de ’anneau R(F') tel que ’anneau facteur
R(F)/I hérite d’une structure d’algébre de Hopf avec inversion et est isomorphe
en tant qu’algébre de Hopf avec inversion & R(D) (th.4.2.6, cette these).

- Pour toute fonction f’ localement constante & support compact sur GL.(D),
il existe une fonction f localement constante & support compact sur GL, (F) telle
que l'intégrale orbitale de f s’annule sur les éléments semisimples réguliers de
GL,(F) qui ne se trouvent pas dans GL,(F)', et que pour tout g € GL,(F)' on
ait I’égalité des intégrales orbitales

o(f;9) = 2(f;9)

si g ++ ¢'; pareillement, pour toute fonction f localement constante & support
compact sur GL,(F) telle que 'intégrale orbitale de f s’annule sur les éléments
semisimples réguliers de GL,(F) qui ne se trouvent pas dans GL,(F)' il existe
une fonction f’ localement constante & support compact sur GL,(D) telle que
pour tout g € GL,(F)' on ait 1’égalité des intégrales orbitales

®(f;9) = 2(f;9)

si g < ¢ (th.B.2.c.1 de [DKV] si F est de caractéristique nulle et th.4.3.1, cette
these, si F est de caractéristique non nulle).

Ces mémes résultats valent pour f et f’ localement constantes & support compact
modulo le centre et & caracteére central fixé (th.4.3.9, cette these).

Sur GL,.(D):



- I'induite normalisée d’une représentation de carré intégrable est irréductible
([Ja] si d = 1, th.B.2.d de [DKV] si d est quelconque et la caractéristique de F
est nulle et th.4.1.1, cette these, si d est quelconque et la caractéristique de F' est
non nulle),

- les distributions caractéres des représentations sont localement intégrables
(pour F de caractéristique non nulle, th.5.2.4 de [Le2| si d = 1 et th.4.4.1, cette
these, si d est quelconque),

- les caracteéres des représentations de carré intégrable de caractere central fixé
forment un systéme orthonormal pour le produit hilbertien défini dans [C12] (si
F est de caractéristique non nulle, dans cette these, th.2.2.3 si d = 1 et corollaire
3.3.18 si d est quelconque) ; le caractére d’une représentation de carré intégrable
est égal sur I’ensemble des éléments elliptiques réguliers au conjugué complexe
de l'intégrale orbitale d’un de ses pseudocoefficients a support compact modulo
le centre (si F est de caractéristique non nulle, dans cette these, th.2.2.1sid =1
et corollaire 4.4.3 si d est quelconque).

GLOBAUX : Soient F' un corps global de caractéristique quelconque et D une
algebre & division centrale sur F et de dimension finie d2. Soit r un entier stric-
tement positif. Notons G’ le groupe GL,(D). Si v est une place de F, on note G,
le groupe G'(F,). Soit S un ensemble fini de places finies de F'. Alors

- si pour tout v ¢ S on s’est donné un représentation lisse irréductible , de
G, il existe au plus un nombre fini de représentations automorphes cuspidales du
groupe des adeéles de G’ de caractére central fixé et dont les composantes locales
aux places v ¢ S sont les 7, (th.4.5.1.a, cette thése);

- si pour tout v € S on s’est donné une représentation de carré intégrable ,
de G, il existe une représentation automorphe cuspidale du groupe des adéles de
G’ dont les composantes locales aux places v € S soient les 7, (c’est déja prouvé
dans [DKV], th.B.2.c.2; dans cette thése c’est le théoréme 4.5.1.b).



Chapitre 1
RAPPELS ET NOTATIONS






Introduction

Ce chapitre contient des résultats d’ordre général sur les groupes réductifs sur
un un corps local (sauf quelques rares exceptions) et qui sont utilisés dans les
chapitres suivants. Pour tous ces résultats nous avons donné ou une référence,
ou sinon une démonstration. Chaque fois qu’un résultat n’est prouvé a ce jour
que dans le cas ou la caractéristique du corps de base est nulle on I’a signalé
explicitement. L’annexe 2 est a lire avec ce chapitre. Elle regroupe des résultats
de géométrie cuspidale a la Kazhdan, souvent utilisés dans cette these.
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1.1 Les espaces de fonctions H(G) et H(G;w)

Soit G un groupe réductif connexe sur un corps local non archimédien F de
caractéristique quelconque. Soit Z le centre de G. Soit dg une mesure de Haar
sur G, dz une mesure de Haar sur Z et dg la mesure quotient sur G/Z. On note
H(G) P’espace des fonctions définies sur G & valeurs dans C qui sont localement
constantes et & support compact. Si K est un sous-groupe ouvert compact de G
on note H(G; K) le sous-espace de H(G) formé de fonctions biinvariantes par K.

Soit K I’ensemble des sous-groupes ouverts compacts de G. On a H(G) =
UkexH(G; K).

Soit w un caractére unitaire de Z. On note H(G;w) l'espace des fonctions
définies sur G & valeurs dans C qui vérifient :

- f est localement constante & support compact modulo Z et

- pour tout g € G et tout z € Z, f(zg) = w™(2)f(g)

Pour tout K € K on note H(G; K;w) le sous-ensemble de H(G;w) formé de
fonctions biinvariantes par K.

On a H(G;w) = UkexH(G; K; w).

Soit E(G) ’ensemble de classes d’équivalence des représentations complexes
lisses irréductibles de G.

Soit 7 une représentation admissible de G. Pour tout f € H(G) on pose
©(f) = J5 f(g)m(g)dyg.

Soit 7 une représentation admissible de G admettant un caractére central w
(C’est toujours le cas si 7 est irréductible). Si f € H(G;w) alors pour tout 2
dans Z et pour tout g dans G on a f(zg)m(zg) = f(g)m(g) et on pose 7(f) =
Jorz f@n(g)dg

Pour un caractére w fixé on peut définir comme dans [He 2] une application
de H(G) dans H(G;w): pour tout f € H(G) on pose pour tout g € G:

fu(9) =fzw(z)f(zg)dz.

On ala:

Proposition 1.1.1 . (a) Quel que soit f € H(G), f, € H(G;w). On obtient
ainsi une application 1, : H(G) — H(G;w).

(b) 1, est surjective (mais évidement pas injective !).

(¢c) pour tout f € H(G), pour toute représentation admissible 7 de G de
caractére central w, on a 7(f) = w(f,)-

11



(d) pour tout f € H(G), pour tout g € G, on a:
@(fw;g)=/w(2)‘1>(f;zg)dz
z

Remarque. Le point (d) parle d’intégrales orbitales qui ne seront définies que
dans la section suivante. On I’a mis ici pour regrouper tous les résultats concer-
nant ’application I,. L’importance de ce théoréme réside dans le fait que dans la
littérature on a tendance & étudier les intégrales orbitales du point de vu “calcule
de germes” et “transfert” plutot pour les fonctions dans H(G) mais de définir la
formule des traces pour des fonctions dans H(G;w). Le théoréme permet donc
de passer des unes aux autres.

Démonstration. Prouvons d’abord (a) et (b). On a H(G) = UgexcH(G; K).
Pour K € K notons abusivement K\G/K un ensemble de représentants des
classes d’équivalence dans K'\G/K. Alors, pour chaque K € K ’ensemble {1xx} x\a/k
est une base du C-espace vectoriel H(G; K). Soit go € K\G/K. On calcule I'image
de 14,k par 'application I, :

Sig¢ ZKgoK alors

I,(1kgk)(9) = / w(z)1kgk(29)dz=0carVz € Z, zg ¢ KgoK.
z

Sig € ZKgoK écrivons g = zpk1goke (1’écriture n’est pas unique) ou 2o € Z,
ki,ky € K. Alors:

L(Lxgu)(g) = /Z w(2) 1k oo (220k1goka) dz = / w(2) Ligorc (k1270 g0ks)dz =
VA

=/Zw(z)lkl‘lxgom;‘(zzOgO)dz=/

w(2)1kgok (22090)d2z = / w(2)1g g g o1 (220)dz =
z zZ

- /Z (55 )Lyt ()47 = w7 (20) / () Loyt ()7 =

= w(2p) w(z')d?'
ZNKgoKgy!

Une simple vérification des axiomes d’un groupe montre que ZNKgoK gy ! est
un sous-groupe (ouvert et compact) de Z (méme si KgoK gy ' lui-méme n’est pas
un groupe!). La restriction de w est donc un caractére de ce sous-groupe de Z
et I'intégrale de cette restriction est nulle dés que la restriction n’est pas triviale.
On a donc:

/ w(2)dz' =0si ZNKgoKgy* € ker(w)
ZﬁKgngo‘1
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et

/z — w(2')dz' = mes(ZNKgoKgy') si ZN KgoKgy* C ker(w).
NKgoKg,

Le résultat final est donc:
I,(1kgex) =0si ZNKgKgy' ¢ ker(w)
et

0sig¢ ZKgK

fulligi)6) {w"l(zo)mes(Z NKgKg;') si g € ZKgK, g= zokigoke
siZNKgKgy' C ker(w).

On voit que I, (1xgx) vérifie:

- supp(L(Lxgox)) C ZK oK

- I,(1kgk) est biinvariante par K

- Iw(lKgoK)(zg) = w_l(z)lw(lKgoK)(g) Vz e Za Vg €G.

Ainsi I,(1xg4k) € H(G; K;w) et le point (a) est démontré.

Montrons la surjectivité de I,. Soit h € H(G;w). Il existe K sous-groupe
ouvert et compact de G tel que h € H(G; K;w). On va montrer qu’il existe
f € H(G;K) tel que I,(f) = h. Soit a € supp(h). Si 2 € ZN KaKa™, on
a za € KaK et donc h(za) = h(a). Mais h(za) = w™!(2)h(c) et, comme
a € supp(h), cela prouve que w(z) = 1. En conclusion, si a € supp(h), on a

ZNKaKa™ C ker(w)

Maintenant { KoK }qe K\c/k est une partition de G, et h étant biinvariante
par K, il existe des o; € G, j € J, tels que {K0o;K};es soit une partition de
supp(h) et h soit constante et égale & h(oy) sur Ko;K pour tout j € J. De
plus, si on connait A sur Ka;K, on la connait sur zKo;K pour tout z € Z:
c’est wl(2)h(e;). Comme supp(h) est compact modulo Z on peut trouver un
sousensemble fini J' de J tel que:

h(g) = wl(2)h(ay) sig € Kza;K pourunz € Zetun j € J'
0 si g ¢ UjEJ’,zeZKzajK-

Comme on a vu que [o; € supp(h)] = [Z N KejKoj ' C ker(w)], d’apres le
calcul de I,(1xgk) qu’'on a fait au début, si on pose

h= Z h(aj)[mes(Z N Ka;Koj)] ™ 1ke,k,
jeJ’

alors on a bien I,(f) = h.
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Preuve de (¢):

w(f)= [ fu@n(a)dg= /

G/z G/z

B /G/z /z“’(z)f (29)7(g)dzdg = /G i /Z f(zg)m(2)dzdg =

= [ s(on(a)dg = (1)
G

{/Zw(z)f(zé)dz}w(g)dg=

Preuve de (d):

(g0; fu) = /G o, T g = /G . { /Z w(2) f (257 90)dz }dg =

= [ L,

Le théoréme est démontré.

f(zg'lgog)dg}dz = /Zw(z)é(zgo;f)dz

0

Soit w un caractére de Z. Si f € H(G;w) on dit que f est w-supercuspidale si
pour tous g;, g2 € G et pour tout radical unipotent d’un sous-groupe parabolique
propre de G on a:

/ f(g1ngz)dn = 0.
N

14



1.2 Intégrales orbitales

Soit G un groupe réductif connexe sur un corps local non archimédien F
de caractéristique quelconque. Soit Z le centre de G. On choisit une mesure de
Haar dg sur G et une mesure de Haar dz sur Z. Pour tout tore maximal T de
G on fixe une mesure de Haar dt sur T, ces mesures étant reliées par le fait
que, si deux tels tores sont conjugués dans G, alors leur mesures associées se
correspondent par “transfert de structure”. Si 7 est un élément de G on dit que
v est semisimple régulier si son polynéme caractéristique est séparable et si le
centralisateur Zg(vy) de v dans G est un tore maximal. On note G*" ’ensemble
des éléments semisimples réguliers de G. C’est un sous-ensemble Zariski ouvert
de G et dense pour la topologie p-adique. Si 7y est un élément semisimple régulier
de G, alors on considére sur G/Z(7y) la mesure quotient dg, = dg/dt ou dt est
la mesure qu’on a fixée sur le tore maximal Zg(7).

Soit w un caractére de Z. Si f € H(G) ou f € H(G;w) alors on définit une
application ¢ : G*" — C en posant pour tout v € G*:

®(f;7) = / f(gvg")dg,.
G/Zg(v)

L’application ® s’appelle I'intégrale orbitale de f et jouit des propriétés suivantes:
- @ est une application localement constante
- ® est invariante par conjugaison
-si f € H(G;w) alors on a:

O(f;29) = w(2)8(f; 9) Vze Z, gegq.

Soit P un sous-groupe parabolique de G, L un sous-groupe de Levi de P et
P = LU une décomposition de Levi de P. Soit K un sous-groupe ouvert compact
maximal de G en bonne position par rapport & P et L, c’est a dire tel qu’on
ait G = KP et PNK = (LN K)(UN K). On considéere des mesures de Haar
dk sur K, du sur U et dl sur L telles qu’on ait vol(K;dk) = vol(U N K;du) =
vol(LN K;dl) =1.

On peut associer & tout élément f de H(G) un élément f¥ de H(L) par la
formule suivante :

P =672 /U /K f (k™ uk)dkdu

ol on a noté dp le caractére module sur le groupe P.
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La fonction f¥ est appelée le terme constant de f le long de P. C’est un élé-
ment de H(L) qui dépend du choix de P.

Théoréme 1.2.1 . Avec les notations plus haut, pour tout élément g de G*" qui
appartient ¢ L on a Zg(g) C L et:

®(f; ) = Dy (9) % (fF; 9)

ot Dg/1(9) = |det(1 — Ad(g)~"; Lie(G)/Lie(L))|r et ®* désigne l’intégrale orbi-
tale sur L pour les mesures plus haut.

Démonstration. Voir [La], Proposition 4.3.11.
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1.3 Traces et caracteres des représentations

Soit G un groupe réductif connexe sur un corps local non archimédien F' de
caractéristique quelconque. Soit 7 une représentation admissible de G' dans un
espace V. Comme V peut trées bien étre de dimension infinie on ne peut pas
définir le caractére trace de m comme pour les groupes finis. Dans la section 1 on
a défini un opérateur 7 (f) pour tout f € H(G). Si K est un sous-groupe ouvert et
compact de G tel que f € H(G; K), alors I'image de ’opérateur 7 (f) est incluse
dans I’espace VK des vecteurs fixés par K, et cet espace est de dimension finie car
7 est admissible. L’image de I'opérateur 7(f) étant de dimension finie, tr(m(f))
a un sens. On obtient ainsi une application linéaire:

trm: H(G) = C [ tr(n(f))

On appelle cette application la distribution trace de m ou tout simplement la
trace de .

Harish-Chandra a montré ([H-C2]) que pour toute représentation admissible
7 de G il existe une (unique) fonction x, : G — C localement constante et
invariante par conjugaison, telle que pour tout f € H(G) a support dans G°" on
ait:

tr(n(f)) = / xx(9)(9)dg.

ST

On appelle x, le caractére de w. On voudrait obtenir le méme résultat sans
condition sur le support de f:

V1 eHG), () = [ xe(9)flo)ds
A ce jour on dispose de ce résultat si la caractéristique de F est nulle [H-C1]
ou si G = GL,(F) en toute caractéristique [Le2].
Si 7 est une représentation irréductible et w est le caractere central de , alors
Xx(29) = w(2)xx(9), Vz € Z, Vg € G*". Si ¢ est un caractére du groupe G, alors
le caractére de la représentation 1 ® 7 est égal a .

Traces, caractéres et induction

Dans cette sous-section on étudie la trace et le caractére d’une représentation
induite. Le foncteur induction qu’on considére dans cette these sera toujours le
foncteur de Jacquet, donc normalisé.

Soient f € H(G). Soit P un sous-groupe parabolique de G et P = LU une
décomposition de Levi de P. Soit f¥ € H(L) la fonction définie dans la section
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2. On a vu que fF dépendait de P.

Théoréme 1.3.1 . La trace de fF dans les représentations admissibles de L ne
dépend pas du choiz de P. Pour toute représentation ™ de L on a la relation :

tr(fF) = tr indSr(f)

Démonstration. Voir [La] Lemme 7.5.7.

Théoréme 1.3.2 . Soit (A; P) une paire parabolique de G et soit L le centralisa-
teur de A dans P. Soit m une représentation de L. Si g est un élément semisimple
régulier de G on a:

-si g n’est conjugué dans G d aucun élément de L, alors xindg,,(g) =0

-si g est conjugué dans G a un élément g;, de L alors g1 est semisimple et
régulier dans L et on a

Xinagn(9) = > Dg/in(9)™*xxu(9).
weW (4;G)

Démonstration. Voir [vD] et [Cl1], prop.3.
Traces, caractéres et restriction

Dans cette sous-section on étudie la trace et le caractére de la restriction a
un sous-groupe de Levi d’une représentation de G. Le foncteur restriction qu’on
considére est, comme le foncteur induction, normalisé. Les résultats sont dans ce
cas de nature locale. IIs se trouvent dans [Cal].

Soit g un élément semisimple régulier de G. On lui associe un sous-groupe
parabolique P, de G de la fagon suivante:

On pose T' = Z(g); c’est un tore maximal de G. Soit A un sous-tore maximal
déployé de T et soit S un sous-tore maximal anisotrope de T'. Alors T est isogene
a SA et il existe un m tel que g™ € SA. On pose g™ = sa. Soit ¥ le systeme
de racines de G associé & A. Soit P un sous-groupe parabolique minimal de G
qui contient A et soit A le sous-ensemble des racines simples de X associé a P.
Il existe y € G tel que, si on pose a¥ = yay~™!, on ait |a(a¥)|[r < 1 Va € A.
Soit @ = {a € A tel que |a(a¥)|r = 1}. On pose Ag = Naenker(a) et L, =
¥y~ 'Zs(Aq)y. On pose également U, = {z € G tel que g"zg™™ est borné quand
n varie} et enfin Py = L,U,. Le groupe P, est un sous-groupe parabolique de G
et P, = LU, est une décomposition de Levi. Alors g est un élément semisimple
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régulier de L,.

Théoréme 1.3.3 . Avec les notations plus haut on a pour toute représentation
admissible m de G :

X (g) = Xresggr(g)'

Démonstration. Voir [Cal], Théoréme 5.2.

Proposition 1.3.4 . Soit P un sous-groupe parabolique de G et soit L un sous-
groupe de Levi de P. Soit g un élément régulier semisimple de G appartenant da L.
Alors il eriste un élément z du centre Z, de L tel que P,y C P. Plus précisément,
st A’ est le systéme de racines simples de (A'; P) ou A’ est un sous-tore déployé
mazimal de Z1,(g) il eziste une constante réelle strictement positive c(g) telle que,
pour tout z € Zy, qui vérifie |a(z)|r < c(g9) Vo € A’, on ait P,y C P.

Démonstration. Pour tout z € Z1, on a Z1(z9) = Z.(g) et il suffit d’impo-
ser & z € Zp, de vérifier: |a(2)|r < |a(a)|z' pour tout @ € A’ (il existe des
tels z parce que les caractéres dans A’ sont indépendents). Nous posons donc
c(g) = mingenr |a(g)|7'- On a alors y = 1 dans la définition de P,, et P,, C P.

Notation: P = LU et g étant donnés comme plus haut, on pose, pour tout

z € Z1, N(2) = supacar|a(z)|r ol A’ est défini comme dans la proposition. La
condition sur z s’écrit alors N(z) < ¢(g).
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1.4 La formule d’intégration de Weyl

Soient G un groupe réductif connexe sur un corps local F' de caractéristique
quelconque et Z le centre de G. On munit F' de la valeur absolue normalisée
notée | |p. Soit dg une mesure de Haar sur G. Soit 7 un systéme de repré-
sentants des classes de conjugaison de tores maximaux de G. Sur chaque tore
T € T on fixe une mesure de Haar dt et on note W(T') son groupe de Weyl
dans G. On note |W(T)| le cardinal de ce groupe. Si T € T et t € T on
dit que t est régulier si son centralisateur dans G est T. On pose dans ce cas
D(t) = |det(Ad(t™') — Id; Lie(G)/Lie(T))|r et on sait que D(t) est non nul.
On note T Pensemble des éléments réguliers de T et, comme d’habitude, G*"
Pensemble des éléments semisimples réguliers de G.

Théoréme 1.4.1 (Formule d’intégration de Weyl).
Pour toute fonction f intégrable sur G, si pour tout T € T on munit G/T de la
mesure quotient dg = dg/dt alors on a:

dg = w(T)|™ D ~1dgdt.
[r@ao=Swar [ o6 [ st

Démonstration. Voir [DKV], A.3.f.

La formule de Weyl sera utilisé souvent dans un cas particulier. Soit 7 une
représentation de G admettant un caractére central et soit w le caractére central
de 7. Soit x, la fonction caractére de 7. On a la

Proposition 1.4.2 . a) Si f € H(G), si le caractére de w est localement inté-
grable sur G ou le support de f est inclus dans G*, on a

on(f) = S I [ DOxavasivae
TeT Tres

b) Si f € H(G;w), si le caractére de w est localement intégrable sur G ou le
support de f est inclus dans G°, on a

(=S Wt [

TeT T

D(®)[x«®(f; )](F)dt.
/Z

Démonstration. a) On applique la formule d’intégration de Weyl 4 la fonction
X f-
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b) On remarque que la fonction x,P(f;’) est bien définie modulo Z. Soit
h € H(G) telle que I,(h) = f (prop.1.1.1b)). On a alors

tra(f) = tra(h) = S WO [ Do (hit)as

TeT

= Z |W(T)|‘1/Treg/Z/ZD(zf)x,r(zf)@(h; 2t)dzdt

TeT

=Y wor [ D0 | %o @) 80 Ayt

TeT
=3 WD)
Swor [
parce que D(2t) = D(?) et [, w(2)®(h; zt)dz = ®(f;t) (prop.1.1.1d)).

p D(®)[x~®(f;)](B)dE
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1.5 Représentations cuspidales, de carré inté-
grable, tempérées

Beaucoup parmi les définitions et résultats de cette section peuvent étre gé-
néralisés & un groupe topologique localement compact et totalement discontinu
quelconque. Néanmoins on va considérer ici un groupe réductif connexe G sur un
corps local non archimédien F' car c’est le cas qui nous intéresse.

Soit 7 une représentation lisse irréductible de G dans un espace vectoriel V.
Soit v un vecteur de V et v’ une forme linéaire lisse sur V. On peut définir une
application f,, de G a valeurs dans C en posant :

fow (9) = v'(m(9)(v))

On dit que f,, est un coefficient matriciel de 7. Si w est le caractere central de
, alors f, »(29) = w(z) fuw(g) pour tout g dans G et tout z dans Z.

Si m est une représentation lisse irréductible de G, alors les deux assertions
suivantes sont équivalentes:

a) il existe un coefficient matriciel non nul de 7 & support compact modulo
Z.

b) tous les coefficients matriciels de 7 ont un support compact modulo Z.

Une telle représentation est dite cuspidale. Attention, dans toute la suite, “re-
présentation cuspidale” sous-entendra donc lisse et irréductible.

Supposons maintenant que 7 est une représentation lisse irréductible unitaire
de G. Alors son caractére central est unitaire et la valeur absolue d’un coefficient
de 7 est invariante par multiplication par des éléments de Z. Les deux assertions
suivantes sont équivalentes:

a) il existe un coefficient matriciel de 7 de carré intégrable sur G/Z.

b) tous les coefficients matriciels de = sont de carré intégrable sur G/Z.

Une telle représentation est dite de carré intégrable. Dans toute la suite, “re-
présentation de carré intégrable” sous-entendra donc lisse et irréductible.

Soient maintenant P un sous-groupe parabolique de G et L un sous-groupe
de Levi de P, et soit o une représentation de carré intégrable de L. Alors ind$o
est une représentation unitaire de longueur finie - donc totalement décompo-
sable - de G, et toutes les sous-représentations irréductibles de ind$o sont des
représentations unitaires de G. Une telle sous-représentation irréductible de la
représentation induite d’une représentation de carré intégrable est dite tempérée.
Pour toute représentation tempérée 7 de G il existe donc une paire (P; o) ou P est
un sous-groupe parabolique de G et o est une représentation de carré intégrable
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du sous-groupe de Levi L de P tel que 7 soit une sous-représentation de ind$o.
La paire (P;0) est unique & conjugaison dans G prés. (Voir [BW], théoréme 2.3,
page 330 ou on montre que la définition ci-dessus est équivalente & ’autre défini-
tion possible (celle de Silberger [Si] par exemple) d’une représentation tempérée
et aussi le résultat d’unicité modulo conjugaison qu’on vient d’énoncer). Dans
toute la suite, “représentation tempérée” sous-entendra donc lisse et irréductible.

Une représentation lisse irréductible 7 de G est dite essentiellement de carré
intégrable s’il existe une représentation 7y de G de carré intégrable et un caractére
Y de G tel que ™ = ¢ ® mo. Elle est dite essentiellement tempérée s'il existe une
représentation tempérée my de G et un caractére ¥ de G tels que T = 9 ® .

Une représentation essentiellement de carré intégrable est unitaire si et seule-
ment si son caractére central est unitaire ([Ca2], 2.5.4.). Les représentations es-
sentiellement tempérées ont la méme propriété.

On note E(G) I'ensemble des classes d’équivalence de représentations lisses
irréductibles de G et E¢(G), E?(G), E*(G) les ensembles de classes d’équiva-
lence des représentations cuspidales, des représentations essentiellement de carré
intégrable et des représentations essentiellement tempérées respectivement. On
a E°(G) C E*(G) C EQG). On note E,(G), ES(G), E%(G) et EL(G) les sous-
ensembles des ensembles précédents formés de classes d’équivalence des repré-
sentations unitaires. A partir de maintenant on identifiera les représentations
équivalentes quand il n’y aura pas d’ambiguité et on considérera par abus qu’une
représentation lisse irréductible de G est un élément de E(G) par exemple.

Les représentations cuspidales

Théoréme 1.5.1 . Une représentation lisse irréductible de G est cuspidale si et
seulement si sa restriction de Jacquet & tout sous-groupe parabolique de G est
nulle.

Démonstration. Casselman prend cette propriété pour définition et en montre
’équivalence avec notre définition dans [Ca] 5.3.1.

Théoréme 1.5.2 . Soit m une représentation lisse irréductible de G. Il eziste
alors un couple (P;p) ot P est un sous-groupe parabolique de G admettant une
décomposition de Levi P = LU et p est une représentation cuspidale de L tel que
T soit une sous-représentation de ind$p.

Démonstration. Voir [BZ], 2.5.

Théoréme 1.5.3 . Soit ™ une représentation lisse irréductible de G. Alors il
eriste un sous-groupe parabolique P de G tel que la restriction de Jacquet de 7 a
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P ait un sous-quotient cuspidal. Si P est un tel sous-groupe alors tous les sous-

quotients irréductibles de resGm sont cuspidauz. Un tel sous-groupe P est unique

modulo conjugaison dans G et tous les sous-quotients irréductibles de resSm sont

conjugués dans G.

Démonstration. Voir [BZ], 2.13.

Théoréme 1.5.4 . Soient P et P' deuz sous-groupes paraboliques de G, L et L'
des sous-groupes de Levi respectifs et p et p' deuzx représentations cuspidales de
L et L' respectivement. S’il existe un sous-quotient irréductible de ind$p qui soit
équivalent & un sous-quotient de ind$, o' alors les couples (L;p) et (L';p') sont
conjugués dans G.

Démonstration. Voir [Z], théoréme 2.9.

Les représentations de carré intégrable

Le critére de Casselmann:

Soit (Ap; Pp) une paire parabolique minimale pour G. Soit ¥ le systéme de
racines associé & (Ag; Py) et A le systéme des racines simples positives dans X.
Pour tout # C A on pose Ay = Nyepkerca. Si (A; P) est une paire parabolique
quelconque de G, alors

- (A; P) est dite standard si A C Ag et Py, C P

- A est dit standard si A C Ag

- (4; P) est dite semistandard si A est standard.

Si (A; P) est une paire semistandard de G, on note W(G; A) le groupe de
Weyl de A dans G.

Soit (A; P) une paire parabolique standard de G. Soit P = LU une décom-
position de Levi de P. Soit X (A) le groupe des caractéres rationnels de A. On
pose a = Hom(X(A);R). On note a* le dual de a et on pose ac = a* ® C. La
restriction X (L) — X (A) induit un isomorphisme X (L) ®zR ~ X(A) ®zR donc
aussi un isomorphisme Hom(X(A);R) ~ Hom(X(L);R). Le groupe W(G; A)
agit sur a* et comme il est fini, il existe un produit scalaire < ; > sur a* invariant
par l'action de W (G; A), produit scalaire qu’on fixe une fois pour toutes.

Si 7 est une représentation de G et P est un sous-groupe parabolique de G,
on appelle exposant central de 7 par rapport & P tout caractére central d’un
sous-quotient irréductible de la représentation res$r.

Théoréme 1.5.5 (critére de Casselman).
Une représentation lisse irréductible  de G est essentiellement de carré intégrable
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si et seulement si pour toute paire parabolique standard (A; P) de G, si A = Ay,
on a:

(Cas): < v;8 > < 0 pour tout exposant central v de m par rapport ¢ P et
toute racine B dans A\ 6.

Démonstration. Voir [Ca2] 4.4.6.

Variante :

Le théoréme reste valable si on remplace “pour toute paire parabolique stan-
dard (A; P)” par “pour toute paire parabolique standard (A; P) minimale pour
la propriété resGm # 0”.

Démonstration. Voir [Ca2] 6.5.1.
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1.6 La classification de Langlands

Soit G un groupe réductif connexe sur un corps local non archimédien F' de
caractéristique quelconque. On expose ici une classification des représentations de
G due a Langlands, et dont on trouve deux approches différentes et la preuve dans
[Si] et [BW]. Ce qui suit puise dans les notes d’un exposé de Francois Courtes.

On fixe une paire parabolique minimale (Ag; Pp) de G.

Soit (A; P) une paire parabolique standard de G. Soit L le sous-groupe de
Levi standard de P. Soient X(A) le groupe des caractéres rationnels de A,
a = Hom(X(A);R) ~ Hom(X(L);R), a* le dual de a, W(G; A) et le produit
scalaire < ; > sur a* invariant par I’action de W(G; A) comme dans le para-
graphe précédent. On identifie a* avec X (L)®R. On dit qu’un élément v de a* est
strictement positif si pour toute racine simple a de A dans G on a < v;a > > 0.

Théoréme de classification de Langlands. (a) Un quadruplet (4;P;T;v)
est dit quadruplet de Langlands si (A; P) est une paire parabolique standard pour
G, T est une représentation tempérée du sous-groupe de Levi standard L de P et
v est un caracteére a valeurs réelles positives qui est aussi un élément strictement
positif de a*. Alors ind%(v ® T) a un unique quotient irréductible qu’on appelle
le quotient de Langlands du quadruplet(A; P; 7;v) et qu'on note J(A4; P;T;v).

(b) Si (Ay; Pi;71;11) et (Ag; Po;T2;v2) sont deux quadruplets de Langlands,
alors, si J(Ay; Pi;m;01) = J(Ag; Po;oj1s),0ona Py =P, 1y =Ty et 1y = 1o,

(c) Soit 7 une représentation irréductible de G. Alors il existe un quadruplet de
Langlands (A; P; 7;v) tel que 7 soit équivalente & la représentation J(A; P;T;v).

Démonstration. Chapitre XI de [BW], prop. 2.6 et ce qui suit.

Si (A; P; 7;v) est un quadruplet de Langlands, on dit ici que la représentation
indS(v ® T) est une représentation de Langlands pour G (certains auteurs les
appellent “représentations standard”).

Le groupe de Grothendieck Grot(G) de G est le quotient du groupe libre
engendré par toutes les représentations lisses de longeur finie de G par les relations
données par les suites exactes courtes.

Le théoreme de classification plus haut implique, combiné au lemme 2.13 de
la page 334 de [BW], le résultat suivant:

Théoréme 1.6.1 . Les images des représentations de Langlands de G dans le
groupe de Grothendieck Grot(G) de G forment une base sur Z de ce dernier.

Démonstration. Lemme A.4.f de [DKV].
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1.7 Le théoreme de Paley-Wiener

Soit G un groupe réductif connexe sur un corps local non archimédien F de
caractéristique quelconque. Soit ¥U(G) I’ensemble des caractéres non ramifiés de
G. Sim € E(G) on note ¥(G; ) le sous-ensemble de E(G) formé par les (classes
de) représentations du type ¥ ®m, ¥ € ¥(G). L’ensemble ¥(G; 7) a une structure
de variété algébrique (isomorphe & un quotient de ¥(G)). On définit de la méme
fagon ¥(L; ) pour tout sous-groupe de Levi L d’un sous-groupe parabolique de
G et pour toute représentation lisse irréductible 7 de L.

Si P et P’ sont deux sous-groupes paraboliques de G, si L est un sous-groupe
de Levi de P, L' un sous-groupe de Levi de P’, et si p est une représentation
cuspidale de L et g’ une représentation cuspidale de L', on dit que les couples
(L; p) et (L';p') sont inertiellement équivalents s’il existe g € G tel qu’on ait
L'=gLg™" et Ad(g)(p) € ¥(L'; p').

Soit h un morphisme de groupes de Grot(G) dans (C;+). On peut regarder
h comme une application de E(G) dans C. On dit que h est une fonction trace
§'il existe f € H(G) telle que pour tout # € E(G) on ait h(7) = trn(f). On dit
que h est une bonne fonction si les deux conditions suivantes sont vérifiées:

- si on considére ’ensemble Y de toutes les classes d’équivalence par rapport
3 la relation d’équivalence inertielle des couples (L; p) ol L est un sous-groupe de
Levi d’un sous-groupe parabolique P de G et p est une représentation cuspidale
de L, alors il en existe un sous-ensemble fini Y’ de Y tel que, si (L; p) est tel
que L est un sous-groupe de Levi d’un sous-groupe parablique P de G, p est une
représentation cuspidale de L et h(ind$(p)) # 0, alors la classe de (L; p) se trouve
dans Y.

- pour tout sous-groupe de Levi L d’un sous-groupe parabolique P de G, pour
toute représentation lisse irréductible 7 de L, ’application Ay, : ¥(L; ) — C dé-
finie par hz(c) = h(ind$(c)) est algébrique.

Théoréme de Paley-Wiener. Si h est un morphisme de groupes de Grot(G)
dans (C;+), alors h est une fonction trace si et seulement si h est une bonne

fonction.

Démonstration. C’est le sujet de l'article [BDK].
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1.8 Les pseudocoefficients

Soit G un groupe réductif connexe sur un corps local non archimédien F
de caractéristique quelconque. Soit m € E%(G) et f € H(G). On dit que f est
un pseudocoefficient ¢ support compact de 7 si pour toute ¢ dans ¥(G; ) on a
tr(o(f)) = 1 et que pour toute représentation essentiellement tempérée 7 de G
n’appartenant pas & ¥(G;7) on a trr(f) = 0.

Si w est le caractére central de 7 et si f € H(G;w) alors on dit que f est un
pseudocoefficient de 7 & support compact modulo le centre si tr(n(f)) = 1 et pour
toute représentation essentiellement tempérée 7 de G de caractere central w qui
n’est pas équivalente & 7 on a tr7(f) = 0.

Une propriété intéressante d’un pseudocoeflicient d’une représentation de carré
intégrable 7 est I’égalité (qui a été prouvée seulement en caractérisitque nulle pour
'instant) entre ses intégrales orbitales et le caractére de la représentation 7 sur
I’ensemble des éléments elliptiques réguliers (i.e. semisimples réguliers dont le
centralisateur est un tore elliptique 7', soit T'/Z est anisotrope).

La question des pseudocoefficients est assez mal traitée dans la littérature.
Les ambiguités proviennent du fait que dans larticle original [Kal] ou Kazh-
dan montre I’existence des pseudocoefficients et 1’égalité entre leurs intégrales
orbitales et le caractére de la représentation correspondante sur les éléments el-
liptiques réguliers il se place en caractéristique nulle et sur un groupe a centre
compact. Or, dans ce cas il n’y a plus aucune différence entre fonctions & support
compact et fonctions & support compact modulo centre. On sait maintenant que
I'existence des coefficients peut étre prouvée dans le cas général par le théoréme
de Paley-Wiener, et on en trouve une démonstration dans [Cl2]. Mais, si on uti-
lise le théoréme de Paley-Wiener c’est qu’on a construit un pseudocoefficient a
support compact f, de m. On ne peut pas demander & f, d’avoir des intégrales
orbitales égales au caractére de 7 sur les éléments elliptiques réguliers, et ce n’est
pas vrai non plus pour I,(f;) ol w est le caractére central de w. Finalement,
comme nous n’avons pas trouvé une référence ou ces choses soient expliquées
assez clairement, et comme nous les utilisons dans cette thése, nous avons dédié
I’annexe 2 a la révision de la géométrie cuspidale de Kazhdan sans condition sur
le centre.
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1.9 Orthogonalité des caracteres

Soit G un groupe réductif connexe sur un corps local non archimédien de
caractéristique quelconque F'. Soient Z le centre de G et dz une mesure de Haar
sur Z. On note G, ’ensemble des éléments elliptiques réguliers de G ; sur tout
tore elliptique maximal T de G on considére une mesure de Haar dt telle que le
volume de T'/Z pour la mesure quotient dt = dt/dz soit égale & 1; pour tout tore
maximal 7" de G on note 7T7% I'’ensemble des éléments réguliers de T', Wr le groupe
de Weyl de T et |Wr| le cardinal de ce groupe. Pour tout élément semisimple
régulier g de G de centralisateur T', on note D(g) la valeur absolue normalisée de
det(Ad(g~!) — 1) agissant sur Lie(G)/Lie(T). Pour tout caractére unitaire w de
Z on note L%(Ge;w) l'espace des fonctions f définies sur G, a valeurs dans C qui
sont localement constantes, invariantes par conjugaison par des éléments de G,
et vérifient f(zg) = w(z)f(g) pour tout g € G et tout z € Z. Soit 7, un ensemble
de représentants des classes de conjugaison de tores elliptiques maximaux. On
note L%(G,;w) le sous-espace de L%(G.;w) formé des fonctions f pour lesquelles

-1
> Wl /w/

TeT. T

, D@)If(®)*dt

converge. On définit un produit scalaire dans L?(G,;w) en posant:

<Iif>= LWl [ DOLORE

ce qui donne & L?(G,;w) une structure d’espace préhilbertien.

Clozel a montré dans [C12] que si la caractéristique de F' est nulle alors pour
toute représentation.7m de G de carré intégrable et de caractére central w la res-
triction du caractére de m & G, se trouve dans L%(Ge;w) et que les éléments de
L%*(G,;w) ainsi obtenus forment une famille orthonormale pour < ; >.. Cette
propriété qu’ont tous les groupes réductifs en caractéristique nulle est appelée
usuellement 1’orthogonalité des caractéres. Il est trés plausible que les groupes
réductifs sur des corps de caractéristique non nulle vérifient aussi cette propriété.
On va démontrer dans le chapitre 2 'orthogonalité des caractéres pour GL,(F),
ou F est un corps de caractéristique non nulle. Aprés avoir établi la correspon-
dance (chapitre 3), on obtiendra I’orthogonalité des caractéres pour toute forme
intérieure de GL,(F), toujours en caractéristique non nulle.

Dans le cas particulier ou G/Z est compact, alors indépendamment de la ca-
ractéristique de F', les caractéres de toutes les représentations lisses irréductibles
de G de caractére central w se trouvent dans L?(G.;w) et forment une base Hil-
bertienne de cet espace (cela se montre comme pour les groupes compacts). C’est
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le cas du groupe des éléments inversibles d’une algebre & division sur F'

Nous profitons pour enoncer ici un lemme qu’on utilise deux fois (et de fagon
essentielle) dans le chapitre 4, sections 1 et 3.

Lemme 1.9.1 . Soit w un caractére de Z. Soit f € H(G;w). Si la caractéristique
de F est nulle, alors on a:

O(f;') € L*(Gew).
Démonstration. On a de toute fagon (et en toute caractéristique)
o(f;) € L*(Gesw)-

Si le corps F est de caractéristique nulle, le théoréme 14, chapitre 8 de [H-
CvD] s’applique; il dit que pour tout tore elliptique maximal T de G la fonction
D(g)Y?®(f;") est bornée sur T7¢. C’est donc aussi le cas de la fonction

D(g)@(f;")2(f;").

Le résultat s’ensuit.

Si G et G’ sont les groupes des éléments inversibles de deux algebres centrales
simples de méme dimension n? sur F, on peut identifier leur centres qu’on note
avec la méme lettre Z. On fixe une fois pour toutes une mesure sur Z. L’appli-
cation qui & un élément de G associe son polynome caractéristique sur F' réalise
une bijection entre les classes de conjugaison d’éléments elliptiques réguliers de G
et ’ensemble des polyndmes unitaires irréductibles de degré n & coefficients dans
F. De méme pour G'. On obtient ainsi une bijection de I’ensemble des classes
de conjugaison d’éléments elliptiques réguliers de G sur ’ensemble des classes de
conjugaison d’éléments elliptiques réguliers de G'. On écrit g <> ¢’ si g € G est
elliptique régulier, g’ € G’ est elliptique régulier et g et g’ ont le méme polynéme
caractéristique. Il y a un isomorphisme d’espaces vectoriels:

i: L%(Gew) =~ LY(GL;w)

défini par
W(f)(g) = flg) siger g

Maintenant, si g +» ¢', alors il y a un unique isomorphisme de F-algebres (qui
dans ce cas précis sont des corps) F[g] ~ F[¢'], qui envoie g sur ¢g’. On a donc un
isomorphisme de groupes multiplicatifs F[g]* ~ F[¢']*. Mais F[g]* n’est autre
que le tore maximal elliptique Z(g) qui contient g et F[¢']* n’est autre que le tore
maximal elliptique Z(g') qui contient ¢’. Toutes ces considérations impliquent
que, si on choisit un ensemble de représentants 7, des classes de conjugaison de
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tores elliptiques maximaux de G et un ensemble de représentants 7, des classes
de conjugaison de tores elliptiques maximaux de G’, il y a une bijection

J:Te—=Te

qui est caractérisée par T ~ j(T).

Soit T' € 7. Notons jr I'isomorphisme de T sur j(T'). Etant un morphisme de
groupes, jr transforme la mesure de T en une mesure de Haar de j(T'), donc en
un multiple complexe de la mesure qu’on avait choisi sur j(7). Mais la restriction
de l'application jr & Z est I'identité, donc, vu le choix des mesures sur T et i(T),
on en déduit que jr préserve la mesure. Alors la restriction de I’isomorphisme
i & L*(G¢;w) induit un isomorphisme d’espaces préhilbertiens de L?(G,;w) sur
L%*(G’;w). D’une facon plus explicite, on a:

<i(f);i(h) >=< f;h > Vf, h € L*(Ge;w).

Si maintenant G’ est le groupe des éléments inversibles d’une algébre centrale
simple de degré n? sur F, si g’ est un élément semisimple régulier quelconque de
G', alors le polynome caractéristique Py de g’ est séparable et ’ensemble des é1é-
ments de G’ dont le polyndme caractéristique est Py est la classe de conjugaison
de ¢’. L’ensemble des éléments de GL,(F') dont le polyndme caractéristique est
Py est non vide, constitué d’éléments semisimples réguliers, et forme une classe
de conjugaison dans GL,(F'). On obtient ainsi une injection de I’ensemble des
classes de conjugaison d’éléments semisimples réguliers de G' dans 1’ensemble
des classes de conjugaison d’éléments semisimples réguliers de GL,(F’). On note
g ¢ ¢ si g € G est semisimple régulier, g’ € G’ est semisimple régulier et g et
¢’ ont le méme polynoéme caractéristique. Soit 7" un tore maximal quelcongue de
G et g € T. Si g + ¢/, alors il y a un unique isomorphisme de F'-algebres
Flg] ~ F[g¢'] qui envoie g sur ¢’. On a donc un isomorphisme de groupes multi-
plicatifs F[g]* ~ F[¢']*. Mais F[¢']* n’est autre que le tore T" et F[g]* est un
tore maximal de GL,(F), le tore maximal qui contient g. On obtient finalement
une injection de ’ensemble de classes de conjugaison de tores maximaux de G’
dans I’ensemble de classes de conjugaison de tores maximaux de GL,(F') qui pro-
longe la bijection j définie plus haut entre I’ensemble de classes de conjugaison
de tores maximaux elliptiques de G’ et I’ensemble de classes de conjugaison de
tores maximaux elliptiques de GL,(F'). On note cette application toujours par la
lettre j. Le raisonnement qu’on vient de faire implique aussi que pour tout tore
T’ de (@ il existe un isomorphisme standard de 7" sur tout élément 7' de la classe
de conjugaison correspondant & la classe de conjugaison de T". Donc, si on fixe
maintenant des mesures de Haar sur tous les tores maximaux de GL,(F), avec
la propriété que sur deux tels tores conjugués les mesures se correspondent via
la conjugaison, on peut obtenir par les isomorphismes plus haut des mesures de

31



Haar sur tous les tores maximaux non elliptiques de toutes les formes intérieures
de GL,(F).
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1.10 Représentations globales, composantes lo-
cales

Soit G un groupe réductif connexe sur un corps global F. Pour toute place v
de IF on note G, le groupe des points de G sur F,. On suppose que pour presque
toute place v K, est un sous-groupe compact maximal de G, choisi comme dans
[Ti] 3.9; on note G les adeles de G (soit le produit restreint des G, par rapport
aux K,). On se demande quel lien il y a entre les représentations de G et les
représentations des G,. On regroupe plus bas quelques résultats en ce sens:

Proposition 1.10.1 . Soient G; et Gy deuz groupes topologiques localement
compacts et totalement discontinus et soit G = G; X Gs.

(a) Si m; est une représentation admissible irréductible de G; pour i = 1,2
alors T, @ Ty est une représentation admissible irréductible de G.

(b) Si m est une représentation admissible irréductible de G il existe des re-
présentations admissibles irréductibles 7r; de G;, i = 1,2 tels que 7 = m; ® 7.

Démonstration. Voir [Flal], Théoréme 1.

Quelques rappels:

Soit {Ey}venr une famille (infinie) d’espaces vectoriels. Pour presque tout
v € M on fixe un vecteur e, € E,. Alors le sous-espace vectoriel de @),c,s Ey
engendré par les vecteurs f = ®,enr fy tels que pour presque tout v on ait f, = e,
s’appelle “le produit restreint des E, par rapport aux e,”. On le note ®ev E,.Si
chaque E, est un espace hilbertien et si presque tous les e, sont unitaires, alors le
sous-espace de @), Ey topologiquement engendré par les vecteurs f = ®yen fo
tels que pour presque tout v on ait f, = e, est un espace de Hilbert qu’on appelle
“}e produit restreint hilbertien des espaces F, par rapport aux e,” et qu’on note
X, Ev-

Soit F' un corps local non archimédien et H un groupe réductif connexe sur F'.
Supposons que F' admet un sous-groupe compact maximal hyperspécial K. Soit 7
une représentation admissible irréductible de H dans un espace E. Alors dim(EX)
est indépendante du choix de K et est inférieure ou égale & 1 (le corollaire au
théoréme 1, [Flal]). Si dim(EX) = 1 on dit que 7 est non ramifiée. Si dim(EX) =
0 on dit que 7 est ramifiée.

Reprenons les notations adoptées au début de cette section. Soit pour toute
place finie v une représentation admissible irréductible 7, de G, dans un espace
E,. Supposons que, pour presque tout v, 7, est non ramifiée. Pour tout v telle que
7, est non ramifiée fixons un vecteur non nul e, dans EXv. On peut former avec
les 7, une représentation 7 de G dans Y, E,. La classe d’équivalence de cette
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représentation est indépendante du choix des e,. On écrit par abus 7 = ®,,.
C’est une représentation admissible de G. On peut faire pareil dans le cas hilber-
tien.

Théoréme 1.10.2 . (a) Soit & une représentation admissible irréductible de G.
Alors il existe des représentations admissibles irréductibles w, des G, presque
toutes non ramifiées telles que T = ®,m,. Les m, sont uniques a équivalence preés.

(b) Si 7 est une représentation admissible irréductible unitaire de G alors il
eziste des représentations admissibles irréductibles m, unitaires des G, presque
toutes non ramifiées telles que © = ®m,. Les m, sont uniques d équivalence prés.

Démonstration. Voir [GGP-S], page 282.

Un tel 7, (unique & équivalence pres) s’appelle “composante locale de 7 a la
place v”.
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1.11 Lesreprésentations p et p;. Représentations
automorphes et automorphes cuspidales

Soit G un groupe comme dans la section précédente. On reprend les mémes
notations. Le groupe G se plonge diagonalement dans G. Soient Z le centre de
G, Z, le centre de G, et Z les adéles de Z. Par la suite on utilisera ’abréviation
“pptv” pour “pour presque tout v”.

Soit & un caractére unitaire de Z trivial sur Z. On définit les ensembles sui-
vants (ce ne sont pas des espaces vectoriels) :

H(G; @) est ’ensemble des fonctions f définies sur G et & valeurs dans C qui
s’écrivent f = II, f,, ol pour toute place v on a f, € H(G,;®) et pour presque
toute place v on a f, = [mesK,] I, (1k,) et

SC(G;@) est 'ensemble des fonctions f € H(G;d) telles que, pour au moins
une place finie v, fy, est le coefficient d’une représentation cuspidale de caractére
central @,,.

On définit également les espaces vectoriels L2(G; @) et L2(G;@) suivants:

L?(G;@) est I'espace des fonctions ¢ définies sur G\G et & valeurs dans C
telles que _

- pour tout z € Z et tout g € G on a ¢(zg) = @(2)$(g) et

- fG(F)Z\c'.' |#(9)|* < oo}
C’est un espace de Hilbert relativement au produit scalaire

<é; ¢ >= /  8(9)P(9)dg.
GZ\G

On dit que ¢ € Lz(é;cb) est une forme cuspidale si pour tout g € G et pour
tout radical unipotent /N d’un sous-groupe parabolique propre de G on a:

/ _¢(ng)dn =0
N\N

On note alors LZ(G; @) le sous-espace de L?(G; @) formé de formes cuspidales.
Alors G agit sur L?(G;@) par translations & droite. On note p cette représen-
tation de G. Il est clair que L2(G;@) est un sous-espace stable pour p. On note
po la représentation de G dans L2(G;@) induite par p. Alors p et po sont des

35



représentations unitaires de caractére central @.

Si f € H(G;®) on définit un opérateur de L?(G;@) par:
N8 = [ Fla meman
2\G

C’est un opérateur unitaire.

Proposition 1.11.1 . Si f € 8C(G;®), alors p(f)[L?(G; )] C L(G;@).
Démonstration. Voir [Hel] et [Ro2].

Si on a fixé un caractére unitaire @ de Z \Z , la représentation p définie
plus haut est une représentation (unitaire) non irréductible de G. Toute sous-
représentation irréductible de p est dite automorphe. On a vu que p est une
sous-représentation de p (donc unitaire) non irréductible. Une sous-représentation
irréductible de pg est dite automorphe cuspidale. On se demande quelles sont les
représentations de G, qui sont des composantes locales d’une représentation au-
tomorphe ou automorphe cuspidale, et dans combien de telles représentations
elles apparaissent. Le probléeme n’est pas facile et on ne connait pas une réponse
valable pour tout groupe réductif. Je donne plus bas divers résultats concernant
ce probléeme:

Théoréme 1.11.2 . Toute représentation automorphe cuspidale de G apparait
avec multiplicité finie dans po.

Démonstration. C’est le théoréme 3, page 295, [GGP-S].

Le résultat suivant est prouvé par Henniart dans [Hel]:

Théoréme 1.11.3 . Soit S un ensemble fini non vide de places finies de F et
pour tout v € S soit w, une représentation admissible irréductible unitaire de
G, de caractére central unitaire @, qui admette un coefficient d support compact
modulo le centre Z,. Alors il eziste une représentation automorphe cuspidale 7
de G telle qu’d toute place v € S la composante locale de 7 soit équivalente d .

Démonstration. Voir [Hel] Appendice 1.

Les deux résultats suivants, valables pour le groupe GL,(F), ont été prouvés
par Shalika dans [Sh]:
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Théoréme 1.11.4 . (dit “de multiplicité un”) Soit & une représentation auto-
morphe cuspidale de G ot G = GL,. Alors la multiplicité de T dans p, est égale
d un.

Théoréme 1.11.5 . Soit 7 une représentation automorphe cuspidale de G ot
G = GL,. Alors toutes les composantes locales de @ sont des représentations
génériques (i.e. possedant un modéle de Whittaker.

Démonstration. Voir [Sh] théoréme 3.1 ou [P-S] pour le théoréme 1.11.4. Voir
[Sh] corollaire page 190 pour le théoréme 1.11.5.

Théoréme 1.11.6 . (dit “de multiplicité un forte”) Soient %, et %y deuz re-
présentations de G ot G = GL,. Si les composantes locales de 7, et 5 sont
équivalentes d toutes les places infinies et a presque toutes les places finies alors
les composantes locales de 7, et 72 sont équivalentes d toutes les places et 7, et
g sont équivalentes.

Démonstration. Voir [P-S] page 209.

On sait qu’il existe (beaucoup) de groupes sur lesquels ces résultats sont faux.
Les démonstrations de ces résutats utilisent fortement des outils spécifiques au
groupe linéaire comme le modéle de Whittaker et la notion de représentation “gé-
nérique”. Le résultat suivant est un résultat de finitude valable pour toutes les
formes intérieures du groupe linéaire (c.a.d. les groupes des éléments inversibles
des algeébres centrales simples sur F). On le montre dans cette these.

Théoréme 1.11.7 . Soit G le groupe des éléments inversibles d’une algébre cen-
trale simple de dimension finie sur F et soit S un sous-ensemble fini de places
finies de F qui ne contient aucune place infinie. On suppose qu’on s’est donné
pour toute place v ¢ S une représentation admissible irréductible m, de G,. Alors
il existe au plus un nombre fini de représentations de G qui ont comme compo-
sante locale 7, & toute place v ¢ S.

Démonstration. Voir la section 5, chapitre 4.

Une variante du théoréme 1.11.3, valable pour G = GL,:

Théoréme 1.11.8 . Soit G = GL,(F) et soit S un ensemble fini non vide de
places finies de F. Soit pour tout v € S une représentation m, de carré intégrable
de G,. Alors il existe une représentation automorphe cuspidale 7 de G telle qu’a
toute place v € S la composante locale de 7 soit équivalente a .
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Démonstration. (Voir aussi [AC] page)On peut supposer qu’une des représen-
tations , fixées est cuspidales, sinon on rajoute une place et une représentation
cuspidale aux données initialles. En regardant maintenant la démonstration du
théoréme 1.11.3 plus haut dans [Hel], on voit qu’elle s’applique toujours: en fait
I’hypothése est I’existence pour toute place v € S d’une fonction f € H(G,;@y)
qui annule les traces de toutes les représentations de G, de caractere central @,
non équivalentes a la représentation donnée m,, mais la démonstration n’utilise
que le fait qu’elle annule les traces de toutes les représentations de caractére
central @, qui apparaissent comme composante locale d’une représentation au-
tomorphe cuspidale et qui sont non équivalentes & 7,. Or, une représentation
de carré intégrable 7 de caractére central w admet un pseudocoefficient f, dans
H(Gy;w) (th. 2a), annexe 2). Comme ici G = GL,, par le théoréme 1.11.5 ci-
dessus, toutes les représentations de G, qui peuvent apparaitre comme compo-
sante locale d’une représentation automorphe cuspidale sont génériques. Mais,
par le théoréme 9.7 de [Z], ces représentations sont ou bien de carré intégrable
ou bien des représentations strictement induites. Donc leur traces sont de tout
fagon annulées par f,, dans le premier cas parce que 7 est un pseudocoefficient
et dans le deuxiéme par le theéréme 2b), annexe 2.

38



1.12 La formule des traces simple

On reprend les notations des sections 10 et 11; G est un groupe réductif
connexe sur un corps global F. Pour toute place v de F, G, est le groupe des
points de G sur F,. On suppose que pour presque toute place v K, est un sous-
groupe compact maximal de G,, choisi comme dans [Ti] 3.9 et on note G les adéles
de G (soit le produit restreint des G, par rapport aux K,). Le groupe G se plonge
diagonalement dans G. On note (toujours) G son image. Soient Z le centre de G
et Z les adéles de Z. Soit @ un caractére unitaire de Z. Soit SC(G;@) ’ensemble
des fonctions f € H(G;@) (voir section 11) telles que, pour au moins une place
finie vy, fy, est le coefficient d’une représentation cuspidale de caractére central
@yo- Si g est un élément de G on note Cg(g) (resp. Cx(g)) le centralisateur de
g dans G (resp. G). Le groupe Cg(g) se plonge diagonalement dans Cjs(g) et on
note toujours Cg(g) son image.

Théoréme 1.12.1 (Formule des traces simple). Soit f € H(G;). Alors
p(f) est un opérateur d trace. Supposons que pour au moins une place finie v,
fu, est & support dans ’ensemble des éléments elliptiques réguliers de G,,. Alors
on a

tr(po() = 3 v0l(Co(9) \Ca(9)) /G e

ot la somme porte sur l’ensemble de classes des éléments elliptiques réguliers

dans Z\G.

Démonstration. Voir la partie 1 de [Ro2].
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Chapitre 2

CORRESPONDANCE AVEC
UNE ALGEBRE A DIVISION
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Introduction

Les résultats originaux de ce chapitre sont le théoreme 2.2.1 et le “transfert
fort” en caractéristique non nulle. La fagcon dont on obtient ’orthogonalité des
caractéres 3 l'aide du théoréme 2.2.1 est classique ([DKV], A.3.h). Le fait que
I’orthogonalité des caractéres pour le groupe linéaire est suffisante pour démontrer
la correspondance avec une algebre & division en toute caractéristique est sous-
jacente & [DKV] et apparent dans la démonstration de Y.Flicker dans [F12]. On
écrit néanmoins ici une preuve pour que le lecteur se convainque que tous les
arguments sont indépendants de la caractéristique. Finalement nous donnons une
démonstration du transfert en expliquant pourquoi les preuves de [Ro2], [DKV]
et [F12], si elles s’appliquaient en caractéristique nulle, ne fonctionnent plus en
caractéristique quelconque.
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2.1 Corps locaux proches et le groupe linéaire.
Un résultat de Lemaire

Si F est un corps local non archimédien, on note O ’anneau des entiers de F'
et Pr I'idéal maximal de Op. Si F et L sont deux corps locaux non archimédiens
et m est un entier strictement positif, on dit que F' et L sont m-proches s’il
¥y a un isomorphisme d’anneaux Op/Pg ~ Op/Pf. On fixe alors un triplet
(APpmp; L) ot X2y : Op/P® — Op/PP est un isomorphisme et 7 et
sont des uniformisantes de F' et L respectivement tel que A7 (classe de mp) =
classe de 7.

Kazhdan est le premier qui eut ’idée de comparer, pour un groupe algébrique
G, les représentations des groupes G(F) et G(L) ou F et L sont deux corps
locaux non archimédiens qui sont m-proches. Si par exemple F est de caractéris-
tique non nulle et L est de caractéristique nulle, on peut obtenir un résultat sur
les représentations de G(F') par cette méthode, en se basant sur le fait que ce
résultat a déja été démontré pour G(L) par des méthodes spécifiques & la carac-
téristique nulle. Kazhdan a traité ce sujet pour le cas des groupes de Chevalley
dans [Ka2]. Lemaire a étudié dans sa thése le cas du groupe linéaire pour en tirer
une démonstration de la conjecture de Howe pour ce groupe en caractéristique
non nulle ([Lel]). Il obtient un résultat de “relévement des intégrales orbitales”
qui a été publié dans [Le3] et c’est dans cet article que puise cette section méme
si on n’a pas respecté toutes les notations.

Soit F' un corps local non archimédien et n un entier strictement positif.
On note Kr le sous-groupe compact maximal GL,(Of) de GLn(F) et pour
tout p € N* on note K% le sous-groupe de congruence de niveau p de GL,(F)
qui est par définition le noyau de la projection Kp — GL(Op/P%). On note
H(GL,(F); K%) la sous-algébre de Hecke de H(GL,(F)) formée des fonctions
qui sont bi-invariantes par K%. Pour un tel corps F' on considére d’une fagon
générale: sur le centre Z de GL,(F') identifié & F* la mesure de Haar dz pour la-
quelle O3 est de volume égal & 1, sur GL,(F) la mesure de Haar dg pour laquelle
K est de volume égal & 1 et sur tout tore elliptique maximal T 1a mesure de Haar
dt telle que T'/Z soit de volume égal & 1 pour la mesure quotient dt/dz. Si g est un
élément elliptique régulier de GL,(F) et f € H(GL,(F)) ou f € H(GL,(F);w)
pour un caractére w de Z, ®(f;g) désigne 'intégrale orbitale de f au point g
pour les mesures ainsi choisies. Si 7 est une représentation de GL,(F’) on appelle
niveau de 7 (notation niv(m)) le plus petit entier m tel que 7 ait un vecteur fixe
sous K. Le niveau de 7 est aussi le plus petit entier m tel que 7 induise une
représentation non identiquement nulle de H(GL,(F); K7).

On note By le sous-groupe de GL,(F) formé des matrices dans GL,(OF)
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qui sont triangulaires supérieures modulo Pr. On pose aussi, pour tout entier
strictement positif m, B = 1 + 7FBp et on note H(GL,(F); BF) ’espace
des fonctions localement constantes & support compact sur GL,(F) qui sont bi-
invariantes par BF. Pour tout entier positif m on a:

K7l ¢ BF C K.

Si F et L sont deux corps locaux non archimédiens m-proches alors A%, induit
un isomorphisme d’espaces vectoriels de H(GL,(F); BF) sur H(GL,(L); BF),
isomorphisme dépendant du choix de 7 et 7w (fixés dans la suite). Cet isomor-
phisme d’espaces vectoriels est en fait un isomorphisme d’algebres (proposition
2.1.1, [Lel]). La restriction de cet isomorphisme & la sous-algébre H(GL,(F); KT)
de H(GL,(F); BE) induit un isomorphisme d’algébres:

CFr - H(GLa(F); KF) = H(GLa(L); KT')

(proposition 2.2.1 [Lel]). Par conséquent, %, induit une bijection de ’'ensemble
de classes d’équivalence de représentations lisses irréductibles de GL,(F') de ni-
veau inférieur ou égal & m sur ’ensemble de classes d’équivalence de représenta-
tions lisses irréductibles de GL,(L) de niveau inférieur ou égal & m — bijection
qu’on va toujours noter (%, — et pour toute représentation 7 de niveau inférieur
ou égal & m de GL,(F), pour tout f € H(GL,(F); K%), on a

trlL(m) (R (f)) = tra(f).

Si A est une partie compacte de GL,(F) invariante par K, 'image par (%, de
la fonction caractéristique de A est la fonction caractéristique d’un sous-ensemble
compact B de Gy invariant par K™ et on pose par définition {7 (A) = B. On
a alors vol(B) = vol(A) si les mesures sur GL,(F) et GL,(L) sont comme plus
haut.

Proposition 2.1.1 . Sim > 2, f},l‘L réalise une bijection entre les classes d’équi-
valence des représentations génériques irréductibles de GL,(F) de niveau infé-
rieur ou égal ¢ m — 1 et les classes d’équivalence des représentations génériques
irréductibles de GL,(L) de niveau inférieur ou égal ¢ m — 1.

Démonstration. On a expliqué plus haut que la bijection E?L est la restriction
aux représentations de GL,(F') de niveau inférieur ou égal & m de la bijection
¢ introduite au chapitre 1 de [Lel]. On applique donc le corollaire 3.3.3 de [Lel]
tenant compte du fait que si une représentation 7 a un vecteur fixe sous K
elle a un vecteur fixe sous B ~.

On va maintenant rappeler un résultat de Lemaire qui nous sera trés utile par
la suite. Il s’agit du fait que pour tout élément elliptique régulier g de GL,(F) et
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tout entier strictement positif m il existe un voisinage V' (g;m) de g inclus dans
I’ensemble des éléments elliptiques réguliers de GL,(F') tel que pour toute fonc-
tion f dans H(GL,(F); K7) l'intégrale orbitale de f soit constante sur V'(g; m)
égale & ®(f;g), et qu'’il existe un entier m” > m tel que, si L est un corps m”"-
proche de F, V' = (T (V(g; m)) soit bien défini et I'intégrale orbitale de ¢ (f)
soit constante et égale & ®(f;g) sur V"

Soit g un élément elliptique régulier de GL,(F’). Soient :
- F, = F[g] le sous-corps maximal de M, (F') engendré par g,
- e I'indice de ramification de ’extension (de degré n) de corps locaux non
archimédiens F,/F,
- G l'unique Op-ordre héréditaire de M, (F) normalisé par Fy,
- Jg le radical de Jacobson de G,
- yg la valuation sur M, (F) définie par vg(z) = max{i € Z: z € Ji},
- pour tout k € Z, Ny = {z € G : zg — gz € JE},
-k0=max{k€Z:N'k ¢0Fg+Jg},
- k1 = ko — v5(9)
- kl = kl / €,
-A= Pcl;;klNko.
Fixons un caractére additif ¥ de F' de conducteur Pr (trivial sur Pr et non
trivial sur OF). Soit

A= {x € M,(F) : tr(zy) € ker(¢yr), Yy € A}.

Soit m un entier strictement positif. Soient : _ _
- m' = m/(g; m) le plus petit entier supérieur ou égal & max{1+k;,m — ki },
- m" = m"(g;m) le plus petit entier supérieur ou égal & m'(g;m) + k1 + 1.

Théoréme 2.1.2 . Soit g un élément elliptique régulier de GL,(F) et m un
entier strictement positif. Alors le voisinage V(g;m) de g défini par V(g;m) =
g(1+ W?’(g;m)A) est contenu dans ’ensemble des éléments elliptiques réguliers de
GL,(F) et vérifie

a) V(g;m) est bi-invariante par K" et pour toute fonction f € H(GLn(F); KF)
U’intégrale orbitale de f est constante égale & ®(f;g) sur V(g; m),

b) pour tout corps L m"-proche de F, (7 (V(g;m)) est incluse dans Uen-
semble des éléments elliptiques réguliers de GL,(L) et pour toute fonction f €
H(GLy(F); K#), Vintégrale orbitale de (™ (f) est constante égale ¢ ®(f;g) sur

CFL(V(gim)).

Démonstration. a) On a K%' C B}""‘l et on applique le théoreme de la page
1042 de [Le3].
b) On a
f € H(GL,(F); Kz) = f € H(GLy,; BR).
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On applique & nouveau le théoréme de la page 1042 de [Le3].
Variante

On a besoin d’une variante du théoréme 2.1.2 qui concerne les fonctions de
H(GL,(F);w) ol w est un caractére unitaire fixé du centre Zr de GL,(F). Tout
d’abord un tel caractére est une représentation lisse et irréductible de GL,(F)
et par conséquent, s'il est trivial sur 1 4+ P} et non trivial sur 1 + P2~! alors
pour tout corps L m-proche de F' on sait définir (% (w) qui est un caractére de
GLy(L) qu’on identifiera au centre Z; de GL,(L). Si 7 est une représentation
lisse irréductible de GL,(F') de niveau m et de caractére central w alors le noyau
de w contient ! + Pg* et pour tout corps L m-proche de F' le caractére central
de (% () est (% (w). Si w est un tel caractére de F* de niveau inférieur ou égal
am,si f € H({GL,(F); KZ), alors on a, avec les notations de la section 2, chap.1:

Théoréme 2.1.3 . Si g est un élément elliptique régulier de GL,(F) et V(g; m)
et m"(g; m) sont comme plus haut, alors l’intégrale orbitale de I,(f) est constante
égale ¢ ®(I1,(f); g) sur V(g;m) et pour tout corps local L qui est m"(g; m)-proche

de F, lintégrale orbitale de Ic-?g(u)(f},"}: (f)) est constante et égale & ®(1,(f);9g)
sur (7 (V(g; m)).

Démonstration. On a vu dans (sect.2, chap.1) la relation

‘I’(Iw(f);g)=/Zw(z)¢>(f;zg)dz.

Montrons que pour tout z € Z nous avons V(zg; m) = 2V (g; m) et m"(zg;m) =
m"(g;m). On reprend un par un les objets associés au début de cette section & g
et m et qui servent & définir V'(g;m) et m”(g;m), et on compare en suivant les
définitions pas & pas; on a:

- Fzg=Fj,
- e(zg) = e(9),
- G(z9) = G(9),

- Jg(zg) = Jg(g)a

- la valuation vg est la méme,

- Ni(29) = Ni-vg(2)(9),

- ko(29) = ko(g) + vg(2),

- k1(29) = ki(9g) car vg(29) = v5(g) + v5(2),
= kl(zg) = kl(g)7
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- A(zg) = A(g) car Nioy(zg)(29) = Nio(g)(9) (méme si ko(2g) # ko(g)),
- A(zg) = A(9),

- m/(zg; m) = m'(g;m),

- m"(zg;m) = m"(g; m).

La fonction & support compact ¢ : Zg = F* — C définie par
¢(2) = w(2)2(f; 29)
est alors d’aprés le théoréme 2.1.2a) invariante par le sous-groupe (1+7™ @™ A)N
Zp de Zp. Soit L un corps m"(g; m)-proche de F', et soit ¢’ un élément quelconque
dans {7 (V(g;m)). En appliquant le théoréme 2.1.2b), on trouve que la fonction
¢' : Z;, = L* — C définie par
¢(2) = (7L (W) () (CFL(f); 79

a la méme intégrale sur Z;, que ¢ sur Zr car les deux intégrales sont des sommes
finies de termes égaux deux & deux. Comme

[ ) (1791 = 8z G ()i 9)

on trouve bien .
®(L,(f); 9) = (I)(If;,n;j(w) (CFL () 9)-
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2.2 Orthogonalité des caracteres sur GL,(F) en
toute caractéristique

Soit G un groupe réductif sur un corps local nonarchimédien F'. On suppose
que sur G on a fixé une mesure de Haar dg, que sur le centre Z de G on a fixé
une mesure de Haar dz et que sur tout tore elliptique maximal 7" de G on a
fixé la mesure de Haar dt telle que T'/Z ait un volume égal & 1 pour la mesure
quotient dt/dz. On a fixé des mesures quelconques sur les tores non elliptiques.
Si le corps F' est de caractéristique nulle, G a la propriété (P) suivante qui va
main dans la main avec I'orthogonalité des caractéres (voir sect.9 et 10, chap.1
pour les définitions et les notations, ainsi que ’annexe 2, th.2d)):

(P) Pour toute représentation de carré intégrable = de G de caractére cen-
tral (unitaire) w, si on note fr un pseudocoefficient de 7 dans H(G;w) et x. le
caractere de 7 défini sur les éléments semisimples réguliers de G, alors

- I'intégrale orbitale de f; est nulle sur les éléments semisimples réguliers non
elliptiques et

- I'intégrale orbitale de f, est égale au conjugué complexe de X sur ’ensemble
des éléments elliptiques réguliers de G (pour le choix de mesures plus haut).

C’est un fait connu ([DKV], A.3.h) que si F est un corps de caractéristique non
nulle et G est un groupe réductif sur F' qui a cette propriété ainsi que la propriété
que les caractéres de ses représentations soient localement intégrables alors par
application de la formule d’intégration de Weyl on obtient 1'orthogonalité des
caracteres sur G. Lemaire a montré que les caractéres des représentations de
GL,(F) étaient localement intégrables méme si la caractéristique de F' était non
nulle. C’est la propriété (P) qu’on va démontrer ici pour GL,(F) ol F est de
caractéristique non nulle, & I’aide de la théorie des corps proches.

Soit F' un corps local non archimédien de caractéristique non nulle et 7 un en-
tier strictement positif. Soit 7 une représentation de carré intégrable de GL,(F)
de caractére central (unitaire) w et x, le caractére de . Soit fr un pseudocoeffi-
cient & support compact modulo centre de 7. On suppose que sur le centre Z de
GL,(F), sur GL,(F) lui-méme et sur ses tores elliptiques on a fixé des mesures
de Haar comme dans la section précédente.

Théoréme 2.2.1 . L’intégrale orbitale de f, vérifie:
(i) ®(fx;9) =0 si g est semisimple régulier non elliptique,

(1) ®(fr; 9) = Xx(g) si g est elliptique régulier.

Démonstration. (i) C'est le théoréme 2c), annexe 2.
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(ii) Soit h € H(GLn(F)) telle que I,(h) = fr (h existe par la proposition
1.1.1b)). Supposons que h € H(GL,(F); K&). Montrons un lemme:

Lemme 2.2.2. a) Il existe un entier m' tel que, si L est un corps m'-proche de
F, alors (T (7) est une représentation de carré intégrable de GL,(L).

b) Si on choisit un m' qui vérifie le point a) tel qu’en plus il soit strictement
supérieur d a, I ! () ({2 (h)) est un pseudocoefficient & support compact modulo
le centre de {3y ().

Démonstration. a) Voir le théoréme 3.2.14.b.
b) Montrons que I; o (W) (C, (R)) vérifie 1a définition d’un pseudocoefficient de

¢ () : d’une part
trCa (M) g () (CFL(R))) = trlFL(m)(GFL () = trm(R) = tra(fr) = 1;

d’autre part, si o’ est une représentation generlque irréductible de GL,,(L) de
caractére central (% (w) mais non equlva.lente a (I (), alors ou bien o’ est de
niveau supérieur strictement & a alors que (i (k) est invariante par K¢ et on a
de ce fait

tra'(Cz () =0,
ou bien le niveau de ¢’ est inférieur ou égal A a et alors o’ est image par {7, d’une
g FL

représentation générique irréductible (prop. 2.1.1, car m’' > a+ 1) o de GL,(F),
de caractére central w mais différente de 7, et on a

tro’ (. (h)) = tro(h) = tro(fx) = 0.

Démontrons maintenant le point (ii) du théoréme. Soit g un élément ellip-
tique régulier. Soit W un voisinage de g sur lequel x, est constant et soit m un
entier suffisamment grand pour qu’on ait V(g;m) C W et que le lemme précé-
dent soit vérifié (I, () est une représentation de carré intégrable de GL,(L) et
Izm () (¢ (h)) est un pseudocoefficient de (i ()). Soit L un corps de caracté-
ristique nulle, m”(g; m)-proche de F'. On a dans cette situation:

1) xx est constant sur V(g; m) égal & x(g), car V(g;m) C W,
2) ®(1,(h);") est constante sur V(g; m) egale a ®(I,(h); g) (th.2.1.3a)) et
3) ®(I gy ., (CEL(R));) est constante sur CF (¥ (g;m)) égale & B(L,(h); 9)
(th.2.1.3) .

Or, I,(h) = fr. Le corps L étant de caractéristique nulle, GL,(L) a la pro-

priété (P). Du lemme 2.2.2b) on en déduit alors que: Xgm!(x) €t constant sur

&' (V(g;m)) égal & ®(f,; g). Finalement, en appliquant le point 3 ci-dessus, on
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trouve
4) Xgz! () €St constant sur Cm (V(g;m)) égal & ®(fr; g)-

En notant I la fonction caractéristique de V' (g; m), de 1) on a

trar(I) = vol(V (g; m)) xx(9)-

D’autre part (% (I) est bien définie et est 1a fonction caractéristique de {2 (V (g; m))
(par définition méme de cette derniére) et alors de 4) on en déduit que

tr (G () (e (1) = vol (C2L (V (95 m)))@(fr: 9)-

Comme on a ~
vol((Fz (V(g:m))) = vol(V (g;m))
et qu’on sait que iy L
tr(Crz (M) (CFr (D) = tra(D),

on trouve bien

Xx(9) = Q(fvr; 9)-

Rappelons comment le théoréme 2.2.1, ajouté & I’intégrabilité locale des carac-
teéres, implique ’orthogonalité des caractéres. On adopte les notations du chap.1,
sect.3 et 10.

Théoréme 2.2.3 . (Orthogonalité des caractéres pour GL,) L’ensemble
des fonctions caractéres associées auz classes d’équivalence des représentations
de carré intégrable de GL,(F) de caractére central w fizé forme un systéme or-
thonormal pour Uespace de Hilbert L*(GLy(F)e;w; < 5 >e).

Démonstration On suit [DKV], partie A.3.h. Soient 7 et 7’ deux représentations
de carré intégrable de GL,(F’) de caractére central w. Soit fr un pseudocoefficient
de m. On a alors:

tro' (fy) = /G xx(9) fx(9)dg

=) W@ / Ry /G X (z~tz) f (z~1tz)dzdt

TeT T

=YW@ | D) [ flatx)dzdt
TeT Tres G/T
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=X [ o [ et

TeTe

=S WD [ DOxe 0% Bt =< x>
TeTe Tres
On a utilisé P'intégrabilité locale des caractéres sur GL,(F) ([Le2])pour la
premiére égalité, la formule de Weyl pour la deuxiéme, le points (i) et (i) du
théoréme 2.2.1 plus haut pour la quatriéme et la cinquieme ainsi que la stabilité
par conjugaison des fonctions caractéres. Finalement on a trouvé que < x/; Xr >e
vaut 1 si 7 et 7’ sont équivalentes et 0 sinon.
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2.3 Correspondance GL,(F) ++ D* et transfert
en toute caractéristique

Soient F' un corps local non archimédien de caractéristique quelconque et D
une algébre & division centrale de dimension finie sur F'. Soit D* le groupe des
éléments inversibles de D. La dimension de D en tant qu’espace vectoriel sur F'
est un carré n2. On pose G = GL,(F). On fixe des mesures de Haar sur G et
D*. Si g est un élément de G et g’ est un élément de D* on écrit g > ¢’ si g
et ¢’ sont réguliers et ont le méme polyndme caractéristique. On dit alors que
g et ¢’ se correspondent. Ca revient & dire que g est elliptique régulier et a le
méme polynéme caractéristique que ¢'. Il existe des isomorphismes canoniques
Zg ~ F* et Zp. ~ F* et donc un isomorphisme canonique Zg =~ Zp-. On note
ces deux groupes indistinctement Z. On fixe une mesure de Haar dz sur Z. Sur
tout tore maximal elliptique 7’ de G ou de D* on considére la mesure de Haar dt
telle que 7'/Z ait volume 1 pour la mesure quotient dt/dz. Sur les tores non ellip-
tiques de G on fixe des mesures de Haar quelconques. (Voir aussi sect.10, chap.1.)

Si f € H(G) et f' € H(D*) on dit que f et f' se correspondent si leurs
intégrales orbitales ont la méme valeur sur des éléments de G et de D* qui se
correspondent et que les intégrales orbitales de f sont nulles sur les éléments se-
misimples réguliers non elliptiques de G. On écrit f «+> f'. On dit aussi que f se
transfére ou que f’ se transfére. Si w est un caractére de Z la définition plus haut
vaut aussi pour f € H(G;w) et f' € H(D*;w). Nous donnons plus bas un résultat
partiel de transfert qui est suffisant pour la démonstration du résultat principal
(th.2.3.2). De ce résultat principal on pourra déduire que toutes les fonctions de
H(D*) se transferent.

Transfert faible

Théoréme 2.3.1 . (a) Pour tout f € H(G) d support dans Uensemble des élé-
ments elliptiques réguliers il eziste une fonction f' € H(D*) da support dans
lensemble des éléments elliptiques réguliers telle que f < f'.

(b) Pour tout f' € H(D*) & support dans l’ensemble des éléments réguliers il
eziste une fonction f € H(G) telle que f < f'.

Démonstration. C’est une application connue du principe de submersion de
Harish-Chandra ([Fla2]).
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Correspondance

On note E%(G) 'ensemble des classes d’équivalence de représentations essen-
tiellement de carré intégrable de GL,(F) et E(D*) 'ensemble des classes d’équi-
valence de représentations irréductibles de D* (qui sont toutes essentiellement de
carré intégrable et méme cuspidales, puisque D* est compact modulo le centre).

Théoréme 2.3.2 . Il existe une unique bijection :
C: E*G) - E(D")
telle que pour tout # € E%(G) on ait

xx(9) = (=1)"xcm(9) Vg+r g

Les représentations © et C(m) ont le méme caractére central.
L’application C commute & la tensorisation avec les caractéres.
On a aussi trr(f) = (—1)*"1trC(n)(f') pour tout f + f'.

Démonstration. Ce théoréme a été démontré par Rogawski [Ro] pour le cas ou
la caractéristique de F' est nulle. On donne plus bas cette démonstration simpli-
fiée par les résultats généraux sur les groupes réductifs démontrés depuis, et qui
est indépendante de la caractéristique une fois I’orthogonalité des caractéres sur
GL, prouvée. Voir aussi [DKV] et [F12].

Tout d’abord I'orthogonalité des caractéres sur G (et sur D*) garantit que la
restriction du caractére d’une représentation essentiellement de carré intégrable
de G (ou de D*) aux éléments elliptiques réguliers détermine sa classe d’équiva-
lence. Donc, si une application C comme plus haut existe, son unicité est évidente.

Considérons un corps global F et une algebre & division D sur F tels que:

- il existe une place vy de F telle que F,,, ~ F et Dy, ~ D

- aux places infinies D est scindée

- & toute place v ou D est ramifiée D, est isomorphe & une algébre & division
sur IF,.
Soient v, v;...vs, les places ou D est ramifiée. On fixe une fois pour toutes un
isomorphisme D,, ~ D identifiant F,, & F et des isomorphismes D, =~ M,(F,)
pour toutes les places v oll D est scindée. Pour toute place v on note G, le groupe
GL,(F,).

On note indistinctement Z, = Zgy,,(F,) = Zp; - Les adeles des groupes GL, et
D* sur F seront notées GL,(Ar) et D*(Ag).
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a. Définition de ’application C

L’application 1 > 1 o det est une bijection entre I’ensemble des caracteres de
F* et 'ensemble des caractéres de GL,. De méme, 'application ¥ — ¥ o N ou
N est la norme réduite sur D est une bijection entre I’ensemble des caractéres de
F* et ’ensemble des caractéres de D*. Il existe donc une bijection canonique de
I’ensemble des caractéres de GL, sur ’ensemble des caractéres de D*. Si I'image
de 9 par cette bijection est ', alors on a évidement 7(g) = ¥'(¢’) pour tout
g ¢ ¢'. Clest a travers cette bijection canonique qu’on voudrait que C com-
mute & la tensorisation avec les caractéres, c. a. d. que pour toute représentation
essentiellement de carré intégrable de G et pour tout caractére 1 de Z on ait:

C(r ® (¢ odet)) = C(m) ® (¥ o N).

Du fait que toute représentation essentiellement de carré intégrable s’écrit comme
produit d’un caractére et d’une représentation de carré intégrable, il suffit de défi-
nir C(7) pour chaque représentation de carré intégrable 7 de G et de la prolonger
via cette propriété de commutativité. Il est évident qu’il n’y a pas de probléme de
compatibilité, puisque deux représentations de D* dont les caractéres coincident
sur les éléments réguliers sont nécessairement équivalentes.

Soit mo une représentation de carré intégrable de G de caractére central
(unitaire) w. Soit vp,+1 une place finie de F ou D n’est pas ramifiée. On pose
S = {vp.--Um41}- On sait qu'en se donnant pour tout : € {0,1,2...m + 1} un
caractére unitaire w,, de Z,, et une représentation m,, € E2(GLy(Fy,);wy,) tel
qu’au moins une de ces représentations soit cuspidale, il existe une représenta-
tion globale automorphe cuspidale # de GL,(F) telle que #,, soit équivalente &
Ty, pour toute place v; € S (voir th.1.11.8). Posons:

- Wyy = W, Tyy = Mo

- wy, trivial pour tout z € {1,2..m + 1}

- m,; € E*(GL, (IF,,,) 1z,,) la représentation de Steinberg de GLn(F,,) pour
tout i € {1,2...m}

- Tm+1 Une représentation supercuspidale de caractére central trivial de GL,(F,,).

Notons 7 une représentation globale automorphe cuspidale qui vérifie les
conditions plus haut et & son caractére central.

Avec les notations de la section 11, chapitre 1, si feH (GL.(F); @)) et
fleH (D*; @) on dit que fet fse correspondent et on écrit fo frs

- pour tout i € {1,2..m} f, et f', »; sont & support dans l’ensemble des
éléments elliptiques réguliers,

- pour tout % € {0,1,2...m} on a f,, <-—>f’ et

- pour toute place v out D est scindée on a f,, f’,, (via les isomorphismes a
ces places fixés au début).
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Proposition 2.3.3 . Si f € HGL,(F);@) et f' € H (D*; @) sont telles que
f < f et sif,,. estun coefficient d’une représentation cuspidale de G
alors on a, avec les notatations de 1.11:

trpo(f) = troh(f")

Um+1?

Proposition 2.3.4 . On pose
V = {vo, v1...0m }.

Posons Gy = ey Gy, DYy = ey D} et wy = Hyev@,. Notons &y la représen-
tation de Gy induite par . Si fy € [[[Zg H(Gu;wy;) et fi; € [Ty H(G,;; wy,),
on écrit fy > fi, si pour tout i € {1,2...m} f, et f, sont & support dans les
éléments elliptiques réguliers et pour tout i € {0,1,2...m} on a f,, <> f,.. On a

alors : 3 ;
triv(fv) = D m(E)rwy, (f))
#eUr
ot U’ est l’ensemble des représentations automorphes cuspidales 7' de D* telles
que pour toute place v ¢ V, &, = &,, m(#') est la multiplicité de 7' dans p}, et
lindice V wveut dire “restriction auz places dans V7.

Proposition 2.3.5 . L’ensemble U’ est fini.

Proposition 2.3.6 . Il existe un entier strictement positif k, des entiers stric-
tement positifs a;, 1 < j < k et des représentations 7r{,j de Iy, tel que pour tout
fv € H:';O H(Gv;;wm) et f]’/' € H:';O H(G:z,-;wu;‘) tels que f{/ < fv on ait:

k
tritv(fv) = Z ajtrﬂ'{/j(fl’/)

j=1

La démonstration de cette suite de propositions est classique. Elle consiste &
appliquer la formule des traces simple (on s’est assuré d’avoir une fonction super-
cuspidale 4 la place v,,+; et des fonctions & support dans ’ensemble des éléments
elliptiques réguliers aux places vy, vs...vy,) et & simplifier la relation obtenue. On
en trouve des détails dans [Fla2] et [Ro2]. On trouve dans [Ro2] également la
preuve de la proposition 2.3.5 (Rogawski montre en fait un théoréme de multipli-
cité finie pour les représentations automorphes cuspidales fixées & presque toutes
les places des adeles du groupe des éléments inversibles d’une algebre & division
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globale et qui & toute place est ou scindée ou une algebre & division ; ce résultat
pose un probleme dans le cas plus général de la correspondance avec le groupe
des éléments inversibles d’une algebre centrale simple quelconque, essentiellement
parce que la liaison entre le conducteur et le niveau d’une représentation d’un
tel groupe est moins évidente). Pour la proposition 2.3.4 on a utilisé le fait qu'un
pseudocoefficient d’une représentation cuspidale annule les traces de toutes les
autres représentations irréductibles.

Proposition 2.3.7 . Il existe une représentation ©’' irréductible de D* telle que

Xmo(9) = (=1)" "X (')
pour tout g <> ¢'.

Démonstration. Par le passage de H(G) & H(G;w) (prop.1.1.1), I’égalité de
la proposition 2.3.6 est vraie aussi si I’on choisit fy et fy» & support compact
telles que fir > fi,. Mais on sait que toutes les fonctions & support compact
inclus dans ’ensemble des éléments elliptiques réguliers se transferent (th.2.3.1,
ci-dessus). En considérant alors des fonctions caractéristiques de petits ouverts
sur lesquels toutes les fonctions caractéres qui apparaissent sont constantes on
obtient 1’égalité ponctuelle:

k
Xry (9) =D aixm, (9) Vg o
p=i

Avec les notations de 1.9, cela s’écrit i(xr, ) = Z;;l a;jXxr,, L’isomorphisme
i préservant la norme, le carré de la norme de xy, dans 'espace L?(GLy(F)ye;w)
est égal au carré de la norme de Z;;l a;Xx,, dans l'espace L*(Dy,;w). Par lor-
thonormalité des caractéres on trouve 1 = 2’1‘ a?. On en déduit qu’il y avait un
seul a; & droite et qu'’il était égal & 1. Il s’ensuit I’existence de constantes com-
plexes bo, by...b,, telles que pour tout ¢ € {0,1...m} on ait xz,(9) = bix#, (9
si g <+ ¢'. Mais, pour toutes les places v;, vs...Un,, 7y, €st la représentation de
Steinberg dont on connait le caractére sur les éléments elliptiques réguliers et on
sait qu'il est égal & (—1)"~!. Par indépendance linéaire des caractéres sur I}, on
en déduit que pour tout i € {1,2...m} 7, est la représentation triviale; on a donc
pour tout i € {1,2...m} b; = (—1)"! et par conséquent by = (—1)""! car si n est
pair, D est ramifiée en un nombre pair de places. D’ou le résultat cherché.

C(mp) est définie. Par les considérations faites au début de la démonstration,
on peut étendre C & toutes les représentations essentiellement de carré intégrable.
On a construit ainsi C.
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b. Injectivité de I’application C
Elle découle aussitot de I'orthogonalité des caracteres sur GL,(F).
c. Surjectivité de ’application C

Soit 7 une représentation de carré intégrable de D*. Plagons-nous & nouveau
dans la “situation globale” qu’on a définie avant de commencer la démonstration
de l'existence de C. On utilise le théoréme 1.11.3 sur D*(Ay) cette fois en pre-
nant 7y & la place vy, la représentation triviale & toutes les autres places ou D*
est ramifiée et une représentation cuspidale & une place v,,+; o D* est scindée.
On note 7' la représentation globale correspondante. On applique la formule des
traces et on arrive aussitot & un résultat semblable & celui de la proposition 2.3.6
a la seule différence que dans le membre de gauche ou bien on a un “morceau”
d’une représentation cuspidale de GL,(Ag) (il ne peut pas y en avoir plus par
le théoréeme de multiplicité un forte (1.11.6)) ou bien on n’a rien. On sait que
U’ n’est pas vide car 7' s’y trouve. On passe aux caractéres comme dans la dé-
monstration de la proposition 2.3.7. Par indépendance linéaire des caractéres sur
D}, on montre qu’'on ne peut pas ne rien avoir & gauche de 1’égalité, donc on
a bien une représentation 7y de Gy. Sa multiplicité est un par le théoréme de
multiplicité un (1.11.4). Les composantes locales de 7y sont de carré intégrable
car génériques irréductibles (théoréme 1.11.5) et elliptiques (voir la classification
des représentations génériques, théoréme 9.7 dans [Z]) et de caractére central
unitaire. On applique 'orthogonalité des caractéres maintenant des deux c6tés
comme on I’a fait dans la démonstration de la proposition 2.3.7 et on montre ainsi
que dans le membre de droite il n’y avait en fait qu’une seule représentation et
que son coefficient est 1. C’était donc 7y,. On trouve comme dans la proposition
2.3.7 que la composante locale de 7y & la place vp a un caractére qui correspond
4 celui de 7. La démonstration est terminée.

On donne trois applications de cette correspondance: un corollaire qui est
trés utile pour démontrer la correspondance de G avec les groupes des éléments
inversibles des autres algébres centrales simples sur F', un corollaire qui permet
de montrer facilement la surjectivité de cette correspondance en caractéristique
nulle et un théoréme de transfert de fonctions entre G et D* qui est un résultat
intéressant en soi.

Corollaire 2.3.8 . Soit m une représentation essentiellement de carré intégrable
de GL,(F). Il eziste alors un voisinage V de l'unité dans GL,(F) tel que le
caractére de  soit constant sur l’ensemble des éléments elliptiques réguliers de
V. Cette constante est réelle non nulle de signe (—1)"1.
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Démonstration. Si 7’ est une représentation irréductible d’un alggbre & divi-
sion sur F', alors son caracteére est constant réel positif sur ’ensemble des éléments
réguliers situés dans un voisinage de 1'unité. Le corollaire en résulte par la cor-
respondance.

Corollaire 2.3.9 . Soit w un caractére unitaire de Z. L’ensemble des restrictions
a& G, des caractéres de toutes les représentations de carré intégrable de G de
caractére central w est un systéme orthonormal complet de 'espace L?(G;w).

Démonstration. C’est vrai pour D* et L?(D*;w) parce que D* est compact
modulo Z. Par la correspondance et via l'isomorphisme ¢ défini a la section 10,
chapitre 1, ce résultat est vrai aussi pour G.

Transfert fort

Théoréme 2.3.10 . Soit w un caractére de Z.

(a) Pour tout f € H(G) dont lintégrale orbitale est & support dans les élé-
ments elliptiques il eziste une fonction f' € H(D?*) telle que f > f', et pour tout
f € H(G;w) dont lintégrale orbitale est & support dans les éléments elliptiques
il eziste un f' € H(D*;w) tel que f + f'.

(b) Pour tout f € H(D*) il existe un f' € H(G) tel que f > f' et pour tout
f' € H(D*;w) il eziste un f € H(G;w) tel que f + f'.

Démonstration. Dans la section 2.3 on a montré que G avait la propriété
P (définie au début de la section 2.2). Le groupe D* a aussi la propriété P parce
qu’il est compact modulo le centre. Le théoréme de correspondance plus haut
implique alors qu’un pseudocoefficient d’une représentation 7 essentiellement de
carré intégrable de G correspond & un (pseudo)coefficient de C(n) multiplié par
(=1)"1. Donc les pseudocoefficients se transferent.

Soient w un caractére de Z et f une fonction dans H(D*;w). Si on pose

h=f=Y tra(f)fx

ou la somme porte sur le nombre fini de représentations = de D* de caractere
central w dont la trace ne s’annule pas sur f et, pour chaque tel 7, f, désigne un
pseudocoefficient, on trouve que pour toute représentation = de D* de caractére
central w, trm(h) = 0; ce qui implique que l'intégrale orbitale de h s’annule sur
les éléments réguliers de D* (prop.1, annexe 2). On en déduit que la famille des
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intégrales orbitales des pseudocoefficients des représentations de D* de caractére
central w est une base (algébrique) pour le sous-espace de L%(D*;w) formé par
les intégrales orbitales des fonctions de H(D*;w).

Prenons cette fois une fonction f € H(G;w) dont l'intégrale orbitale s’annule
sur les éléments semisimples réguliers non elliptiques et considérons la fonction

h=f=> tra(f)fm

ol la somme porte sur le nombre fini de représentations essentiellement de carré
intégrable de G de caractére central w dont la trace ne s’annule pas sur f. D’aprés
la classification de Zelevinski, les classes d’équivalence des représentations qui
sont des induites (strictes ou non) de représentations essentiellement de carré in-
tégrable forment une base de Grot(GL,(F)). Décomposons une représentation 7
de GL,(F) sur cette base. Si le caractére central de 7 est w, le caractére central
de ces représentations essentiellement de carré intégrable ou induites de représen-
tations essentiellement de carré intégrable est aussi w par indépendance linéaire
des caractéres sur Z = F*. Mais les traces des représentations essentiellement de
carré intégrable s’annulent sur A (par simple calcul) et les intégrales orbitales des
représentations strictement induites de caractére central w s’annulent sur A parce
que les intégrales orbitales de h sont nulles sur les éléments semisimples réguliers
non elliptiques et parce que les caractéres sont localement intégrables. On en dé-
duit que la trace de toute représentation de GL,(F') de caractére central w est
nulle sur A. Donc 'intégrale orbitale de h est nulle sur tout élément semisimple
régulier (proposition 1, annexe 2). On obtient (cette fois sur G): les intégrales
orbitales des pseudocoefficients des représentations essentiellement de carré inté-
grable de caractére central w forment une base du sous-espace de L%(G;w) formé
par les intégrales orbitales des fonctions de H(G;w) dont les intégrales orbitales
s’annulent sur les éléments semisimples réguliers non elliptiques.

D’apres ce qu’on vient de voir et le fait que les pseudocoefficients des repré-
sentations essentiellement de carré intégrable se transferent dans les deux sens on
obtient les moitiés des points a) et b) qui concernent les fonctions dans H(G;w)
et dans H(D*;w).

Pour obtenir la variante du transfert fort pour les fonctions a support compact
on utilise le théoréme de Paley-Wiener: soit f’ une fonction dans H(D*). 1l
existe alors une fonction f dans H(G) telle que pour toute représentation
essentiellement de carré intégrable de G on ait

1) trr(f) = tr[C(m)](f') et

2) tra(f) = 0 pour toute représentation induite sur G (les conditions de
Paley-Wiener sont tres facile & vérifier sur GL,,).

La condition 2) implique que I'intégrale orbitale de f est nulle sur les éléments
semisimples réguliers non elliptiques de G (voir Annexe 2).
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La condition 1) implique que pour tout caractére w de Z et toute représen-
tation essentiellement de carré intégrable 7 de G de caractére central w on a
tro(I,(f)) = trC(m)(1,(f")) (voir sect.1, chap.1 pour les notations). La démons-
tration plus haut implique alors que les intégrales orbitales de I,(f) et de I,(f")
sont égales sur les éléments elliptiques réguliers qui se correspondent. En se rap-
pelant le lien entre I'intégrale orbitale de f et celle de I,(f) on trouve que les
intégrales orbitales ®(f; ) et ®(f’; ) de f et f’ respectivement ont la propriété
suivante : pour tout élément elliptique régulier g de G, pour tout caractére w de
Z,

/Z(‘I’(f; z9) — ®(f'; 2¢"))w(z)dz = 0.

On en déduit comme dans I’annexe 2 (preuve de la prop.2) que ®(f;g9) = ®(f; ¢')
pour tout g +> ¢’ et donc f’ se transfere. Le transfert dans ’autre sens se fait de
la méme fagon.

Remarque. Pour la partie concernant les fonctions & support compact mo-
dulo Z de ce théoréme on a une construction “a la main” du transfert par Ro-
gawski [Ro2] en caractéristique nulle qui ne marche pas en toute caractéristique
parce qu’elle utilise de fagon essentielle la finitude du nombre de classes de conju-
gaison des tores elliptiques. Pour les fonctions & support compact, toujours en
caractéristique nulle, on peut donner une démonstration en deux lignes en uti-
lisant la caractérisation des intégrales orbitales de Vignéras [Vi], le calcul des
germes elliptiques au voisinage de 1 sur G et D* de Rogawski ([Rol]) et le pro-
cédé de descente au voisinage des autres éléments elliptiques. En caractéristique
non nulle cette démonstration ne fonctionne pas (pour linstant): on dispose
d’une caractérisation des intégrales orbitales (par Lemaire [Lel]) et du calcul des
germes elliptiques au voisinage de 1 par Henniart ([He], Appendice 3) mais pas
du procédé de descente (du moins au voisinage des éléments non séparables). La
démonstration de [F12] du transfert ne marche pas en toute caractéristique parce
qu’on ne peut pas étre sirs qu’une intégrale orbitale de GL,(F') nulle sur les
éléments semisimples réguliers non elliptiques et de caractére central w se trouve
forcément dans l'espace L2(GLy(F)e;w).
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Chapitre 3

CORRESPONDANCE AVEC
UNE ALGEBRE CENTRALE
SIMPLE
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Introduction

Tout ce chapitre est consacré a la démonstration du théoréme de correspondance
en caractéristique non nulle. Le lecteur qui n’est pas intéressé par les preuves
devrait lire directement le théoreme 3.3.19 et le corollaire 3.3.18, seuls résultats
qui ont un intérét en soi. Dans la premieére section nous rappelons la preuve
de la correspondance en caractéristique nulle ([DKV]) pour des raisons qui y
sont exposées. Dans la deuxiéme section on étudie les groupes GL,(D) définis
sur des corps proches, en suivant les indications de Kazhdan ([Kal]). Dans la
troisiéme section on prouve quelques résultats concernant ’analyse harmonique
de deux groupes du type GL,(D) définis sur des corps proches et on en déduit
finalement la correspondance en caractéristique non nulle. On obtient comme
corollaire ’orthogonalité des caractéres sur les groupes GL, (D) en caractéristique
non nulle.
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3.1 Correspondance GL,(F) <+ GL.(D) en ca-
ractéristique nulle

Soit F' un corps local non archimédien de caractéristique nulle et A une algebre
centrale simple sur F'. Soit A* le groupe des éléments inversibles de A. On sait que
A* est isomorphe & GL,.(D) ou D est une algebre & division sur F et on I’identifiera
avec ce groupe. La dimension de D en tant qu’espace vectoriel sur F est un carré
d?. On pose n = rd, G = GL,(F) et G' = GL,(D). On fixe des mesures de Haar
sur G et G'. Si g est un élément de G et ¢’ est un élément de G’ on écrit g <+ ¢’
si g et ¢’ sont semisimples réguliers et ont le méme polynéme caractéristique.
On dit alors que g et g’ se correspondent. Il existe des isomorphismes canoniques
Zg =~ F* et Zg =~ F* et donc un isomorphisme canonique Zg ~ Z¢ . On note ces
deux groupes indistinctement Z. On fixe une mesure de Haar dz sur Z. Sur tout
tore maximal elliptique T de G ou de G’ on considére la mesure de Haar dt telle
que T'/Z ait volume 1 pour la mesure quotient dt/dz. Sur les tores maximaux non
elliptiques de G on fixe des mesures de Haar quelconques avec la seule condition
que si deux tels tores sont conjugués dans G les mesures se correspondent via
I’isomorphisme induit par la conjugaison (¢a ne dépend pas du choix). Sur les
tores maximaux de G’ on considére des mesures correspondant a celles fixées sur
les tores maximaux de G comme on I’a expliqué dans la section 1.10: si 7" est un
tore maximal de G’ alors il existe un élément (semisimple forcément) régulier g’
de G’ tel que T” soit le commutant de ¢’ dans G'. On choisit g € G tel que g <> ¢
et le commutant de g dans G est alors un tore maximal T de G isomorphe a T".
La mesure sur 7" sera I'image de la mesure déja fixée sur T par cet isomorphisme
(voir section 1.9). Ca ne dépend pas des choix faits et si deux tores maximaux de
G’ sont conjugués dans G', leurs mesures se correspondent via cette conjugaison.

On note Gg 'ensemble des éléments g de G pour lesquels il existe un élément
de G’ qui correspond A g.

Si f € H(G) et f' € H(G') on dit que f et f' se correspondent si leurs
intégrales orbitales ont la méme valeur sur les éléments de G et de G’ qui se cor-
respondent et les intégrales orbitales de f sont nulles sur les éléments semisimples
réguliers de G\G¢. On dit dans ce cas que f se transfére ou que f’ se transfére.
On écrit f <> f'. Si w est un caractére de Z la définition plus haut vaut aussi
pour f € H(G;w) et f' € H(G';w).

Transfert faible

Théoréme 3.1.1 . (a) Pour tout f € H(G) & support dans Gg il eziste une
fonction f' € H(G') & support dans les éléments semisimples réguliers telle que
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fe fl
(b) Pour tout f' € H(G') a support dans les éléments semisimples réguliers
il existe une fonction f € H(G) d support dans Ge telle que f > f'.

Démonstration. C’est une application connue du principe de submersion de
Harish-Chandra.

Correspondance

On note E?(G) l'ensemble des classes d’équivalence de représentations es-
sentiellement de carré intégrable de GL,(F) et E%(G') 'ensemble des classes
d’équivalence de représentations essentiellement de carré intégrable de G'.

Théoreme 3.1.2 . Ii eziste une unique bijection :
C: E%(G) — E*(@")
telle que pour tout m € E%(G) on ait

x=(9) = (=1)""xcm(g") Vg g

Les représentations m et C() ont le méme caractére central.
L’application C commute a la tensorisation avec les caractéres.

Démonstration.

Commentaire. Ce théoréme a été démontré par P.Deligne, D.Kazhdan et M.-
F.Vignéras dans [DKV], démonstration reprise par Y.Flicker dans [F11]. Je suis
obligé de reprendre ici cette méme démonstration pour la raison suivante: la par-
tie qui est traitée plus bas sous le titre “intermezzo” est esquisée trés rapidement
dans [DKV], B.2.e, oli a priori on part avec une somme infinie de représentations
dans la formule (Eg) (voir plus bas). Or, en écrivant soigneusement la démonstra-
tion j’ai eu 'impression que cela ne marche que dans le cas ol on a un nombre fini
de représentations qui apparaissent dans la dite somme. Les auteurs de [DKV] s’y
réduisent & une somme finie & condition de prendre les traces des représentations
sur ’espace des fonctions bi-invariantes par un certain ouvert compact ; mais rien
ne garantit I'indépendance linéaire des distributions caractéres sur cet espace de
fonctions; si on veut “diminuer” le compact, il faut augmenter le nombre de
représentations qui apparaissent dans la somme. Il m’a parut que la démonstra-
tion de [F1] (84, chap.II) ne surmontait pas ce probléme non plus. II fallait donc
montrer un résultat de finitude comme J.Rogawski I’avait fait ([Ro2]) pour la
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correspondance avec une algebre a division. G.Henniart m’a signalé qu’on pou-
vait maintenant obtenir un tel résultat de finitude grace aux derniers travaux de
P.Broussous, une fois qu’on arrive & donner une borne du niveau d’une repré-
sentation de G’ en fonction de son conducteur. Il y a slirement plusieurs facons
d’aborder ce probléme, mais la plus simple fagon que j’ai trouvé pour le résoudre
a été de prouver par récurrence le théoréme plus haut, ensemble avec la proposi-
tion qu’on énonce maintenant :

Proposition 3.1.3 . Soit 7’ une représentation cuspidale de G'. Soit m(n') le
conducteur de ' (voir Uanneze 1). On a alors

—4n < m(x').

L’inégalité est trés grossiére (le résultat qu’on attend serait plutét 0 < m(n'));
mais elle est suffisante pour le but qu’on s’est proposé.

On raisonne par récurrence. L’hypothése de récurrence est:

(Hy) Si D est l'algébre & division fixée au début de cette section, si G =
GLy4(F) et G' = GLi(D), alors le théoréme 3.1.2 et la proposition 3.1.3 sont
vérifiées pour G et G'.

Le premier pas (r = 1) a été traité dans la section 2.4. Nous supposons que
le théoréme plus haut est vérifié pour tout entier k¥ entre 1 et » — 1. On pose
G = GL4(F) et G' = GL.(D), pour vérifier ’hypothése H,.

Tout d’abord, le corps F' étant de caractéristique nulle, il y a orthogonalité
des caractéres sur G et G'. Ainsi, la classe d’équivalence d’une représentation
essentiellement de carré intégrable m de G ou de G’ est caractérisée par la res-
triction du caractére de m & I’ensemble des éléments elliptiques réguliers. Donc,
si une application C comme dans le théoréme existe, elle est unique.

Considérons un corps global F et une algébre & division D sur F tels que:

- il existe une place vy de F telle que Fy ~ F et D,, ~ A

- aux places infinies D est scindée

- A toute place v différente de vy oit D est ramifiée D, est isomorphe & une
algebre & division sur F,.
Soient vy, v;...vr, les places de F ou D est ramifiée. On fixe une fois pour toutes
un isomorphisme D,, ~ A et des isomorphismes D, ~ M,(F,) pour toutes les
places v ot D est scindée. Pour toute place v de F on note GL,(F,) par G, et D}
par G,

On note indistinctement Z, = Zgy,(r,) = Zp; . Les adéles des groupes GL, et
D* sur F seront notées GL,(Ar) et D*(Ag).
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a. Définition de I’application C

11 suffit de définir C sur les représentations de carré intégrable de G pour
les mémes raisons exposées au début de la démonstration de 2.4a. Soit 7y une
représentation de carré intégrable de G de caractére central (unitaire) w

Soit vy,41 une place finie de F ot D n’est pas ramifiée. On pose S = {vg...Um+1}-
Posons comme dans la démonstration de la correspondance avec une algebre a
division:

- Wyy = W, Tyy = T

- wy, trivial pour tout i € {1,2..m + 1}

- Ty, € (GLn(Fy,);12,,) a représentation de Steinberg de GL,(F,;) pour
tout 2 € {1,2...m}

- Tm4+1 Une représentation cuspidale de caractére central trivial de GL,(F,, ).

Notons # une représentation globale automorphe qui vérifie les conditions
locales plus haut et @ son caractére central.

Avec les notations de la sect.1, chap.1, si f € H(GL,(F);@)) est telle que
pour tout i € {1,2...m} fv, est & support dans les éléments elliptiques réguliers
de Gy, et si f' € H(D*; @) est telle que pour tout i € {1,2.. m} f’ est & support
dans les éléments elliptiques réguliers de G, on dit que fet f'se correspondent
et on écrit f « f' si pour tout i € {0,1,2..m} on a f,, f’,,,, et pour toute
place v olt D n’est pas ramifiée on a f, = f’v (via les isomorphismes & ces places
fixés au debut).

Proposition 3.1.4 . Si f € H(GL,(F);&) et f' € H(D*;@) sont telles que
f o f' et si f,,m +1 est un coefficient d’une représentation cuspidale de G,,,,,,
alors on a:

troo(f) = trop(F).

Proposition 3.1.5 . On pose

V= {'Uo,'l]l...'vm}

Posons Gy = Il,ey Gy, Gy = llyev G, et wy = lley@,. Notons @ty la représen-
tation de Gy induite par 7. Si fv € [[ing H(Gu;wy;) et fiy € [ H(Gh s wy,),
on écrit fy <> fy. si pour tout i € {1,2..m} f, et f, sont d support dans les
éléments elliptiques réguliers et pour tout i € {0,1,2..m} on a fy, <> f;.. On a

alors : . -
tritv(fr) = Y m(@)er#, (f))
#eU
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ou U’ est I’ensemble des représentations automorphes cuspidales #' de D* telles
que pour tout v ¢ V on a 7, = T,, m(7') est la multiplicité de 7 dans p et
lindice V' veut dire “restriction auz places dans V' ”.

Proposition 3.1.6 . L’ensemble U’ est fin.

Démonstration. On prouve dans la partie I de 'annexe 1 que I’hypothése de
récurrence implique ce résultat.

Proposition 3.1.7 . Posons V' = {vg, v1...um} comme plus haut. Il eziste alors
un nombre fini k d’entiers strictement positifs a;, 1 < j < k, et des représen-
tations irréductibles my,; de G, tel que pour tout fy € [[i2, H(Gy;wy,) et pour
tout fi, € [[ieo H(GY,; wy,) telles que fi, < fv on ait:

k
trivv(fv) = Z ajtrmy;(fy)

j=1

Comme on I’a déja dit au moment de la correspondance avec une algebre 2
division, les propositions 3.1.4, 3.1.5 et 3.1.7 sont connues et on en trouve des
démonstrations dans [Fla2].

Proposition 3.1.8 . Il existe un nombre fini k' d’entiers strictement positifs a,,
1 <p <K, et de représentations irréductibles m, de G' tels qu’on ait:

k’
X‘iro(g) = (—l)n—r Z apXx, (gl) Vg < gl-
p=1

Démonstration. On passe aux fonctions caractéres dans 1’égalité obtenue
a la proposition 3.1.7 par le méme raisonnement que pour la proposition 2.3.7.
Nous ne pouvons pas utiliser 'orthogonalité des caractéres sur les groupes Gy
et G}, comme dans la démonstration de la proposition 2.3.7, car on ne sait pas
si les composantes locales des représentations de G, & la place vy sont de carré
intégrable. Passons alors tout du c6té gauche de 1’égalité pour obtenir

k
Xiv(9) = Y 0iXm, (6) =0 Vg .
i=1

Les composantes locales de 7y aux places vy, vs...v,, sont des représentations de
Steinberg. Le caractére de la représentation de Steinberg de G, correspond par
la correspondance avec une algebre & division au caractére de la représentation
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triviale de G),.. On utilise alors la linéaire indépendance des caracteres sur 'en-
semble des éléments elliptiques réguliers de II2;D; qui est compact modulo
le centre. La nullité du coefficient du caractére de la représentation triviale de
ce groupe donne la relation voulue sur les caractéres fonction. Le (—1)"" vient
aprés un simple calcul de la loi de réciprocité et du fait que les caractéres de la
représentation de Steinberg de GL.(F;) et de la représentation triviale de Ij,

(pour i de 1 4 m) different par le signe (—1)""1.

Proposition 3.1.9 . Les représentations m, qui apparaissent dans l’égalité de la
proposition 3.1.8 sont de carré intégrable.

INTERMEZZO. Cet intermezzo est dédié & un long raisonnement aboutissant
a la proposition B. Cette proposition B s’applique d’un part pour prouver la
proposition 3.1.9 plus haut et d’autre part dans la section 4.3 plus loin. L’idée de
la démonstration de la proposition B vient de [DKV].

Soient 7;, 4 € {1,2...k} des représentations lisses irréductibles de G et =7, j €
{1,2...k'} des représentations lisses irréductibles de G’, et supposons qu’on ait la
relation :

k K
(Bo) (O aixx)(9) = (=1)""(Q_ djxw;)(¢) pour tout g€ G ¢+ ¢' € G’

i=1 j=1

ot les a; et les aj sont des nombres complexes.

Sur G (resp. G') on fixe la paire parabolique minimale standard (A; P) (resp.
(A"; P)) ot A (resp. A’) est le tore diagonal et P (resp. P') est le groupe des
matrices triangulaires supérieures inversibles. Donc, si L est un sous-groupe de
Levi standard de G, L est le groupe des matrices inversibles diagonales par blocs
d’une taille donnée. Il correspond de facon biunivoque & une suite finie d’entiers
strictement positifs (n1; ne; ...np) olt

n=n1+n2+...+np

et les n; représentent les tailles des dits blocs dans l’ordre, en lisant de haut a
gauche vers le bas & droite. Pareillement, & un sous-groupe de Levi standard de
G il correspond de fagon biunivoque une suite finie d’entiers strictement positifs
(n1;m; ...ny) ol

r=n+ng+..+n,.
On dit alors que L se transfére si pour tout i € {1,2,...p}, d divise n;. Soit L' le
sous-groupe de Levi standard de G’ qui correspond & la suite (n};ng;...n;) telle
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que, pour tout ¢ € {1,2,...p}, n} = n;/d. On dit alors que L' correspond & L ou
que L correspond & L’ ou que L et L' se correspondent. Si L est un sous-groupe de
Levi quelconque de G il est conjugué & un unique sous-groupe de Levi standard
M de G et on dit que L se transfere si M se transfere. Si P est un sous-groupe
parabolique standard de G et P = LU est une décomposition de Levi standard
de P, on dit que P se transfére si L se transfere. Alors, si L' est le sous-groupe
de Levi standard de G’ qui correspond & L et P’ est le sous-groupe parabolique
standard de G’ qui a pour sous-groupe de Levi standard L', on dit que P et P’
se correspondent. Si P est un sous-groupe parabolique quelconque de G, il est
conjugué & un unique sous-groupe parabolique standard @ de G et on dit alors
que P se transfere si () se transfere. Si L et L' sont deux sous-groupes de Levi
standard de G et G’ respectivement, on utilise la notation L <> L' pour dire que
L et L' se correspondent. On adopte la méme notation pour des sous-groupes
paraboliques standard qui se correspondent.

Soit P = LU un sous-groupe parabolique standard de G qui se transfere et
soit P’ = L'U’ le sous-groupe parabolique standard de G’ qui lui correspond. On
se demande si on a alors la relation :

k %
(Ep) (; iXresgn;) () = (—1)""’(1'21 a;-xresgh;)(l') pourtout /€ L+ I' e L'.

Posons
Ap={w € X(ZL): w est un exposant central de I'un des =; relatif & P} et
Apr={w € X(Zr) = X(ZL) : w est un exposant central de I'un des 7; relatif & P'}

PROPOSITION A. Si (Ep) est vérifiée et si

- tous les a; sont des nombres réels non nuls de méme signe et tous les a;- sont
des nombres réels non nuls de méme signe et

- pour tout i € {1,2..k} tout sous-quotient irréductible de resGm; est une
représentation essentiellement de carré intégrable et

- pour tout j € {1,2..K'} tout sous-quotient irréductible de res$,
représentation essentiellement de carré intégrable
alors:

i)Ap=A%,

it)(Ep) est vérifiée.

7r;- est une

Démonstration. (i) Tout d’abord on a que pour tout n’ tel que n’ < n le
caractére d’une réprésentation essentiellement de carré intégrable de GL (F)
est constant, réel et de signe (—1)""1 sur les éléments elliptiques réguliers d'un
voisinage de 1'unité dans GL,/ (F) (corollaire 2.3.8) mais aussi, par conséquent,
que pour tout 7' < r le caractére d’une représentation essentiellement de carré
intégrable de GL, (D) est constant, réel et de signe (—1)"~! sur les éléments
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elliptiques réguliers d’un voisinage de 'unité dans GL, (D) par 'hypothése de
récurrence. Ca s’applique en particulier & L et L'. Il existe donc un voisinage V
de I'unité dans L tel que le caractére de tout sous-quotient irréductible de res$r;
soit constant réel de signe (—1)®~! sur I’ensemble V, des éléments elliptiques ré-
guliers de V pour tout 7 € {1,2...k} et il existe un voisinage de 1'unité V' dans
L’ tel que le caractére de tout sous-quotient irréductible de res$, m; soit constant
réel de signe (—1)"~! sur I'ensemble V', des éléments elliptiques réguliers de V'
pour tout j € {1,2...k'}.

Soit ¢g' € V! tel qu'il existe g € V avec la propriété g <> ¢’. On a évidement
g € V. Soit z € Z;, = Zy tel que P,y = P et P,y = P' (prop.1.3.4). Cette
propriété est vérifiée par tous les z tels que N(2) < ¢ = inf(c(g); c(g’)) (toujours
prop.1.3.4). Posons en semisimplifiant :

k;
resgm = Z asm, a;>0
s=1
et
resgm; = Eat a, >0
Par le théoréme 1.3.3 on a:
k ki R,
Doy awxn(29) = (1" D a5 Y ahxan(zg)
i=1 s=1 j=1 t=1

Si wf sont les caractéres centraux des 7] et w} sont les caractéres centraux des
7 s L4
7} alors on a I'égalité:

k

S a3 et (e (0) = (<033 el (9

i=1 s=1 j=1 t=1
On obtient en regroupant une relation:

(Fo)

Z nyw(z) = Z nww'(2)

wEApP w' €AY,

ou, chose trés importante, les n,, et les n,s sont tous non nuls comme somme de
nombres réels non nuls et de méme signe. Or, cette relation est vraie pour tout z
tel que N(z) < c. Pour avoir Ap = A}, le lemme suivant suffit:

Lemme. Si wy,ws...w, sont des caractéres distincts de Zy, et a1, as...a, sont des
nombres complezes tels qu’on ait :

Vz € Zy, tel que N(2) <¢, XTI awi(z) =0
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alors on a a; = 0 pour tout i.
Démonstration du lemme. Raisonnons par ’absurde et supposons v minimal
tel que

(F) v
Z a;w; (Z) =0

i=1

pour tout z € Z, tel que N(2) < c et il existe au moins un a; non nul.

Evidemment v > 2 et tous les a; sont non nuls. Soit zy € Z, tel que N(2) < 1.
Alors pour tout z tel que IN(z) < c on a N(2pz) < ¢ donc E¥_;a;w;(22) = 0 ce
qui donne XY, a;w;(z)w;(z) = 0. En multipliant (F) par w;(29) et en faisant la
différence avec la derniére relation obtenue on trouve une relation du type (F)
avec un v strictement inférieur donc une relation dans laquelle tous les coefficients
sont nuls. Ceci implique que pour tout ¢ € {1,2..v} on a w;(z) = w1(2). Mais
alors on a en particulier:

wi(z0) = wa(z9) V2o tel que N(z) <1
et aussi, les w; étant des caractéres,
wi(zg?) = wa(25!) Vo tel que N(z) <1

Comme tout élément ¢ € Zy, s’écrit ¢ = zy™! ot N(z) < 1 et N(y) < 1
(prendre y tel qu’on ait simultanément N(y) < 1 et N(cy) < 1, et mettre z = cy)
on aboutit & w; = w, ce qui contredit nos hypothéses.

Ainsi le point (i) de la proposition est démontré.

(ii) Prenons maintenant g’ € L'™9 quelconque et g ¢ g'. C’est toujours vrai
que pour tout z € Z;, qui vérifie N(z) < ¢ = inf(c(g);c(g’)) on a P,y C P et
P,, C P’ et on arrive toujours & une relation du type (Fo) avec la seule différence
qu’on ne peut plus garantir le fait que les coefficients qui apparaissent soient tous
positifs. On écrit cette relation:

Z nyw(z) = Z n,w(z).

wEAp weA,

Par le point (i) on a Ap = A}, et par le lemme plus haut on en déduit que
n, = n;, pour tout w € Ap = Ap,. En particulier ), n, = ), n, et cette rela-
tion, si on regarde qui étaient les coefficients n,, et n,, n’est autre que la relation
(Ep) appliquée & g +> ¢'. Le point (ii) est démontré.

PROPOSITION B. Si (Eq) est vérifice et si
- tous les a; sont des nombres réels non nuls de méme signe et tous les a; sont
des nombres réels non nuls de méme signe et
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- pour tout © € {1,2...k}, m; est une représentation essentiellement de carré
intégrable
alors :

(i) Ap = A} pour tout P <> P'

(ii) (Ep) est vérifiée pour tout P qui se transfére.

(iii) Tous les m; sont des représentations essentiellement de carré intégrable.

Démonstration. La démonstration utilise plusieurs fois le critere de Casselman
(chap.1, sect.5) et la proposition A plus haut. Le critére de Casselman implique
déja que tout sous-quotient irréductible d’une restriction d’une représentation es-
sentiellement de carré intégrable est une représentation essentiellement de carré
intégrable.

Pour chaque représentation ; il existe un sous-groupe parabolique standard
P; de G’ tel que la restriction de 7} & Pj soit cuspidale. Soit By ’ensemble des
sous-groupes paraboliques standard P’ de G’ tels que pour au moins un j la
restriction de 7; & P soit cuspidale. Définissons une relation d’ordre partielle sur
U; en posant P’ < Q' si et seulement si P’ C Q. Soit Py un élément minimal
de By. Alors pour tout j € {1,2...k'} la restriction de 7} & F; est ou nulle ou
cuspidale.

On a trouvé que tous les sous-quotients irréductibles des restrictions des 7; &
P; et tous les sous-quotients irréductibles des restrictions des m; & Py > P sont
des représentations essentiellement de carré intégrable. On peut donc appliquer
le point (i) de la proposition A pour en déduire que Ap, = A’P,;- Le critere de
Casselman implique que les caractéres dans Ap, vérifient (Cas) et alors la va-
riante du critére de Casselman implique que toutes les représentations 7r;. dont
la restriction & Py est non nulle sont des représentations essentiellement de carré
intégrable.

On montre alors le point (iii) de notre proposition par récurrence: posons
B, = By\{F;}. Prenons un élément minimal P] de B;. Soit j € {1,2...k'}. Si la
restriction de 7 & P} n’est pas nulle ou cuspidale c’est que Fj ¢ Pj et que la res-
triction de ; a Fj est cuspidale, et donc 7} est une représentation essentiellement
de carré intégrable. On a vu que le critére de Casselman implique alors que tous les
sous-quotients irréductibles de sa restriction & P| sont des représentations essen-
tiellement de carré intégrable. En conclusion tous les sous-quotients irréductibles
des restrictions non nulles des 7; & P| sont des représentations essentiellement
de carré intégrable. Comme du c6té de G c’est pareil (car par hypothese les m;
sont des représentations essentiellement de carré intégrable) on applique encore
une fois le point (i) de la proposition précédente pour avoir que Ap, = A’p;- On
applique le critére de Casselman du c6té G de ’égalité pour voir que les éléments
de Ap, vérifient (Cas), donc les éléments de Alp, vérifient (Cas) et on utilise
alors la variante du critére de Casselman du c6té G’ de 1’égalité pour trouver
que toutes les représentations 7; dont la restriction & P; est cuspidale sont es-
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sentiellement de carré intégrable. Ainsi de suite; aprés card(B;) pas on trouve
que toutes les représentations = sont essentiellement de carré intégrable et le
point (iii) est démontré. Il implique directement les points (i) et (ii) par appli-
cation de la proposition A et par le fait que tous les sous-quotients irréductibles
des restrictions des représentations essentiellement de carré intégrable sont des re-
présentations essentiellement de carré intégrable. La proposition B est démontrée.

Remarque. Apres avoir établi la correspondance on va étudier ce probleme de
la restriction pour des représentations admissibles quelconques (section 4.2). On
vera que si on remplace les représentations essentiellement de carré intégrable par
des représentations quelconques la proposition B n’est plus vraie.

Démonstration de la proposition 3.1.9. C’est évident par la proposition
B.

Maintenant on procéede comme pour la correspondance avec une algebre &
division: en appliquant I’orthonormalité des caractéres on montre que du coté
gauche de 1’égalité entre les fonctions caractéres de la proposition 3.1.8 il n’y a
qu’une seule représentation 7’ avec un coefficient égal & 1. On pose C(m) = 7’. On
remarque que 1’égalité de la proposition 3.1.7 était vraie pour toutes les fonctions
comme dans le théoréme de transfert (transfert faible) et on en déduit facilement
que les caractéres de my et 7’ se correspondent pour tous g <> ¢’ (et pas seulement
pour les elliptiques réguliers par exemple). On prolonge ’application ainsi définie
sur les représentations de carré intégrable & toutes les représentations essentiel-
lement de carré intégrable en tordant par des caractéres de G.

b. Injectivité de I’application C
Elle est évidente a cause de I’orthogonalité des caractéres pour GL,,.
c. Surjectivité de ’application C

Supposons qu’il existe une représentation de carré intégrable 7’ de G’ de ca-
ractére central w qui ne se trouve pas dans I'image de C. Le corps F' étant
de caractéristique nulle, la restriction du caractére de 7’ & G, est dans l’espace
L%*(G.;w) et de plus il est orthogonal & toute restriction & G, d’un caractére
d’une autre représentation de carré intégrable de caractére central w de G'. En
particulier il est orthogonal aux caracteres des représentations qui se trouvent
dans I'image de C donc en identifiant L?(G,;w) et L?(G;w) par I'isomorphisme
i (chap.1, sect.9) et en utilisant la correspondance, la restriction du caractere
de 7' est orthogonale & la restriction de tout caractére d’une représentation de
carré intégrable de G. D’aprés le corollaire 2.3.9, les restrictions des caractéres
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des représentations de carré intégrable de G de caractére central w forment un
systéme orthonormal complet de L?(G;w); le caractére de 7’ serait alors nul sur
G.. C’est impossible car 7' est de norme 1 dans L%(G.;w).

Remarque 1. (qui sert pour la partie I de ’annexe 1) On a obtenu au pas-
sage le résultat suivant : en se plagant dans la situation globale déja définie, si 7
est une représentation de carré intégrable de G, il existe une représentation au-
tomorphe cuspidale # de GL,(Ag) et une représentation automorphe cuspidale
7' de D(Af)* telles qu’aux places ot D est scindée les composantes locales de 7
et 7' sont égales, aux places ramifiées différentes de vy les composantes locales
de 7 sont des représentations de Steinberg et les composantes locales de #’ sont
des représentations triviales, et la composante locale de 7 a la place vy est 7 et
la composante locale de 7' a la place vy est C(w).

Remarque 2. Le seul résuitat qu'on a utilisé et dont on ne dispose pas en
caractéristique non nulle est 'orthogonalité des caractéres sur G'. On s’est servi
de 'orthogonalité en deux endroits: pour construire la correspondance et, un peu
plus haut, pour la surjectivité. Je ne suis pas arrivé a trouver une preuve de la
surjectivité qui n’utilise pas ¢a. En effet, la preuve qui consiste a refaire la méme
opération & I’envers, en partant d’une représentation de carré intégrable de G’ ne
marche pas, car on ne sait pas que toute représentation de carré intégrable est
composante locale d’une représentation automorphe cuspidale dans le cas de G'.

Il faut maintenant prouver que la proposition 3.1.3 est vraie pour G’ pour
boucler ainsi la récurrence.

Proposition 3.1.10 . Avec les notations de l’anneze 1, on a, pour toute repré-
sentation de carré intégrable m de G :

—4n + m(r) < m(C(n)) < m(w) + 4n.

Démonstration. Cette démonstration fait I’objet la partie II de ’annexe 1.

Maintenant, le théoréme 5.1a) de [JP-SS] nous dit que si 7 est une représenta-
tion lisse irréductible générique de G, alors m(m) est positif ou nul. Comme une
représentation essentiellement de carré intégrable est générique, la proposition

3.1.10 et le fait que la correspondance est surjective impliquent la proposition
3.1.3.
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3.2 Corps locaux proches et formes intérieures
du groupe linéaire

Soient F' un corps local non archimédien, Dr une algébre a division centrale
de dimension n? sur F et G’ le groupe GL,(DF). Soient m € N et L un corps
local m-proche de F'. On voudrait définir un groupe G sur L tel qu’il y ait une
ressemblance entre la théorie des représentations de G et celle de G/, & la ma-
niére dont Kazhdan I'a fait pour les groupes de Chevalley dans [Ka2] et Lemaire
pour GL, dans [Lel]. L’idée est simple: choisir une algébre A division D;, cen-
trale sur L de dimension n? qui ait le méme invariant de Hasse que D, et poser

% = GL,(Dy). Dans ce qui suit on montre que ce groupe est effectivement solu-
tion de notre probleme; on construit G’ de fagon & pouvoir vérifier les théorémes
que Kazhdan a montrés pour les groupes de Chevalley, et montrer aussi quelques
autres résultats utiles pour la suite. Les résultats de 2)b) et 1)b) sont démontrés
dans un cadre général dans [De]. On les a redémontrés ici d’une fagon concrete
dans ce cas particulier pour fixer les notations qu’on utilise par la suite.

1a) Préliminaires sur les algébres a division

Soient F un corps local non archimédien, vr la valuation normalisée de F, O
I’anneau des entiers de F', Pr I'idéal maximal de Of formé des éléments de F' de
valuation strictement positive, kr = Op/Pr le corps résiduel (de cardinal fini q)
de F et mr une uniformisante de F'. Soit D une algebre a division centrale sur F'
On identifie F' au sous-corps 1pF de D. On sait que dimp(D) est un carré n?.
On sait également qu’il existe une valuation vp sur D a valeurs dans Z surjective
qui prolonge nvr ; on.note Op ’ensemble des éléments de D de valuation positive
ou nulle et Pp I’ensemble des éléments de D de valuation strictement positive;
Op est un anneau non commutatif et Pp est un idéal (bilatére) maximal de Op.

On dispose d’une classification des algebres & division centrales sur F' de
dimension n?: si D est une telle algebre, il existe un sous-corps commmutatif
maximal E de D qui soit une extension de degré n non ramifiée de F'; il existe
également un élément mp de D et un générateur o du groupe de Galois de I'ex-
tension E/F tel que:

-TH =TF

-Yp (7l' D) =1 .

-D =@, 1HE

- pour tout e € E on a 7p'emp = o(e). L’élément o est uniquement déterminé
et permet de calculer I'invariant de Hasse de D.

Réciproquement, en se donnant un générateur o du groupe de Galois de E/F
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ol E est I'unique (modulo isomorphisme) extension non ramifiée de degré n de
F, on peut construire une algébre & division centrale sur F' de dimension n? en
lui imposant les trois conditions plus haut. Si on fixe une extension non ramifiée
E de F de dimension n, deux telles algébres sont isomorphes si et seulement si
o € Gal(E/F) est le méme. Ce sont les résultats de la Proposition a, page 277,
et Corollaire b, page 335 de [Pi).

I1 faut donc commencer par s’intéresser a la relation entre les extensions non
ramifiées de méme degré sur deux corps locaux proches.

2a) Préliminaires sur les extensions non ramifiées d’un corps local

Soient F,vr,OFf, Pr,7F,kr,q = card(kr) comme plus haut. Soit n € N*. Si
on fixe une cloture algébrique F' de F), alors il existe une unique extension £ non
ramifiée de degré n de F incluse dans F. On a les propriétés suivantes:

- la valuation normalisée de E prolonge celle de F' et 7 est une uniformisante
de F;

-sil = ¢" et P est le polynéme P(X) = X!-! — 1 € F[X], alors E est un
corps de décomposition de P; en particulier, pour toute racine primitive d’ordre
! — 1 de I'unité yg dans F, on a yg € E et E = Flyg|;

- le cardinal du corps résiduel kg = Og/Pg de E est égal & ¢" et on a un
isomorphisme de groupes gg/r de Gal(E/F) sur Gal(kg/kr); cet isomorphisme
est donné par I’application suivante: si ¢ € Gal(E/F) alors o induit un auto-
morphisme ¢’ de O qui envoie Pg sur Pg et qui agit comme l’identité sur OF;
o’ induit par conséquence un isomorphisme o” de kg sur kg dont la restriction a
ke est I'identité et on pose gg/r(0) =
C’est la Proposition 17.8, page 334, [Pi].

Soit m € N*. On pose Opy, = Op/Pf et Ogn, = Og/Pg. Dans ce qui suit,
une barre au dessus d’un symbole rappelle que ce symbole est rattaché (d’une
facon ou d’une autre) & kr ou kg, et un chapeau au dessus d’un symbole rap-
pelle qu'il est rattaché & Opm ou Ogm. Soient P le polynéme X'~! — 1 € F[X],
P le polynéme X'! — 1 € Opm[X] et P le polyndme X'~ — 1 € kp[X]. Soit
P = P, P,...P; une décomposition en produit de polyndmes unitaires irréductibles
de P dans kr[X]. Supposons (sans restreindre la généralité) que P, ait une racine
primitive d’ordre ! — 1 de 'unité § dans ’extension kg de kr. On sait qu’alors le
degré de P, est égal & n.

Proposition 3.2.1 . a) Il eziste un unique polynéme unitaire P, € Opy[X] tel
que )

A) P, divise P et ) X

B) limage de P, dans kg[X) soit P, (en particulier P, est irréductible).
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b) Soit y l'unique racine de P dans E telle que l’image de y dans kg soit
g. Notons g l'image de y dans Opm. Il eziste un isomorphisme de Opm-algébres
fm : Orm[X]/( P\) = Og,, induit par le morphisme f,, : Orm|X] = Ogm donné
par Q = Q(9).

Démonstration. a) On montre ’existence et I'unicité.

EXISTENCE: Dans la démonstration de la Proposition a, page 277 de Pierce
on montre que la décomposition de P en produit de polynémes unitaires irréduc-
tibles est du type P = P, P»... P ol pour tout 7 € {1,2...k}, I'image facteur de P,
dans kp[X] est P;. On vérifie facilement que I'image facteur de P, dans Op,[X]
satisfait & A) et B).

UNICITE Si P2 est un autre polynéme unitaire de Op,[X] qui satisfait & A)
et B), alors Pl et P, sont en particulier unitaires, de méme degré, et distincts; Pl
étant irréductible, ils sont premiers entre eux. Comme ils vérifient tous les deux
A) on en déduit que leur produit divise P. Mais alors, comme ils vérifient tous
les deux B), P,” divise P. C’est impossible car toutes les racines de P dans une
cloture algébrique de kr sont distinctes.

b) L’application f,, est visiblement un morphisme de Opn,-algébres. Mon-
trons qu’elle est surjective. L’algébre Ogm est un Opp-module libre de rang n
dont une base est B = {1,4,4*...0" '} ; en effet, B est une famille génératrice car
{1; y; y%...y"1} était une famille génératrice de O sur Of ([We], prop.5, page 20)
et B est une famille libre car, P, étant irréductible, c’est le polynéme minimal de
9. Or, la base B se trouve dans I'image de f, donc f, est bien surjective. Comme
le noyau de f,, est clairement l’idéal principal engendré par P, le résultat en
découle.

Proposition 3.2.2 . On note G,, l’ensemble des Opp,-automorphismes de l'al-
gébre Ogm. Alors le morphisme naturel g, g/r : Gal(E/F) = Gy, est un isomor-
phisme de groupes.

Démonstration. On rappelle qu’on a noté gg,r I'isomorphisme canonique
Gal(E/F) ~ Gal(kg/kF).

S'il existait o et o’ distincts dans Gal(E/F) tels que gmg/r(0) = gme/F(0’)
alors on aurait également gg/r(0) = gg/r(0’) ce qui est impossible car gg/r est
un isomorphisme. Donc g g/F est injective. D’autre part, d’aprés la proposition
3.2.1b), un Ofp,-automorphisme de I’algébre Og,, est uniquement déterminé par
image de §, et par ailleurs cette image doit étre une racine de P,. Comme le
degré de P est n, le cardinal de G, est inférieur ou égal & n qui est le cardinal
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de Gal(E/F). L’application gm g/r étant injective elle est forcément surjective et
finalement bijective.

2b) Corps locaux proches et extensions non ramifiées

Soient F et L deux corps locaux m-proches (m > 1) et (7p;mz; A%,) le triplet
de m-proximité correspondant. Soient n > 1, E une extension non ramifiée de
dimension n de F' et K une extension non ramifiée de dimension n de L.

Théoréme 3.2.3 . Les corps E et K sont m-proches.

Démonstration. L’isomorphisme A%, : O, — OLm s'étend de fagon naturelle
en un isomorphisme AF, : Opm[X] = OLm[X]. Soient Pr € kp[X] et Pr €
Orm|X] choisis comme P, et Py dans la proposition 3.2.1. Posons P, = AF(Pr) €
kL[X] et Py = AP (Pr) € OLm[X]. Alors on a un isomorphisme

MPL : OFm[X]/(Pr) 2 Opm/(Py).
Maintenant on sait par le point b) de la proposition 3.2.1 que
(1) OFrm(X]/(PF) = Ogm,

isomorphisme qui dépend du choix d’une racine primitive d’ordre [ — 1 de I'unité
dans E. D’autre part Py est un polynéme qui vérifie les conditions A) et B) de la
proposition (avec corps de base cette fois le corps L). Par unicité et par le point
b) de la proposition 3.2.1 (appliquée cette fois sur L) on a un isomorphisme

(I) OLm[X]/(PL) =~ Okm

qui dépend du choix d’une racine primitive d’ordre [ — 1 de I’'unité dans K. Avec
les trois isomorphismes plus haut on peut construire un isomorphisme

’-\EK . OEm =~ OKm-

Le triplet (mp;m.; Ay ) est un triplet de m-proximité pour les corps E et K.

1b) Corps locaux proches et algébres A division

Soient F' et L deux corps locaux m-proches (m > 1) et soit Dr une algebre
a division centrale de dimension n? sur F. On choisit un sous-corps non ramifié
maximal E de Dp et supposons que og est le générateur du groupe de Galois
de I'extension E/F qui correspond & Dr comme dans 'introduction. Soit K une
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extension non ramifiée de degré n de L. Il existe un isomorphisme canonique
ge/rk/L - Gal(E/F) ~ Gal(K/L), image de 'isomorphisme g : Gal(kg/kp) ~
Gal(kk/kL) qui envoie le Frobenius sur le Frobenius. A son tour, I’isomorphisme
9E/F,k/L induit (par la proposition 3.2.2 un isomorphisme 9mE/FK/L: GmE/F =
Gm,k/L- 1l est facile de vérifier que:

(*) V6 € Gmg/r,VE € Opm, m/Fk/L(0)( ARk (E)) = AEk(6(2)).

On note Dy, I'algebre a division centrale sur L de dimension n? qui corres-
pond & l'extension K/L et & 1'élément ox = gg/r,k/L(0k) du groupe de Galois
Gal(K/L). On fixe une uniformisante mp, de Dy, avec les propriétés de 1a.

En reprenant les notations de 1a on a

n-1
Dp =P b E
i=1

et

On a donc un isomorphisme de groupes additifs A} _, : Op,/Pp* ~ Op,/Pp"
qui envoie Z::ol TDpAi SUT Z::ol 7p, N2 (A:) pour tout n-uplet {Ao; A1 An1} €
" z- Montrons que cet isomorphisme est compatible avec la multiplication (rai-
son pour laquelle on a choisi o correspondant a og). En effet, il suffit de vérifier
la compatibilité avec la multiplication sur deux éléments du type 7}, & et 73, &’
ou0<1ij<n-—1et i € Ogn. Soit g I'image de og dans G g/r- On a

Topdmh, & = 752 gme/Fx/L(6F)(E)E sii+j<n

et
i A At i+j—na aFNfaNal sy s
TpedpeE = mp) " #FgmE/rk/L(0F)(2)E sii+j2n

Finalement, en utilisant la relation (*) plus haut on a obtenu le:

Théoréme 3.2.4 . La fléche AB_p, : Op,/P3" — Op, /Py définie plus haut
est un isomorphisme d’anneaus.
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3) Bijections formelles

JUSTIFICATION

Prenons le cas le plus simple du groupe linéaire sur deux corps locaux proches
F et L. Ce cas a déja été traité par Lemaire qui a montré comment on peut trouver
une bijection entre une certaine famille de sous-ensembles ouverts et compacts
de GL,(F) et une certaine famille de sous-ensembles ouverts et compacts de
GL,(L) et les implications qu’a cette bijection pour les théories des représenta-
tions des deux groupes. Supposons maintenant qu’on s’est donné un élément d’un
de ces sous-ensembles de GL,(F) et un élément du sous-ensemble de GL,(L) cor-
respondant et qu’on veuille comparer leurs polynomes caractéristiques qui sont,
certes, & coefficients dans des corps différents, mais proches. C’est un probléme
trés concret si on se représente les deux éléments comme des matrices et on sait
comparer les éléments de ces matrices. Seulement, la facon abstraite dont on dé-
finit les bijections entre des objets attachés & GL,(F') et GL,(L) respectivement
ne le permet pas. On va alors définir ici des bijections formelles (formelles parce
qu’elles ne respectent pas les opérations) qui nous permettront de traiter ce genre
de situation concréte.

a) Les corps locaux proches

Soit F un corps local non archimédien. On choisit un systéme de représentants
Sp de OF/PF dans Op

Soit m € N*, L un corps m-proche de F et (mp;m.; \p;) le triplet associé &
ces deux corps m-proches comme dans la section 2.1. Pour tout z € Sr on choisit
un représentant y(z) dans Oy, de I'image par A%, (dans O /P") de la classe de z
dans Op/Pg*. L’ensemble S; = {y(z) : z € Sr} est un systéme de représentants
de OL/Pr* dans Oy. Pour simplifier les calculs, on impose la condition suivante :
Of et 1z font partie de Sk, et on a y(0f) = 0z, et y(1f) = 1;.

On note A7, la bijection de Sr sur Sy, qui envoie z sur y(z). Si on se représente
les éléments de F' et de L par des séries a ’aide des uniformisantes 7 et 7z et des
systemes de représentants Sr et S; respectivement, on obtient une bijection de F
dans L qui prolonge A, —et pour laquelle on utilisera donc la méme notation—

donnée par:
FL Z Z AFL(85)m]
j

=jo j=jo
La bijection AF, induit une bijection (bien définie) de Of/Pp* sur OL/P[* et

cette bijection n’est autre que 'isomorphisme A\%;. On appelle AF; une bijection
formelle. Notons les propriétés suivantes qui sont immédiates: ’

PROPRIETES
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1) Vi € N, Vz € F, A2 (mhz) = mi A2, (2),
2) Vz € F, v (NP (7)) = vr(z).

b) Les extensions non ramifiées

Soient F' et L comme plus haut, E une extension non ramifiée de F' de degré
n et K une extension non ramifiée de L de degré n. Les corps E et K étant
m-proches par le théoréme 3.2.3b) on peut bien entendu définir une bijection
formelle entre E et K comme plus haut en oubliant complétement les corps F
et L. Mais, pour définir une bijection formelle entre deux algebres & division
sur F' et L respectivement, bijection qui ait une certaine propriété utile par la
suite, on définit une bijection formelle entre E et K de la fagon suivante: au
lieu de partir comme dans la section 3a) avec un systéme de représentants Sg
quelconque de Op/Pg dans Og, et une application quelconque entre Sg et Sk,
on fixe un isomorphisme A2y : kg ~ kx compatible avec A%, : kr ~ kz et on
impose que

- Sg soit formé de 0 et de toutes les racines du polynéme Pg = X'"1 -1 ¢
Fix],

- Sk soit formé de 0 et de toutes les racines du polynéme Px = X!"!1 -1 €
L[x],

- la bijection A\gx entre Sg et Sk soit donnée par I’application suivante: si y
est une racine de Pg, et § est I'image de y dans kg, alors AR, (y) = z ou 2 est
I'unique racine de Pk qui se trouve au-dessus de A2, (%) € kk-

C’est & partir de ce choix (qui est, on fait la remarque, compatible avec la
condition y(0r) = 0 et y(1r) = 1.) qu’on étend l'application AZx en une
bijection AZx : E ~ K comme dans la section 3a).

On obtient ainsi une bijection qui a la propriété d’étre compatible avec I’action
des éléments du groupe de Galois Gal(E/F). En effet, quel que soit o € Gal(E/F)
on vérifie facilement que, pour tout =z € E,

(#x)  ABk(0(2)) = 9E/F.K/L(0)(AEK(2))-

L’application AFy est une bijection formelle entre les corps locaux F et K. Elle
induit un isomorphisme Mg : Opme =~ Opk.

c) Les algebres a division

Soient F, E, D et L, K, Dy comme dans 1b). On suppose qu’on a construit
une bijection formelle N7, : F ~ L et APy : E ~ K comme plus haut. On
construit une bijection formelle entre Dr et Dy, de la fagon (naturelle) suivante:
on pose

n—1 n—1
DDy, (z Thei) = zw},L/\'gK(a,-) pour tout n-uplet{ayg; a;...an_1} € E™.
i=0 i=0
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La bijection AT, p, induit une bijection (bien définie) de Op./Pp; sur Op, /PE™
et cette bijection est I'isomorphisme A7 _p, .

PROPRIETES

1) Vz € Dr, vp, (AF.(2)) = ‘UpF(:I:), )

2) Vi €N, Vz € D, AD,p, (7p,2) = 7p, AB,p, (%),
3) Vi € N, Vz € Dr, A, p,(z7Dp,) = AD.p,(2)7D, -

Les propriétés 1) et 2) sont évidentes, seule la propriété 3) pose un petit
probleéme. Il suffit bien stir de la montrer pour z € E. On sait que si z € E
alors z7}, . = 7} 0k (x). 1l suffit donc de démontrer que pour tout z € E on a

B (0%(z)) = 0% (ABk(z)). Mais c’est la relation (**) (et c’était justement pour
avoir cette propriété 3) qu’on a choisi AR, comme dans 2b)).

d) Les matrices

Si F, Dr et L, Dy sont comme plus haut, la bijection formelle entre F et L
s’étend de fagon naturelle en une bijection entre F™ et L". Si U est un F-espace
vectoriel de dimension finie 7 muni d’une base et V' est un L-espace vectoriel
de dimension 7 muni d’une base, une bijection formelle entre F' et L s’étend
“composante par composante” & une bijection entre U et V. C’est pareil pour
des espaces vectoriels a droite ou & gauche sur Dr et Dy. En particulier ¢a vaut
pour les espaces de matrices M,(F) et M,(L) et aussi pour M,(DF) et M.(DL).
En général, on notera A%, la bijection formelle donnée entre F' et L, et (F; la
bijection induite entre M,(F) et M,(L). C’est parce que I'application (F; jouera
par rapport & (%, (voir chapitre 2) un réle similaire, quoi que moins parfait, au
réle que joue 'application A, par rapport & A%, . Pareillement, la bijection for-
melle entre M,(Dr) et M;(Dy) induite par A_p, sera notée (B _p .

4) La construction

Soient F, E,Dp,L,K,D; comme plus haut et soit r € N*. On se propose
d’étudier les ressemblances entre les groupes G = GL,.(Dr) et G, = GL,(DL).
On va suivre le chemin indiqué par Kazhdan dans [Ka]. On pose Kr = GL,(Op,),
K = GL,(Op,) et, pour tout ! € N*, on note K} le noyau de la projection
Kr = GL.(Op,/Pp.) et K} le noyau de la projection Kz — GL,(Op,/P&.).
Pour tout !, K% est un sous-groupe distingué de Kr. C’est aussi le groupe
Id + M,(PB‘F).

Notation: Si g = (gi;) € M,(Dp) alors on note vr(g) le minimum des va-
luations en tant qu’éléments de Dy des coefficients g;; de g. De méme sur L.

Maintenant, pour tout ! € N*  si F et.L sont l-proches, on construit un
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isomorphisme d’espaces vectoriels

Cet isomorphisme sera dépendant du triplet de I-proximité (ABepL; ™D#; WD, )
déduit du triplet de [-proximité fixé pour F' et L comme on I'a expliqué plus
haut, dans 1b).

Posons

Ar = {A = (a,‘j)g,j € GL,-(DF) AR ,'j?l‘gp, a1 <a <L ...< a,.}

ol d;; est le symbole de Kroneker.

Lemme 3.2.5 . On a
= HAeAKpAKF.

Démonstration. Voir [Sa], page 43.

Soit | € N* et A € Ar. Comme K% est un sous-groupe de KF, il existe un
sous-ensemble X de Kr x K tel que

KrAKp = H(B;C)exKﬁ,BAC’lK}.

Posons
Tp[ = GL (ODF/ I" ) X GL (ODF/Pln )

Si (B;C) € Kr x Kr, alors Kk BAC~1K. ne dépend que de la classe (B;C) de
(B;C) dans Try;. On peut donc définir sans ambiguité K LBAC-'K ; pour tout
(B;C) € TF,u. Notons maintenant Hp[ 4 ensemble des couples (B;C) € Tr,
tels qu’il existe un représentant B de B dans GL, (Op,) et un représentant C de
C dans GL,(Op,) tel qu’on ait BA = AC. En écrivant cette relation BAC~! =

on vérifie que Hp; 4 est un sous-groupe de Tr,;. Posons enfin

Tria=Tri/Hra.

Lemme 3.2.6 . a) Pour tout (B;C) € Tr,, l'ensemble K };Bx{éfK !, ne dépend
que de la classe (B;C) de (B;C) dans Try4; on le note KkBAC'K},.
b) On a

—_ L p A1
KrAKp = H(B;C)GTF'I'AKFBAC K}.
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Démonstration. a) Soient (B;C) € Try 4 et (B C) € Try, (B C’) € Tgy
deux representants de (B C) Il existe donc (U V) € Hpy 4 tel que B' = BU et

= CV. Soit (B;C) un représentant de (B;C) dans GL,(Op,) x GL.(Op,) et
U et V des representants de U et de V dans GL, (Op,) qui vérifient UA = AV
On a donc KLB'AC"™ KF = KLBUAV-'C-K} = KLBUAV-'C-'KL =
KLBAC-'KL = KLBAC'KL.

(B;C) € GL.(Op,) x GL, (OD ) on a KLkBAC- S = KFBAC’"IK‘ Donc,
KrAKr =g, )T ra.n K FBAC“K 1-. Il suffit de montrer que la réunion est bien

disjointe. Soient (B;C) et (B'; C") deux éléments de Try 4. Alors KL BAC1K!,
et K }B’AC.”—IK !, sont ou disjointes ou égales. Supposons que

K'BAC'K. = KLB'AC' ' KL.
Comme K} est distingué dans Kr on a
KLBAC'KL = BKLAKLC™!

et
KLB'ACTKL = B'KLAKLC™

Enposant X = B 'Bet Y = ¢''C et en réutilisant le fait que KL est distingué
dans Kr, on obtient L
KL XAY 'K} = KLAK®E.

Il suffit donc de montrer que dans ce cas on a forcément X ='}7 = 1. C’est pareil
que de montrer que, si (X;Y) est dans T, et vérifie KL XAV KL = KLAKY,
alors (X;Y) a un représentant (X;Y) dans GL, (Op) X GL:(Op;) tel que
X A = AY . Montrons que cette assertion est vraie: KL XAY "1 K% = KLAKY im-
plique qu’il existe un representa.nt (X" Y’) de (X; Y) dans GL,(Op;) xGL (Opg)
et deux éléments k, et k, de K% tels qu’on ait X "AY'-! = k, Ak,. Mais alors il
suffit de prendre X = k{'X' et Y = kpY’, car l'appartenance de k; et k; &
K} = Id + M,(Pj.) nous garantit X =X'et Y =Y et avec ce choix on a bien
XA=AY.

Maintenant on va traiter des corps F et L & la fois. Les objets définis plus
haut sur F se définissent de méme sur L et c’est 'indice F ou L qui indique
a tout moment de quel corps il s’agit. Les résultats plus haut sont évidemment
valables aussi sur L.

On se rappelle 'isomorphisme ’\Dp p, : Opg/Pp '“ ~ Op, /P4 . 1l induit un
isomorphisme (! pepy P TR1= Ty,
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On se rappelle également la bijection formelle ¢}, _p : M;(Dp) ~ M,(Dy).
Elle induit une bijection {5 _p, : Ar ~ AyL.

Lemme 3.2.7 . Iiour tout A € Ar, l'isomorphisme f},FDL : Tpy ~ Tp, induit
un isomorphisme Cp_p. : Hpya =~ Hpo ) et par conséquent une bijection

l . I
CDFDL : TFyer = TL,I:Q)FDL(A).

Démonstration. Supposons qu'A est la matrice diag(7p_, 75,75, )-
Soit (B,C’) € Hpya. Il existe donc un représentant (B;C) de (B; C’) dans
GL,(Op;) x GL,(Op,) tel que

(x) BA=AC
Ecrivons B = (bij) et C = (cij). La relation (*) se traduit par:
Vi, j, bimg, = Tp.Cij
Par les propriétés 2) et 3) de la bijection formelle ¢}, 5, on a alors:
Vi, j, d),-D,,(bi')WgL = WgLCIDpDL(CiJ')

et cette relation implique ¢} . p, (B)¢h,p, (A) = ¢b,p, (4)¢b,p, (C) et par consé-

Al RY. 7 A Fl
quent (Ch,.p, (B); C,p, (C))€ HL,:,(},F p, (4)° Donc (p,.p, (Hry,a) C HL,t,q,FDL(A)-
Comme les roles de F' et L sont symétriques il est évident que ce résultat est suf-
fisant pour en déduire que (j.p, : Hpya — Hp 0, () est un isomorphisme,
par exemple parce qu'on peut lui construire une application réciproque en par-
tant de (Ci)pDL)—l : TL,I ~ TF,[.

D’apres les lemmes 3.2.6 et 3.2.7, si pour tout ensemble W on note 1w la
fonction caractéristique de W, alors ’ensemble :

{IK'FBA(}-:K:F : A€ Ap, (B; é) € TF,I,A}
est une base de 1’espace vectoriel H(G’%; K}). Soit
Cbepy, * H(GF; Kp) — H(GL; K1)
I'application linéaire déterminée par
Fl
1. 546- =1/, i ) \-1 -
Corps (L ac-iy) =1y (@0, B) (hpp, () (2h,5,©) KL

Théoréme 3.2.8 . L’application GJFDL est un isomorphisme d’espaces vecto-
riels.
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Démonstration. C’est évident par les lemmes 3.2.6 et 3.2.7.

Remarque 1. Soit / un entier strictement positif. La surjection canonique
Ope/Pp; """ = Op,/PE,
induit une surjection canonique:
Trie1 = Try

dont la restriction induit une surjection

Hri41,4 = Hrpa.
Finalement, on obtient une surjection canonique

'i'F,z+1,A - TF,I,A~

Supposons que F et L sont (I +1)-proches. De la méme fagon, on a une surjection
canonique

TL,1+1,<1;*;DL 4 ™ TEL(};‘;DL(A)'

11 est tres facile a vérifier que le diagramme

-~ -~

Trinet, @) — Trigh, (4

DpDyp, DpDy,
. _
{Dpp, ¢brpy
Tri+1,4 Em— Trya

oll on aura tenu compte du fait que ¢f'p (A) = ¢b,p,(A) (par les définitions
mémes) est commutative. Cela implique que I"isomorphisme d’espaces vectoriels

(bep, : H(GF; Kp) ~ H(G; K})
est induit par la restriction de 'isomorphisme

(oo,  H(Gr; K&') ~ H(GL; KT™).

Remarque 2. Si W est un ensemble ouvert et compact de G invariant par K&
et L est un corps l-proche de F, la construction de I'isomorphisme »D, implique
que l'image de la fonction caractéristique de Wr est la fonction caractéristique
d’un ensemble ouvert compact Wy, de G, qui est invariant par K}. Le calcul de
volumes qu’on fait dans la démonstration du lemme 3.2.11 plus bas montre qu’on
a alors:

vol(Wg) = vol(Wp).
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Théoréme 3.2.9 . Soitl € N*. Il eziste un entier m tel que, st les corps F et L
sont m-proches, alors l’isomorphisme d’espaces vectoriels C}JF p, : HGr K L) ~
H(G%; K) est un isomorphisme d’algébres.

Démonstration. On utilise la démarche de Kazhdan en précisant certains
détails:

Lemme 3.2.10 . Soit C un sous-ensemble fini de Ar et soit

Gr(C) = | J KrAKs.
Aec
(a) Il eziste m > | qui dépend de C tel qu’on ait, pour tout g € G&(C),
gKPg ' C K.
(b) Supposons que L est m-proche de F. Alors pour tout fi, f» € H(G; K%)
a support dans G»(C) on a

Coepy (fi * f2) = Cppp, (f1) * Cbpp, (f2)-

Démonstration. (a) Il faut trouver un m tel qu’on ait KF' C (\yeqr(c) g 1Kkg.
11 suffit de prendre

m > l+sup geG'F(C)'UF(g—l)+SupgeG’F(C)UF(g) = [+max aecvr(A™")+maxaccvr(A).

(b) 11 suffit de montrer ce résultat pour fi = 1gi gkt et fo = lgt gL, avec
9,9' € G%(C). En revenant a la définition du produit de convolution on trouve:

! U 17
1gigkt * 1gL gk (T) = vol(KpgKp N Kpg'Kpz).
Par le point (a), cette intersection est bi-invariante par K3 et on a:
Liport * luboxl, =

=Y ) vol(KpgKpNKpg'Kp BAC)1xpac-1xp-
A€AF (BiC)eTry4

Les corps F' et L étant m-proches, CBF p, est bien définie. D’apres la formule
plus haut qui vaut aussi bien sur L que sur F, et la remarque 2 sur les volumes,
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C_B‘FDL(fl x fo) = C’BFDL (f1) * C_{,"FDL(fg). Le rfésult.at de (b) est a..10fs une consé-
quence du fait que, si m > [, alors Cf); p, st induite par la restriction de (7, p,
(remarque 1 plus haut).

Pour tout g € G on pose h(g) = (vol(Kg)) 1kt gk On a le:

Lemme 3.2.11 . (a) Pour tout A, A' € Ar on a h(A) x h(A’) = h(AA").
(b) Pour tout B,C € GL,(Op,) x GL.(Op,) on a h(B) * h(A) x h(C) =
h(BAC).

Démonstration. (a) Par la proposition 2.2, chapitre 3 de [Ho], il suffit de dé-
montrer qu’on a

vol(KLAKL)vol(KLA'KYE) = vol(KL)vol(KLAA'KY).
Montrons que, si A = diag(7p_;7p....mp,) alors
vol(KLAKY) = ¢?Zi<i %=%yol(KY).
Ca impliquera le résultat voulu. On a
vol(KyAKY) = card(Ky/(AKEA™ N Kk))vol(AKE)

= card(KL/(AKy A N K}))vol(KY).

11 suffit donc de montrer que card(K%/(AKLA™' N K%)) = ¢?Zi<i %%, En fait,
on peut montrer que

card(Ky/(AKEA™ N Ky)) = card(M,(Pp,)/(AM,(Pp,)A™ N M,(P},))

en copiant la démonstration du lemme 1.3.3 de [Lel], page 10, ol on aura remplacé
les groupes Bj par les groupes K. Maintenant, AM,(Ph_)A™' N M.(P},) est
formé des matrices X = (zi;)1<ij<r € M- (Ph,.) qui vérifient vp, (rgzijnp™) > 1
pour tout 7 < j (et aussi pour tout ¢ > j mais, cette condition est automa-
tiquement vérifiée puisque X € M,(Pp,_)). Donc les seules conditions sur X
sont: X € M,(Pp,_) et pour tout ¢ < j, vp,(zi;) > | + a; — a;. Le cardinal du
groupe M, (Ph_)/(AM,(P5,)A™ N M, (P}_) est donc effectivement g?Zi<;% =%
et le point (a) est prouvé.

(b) Par la méme proposition de [Ho, il suffit de montrer qu’on a:
vol (K& BK})vol(KL ACKY) = vol(K.)vol (KL BACKY)

et
vol(KL AK L )vol(KECKY) = vol(KL)vol (KL ACKL,).
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C’est une trivialité parce que K% est distingué dans K (donc on peut “sortir” B
et C) et les volumes sont pris par rapport & une mesure de Haar & droite et &
gauche (donc finalement on peut effacer B et C partout ou elles apparaissent).

Lemme 3.2.12 . Pour tout entier:,0 < i < 7, on pose A; = diag('frgp;ﬂgp...wgp)
ot pour1 < j<i,a;=0etpouri+1<j<r,a;=1 On pose aussi A_; =
diag(ny,; Tpr... o). Soit sp un systéme de représentants de GL,(Op, /Pp.)
dans GL,(Op,). Alors {h(z) : z € sp U {A_1; Ao; A1...A,}} est une famille gé-
nératrice de H(G's; K%) comme C-algébre.

Démonstration. On a déja vu que {h(BAC): A € Ap,B € Sr,C € Sr} était
une famille génératrice de H(Gy; K%) comme C-espace vectoriel. Si A € Ap,
A = diag(np ; 7p,....7p,) alors, sia; >0, A s’é(.:rit A= AP Tcicr1 A7 T A,
et si a; < 0, A s’écrit A = AP 1<icr—1A;' ™. Le Lemme 2 implique alors le
Lemme 3.

Lemme 3.2.13 . L’algébre H(G'; K&) est de présentation finie.

Démonstration. Le corollaire 3.4. de [Be] nous dit que H(G;K%) est un
module de type fini sur Z(G’%; K%) qui est le centre de la catégorie abélienne
Alg(G'r; K%) des représentations algébriques de G admettant un vecteur fixé par
K. ll existe donc un Z(G'; K%)-module libre M de rang fini p et un sous-module
N de M tel que H(G%; KL) ~ M/N en tant que Z(G%; K%)-modules. Soit
{11,Y,..Y,} une base de M sur Z(G; K%). On sait que l'algébre Z(G'; K%) est
a son tour du type C[X;; X;...X,]/I ol I est un idéal donné par un nombre fini
de relations R;, R;...R, entre les X;. Elle est en particulier noethérienne et donc
le module N est de type fini. Le Z(G’%; K%)-module M/N est donc le module
engendré par la famille {Y;,Y,...Y,} avec un nombre fini de relations R}, R;...R,
linéaires entre les Y;. En écrivant encore pour tout %,j € {1,2...p} le produit Y;Y;
sur la base {Y},Y,...Y,} de M on obtient encore une famille finie (de cardinal au
plus p?) de relations {R}, R...R"}. Alors H(G's; K%) est isomorphe & l’algébre
non commutative engendrée sur C par les n + p variables X, Xs...X5, Y1, Y2...Y5,
avec les relations Ry, R,...Ry, R}, R,...R,, R{, R}, ...R% et les n(n —1)/2 relations
qui traduisent le fait que les variables X, X5...X, commutent entre elles. Le
lemme est démontré.

Fin de la démonstration du théoréme 3.2.9. Nous explicitons la démons-
tration dont le principe est di & Kazhdan:

Par le lemme 3.2.13, H(G'; K%) est de présentation finie; c’est donc I'algébre
non commutative engendrée sur C par un nombre fini de générateurs gy, g2...95
avec un nombre fini de relations R;, R;...R, qu’on va regarder comme des poly-
ndmes non commutatifs en n variables qui s’annulent en (g;; g2..-g). Par ailleurs,
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le lemme 3.2.12 nous fournit une famille finie {hi,h,...h,} de générateurs de
H(G’r; KL). Soient G;(1 < ¢ < n) les polyndmes en p variables qui appliqués &
(h1; he...h,) nous donnent gy, ga...gn, €t F;(1 < i < p) les polyndmes en n variables
qui appliqués & (9;; g2...9n) nous donnent Ay, hy...hy. Soit s le plus grand nombre
parmi les degrés (totaux) des polynémes

Rll = Rl((Gl; Gg...Gn)), ]% = Rz((Gl; G2 n)) ((Gl, G2 .G ))
et

Fll = F1 ((Gl; GQ.-.Gn)), F2' = FQ((GI; Gan)) .. F; = Fp((Gl; Gan))

et un compact K suffisamment grand dans G% pour qu’il contienne tous les
produits de s éléments qui se trouvent dans la réunion des supports de tous les
h;. Soit C € Ap de cardinal fini tel que K C G(C) (voir le lemme 3.2.10). Prenons
I’entier m associé a C comme dans le lemme 3.2.10. Notons A7, hy...h, les images
de hy, hs.. h,, par (h »p, - Définissons un morphisme d’ a.lgebres t C(gl, g2...gp) —

H(G"; K%) défini par:
t(9:) = Gi((h}; ha-..hy))

Ce morphisme vérifie t(R;((g1, g2.--9n))) = 0 pour tout 1 < i < u par le choix
de m relativement aux polynémes Rj, R;...R) et par le lemme 3.2.10. Il induit
donc un morphisme d’algebres

t: H(Gy; KY) - H(G,; KY),

car H(G’; K%) est la C-algébre non commutative engendrée par gi, ga...gn avec
les relations traduites par ’annulation des polynémes R;, R;...R,, en (g1; g2..-9n)-
Or, ce morphisme d’algebres vérifie

(%) t(hi) = K
pour tout 1 <4 < p par le choix de m relatif aux polyndmes Fj, F;...F, et par le
lemme 3.2.10. Comme c’est un morphisme d’algébres, (**) et les lemmes 3.2.11
et 3.2.12 impliquent que pour tout A € Ap, pour tout (B;C) € Tpy4 on a
t(1o 545 =1 _ . _ Ca-1 .
( K;.BAC IK;:') K! (ci)pDL (B)) (CBFDL(A)) (C’DFDL(C)) Kl
Comme c’est un morphisme d’espaces vectoriels qui coincide avec 45 DeD, SUT une
base de H(G's; K%),onaf = (P .p,» donc 43 Dep, €st un isomorphisme d’algebres.

Théoréme 3.2.14 . a) L’isomorphisme CDFD induit un tsomorphisme, noté
toujours C} DeDy» de l'ensemble de classes d’équivalence des représentations lisses
irréductibles de G de niveau | sur I’ensemble de classes d’équivalence des repré-
sentations lisses irv'éductibles de G, de niveau l.

b) Si ™ est une représentation de carré intégrable de G de niveau I, alors
Cbep, () est une représentation de carré intégrable (de niveau 1) de GY.
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Remarque. On parle abusivement de (-}_)F p, () alors que aDpDL n’est définie
que pour les classes d’équivalence. C’est ce qui arrivera parfois aussi par la suite,
puisque toutes les propriétés des représentations sont en fait des propriétés des
classes d’équivalence.

Démonstration. a) Soit 7 une représentation irréductible de niveau ! de G
1
et notons V; l'espace de la représentation 7. Alors H(G'; K%) agit sur Ve par

flw) =m(f)v

i i
pour tout f € H(G; K&) et tout v € Vir . L’espace Vi'F est ainsi muni d’une
1
structure de H(G/r; K')-module. On note Vy z le H(G’; K4)-module V¥ pour le

différentier du C-espace V,,Kt" avec lequel il coincide ensemblistement. On sait que
V. est un H(G'; KL)-module non nul irréductible et que 7 +— V; g induit une
bijection entre I’ensemble de classes d’équivalence de représentations irréductibles
de G de niveau [ et ’ensemble de classes d’isomorphie de H(G'; K%)-modules
u'reductlbles Maintenant, l’1somorphlsme Chep, : H(Gw; K§) ~ H(G; K}) in-
duit un 1somorphxsme (noté toujours DeD,) €ntre l’ensemble de classes d’isomor-
phie de H(G'%; K%)-modules irréductibles et 1’ensemble de classes d’isomorphie
de H(G}; K L)-modules irréductibles. Donc 'image pa.r ¢t DrD; de la classe d’iso-
morphle de Vi est une classe d’isomorphie de H(G’; K’ )-modules irréductibles
et elle correspond & une classe d’équivalence C de représentations irréductibles
de niveau ! de G’. Si CF est la classe d’équivalence de la représentation m, on
pose Ct pep, (CF) = CL. On obtient ainsi la bijection voulue. Remarquons que si

o € CL, il y a trivialement isomorphisme de C—espaces vectoriels entre V,,

VK , puisque l'isomorphisme C},_p : H(GF; Kk) ~ H(G; K1) est un isomor-
phisme de C-algebres.

b) Supposons maintenant que 7 est de carré intégrable. Soit o une représenta-
tion (irréductible et de niveau /) se trouvant dans I'image par C_},F p, de la classe
d’équivalence de w. Comme on I’a dit plus haut, on a un isomorphisme d’espaces

vectoriels
Kl K
f:Ve PV, L

L’isomorphisme f induit un isomorphisme entre les duaux:
Fovike p KL
Soient v € VX* \{0} et v’ € v, K \{0}. Considérons le coefficient de =
he:Gr—C

défini par

g~ v'(m(9)(v)-
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Pour tout g € G, 7 est constant sur KpgK}p égal & vol(KpgKp)'m(1xt gk )-
La représentation 7 étant de carré intégrable, |hr|? est trivial sur Z et intégrable
sur G=/Z. Exprimons cette propriété a partir de la décomposition

=1 ][ KkFBAC'K;

A€AF (B;C)eTru,a

en étudiant ’action par multiplication de Z 13-dessus. Notons .A% le sous-ensemble
de A formé de matrices A = diag(np_; 77, ; ...73,) telles que a; € {0;1...d—1}.
Pour toute matrice A € A% notons Ar(A) I'ensemble des matrices obtenues &
partir de A par multiplication avec une puissance de 7 = w}‘,F. C’est un sous-

ensemble de Agr. On a
Ar = [] Ar(4).
A€ AL,

Montrons que, pour tout A € A%, 'ensemble HAeApgA) Hz:6)etrin KLBAC'KL
est stable sous ’action de Z par multiplication et etudions cette action. Identi-
fions Z avec F*. Alors, si z est un élément de Z, z s’écrit de facon unique z = 7§z
ou z est un élément de O%. D’autre part, on a un isomorphisme

Or/(1r + Pg) = (Or/Pg)".

On peut ainsi décomposer I'action de Z sur [ [4¢ 4,(4) LI(5:6)e1 544 K LBAC'KL
puisque: o o
- si z = 7§, alors zZKE BAC™'K} = KL BA'C'K}, ot A’ = zA € Ap(A), et
une simple vérification montre qu’on a dans ce cas 'i‘p,z, A=Tria
- si z € Oy, alors:
-siz € 1p+ PL, on a zKLBAC' KL = KLBAC~ K}, tandis que
-siz ¢ 1p + P}, zK,’pBAC KL = B’AC' 1KL, ot (B';C") est un
élément de T FlA dlfferent de (B; C) et qui ne depend que de la classe de z modulo
1p + Pl
Fmalement dire que |h,|? est intégrable sur G%=/Z revient & dire que la somme

S (X (card((Or/P))
AcAL  (BiC)eTry,a
vol(K-BAC'K¥; dg) (vol(1F + P; dz))“|h,,(z§Aé-1)12) (3.1)
est convergente.

Maintenant, f(v) est un élément de V, "\{0} et f'(v') est un élément de

K"\{O} donc 'application ’
ha : GL —-C

définie par

g+ f()(o(9)(f(2)))
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est un coefficient de o. Pour tout ¢ € G, o est constant sur K}gK} égal a
vol(K19K})™'o(1ki gkt ). Donc h, est de carré intégrable modulo le centre sur
%, si et seulement si la somme

S Y (erdOuP))

0 0. T
AcAy (BiO)ET, 0 o, )

vol(K4BCh, p, (A)C KL dg) (vol(1, + PL; dz)) ™' |he(BCh, p, (A)C) |2)

est convergente, ou on a tenu compte du fait que C'DF p, Tréalise une bijection
de A% sur A}. Mais cette somme correspond terme pour terme & la somme 3.1
puisque

- les volumes des sous-ensembles de G et G, qui se correspondent sont égaux
pour les mesures fixées sur G et G,

- les volumes des sous-ensembles des centres de G et G, qui se correspondent
sont égaux pour les mesures fixées sur les centres F* de G et L* de G,

- card((Or/PL)*) = card((Or/P})*) parce que les anneaux Or/Pf et Or/P}
sont isomorphes, ‘

- par construction de l'isomorphisme f, pour tout v € Vir, f(r(gLert)(v)) =

o (1t gxet ) (f(v))-

On vient de montrer qu’un coefficient non nul de o est de carré intégrable.
Donc o est de carré intégrable.
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3.3 Correspondance GL,(F) + GL,(D) en carac-
téristique non nulle

1) Introduction

Soit F un corps local non archimédien de caractéristique non nulle et Dr une
algebre & division centrale sur F' de dimension d2. Soit r € N*. On pose n = dr et
Gr = GL,(F) et G% = GL.(Dr). On veut trouver une correspondance entre les
représentations essentiellement de carré intégrable de G et les représentations
essentiellement de carré intégrable de G comme en caractéristique nulle. Le fait
essentiel pour lequel la démonstration ne marche pas comme en caractéristique
nulle est qu’on n’a pas I’orthogonalité des caracteres sur G. Je ne pense pas qu’on
puisse ’obtenir directement comme sur G g, méme si on a construit dans la section
précédente une situation proche en caractéristique nulle, parce qu’on ne sait pas
“relever” les intégrales orbitales, et surout parce qu’on n’a pas I'intégrabilité locale
des caracteéres pour les représentations de G%. C’est pourquoi on va étudier plut6t
Gr et G en paralléle. Plus précisement on aura a tout instant en téte le carré:

G, —— G,

]
GF oo A

ou L est un corps proche de F' qui est de caractéristique nulle. La fleche 1 est
la correspondance (qu’on va noter C.) déja établie en caractéristique nulle, les
fleches 2 et 2’ sont les applications du type (7, et (Z.p,, et on voudrait définir
une correspondance a la place ol on a mis sur le dessein des pointillés. Les petits
ennuis viennent du fait que les correspondances horizontales et verticales sont de
natures trés différentes : pour pouvoir user de 2 et 2’ on doit étre siir que les objets
qu’on veut transférer sont constants sur des ouverts assez “gros”, alors que pour
la fleche 1 on ne sait pas en quelle mesure elle conserve la propriété “étre constant
sur un ouvert assez gros” (que ce soit pour des fonctions, pour leurs intégrales
orbitales ou pour les caracteres de représentations). L’étude de ce probléme est
fait dans les préliminaires, et est assez laborieux et calculatoire. L’autre probléme
est que les correspondances verticales 2 et 2’ sont partielles et envoyent certaines
représentations des groupes d’en bas sur certaines représentations des groupes
d’en haut, et pour obtenir des renseignements sur une autre représentation ou
une autre fonction on est obligé de changer de corps L. Pour régler ce probléeme
il faut se placer dans une situation ou le niveau de toutes les représentations qui
apparaissent est boiné uniformément, et c’est ce qu’on va faire.
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2) Préliminaires

Dans les sous-sections 1. & 3. on s’intéresse seulement & GL,(F). C’est dans
la section 4. qu’on démontre le seul résultat sur les formes intérieures de GL,(F)
dont nous avons besoin par la suite.

1. Soient F et L deux corps locaux non archimédiens m-proches. On reprend
toutes les notations de la section précédente (3.2), notamment AF. On note vg
et vy les valuations sur F' et L respectivement. Sia € F*, b€ L et 0 <l<mon
dit que a et b sont l-proches si (b — A2, (a)) € PY*F@). On note alors a ~; b.
On remarquera que b est alors non nul car il a la méme valuation que a. On
considere que les éléments nuls de F' et L sont l-proches pour tout !.

Soient a € F* et be L*. Sia=7%a (o' € O}) et b=n20 (¥ € OL)
alors a ~; b si et seulement si vr(a) = vy (b) et I'image par A%, de la classe de a’
dans Op/Pg et la classe de b’ dans O/ P[* sont égales modulo P}

PROPRIETES
1) Pour tout z € F, z et AP, (z) sont m-proches,
2) Pour tout a € F et b € L l-proches, pour tout ¢ € Z, mka et 7}b sont
l-proches,
3) Si a, et a; sont dans F et b et by sont dans L, si a; ~; by et a; ~; by, alors
a8z ~q by by,
4) Soit A un ensemble fini et pour tout i € A, a; un élément de F et b; un
élément de L tel que ) a; # 0. On pose I' = I+ vp(d_ a;) —-m}n(vp(ai)). Sim>1V
A A

et pour tout i € A, a; ~p b;, alorson a: ) a; ~ Y b;.
A A
Les premiéres trois propriétés sont triviales. Pour démontrer la quatriéme
on écrit XI?L(ZO"') Eb = ’\FL(ZG'%) - Z’\ L(a:) + 2/\ (i) — %b,- =
AFL(Ea,) - z/\ (a,) + Z( L a,) - b). Or, pour tout ionaa; ~pbet

l+vp(2 a;) l+vr(L ai)
donc AP (a;) —b; € P * dou Y (AP (ai) —b) € P» * . Reste a
A
I+vr(3 ai)

montrer que AR Z a;) — Z AP, (a;) € P * .En écrivant, pour tout i, a; =

ﬂ;mm vr(a;) al,al € OF, on a ,\FL(Z a;) = WL““‘"”F(“‘),\';‘L(Z al) et, pour tout ¢,

AP, (a;) = wrmavr @) ym (g1). 11 suf‘ﬁt donc de vérifier que Z a; Z AP (a)) € PE.

Mais comme les a; ' sont dans Or et les corps sont m-proches, alors par le fait que
A, est induit par A%, AP, (Y al) — Y- AR, (a}) € PI*; comme m > I’ le résultat
A A

est prouvé.
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Sur le F-espace vectoriel F™ on considére la valuation vgn((as; az;...a,)) =

1121_i<n vr(a;). On rappelle que, si F' et L sont m-proches on étend I'isomorphisme
<i<n

7. de facon naturelle, composante par composante, en un isomorphisme de F™
sur L. Si a = (a1;a9;...a5) € F* et b = (b1;b;..5) € L" et si0 <l < m
on dit que a et b sont l-proches si a et b sont nuls tous les deux ou a est non
nul et pour tout i on a b; — A%, (a;) € PiF*(®). Si U est un F-espace vectoriel
de dimension finie n muni d’une base et V' est un L-espace vectoriel de méme
dimension n muni d’une base, alors on peut identifier U & F™ et V & L" et
parler d’éléments [-proches de U et V. Cette extension de la définition des élé-

ments proches s’applique en particulier aux espaces de matrices M, (F’) et M,(L).

2. Si P est un polyndme en n? variables commutatives X1, X2, ... Xnn & coef-
ficients dans Z, si M = (my;) € M,(F) (ou M,(L)), on pose P(M) = P(m;;) € F
(ou L). Enongons plus bas quatre propositions qui nous seront utiles par la suite:

Proposition 3.3.1 . Si M, M' € M,(F) alors va,r)(MM') > va,r) (M) +
’UM,,(F)(M').

Proposition 3.3.2 . Soit M € GL,(F). Pour tout k >0 on a:

M + M, (PR M) ¢ KEMEE € M + M, (PR o)),

Proposition 3.3.3 . Si k > 0 est fizé, si M € GL,(F), en posant m = k —
UMa(F) (M) — vpmar)(M™') on a: si F et L sont m-proches, alors (7 (M) €
(FL(KEMKE).

Proposition 3.3.4 . Supposons que F est de caractéristique non nulle p. Soit
P € Z[X 11, X12, ... Xnn)- Sotent k >0 et M € M,(F) fizés.

a) On suppose que tous les coefficients de P se trouvent dans l’ensemble
{1,2..p— 1} et que P(M) # 0. On pose S = {s tel que s est un mondéme de P}
et

m =k +vp(P(M)) —min vp(s(M)) = vaa(r) (M) = vata(r) (M)

Alors, si F et L sont m-proches, pour tout N € (% (KRMKP) on a P(M) ~y
P(N).

b) On ne fait aucune supposition sur les coefficients de P, mais on suppose
toujours que P(M) # 0. Ecrivons P = Q + pR ot Q,R € Z[X11, X12, ---Xnn)
et tous les coefficients de Q se trouvent dans l’ensemble {1,2...p — 1}. Soit N le
degré total de R, S = {s tel que s est un monéme de Q} et

m = max{k + vp(P(M)) — min vr(s(M)) = vato(r) (M) = vaga(r) (M7);
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k+vp(P(M))+ ma.x{O; - N'UM,‘(F)(M)}}.

Alors, si F et L sont m-proches, pour tout N € (%, (KBMKR) on a P(M) ~;
P(N).

c) Supposons que P(M) = 0. Alors il eziste m tel que, si F et L sont m-
proches, pour tout N € (Fr(KFMKE) on a v (P(N)) > k.

Démonstrations.

PROPOSITION 3.3.1: Pourtout 1 <:<nettoutl1<j<nona

n
vr(Q_miemis) > min vr(max) + min vr(m,)
k=1 - - -

d’oti le résultat.
PROPOSITION 3.3.2: Si A= M + B ou B € Ma(PE™""*™™™)) alors
A=M(Id+M™'B) € MK}

par la proposition 1, d’ou la premiére inclusion.
Si A= (Id+ B)M(Id + C) avec B,C € M,(PE), alors

A=M+BMC+ BM + MC

ot BMC, BM et MC se trouvent dans M, (Pp ' “~ M)y bar la proposition 1,
d’ot la deuxiéme inclusion.

PROPOSITION 3.3.3: Soit M = BAC, ott B € GLa(OF), C € GLn(OF) et
A € Ap. On a vu qu’alors

(Fr(KEMEKE) = KR (B)CRL(A)CFL(C)KE.
Pour montrer que (% (M) € (% (KEMKE) il suffit, par la proposition 2, de
montrer que
(FL(BAC) — (FL(B)CFL(A)FL(C) € Ma(PE)
ol
u = k = o0y (CFL(B)CFL(A)CFL(C)) ™) = k = vpg () (M) = m+ a1 (M),

On a utilisé pour la deuxieme égalité le fait que
- (FL(B) € GLa(Oy),
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- (FL(C) € GLa(Oy) et
- v (CPL(ATY) = vp(A7Y) = v(CIM™B™!) = vp(M™!). Pour les mémes
raisons, vps, (F)(M) = vm,(r)(A) et si on écrit

A = diag(ng; g ... TF),
alors vy, (r)(A) = a;. Donc la relation & montrer est
CFL(BAC) — Crr(B)CFL(A)CFL(C) € Ma(PL™) 5
ou encore:
Crr(Brp™ AC) — (FL(B)SFL (mp™ A)(FL(C) € Ma(PTY),

qui est évidente, car B, C, "' A € M,(Or) et on peut appliquer le fait que I'ap-
plication (F; est induite par la restriction de (7.

PROPOSITION 3.3.4: Le partage du premier résultat de ce théoréme (hy-
pothése P(M) # 0) en point a) et point b) vient du fait que, si F' et L sont
m-proches la somme a [ termes 1+ 1+ ... + 1 dans les corps F' et L respective-
ment donne des éléments m-proches pour ! < p (par la condition posée au 3)a),
section 3.3 et la propriété 4 page 94, mais pas pour | = p. Le point c) traite du
cas P(M) = 0 ou le résultat est de nature différente.

a) Par la proposition 3.3.3, (%, (M) € (%, (KPMK®). Par la proposition 3.3.2,

N—(2, (M) € My(PR ™4™y ot donc N et (2, (M) sont [m—uag, () (M)
UM, (F)(M)]-proches. Mais

m = Upa(r) (M) = Upto(r) (M) = k + vp(P(M)) — minvp(s(M)).

Donc les coefficients sur la méme place des deux matrices respectivement sont
[k +vp(P(M)) - ngg} vp(s(M))]-proches. Par la propriété 3, pour chaque s € S,
v
s(M) et s(N) sont [k + vp(P(M)) — meig vr(s(M))]-proches. Les coefficients de-
v
vant ces mondmes se trouvent dans ’ensemble {1,2...p — 1}. Les éléments 1 et
1, sont m-proches par la condition imposée dans la définition de I'application
ARy Alors, par la propriété 4, pour tout [ € {1,2...p — 1}, les sommes a [ termes

14+1+...4+1dans F et L respectivement sont m-proches. Ainsi P(M) et P(N)
sont des sommes non nulles d’éléments [k + vp(P(M)) — melg vr(s(M))]-proches

deux & deux. Donc, par la propriété 4, P(M) et P(N) sont k-proches.

b) Par le point a) et le choix de m, Q(M) et Q(N) sont k-proches. Remarquons
que la caractéristique de F' étant p, Q(M) = P(M). Il suffit de montrer donc que
Q(N) + pR(N) et Q(NN) sont k-proches. Or, si L est un corps de caractéristique
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nulle m-proche de F, alors 'image de la somme & p termes 1 + 1+ ... + 1 dans
OL/P[* est la classe de 0, donc la valuation de 1'élément 1+ 1+ ... + 1 (p fois 1)

est supérieure a m. Par le choix de m dans I’hypothese, pR(N) € PH"L AN o
donc Q(N) + pR(N) et Q(INV) sont k-proches.

c¢) Considérons le polyndme Q(X) = P(X) + 1. On a Q(M) # 0 et on peut
appliquer le point b) & Q. Or, si Q(M) et Q(N) sont k-proches, alors Q(N) —
(FL(Q(M)) € PE. Mais

Q(N) - ¢F(@(M)) = (P(N) +1) -1 = P(N)

d’ou le résultat.

3. Soit maintenant F' de caractéristique non nulle p. Soient f € H(GF) et
w un caractére du centre Z de Gp. Soit M € GL,(F) un élément elliptique
régulier. On note Pjs le polyndme caractéristique de M. Supposons que M est
la matrice compagnon de Py. Soit KbMKL, | = m"(M;1) avec la définition
de la section 2, chapitre 2. On sait que pour tout corps L de caractéristique
nulle l-proche de F, (k. (f) est bien définie, I'intégrale orbitale de (L, (f) est
constante sur ¢ FL(K LMKL) égale A ®(f; M) (th.2.1.2), et 'intégrale orbitale de
I(FL(W)(CFL(f)) est constante sur (kb (KLMKY) égale a &(I,(f); M) (théoréeme
2.1.3):

Proposition 3.3.5 . Sous ces hypothéses, il existe m et s qui ne dépendent que
de M et del (qui d son tour ne dépend en fait que de M) tels que, si L est un
corps local de caractéristique nulle m-proche de F, on ait: pour tout élément g
de G dont le polynéme caractéristique est s-proche de Py, on a

S(CFL(f); 9) = ®(f; M)

et
S(Izp, () (CFL(£)); 9) = B(L.(f); M).

Démonstration. On pose
s =1 — v () (M) — vpo () (M)

et
m=Ss.

Par la proposition 3.3.3 et le choix de m, (%, (M) € (&, (K- MK}) et donc
(FL(KpMKE) = Ki (R (M)K],.
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D’autre part, si KpMKr = KpAKp, A € Ap, alors
UMa(F) (M) = vpm,(r)(A)

et
UMa(F) (M) = vagy ey (A7)
Comme on a (¥ (KEMKL) = KL (P (M)K}, on en déduit que

CFL(M) € K1CRL(A)KL,

et que
UMa (L) (CFL(M)) = vam () (CFL(4))
et
Uiy (CFL (M) ™) = vty (CFL(A) 7).
Bref,
UMa(F) (M) = var, (1) (CFL(M))
et

'vM,.(F)(M—I) = an(L)(C;‘nL(M)—l)°
On peut donc écrire:

s =1 — up, ) (CFL(M)) — vaga ) (CFo(M) ).

On remarque par ailleurs que (¥, (M) est la matrice compagnon de {F; (Py).
Donc, si P est un polynéme s-proche de P, alors P est un polynéme s-proche du
polyndme caractéristique Pm (ary de (7 (M) aussi. Donc la matrice compagnon
Comp(P) de P va étre s-proche de (F, (M). Par conséquence

Comp(P) - (Fy(M) € My(Py ™ FltD) = pg, (pTowa (B0,
Par la proposition 3.3.2 on a alors
Comp(P) € K1.(F(M)KL, = (R (KrMKE)
et donc _
®(CrL(f); Comp(P)) = &(f; M)
et _
®(Izz, () (CFL(f)); Comp(P)) = &(L,(f); M).

On conclut par le fait que si ¢ € GL,(F') a le méme polynéme caractéristique P
que Comp(P), alors g et Comp(P) sont conjugués (car P est séparable), et une
intégrale orbitale est stable par conjugaison.
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La proposition suivante va servir seulement a la section 3, chapitre 4. Elle
est une variante de la précédente: ce qu’on a montré pour un élément elliptique
régulier et une fonction a support compact ou & support compact modulo centre
et a caractére central on montre maintenant pour un élément semisimple régulier
quelconque et seulement pour les fonctions a support compact. On utilise cette
fois le théoréme 3.6 de [Le3|.

Proposition 3.3.6 . Soit f € H(GF). Soit M € GL,(F) un élément semisimple
régulier. On note Py le polynéme caractéristique de M. Supposons que M est la
matrice compagnon de Py. Soit KL M KL le voisinage de M défini dans le th.3.6
de [Le3] tel que pour tout corps L de caractéristique nulle I-proche de F', C-;(f)
est bien définie, lintégrale orbitale de (ky(f) est constante sur Ch (KLMKL)
égale & ®(f; M). Il existe alors m et s qui ne dépendent que de M et de | tels
que, st L est un corps local de caractéristique nulle m-proche de F, on ait: pour
tout élément g de G dont le polynéme caractéristique est s-proche de Py, on a

S(CFL(f); 9) = ®(f; M).

Démonstration. Marche exactement comme la démonstration de la proposition
3.3.5 plus haut.

Proposition 3.3.7 . Soit ™ une représentation de carré intégrable de Gr. Repré-
nons les hypothéses de la proposition 8.3.5. Il existe alors m et s qui ne dépendent
que de M tels que, si L est un corps local de caractéristique nulle m-proche de F,
on ait: pour tout élément g de G dont le polynéme caractéristique est s-proche
de Py, on a

Xip, (m) (9) = x=(M).

Démonstration. On a montré dans 2.2 (théoréme 2.2.3) que G avait (comme
GL) la propriété P. Soit f, un pseudocoefficient & support compact modulo le
centre de 7 et soit b € H(G) tel que, si w est le caractére central de m, on
ait I,(h) = fx. On applique la proposition 3.3.5 plus haut & s et on augmente
éventuellement le m pour étre siir que f, est envoyé par 1'application (g, sur le
pseudocoefficient de {7, () par le lemme 2.2.2. On obtient aussitdt la proposition
3.3.7 par application de la propriété P sur Gr et sur Gy.

4. Dans cette sous-section on démontre un résultat sur les formes intérieures
de GL,(F) (la proposition 3.3.11). Soit Dr une algebre & division centrale de
dimension d? sur F. Soit E une extension non ramifiée de dimension d sur F'
incluse dans Dr. On supppose qu’on a fixé une uniformisante 7 de F (et de E
aussi), ainsi qu’une uniformisante 7p, de D et un générateur or de Gal(E/F)
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qui correspondent & Dr comme dans la sous-section 3.3.1a) de ce chapitre. Soit
7 un entier strictement positif et G = GL,(DF). On pose n = rd. Chaque fois
qu’on se donne L un corps local m-proche de F', on considere que le triplet cor-
respondant est choisi de fagon a ce que 'uniformisante de F' qui y apparait soit
mr. On reprend alors toutes les notations de la section précédente pour K, Dy,
et tous les objets qui leur sont associés, avec une seule exception: la dimension
de D sur F est notée ici d alors que dans la section précédente elle était notée
n. On rappelle que la base de voisinages { K% }ien de I'identité avec laquelle on a
travaillé sur G est associée & la base de voisinages { P }ien de 0 et non pas &
la base de voisinages {Pp_. }ien.

Proposition 3.3.8 . Si M, M' € M,(Dr) alors va,(py)(MM') > vp,pp) (M) +
er(Dp)(MI)'

Proposition 3.3.9 . Soit M € GL,(DF). Pour tout k>0 on a:

d(k-"M,-(DF)(M-l)))

M + M,(Pp, C KEMKE C M + M (g rer )y,

Proposition 3.3.10 . Si k > 0 est fizé, si M € GL,(DF), en posant m =
k=, (Dp) (M) —vr,(Ds)(M™!) on a: si F et L sont m-proches, alors(f.p, (M) €
CngL (KE'MKﬁ')‘

Démonstrations. Les démonstrations des propositions 3.3.1 et 3.3.2 s’appliquent
aux propositions 3.3.8 et 3.3.9 sans changement. Pour la proposition 3.3.10ily a
un petit probleme car I'uniformisante de Dr ne commute pas avec les éléments
de D donc il faut vérifier que ¢ p (BAC) — (B,.p,(B)¢B.p, (A)(B.p,(C) €

M, (P¥m=a1)) est toujours vrai. On multiplie par Tpe comme dans la démons-
tration de la proposition 3.3.3 et on écrit:

752 (B, (BAC) = (B, p, (152 BAC) = (B, p, (03 (B) (52 A)C)

car on avait défini (7, p, de sorte qu'elle commute & la multiplication par les
uniformisantes (propriété 2).
Maintenant

70z $Beny (B)SDr0, (A)CBy 0, (C) = 0% (CB,p, (B)) 7Dy CBrpy, (A)CBp, (C)

= o-‘;{l (CEFDL (B))CEFDL (7[.5;1 A)CBFDL (C)
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On a aussi
(Ben, (98 (B)) = 0% (¢Brp,(B))
par la relation (*x), page 80. Il faut donc montrer que

(e, (08 (B)(mp; A)C) = CBrp, (08 (B)) (B, (T A)(Brp, (C) € M,(Pp,).

On conclut comme dans la démonstration de la proposition 3.3.3, car o} (B), Toe A
et C sont dans M, (Op,).

La proposition 3.3.4 n’a pas de sens dans ce contexte car Dr n’est pas com-
mutative. La proposition qui suit parle seulement du polynéme caractéristique
des matrices dans G et G7.

Proposition 3.3.11 . Soit M' € Gy et k € N. Il eziste alors un m tel que,
si F' et L sont m-proches, pour tout g’ € (B p (KD .M'KP ), les polynémes
caractéristiques de M' et g’ soient k-proches.

Démonstration. On rappelle la proposition de la page 295, [Pi]:

Soit A une algébre centrale simple sur F' de dimension n?. Soit E une extension
de dimension n de F'. Alors, si on a un morphisme d’algebres unitaires ¥ : A —
M, (FE), pour tout élément g de A, le polyndéme caractéristique de ¥(g) (qui a
priori a des coefficients dans E) a tous ses coefficients dans F et c’est le polynéme
caractéristique de g.

Dans notre cas, A = M,(Dr). Elle agit sur D%. En écrivant Dp = @ 7} E

0<i<d
on a un isomorphisme D} ~ E™ et par conséquent une action de M,(DF) sur E™.
On a obtenu donc un morphisme d’algébres ¥ : M,(Dr) — M,(E). Le polynéme
caractéristique de M’ est alors égal au polyndme caractéristique de ¥(M’). On va
calculer ce dernier en fonction des coefficients de M'. Supposons que M’ s’écrit
M' = (m};)i1<ij<r et que W(M') sécrit (ng)1<s1<n- Supposons maintenant que

pour tout ¢ et j, mﬁj s’écrit sur la base l,wDF,w%F...wf,;l de Dp sur F':

' E : k _k k
m,-j = WDFeij, eij € E.
0<k<d-1

Pour tout 0 < I < d— 1, pour tout tel e¥; posons efj = g;(ef;). On peut se fabri-
quer une matrice U(M') = (Uyw)1<v,w<n & 7 lignes et n colonnes et a coefficients
dans F en posant pour tout 1 < v,w < N: Uyy = efj ou 1, j, k et | sont définis
comme suit : | est le quotient de la division euclidienne de v par r, i —1 est le reste
de la division euclidienne de v par 7, k est le quotient de la division euclidienne
de w par r et j — 1 est le reste de la division euclidienne de w par r.
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Notation: Si P est un polynome dans Z[X11, X12, ... Xna][t], si A = (aij)1<i j<n
est une matrice dans M,(F), si z € F, I’élément P(a;;;a12;...; Gnn; z) de F sera
noté abrégé P(A; z).

Lemme 3.3.12 . Pour tout 1 < s,t < n il eziste un polynome indépendant de
M, Py € Z[X11, X12, -.-Xnnl[t], dont le degré total en les variables X11, X12, ... Xnn
est 1, tel qu’on ait ng = Pyu(U(M');7F).

Démonstration. Il suffit de vérifier cette propriété pour des matrices du type
M,-’;j-o = (m};)1<ij<r OU mMy; = 6,~o,-6joj7rf,pe ol 1, jo sont des entiers entre 1 et
T, k est un entier entre 1 et d, et e € E, car ’ensemble formé par ces matrices
engendre M, (DF) sur Z et les polynémes considérés sont de degré 1 en les n®
premiéres variables. Soit d;, d...d, la base canonique de D%. L’élément M,-’;j.o agit
sur D} en envoyant d; sur 0 pour tout ¢ # ¢, et en envoyant d;, sur 7r’l3pedjo. Si
on se représente la matrice \Il(M,-’f)go) par blocs de taille d x d, alors tous ces blocs
sont nuls & 'exception de celui qui se trouve dans la position iyjo, et ce dernier
est égal & X = (zi;)1<ij<a OU les z;; sont donnés par:

-si1 <t <k, alors ;5 = 5,-,j_d+k1rpa"‘d+j‘l(e)

-si k+1 <1< n,alors z;; = 6; k072 (e).

Le lemme est vérifié.

Lemme 3.3.13 . Il eziste des polynémes Py, Py...Py_1 € Z[X11, X12, .- Xnn)[t]
tels que pour toute matrice M' dans M,(DF), le coefficient de X', 1 <i<n-—1,
dans le polynéme caractéristique de M’ soit égal ¢ P,(U(M'); 7F).

Démonstration. C’est évident par le lemme 3.3.12 plus haut.

Lemme 3.3.14 . Les points a),' b) et c) de la proposition 3.3.4 sont vérifiés si
on remplace Z[X11, X12, ... Xnn) par Z[X11, X12, ... Xnn)[t], P(M) par P(M;7F) et
P(N) par P(N;ny).

Démonstration. La démonstration marche identiquement en tenant compte
que, si F' et L sont m-proches, alors 7z et 7 sont m-proches. Une autre fagon
de démontrer ce lemme est de le voir comme un cas particulier de la proposition
3.3.4: on applique la proposition 3.3.4 & (n + 1)? variables.

Démontrons maintenant la proposition 3.3.11. On remarque que, si M et M’
sont dans M, (Dr), et si M — M’ € M,(Pg"), alors pour tout i,j, si on écrit

J— k ok r_ k ik . ok 1k
my = ), wheietmi = Y wp €, onapour tout k: e — € €
0<k<d-1 0<k<d-1
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P}. Par conséquent, pour tout entier k;, fixé, il existe un entier ko tel que, si
F et L sont ky-proches, pour tout M € (Bop, (KB M'KR ) on ait: U(M) €
(R (KBU(M)KE) (on a utilisé les propositions 3.3.2, 3.3.9, 3.3.3, 3.3.10 et le
fait que si e, e’ € E sont k-proches alors, pour tout o € Gal(E/F), o(e) et o(e')
sont k-proches).

Soit maintenant M’ comme dans I’hypothése de la proposition 3.3.11. On pose
N = min 1vM,,(E)(P,~(Z,{(M’))) qui a un sens parce qu’au moins Py((U(M'))) est

0<i<n-

non nul (car égal & det(M')). L’entier N n’est autre que la valuation du polyndme
caractéristique de M” vu comme élément de F™. En appliquant la proposition
4 b) a la matrice U(M') € M,(F) on trouve qu’il existe un ko tel que, si L est
ko-proche de F, pour toute matrice M" € (5 (K U(M')KE,), pour tout i
entre 0 et n — 1 tel que P;(U(M')) # 0, P,(U(M")) et P,(M") soient k-proches.
En appliquant le lemme 3.3.14c) aux polyndmes P; qui vérifient P;(U(M’')) =0
on trouve qu’il existe un kj tel que, si L est est kj-proche de F, pour toute
matrice M" € ff;:’K(Kg’KU(M’)Kg"K) on a v, (k)(Pi(M")) > k+ N. En posant
ki1 = max{ko; ky} 'entier m = k; (voir quelques lignes plus haut pour k) vérifie
les propriétés requises par la proposition 3.3.11.

3) Correspondance faible

Lemme 3.3.15 . Avec les notations de l’anneze 1, si m est une représentation
de G (resp. G), si F et L sont m-proches pour un entier m tel que (Fy(m)
(resp.(3.p, (7)) ait un sens, on a:

—4n + m(m) < m((F, (7)) < m(r) +4n

(resp.
—4n +m(r) < m((, p, (7)) < m(m) + 4n).

La démonstration de ce lemme est donnée dans I’annexe 1, partie IIL.

Théoréme 3.3.16 . Il eziste une unique bijection:
C: E*G) = E*@)
telle que pour tout m € E*(G) on ait
x=(9) = (-1)*"xcm () Vg > ¢ elliptiques réguliers.

Les représentations m et C(w) ont le méme caractére central.
L’application C commute & la tensorisation avec les caractéres.
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Démonstration. On procede par contradiction, en transférant a la caractéris-
tique nulle. Soit 7 une représentation de carré intégrable de Gr et soit w le
caractére central (unitaire) de 7.

Proposition 3.3.17 . Soit ' une représentation de carré intégrable de G de
caractére central w. Supposons qu’il existe M € Gr et M' € G elliptiques régu-
liers tel qu’on ait M < M’ et:

Xx(M) # (=1)" "X (M').

Alors il eriste un entier m > 1 tel que, si L est un corps local de caractéristique
nulle m-proche de F et Cp, la correspondance sur L entre GL,(L) et GL,(Dy),

on ait C(CFy (7)) # (Fu(').

Démonstration.
Principe: On veut trouver un voisinage V' de M, un voisinage V' de M’ et un
entier m tel qu’on ait:
1) xr est constant (égal & x,(M)) sur V
2) xn est constant (égal & x(M')) sur V’
3) Pour tout corps L qui est m-proche de F (% (V) et (. (V') sont bien
définis et on a:
a) Xgp, (n) €St constant égal & x.(M) sur (Fy (V) et
b) Pour tout élément g’ € (P (V') il existe un élément g € (P, (V) tel
qu’on ait g +> ¢'.
Si on suppose que {7, (m) et (%, (') se correspondent par la correspondance
en caractéristique nulle, on obtient alors par 3)a) et b) que le caractere xzm (v
est constant égal & x.(M) sur (& (V'). Mais, par le 2), X, est constant sur V'
et en utilisant la fonction caractéristique 1y+ de V' qui se reléve, on aurait

tra' (Lyr) = tr¢py (n') (CFp(1v7)

ou encore _
X (M )vol(V') = xa(M)vol(CFL (V7).
C’est une contradiction, car (I, préserve le volume et x(M') # xx(M).

On va donc constuire V, V' et m qui vérifient ces conditions. Quite & conjuguer
M on peut supposer qu’elle est la matrice compagnon de son polynéme caractéris-
tique. Soit f, un pseudocoefficient de 7. Soient m et s comme dans la proposition
3.3.7. Par cette proposition, le caractére xzm (») de (™ () est constant égal a
Xx(M) sur I'ensemble des éléments de G qui ont un polynéme caractéristique
s-proche de celui de M. Donc le caractére de Cp(C, (7)) est constant égal 3
(=1)""xx(M) sur ’ensemble des éléments de G, qui ont un polynéme caracté-
ristique s-proche de celui de M. Mais le polynome caractéristique de M est aussi
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celui de M’. Posons s = k dans la proposition 3.3.11 et notons m' I'entier (qui dans
la proposition 3.3.11 est noté m) associé a ce k. En posant m" = max{m;m'},
si L et F sont m"-proches, alors on a fg:DL(ngM’ng) C Xm,s O X, est
'ensemble des éléments de G, qui ont un polyndme caractéristique s-proche de
celui de M. Quite a changer de voisinage (et & augumenter m”) on peut suppo-
ser que X était constant sur K. M'K. (car M’ est semisimple régulier). On
pose V = KFMKT, V' = Kj_M'KT. et alors le triplet (V; V’;m") vérifie les
conditions 1), 2) et 3). On peut donc conclure comme on 'a expliqué quand on
a décrit le principe de la démonstration.

Démontrons maintenant le théoréme. Définissons d’abord C(7). Supposons
qu'il n’existe pas de représentation de carré intégrable ' € E?(G') de caractére
central w telle que xx(g9) = (=1)"""xx(g’) pour tous g +» ¢’ elliptiques réguliers.
Pour tout k¥ € N*, on note X§&_ (resp. Xé,F ) 'ensemble de classes d’équivalence
de représentations de carré intégrable de G (resp. G») de caractére central w et
de niveau inférieur ou égal a k. Ce sont des ensembles finis. Soit k¥ = m(w) + 15n
(voir ’annexe 1 pour la définition de m(m)). Pour toute représentation 7’ dans
Xg,F , on sait qu’il existe M € Gr et M' € G} elliptiques réguliers tel qu’on ait
Mo M oet:

X« (M) # (=1)""xn (M').
Prenons m assez grand pour que le lemme 3.2.14 et le lemme 3.3.15 et la propo-
sition 3.3.17 soient réalisés pour 7 et pour toute représentation dans X ",F (qui

est un ensemble fini). Soit L un corps local m-proche de F. On note X§&, (resp.
X ",L ) 'ensemble de classes d’équivalence de représentations de carré intégrable

de G, (resp. G’;) de caractére central (%, (w) et de niveau inférieur ou égal a k.

L’application (7, p, réalise une bijection de Xé,F sur XZ,L , et puisqu’on sait que
la proposition 3.3.17 est vraie pour tout 7’ € X ",F , on en déduit que pour tout
o€ Xg, Cr({F. (7)) # 0. Mais on a

m(Cy(m)) < m(r) +4n
par le lemme 3.3.15 et donc
m(Cy({Fy(m))) < m(7) +8n

en combinant avec la proposition 3.1.10.
Par la proposition 3 de I’annexe 1 (partie I), on a

niv(Cy (5 (r))) < max{L;m(Cy(Fy (r))) + Tn}
et on obtient donc

niv(Cr({%,(7))) < max{1; m(r) + 15n} = m(r) + 15n
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car m() est positif on nul, 7 étant une représentation générique de GL,(F) ([GP-
SS], th.5.1a)). Comme le caractere central de Cr,(C, (7)) est celui de (¥, () donc
(P (w) = C_R— p,(w), ona CL(¢P.(m) € Xé,L . Contradiction. Donc, il existe une
représentation de carré intégrable 7’ € E%(G':) de caractere central w telle que
Xx(9) = (-1)" "X (g") pour tous g +> ¢’ elliptiques réguliers.

Montrons qu’il existe une unique telle représentation 7' modulo équivalence.
Supposons par ’absurde qu’une autre représentation de carré intégrable 7" de G’
vérifie xx(g9) = (—1)""xa»(g') pour tous g «> ¢’ elliptiques réguliers. Par ortho-
gonalité des caracteres sur G, aucune autre représentation p de carré intégrable
de GF ne peut vérifier x,(g) = (—1)*"xx(g') pour tous g ¢ ¢’ elliptiques régu-
liers ou x,(g) = (=1)""xx~(g') pour tous g +> ¢’ elliptiques réguliers. C’est vrai
en particulier pour 'ensemble fini X§& \{7} ol k = max{1; m(n’) 4 15n; m(x") +
15n}. Prenons m tel que le lemme 3.2.14 et le lemme 3.3.15 et la proposition
3.3.17 soient réalisés pour 7', 7" et pour toute représentation dans Xgp. En
appliquant la proposition 3.3.17 on trouve qu’aucune représentation o dans 1’en-
semble X& \{C7, ()} ne correspond ni & (F, p, (') ni & (B, p, (7"). Mais, par le
méme calcul que plus haut on obtient

niv(Cz' ((Frp, (7)) < max{1;m(n’) + 15n}
et
niv(C1 (B, p, (7)) < max{1;m(x") + 15n}.

Par conséquent, on a Cz'((B.p, (") € X§&, et C7'((B.p, (7)) € X&,. On
n’a pas le choix: on doit avoir C;*((F.p, (7')) = (Fy(7) et CL'((F.p, (7)) =
(7 (). Ce n’est pas possible, sauf si 7' ~ 7".

Il existe donc une unique représnetation de carré intégrable 7’ de G’ telle que

Xx(9) = (=1)""xx(9')

pour tous g +> ¢’ elliptiques réguliers. On pose C(7) = 7’. On étend C en tordant
par les caracteres a toutes les représentations essentiellement de carré intégrable.

L’application C est injective par orthogonalité des caractéres des représenta-
tions de carré intégrable de caractére central donné sur G (th.2.2.3).

Montrons que C est surjective. Si 7' € E?(G’) n’est pas dans I'image de C,
alors en particulier pour tout 7 € E?(G) de méme caractére central que 7' et de
niveau inférieur ou égal & m(n’) + 15n on a C(r) # 7’. On procéde comme plus
haut par comparaison pour obtenir par la proposition 3.3.17 qu’aucune représen-
tation de Gy, de niveau inférieur ou égal & m(n’) + 15n ne correspond & {7 ('),
alors que, par ailleurs, C7* (¢, (")) vérifie

niv(CZH(ER, (') < m(C (CRu(r))) + 7n < m(CZ(n")) + 11n < m(x') + 15m.
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Contradiction qui prouve la surjectivité.

Corollaire 3.3.18 . La restriction des caractéres des représentations de carré
intégrable de G' de caractére central w fizé d l’ensemble des éléments elliptiques ré-
guliers forme un systéme orthonormal complet pour ’espace de Hilbert L*(G.; w).

Démonstration. On avait obtenu ce résultat pour GL,(F) (corollaire 2.3.9).
Par le théoreme de correspondance faible ci-dessus et grace a ’isomorphisme 4
entre L2(G,;w) et L?(G.;w) défini a la section 9, chapitre 1, on le transfere sans
probléme sur G'.

Remarque 1. On a obtenu au passage le résultat suivant: pour tout k il existe

un m tel qu’on ait _ _
CL(C?L(W)) = (ngL(C(W))

pour toute représentation m de Gr telle que m(w) < k.

Remarque 2. On a été obligés de se restreindre aux éléments elliptiques ré-
guliers et démontrer d’abord cette correspondance faible parce qu’on utilise le
“relevement en caractéristique nulle” des intégrales orbitales et il n’y a relation
entre ces derniéres et les caractéres des représentations que sur G, (on n’a rien
pour les autres éléments semisimples réguliers). Mais c’est suffisant pour obtenir
le corollaire ci-dessus qui implique en fait une correpondance forte.

4) Correspondance forte

Théoréme 3.3.19 . Il existe une unique bijection :
C: E*G) - E*(G")
telle que pour tout m € E%(G) on ait
X=(9) = (=1)""xcm(9) Vgor g.

7 et C(m) ont le méme caractére central.
L’application C commute a la tensorisation avec les caractéres.

Proposition 3.3.20 . Soit 7' une représentation cuspidale de G'. Alors, avec
les notations de ’anneze 1, on a

~4n < m(r').
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Démonstrations. Comme on I’a fait remarquer a la fin de la section 1 de ce
chapitre, le seul résultat spécifique a la caractéristique nulle qu’on a utilisé pour
y prouver l’analogue du théoreme de correspondance forte et de la proposition
ci-dessus a été 'orthogonalité des caractéres sur G'. Or, on vient juste de la
démontrer (corollaire 3.3.18). Nous pouvons (et devons) donc reprendre la dé-
monstration qui fait ’objet de la section 1 et dont tous les arguments sont main-
tenant valables en caractéristique non nulle. On peut donc reprendre entiérement
la démonstration faite en caractéristique nulle (section 1 de ce chapitre).
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Chapitre 4
APPLICATIONS
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Introduction

Ce chapitre est composé de cinq sections qui sont autant d’applications du théo-
réme de correspondance prouvé au chapitre précédent. Les premiéres quatre s’en-
chainent et la cinquiéme contient deux résultats globaux. Dans la premiére on
montre, comme le titre I'indique, que sur GL,(D) I'induite d’une représentation
de carré intégrable est irréductible, résultat classique pour le groupe GL,(F)
([Ja]). On en déduit (deuxiéme section, premiére sous-section) qu’il y a un plonge-
ment JL, du groupe de Grothendieck des représentations admissibles de longeur
finie de GL,(D) dans le groupe de Grothendieck des représentations admissibles
de longeur finie de GL,(F) qui vérifie, pour tout 7, pour tous g > ¢/,

xx(9) = (=1)""xa1,() (9)-

Dans la deuxiéme sous-section on introduit ’algebre de Hopf associée aux
représentations de tous les groupes GL,(D) pour r entier positif (& la fagon dont
Zelevinski ’a fait pour les groupes GL,(F) pour tous les n entiers positifs) et on
montre qu’elle est isomorphe (naturellement) & un quotient de celle de Zelevinski.
Une conséquence des résultats de la deuxiéme section est le transfert de toutes
les fonctions & support compact de GL,(D) sur GL,(F') qu’on montre dans la
troisiéme section. On y montre aussi qu’il y a transfert en sens inverse et on
en déduit le transfert dans les deux sens pour les fonctions & support compact
modulo le centre et & caractére central. Comme conséquence du transfert de
toutes les représentations et de toutes les fonctions de GL,(D) sur GL,(F) on
tire I'intégrabilité locale des caractéres pour le groupe GL,(D) (le cas intéressant
étant quand la caractéristique de F' est non nulle, bien siir). Dans la cinquieme
section nous démontrons que si A est une algebre centrale simple de dimension
finie sur un corps global F et G’ le groupe des éléments inversibles de A, alors
il existe au plus un nombre fini de représentations automorphes cuspidales du
groupe des adeles de G’ qui ont des composantes locales fixées & toutes les places
infinies et & presque toutes les places finies. On en déduit un résultat global qui
figure déja dans [DKV]: si on se donne un ensemble fini de places finies S et a toute
place dans S une représentation de carré intégrable du groupe G'(F,), il existe
au moins une représentation automorphe cuspidale 7 du groupe des adéles de G’
telle qu’a toute place v dans S, la composante locale de 7 est m,. Les théorémes
qu’on montre aux sections 1 et 3 ont déja été prouvés en caractéristique nulle
dans [DKV].
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4.1 Irréductibilité des induites des représenta-
tions essentiellement de carré intégrable sur

GI

Soient F' un corps local non archimédien de caractéristique quelconque, D une
algebre a division centrale sur F, de dimension finie d?, r un entier strictement
positif et G’ = GL,(D). Le but de cette section est de montrer le théoreme 4.1.1
plus bas. Le cas de caractéristique nulle a déja été prouvé dans [DKV] (théoréme
B.2.d) et c’est la qu’apparait 1'idée d’utiliser le théoréme de Paley-Wiener.

Théoréme 4.1.1 . Soit P un sous-groupe parabolique de G' et soit P = LU une
décomposition de Levi de P. Soit m une représentation de carré intégrable de L.
Alors indS'm est irréductible.

Démonstration. On montre ce résultat par récurrence sur ’entier strictement
positif & tel que G' = GLi(D) (D est fixée). On utilisera les notations ¥(G')
et U(G";7) de la section 7, chapitre 1 et la notation Grot(G’) pour le groupe
de Grothendieck de G'. Pour k£ = 1 le théoréme est évident. Supposons que le
théoreme est vérifié pour tout & < r. Supposons maintenant par ’absurde qu’il
existe un sous-groupe parabolique propre Py de G' = GL,(D), une décomposition
de Levi Py = LoUj de P, et une représentation de carré intégrable 7y de Ly telle
que l'induite de Py & G’ de la représentation 7y ne soit pas irréductible. On sait
qu’on a dans Grot(G'):

S
indg;ﬂo = Z a;T;
=1
ou les a; sont des entiers strictement positifs et les 7; sont des représentations
tempérées de G’ non équivalentes, et aucune parmi les 7; n’est de carré intégrable.
Montrons d’abord que s = 1.
Supposons par I’absurde que s > 2. On a alors deux cas:

Premier cas: Il existe un ¢ € {2,3...s} tel que ¢ ¥(G';71). On peut
supposer que ¢ = 2. Supposons que parmi les 7; on a T;; = T, Ty, Ti; ...Ti, €
U(G"; 1) et 7, = Ta, Tjy, Tjy ..Tj, € ¥(G'; 7). Posons

a=()a.)/p
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et

p
B=0 ay)la.
v=1

On considere alors la forme linéaire f sur Grot(G') définie sur la base de Lan-
glands par:

1) f(p) = asipe ¥(G;m)

2) f(p) = =B sip € V(G';7)

3) f(p) = 0ssi p est une représentation de la base de Langlands (sect.6, chap.1)
de Grot(G') qui n’est pas dans 'un des deux cas précédents.

Remarque. Les conditions 1) et 2) ont été choisies de fagon & ce que 1),
2) et 3) impliquent que f(x ® indg my) = 0 pour tout x € ¥(G'). On a aussi
f(n)=a#0.

Deuxiéme cas: Pour tout ¢ € {2, 3...s} il existe un caractére x; non ramifié
de G’ tel qu’on ait 7; = x;®7;. Alors, par 'unicité modulo conjugaison de I’induite
d’une représentation de carré intégrable qui contient une représentation tempérée
donnée on en déduit que les x; sont exactement les caractéres x non ramifiés de
G’ qui vérifient :

(resf;':;x) ® T ~ Ty
ou w est un élément du groupe de Weyl du tore maximal standard de L, dans
G. En particulier, tous les a; sont égaux. Aussi, si x; est le caractere trivial de
G, {x1, X2---Xs} est un groupe multiplicatif. Soit alors f, une fonction algébrique
définie sur la variété U(G'; 1) et qui vérifie:
- fo(m) =1
- fo(r:) = 0 pour i € {2,3...s}.
Soit € une racine primitive d’ordre s de I’unité. Posons:

fi(r) = Zei'lfo(x,- ®T) V1 € ¥(G';11).
i=1

Définissons cette fois la fonction f sur la base de Langlands de Grot(G') de la
facon suivante:

') f(p) = fi(p) si p € ¥(G';71)
2’) f(p) = 0 si p est une représentation de la base de Langlands qui ne se

trouve pas dans ¥(G'; ).

Remarque. Dans ce cas aussi, f(x ® ind$ m) = 0 pour tout x € ¥(G"),
tandis que f(r) =1 #0.

Nous allons montrer que la fonction f vérifie toujours (qu’on soit dans le
premier ou le deuxiéme cas) les conditions de Paley-Wiener. Montrons d’abord
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en deux étapes que ’application f s’annule sur toute représentation strictement
induite.

Etape 1: f s’annule sur toute induite d’une représentation essentiellement de
carré intégrable d’un sous-groupe de Levi propre. (N’utilise pas ’hypothese de
récurrence.)

Soient P un sous-groupe parabolique propre de G';, P = LU une décomposi-
tion de Levi de P et o une représentation essentiellement de carré intégrable de
L. Par le lemme 3 de I’Annexe 2 on sait qu’on a deux possibilités:

- si o est un produit du type ¢ = ¥ ® g, ou ¥ est la restriction & L d’un
caractére ¥ de G’ et o, est de carré intégrable, alors ind$ o = ¥ ® ind§ o,,

- sinon ind{ o est une somme de représentations induites strictes de Lan-
glands.

Maintenant, si o est dans la deuxiéme situation, f(ind$ ) = 0 par la construc-
tion de f (condition 3 dans le premier cas et 2’) dans le deuxiéme)). Si o est dans
la premieére situation, alors on a encore une fois deux possibilités:

- ou bien L = L pour un g € G’ et il existe un caractére 6 de L qui est la
restriction d’un caractére © non ramifié de G’ tel que o, = 6 ® 7 ; alors, dans
Grot(G'), on a ind§ o, = © ® ind¥, m, ce qui implique

f(ind$ o) = f(¥ @ ind¢ 0,) = f(¥O ® ind§, mo) =0

(voir remarques plus haut faites sur la construction de f dans les deux cas),

- ou bien on ne se trouve pas dans cette situation; alors les séries de com-
position de © ® ind$, (mo) et ind§ o, sont disjointes pour tout © € ¥(G'). La
suite de composition de indg'au est donc formée de représentations tempérées,
mais ne contient aucun élément de Ui, ¥(G’;7;). Cela implique que la suite de
composition de ind$ ¢ = ¥ ® ind$ o, est formée de représentations essentielle-
ment tempérées mais ne contient aucun élément de U;_, ¥(G’; ;). Donc, encore
une fois, f(indg ) = 0 par la condition 3) dans le premier cas et 2’) dans le
deuxieme cas dans la construction de f.

Etape 2: Les induites strictes de représentations essentiellement de carré in-
tégrable engendrent ’espace des induites dans Grot(G'). (Utilise ’hypothese de
récurrence.)

Remarquons que I'’hypothése de récurrence implique que pour tout sous-
groupe parabolique propre P de G’ qui a une décomposition de Levi P = LU,
toute représentation tempérée de L est une représentation induite d’une représen-
tation de carré intégrable. Par conséquent, toute représentation essentiellement
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tempérée de L est une représentation induite d’une représentation essentiellement
de carré intégrable.

Soit P = LU un sous-groupe parabolique propre de G'. La remarque plus haut
vaut maintenant pour tous les sous-groupes paraboliques de L, propres ou pas
cette fois. Mais I’ensemble des induites des représentations essentiellement tem-
pérées de tous les sous-groupes paraboliques (propres ou pas) de L est une famille
génératrice de Grot(L) (car elle contient la base de Langlands de L). L’hypotheése
de récurrence implique donc que I’ensemble des induites des représentations es-
sentiellement de carré intégrable de tous les sous-groupes paraboliques (propres
ou pas) est aussi une famille génératrice de Grot(L). Cela prouve que les induites
strictes de représentations essentiellement de carré intégrable engendrent ’espace
des induites dans Grot(G').

On a donc montré en deux étapes que f s’annule sur toutes les représentations
qui sont des induites strictes. Pour vérifier les conditions de Paley-Wiener sur f
il suffit alors de montrer que pour toute représentation irréductible = de G', la
restriction de f & U(G’;7) est algébrique. Pour cela, on écrit 7 sur la base de
Langlands dans Grot(G’). Il y a deux types de représentations qui apparaissent
dans cette écriture: des représentations essentiellement tempérées de G’ et des
représentations de Langlands induites strictes. Quand on fait le produit tensoriel
d’une représentation de Langlands induite stricte par un caractére, on obtient
toujours une induite stricte. Or, on a montré que f s’annule sur toutes les induites
strictes. Donc, P’algébricité de f sur ¥(G';7) se réduit a P’algébricité de f sur les
variétés ¥(G’;7) ol T est une représentation tempérée, qui est évidente par les
conditions posées a la construction de f.

Donc f est une fonction trace par application du théoreme de Paley-Wiener.

Soit f' une fonction sur G’ qui correspond & f par le théoréme de Paley-
Wiener. On a vu que, pour toute représentation strictement induite o, on avait
tra(f') = 0 ce qui implique que P’intégrale orbitale de f’ est nulle sur les éléments
semisimples réguliers non elliptiques (proposition 4, Annexe 2). La fonction f’
annule de plus les traces de toutes les représentations essentiellement de carré
intégrable, mais pas la trace de 7;. Montrons qu’il y a la une contradiction qui
prouve que s = 1.

(a) F est de caractéristique nulle

Montrons que l'intégrale orbitale de f’' s’annule également sur tous les élé-
ments elliptiques réguliers de G’. Soit w un caractére unitaire de Z. Comme on
est en caractéristique nulle, I'intégrale orbitale de I,(f’) se trouve dans I’espace

L*(G.;w) (prop.1.9.1). En appliquant la proposition 1.4.2 on trouve que pour
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toute représentation de carré intégrable de G’ de caractére central w on a:

()= S W@ [ ,

TeT Tre

. D(E) [erq)(]w(f’); )](f)d{

Comme D’intégrale orbitale de I,(f’) est nulle sur les éléments semisimples ré-
guliers non elliptiques, la somme porte seulement sur les tores elliptiques et elle
peut s’écrire

tr(m)(L(f) =< xa; 2L (f);7) > -

Mais tra(L,(f') = trr(f') = 0 et donc ®(I,(f’);") est orthogonal & x,. comme
c’est vrai pour tout 7 de carré intégrable et de caractére central w on en déduit
que ®(1,(f"); ") est identiquement nulle sur G, par le corollaire 2.3.9. Comme c’est
vrai pour tout caractére unitaire w de Z on en déduit que l'intégrale orbitale de
f' est nulle sur G, comme on ’a fait dans la preuve de la proposition2, annexe
2. Donc 'intégrale orbitale de f est finalement nulle sur G'*. Dans ce cas on
peut appliquer la proposition 3 de ’annexe 2 (on est en caractéristique nulle), et
en déduire que la trace de toute représentation de G’ est nulle sur f’. Mais cela
contredit ¢r(m1(f’')) # 0. En conclusion s = 1 et on a indg;ﬂo = a7 ol a est un
entier strictement positif et 7 est une représentation tempérée de G'.

(b) F est de caractéristique positive

On reprend les notations du chapitre 3. On va considérer maintenant un corps
local L de caractéristique nulle m-proche de F, tel que (7 5, (f’) annule la trace
de toute représentation strictement induite et de toute représentation essentiel-
lement de carré intégrable de G, d’une part, et que (7, p, (71) soit bien définie
d’autre part. Par ce qui précede, L étant de caractéristique nulle, on saura que
¢p.p, (f') annule la trace de toute représentation de G’. On obtiendra ainsi une
contradiction avec ’égalité

tr¢5.p, (1) (CBrp, (F) = trru(f').

L’idée pour trouver un tel m est d’utiliser la proposition 4.1.2 plus bas. Mais
adoptons d’abord quelques notations.

Dans ce qui suit on notera les sous-groupes de Levi avec la lettre M (contrai-
rement a la convention observée jusqu’ici) pour ne pas les confondre avec le corps
L. Sur G% = GL,(Dp), la paire parabolique standard sera par convention (A; P)
ol A est le tore diagonal et P est le groupe des matrices dans G qui sont
triangulaires supérieures. On adopte les mémes conventions sur G. Ainsi, un
sous-groupe de Levi standard M de G ou G, est formé des matrices diagonales
par blocs de taille donnée et on peut associer & M de fagon biunivoque une suite
ordonnée d’entiers strictement positifs n,ns...n; telle que Z:=1 n; = r ou les
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n; représentent les tailles de ces blocs. A un sous-groupe de Levi standard de
G'r correspond donc un unique sous-groupe de Levi standard de G7. C’est pareil
pour les sous-groupes paraboliques standard. Si MF est un sous-groupe de Levi
standard de G%» on note My, le sous-groupe de Levi standard de G qui lui cor-
respond, et si Pr est un sous-groupe parabolique standard de G’ on note Py, le
sous-groupe parabolique standard de G’ qui lui correspond.

Proposition 4.1.2 . Soient Pp un sous-groupe parabolique standard de G’ et
Pr = MpUp la décomposition de Legz’ standard df_z Pr. Alors il existe un m tel
que, si F' et L sont m-proches, alors (5. p, (f') et {5 p, (fFF) sont bien définies

et on a _ _ )
(CngL(f,))PL = CZLFDL (f PF)'

Démonstration. L’analogue de cette proposition dans le cas particulier G =
GL,(F) est montré & la page 1053 de [Le3]. La démonstration est exactement la
méme dans notre cas.

Soit Pr I’ensemble de tous les sous-groupes paraboliques standard, propres
ou pas, de Gr et soit m un entier suffisamment grand pour que, pour tout corps
local L qui est m-proche de F', la proposition 4.1.2 plus haut soit vérifiée pour
tout Pr € Pr qui a une décomposition de Levi standard Pr = MrNp (c’est
possible puisque P est un ensemble fini). On a alors:

1) si P;, est un sous-groupe parabolique standard propre de G, si P, = M Uy
est une décomposition de Levi standard de Py, si 7 est une représentation lisse
irréductible de My, alors:

- ou bien le niveau de 7 est supérieur strictement & m et alors

trr((Brp, (f 7)) = 0,

- ou bien le niveau de 7 est inférieur ou égal & m et alors, en supposant
V4 - . . V4 . . ’ . —m —
que o est la représentation lisse irréductible de Mr qui vérifie (5. p, (o) = 7 on
peut écrire:

trm(CRp, (FFF)) = tra(f7r) = tr(ind$f o) (f) = 0

car f’ annule la trace de toute représentation strictement induite sur Gp.
Dans les deux cas on obtient trm(CZ,.p, (fFF)) = 0 ce qui implique, compte
tenu de la proposition 4.1.2 plus haut, que

tr(indSm)((p.p, (f)) = 0.
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Finalement, on a trouvé que CZ‘F p, (f') est une fonction qui annule la trace de
toute représentation induite stricte de G

2) si T est une représentation essentiellement de carré intégrable de G, alors
ou bien son niveau est supérieur & m et donc trm(¢3.p, (f)) = 0 ou bien son
niveau est inférieur ou eégal a m et alors, en supposant que o est la représentation
lisse irréductible de G’ qui vérifie (7. p (o) = 7 on a que o est une représentation
essentiellement de carré intégrable (prop.3.2.14) et par conséquent

tra((Bep, () = tra(f) =0

car f’ annule la trace de toute représentation essentiellement de carré intégrable
de G%. Finalement, on a trouvé que (7. p (f') annule la trace de toute représen-
tation essentiellement de carré intégrable de G7.

Par les points 1) et 2) ci-dessus et par le raisonnement fait déja en caracté-
ristique nulle, on en déduit que EZ‘F p, (f') annule la trace de toutes les représen-
tations de G’,. D’autre part, comme tr7;(f’) # 0, le niveau de 7; est inférieur ou
égal & m et donc {Z.p, (1) est bien défini et

tr{p.p, (1) (CB.p, () = trri(f') #0.

Contradiction. On trouve donc, comme en caractéristique nulle, que s =1 et on
. 4 N . . o, ’ .

a znd,c;'owo = a7 ol a est un entier strictement positif et 7 est une représentation

tempérée de G'.

Le fait que @ = 1 se montre exactement de la méme fagon que les étapes (2) et
(3) de la preuve de la proposition 27 de [FK], page 98. Je fais ici la remarque que
I’étape (1) de la dite démonstration est incorrecte, puisqu’on y utilise pour des re-
présentations essentiellement de carré intégrable le résultat selon lequel les suites
de composition de deux induites & partir de représentations de carré intégrable
sont ou égales ou disjointes. Or, ce résultat est faux pour des représentations
essentiellement de carré intégrable par exemple parce que l'induite d’une repré-
sentation cuspidale peut trés bien contenir une représentation essentiellement de
carré intégrable, ainsi que d’autres sous-quotients. Mais cette étape (1) peut étre
remplacée par la démonstration plus haut (cas de caractéristique nulle), inspirée
elle méme de [DKV].

118



4.2 Correspondance de toutes les représentations

4.2.1 Correspondance entre les groupes de Grothendieck

Dans cette sous-section F' est un corps local non archimédien, D est une
algebre centrale simple sur F' de dimension d?, r est un entier strictement positif,
n=rd,G=GL,(F) et G' = GL.(D). Sur G comme sur G, la paire parabolique
minimale standard sera formée par convention du tore diagonal et du groupe
des matrices triangulaires supérieures. Ainsi, & un sous-groupe de Levi standard
de G' correspond un unique sous-groupe de Levi standard de G et & un sous-
groupe parabolique standard de G’ correspond un unique sous-groupe parabolique
standard de G. Si L’ est un sous-groupe de Levi standard de G’ et L est le
sous-groupe de Levi standard de G qui lui correspond, L' est un produit de
groupes du type GLi(D) et L est un produit de groupes du type GLg(F) qui
leur correspondent. Il y a donc une correspondance qu’on note toujours C entre
les représentations essentiellement de carré intégrable de L et les représentations
essentiellement de carré intégrable de L' induite par la correspondance C du
théoréme 3.3.19. Si P est un sous-groupe de Levi standard de G (ou G'), si L est
son sous-groupe de Levi standard si 7 est une représentation de L, si g est un
élément de G (ou G'), on adopte les notations P9 pour g~ Pg, L9 pour g~'Lg et
79 pour w(g - g7 1).

Proposition 4.2.1 . Soit Bg l’ensemble des représentations induites de repré-
sentations essentiellement de carré intégrable de tous les sous-groupes parabo-
ligues standard de G. Alors Bg n'est autre que la base de Langlands de Grot(G).
Soit Bg ensemble des représentations induites de représentations essentielle-
ment de carré intégrable de tous les sous-groupes paraboliques standard de G'.
Alors Bgr n'est autre que la base de Langlands de Grot(G').

Démonstration. Le fait que Bg est une base de Grot(G) ressort de [Z] sans que le
fait que c’est exactement la base de Langlands y soit dit explicitement. Ce résultat
est en fait une conséquence directe du fait que les induites des représentations de
carré intégrable sont irréductibles et la démonstration est la méme sur les deux
groupes :

- si (A; P; 7;v) est un quadruplet de Langlands pour G (ou G'), alors il existe
un couple (P’; o) tel que P’ est un sous-groupe parabolique standard de G (ou G')
inclus dans P, o est une représentation de carré intégrable du sous-groupe de Levi
standard de P’ et 7 est une sous-représentation de indb,o. Par l'irréductibilité
des induites des représentations de carré intégrable (théoréme 4.1.1), on en déduit
que T = indb,o et par conséquent v ® T = indh, ((reshv) ® o) d'ott

indS ** ¢ (v @ 1) = ind, " ¢ ((reshv) ® 0);
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- si P’ est un sous-groupe parabolique standard de G (ou G') et L’ son sous-
groupe de Levi standard, si x est un caractére de L' et o est une représentation de
carré intégrable de L', alors il existe un sous-groupe parabolique standard P de G
(ou G') contenant P’ et maximal pour la propriété qu'il existe un caractere v de
P tel que resh,v = x. Alors, par irréductibilité des induites des représentations
de carré intégrable indL,(x ® 0) = v ® T ol 7 est une représentation tempérée.
Si A est le tore maximal standard de P, alors (A; P;T;v) est conjugué dans G
4 un quadruplet de Langlands (A9; P9;79;19) (voir démonstration du lemme 3,

annexe 2). On a alors d’une part
nd$ ° ¢ (v @ 7) = indS, " ¢ ((reshv) ® o)
et d’autre part, dans le groupe de Grothendieck,
indS ¢ (v @ 1) = ind$,™ ¢ (1! ® 79).

D’ou le résultat.

Soit JL, l’application définie sur Bg & valeurs dans Grot(G) de la fagon
suivante : soient P’ un sous-groupe parabolique standard (propre ou pas) de G,
L’ le sous-groupe de Levi standard de P’ et o une représentation essentiellement
de carré intégrable de L'; soient P le sous-groupe parabolique standard de G qui
correspond & P’, L le sous-groupe de Levi standard de P (L correspond & L') et o
la représentation essentiellement de carré intégrable de L qui vérifie C(o) = o';
on pose

JL, (indS,0") = indSo.
Grace a la proposition précédente, JL, s’étend de fagcon unique en un morphisme
injectif de Z-modules de Grot(G') dans Grot(G).

Théoréme 4.2.2 . a) Le morphisme injectif de Z-modules
JL, : Grot(G') — Grot(G),
commute a la tensorisation avec des caractéres, et on a

X=! (g’) = (—l)n—rXJLr(w’)(g) v g < g"

b) Le morphisme JL, réalise une bijection

- entre les représentations de carré intégrable de G' et les représentations de
carré intégrable de G, ainsi qu’entre les représentations essentiellement de carré
intégrable de G' et les représentations essentiellement de carré intégrable de G
(Vapplication inverse n’est autre que C),

- entre les représentations tempérées de G' et les représentations tempérées
de G qui sont des induites de représentations de carré intégrable de sous-groupes
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paraboliques de G qui se transférent, ainsi qu’entre les représentations essentiel-
lement tempérées de G' et les représentations essentiellement tempérées de G
qui sont des induites de représentations essentiellement de carré intégrable de
sous-groupes paraboliques de G qui se transférent,

- entre les représentations cuspidales de G' et les représentations essentielle-
ment de carré intégrable de G dont la restriction de Jacquet a tout sous-groupe
parabolique qui se transfére est nulle.

¢) Soit S, le sous-module de Grot(G) engendré par l’ensemble des représen-
tations induites de représentations essentiellement de carré intégrable de tous les
sous-groupes paraboliques qui ne se transférent pas. Alors Sg ¢ est un supplémen-
taire de l'image Im(JL,) de JL, dans Grot(G) et JL, induit un isomorphisme

Grot(G") ~ Grot(G)/Sg,a'-

Démonstration. a) Pour vérifier qu’on a

X (9) = (-1)""x.m(9) Vged
pour tout ' € Grot(G') il suffit de le vérifier pour tout 7’ € Bg. Si 7’ est une
représentation essentiellement de carré intégrable c’est le théoréme 3.3.19 car
JL,.(n') = C1(«’). Si 7’ est une induite stricte d’une représentation essentielle-
ment de carré intégrable cela résulte de la définition de JL,(7') et du théoréme
1.3.2.

Pour montrer que JL, commute a la tensorisation avec des caracteres il suffit
de le montrer sur la base Bg. Soit x un caractére de G'. Si 7' = ind$g,0’, ou
P’ est un sous-groupe parabolique standard de G’ et ¢’ est une représentation
essentiellement de carré intégrable du sous-groupe de Levi standard L' de P’,
alors on a

X ® ' = ind$ ((resSx) ® o).
Or, (res$x) ® o’ est une représentation essentiellement de carré intégrable de
L’. Soient P le sous-groupe parabolique standard de G correspondant & P’, L
son sous-groupe de Levi standard et o la représentation essentiellement de carré
intégrable de L qui correspond & ¢’ par la correspondance entre L et L'. On a
alors par définition de JL, :

JL,(z'ndG:((resgfx) ®0')) = ind$((resSx) ® o).
On en déduit que
JL.(x®7') = JLr(indg:((resg:x) ®d')) = indg((resgx) ®o) =

x ® indSo = x ® JL,(ind%o") = x ® JL. (7).
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b) L’assertion sur les représentations essentiellement de carré intégrable est le
théoréme 3.3.19 de correspondance. L’assertion sur les représentations de carré
intégrable en résulte puisque C conserve le caractére central et une représenta-
tion essentiellement de carré intégrable est de carré intégrable si et seulement
si son caractére central est unitaire. Les représentations tempérées de G’ sont
exactement les induites de représentations de carré intégrable des sous-groupes
paraboliques strictes ou pas et 1’assertion sur les représentations tempérées est
imédiate. Le morphisme JL, commute & la tensorisation avec des caracteres, donc
on peut passer des représentations tempérées aux représentations essentiellement
tempérées. La partie concernant les représentations cuspidales est le théoréme
B.2.b de [DKV]. Elle découle aussi immédiatement de la proposition B, page 70.

c) Le fait que Sg est un sous-module supplémentaire de Im(JL,) dans
Grot(G) est une conséquence triviale du fait que Bg\JL,(Bg') est par défini-
tion une base de Sg¢ . Le fait que le morphisme de Z-modules Grot(G') —
Grot(G)/S¢,e obtenu par composition de la projection Grot(G) — Grot(G)/Sg,c
avec JL, est un isomorphisme s’ensuit, parce que JL, est injectif et réalise donc
une bijection de Grot(G') sur son image.

Compléments

1) Le morphisme JL, n’envoie pas toute représentation cuspidale de G’ sur
une représentation cuspidale de G. C’est le cas si et seulement si ’ensemble de
nombres premiers qui divisent n coincide avec ’ensemble de nombres premiers
qui divisent r (c’est une conséquence du fait que de toute facon I'image d’une
représentation cuspidale de G’ est une représentation essentiellement de carré
intégrable de G, de la description des sous-groupes de Levi standard de G pour
lesquels la restriction d’une représentation essentiellement de carré intégrable est
non nulle dans [Z], et de la proposition B, page 70).

2) Le morphisme JL, n’envoie pas toute représentation irréductible de G’ sur
une représentation irréductible de G, sauf si d = 1 ou r = 1. Donons un contre-
exemple qui se généralise facilement. Soient n = 4, d = 2, L’ le tore diagonal
de G’ = GLy(D) et L le sous-groupe de Levi standard de G = GL4(F') qui lui
correspond. Soit p un caractére de F'. En utilisant les notations de [Z], considérons
la représentation essentiellement de carré intégrable o de L:

o =< [p;vp] > ® < [vp;V?p] >t .

Le théoréme 9.7 de [Z] implique que la représentation induite de o & G est réduc-
tible, puisque les segments [p; vp| et [vp; V% p] sont liés. Soit o’ la représentation
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essentiellement de carré intégrable de L' qui correspond & o. Alors le lemme 2.5
de [Ta] implique que la représentation induite de o’ & G’ est irréductible parce
que d = 2 ne divise pas la longeur du segment [p; vp] N [vp; v2p] = [vp; vp).

On peut donc dire qu’en général, & une représentation irréductible = de G’
correspond une combinaison linéaire & coefficients dans Z de représentations ir-
réductibles de G. On peut montrer par récurrence que, si 7 est le quotient de
Langlands du quadruplet (A’; P';v;7’), alors le quotient de Langlands du qua-
druplet (A; P;v;7) ol A correspond & A’, P correspond & P’ et 7 correspond &
7' figure dans cette combinaison linéaire avec un coefficient égal & (—1)"" et que
tout autre représentation irréductible qui y figure est le quotient de Langlands
d’un quadruplet strictement inférieur & (A; P; v; ) pour 'ordre défini au 2.1, cha-
pitre XI, [BW].

3) Le théoréme 4.2.2 implique que, si D et D’ sont deux algebres a division de
méme dimension sur F', si r est un entier strictement positif, il y a une bijection

f : Grot(GL,(D)) ~ Grot(GL.(D"))
telle que pour tout 7 € Grot(D) on ait:

xXx(9) = Xfm(9")

pour tout g € GL,.(D)*" et tout ¢’ € GL,.(D')*" qui ont le méme polynéme ca-
ractéristique. Une question intéressante serait si cette fois, la correspondance f
envoie une représentation irréductible sur une représentation irréductible. Cela
n’a pas ’air évident, méme si le théoréme 4.2.6 de la sous-section suivante im-
plique que la correspondance f commute avec ’induction et la restriction, ainsi
qu’a l'involution définie par A.-M. Aubert ([Au]).

4) En définissant le morphisme JL, ainsi on a fait le choix (naturel d’un cer-
tain point de vue) de privilégier les représentations de carré intégrable. En effet,
les propriétés imposées au point a) du théoréme ne caractérisent pas le morphisme
JL,, et méme les propriétés imposées au points a) et b) ne le caractérisent pas
non plus. En regardant “dans I’autre sens” on obtient le résultat suivant plus
naturel d’un autre point de vue puisqu’il est assorti d’“unicité” :

Proposition 4.2.3 . Il existe un unique morphisme de Z-modules
LJ, : Grot(G) — Grot(G')

tel que pour tout ' € Grot(G'), image réciproque de w' par LI, est l’ensemble
de tous les m € Grot(G) qui vérifient:

x=(9) = (-1)""xx(¢) Vg&d.
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Le morphisme LJ, est surjectif.

4.2.2 Correspondance entre les algebres de Hopf

Dans cette sous-section, F' désigne un corps local non archimédien et D une
algébre A division centrale sur F', de dimension d?.

Soit » un entier strictement positif. Soit G 1'un des groupes GL,(F) ou
GL, (D). Par convention, sur le groupe G la paire parabolique minimale stan-
dard sera formée du tore diagonal et du groupe des matrices triangulaires supé-
rieures. On note W(G) le groupe formé par les matrices de permutation dans G
qu’on identifie aussi avec le groupe des permutations de ’ensemble {1,2 ...n}.
Si L est un sous-groupe de Levi standard de G, alors on pose ¥L = wLw™! et
si m est une représentation de L, on note “7 la représenetation de YL définie
par “7(g) = m(w™'gw). On utilise aussi les notations: L* pour ¥~ L et 7 pour
w1, Si L est un sous-groupe de Levi standard de G alors il existe une partition
A1 [TA2]]..- 11 Ax de lensemble {1,2 ...n} ot A; = {1,2 ..n;}, A = {ny +
1,n1+2 ...ny} etc. telle que L soit 'ensemble des matrices M = (m;j)1<ij<n € G
telles que m;; est nul si (4;5) ¢ US; A; X A4;. On appelle les ensembles ordonnés
Ay, As... Ay les sections de L et on pose aussi |L| = n — k — 1. Maintenant, si
L, et L, sont deux sous-groupes de Levi standard de G, on note W (L, Lo) le
sous-groupe de W(G) formé des éléments w qui vérifient :

- w(k) < w(l) si k <!let ket !sont dans la méme section de L,

-w (k) <w™(l) si k < let k et [ sont dans la méme section de L.

Si w € W(Ly; Lp), alors Ly N Ly et Ly N LY sont des sous-groupes de Levi
standard de G. Dans ce qui suit, on n’utilise les foncteurs d’induction et de res-
triction qu’a partir de sous-groupes paraboliques standard de G et qui vont. donc
étre déterminés par leur sous-groupes de Levi standard. On adopte donc les no-
tations de [Au]: si L; et Lo sont deux sous-groupes de Levi standard de G tels
que L, C L,, alors on pose lff = indﬁf et rff = resgf ou P, et P, sont les
sous-groupes paraboliques standard qui ont pour sous-groupes de Levi standard
L, et L, respectivement.

Rappelons ici sous forme d’un lemme le théoréme 1.2 de [Z], résultat qui nous
sera utile par la suite:

Lemme 4.2.4 . Soient Ly et Ly deur sous-groupes de Levi standard de G. Soit

7 une représentation de L. On a alors:
G :G,__ _ : w
rr i m= Z twrynz, ((Tinzem)?).
weW (L1,L3)
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Posons
R(F) = €P Grot(GLa(F))
neN
ol par convention, pour n = 0 on met GL,(F) = Grot(GL,(F) = Z. Si L est
un sous-groupe de Levi standard de GL,(F) & k blocs, on considérera r¥ comme
une application linéaire de Grot(GL,(F)) 4 valeurs dans @*R(F).

A .Zelevinski a muni ’espace vectoriel R(F') d’une multiplication m et une co-
multiplication ¢ qui en font une algébre de Hopf graduée ([Z]). Avec les notations
et conventions plus haut, la multiplication et la comultiplication de Zelevinski se
définissent de la fagon suivante:

- si T, € Grot(GLi(F)) et mpy € Grot(GLy(F)), alors on identifie GLi(F) x
GLy (F) avec le sous-groupe de Levi standard L de G Ly, (F) de blocs diagonaux
de taille £ puis £’ et on pose

m(m; ) = iS (T ® )

et on étend par bilinéarité & une application de R(F) ® R(F') a valeurs dans
R(F).

- si m € Grot(GL,(F)), on identifie GLg(F) X GLp(F), k+ k' = n, 4 un
sous-groupe de Levi standard maximal de GL,(F), Lix, et on pose

GLa(F) .
Z rLk K

k+k'=n

on étend ensuite par linéarité & une application de R(F') & valeurs dans R(F) ®
R(F).

Exactement de la méme fagon on peut poser

= P Grot(GL.(D)).

reN

Si L est un sous-groupe de Levi standard de GL,(D) & k blocs, on regarde r$
comme une application linéaire de Grot(GL,(D)) & valeurs dans ® R (D). On
peut munir I’espace vectoriel R(D) d’une multiplication m’ et une comultiplica-
tion ¢’ définies comme plus haut et vérifier comme dans [Z] qu’on obtient ainsi
une algébre de Hopf graduée.

A. Zelevinski a aussi défini une involution de I’algébre de Hopf R(F') (prop.
9.12, [Z]) qui s’avére étre une inversion au sens de [Bou2] (prop. 9.16, [Z]). Dans
[Au], A.-M. Aubert définit une involution du groupe de Grothendieck d’un groupe
réductif quelconque. Elle montre également que cette involution envoie une re-
présentation irréductible sur une représentation irréductible au signe pres et que
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cette involution coincide au signe prés avec celle de A. Zelevinski dans le cas du
groupe linéaire. Revenons & la notation G = GL,(F) ou GL,(D). Sur Grot(G),
'involution de [Au] est définie de la fagon suivante: si £ est I'ensemble de sous-
groupes de Levi standard de G , si 7 est un élément de Grot(G), alors

i(m) = ) (~1)Migrf(m).

Lec

A partir de maintenant on note toujours ¢ involution induite par i sur R(F) et
i’ I'involution induite par ¢ sur R(D) et on ne parle plus d’involution du groupe
de Grothendieck mais d’involution de R(F') ou R(D). On vérifie comme dans [Z],
prop. 9.16, que 7’ est une inversion de R(D) au sens de [Bou2].

Proposition 4.2.5 . En tant qu’anneau, R(F) est isomorphe d l’anneau de poly-

némes en une infinité de variables commutatives Z[U I?(GL.(F))] et, toujours

neN
en tant qu’anneau, R(D) est isomorphe d l’anneau de polynémes en une infinité

de variables commutatives Z[U 1*(GL.(D))].

reN

Démonstration. Pour R(F), cette proposition est une conséquence du corro-
laire 7.5, du théoréme 9.3, et de la proposition 9.16 de [Z]. Autant pour R(F)
que pour R(D) c’est une conséquence immédiate de la proposition 4.2.1.

Théoréme 4.2.6 . a) L’ensemble des morphismes injectifs de Z-modules
JL, : Grot(GL,(D)) = Grot(GL.q(F))
pour tout T induit un morphisme injectif d’ anneaux
JL : R(D) - R(F).

b) L’image de JL est le sous-anneau de R(F') engendré par les représenta-
tions essentiellement de carré intégrable de tous les GL,(F) tels que d divise n.
L’idéal Irp de l’anneau R(F) engendré par les représentations essentiellement
de carré intégrable de tous les GL,(F) tels que d ne divise pas n est un Z-module
supplémentaire de l’image de JL dans R(F).

¢) La comultiplication et involution de R(F') induisent des opérations bien
définies sur l'anneau R(F)/Irp. L’anneau R(F)/Ipp hérite ainsi d’une struc-
ture d’algébre de Hopf et d’une inversion. L’application JL induit un isomor-
phisme d’ algebres de Hopf

JLH : R(D) ~ R(F)/IF,D

L’isomorphisme JLH respecte l’inversion au signe prés.
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Démonstration. a) Pour tout entier positif 7, JL, induit une bijection de
[12(GL,(D)) sur I13(GL,4(F)). La proposition 4.2.5 implique que cette restric-
tion de JL, aux représentations essentiellement de carré intégrable pour tout r
induit un unique morphisme d’anneaux JL de R(D) dans R(F'), qui de plus est
injectif. On doit prouver que pour tout r ’application JL coincide avec JL, sur
Grot(GL,(D)) tout entier. Par la proposition 4.2.1 et par linéarité des deux ap-
plications, il suffit de vérifier que pour deux représentations essentiellement de
carré intégrable 7] de GL,,(D) et 4 de GL,,(D), on a

m(JLy, (11); JLy, (73)) = ILypyr, (M (715 73)).
Mais cela fait partie de la définition méme de JL, ,,.

b) Partant de la définition de JL, le fait que 'image de JL est le sous-anneau
de R(F) engendré par les représentations essentiellement de carré intégrable de
tous les GL,(F) tels que d divise n est tautologique. En écrivant maintenant

U (GL.(F)) = (UTA(GL(F)) | (UT(GL(F))),

neN dln din

on a que tout polyndme en les variables |,y IT?(G Ly (F)) s’écrit de fagon unique
comme la somme d’un polynéme en les variables [, [12(GL,(F)) et un poly-
néme dont chaque mondme contient au moins une variable se trouvant dans
I'ensemble Jy, [12(GL,(F)). On en déduit 1'égalité de Z-modules:

R(F) = Im(JL) & Irp.

c) Par le point b) le morphisme injectif d’anneaux JL : R(D) — R(F) induit
un isomorphisme d’anneauz JLH : R(G') — R(F)/Ipp. 1l suffit de montrer
que la comultiplication c et I'involution : de R(F') “passent au quotient” et que
JLH commute & la comultiplication et & P'involution. Reprenons les notations
de la sous-section précédente: r € N*, G' = GL,(D) et G = GL,4(F). On va
étudier ’effet du foncteur restriction sur les bases Bg et Bg. On commence par
les représentations essentiellement de carré intégrable.

Dans ce qui suit on suppose que le lecteur est un peu familiarisé avec les ar-
ticles [BZ] et [Z].

Lemme 4.2.7 . a) Soit 0 une représentation essentiellement de carré intégrable
de G qui correspond & un segment [p; v*~1p] de Zelevinski. Soit L un sous-groupe
de Levi standard de G. Alors o est la représentation nulle si l’entier n/k ne
divise pas la taille de tous les blocs de L et r$o est une représentation essentiel-
lement de carré intégrable de L si lentier n/k divise la taille de tous les blocs de
L.
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b) Soient o’ une représentation essentiellement de carré intégrable de G' et
L' un sous-groupe de Levi standard de G'. Posons o = JL,.(0"). Supposons que la
représentation essentiellement de carré intégrable o de G correspond a un segment
[o; 5~ 1p]. Soit L le sous-groupe de Levi standard de G qui correspond da L. Alors
r{ o’ est la représentation nulle si l’entier n/k ne divise pas la taille de tous les
blocs de L et t$ 0’ est une représentation essentiellement de carré intégrable de
L' si Uentier n/k divise la taille de tous les blocs de L. En fait r$,0' et r$o se

correspondent par C.

Démonstration. Le point a) est la proposition 9.5 de [Z]. Le point b) est alors
la conséquence directe de la proposition B, page 70. Ce résultat est montré aussi
dans [DKV], théoréme B.2.b.

Appliquons maintenant le lemme 4.2.4 & un élément 7 de Bg. On a 7 = ifo

ou o est une représentation essentiellement de carré intégrable du sous-groupe de
Levi standard L; de G. Soit L, un autre sous-groupe de Levi standard de G. On

a alors

rr=r§if o= z fwr,nz, ((Trunzeo)®).

weW(L1,L2)

Le lemme 4.2.7 implique alors que ngﬂ est une somme de représentations de

Ly qui sont des induites de représentations essentiellement de carré intégrable
de sous-groupes de Levi standard de L, du type ¥L; N Ly. Notons W (Ly; L)g
I’ensemble des éléments w € W(Lq; Ly) tels que L, N Ly se transfere (c. a. d.
que d divise le cardinal de toutes ses sections). Ecrivons ’

r¢r=rfif o= (4.1)
. w . w
Z IWLmLz( (I‘LmszU))‘F - Z lelan( (rLlnLg’U))
weW (L1,L2)q w€W (L1,L2)\W(L1,L2)a

D’abord, si L; ou L ne se transfere pas, alors W(Ly; Ly)g = @ parce qu’un
sous-groupe de Levi standard qui ne se transfére pas ne peut pas contenir un
sous-groupe de Levi standard qui se transfere.

C’est le cas en particulier si L; ne se transfere pas (c’est a dire que 7 €
Be\JL,(Bg)). On trouve donc dans ce cas que rf,m est la somme des induites
de représentations essentiellement de carré intégrable de sous-groupes de Levi
standard de L, qui ne se transferent pas. Cela veut dire que, si Ly a k-blocs,

Pimage de r§, : R(F) — @*R(F) est incluse dans le sous-espace

k-1
> &'R(F) ® Irp @17 R(F)

=0
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de @*R(F).
En particulier, en appliquant la définition de ¢ on trouve que
C(’IT) € R(F) ® IF,D + IF,D ® R(F)

Puisque 7 est un élément quelconque de Bg\JL,(Bg) cela implique que la comul-
tiplication “passe au quotient” dans R(F)/Ir p. On note ¢ la comultiplication de
R(F)/Ipp induite par c.

En appliquant maintenant la définition de 7 on trouve que
’L(’/T) € IF,D

puisque #(7) est une somme d’induites de représentations essentiellement de carré
intégrable de sous-groupes de Levi standard de G qui ne se transferent pas. Donc
I'involution i “passe au quotient” dans R(F)/Irp. On note i linvolution de
R(F)/1gp induite par 3.

Etudions maintenant le cas ol L, se transfere, c.3.d. 7 € JL(Bg). Par la for-
mule 4.1, si 7 est un élément de JL,.(Bg), si L, a k sections, dans ®*[R(F)/IF p)

on a:
. w
(%) ifr= Y degnn(Y(rnago)).
weW(L1,L2)q

Si L, ne se transfere pas, on a vu que W (L, Lo)q était vide et donc
(% * %) r¢ m =0 dans ®° [R(F)/Ip,p)-

Si L, se transfere, adoptons les notations suivantes:

- soit L] le sous-groupe de Levi standard de G’ correspondant & L;,

- soit LY, le sous-groupe de Levi standard de G’ correspondant & Lo,

- soit 7' I’élément de Grot(G') correpondant & 7 ; autrement dit, 7’ est I'induite
de L} & G’ de ¢’ ou ¢’ est la représentation essentiellement de carré intégrable de
L qui correspond & o par la correspondance entre L; et L.

On a par le lemme 4.2.4:

(**) rgéﬂ" = Z iwL'lnle (w(rLllﬂL;wal))'
weW(LY,L})

Maintenant, il existe une inclusion standard ¢t de W(L}; L) dans W (Ly; Lo).
Elle est définie de la fagon suivante. On regarde les éléments de W(L}; L;) comme
des permutations de I’ensemble {1,2 ...r} et les éléments de W(L;; L,) comme
des permutations de I’ensemble {1,2 ..n} comme on I'a expliqué au debut de
cette sous-section. Soit 7/ une permutation dans W (L}; L}). Pour tout élément
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de I’ensemble {1,2..n} il existe un unique couple (a;b) € {1,2 ...r} x {0,1 ...d}
tel qu’on ait
z=ad—b.

On pose alors
7(x) = 7'(a)d — b.

On obtient ainsi une permutation 7 de I’ensemble {1,2 ...n} et on pose
t(r')=r.

En fait, ¢(7) est la permutation de ’ensemble {1,2 ...n} qui permute les r sous-
ensembles {1,2 ...d}, {d+1,d+2..2d}, ..{(r—1)d+1,(r—1)d+2 ...n} selon
la permutation 7’ tout en laissant I’ordre inchangé & l'intérieur de chacun de ces
sous-ensembles. L’application clairement injective

t: W(L3; Ly) = W(Ly; Ls)

ainsi définie a la propriété que pour tout w € W(L}; L)), les sous-groupes de
Levi standard “L, N L}, et *¥)L; N L, se correspondent (et pareil pour L} N L3
et L1 N L;(w)). Ainsi, 'image par ¢ de W(L}; L)) est incluse dans W (Ly; L)4. Le
but du jeu est maintenant de montrer que ’image par ¢t de W (L}; L}) est en fait
W (Ly; Lg)4. Cela donnera l’egalité entre les membres droits des formules 4.1 et
(**), grace au lemme 4.2.7 b).

On doit montrer que, si w € W(L; Ls), alors la permutation w de I’ensemble
{1,2 ...n} permute les sous-ensembles {1,2 ...d}, {d+1,d+2 ..2d}, ..{(r —
1)d+1,(r —1)d + 2 ...n} en laissant I'ordre inchangé a I'intérieur de chacun de
ces sous-ensembles.

Posons w(1) = I. Supposons que ! se trouve dans la s-iéme section de L.
Alors [ est le premier élément de cette section parce que, si I’ est un élément
de cette méme section de L, qui précede [, on doit avoir w™(l') < w™(l) (voir
définition de W (Ly; Ls)) ce qui est impossible car w™!(l) = 1. Donc, w(1) est un
entier du type ad+ 1, a € {0,1 ...r} car il est le premier d’une section de L, et
les cardinaux des sections de L, sont tous divisibles par d puisque L, se transfere.

Montrons qu’on a w(2) = ad+2, w(3) = ad+3 ...w(d) = (a+ 1)d. Montrons
d’abord que les entiers w(1), w(2) ...w(d) se trouvent tous dans la méme section
de Lj. Soit o la transposition (1;) pour un i € {2,3 ...d}. On note toujours o la
matrice de permutation qui lui correspond. La matrice o se trouve dans le plus
petit sous-groupe de Levi standard de G qui se transfere (celui formé de matrices
diagonales par blocs de taille d et qui est contenu par conséquence dans tout
sous-groupe de Levi standard de G qui se transfere). Donc ¢ € L; N LY puisque
ce dernier est un sous-groupe de Levi standard qui se transfére. C’est & dire que
o € LY soit wow™' € L,. Cela implique que la permutation wow™! vérifie: pour
tout z € {1,2 ...n}, wow™(z) et z se trouvent dans la méme section de L,. En
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appliquant cela & z = w(1) on trouve que w(z) et w(1) se trouvent dans la méme
section de L,. C’est ce qu’on voulait démontrer.

Maintenant prouvons que w(2) = ad+2, w(3) = ad+3 ... et w(d) = (a+1)d.
Si, par exemple, w(2) # ad + 2, alorson a w(l) = ad+1 < ad + 2 < w(2). Ces
trois entiers étant dans la méme section de L, (puisque w(1) et w(2) le sont),
on a wH(w(1)) < w(ad + 2) < w™H(w(2)) (voir encore une fois la définition
de W (Ly; Ls)) ce qui est impossible car il n’y a aucun entier entre 1 et 2. Ainsi
de suite pour w(3) et les autres. On prouve ainsi que w envoie {1,2 ..d} sur
{ad+1,ad+2 ...(a + 1)d} sans changer 'ordre.

On continue de la fagon suivante : on prouve que w(d+1) est un entier du type
Bd+ 1. En effet, s’il n’est pas le premier dans la section de L, qui le contient, les
seuls entiers qui puissent le précéder dans cette section sont w(1), w(2) ... et w(d).
Mais ces entiers sont consécutifs donc si un le précede, tous le précedent et on a
alors w(d+1) = w(d) +1 = (e +1)d+ 1. Apres cette remarque la démonstration
se déroule comme pour {1,2 ...d}, jusqu’au résultat final.

On a trouvé donc que ¢ réalise une bijection:
t: W(Ly; Ly) = W(Ly; La)a.
Si L, a k sections, notons JLH* I’isomorphisme d’anneaux
®"R(D) = ®"[R(F)/IF,p]
induit par ’isomorphisme d’anneaux
JLH : R(D) ~ R(F)/Irp.

Alors Pimage de r§, () dans ®*[R(F)/IF,p] est égale & JLH"(TICZ (7')). Cela se
voit en comparant les formules (*) et (**): pour tout w € W (L{; Lj),

. . t
forgnry (*(r LinLy 7)) et i, ( “ (erL;(w)al))

se correspondent par JLHF et ¢ est une bijection de W (L}; L}) sur W(Lq; L2)q.
Maintenant revenons aux définitions de la comultiplication et de l’involution.
Notons £ I’ensemble de sous-groupes de Levi standard de G et L, son sous-
ensemble formé de sous-groupes de Levi standard maximaux. De méme, notons
L' 'ensemble de sous-groupes de Levi standard de G’ et L], son sous-ensemble
formé de sous-groupes de Levi standard maximaux. Supposons qu’on est dans la
situation L, se transfere en L}, 7 = if o oll o est une représentation essentielle-
ment de carré intégrable de L, o’ est la représentation essentiellement de carré

intégrable de L; qui lui correspond et 7’ = if o’ .

On a
c(n) = Z ré(r) € R(F) @ R(F).
LELmas
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Cette somme se décompose en deux sommes: une sur les sous-groupes de Levi
standard maximaux de G qui se transferent et I’autre sur les sous-groupes de Levi
standard maximaux de G qui ne se transferent pas. L’image (bien définie, on I’a
vu) de c() dans R(F)/Irp ® R(F)/Irp est la méme que I'image de la somme
sur les sous-groupes de Levi standard maximaux de G qui se transféerent par la
remarque (***) plus haut. D’autre part on a

dr)= > 1) e R(D)®R(D).

L'ell,,z

Les sous-groupes de Levi standard maximaux de G qui se transferent se corres-
pondent biunivoquement avec les sous-groupes de Levi standard maximaux de
G'. Si L est un tel sous-groupe de G et L' est le sous-groupe de G’ qui lui corres-
pond, alors on a vu que I'image de r{= dans R(F)/Irp ® R(F)/Ir,p est égale &
JLH?(x$,7'). Donc, finalement, 'image &(7) de () dans R(F)/Ir,p®R(F)/1rp
est égale 3 JLH?(c(n")).

Maintenant on étudie l'involution. On a dans R(F)

m) = Y (~1)Hifrf(n).

LeL

Cette somme se décompose en deux sommes: une sur les sous-groupes de Levi
standard de G qui se transferent et I’autre sur les sous-groupes de Levi standard
de G qui ne se transferent pas. Toujours par la remarque (***) plus haut, 'image
(bien définie, on 1’a vu aussi) de i(«) dans R(F)/Irp est la méme que 'image
de la somme sur les sous-groupes de Levi standard de G qui se transferent.

Par ailleurs, dans R(D) on a

(') = (-)FHEG S (x').
Lec
Les sous-groupes de Levi standard de G qui se transférent correspondent biuni-
voquement aux sous-groupes de Levi standard de G'. Si L est un sous-groupe
de Levi standard de G A k sections qui se transfére et L’ est le sous-groupe de
G’ qui lui correspond, alors on a vu que l'image de r¥n dans ®F[R(F)/IFp)
est égale a JLHk(I‘g’ﬂ") Par ailleurs, on a (—1)l = (=1)*"(-1)¥'l. Donc
i%rér = (- 1)""JLH(1L,rL,7r’) dans R( )/Irp- Finalement, 'image i(7) de
i(m) dans R(F')/1rp est égale & JLH(i(n")).

On rappelle que les produits de représentations essentiellement de carré in-
tégrable forment une base Bp de R(D) comme Z-module, que JLH : R(D) —
R(F)/Ipp est un isomorphisme d’anneaux et qu’on vient de prouver que pour
tout 7’ € Bp on a

JLH(d (")) = &JLH(r"))

et
JLH@' (r')) = (=1)""3(JLH(r")).
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Cela montre bien que JLH est un isomorphisme d’algebres de Hopf et qu’il
respecte l'involution au signe (—1)"~" pres.
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4.3 Transfert de toutes les fonctions

Soient F' un corps local non archimédien de caractéristique quelconque et D
une algebre 3 division centrale sur F' de dimension finie d2. Soit r un entier stric-
tement positif. On pose G' = GL.(D) et G = GL.q(F). Les paires paraboliques
minimales standard fixées sur G et G’ seront considérées par convention du type
(A; P) ou A est le tore diagonal et P est le groupe des matrices triangulaires
supérieures. On identifie comme d’habitude les centres des deux groupes et on
les note indistinctement Z. On fixe des mesures dg sur G, dg' sur G’ et dz sur
Z. Sur les tores maximaux de G et G’ on fixe des mesures qui se correspondent
comme dans la section 9, chapitre 1. Dans cette section on démontre le théoréme
de transfert suivant:

Théoréme 4.3.1 . 1) Soit f' € H(G'). Alors il existe f € H(G) tel que f < f'.
2) Soit f € H(G) telle que l'intégrale orbitale de f s’annule sur G*"\G¢ .
Alors il existe f € H(G') telle que f + f'.

Démonstration. Le transfert en caractéristique nulle a déja été prouvé dans
[DKV], théoréme B.2.c.1, mais je pense que cette démonstration est légérement
incompléte : affirmation selon laquelle si les intégrales orbitales sont normalisées
correctement F' — F) se prolonge en une fonction localement constante sur G ne
peut étre vérifiée & mon avis que si on sait qu'on a égalité de tous les germes
sur G et G' et on ne le sait pas. On reprend plus bas cette démonstration en
caractéristique nulle en corrigeant ce passage.

Soient f' € H(G') et f € H(G) telles que trm(f) = 0 pour tout 7 € Sg¢ ;
on écrit f € PWg(f') ou f' € PWg/(f) si tro(f') = trJL.(r)(f) pour tout
n € E(G").

Lemme 4.3.2 . Pour f € H(G) les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) L’intégrale orbitale de f est nulle sur G"\Gg.
(ii) trm(f) = 0 pour tout m € Sg ¢ -

Démonstration. Un élément g de G*" se trouve dans G*"\G¢ si et seulement si
son polynéme caractéristique & un facteur irréductible sur F' dont le degré n’est
pas divisible par d, si et seulement s’il existe un sous-groupe de Levi L de G tel
que L ne se transfére pas et g € L.

Montrons que (i) = (ii). Supposons que f vérifie (i). Si L est un sous-groupe
de Levi standard qui ne se transfere pas, si P est le sous-groupe parabolique
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standard de G dont un sous-groupe de Levi est ce L, alors d’apres la remarque
plus haut, par le théoréme 1.2.1, I'intégrale orbitale de f¥ est identiquement nulle
sur L°". Par la proposition 3 de 'annexe 2 (qui s’applique parce que sur GL, les
caracteres sont localement intégrables en toute caractéristique) f¥ annule la trace
de toute représentation de L. On en déduit en appliquant le théoréme 1.3.1 que f
annule la trace de toute représnetation induite d’un sous-groupe de Levi standard
de G qui ne se transfere pas. C’est vrai en particulier pour les représentations
essentiellement de carré intégrable de ces groupes, ce qui prouve que f annule la
trace de toute représentation de Sg .

Montrons maintenant que (ii) = (i). Supposons que f vérifie (ii). Soit g €
G*"\Gg. Soit L un sous-groupe de Levi de G qui contient g et qui ne se transfere
pas. Aucun sous-groupe de Levi de L ne se transfere. Alors (ii) implique que f
annule la trace de toutes les représentations induites & G des représentations es-
sentiellement de carré intégrable de tous les sous-groupes de Levi de L. Si P est
un sous-groupe parabolique de G dont un sous-groupe de Levi est L, f¥ annule
alors la trace de toutes les représentations induites & L des représentations essen-
tiellement de carré intégrable de tous les sous-groupes de Levi (propres ou pas)
de L (en vertu du théoréme 1.3.1). Le lemme 4.2.1 implique que f¥ annule la
trace de toutes les représentations de L. La proposition 2 de I’annexe 2 implique
alors que 'intégrale orbitale de f¥ est nulle sur L*". En particulier ®(f7;g) =0
donc, par le théoréme 1.2.1, ®(f;g) = 0. Le lemme est démontré.

Lemme 4.3.3 . Si f' € H(G'), alors PWg(f') # O et si f € H(G) est telle que
trr(f) = 0 pour tout m € Sg,¢r, PWe (f) # O.

Démonstration. Soit f' € H(G'). On définit une forme linéaire
h:Grot(G) - C

en la définissant sur la base Bg de la fagon suivante:

- pour toute représentation m € JL,(Bg) on pose h(w) = trJL(7)(f’), et

- pour toute représentation 7 € Bg\JL,(Bg ) on pose h(m) = 0.

Montrons que cette fonction a les propriétés requises pour appliquer le théo-
réeme de Paley-Wiener. Soit P un sous-groupe parabolique standard (propre ou
pas) de G et L le sous-groupe de Levi standard de P. Soit 7 une représentation
irréductible de L. Il faut voir si la fonction h(ind$(x ® 7)) en la variable x —
caractére non ramifié de L — est algébrique. Mais ou bien L ne se transfere pas et
alors cette fonction est identiquement nulle, ou bien L se transfere en L' et alors
on raisonne comme suit : on écrit

k l
m=Y indp(0:)+ Y indp (o))
1=1 Jj=1
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ol les o; et les o, sont des représentations essentiellement de carré intégrable
et les P, i € {1,2...k}, sont des sous-groupes paraboliques standard de L qui
ne se transferent pas, tandis que les P;, j € {1,2...[}, sont des sous-groupes
paraboliques standard de L qui se transféerent en des sous groupes paraboliques
standard P; de L'. On a alors

k !
indS(x ® ) = Z indG ((resp.x) ® o) + Z indgj ((res?j X) ® ;).
i=1 j=1

Par définition de I’application h on a donc, si P’ est le sous-groupe parabolique
standard de G’ qui correspond a P

l
h(ind§(x @ 7)) = . tr(ind% ((resfix) ® C(o;))()

j=1

!

> tr(indg (x ® indp; C(0;)))(f")-

Jj=1
Alors la fonction est algébrique parce que somme de fonctions algébriques. Il
existe donc une fonction f € H(G) associée par le théoréme de Paley-Wiener a
la fonction h et on a alors f € PWg(f').

Soit maintenant f € H(G) telle que ¢trn(f) = 0 pour tout m € Sg . Cette
fois le fait que JL commute & I'induction implique directement que
k' : Grot(G') - C

définie par

k' (w) = trJL.(7)(f)
a les propriétés de Paley-Wiener ; une fonction f' € H(G") qui lui correspond par
le théoreme de Paley-Wiener se trouve alors dans PWg (f).

On remarquera que par la proposition 2 de I’annexe 2, les intégrales orbitales
de toutes les fonctions se trouvant dans PWg(f’) sont égales sur G*" et les inté-

grales orbitales de toutes les fonctions se trouvant dans PWe (f) sont égales sur
G'*.

Montrons maintenant la proposition suivante qui, avec le lemme 4.3.3, im-
plique le théoréme 4.3.1:

Proposition 4.3.4 . 1) Soit f' € H(G'). On a
f e PWe(f) <= fo (-1)"7f.
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2) Soit f € H(G) vérifiant les deuz conditions équivalentes du lemme 4.3.2.
Alors, si f' € PWg/(f), ona f « (1) "f".

Démonstration.
1) Montrons que f € PWg(f') = f« (-1)*"f".
(a) F est de caractéristique nulle

On démontre cette proposition par récurrence sur n. On a déja vu que les
intégrales orbitales de f s’annulent sur G*"\G¢ (lemme 4.3.2). Montrons main-
tenant que ’hypothése de récurrence implique que pour tout g € G \Ge, pour
tous ¢’ 4> g, on a ¢(f;9) = (—1)""o(f'; ¢'). En effet, pour un tel g, il existe un
sous-groupe de Levi propre L de G tel que g soit un élément de L et L se transfere
en un sous-groupe de Levi L' de G'. Soient P un sous-groupe parabolique de G
de sous-groupe de Levi L et P’ un sous-groupe parabolique de G’ de sous-groupe
de Levi L'. Pour toute représentation 7 de L on a

trr(fF) = tr(indSn)(f) = 0
sim™ € Sg,¢ et
trr(fF) = tr(indS IL (7)) (f) = trIL " (x)(f )

sim € Im(JL,). Donc ff € PWy(fF') et donc fF <+ (=1)""f ¥ par I'hypothése
de récurrence. Mais alors on a

®(fF;9) = ()" @(f " 9)
et on obtient finalement
o(f;9) = (-1)""®(f;9)
par le théoréme 1.2.1

Il reste le cas des éléments elliptiques réguliers. On reprend les notations de
la sections 1 et 8, chapitre 1. Si w est un caractére unitaire de Z, alors par la
proposition 1.9.1 on a

O(L,(f);") € L*(Gesw) et B(Lu(f");) € L*(Gw)-
D’autre part on a, pour tout n’ € I12(G’) de caractére central w:

tre'(f') = tr(JL.7")(f)

137



car f € PWg(f'). On a donc aussi
tro’ (L, (f")) = trJL.(7") (L, (f))-

Posons 7 = JL,(n"). Par la proposition 1.4.2 on a

> war [ D@L ()it =

TeTe Tres/2

> way [ L D (R ).

T'eTe T'res

Ecrivons Tg = TogU (Te\Teg) et Tor = Tegr U(Ter\Teqr) en partageant le systéme
de représentants des classes de conjugaison des tores maximaux en ceux qui sont
elliptiques et ceux qui ne le sont pas. Pour tout tore T' € 7g\7.c on a deux
possibilités:

- ou bien T est un tore elliptique maximal d’un sous-groupe de Levi de G qui
ne se transfere pas et alors on a

/ X ()L (f); )t = 0
Tres/Z

parce qu’on a vu que ®(I,(f);t) =0sit € G"\Gg,

- ou bien T est un tore elliptique maximal d’un sous-groupe de Levi propre
de G qui se transfere et alors il existe un tore 7" € Tg\Teqr qui lui correspond et
on a

[ xste@si= [ xe)2@u(iee
Treg/z T’rcg/z
car on a vu un peu plus haut que
(L(f);t) = (-1)""@(L(f);t)
pour tout ¢t € Gg'\Ge, t +> t', et on sait par ailleurs que
Xx(t) = (=1)""xw (t)

pour tout ¢ <> ¢’ par la correspondance.

Finalement, 1’égalité entre les sommes d’intégrales plus haut peut étre simpli-
fiée avec toutes les intégrales le long de tores maximaux non elliptiques de G et
G'. On obtient aprés cette simplification :

> W@ [ DOx it =

TGT;G Treg/z

> W@ [, DOt

TI€7;GI T’TGQ/Z
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qui implique:
< xas (Lu(f1);7) >=< X3 @(Lu(f); ) >

On identifie L?(G¢;w) & L?(G.;w) via lisomorphisme 7 (sect.9, chap.1). Cette
identification transforme x, en (—1)" "x.. Finalement, on a obtenu que les é1é-
ments ®(1,(f);") et (=1)*"®(L,(f"); ) de L*(G;w) ont le méme produit scalaire
avec x pour toute représentation de carré intégrable 7’ de G’ de caractére central
w. L’ensemble des restrictions & G, des caractéres des représentations de carré
intégrable de caractére central w de G’ est un systéme orthonormal complet pour
'espace L2(G%;w). Donc (®(1,(f);*) — (—1)*"®(L,(f');")) est identiquement nul
sur G., (on rappelle qu’étre localement constante fait partie des conditions pour
qu’une fonction sur G, soit dans L°(G.;w). L’espace L?(G%;w) n’est donc pas un
espace formé de classes d’équivalence de fonctions qui different sur un ensemble
de mesure nulle, comme pourrait le laisser penser la notation).

Soient maintenant g <> ¢’ elliptiques réguliers. On a
(L,(f); 9) = ()" " @(L,(f); 9)-

donc

[ w@etsizg) = (17~ [ w(@e(rz9)
z z
Donc la fonction définie sur Z par:

h(z) = @(f; 29) — (-=1)""2(f'; 29')

vérifie [, w(2)h(z)dz = 0. Cela est vrai pour tout caractére unitaire w de Z et on
peut conclure comme dans la démonstration de la proposition 2, annexe 2, que h
est identiquement nulle et finalement

®(f;9) = (=1)""®(f'; 9.

(b) F est de caractéristique non nulle

Dans ce cas on ne dispose plus de la proposition 1.9.1 et de I'intégrabilité locale
des caractéres sur G’ et on ne peut plus appliquer la démonstration plus haut. On
va montrer le résultat par comparaison avec la caractéristique nulle. Reprenons
les notations Gr, G, (fy, (B.p, et les autres du chapitre 3. On notera dans
cette partie de la démonstration les sous-groupes de Levi qui apparaissent avec la
lettre M pour ne pas les confondre avec le corps L. On reprend les notations Mg
et My, (ou M4 et M}) pour des sous-groupes de Levi standard de Gr et G (ou
G’z et G';) qui se correspondent comme on I'’a expliqué dans la démonstration du
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théoréme 4.1.1, partie (b). Attention! Les lemmes 4.3.6 et 4.3.8 plus bas sont
des résultats sur F' (méme si la démonstration utilise d’autres corps, proches de
F). C’est pourquoi, dans ’énoncé de ces lemmes, on a omis de mettre I'indice F'
aux groupes qui apparaissent.

Lemme 4.3.5 . Si f' € H(GF) et f € PWg.(f'), alors il eziste un entier m tel
que, si L est un corps m-proche de F, alors (7 (f) > (=1)"""CB.p, (f)-

Démonstration. Comme la proposition 4.3.4 a été montrée en caractéristique
nulle, il nous suffit de montrer que, pour m-assez grand,

Gu(f) e PWGL(G?FDL(f'))‘

Soient Pr ’ensemble de sous-groupes paraboliques standard de Gr et P'r 'en-
semble de sous-groupes paraboliques standard de G'». Considérons un entier m
suffisamment grand pour qu’on ait a la fois les conditions suivantes:

- pour tout Pr € Pr de décomposition de Levi standard Pr = MpUp,
¢ (fFF) est bien définie et pour tout P € P'r de décomposition de Levi
Pp = MpUp, (3. p, (fF) est bien définie,

_ - pour tout Pr € Pr on a {7y (fFF) = (F(f)™* et pour tout Pr € P'r on a
(3., (fFF) = (B.p, (f)FE,

- pour deux sous-groupes de Levi standard, Mr de Gr et My de G’%, qui se
correspondent, en notant Cz la correspondance entre les représentations essen-
tiellement de carré intégrable de My et Mp, et Cy, la correspondance entre les
représentations essentiellement de carré intégrable de My et M7, on a

Cr o Cp(m) = (Bep, © Cr(7)

pour toute représentation essentiellement de carré intégrable # de My telle que
trm(fFF) # 0.

Un tel m existe grace aux faits suivants:

- les cardinaux de Pr et Py, sont finis

- la proposition 4.1.2

- la remarque de la page 108, puisqu’il existe k € N tel qu’on ait, si 7 est une
représentation essentiellement de carré intégrable, trn(fFF) # 0 = m(n) < k.

Soit Mr un sous-groupe de Levi standard de G qui ne correspond & aucun
sous-groupe de Levi standard de G’%. Soit ¢ une représentation essentiellement
de carré intégrable de Mp. On a alors:

tr(indpl (i (0)) (G (f)) = trlF (o) (CFo(f) ) =

tr{m (o) ((m.(FF1)) = tro(fFF) = tr(indggoj(f) = 0.
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Soient maintenant Mp et My deux sous-groupes de Levi standard qui se
correspondent, o est une représentation essentiellement de carré intégrable de
Mp et o' la représentation essentiellement de carré intégrable de M4 qui lui
correspond. Soient Pr et P les sous-groupes paraboliques standard de Gr et G
associés & Mg et Mp. On a la suite d’égalités suivante, ol pour avoir celle du
milieu, “passage de Gr & G”, on a utilise que f € PWg.(f'):

tr(indg (. (0)) (CRo(f)) = triF (o) (CFe()™) =

1y (0) Ry (F70)) = tro(f7%) = tr(indSEo) (f) =
tr(indSfo')(f') = tro"(f 7F) = trCBy 5, (/) (Bpp, (177)) =

1103, () (e, (F)TE) = tr(ind g T 1, (6)) (B, ().
On a trouvé donc ) )
tr(indpE i (0)) ((Fe(f)) = 0

si Py, ne se transfére pas et
tr(indZE CFy (0)) (G () = tr(indpE (B, p, (0)) (B p, (F))

si Py, se transfére en P; et o’ correspond a o (<_:ar Py, se transféx;e si et seulement
si Pp se transfere). Cela prouve qu’on a bien (7 (f) € PWg, (¢5,p,(f')) et par
conséquent, L étant de caractéristique nulle, f + (—=1)*"f".

A ce moment, si on savait “relever localement” les intégrales orbitales sur G’ en
caractéristique nulle comme on savait le faire pour G (voir 2.1.2), la démonstration
de la proposition 4.3.4 serait facile par ’absurde. Mais on ne le sait pas. Voila
quelle est I'idée pour s’en sortir quand-méme: soit f' € H(G"); soit ¢’ € G'*"; on
ne sait pas “relever localement” les intégrales orbitales sur G' en caractéristique
nulle veut dire qu’on ne sait pas trouver un voisinage V(¢') de ¢’ et un entier
m tel que I'intégrale orbitale de f’ soit constante sur V(g’) égale & ®(f’;¢') et
pour tout corps L m-proche de F, Z'gF p, (V(¢')) soit bien définie et I'intégrale
orbitale de (J;.p, (f') soit constante sur (F.p, (V(g')) et égale a @(f'; ¢'). Mais,
si jamais on a ®(f';¢') = 0, et cela parce que le support de f' ne rencontre
pas lorbite de ¢’ dans G, alors on peut montrer plus facilement que pour un
m assez grand, cette situation topologique se releve. Bien sir, un tel résultat
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n’est pas suffisant mais, comme tout ce qui concerne les fonctions & support dans
les éléments semisimples réguliers s’est toujours avéré facile & prouver, on peut
“casser” notre intégrale orbitale au voisinage de ¢’ en deux: une intégrale orbitale
qui est celle d’une fonction & support dans les éléments semisimples réguliers et
une intégrale orbitale nulle en g¢’, qui est celle d’une fonction dont le support ne
rencontre pas ’orbite de ¢’. Mettons maintenant en forme ces considérations.

Si G est un groupe et A est une partie de G, on note Adg(A) '’ensemble formé
de conjugués dans G des éléments de A. Si X est un espace topologique et f est
une fonction sur X, on note S(f) le support de f.

Lemme 4.3.6 . Avec Uhypothése de la proposition 4.3.4, si S(f') C G'*", alors
on a bien f < (—1)""f".

Démonstration. Ca marche exactement comme on 1’a prouvé en caractéristique
nulle puisque les caractéres des représentations de G’ sont localement constants
sur G *" et les caractéres des représentations de G sont localement intégrables sur
G par [Le2].

Lemme 4.3.7 . Soit ¢’ € G§". Soit f' € H(G%). Supposons qu’on ait
S(£) N Ad, () = @.

Alors il eziste un voisinage V(g') de ¢’ et un entier m tel qu’on ait, pour tout
corps local L m-proche de F :

S(CBep, (f)) N Ade, ((Bp, V() = ©.

Il eziste aussi un s tel que, si L est m-proche de F et y est un élément de G,
dont le polynéme caractéristique est s-proche de celui de g, alors

(B0, (f);y) =0.

Démonstration. (Ce n’est pas tout-a-fait trivial parce que Adg, (B0, (V(d)) #
¢B.p, (Adg,(V(g))))- Soit s tel que le polyndme caractéristique Py de ¢’ ne soit
s-proche du polynéme caractéristique d’aucun élément de S(f’') (un tel s existe
parce que S(f') est compact, parce que S(f')NAdg,(¢') = D et que 'application
polyndme caractéristique est continue).

Appliquons le théoréme 3.3.11, & s et ¢': il existe un voisinage V' (¢') de ¢’ et
- un entier my tel que, si L est mgy-proche de F',si z € (—;)ni',)L(V(g’)), le polynéme
caractéristique de x est s-proche de P.

Pour tout t € S(f’), appliquons le théoréme 3.3.11 & s et & ¢. On trouve
une famille {V(t); m;}ses(s) OU, pour tout ¢, V(¢) est un voisinage ouvert et
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me

compact de t et pour tout corps L ms-proche de F, si z € CDFDL(V(t)), le
polyndme caractéristique de z est s-proche de celui de ¢. Les ouverts V' (¢) couvrent
le compact S(f’): on va en extraire une famille finie {V'(¢1), V(t2)...V(2,)} qui
recouvre S(f’).

On pose maintenant

m = max{mg, My, My,...My, }.

Alors, si L est un corps local m-proche de F,

- le polyndme caractéristique de tout élément de (7.5, (V(g')) est s-proche
de Pgl,

- le polynéme caractéristique de tout élément de (—}’}F p,(8(f) =8 (C_Z'F p, ()
est s-proche du polyndme caractéristique d’un élément de {t,% ...t,}, mais

- aucun des polynomes caractéristiques des ¢;, 1 < ¢ < p, n’est s-proche de
Py.

Cela prouve que S(C5,p, () N Adg, (B, V() = .

Aussi, si y est un élément de de G, dont le polyndéme caractéristique est
s-proche de P,, alors le polynéme caractéristique de y ne peut étre s-proche
d’aucun des polyndmes caractéristiques des éléments de {t,%2 ...t,}. Donc y ¢
Ad, (S(CB,p, () et ]

(CB,, (f):9) = 0.

Lemme 4.3.8 . Avec ’hypothése f € PWg(f'), si g’ € G* est tel que
Ade (9)NS(f) =0
alors, sig+ ¢', on a
®(f;9) = (-1)""2(f';¢') = 0.

Démonstration. Soit P, le polyndme caractéristique de g, et donc de g'. Quitte
a conjuguer g on peut supposer que c’est la matrice compagnon de F.

Soient m; et s; tels que, si L est un corps local m;-proche de F', pour tout
z € G, dont le polynéme caractéristique est s;-proche de P, on ait:

(Cri(f);x) = @(f; 9)-

C’est possible par la proposition 3.3.6.
Soient my et sy tels que, si L est un corps local my-proche de F', pour tout
z € G7, dont le polynéme caractéristique est s-proche de Py on ait:

B(Cr2p, (f)7) = ®(f54) = 0.
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C’est possible par le lemme 4.3.8 plus haut.
Soit m3 tel que, si L est un corps local ms-proche de F, on ait:

Cre(f) € (-1)""Cp2p, (F)-

C’est possible par le lemme 4.3.6.
Posons
m = maz{m; may; ms}

et
s = maz{sy; S2}-

Soit L un corps local de caractéristique nulle m-proche de F'. Soit z un élément
semisimple régulier de G, dont le polynoéme caractéristique est s-proche de P, et
qui de plus se transfere en un élément y € G7. On a alors:

®(f;9) = (o (f);x) = (1) ®(CB.p, (f);v) = (-1)""@(f54') =0,

ce qu’il fallait démontrer.

On montre maintenant la proposition 4.3.4 dans le cas de caractéristique non
nulle. Soient g € G et ¢’ € G'*". Supposons par ’absurde que g > g’ mais

®(f;9) # (-1)""2(f'; ¢').

L’élément g’ étant semisimple régulier, Adg, (g') est un fermé et donc Adg,(9') N
S(f') est un compact (inclus dans G'*"). L’ensemble G'*" est un ouvert donc il
existe un sous-ensemble compact et ouvert X inclus dans G'*" et qui contient
Adg (¢') N S(f') (prendre un voisinage ouvert et compact dans G'* de chaque
point de Adg (¢') N S(f') et en extraire un nombre fini qui couvre Adg (9') N
S(f)

On note f] la restriction de f’ & X.

On pose f; = f' — fi. On a clairement S(f;) = S(f')\X.

Finalement on a obtenu:

fr'=f+1

ol f € H(G) est & support dans G*" et S(f3) N Adg,(¢") = @.

On a en particulier

o(f';9') = ®(f1;9)-

Soient maintenant f; € PWg,(f]) et fo € PWg,.(f3). Alors, comme on avait
f € PWg,(f"), la fonction f — f; — f, annule la trace de toute représentation de
GrF et par la proposition 2 de I’annexe 2, ses intégrales orbitales sont nulles sur
G#". En particulier,

®(f; 9) = @(f1;9) + 2(f2; 9)-
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Par le lemme 4.3.6,
®(fi;9) = (-1)""2(f1;9)
car S(f!) C G'*". Par le lemme 4.3.8,

®(f259)=0
car S(f;) N Adg,(¢9") = @. On a donc
o(f;9) = (-1)""2(f"; 9')
ce qui contredit notre supposition.

En conclusion, f € PWg(f') = f & (-1)* " f".

Montrons maintenant que, réciproquement, f « (—1)*""f' = f € PWg(f').
Supposons que f ¢ (—1)*"f'. Soit h € PWg(f') (il en existe un par le lemme
4.3.3). On vient de voir qu’on a alors A <> (—1)""f". On en déduit que les
intégrales orbitales de h et de f sont égales sur G*". Les caracteres des représen-
tations de G sont localement intégrables donc par la proposition 3 de ’annexe 2
on obtient que h et f ont la méme trace sur toute représentation de G. Comme
h € PWg(f') on en déduit que f € PWg(f').

2) Soit f' € PWg (f). Cela implique f € PWg(f'). Par le point 1) plus haut
on a alors:

fe (=D"7F

Théoréme 4.3.9 . Soit w un caractére de Z.

1) Soit f' € H(G';w). Alors il existe f € H(G;w) telle que f + f'.

2) Soit f € H(G";w) telle que l'intégrale orbitale de f est nulle sur G*"\Ge.
Alors il existe f € H(G;w) telle que f + f'.

Démonstration. 1) Soit A’ € H(G’) telle que I,(h’) = f'. Alors par le théoreme
4.3.11) il existe h € H(G) tel que h > h'. On pose I, (h) = f et on a facilement
f > f' par la proposition 1.1.1.

2) Ce sens est un peu plus difficile. On ne sait pas s’il existe h € H(G) dont les
intégrales orbitales sont nulles sur G*"\G¢ et telle que I, (k) = f, pour pouvoir
appliquer le théoréme 4.3.1 2). Considérons quand méme une fonction h € H(G)
telle que I, (h) = f. Soit

k' : Grot(G) —» C
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définie de la fagon suivante:

- sur Sg g h est nulle

- pour tout sous-groupe de Levi standard L de G qui se transfére sur G’ pour
tout 7 € [12(G), K (ind$m) = trind$n(h).

On vérifie facilement (puisqu’on est sur GL,!) que h' est une bonne fonction.
Elle est donc une fonction trace par le théoréme de Paley-Wiener. Soit A" € H(G)
la fonction associée. On ne tente pas de montrer que I,(h"”) = f, mais on se
contente de savoir que:

- pour toute représentation m de G de caractére central w on a:

trr(h") = trr(f)

et

- les intégrales orbitales de A” sont nulles sur G*"\G¢ . La deuxiéme condition
implique qu'il existe u € H(G') telle que A" +> u (th4.3.1 1)). Posons v = I,,(u).
Montrons qu’on a f <> v. En fait v se transfere par le point 1) plus haut : il existe
w € H(G;w) telle que w <> v. Mais alors les intégrales orbitales de w sont nulles
sur G*"\G¢ et pour toute représentation m de G de caractére central w on a:

trr(w) = (=1)""trJL,(7)(v) = (1) "trJL,(7)(uv) = trr (k") = trx(f).

On conclut par la proposition 1, annexe 2.
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4.4 Intégrabilité locale des caracteres

Le transfert de toutes les représentations et de toutes les fonctions de G’ vers
G, transfert compatible avec la trace, nous permet de prouver que 'intégrabilité
locale des caractéres sur G’ est une conséquence de I'intégrabilité locale des ca-
ractéres sur G (prouvée dans [Le2]). On montre donc le théoréme suivant :

Théoréme 4.4.1 . Soit 7 € E(G') et soit f' € H(G'). Alors la fonction x.f'
est intégrable sur G et on a

()= [ xel@)f(g)dd'

Démonstration. Posons S( f’)”bz S(f)NG'*. Soit {K,}nen une suite exhaus-
tive de compacts pour S(f')*" qui vérifie:

9 € K, = Ade(9) N S(f') C K

(prendre une suite exhaustive de compacts pour S(f')*" quelconque, {K}, }nen,
et poser K, = Adgz(K.) N S(f')" = Ade(K]) N S(f’), par exemple). Pour
tout n, notons f, la restriction de f' & K,. Soit f € PWg(f') et pour tout n,
fn € PWe(f).

Montrons d’abord que [, |xx(g")f'(¢')|dg’ converge. On peut supposer que
f est & valeurs réelles positives. C’est alors le cas de toutes les f.. Supposons par
Pabsurde que [, |xx(9)f'(¢")|dg’ = co. En appliquant le théoréme B, page 112
de [Ha], on trouve qu’on doit avoir forcément :

(1) lim IXx(9') fu(g)ldg" = oo.

n—00 Jaolsr

Mais, pour tout 7, le support de f, est K, C G'*" et on peut appliquer la for-
mule d’intégration de Weyl 4 la fonction localement constante a support compact
|Xxfi]- On trouve:

® [, DR = T W [ Dok =

T' € TGI

> W@ [, DO

T’ GTGI
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D’autre part, par le méme raisonnement que dans la démonstration de la propo-
sition 4.3.4, cas de caractéristique nulle, on a

® X W@t DExe e =

T €T

S W@ [ DOk wOleil

TeTe

puisque

-®(fa;t) =0sit € G"\Gg et |(fa;t)| = O(fr;t') sit € G et t +» ' par
la proposition 4.3.4 (il y a une valeur absolue & cause du signe (—1)*~"; ®(f;;¢)
est toujours positive)

- pour tout t > t', |XgL,(n)(t)] = |Xx(t')| et D(t) = D(2')

- ’homéomorphisme fixé entre des tores qui se correspondent respecte la me-
sure.

Les relations (1), (2) et (3) impliquent alors que

(4) lim 3 [W(T)|™ /T .., D&)Xz, (9)|2(fn; g)dg = co.

TeTe

Maintenant, pour tout g € G*", ou bien g ¢ G¢ et alors on a

®(fni9) = 2(f;9) =0,

ou bien g € G¢ et alors, si ¢’ € G’ est tel que g <> ¢, on a
|2(fa; 9)| = @(fr; 9) < 2(f';9) = |®(f; 9)I-

Par conséquent |®(fn;g)| < |®(f;g)| pour tout g € G*", et, comme D est une
fonction positive on a:

® WO [ DOhew@le(f o <

TeTe

> W@ [ DOhw@le(f ol

TeTg

Mais, du fait de I'intégrabilité locale des caractéres sur G on a par la formule de
Weyl

© T WO [ Dbl <

TeTg

S WO [ DO w®#(7d= [ oe@llFe)ds < o

TeTe
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Les formules (5) et (6) impliquent ’existence d’un nombre réel qui borne supé-
rieurement Y ror [W(T)|™ [rreg D(t)IXaL, (x) (£)||®(fn; t)|dt pour tout m. Clest
en contradiction avec (4) ce qui prouve que [,,. |Xx(9)f'(¢')|dg’ converge.

Montrons maintenant qu’on a bien
rn(f) = [ xe(@)F(g)dg'

Montrons d’abord qu’on a

(7) nl_l_)rgo trJL,(7)(fa) = trIL.(7)(f).

L)) = 5 WO [ D00t

TeTg
et
L) = 3 WO [ DExme®3f ot

TeTe

Considérons I’espace topologique X = HTETG T7¢9. Munissons X de la mesure
dz suivante: pour chaque tore T € Tg on prend sur 77 la mesure de Haar
dr = |W(T)|™'dt ou dt est la mesure fixée au début sur 7. Or, la suite de
fonctions (DXJL,(,,)d)( fn; ))n oy ©st une suite de fonctions intégrables sur ’espace
X qui tend simplement vers la fonction Dyyy,(x)®(f;). La suite de fonctions
(1Dx1, (x) B (fn; )I)n N est une suite croissante de fonctions bornée par la fonc-
tion |DxyL, ) ®(f; )T La fonction |DxjyL,(x)®(f; )| est intégrable sur X (on I'a
vu plus haut, [, |D(x)xar,@x)(2)@(f;2)ldz < [g.r [XaL,(r) f](9)dg < 00). On peut
donc appliquer le théoréme de convergence dominée (th. D, page 110, [Ha]). On
trouve bien limy, o trJL,(7)(fn) = trIJL.(7)(f) qui n’est autre que (7).

Pour tout n, f, € PWg(f,), donc trJL.(7)(f) = trx(f,).
On a f € PWg(f') donc trJL.(7)(f) = trr(f').

Donc, en appliquant (7), on trouve

®) lim tre(f7) = tra(F).

Mais, pour tout n, S(f.) C G'*" et donc

wra(f) = [ xe@)ald)ad
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et on trouve n combinant avec (8)

9) dm [, X9 fa(g)dg = trr(f).

Maintenant, la suite de fonctions intégrables (X, fi,)nen converge simplement
vers la fonction x,f’ sur G'*". Aussi, pour tout 7 on a |X.f.| < |xxf'| sur G'*" et
on a montré que cette derniére fonction était intégrable sur G*". En appliquant
a nouveau le théoreme de convergence dominée, on trouve que

w0  Jim [ A = [ )@

i
n—00 Jlsr

Finalement, les relations (9) et (10) impliquent:

ra(F) = [ xld) (6

Corollaire 4.4.2 . Dans les théorémes de correspondance 3.3.19 et 4.2.2 on peut
rajouter: sim <> 7', si f < f', alors on a:

trr(f) = (1) "tra'(f).

Démonstration C’est évident parce que, ayant démontré que sur G’ aussi les
caracteres des représentations sont localement intégrables, on peut appliquer la
proposition 1.4.2. Remarquons quand méme qu’on n’avait pas besoin de 'inté-
grabilité locale des caractéres pour montrer ce résultat. On pouvait le montrer
plus laborieusement de la fagon suivante: quand on a montré la correspondance,
on a mis dans la formule des traces une fonction pour laquelle on n’a pas imposé
que sa composante & la place vy soit & support dans les éléments réguliers, mais
seulement qu’elle soit une fonction qui se transfere. Ainsi, le résultat auquel on
était arrivé peut s’enoncer: si 7 est une représentation de carré intégrable de G,
sim+7n',si f<> f',alorson a:

trr(f) = (=1)""tro'(f').

On peut étendre successivement

- & toutes les représentations essentiellement de carré intégrable en utilisant,
pour une représentation de carré intégrable 7, I’algébricité en la variable X de la
fonction ¢trX(f) sur la variété ¥(G; ) et la Zariski densité des représentations
de carré intégrable dans cette variété

- a toutes les représentations induites des représentations essentiellement de
carré intégrable par récurrence sur l’entier r tel que G’ = GL,(D), en utilisant le
théoreme 1.3.1
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- a toutes les représentations en utilisant la proposition 4.2.1.

Corollaire 4.4.3 . Le groupe G' a la propriété (P) : si m est une représentation
de carré intégrable de G' et fp est un pseudocoefficient de m, alors pour tout
geG, ona

Xx(9) = ®(fr; 9)-

Démonstration Le corollaire précédent implique qu’une fonction sur G’ qui
correspond & un pseudocoefficient f, d’une représentation de carré intégrable 7 de
G est un pseudocoefficient f,+ de la représentation de carré intégrable 7’ de G' qui
correspond & 7. Puisque les intégrales orbitales de fr et fp» se correspondent, que
les caractéres de 7 et 7’ se correspondent et que G a la propriété P (prop.4.4.3),
on a le résultat.
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4.5 Deux résultats globaux

Soient F un corps global et A une algébre centrale simple de dimension finie
n? sur F. On note G’ le groupe des eléments inversibles de A et G’ les adeles de
G'. On suppose que G’ est scindé aux places infinies.

Théoréme 4.5.1 . a) Soit & un caractére du centre de G'. Soit S un sous-
ensemble fini de ’ensemble des places finies de F. On suppose qu’on s’est donné
pour toute place v ¢ S une représentation admissible irréductible m, de G, de
caractére central omega,,. Alors il existe au plus un nombre fini de représentations
automorphes cuspidales de G de caractére central & qui ont comme composante
locale 7, d toute place v ¢ S.

b) Soient S un ensemble fini non vide de places finies de ]F‘ et pour tout
v € S soit m, une représentation de carré intégrable de G.. Alors il ezxiste une
représentation automorphe cuspidale 7@ de G' telle qu’d toute place v € S la
composante locale de 7' soit équivalente d ,.

Démonstration. a) C’est prouvé dans la partie IV de ’annexe 1.

b) Comme l'ont remarqué [DKV], c’est une conséquence simple de la corres-
pondance avec GL,,, du moins une fois qu’on a le point a) ci-dessus. A toute place
v € S on pose G, = GL,(F,) et on considére la représentation de carré intégrable
7y de G, qui correspond a 7, . Rajoutons deux places finies w et w' ou G’ est scindé
a S et notons T'= S U {w; w'}. Fixons une représentation cuspidale m,, de G,, et
une représentation quelconque 7, de G,r. Par le théoréeme 1.11.8, il existe une
représentation automorphe cuspidale 7# du groupe des adeles de GL,(F) dont la
composante locale a toute place v € T est m,. Soit U I’ensemble fini de places ou
G’ est ramifié. Posons V = T U U. En procédant comme dans la section 1, cha-
pitre 3, (prop.3.1.4, 3.1.5, 3.1.6, 3.1.7) on peut montrer que, d’une part il existe
un ensemble non vide et fini X de représentations automorphes cuspidales de G’
dont les composantes locales aux places qui ne sont pas dans V sont les mémes
que celles de 7, et d’autre part, si pour tout v € V' f, € H(G,) et f, € H(G),) se
correspondent, f, = f,, est un coefficient de 7, et f,» = f,, est & support dans
les éléments elliptiques réguliers, on a

[T tr#(f) = > m@) [ tri (£))-

veV #eX veV

Comme il y a correspondance — donc tous les caractéres distribution de gauche
se transferent sur les groupes de droite — et nombre fini de représentations &
droite, il suffit de fixer une fonction quelconque f,s & support dans les éléments
elliptiques réguliers telle que tr7y (f,r) # 0 pour avoir par 'indépendance linéaire
des caracteres distribution que X est réduit & un seul élément 7' (de multiplicité
1) et qu’aux places v qui nous intéressent (dans S), on a forcément 7, ~ 7.
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ANNEXE 1

On a choisi de régrouper dans cette annexe les résultats qui font appel aux
fonctions L de Godement et Jacquet et aux calculs des facteurs e par Bushnell et
Frohlich. On montre d’abord quelques résultats généraux qu’on réunit dans une
“partie 0”. Dans la premiére partie on démontre un résultat de finitude qui est
essentiel pour montrer toutes les correspondances (proposition 3.1.6, page 66): il
s’agit de la finitude du nombre de représentations automorphes cuspidales d’une
certaine algeébre centrale simple sur un corps global qui ont des composantes
fixées & presque toutes les places. Je remercie Guy Henniart qui m’a expliqué le
principe de la démonstration et Paul Broussous qui m’a fait part de son résultat
(le théoréme 2) non encore publié. Dans la deuxiéme partie on montre un résultat
qui sert dans la démonstration de la correspondance en caractéristique non nulle
(prop 3.1.10, page 73): il s’agit de borner, une fois établie la correspondance en
caractéristique nulle, le conducteur d’une représentation de carré intégrable en
fonction du conducteur de la représentation qui lui correspond. Dans la troisiéme
partie on prouve le lemme 3.3.15, page 104; c’est un résultat de comparaison
entre les conducteurs de deux représentations de deux groupes proches. Dans la
quatriéme partie on montre le point a) du théoréme 4.5.1, page 152.

Comme dans cette annexe on fait parfois allusion aux résultats des chapitres
précédents le lecteur peut se démander s’il n’y a pas de cercle vicieux dans le
raisonnement. C’est trés simple de s’en rendre compte: & part la partie 0 qui
n’a pas de liaison avec ce qu’on a démontré jusqu'’ici, les parties I, II, III et IV
contiennent des démonstrations qui ont une place trés précise dans les chapitres
précédents mais qu’on a regroupées ici. Ainsi, la partie I contient une démons-
tration qui devrait se trouver a la page 66 et on a donc le droit d’y utiliser les
résultats montrés dans cette thése avant la page 66; la partie II contient une
démonstration qui devrait se trouver & la page 73 et on a donc le droit d’y utili-
ser les résultats montrés dans cette thése avant la page 73 et aussi les résultats
prouvés dans la partie I de cette annexe; et ainsi de suite...

PARTIE 0

Soit A une algébre centrale simple de dimension n? sur un corps global F. On

note G le groupe des éléments inversibles de A. Pour toute place v de F on note
G, le groupe G(F,). On note g, le cardinal du corps résiduel de G,. On note G
les adeles de G et A(F) les adeles de F. On considére F comme sous-anneau de
A(F) via le plongement canonique.

Quand on parlera de A, ou G, sans plus de précisions, ¢a voudra dire “pour
une certaine place v”. Pour une place v donnée on assimile A, & 1'algebre de
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matrices M, (D) ou r divise n et D est une algébre centrale simple de dimension
d? = (n/r)2. Le groupe G, sera assimilé par conséquent au groupe GL.(D). La
paire parabolique minimale standard de G, fixée a cette place sera par convention
(Ap; Py) ot Ay est le tore diagonal et Py est le groupe des matrices triangulaires
supérieures. On ne considérera que des sous-groupes paraboliques standard et des
sous-groupes de Levi standard qui s’écriront donc comme un produit diagonal de
blocs B; X B;... X By ot chaque B; est isomorphe & un GL,,(D) et Y r; =r.Siv
est finie, le sous-groupe compact maximal en bonne position sera par convention
K = GL.(Op) et la base de voisinages de ’élément neutre { K% = 1+ M, (P5) }ien
comme dans le chapitre précédent. Si m est une représentation admissible de G,
on écrit 7 pour la représentation contragrédiente de w. Dans toute cette annexe
1, le mot “polyndéme” veut dire “polynéme & coefficients complexes”.

Soit 7 une représentation admissible de G,. Dans [GJ] on attache & = une
fonction L(s;7) (qu’on ne définit pas ici) de variable complexe s et & valeurs
dans C . Supposons qu’on a fixé un caractere additif unitaire ¢ de F, ; on attache
a m et 1 une fonction €(s; ;1) (qu’on ne définit pas ici; voir [GJ]) de variable
complexe s et & valeurs dans C qu’on appelle facteur e. Posons

€ (s;m;9) = e(s;m;¥)L(1 — s; %) L(s; ).

La tradition veut qu’on fasse apparaitre la variable s dans ’écriture de ces
fonctions méme s’il ne s’agit pas d’un s précis. Dans les égalités de fonctions cela
voudra dire toujours “pour tout s”. Les fonctions L, € et € ont les propriétés
suivantes :

1) (v finie) L(s;mw) = 1 si 7 est une représentation cuspidale qui n’est pas
un caractére (toujours vrai si 7 # 1) ou si 7 est un caractére ramifié de G, ;
L(s;m) = P(g;*) ou P est un polynome de degré 1, si m est un caractére non
ramifié de G, (proposition 5.11, [GJ]).

2) (v finie) Si 7 est une représentation admissible de G, et ¥ est un caractere
additif non trivial de F' alors

oll a est un nombre complexe, ¢(y)) = nmin{s : P& C ker(¢)} et m(r) ne dépend
que de 7.

3) (v finie) Soit P un sous-groupe parabolique standard de G, et P = LU une
décomposition de Levi standard de P. Ecrivons L comme un produit diagonal de
blocs L = By X B,... x By. Soient 01, 03...0% des représentations lisses irréductibles
de By, B;.. Bk respectivement et v un caractere additif non trivial de F. Si on
pose T = md 01 ® 03... ® Ok, Oon a:

k

k
L(s;m) = H L(s; 0;) L(s;7) = H L(s; ;)

i=1
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k
e(s;m9) = [ [ e(s; 0559)
=1

(proposition 3.5, [GJ]).
4) (v finie) Si 7 et 9 sont comme plus haut et 7’ est un sous-quotient irréduc-
tible de m, alors

L(s;7")/L(s; ) et L(s;7')/L(s; %)
sont des polynoémes de g;° et
€(s;ms ) = €(s;m59)
(corollaire 3.6, [GJ]).

5) Si 7 est une représentation automorphe cuspidale irréductible de G et 1
est un caractere additif unitaire non trivial de A(F) et trivial sur F on a:

11 (s 03 %0)
v
converge vers une fonction €(s; #) indépendante de 7 ;
H L(s;my)
v

converge vers une fonction L(s;7);

I1L(s#)

v

converge vers une fonction L(s;7);
On a

e(s;®)L(1 — s; @) L(s; )" = 1.
(théoréme 13.8, [GJ]).

Ces propriétés vont étre utilisées au long de cette annexe et citées par leur
numero.

Proposition 1. Soit m une représentation lisse irréductible de G,. Soient P un
sous-groupe parabolique standard (propre ou pas) de G,, L son sous-groupe de Levi
standard et o une représentation cuspidale de L, tels que m soit un sous-quotient
de indg"a. Ecrivons comme plus haut L = By X Bs... X By, et 0 = 01 ® 03... ® 0k.
Ona:

a) L(s;m) = P(g;°)~! ot P est un polynéme de degré au plus n.

b) si v est un caractére non trivial de F, alors

k

€(s;m9) = [[€(s;059).
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Démonstration. a) On a bien entendu k < n. Par la propriété 1) on a L(s; 0;) =
Pi(g;*)7! ol P; est un polynome de degré au plus 1. Par la propriété 3) on a
alors L(s;ind%*0) = Q(g;°)™! ot @ est un polyndme de degré au plus n. Par
la propriété 4), L(s;m) = P(g;*)~" ol P est un polynéme qui divise Q. D’ou le
résultat.

b) La propriété 3) implique (par définition de la fonction €') que

k
é(s;indS o; 1) = H € (s;0:;0).

=1

On conclut par la propriété 4).

Lemme 1. Soient P et Q deuz polynomes de degré au plusn. Alors P(q;°)/Q(q:) =
R(q;®) ot R est une fraction rationnelle qui est le rapport de deuz polynémes de
degré au plus 2n.

Démonstration. On pose R(g;°) = (¢, P(q;°))/(¢;%*?°Q(g;)), ot degQ
est le degré de Q.

On énonce maintenant deux résultats — les théorémes 1 et 2 — l'un di a
Bushnell et 'autre & Broussous. Il faut qu’on explique un peu la nature des
objets qui y interviennent.

Soit v une place finie. Nous identifions A, & une algébre de matrices M, (D)
comme plus haut. Soient ¢ et ¢ deux entiers positifs tels que ¢’ = r. Soit 2A;»
le sous-anneau de A, formé des matrices par blocs (Aij)1<ij<¢ telles que A;; €
My(Op) sii > j et Ajj € M(Pp) si ¢ < j. On appelle 2y ordre principal
standard de A,. On appelle ordre principal de A, un sous-anneau de A, qui est
conjugué par un élément de G, avec un ordre principal standard (voir 1.2.15 et
1.5.2, [BF]). Si ;» est un ordre principal standard de A,, alors son radical de
Jacobson est By formé des matrices par blocs (A;j)i<ij<¢ o0 Aij € My(Op) si
i > j et Aij € My(Pp) si i < j. On définit alors les groupes suivants: Up(A) = 2A*
et U;j(A) =1+ B). L'ensemble {U;(A)};en est une base de voisinages de 'unité
dans G,. Si on fixe un ordre principal standard £, si p est une représentation
d’un sous-groupe de G, contenant Up(2), on pose f(p)y = B ol j est le plus
petit entier tel que U;(2) C ker(p). On appelle f(p)y le conducteur de p relatif &
2A. Nous ne donnons pas ici la définition d’une représentation non dégénérée au
sens de Bushnell-Frohlich car elle ne joue pratiquement aucun réle dans la suite.
Elle peut étre trouvée & la page 228 de [BF).

Dans ce qui suit on fixe a toute place v le caractére additif unitaire %, de F,
de la fagon suivante: si IF est un corps de nombres et F, est une extension de Q,
alors 1, est donné par la composition de la trace réduite de I, sur Q, avec les
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applications
Q — Q/Z, ~Z[1/p]/Z C R/Z

apres avoir identifié, par 1’application z — exp(2inz), R/Z avec le groupe multi-
plicatif des éléments de module 1 dans C. Si F, est un corps de fonctions L((t))
ol L est une extension finie de Z/pZ, alors 1, est la composition de:

L((t)) = L((®))/L{[e] ~ L{1/¢)/L

avec le caractére de L[1/t]/L qui envoie 1/t sur e%*/?. On sait qu’il existe un
caractere ¢ de A(F) trivial sur F dont la composante & chaque place v est 1,.

Si 2 est un ordre principal de A,, on pose

Da={z €A, : Yy(tra,m (zy)) =1 Vye A}

Théoréme 1. Supposons que A, n’est pas une algébre & division. Soit m une
représentation cuspidale de G,. Soit A un ordre principal standard et N(2A) le
normalisateur de 2 dans G,. Supposons que la restriction de m & N(2) contient
une représentation non dégénérée p de N(). Alors le facteur € de 7 est donné
par:

e(m; 5%) = [ : Daf(p)a] />~ W (p)

ou W(p) est une constante compleze.

Démonstration. C’est le théoréeme 3.3.8 dans [BF] ou on a tenu compte du
fait que tout ordre principal est conjugué & un ordre principal standard.

Théoréme 2. Soit m une représentation cuspidale de G, de niveau supérieur
ou égal @ 2. Supposons que ™ n’a pas de vecteur fize sous Ky. Alors il eziste un
ordre principal standard A de A, tel que la restriction de w a A contienne une
représentation non dégénérée p de N(2).

Démonstration. C’est un résultat en cours de publication qui m’a été com-

muniqué par P.Broussous.

Définissons le niveau niv(m) d’une représentation m de G, comme le plus petit
¢ > 0 tel que 7 ait un vecteur fixe sous K.

Proposition 2. Soit ™ une représentation cuspidale de G, de niveau supérieur
ou égal @ 1. Ecrivons

o5 73) = agfeh i
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ot a est une constante compleze. On a alors

niv(m) < m(w).

Démonstration. Si A, est une algébre & division, on a niv(r) = m(r) —n +1
et le résultat est vrai.
Supposons que A, n’est pas une algebre & division. Grace au théoréme 2 on

peut appliquer le théoréme 1 & w. On obtient

e(ms 5;6,) = [ Daf (P)al V=W (o)
ou encore
agf 9D = (90 DOV ()] (),
Soit j tel que f(p) = iBgl. On a alors, par 1.4.14 et 1.4.1 dans [BF],
(2 flo)al = 4" =g
Par 2.1.2.(i) et 2.1.7 [BF] on sait que
[2 : Do] = [A: BT Do, ]

ol e est un indice de ramification (voir 1.4.6 et 1.4.7 de [BF] pour la définition).
Supposons que la différente absolue Do, de F, soit égale a P]F‘ffF"). Un simple
calcul montre alors qu’on a

[Ql . :D%] — qzzdzc(F,, )+(e——1)nt.
On trouve donc que
—c(v) + m(n) = (ntj + r2d?c(F,) + (e — 1)nt)/n

d’ou (rd = n)
tj = m(r) — c(v) — ne(F,) — (e — 1)t.

Sachant que —c(v¢) = nc(F,) car ker(v) = Da;v, on trouve apres simplification
j = (m(r)/t) - (e—1).
dniv(r)

Maintenant, on sait que ker(p) C K2*™ donc f(p) C M, (PE"*™) et fi-
nalement %g‘ C M,(Pg"i"(")). Comme M, (Pp) C By on en déduit facilement
que M,(P}) C B et donc dniv(m) < j = (m(w)/t) — (e — 1). On a alors en
particulier m(7) > 0 et donc grossiérement

niv(m) < m(m).
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PARTIE I

Dans cette partie on montre comment les hypothéses de récurrence (Hy) pour
k < r —1 impliquent la proposition 3.1.6 au rang r (voir page 66). On suppose
donc que (Hy) est vérifiée pour k < r — 1. Rappelons ce que cela veut dire et ce
qu’on veut démontrer. On a un corps global F et une algebre & division D centrale
sur I, de dimension finie n%. On note G le groupe des éléments inversibles de . Le
groupe G est ramifié & un nombre fini de places, toutes finies, V' = {vg; v; ...un }.
Aux places {v1;V; ...Um}, Gy, est le groupe des éléments inversibles d’une algébre
a division, tandis qu’a la place vy on a G, ~ GL.(D) ou D est une algebre & divi-
sion centrale sur F,, de dimension d? (et on a dr = n). L’hypothése de récurrence
(Hy) est vérifiée pour k£ < r — 1 implique en particulier que pour tout k <r —1,
si m est une représentation essentiellement de carré intégrable de GLi (D), alors
on a m(m) > —2k. C’est vrai en particulier pour les représentations cuspidales de
GLi(D). La proposition 2 implique alors que, pour une représentation cuspidale
quelconque m de GLi(D) on a

niv(m) < m(rm) + 2k + 1. (4.2)

(On a inglobé aussi le cas de niveau inférieur ou égal 4 1.) Nous montrons main-
tenant que cette propriété implique le résultat suivant :

Résultat annoncé i la page 66. Si & est un caractére unitaire du centre de G,
st pour toute place v ou G est scindé on se donne une représentation irréductible
m, de G, de caractére central @,, il existe au plus un nombre fini de représenta-
tions automorphes cuspidales # de G de caractére central & qui vérifient 7, ~ =,
pour toute place v ot G est scindé.

Démonstration.

Attention! Dans cette démonstration on utilise deux fois (tout & la fin) I’hypo-
thése qu’aux places vy; v ...Um, Gy, est le groupe des éléments inversibles d’une
algébre & division et non pas le groupe des éléments inversibles d’une algebre
simple quelconque. Jusque 13 il n’est pas question de ce qui se passe aux places
V1; V2 ...Um. On a marqué ces deux endroits en écrivant en caractére gras (page
162) pour que le lecteur puisse suivre plus tard plus facilement la partie IV, ou
on montre que le méme résultat est vrai sans cette hypothese.
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Proposition 3. Soit o une représentation lisse irréductible de G, . Ecrivons
€(s;0;1,) = agicP=m™@)s 50 o est une constante compleze. Si o nest pas une

représentation cuspidale de niveau inférieur ou égal a 1, alors on a

niv(o) < m(o) + Tn.

Démonstration. Si o est cuspidale (donc de niveau supérieur ou égal & 2 par
hypothése) c’est évident par la proposition 2. Supposons maintenant que o n’est
pas cuspidale. Soient P un sous-groupe parabolique standard de G,,, L son sous-
groupe de Levi standard et 7 une représentation cuspidale de L, tels que o soit

un sous-quotient de z'nd,c;"’"w. Ecrivons L = By X Bs... X Bjet 1 = M ® Ta... @ 7.
Par la proposition 1a) on a

1
€(s,0;9,) = He'(s,m; y).
=1

D’apres la pi'oposition 1a), la définition de la fonction € et le lemme 1 il en ressort
que

€'(s,05%y) = €(s,0;%u) R(gy,")
ou R est un quotient de deux polynémes de degré au plus 2n. En appliquant
le méme raisonnement sur chaque B; on arrive a la conclusion que I’égalité
' i ! . .
€'(s,0;9y) = [ L1 € (s, mi; ) implique

l
(s, 0390) = [ ] els, 75 90) R (03)

=1

ol R’ est le quotient de deux polynémes de degré au plus 4n. Si pour tout 7; on

écrit €(s, mi; y) = a(ﬂi)q,(,f,W)B* _m(m))s, on obtient alors aprés simplifications (car

c(¥),, = Soies c(¥)B,)
l
ag™? = [J a(m)g;" ™R (¢5)
=1

ol R’ est, on le rappelle, le quotient de deux polyndmes de degré au plus 4n. Cela
implique

!
m(o) > Zm(m) —4n.

Comme les blocs B; sont de taille k; < r, on peut appliquer la relation 4.2; on
trouve (tenant compte du fait que Yi_ ki =7):

!
m(o) > Z niv(m;) — 4n — 2n — |
=1
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Puisque [ < n, on obtient

Z niv(m;) < m(o) +Tn

=1

Le niveau d’une représentation étant positif, pour chaque ¢, le niveau de r;
est borné par m(c) + 7n. Mais, de la proposition 3.5.2 [Be] et le choix du com-
pact maximal (qui est en bonne position par rapport aux sous-groupes de Levi
standard), le niveau de o est inférieur ou égal au maximum des niveaux des ;.
La proposition 3 est démontrée.

Passons maintenant & la démonstration du résultat principal. Supposons qu’il
existe une représentation automorphe cuspidale # de G tel que pour toute place
v ¢ V, &, soit équivalente & m,. (Cela implique en particulier que, pour presque
toute place finie v en dehors de S, la représentation m, qu’on s’est donnée est non
ramifiée.) Fixons cette représentation une fois pour toutes. Maintenant, suppo-
sons que 7' est une autre représentation qui vérifie ces conditions. Alors, en vertu

de la propriété 5),
L1 €(si s a) = ] €55 70 t00)
veV veEV

car aux autres places les fonctions € sont égales, les composantes locales des deux
représentations automorphes étant équivalentes. Posons, pour tout v € V,

€(8; Tru; o) = apgl ¥e) R
ou a, est une constante complexe et
(53 T3 o) = ay gl o) TmED)e
ol a;, est une constante complexe. On a déja vu qu’on avait alors
€ (5370 ) = augTP) ™D R; (g77°)
ou R;, est le quotient de deux polynomes de degré au plus 2n et
€ (503 90) = aygfPI D Ry (477

olt R;: est le quotient de deux polyndmes de degré au plus 2n.
On en déduit que

[ ] avglc)-mE s e (g72) = [ afale®) D Ry, (¢7)
veV veV
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donc, apres simplification par [, qﬁ(w”)s, que

[T ety ™™ Rs, (g7) = [ dhay ™" R, (6;°)

veVvV veV

et finalement que

[Tam® =] & T(")

veV veV

ol T est le quotient de deux polynomes de degré au plus 4(m + 1)n. On obtient
alors

> m(#) <> m(#,) + 4(m + Dn. (4.3)
veV veV

Posons
K, = Zm(i’rv) + 4(m + 1)n.
veV

Aux places {v1;vs ...} G, est une algébre a division et on a
0 < m(7,).
Par conséquent, la relation 4.3 implique que m(7,,) < K; soit
niv(,,) < max(K; + Tn; 1) (4.4)

par la proposition 3.

Soit maintenant X I’ensemble de toutes les classes d’équivalence de représen-
tations cuspidales de G,, de caractére central @,, et de niveau inférieur ou égal
a 1. L’ensemble X est fini. Posons K> = mingcx m(m). En appliquant alors la
proposition 3, on trouve que pour toute représentation lisse irréductible 7 de G,,
de caractere central @,, on a m(w) > min(K»; — 7n). En appliquant maintenant
I’inégalité 4.3, on trouve que

Z m(7,) < K; — min(K>,; — Tn).
veV\{vo}

Comme aux places {v1; vz ...vm} G, est une algébre a division et on a donc
pour toute place v € V\{v}

0 < niw(#,) < m(7,),
on en déduit que, pour toute place v € V'\vy,

niv(7,) < K7 — min(Ks; — Tn). (4.5)
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Posons K,, = Ky :X(K +7%1)  Pour toute place v € V\{v} posons K, =

) et pour toute place v ¢ V posons K, = K;:"(’“’). Le produit des
compacts K, est un sous-groupe compact K de G (on rappelle que pour presque
toute place v on a niv(m,) = 0). Des relations 4.4 et 4.5 il résulte que toute re-
présentation automorphe cuspidale irréductible de G dont la composante locale
en toute place v ¢ V est équivalente & 7, a un vecteur fixe sous K. Mais, par le
théoréme 5.6 de [BJ] il existe seulement un nombre fini de telles représentations
(car le caractére central global est fixé) et le résultat est prouvsé.

KK1 —min(K2;—7n)

PARTIE II

Reprenons les notations de la démonstration du théoréme 3.1.2 (F est ici de
caractéristique nulle). Le but de cette partie est de montrer la proposition sui-
vante:

Proposition 4. Supposons qu’on ait démontré la correspondance C entre G et
G' dans le cas de caractéristique nulle et des représentations essentiellement de
carré intégrable (voir 3.1). On a alors pour toute représentation essentiellement
de carré intégrable m de G :

m(m) — 4n < m(C(m)) < m(r) + 4n.

Démonstration. Il suffit de montrer cette propriété pour les représentations de
carré intégrable puisque toute représentation essentiellement de carré intégrable
s’écrit comme produit d’un caractére non ramifié et d’une représentation de carré
intégrable. Plagons-nous dans une situation globale identique & celle définie dans
la démonstration du théoréme 3.1.2. Reprenons-en toutes les notations. Comme
on a fait la remarque & la fin de cette démonstration (remarque 1), si 7 est une
représentation de carré intégrable de G, il existe une représentation automorphe
cuspidale 7@ de GL,(Af) et une représentation automorphe cuspidale 7' de D(Ay)
telles qu’aux places o D est scindée les composantes locales de 7 et #' sont
équivalentes, aux places ramifiées différentes de vy les composantes locales de 7
sont des représentations de Steinberg et les composantes locales de 7’ sont des
représentations triviales, et la composante locale de 7 & la place v est 7 et la com-
posante locale de 7' 4 la place v est C(7). On peut appliquer la propriété 5) des
facteurs € pour les représentations automorphes cuspidales aux représentations
7 et @'. On trouve alors

H € (85 Ty P) = H €' (8; p; o),

veV veV
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puisque aux places olt D est scindée les composantes locales de # et 7' sont
équivalentes. Le facteur €’ de la représentation de Steinberg de G est calculé dans
[GJ] (th.7.11), et il se trouve étre égal au facteur € de la représentation triviale
d’une algebre & division calculé dans [GJ] (prop.4.7). On peut simplifier ce produit
aux places dans S\v également. On trouve alors

€ (8; Ty Yuo) = € (85 Tug; Yup) (4.6)

o 7, est 7 et @, est C(m). Peut-étre une recherche moins grossiére nous amé-
nerait & montrer que les facteurs € eux mémes sont égaux, mais pour ce qui nous
intéresse la proposition 1a) et le lemme 1 nous suffisent. Ils impliquent, on I'a
déja vu, que le facteur ¢ d’une représentation est le produit du facteur € par une
fraction rationnelle de g%, qui est & son tour un rapport de deux polynémes de
degré au plus 2n. On obtient

€(s; C(m); Puo) = €(55 75 o) R(g)

ol R est une fraction rationnelle qui est quotient de deux polynémes de degré au
plus 4n. Finalement on trouve bien:

m(m) —4n < m(C(w)) < m(r) + 4n.

PARTIE III

Dans cete partie on reprend les notations du chapitre 3 et on montre le résul-
tat suivant :

Proposition 5. Si 7 est une représentation lisse irréductible de G, si L est
un corps m-proche de F' ou m est un entier tel que (3.p, (m) soit bien défini,
alors on a

m(m) — 4n < m((B,.p, (7)) < m(m) + 4n.

Démonstration. Soit [ le niveau de 7 et soit m tel que, si L est un corps m-
proche de F, il y ait un isomorphisme d’algebres entre H(Gr; K%) et H(G); KL).
On a vu alors qu'’il y a isomorphisme entre ’ensemble de classes d’équivalence
des représentations lisses irréductibles de G de niveau [ et 'ensemble de classes
d’équivalence des représentations lisses irréductibles de G7, de niveau /. Montrons
que ce m convient pour notre proposition. Soit 1 un caractére additif de F,
trivial sur Or et non trivial sur 7r;10p. Soit f un coefficient non nul de 7 tel
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que f(1) # 0. Le point (1) du théoréme 3.3 de [GJ] implique — en prenant le
cas particulier ® = 1x1 olt K = 1+ M,(Pf) — le résultat suivant: il existe s,
dans R tel que, si s est un nombre complexe de partie réelle supérieure ou égale
a sg, alors

2= [ HoIN@Ids

converge et
2sH=a" [ Wltronye (@) (g™ IN () dg
75 My (Opp)NGL,(Dp)

converge, ou N est la norme réduite. Par ailleurs (remarquons que Z(s; f) est non
nulle, de méme signe que f(1)) les points (2) et (4) du méme théoréme impliquent
que, pour les s pour lesquels il y a convergence,

e(s;m9) = (1) D Z(1- s+ (n—1)/2; f)L(s;#) " L(s;7) Z(s+ (n—1)/2; f)

ou 7 désigne la représentation contragradiente de w. En appliquant encore une
fois la proposition 1a) et le lemme 1 comme on l’a fait dans la partie précédente,
on obtient facilement

(x)  e(simy) = (1)U VZ(1-s+(n—1)/2 /) Z(s+(n—1)/2 ) 'R(g™*)

ou R est le rapport de deux polyndmes de degré au plus 2n.

Occupons-nous maintenant du corps L. Le caractére ¢ peut étre vu comme
un caractére additif de /O et induit donc un caractére additif ¢ de T 'Op /OF.
A9 correspond — via I'isomorphisme 75'Or/OF ~ 7;'01/O1, — un caractére
additif 1;, de 77'0OL/Or. On considére un caractére additif de L/Oy, qui prolonge
Y1 et on note enfin Y1 le caractere additif de L trivial sur Oy, qui correspond & ce
dernier. On remarque que ¥, est non trivial sur 7;*Oy. Posons 7z, = (& DrDy, ().
On a vu (démonstration de la prop.3.2.14) que f correspond de facon canonique
a un coefficient f; de 7;. Notons Ny, la norme réduite sur G,. Montrons qu’on a
alors:

- pour les s pour lesquels Z(s; f) converge, Z(s; f) = Z(s; fr) et

- pour les s pour lesquels Z(s; f) converge, Z(s; f) = Z(s; f1).

Cela revient & montrer que

/ 72(9)INL(9)I*dg = / F(9)IN(9)|*dg (4.7)
K K.,
et

/ "M, (Op, JNGL(D )¢ L(tr0,(D1)/L(9)) fL(97)INL(9)I°dg =
7rz r\UD i r L
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/. Yiroar@)f@ NG (48)
75 M- (Op z)NGL,(DF)

L’égalité 4.7 est equivalente 3 vol(K) = vol(KL) et est évidente.
Montrons 1’égalité 4.8. On a une décomposition

m7 M (0p)NGL(Dp)= [[ I KiBAC'K;
AcAf (B;C)ET a5

ot A} est ensemble de matrices dans Ar dans lesquelles toutes les puissances de
I'uniformisante mp, qui apparaissent sont supérieures ou égales & —Id (rappelons
que 7% = 7p). On a une décomposition pareille pour 7'M, (Op,) N GL.(Dy)

qu’on peut écrire

' M. (0p,)NGL(D)= [ I KLBen,(B)(Bop, (4B, (CTHK]

A€ A} (BiC)eTh a,r

tenant compte du fait que (, p, réalise une buectlon de A} sur Af et que pour
tout A € A% CD p, Téalise une bijection de Tl A,F SUr T, B p, (AL

On a vu a la proposition 3.2.14 que par la constructlon de fr a partir de f
on a: pour tout A € Ap pour tout (B C) € Tz AF, | est constant sur l’esnemble
KLBAC-'KY et f1, est constant sur KLCP 1 (B)CDFDL( )8, (C VKL et les
valeurs de f et fr sont égales. C’est pareil pour les fonctions |N| et |NL| qui y
sont constantes égales & |[N(A)|. On a aussi

vol(Kp BAC™'K) = vol(K1.(B, b, (B)CB,p, (A)Bep, (CHKR).

Par ailleurs, si on note U la matrice (u,])1<w<n € GL, (F') définie par u;j = 0;p—j,
alors pour tout A € Ap et pour tout (B;C) € Tjar, la fonction f(g~?!) est
constante sur ’esnemble 3 3
KLCA'BTK }
égale & f(BAC™1), et on a
KLCAT'BTIKE = KL(CU)(UAT'WU)(UC YKL

ol UA™'U € Ap et (CU;UB™) € Tiya-1yr- Le méme phénomene se produit
aussi sur G, et toutes les applications des objets sur F' vers les objets corres-
pondants sur L commutent a ’action par multiplication de U, qui est une simple
permutation de lignes ou colonnes.
Montrons encore que, si A € A}, si (B C) € Ty 4 r, alors
- % 0 try,(pp)/F €St constante sur KL BAC™ 1Kfr,

- Y o try, (D)L est constante sur K}(P (B )CDFDL(A)ZB‘FDL(C"I)K’L, et
-ona

¥ © tras gy r(BAC™) = 1,0 tra 0GB 0, (BB, 0, (A)Cy, (€7)
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Posons A = diag(w}‘;F,W}‘)zF...W}‘;F) ol a; < ay... < a,. On rappelle qu’on a
A € AL et donc a; > —ld. Par conséquent, la différence de deux éléments de
r ensemble K4YBAC'KY, est un élément de M, (Op,), donc la différence de leur
traces réduites est un~elex~nent de OF et 9 est trivial sur Op. Donc 9 o tr,(py)/F
est constante sur Ky BAC~' K. De la méme fagon on montre que ¥z, 0tra,(p,)/L
est constante sur KL(P 5, (B)(E. b, (A)(B.p, (CHK!

Maintenant, montrer qu’on a

Yo tTM,(DF)/F(BAC"'l) =1 0 tTMr(DF)/F(EEFDL (B)CZ'FDL (A)EglpDL (é—l)),

revient & montrer que
V(5 tra,pey r (B(rpA)CT) =

= d)L(WthTMr(DL)/L(CEpDL (B)(W},CI?FDL (A))CI?FD,, (C—l))
et, vu la construction de i a partir de 9, il suffit de montrer que I'image
(bien définie) de tras,(pg)/r(B(7%A)C~!) dans Op/P} et 'image (bien définie)
de trag, g/ (CB.p, (B)(7L(B. b, (A))(B.p,(C~1)) dans O/ P} se correspondent
par lapplication A, (induite par A% ).

Maintenant, si on choisit des représentatnts B et C~! de B et de C-!,
puisque )‘Dp D, (induit par AL;) est un isomorphisme d’anneaux de Op,/P§,
sur ODL/ D, on a (B.p, (BrprAC™) — (B DL(B)CDFDL(WFA)CDFDL(C ') €
M, (P, ) et par conséquent I'image dans O/ P}, de tTMr(DL)/L(CDFDL (BrLAC™Y))
est egale a'image dans O/ P}, de tra,(p,)/L(CBop, (B)CDFDL (e A)B.p, (C7Y).
Il nous suffit donc de montrer que 'image dans Or/ P}, de tray, (pgy/r(B(7rA)C™Y)
et image dans OL/P} de tra,(p,)/L((B.p, (BTrAC™')) se correspondent par
I’application My;. Mais la trace réduite d’un élément de M, (Dr) est la somme
des traces réduites des éléments diagonaux de cette matrice et pareil pour Dy,
donc, pour avoir (enfin) le résultat voulu il nous suffit le lemme suivant :

Lemme 4.5.2 Soit z € Op,. Alors l'image de trp,/r(z) dans Op/ Py et l'image
de trp,;L(XG,p, (z)) dans O/ P} se corresondent par lisomorphisme A

Démonstration. Reprenons les notations de la section 2 chpitre 3, sous-sections

1 et 2. Ecrivons
d-1
zT= E Tpp€i
=0

ou tous les e; sont dans E, et méme dans Og puisque € Op,. Alors, par
définition (chap.3, sect.2, ssect.3),

m
DFDL Z'”Dp EK 61
=0
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L’algebre Dp agit sur E-espace vectoriel Dr de dimension d par multiplication
a gauche et la trace réduite de z sur F' est la trace de ’endomorphisme qui
correspond & z; on peut la calculer facilement en choisissant dans le E-espace

Dp la base 1%, _, 7}, ...n5.". On trouve

d-1
brouge@) = 3 (e,
1=0

Pareillement, on a

trp,/L(ADpp, (%)) ZUL (AEk (€0)) Z)‘E‘K or(€0))-

1=0 =0

Pour tout 1 < i < d—1, 'image de 0% (eo) dans Og/ Py, et I'image de A, (0% (eo))
dans Ok/ P}< se correspondent par I'isomorphisme AR, et donc I'image de trp,/r(z)
dans Og/ P}, et I'image de trp, /1(AB,.p, (z)) dans Ok/Pj se correspondent aussi
par I'isomorphisme A7,. Comme trp,/r(z) € OF et t’”DL/L(/\DFDL (z)) € Op, et
que A2y : Op/Ph ~ OK/P}{ induit A%, : Op/Pk ~ O/ P}, le lemme est démon-
tré.

On peut donc décomposer les intégrales dans 1’égalité 4.8 en des sommes qui
se correspondent terme & terme et en déduire que

/. b(trae o0 folg ™) IN:(0)'dg =
7y Mr(Op,)NGL, (D)

/ Vi (tras. ey (9)) £ g™ N (9)*dg.
w;‘M,(oD #)NGL.(DF)

On conclut maintenant par la relation (*):

e(s;m9) = (=1)“ V21~ s+ (n = 1)/2 /) Z(s + (n — 1)/2 ) "' R(¢™°)
ol R est le rapport de deux polynémes de degré au plus 2n et son analogue
e(s;mryr) = (1) DZ(A - s+ (n—1)/2; f1) Z(s + (n — 1)/2; fL) " *Ri(¢™°)

ou Ry, est le rapport de deux polynémes de degré au plus 2n, et par le fait que
deux polynomes de ¢~* égaux pour une infinité de ¢~* distincts sont égaux. Par
I’égalité des fonctions Z qu’on vient de montrer et le fait que ¢(¢)) = ¢(¢1), on
obtient

m(m) — 4n < m(my) < m(m) + 4n.
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PARTIE IV

Dans cette partie on montre le théoréme 4.5.1.a, ou plutét on explique com-
ment elle ressort de ce qu’on a déja vu. Dans la partie I on a prouvé le théoréme
4.5.1.a dans le cas particulier d’une algebre & division globale qui & toute place
sauf une est ou scindée ou isomorphe & une algébre & division. Le seuls ingrédients
qui manquait dans cette preuve pour qu’elle marche en général ont été

1) une majoration du niveau d’une représentation cuspidale de niveau 1 (!)
en fonction de son conducteur (voir hypothése restrictive de la prop.3, partie I)

2) une minoration uniforme des conducteurs de toutes les représentations
dans le cas du groupe des éléments inversibles d’une algébre centrale simple sur
un corps local. Le lecteur peut s’en convaincre en relisant la démonstration de
la partie I ol on a marqué en écrivant en caractére gras les seuls deux
endroits ou les algébres & division interviennent (page 162). Si on a ces deux
résultats, la démonstration est pareille en remplagant, aux places ramifiées, les
algebres a division par des algebres centrales simples quelconques.

Maintenant, une fois qu’on a montré la correspondance et les proposition 3.1.3
et 3.3.20 qui viennent avec, on sait que, si F" est un corps local et D une algebre
3 division centrale sur F' de dimension d?, si r est un entier strictement positif
et n = rd, alors les conducteurs des représentations cuspidales de GL,(D) sont
bornés inférieurement par —4n. Cela montre en particulier que la proposition 3
de la partie I est valable pour toutes les représentations irréductibles de GL, (D),
les cuspidales de niveau 1 inclues. Du coup, le niveau d’une représentation étant
toujours positif ou nul, les conducteurs de toutes les représentations lisses irré-
ductibles de GL, (D) sont forcément supérieurs ou égaux & —7n. On a ainsi résolu
les problémes 1) et 2) plus haut et on peut appliquer la démonstration de la partie
L
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ANNEXE 2

Le long de cette annexe F est un corps local non archimédien. Le corps F sera
considéré de caractéristique quelconque sauf mention du contraire. On considére
un groupe réductif connexe G sur F'. On note Z le centre de G. Soit w un caractére
de Z. On reprend les notations H(G), H(G;w) et F, de la section 1, chap.1. On
note E(G) 'ensemble des classes d’équivalence de représentations lisses irréduc-
tibles de G et E(G;w) le sous-ensemble de E(G) formé des classes d’équivalence de
représentations de caractére central w. On note E?(G) le sous-ensemble de E(G)
formé des classes d’équivalence de représentations essentiellement de carré inté-
grable et on pose E?(G;w) = E*(G) N E(G;w). On note E*(G) le sous-ensemble
de E(G) formé des classes d’équivalence de représentations essentiellement tem-
pérées et on pose E'(G;w) = E*G) N E(G;w). On note ¥(G) 'ensemble des
caractéres non ramifiés de G muni de sa structure de variété complexe. Pour tout
7 € E(G) on note ¥(G;7) ’ensemble {x ® 7 : x € ¥(G)} muni de la structure
de variété complexe induite par celle de ¥(G). Si L est un sous-groupe de Levi
de G on adopte ces mémes notations pour L.

Soit Grot(G) le groupe de Grothendieck de G sur C (vu comme C-espace
vectoriel). On note Grot;n4(G) le sous-espace de Grot(G) engendré par les images
des représentations de G qui sont induites a partir des sous-groupes paraboliques
propres de G.

On note G*" ’ensemble des éléments semisimples réguliers de G et G, l'en-
semble des éléments elliptiques réguliers de G. Si L est un sous-groupe de Levi
de G on adopte ces mémes notations pour L.

Si A est une partie de G, alors Adg(A) désigne I’ensemble des éléments de G
qui sont conjugués dans G & un élément de A et Zg(A) désigne le sous-groupe
de G formé des éléments qui commutent & tous les éléments de A. Si f est une
fonction quelconque sur G, alors on note S(f) ’ensemble 9non fermé a priori) des
éléments sur lesquels f est non nulle.

On fixe une mesure de Haar dg sur G, une mesure de Haar dz sur Z et des
mesures de Haar sur les tores maximaux de G, avec la condition que, si deux tels
tores sont conjugués dans G, alors les mesures qu’on a fixées se correspondent via
cette conjugaison (c’est indépendant du choix). Pour le théoréme 2 seulement, on
considérera que pour tout tore maximal elliptique T' de G, la mesure de Haar dt
fixée au début a été choisie de maniére & ce que vol(T/Z;dt/dz) = 1.

Proposition 1. (F de caractéristique quelconque) Soit w un caractére unitaire
de Z. Si f € H(G;w) est telle que pour tout m € E(G;w) on ait trm(f) = 0, alors
on a

®(f;9)=0 Vg € G”.
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Démonstration. Il y a une démonstration par la formule simple des traces dans
[DKV], la variante 2) au théoréeme A.2.a.

Proposition 2. (F de caractéristique quelconque) Si f € H(G) est telle que
pour tout m € E(G) on a trn(f) =0 alors on a

®(f;9)=0 Vg e G”.

Démonstration. C’est le théoréme A.2.a de [DKV]. On donne ici la démonstra-
tion.

Pour tout caractére unitaire w de Z on applique la proposition 1 a la fonction
F,(f) € H(G;w). On obtient ainsi que, pour tout caractére unitaire w de Z,

®(Fu(f);9)=0 Vg€ G”.

Soit maintenant go € G*". Par la proposition 1.1, chap.l1, la relation- précédente
implique : pour tout caractére unitaire w de Z,

/ w(2)®(f;290)dz = 0.
z
Considérons la fonction

h:Z—-C 2+ ®(f;290)-

Lemme 1. h € H(Z).

Démonstration. La fonction h est localement constante parce qu'une intégrale
orbitale est localement constante sur G*" et que l'intersection de Z avec un sous-
ensemble ouvert et compact de G est un sous-ensemble ouvert et compact de Z.
Puisque h est localement constante, S(h) est en particulier fermé. Montrons que
S(h) est inclus dans un espace compact :
Posons K = S(f). Soit
P:G — F[X]

I'application polynéme caractéristique. C’est une application continue et donc
P(K) est compact. On a S(h) C Z N gpAdg(K). On définit une application:

f:ZNgAds(K) = P(K)

par f(goe) = P(c) pour tout o € Adg(K)Ngy'Z. Soit A = {gozgy'z~! : = € G}
et posons B = AN Z. Le groupe G étant réductif, B est un ensemble fini (lemme
19.5, [Hu]). L’ensemble B est un sous groupe de Z qui agit par multiplication sur
I'espace ZNgyAdg(K). L’application f est invariante sous I’action de B. En effet,
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si 2 € Z N goAdg(K) s'écrit z = goa avec a € Adg(K), si 2’ € Z N gyAdg(K)
s'écrit 2/ = zy avec y € B, alors y s’écrit y = gozgy 'z~ avec z € G et on a

2 = (90a)(90z95 'z7") = (90295 ") (900x)z™!

et finalement 2’ = gozaz™!. Or, P(zaz™!) = P(a).
Notons T I’espace topologique quotient de ZNgyAdg(K) par rapport & I’action
de B. L’application f induit donc une application continue (B est fini):

f:T — P(K).

Par ailleurs, f injective. En effet, si f(goa) = f(908) et o, 8 € g5'Z, alors,
et § sont semisimples réguliers (car go l’est) et, ayant le méme polynéme carac-
téristique, ils sont conjugués: a = Bz}, T € G. Mais alors on a:

goa = goz Pz~ = (9oxg5 ") (908)z™" = (90795 'z~ ") 908

puisque go8 € Z. Donc 2z’ s’obtient de z par multiplication avec un élément de
B. Donc I'application f est continue injective.

L’image de f est 'image de f donc elle est fermée (car la restriction de 1’ap-
plication polynéme caractéristique & Zgo est fermée). L’ensemble P(K) est com-
pact, donc 'image de f est compacte. Donc T est compact. On en déduit que
90Adg(K) N Z est compact car B était fini. Finalement le fermé S(h) est inclus
dans le compact Z N goAdg(S(f)) donc il est compact.

Donc h € H(Z) et vérifie

/ w(2)h(z)dz =0
z

pour tout caractére unitaire w de Z. Par le théoréme 4.4. chapitre 2 [Boul], h(2)
est identiquement nulle. Donc, en particulier

®(f;90) = h(1) = 0.
Proposition 3. Supposons que la caractéristique de F' est nulle. Soit f € H(G)
telle que ®(f; g) = 0 pour tout g € G°. Alors, pour tout m € E(G) on a:
trr(f) =0.

Soient w un caractére de Z et f € H(G;w) telle que ®(f;g) = 0 pour tout
g € G*". Alors, pour tout 7 € E(G) on a:

trr(f) = 0.
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On peut remplacer la condition sur la caractéristique de F' par la condition que
les caractéres des représentations de G soient localement intégrables ou que le
support de f soit inclus dans G*".

Démonstration. Si 'une des trois conditions plus haut est vérifiée, alors on
peut appliquer la proposition 1.4.2. Le résultat s’ensuit sans probléme.

Proposition 4. (F de caractéristique quelconque) Soit f € H(G) telle que pour
tout ™ € Groting(G) on ait trr(f) = 0. Alors on a

®(f;9)=0 Vg € G'"\G..

Soient w un caratére de Z et f € H(G : w) telle que pour tout m € Grotinq4(G) de
caractére central w on ait trm(f) = 0. Alors on a

®(f;9)=0 Vg € G"\G..

Démonstration. Traitons d’abord le cas de f & support compact. Soit P un
sous-groupe parabolique propre de G. Soit P = LU une décomposition de Levi
de P. Pour tout o € E(L) on a:

tro(f¥) = tr(indg(0))(f) = 0
et en appliquant la proposition 2 & f¥ on trouve que
®(fF;9)=0 Vg € L*.

Maintenant, pour tout élément g € G*"\Ge. il existe un sous-groupe de Levi propre
L de G tel qu’on ait g € L*". On conclut par le théoréme 1.2.1.

Soit maintenant f € H(G;w). Soit h € H(G) telle que I,(h) = f. Soient P
un sous-groupe parabolique propre de G, P = LU une décomposition de Levi
de P et g un élément semisimple régulier de L. Soient Z le centre de L, ' un
caractere central de Z, tel que la restriction de w’ & Z soit égale aw et o € E(L)
de caractere central w’. On a alors:

tra(ls(hF)) = tro(hf) = trindSo(h) = trindSo(f) = 0

parce que la représentation ind$o est de caractére central w. On en déduit
que pour tout caractére w' de Z; dont la restriction & Z est égale & w on a
tro(Is(hF)) = 0 pour toute représentation admissible o de L de caractére cen-
tral w'. Donc, par la proposition 1, I'intégrale orbitale de I, (hF) est nulle sur L
pour tout tel w'. Donc, pour tout tel w’ on a:

/ w'(21)®(hF; 21.9)dz, = 0
ZL
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soit
/ /w'(ZLz)q)(hP; Zp29)dzdz;, =0
2./z2Jz
ou encore
/ W'(Z) / w(2)®(hP; zL29)dzdz, = 0.
2./2 z

On en déduit comme & la fin de la démonstration de la proposition 2 que la
fonction

/ w(z)®(hf; z,29)dz
z

en la variable Z, est identiquement nulle. On applique ce résultat pour z; =1 et
on trouve que

/ w(z)®(hP; 29)dz = 0.
z

Mais, par le théoréme 1.2.1 on a que

/w(z)d)(hp;zg)dz=/w(z)<I>(h; 2g9)dz
z

z

et comme par ailleurs

/Zw(z)d)(h; zg)dz = ®(f; g)
on trouve ®(f;g) = 0.

Proposition 5. Supposons que la caractéristique de F est nulle. Soit f € (G)
telle que pour tout g € G*"\G., ®(f;g) = 0. Alors, pour tout m € Grotins(G) on
a:

trr(f) =0.

Soient w un caractére de Z et f € (G;w) telle que pour tout g € G*"\G., ®(f;9) =
0. Alors, pour tout m € Grotinq(G) de caractére central w on a:

trrn(f) =0.

Démonstration. Il suffit de montrer que, si P est un sous-groupe parabolique
propre de G, si P = LU est une décomposition de Levi de P et si 0 € E(L) alors
on a

tr(indSa)(f) = 0.

Dans les deux cas, f € H(G) ou f € H(G;w), on applique la proposition 1.4.2
a la représentation indSo et 4 la fonction f pour obtenir tr(ind$o)(f) sous la
forme d’une somme d’intégrales. Sur les éléments réguliers des tores non ellip-
tiques, c’est I'intégrale orbitale de f qui est nulle. Sur les éléments réguliersles
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des tores elliptiques, c’est le caractére de ind$o qui est nul, par le théoréme 1.3.2.
On trouve donc tr(ind$o)(f) = 0.

Théoréme 1. Soit 1 € E*(G). On dit que f, € H(G) est un pseudocoefficient
@ support compact de 7 si tro(fr) = 1 pour toute représentation o € ¥(G; ) et
trr(fx) = 0 pour toute représentation T € E*(G)\¥(G; ).

a) Un tel f, eziste.

b) On a trp(fr) =0 pour tout p € Grotina(G).

¢) L’intégrale orbitale sur G°" d’un pseudocoefficient ¢ support compact de =
ne dépend que de 7. Elle est nulle sur G*"\G..

Démonstration. a) On montre d’abord trois lemmes. Fixons une paire para-
bolique minimale de G, (Ao; Py) et une décomposition de Levi Py = LoUy. Si H
est un sous-groupe de G on note X (H) ’ensemble des caracteéres rationnels de
H. Soit A un tore standard de G. On note W(A;G) le groupe de Weyl de A
dans G. On pose a(A)* = X(A) ®z R. Le commutant Zz(A) de A dans G est un
sous-groupe de Levi standard de G qu’on notera L(A). On sait que la restriction
induit un isomorphisme

ra: X(L(A) @z R~ X(A) ®zR

Sur a(Ap)* on fixe un produit scalaire < ; > invariant par I'action de W (Ay; G).
Notons ®(Ap; G) ’ensemble des racines de Ay dans G. On sait que ®(Ag; G) est
un systéme de racines abstrait dans a(A4p)*. On sait également que, si 2 est un
sous-ensemble de ®(Ay; G), alors

Aq = n ker(a)

a€d(Ag;G)\

est un tore standard de G, que tous les tores standard sont obtenus ainsi, que le
systéme de racines de Aq dans G est et que la restriction induit une bijection :

bA : Qart jad Cl(AQ)‘
ou Q° est le sous-espace de a(Ag)* orthogonal a I’ensemble .
Lemme 2. Soit (A; P) une paire parabolique standard pour G, et soit 6 un ca-

ractére réel de L(A). Soit Q une partie de ®(Ay;G) telle qu'on ait A = Aq.
Supposons qu’on a

<ra(0);>=0 Va € ®(A4y; G)\Q.
Alors il existe un caractére réel © de G tel que 0 soit la restriction de © a L(A).

Démonstration. Soit Z, le tore maximal déployé standard du centre Z de
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G. Alors (Zy; G) est une paire parabolique standard (qui correspond au sous-
ensemble Q = ®(Ay; G) de ®(4o; G)).

On a Z, C A. Soit 0z, le caractére de Z; induit par la restriction de r4(8).
Alors 77, (62,) est un caractere réel de G. Posons © = r3!(6z,).

Montrons que la restriction de © & L n’est autre que . Soit ©y, la restriction
de © & L. Puisque r4 est un isomorphisme, il nous suffit de montrer que les
restrictions de 6 et ©, & A coincident. I suffit donc de montrer que b;'(r4(6)) =
bz (62,)- Mais bZ. (62,) est I'unique caractére de A, orthogonal 4 tous les éléments
de ®(Ao; G) dont la restriction & Zj est 8z,. Or b;'(r4(6)) est un caractere de A,

- dont la restriction & Z; est aussi fz,, puisque sa restriction & A est r4(6)

- qui est orthogonal & tous les éléments de 2 parce que se trouvant dans le
domaine de définition de by, et

- qui est orthogonal aussi a tous les éléments de ®(Ay; G)\2 parce que 8 'est
par hypotheése.

D’ott il en ressort que, effectivement,b(ra(6)) = b7 (62,)-

Rappelons que, par définition, une représentation r est essentiellement tempé-
rée si elle s’obtient d’une représentation tempérée par torsion avec un caractére.
On sait par ailleurs qu’une représentation essentiellement tempérée est tempérée
si et seulement si son caractére central est unitaire. Comme tout caractére s’écrit
comme produit d’un caractére unitaire et un caractere réel, une représentation
essentiellement tempérée s’écrit toujours comme produit tensoriel d’une repré-
sentation tempérée par un caractere réel.

Lemme 3. Soit (A; P) une paire parabolique standard de G et P = LU une
décomposition de Levi standard de P. Soit 7 € E*(L). Ecrivons 7 = 6 ® 79 ou1 8
est un caractére réel de L et 7o € E%(L). Alors I'image de ind$7 dans Grot(G)
est:

- une somme de représentations essentiellement tempérées de G s'il existe un
caractére © de G tel que resfO = 0 et

- une somme de représentations de Langlands strictement induites sinon.

Démonstration. S’il existe un caractére © de G dont la restriction & L est
0, alors on a
inder = © ® inds

et 7y étant une représentation tempérée, ind$7y est une somme de représentations
tempérées de G, donc indST est une somme de représentations essentiellement
tempérées de G.

Avec les notations plus haut, notons 2 le sous-ensemble des racines simples de
®(Ap; G) tel que A = Aq. Soit A le sous-ensemble de ®(Ay; G)\2 formé de racines
orthogonales & 6. S'’il n’existe pas de caractére © de G dont la restriction a L est
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6, alors par le lemme 2 plus haut, on a QUA C ®(Ap; G) et donc L(Aqua) est un
sous-groupe de Levi propre de G. En appliquant le lemme 2 au groupe L(Aqua)
et & son sous-groupe de Levi standard L = L(Agq) (qui était notre sous-groupe
de Levi standard initial), on trouve qu’il existe un caractére © de L(Aqua) dont
la restriction a L est §. Cela prouve que

indﬁ(A“UA)T =0Q indi(AQUA)To

et donc indf(A““A)r est une somme de représentations essentiellement tempérées

de L(Aqua)- On remarque que chaque représentation essentiellement tempérée
t qui apparait dans cette somme s’écrit ¢t = © ® ¢y ou ¢y est une représentation
tempérée. D’autre part, il n’existe aucun élément ¢ de ®(Ao; G)\(2U A) tel que
< ©;¢ >= 0 parce que A a été choisi comme le sous-ensemble de ®(Ay; G)\Q
orthogonal 4 6. Mais alors, on peut choisir un sous-groupe parabolique (non stan-
dard éventuellement) de G de sous-groupe de Levi L(Aqua) par rapport auquel ©
est un caractére strictement positif (il suffit de changer le signe des racines ¢ dans
®(Ap; G)\(2U A) pour lesquelles < ;¢ > < 0). Par rapport & ce sous-groupe
de Levi, toutes les représentations ¢ plus haut sont standard, et on conclut en
tenant compte du fait que, dans Grot(G), I'induction & partir d’un sous-groupe
de Levi est indépendante du choix du parabolique.

Démontrons maintenant le théoréme 1 a). Soit h : Grot(G) — C I’application
linéaire définie par: '

-h(o) =1sioc € ¥(G;) et

- h(o) = 0 si o est une représentation de la base de Langlands de Grot(G)
qui ne se trouve pas dans ¥(G; ).

Montrons que la fonction h est une bonne fonction:

Soit p € E(G). Alors p s’écrit dans Grot(G)

n
p= Z a;m;

=1
oll les m; sont dans la base de Langlands de G. Donc h est constante sur ¥(G; p),
égale & a, ol « est la somme des q; tels que m; € ¥(G; ).

Montrons que, par ailleurs, h s’annule sur Grot;;4(G). Soit P un sous-groupe

parabolique standard propre de G, L son sous-groupe de Levi standard et p €
E(L). Alors on a h(ind$p) = 0. En effet, écrivons dans Grot(L)

n
p= Zaiﬂ’i
i=1

ou les 7; sont dans la base de Lariglands de L. Pour chaque ; il existe un sous-
groupe parabolique standard P; de P et une représentation essentiellement tem-
pérée 7; du sous-groupe de Levi standard L; de P; telle que m; = indfs'_r,-. Donc

177



ind§n; = ind§ ;. Mais, P; est un sous-groupe parabolique propre de G, donc par
le lemme 3, indg‘,ri est ou une somme de représentations essentiellement tempé-
rées de G — mais on sait alors qu’aucune n’est essentiellement de carré intégrable
— ou une somme de représentations de Langlands strictement induites. Dans les
deux cas, indgi’r,- est une somme d’éléments de la base de Langlands de G dont
aucun ne se trouve dans ¥(G;n) et on a donc h(ind§7;) = 0. Finalement on a
obtenu que h(ind$p) = 0, soit h s’annule sur les induites.

On applique le théoreme de Paley-Wiener & h: h est une bonne fonction, donc
c’est une fonction trace. Il existe f, € H(G) tel que pour tout o € E(G) on ait
tro(fz) = h(o). Alors fr est un pseudocoefficient & support compact de .

b) La fonction f, construite au point a) vérifie cette propriété. Il suffit de
montrer que, si f, est un autre pseudocoefficient & support compact de , alors
fx — [ annule la trace de tout élément de E(G).

Puisque fr et f, sont des pseudocoefficients & support compact de 7, fr — f~
annule la trace de toute représentation essentiellement tempérée de G. Montrons
que, si o € H(G) vérifie trr(o) = 0 pour tout 7 € E*(G), alors tro(o) = 0 pour
tout o € E(G). 1l suffit de montrer que tro(0) = 0 pour tout élément o de la
base de Langlands de G.

Soit o = ind$T ou P est un sous-groupe parabolique standard de G, L est
son sous-groupe de Levi standard et 7 € E*(L) qui s’écrit 7 = 8 ® 79 ou 0 est
un caractére unitaire de L et 7o € E%(L). Alors pour tout x € ¥(L) unitaire,
ind$(x ® 7o) est une somme de représentations tempérées de G et on a de ce fait
tr(ind€(x ®79))(0) = 0. Mais I’ensemble formé de caractéres dans ¥(L) unitaires
est Zariski dense dans ¥(L), et comme la fonction x — tr(ind$(x ® 1)) (o) est
algébrique sur ¥(L), on en déduit que tr(ind$(x®7o))(0) est identiquement nulle
sur ¥(L). En particulier, tr(ind$(8 ® 1)) (0) = 0, soit tra(o) = 0.

c) Soient fr et f. deux pseudocoefficients de 7. On veut montrer que I’inté-
grale orbitale de f, — f. est nulle sur G*". Par la proposition 2, il suffit de montrer
que fr — f! annule la trace de tout élément de E(G). On ’a montré au point b).
En passant par la proposition 4, le point b) implique aussi que I'intégrale orbitale
de fr est nulle sur G*"\G..

Théoréme 2. Soit 7 € E?(G). Soit w le caractére central de w. On dit que
fr € H(G;w) est un pseudocoefficient a support compact modulo centre de 7 si
trr(fr) =1 et trr(fz) = 0 pour toute représentation 7 € E*(G;w)\{7}.

a) Un tel f, eziste.

b) Pour tout sous-groupe parabolique P de G, si L est le sous-groupe de Levi
de P, si p € E(L) est telle que la restriction du caractére central de p ¢ Z est w,
on a tr(ind$p)(fr) =0

¢) L’intégrale orbitale sur G*™ d’un pseudocoefficient ¢ support compact modulo
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centre de m ne dépend que de . Elle est nulle sur G*"\Ge..

d) Si sur tout tore mazimal elliptique de G la mesure dt qu’on a fizée vérifie
vol(T/Z;dt/dz) = 1, si fr est un pseudocoefficient ¢ support compact modulo
centre de m, si le corps F' est de caractéristique nulle, alors on a

®(fr;9) = X=(9) Vg € G..

Démonstration. a) Soit A 1’ensemble fini des caracteres non ramifiés x de G tels
que le caractére central de x® soit w (c’est ’ensemble de caractéres non ramifiés
x de G dont la restriction & Z est triviale). Soit P une fonction algébrique définie
sur ¥(G; ) a valeurs dans C telle que P(m) =1 et P(x @ m) =0si x € A\{1}.
Soit h : Grot(G) — C l'application linéaire définie par:

- h(o) = P(0) si 0 € ¥(G;) et

- h(o) = 0 si o est une représentation de la base de Langlands de Grot(G)
qui ne se trouve pas dans ¥(G; 7).

Exactement de la méme fagon que dans la démonstration du théoréeme 1 a) on
vérifie que h est une bonne fonction. On applique le théoréeme de Paley-Wiener:
soit f € H(G) telle que pour tout 0 € E(G) on ait tro(f) = h(o). Posons
fr = F,(f) € H(G;w). La fonction f, ainsi définie vérifie clairement les condi-
tions voulues, puisque pour tout o € E(G;w) on a tro(f,) = tro(f).

b) Le pseudocoefficient & support compact modulo centre f, de 7 construit
au point a) vérifie cette propriété puisque pour tout o € E(G;w) on a tro(fr) =
tro(f) et que f annule la trace de toute induite. Il suffit donc de montrer que,
si fr et f] sont deux pseudocoefficients & support compact modulo centre de m,
alors tro(fr — f}) = 0 pour tout 0 € E(G;w). Comme dans la démonstration du
point b) du théoréme 1, on considére o € E(G;w) et on la décompose sur la base

de Langlands
n
g = Z Q;T;.
i=1

Pour chaque 7; il existe un sous-groupe parabolique standard P; de G et une re-
présentation essentiellement tempérée 7; du sous-groupe de Levi standard L; de
P, telle que m = ind,‘i‘,ri. On remarque que pour tout 2, la restriction du caractére
central de 7; & Z est w. Comme dans la démonstration du point b) du théoréme 1,
on montre que tr(ind§,7:)(fx — f5) = 0 en utilisant le fait que les caractéres dans
U(L;) unitaires et dont la restriction & Z est w forment un ensemble Zariski dense
dans la sous-variété de ¥(L;) formée de caractéres dans ¥(L;) dont la restriction
a Z est w.

¢) On a montré que deux pseudocoefficients & support compact modulo centre
de 7 ont la méme trace sur les éléments de E(G;w). Par la proposition 1, ils ont la
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méme intégrale orbitale sur G*". Pour montrer que l'intégrale orbitale d’un pseu-
docoefficient & support compact modulo centre de 7 s’annule sur G*"\G. il suffit
donc de le montrer pour un pseudocoefficient a support compact modulo centre
particulier. On le vérifie pour le f, construit au point a). On avait f, = F,(f),
ou f était un certain élément de H(G) dont on sait qu’il annule la trace de tout
élément de Groti4(G) (voir démonstration du point a) du théoréme 1). Donc,
I'intégrale orbitale de f est nulle sur G*"\G,, par la proposition 2. Alors la pro-
position 1.1 d) chap.1 implique que I'intégrale orbitale de F,(f) = fr s’annule
sur G*"\G..

d) Voir [C12].
Remarque sur le point d) du théoréme 2. C’est siirement vrai sans condi-
tion sur la caractéristique de F'. On a montré dans cette thése que ¢ca marche si

G est une forme intérieure de GL,(F') ou F est un corps de caractéristique non
nulle.
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