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Abstract

As it occurs in all great cities, Paris has a serious photochemical ozone air pollution problem.
Our work is inserted in the project on forecasting ozone episodes in the Paris area realised in
coorperation with AIRPARIF, the Paris area air pollution agency.

In the first part, we biefly present the ozone formation phenomena.

In the second part, we analyse the influence of wind on pollution repartition; to achieve this
aim, classical data analysis (Principal Component Analysis, Procustean Analysis, Multidimensional
Scaling) and linear model were used.

In the field of air pollution control, the rare event is often more significance than the common
one. This is evidenced by the content of air quality standards which define acceptable upper limits
of air pollution concentrations. The purpose of the third part is to establish whether observed trends
in the data of tropospheric ozone are real, meaning that they could be attributed to actual changes
in the emissions of toxic gases into atmosphere, or whether they are the result of meteorological
changes affecting the conditions under which ozone is generated. To investigate this question, we
construct a regression model in which the level of ozone is represented as a function of both mete-
orological variables and time, in order to determine the significance of the time component when
the meteorological variables are taken into account. Also, we propose to use a logistic regression to
model the probability of an exceedance of a high threshold level every day, in accounting for the
relationship between very high values of ozone and meteorological conditions.Then, we apply the
results of the extreme value theory to model the point process consisting of the times and the sizes
of high-level exceedances by a non-homogeneous Poisson process. We apply the method to data
from the Paris and Los Angeles areas.

In the fourth one, we demonstrate the convergence to a Compound Poisson process of a high-
level exceedances point process N, (B) = Z%eB L{x;>un}, Where X, = ¢(€s,Ys), ¢ a (regular)
regression function, u, grows to infinity with n in a suitable way, £ and Y are mutually inde-
pendent, £ is stationary and weakly dependent, and Y is non-stationary, satisfying some ergodic
conditions. The basic technique is the study of high-level exceedances of stationary process over
suitable collections of random sets.

Key words and phrases: Principal Component Analysis, Procustean analysis, Multidimensional
Scaling, linear model, exceedances, point processes, convergence, logistic regression, diagnostic
model testing, generalized Pareto distributions, meteorological conditions, non-homogeneous Pois-
son process, Bootstrap method, Compound Poisson process, level sets, mean occupation measures,
asymptotically ponderable collections of sets.
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Introduction

Avant de présenter les travaux que nous avons réalisés, il nous semble indispensable de les re-
placer dans un contexte plus général. Pour cela, nous reprenons les termes de notre projet défini
a la fois par un besoin de connaissances dans le domaine de la qualité de ’air et dans celui plus
académique d’un travail universitaire.

Le projet qui nous a été proposé conjointement par AirParif (organisme chargé de la surveillance
et de la qualité de ’air en Ile-de-France), le laboratoire de Modélisation Stochastique et Statistique
en collaboration avec le laboratoire de Biométrie du CNRS (Université de Lyon I) commencait par
un bref historique que nous reproduisons :

“Depuis le début de l’ére industrielle, la quantité de polluants rejetés dans l’air a considérablement
augmenté. Cette pollution, en raison de son impact au niveau local et planétaire explique la mise
en place d’actions de prévention individuelles et collectives. La région parisienne, avec plus de diz
millions d’habitants représente depuis longtemps l'une des plus fortes concentrations d’activités
d’Furope. C’est pourquot, on s’y est préoccupé depuis longtemps des problémes de pollution atmo-
sphérique.

L’étude statistique de la pollution de l’air, quant a elle, date d’une trentaine d’années. Elle
porte sur des échelles de temps et d’espace trés différentes. Mais la plupart des travauz n’ont pas
développé une méthodologie statistique originale. Il existe des exceptions notables, comme les publi-
cations de I’Université de Caroline du Nord (dans le cadre de I’Environmental Protection Agency),
certains travauz australiens”.

A partir de 13, trois problémes principaux étaient proposés pour notre travail :

e L’étude de I’évolution de la pollution sur le long et le moyen terme,
e La prévision,
e L’aspect spatio-temporel: typologie des stations et I’évolution au court de la journée.

Dans notre travail nous avons tenté de répondre & une partie des questions soulevées par ces
problémes. En fait, la logique de notre recherche nous conduit & adopter la présentation suivante:

Dans une premiére partie, nous avons rappelé quels étaient les phénoménes chimiques perme-
ttant la formation de ’ozone troposphérique (la partie de ’atmosphére comprise entre le sol et la
stratosphére), quelles étaient les conditions favorables & ’apparition d’épisodes d’0O3; nous avons
aussi donné quelques détails sur le corpus de données dont nous pouvions disposer.

Dans une seconde partie, nous avons étudié I’influence du transport en région parisienne. La for-
mation d’O3 & court terme est fonction de conditions atmosphériques particuliéres dans lesquelles
le vent (sa direction, sa vitesse) joue un réle important, mais aussi la température maximale,
I’humidité de ’air. Nous avons d’abord étudié ’influence de la direction du vent a l’aide de tech-
niques statistiques élémentaires mais, & notre connaissance, jamais encore utilisées dans ce contexte.
Nous avons élargi ce premier modeéle & d’autres facteurs a 1’aide des techniques, elles aussi clas-
siques, du modele linéaire. Ensuite, pour étudier la variabilité et la représentativité des onze stations
disponibles nous avons été conduite & mettre en oeuvre des méthodes d’analyse des données, elles
aussi classiques, mais assemblées de facon & mettre en évidence ce qui les différencie et ce qui les
rapproche selon la direction du vent, qu’il souffle de I’océan ou de I’intérieur.

Dans une troisiéme partie, nous nous sommes limités aux valeurs élevées d’O3; en effet ce
sont elles qui déterminent les régles d’alerte d’AirParif et qui, selon toute vraisemblance, sont les
plus importantes dans le déclenchement d’allergies sur les personnes les plus sensibles. Nous avons
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tenté de montrer qu’en nous limitant a ces valeurs élevées (dont nous préciserons les valeurs mais
qui tournent autour des seuils d’alerte) les relations qui apparaissent grossiérement sur I’ensemble
des données deviennent beaucoup moins évidentes. Pour les décrire, nous avons mis en oeuvre des
modeéles de valeurs extrémes, leur nombre et leur intensité, en utilisant un processus de Poisson
non-homogeéne. Cette approche nous a conduit a utiliser la régression logistique, bien connue dans
le domaine médical mais largement sous-exploitée dans 1’étude la pollution atmosphérique. En
outre, il a fallu que nous mettions au point des algorithmes de minimisation adaptés & la recherche
d’estimation des parameétres de l'intensité par la méthode du maximum de vraisemblance. Na-
turellement, les problémes numériques ont été délicats & mettre en oeuvre. Ceci nous a permis de
déceler des différences entre stations pour 1’évolution & un horizon de dix ans. Bénéficiant d’un
corpus de données beaucoup plus important et sur une période plus longue dans la région de Los
Angeles, nous avons essayé d’appliquer le méme type de modéle que dans la région parisienne, et
nous avons soulevé plus de questions nouvelles que de réponses précises, ce qui est peut-étre une
fagon d’envisager comment prolonger cette modélisation.

Enfin, dans une quatriéme partie, nous avons abordé un point de vue entiérement théorique sans
possibilité, dans sa phase actuelle, d’appliquer les résultats que nous avons obtenus & des données
réelles. Nous pouvons envisager ultérieurement des applications mais il était difficile pendant le
temps limité au cours duquel nous avons réalisé notre travail de les faire de maniére correcte ; 1
aussi, sans doute, des prolongements dans un proche avenir.

Nous avons reporté en annexe un certain nombre de rappels théoriques (sans doute indispens-
ables pour le lecteur non statisticien, et inutiles pour le statisticien! ). Nous avons aussi fourni de
nombreux listings de résultats afin que le lecteur curieux puisse aller les consulter. Nous avons aussi
fourni les listes de quelques programmes (en SAS et en MATLAB) pour aider ceux qui voudraient
appliquer nos résultats a d’autres corpus de données.

Enfin, si nous avons utilisé un grand nombre de modéles de natures différentes, nous avons tenu
a ce qu’ils aient tous une capacité potentielle d’applications, sans nous faire trop d’illusion sur leur
possibilité de décrire entiérement une réalité complexe.

Et maintenant, nous pouvons entrer dans le vif du sujet !

“Mon Dieu, délivrez-moi du modele! ”

DIDEROT D., Essais sur la peinture, observations sur le Salon de peinture de 1765
Garnier, éd., Paris 1988.
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Partie 1

L’ozone troposphérique
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Introduction

L’ozone (Os) est un composant secondaire, c’est-a-dire qu’il n’existe pas d’émetteur direct
d’0O3. C’est un constituant naturel de la troposphére, sa concentration de fond dans ’atmosphére
est de ’ordre de 50 ppb (1 ppb correspond & environ 2 pg/m3). Comme le soulignent Carlier et
Mouvier dans [11], “I’ozone, comme de nombreux composés minoritaires dans ’atmosphére,est la
conséquence d’un ensemble complexe de phénomeénes physiques et chimiques que ’on peut classer
en 5 grandes catégories :

1.

Emission de composés dits primaires, soit par des processus naturels, soit par des processus
anthropogéniques (industriels, domestiques ou agricoles).

. Transformation chimique conduisant & la formation de composés dits secondaires dans I’atmo-

sphére & partir des composés primaires ou d’autres composés secondaires préalablement
formés.

. Transport et dispersion de ’ensemble des composés présents du fait du déplacement des

masses d’air, de la turbulence et de la convection, sous l'influence des différents facteurs
météorologiques.

. Transfert entre phases, c’est-a-dire ’ensemble des phénomeénes d’échanges de matiére entre

la phase gazeuse et des phases condensées solides ou liquides en suspension (phénomeéne de
nucléation, condensation, absorption, etc...).

. Elimination par dépdt sec ou humide, absorption par les végétaux, corrosion de matériaux

divers.”

Quels sont les mécanismes régissant la formation de ce polluant? Qu’en est-il en Région Parisienne?
C’est ce que nous alloris essayer de préciser dans les chapitres suivants.
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Chapitre 1

Présentation breve des
phénomenes chimiques permettant
la formation de 1’ozone
troposphérique

La pollution par O3 est le résultat de phénomeénes nombreux et complexes, dont le moteur est
le cycle induit par la photolyse du dioxyde d’azote (NO3), appelé cycle de Chapman, mettant en
Jeu les composants NO, NO; et Os. En effet, ce cycle met en lumiére les principaux mécanismes
de production-consommation d’O3:

03+N0—)N02+02 (11)
0(3P) 4+ 02 — O3 .
NO2 + hv — NO + O(*P) Photolyse du NO, (1.3)

olt O(3P) représente I’atome d’oxygene dans 1’état fondamental. Par conséquent, en situation nor-
male, la concentration d’ozone est modérée, puisque la formation d’ozone dans (1.2) implique
Téaction chimique (1.3) qui produit du NO, piege de I’ozone dans (1.1).

1.1 Production par transport vertical

L’ozone est un oxydant réagissant rapidement avec les réducteurs tels que le NO dans ’atmo-

sphére (réaction de titration (1.1)). Par conséquent, si ’ozone est en exces, NO est totalement
oxydé en NO- et il reste un résidu d’Os; si au contraire NO est en excés, O3 est totalement
détruit et reste un résidu de NO. Cette réaction explique entre autre, pourquoi, au voisinage des
autoroutes ou des grands centres urbains, producteurs de NO (gaz d’échappement), on enregistre
en général, des taux d’ozone relativement faibles.
(1.1) permet d’interpréter un grand nombre de situations, notamment celles ou la production pho-
tochimique d’O3 au cours de la journée reste négligeable (zones rurales qui ne sont pas sous le
vent de I’agglomération par exemple). Les phénoménes observés résultent alors simplement de la
compétition entre les mécanismes de consommation d’Os, par émission de N O notamment et ceux
d’apport d’O3 par transport a partir de la stratosphére. Les équations (1.2) et (1.3) correspondent
a des périodes de pollution photochimique, c’est par conséquent en période d’intense irradiation
solaire que des taux d’ozone élevés seront observés.

Qu’en est-il de la production directe d’ozone?
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CHAPITRE 1. PRESENTATION BREVE DES PHENOMENES CHIMIQUES PERMETTANT
22 LA FORMATION DE L’OZONE TROPOSPHERIQUE

1.2 Production directe dans la basse tropospheére

Seule I’équation (1.2) permets la production d’ozone. Par conséquent, la formation d’ozone en
grande quantité fait appel a la réaction d’oxydation du NO en NO, suivante:

Hy,0+NO — OH + NO, (1.4)

(1.4) court-circuite (1.1) et permet ainsi a I’ozone de s’accumuler. schématiquement et trés suc-
cinctement, on a:

(1.4) & (1.3) = (1.2)
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Chapitre 2

Conditions favorables a
I’apparition d’épisodes d’Os

2.1 Conditions météorologiques et émissions anthropiques

Il est évident que la réaction de photolyse du NO; (1.3) n’aura lieu que lors de période
d’intense irradiation solaire. Mais ’apparition d’un épisode d’O3 nécessite aussi des concentrations
en précurseurs (NO) suffisamment grandes, une vitesse de vent faible, une température élevée au
sol, une humidité relative faible et une pression atmosphérique élevée. C’est en période anticy-
clonique que ces épisodes sont les plus fréquents. En effet, les masses d’air sont peu mobiles et les
précurseurs de I’O3 ont donc tendance & s’accumuler, notamment lors des phénoménes d’inversion
thermique.

Rappel :  Inversion thermique
Théoriquement, la température baisse avec ’altitude dans les premiéres couches de ’atmosphére.
On dit qu’il y a inversion thermique lorsque la température augmente avec I’altitude. L’air froid
situé en-dessous est alors bloqué par ’air chaud situé au-dessus. Les polluants ne peuvent alors pas
se disperser dans ’atmospheére, ils sont piégés par ce que I’on appelle alors la couche d’inversion.

2.2 Le role du transport

“Aux échelles locales et régionales, les concentrations [de pollution] varient rapidement dans le
temps et ’espace, si bien que les échelles pertinentes pour décrire les phénoménes sont typiquement
Pheure et la dizaine de kilométres. ”(cf. [1], chapitre V). Les processus physico-chimiques y sont
caractérisés par:

o La nature des constituants: la chimie organique doit prendre en compte a cette échelle un
trés grand nombre de composés réunis sous le terme de composés organiques volatils (COV)
qui ont une importance capitale dans la production de polluants secondaires tels que ’ozone.

e La proximité des sources de pollution, conduisant & des niveaux de concentration bien supérieurs
a ceux observés dans ’atmosphére libre et variant rapidement en fonction de la distance des

sources.

Cinq échelles d’espace sont nécessaires a ’analyse du comportement de 1’ozone troposphérique
(National Research Council (1992)):

e Le noyau urbain: Zone d’habitat trés dense dans laquelle les sources de précurseurs sont tres
intenses, ou le piégeage de ’0zone domine (consommation d’ozone). La concentration d’ozone
y est donc presque toujours faible.

o Le périmeétre urbain: Zone encore trées densément habitée dans laquelle le trafic automobile
est intense. C’est la premiére zone a étre touchée par I’ozone formé dans le panache du
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noyau urbain, méme si ce n’est pas dans cette zone que les concentrations les plus élevées
s’observent, un piégeage notable subsistant du fait de I’importance des émissions.

La région de transport mésoéchelle: région dans laquelle les concentrations d’ozone sont les
plus élevées.

La région de transport d’échelle synoptique: échelle des grands systémes météorologiques
susceptibles d’intervenir de facon déterminante sur la concentration d’ozone dans les basses
couches (dépression, anticyclone). Les processus frontaux ou les subsidences anticycloniques
peuvent disperser ou au contraire accumuler 1’ozone dans un rayon de 300 4 500 km.

Le réservoir de fond constitué par le reste de ’atmosphére, au-deld des limites de 1’échelle
précédente.

Par conséquent, différents types d’épisodes de pollution peuvent avoir lieu (cf. [56]) :

[ ]

Episode local:

Episode de forte pollution en Oz lors duquel la vitesse du vent est trés faible, la direction
du vent est variable et ol ’on observe une grande disparité entre les taux enregistrés sur les
différents sites de mesure, reflétant le manque d’homogénéité de la masse d’air (due & une
forte concentration en précurseurs permettant une production locale d’ozone).

Episode régional:

Episode lors duquel la direction du vent est assez stable, la vitesse du vent existe et ou les
taux d’ozone enregistrés sur les différents sites de mesure sont relativement homogénes. Ceci
refléte le peu de production locale et le role du transport. Dans ce cas, ’ozone n’est pas (ou
peu) produit localement. Il est dii au transport d’une masse d’air de forte concentration en
ozone sur 1’agglomération.

Episode de recirculation d’air pollué ou smog agé:

Les particularités de ces épisodes ne seront pas prises en compte dans I’étude statistique a
cause de leur complexité. Pour plus de détails, nous renvoyons les personnes intéressées 3
Particle [53] dans lequel on trouvera la description des phénoménes régissant de tels épisodes.
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Chapitre 3

Corpus de données disponible en
Région Parisienne

3.1 Caractéristiques géographiques et climatiques

Paris se situe dans une plaine a peu prés entiérement sous influence océanique avec une vitesse
de vent suffisante pour disperser la pollution.

3.2 Données d’ozone et données météorologiques

3.2.1 Données pollution: AIRPARIF

En Ile-de-France, ’exploitation, la gestion du dispositifs de surveillance de la qualité de ’air et
la diffusion des informations auprés du public sont sous la responsabilité d’AIRPARIF, association
regroupant au sein de son conseil d’administration quatre colléeges regroupant des représentants
de I’Etat, des collectivités territoriales d’Ile-de-France, des industriels et des associations. Il existe
deux types de sites mesurant les concentrations d’ozone (cf. tableau 3.1):

e les stations de fond urbaines, éloignées de toute source directe de pollution d’origine indus-
trielle ou automobile. Elles mesurent I’exposition de la population francilienne quelle que soit
son activité.

o les stations de fond rurales, installées en périphérie de 1’agglomération parisienne. Elles
permettent de suivre les phénomeénes de transport de .pollution. Elles forment un bon in-
dicateur du niveau d’ozone créé par réaction chimique & partir de polluants émis directement
par les véhicules de ’agglomération.

Station Code
Neuilly/Seine 1F92
Aubervilliers 1F93

Créteil 1F94

Paris 04 4F75

Urbaine | Champs/Marne 1F77
Paris 13 13F75

Paris 07 71F75

Montgeron 4F91

Fontainebleau 3F77
Rurale | Montgé-en-Goéle | 4F77
Rambouillet 2F78

Tableau 3.1: Stations de mesure en région parisienne

[2] fournit un bilan des mesures d’ozone effectuées entre 1992 et 1996 et rappelle les principales
caractéristiques de ce polluant secondaire :
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Carte d'implantation des sites météorologiques et de mesure de I'ozone

(1) Paris 4eme (2) Paris 7éme (3) Paris 13éme
(4) Champs sur Marne (5) Montgeron (6) Neuilly sur Seine
(7) Aubervilliers (8) Créteil (9) Rambouillet
(10) Fontainebleau (11) Montgé-en-Goéle
(tr) Trappes (sa) Saclay

e Cycle annuel:
On observe une saisonnalité marquée due au fait que les conditions météorologiques favorables

a la formation d’ozone s’observent uniquement durant une période allant environ du 1" Mai
au 15 Septembre 1994-1996.

o Cycle journalier:
Pendant la période estivale, le profil d’ozone classique possede la forme caractéristique suiv-

ante (cf. [53], ol 'on trouvera les explications “chimiques ”nécessaires & la compréhension de
la forme de cette courbe) :
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Figure 3.1: Profil d’ozone journalier moyen pour la station de Neuilly/Seine (1994-1996)

e les taux d’ozone mesurés en zone rurale sont en général plus élevés que ceux mesurés en zone
urbaine, du fait du déplacement des masses d’air chargées en précurseurs d’ozone.

e En dehors des épisodes photochimiques d’ozone, le niveau de fond moyen d’ozone relevé sur
les stations de fond rurales ou au sommet de la Tour Eiffel, est de I’ordre de 60 pg/m?

Les seuils de la procédure d’alerte en Ile-de-France :

| Os en pg/m?® 130 180

Niveau 1 Niveau 2 Niveau 3
Mise en éveil des services techniques | Information des autorités et du public | Alerte
360

Tableau 3.2: Seuils de la procédure d’alerte en Ile-de-France pour ’ozone

3.2.2 Données météorologiques
Deux types de données météorologiques mesurées en région parisienne seront utilisées par la
suite :

o les données du sondage de Trappes fournies par Météo France, comprenant :

— la direction du vent mesurée a Trappes & 00h00 TU et & 12h00 TU, & 900hPa (envi-
ron 1000 metres) et & 850hPa (environ 1500 metres). La direction du vent (en degrés)
mesurée & 950 hPa (environ 500 métres)- a été exclue de cette étude, jugée peu significa-
tive par D. Brion (Météo-France, communication personnelle),

— la vitesse du vent (en m/s) mesurée & 00h00 TU et & 12h00 TU, & 850 hPa et a 900 hPa,

— D’humidité relative (en pourcentage) mesurée & 00h00 TU a 900 hPa.
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28 CHAPITRE 3. CORPUS DE DONNEES DISPONIBLE EN REGION PARISIENNE

e les données fournies par le mat du commissariat & I’Energie Atomique de Saclay , mesurées
au sol:

— les mesures horaires de la température au sol,

— les mesures horaires de la vitesse du vent a 58 métres d’altitude.
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Partie 11

Influence du transport en région
parisienne
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Chapitre 4

Direction de vent et concentration
d’ozone

Contrairement a de nombreux articles et rapports estimant la concentration d’ozone journaliére
tels [34], [6], [4], [5], [10], [8], [9], [18], [20] ou [56] (méthode non statistique), notre but est I’analyse
de I'influence du transport régional. Nous nous sommes donc concentrés sur des épisodes relative-
ment pollués lors desquels la vitesse du vent était suffisamment élevée (c’est-a-dire supérieure a 4
metres par seconde) pour permettre d’obtenir une mesure fiable de la direction du vent. En effet, il
nous a semblé intéressant, dans un premier temps d’étudier la relation entre épisodes de pollution
et direction du vent (cf. [23], [51] et [7]).

4.1 Les données utilisées

Nous avons considéré les variables suivantes mesurées pendant la période 1 Mai-15 Septem-
bre 1994-1996:

4.2 Données pollution

Sur les onze stations définies en tableau 3.1de la partie 3.2.1, nous disposons des relevés des
maxima d’ozone et de ’heure a laquelle ces maxima sont atteints, qui sont notés respectivement
maxsta et TMsta.

4.3 Données météorologiques

Nous avons utilisé les données météorologiques mesurées & Trappes, décrites dans la partie 3.2.2,
qui seront notées :

e DVx direction du vent & 00h00 & x hPa ou z € {850,900}
e FVx force du vent a 00h00 & x hPa ou z € {850, 900}.

4.4 Présentation de la méthode d’estimation du maximum
d’ozone en fonction de la direction du vent

Dans une premiére étape, nous avons essayé de déterminer une mesure de dépendance entre
@, la variable aléatoire direction du vent prenant des valeurs angulaires et X la variable aléatoire
maximumd’ozone journalier prenant ses valeurs sur R, en utilisant le modéle développé par Johnson
et Wehrly dans [23]. On définit la corrélation angulaire-linéaire p41 par:

par = maxp{cos (6 — ), X}.
a
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32 CHAPITRE 4. DIRECTION DE VENT ET CONCENTRATION D’OZONE

par correspond, d’apres les résultats de ’analyse des corrélations canoniques, au coefficient de
corrélation canonique dominant entre (cos 8,sinf) et X. Ce qui par construction, puisque X € R,
est équivalent au modéle de régression suivant :

Xi = Po+ Bysinb; + Bz cosb; +&;
oll
e X; correspond au maximum d’ozone le jour ¢ (ug/m3)
e 0; correspond & la direction du vent le jour 7 (Rad)

e ¢; correspond a l’erreur aléatoire le jour 7, sous les hypothéses classiques de centrage, normalité
et homoscédasticité.

e 9,1 et B2 sont les parametres a estimer.

11 est alors possible d’introduire la valeur é&pq, de la direction du vent conduisant a la valeur de la
direction du vent permettant d’obtenir la meilleure estimation de X; et fournissant donc la valeur
de par, en transformant le modeéle précédent [51]:

Xi = Bo+7ycos (0; — Gmas) + i

et alors
paL = R

4.5 Résultats obtenus

Les calculs ont été réalisés & I’aide du logiciel SAS [42].
Nos conclusions sont les suivantes :

o L’angle o, fournissant la corrélation angulaire-linéaire entre direction du vent et maximum
d’ozone se situe quelles que soient ’heure et ’altitude & I’Est, Sud-est.

® &pq de Fontainebleau (3F77) est celui situé le plus & I’Est, tandis que celui de Montgé-en-
Goéle (4F77) est celui situé le plus au Sud-est.

e Le R? maximum est faible (~ 0.3 ) traduisant le faible pouvoir explicatif de la direction du
vent seule.

e On observe un groupe de stations pour lequel le pouvoir prédictif de la direction du vent varie
trés peu en fonction de I’heure de mesure de la direction du vent: Champs/Marne (1F77),
Paris 04 (4F75), Paris 13 (13F75), Paris 07 (71F75), Montgé-en-Goéle (4F77) et Rambouillet
(2F78).

¢ On observe un groupe de stations pour lequel le pouvoir prédictif de la direction du vent est
tres variable en fonction de I’heure de mesure de la direction du vent: Neuilly/Seine (1F92),
Aubervilliers (1F93), Créteil (1F94), Montgeron (4F91) et Fontainebleau (3F77).

¢ Toupance et al. (1986) dans [54] ont montré que les concentrations les plus élevées s’observent
régulierement dans le Sud-ouest de 1’Tle-de-France, avec des valeurs trés élevées & Rambouil-
let. Selon ces auteurs, I’impact de ’agglomération parisienne sur son environnement étant
dissymétrique, les épisodes de pollution les plus marqués se rencontrent dans un secteur
qui va du Sud & I’Ouest. Cette dissymétrie de I'impact de I’agglomération met en évidence
I'importance des effets météorologiques: par période anticyclonique marquée par des vents de
Nord-est, le Sud-ouest est sous le vent de I’agglomération. Les résultats précédents suggérent
quant & eux une direction privilégiée des fortes valeurs d’ozone située dans le secteur Est
(pour des directions de vent mesurées & haute altitude)....
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4.5. RESULTATS OBTENUS

00h00 TU 12h00 TU
900 hPa 850 hPa 900 hPa 850 hPa
Station | Nbre d’obs. | amasr | R% | Nbre d’obs. | amaz | R® | Nbre d’obs. | amaz | R’ | Nbre d’obs. | amaz | R2
13F75 197 338 | 0.27 204 339 |0.21 65 326 | 0.13 72 313 0.14
1F77 198 315 | 0.22 205 317 | 0.17 65 283 | 0.16 72 273 0.12
1F92 197 342 0.18 203 346 | 0.14 65 330 | 0.04 72 316 0.08
1F93 193 340 0.20 199 344 | 0.17 65 325 | 0.02 72 350 0.04
1F94 188 346 | 0.23 196 349 | 0.16 65 333 | 0.05 72 320 0.06
2F78 191 342 | 0.28 196 354 | 0.18 65 347 | 0.20 72 335 0.23
3F77 185 356 | 0.21 193 3 0.14 65 14 0.02 72 3 0.03
4F75 189 346 | 0.29 193 348 | 0.23 65 348 | 0.15 72 333 0.15
4F77 189 298 | 0.22 196 300 | 0.14 65 - 278 1 0.21 72 272 0.19
4F91 191 342 | 0.29 199 347 | 0.20 65 324 | 0.04 72 318 0.04
T1F75 192 321 0.30 199 323 | 0.27 65 306 | 0.25 72 305 0.29

uniquement les jours oti au moins
un des maxima d’ozone > 90ug/m3 et VV > 4m/s

uniquement les jours ol au moins
un des maxima d’ozone > 90ug/m3, VV > 4m/s
et tous les maxima d’ozone sont atteints aprés 12h00TU

Tableau 4.1: Corrélation angulaire-linéaire entre la direction du vent mesurée & Trappes et le maximum d’ozone journalier

33



34 CHAPITRE 4. DIRECTION DE VENT ET CONCENTRATION D’0OZONE

e Les résultats obtenus en utilisant les mesures de la direction du vent & 00h00 TU sont meilleurs
que ceux utilisant les mesures a 12h00TU. Ceci peut paraitre surprenant au premier abord,
puisque le maximum d’ozone journalier a en général lieu entre 12h00 et 17h00 TU, mais
pourrait peut-étre s’expliquer par la plus grande stabilité de I’atmosphére & 00h00 qu’a 12h00.
Par conséquent, l’estimation de l’ozone par la direction du vent peut étre effectuée a partir
des données directionnelles mesurées ¢ 00h00 Tu.

Cependant, le pouvoir explicatif de la direction du vent reste faible. Qu’en est-il si on ajoute
des variables exogénes supplémentaires? L’angle Gpq, est-il modifié?
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4.6 Estimation du maximum d’ozone en fonction de la di-
rection et de la vitesse du vent, de la température et de
I’humidité relative

Comme nous avons vu dans la partie précédente que la direction du vent & 00h00 avait un
pouvoir explicatif plus grand que celle mesurée a 12h00, nous n’avons considéré ici uniquement les
mesures 4 00h00 & 900hPa.

4.6.1 Modeéle linéaire utilisé

Les quinze premiers jours de Septembre de chaque année (en général trés peu pollués); apres
une analyse des observations influentes, les jours suivants ont été supprimés:

e 2 Juillet 1994

o 3 Juillet 1994

e 4 Juillet 1994

e 18 Juillet 1994

o 27 Juillet 1994

e 21 Juin 1995

e 11 Aotit 1995

e 4 Juin 1996

e 17 Juin 1996 pour la station Rambouillet (2F78)
e 24 Juillet 1994 pour la station Fontainebleau (3F77)
e 4 Aolit 1996 Neuilly/Seine (1F92).

Les notations suivantes seront utilisées pour caractériser les variables significatives dans le
modeéle linéaire conservé :

e tb2: valeur journaliere au carré de la température maximale mesurée 4 00h00, 900 hPa
(I’analyse préalable du modéle utilisant la température non transformée donnait de moins
bons résultats),

e hub00: valeur journaliére de ’humidité mesurée a 00h00, 900 hPa,

e C1000 (respectivement S1000): valeur journaliére du cosinus (respectivement sinus ) de la
direction du vent mesurée 4 00h00, 900 hPa,

e sta: station de mesure,
e fv: vitesse du vent journaliére mesurée & 00h00, 900 hPa.

De plus, pour accentuer I’importance des valeurs de pollution élevées, nous avons utilisé la pondération
suivante des jours:

poids = ((2/3)(maz/90))/?

ol maz correspond & la valeur journaliére du maximum d’ozone pour chaque site de mesure. On
conserve le modéle linéaire suivant :

Xi sta = By + B1tb2; + [y sta + PB5tb2; * sta + B, hub00;
+B5tb2; x hub00; + B fv; + B5b2; * fu;

+B5C1000; + Bytb2; * C1000; + B1,51000; + F1,b2; * S1000;
+,31201000,' * sta + ,3/1351000,' * sta + €;
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General Linear Models Procedure
Class Level Information

Class Levels Values

STA 11 13F75 1F77 1F92 1F93 1F94 2F78 3F77 4F75 4F77 4F91 T1F75
Humber of observations in data set = 2142
BOTE: Due to missing values, only 1997 observations can be used in this analysis.

Dependent Variable: MAX

Weight: POIDS

Source DF Sum of Squares Mean Square F Value Pr > F
Model 49 1016560.25912940 20746.12773733 77.43 0.0001
Error 1947 521658.03189310 267.92913811

Corrected Total 1996 1538218.29102250

R-Square C.V. Root MSE MAX Mean
0.660869 14.29186 16.36854111 114.53054149

Nous ne fournissons dans le tableau 4.2 que les sommes de type III qui sont les mieux adaptées
& notre étude, confirmant ainsi les conclusions de [3]:

[ Source | DF [ Fvalue | Pr>F | Interprétation
TB2 1 170.74 0.0001 Effet de la température au carré
STA 10 15.47 0.0001 Différence entre stations
TB2*STA 10 4.43 0.0001 | La température n’a pas le méme effet selon les stations
HUBOO 1 5.17 0.0231 Effet de ’humidité
TB2*HUBO0O 1 23.84 0.0001 Interaction température-humidité
FV 1 10.89 0.0010 Effet de la vitesse du vent
TB2*FV 1 37.69 0.0001 Interaction température- vitesse du vent
C1000 1 31.41 0.0001 Effet de la direction du vent
‘TB2*C1000 1 19.71 0.0001 Interaction température- direction du vent
S1000 1 0.01 0.9156 Effet de la direction du vent
TB2*S1000 1 12.84 0.0003 Interaction température- direction du vent
C1000*STA 10 8.75 0.0001 Interaction station- direction du vent
S1000*STA 10 3.04 0.0008 Interaction station- direction du vent

Tableau 4.2: Sommes de types III

Nous ne donnons ci-dessous que les estimations utiles pour mettre en évidence les différences
entre stations (tableau 4.2):

| Paramétre | Estimation | Ecart-type | Paramétres | Estimation | Ecart-type |

C1000 12.6128 2.6094 S1000 -7.2571 3.1803
C1000*13F75 12.7653 2.4917 S1000*13F75 3.7551 3.0725
C1000*1F77 -0.3990 2.50567 S1000*1F77 -4.3675 3.0644
C1000*1F92 6.0270 2.5464 S1000*1F92 3.3659 3.0471
C1000*1F93 5.9906 2.3683 S1000*1F93 2.2201 2.9064
C1000*1F94 5.8472 2.5057 S1000*1F94 5.8943 3.0144
C1000*2F78 17.1486 2.2166 S1000*2F78 1.7095 2.6084
C1000*3F77 7.2703 2.4562 S1000*3F77 0.4720 3.0628
C1000*4F75 11.9394 2.9648 S1000*4F75 2.2962 3.5709
C1000*4F77 -4.4402 2.4000 S1000*4F77 -9.1936 2.9121
C1000*4F91 9.2570 2.3411 S1000*4F91 2.7586 2.8521
C1000*71F75 12.6128 2.6130 S1000*71F75 -7.2571 3.1940

Tableau 4.3: Estimation des valeurs des paramétres C1000 et S1000 par stations
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Ainsi, aprés avoir obtenu une estimation des écart-types des paramétres de chaque station,
comme précédemment on standardise et on normalise les coefficients C1000 et S1000 de chaque
station de fagon a obtenir une estimation de la direction privilégiée pour chaque station (cf. tableau
4.4). Ce modele étant meilleur que le premier (valeur du R? beaucoup plus grande et écart-types
des coefficients C1000 et S1000 plus petits) les directions obtenues sont plus précises et donc les
différences entre stations sont plus marquées.

4.6.2 Q. obtenus

Nous déduisons ci-dessous (tableau 4.4) I’estimation de 1’angle @4, pour chacune des stations.
I1 faut noter que d’autres valeurs peuvent étre fournies pour d’autres termes du modele, mais
qu’elles ne présentent moins d’intérét pour notre propos.

Station | amar en deg
13F75 13
1F77 264
1F92 25
1F93 17
1F94 40
2F78 5
3F77 3
4F75 9
4F77 240
4F91 14
7T1F75 335

Tableau 4.4: Estimation de amae

On estime de plus une direction privilégiée moyenne en prenant les moyennes des estimations
des coefficients C1000 et S1000 correspondants aux différentes stations de mesure. On obtient une
estimation de la direction privilégiée moyenne du vent de 359 degrés, plein Est .

Remarque :
Le modele linéaire par station:

X; = B + Bitb2; + BLhub00; + B4tb2; + hub00; + B} fui + BLtb2; * fu;
+B4C'1000; + B4tb2; * C1000; + B1.S1000; + By,tb2; * S1000; + &

conduit & des estimations de g, 1égérement différentes. Il faut noter le caractére particulier de
la station 4F77 (Fontainebleau) oli ’on obtient une valeur estimée de 356 degrés, soit 116 degrés
de différence avec le modeéle complet! Notre choix s’est porté sur le modéle complet a cause de
sa meilleure précision sur les estimations des paramétres C1000 et S1000 de chaque station. Ce
modele traduit en effet mieux les phénomeénes de formations globales de 1’ozone:

o lestimation de la direction privilégiée moyenne (Est) correspond & la direction du vent cor-
respondant & des épisodes régionaux,

o les estimations des directions privilégiées pour chaque station fournissent les directions de
vent respectives des épisodes de forte pollution locale.

En conclusion, il existe des différences notables entre certaines stations; 1F77 (Champs/Marne) et
4F77 (Fontainebleau) sont particuliéres ; leur examen (si ces résultats se confirmaient avec d’autres
observations) mériterait une attention particuliére.
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Chapitre 5

Existence d’une relation
caractéristique des 11 stations
pour le facteur controélé direction

L’influence du transport régional s’observe-t-elle aussi au niveau temporel? En d’autres termes,

existe-t-il des différences notables dans les heures des maxima d’ozone des 11 stations étudiées entre
classes de directions de vent?
L’Analyse en Composantes Principales par classe de directions de vent (OCEAN, CONTI et TC)
nous permettra d’obtenir les relations caractéristiques de I’ensemble des 11 stations, représentées
par les facteurs principaux. Les résultats de cette ACP nous conduiront & conserver 3 facteurs
principaux par classe de directions de vent. Puis, nous comparerons ces ”structures factorielles” (3
tableaux 11*3 des 3 premiers facteurs principaux), c’est-a-dire nous rechercherons la ressemblance
entre ces 3 tableaux, en utilisant ’analyse procustéenne fournissant une matrice (3*3) des mesures
de proximité entre tableaux. Dans un dernier temps, nous représenterons graphiquement ces trois
structures factorielles en appliquant la méthode du positionnement multidimensionnel et nous
essaierons d’expliquer les différences entre ces structures en revenant aux stations.

Remarque:

Nous n’avons conservé dans toute la suite que les jours ou au moins un des onze
maxima d’ozone était strictement supérieur & 90 pg/m3, de fagon & supprimer le bruit
engendré par les jours-trés peu pollués.

5.1 Regroupement des directions de vent par classe

Dans un premier temps, nous associons un secteur de vent a chaque jour: la direction du vent

mesurée & 00h00 est classée en trois groupes (TC, OCEAN et CONTI) construits de la maniére
suivante :
Les jours ol la vitesse du vent est strictement inférieure & 4m/s dans une classe appelée TC (Temps
calme). L’analyse des graphes en annexe A.1, nous a permis de diviser les jours ou la vitesse du
vent & 00h00 est supérieure ou égale & 4 m/s en deux catégories en fonction de la direction du vent,
(suivant le cercle trigonométrique) :

e Influence océanique (OCEAN): DV € [120, 300[ degrés.
e Influence continentale (CONTI): DV € [0,120[J[300, 360[ degrés.

Nous avons alors appliqué cette classification aux directions de vent mesurées a 850 hPa et a
900 hPa. Nous avons alors obtenu la méthode de classification heuristique suivante:

e TC: les jours pour lesquels FV850 et FV900 sont strictement inférieures a 4 m/s

e OCEAN: les jours pour lesquels
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— DV850 € OCEAN et DV900 € OCEAN
— DV850 € OCEAN et FV900 < 4
— FV850 <4 et DVI00 € OCEAN

e CONTI: les jours pour lesquels

— DV850 € CONTI et DV900 € CONTI
— DV850 € CONTI et FV900 < 4
— FV850 <4 et DVI00€ CONTI

e FRONT: les jours pour lesquels

— DV850 € CONTI et DV900 € OCEAN
— DV850 € OCEAN et DV900 € CONTI
— FV850 < 4et DVI00 € CONTI

Remarque:
Cette classification n’engendre aucun probléme de classement entre CONTI et OCEAN suivant
P’altitude: la classe FRONT ne sera donc pas utilisée.

Nous obtenons finalement le corpus de données suivant d’un total de 215 jours, ou au moins
une des stations de mesure atteint une valeur maximale supérieure a 90 pg/m3 (tableau 5.1):

Secteur | OCEAN | CONTI | TC
Nbe jours 85 85 45
Fréquence 39.5 39.5 21.0

Tableau 5.1: Synthése des classes de directions de vent

Mais des données d’ozone n’ont pas pu étre mesurées certains de ces jours, le corpus définitif
ne comprend que 118 jours, respectivement 39, 56 et 23.

5.2 Recherche de la structure factorielle

On commence par effectuer une Analyse en Composantes Principales (ACP) (cf. [40]) sur les
heures auxquelles le maximum d’ozone est atteint sur chaque site de mesure, par classe de directions
de vent. Cette ACP est faite sur les covariances (et non comme il est classique de le faire sur les
corrélations) car les variables, les heures par station, sont mesurées dans la méme unité.

5.2.1 Statistiqﬁes simples
Le tableau 5.2 indique que:

e pour la station de Mongé-en-Goéle, I’estimation de I’heure du maximum d’ozone est toujours
plus tardive que sur les autres sites, quelle que soit la direction du vent.

e pour la station de Paris 07, ’estimation de I’heure du maximum d’ozone est toujours plus
tot que sur les autres sites, pour les directions de vent OCEAN et CONTI.

e les écart-types des heures auxquelles le maximum d’ozone est atteint sont tres élevés sur les
sites de Paris 04, Paris 07 et Montgé-en-Goéle.

5.2.2 Valeurs propres

Avec une grande variance (104.350), la contribution du premier facteur principal du groupe
OCEAN est plus élevée (62 %), les stations se ressemblent donc plus par ce type de directions de
vent que par vent venant du continent ou encore par vent trés faible (TC) (cf. tableau 5.3). Ceci
peut apparaitre comme une évidence pour un météorologue; elle peut toutefois appuyer notre
démarche utilisant des variables peu fiables, mais contenant pourtant une certaine information.
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OCEAN | CONTI | TC
[ Nombre d’observations 39 56 23
Station Code Valeur Moyenne
Ecart-type
Neuilly/Seine 1F92 14.2 15.0 14.6
3.7 2.6 1.9
Aubervilliers 1F93 14.6 15.4 15.2
3.7 2.8 2.1
Créteil 1F94 14.6 15.2 15.3
4.0 3.3 2.2
Paris 04 4F'75 14.2 14.9 15.7
5.1 4.4 2.8
Champs/Marne 1F77 14.9 15.7 16.2
4.0 2.7 2.6
Paris 13 13F75 14.4 15.6 15.6
3.5 2.7 1.7
Paris 07 7T1F75 13.2 14.4 15.6
4.6 4.4 2.1
Montgeron 4F91 14.6 15.2 15.4
3.8 2.6 1.8
Fontainebleau 3F77 15.3 15.7 15.0
3.2 1.7 1.9
Montgé-en-Goele | 4F77 15.4 17.3 16.7
3.9 4.5 5.0
Rambouillet 2F78 15.1 15.7 14.8
3.1 1.7 2.1

Tableau 5.2: Heure moyennes et écart-types des heures auxquelles le maximum d’ozone journalier
est atteint sur les différents sites de mesure, par direction de vent

OCEAN CONTI TC
Valeur propre % | Valeur propre % Valeur propre %
PRIN1 104.350 62.3 57.9304 51.8 30.7715 43.6
PRIN2 17.369 10.4 17.6338 15.8 16.1424 22.9
PRIN3 12.693 7.6 12.5632 11.2 5.9866 8.5
Cumul 80.3 73.8 75.0

Tableau 5.3: Premiéres valeurs propres par direction de vent, obtenues a partir de la matrice de
covariances

5.2.83 Facteurs principaux

Les trois ACP fournissent intrinséquement les moyens de juger de I'importance de chacune des
stations dans I’analyse des heures des maxima ( tableau 5.4). Mais, avant de le faire, nous pouvons
nous demander s’il n’existe pas une structure commune a ces trois ensembles de facteurs, ce qui
faciliterait alors I’interprétation.
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Premiers facteurs principaux
OCEAN CONTI TC
Code station | PRIN1 PRIN2 PRIN3 PRIN1 PRIN2 PRIN3 PRIN1 PRIN2 PRIN3
1F92 0.330678 0.021434 -0.076547 | 0.237745 0.187183 0.128183 | 0.182815 0.172660 -0. 313240
1F93 0.334382 -0.091174 -0.240173 | 0.317598 0.093560 0.125651 | 0.250741 0.240078 -0.048740
1F94 0.331129 -0.165048 -0.129724 | 0.362924 -0.260974 -0.110650 | 0.208357 0.356019 -0.052063
4F75 0.421096  -0.112743 0.474344 | 0.418161 -0.190293 -0.814588 | 0.337701 0.391026 0.125577
1F77 0.326104 -0.051812 -0.375571 | 0.248782 0.176263 0.103926 | 0.250019 0.185665 -0.650013
13F75 0.302234 -0.066921  -0.254870 | 0.325917 0.041062 0.100259 | 0.148769  0.293327 0.152549
71F75 0.335385  -0.316904 0.570732 | 0.380572 -0.599817 0.503360 | 0.201698 0.214124 0.176370
4F91 0.260574 0.517715 -0.123947 | 0.271501 0.037193 0.104109 | 0.073610 0.297851 0.397569
3F77 0.143459 0.526887 0.094018 | 0.039238 0.064638 0.015269 | 0.043277 0.125509 0.433510
4F77 0.281239  -0.022699 -0.214828 | 0.380120 0.671111 0.080903 | 0.783340 -0.586138 0.121268
2F78 0.118849 0.545464 0.304181 | 0.057821 0.058344 0.011952 | 0.004058 0.136061 -0.208405

Tableau 5.4: Premiers facteurs principaux calculés & partir de la matrice de covariances des heures
auxquelles le maximum d’ozone journalier est atteint sur les différents sites de mesure, par direction

de vent

5.2.4 Test de Flury

Aprés avoir obtenu les axes principaux de chacune des trois classes, nous allons utiliser le
test peu connu de Flury (cf. [30] et annexe A.3) pour déterminer si les axes principaux des trois
populations peuvent étre considérés comme identiques. Nous allons donc tester I’hypothése Hy
d’existence d’une matrice ® commune d’axes principaux (qui sont paralléles ou confondus); A,
étant la matrice diagonale des valeurs propres du groupe g, £, matrice de variance-covariance du

groupe g:
Hy : 'S, =4,

La matrice de covariances-variances moyenne S est :

Ses valeurs propres sont :

66.563283
14.228939
10.265408
9.3416644
.1837689
.8936506
.3046553
.9613313
.0426432
.3162008
.1783824

NN W WS

et ses vecteurs propres, correspondant a I’estimation de la matrice commune & :

2878073

2966318

OCO0OO0OO0OO0OO0OO0
o
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0.0803456 0.200679 0.0779774 -0.126349 0.370954 0.5193647 0.3174703
3292456 0.0446632 0.075911 0.0692654 -0.294013  0.1194145 -0.007946  0.0680176
3437559 =-0.236003 -0.010745 -0.124507 -0.24961 0.5173324 -0.16069  -0.12085
4248727 -0.251886 -0.101369 -0.778621 0.1737345 -0.279914  0.0461081 0.0568157
.1074787 0.2910995 0.2058549 -0.344595 -0.680042 0.0378081 0.200583
30956 -0.011636  0.0955937 0.1457324 -0.174565  0.0734099 -0.190127  0.0257236
3488142 -0.456506 -0.526196 0.5288678 0.2863211 -0.123492  0.0423612 0.0280771

-0.467632
-0.059325
0.5883808
-0.155071
0.2847826
-0.090886
~0.070981

8.5177159 6.8100973 6.3606691 6.7811847 5.9831742 6.0983418 5.2156614 5.040287 1.9559141 6.3855819 2.3170989
6.8100973 8.9657075 7.7395656 8.1076871 7.1524968 7.1794316 6.6363117 5.5738014 1.5850167 7.3039118 1.2221298
6.3606691 7.7395656 11.251129 10.364733 5.7579603 7.1856572 8.104004 5.4688579 1.4389144 5.2202507 1.1930919
6.7811847 8.1076871 10.364733 19.27712 6.4525032 7.3857236 8.7226085 6.1724703 2.2331353 7.6380866 2.2575053
5.9831742 7.1524968 5.7579603 6.4525032 10.320223 6.6578597 5.2562114 5.7378482 1.7980601 6.2823399 1.7189526
6.0983418 7.1794316 7.1856572 7.3857236 6.6578597 8.0600634 6.9578417 5.6606167 2.0252723 6.33426 1.3833117
5.2156614 €.6363117 8.104004, 8.7226085 5.2562114 6.9578417 17.197187 4.7277213 1.3824152 5.2798644 1.5696232
5.040287 §5.5738014 5.4688579 6.1724703 5.7378482 5.6606167 4.7277213 8.5873767 2.9645828 4.5298983 3.1049269
1.9559141 1.5850167 1.4389144 2.2331353 1.7980601 2.0252723 1.3824152 2.9645828 5.4768476 1.8825502 2.4091502
6.3855819 7.3039118 5.2202507 7.6380866 6.2823399 6.33426 5.2798644 4.5298983 1.8825502 19.306944 1.2841624
2.3170989 1.2221298 1.1930919 2.2575053 1.7189526 1.3833117 1.5696232 3.1049269 2.4091502 1.2841624 5.3196118

-0.291629 -0.191138
0.3023334 0.8238474
-0.28058  -0.123431
0.03877  -0.008405
-0.244065 -0.099034
0.7378197 -0.498348
-0.085723  0.0338859
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0.2590868 -0.008228  0.422865 0.1260462 0.1569386 -0.035168 =-0.24144 =-0.705722 -0.331553 -0.213581 0.0188885
0.0950337 0.0393615 0.3323354 0.0607486 0.4876945 0.1271517 -0.539371 0.5612365 0.0066457 -0.104111 0.0669202
0.3473442 0.8066409 -0.40357 -0.018399  0.1971171 0.035747 -0.0398 ~0.098859  0.0936552 -0.058174 -0.042776
0.0882313 -0.00586 0.3473981 0.0643214 0.5220864 0.0192252 0.5586401 -0.110757  0.4409298 0.2686724 0.05886

Comme d’aprés la théorie générale des tests de rapport de vraisemblance, la statistique du
rapport des log-vraisemblances X2 (cf. annexe A.3), sous I’hypothése d’existence d’axes principaux
communs, suit asymptotiquement une loi du x? & 110 degrés de liberté et que X2 = 199.5, on
rejette ’hypothése Hp (p < 0.01). Les trois populations possédent donc des directions différentes :
les relations entre stations (structures factorielles) sont différentes selon les trois classes. Nous de-
vons donc les analyser séparément (tableau 5.4).

¢ OCEAN/CONTI:
— les coefficients du deuxiéme facteur principal de chacune de ces deux directions corre-
spondant aux stations de Montgeron et Montgé-en-Goéle sont trés différents.
— les coefficients du troisieme facteur principal correspondant aux stations de Paris 04 et

Paris 07 sont opposés pour la direction CONTI et de méme signe pour OCEAN.

OCEAN et CONTI se différencient principalement par le comportement des stations de
Montgeron, Montgé-en-Goéle, Paris 07 et Paris 04.

e CONTI/TC:

— Seuls les coefficients du deuxiéme facteur principal correspondant aux stations de Neuilly /Seine
et Champs/marne sont proches. Mais les coefficients du troisiéme facteur principal cor-
respondant a ces stations sont de signe opposé.

Les différences entre ces deux directions touchent toutes les stations.
e OCEAN/TC:
— les coefficients du premier facteur principal aux stations de Montgeron, Montgé-en-Goéle
et Rambouillet sont trés différents.

— les coefficients du deuxiéme facteur principal correspondant aux stations de Montgé-en-
Goéle et Rambouillet sont trés différents.

— les coefficients du troisieme facteur principal correspondant aux stations de Paris 07 et
Montgeron sont tres différents.

OCEAN et TC se différencient principalement par le comportement des stations de Mont-
geron, Montgé-en-Goéle, Paris 07 et Rambouillet.

Nous allons maintenant utiliser la méthode de ’analyse procustéenne (cf. [52]) pour obtenir
une mesure un peu plus précise de ressemblance entre directions de vent.

5.3 Calcul d’une ressemblance entre triplets de structures
factorielles

5.3.1 Analyse procustéenne

La méthode de I’analyse procustéenne (cf. [52]), dont on rappelle en annexe A.4 le principe,

permet d’obtenir une matrice D? des mesures de proximité entre triplets de facteurs.
La matrice des triplets de facteurs standardisés est la suivante:

0BS STA FOOCEAN1 FOOCEAK2 FOOCEAE3 FOCONTI1 FOCONTI2 FOCONTI3 FOTC1 FOTC2 FOTC3
1 TM1692 0.14750 -0.05131 -0.07906 -0.09674 0.16246 0.10590 -0.06496 0.00796 -0.32572
2 TM1693 0.16078 -0.16721 -0.24269 0.10311 0.06850 0.10336 0.03757 0.08872 -0.06101
3 TM1694 0.14912 -0.24324 -0.13224 0.21655 -0.28728 -0.13360 -0.02641 0.22761 -0.06433
4 TM4675 0.47182 -0.18940 0.47185 0.35480 -0.21635 -0.83953 0.16883 0.26955 0.11345
5 TM1677 0.13109 -0.12670 -0.37809 -0.06912 0.15150 0.08158 0.03648 0.02354 -0.66277

43



CHAPITRE 5. EXISTENCE D’UNE RELATION CARACTERISTIQUE DES 11 STATIONS

44 POUR LE FACTEUR CONTROLE DIRECTION
6 TM1367 0.04547 -0.14225 -0.25739 0.12394 0.01582 0.07790 -0.11636 0.15251 0.14045
7 TM7167 0.16438 -0.39952 0.56824 0.26072 -0.62733 0.48213 -0.03646 0.05763 0.16429
8 TM4691 -0.10396 0.45945 -0.12646 -0.01226 0.01194 0.08176 -0.22980 0.15793 0.38567
9 TM3677 -0.52405 0.46889 0.09151 -0.59356 0.03948 -0.00733 -0.27559 -0.04853 0.42164
10 TM4677 -0.02984 -0.09673 -0.21735 0.25959 0.64810 0.05849 0.84150 -0.90104 0.10914

11 TM2678 -0.61232 0.48801 0.30168 -0.54705 0.03316 -0.01066 -0.33479 -0.03589 -0.22080

L’analyse procustéenne fournit alors la matrice D des mesures de proximité entre triplets de
facteurs suivante :

0BS OCEAN CONTI TC

OCEAN 0.00000 1.30402 1.89124
COBTI 1.30402 0.00000 1.69773
TC 1.89124 1.69773 0.00000

Par conséquent, les directions OCEAN et TC sont les plus différentes, puis viennent CONTI/TC,
puis finalement CONTI/OCEAN.

Le calcul dans la matrice 11*3 des différences entre les X et Y, pour les trois groupes de comparaison,
aprés transformation procustéenne, des contributions (en pourcentage) de chaque ligne des stations
aux distances au carré entre groupe fournit les résultats suivants (tableau 5.5):

Station Code | OCEAN/CONTI | OCEAN/TC | CONTI/TC
Distance(D?) 1.7005 3.5768 2.8823
Neuilly/Seine 1F92 5.78 1.78 4.12
Aubervilliers 1F93 2.68 2.36 2.18

Créteil 1F'94 9.56 4.25 2.71

Paris 04 4F'75 17.77 3.60 17.13

Champs/Marne 1F77 8.07 3.36 14.45
Paris 13 13F75 2.22 7.88 2.76
Paris 07 71F75 15.48 10.73 14.93

Montgeron 4F91 15.17 9.88 7.05
Fontainebleau 3F77 1.06 4.79 21.55
Montgé-en-Goéle | 4F77 15.58 33.34 12.33
Rambouillet 2F'78 6.63 18.03 0.80
Total 100 100 100

Tableau 5.5: Différences entre structures factorielles, réle des stations (% D?)

La prédominance de certaines stations dans les comparaisons (en gras dans le tableau 5.5) est
Justifiée par le fait que les axes principaux des trois populations sont statistiquement distincts
(comme I’a indiqué le test de Flury).

5.3.2 Comportement des coefficients de corrélation entre les stations
prédominantes dans les % de D? et les autres

Nous pouvons regarder de facon encore plus fine comment ces stations “ différentes ”sont
reliées aux autres; pour cela nous revenons aux données de base qui ont servi 3 estimer les
structures factorielles, a savoir les covariances des matrices diagonalisées plus haut; mais pour
faciliter ’interprétation nous donnons les coefficients de corrélation de chacune de ces stations en
fonction des dix autres, pour les trois directions.

Pour Paris 04

Le tableau 5.6 permet d’observer :

e OCEAN/CONTI: les valeurs du coefficient de corrélation moyen avec les autres stations
(rmoy) montre que la station de Paris 04 est plus liée aux autres stations par vent OCEAN
que par vent CONTI (0.575 contre 0.374)
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Station Code [ CONTI | OCEAN TC
Neuilly/Seine 1F92 0.3223 0.7136 0.5433
Aubervilliers 1F93 0.4824 0.7378 0.6783

Créteil 1F94 0.6932 0.7189 0.6839
Paris 04 4F75 1.0000 1.0000 1.0000
Champs/Marne | 1F77 | 0.3374 0.5784 0.4387
Paris 13 13F'75 0.5406 0.6361 0.6543
Paris 07 71F75 0.3428 0.6504 0.4454
Montgeron 4F91 0.4414 0.5128 0.5245

Fontainebleau 3F77 | 0.0918 0.3068 0.2461
Montgé-en-Goéle 4F77 0.3348 0.5539 0.3186

Rambouillet 2F78 0.1493 0.3435 -0.0310
Tmoy 0.374 0.575 0.450

Tableau 5.6: Corrélations entre Paris 04 et les autres stations par classe de directions de vent
e CONTI/TC: méme résultat moins marqué

e Fontainebleau et Rambouillet sont les stations les moins liées & Paris 04 quelle que soit la
direction du vent.

Pour Champs/Marne

Station Code | CONTI | OCEAN TC
Neuilly/Seine 1F92 0.5749 0.7307 0.4152
Aubervilliers 1F93 0.6989 0.8577 0.3863

Créteil 1F94 0.3905 0.6885 0.4258
Paris 04 4F75 0.3374 0.5784 0.4387
Champs/Marne 1F77 1.0000 1.0000 1.0000
Paris 13 13F75 0.6570 0.8575 0.4076
Paris 07 71F75 0.2442 0.5702 0.3423
Montgeron 4F91 0.7438 0.6158 0.0685

Fontainebleau 3F77 | 0.1779 0.3477 -0.0721

Montgé-en-Goele | 4F77 0.3924 0.6160 0.2994

Rambouillet 2F78 0.3988 0.1573 0.1728
T'moy ____?.46'2 0.602 0.288 |

Tableau 5.7: Corrélations entre Champs/Marne et les autres stations par classe de directions de
vent

Le tableau 5.7 permet d’observer :

e CONTI/TC: les valeurs du coefficient de corrélation moyen (rmoy) montre que la station de
Champs/Marne est moins liée aux autres stations par vent TC que par vent CONTI (0.288
contre 0.462)

Pour Paris 07

Le tableau 5.8 permet d’observer que selon la direction dominante des vents :
o La station de Paris 07 est plus liée au autres stations par vent OCEAN,

o Paris 07 est plus ou moins liée aux autres stations (les coefficients assez différents de autres
selon la direction sont notés en gras).
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Station Code | CONTI | OCEAN TC
Neuilly/Seine 1F92 0.2836 0.6109 0.2386
Aubervilliers 1F93 0.4969 0.5921 0.4858

Créteil 1F94 0.6422 0.5626 0.2949
Paris 04 4F'75 0.3428 0.6504 0.4454
Champs/Marne 1F77 0.2442 0.5702 0.3423
Paris 13 13F75 0.5579 0.6032 0.8240
Paris 07 71F75 1.0000 1.0000 1.0000
Montgeron 4F91 0.4419 0.3323 0.5441

Fontainebleau 3F77 0.0348 0.2405 0.0959
Montgé-en-Goéle | 4F77 0.1923 0.4839 0.2813
Rambouillet 2F78 0.0810 0.2344 0.2135
Tmoy 0.352 0.488 0.577

Tableau 5.8: Corrélations entre Paris 07 et les autres stations par classe de directions de vent

Station Code | CONTI | OCEAN TC
Neuilly /Seine 1F92 0.6626 0.6160 0.0584
Aubervilliers 1F93 0.7375 0.6065 0.3496

Créteil 1F94 0.6634 0.4900 0.4597

Paris 04 4F75 0.4414 0.5128 0.5245

Champs/Marne 1F77 0.7438 0.6158 0.0685
Paris 13 13F75 | 0.8394 0.5658 0.6519
Paris 07 71F75 0.4419 0.3323 0.5441

Montgeron 4F91 1.0000 1.0000 1.0000
Fontainebleau 3F77 0.2150 0.5475 0.4459

Montgé-en-Goéle | 4F77 0.4113 0.4851 -0.0715
Rambouillet 2F78 0.3240 0.6012 0.1572
rmoy 0.548 0.597 | 0.319

Tableau 5.9: Corrélations entre Montgeron et les autres stations par classe de directions de vent

Pour Montgeron

Le tableau 5.9 permet d’observer que:

e la station de Montgeron est liée en moyenne de la méme fagon par vent OCEAN ou par vent
CONTI

o les coefficients de corrélations entre Montgeron et les autres stations, obtenus par vent CONTI
ou par vent OCEAN, sont cependant assez différents.

Pour Fontainebleau

Le tableau 5.10 permet d’observer que:
o les coeflicients de corrélation sont relativement faibles par vent CONTI et par vent TC,

o les coefficients de corrélation quasi nuls sont obtenus pour des stations différentes en fonction
de la direction CONTI ou TC.

Pour Montgé-en-Goéle

Le tableau 5.11 indique que les stations sont corrélées par vent OCEAN (7moy = 0.508), moins
par vent CONTI (7m0 = 0.366) et pratiquement pas par vent TC (ry0y = 0.167).
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Station Code | CONTI | OCEAN TC
Neuilly/Seine 1F92 0.1875 0.3856 0.0444
Aubervilliers 1F93 0.1701 0.3173 -0.0434

Créteil 1F94 0.0340 0.2762 0.2290
Paris 04 4F75 0.0918 0.3068 0.2461
Champs/Marne 1F77 0.1779 0.3477 | -0.0721
Paris 13 13F75 0.2206 0.3630 0.3293
Paris 07 71F75 | 0.0348 0.2405 0.0959
Montgeron 4F91 0.2150 0.5475 0.4459

Fontainebleau 3F77 1.0000 1.0000 1.0000

Montgé-en-Goéle | 4F77 0.1632 0.2943 0.0368
Rambouillet 2F78 0.1843 0.6043 0.2300
T'moy 0.148 0.368 0.154

Tableau 5.10: Corrélations entre Fontainebleau et les autres stations par classe de directions de
vent

Station Code | CONTI | OCEAN TC
Neuilly /Seine 1F92 0.5213 0.6208 0.2728
Aubervilliers 1F93 0.5728 0.6739 0.3528

Créteil 1F94 0.3243 0.5132 0.1493
Paris 04 4F75 0.3348 0.5539 0.3186
Champs/Marne 1F77 0.3924 0.6160 0.2994
Paris 13 13F75 0.5679 0.6359 0.1093
Paris 07 71F75 0.1923 0.4839 0.2813
Montgeron 4F91 0.4113 0.4851 -0.0715

Fontainebleau 3F77 0.1632 0.2943 0.0368
Montgé-en-Goéle | 4F77 1.0000 1.0000 1.0000

Rambouillet 2F78 0.1821 0.2022 -0.0821
Tmoy 0.366 0.508 0.167

Tableau 5.11: Corrélations entre Mongé-en-Goéle et les autres stations par classe de directions de
vent

Pour Rambouillet

A Rambouillet, les coefficients de corrélations sont nettement plus élevés par vent OCEAN que
par vent TC (cf. 5.12).

‘En conclusion les relations entre stations sont différentes selon la direction du vent; globale-
ment plus homogenes par vent OCEAN que par vent CONTI et par TC. Ceci concorde avec les
résultats des trois ACP obtenus auparavant. Cette analyse, assez fine, a permis de déceler quelques
stations plus importantes que les autres dans la mesure ot elles reflétaient une certaine spécificité.
A contrario, les autres peuvent étre considérées comme plus homogénes (Neuilly/Seine, Aubervil-
liers, Créteil et Paris 13).Naturellement, ceci ne concerne que la relation entre heure du maximum
d’ozone et direction des vents; rien ne nous indique que ces caractéristiques se retrouveraient pour
d’autres critéres. Néanmoins, ces ressemblances seront a nouveau mises en évidence au cours de
Uétude sur les dépassements de seuil.

5.3.3 Méthode du positionnement multidimensionnel appliquée a la ma-
trice des distances entre couples de facteurs principaux

Les résultats de I’application de la méthode du positionnement multiple (cf. annexe A.5) aux
données de pollution: Les valeurs propres de B sont:

M
1.9076352
0.8122202
1.884E-16

On a donc une représentation plane.
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Tableau 5.12: Corrélations entre Rambouillet et les autres stations par classe de directions de vent

Station Code | CONTI | OCEAN TC
Neuilly/Seine 1F92 0.2610 0.3927 0.3680
Aubervilliers 1F93 0.1884 0.2332 -0.0731

Créteil 1F94 0.1518 0.1900 0.0389

Paris 04 4F75 0.1493 0.3435 -0.0310

Champs/Marne | 1F77 0.3988 0.1573 0.1728
Paris 13 13F75 0.1998 0.2349 0.1800
Paris 07 71F75 0.0810 0.2344 0.2135

Montgeron 4F91 0.3240 0.6012 0.1572
Fontainebleau 377 0.1843 0.6043 0.2300

Montgé-en-Goéle | 4F77 0.1821 0.2022 -0.0821
Rambouillet 2F78 1.0000 1.0000 1.0000
Tmoy 0.212 0.319 0.117

Les vecteurs propres normés de B sont :

E

~-0.532827 -0.618678 0.5773503
-0.269378 0.7707804 0.5773503
0.8022042 -0.152102 0.5773503

coordonnées des points correspondant a une direction donnée (OCEAN, CONTI et TC) a 00h00
TU a 900 hPa

0BS DIREC X1 X2
1 OCEAR -0.73593 -0.55757
2 CONTI -0.37206 0.69465
3 TC 1.10798 -0.13708

La représentation par carte de trois groupes de directions de vent, permet donc de conforter
Pexistence de différences importantes entre les triplets de structures factorielles en fonction du
facteur controlé direction (CONTI, OCEAN et TC).
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En conclusion, dans ce chapitre nous avons pu mettre en évidence certaines différences sur les
heures des maxima d’ozone selon la direction des vents. Les techniques que nous avons employées,
pour élémentaires qu’elles soient, nous ont permis de déceler des spécificités propres a la majorité
des stations; a posteriori, ceci est une justification partielle de leur choix.
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Partie 111

Etude de la tendance dans les
hautes valeurs d’ozone
troposphérique
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Introduction

Les conditions météorologiques telles la température journaliére et la vitesse du vent jouent
un grand réle dans la prévision des pics de pollution. Les variations annuelles des conditions
météorologiques peuvent donc masquer toute tendance a long(/moyen)-terme de ’ozone a relier
des changements dans les émissions de précurseurs d’ozone. De nombreux auteurs se sont attachés
a modéliser la tendance a long terme du maximum d’ozone troposphérique journalier en tenant
compte des conditions météorologiques, a I’aide de techniques variées. Ces modéles permettent en-
tre autre d’estimer la part de la tendance de 1’ozone qui n’est pas prise en compte par les tendances
des variables météorologiques.

Par exemple, Cox et Shao-Hang dans [13] décrivent une méthode probabiliste basée sur la distribu-
tion de Weibull ol le paramétre échelle peut fluctuer jour aprés jour en fonction de I’année, du jour
et des conditions météorologiques journaliéres favorables 4 la formation de 1’ozone; elle peut étre
utilisée pour obtenir des tendance ajustées en fonction des conditions météorologiques. Bloomfield
et al. dans [8] utilisent des méthodes graphiques (étude empirique de ’association des niveaux
d’ozone avec les différentes variables météorologiques) et des méthodes non-paramétriques pour
déterminer les variables météorologiques significatives et choisir les formes fonctionnelles permet-
tant de modéliser la dépendance de ’ozone. La méthode des moindres carrés non-linéaires permet
alors d’estimer les coefficients du modéle contenant ces variables, leurs interactions et I’année. Gao
et al. dans [19] utilisent des techniques semi-paramétriques pour construire des modéles tenant
compte de la météorologie et de ’année pour estimer les niveaux d’ozone.

Alors que I’idée premiére serait d’utiliser un maximum de données; du point de vue de la santé
publique, il apparait plus important d’essayer de dégager une tendance 4 moyen terme uniquement
dans les épisodes de forte pollution. Les résultats obtenus pourront peut-étre par la suite permettre
une meilleure compréhension de la relation entre les épisodes de forte pollution et leurs effets a
moyen terme sur la santé (augmentation/diminution du nombre de personnes atteintes d’allergies,
d’insuffisances respiratoires, d’asthme...).

Cette partie s’attache donc a mettre en évidence une tendance sur plusieurs années, dans
les épisodes de pollution aiglie en tenant compte des conditions météorologiques a la fois dans la
fréquence et la taille des dépassements d’un seuil fixé. On utilise un modeéle basé sur le processus de
Poisson non-homogéne (PPNH) pour estimer les tendances dans l'intensité du processus qui géneére
les dépassements. L’approche statistique est basée sur le fait que I’on considére les dépassements
d’un niveau élevé, se produisant dans le temps, comme des points d’un processus de Poisson.
Des théorémes limites pour de tels processus ont été développés Pickands ( [35]) et améliorés par
Leadbetter et al. ([28]). Ainsi, dans le cadre particulier de I’ozone troposphérique, Smith ([49]),
Shively ( [44]) et plus récemment les deux auteurs précédemment cités ([50]) ont utilisé I'idée de
considérer le nombre de dépassements de haut niveau comme généré suivant un PPNH, puisqu’une
tendance peut exister.
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Chapitre 6

Les données

Pour construire ce modéle et pouvoir confronter les résultats obtenus, les données utilisées
proviennent de la région parisienne et de la région de Los Angeles.

Nous avons utilisé les valeurs des maxima journaliers d’ozone (fournis par AIRPARIF) enreg-
istrées sur les sites de Neuilly/Seine, Champs/Marne, Aubervilliers et Créteil, ainsi que les valeurs
Jjournaliéres de variables météorologiques (fournies par le mat du commissariat 4 ’Energie Atom-
ique de Saclay ) décrites plus bas, durant les mois de Mai & Septembre de la période 1988-1997.
Les mois de Mai a Septembre forment la période de I’année dans laquelle la majorité des hautes
valeurs d’ozone sont enregistrées.

La valeur du maximum journalier utilisée dans notre analyse correspond & la valeur maximale prise
entre 6h00 et 18h00 TU. Les covariables utilisées dans cette analyse sont :

¢ la température maximale mesurée au sol (TMAX): maximum des valeurs horaires entre 6h00
TU et 18h00 TU. (correspondant & w3 dans le modéle),

e P’amplitude thermique (TRANGE) : différence entre la valeur minimale et la valeur maximale
mesurée entre 6h00 et 18h00. (correspondant & w4 dans le modéle),

e la vitesse moyenne du vent mesurée a 58 metres (WSAVG): moyenne entre 6h00 et 18h00.
(correspondant & wb dans le modéle),

e ’amplitude de vitesse de vent mesurée a 58 meétres (WSRANGE) : différence entre la valeur
minimale et la valeur maximale de la vitesse du vent sur la période 6h05-18h00. (correspon-
dant & w6 dans le modéle),

e les variables dichotomiques t92 et t93 pour tenir compte des changements de capteurs inter-
venus en 1992 et 1993.

De plus, dés que pour un jour donné, au moins une observation horaire manquait sur cette période
de 13 heures, la valeur de la variable journaliére correspondante a été considérée manquante (cf.
tableau 6.1). S’il n’y avait pas eu de données manquantes, nous aurions disposé de 1380 jours.

[ Ozone [ données manquantes (en %)
Neuilly /Seine 24.5
Champs/Marne 14.1
Aubervilliers 25.4
Créteil 25.0

Variables météorologiques | données manquantes (en %)
Température (TMAX et TRANGE) 6.4
Vitesse du vent (WSAVG et WSRANGE) 15.0

Tableau 6.1: Proportion de jours manquants par variables
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Seuil

| Station % > 120ug/m3 | % > 130ug/m3 % > 140ug/m3 %% > 150ug/m3 | % > 160ug/m3 | % > 170ug/m3 [ % > 180ug/m3
Neuilly/Seine 12.4 8.5 6.3 4.2 3.4 2.0 1.6
(129) (89) (6¢) (44) (35) (21) (17)
Champs/Marne 6.1 4.2 2.5 1.8 1.3 0.5 0.3
(72) (59) (s0) (21) (31) (6) (3)
Aubervilliers 11.0 7.4 5.4 4.2 2.9 1.7 1.2
(113) (76) (56) (43) (39) (17) (12)
Créteil 10.6 T4 4.5 34 22 11 0.6
(110) (77) (47) (35) (23) (11) ()

Tableau 6.2: Proportion de jours dépassant le seuil u par station

Le tableau 6.2 fournit pour chaque station, la proportion de jours dépassant le seuil u, pour u
variant de 120 & 180 pug/m3. Les graphiques (6.1),(6.2) et (6.3)) permettent d’observer les relations
existantes entre les variables. Ainsi, autant le sens de variation de ’ozone en fonction des variables
météorologiques quand tous les jours sont pris en compte se dégage aisément, autant quand on ne
conserve que les jours ol le maximum d’ozone dépasse 130 ugm=3 il est trés difficile & mettre en
évidence & la seule lecture de ces graphiques.

Comporaison des maximo d'ozone mesure a Neuilly/Seine
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Figure 6.1: Relation entre les valeurs du maximum d’ozone mesurées sur le site de Neuilly/Seine
et les valeurs de la température maximale

On observe sur le premier graphique de la figure 6.1 que plus les mesures des variables températures
augmentent, plus le maximum d’ozone journalier correspondant est grand. Cependant, la relation
entre 'ozone et la température est beaucoup moins évidente pour les valeurs d’ozone élevées (cf.
deuxiéme graphique de la figure 6.1)
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Comporatson des maxima d'ozone mesure a Neuily/Seine
¢n fonction de Pampitude themigue (perode 01/05-15,/09 1988-1997)
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Figure 6.2: Relation entre les valeurs du maximum d’ozone mesurées sur le site de Neuilly/Seine

et les valeurs de ’amplitude thermique

Quand tous les jours sont pris en compte, plus la valeur de 'amplitude thermique est élevée,
plus les valeurs d’ozone sont hautes (cf. premier graphique de la figure 6.2). Cependant, la relation
entre I’ozone et ’amplitude thermique est beaucoup moins évidente pour les valeurs d’ozone élevées

(cf. deuxiéme graphique de la figure 6.2).

Comparuison des maxima dlozone mesure a Neuly/Seine
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Figure 6.3: Relation entre les valeurs du maximum d’ozone mesurées sur le site de Neuilly/Seine
et les valeurs de la vitesse moyenne du vent

Le premier graphique de la figure 6.3 met en évidence la diminution de la valeur du maximum
d’ozone en fonction de ’augmentation de la vitesse moyenne du vent.
Ces graphes donnent une idée des phénomeénes de dépendance entre niveau d’ozone et covariables
a prendre en compte, mais sont d’une aide trés limitée quant au choix du modeéle & adopter.

Comporaison des maxima dlozone Comparcison des madma d'ozone (130 ug/m3)
mesure o NeuillySeine (periode 01/05-15/09 1988-1997) mesure o Neully/Seine (perode 01/05-15/09 1988-1997)
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Figure 6.4: Boites & "moustaches” des valeurs du maximum d’ozone mesurées a Neuilly/Seine

Le premier graphe de la-figure 6.4 met en évidence la faible dispersion des maxima d’ozone
journaliers en 1993, ainsi que de fortes valeurs adjacentes supérieures pour 1990 et 1991. (ceci
refléte 'influence des régimes météorologiques dans le processus de formation de ’ozone (cf. fig-
ure (6.1)). Le deuxiéme graphe de la figure 6.4 (uniquement les jours ol le niveau d’ozone est
supérieur & 130 pg/m3) montre des différences plus marquées entre les années. Les années 1990,
1991 et 1994 possédent les percentiles 75% les plus grands, avec une valeur trés élevée pour celui
de 1991( 200 pg/m3). De plus, ’année 1991 posséde la valeur médiane la plus élevée, tandis que
1989 présente la médiane la plus faible de la période. Il est cependant trés difficile d’en déduire une
tendance.
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Chapitre 7

Modeles de valeurs extrémes

7.1 Cas ud

7.1.1 Théorie classique des valeurs extrémes

Cette partie expose les résultats de la théorie des valeurs extrémes utilisés pour modéliser des
séries environnementales. Tout d’abord, restreignons nous au cas de variables aléatoires iid.
Supposons Y1, Y, - - -, une suite iid de distribution commune F, et M,, = max(Y1,---,Y,), la théorie
classique des valeurs extrémes cherche les suites normalisantes a, > 0, b, telles que (M, — b,)/an
converge en distribution, ie.

P[(Mn =b5) /an <yl = F" (any + ba) = H(y), (7.1)

ou H est une distribution non dégénérée.
La convergence dans (7.1) a lieu si et seulement si

n (1= F(any +bs)) — —log H(y). (7.2)

Dans ce cas, H doit appartenir & un des trois types de distributions limites, qui peuvent se combiner
sous la forme de la distribution généralisée des valeurs extrémes:

H(y; 1,0,k) = oxp [ (1 k(y - )/0)'/*] (73)
pour
y tel que 1 — k(y — p)/o > 0,
o> 0 et p, k quelconques .

Le cas k = 0 est interprété comme la limite k¥ — 0,
H(y;p,0,0) = exp [—exp (—(y — n)/o)] souvent appelée distribution de Gumbel.

La méthode du maximum de vraisemblance permet d’estimer les parametres de la famille (7.3) en
pratique. Cependant les conditions de régularité du maximum de vraisemblance ne sont satisfaites
que si k < 0.5 (cf. [16], [46]); la condition k¥ < 0.5 est vraie dans la plupart des applications
environnementales.

Une autre approche est basée sur la densité conjointe de plusieurs statistiques d’ordre d’un
échantillon, au lieu seulement du maximum. En effet, notant M la k-itme plus grande variable
aléatoire parmi Y7, Y2, -+, Ys, si M, = M,(,l) satisfait (7.1), alors en identifiant u, = apy + by, A =
—log(H(z)), (7.2) est vrai. Si on note S, le nombre de dépassements de u, par Yi,Y, -, Yn,
i.e. le nombre de 7, ;1 < ¢ < n, tels que Y; > uy,, S, suit une loi Binomiale de paramétres
(n,pn =1 — F(un)) avec np, — A. Par conséquent, S, posséde une distribution limite de Poisson

de parameétre A. De plus, ’équivalence des événements {M,(,k) < up} et {S, < k} conduit a la
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relation
k-1
P[a,,(M,g">—b,,)gy]—+H ) S (~log H(y))" /sl.
s=0

( ) posséde la

Par conséquent, si le maximum M, posséde une distribution limite H, alors M,
distribution limite donnée par 1’équation ci-dessus.

Weissman ([57]) proposa une procédure utilisant cette distribution conjointe dans le cas d’un
échantillon iid. Smith ([47]) utilisa cette approche pour analyser des données hydrologiques dans
lesquelles il tenait compte des r plus grandes valeurs de chaque année (r fixé), la distribution des r
plus grandes valeurs était estimée par la méthode du maximum de vraisemblance. Cette approche
améliore le cas classique r = 1, mais pour obtenir une bonne estimation des paramétres de la dis-
tribution, r ne doit pas étre pris trop grand (Smith suggérait r = 5 pour les données d’hydrologie
étudiées dans [45]).

L’approche par seuil est basée sur I’approximation de la distribution des dépassements au
dessus d’un seuil élevé u en utilisant le résultat de Pickands ([36]) suivant: Posant u, = apy+ b,,
si (7.2) est vraie alors P[Y1 > up + /Y1 > u,] = %“(Z—g’l — G(z;0,k). ol

G(z;0,k)=1—(1—kz/o)'/* (7.4)

c>0,et0<z<oo(k<0)oul<z<o/k(k>0).

C’est la distribution de Pareto Généralisée (DPG) introduite par Pickands ([36]). Le cas k = 0 cor-
respond a la distribution exponentielle, trés souvent utilisée dans les applications de la modélisation
“Peaks Over Threshold ” (décrite dans [45] et [25] ) aux données hydrologiques ou de pollution de
Pair (cf. [45], [15] et [21]).

7.1.2 Les processus ponctuels associés aux extrémes

Les résultats mentionnés précédemment sur les propriétés asymptotiques de Poisson du nombre
de dépassements de u, satisfaisant (7.2, noté S, ci-dessus) peuvent étre généralisés en considérant
le processus ponctuel N, de dépassements de niveau u,. Si E C]0, 1], alors N,(E) = Card(i/n €
E:Yi>u,,1<i<n)=Card(i€nE:Y;>u,,1<i<n).
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Figure 7.1: Représentation des dépassements
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7.1.3 Les processus limites

Pour u,, satisfaisant n(1 — F(u,)) = A, on obtient immédiatement comme précédemment que
Nn(I) =2 N(I), ou N est un processus de Poisson sur |0, 1] d’intensité A quel que soit Iintervalle
I C]0,1]. Par indépendance, pour Iy,---, Iy intervalles indépendants, on obtient la convergence
de la distribution conjointe de Nyp(I1),---, Nno(Ix). Ceci est en fait suffisant pour démontrer la
convergence en distribution N, —% N des processus ponctuels N, vers N. Les résultats sur les
distributions asymptotiques du maximum et des autres statistiques d’ordre peuvent étre obtenus
3 partir de ce résultat. Ils peuvent étre étendus en considérant le processus ponctuel vectoriel des
dépassements de niveaux multiples, pour obtenir les distributions asymptotiques conjointes d’un
nombre fini de statistiques d’ordre. Par exemple, si le maximum posséde une distribution asympto-
tique H donnée par (7.1), la considération de deux niveaux conduit a la distribution asymptotique
des deux premieres statistiques d’ordre M, = M} et M2 :

P[(Ma = ba)/an < y1, (M) = b0)/an < 32| — H(u2) (log H (1) — log H(ys) + 1)

quand n — 00, ;¥1 > y2. Sion considére non plus N,, comme un processus sur ]0, 1], mais comme un
processus dans le plan, pris aux points (i/(n+ 1}, X;,),i=1,---,n,0u0 X; , = (Yi = bn)/an, i =
1,---,n, on a alors le résultat suivant ([35]):

Théoréme 1 SoitYi,- -+, Y, un échantillon aléatoire iid de distribution F, M, = max{Y1,---,Y,},
N, le processus ponctuel dans le plan pris auz points (i/(n+1),Xin),i = 1,---,n, ot X;, =
(Yi = bn)/an,t = 1,---,n. Supposons (7.1) vraie, i.e. P[(M, — b,)/an < y] = H(y), H distribu-
tion non dégénérée, yo = inf{y; H(y) > 0}.
Alors

N, =% N sur]0, 1[x]yo, ool.

ot N est un processus de Poisson de mesure d’intensité, le produit de la mesure de Lebesgue et de
celle définie par la fonction croissante log H(z).

Remarque:
La mesure d’intensité du processus limite se déduit de (7.2) et (7.3):

A (It1, ta[x]y, 00]) = (t2 — t1) (1 — k(y — ) /o) (7.5)

pour 0 <t; <t2<1,y>yoet 1 —k(y—p)/o>0.

Tous les résultats de la théorie des valeurs extrémes mentionnés précédemment peuvent étre obtenus
a partir de cette représentation. Par exemple, la probabilité que (M, — b,) /a, soit plus petit que
y est simplement la probabilité que N, n’ait pas de point dans ]0, 1[x]y, oo[. Si le processus limite
est un processus de Poisson d’intensité (7.5), cette probabilité correspond précisément a (7.3). La
distribution de la r-iéme plus grande statistique d’ordre, ou la distribution conjointe des r plus
grandes statistiques d’ordre (pour r fixé et n tendant vers ’infini), peut aussi étre obtenue.

La distribution de Pareto Généralisée peut aussi en étre déduite. En effet, la probabilité condition-
nelle limite que Y, ; > un + = sachant que Yy, ; > u, est

A0, 2[xJu+z,00]) _ [ ke ]" * (7.6)

A (10, 1[x]u, cof) T o—ku+kp
qui correspond a la distribution de Pareto Généralisée en remplagant o dans (7.4) par o — ku + kp.
La fonction d’intensité dépend des parameétres u,c et k qui peuvent étre estimés en utilisant la
méthode du maximum de vraisemblance dans le cadre d’échantillons grands. Les estimateurs du

maximum de vraisemblance sont asymptotiquement normaux et efficaces si k < 0.5 [46]. La matrice
de covariance limite est alors obtenue & partir de I'inverse de la matrice d’information de Fisher.

7.2 Cas plus général

Les données environnementales peuvent comporter une forte saisonnalité ou exhiber une dépendance
qui conduit au regroupement des trés grandes valeurs. La théorie des valeurs extrémes dans le cas de
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variables aléatoires dépendantes stationnaires ou non stationnaires sera abordée dans la partie IV.
Nous nous contenterons ici d’évoquer quelques résultats utiles pour la compréhension des solutions
mises en oeuvre en pratique pour résoudre ces problémes de non-stationnarité et de dépendance.

Pour les processus stationnaires, les lois classiques de valeurs extrémes restent vraies sous une
condition de mélange (condition D de Leadbetter). Il existe alors une relation générale de la forme

P[M, <y~ [F(y)]™

ol 0 < @ < 1 est un parametre appelé index extréme du processus. C’est une mesure de la quantité
de regroupements dans le processus, 1/ étant la taille moyenne du regroupement. Si 8 > 0, la con-
naissance de 8 et de F permet de déterminer la distribution limite du maximum de 1’échantillon.
Dans des problémes comme celui lié a la pollution de I’air ot on ne connait ni F, ni la structure de
dépendance, une solution consiste & procéder directement par identification des regroupements de
dépassements et étude de la distribution du maximum d’un regroupement. En effet, sous des hy-
pothéses générales, le processus ponctuel limite du nombre de maxima de regroupement dépassant
un seuil u, tend vers un processus de Poisson.

Dans le cas de suites non-stationnaires, il n’existe pas de théorie générale. Par conséquent, en
statistique appliquée deux approches sont considérées :

e décomposer les séries entieres en une somme d’une composante saisonniere effectivement
déterministe et d’un bruit aléatoire, supposé stationnaire. Cette idée a été développée sous
le nom de ” méthode de probabilité conjointe ” pour séparer les effets de la marée et de la
houle dans les études du niveau de la mer (cf. [37]); et sous une forme différente dans [45].
Cette méthode semble raisonnable quand il existe un fort mécanisme physique sous-jacent...

e supposer les paramétres du processus dépendant d’un facteur saisonnier et de covariables.

Avant d’aborder plus en détails les modélisations permettant de tenir compte de la non-
stationnarité. Une question importante, reste le choix du seuil u & partir duquel en pratique
I’approximation Poissonnienne peut avoir lieu.

7.3 Les différents théorémes limites en fonction du seuil u,

7.3.1 Les niveaux élevés et modérés

Si on note par Y1, Y, -+, Y, les n valeurs mesurées et X; = (Y; — un)+,1 < ¢ < n, les tailles de
dépassement du scuil u,

n
No = Lvicun)s (7.7)

i=1

alors (cf. [27) et [38]), on obtient sous des hypothéses générales sur la nature statistique des variables
environnementales Y; deux types de distributions asymptotiques pour N, :

¢ Poisson Composé (CP) pour les niveaux tres élevés
e Gaussienne pour les niveaux modérés.

Ainsi, la distinction dans les théorémes limites entre ces deux asymptotiques provient de la crois-
sance différente du seuil u, avec n, le nombre de valeurs observées.

Briévement (pour plus de détails, cf. [38]) si F représente la distribution de la variable aléatoire
environnementale Y;, F(z) = P [Y; < z], les niveaux u, sont considérés comme élevés si la proba-
bilité de dépassement individuelle (1 — F(uy,)) est petite et I’espérance du nombre de dépassements
¢n = n (1 — F(un)) prend une valeur ” modérée ”. D’un autre coté, si la probabilité de dépassement
(1= F(up)) est petite, mais I’espérance du nombre de dépassements c, est grande, le niveau
u, est considéré comme modéré. Ces idées intuitives correspondent aux conditions respectives
n(l— F(un)) = A (pour A fini fixé) et n (1 — F(un)) = oo dans les théorémes limites. On peut
donc résumer ceci dans le tableau suivant (cf. [27]):
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Seuil

Condition sur le seuil u,
dans le théoréme limite

Implications pratiques

tres élevé 1-F(up) =0 Nombre de dépassements
Modele Poisson Composé | n(l — F(u,)) = A < o0 petit ou modéré.
modéré 1—F(un) >0 Grand nombre de dépassements.

Modele Gaussien

n(l — F(up)) = o0

Tableau 7.1: Seuil u, et théoréme limite

7.3.2 Regroupements de dépassements: dépendance

Tout modéle statistique réaliste doit tenir compte de la dépendance entre les Y;. Souvent, cela
entraine une trés forte corrélation positive entre les valeurs voisines, traduisant le regroupement
des dépassements.

Pour les seuils tres élevés, les regroupements sont souvent définis du premier au dernier dépassement
dans un groupe. Pour les niveaux plus bas, les regroupements sont moins faciles & définir de cette
fagon. On définit donc dans ce cas (cf. [27] et [26]) des ” block clusters”, obtenus en choisissant
une taille de bloc r,, et en divisant les valeurs observées Y3, ---,Y, en blocs successifs de taille r,,
ainsi le bloc B; contient les r, premiéres valeurs Y3,---,Y, , Bs contient Y, 41, --,Y>, , etc.
L’importance des blocs est qu’ils tendent a exhiber certaines propriétés d’indépendance statistique
méme pour des seuils modérés, ce qui n’est pas nécessairement le cas pour les regroupements de
dépassements (dans le cas de seuils trés élevés ces deux concepts sont confondus).

Seuils élevés

Pour les seuils u, élevés, les dépassements tendent a se produire dans des groupes bien séparés.
L’espérance de la taille de groupes (i.e. le nombre de dépassements dans un groupe) est notée
6=1,0< 8 <1.Sin(l- F(us)) = A le nombre C de groupes est d’aprés [38] approximativement
une variable de Poisson d’espérance 8 i.e.

P[C =r]~e (0N /7! (7.8)

Leadbetter , Rootzén et de Haan dans [38] montrent que les contributions de chaque groupe &
N, sont approximativement indépendantes de distribution G représentant donc la distribution de la
taille d’un groupe (6! est son espérance). Donc N,, en entier est un processus de Poisson Composé

basé sur ’espérance 6 de la loi de Poisson de C et sur la distribution G (noté N, = CP(0X,G)).
La distribution de N, s’écrit donc:

P[N,<z]=e% zz:(e,\)’G,(z)/s!

s=0

(7.9)

ou z € N et G5 est la convolution de G s fois par elle-méme.

Seuils modérés

Comme nous ’avons vu précédemment, si le seuil u, est modérément élevé, ’espérance du
nombre de dépassements ¢, = n (1 — F(u,)) est grande et les regroupements de dépassements sont
trop fréquents pour exhiber une structure Poissonnienne,ceci méme dans le cas d’indépendance.
Dans le cas dépendant, comme les ” blocks clusters ” sont asymptotiquement indépendants, sous
les conditions classiques standard (incluant une ” condition de Lindeberg ”), on obtient pour N,
une distribution limite gaussienne et donc N, est approximativement gausssien :

Npn = N(n,00) (7.10)
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ou pu, et o, sont sa moyenne et son écart-type. Dans [38], les auteurs obtiennent les valeurs des
estimateurs s, et m, respectifs de o, et p, :

2

kn
s2 = Var(N?) = Z Z L(¥j=un)y = TnMn (7.11)
i=1 \j€B;
kn
=Y " N2(B;) = N2/kn (7.12)

i=1

ol N,(B;) correspond au nombre de dépassements dans le iéme des k, blocs de taille r,,.

m, =n"! Z Liyj—un)y =1 (1= F(un)) (7.13)

Il est important de noter qu’en pratique le nombre n de valeurs observées est le seul élément
fixe dont on dispose, il faut ensuite déterminer le seuil en fonction de ’approximation que ’on
désire effectuer. Si on désire appliquer ces résultats théoriques, il faut donc choisir une taille de
bloc 7y, et ensuite estimer m, et s2 dans le cas Gaussien, le paramétre 8 et la distribution G dans
le cas Poissonnien. Cette méthode est donc trés lourde en pratique.

7.3.3 Pour 'approximation Pareto Généralisée

Smith obtient dans [48] des résultats théoriques sur le choix d’un seuil u suffisamment élevé a
partir duquel, la distribution de la taille des dépassements de seuil u sachant quun dépassement a
eu lieu peut étre approchée par une distribution de Pareto Généralisée. Cependant, ils sont difficile-
ment utilisables en pratique. Il est donc préférable d’adopter une approche plus pragmatique dans
laquelle une gamme de techniques de diagnostic est utilisée pour évaluer ’estimation du modéle.

En conclusion, en pratique la détermination du seuil u permettant d’effectuer 1’approximation
Poissonnienne est obtenue par étude des quantiles (Nbre de jours dépassant le seuil u/ Nbre de jours
total) et I’estimation du degré de dépendance (calcul du coefficient de corrélation entre intervalles
de temps successifs par la méthode Bootstrap).

7.4 Modeles de valeurs extrémes pour les données de pol-
lution: étude de tendance

7.4.1 Approche distributionnelle

Shively, dans [43], utilise une approche distributionnelle pour déterminer s’il existe une ten-
dance 3 long terme dans les valeurs du maximum d’ozone annuel mesuré & Houston (Texas). En
effet, la théorie des valeurs extrémes permet d’identifier sous des conditions faibles, la distribution
de la valeur maximale d’une suite de variables aléatoires et d’estimer les parameétres de cette dis-
tribution. De plus, on peut montrer de fagon empirique que la distribution de type I des valeurs
extrémes (f(y) = %exp [— exp (L;y—) - y_;_g]’ ol o est une mesure de dispersion et p est une
mesure de I’emplacement de la distribution) fournit une estimation excellente de la valeur du max-
imum d’ozone annuel. Par conséquent, la probabilité de dépasser un niveau fixé élevé peut étre
calculée & partir de cette distribution. g peut donc étre estimé et on peut alors effectuer un test
d’hypothéses pour tester si la distribution a changé au cours de la période d’étude et donc si la
probabilité d’avoir un dépassement a changé dans le temps. Ainsi, dans [43], pour obtenir plus
d’information sur le parameétre u de la distribution de la valeur maximale annuelle d’Og, les k plus
grandes observations annuelles d’O3 sont prises en compte. En particulier, ceci lui permet d’obtenir
un test d’hypothéses plus puissant pour tester s’il y a un changement dans le paramétre p sur la
période d’étude. Le fait qu’il y ait plus d’information dans les k£ plus grandes observations en ce qui
concerne la distribution du maximum (noté Y7) est assez clair d’un point de vue intuitif, puisque
étudier la forme probabiliste de Y7 = max(X7, - - -, X,) est trés 1ié a I’étude de la forme de la queue
de la distribution F générant la suite de variables aléatoires X1, - -, X,. Weissman , dans [57],
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montre que la densité conjointe limite (n — co) des k plus grandes observations, notées Yy, ---, Y%
de la suite X, -+, X, est

f(yl,"',yk)z(—}k-exp —-exp(yk_ ) Zy] (7.14)

Donc pour n grand (7.14) fournit une bonne approximation de la densité conjointe de Y7, - - -, Yk,
si k est relativement petit par rapport a n.

Supposant que la période d’étude comporte 7 années et que les k plus grandes valeurs de
différentes années soient indépendantes, Shively ([43]) obtient I’approximation de la densité con-
jointe suivante, pour n grand:

fyin, - vk, Yy, yTE) = (7.15)

1 -
e[ oo () S
[

t=1

Ht = @ + ,Bt/T
il fait donc ’hypothése que ce parameétre change linéairement avec le temps. Aprés avoir estimé
a, 8 et o par la méthode du maximum de vraisemblance, ’hypothése Hyp : # = 0 i.e il n’y a pas
de tendance peut étre testée contre ’alternative H, : @ # 0. Cette méthode comporte des défauts
majeurs :

e Le choix de k pose probléme. En effet, d’un point de vue théorique la valeur que doit prendre
k par rapport a celle de n n’est pas claire. Il faut donc en pratique essayer différentes valeurs
pour k.

e (7.15) est vraie s’il n’y a pas de regroupement des trés hautes valeurs d’Os. Or la validité de
cette hypotheése est trés contestable pour les données d’ozone.

e Les phénomeénes météorologiques qui influent sur les taux d’ozone mesurés ne sont pas pris
en compte.

e Ce modéle ne permet pas de quantifier la tendance.

7.4.2 Approche processus ponctuel
Modeéle introduit par Smith , [49]

Smith , dans [49], tient compte du regroupement des mesures élevées d’O3 (application aux
données mesurées a4 Houston, Texas) en étudiant les valeurs du maximum mesuré sur des intervalles
de regroupement. Ainsi, les années sont divisées en périodes de M jours, pour par exemple M = 31
et un modele est estimé sur chaque période. Si N;; représente le nombre de dépassements dans
la période j de I'année %, Yijm (1 < m < Njj) les tailles de dépassements individuelles, p;; le
nombre d’observations dans la période j de I’année 7 (les p;; ne sont pas égaux & cause des données
manquantes, en % du nombre de jours que comporte I’année 7). L’auteur définit alors les parameétres
pij, 0i; et k;; de la distribution de valeurs extrémes de la période j de I’année 7, tels que:

pij = aj +1i0;, 0ij = 05, kij = kj, (7.16)

les paramétres dépendent donc linéairement de 1’année.

Utilisant la théorie des valeurs extrémes pour les données & I’intérieur de la période j de 1’année
i et un choix du seuil suffisamment élevé, les dates de dépassement et les tailles de dépassements
forment un processus de Poisson non-homogéne de mesure d’intensité donnée par ’équation (7.5)
dans laquelle p = p;j, 0 = 0;, k = k;. La vraisemblance sur 1’ensemble des périodes s’écrit donc

N;;
L=T] [exp (—Pij(l + kj#fj/ffj)”k") II ((1 ~ ki (Yijm — #ij)/”j)l/kj—l/o'j) (7.17)

1, m=1
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La méthode du maximum de vraisemblance est ensuite utilisée pour obtenir les estimations des
parameétres et de leur écart-type.

Cette méthode est trés lourde. En effet, avant d’arriver &4 ’étape de détermination de tendance, il
faut choisir le seuil, I'intervalle de regroupement et la longueur des périodes divisant I’année (par
exemple seuil de 240 pgm~3, intervalle de regroupement de 72 heures, période de M = 31 jours).
De plus, comme dans [43], elle ne tient pas compte des facteurs extérieurs pouvant modifier la
tendance tels que les conditions météorologiques, les erreurs de mesures...

Utilisation d’'un PPNH pour approcher le processus ponctuel du nombre de dépassements

e LES DIFFERENTES MODELISATIONS DE L’INTENSITE

Shively, dans [44], Vaquera-Huerta , Villasenor et Hughes dans [55] utilisent 1’idée considérant
le nombre de dépassements d’un niveau élevé u comme généré suivant un processus de Pois-
son non-homogéne (PPNH) pour estimer la tendance & long terme en tenant compte de la
relation entre les trés hautes valeurs d’ozone et les conditions météorologiques. Un processus
de Poisson est non-homogéne si la fonction d’intensité A(t) = P[Y > u le jour t] n’est pas
constante dans le temps, A(t) représentant le taux d’apparition des événements par unité de
temps. De nombreux modeles paramétriques ont été proposés pour modéliser A(t).

Le modéle exponentiel pour l'intensité (cf. [12]) a été introduit par Shively dans [44] (données
Houston, Texas) pour tester ’existence d’une tendance et tenir compte de covariables. Le
modéle est donné par:

A(t) = exp(a + ft) (7.18)

soit sous forme plus explicite :

14
A(t) = exp (a(t)) = exp | ao + 0as(t) + Y _ ojw;(t) (7.19)
j=2

ol w;(t) représente la variable météorologique j le jour ¢, et s(t) est un terme de tendance
prerant la valeur 1 si le jour ¢ appartient & ’année 1, 2 st le jour ¢ appartient a I’année 2, ctc.
Ainsi, la fréquence dépend directement des k variables météorologiques et de la tendance &
long terme représentée par s(t). Tester une tendance 4 long terme dans la fréquence a laquelle
les hautes valeurs d’ozone apparaissent, en tenant compte des conditions météorologiques,
revient a tester Ho : a3 = 0 i.e. pas de tendance dans la fréquence des dépassements, contre
Palternative Hg : a3 # 0.

Une autre famille de modéles paramétrique pour l'intensité d’'un PPNH a été proposée par
Crow dans [14], 'intensité est une fonction de Weibull de la forme:

At) = (o/p)(t/w)*", @ >0,u>0. (7.20)

Un modéle plus général permettant des formes de tendance variées a été proposé par Lee
dans [29] et la fonction d’intensité est donnée par

A(t) = pat®~ exp(ft), @ >0, —o0 < B < o0, p > 0. (7.21)

Le modéle (7.21) se réduit au modéle exponentiel si @ = 1; si § = 0, on retrouve le modéle
de type Weibull. Si @ = 1 et 8 = 0, on obtient une intensité constante (i.e. un processus de
Poisson homogéne), qui correspond au cas oy il n’y a pas de tendance.

[55] propose un modéle moins général que (7.21), mais qui permet de tester de nombreuses
combinaisons de tendance :

A(t) = pat®texp(Bt*) ,a > 0, —o0 < f < 00, p > 0. (7.22)
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e LA VRAISEMBLANCE ASSOCIEE AUX VARIABLES ALEATOIRES DATES DE DEPASSEMENTS DE

sguiL Tj,i=1,---,N

Supposons que le nombre de dépassements N se produit suivant un processus de Poisson
de fonction d’intensité A(t) sur Vintervalle de temps ]0, T, alors pour une date r donnée
appartenant & ]0,77, la densité de l'intervalle de temps jusqu’au prochain événement est
donnée par:

fr(z;0,B,7) = exp[= (h(r + 2) — h(r))] A(r + 2) (7.23)

ol

h(r) = /0 ")t

La densité f.(z;a,3,7) caractérise la probabilité qu’un dépassement se produise dans un
intervalle de temps donné. Cette probabilité dépend de la fonction d’intensité, et bien sir
des conditions météorologiques dans cet intervalle de temps. Supposant que les événements
se produisent aux dates t1,---,%,;0 < t; < t3 < --- < t, < T sur la période 10,77, la
vraisemblance est alors:

ty ta

L(tl,m,t,.,n):,\(tl)exp[— /\(u)du]/\(tz)exp [- )\(u)du]

0 ty

tn T
-+ A(tn) exp [—/t /\(u)du] exp [— /\(u)du]

tn

n T
= [H /\(t,-)l exp [——/0 /\(u)du] . (7.24)
i=1

Alors, la densité conditionnelle par rapport & n est
T " n
Ft1, -+ taln) = n! (/ ,\(u)du> 1 ) (7.25)
0 i=1

o1 0 <t <tz < --:<t, <T. Par conséquent, les variables aléatoires dates de dépassement
T1,---, T, sachant que n dépassements ont eu lieu en tout, sont distribuées comme les statis-
tiques d’ordre dans un échantillon de taille n obtenues A partir d’wne distribution de densité

T -1
£lt) = ( /0 /\(u)du) A®) (7.26)

ou 0 < t < T. Par conséquent, si les données disponibles correspondent aux n premiéres dates

de dépassements (ordonnées) t1,---,tp, en utilisant (7.26) leur vraisemblance est donc
n
L(a, Blty, -, ta) = [[ f(ts) (7.27)
i=1

ESTIMATION DES PARAMETRES DU MODELE

Les estimateurs du maximum de vraisemblance des coefficients sont alors calculés en max-
imisant (7.27) par une procédure numeérique (I’algorithme de Newton-Raphson peut étre
appliqué dans ce cas pour trouver les estimateurs du maximum de vraisemblance}).

Dans [44], les variables dans a(t) (cf. (7.19) peuvent étre interprétées comme les variables
reliées dans le temps a la fréquence des dépassements du seuil u. En particulier, le coef-
ficient «y associé a la variable de tendance représente la tendance dans la fréquence des
niveaux d’ozone a conditions météorologiques constantes. Les coefficients a3, ..., o, fournissent
une mesure de la relation entre conditions météorologiques et fréquence des valeurs élevées
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d’ozone. Pour sélectionner les variables dans «af(t), les jours de dépassement sont modélisés
en utilisant un processus de Poisson non-homogéne. La vraisemblance de ce processus est
donnée par (7.27). On commence par inclure un terme constant, et toutes les variables dans
Pexpression de «f(t), ensuite on élimine les variables statistiquement non significatives en ef-
fectuant, sous ’hypothése que I’échantillon de données soit suffisamment grand, un test sur
les coefficients eux-mémes en utilisant I’approximation normale des ¢;. On a:

sous Hp:a; =0

a; —0
- ~ N(0,1
&(ay) @1
= Hj est rejetée au seuil 0.05 si:
d‘.
| =—L<| >1.96
U(Qj)l

Si les valeurs absolues des rapports des coefficients estimés sur leur écart-type estimés sont
toutes supérieures a 1.96, aucune variable n’est éliminée. Sinon, la variable pour laquelle
le test a la plus petite valeur est éliminée. L’intensité ¥(¢) est alors ré-estimée avec les
variables restantes. Cette procédure de sélection progressive descendante est répétée jusqu’a ce
qu’aucun test statistique n’ait une valeur inférieure & 1.96. (Si la distribution des statistiques
de test est approximativement normale, alors la valeur 1.96 est approximativement la valeur
critique au seuil 0.05 du test bilatéral de I’hypothése nulle qu’un coefficient donné soit nul
contre ’hypothése que le coefficient soit non nul).

Une autre alternative pour tester la présence d’une tendance & celle présentée ci-dessus et
développée dans [44] est d’utiliser un test du rapport de vraisemblance et tester ’hypothése
Ho : a = ag, 8 = Bo contre lalternative H, : a = &, 8 = 3, (& et B estimateurs du

maximum de vraisemblance).En effet, sous Hy la distribution de —2log Z{¢efoltr, bt

LGpltn ) O

asymptotiquement celle d’un x? a deux degrés de liberté.

e VALIDATION DU MODELE

Il y a deux hypothéses trés importantes & vérifier pour s’assurer que les jours de dépassements
T:,2=1,---,n peuvent étre modélisés par un PPNH :

— P'indépendance du nombre d’événements dans des intervalles de temps séparés, ce qui
est équivalent & vérifier que les intervalles de temps entre événements S; = T; — T;—1
sont indépendants.

— la distribution des intervalles S; = T; — T;_; peut étre approchée par une distribution
exponentielle de la forme (7.23).

— Test sur la distribution des intervalles S;
Dans [44], Shively propose de calculer la distribution des intervalles S;, aprés avoir estimé
les parameétres de l’intensité A(¢) prenant la forme exponentielle (7.19)

La densité de l'intervalle S (s=(t+s)-t) jusqu’au prochain événement se produisant le
jour t + s s’écrit :

J:(s) = A(t + s) exp [—h(s)] (7.28)
t+s
ou h(s) = /t A(r)dr

et donc la distribution est donnée par:

Fi(s)=P{S<s}= /: fe(r)dr =1 — exp [—h(s)] (7.29)
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Or, les jours de dépassement pour les données d’ozone étant discrets (le premier dépassement
se produit le jour ¢, le deuxiéme le jour t3,..), F3(s) ne doit étre calculée que pour les
valeurs discretes de t et s. On peut donc approcher (7.29) par:

Fi(s) =1—exp {— ZX(k)} (7.30)
k=1

k) = At +k)

On transforme ensuite S; en:

Ui = Fy(i-1)(S)
ou (7.31)
t(i — 1)correspond au jour du (i-1)iéme événement.

Ainsi, si les intervalles de temps S; sont indépendants de distribution Fi(s), alors cette
transformation permet de réduire S; & une variable aléatoire U; de distribution uniforme
sur [0;1]. On ordonne ensuite les valeurs de U; (statistique d’ordre de U; notée U(;)),
puis on effectue le graphique (u(;);i/(n+1)) pour i =1, -- -, n. Si les variables aléatoires
S; ont la distribution donnée par (7.29), alors les points doivent se situer au voisinage
de la bissectrice.

— Indépendance mutuelle des intervalles S;

En théorie, le fait que les variables S; ne soient pas corrélées n’implique pas qu’elles sont
indépendantes. Cependant, d’un point de vue pratique, s’il y a dépendance entre deux
intervalles S; successifs, cela signifiera probablement qu’il existe une forte corrélation
sérielle. Donc pour vérifier que les intervalles sont indépendants, on peut vérifier que les
intervalles adjacents sont non corrélés, c’est-a-dire que, S; = T; — T; 1 n’est pas corrélé
avec S;_1 = Ti—1 — Ti-a.

Shively , dans [44], propose de calculer le coefficient de corrélation entre intervalles
adjacents, les intervalles s; ¢ = 1,---,n étant connus:

i — Ey(i-1) 5:)] [&'-1 - E':(i-z)(Ss-l)]
= 7.32
n—2 Z [ (i-1)(5i) o1(i-2)(Si-1) (7-32)

o, Ey(i—1)(Si) [ o¢(i-1)(Si) ] est I'intervalle moyen [ ’écart-type ] entre le (i — 1)iéme
événement et le ieme.

Notations :

Dans un but de simplification, les indices (i — 1) et i seront omis.

Pour la fonction d’intensité A(r) et un jour donné t, la densité de lintervalle S est
donnée par (7.28).

D’ou:

E(S) = /0+°° sfi(s)ds = /0+°° sA(t + s)exp {— /;H-s A(r)dr} ds (7.33)

L’intégrale dans (7.33) est difficilement calculable en utilisant des techniques d’intégration
standard, & cause de la fonction exponentielle. On utilise donc la technique suivante :

Etant donné que:
+00 +o0 k
E(S) = /0 sfi(s)ds = ( /k lsft(s)ds) (7.34)

k=1

70



7.4. MODELES DE VALEURS EXTREMES POUR LES DONNEES DE POLLUTION :
ETUDE DE TENDANCE 71

Notant A(k) = A(t + k), si le jour ¢ + k n’est pas manquant, on obtient alors:

k koo k-1
/ sfi(s)ds = / sA(k) exp {-—- [ (AG) + (s = (k- 1));\—(k)J } ds  (7.35)
k-1 k-1 j=1

Puisque:

Vs € (k—1;k], A(t+s) = X(k)
k k
> sfi(s)ds = /k—l sA(t + s) exp [—h(s)] ds

k-1
t+s
/ A(r)dr—/At+v

s

At +v)dv + At + v)dv
k-1

— 1))A(k).

ou,

h(s)

1l
ko\\

—

M

.,
1
-

D’ol, en intégrant par parties (7.35):

/:lsft(s)ds - [(k—l) X_(H { :‘éx }

+[k+ YO ]exp{ Z/\ } (7.36)

Remarque:
Si le jour t + k est manquant, alors f:_l sfi(s)ds = 0.

Les équations (7.34) et (7.36) permettent d’obtenir une expression de E;(S) facilement
calculable. En pratique, la somme infinie dans (7.34) doit étre tronquée aprés un nombre
suffisant de termes. Le nombre £ = 60 parait raisonnable, la densité étant trés petite
apreés 60 termes, puisque la probabilité que les intervalles soient supérieurs ou égaux a
60 jours est négligeable.

De méme, pour calculer o;(S), on utilise I’expression :

o}(S) = Var(S) = Eu(S?) - [E(9)]

ou

Ey(S?) = /0+°° s fi(s)ds = /0+°° s2A\(t + s) exp {/;H-s A(r)dr} ds

E.(S?) peut étre calculée en utilisant une technique similaire & celle développée pour
E(S).

Le principal probléme de ce genre de modélisation est qu’il ne tient pas compte du
regroupement des hautes valeurs, puisqu’il est basé sur I’hypothése d’indépendance des
intervalles de temps entre deux dépassements de seuil u fixé élevé. Ces modeéles a une
dimension paraissent peut réalistes. Le modéle prenant en compte a la fois la fréquence et
la taille de dépassement développé par Smith et Shively , dans [50], parait plus réaliste.
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Utilisation d’'un PPNH dans le plan pour approcher le processus ponctuel du nombre
et de la taille des dépassements

e LA VRAISEMBLANCE ASSOCIEE AUX DATES ET AUX TAILLES DE DEPASSEMENTS DE SEUIL
Notons :

— Y variable aléatoire représentant le maximum d’ozone journalier

¥, (y) = P(Y >y lejourt)
B\ = 0 sile jour t est manquant

la distribution de Y le jour t, si le jour ¢ n’est pas manquant, est :
1—¥(y)

Par conséquent :

Yely) = —%{wt(yn

Si le processus est observé sur une période de temps ]0, T et si les pics d’ozone dépassant le
seuil fixé u sont représentés par:

(T3;Yi),1 <i < N, ou T; et Y; sont supposées indépendantes Vi

Le iéme pic se produit donc le jour 7; et prend la valeur ¥; > u. Le nombre total des N
pics étant lui aussi une variable aléatoire, la densité conjointe des pics observés peut étre
approchée par:

L= [(ﬁ W, (u)) exp [— /T \Ilt(u)dtH [ﬁ 11&,-(1/5)] =Ax*B (7.37)
i=1 0 i

1=

-

Interprétation de chaque terme entre crochets :

— Le premier terme entre crochets dans (7.37) correspond a la densité d’un processus de
Poisson non-homogéne de fonction de fréquence (intensité) W;(u) correspondant A(t)
dans (7.24). Il correspond donc & la modélisation des jours de dépassement de niveau u
(fréquence des dépassements).

— Le iéme terme du second terme entre crochets correspond 4 la densité de Y; sachant
qu’un dépassement de seuil u a eu lieu.

Remarque:

La densité conjointe (7.37) est une approximation de la vraie densité des (7;;Y;),1 <i< N
puisque la fréquence des jours de dépassement est ici modélisée par un processus stochastique
continu dans le temps, alors que les données sont discrétes dans le temps (par définition, il se
produit au plus un dépassement par jour car I’étude utilise le maximum d’ozone journalier).
Cependant, il semble que la densité (7.37) soit une approximation raisonnable au vu des
résultats obtenus dans [50].

e MODELE ASSOCIE A LA FREQUENCE DES DEPASSEMENTS
La modélisation de la fréquence des dépassements du seuil u élevé utilise la méme méthode
que celle développée dans [44].

e MODELE ASSOCIE AUX TAILLES DES DEPASSEMENTS

Les résultats théoriques sur la taille des dépassements d’un seuil élevé, dans le paragraphe
7.1.1, permettent d’obtenir que la distribution limite de X = Y — u sachant que Y > u quand
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u — oo est une distribution de Pareto généralisée notée G, dans laquelle les paramétres
dépendent des covariables météorologiques et de tendance :

G(z; B(t),£(t)) = 1 — (1 +£(1)(t)z) "&® (7.38)
avec ¢ =y — u ou B(t) > 0, Vt. La densité limite de X est donc:
Jim $4 = e60),60) = 60) (1 + €002 @) (ray)

pour u suffisamment grand (7.39) permet d’approcher la densité de X. De plus, comme les
moments de la distribution (7.38) n’existent pas pour toutes les valeurs de &, généralement
on suppose £(t) indépendant de ¢ et on modélise les variations dans f3. [50] suppose que £ ne
dépend pas du jour, c’est-a-dire, £(t) = £ et que comme € = 0, dans ce cas puisque :

lim g(z; B(t), £) = B(t) exp(=F(t)z), (7.40)
densité d’une loi exponentielle de paramétre 3(t).

ﬂl?f correspond alors & l’espérance de la variable aléatoire taille du dépassement sachant
qu’un dépassement a eu lieu le jour t, de densité exponentielle (7.40). WI?T peut donc étre
interprété comme l’estimation de la taille du dépassement (sachant qu’un dépassement s’est
produit le jour t), conditionnellement aux valeurs atteintes par les variables météorologiques
ce jour-la. De plus pour £ = 0 d’aprés [46], les estimateurs du maximum de vraisemblance
sont asymptotiquement gaussiens et efficaces et la matrice de covariance peut étre estimée
par l'inverse de la matrice d’information de Fisher. (t) prend la forme analytique suivante :

p
B(t) = Bo + Prs(t) + Y _ Biw;(t) (7.41)

i=2

Remarque:
Comme par hypothése, 8(t) doit étre strictement supérieur & zéro, quel que soit ¢, une for-
mulation plus naturelle (cf. [16]) pourrait étre la suivante:

p
B(t) = exp(Bo + Brs(t) + D Biw;(t))
j=2

ol w;(t) représente la variable météorologique j le jour ¢, et s(t) est un terme de tendance
prenant la valeur 1 si le jour ¢ appartient & ’année 1, 2 si le jour ¢ appartient & ’année 2, etc.
Ainsi, la fréquence dépend directement des k variables météorologiques et de la tendance a
long terme représentée par s(t).

En utilisant une procédure similaire & celle utilisée pour le modéle approchant la fréquence
des dépassements du seuil fixé, on élimine les variables statistiquement non significatives dans
P’expression de S.

En utilisant les propriétés de convergence asymptotique de ’estimateur du maximum de

vraisemblance, la matrice de covariance peut alors étre estimée par ’inverse de la matrice
d’information de Fisher:

z = [I(ﬁo,-~,ép)]—1 = [_E (8gjzézﬁk>]—l

e VALIDATION DU MODELE ASSOCIE AUX TAILLES DE DEPASSEMENTS

Pour valider le modéle pour les tailles de dépassements X;, il faut ensuite vérifier les hy-
potheéses suivantes:
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— (i) La densité:

g(z; B(t)) = uEToo %l

= f(t) exp(—B(t)z) (7.42)

est le modele approprié aux tailles de dépassement X; = Y; — u sachant que Y; > w.
Mais, vérifier cette hypothése nécessite en fait de vérifier:

* (a) L’adéquation de 1’équation (7.42) pour B(t) décrit dans (7.41).

* (b) Si u est un seuil de dépassement suffisamment élevé pour que la densité expo-
nentielle g(z; 8(t)) fournisse une bonne approximation de la densité de X.

¥ (c) Si (7.42) est la densité appropriée a la variable aléatoire X représentant la taille
du dépassement et si elle n’est pas acceptable, alors la densité plus générale (7.38)
doit étre utilisée.

(ii) Les dépassements qui se produisent les jours T; et T; sont indépendants :
X; = Y; — u sachant que Y; > u est indépendant de X; = Y; — u sachant que Y; > u,

pour i # j.

Distribution de la taille des dépassements

Le test de Kolmogorov-Smirnov permet de vérifier que la distribution exponentielle est
la distribution appropriée pour modéliser la taille des dépassement, et que ’expression
de B(t) dans (7.41) est correcte.

Indépendance mutuelle des tailles de dépassement X;

Pour vérifier I'indépendance , Smith et Shively ([50]) calculent le coefficient de corrélation
entre tailles de dépassement survenu des jours consécutifs. Si adj représente le nombre
de paires de tailles de dépassement adjacent, {z;—1(¢ — 1), zi(t)} ou z;(t) correspond &
la valeur du iéme dépassement survenu le jour t, le coefficient de corrélation entre tailles
de dépassement adjacent s’écrit :

r=

1 [x,.(t) ~E (Xi<t))] [x.«-l(t —1) = E(Xia(t = 1))

Pags — 1 o (X (1)) (Xt = 1))

i=1

ou

1
* L’écart-type de r est approximativement 1/n2,.

| Ex®)=g
Var(Xi(t)) = gz

=~
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Chapitre 8

Construction d’un modeéle pour les
hautes valeurs d’ozone mesurées
en Région Parisienne

Nous avons utilis¢é un PPNH pour modéliser la fréquence et la taille des dépassements d’un seuil
élevé u. Nous n’évoquerons donc ici que les spécificités de ce modéle par rapport a celui développé
par Smith et Shively dans [50] et décrit dans la partie précédente. La densité (7.37) fournit donc
une approximation de la vraie densité des (7;,Y;),1 < ¢ < N.

8.1 Le choix d’un seuil u raisonnable

Pour un seuil u fixé, les intervalles s; ¢ = 1,---, N étant connus, on calcule une estimation du

coefficient de corrélation entre intervalles adjacents par la méthode Bootstrap. Cette estimation ne
nécessitant aucune connaissance sur la loi des S; = T; — T;—; (cf. annexe B.4), elle peut donc étre
appliquée dés le début de la modélisation afin de déterminer une valeur raisonnable du seuil u en
fonction de degré de corrélation entre intervalles adjacents, avant de passer a ’estimation et 3 la
validation du modéle associé a la fréquence des dépassements.
Aprés avoir déterminé la valeur raisonnable du seuil u permettant d’utiliser un PPNH pour
modéliser les dates de dépassements, il faut vérifier pour cette valeur que les tailles de dépassements
correspondantes ne sont pas corrélées. On calcule donc une estimation du coefficient de corrélation
uniquement pour les dépassements du seuil u se produisant des jours consécutifs, par la méthode
Bootstrap. Ceci se justifie par le fait que, si les dépassements se produisant des jours successifs
ne sont pas corrélés, alors les dépassements séparés par plus d’un jour seront probablement non
corrélés. Les tailles de dépassements se produisant des jours successifs @;(t), ¢ = 1,-- -, nqq étant
connues ( ngqg; nombre de paires de tailles de dépassement successifs : {z;_1(t — 1), z:(¢)}).

8.2 Spécificités du modele associé a la fréquence des dépassements

8.2.1 L’intensité du PPNH

On remarque que ¥;(u) = P[Y > u le jour t ] peut s’écrire en fonction d’une variable aléatoire
dichotomique Z prenant la valeur 1 si un dépassement a eu lieu le jour ¢, 0 sinon:

P[Y >ulejourt] = P[Z = 1le jour t / covariables | = E [Z/ covariables ]

Nous avons donc eu I’idée d’utiliser la distribution logistique pour modéliser E [Z/ covariables ]. Le
modeéle de régression logistique (cf. [22]) permettant d’obtenir I'intensité du PPNH, est le suivant :

R e (8.1
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ol a(t) tient compte des interactions possibles entre covariables contrairement a I’écriture (7.19) :

4 14 Y4
a(t) = ao + ans(t) + Y ojwi(t) + Y augs(t)wi(t) + D asjwi(t)w;() (8.2)
j=2 ji=2

i,j=2

Notre choix s’est porté vers ce modéle a cause de sa flexibilité, de Iinterprétation relativement
simple des estimations des parametres et son implantation dans de nombreux logiciels de statis-
tiques tel SAS (proc LOGISTIC) permettant d’éviter une programmation fastidieuse et source
d’erreurs.

8.2.2 Estimation des parameétres du modele

La méthode du maximum de vraisemblance permet d’estimer les paramétres du modele, puis
une procédure de sélection “backward” permet de ne conserver que les variables significatives (cf.
annexe B.6).

8.2.3 Validation du modeéle

Aprés avoir calculé la distribution des intervalles de temps entre deux dépassements S; =
T; — Ti—1, en fonction des estimations des parameétres des covariables dans I’intensité (8.1), on
utilise comme dans [50], un test de Kolmogorov-Smirnov pour valider la distribution des S;.

8.3 Spécificités du modele associé a la taille des dépassements

On suppose comme dans [50] que les tailles de dépassements X; suivent une loi exponentielle de
densité (7.40). Mais le parametre §(t) prend en compte les interactions possibles entre covariables:

Y4 §4 V4
B(t) = Bo+ Prs(t) + Y _ Bjw;(t) + > Brys(t)wi(t) + > Bijwi(t)w;(2) (8.3)

j=2 j=2 i,j=2

Pour estimer les paramétres de ce modéle, nous avons dii écrire (en SAS) un programme spécifique
fourni en annexe B.10.2.
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Chapitre 9

Résultats obtenus pour la Région
Parisienne

9.1 Choix d’un seuil u raisonnable

9.1.1 Neuilly/Seine

[ Seuilen pg/m3 [ 90 T 100 [ 110 [ 120 [ 130 | 140 | 150 ]
[ Estimation du coefficient de corrélation entre intervalles de temps successifs |
Nb 278 224 178 127 87 64 42

Cor -0.008 | -0.03 | 0.10 0.17 0.06 0.0001 -0.09
Cormoy -0.004 | -0.03 | 0.10 0.17 0.06 | -0.00009 -0.08
Corstd 0.03 0.03 0.07 | 0.14 0.12 0.12 0.12
Corinf -0.08 | -0.12 | -0.08 | -0.11 | -0.24 -0.22 -0.34
Corsup 0.15 0.16 0.44 0.63 0.52 0.58 0.51
Cormed -0.008 | -0.04 | 0.10 0.17 0.05 -0.01 -0.10
q0025 -0.06 | -0.08 | -0.03 | -0.06 | -0.14 -0.16 -0.27
q0975 0.08 0.05 0.26 0.45 0.30 0.23 0.20

Estimation du coefficient de corrélation entre tailles de dépassement |

Nb 162 124 93 59 38 25 14

Cor 0.37 0.22 0.24 0.33 0.43 0.38 0.41
Cormoy* 0.37 0.21 - 0.23 0.31 0.42 0.33 0.38
Corstd 0.09 0.13 0.14 0.18 0.21 0.26 0.12
Corinf 0.10 -0.17 | -0.18 | -0.20 | -0.32 -0.39 -0.34
Corsup 0.62 0.60 0.66 0.81 0.92 0.89 0.98
Cormed 0.37 0.21 0.23 0.32 0.45 0.37 0.42
q0025 0.18 -0.03 | -0.05 | -0.06 | -0.03 -0.16 -0.29
q0975 0.54 0.46 0.51 0.65 0.75 0.75 0.91

Tableau 9.1: Seuil u pour Neuilly/Seine (les notations des symboles sont indiquées en annexe B.4)

L’intervalle de confiance & 95 % de ’estimation du coefficient de corrélation entre tailles de
dépassement ayant.eu lieu des jours successifs pour le seuil 90 ugm=2 sur le site de Neuilly/Seine
ne comprenant pas la valeur zéro (cf. tableau 9.1), ce seuil ne peut pas étre utilisé. Par conséquent,
pour la station de Neuilly/Seine les seuil u raisonnables sont {100, 110, 120, 130, 140,150}.

9.1.2 Champs/Marne

Les intervalles de confiance & 95 % des estimations des coefficients de corrélation correspondant
au seuil 90 ugm~3 ne comprenant pas la valeur zéro (cf. tableau 9.2), ce seuil ne peut pas étre utilisé

pour modéliser le processus des dépassements. Par conséquent, pour la station de Champs/Marne
les seuils u raisonnables sont {100, 110,120,130, 140}.
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[Seuilen pug/m3 | 90 | 100 [ 110 | 120 | 130 | 140 | 150 ]
[_E&imation du coefficient de corrélation entre intervalles de temps successifs |
Nb 205 141 101 70 48 28 19
Cor 0.25 0.10 0.04 | -0.07 | -0.08 | -0.06 -0.07
Cormoy 0.25 0.10 0.05 | -0.07 | -0.06 | -0.04 -0.056
Corstd 0.12 0.07 0.07 0.06 0.09 0.16 0.20
Corinf -0.06 | -0.11 | -0.20 | -0.27 | -0.24 | -0.31 -0.44
Corsup 0.60 0.30 0.32 0.42 0.55 0.91 0.78
Cormed 0.26 0.03 0.05 | -0.08 | -0.08 | -0.07 -0.09
q0025 0.01 -0.05 | -0.11 | -0.17 | -0.17 | -0.26 -0.33
q00925 0.49 0.19 0.19 0.12 0.22 0.36 0.49
Estimation du coefficient de corrélation entre tailles de dépassement
Nb 115 80 57 38 19 6 1
Cor 0.29 | 0.11 | 0.11 | -0.07 | -0.37 | -0.61 7777
Cormoy 0.29 | 0.11 | 0.12 | -0.07 | -0.35 777]
Corstd 0.07 | 0.09 | 0.11 | 0.14 | 0.17 77]]
Corinf 0.06 | -0.18 | -0.16 | -0.48 | -0.84 77]]
Corsup 052 | 0.39 | 0.47 | 0.49 | 0.42 /7]]
Cormed - | 0.29 | 0.11 | 0.12 | -0.07 | -0.37 7777
Q0025 0.1 | -0.06 | -0.08 | -0.31 | -0.66 /777
q00925 0.43 | 030 | 0.35 | 0.24 | 0.08 77]]

Tableau 9.2: Seuil u pour Champs/Marne (les notations des symboles sont indiquées en annexe
B.4)

9.1.3 Aubervilliers

[Seuilen ug/m3 | 90 | 100 | 110 [ 120 | 130 | 140 | 150 |
| Estimation du coefficient de corrélation entre intervalles de temps successifs
Nb 258 212 155 111 74 54 41
Cor 0.06 0.12 0.008 | 0.08 -0.06 0.04 -0.01
Cormoy 0.09 0.13 0.007 | 0.08 -0.06 0.08 0.01
Corstd 0.08 0.08 0.04 0.08 0.04 0.12 0.13
Corinf -0.05 | -0.06 | -0.10 | -0.17 | -0.19 -0.15 -0.33
Corsup 0.42 0.48 0.23 0.48 0.07 0.68 0.70
Cormed 0.07 | 0.12 | 0.005 | 0.07 | -0.06 0.06 -0.02
q0025 -0.02 | 0.004 | -0.06 | -0.06 | -0.14 [ -0.09 -0.018
q00925 0.30 0.31 0.26 0.26 0.014 0.09 0.34
| Estimation du coefficient de corrélation entre tailles de dépassement
Nb 166 129 92 59 38 23 15
Cor 0.33 0.23 0.18 0.03 -0.06 | -0.004 -0.09
Cormoy 0.33 | 0.24 0.18 0.03 | -0.04 | -0.002 -0.08
Corstd 0.07 0.08 0.10 0.12 0.15 0.18 0.23
Corinf 0.11 -0.02 | -0.12 | -0.39 | -0.53 -0.61 -0.69
Corsup 0.53 0.47 0.45 0.48 0.49 0.66 0.84
Cormed 0.33 0.23 0.18 0.03 -0.04 0.001 -0.12
q0025 0.19 0.09 | -0.02 | -0.20 | -0.33 | -0.39 -0.45
q0975 0.46 0.39 0.37 0.26 0.26 0.35 0.39

Tableau 9.3: Seuil u pour Aubervilliers (les notations des symboles sont indiquées en annexe B.4)

L’intervalle de confiance & 95 % de ’estimation du coefficient de corrélation entre tailles de
dépassement ayant eu lieu des jours consécutifs pour le seuil 90 pgm=2 ne comprend pas la valeur
zéro (cf. tableau 9.3). De méme, Les intervalles de confiance & 95 % des estimations des coefficients
de corrélation correspondant au seuil 100 ggm=3 ne comprennent pas la valeur zéro. Ces deux seuils
ne peuvent donc pas étre utilisés pour modéliser le processus des dépassements. Pour la station
d’Aubervilliers les seuil u raisonnables sont {110,120, 130, 140,150}.
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[ Seuil en pg/m3 | 90 | 100 [ 110 [ 120 | 130 | 140 | 150 |
[ Estimation du coefficient de corrélation entre intervalles de temps successifs |
Nb 252 205 152 108 75 45 33
Cor 0.05 0.04 0.01 0.22 0.03 0.01 0.06
Cormoy 0.06 0.05 0.01 0.21 0.04 | 0.005 0.09
Corstd 0.04 0.04 0.04 0.19 0.08 0.12 0.15
Corinf -0.03 | -0.04 | -0.12 | -0.09 | -0.14 | -0.29 -0.27
Corsup 0.23 0.24 0.32 0.71 0.39 0.71 0.80
Cormed 0.05 0.05 0.01 0.22 0.03 -0.01 0.07
q0025 -0.01 | -0.02 | -0.05 | -0.06 | -0.09 | -0.17 -0.15
q0975 0.16 0.15 0.09 0.58 0.24 0.34 0.44
| Estimation du coefficient de corrélation entre tailles de dépassement
Nb 156 123 84 46 27 16 12
Cor 0.27 0.18 0.13 0.07 | -0.09 | -0.10 -0.30
Cormoy 0.27 0.18 0.14 0.08 | -0.05 | -0.10 -0.34
Corstd 0.06 0.07 0.09 0.13 0.20 0.22 0.14
Corinf 0.07 | -0.10 | -0.14 | -0.27 | -0.59 | -0.74 -0.87
Corsup 0.46 0.43 0.47 0.52 0.64 0.76 0.42
Cormed 0.27 0.18 0.14 0.08 | -0.07 | -0.11 -0.33
q0025 0.14 0.04 | -0.02 | -0.16 | -0.43 | -0.56 -0.69
q0975 0.39 0.32 0.32 0.38 0.41 0.42 -0.11

Tableau 9.4: Seuil u pour Créteil (les notations des symboles sont indiquées en annexe B.4)

9.1.4 Créteil

Les intervalles de confiance & 95 % des estimations du coefficient de corrélation entre tailles de
dépassement ayant eu lieu des jours consécutifs pour les seuils 90, 100 et 150 zgm =3 ne comprennent
pas la valeur zéro (cf. tableau 9.4). Pour la station de Créteil, les seuil u raisonnables sont donc
{110, 120, 130, 140}.

Conclusion:
Les seuils u permettant a la fois d’utiliser un PPNH pour modéliser les dépassements et de comparer
les résultats obtenus pour chacune des stations mesurant 1’ozone en région parisienne sont 110,
120, 130 et 140 ugm=3.

9.2 Modélisation sans interaction

9.2.1 Fréquence des dépassements

Neuilly /Seine, Champs/Marne et Créteil possédent un effet année positif caractérisant le fait
qu’3 conditions météorologiques constantes, la fréquence des dépassements du seuil u = 130 pg/m3
a augmenté au cours de la période d’étude. On observe de plus des différences assez notables entre
les estimations des coefficients des variables significatives prises sur chaque site de mesure:

o Leffet de la variable température maximale est plus faible & Créteil (0.380) que sur les autres
sites de mesure.

o L’effet de la variable vitesse du vent est beaucoup plus important sur le site de Champs/Marne
(-1.086) que sur les autres sites.

o La modélisation de la fréquence des dépassements du seuil u = 120 pg/m3 et u = 130 pg/m3
utilise les mémes variables météorologiques quelle que soit la station de mesure. Cependant les
coefficients affectés & ces variables different, traduisant I’influence de la position géographique
du site de mesure.

o La valeur positive, entre parenthéses (car non significative dans le modéle pour a = 0.05 ) de
s, pour NEU120 confirment la tendance a la hausse des dépassements, tandis que la valeur
négative de s entre parenthése pour AUB130 met en évidence le caractére particulier de la
station d’Aubervilliers.
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Modeéles
Station-seuil NEU120 | NEU130 | CS120 CS130 | AUB130 | CRE130
Cte -11.755 -9.752 -18.966 -18.792 -23.098 -11.533
Ecart-type 1.239 1.537 2.283 2.655 2.828 1.463
s (0.152) 0.376 0.715 0.800 (-0.211) 0.150
Ecart-type (0.104) 0.128 0.124 0.158 (0.195) 0.075
Odd-ratio sur 10 ans /// 43 1274 2981 1/ 4.5
int. de conf. 95 %
du Odd-ratio sur 10 ans 11/ [3.5;521.6] | [112.1;14478.2] | [134.7;65959.8] 11/ [1.0;19.5]
t92 -2.378
Ecart-type 0.681
t93 2.418
.Ecart-type 0.522
tmax 0.447 0.452 0.489 0.503 0.659 0.380
Ecart-type 0.044 0.054 0.064 0.076 0.082 0.048
trange
Ecart-type
wsavg -0.508 -0.889 -0.518 -1.086 -0.461 -0.574
Ecart-type 0.181 0.199 0.186 0.285 0.202 0.178
wsrange
Ecart-type
[ Test de Kolmogorov-Smirnov
Dn 0.118 0.118 0.112 0.076 0.175 0.181
dn,0.05 0.130 0.158 0.183 0.215 0.176 0.170
test K-S Hy Hy Hy Hy, Hy Hy
acceptée acceptée acceptée acceptée acceptée acceptée
pour pour pour pour pour pour
a = 0.05 a = 0.05 a = 0.05 a = 0.05 a = 0.01 a = 0.01

Tableau 9.5: Synthése de la modélisation de la fréquence des dépassements

e La valeur positive de l’estimation du coefficient de la variable année (s) est relativement
importante (0.800) & Champs/Marne par rapport & celle de Créteil (0.150). Le signe posi-
tif de I’estimation de ce coefficient, nous permet d’affirmer qu’a conditions météorologiques
constantes, la fréquence des dépassements du seuil u = 130 pg/m3 a augmenté au cours de
la période d’étude pour les stations de Neuilly/Seine, Champs/Marne et Créteil. Cependant,
Pestimation de ’intervalle de confiance a 95 % du rapport des chances ou odd-ratio (cf. an-
nexe B.5) sur la période 1988-1997 pour chacune de ces stations est trés grand, traduisant
la difficulté & quantifier cette augmentation de la fréquence des dépassements en utilisant ce
modéle. '

9.2.2 Taille des dépassements

Cette modélisation permet d’observer des différences notables entre les stations. Pour le seuil
u =130 pg/m3:

o la variable année n’est significative que pour la station de Neuilly/Seine et le signe négatif de
son coefficient nous permet de conclure que la taille des dépassements a augmenté au cours
de la période d’étude.

¢ la modélisation de la taille des dépassements du seuil u = 120 pg/m3 et(ou) u = 130 ug/m3
sur les sites de Neuilly/Seine, Aubervilliers et Créteil, utilise les mémes variables météorologiques.

o la seule variable significative pour la station de Champs/Marne est ’amplitude thermique
dont le coefficient prend la valeur 0.0036, c’est-a-dire que plus I’amplitude de température
augmente, plus la taille du dépassement sera petite:

Par conséquent, il est difficile de conclure & une augmentation globale de la taille des dépassements
dans la Région Parisienne, puisque la variable année n’est significative que sur un des sites modélisés.
Cependant, cette modélisation permet d’observer des différences spatiales.
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Modeles
[ Station-seuil NEU120 | NEU130 | CS120 | CS130 [ AUB130 | CRE130
Nbre total de jours 856 856 985 985 857 855
Nbre dep. 95 62 43 32 48 50
Cte 0.0692 0.141 0.184
Ecart-type 0.0297 0.0623 0.0780
s -0.006
Ecart-type 0.0080
t92 0.0358
Ecart-type 0.0145
t93
Ecart-type
tmax -0.0024 -0.0012 -0.0044 -0.0063
Ecart-type 0.0009 0.0004 0.0018 0.0024
trange 0.0032 0.0036
Ecart-type 0.0004 0.0005
wsavg 0.0137 0.0188 0.0143 0.0237
Ecart-type 0.0039 0.0046 0.0064 0.0074
wsrange
Ecart-type
ﬁ Test de Kolmogorov-Smirnov
Dy 0.053 0.066 0.053 0.117 0.115 0.089
dn,0.05 0.140 0.173 0.139 0.207 0.196 0.192
test K-S Hy Hy Hp Hy Hy Hyp
acceptée acceptée | acceptée | acceptée | acceptée acceptée
pour pour pour pour pour pour
a = 0.05 a = 0.05 a=0.05| a=0.05 a = 0.05 a = 0.05

Tableau 9.6: Synthése de la modélisation de la taille des dépassements

Dans le cadre de la modélisation de la fréquence des dépassements, les intervalles de confiance

du rapport des chances sur la période 1988-1997 obtenus pour le seuil 130 pgm=3 a Neuilly/Seine,
Champs/Marne et dans une moindre mesure Créteil, sont démesurés et instables (& cause d’une
trés grande variance). Ils ne permettent donc pas de quantifier précisément la tendance. Nous avons
donc repris cette modélisation en introduisant les interactions entre les variables météorologiques
et année.

9.3 Modélisation avec interaction : fréquence des dépassements

Le paramétre (t) prend donc la forme (8.2) définie dans la section 8.2. De plus, dans toute la
suite, nous avons utilisé un modéle commun aux quatre stations étudiées pour pouvoir comparer
les résultats obtenus. Le modéle de régression logistique retenu dépend de I’année (s), de la vitesse
moyenne du vent (wsavg) et de l'interaction année*température maximale (ttmax). Aprés avoir
estimé les paramétres des modéles pour chacune des stations, puis validé le modéle, nous avons
calculé pour chaque station la température “critique” pour laquelle I’estimation du rapport des
chances vaut 1; c’est-a-dire la température pour laquelle le risque d’observer un dépassement en
1997 est le méme qu’en 1988. Elle nous permet au vue des signes des estimations des coeflicients,
de conclure pour chaque station de mesure, & une augmentation (respectivement diminution) du
risque d’observer un dépassement entre 1988 et 1997 pour les jours ou la température maximale
mesurée est supérieure (respectivement inférieure) & cette valeur critique de température.
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9.3.1 Neuilly/Seine

Modeles
‘_S_tation-seuil NEU110 | NEU120 | NEU130 | NEU140 | NEU150
Nbre de dep. 125 85 59 41 29
Cte 1.629 1.229 0.606 0.437 1.037
Ecart-type 0.478 0.568 0.620 0.732 0.864
s -2.672 -3.036 -2.604 -2.475 -2.840
Ecart-type 0.288 0.377 0.871 0.414 0.584
wsavg -0.825 -0.879 -0.813 -1.007 -1.225
Ecart-type 0.137 0.178 0.190 0.244 0.804
ttmax 0.099 0.110 0.093 0.089 0.098
Ecart-type 0.010 0.013 0.012 0.018 0.017
[ Test de Kolmogorov-Smirnov
Nbre d’obs. 155 109 74 55 37
Dn 0.114 0.113 0.152 0.196 0.234
dn,0.05 0.109 0.130 0.158 0.183 0.234
test K-S Hy Hy Hy Hy Hy
acceptée acceptée acceptée acceptée acceptée
pour pour pour pour pour
a = 0.01 a = 0.05 a = 0.05 a = 0.01 a = 0.01

Tableau 9.7: Synthése de la modélisation de la fréquence des dépassements pour Neuilly/Seine

Le paramétre constant n’est plus significatif & partir du seuil 130 ugm =2, nous ’avons cependant
conservé par souci d’homogénéité. La phase de validation du modele (test de Kolmogorov-Smirnov
dans le tableau 9.7) permet de constater que les seuils 120 et 130 pgm~3 apparaissent les mieux
adaptés.

[ Seuil [ P(s= 1,5 =10,tmaz) | int. de conf. 95 % I tmax |
110 1 0.30; 3.36 26.9
120 1 0.32; 3.16 27.5
130 1 0.28; 3.57 28.0
140 1 0.21; 4.81 27.7
150 1 0.17; 5.89 29.1

Tableau 9.8: Température maximale correspondant & un rapport de chances estimé & 1 pour
Neuilly/Seine

La température critique (cf. tableau 9.8) est donc comprise entre 26.9 et 29.1 degrés. C’est-a-dire
que le risque d’observer un dépassement sur la période d’étude a principalement augmenté pour les
Jours de pollution photochimique lors desquels la température enregistrée est élevée. L’intervalle
de confiance du rapport des chances sur la période d’étude correspondant & 9 = 1 est beaucoup
plus raisonnable que dans le cadre de la modélisation sans interaction.
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9.3.2 Champs/Marne

Modeles
[ Station-seuil CSM110 | CSM120 | CSM130 | CSM140 | CSM150
Nbre de dep. 35 38 28 19 13
Cte -3.194 -4.190 -2.708 -2.294 -3.956
Ecart-type 0.692 0.908 1.170 1.197 1.517
s -1.835 -1.430 -1.789 -1.529 -1.195
Ecart-type 0.309 0.329 0.466 0.471 0.510
wsavg -0.791 -0.881 -2.021 -1.685 -1.530
Ecart-type 0.194 0.245 0.462 0.438 0.466
ttmax 0.089 0.076 0.094 0.075 0.067
Ecart-type 0.011 0.011 0.017 0.016 0.016
[ Test de Kolmogorov-Smirnov
Nbre d’obs. 80 55 40 26 17
D, 0.177 0.136 0.116 0.206 0.113
dn0.05 0.152 0.183 0.215 )
test K-S Hy Hy Hy H, Hy
acceptée acceptée acceptée acceptée acceptée
pour pour pour pour pour
a = 0.01 a = 0.05 a = 0.05 a = a=

Tableau 9.9: Synthése de la modélisation de la fréquence des dépassements pour Champs/Marne

La phase de validation du modéle (test de Kolmogorov-Smirnov dans le tableau 9.9) permet de

constater que les seuils 120 et 130 pgm~23 apparaissent les mieux adaptés.

Beuil [ Y(s =1,s = 10,tmaz) | int. de conf. 95 % tma?l
110 1 [0.12; 8.44] 20.7
120 1 0.06; 17.89 18.7
130 1 0.02; 44.37 19.1
140 1 0.02; 43.55 20.3
150 1 [0.007; 143.44] 17.8

Tableau 9.10: Température maximale correspondant & un rapport de chances estimé a 1 pour
Champs/Marne

La température critique (cf. tableau 9.10) est donc comprise entre 17.8 et 20.7 degrés. Cette

température basse indique que le risque d’observer un dépassement sur la période d’étude a aug-

menté pour la majorité des jours de pollution (photochimique ou importée).
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9.3.3 Aubervilliers

Modéles
[ Station-seuil | AUB110 | AUB120 | AUB130 | AUB140 [ AUB150
Nbre de dep. 100 70 44 31 22
Cte -1.646 -1.671 -1.306 -1.445 -1.571
Ecart-type 0.517 0.648 0.800 0.936 1.136
s -1.815 -2.221 -2.562 -2.727 -2.610
Ecart-type 0.224 0.318 0.415 0.499 0.566
wsavg -0.484 -0.767 -0.844 -0.847 -1.293
Ecart-type 0.140 0.198 0.255 0.304 0.424
ttmax 0.081 0.096 0.101 0.104 0.104
Ecart-type 0.008 0.011 0.014 0.016 0.018
Test de Kolmogorov-Smirnov
Nbre d’obs. 121 87 60 46 - 35
Dy 0.149 0.144 0.206 0.205 0.229
dn,0.05 0.121 0.146 0.176 0.201 0.228
test K-S Hyp Hy Hj Hy Hy
refusée acceptée acceptée acceptée acceptée
pour pour pour pour
a = 0.05 a = 0.01 a = 0.01 a = 0.01

Tableau 9.11: Synthése de la modélisation de la fréquence des dépassements pour Aubervilliers

La phase de validation du modéle (test de Kolmogorov-Smirnov dans le tableau 9.11) permet
de rejeter le seuil 110 ugm™=3 et de constater que le seuil 120 apparait le mieux adapté.

[ Seuil | ¥(s=1,s = 10,¢maz) | int. de conf. 95 % | tmax |

120 1 0.17; 5.79 23.2
130 1 0.13; 7.98 25.3
140 1 0.09; 11.10 26.3
150 1 0.04; 24.13 25.19

Tableau 9.12: Température maximale correspondant & un rapport de chances estimé a 1 pour
Aubervilliers

La température critique (cf. tableau 9.12) est donc comprise entre 23.2 et 26.3 degrés.
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9.3.4 Créteil

Modeles
Station-seuil | CRE110 | CRE120 | CRE130 | CRE140 | CRE150
Nbre de dep. 92 58 38 24 18
Cte -0.508 -0.566 -0.208 -0.423 -1.098
Ecart-type 0.505 0.659 0.884 1.098 1.105
s -1.767 -2.006 -1.846 -1.631 -1.661
Ecart-type 0.226 0.312 0.365 0.448 0.478
wsavg -0.638 -0.940 -1.474 -2.212 -1.467
Ecart-type 0.148 0.211 0.317 0.487 0.406
ttmax 0.074 0.083 0.078 0.078 0.071
Ecart-type 0.008 0.010 0.012 0.015 0.015
{ Test de Kolmogorov-Smirnov
Nbre d’obs. 126 90 64 37 28
Dn 0.164 0.177 0.213 0.194 0.234
dn.0.05 0.121 0.143 0.169 0.222
test K-S Hy Hy Hyp H, Hy
rejetée rejetée rejetée acceptée acceptée
pour pour
a = 0.01 a =

Tableau 9.13: Synthése de la modélisation de la fréquence des dépassements pour Créteil

La phase de validation du modéle (test de Kolmogorov-Smirnov dans le tableau 9.13) permet
de rejeter les seuils 110, 120 et 130 ugm ™3 et de ne retenir que le seuil 140pgm=3.

[ Seuil [ §(s =1,s = 10,tmaz) [ int. de conf. 95 % | tmax |
[140 | 1 [ [0.03;3048 | 21.0 |

Tableau 9.14: Température maximale correspondant & un rapport de chances estimé a 1 pour
Créteil

La température critique (cf. tableau 9.14) pour le seuil 140 pgm=3 vaut 21 degrés.
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9.4 Contours de vraisemblance ([39])

Afin de controler ’exactitude des résultats de notre programme pour estimer les parametres
B (tailles des dépassements), nous avons minimisé directement la vraisemblance (fonction fmins
de MATLAB) et nous avons obtenu pratiquement les mémes valeurs pour les trois parameétres de
NEU120: (0.0760,—0.0026,0.0141) & comparer & notre premier résultat (0.0692, —0.0024,0.0137).
Nous avons ensuite tracé les contours de la vraisemblance pour les paramétres f3 (Tmax) et (s
(WSAVG), en fixant la valeur §; (constante) a la valeur estimée 0.0760. Le résultat (cf. figure 9.1)
parait satisfaisant; et il traduit bien I’estimation négative (—0.38832 annexe B.7) du coefficient
de corrélation entre les parametres.
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Figure 9.1: Contours de la vraisemblance pour les données de NEU120. Les niveaux des contours
sont 420(5)450.
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Chapitre 10

Reésultats obtenus pour la Région
de Los Angeles

Dans ce chapitre, nous allons essayer d’appliquer la modélisation utilisée pour 1’Ile-de-France
4 des données fort aimablement fournies par Joe Cassmassi, Senior Meteorologist in the South
Coast Air Quality Management District E1 Monte, Californie (cf. [58]),; elles proviennent de deux
stations, Azusa et Long Beach, prés de Los Angeles (Californie).

10.1 Choix d’un seuil u raisonnable

10.1.1 Azusa

[ Seuil en pg/m3 | 300 [ 400 | 500 ]

[ Estimation du coefficient de corrélation entre intervalles de temps successifs |
Nb 817 336 101
Cor -0.003 | 0.12 0.20
Cormoy -0.002 | 0.12 0.20
Corstd 0.01 0.10 0.17
Corinf -0.03 | -0.04 -0.10
Corsup 0.05 0.48 0.63
Cormed -0.003 | 0.11 ~0.19
q0025 -0.03 | -0.04 -0.10
q0975 0.02 0.33 0.52

[ Estimation du coefficient de corrélation entre tailles de dépassement ]

Nb 559 192 41

Cor 0.43 0.36 0.03
Cormoy 0.43 0.36 0.02
Corstd 0.04 0.07 0.16
Corinf 0.27 0.15 -0.41
Corsup 0.56 0.54 0.56
Cormed 0.43 0.37 0.02
q0025 0.35 0.21 -0.29
q0975 0.51 0.48 0.35

Tableau 10.1: Seuil u pour Azusa (Los Angeles)

Seul D’intervalle de confiance & 95 % de ’estimation du coefficient de corrélation entre tailles
de dépassement ayant eu lieu des jours successifs pour le seuil 500 pgm=2 sur le site d’Azusa
comprend la valeur zéro (cf. tableau 10.1). Par conséquent, pour cette station de mesure le seul
seuil u raisonnable parmi les seuils étudiés est 500 pgm=3.

Cependant, ce seuil est problématique puisque aucun jour depuis 1992 n’a dépassé ce niveau de
pollution! Azusa présente en effet une trés forte tendance & la baisse dans les valeurs d’ozone
enregistrées (cf. annexe B.9.2 graphe B.13) entre 1981 et 1996. L’existence de cette trés forte
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tendance induit une auto-corrélation entre dépassements du seuil 500 ggm =2 sur la premiére partie
de la période 1981-1992 (cf. annexe B.9.2: jours de dépassement du seuil 500 pgm=3) et remet
donc fortement en cause la validité des hypothéses d’indépendance des dépassements. Il semble
alors peu raisonnable d’utiliser un PPNH pour modéliser les dépassements de seuil 500 pgm=3

enregistrés a Azusa.

10.1.2 Long Beach

Seuil en ug/m3 |

160 | 180 |

200

Estimation du coefficient de corrélation entre intervalles de temps successifs |

Nb 263 171 118
Cor 0.03 0.08 0.09
Cormoy 0.03 0.08 0.09
Corstd 0.04 0.10 0.10
Corinf -0.06 -0.10 -0.13
Corsup 0.16 0.41 0.42
Cormed 0.03 0.06 0.08
q0025 -0.03 -0.07 -0.06
q0975 0.10 0.28 0.30
[ Estimation du coefficient de corrélation entre tailles de dépassement |
Nb 108 57 35
Cor 0.26 0.11 0.04
Cormoy 0.26 0.11 0.05
Corstd 0.10 0.15 0.20
Corinf -0.008 | -0.26 -0.41
Corsup 0.55 0.57 0.68
Cormed 0.26 0.11 0.04
q0025 0.08 -0.14 -0.31
q0975 0.47 0.42 0.45

Tableau 10.2: Seuil u pour Long Beach (Los Angeles)

Pour la station de Long Beach, parmi les seuils étudiés, les seuil u raisonnables correspondent

a 180 et 200 ugm=3.
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10.2 Modélisation de la fréquence des dépassements ayant
eu lieu sur le site de Long Beach

Les covariables météorologiques sont décrites en annexe.

Modetles

Seuil 180 | 200
Cte -5.853 -7.871
Ecart-type 1.656 1.935
s -0.367 -0.416
Ecart-type 0.049 0.058

Odd-ratio sur 15 ans 1/245.18 1/512.85
int. de conf. 95 %
du Odd-ratio sur 15 ans | [1/1025.57; 1/58.63] | [ 1/2661.38; 1/98.83]
PRES5 -0.552 -0.646
Ecart-type 0.110 0.128
PRE6 -0.321 -0.327
Ecart-type 0.085 0.087
t2 -0.310 -0.398
Ecart-type 0.105 0.128
t4 0.631 0.745
Ecart-type 0.077 0.105
Test de Kolmogorov-Smirnov

Dn 0.529 0.525
dn 0.05 0.104 0.126

test K-S Hy H,
rejetée rejetée

Tableau 10.3: Synthése de la modélisation de la fréquence des dépassements

Il n’est donc pas possible d’utiliser ce modéle pour modéliser les dépassements de seuils 180
et 200. De plus si on prend un seuil plus grand, 240 par exemple, on rencontre alors les mémes
problémes que sur le site d’Azusa: beaucoup de dépassements avant 1992, puis ensuite un unique
en 1994!

Nous constatons donc que 1’application du modéle, valable en Ile-de-France, & deux stations
californiennes est impossible dans la mesure ou les hypothéses & la base du modéle n’y sont pas
_ respectées. De plus la baisse importante, notée aprés 1992, des dépassements est troublante. Il nous
est difficile d’en donner une justification rigoureuse ; les mesures anti-pollution prises en Californie
en sont vraisemblablement la cause. Mais, nous voudrions étre siire qu’aucun élément extérieur ne
puisse aussi la justifier. Ainsi, nous ne savons rien sur la qualité métrologique des mesures qui ont
été faites. A-t-on modifié les capteurs? Peut-on imaginer qu’une telle modification, si elle a été
faite, introduise un artefact?
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Conclusion

Au terme de ce travail, nous voulons faire un certain nombre de remarques.
Tout d’abord, la méthode que nous avons présentée est voisine de celle utilisée pour la ville de
Chicago, publiée trés récemment par Davis et al. dans [17].
La modélisation de la taille du dépassement du seuil u le jour t sachant qu’un dépassement de
seuil u a eu lieu par une loi exponentielle de paramétre 3(t) est trés lourde. En effet, les vari-
ables non significatives sont supprimées pas a pas; le risque de conserver un maximum local au
lieu de D’estimateur du maximum de vraisemblance est réel. Chaque étape est donc une source
d’erreur potentielle. Par conséquent, il est indispensable de vérifier en tragant les contours de la
log-vraisemblance que les estimations des paramétres retenus sont acceptables.
L’utilisation d’un modéle de régression logistique pour modéliser les dépassements d’ozone de seuil
u restreint le temps de programmation & l'utilisation de la procédure LOGISTIC de SAS et simpli-
fie I’analyse des coefficients correspondant aux variables significatives. Elle permet ainsi d’essayer
de quantifier ’augmentation du risque d’observer un dépassement entre 1988 et 1997. Dans un
premier temps les résultats de la modélisation sans interaction nous ont permis d’estimer une ten-
dance. Mais les intervalles de confiance 4 95 % de ’estimation du rapport des chances des différents
sites étudiés étaient démesurés et traduisaient la trés grande imprécision des estimations obtenues.
Dans un second temps, la prise en compte de l'interaction entre ’année et la température maxi-
male nous a permis d’obtenir des intervalles de confiance 4 95 % des rapports des chances estimés
a 1 pour chaque station plus précis et de mettre en évidence grace & la valeur de la température
critique des différences assez remarquables entre la station de Champs/Marne et les trois autres
stations étudiées. Cependant, I’introduction de cette interaction engendre une nouvelle difficulté:
I’impossibilité de pouvoir quantifier I’augmentation du risque d’observer un dépassement entre 1988
et 1997 sans faire intervenir une valeur donnée de la température maximale.
Les tendances & moyen terme (10 ans) dans les valeurs élevées d’ozone en région parisienne sont
complexes, fortement Hées a la température, mais aussi & des phénemenes plus difficiles a prendre
en compte comme le changement des appareils de mesure, le changement dans le suivi et ’entretien
des analyseurs, I’évolution de la fréquentation des axes routiers, I’augmentation du parc automobile
et le nombre trés important de données manquantes avant 1992.
Cependant, le traitement des données d’ozone troposphériques provenant de la région de Los An-
geles nous a conduit & constater la difficulté d’appliquer cette méthodologie pour détecter des
tendances & long terme (16 ans). En effet, les sites de mesures d’ozone d’Asuza et de Long Beach
enregistrent une tendance forte a la baisse dans les dépassements de niveau élevé sur la période
1981-1996. Par conséquent, celle-ci induit une auto-corrélation entre ces dépassements et ne permet
pas de valider les hypothéses sur lesquelles est construit le modéle.
Dans ce type de modélisation (modélisation & effets fixes), les hypothéses permettant d’aboutir a
une telle approximation sont toutes basées sur les propriétés statistiques du processus de ’ozone
(non-stationnarité, regroupement des trés hautes valeurs..), les covariables météorologiques sont
supposées fixées. Or les phénomeénes de formation de 1’ozone sont fortement liés aux conditions
météorologiques, dont les propriétés statistiques sont mieux connues que celles régissant ’ozone.

Nous présentons donc dans la derniére partie de ce travail un résultat théorique sur la conver-
gence en distribution du processus des dépassements de seuil u, vers un processus de Poisson Com-
posé, dans lequel les hypothéses ne sont pas basées sur le processus dont on étudie les dépassements
de seuil.
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Partie IV

Théoremes Limite vers les
Processus de Poisson Composé

(CPLT)
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Chapitre 11

Quelques rappels concernant les
processus ponctuels

Toutes les références de la partie IV ont été regroupées a la fin de celle-ci.

11.1 Généralités

Une fonction aléatoire réelle est une application de €2 dans ’espace des fonctions réelles: & tout
w € § correspond une fonction d’une variable réelle t:

w = X(tw) = Xe(w)

En général I’argument ¢ représente le temps et X s’appelle alors processus aléatoire ou processus
stochastique.Soit T ’ensemble des temps ¢, un processus est donc une application X de Q x T' dans
R, de valeurs z(t;w).

Si w est fixé X(.,w) définit une fonction du temps appelée trajectoire de w. Un processus peut donc
étre assimilé a ’ensemble de ses trajectoires lorsque w décrit 2. Si ¢ est fixe X(¢;.) définit une
variable aléatoire réelle X;. Un processus peut donc étre considéré comme une famille (infinie) de
variables aléatoires indicées par le temps (X;). C’est cette notation que nous utiliserons.

Si la variable aléatoire X; admet pour tout t une espérance m; et une variance o7 finies; celles-
ci définissent des fonctions certaines du temps. La structure des dépendances temporelles définit
P’essentielle de la régularité des trajectoires. On dit de plus, qu’un processus est stationnaire au
sens strict si sa loi de probabilité est invariante par translation sur ¢: (X;) et (X;4,) ont les
mémes caractéristiques. La stationnarité au sens strict implique m, = m et o2 = o2. Lorsque 1’on
a uniquement les conditions m; = m et 6 = o2, on dit que le processus (X;) est stationnaire au
sens large. Dans toute la suite pour simplifier, nous utiliserons le terme stationnarité pour désigner
la stationnaire au sens strict.

Un processus tel que X;, — X; soit stationnaire pour tout h est dit ¢ accroissements stationnaires.

11.2 Définitions et propriétés des processus ponctuels

Si I est un intervalle fini sur R, le nombre d’événements, N(I), d’un processus ponctuel se
produisant dans I doit étre une variable aléatoire a valeurs entiéres. Plus généralement, pour tout
ensemble Borélien borné B, N(B) doit étre une variable aléatoire a valeurs entiéres. De plus, le
nombre d’événements dans la réunion finie ou dénombrable d’ensembles disjoints est la somme des
nombres dans chaque ensemble, i.e. N(B) = Y 7" N(B;) si les B; sont des ensembles Boréliens
disjoints dont la réunion est B. Par conséquent, N(.) est une mesure sur les ensembles Boréliens.
La valeur de N(B) doit étre entiére.
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Pour un espace avec une structure suffisante (tels que R ou Rz), on peut montrer que tout
processus ponctuel N peut étre représenté de la facon suivante:

N = Zﬂjlﬁ'
J

o 7; sont des éléments aléatoires distincts
e 1,; processus ponctuel ou Vj, ;1-(B) = 1si r € B et 1,,(B) = 0 sinon.

e j; , variables aléatoires a valeurs entiéres, non-négatives. Dans le cas ou les f; sont tous égaux
3 1, on dit que le processus ponctuel n’a pas d’événements multiples ou qu’il est simple.

Si By, - -, B sont des ensembles Boréliens bornés, N(By), - - -, N(Bg) sont des variables aléatoires
et ont une distributions conjointe appelée une distribution fini-dimensionnelle du processus ponctuel.
En fait, les propriétés probabilistes intéressantes du processus ponctuel sont spécifiées uniquement
par la collection de telles distributions fini-dimensionnelles, i.e. pour tous les choix de k et des
ensembles B, - - -, Bx. Bien sir pour définir un processus ponctuel en commengant par les distri-
butions fini-dimensionnelles, il faut choisir ces distributions telles que la variable aléatoire N(B)
soit définie, non-négative, countably additive, etc. (cf. Kallenberg (1983) pour plus de détails).

Si N est un processus ponctuel, la mesure A définie sur les ensembles Boréliens de ’espace considéré
par

A(B) = E(N (B))

est appelée mesure d’intensité du processus ponctuel.

Il est intéressant de noter que les propriétés probabilistes d’un processus ponctuel N peuvent aussi
étre résumées par des fonctions génératrices variées telles que la transformée de Laplace. Pour des
fonctions mesurables f non-négatives, la transformée de Laplace Ly (f) est définie par:

in(f) =B [oxp (= [ 1an)] = B oo (- 015

ot N est représenté par ), 3;dr,. De telles fonctions génératrices posseédent des propriétés analogues
a celles des fonctions caractéristiques et des transformées de Laplace.de variables aléatoires. En
particulier, si f(z) = txp(z) (ol xB(z) = 1si z € B, 0 sinon), on a Ly(f) = E [e"*N(B)]. Cest
simplement la transformée de Laplace (ou la fonction génératrice évaluée en —t) de la variable
aléatoire N (B), et elle spécifie de fagon unique la distribution de N(B). De méme, les transformées
de Laplace. conjointes des variables aléatoire N(B),---, N(Bg) peuvent étre écrites en prenant

f=Yr tixs,.

11.3 Les processus de Poisson
11.3.1 Le processus de Poisson simple
Supposons que la variable aléatoire X suive une loi exponentielle de paramétre A :
P[X>z]=e ;2>0 (11.1)
et donc
PX>z+ylX>z]=P[X >y, ;2,y>0 (11.2)

, par définition des probabilités conditionnelles. X peut par exemple représenter le temps d’attente
entre ’apparition d’événements. On démontre que la condition (11.2) implique que X suit la
distribution définie par (11.1) pour un certain A positif. Par conséquent, s’il n’y a pas d’effet apres
dans le mécanisme des temps d’attente, au sens de (11.2), alors la variable aléatoire X temps
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d’attente suit nécessairement une loi exponentielle.

Soient X; le temps d’attente jusqu’au premier événement, X5 le temps d’attente entre le premier et
le second événement, ainsi de suite. Le modéle formel est donc formé d’une suite infinie de variables
aléatoires X1, X3, - définies sur un certain espace probabilisé, et S, = X) 4 --- + X, représente
la date d’apparition du n'*™€ événement; par convention Sy = 0. S’il n’y a pas d’événement
multiple, S, doit étre strictement croissante et si seulement si un nombre fini d’événements se
produisent dans chaque intervalle de temps fini, S,, doit tendre vers 1’infini:

0=5<S1 <8<, ;supS, = oo. (11.3)

Cette condition est équivalente a

X1>0,X2>0,-++, ;Y Xn =00 (11.4)
n

On suppose donc la condition:

Condition 0:

Les événements définis par (11.3) et (11.4) admettent la probabilité 1.

Le nombre N; d’événements se produisant dans l'intervalle de temps [0, ] est le plus grand entier
n tel que S, <t:

N, = m’?x{Sn <t} (11.5)

Sur ’ensemble des w définit par (11.3), on définit N; par (11.5); et partout ailleurs N; = 0. Notons
que Ny =0sit < Sy = X;; en particulier, No = 0. Le nombre d’événements dans |s, ] est égal &
N; — N;.

(11.5) conduit a la relation liant N; et S, suivante:

[N > n] =[S, <{]. (11.6)
Donc,
[N: = n] =[S <t < Snpi] (11.7)

Chaque N; est donc une variable aléatoire.
On dit qu’un processus temporel est un processus de Poisson si ce processus représente ’apparition
d’événements aléatoirés Fy, F, - - - satisfaisant aux trois conditions suivantes :

e deux événements ne peuvent arriver simultanément,
e la loi du nombre d’événements arrivant dans l'intervalle [¢;¢ + 7] ne dépend que de T,

o les temps d’attente X1, X3, -- sont des variables aléatoires indépendantes (processus sans
mémoire)

On démontre alors (cf. Billingsley 1979) que si la condition 0 est satisfaite, un processus de Poisson
peut étre caractérisé par l’'une des trois conditions équivalentes suivantes :
Condition 1:
Les variables aléatoires X, sont indépendantes et chacune suit une distribution exponentielle de
paramétre A.

Dans ce cas P[X, > 0] = 1 pour chaque n, la loi forte des grands nombres donne n~'S, —
A1, et donc la condition 0 est vraie. Sous la condition 1, en appliquant (11.6), P[N; > n] =

S eT () /il et

N; posséde la distribution de Poisson de parameétre At.
Condition 2:
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e (i) Pour 0 < t; < --- < tg , les variables aléatoires Ny, Ny, — Ni,,--+, Ny, — Ny, _, sont
indépendantes.

e (ii)) P[N;— N, =n] = e‘(t")ﬂtn;!im, in=0,1,---,0 < s < t; avec Ny = 0 avec la
probabilité 1.

Condition 3:

e (i) Pour 0 < t; < --- < tg, les variables aléatoires Ny,, Ny, — Ny, -+, Ny, — Ni,_, sont
indépendantes.

e (ii) La distribution de Ny — N, dépend seulement de la différence t — s, et Ny = 0 avec la
probabilité 1.

Condition 4 :
S10<ty <---<1 et sing,---,ng sont des entiers non-négatifs, alors

P [Ntk+h =Ny, = lthj =n;,J < k] = /\h-{-O(h)

et
P[Niy4h — N, > 2|Ne; = nj, j < k] = o(h)

quand h tend vers 0.

De plus,
li_I)I}P [Ns # N¢] =0, et Ng =0 avec la probabilité 1.
s

11.3.2 Processus de Poisson Composé

Soit {Y;}$2, une suite de variables iid ayant pour distribution commune F et de fonction
caractéristique . Soit {N(t),t > 0} un processus de Poisson de paramétre A > 0, indépendant de
la suite {Y;}, le processus stochastique

N(t)
X(t) = Zyk, it>0
k=1

est appelé processus de Poisson composé. Les processus de Poisson Composé sont utilisés pour
modéliser une large variété de situations physiques.
Exemples:

¢ (a) Soit N (t) le nombre de déclarations de sinistres contre une compagnie d’assurance jusqu’au
temps ¢ et supposons que Y; soit le montant du iéme sinistre, alors X () est le montant cumulé
des demandes de remboursement jusqu’au temps t.

o (b) Soit N(t) le nombre de chocs apparus dans un systéme jusqu’au temps ¢, supposons que
Y; soit le dommage causé par le ieme choc. En postulant que le dommage est additif, X (t)
est le dommage cumulé par le systéme jusqu’au temps t.

Un processus de Poisson Composé posséde des accroissements stationnaires indépendants.
Puisque la distribution conjointe d’ensembles finis arbitraires (X (t1), - - -, X (¢»)) caractérise complétement
le processus stochastique, on a établi le théoréme suivant :

Théoréme 2 Soit {X(t),t > 0} un processus stochastique ayant des accroissements stationnaires,
indépendants et pour leque! X(0) = 0. ALORS
{X(t),t > 0} est un processus de Poisson composé
st et seulement st
la fonction caractéristique px ;) de X(t) est de la forme
ex()(u) = exp{=Mt [l — p(u)]}, ;-0 < u < +00

ot A > 0 et ¢ est une fonction caractéristique.
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Théoréme 3 Soit X(t) = ZQI:(? Yk,t > 0 un processus de Poisson Composé, ou {N(t),t > 0}
est un processus de Poisson de paramétre A et {Yi} est une suite de variables aléatoires iid. Soit
Ay, -+, Ay une partition de lespace des valeurs possibles pour Yy, c’est-a-dire A; N Aj=0sii#
jetP[Yy€e AyU---UA,] = 1. Posons

yi = Y. siYi€A;,
k= 0 SZ'YkQA,',

pouri=1,---,m, et définissons

N(t)
Xi(t) = EY,:, i=1,---,m.
k=1

Alors chaque {X;(t),t > 0} est un processus de Poisson Composé et les processus

sont mutuellement indépendants.

11.4 Convergence de processus ponctuels

11.4.1 Approche simple

Supposons que {N,} soit une suite de processus ponctuels sur un rectangle S C R® et N
un processus ponctuel. On dit que N, converge en distribution vers N si la suite du vecteur
aléatoire (N, (B1), - -, Nn(Bx)) converge en distribution vers (N(By), -+, N(B)) quel que soit le
choix de k, et des ensembles Boréliens bornés B; C S tels que N(0B;) =0 a.s.,i=1,---,k. Un
processus ponctuel peut étre vu comme un élément aléatoire d’un certain espace métrique (dont
les points sont des mesures) et la convergence en distribution de N,, vers N devient la convergence
faible des distributions de N, vers celles de N. La définition précédente est équivalente & cette vision
plus générale. Le résultat souvent utilisé (Leadbetter et al. 1983) pour démontrer la convergence
en distribution du processus ponctuel des dépassements vers un processus de Poisson est une
application d’un résultat de Kallenberg (1983):

Théoréme 4 Soient N, N,,n > ldes processus ponctuels sur l'intervalle semi-fermé S UR. Sup-
posons que N soit simple. Supposons que :

e (a) E[N, (]c,d])]—)E[N(]c,d])],V—oo%c<d<oo tels que le,d] C S, et

e (b) P[N,(B)=0] - P[N(B)=0],VB, de la forme Ut ]c;j,d;] avec ]cj,d;] C S, pour
i=1, e kk=1,2,---.

Alors J
N, — N.

La forme remarquable de ce résultat est que la convergence de la probabilité d’apparition d’aucun
événement sur certains ensembles donnés est suffisante pour garantir la convergence des quantités
P [N,(B) = r] et des probabilités conjointes correspondantes. La proposition suivante est une étape
importante de la preuve de Kallenberg du théoréme ci-dessus: (a) assure ’existence pour chaque
suite d’entiers d’une sous-suite telle que N, converge vers un certain processus ponctuel simple et
la proposition ci-dessous montre alors que la variable aléatoire limite admet la méme distribution
que N, ce qui compléte la preuve.

Proposition 1 Supposons que N et N' soient des processus ponctuels simples sur un intervalle
semi-fermé S C R et que P[N(B) = 0} = P[N'(B) = 0], VB de la forme U:;l]c,-, d;] avec [¢i, di] C
Spouri=1,--- k;k=1,2,---

Alors N et N’ possédent la méme distribution.
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11.4.2 Approche plus générale

Celle-ci nécessite quelques rappels sur la convergence faible des mesures de probabilité sur les
espaces métriques. On note D([0, 1]), I’espace des fonctions z = (z:), ;t € [0, 1], cadlag, c’est-a-dire,
continues a droite (z; = z;+, ; V¢ < 1) et définies & gauche (pour tout ¢ > 0). D([0,1]) est un espace
metrique pour la métrique définie par Skorohod suivante :

d(z,y) = inf{e > 0: 3 € A :sup |z, — ya)| +sup |t — A(t)| < €}
t ¢

ol A est I’ensemble des fonctions strictement croissantes A = A(t) qui sont continues sur [0,1] et
sont telles que A(0) = 0,A(1) = 1.

Soit T un sous-ensemble de R. Un ensemble de variables aléatoires X = (&;):er est appelé processus
aléatoire de domaine de temps T'. Ici T=[0,1], X est donc appelé processus aléatoire & temps continu.

Définition 1 Soit X = (&:)¢e[o,1] un processus aléatoire.

e Pour tout w € Q, la fonction (§:(w))tefo,1] est appelée trajectoire du processus correspondant a
la réalisation w. On montre que tout élément aléatoire X = {&:}+¢0,1) sur (D[0, 1], Bo(D([0, 1])))
peut étre considéré comme un processus aléatoire dont les trajectoires appartiennent a l’espace
des fonctions sans discontinuité de deuriéme espéce.

o La mesure de probabilité Px sur (RI%U, B(RI%1)) définie par
Px(B)=Pw: X(w) € B], B € (R®Y)
est appelée distribution de X.

e Les probabilités
Ptl:"‘rtn(B) = P[w : (€t1a ot ')gt,.) € B}

avect] <ty < ---<tn,t; €[0,1] sont appelées les distributions fini-dimensionnelles.
On définit la convergence faible de la maniére suivante :

Définition 2 Sur l’espace métrique (D([0, 1]), Bo(D([0, 1])), d), soient P, Py, Ps, - - - des mesures de
probabilité sur (D([0,1]), Bo(D([0, 1])),d) .

e On dit que la suite de mesures de probabilité {P,} converge faiblement vers la mesure de
probabilité P si

[ P [ fe)pe)
D([0,1]) D([o,1))

pour toute fonction f = f(x) continue, bornée de D([0,1]). On écrit: P, = P.

e Une suite de mesures de probabilité {P,} converge en général vers la mesure de probabilité
P (notation: P, = P) si

P,(A) = P(4)

pour tout ensemble A € Bo(D([0, 1])) pour lequel P[0A] =0 (0A=ANA)

Convergence faible ou convergence en loi

Compacité relative et tension des familles de distributions
Supposons que toutes les mesures soient définies sur 1’espace métrique (D([0, 1]), Bo(D([0, 1])), d)

Définition 3 o Une famille de mesures de probabilité P = {Py; 0 € U} est relativement com-
pacte si toute suite de mesures de P contient une sous-suite qui converge faiblement vers une
mesure de probabilité.
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e La suite de variables aléatoires {X,} est relativement compacte (ou pré-compacte) si toute
suite { Xy, } admet une sous-suite {Xn, } telle que Xp, 4 X.

Dans cette définition, la mesure limite doit étre une mesure de probabilité, mais elle peut ne pas

appartenir & P. Il est loin d’étre facile de vérifier qu’une famille donnée de mesures de probabilité

est relativement compacte en utilisant cette définition. Par conséquent, il est nécessaire d’avoir des
critéres simples pour tester cette propriété.

Définition 4 o Une famille de mesures de probabilité P = {P,;a € U} est tendue si, pour
tout € > 0, il eziste un ensemble compact K C D([0,1]) tel que:

sup Py [E\K] < e.
ael

La suite de variables aléatoires définie sur un espace métrique séparable et complet (E,E,p) est
tendue si: Ve >0, 3 un compact K. C E tel que P[X, € K.] > 1—¢ Vn.

Le résultat suivant est fondamental dans 1’étude de la convergence faible des mesures de probabilité :

Théoréme 5 (Théoréme de Prohorov)
Soit P = {Py; a € U} une famille de mesures de probabilité définie sur un espace métrique séparable
et complet (E,&,p). Alors P est relativement compacte si et seulement si elle est tendue.

Remarque:

Si on montre qu’une suite de variables aléatoires {X,} définie sur un espace métrique séparable
et complet (E, &, p) est tendue, grace au le théoréme de Prohorov, on obtient alors la compacité
relative de {X,}.11 suffit donc ensuite de montrer que les limites possibles sont identiques et on
aura alors unicité de la limite.

Par conséquent montrer la convergence en loi d’un processus défini sur l’espace métrique
séparable et complet (E, &, p) équivaut & montrer la convergence fini-dimensionnelle et la ten-
sion de processus.

La convergence d’un processus se montre donc en deux étapes :

e convergence fidi (cv au sens des répartitions finies dim.),
o tension.
Conditions simples & vérifier pour la tension
o E=R*
Si {X,} est équi intégrable (limayco sup, E [||Xn||1x.11523]) = 0) alors {X,} est tendue.
Or §’il existe p >, tel que sup,, E [||X,||P] < oo, alors {X,,} est équi intégrable.

e E = C([0,1]) (espace des fonctions continues sur [0, 1], c’est-a-dire suite de processus {X,(t)}

Théoréme 6 (Aizela-Ascoli)
Si il existe « > 1, B> 0 tels que:

E[|1Xa(t) - Xa(s)|P] < ¢t — s|*, Vn,t,s

alors {X,} est tendue.

Le cas particulier du processus N (]0,1])

X = (N (]0,%]);¢[0,17, o1 V est un processus ponctuel défini sur I’espace métrique (D([0,1]), B(D([0,11)), d).
Définissons :

e o espace métrique polonais (i.e. complet et séparable),

e S: o-algebre des Boréliens,
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e B={A€S : A compact },
e Soit & C B, on dira que U est un DC anneau (Dissecting Covering), si:

— c’est un anneau

- Ve>0et Be B,3U,,Us,---,U, € Utels que:
(Ui) < e et BC UL, Ui.

Le théoreme de Kallenberg 4.2 (1983) fournit le résultat suivant:

Théoréme 7 Soient £1,&2, - - - des mesures aléatoires définies sur o et soit T C Bg un DC anneau.
Alors on a les équivallences sutvantes :
. d
hd (l) Eﬂ — 6’

o (ii) (Enlt, - &nlk) S (€L, -+ €L), k€N, Iy, -+ I, € 1.
ouB;={BeB:{0B=0as.}.

Comme (D([0,1]), B(D([0,1])),d) est un espace polonais, le résultat précédent s’applique au
processus N (]0,]). Ainsi, pour montrer la convergence du processus en distribution N, (]0,]), €[0,1))
il suffit de montrer la convergence en distribution et la tension de N, (]0,1]).
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Chapitre 12

Quelques rappels sur les CPLT

12.1 Convergence vers les distributions de Poisson Composé

12.1.1 Caractérisation des distributions de Poisson Composé: Renyi
(1951)

Théoréme 8 La classe des distributions de Poisson Composé peut étre caractérisée comme la
classe des distributions infiniment divisibles de variables aléatoires a valeurs entiéres, non-négatives,
qut prennent la valeur 0 avec une probabilité > 0.

La preuve de ce théoréme se trouve dans Renyi (1951).

Corollaire 1 Si une distribution de Poisson Composé F(z) est la convolée de deuz distributions
infiniment divisibles, Fi(z) et Fo(z) qui possédent un saut positif @ ¢ = 0, elles doivent aussi étre
des distributions de Poisson Composé de degré ne dépassant pas celui de F(z).

12.1.2 Sommes de variables aléatoires indépendantes (Renyi (1951))

Dans le théoréme suivant Renyi (1951), démontre que, sous certaines hypothéses, la distribution
limite de sommes de variables aléatoires indépendantes & valeurs entiéres est la distribution générale
de Poisson Composée :

\

Théoréme 9 Soient £n1,&n2, -+, &nk,, des variables aléatoires indépendantes a valeurs entiéres
non-négatives (n = 1,2,---) “infiniment petites ”, c’est-a-dire, supposons que

nll’ngo 151:?1(:,.]3 (énk #0) =0 (12.1)
Posons,

M =&n1+&n2+ -+ &nka, (12.2)

De plus, pngs = P (€nk = 5) €t cps = Z',:’;o Pnks-

La condition nécessaire et suffisante pour la convergence des distributions de la somme 7, est
Pezistence d’une suite de nombres non-négatifs c1,ca, - - -, Cs, - - - ayant la propriété suivante: Y oe, Cs
converge, et Y .o, cs > 0, et de plus

n—oo

lim " |en, — ¢,| =0 (12.3)
s=1

Si (12.3) est satisfaite, la distribution de 7, tend pour n — oo vers la distribution de Poisson
Composé de fonction génératrice

o(z) = exp (Z s (2° — 1)) (12.4)
s=1
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12.1.3 Sommes de variables aléatoires stationnaires mélangeantes (Dzi-
ubdziela (1988))

Soit {X;,—co < t < 400} une suite strictement stationnaire de variables aléatoires. Soit .7-'{' ,
la o-algebre des événements générés par X;, Xiy1, -, Xj,—00 <i< j< oo Pour k=1,2,--- on
définit les coefficients de mélange suivants par:

a(k) = sup sup |P[ANB] - P[A]P[B]| (12.5)
m A€F™  BEFE,,
1

(k) = sup sup |P[ANB]— P[A]P[B]|ou P[A]P[B]#0 (12.6)

m aerm_Bere,, PA]P[B]

Remarque:
Si le processus est stationnaire, les coefficients de mélange définis ci-dessus prennent donc les formes
simplifiées suivantes :

a(k) = sup |P[AN B] — P[A] P[B]]
A€F°_ ,BEF
1 R
'(p(k) = AGFESQLI’I)BEF? mlp [A N B] -P [A] P [B] | ou P[A] p [B] # 0

Définition 5 On dit que:
o {X;} est fortement mélangeante (ou a-mélangeante) si a(k) — 0 quand k — oo
o {X.} est y-mélangeante si (k) — 0 quand k — oo

Remarque:
Si {X:} est -mélangeante alors elle est fortement mélangeante.
Dziubdziela (1988) obtient pour des suites fortement mélangeantes le théoréme suivant :

Théoréme 10 Soit {X:,—00 < t < 00} une suite strictement stationnaire fortement mélangeante
de variables aléatoires de distribution ccinmune F telle qu’il existe une constante A\,0 < A < 0o et
une suite de nombres réels {u,,n > 1} telles que lim,_, oo n (1 — F(u,)) = A. Alors

la distribution des sommes J, = Z;.'ﬂ L{x;>u,} converge faiblement, quand n — oo, vers une

distribution de Poisson Composée de fonction caractéristique (t) = exp (A 30 | dn(ei” — 1))

=4

o Pn
ti 3P S| =0
i=

s=1
pour {kn,pn,n >} suites d’entiers positifs satisfaisants :

lim k, = o0, lim p, = oo,
n—o0 n—0

lim fePr _
n—00 n

nl_l_}ngo kna(gn) =0

n —knpn

ot a est donné par (12.5) et q, = [ p
n

] , n=1,2,...([.] représente la partie entiére).

Et pour des suites ¥-mélangeantes, Dziubdziela (1988) obtient le théoréme suivant :
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Théoréme 11 Soit {X;,—00 < t < oo} une suite strictement stationnaire, -mélangeante de
variables aléatoires de distribution commune F telle qu’il existe une constante \,0 < XA < co et une
suite de nombres réels {un,n > 1} telles que lim, 0o n (1 — F(u,)) = A

Alors

Si (1) < 0o ot Y est donné par (12.6), la distribution des sommes J, = Z;-':l l{x,;>u,} converge
faiblement, quand n — oo, vers une distribution de Poisson de paramétre ).

12.1.4 Cas particulier des sommes de variables aléatoires stationnaires
de Bernoulli

m-dépendantes

Hudson, Tucker et Veeh(1989) obtiennent tout d’abord des conditions nécessaires et suffisantes
pour qu’une suite de sommes de variables aléatoires de Bernoulli strictement stationnaires et m-
dépendantes dans chaque ligne converge en distribution vers la distribution de Poisson :

Théoréme 12 Soit {X,;,1 < ¢ < n,n > 1} un tableau triangulaire de variables aléatoires de
Bernoulli qui est strictement stationnaire et m-dépendant dans chaque ligne. Alors S, = E:;l Xni
converge en distribution vers la distribution de Poisson de paramétre A

i=4
nP[Xp1 =12 A etnCov(Xn1,Xn;)—>0,2<j<m+1.
Puis,ils présentent un résultat plus général :

Théoréme 13 Soit {X,i,1 < i < n,n > 1} un tableau triangulaire de variables aléatoires de
Bernoulli strictement stationnaire et m-dépendant dans chaque ligne. Alors S, = Y | X ; con-
verge en distribution

~
nP [X, ; = 1] converge et
m 2m+1
nP (Y Xni=0,Xomp1 =1, > Xni=j—1 2, 1<j<m+1,
i=1 i=m42

De plus la distribution limite est celle de Z;.":'"ll JYj ot Y1, -, Yimyy sont indépendantes et Y; est

une variable de Poisson de parameétre A;.

A-mélangeantes

Soit {Xn,,1 < i < n,n > 1} un tableau triangulaire de variables aléatoires de Bernoulli
strictement stationnaire dans chaque ligne et satisfaisant la condition de mélange A définie de la
fagon suivante (cf. Hsing, Hiisler et Leadbetter (1988)):

Pour chaque n,i,j avec 1 < ¢ < j < n, définissons :

° B{ (n) comme la o-algébre générée par les variables aléatoires X, 5,71 < s < j.
e pour chaque net 1<l <n-—-1,
a(n,l) =max (|[P[ANB] — P[A]P[B]|: A€ Bf(n),B € Bp(n),1<k<n—1).
Le tableau { X, ;} est dit satisfaire la condition A si a(n,l,) — 0 quand 7 — co pour une certaine

suite {l,} telle que I, = o(n).
Définissons {kn,n > 1} comme la suite d’entiers positifs satisfaisant :

kn — 00, knlp/n — 0 quand n — oco. (12.7)
et

kna(n,l,) — 0 quand n — oo. (12.8)
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Grace 4 la condition A, {k,} peut-étre choisie telle que (12.7) et (12.8) soient satisfaites (cf. Lead-
better et Nandagopalan (1989)). Notant S, = Y. ; Xni,n > 1, Dziubdziela (1995) en utilisant
les résultats de Rényi (1951) donne des conditions nécessaires et suffisantes pour que S, converge
en distribution vers la distribution de Poisson Composé:

Théoréme 14 Supposons que A soit vraie pour {X, ;,1 < i< n,n > 1} tableau triangulaire de
variables aléatoires de Bernoulli strictement stationnaire dans chaque ligne. Alors Sp =3 1y Xn i
converge en distribution vers une distribution de Poisson Composé de transformée de Laplace

exp (Zj‘;l Aj(e= — 1)) ot A; >0,j>1
&

il existe une suite de nombres réels non-négatifs {\,} tels que 3 2; A; converge, 3 521 Aj >0 et

[ee]
> kP
s=1

pour {kn} suite d’entiers positifs satisfaisant (12.7) et (12.8) et r, = [n/ky).

ZX,,,,- =s] —As] = 0 quand n —» oo

i=1

12.2 Modélisation des dépassements de trés haut niveau

12.2.1 Le processus ponctuel des dépassements de trés haut niveau

Pour modéliser les dépassements, il est pratique de normaliser les dates d’apparition {t : X; >
Un,1 <t < n} par un facteur n pour obtenir un processus ponctuel sur ]0, 1] formé des points t/n
pour lesquels X; > u,. C’est-a-dire pour B CJ0, 1], ; N,(B) est le nombre de points t/n € B de
dépassements normalisés, i.e.

N,(B) = Card(t/n€B:X;>us1<t<n)
Card(t enB: X; > u,,1 <t <n,)

= Z 1{X1>U,.,}s ; B G]O, 1]
te[o,n] : t/neB

Il

N, sera appelé processus ponctuel des dépassements sur |0, 1], formé des dépassements normalisés
parmi les variables aléatoires X7, X5, -+, X,,.
Ainsi, si les variables aléatoires X; sont identiquement distribuées de distribution commune F,
I’intensité de INV,; est donc:

E(Nn(]0,1])) =n (1 - F (ua))

12.2.2 Théorémes limite pour le processus ponctuel des dépassements de
tres haut niveau: Théorémes Limites Poisson Composé (CPLT)

Les modeles pour les dépassements de trés hautes valeurs résultent de théorémes limites (CPLT)
quand u, — o0o. L’obtention de distributions limites Poissoniennes nécessite une convergence
rapide (i.e. dépassements de trés haut niveau), telle que si les X; sont identiquement distribuées,
on ait n (1 — F(uy)) converge vers une limite finie et dans le cas non identiquement distribuées
Yt<n (1 = Fx,(uy)) converge quand n — oo vers une limite finie.

Suites aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
Notant N,; le processus ponctuel de dépassement non-normalisé, c’est-a-dire

N?: = Z 1{X¢>l[n}
tel,n]

Si {X;} est une suite iid de distribution F', alors u,, tel que limp, 0o n (1 = F (un)) = A est équivalent
A P[N: <kl e MBI A En effet si {X;} est une suite iid de distribution F, N suit une
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12.2. MODELISATION DES DEPASSEMENTS DE TRES HAUT NIVEAU 107

loi binomiale bin (n,1 — F(u,)) et donc aprés un calcul élémentaire, on vérifie I’équivalence entre
la convergence de n (1 — F (un)) quand n tend vers I’infini, vers A et la convergence faible de N
vers une loi de Poisson de parameétre A.

Notons alors que si on effectue un changement d’échelle et que 1’on considére donc le processus
ponctuel des dépassements normalisé N, défini sur 0, 1], on démontre que N, a une distribution
limite de Poisson. De méme, N, (B) quel que soit B C ]0, 1] posséde une distribution limite de
Poisson et si les ensembles bornés B; sont disjoints les N, (B;) sont clairement indépendantes. Ceci
suggeére donc que les dépassements de u,, s’ils sont décrits par le processus ponctuel normalisé
(c’est-a-dire, pris aux points j/n), se comportent comme un processus de Poisson quand n est
grand. On a alors le théoréme suivant:

Théoréme 15 {X;} est une suite iid de distribution F, 0 < A < 0o, et u, satisfaisant:

lim n(l-F(u,)) = A

71— 00
=

N, converge en loi vers un processus de Poisson d’intensité A sur]0,1].

Le théoréme obtenu dans le cadre de suites de v.a. iid peut étre généralisé en autorisant la
dépendance ou en permettant aux X; a d’avoir des distributions différentes ou les deux :

e On peut supposer les variables de la suite aléatoire indépendantes et leurs distributions respec-
tives non-identiques. De telles suites sont dites indépendantes. Elles ont déja été utilisées
par Shively (1990) pour des valeurs extrémes d’ozone. On peut supposer approximativement
I’indépendance des ensembles des données suffisamment séparés dans le temps.

e Le cas particulier le plus connu de suites dépendantes est le cas stationnaire. On rap-
pelle qu’une suite aléatoire est dite (strictement) stationnaire, si les distributions fini-
dimensionnelles de la suite aléatoire sont telles que :

Fx, Xop, o Xe, () = FXy gy Xeggmr Xty 4 () (12.9)

pour tout {¢t; EN,i=1,---,k} et k,m € N. Evidemment, ceci implique que Fx;(.) = Fx,(.)
pour tout ¢ > 1 (en prenant k = 1 dans (12.9)).
Si (12.9) n’est pas vraie, alors la suite aléatoire est habituellement dite non-stationnaire.

Suites aléatoires indépendantes de variables aléatoires non identiquement distribuées

On considére des variables aléatoires X; indépendantes de distribution Fx,(.), en général non
identiques.

Définition 6 On dira qu’une suite aléatoire est uniformément asymptotiquement négligeable
(uan), st

sup P [X: < up] =sup [l — Fx,(us)] = 0 quand n — oo. (12.10)
t<n t<n

Sous la condition uan (12.10), le nombre de dépassements N, = 3, ., 1x,>u, converge en loi
vers une variable de Poisson de paramétre A € [0, oo, si et seulement si

Z [1 = Fx,(un)] = A quand n — oo. (12.11)

t<n

Remarque:
La condition (12.11) généralise la condition n(1 — Fx (u,)) = A.

et on a le CPLT suivant:
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Théoréme 16 {X;} est une suite de variables aléatoires indépendantes, de distributions respec-
tives Fx,, 0 < A < oo, et u, satisfaisant :
limn 00 ZtSn (1-Fx, (un)) = A

=

N, converge en lot vers un processus de Poisson d’intensité X sur 0, 1].
n g )

Suites aléatoires stationnaires et dépendantes

Dans cette partie, on rappellera que sous certaines restrictions limitant la structure de dépendance
de la suite, les loi limites sont précisément les mémes que dans le cas iid. Les suites stationnaires con-
cernées sont celles exhibant une structure de dépendance qui n’est pas “trop forte ”. Pour démontrer
ces résultats, Leadbetter a utilisé des hypothéses de mélange de type distributionnelles plus faibles
que les formes usuelles de restriction de dépendance telle que le mélange fort (Loynes(1965)).

e RESTRICTIONS DE DEPENDANCE POUR LES SUITES STATIONNAIRES

— La condition de type mélange D (u,) (Leadbetter(1974))
Pour affaiblir la condition de mélange, on note que les événements nous intéressant
dans la théorie des valeurs extrémes sont ceux du type {X: > u,} ou leurs intersections.

Pour simplifier les notations, dans la suite on écrira Fi, ;. (u) pour Fi, :, (u,...,u),
si Fy,. ¢, (z1,...,2,) représente la distribution conjointe de X3, ..., X,.

La condition D (uy):

Posons :

an) = maX{lel...zp,jl...j,, (un) = Fy..t, (un) Fjy. 5, (un)|
1<t < <Stp <t L S pryji—tp 21}
Définition 7 D (u,) est vérifiée pour une suite aléatoire {X;} et u, suite tendant vers
l’infini convenablement, si:
il existe une suite {l,} telle que any, — 0 et 1, Fp max — 0 quand n — o, ou —F’n,max =
SUP¢<n (1 - Fx, (un))-
Remarque:
* Si les variables aléatoires sont indépendantes ay,, i, =1, = 0.
* Le fort mélange implique D (%,), pour toute suite {u,}.
Comme, on suppose A (]0,1]) > 0,on a: liminf nFp max > 0. Par conséquent, I’hypothése
lnFp max — 0 implique que I, = o(n).
On peut toujours choisir une suite croissante {k,} d’entiers telle que:

im kplpFrmax =0et lim kpang, =0 (12.12)
n—00

n—00
Notons que {kn} peut étre bornée ou tendre vers ’infini, mais on a toujours k,l, = o(n).
Exemple:

kn = [mln (lnFn,maXx an,ln)]—l/z

L’importance de pouvoir définir une suite {k,} d’entiers vérifiant (12.12) réside dans le
lemme suivant qui démontre comment la condition D (u,) donne le degré d’indépendance
approprié pour une discussion sur les extrémes :

Lemme 1 Supposons que D (uy) soit satisfaite pour la suite aléatoire {X;,t > 1} et la
suite {un}. Soient Bj(= Bjn),j < kn, des intervalles disjoints de ]0,1], ot (12.12) est
satisfaite pour k. Alors

PN, UUBi)=0]-]] PWVa(B) =010
i<kn i<kn
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Ce lemme a été démontré de fagon habituelle, en utilisant la propriété de mélange D (uy,),
k, — 1 fois pour approcher pour chaque

L2<I<ks, P|Na| |J Bi|JBi| =0
j<i-1

par

P|Na| |J Bi) =0| P[Na(B)]
j<i-1

Si les nB; sont séparés par l,, le résultat est vrai, puisque {k,} est choisie telle
que knany, — 0 quand n — oo. Si ils ne sont pas séparés par I, alors les B;
sont approchés par Bj qui sont séparés par [,, en supprimant un petit intervalle de
longueur I, /n a I’extrémité droite de chaque B;. Ainsi nB; sont séparés par I, et les
erreurs d’approximations tendent vers 0 puisque n — oolirnlcnlnfn,max = 0 (cf. Lead-
better(1983), Leadbetter et Nandagopalan (1989)).

En utilisant ce lemme, la vérification de la condition (b) du théoréme (4) se réduit a
montrer la convergence :

P[N, (B) =0] = P[N (b) = 0]

pour tout B = J¢,d] C ]0,1], B peut étre découpé en kj, intervalles disjoints Bj 5, j < kn,
tels que m (Bj,) — 0. Appliquant le lemme précédent encore une fois:

P[N,(B)=0]— [] P[Na(Bjn)=0]-0
i<kn

— La condition de dépendance locale
Le probléme se réduit donc & considérer P [N, (Bjn) =0] = P[X; < un,t €nBj,].
Notons que seule la forme locale de la suite aléatoire {X;} est nécessaire dans cette
probabilité. Cependant, la forme locale de cette suite n’est pas restreinte par la condi-
tion de mélange D (u,) et on doit donc ajouter une condition D’ (un) qui restreigne la
dépendance locale. cf. Leadbetter et al. (1983)

D' (uy) sera vérifiée si:

[n/k]
limsupn Z P[X1 > un,X; > un] = 0 quand k — o0
n—00 J=2

([.] représente la partie entiére)
Cette condition limite la possiblité de regroupement des dépassements, les événements
multiples sont par conséquent exclus a la limite.

e LES LIMITES POISSON

Théoréme 17 Supposons que la suite de variables aléatoires stationnaires {X,} satisfasse
les conditions D(u,) et D'(up), un satisfaisant nP [X; > u,] — A, quand n — .
Alors

N,, converge en loi vers un processus de Poisson N sur )0, 1] de paramétre A.

preuve:
cf. Leadbetter et al. (1983), Leadbetter et Nandagopalan (1989).

e LEs LIMITES PoissoN COMPOSE
Dans Leadbetter et Hsing (1990), Leadbetter (1995) la condition de dépendance suivante,
notée A(u,) est utilisée pour démontrer un CPLT :
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Si {un} est une suite de constantes, pour chaque n,?,j avec 1 < ¢ < j < n, définissons
S.@5) = o({{Xs >un}:t <s<j}), o-algebre engendrée par les événements {X, >
up},t <s<j.Doncpournetl<IlI<n-—1,on écrit:

Qn, = sup ([P(Aﬂ B) - P(A)P(B)|: A€ Z(l,k), ;B € Z(k+l,n), 1<k<n —l)

{X:} est dite satisfaire la condition A(uy) si an,;, — 0, quand n — oo, pour une certaine
suite {l,} avec I, = o(n).

Notons que la condition A(u,) est plus forte que la condition de mélange distributionnelle
D(uyp), mais plus faible que la condition de fort mélange.

La condition A(u,) permet d’obtenir une suite {kn}, kn — 00, kn = o(n) d’entiers , r, =
[n/kn), les entiers 1,2, - -, knra(~ n) sont alors divisés en k, groupes consécutifs ou (blocs)
(G=Dra+1,(E-1)rn+2,---,irs), 1 < i < k,. Les dépassements (s’il y en a ) dans un
tel bloc seront appelés classe. Si {X,} est stationnaire et satisfait la condition A(uy,), les

groupes de dépassements convergeant chacun vers un point unique, aprés la normalisation
du temps (r,/n = [n/k,]/n ~ 1/k, — 0). On définit donc:

— les classes normalisées, correspondant aux groupes de dépassements dans les intervalles
de temps normalisés J; =](i—1)r,/n,ir,/n],1 < i < k4, qui avec 'intervalle Jk,r, /n, 1]
forment une k,-partition de ]0, 1].

— La distribution de la taille de classe 7, comme
ma{r} = P[{Na(J1) = r}/{Na(J1) > 0}],r=1,2,--- (12.13)
Leadbetter obtient le théoréme :

Théoréme 18 Soit (X,,n =1,2,---) stationnaire, satisfaisant A(uy,) et u, une suite telle
que n (1 — F(up)) = A quand n — oo. Supposons que m, —¥ w, une distribution et la taille
moyenne de classe jt, = 321 jma(j) = 71,0 > 6 < 1. Alors N, converge en distribution
vers un processus de Poisson Composé N = CP(6A, ) basé sur un processus de Poisson
d’intensité O\ et de distribution des événements multiples .

Le parameétre #(< 1) qui a un réle important en théorie des valeurs extrémes est appelé indez
ertrémal de la suite {X;}. 1l est rclié au regroupement des dépassements de cette suite. Si
6 = 1, alors les dépassements ne sont pas regroupés, c’est-a -dire, les tailles de classe sont
asymptotiquement égales a 1 avec la probabilité 1.

La classe des suites aléatoires non-stationnaires est plus grande, une théorie des valeurs
extrémes pour la classe générale des suites aléatoires non-stationnaires n’existe ‘pas & ce jour

(cf. Falk, Hiisler et Reiss , 1994 ).
Suites aléatoires non-stationnaires et dépendantes
Dépendance locale (cf. Falk, Husler et Reiss (1994))

Soit aj, tel que:

Z P[X: > tn, Xj < tn, Xj41 > un) < 0,
t<j<j+1el

pour tout intervalle I = {¢t; <t <t3 <n} CN, avec

D PXe>un] <Y P[Xe > un) [kn,

tel t<n

ou {k,} satisfait (12.12).
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Définition 8 D*(u,) est vérifiée par la suite aléatoire {X;} et {u,} st
kna;, — 0 quand n — co.

Notons que D*(un), comme D’(u,) dans le cas stationnaire, exclut la possibilité de regroupe-
ment de dépassements dans un petit intervalle I, car elle exclut les cas ou la suite aléatoire {X;}
oscille rapidement autour de {u,}.

On a le théoréme suivant:

Théoréme 19 Supposons que les conditions D(u,) et D*(uy,) soient vérifiées par la suite aléatoire
{X¢,t > 1} et {un,n > 1}.5:

(a) ZtSnT P [Xt > u“] = ZtSnT (1 - Ft(uﬂ)) - A(T) =A (]O,T]),
() Ytcnr-1 PIXe < un, Xega > un] = p(T), pour T < 1 et p(.) fonction bornée

sont vraies, avec u(.) = A(.) continues, Alors
N, converge en loi vers un processus de Poisson non-homogéne N sur ]0, 1] d’intensité A(.).
Remarque:

On peut montrer que les conditions (a), (b) ensembles avec p(.) = A(.) impliquent la condition
D’ (uy,) (cf. Leadbetter et al. (1983) pour le cas stationnaire et Hiisler (1983) pour le cas non-
stationnaire) :

lim &, PX: > un, Xj > up]=0

n—o0

t<jel

pour les mémes ensembles I que dans la condition D*(u,). Inversement, si D’(u,) et (a) sont
vraies, alors D*(uy,) et (b) sont vraies avec p(1) = A(1).
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Compound Poisson Limit theorems for high-level exceedances of
some non-stationary processes

Lise Bellanger *and Gonzalo Perera, °f
Laboratoire Modélisation Stochastique et Statistique, Université de Paris-Sud, ORSAY
® and Universidad de la Republica, Montevideo, Uruguay.

Abstract
We show the convergence to a Compound Poisson process of the high-level exceedances point process
Nn(B) = Yiep lix;>un}, Where Xn = ¢(&n,Yn), ¢ a (regular) regression function, u, grows to infin-
ity with n in"a suitable way, £ and Y are mutually independent, £ is stationary and weakly dependent,
and Y is non-stationary, satisfying some ergodic conditions. The basic technique is the study of high-level
exceedances of stationary process over suitable collections of random sets.

AMS 1991 subject classifications: 60F05, 60G44, 60G55, 60J55.
Key words and phrases: exceedances, point processes, convergence, Compound Poisson process, level sets,
mean occupation measures, asymptotically ponderable collections of sets

1 Introduction

In many meteorological or hydrological problems, relevant features are related to exceedances of high
levels by some time series. In particular, current standards for ozone regulation involve the exceedances of
high levels. In this case it is clear that the time series of actual ozone level depends on some non-stationary,
meteorological variables, like temperature or wind speed. Therefore, a reasonable model for the ozone level
at time ¢ (say X:) should be of the form

Xe = @&, Y) 1)

where &; is “pure noise”, corresponding to local fluctuations of measurements systems, Y; is a vector that
contains the values of all the “explicative” variables at time ¢ and ¢ is some suitable regression function.
Indeed, as we will see later on, Y may contain not only actual values, but also previous values (for instance,
temperatures of the last ¢ days). We may also think ¢ as a d-dimensional parameter, corresponding to space
and time; all the models and results of this paper are valid in this context, but, for the sake of simplicity,
we will only present here the case d = 1. One important remark is that we may assume that £ is a “nice”
process in the sense that it is stationary and very weakly dependent (say mixing), but Y may not be so
“nice ”. Y may not be stationary: for instance in the case of temperature, besides seasonal effects that affect
the time scale , spatial variations due to differences between urban and rural areas make the assumption of
stationarity not reasonable. Furthermore, even if Y may satisfy some ergodic properties (some Law of Large

*partially supported by ADEME and AIRPARIF
tto whom correspondence should be adressed
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Numbers) it is not reasonable to expect mixing, association or any particular weak dependence structure.

We will deal with discrete-time observations, so we will observe the exceedances of X1, ---, X, of a level
u, that grows to infinity with n in a suitable way. When X = (X, : ¢ € IN) is ¢¢d a very simple computation
shows that the point process

Na(B) = 3 1{x,>u.}, BEB (2)
LeB

(where B stands for the Borel o-algebra of [0, 1]) converges to a Poisson process of intensity

A =limnP ({Xo > un})
n

If X is stationary and weakly dependent (if it satisfies some mixing conditions, for instance), clustering of
exceedances may occur and one obtains a Compound Poisson Process. In the sequel, if X is a random process
such that (for some sequence u,) the point process of (2) converges to a Compound Poisson process, we shall
say that X satisfies a Compound Poisson Limit Theorem (CPLT, for short). CPLT for stationary processes
satisfying some mixing conditions are known (see [Cohen (1989)], [Dziubdziela (1988)], [Ferreira (1993)],
[Hsing, Hissler & Leadbetter (1988)], [Leadbetter & Nandagopalan (1989)], [Leadbetter & Hsing (1990)],
[Leadbetter (1991)], [Leadbetter (1995)]) as well as for Markov Chains (see [Hsiau (1997)]). Some re-
sults are also available for X weakly dependent but non-stationary: see [Alpuim, Catkan & Hiisler (1995)],
[Dziubdziela (1995)], [Hudson, Tucker & Veeh (1989)], [Hisler (1993)]. For a nice summary of many related
results see [Falk, Hiisler & Reiss (1994)]. The authoritative text [Leadbetter, Lindgren & Rootzén (1983)] is
a basic reference for exceedances, extremes and related topics, as well as [Leadbetter & Rootzén (1988)]. For
continuous-time results see [Volkonskii & Rozanov (1959)], [Volkonskii & Rozanov (1961)], [Wschebor (1985)]
and the very nice monograph [Berman (1992)]. In some cases, rates of convergence can also be obtained, by
means of Stein-Chein method: see an extensive account in [Barbour, Holst & Janson (1992)] and see also
[Brown & Xia (1995)]. For the application of point process exceedances to practical modelling of ozone data,
see for instance [Smith & Shively (1994)].

However, models like (1), where Y is not “nice”, can fail to satisfy the weak-dependence hypotheses
required on those results. The aim of this paper is to prove that for the model (1), the point process de-
fined in (2) still has a Compound Poisson Distribution. Our result generalizes the preceeding ones; at first,
our assumptions do not imply that X has a particular weak-dependence structure (like mixing, association,
Markov, etc.), hence previous results do not apply to our models. For instance, we may have X defined by
(1) where £ is mixing and Y is merely ergodic but non-associated, nor mixing nor Markov and X is neither
mixing, associated nor Markov while our assumptions still hold. At second, without additional effort we
also obtain the limit distribution of N, when Y (hence X) presents long-range dependence: in that case the
limit distribution is no longer Compound Poisson but a mixture of several Compound Poisson distributions.
Finally, we consider our approach interesting by itself, because the technique is based on the study of the
high-level exceedances that belong to an “irregular ”set, and it is found that the geometry of this set plays
a key role.

More precisely, in this paper we first prove a CPLT for N}(B) = ):;-'=1 LomeBn(n] Leh >un} limeas},
B C N, where (Al, e A") is a collection of subsets of IN satisfying a condition called asymptotic ponder-

ability (that is satisfied, for instance, by level sets of ergodic processes), and £= (€4,...,€") a stationary
and weakly dependent IR”-valued random process; assuming that for By, ..., By Borel sets of IR we have
that Y=1(By),...,Y~!(By) is an asymptotically ponderable collection, by conditioning with respect to Y,
the limit distribution of N, can be deduced from that of N for a suitable 3
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Roughly speaking, what we show here is that the addition of a component ¥ whose mean occupation
measure has a limit (i.e., for large samples we can control in the mean how much time does the process Y
spend on any set) on a weakly dependent model just averages the limits that are obtained for the weakly
dependent case over irregular sets; if Y is ergodic, averaging will be non-random and a CPLT will hold; if
Y is non-ergodic, a mixture of Compound Poisson will be obtained. If we look just to the ergodic case, it
is clear that we require that the regression model really depends on the weakly dependent component that
makes a CPLT possible. If we consider that this weakly dependent component (what we called “noise )
is negligible, then our results will fail to hold because the asymptotic will be driven just by Y. This is of
course a limitation of our approach, but we must also empashize that we are only requiring that “noise ”is
not negligible, what seems to be reasonable in many situations.

The results presented here concerning the asymptotic distribution of the high-level exceedances over a
collection of sets of irregular shape are, up to our knowledge, new; we do not know previous results deter-
mining the role played by the geometry of the collection. We extend here to the context of CPLT the results
of [Perera (1994)], [Perera (1997)a], [Perera (1997)b] for Central Limit Theorems. We think that the study
of the asymptotic distribution of additive functionals defined over “irregular” sets, showing the relevance
of the geometric or arithmetic properties of these sets on the final result, could be a new ingredient of the
asymptotic theory of aditive functionals.

This paper is organized as follows: Section 2 presents some basic notations and definitions and the state-
ment of main result whose proof is presented in Section 5. Section 3 and 4 contain the basic ingredients:
CPLT’s over “irregular”sets; in Section 3 we present a detailed proof of such a CPLT, in Section 4 we give
examples where this result applies. After the CPLT for the model (1), presentd in Section 5, we also inlude
two appendices. In the first we present a set that is “too irregular ”for a CPLT but regular enough for a
Central Limit Theorem like those of [Perera (1997)a]; the second one presents the analysis of some real ozone
data where this type of results may be applied.

2 Definitions and main results.

We will start by setting some definitions and notations.

All along this paper, we will consider IR? equipped with the sup-norm and C will denote a generic
constant that may change from line to line. We shall also denote by C? the combinatorial coefficients

C? = (—d_—‘f)—!s-!, 0 < s <d. An important role will be played by the coefficients
j=s-1 )
O(s;d) = (-1)4 1 > CH-1), 1<s<d.
j=0

Recall that a point process N is a Compound Poisson Process with intensity measure v (what we will
denote by CP(v)), where v is a positive finite measure on IN, if:

e For any h € N, if By, - - -, By, are disjoint Borel sets, then N(B1),---, N(B}) are independent.

o For any Borel set B, the Laplace transform of N(B) is :
+o0
L(B;s) =exp | m(B) Y vj (exp(—sj) —1) | ,
Jj=1
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where m denotes Lebesgue measure, and v; = v({j}) Vj € IN.

Given any A C IN and n € IN we will set A, = AN[1,n]. If B is a subset of IN and 7€ IN%, d > 1, then set

Y

To(7B) = [|(Ba—1:) Yn €N

i=1
More in general, if A = (A!,---, A%), is any (ordered) finite collection of subsets of IN and 7 € N¢ d>1,

we define

i=d
To(7A) = [ (AL, —ri)Vn €N
=1

Definition 1 Let A be a subset of IN we will say that A is asymptotically ponderable set (APS, for
short) if:
e Foranyd>1, 7€ IN? the following limit exists:
lim card (T, (7; A)) = F(7 A)

n n

Definition 2 Let (A',---, A?) be a collection of subsets of IN; we will say that (A!,---, A") is an asymp-
totically ponderable collection (APC, for short), if:
e Foranyd > 1, 7 € N%, {i1,---,i4} € {1,---,h} and any sub-collection A = (A™,.-. A%4), the
following limit exists:

lim

n

card(Tn(BA) _ gz 4.

Remark 1

(a) Indeed, A is APS if and only if A = (A) is an APC.

(b) It is clear from the definition that asymptotic ponderability is an hereditary property: if a collection is
an APC, so does any sub-collection.

(c) If (Al,---,A%) is a partition of Z¢ and an APC with F(0,47) > 0 Vj, then (A!,---, 4%) is an
asymptotically measurable partition, in the sense of [Perera (1994)], [Perera (1997)a]. Indeed, a set A is
called asymptotically measurable if the convergence of Definition 1 holds for d = 1,2. Therefore, the
sets of [Perera (1997)a), Lemma 3.2, that are not asymptotically measurable, provide an example of sets
that are not APS. Let us present here one of this sets; define, for n € IN, I(n) = [1002""",100") and
A(n,0) = I(n) N (5IN), A(n,1) = I(n) N[(10IN) U (10N + 1)], and set A = |J;2, (A4(24,0) U A(2i +1,1)).
After a straightforward computation we can check that this set A, based on the alternance of two differents
patterns, satisfies that F'(1; A) does not exist, and hence, A it is not an APS. We can also give an example
of an asymptotically measurable set that is not an APS (see Appendix 1).

(d) Consider {Y; : t € IN} a stationary and ergodic random process, such that Y; takes values on {1,---,k}
and let A7(w) = {t € N : Y;(w) = j}. Then, by the Ergodic Theorem, A = (A!,---, A¥) is, almost surely,

an APC and F(%A) = E ([[Z7 Ly, =3 ) Y7 € N™, V.

Remark 2 Let us try to explain what is the intuitive meaning of the definition of an APS. Assume that
we are trying to study the asymptotic behaviour of a functional of the form

Zn=) falXe)

tEA,
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where X is stationary, fx is a real function (f»(2) = 1{z5u,} in our case of high-level exceedances, f(z) =
% in the case of averages of centered processes, considered in [Perera (1997)a], [Perera (1997)b]).

If we are trying to show that Z, is asymptotically gaussian, in order to identify its limit we only need
to compute asymptotic moments up to order two. If Z, is centered, we only need to deal with the second
moment; using the stationarity of X, this can be computed as

B(Z) = Y B (fa(Xo)fa (X0)) card{An 0 (An = )} = Y mE (fa(Xo)n () 22202 (08 2)

t=0 t=0

If we assume that
li’EnnE (fn(X0) fn (X)) = p(t)Ve

and that there exist (g(¢)):env such that 3 .o, g(t) < co and
[nE (f2(Xo) fa (X)) | < 9(t) Vi

then, by the Dominated Convergence Theorem, the asymptotic variance can be computed if the conver-
gence of Definition 1 holds for d = 1,2. Therefore, we deduce what is presented in [Perera (1994)] and
[Perera (1997)a]: to get gaussian limits for averages of stationary and weakly dependent process over irreg-
ular sets A, we only need to control (in the mean) the arithmetic distribution of couples of points of A.

But assume now that we are trying to obtain a non-gaussian limit (like in this paper). Computation
of moments up to order two may not be enough to identify the limit distribution of Z, and we can try to
compute the limit of all the moments of Z,,. Let us take a glace of what happens with moments of order
three: we will obtain now

E(Z3) =3 > E(fa(X0) fa(Xe) fa (X)) card{An N (4n — 1) N (4 — 5)}

card(T, ((0,t,s), A))
n

n n
=33 nE (fa(Xo) fa(Xe) fa(X5))
t=0 s=t
under similar hypotheses to those listed above we will conclude that for the computation of asymptotic
moments up to order three, we will need to handle the convergence of Definition 1 for d = 1,2, 3.
After this rough description, we hope the reader will be convinced that for asymptotics involving all the
moments of Z,, Definition 1 appears naturally as a condition allowing to identify possible limits.

The application of Definition 2 to level sets of random process leads to the following definition.

Definition 3 We will say that a real-valued process Y is ponderable if for every d € IN, ¥ € INY, there
exists a (random) probability measure u”(.)(w) defined on the Borel sets of R? such that if By,---, By are
Borel real sets then the (random) collection A((B1,- -+, Ba))(w) =NA'(w), -, A%(w)) defined by

Al(w) = {t e N:Y;(w) € B;}
is an APC almost surely with F (7, A((B1,---,Bq))(W)) = " (B1 x By x - -+ x By) (w).

If, in addition, the measures u” are not-random, we will say that Y is regular.

Remark 3 Let Y and fix k € IN and 7 € IN¥| h € IN; it is clear from its definition that F (7, A((B, - - -, Bx))(w)
does not depend on (Y; : ||t|] < h) (a finite set of coordinates does not affect averages) and hence, we deduce
that u” is measurable with respect to the o-algebra

o0
of, = () o (Ye: It > h)
h=1

Therefore, if ¢, is trivial, Y is regular.
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Remark 4 Observe that Y ponderable means that for any Bi, - -, By Borel real sets its (mean) asymptotic
occupation measure is defined a.s., i.e.,

- 1
p (B1 x By x -+ x By) (w) = hr{n; 2; 1{Y¢+rj(w)EB,- j=1,..,h} @-S.
t=

In this way, a process is regular when a deterministic mean occupation measure exists.

Example 1

By the Ergodic Theorem (see [Guyon (1995)], p. 108), if Y is stationary, then Y is ponderable. We have
already seen that if, in addition, oY, is trivial, then Y is regular. In particular, that is the case if Y satisfies a
Marcinkiewicz-Zygmund inequality. More precisely, we say that a centered random process Y = {Y; : t € IN}
satisfies a Marcinkiewicz-Zygmund inequality of order ¢ > 2 if for any d > 1,7 € IN there exist a constant
C(7, q) such that for any function f : R? = R bounded by 1 one has:

N q
E{ (Z[f (Ye(7) - E{f (Yt(F))}]) } < O(F q) N2

t=1

where Y;(F) = (Yt+r1 ) Y’t+r2; (233} Yt+rd)-
We refer to [Doukhan & Louichi (1996)] for a syntethical overview of different contexts where inequalities
apply; see also [Bryc & Smolenski(1993)].

Further, if Y is non-stationary, but it satisfies a Marcinkiewicz-Zygmund inequality of order ¢ > 2 and

there exists a probability measure p” such that for any Borel sets By, -- -, Bx we have :
1 m=n =m
lim = Z} § <Hl l{y,,.+r.esj}) =4 (B x By x -+ x By),
m= 1=

then a simple Borel-Cantelli argument proves that
F(7 A((By, -+, Bk)) = u" (B1 X Ba x --- x Bg) ¥ € N™, Vm,

and that Y is regular.

Some additional notation: if J C IR and d > 1 then
JE =A{(,--+,3a) 1 Gi € T, Ji < Gig Vi)

IfFreN V any random process and u > 0, set:
d
V(R > u} = ({Vei > 0}
=1
In a similar way, if J C N, set

{V(J) >u}:= [({Vi > u}

teJ

Now we turn the attention to the “€”component of the model (1).
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Definition 4 Let £ be a real-valued random process and ¢ : IR? — IR a measurable function. We will say
that & is p-noise if for every finite h € IN, any vector (y1,---,ys) € IR® and any APC A = (AL, ..., AR
the random process

E%’Et, )1ai(t) (3)

satisfies the CPLT.

We will prove a CPLT for random processes of the form (3) to provide examples of the previous definition.
That result is presented in Section 3, and several examples of weak dependence structures where this defini-
tion applies will be derived in Section 4. For the moment, we only need to keep in mind that £ is a “weakly
dependent "random process, in a sense to be precised later on.

Finally, introduce the notation :

<P(£('F),?7) = (‘p(‘STUyl)ﬂ"’so(grd’yd) Vi e ]Nia ge IRd

Definition 5 Let X be a real-valued random process. We will say that X admits an I-decomposable
regression if there exist a ponderable process Y, a measurable function ¢ and a ¢ — noise £ independent
of Y such that X; = p(&,Y:) Vt € N and

(a) YK > 0 limsuplim sup sup nP ({p(&o,2) > un }V{p(€o,2) > un}) = 0 and
60 n le—z|<4,|z|<K

limsuplimsup sup nP ({¢(&,z) > un}) < oo
K || >K

n

(b) Vz € R, lignnP ({e(€o, ) > un}) == A(z).
(c)Vde N, je R 7e lNi,li'{nP {e (7, 9) > un}/{p(6o,y0) > un}) = a(F,y) and a(F,.)
contmuous V7.

(d)ZlOsd)[Z sup a(7,y) < oo Vs € N, hmZ|@sd)]Z suparg')_O

rE]Nd yeR? rE]Nd yeR

Remark 5 A strightforward computation shows that condition (a) implies that the function A defined in
(b) is uniformly continuous and bounded

Remark 6 Let us briefly explain these assumptions. (b) assumes that for fixed z, the limit intensity of
©(&m, ) is well-defined. Its continuity, as well as (c), guarantees that if we approximate Y by another process
Y*, their limit Laplace transforms are also close. (a) allows to approximate Y by, first, its restriction to
a compact set [-K, K] and, second, it discretization. (d) is the technical hypothesis required to apply a
suitable CPLT (Corollary 2 of the next section) for the approximation of Y.

Remark 7 The reader may ask himself where does the “I ”of “I-decomposable ”comes from. It comes
from “Independent ”and we are just trying to keep in mind that X is a process that we can decompose on
two independent random components, one that is mainly “local ”, “weakly dependent ”(§) and the other
that we can control “in the mean ”(the ponderable process Y). The reader can also wonder if there is an
intrinsic description of what kind of processes X admits an I-decomposable regression (i.e., what are the
conditions required to X to know that there is a function ¢ and two processes £, Y as in Definition 5 such
that X = ¢(¢,Y). Unfortunately, authors do not know the answer for that question.
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Example 2 Let us present here a very simple example of a process that satisfies Definition 5. Consider
U = (U;)ten #id and such that its common probability distribution y is absolutely continuous. Let V' be a
random variable assuming a finite number of values (say V(w) € {1,...,S} Vw) and independent of U and
let (at)ten be a sequence of real numbers satisfying lim; a; = a. Define Y} Ui 4+ a;V

Let us check that Y is ponderable:

consider By, ..., By Borel real sets, d > 1, 7 € IN? and set @; = {w : V(w) =i}, i = 1,...,S. Then, if
w € Q;, we have

—Z {Yesr, (@)EB; Vi} = Zl{Ut+rj(W)E(BJ'““¢i)Vj}
t=0 t=0

Without loss of generality we can assume that r; # r; Vj # h; observe then that

E (1{U¢+rj(w)€(B,'-au‘)Vj}> H/l atz

and hence, by an elementary computation

litmE (1{U¢+r1(w)€(31-“f")"j}) H,u i — ai)

since U is iid a Borel-Cantelli argument shows that, over £2;,

1 A
h’{n-ﬁ Z ¥y, (w)EB; Vi) = H u(Bj — ai) a.s.
t=0 j=

and thus
hm Z L{¥oir (w)eB; Vi) = H p(Bj —aV(w)) a.s

Jj=1

what means that Y is ponderable and that p” (By x Ba x - -+ x By) (w) = HJ -1 #(Bj —aV (w)); in particular,
if a =0, then Y is regular.

Consider now ¢(€,y) = €g(y) with g a real, bounded and positive function and { a moving average of iid
Cauchy variables.

It is easy to check that X; = ¢(&;,Y;) satisfies Definition 5. Indeed, the reader can find in Section 4, and
in particular, in the Example 4 of Section 4, a precise guide to show that £ is a ¢-naise; conditions (a) to
(d) of Definition are obtained by elementary computations.

This concrete example shows clearly what are the essential properties required to £, Y and ¢ to make
Xt = ¢(&,Y:) an example of Definition 5.
Concerning Y we need a sort of “stationarity in the mean ”, in the sense that the occupation measures

1 n
= =2 lwec)
t=1

must converge. Those asymptotic occupation measures will be not-random if Y has “short-range memory ”.
Concerning & we need weak dependence, like the conditions presented on Section 4, and a good knowledge
of the conditional distribution of ¢ given &;.
Finally, ¢ must really depend on the first variable and it must be a smooth function (more precisely, we
require a smooth control on the second variable of the probability tails of ¢(&o, y)).
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The main result of this paper is the following

Theorem 1 If X admits an I-decomposable regression, then:
(a) If Y is regular, X satisfies the CPLT. More precisely,if X = ¢(£,Y), and

N,(B) = Z l{x,>u,}, BEB,
LteB

then N, converges in law to N, Compound Poisson process with Laplace transform

L(B;z) = exp (m(B)Zuj(e'”j - 1)) , withv; = Y (=1)+C# / > a(F M)A wo)u"(dy) Vi € N
i=1

d_] ]Nd 1

(b) If Y is not regular, then N, /Y satisfies the CPLT and N, converges weakly to a mizture of Compound
Poisson processes
3 CPLT over asymptotically ponderable collections.

In this sections we will obtain the CPLT that we need to check that Definition 4 holds.
Consider now a stationary process { = {{, : n € N}, an APS A and set

Xe = &1a(?) (4)
Let us remind that the sequence u, satisfies that
li’{nnP({ﬁo >up}) = A>0 (5)

A little bit more of notation: if B is any set and k¥ € IN, then Cx(B) will denote the collection of all the
subsets of B with k elements, i.e.,

Cx(B) = {D C B :card(D) =k}

We will present now some auxiliary results; in particular, we will introduce in the following two lemmata
the coefficients O(s, d).

Lemma 1 Let B be a subset of IN, X as in (4), u > 0 and define

Ni(B) = Y Lixisu) (6)
teBa
Then
d=card(Bn.NA)
P({Ny(B)2s}) = Y. e(sd) > P ({£(7) > u}) card (To(F; BN 4))  (7)
d=s 7e[l,card(B,nA)3™?
where

i k 19 k,s; d) (L,s;d) = card (Ck (C,, ({1;” ’d}))) (8)
k=1
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Remark 8

(a) In fact the sum in (8) is finite: if 8(k,s;d) > 0, then there exists a decomposition {1, ---,

d} = szlf Ij

with card(I;) = s, I; # Iy if j # h; this implies that sk > d, k < C¢. Therefore, 8(k,s;d) = 0if k < -54 or

k> Ce.

(b) In particular, if s > d, then O(s;d) = 0.
(c) If d = s = 1, the corresponding term on the sum (7) must be intrepreted as P ({£o > u}) card (B, N A).
(d) Indeed, we can also write down

[ee]

P({N;(B)>s}) =) _0(s;d) Y P({&(7)>u})card(T(7 BN A)),

d=s rElNd"

because the extra terms (with respect to (7)) are null.

Proof of Lemma 1:

First, observe that with our notation the elementary inclusion-exclusion formula is:

for any finite T'.
Therefore, we have:

P({Na(B) = s})

: (u Aw) T (m 4) ,

vel k=1 CeCi () yeC

P( U {6(1)>u})

IeC,(BaNA)

k=card(Cs(BnNA))

- Y e s e(nensa)
k=1 CECi(Cs(BanA)) \IeC
k=card(Cs(BnNA))

= -t Y P ({E( Un> u})

k=1 CEeCi(C.(BnnA)) IeC

d=00
DY Y P({E(H) > u)) x card ({C € Ci (Cs (Bn N A))

d=1 HeC4(BnNA)

But, if H € C4(Bn N A), then

card({C’ECk (Bn N A)) UI—H}) = 6(k,s;d)

IeC

and, on the other hand, by the stationarity of £, we get :

P({§(H) >u}) = P{E(F(H)) > un}),
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where , if H = {hy,---, hq} such that h; < h;y; Vi, then :
7(H) := (ha — h1,h3 — h1,- -+, ha — h1) € [1, card(B, N A)]F7L.

It follows that :

P ({Na(B) 2 s})

k=card(C;(Ba.NA)) d=o0
= > (151> bk, 5;d) > P ({€(7) > u}) card ({H € C4 (B, N A) : 7(H) = 7})
k=1 d=1 7€[l,card(B.NA)]Z™?

but an elementary argument shows that :

card ({H € C4 (B, NA); F(H) = 7}) = card (Tn(7; BN A))
and, using Remark 2, the Lemma follows o

Next lemma will be used to simplify some formulae.

Lemma 2 Ifs < d, O(s;d) = (—=1)47! Zj:;-l CH(-1y.

Proof of Lemma 2:
Pick p € (0,1) arbitrary and take B = A = IN, £ iid and u > 0 such that P ({& > u}) = p.
Applying Lemma 1, we obtain:

P ({N:(N) > s}) i@sd) > pleard(TL(7IN)) (9)

rE[l,rL]i—1

On the other hand, using that N*(IN) ~ Bin(n, p) and the binomial expansion for (1 — p)*, we have that

m=n m=n j=n-m
PANN) 28] = 3 Cr"(1=p"™" = 2 Chl "‘( > c;-*-'“(—p)f) o (10)

m=s j=0

Since (9) and (10) give two polynomial expansions of the same function for p € (0, 1), both polynomials are
identical, and hence, we can equate its coefficients. We obtain:

-1

m=s-1
O(s;d) = > card (Tu(7;IN)) Cg(—l)d( > Cg,(-l)"‘) (11)

Fe[1,n]?
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Since the left-side term of (11) does not depend on n, we take the limit of the right-side for n tending to
infinity, and, after an elementary computation, using that ijg C#(-1) = 0, we obtain:

j=d
O(s;d) = (-1)¢ ZC;‘(—l)f

Jj=s-1

= (=) > C¥-1).

j=0

and Lemma 2 follows o.

Remark 9

Lemma 2 and a trivial computation show that, for s fix and d tending to infinity,

ds-l
. ~ __1\d+s
O(s;d) ~ (-1) G-
and that for any s,d
ds—l
; <

We will introduce now a weak-dependence hypothesis:

(H1) There exist two non-decreasing sequences (Pn)nelN, (¢n)neN, such that lim, oo pr = limn 00 gn = 0,
limp, 00 22 = limp 00 1% = 0 and that satisfy:

if By, = [(i=1)(Pn+gn), (i=1)(Pn+qn)+pn) then for any By, - -+, By C Nand k € N, (N5 (B1), -+, Ny(Bx))
has the same asymptotic distribution as (N, (Bi),- -, Np(Bg)), where N,(B) = Z:_:’{" Zi(B), with k, =

i:nt (p..:q,.) and (Z:(B))1<i<k, are independent copies of (N;; (B N B))1<i<k.,-

Remark 10

(a)It is very easy to check that mixing assumptions guarantee assumption (H1). More precisely, let s,t € IN
and

Ta(s,t) = o({{&i>ua}:s<i<t}

any = sup{|P(ANB) — P(A)P(B)|: A€ E,(h,s+h),BEZp(s+h+1,n),h>0,s+1+h < n}

We will say that N* = {N}},en is strongly mixing if there exists a non-decreasing sequence (g»)new such
that lim,, ¢, = 0o and lim, ap g, = lim %4 = 0.
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Then, it is straightforward to check that we can choose (kn)new such that lim, k, = lim —2— Y + o= and
lim, knay, , = 0. Then, taking p, = 2, it follows that (H1) is satisfied (see [Hsing, Hiisler & Leadbetter (1988)],
Lemma 2.2 for a detailed proof or [Leadbetter & Rootzén (1993)], Lemma 2.1; see [Bradley (1986)],

[Doukhan, P. (1995)] for mixing conditions, exemples and covariance inequalities).

(b) We say that a random vector (X3, - - -, X,,) is positively associated (or that it satisfies the FKG inequal-
ity) if, for any coordinatewise non-decreasing functions g, h : R® — IR such that E (g(X1,- -+, Xn)?) < oo,
E (h(X1,--+,Xn)?) < 0o, we have that

COU(g(Xl,-~~,Xn),h(X1,-",Xn)) > 0

If for any nonempty subset B of {1,---,n} and any pair of coordinatewise non-decreasing functions, g :
RZ 5 R, h:IR®" - IR such that E (g(Xt 't e B)z) <o, F (h(Xt :t € B°)?) < 0o, we have that

Cov(g9(X: :t € B),h(X; :t € B°)) <0

we say that (X, -, X;) is negatively associated.

A random process is said to be positively (negatively) associated if all its finite-dimensional projections
are positively (negatively) associated. We will say that a random process is associated if it is either
positively associated or negatively associated. Association is preserved by non-decreasing functions and
restrictions of associated process are associated, This implies that if £ is associated, then X, given by (4), is
also associated.

If (X3,---,X,) is an associated vector whose coordinates have finite second moments, we have the
following inequality:

t=n t=n
|E (ea:p{isZXt ) E (isX:) z [Cov (X, Xt)|

t=1 t=1 <k#t<

(For the proof see [Newman (1980)], Theorem 1, for positive association, and [Roussas (1994)], Proposi-
tion 3.1, for negative association). '

Turning back to our process defined by (6), it is easy to check that if X is associated, the vector
(N3 (BL))1<i<k, is associated.

Therefore, we deduce that (H1) holds if £ is associated and

lim ) [Covu(N;(Bp), Nx(B))) =0.

1<k#j<kn
But
ST 1Cou(N(BE,NABI) = D> | >, Cov(l{to > un}, st > un})|
1<k#j<kn 1<k#j<n teBknA,seBina
< Y nlCov(1{€o > un}, 1{ém > ua})|
m=qn

Hence, if £ is associated and

lim i n|Cov(1{€o > tn}, 1{&m > un})| =0

m=gn
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then (H1) holds.

Similar conditions can be obtained for other weak-dependence structures. The reader will find in
[Doukhan & Louichi (1996)] a summary of different weak-dependence conditions where (H1) can be proved
in a similar way.

In the sequel, we will assume that :

(H2) limsup Z n|Cov(1{& > un}, 1{&m > ua})| < 00

n m=1

Proposition 1 Let X be as in (4), and assume that (5), (H1) and (H2) hold. For any s € IN, define

d=pn

Qu(s)= Y O(s;d) > PHED > un}/{€o > un}) Fu(F: 4),
d=s Fellpalf?
where )
F,(7;4) = = > card (T, (7, B: N A))

1<i<kn:card(BinA)>d

Assume further that, for any s € IN,
im@a(s) = Q) (12)
Then N, converges in law (as a process) to a CP(v) process, where
Ve = NQ(s) — Qs +1)) Vs € IN.

Proof of Proposition 1:

By Theorem 4.2 of [Kallenberg (1983)], it suffices to show that for any k-tuple of semiclosed intervals
I, .-, I, the random vector (N (I1),---, Nn(Ix)) converges in law to (N(I1),---, N(Ig)), where N is a
CP(v) process. Without loss of generallity, we may assume that Ij,---, I; are disjoint. In this case,
by (H1), the coordinates of the random vector (N, (I1),---, No(Ix)) are asymptotically independent, and
therefore, it suffices to show that for any semiclosed interval I we have that N, (I) converges in law to N(I).
But an elementary argument shows that it is enough to consider the case I = (0, qa], 0 < a < 1. Finally, this
can be reduced, by a scale change, to check that

Na((0,1)) 3 N((0, 1)),

where N is a random variable whith Laplace transform

L(s) = exp (Z vi(e™* - 1)

For the rest of this proof, N,((0,1]) will be simply denoted by N,,.
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By (H1) N, is asymptotically equivalent to N, = YiZ% Zi  with (Z%)1<i<k, independent copies of
(N7 (Bn))igickn

We will first prove that (Nn)nem is tight. To prove that, we will show that E(N,.) and Var(N,,) are
bounded, what implies the uniform integrability of (N, )nem, hence its tightness. E(N,) is obviously bounded
by the convergent sequence nP ({£, > un}); therefore E(N,) is bounded. For the variance, we have:

i=kp i=kn

Var(Na)= Y Var (N3(BR) = D Y. Cov(Ligosun} Lguos>un))
=1 i=1 s,teBiNA
i=kp

= > card (B N A) P ({0 > un}) (1= P ({&0 > un}))
i=1
i=k, m=pn

+2 3 3 Cov (Lgosunys Lgm>uay) card (Bi N AN (BL N A—m))

i=1 m=1
The first term on the last expression is bounded by nP ({& > un}) again, so it is bounded. The last term
is also bounded, by (H2) and the fact that card(B:) = p,. Therefore, the variance is also bounded and
tightness follows.
Given any subsequence (Nn;.)hEIN pick a sub-subsequence that is weakly convergent to some random

variable W. To simplify the notation, we will still call (N, )hew to this second subsequence. Since the law
of W must be infinitely divisible and concentrated over IN, its Laplace transform is

H(s) = exp (Z mi(e™* — 1))

i=1
Thus, it suffices to show that 7; = v; Vj € IN. Observe that

PN;BY#0) < D P({& > ua}) < paP ({€0 > un})

kEANBI

and therefore, _
lim P ({N;(By) # 0}) =0.

But, from Theorem 3 of [Rényi (1951)] (see also [Dziubdziela (1995)]) we deduce that

i=kn,

7j = lim ; P({N;,(Bi,) =3}) Vi

But (12) and Lemma 1 imply that

i=kn
vi=lim ) | P({N;(B,) =j})

i=1

Therefore v; = m; Vj and the Lemma is proved o

129



Corollary 1 Assume that A is an APS and that X is as in Proposition 1. Assume further:
(H3) Vd € N, Vi € N{™ 1, lim, P ({£(7) > un}/{& > un}) = a(F)

(H4) Vd € N, V7€ N$™", P({€(7) > un}/{€0 > un}) = an(7) + ba ()
where :

an(7) < ¢(7) ¥n € N, 7€ N7~

Yoo dl Y e <o
d=s
lim ) 0(sd)] DY (A =0.
d=s

FEfl xpnli—l

Then N, converges in law (as a process) to a CP(v) process, where :

0]

v, =AY (-1)HCE Y a(MF(FA)
d=s FE]NZ_I
Proof of Corollary 1:
We have
d=pn d=pna
=Y O(s;d) Z an(F)Fa(7; A) + Z O(s;d) Y. ba(F)Fa(F, A)
d=s Fell,pal; ™" FEL,palf !

Since F, is bounded by 1, the second term in the right-side of the last expression, converges, by (H4) to
zero. Therefore, it suffices to show that

d=pn oo
lim Y O(sid) Y, an(PFa(FA) 26 (s;d) Y a(MF(FA) (13)
d=s Fe[lpaly ™ =s FENE-?
and that
o0
Ze (s;d) Y a(AF(FA) - Z O(s+1;d), Y a(PF(FA) =Y (-1)*ct > a(PF(7A) (14)
d=s FENI™! d=s+1 re]Nd 1 d=s FeNd-1
Let su first consider (13): assume that we have shown that
lir{nFn(F;A) = F(rf,A)VFe IN",Vm (15)

Then, by (H3), (H4) and Dominated Convergence, (13) follows. We will then prove (15).
FixdeNand 7€ IN*~! and let n be big enough such that g, > 2||7]].
Then, if i # h, (BL —r;) N (B —r¢) =0, Vj, k. Thus,

i=k,

card (To(7 A)) = Y card (T, (7 BL N A)) + An(7) (16)

i=1
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where A, (7) is the sum of the cardinals of all the sets of the form
i=d-1
() (Ki-ri)n K, (17)
i=1
where eack Kj; is either:
e BJ N A for some j, and if for some i, K; = BJ N A, then there is not an A such that K, = BX N A,
with j # k.
e HJ N A for some j, where HJ is one of the “holes” [(j —1)(pn +qn) + Pn, j(Pn +gn) An) . Furthermore,
for at least one 7 this choice is taken.

Since the cardinal of the “holes” is at most g¢,, the cardinal of a set of the form (17) is bounded by gn.
Taking into account that A, (7) is the sum of at most (k, + 1)(d — 1) cardinals of sets of the form (17), we

conclude that

”Fﬁg%f/gAn(ﬂ < qa(kn+1)(d—1) (18)

Applying (18) and Definition 1 in (16) we obtain

i=kn

11’Enn Z card (T, (7; B, N A)) = F(7; A).

But

1 L . 1 o
I;l- Z card (T, (7 B, N A)) — Fa (73 A)| < a Z card (T, (7, B}, N A))
1<i<kq:card(BiNA)<d

<

U
3| &

—n-> 0
and (15) follows.

Let us now turn to (14); we have that

[o0]

> O(s;d) D a(PF(FA) - Z@s+1d > a(RF(FA) =
d=s

rElNd ! d=s+1 1‘6]1\1:"1

[ee]

O(s,5) Y, aFFHA)+ Y, (O(s:d)—O(s+1;d) Y a(P)F(F;4)

FeEN; ™! d=s+1 FeNd-?

But, by Lemma 2

j=s-1

(_)( d)— O(s + 1; d) = Z Cd( 1]+d 1 ch _1+d—1 — _C;i(_l)s+d—1 — C;i(_l)s+d

and, taking into account that Z’:S C3(-1)j =0, we get

j=s-1
= 3 G-t = (-)er =1
=0

we deduce (14) o
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Remark 11

a(7) describes the probability of a cluster of exceedances, located at points whose distances are given by 7.
In particular, EFEINd—l a(7) represents the probability of a cluster of size d; for A = IN, by Corollary 1, the
L

result depends only on this “size cluster distribution”, as proved in [Hsing, Hiisler & Leadbetter (1988)].
Remark 12

It seems reasonable to conjecture that if the set A is not an APS, then there exist an m-dependent random
process X such that the CPLT does not hold, but authors do not know a proof for this statement.

4 Examples

4.1 m-dependent processes

Assume that £ is a stationary m-dependent process and assume that (5) holds. Then £ satisfies (H1)
for any (pn)nen, (¢n)nen, such that lim, p, = lim, ¢, = oo, lim, 22 = lim, % = 0. In particular, we will
choose p, = /logn. Cauchy-Schwarz inequality gives (H2). Let A be an APS and take X as in (4). Assume

that (H3) holds. We will prove that (H4) holds, and therefore, Corollary 1 applies.
Assume that 7€ IN$~! is such that ||/]| > m. Then r4_; > m and

P ({&(P) > un}/{& > un}) < P ({€0 > Un,&uzy > un}/{€0 > un}) = P ({&0 > un})

that goes to zero with n.

Define then :
an(f) = P({&(7) > un}/ {60 > un}) Iyri<m)
ba() = P{E(P) > un}/{€o > un}) Lymy>m)
() = lgAigmy-
Observe first that if # € IN9~! and d — 1 > m, then ||7]] > m, thus :
oo d=m+1
Z@(s;d) Z c(r) = Z O(s;d)card ([1,m]§!) < co.
d=s T'EIN'Z-I d=s
On the other hand, we have, by Remark 3 and (5) :
d=Pn d=pn
2 0Gdl Y ()< C Y d T eard ([LpalT) P({€0 > un})
d=s FE[l,pn]i—l d=s

d=pa d—1
o p c
= = E ds-i_tn < Zpi-l —

n i (d=1)— ntn exp(pn) 20

Hence, if £ is stationary and m-dependent, A an APS and (4), (5), (H3) hold then the CPLT holds, and
the limit is described by :

d=m+1
v= Y. (-1 YT a(MF(F A).
d=s FE[l,m]Ld-1

We will now give some specific exemples of this result.
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Example 3

Consider a stationary, standardized, m-dependent gaussian process £, A any APS and assume (4) and
(5). We will prove that (H3) holds, that a(7) = 0 V7€ INY~!, d > 1 and therefore, that the limit process is
simply a Poisson process of intensity A.

Take d > 1 and fix # € IN¢ . Pick § > 0; we get:

P({f(f") > un}/{fo > uﬂ}) < p ({50 > unafrd_l > un}/{fo > un})

=P ({&>un+6,&,., > un}/{> un}) + P ({un <& < tn+8,&,, > un}/{€ > un})
For the first term of the right-hand side we have the bound

P({£0 >un+5})
PlE>un]) 7

For the second term, let p be the correlation coefficient between & and &.,_,. Since £ from its definition
is stationary and m-dependent, |p| < 1. Then, since \/—1_1=q[ ra_1 — PEo] 1s a standard gaussian variable
—p2

independent of &g, we obtain :

P ({Un < & L un +5a£rd_1 > un}/{EO > un}) <

P <{un <& L up+9, ﬁ[ racy — PEo] > ﬁ[un — p(un + )1} /{4 > “n})

_P{un <& <un+4}) L
B P ({& > un}) P({Z> ————\/1—_7[ (1= p) pa]})

The first term on the last expression goes to one and the second to zero, as n goes to infinity, so a(¥) = 0.

Example 4

In this case we will present a very simple example where the limit is a Compound Poisson process, but
not Poisson. Let A be an APS such that F(1;4) > 0. Consider an iid sequence ((k), ¢ that follows the
Cauchy distribution. Set & = (x + Crx41. It is clear that £ is stationary and 1-dependent. In addition, &, has
the same distribution as 2C where C stands for a Cauchy variable. Indeed, as we have seen at the beginning
of this section, we only need to show (H3) for ||7]| < m. Setting X as in (4) and u, as in (5), it suffices to
show that

. 1
P {6 > ua} /160> wad) = al1) € [0,7] (19)
Indeed, if (19) holds, then the limit process satisfies :

vy = A(F(0;A4)—2a(1)F(1;4))>0
vy Aa(1)F(1;A) >0
vs, = 0Vs>3

Let us now prove (19). An elementary computation shows that :
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—P({& > u}) = —71_(4__}_2112) = g(u) (20)

£ P> we > ) = (0 ([ s@r- o+ [ 1 L:f(y)f(u—y)dydr> = Glu),

where f( ) W and q / f
Using the fact that if z > %, then (4 + u? ( ) < 2 and Dominated Convergence, it follows that :

. Gu) 1
ull)n;lo g(u) - 2

This implies (19) for a(1) = 3.

4.2 ¢-mixing processes.

Consider now a stationary process £, an APS A, and assume that (4), (5) and (H3) hold. With the
notation of Remark 4, (a), define :

é(l) = sup{|P(Ai/A1-:)— P(4i)|i=0,1; Ao € Z,(h,s+h), A1 €Zn(s+h+1,n),h>0,s+I+h<n,n>1}
Assume that :

(H5) T2, ¢() =< 1

For any d— 1 > 1 and 7 € IN%"!, set 79 = 0 and m;(7) = (ro,71,---,7) ¢ = 0,1,---,d = 1. Under
(H5), (H1) is obvious and (H2) follows from standard covariance inequalities for mixing processes (see
[Bradley (1986)], [Doukhan, P. (1995)]). Condition (H5) is very strong, but it can be checked, for instance,
for some Markov chains (see [Davydov (1973)], [Doukhan, P. (1995)]). We will also assume :

(H6) lim, P ({&(mi(7)) > un}/{&(mi=1(F)) > un}) = ai(F) Vi,7,d—1
Then we will show that (H3) and (H4) hold, and hence, the Corollary 1 applies.

Write down:

t=d-1

P& > ua}/{&o > un)) = [T PHEm(P) > ua}/{E(mima(P) > un));

i=1

it follows that (H3) holds for
i=d-1

o= ] a(?
i=1

On the other hand, set :

P ({&(mi(7) > un}/{&(mi-1(7) > un}) = P({&0 > ua}) =

and observe that :
|Din| < ¢(ri —riz1)
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Then :
k=d-1

Y > IIDinP & >un* "

k=1 IeCi({1,--,d-1})i€l

P ({&(7) > un}/{80 > un})

I
)
—~~
—~
VALY
o
\%
3
3
—~

Define :
k=d-2

() = PH{&>u})'+ Y Yo IIDinP({& >uh* 7,

k=1 IeCx({1,-,d—1})i€l

1=d-1
an(F) = H D; n,

i=1

i=d-1

C('I_") = ¢( -7 1)
i=1
Then, we get that :
PIRGES San
FENG?

and, by Lemma 2 and the fact that ® < 1, we deduce that :

i@(s;d) > bR < Cid"lé“‘l < o0
d=s ,:'E]NZ-X d=s

In a similar way, we get that :

d=pn d=pn k 2

=d-
Yoy Y b < Y Osid)paP ({& > u P+ Y CEIOFP ({& > u )T
d=s FE[I,pn]i_l =s k=1
d=pn
= Zesd PP ({60 > ua}) + ®)* " — @471,
and then,

d=pn

=0

lim Y O(sid) Y [ba(P)
d=s

Fefl ;Pn]i—l
and (H4) holds.

Remark 13

a) Consider now a stationary associated process { and assume that :

(o]
Z suppn|Cov(1{& > un}, 1{&m > un})| <
m=1
Then (H2) holds, and, by Remark 4 (b), (H1) holds.
If Ais an APS, and we assume (4), (5), (H3), and (H4), the CPLT holds.
b) In general, our hypotheses concerning £ are restrictive, but, by our motivation (ozone peaks), we are
interested in the case where £ may be well be a “nice” process, but Y presents a more complicated structure.
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5 CPLT for regression models and proof of the main result
First of all, we will present a very simple extension of Proposition 1 and Corollary 1. Consider an R?

-valued stationary process £ = (£, - - -,5_7‘) and an APC A!,... A"
Define :

i=h
X o= ) &14() (21)
j=1

Introduce the functions :

J:IN — {1,---,h}
n +— J(n) such that n € A7(")

and,

J:INY o {1,---,h}
P J(7) = (J(n), . (r) such that e (470, ..., 4TC4))

Then we can rewrite (21) as :

X, = ¢&® (22)
We will set :
i=d
{&(7) > u} = ({&i >ul,VFe R, Vie {1, h}"
i=1
We will assume now :
where

An(j) = nP ({55 > u,,})
and .
(H7) limsup, Y oo, n|Cov(1{&} > un}, 1{€~ > un})| < o0 Vj, h.

Lemma 3 Let B be a subset of IN, X as in (21), N;; as in (6), and u > 0, then

PUN;(B)2s) = Y O(sd) Y > P({E0 > u}) card (Ta(7 BN AG))
d=s

Fell,card(B,)13 " je{1,-,h}d

where
A(G) = Ao ... A1 VieIN?
and
AG)NB = APnB,--- Al*-1NB VjecN?
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Proof of Lemma 3 : Just mimic the proof of Lemma 2 o
Proposition 2 Let X be as in (21) and assume that (23), (H1) and (HT) hold. For any s € IN, define :

d=p, - . -
Qulsid) = Y O(sid) Y Y P{ED > wbiE > w)) PR AG),
d=s Fe[lpaly ™t {FE{1,-,h}4:0(0)=5}

where
Fa(75 AG)) = 2 Digighcaramizacard (Ta(F, Bi 0 AG))
A(]’):: (Ajo, . ..,Ajd-l) V7 e N¢

A(;)ﬂB:: (Ajo nB’...7Ajd-1 OB) ;V;E ]Nd
Assume further that, for any s € IN,

im@n(s;j) = Q(s7) Vi (23)

Then N, converges in law (as a process) to a CP(v) process, where :

i=k

v = > Ai(Q(s:5) - Qs+ 1;j)) Vs €.

Jj=1

Proof of Proposition 2:
Despite the greater complexity of notation, using the preceeding Lemma, this proof is obtained by exactly

the same arguments as Proposition 1 o.

We also have :

Corollary 2 Assume that A,---, A* is an APC and that X is as in Proposition 2. Assume further:

(H8) Vd e IN, VP e N¢~! F e {1,---. h}¢lim, P ({gf(r*) > up} /{0 > u,,}) = a(7, ),

(H9) Vd € IV, VP e NS, T € {1, h}P ({(7) > un A&l > un}) = an(7,) + bn(7,)
where :

i@(s,d) ¥ c(F, “(f))<oo
d=s FENG™?

d=pn

lim Y O(sid) Y Ibe (F,f(f‘))l:O
d=s

FE[l,palLle-?

Then N, converges in law (as a process) to a CP(v) process, where :

j=h
ve =Y AG)(Q(s:4) — Qs+ 1;)) Vs €N
j=1
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and

Qls;d) = > _(-)+icd > > a(F, 7)F (7 A(j)).-
d=s FE]Ni_l {je{l,--',h}dijo=j}

Proof of Corollary 2:
Just follow the proof of Corollary 1 o

Example 5

If £ is an m-dependent stationary process such that :
¥y € R, limnP ({(60,) > un}) = AQW)

and
VdEN, 7€ BY,FE NG lmP ({9 (6(7),9) > un/{#(60.30) > un)) = a(79)

then £ is a ¢ — noise (see section 3.1).
If we replace “m-dependent ”by assumption (H5), we obtain the same result (see section 3.2 ).
We will present now the proof of the main result of this paper.

Proof of Theorem 1:

Consider first the case whre Y is regular. Using once again Theorem 4.2 of [Kallenberg (1983)] , we
have to prove that for any Iy, ---, I} disjoint semiclosed intervals we have that (N, (I1),---, No(Ix)) con-
verges in law to (N([1),---, N(Ix)), where N is a CP(v) process. For the sake of simplicity, we will present
here the case k = 1, but the general case is obtained by very similar arguments. Further, without loss of
generality, we will set I; = (0, 1] and hence, we will prove indeed that

Na((0, 1)) % N (0, 1),

where N is a random variable whith Laplace transform
© .
L(s)=exp | > _vj(e™* = 1)
Jj=1

Assume first that Y takes values on a finite set y;, - - -, yx. Restrict the probability space to a set of total
probability where the almost sure convergence of Definition 3 holds. Conditioning to Y, since £ and Y are
independent, the law of the exceedances point process for X (N, )is the same as that of the point process
N, corresponding to (21) for &' = (&, u:), A'(w) = {t € N : Y;(w) = 5 }.Then, by Definition 4, the result
follows.

Assume now that the result holds for Y bounded. Consider an unbounded Y let Y* be the trunca-
tion of Y by K, ;X = ck(Y,), where ck(z) = z for |2| < K, ck(z) = Ksgn(z) for |z| > K; it is obvious
that YX itself is ponderable. Call now NX to the exceeding point process for XX = (¢, Y¥), since Y& is
finite-valued, NX converges to NX, whose Laplace transform will be denoted by LXK .

But,
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i=n

E(INH_N:(D S ZP {‘P 613 >un}V{<P 52’ )>u”})
< ZP {30 &Y, >un}v{90 SszK >un}]ﬂ{|Yl>I\})
i=1
(conditioning with respect to Y)
i=n
S L[ P 60> w) Vol ) > w P )
1 i=n
< n2sup sup P ({p(éo,4) > w}) -3 P (%> K)
n |y|>K i:l
Then, by condition (a) of Definition 5, we get that :
lim lim sup E(|N, — NE|) < Clim p’(-K,K]F) = 0 (24)
n

On the other hand,

:c)_exp(Zu ‘”—1)
j=1

with i i
vE=r(s) —r(s+1)¥ ¥seN

Z@(s d) / > a(F D AMyo)u” o ek (dy)

ENd 1

after some elementary computations, we obtain from Definition 5 and Dominated Convergence that :

lim LX¥ = L (25)

K—00

From (24) and (25) we obtain the theorem for ¥ unbounded.

It suffices now to show the result for Y bounded. Without loss of generality, we may assume that Y takes
values on [0,1). For H € IN, define dg(z) = Y1=¥ Hl[' 1 4y () and set Yo (H) = dg(Ys). Then Y is also
ponderable and takes values on a finite set. So,the result apphes to Xi(H) = ¢(&n, Yn(H)) On the other
hand, from Definition 5 and Dominated Convergence we obtain analogous results to (24), (25), what shows
that the result applies for Y bounded. Since we have already seen that the result applies for finite-valued
Y, the proof of this part is finished .

If we turn now to the case where Y is not regular,we can easily see that for Y finite, the limit of N, /Y
can be obtained in the same way, but since the limit depends on Y, the limit of N, is a mixture of Compound
Poisson processes. The same approximation arguments extends the result to the general case. ¢
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6 Appendix 1 : Example of an asymptotically mesurable set that
is not an asymptotically ponderable set

This example is based on elementary computations, but we will present it here in detail.
Let us consider p = (p(i j k,r))(i,j,k,r)e{0,1}+ Such that

PGijkr) > 0V 5,k

Z Pk =1

(i.4,k,r)€{0,1}4

Consider (Up, Uy, Ua, Us) a vector of Bernoulli random variables such that
pijkr = P(Up =4,U1 = §,Us = k,Us =) V(i,5,k,7)

First, let us just compute the laws of couples (U,,U;) If s #t € {0,1,2,3} and if o J(k' r) denotes the
permutation of (7, j, k, 7) that in the coordinate s takes the value ¢, in the coordlnate t tal\es the value j and in
the other two coordinates takes the values (k, ) (for instance Ui’é(0,0) =(1,0,1,0), o‘i’g(l, 0)=(1,1,0,0))

then
PUs=iUr=4)= )  Poiipn V(i.5) €{0,1)° (26)
(k,5)€{0,1}2

V(i,4,k,r); by taking indepent copies of (U, U1, Us, Us), extend this vector to a

Fix now p(; j &,r)
= teN such that

.1_
16
random process U t)t

(U
(Usm, Usm+1, Usm+2, Usm+3) ~ (Uo, U1, U2, Us) Ym € N
((Usm, Usms1, Usmt2, Uam+3) mem 1€ independent

Observe that, by (26) and construction, we have

. 1o ,
P(U4m+t. =1, U4m+‘, = ]) = :1' V(Z,]) € {O, 1}‘, VS #t (S {0, 1,2.3}
PU, =i,U, = j,U, = k) = é\-/(i,j,k) €{0,1)% Vs £t £r#s€{0,1,2,3)} (27)

We will now construct another process V = (V;):en using the same construction as before, but for a dif-
ferent choice of p (to avoid confussions, we will denote q to this second chice). More precisely, V satisfies that

P (VO =,Vi=4Va=k V3= 7") = 4(i,j,k,r) V{i,j,k,?‘} € {0’ 1}4
(Vam, Vam+1, Vamt2, Vam3) ~ (Vo, V1, Va, V3) Ym € IN
((Vam, Vam+1, Vam+2, Vam+3)) e are independent

with
1
9 jkr) = % Y(i, 5, k,7) € {(0,0,0,0),(0,0,1,1),(0,1,1,0),(0,1,0,1),(1,0,0,0),(1,0,1,1),(1,1,1,0),(1,1,0,1)}

Ui k) = 1—12- in any other case (28)
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Using again (26) and the construction we deduce that

P(V4m+t =14, Vamys = .7) = 4l V(Z,]) € {0) 1}2a Vs #t € {01 172)3}

P(V:im =1 V4m+1 =j V4m+'7 = k) P(V;lm =1, V4m+1 = J, V’lm+3 = k)

= P(Vam = i, Vamy2 = J, Vamss = k)& (2 j.k)e{0,1}3

P(V4m+1 - 1 ‘/4771+2 - ]) V4m+3 - k) = L V(I .77 ) € {(ana 1)7 (Oy 1,0), (LO’O)v(l) 1) l)}’
P(Vamt1 = t, Vamy2 = J, Vamyz = k) = 12 in any other case

Observe that we got two 3-dependent binary processes U and V' which have identical two-dimensional
laws ((U;,Us) ~ (V;, Vs) Vs # t) but with some three-dimensional laws that differ ((Usm+1, Usm+2, Usm+3)
and (Vam+1, Vam+2, Vam+3), m € IN have different laws). It is clear that we can also assume that U and V'
are independent. (It will not be used here, but observe that in fact U is éid and V is 3-dependent, pairwise-
independent, with Vi, Vam+1, Vam+2 independent, Vam, Vam+1, Vams3 independent, Vim, Vam42, Vamsa in-
dependent for any m, but with Vim+1, Vam+2, Vam+s dependent.)

For any n € IN define I(n) = [1002"7",100%") and set

B= G 1(2r)
r=0

and finally, define
Aw) ={n € B\ Un(w) = 1} J{n € B\Va(w) =1}

We have then

j=n

ij X; - B(X)) + 3 E(X)) (29)

=

card

:Ir—'

Where

X = U, ifneB

"7 Vu ifneB°
wich is clearly a 3-dependent process of Bernoulli variables.
Applying a Borel-Cantelli argument to the first term on the right side of (29) we deduce that it converges
almost surely to zero and we get that
j_n

has the same asymptotics as — Z E(X;)

card(An)
n n

but we deduce from their construction that

1
E(U;)=E(V;) = % Vj, hence E(X;) = 5 vj

and

lim-cﬂi—(él)— = l a.s. (30)
n n 2
Consider now r > 1
card (A, N 1222 = <
( n( = Z X; Xjpr — E(XiXj4r) + 3 E(X; Xj4r)]
j=1 j=1
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Using again a Borel-Cantelli on the first term of the right side of the previous expression and the fact that
U and V have identical two-dimensional laws, we get that :

j=n
card (An N (An — 7)) has the same asymptotic as lim 1 Z E(U;Uj4r)
n non Jj=1

But E(U;Uj4,) = 3 Vj and then
card(ApN(An—7)) 1

lim = - a.s.
n—+o00 n 4

what implies that A is, with probability one, an asymptotically measurable set in the sense of [Perera (1994)],
[Perera (1997)a], with
1
F(r;A) = ZVrZ 1
We will now prove that, with probability one, A is not an APS.
It suffices to show that for 7= (0,1,2) € IN° the following statement holds

. d{Ta(7;A o HTa (74
(D) limsup,, <5222 1 > liminf, % L U ogs.

But
card{Tp(F A)}  card(An N (An —1)N (4p —2)) 1332 i =
{;( X (4.0 — 10l ) =;[Z(AJ—XJ+1XJ+2—E(/ X541 X42)) + ) B(X; Xj41 X5
ji=1 j=1

Using once again Borel-Cantelli on the first term of the right side of the last equation, we deduce that we
only have to study the limit behaviour of

1 ]:ﬂ _
d, = - Zl E(X;Xj+1Xj+2)]
J:

Consider now a subsequence of the form

ng = 10022k, k tending to infinity

Since
0<X; L1Vj
we have that
) ) j=1002**
2 2k-1
dn, <1007 [ 10077+ D E(X;Xj41Xj42) | =cns
j=1003%-1

by its definition, we are now only considering j € B, and since 0 < X; < 1 we can neglect in the summation
any finite number of indexes; therefore, we can assume that we are considering

hj+lLj+2€eB

and we deduce that c,, has the same asymptotics as

22k

100°
10072 {10027 + Y E(U;Uj+1Uj42) =100‘2“{10022""+(10022“—1002”"+1)%}
j=1002%%"1
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since 1002°*™" = V1002 we finally get that

. 1
hgncnk =3 (31)

and hence

< g o5 (32)

Consider now a second subsequence (we still use the same notation for it for the sake of simplicity)

lin':linf card{TZ (A} 1

o2k+1

n, = 100°
We have now that, since 0 < X; <1, j€N

, k tending to infinity

. 22k +1
7=100"
Aoy 2 100_22"“ Z E(‘Yij+lXj+2) = Sny

j=1002%F
we can now assume. without affecting the asymptotics, that in the summation we are only considering
hi+1l,j+2€ B°
and hence

if j=4m+ 1 for some m € N

E(X;jXj41Xj42) = E(VjVi1Vige) = { in any other case

00— |

(Note that we have used here that, for instance, by the of independence of Vi, 14 with respect to (V;):<am+3,
E(V:lm+'_’ V4m+3‘/:lm+4) = E(V~1m+2v4m+3)E(V4m+4) = %%)
we deduce that

fime,, < 11,3113
kR T 46 0 48 96
and hence -
lim sup rd{Tn (% 4)} > 13 a.s. (33)
n n 96

Since 31)% > é, by (32) and (33), we obtain that, with probability one, ﬂd—{T—;(ﬁﬂi does not converge and

therefore A is not an APS.

7 Appendix 2: Brief discussion concerning ozone data.

In this appendix we will present some very rough analysis of real ozone-data and discuss whether a
Compound-Poisson asymptotic approach for this sort of data could be reasonable. We also refer to
[Smith & Shively (1994)] for an example of real modelling concerning this type of data.

In this case, we have considered 765 summer days where ozone levels were registered Azusa (next to Los
Angeles, USA), and we have taken u = 400 as the “high-level” for the exceedances. We have subdivided the
sample into 63 intervals containing 12 days. Denote Nj,...., N3 to the number of exceedances observed in
each period of 12 days. Usual hypothesis testing to detect departures from the #id assumption (runs up-
dowm, Spearman’s correlation test) indicates that there is no significative evidence to reject that Ni, ..., Ne3
is #id. This is compatible with the situation described in this paper where the point process of high-level
excedances over a large period of time is close to a Compound Poisson process and hence the number of
exceedances over a fixed number of disjoint intervals of the same length should be close to an iid sample. At
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second, this N; should have a distribution that is close to a Compound Poisson-law, what is also compatible
with this set of data after a standard goodness-of-fit checking (chi-square, Kolmogorov-Smirnov). But we
think that the most controversial point is the fact if the process of exceedances is close to a process with
stationary and independent increments, because this point is related to the “degree ”of non-stationarity and
the range of dependence of the available data. Despite the lack of sensitivity of standard test for departures
from the iid assumption, we may argue that this concrete example may not be representative of the degree of
complexity usually found in real modelling, and perhaps non-stationarity and dependence are “local ”enough
in this case to make it not significative for after a 12-values grouping. It seems reasonable to suspect that it
will often require larger samples (or larger groups) to observe the same phenomena for other data, but we
think that an approach as the one presented could be applied for to describe other similar data.

The basic point is that regular I-decomposable models appears to be natural when one can expect
that “averaging ”, make the non-stationary influence of some explicative variables dissappear and let the
weakly dependent and stationary component control the asymptotic behaviour. Of course, as in the case of
non-regular I-decomposable models, the explicative variables may have a long-range dependence structure
that does not allow the stationary weakly dependent component to produce a limit with stationary and
independent increments: we have in the limit a random mixture of Compound-Poisson processes and the
explicative variables have still a significative effect in the limit, wich may have increments that are nor
- independent neither-stationary. And if “averaging ”is not at all possible for the explicative variables (even
with a random limit for averages), then we are out of the context of this paper. To know whether averaging
on the explicative variables is possible, and whether it leads to non-random limit averages appears as a key
point for modelling using this type of approach. We hope this brief discussion will illustrate in more intuitive
terms, what are the essential points in the type of models presented in this paper.
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Conclusion

En conclusion 4 cette étude, I’analyse des données de pollution atmosphérique permet ’application
et le développement de méthodes statistiques les plus variées. En pratique, il existe de nombreuses
difficultés, principalement d’ordre métrologique, évoquées dans les chapitres précédents.

Dans la deuxiéme partie sur l'influence du transport en région parisienne, le faible nombre
d’années dont nous disposions (trois années, 1994 a 1996) et le nombre important de données
manquantes, ne nous ont pas permis d’envisager l’utilisation de techniques statistiques différentes.
Il serait donc naturel d’essayer d’affiner les résultats obtenus, en reprenant cette étude quand le
corpus de données sera plus important. Il serait alors possible de prendre en compte “I’espace ”par
des techniques statistiques plus spécifiques.

Dans la troisieme partie, nous nous sommes limités aux valeurs élevées d’O3. Les modéles mis
en ceuvre, en utilisant les résultats de la théorie des valeurs extrémes, nous ont permis de mettre
en évidence en région parisienne, une tendance sur la période 1988-1997 par station. La tendance
estimée sur chacun des quatre sites de mesure est relativement complexe puisqu’elle dépend de la
température. Ces tendances peuvent aussi traduire des changements réels locaux dans les niveaux
d’o3 enregistrés. En effet, 1’03 est consommé par le NO émis par les automobiles: si la station
de mesure est située & proximité d’une route trés passante, les niveaux d’os enregistrés y seront
plus faibles que ceux mesurés & proximité d’une rue calme. Par conséquent, si pendant la période
d’étude, le trafic automobile aux abords d’un site a évolué, ’estimation de la tendance obtenue
traduira principalement ce phénomeéne local. Il serait donc intéressant d’obtenir un modéle non
plus par station, mais un modele global ol Deffet station serait contrélé: il permettrait d’estimer
une tendance régionale et de conserver les spécificités locales.

Enfin, dans la quatriéme partie, il faudrait envisager ’application du théoréme limite Pois-
son Composé obtenu aux données numériques de pollution dont nous disposons et vérifier si sa
réciproque est vraie.
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Annexe A

Annexes Partie 11

A.1 Boites a moustaches par station des valeurs du maxi-
mum d’ozone en fonction de la direction du vent
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Figure A.1: Comparaison des maxima d’ozone en fonction de la direction de vent mesurée a 850
hPa
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ANNEXE A. ANNEXES PARTIE II
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Figure A.3: Comparaison des maxima d’ozone en fonction de la direction de vent mesurée & 850
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A.1. BOITES A MOUSTACHES PAR STATION DES VALEURS DU MAXIMUM D’0OZONE
EN FONCTION DE LA DIRECTION DU VENT 153
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Figure A.4: Comparaison des maxima d’ozone en fonction de la direction de vent mesurée a 850

hPa
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Figure A.5: Comparaison des maxima d’ozone en fonction de la direction de vent mesurée a 850

hPa
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Figure A.6: Comparaison des maxima d’ozone en fonction de la direction de vent mesurée a 850
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A.2. BOITES A MOUSTACHES PAR CLASSE DE DIRECTIONS DE VENT MESURE A
00H00 A TRAPPES 155

Figure A.7: Comparaison des maxima d’ozone et des heures du maximum pour la classe TC a
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A.2.2 OCEAN
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Figure A.8: Comparaison des maxima d’ozone et des heures du maximum pour la classe OCEAN
a 00h00
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A.2.3 CONTI
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Figure A.9: Comparaison des maxima d’ozone et des heures du maximum pour la classe CONTI a
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A.3 Test de Flury: comparaison d’axes principaux

Ce test permet de vérifier I’hypothése que les axes principaux de G populations peuvent étre
considérés comme identiques. Notons:

¢ Xg4,1 < g <G la matrice de I’échantillon de taille ny de la population g ((zi;j)g représente la
valeur de la variable z; pour ’observation i de la population g, 1 < j < pet 1<i<ng).

e Y,,1 < g <G, lamatrice des données centrées :

ou I est la matrice identité ng x ng et 1 est le vecteur unité de taille ng.

e S, la matrice de variance-covariance de la population g, symétrique définie positive, définie

par
1o
Sy = -~ lYng
o Uy = [uy,- -+, upy la matrice orthogonale des vecteurs propres de Sy, correspondant d’apres

les résultats de ’ACP aux facteurs principaux, et Ly la matrice diagonale dont les p valeurs
propres [; sont celles de S, (on supposera i} > 13 > --->1,) . On a:

U;SgUg =1L,
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Supposant que chaque échantillon provient d’une population normale de vecteur moyenne pg4 et
de matrice de variance-covariance L, respectivement. Notant ® la matrice commune des facteurs
principaux et Ay la matrice diagonale des valeurs propres du groupe g. Le test d’hypothéses est le
suivant :
Y _
Hy: 95,8 =A4,
En utilisant la procédure de calcul, décrite dans [24], consistant & calculer les vecteurs propres de
. . . S_ (ng—-1)S . . . ,
la matrice de covariance-variance moyenne S = —%——22‘1(7(1: _)l)g, on obtient une estimation notée F
. g

g=1
de la matrice ® . On peut alors estimer les composantes principales de chacunes des g populations

par Zg = X F et poser Fy = F'SyF. Dans [30], les auteurs montrent qu’alors la statistique du
rapport des log-vraisemblances s’écrit :

G .
X2 =Z(ng—1)10gM
| Fl

g=1

qui, en appliquant la théorie générale des tests de rapport de vraisemblance, suit asymptotiquement
une loi du x? a (g — 1)p(p — 1)/2 degrés de liberté sous Hp.

A.4 Analyse procustéenne: rappel

Notations:

o X = [X; X2 X3] € Mi149, o X; € M11.3 Vi € {1,---,3} représente le triplet de facteurs
principaux ¢ correspondant & une direction donnée.

e on choisit comme mesure de proximité de X; et X;, ¢ # j la quantité:
k=11 ,
P(Xi, Xg) = 30 1 Xes = Xy 1P =t (X = X,) (X% - X))

k=1
v(,J) € {1,2,3)
e X; matrice centrée correspondant & la matrice X;. On supposera de plus que, tr(X';X’,- ) =
1, Vi € {1,2,3} de fagon & réduire la variabilité relative & chaque matrice.

Le but de cette analyse est de trouver la matrice orthogonale T;; qui minimise dz(X',-, X'jT,-j), ou

qui maximise tr(T,-jX; X i), puisque:

F@3Ty) = o (5= 51) (%= %7) )

= tr( .6 )+t7'(X;ij ) - 2tr(T,-jX,- X])

En utilisant la décomposition en valeurs singuliéres de Xi X i=U ©V’, on peut montrer que
Pestimateur de T;; est :

Ty = VU = (;e,- %%, ;zj) (x x)

La mesure de proximité dz(X,-, X jT,-j), ainsi obtenue est une mesure de la distance entre les deux
structures factorielles X; et Xj.
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A.5 Positionnement multidimensionnel : rappel

On trouvera de plus amples détails dans (cf. [31])
Soit D une matrice n*n de dissemblances, c’est-a-dire telle que :

drr =0
drs >0Vr#s
drs =dsr Vr # s

Le but de la méthode du positionnement multidimensionnel (Multidimensional Scaling: MDS en
anglais), est de trouver les points Py, P, - - -, P, en dimension k tels que si d,, représente la distance
Euclidienne entre P, et P;, alors D est ”similaire” dans un certain sens & D. La dimension k est
en général inconnue.

A.5.1 Quelques résultats théoriques

Définition 9 Une matrice de dissemblances D est dite Euclidienne, s’il existe une configuration
de n points dans un certain espace FEuclidien dont les distances entre points sont données par D ;
c’est-a-dire, si pour un certain p, il existe des points x1,za,---,z, € RP tels que:

’

&2, = (zr - 2) (2r =)

Pour toute matrice de dissemblances D, notons:

e A= (ar)= —%dz

rs

e B=HAH ou H =1 —n"II est la matrice n x n de centrage.

Le théoréme suivant permet de déterminer si D est Euclidienne, et, si oul, comment trouver la
configuration de points correspondants :

Théoréme 20 Soit D une matrice de dissemblances et B comme définie plus haut, alors D est
Euclidienne si et seulement si, B est définie semi-positive. En particulier:

e (a) Si D est la matrice Euclidienne des distances inter-points pour une configuration Z =

7
(z1,22,--+,2n) , alors

bre = (2 = 2) (20 — 2) (r;5) €{1,--,n}?

ou sous forme matricielle,

1

B=(HZ) (HZ)
donc B > 0.

o (b) Inversement, si B est définie semi-positive de rang p, alors la configuration correspondant
a B peut-étre construite comme ci-suit :
Sotent Ay > A3 > --- > A, les valeurs propres positives de B, de vecteurs propres respectifs
X(iy normalisés par X('i)X(,-) =N i €{L,---,p} alors, les points P, dans R? de coordonnées
z, = (zrl,---,:c,.p)’ (ot z, est donc la r*€™€ ligne de X ) ont des distances inter-points
données par D.

Remarque:

La r'*™€ Jigne de X contient les coordonnées du ™€ point, alors que la #°™€ colonne de X
contient le vecteur propre correspondant a ;.

158



A.6. HISTOGRAMMES <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>