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Résum é. Soient p un nombre premier et F  un corps local complet pour une valuation 
discrète de corps résiduel fini de caractéristique p. Cette thèse s’inscrit dans le cadre du 
programme de Langlands local p-adique et modulo p, qui a été initié par Breuil. Elle 
consiste en trois chapitres. Nous supposons F  de caractéristique 0 au premier chapitre 
et F  de caractéristique 0 non ramifié au troisième. Au premier chapitre, nous montrons 
une partie d ’une conjecture de Breuil et Schneider sur l’existence de réseaux stables 
dans des représentations localement algébriques de GLn(F). Au deuxième chapitre, 
à une représentation lisse irréductible de GL2CF) sur ¥p avec caractère central, nous 
associons canoniquement un diagramme qui détermine la classe d’isomorphisme de la 
représentation de départ. Au troisième chapitre, nous appliquons la construction du 
second chapitre aux représentations considérées par Breuil and Paskunas pour construire 
de nouvelles représentations supersingulières de G I^ F ).

M ots clefs : norme invariante, représentation localement algébrique, représentation 
supersingulière, diagramme canonique, poids de Serre.

On p-adic and  m odulo p local Langlands p rogram

A bstrac t. Let p be a prime and F  be a complete discrete valuation field with a 
finite residual field of characteristic p. This thesis follows the p-adic and modulo p local 
Langlands program which has been proposed by Breuil. It consists of three chapters. 
Suppose moreover that F  is of characteristic 0 in the first chapter and F  unramified in 
the third. In the first chapter, we prove a part of a conjecture of Breuil and Schneider on 
the existence of stable lattices inside certain locally algebraic representations of GLn(F). 
In the second chapter, to an irreducible smooth representation of GL2 (F) over ¥p with a 
central character, we canonically associate a diagram which determines the isomorphism 
class of the original representation. In the third chapter, we use the construction of the 
second chapter to construct new supersingular representations of GL2(F) in the cases 
considered by Breuil and Paskunas.

K eywords: invariant norm, locally algebraic representation, supersingular represen
tation, canonical diagram, Serre weight.
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Introduction

Soit p un nombre premier. Cette thèse s’inscrit dans le cadre du programme de 
Langlands local p-adique et modulo p, qui a été initié par Breuil dans une série de 
travaux ([Brl], [Br2], [Br3]). Ce programme est en voie d’achèvement pour GL2(QP) par 
les travaux de Colmez ([Co]). Soit F  un corps local complet pour une valuation discrète 
de corps résiduel fini de caractéristique p. Cette thèse concerne les groupes GLn(F) (au 
premier chapitre, où F  est supposé de caractéristique 0) et GL2CF) (aux deuxième et 
troisième chapitres). Le premier chapitre est consacré à la question de l’existence de 
réseaux stables sur des représentations localement algébriques de GLn(F), et les deux 
derniers concernent la théorie des représentations modulo p de GL2(F).

Les résultats principaux sont les suivants. Au premier chapitre, nous montrons une 
partie d’une conjecture de Breuil et Schneider (sur l’existence de réseaux stables). Au 
second chapitre, à une représentation lisse irréductible de GL2(F) sur ¥p avec carac
tère central, nous associons canoniquement un diagramme (voir [BP]) qui détermine la 
classe d ’isomorphisme de la représentation de départ. Au troisième chapitre, nous ap
pliquons la construction du second chapitre aux représentations considérées dans [BP] 
pour construire de nouvelles représentations supersingulières de GL2(F) (pour F  de 
caractéristique 0 non ramifié).

R em arque 0.1. Pour simplifier les notations, les résultats énoncés ici sont un peu 
différents de leurs versions correspondantes dans le texte.

Normes invariantes et existence de filtrations admissibles

Une “correspondance de Langlands” est une bijection naturelle entre représentations 
galoisiennes (de dimension n) et représentations de GLn. La correspondance de Lan
glands locale ¿-adique [i ^  p) a été démontrée par Harris et Taylor ([HT]) et peu après 
par Henni art ([He]). En particulier, avec les travaux de Vignéras ([Vil]), elle établit, 
si F  est une extension finie de Qp, une correspondance entre les ensembles de classes 
d’isomorphismes :

{
représentations admissibles "J ( représentations Sadiques } 

irréductibles entières > <— ► < de dimension n de Gal(Qp/F )  > . 
de GLn(F) sur J [ Probenius-semi-simples J

Comme déjà mentionné, les travaux de Breuil ont suggéré l’existence d’un analogue si 
l’on remplace i  par p. Rappelons ci-dessous sa stratégie.
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2 Introduction

Supposons donc F  une extension finie de Qp. Soient V  une représentation p-adique 
potentiellement semi-stable de Gal(Qp/F )  sur un Qp-espace vectoriel de dimension n  
et F ' une extension finie galoisienne de F  telle que V  devienne semi-stable en tant 
que représentation de Gal(Qp/F f). D’après le théorème de Colmez-Fontaine, la donnée 
de V  est équivalente à la donnée d’un (ip,N, Ga^-F'/F^-m odule filtré jDpstOO qui est 
(faiblement) admissible. La représentation V  a des poids de Hodge-Tate 1 < j  < 
72, cr : F  ^  Qp}. On suppose que, pour tout plongement or, les sont des entiers 
distincts que l’on ordonne de façon croissante avec j.

On peut associer à V  deux représentations de GLn(F) sur des Qp-espaces vectoriels :

(a) la représentation algébrique Alg(V) de plus haut poids

¿ 1,(7 —  ^ 2,(7 1 —  ' ’ * —  ^ 71,(7 1)

(b) la représentation lisse admissible Lisse(F) correspondant, via la correspondance 
locale classique, à la Frobenius-semi-simplifiée de la représentation de Weil-Deligne 
associée à V  par Fontaine ([Fo]).

Exem ple 0.2. Supposons F  — Qp, n = 2 et V  semi-stable non cristalline de poids 
de Hodge-Tate (0, k — 1) avec k > 2. En fixant une racine carrée p1/2 dans Qp, le 
(</?, N )-module filtré D =  Dpst(V ) associé à V  est isomorphe à Qpei © Qpe2 avec :

r at( \ ( ( \ kl2 \ ( FillD = D si i < 0

où À G Z* et £  G Qp. On a alors que

Alg(V) -  Symfc~2Qp ® | det \k/2~l et Lisse (F) =  St ® (ji A-i o det)

où St est la représentation de Steinberg usuelle de GL2(Qp) et p e s t  le caractère de 

Qp donné par x  i—► À“valp(x).

Un point important est que le couple (Alg(y),Lisse(Vr)) ne détermine pas la classe 
d’isomorphisme de la représentation galoisienne V  : on a oublié la filtration de Hodge 
(i.e. l’invariant fi dans l’exemple 0.2). L’idée de Breuil est d’essayer d’associer à V  une 
représentation continue de GLn(F) sur un espace de Banach qui est suffisamment grosse 
pour “contenir” (au moins) la filtration de Hodge et dont le sous-espace des vecteurs 
localement algébriques est isomorphe à Alg(V') Lisse(V).

Remarque 0.3. Par conséquent, la représentation Alg(V) Lisse(F) devrait ad

mettre une norme induite qui est invariante sous l’action de GLn(F). Or, si la représen
tation Lisse(F) est de dimension 1, alors Alg(V')®Q Lisse(F) n ’admet presque jamais de

Zp-réseau. Ce fait force à modifier la correspondance de Langlands locale dans certains 
cas (cf. §4, [BS]).

f N (e i) = e2 f tp(ei) =  p k/2\ e i  
1 N (e 2) = 0  \  <p(e2) =  p fc/2_1Ae2

f FiPD = D si i < 0
< FiP£> = Qp(ei +  £ e 2 ) si 1 < i < fc — 1 
{ Fil\D =  0 s i i> / c
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Réciproquement, si l’on se donne :

(a’) une représentation algébrique p de GLn(F) sur Qp et

(b’) une représentation lisse admissible 7r de GLn(F) sur Qp associée à une représen
tation de Weil-Deligne via la correspondance locale modifiée (cf. remarque 0.3),

on peut se demander quand le couple (p, ir) provient d’une représentation galoisienne. 
Une réponse est suggérée par :

C onjecture 0.4. ([BS]) Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) P tt admet une norme invariante ;

(ii) il existe une représentation potentiellement semi-stable V  de Gal(Qp/F )  telle 
que :

A lgO O ^p  et L is se '(V )^ 7T 

où Lisse^V) désigne la représentation associée à V  via la correspondance locale modifiée.

Notre résultat principal du premier chapitre est de démontrer l’implication (i) => (ii) 
de cette conjecture. La démonstration consiste en deux étapes. La première étape est 
une généralisation du lemme 2.1 de [Eml], le but étant de fournir un ensemble fini 
d’inégalités impliquées par (i) en utilisant le foncteur “module de Jacquet” d’Emerton 
([Em2]). La deuxième étape est de définir le (</?, N, Gal(F// i 7'))-module DpstOO cher
ché dans (ii) et de montrer que les inégalités fournies dans la première étape assurent 
l’existence d’une filtration (faiblement) admissible avec les poids de Hodge-Tate deman
dés. Signalons que ce n’est pas trivial puisqu’il existe en général un nombre infini de 
sous-objets de Dpst(V).

Diagrammes canoniques et représentations modulo p de 
GL2(F)

Rappelons que F  est un corps local de corps résiduel fini de caractéristique p. Nous 
nous intéressons aux représentations lisses irréductibles de GIj2(F) sur ¥p avec carac
tère central. L’étude de telles représentations a été initiée par Barthel et Livné ([BL1], 
[BL2]). Comme dans le cas complexe, leur première étape est d’étudier les représenta
tions induites à partir d’un caractère lisse de B(F) -  le sous-groupe de Borel des matrices 
triangulaires supérieures. On a un critère analogue au cas complexe sur l’irréductibi
lité de ce type de représentations. Par définition, une représentation lisse irréductible 
de GL2(F) sur Fp (avec caractère central) est dite supersingulière si elle n ’est pas un 
sous-quotient d’une telle induction.

Notons O l’anneau des entiers de F , w  une uniformisante de O et ¥ q = Fpf = O /w  
le corps residuel. Notons également

G =  GL2(F), K  = GL2(0),

I  C K  le sous-groupe d’Iwahori, I\ le pro-p-Sylow-groupe de I  et Z  le centre de G.



4 Introduction

Pour construire des représentations supersingulières, il faut commencer par utiliser 
l’induction compacte de K Z  à G. Plus précisément, soit (cr, V a) une représentation lisse 
irréductible de K  sur ¥p que l’on étend à, K Z  en envoyant w  sur l’identité. On note 
c - In d ^ a  le Fp-espace vectoriel des fonctions /  : G —> V°  à support compact modulo 
Z  telles que f(kg) = a(k)f(g) (g G G, k G K Z )  muni de l’action à gauche de G par 
translation à droite. Pour g G G et v G V a, on note \g,v\ l’élément de c-Ind^-^cr défini 
comme suit :

b) VW )  =  °(g 'g)v  si g' € K Z g - 1 

l9,v}(g') = 0 si g ' £ K Z g - 1.

D’après Barthel-Livné, on a :

T héorèm e 0.5. (%) EndG(c-Ind^z cr) =  FP[T] pour un certain opérateur de Hecke T.
(ii) Toute représentation lisse irréductible n de G sur ¥p (avec caractère central) est 

un quotient de
[c-Ind^z cr/ (T  -  A)] 0  (x ° det)

pour À e F P) a une représentation irréductible de K  et x  : F x Fp un caractère lisse ; 
de plus, 7r est supersingulière si et seulement si À =  0.

Pour les représentations supersingulières, on connaît très peu sauf dans le cas F  =

Qp :

T héorèm e 0.6. ([Brl]) Pour toute F^représentation irréductible a de K  et tout ca

ractère lisse x  '■ Qp —> F* ; iû GL2(Qp)-représentation

[c-lndS!z;)Wa/r]® (x° det)
est irréductible. Par conséquent, ces représentations fournissent toutes les représenta
tions supersingulières de GL2(Qp).

Le point clef de la preuve est le calcul des invariants de c -In d ^ 2|^p̂ x cr/T sous I i C

GL2(Zp). Breuil montre aussi qu’il existe des entrelacements entre ces représentations 
supersingulières. De manière explicite (et équivalente par [Vi2]), si n et 7r' sont deux 
représentations supersingulières de GL2(Qp), alors

(0.0.1) 71* =  7r' <=> 7r71 =  n '11 en tant que 7i(G,/i)-modules

où H(G, Ii)  := EndG(c-Ind^l) est l’algèbre de Hecke relativementde à Ii et 1. Mais, 
lorsque F  ^  Qp, des exemples (voir le troisième chapitre) et le résultat d ’Ollivier ([01]) 
suggèrent que la généralisation naïve de (0.0.1) est fausse, c’est-à-dire que l’espace vecto
riel des /i-invariants d ’une représentation supersingulière de G ne suffit pas à déterminer 
la classe d ’isomorphisme de la représentation lorsque F  ^  Qp.

Paskunas ([Pa]) a donné la description suivante de la /- représentation itIx si 7r =  

c -In d ^ 2̂ p̂ xcr/T (où a est une représentation irréductible de K). Posons
^ 2  {£pMp

'»=[(z'"o(0) t )4  '»=[(£ ¿)-i+w
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qui sont des sous-espaces vectoriels de c -In d ^ 2| ^  x a stables sous l’action de I. Si l’on 

note / + (<7,7r) (resp. / “ (cr, n)) l’image de / + (cr) (resp. I~(cr)) dans 1r, alors on a

tt11 — / + (cr, 7r) n / _ (cr, 7r).

Ce résultat est le point de départ des résultats du second chapitre.

On rappelle la définition suivante : un diagramme est un triplet ( jD o ,jD i ,t* )  o ù  Do  

est une représentation lisse de K Z , D\ est une représentation lisse de N  := IZU  (où 
n  := ( £  G ) e t r : D 1 ^  D0 est un morphisme IZ-é  qui variant.

Soient 7r une représentation lisse irréductible de G sur Fp avec caractère central et 
a une sous-if-représentation irréductible de n. Supposons d’abord que w  G Z  agisse 
trivialement sur tt. Alors il existe une surjection G-équivariante c-Ind^cr -» 7r. Comme 
dans le cas F = Qp, on pose :

et on note J + (cr, tt) (resp. / “ (<t, 7r)) l’image de / + (cr) (resp. I~(cr)) dans 7r. Par des 
arguments élémentaires, on démontre que l’espace I + (<t, 7r) (resp. J"(cr, 7r)) ne dépend 
ni du choix de a ni du choix de la surjection G-équivariante, et on peut donc le noter 
/ + (7r) (resp. / “ (7r)). Posons

Z?i(7r) =  / + (7r) n / “ (7r), Do(tt) =  (K  • jDi(7t)) C 7r,

on obtient ainsi un diagramme, appelé le diagramme canonique associé à 7r :

jD ( tt) : =  ( £ 0 ( 7 r ) , D i ( 7 r ) , c a n )

où can désigne l’inclusion naturelle Di(7r) Ç Do(n). En général, on écrit 7r =  7f (g)x°det 
de telle sorte que £7 agisse trivialement sur 7r, et on pose

-^(7r) := (•Oo(tt) ® X 0 det, J9i(7f) ® x 0 det, can).

Notre résultat principal du second chapitre est le suivant :

Théorème 0.7. Soient 7r et 1r' deux représentations lisses irréductibles de G avec ca
ractère central, alors n =  tt' si et seulement si D(tt) =  D(7rf) en tant que diagrammes.

Indiquons brièvement la démonstration, qui consiste à construire un isomorphisme 
G-équivariant (p : tt tt1 à partir d’un isomorphisme de diagrammes D(tt) —* D(nf). 
L’isomorphisme y? étant nécessairement unique, il s’agit de montrer l’existence. Pour 
cela, nous donnons une caractérisation de l’intersection Di(n) = n  I~{tt) s o u s  la
forme : pour toute égalité dans 7r de la forme (où [À] désigne le représentant multiplicatif 
de À G Fç dans O)

S  Co *?)«* +n(«0 = °
A gF ç v  j

í» ;=[(°"o{0} ? ) 4 r ( a )  =  [ ( £  í ) ' i + w
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avec w ,w \ G / + (tt), on a w ,w \ G Di(n). De manière équivalente, toutes les relations 
non triviales dans 7r sont contenues dans le diagramme Le théorème s’en déduit
facilement.

Décrivons le plan du second chapitre : en §2, on donne des préliminaires sur la 
décomposition de matrices dans G et sur le foncteur Indj-. En §3, on définit la notion 
“diagramme canonique” et on démontre le théorème principal 0.7. En §4, on fournit 
des propriétés sur le diagramme canonique. En §5, on applique la théorie des sections 
précédentes au cas F = Qp pour retrouver des résultats connus.

Sur quelques représentations supersingulières de GL2(QP/)

Soit p : Gai(Q/Q) —► GL2(FP) une représentation continue irréductible et impaire. 
Serre a conjecturé ([Se]), il y a déjà 20 ans, que p est modulaire au sens que p pro
vient d’une forme modulaire parabolique primitive. Cette conjecture a été récemment 
démontrée par Khare et Wintenberger ([KW1], [KW2]).

Dans [BDJ], la conjecture de Serre a été généralisée en remplaçant Q par un corps 
totalement réel qui est non ramifié en p. Pour notre propos, la conjecture de Buzzard- 
Diamond-Jarvis peut se formuler grossièrement comme suit (cf. conjecture 4.7, [BDJ]). 
On conserve les notations du chapitre précédent et on suppose que F = Qpf est l’unique 

extension non ramifiée de Qp de degré /  > 1. Soit p : Gal(Qp/.F) —> GL2(FP) une re
présentation continue. On peut lui associer un ensemble de poids, i.e. de représentations 
irréductibles de K , noté V(p). On appelle poids de Diamond les poids de T>(p), et la 
conjecture loc. cit. dit que ce sont exactement les poids apparaissant dans le Ji-socle 
d’une certaine représentation lisse admissible ttp de G associée à p construite sur la 
cohomologie.

Des résultats partiels sur la conjecture de Buzzard-Diamond-Jarvis ont été obtenus 
par Gee ([Ge]). De plus, il est espéré (cf. remarque 4.8, [BDJ]) que chaque poids de 
Diamond apparaît dans Trp avec multiplicité 1 si p est générique (définition 11.7, [BP]). 
On peut donc se demander si l’on peut construire abstraitement des représentations 
lisses admissibles de G vérifiant la condition

s o c i f ( 7 r )  =  ©  o-, 

a e v ( p )

où soc#(7r) est la plus grande sous-if-représentation semi-simple de 7 r | C ’est ce qui 
est fait dans [BP].

Rappelons la construction de Breuil-Paskunas. Supposons donc que la représentation 
p soit générique et telle que p G Z  agisse trivialement sur det(p). On peut lui associer 
une famille de diagrammes D(p, r) = (Do(p),Di (p), r) comme suit (en faisant agir p G Z  
trivialement) :

(i) D q(p ) est la plus grande représentation de GL2(0/p) telle que s o c ^ o ^ r * )  =  
®a£'D(p)CF telle que chaque a G®(p) n ’apparaît qu’une fois dans Dq

D{ Tr)
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(ii) Di(p) est l’unique représentation de N  sur D q(p)!l qui étend l’action de I

(iii) r : Di(p) ^  Do(p) est une injection J-équi variante arbitraire.

Il existe alors (au moins) une représentation lisse admissible 7r(p, r) de G telle que

(a) soc*:?!-(p,r) =  so c k D q(p )

(b) (nK:1, 7rJl, can) contient D(p,r) où can désigne l’inclusion n11 itKi

(c) 7r est engendrée par jDi(p) en tant que G-représentation.

On dira que 7r(p, r) est une représentation de G associée à D(p, r). La construction n’est 
pas du tout canonique : on a besoin de faire beaucoup de choix. Le but principal du 
chapitre III est de construire plusieurs représentations non isomorphes associées à un 
même diagramme D (p,r).

L’idée de la construction est grossièrement la suivante. On fixe une représenta
tion 7r =  7r(p,r) comme précédemment et une injection KZ-équivariante de n dans 
Inj^soc^7r -  une enveloppe injective de sock^  (dans la catégorie des représentations 
lisses de K) que l’on voit comme représentation de K Z  en envoyant p sur l’identité. Soit
S l’ensemble des représentations lisses admissibles fi de G telles que (1\k z  — ^ k sock ^  
et telles que l’on ait une injection de diagrammes

D{p,r) ^  ( i% £ ,i% ,c a n ) .

D’après [BP], S  n’est pas vide. On dit qu’une sous-J-représentation M  de 7r est spéciale 
si elle vérifie la condition suivante :

(S) pour tout il € S  et toute injection G-équivariante xjj : tt ^  Q, on a ^ \m  = c • Id
— X

avec c e ¥ p , où Id désigne Vinjection fixée de 7r dans Inj^soc^7r.

On définit une représentation tt' = 7r'(p, r) associée à D(p,r) à partir de 7r et encore à 
l’intérieur de Inj^soc^7r vérifiant les conditions suivantes :

(a) l’action de K Z  sur n f est la restriction de celle de Inj^soc^7r ;

(b) il existe une sous-/-représentation spéciale M  de 7r H n' telle que

(K *n(M)) £ (K • n;(M))

où II' désigne l’action de ( J J )  sur tt*.

Cela assure que 7r £  7r'.
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Partie I

Normes invariantes et existence de 
filtrations admissibles

1 Introduction

L’objet de ce chapitre est une conjecture proposée dans [BS]. Pour l’énoncer, on fixe 
d’abord quelques notations. Soit p un nombre premier. On fixe deux extensions finies 
L et i f  de Qp contenues dans Qp telles que [L : Qp\ = |Hom.Qp(L ,if)|, où Homqp(L.K) 
désigne l’ensemble des plongements Qp-linéaires de L dans if , et aussi une extension 
finie galoisienne V  de L telle que [Z/0 : Qp] = |HomQp(Lg, if) | où I/0 désigne le sous- 
corps non-ramifié maximal de V . On note W(Qp/L )  (resp. W(Qp/L f)) le groupe de 
Weil de L (resp. V ).

On considère les deux catégories suivantes (cf. §2.2) :

(i) WD Lt/L : la catégorie des if-représentations (r ,N ,V )  de dimension finie du 
groupe de Weil-Deligne de L  telles que la restriction de r à W(Qp/L f) est non 
ramifiée ;

(ii) MOD^//£, : la catégorie des (</?, AQ-modules étales D sur I/0 <g)Qp i f  munis d’une 
action de Gal(Z//L) vérifiant quelques conditions usuelles.

On sait qu’il existe deux foncteurs (non canoniques)

WD : MOD u /l —► WDjy/Li MOD : W D ^^l —* MODu/L

qui sont inverses l’un de l’autre (cf. §2.2).
Rappelons que (cf. [Fol]) pour un objet (</?, iV, Gal(Z//jL),I?) de MODu /l on peut 

définir un entier tj^(D) et, si de plus on se donne d’une filtration décroissante exhaustive 
séparée sur D u  = L* D qui est stable sous l’action de G al(I//L), on a un autre 
entier ¿#(£>1/). Par définition cette filtration est dite admissible si tn {D u)  =  tw(D) 
et si tH{D'L,) < pour tout sous-objet Df de D où D'L, est muni de la filtration
induite. Pour tout plongement a : L «—► i f , on pose

D u,a  =  D u  ®L'®QpK  (L f ®L,a K )-

9

< tN(D')
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On a alors un isomorphisme naturel D y  — Y\a:L ^K  Du,a-
Si (r ,N ,V ) E WD^/ ¡L, on note (r, N, F )ss € WDLr/L sa F-semi-simplification (cf. 

§8.5, [De]).
On fixe un entier d > 1 et :

(i) un objet (r, TV, V") de WD^//L de dimension d 4- 1 tel que r est semi-simple ;

(ii) pour tout cr : L K , un ensemble de d +  1 entiers < • • • < ¿<¿+1,0--

Posons aji£7 =  — id+2-j,a ~  (j  ~  1) Pour tout a : L <—> K  et j  G { 1 ,. . . ,  d + 1}. D’une part, 
à (r, TV, V ) on associe une représentation lisse sur K  de GLd+i(L) par la correspondance 
de Langlands locale modifiée (cf.§3.2), notée 7r. D ’autre part, à {dj,a}j,a on associe une 
représentation Qp-rationnelle sur K  de GLd+i(L), notée p.

C o n jec tu re  1.1. ([BS]) Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) p tt admet une norme invariante ;
(ii) Il existe un objet (</?, TV, G al(I//L ), £>) dans MOD^//^ tel que :

W D fa  N , Gal(L'/L), D )ss =  (r, TV, V),

et une filtration admissible ( F i s t a b l e  par Gal(Z//L) sur D u  telle que pour 
tout a : L c—> K  :

YùlD u i(7/'Fi\%JrlDL'^ ^  0 i e  {¿1,0- ,... Jd+l,a}-

On renvoie le lecteur au §1, [BS], pour l’introduction de la conjecture. Certains 
résultats concernant cette conjecture sont connus :

-  si (r ,N ,V )  est absolument irréductible (en particulier N  =  0), la conjecture est 
vraie (cf. théorème 5.2, [BS],) ;

-  si (r, TV, V) est absolument indécomposable, alors la condition (ii) est vraie si et 
seulement si le caractère central de p 0 ^  n est unitaire ; en particulier, (i) entraîne
(ii) (cf. proposition 5.3, [BS]) ;

-  si (r, TV, V) est tel que N  = 0 et tel que r  est non ramifiée et scindée sur K , alors
(i) entraîne (ii) (cf. théorème 5.6, [BS]) ;

-  si d = 1, L =  1/ =  Qp, et r n ’est pas scalaire, la conjecture est vraie ([BB], [Co]). 

Dans ce chapitre, nous montrons le théorème suivant :

T héorèm e 1.2. Supposons K  galoisien sur Qp et suffisamment gros tel que Von ait la 
décomposition

s

( r ,N ,V )  = Q ) ( r i ,N i,Vi )
¿=1

avec les (ri, TV*, V{) absolument indécomposables de dimension d{. On considère les quatre 
conditions suivantes :

(i) p® K  7T admet une norme invariante.
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(iv) Le caractère central de est unitaire et la condition d ’Emerton est satisfaite
(voir §3.1).

Alors, on a Vimplication et les équivalences :

(i) => {il) <=> (iii) 4=̂ (iv).

R em arque 1.3. L’existence de l’ordre dans (iii) et l’équivalence entre (ii) et (iii) 
donnent une réponse de la remarque 5.7, [BS].

Comme conséquence, on obtient (cf. corollaire 3.10) :

C orollaire 1.4. Avec les notations dans la conjecture 1.1, on a Vimplication

(■i) => {ii).

Introduisons maintenant les notations principales de ce chapitre.

Soit p un nombre premier. On fixe une clôture algébrique Qp de Qp, et aussi deux 
extensions finies L et K  de Qp contenues dans Qp telles que [L : Qp] =  |HomQp(L,üf)|. 
On note Gal(Qp/L) le groupe de Galois de L et W (Qp/L )  son groupe de Weil (qui est 

dense dans Gal(Qp/L)), et rec : W{Qp/L )ab ^  L x l’isomorphisme de réciprocité de 
telle sorte que les Frobenius arithmétiques s’envoient sur les inverses des uniformisantes. 
Posons Ol l’anneau des entiers de L, le corps résiduel de L et q = p f = |/cl|. On 
note L q =  Frac(W(Fç)) le plus grand sous-corps non ramifié de L et ipo le Frobenius

d \-\-----\-ds —i  s —1

[ K : L ]  £  Ei,><X>(A),
j = 1 cr ¿=1

d -\-1 s

[K : L] £ ] [ > >  =  Z > ( A )  =  tN (D]
j = 1 cr ¿=1

Il existe un objet (</?, N, Gal(Z//L), D) dans(ii)

WD{<p, N, Gal(L '/L), £ ) ss =  ( r ,  N, V),

et une filtration admissible ( F i stable par Gal(L'/L) x Gal(ÜT/Qp) sur D y  
telle que

FirD x/^ /F il1“1"1! ) ^ ^  7̂  0 i € { ii,a , . . . ,  ¿d+i,*}-

(iii) Posons (<Pi,Nu G aliL'/L),D i) = MOD(ri,Ni,Vi). Pour un ordre convenable
des Di (voir §2.4), les inégalités suivantes sont vérifiées :

\ K : L
d \

j = 1
> . E '

a
<  t f f  i( A ) ,

Mor tel que :SL'/L
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sur Lq. On note valp la valuation p-adique sur Qp normalisée par valp(p) =  1 et on pose 
\x \p = p~valp^  si x  G ; de même on pose val¿(x) =  e • valp(:r) et \x \l =  q'~valL x̂\  où 
e := [L : Q p]// est l’indice de ramification de L sur Qp.

Fixons V  une extension finie galoisienne de L. On définit Lg, &£/, f f, 
comme ci-dessus. Supposons [Lf0 : Qp] =  |HomQp(Lo,if)|.

Si G est un groupe réductif défini sur Qp et si G = G(L) est le groupe des L-points 
rationnels de G, on note RepG la catégorie des (¡^-représentations lisses de G. Si P  
est un sous-groupe parabolique de G avec M  son quotient de Levi et N  son radical 
unipotent, on définit les foncteurs suivants :

indp, Indp : RepM —> RepG, 

rp : RepG —» RepAf.

(a) Soit (a, W ) G RepM, notons indpcr l’espace vectoriel des fonctions f  : G -+ W  
telles que

-  f(nm g)  =  <j(m)f(g), si n E W, m G M  et g G G,
-  /  est invariante à droite par un sous-groupe ouvert de G.

Le groupe G opère par translation à droite et on obtient ainsi une représentation lisse 
de G. On pose Indpcr =  indp (a i] /2), où ¿p est le caractère module de P, c’est-à-dire, 
le caractère de M  = P /N  donné par : Sp(m ) =  [mNorrT1 : No] pour un sous-groupe 
ouvert compact arbitraire No de N .

(b) Soit (tt, V ) G RepG, on note Vjf le quotient de V  par le sous-espace V(N ) 
engendré par les éléments n(n)x  — x (n G N , x  G V). On définit (r*p7r, V/v) £ RepM par

rp(m )(v + y  (TV)) =  ôp1/2{m){Tt(m)v +  V (N )), m  e M, v € V.

2 Rappels et compléments sur la conjecture

Dans ce paragraphe, on rappelle des constructions et la conjecture dans §4, [BS].

2.1 Q uelques défin itions

Rappelons que dans §4 [BS] sont définies deux catégories WD y  et MODL// i  :

(i) W D L//L : la catégorie des if-représentations (r, AT, V) du groupe de Weil-Deligne 
de L (§8, [De]) sur un if-espace vectoriel V  de dimension finie telles que la restriction 
de r  à W (Q p/L f) est non ramifiée;

(ii) MODLf/L (ou MODLf/L K s’il y a risque de confusion sur if) : la catégorie des 
quadruples (</?, iV, Gal(L'/L), D) constitués par :

-  un L'0 if-module D libre de rang fini ;
-  un Frobenius (p : D —> D, c’est-à-dire une bijection <p telle que ip((l ® k) • d) = 

(<p'Q(l) ® k) • y>(d), pour l G I/0, k G if , d G D ;
-  un endomorphisme L'0 ®qp if-linéaire N  : D —> D vérifiant ;

í p 'q , valí,/

Nip = pipN]
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-  une action de Gal(Z//L) sur D commutant avec celles de p  et N : telle que g((l 0  
k) ■ d) = (g(l) 0  k) • g(d), pour g G Gal(L'/L), l G L'0, k G K , d G D ; 

les morphismes dans MODLi/L sont les homomorphismes Lq0qp if-linéaires conservant 
les actions de iV et G al(I//L).

On a deux foncteurs ([BS] ou [Fo2])

WD : MODu  jL —► WDL/

et
MOD : WD u  ¡i, —> MODL//L

qui sont des équivalences quasi-inverses l’une de l ’autre. On rappelle la construction 
dans la suite.

Construction de WD. Soit (</?, N, G al(I//L ),D ) un objet de MODL//L. D’abord, 
l’isomorphisme Lr0 0 q p K  = Yla'0-L'0̂ K  ^  induit un isomorphisme

(2.1.1) D ~  U  D*i,
a'Q:L'Q̂ K

avec DatQ =  (0, • • • ,0 ,1 ^ ,0 , • • • ,0 )D. Choisissons un plongement af0 : L f0 ^  K  et 
posons V = DŒf . Alors N  induit un endomorphisme K -linéaire nilpotent sur V  que l’on 

note encore N. Si w G W (Qp/L), on définit r(w) = w o (p~a(w) où w désigne l’image de 
w dans Gal(L'/L) et a(w) G / Z est l’unique entier tel que l’action induite de w sur ¥p 
soit la a  (^-puissance du Frobenius arithmétique x xp. On vérifie que r(w) : D —> D 
est Lq 0 Qp K -linéaire, et donc il induit un morphisme K -linéaire r(w) : V  —► V. Ceci 
définit un objet de WDj j que l’on note WD((<^, iV, Gal(Z//L),Z?)). Remarquons que 
la représentation (r, TV, V) est indépendante du choix de a'Q mais à isomorphisme non 
canonique près (cf. lemme 2.2.1.2, [BM]).

Construction de MOD. Soit (r, N, V ) un objet de W D ^ / E n  choisissant un plon
gement ct'q : L q K , on pose

D  =
n= 0

où Va, 0{pt-n =  V  est muni de l’action de Lg via Og o </?o-n , ce qui fait de D un Lf0 0 q p if- 
module libre. On définit les opérateurs (/?, N  sur D par :

\  =  w  : "* l W -  si 0 < n < / '  -  2

où w est n ’importe quel Frobenius géométrique dans W(Qp/L '), et 

r N\va> = N \v  : Va>o -> Va,Q

{ =  0 ^  v " " : W -  -  W -  si 1 î  n s  ?  ~ i-

<P  V  / „  =  iC l : r r f  r u n —71 V rr>  n , „ ' ~ n ~ 1 SI U < - 71 ^  ~  Z 
^ lv <r'0o<e'-n ‘r0°V’0 cr0 ° ¥ ’0 -  -  J

N \v ^ r  =  X V  O JV|V o r "  : -  V„w - .  si 1 < n < / '  -  1.

D = ©  v< w r'
n—0

v K 0o # - ? =  r { i j )  : ' W '  v * °
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Finalement, pour g G Gal(Z//L), soit w G W (Qp/L )  un relèvement de g , on définit 
l’action de g sur ^ ' ov/ - n P31

g = r(w )o  : V_, ,------► V  , ,
^ y ^  ^ 0 ° ^  a0O(P0

où, si n-ha(iü) > / '  — 1 ou n +  a(w) < 0, on regarde V , /-«-<*(«,) comme V , , ~ k  avec
’ V /  5 O ^ o° ^ o

fc l’unique entier tel que

0 < k < f '  — 1 et n +  a(w) =  fc (mod/ ') .

On vérifie que (</?, TV, Gal(L'/L), D) ainsi défini est un objet de MODj//^ que l’on note 
MOD((r, N , V )).

Remarque 2.1. Soit ((/?, N, G al(L '/L),D ) un objet de MODL// l  qui est absolument 

irréductible (donc N  = 0). Comme es  ̂L'0<S>qpK-linéaire et commute avec G al(I//L ) 
et (/?, on voit que tpf' est scalaire à valeur dans K x.

Maintenant, soit (<p, iV, G al(I//L ),D ) un objet de MOD£//£. On définit

M-D) = [L  . ¿0]7̂ valij(det

Posons Dl> = D ®L/Q L f et pour cr : L if ,

D u ,a  =  D u  ®Z/<g>Qpi f  ® L ,a  K ),

de sorte que l’on a l’isomorphisme D jj ~  Yla:L^K Du,a- Donc la donnée d ’une filtration 
décroissante exhaustive séparée sur D u  par des sous-L/®Qpif-modules (FillD u)iez  (pas 
forcément libres) stables sous l’action de G al(I//L ) est équivalente à la donnée, pour 
tout ¿G Z et tout a : L  if , d ’un sous-L' ®l,o- if-module Fi\lDu,a de Du,a qui est 
stable par Gal(L'/L) (donc nécessairement hbre) et qui vérifie Fill+1D u,a C Fil1 Du,a 
pour tout i et tout cr, et UiezFiV’Du,a — Du,a, r\iezFillDu,a =  0 pour tout a. Soit 
(Fil1 Du,a)iez,a:L^K  une telle filtration. On définit

îh  {Du) =  E E ¿dimL, (FiPDLV/Fili+1.DLV).
o'IjL1— > K

La filtration est dite admissible si tn {D u )  =  ï n {D) et si pour tout sous-L'g-espace vec
toriel .D' de D  stable par (p et N , on a t#  (D^,) < t^ {D !), où D fL, est muni de la filtration 
induite par D u- Par la proposition 3.1.1.5 de [BM] et la proposition 4.4.9 de [Fol], pour 
que la filtration soit admissible, il suffit de vérifier l’égalité tn {D u ) = t^ iD )  et l’inéga
lité tH {D fLt) < ttf(D f) pour les so u s -L q  ® Q p if-modules Df qui sont stables par <p, N  et 
Gal(L'/L) (nécessairement libres), c’est-à-dire pour les sous-objets de D dans MODu /l -

L'0{vf Id))-
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Si n G N, on pose Gn =  GLn[L) et G = Gd+1 où d > 1 est un entier fixé. Une 
partition de l’entier n est une suite a = (ni,...,7ir ) d’entiers positifs tels que n =
ni H------ h nr. Étant donnée une telle partition, on note Pa le sous-groupe de Gn formé
par les matrices triangulaires supérieures par blocs, i.e.

/ Gni * • • • * \
0 Gn2 " •  *

P* = . : . ;

V 0 0 ••• GnJ

On note M a =  Mpa son quotient de Levi et N a = Npa son radical unipotent. Le groupe 
Pa est appelé sous-groupe parabolique standard de Gn. Si a  et /? sont deux partitions 
de n, on dit que (3 est une sous-partition de a si M@ C Ma (notation : /? < a).

On fixe un choix de q1/ 2 dans Qp. À une représentation (r, N, V ) de dimension d-f 1 
telle que r est semi-simple, la correspondance de Langlands locale permet d’associer une 
représentation irréductible lisse admissible 7rumt de G sur Qp normalisée de telle sorte 
que son caractère central soit det(r, JV, V’) o rec“ 1. Notons que la définition dépend du 
choix de g1/2. Dans [BS], cette correspondance est modifiée comme suit :

-  si 7rumt est générique (cf. §2.3, [Ku]), alors 7rUIUt | det | admet un unique 

modèle sur K  qui ne dépend pas du choix de g1/2 ; on le note ir ;

-  si 7rumt n’est pas générique, elle s’écrit comme l’unique quotient d’une induction 
parabolique

IndpttL(&i, n )  <g> • • • <g> L(bs, t s ),

où a = (birii, . . . ,  bsn s) est une partition de d +  1, les Ti sont des représentations 
irréductibles cuspidales de GLni(L) et les L(b^Ti) sont des Steinberg généralisés, 
c’est-à-dire, Lib^ri) est l’unique quotient irréductible de

Indp^niri 0  Ti \ det \l 0  • • • 0  r |̂ det l^“ 1

avec ai la partition (n*,. . .  ,n*) de biUi (cf. §3.1, [Cl]). On a le résultat suivant :

Lemme 2.2. (lemme 4.2, [BS]) La représentation

(IndpQL(6i, n )  ® • • • ® L(bs , r s)) | det

admet un unique modèle sur K  qui ne dépend pas du choix de ç1//2. On le note tt.

Si l’on suppose que K  est gros au sens où tous les L(b^Ti) sont fixés par Gal(Qp/if) , 
alors on peut définir tt de manière plus directe (dans les deux cas, cf. théorème 2.3.1, 
[Ku]). En fait, si l’on pose

Ti) =  L(bi, Ti) I det
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alors C(bi,Ti) ne dépend pas du choix de g1//2 et est fixé par Gal(QP/K ). D’après la 
proposition 3.2 de [Cl], elle admet un modèle unique défini sur K  que l’on note 7̂ . 
Comme la représentation originale s’écrit sous la forme

indpa£(&i,Ti) 0  C(b2,T2)\ det [£bini 0  • • • 0  C(bs,r s)\ det \L ^ 3=1 hjn\  

on obtient ainsi le modèle 7r en posant

7r =  indp^TTi 0  7T21 det |^bini 0  • • • 0  7rs | det \L ^ =1 bjUj.

2.2 La conjecture

Conservons les notations précédentes. On fixe :

(i) un objet (r, N, V) de W D ^ / d e  dimension d +  1 où r  est semi-simple ;

(ii) pour tout a : L K , un ensemble de d +  1 entiers i^ a < • • • < i<i+i,a*

À (r, AT-, F ) dans (i) on associe la représentation lisse n comme au §3.2. Pour des i j^  
dans (ii), on pose

= ~id-\-2—j,cr ~ {j ~  1)

et on note p l’unique représentation Qp-rationnelle de G dont le plus haut poids est 

ÿ  : d iag(x i,. . . , x^+i) *—► Y ljU lla iL ^ K  x<j ja vis-à-vis du sous-groupe des matrices 
triangulaires inférieures (cf. §2, [BS]).

Si (r, N , V ) G WDjy jL5 on note (r, iV, V)ss G WDjy/ i  sa F-semi-simplification (§8.5, 
[De]).

La conjecture ci-dessous est proposée dans [BS] (conjecture 4.3) :

Conjecture 2.3. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :
(i) p 0 jr  7r admet une norme invariante, i.e. une norme p-adique || || telle que ||^ü|| =  

\\v\\ pour g G G et v G p 0 #  tt ;
(ii) il existe un objet (<£, iV, Gai (I//L ), D) dans MODx//^ tel que

WD(^, N, Gal(L'/L), D)ss = (r, iV, V),

et il existe une filtration admissible ( F i s t a b l e  par Gal(L'/L) sur D y  telle que

FillC LV /F ilî+1D i V  ^  0 <*=>■ I € {¿l,cr, . . . , id+l,a}-

Proposition 2.4. Avec les notations de la conjecture 2.3, la condition (ii) ne dépend 
pas du choix de L'. Plus précisément, si L" est une autre extension finie galoisienne de 
L telle que

[Lq : QP] =  |HomQp(Lq, K ) | et (r, N , V) € WDL„/L) 

alors la condition (ii) est vraie pour V  si et seulement si elle est vraie pour L n.
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Démonstration. Évidemment, on peut supposer V  C L".

(a) Soit (<//, JV7, Gal(L'/L), Df) un objet de MODLr/L. On pose

£>" =  Lg®L{| D',

et on définit de manière évidente <//', N "  et l’action de Gal(L"/L) sur D ". Alors on 
vérifie facilement que (<pn ,N n ,Gdl(Ln/L ) ,D ”) est un objet de M O D ^/^. De plus, si

W D N ', Gal(L'/L), D')ss = (r, N, V )

et s’il existe une filtration (.FiVD'L, a)i^  sur D fL, comme dans (ii), on munit D" de la 

filtration induite : FiV'Df[„ a =  L" ®£/ FiV'DfL, a. On vérifie que cette filtration est stable 
par Gal(Z/'/L) et est admissible (en fait on a tj^(D f) =  tjq{Dn) et tff(D'Lf) = £#(!>£„)). 
Choisissons un plongement a'0 : Lf0 K  et un plongement Œq : Lq K  tels que <Jq 
prolonge c î q . Alors l’application x ® k  i—► (1 ® x) ® /c induit un isomorphisme entre D fa , 

et D ”„ (cf. (2.1.1)) qui commute à r et à N. On a donc W D ^ ')  ~  WD(D").

(b) Soit N", Gal(L”/L ) ,D ”) un objet de MODLnjL et (Filq'D,[ f/ a)i^  une filtra
tion sur D"Ln comme dans (ii). Posons D f =  /L') que pon muilit ¿es structures 
induites : action de Gal(Z//L), opérateurs </?' et N \  et filtration sur D^n. On vérifie 
que (</?', N f, G ai(I//L), D f) satisfait à (ii) et on a L q ¿)/'Gai(L,//L') j^// pg^ jjilbert 
90. ° □

P roposition  2.5. Soit K ' une extension jinie galoisienne de K  contenue dans Qp. 
Alors

(1) la condition (i) est vraie pour K  si et seulement si (i) est vraie pour K ' ;
(2) la condition (ii) est vraie pour K  si et seulement si (ii) est vraie pour K 7 et si la 

filtration peut être choisie de telle sorte qu’elle soit stable sous l ’action de G a\{Kf /K ).

Démonstration. (1) est immédiat.

(2) La condition est évidemment nécessaire. Soit ((/?', N \  G al(I//L), D f) un objet de 
MOD^//l ,K' vérifiant (ii) où D' est un Lf0 ®qp if'-module. Posons D =  d ^ ^ k '/k ) ^  
est un Lq ®qp if-module. Comme <//, N f et G al(I//L) commutent avec G al(if'/if), 
on obtient un objet induit (<p, iV, Gal(Lf/L ),D )  de M OD^//^#. De plus, comme la 
filtration sur D'L, est stable par G al(if '/if) , elle induit une filtration sur D y  qui est 
bien admissible. Comme

WD(D)SS ®k K '~  WD {D ®K i f ') ss =  (r, AT, V) ®K K '

en tant qu’objets de WDl '/l7k ^ 011 a l’isomorphisme WD(D)ss = (r ,N ,V )  en tant 
qu’objets de WDl '/l ,k  Par Hilbert 90. □

Remarque 2.6. On verra plus tard que (cf. §5.3, §5.4) si (ii) est vraie pour if ', alors 
on peut toujours choisir une autre filtration admissible qui est stable par G al(if'/if). 
On en déduit que (ii) est vraie pour i f ' si et seulement si elle est vraie pour if.

La

£>/ _  £)i/Gaì(L"/L')
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3 Énoncé du théorème principal

Dans ce paragraphe, après quelques préparations, on énonce notre théorème princi
pal.

3.1 La con d ition  d ’E m erton

On rappelle un lemme d’Emerton dans cette section. On renvoie le lecteur à [Eml] 
ou [Em3] pour la définition d’une représentation localement analytique.

Soit P  un sous-groupe parabolique de G avec N  son radical unipotent et M  son 
quotient de Levi. D’après [Em3], on sait définir un foncteur “module de Jacquet” Jp , 
de la catégorie des représentations localement analytiques de G dans la catégorie des 
représentations localement analytiques de M, ayant la propriété suivante :

P ro p o sitio n  3.1. Soient p une K-représentation algébrique irréductible de G et n une 
K-représentation admissible lisse de G. Alors il existe un isomorphisme canonique de 
M-représentations

Jp{p ®K tt) ^  PN ®K (Vp7r)<5p/2, 

où pN désigne Vespace vectoriel des N-invariants de p vu comme représentation de M .

Démonstration. Voir la proposition 4.3.6, [Em3]. □

On note Z(M )  le centre de M  ; si No est un sous-groupe ouvert compact de iV, on 
pose

Z (M Ÿ  =  {z £ Z {M )| zNoz- 1 C iVo}.

Lem m e 3.2. (Emerton) Conservons les notations ci-dessus. Soient V  une K-représentation 
localement analytique de G et x  ’■ Z (M ) —> K x un caractère localement analytique de 
Z(M ). On considère les deux conditions :

(1) V  admet une norme invariante ;
(2) si Homz(M)(x, Jp(V)) ^  0, alors

Alors (1) entraîne (2).

Démonstration. Voir le lemme 1.6 de [Em2] ou le lemme 4.4.2 de [Em3]. □

D éfinition  3.3. On dit que V  satisfait à la condition d ’Emerton si pour tout P, No et 
X comme ci-dessus la condition (2) du lemme 3.2 est vérifiée.

R em arque 3.4. Comme tout sous-groupe parabolique de G est conjugué à un para
bolique standard, on peut supposer que P  est standard dans la définition 3.3. Aussi on 
peut supposer N 0 =  N  D M<j+i(C?l), où Md+i(<DL) est l’anneau des matrices carrées 
(d +  1) x (d +  1) à coefficients dans Ol .

\x (z)5 p \z)\p < 1, Vz G Z{M )+.
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3.2 L ' o r d r e des { r u N u V i ) 

Rappelons que l'on a fixé un objet (r, N, V) de WD y/i de dimension d + 1 où r est 
semi-simple. Supposons K suffisamment gros pour pouvoir écrire 

s 
(3.2.1) (r,JV,V) = 0 ( r i , JVi î VÎ) 

i=1 

avec les (r^, N^ Vi) absolument indécomposables de dimension d^ Posons pour 1 < i < s 

fo, N^ Gal(L'/L), A ) = MOD(fa, NI9 VI)) 

qui est absolument indécomposable dans MOD^/yx- Posons D^Q = Ker(i\^ : Di —» Di) 
et (pifl = Pi\D i0, donc Di s'écrit sous la forme (notons que (r^N^Vi) correspond à 
L(bjr i ) , cf. §2)' 

Di = A,o © A,o(l) © • • • © Difi(bi - 1), 

où Dito(n) = A,o avec y>i|jDif0(n) = = 0 et Ni envoie Dii0(n) dans 
Di${n — 1) par l'identité pour n > 0. On dit que Di et Dj sont de même type si 

H o m ^ G a l ( L V L ) ( A , ^ - ) ^ 0 

où Hom(|C,jGai(L//L)(^iî^j) désigne le groupe des homomorphismes L'Q ®qp if-linéaires 
de Di dans Dj conservant les actions de ip et de Gal(L'/L). Remarquons que si Di et 
D j sont de même type, alors il existe un entier l G Z tel que Dj$ ~ D^o{l) comme 
(<£, Gal(I//L))-modules. 

On choisit un ordre sur les {(r», JV», V )̂, 1 < i < 5} de telle sorte que (toujours 
possible) : 

{1 = H1UH2U-"UHv 

avec v > 1 un entier, vérifiant les conditions suivantes : 

- Jfei,fc2ejffi si seulement s'il existe j i , . . . , jm tels que Det Dj1, Dji et Dji+1 

(1 < i < m — 1), Djm et Dk2 sont de même type ; 

- pour i fixé, si fci, £ fci et Dkl,o{l) — £>fc2,o avec l > 0, alors fci < fc2 ; 

- si Dfcl)o - Dk2,o, et bkl < bk2, alors k1<k2] 

- posons Mi = ©fcEiîi^fc e t M j = QkeHjDk si i ^ j , alors i < j dès que 
i j v i M i î / r g ^ ^ ^ M i < tN{Mj)/igL^pKMj. 

Proposition 3.5. Choisissons un ordre sur les {r^Ni^Vi) comme précédemment et 
soient L(6i,Ti) les représentations définies dans §2.2. Alors la condition "ne précède 
pas" est vérifiée (définition 1.2.4, [Ku]). 

(3.2.2) 
= {1 , . . . , Si} u {si + 1 , . . . , s2} u • • • U { S V - 1 + 1 , . . . , « } 
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Démonstration. Supposons l’énoncé faux, et prenons i < j  tels que L(bi,Ti) précède 
L(bj, Tj). Alors Ti(l) =  Ti \ det \lL ~  tj pour un entier Z > 0 tel que l + bj > b{. L’énoncé 
s’en déduit par la correspondance

L{bi, n ) (ru N i, Vi) <-► D i.

Plus précisément, par

n i det \lL A,o(£>i - 1 - 0 »  Ti  D j,o(bj -  1),

on obtient
A,o — D j i O d l  H- b j  — b { ) ) ,  

ce qui contredit i < j  puisqu’on a l +  bj — bi > 0. □

3.3 T h éorèm e principal

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant.

T héorèm e 3.6. Supposons K  galoisien sur Qp et suffisamment gros tel que Von ait la 
décomposition

s
(r ,N ,V ) = ÇQ(ri,N i,Vi)

1=1

avec les (r*, Ni, Vi) absolument indécomposables de dimension di. On considère les quatre 
conditions suivantes :

(i) p <8>k  k admet une norme invariante.
(ii) Il existe un objet (</>, N, G sl(L '/L), D) dans MOD^y^ tel que :

WD(<p, TV, G al(I//L ), D )ss = (r, N, V ),

et il existe une filtration admissible (FilljDi/70-)i,a stable par Gai {L*/L) x G al(if/Q p) sur 
Dl / telle que

F U ^ L v / F i l ^ L v  ^  0 < = ► i €  , id+ i t<r}.

(iii) Avec Vordre des Di comme au §2.4, les inégalités suivantes sont vérifiées

di

j = i &

--- hds_i s—l

[ K - . L \  Y ,  E ^ - s E w a ) ,
jf = l  0 i— 1

d-fl s

\K -■ L\ E E = E
j =1 cr i= l

di

iK '-L] E E v ^ w -
j  = 1 CT

d-t-1 s

: lì E E = E ̂ (A) = ijv(ö).
j  =  l  CT i = l
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(iv) Le caractère central de p ^K 7̂ unitaire e tV  satisfait à la condition d}Emerton. 
Alors, on a les implications et les équivalences :

(i) => (ii) (iii) (iv).

Remarque 3.7. (1) L’implication “(ii) => (m )” découle de la définition d’admissibilité.
(2) L’implication “(z) =4> est une conséquence du lemme 3.2 et de la proposition

5.1 de [BS].

Remarque 3.8. Si l’on pose b =  b\ H------ h 6S,

D[ = Di,0, . • •, Drbl =  jDifo(6i -  1 ) , D'b =  Ds,o(&s -  1), 

et dl{ =  r g ^ ^ ^ i ^ ,  alors pour toute permutation v G S\>, on a

<d)

j = l  cr

dI/(l)+*”+ d i/(b -l) 6 - 1

[K :L]  E^<E^W )’
j = l  cr i = l

£¿+1 6 

[k : l ] e  E v.- = E =w)-
j = l  cr ¿=1

Démonstration. Ceci résulte de l’ordre des (r*, JV*, VJ) (cf. §2.4). Plus précisément,
la condition (iii) du théorème 3.6 dit que le polygone passant l’origine et les points 

k k k 
( S  S  ^N(Di))\<k<s est au-dessus de celui passant l’origine et les points ( ^  d*, [if : 
i = l  ¿=1 ¿=1 

----- (-¿fc

L] 5Zb>)i<fc<sj l’ordre des Di que l’on a choisi implique que cela reste vrai
j = i  a

pour les autres ordres des Di. Enfin, en utilisant le corollaire 5.25 (plus loin) à plusieurs 
reprises, l’énoncé s’en déduit. □

Remarque 3.9. D’après le théorème 3.6, la conjecture 2.3 se “réduit” à l’implication 
“(iv) => (i)” (en supposant K  suffisamment gros). On a un résultat analogue dans le 
cas complexe (cf. théorème 4.4.6, [Ca]).

Corollaire 3.10. Avec les notations de la conjecture 2.3, on a Vimplication

(0 => («)•

Démonstration. C’est une conséquence du théorème 3.6 et de la proposition 2.5. □

U )

[* = £] E Eb> ̂  ̂ (̂ d)).
j —l a

ìn {D'v{ì)) =  tN {D).
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4 Preuve de ( iii)^  (iv)

Dans ce paragraphe, on prouve l’équivalence (m) (iv) du théorème 3.6 (sous 
l’hypothèse que K  est suffisamment gros). Conservons les notations précédentes : G = 
GLd+i(L), di = bini, a  =  (d i,. . . ,  d5), r* est une représentation cuspidale irréductible de 
Gni, L(6i, ri) est le Steinberg généralisé, P = Pa est le sous-groupe parabolique standard 
correspondant à la partition a avec iVa son radical unipotent et M a son quotient de 
Levi, 7r est l’unique modèle sur K  de la représentation

Ind£oL(bi, n )  <g> • • • ® L(bs, ts ) ®Qp | det \~Ld/2,

p est la représentation rationnelle de G associée aux entiers et î/> son plus haut
poids. On note r  =  L(&i, n )  ® ® L(6S, r s) et on fixe Q =  Pp un parabolique standard 
de G où /? =  (m i,. . . ,  m T) est une partition de d -h 1.

4.1 Le fo n c te u r  Tq  o  Indp

Dans cette section, on trouve une condition équivalente pour qu’un caractère x  de 
Z(Mf3) soit tel que

o Ind^(r)) ^  0.

Commençons par le lemme suivant :

Lem m e 4.1. Soient l =  km et r ' une représentation cuspidale irréductible de Gm. Si 
7  =  (Zi,. . . ,  Zn) est une partition de l, alors rp^(L(k,r')) ^  0 si et seulement si m\li

pour tout i . Si cette dernière condition est satisfaite, alors rp l (L (k ,r f)) est irréductible 
et est égal à

L(pn, r 11 det |Pi+-+P"-i) (g). ..  (g) L(pi, r ') , 

où pi =  li/m . Son caractère central est égal à la restriction de 

(x(r')l det |P1+- +P~-1 ® . . .  ® x (t ’) \ det l^“ 1) ® • • • <g> (x(r') <g> ■ • • ® x (r ') | det |£1_1) 

à Z (M 1), où x(T0 désigne le caractère central de r '.

Démonstration. C’est une conséquence des propositions 1.5 et 9.5 de [Ze]. □

Maintenant posons 7  =  (n i , . . . ,  ni, n2, . . . ,  n2, . . . ,  n s, . . . ,  ns) la partition de d +  1,

b\ fois 62 fo is bs fo is
et

X-r = (x(n) ® • • • 0  x(n)| det |£ _1) <g> - - • <g> ( x ( t s ) <S> ■ ■ ■ ® x ( t s ) | det |^ -1).

Alors Xj est un caractère lisse de Z(M 1) dont la restriction à Z(M a) est le caractère 
central de t .  Posons W  ~  Sd+i le groupe de Weyl de G, Po =  -P(i,...,i) et

=  {w € W \w(M a n Po)w~ 1 C Po'VJ-'iMp n  Po)w c  Po}.W a'ß

Hom2 (M;3)(x ,r § o I n

h
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Si w E W a'@ et si l’on pose a ' =  a  H w l fiw (cf. §1.2, [Ze]), alors a' < a. Si de plus 
7 < a ', i.e. My Ç Ma/, on a Z(M Qt) Ç Z(M7), via lequel on peut voir Xi comme 
un caractère de Z(M ai). De même on voit x7 1 comme un caractère de Z(M p), où 

/3' := waw~l fi fi et x7 1 (z ) := X i(w~^zw) pour z G Z(M7).

Proposition 4.2. (1) Si P  = Q (donc a = fi), on a H om ^j^) (x7,rp  olndp(r)) 7̂  0.

(2) Homz(Mp){XirQ 0 Indp(r) ^  0 si et seulement s ’il existe une permutation w G 
W a'@ telle que

7 < a  n w - 'fiw  et x — X7 _1 \z(Mpy

Démonstration. (1) est un cas spécial de (2) en posant w = 1, et (2) se déduit du lemme
4.1 ci-dessus, et du théorème 1.2 et de la proposition 1.6 de [Ze]. □

Vu la définition de p, on considère aussi les sous-groupes paraboliques inférieurs. 
Posons

/  1\

^ 0 = G GLd+i(L),

\1

et Q* = woQwq1, Np = vuoNpWQ1, Mp = woMqWq1. D’après la proposition 4.2, on 
obtient

Corollaire 4.3. (1) Si P  =  Q, on a Hom^(^*)(x7°V;̂ p*2| det \~l̂ 2, Jp*(p ® 1r)) ^  0.

(2) Hom^(j\^*)(x, Jq*{p ® 7r)) 7̂  0 si et seulement s ’il existe w G W a^  tel que

7 < a  n  w ~x^w  et x = (Xy lw° t p ^ \  det \ l d/2)\Z{m;)-

Démonstration. Ce corollaire se déduit de la proposition 4.2 et des faits suivants :

-  d ’après la proposition 3.1,

Jq- {p <S> 7r) ~  pNê <8> (tq*tt)Sq^ =  pN0 ® (rq, O Indp r) | det |¿ d/2à'Q.2;

-  pN& est une représentation algébrique irréductible de Mp dont le caractère central 
est la restriction de ^  à Z(Mp) ;

-  si cr G RepG, alors Homz{M&)(x ,rQ(a)) 7̂  0 si et seulement si Homz(m%)(xw°, 

rQ*{v)) ± 0.
□

4.2  La preuve

Démonstration de (iii) => (iv) : D’abord par la proposition 5.1 de [BS], le caractère 
central de p n est unitaire.
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Posons 7V0* =N*0 n  Md+ i(0 L) C N*0, Z{M*0)+ = {z  G Z i M ^ z N ^ 1 C iV0*}. Soit

u.) G W Q,/3 tel que 7  < a  n  w ~l (3w. D’après le corollaire 4.3 et la remarque 3.4, il suffit 
de prouver :

(4.2.1) valp (X! f  1iuo# q .1/2| det |¿ d/2 (z)) > 0 , Vz G Z (M |)+ .

On récrit x™ 1 \z(Mp) sous forme

x i ® ® Xr

avec xi : Z (G mi) —> i f x . Soit ¿1 <  ¿2 < • * • < ¿r, on pose (rappelons que /3 =

z =  z ( t i , . . .  , t r ) =  diag(pt l l mr, . . .  ,p trJLmi),

où l mi désigne la matrice identité d ’ordre m*. Alors 2: G Z (M |)+ et on voit qu’il suffit 

de vérifier (4.2.1) pour z G Z (M p)+ de cette forme.

On calcule valp(x™ lw°(z)), valp('tp(z)), vdlp( 5 ^ 2(z)) et |d e t |^ d//2 respectivement.

(a) Évidemment on a

r

valp(x“ " 1“’°(z)) =  ^ Î r+ l- t iv a lp ix K p lm J ) )
i=1

valp(| de t(z)|^d/2) =  ^[L  : Qp] ^
¿=1

(b) Par définition de p, on a

mr d+ 1

valp^iz)) = il ( E  E  H<r) + • • • + ir ( E  E  Oj>)
j= l cr j=mrH--- hm2+l <7

m r d+1

= —̂1 X] ̂ d+2—jjcr — ‘ ‘ — tr ¿<¿+2—j,cr
j= l <J j=mrH--- hm2+l cr

mi (2 13 nij-Hni-1)
- [L  : --------- [L : Qp]tr -------^ ----------

r mi H--- l-rrii
= — ¿(^r+l-t X^b>)

i= l j=rniH--- |-mi_i+l o-

-^ [L  : Qp]( E  ir+l-*"i»(2 E  +  m i  ~  i))-
¿=1 j>i

(c) Par [Vi], chapitre 1.2.7, exemple (c), on a

valP(ÎQ.1/ 2 (2 )) =  iv a lp ^ g V o z w ô 1))

= ~\[L ■ Qp] E (E  — E  mj)mitr+i-i.
i= 1 j<i j>i

(m i,- -  - ,m r ))

TRitr+l-i-

Qp]*1mr(l r x) -
m . i  - I--------- 1-71
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Un calcul rapide implique que

valp(X7 - 1“’°’Mq*/21 det |l d/2{z))
r r  m \  H-----Y m*

=  X / ^ r + l - iv a lp ( X i(p lm i)) — (tr_|_x—i S ^ j,cr)-
i = l  ¿=1 ji=m iH-----f-TTit-i+1 <7

On déduit du fait ti < t2 < ••• < tr que la condition (4.2.1) est équivalente aux 
inégalités

k k m \  H-----1-rrii

^valpix'i&lmi)) > Y ,
¿=1 ¿=1 j=m i~\-----h m i_ i+ l  cr

pout tout 1 < k < t. Mais par la correspondance de Langlands locale (non modifiée), 
le caractère central de L(b{, r*) est det(ri, V{) o rec-1 , on a donc pour tout 1 < i < s 
(cf. proposition 5.1, [BS])

valp(x(ri)l det li(p lmi)) = -  1 -  j)), j =  0 ,. . . ,  -  1;

le caractère xi étant un produit de tels caractères, la remarque 3.8 permet de conclure.
□

Démonstration de (iv) => (iii) : Cette direction est immédiate à partir du calcul ci- 
dessus. □

R em arque 4.4. Cette preuve est une généralisation du lemme 2.1, [Em2].

5 Preuve de (iii)=^(ii)

Dans ce paragraphe, nous montrons l’implication (iii) => (ii). Posons

(tpi, N h Gai(L '/L), Di) =  MOD(ri5 N u Vj).

Convention : comme les Lq <S>qp if-modules £>' que l’on va traiter dans la suite sont tous 
objets de MOD y  /L libres de rang égal à dim^(W D(D/)), on écrit

dimD' := TgL,o&QpKD'.

5.1 Construction de (</?, iV, Gal(Z//L), £>)

Dans cette section, on construit un objet spécial (¡p,N,Gal(L'/L),D) de MOD 
tel que

WD(y>, AT, Gal(L'/L), D)ss =  (r, iV, V).

Regardons d’abord quelques exemples.

[K - L ]tN D̂ i’ °(&* _  1 _
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E xem ple 5.1. Pour simplifier, on suppose Lf =  L  =  Qp (donc G al(L '/L)—{1}). Défi
nissons (<po,No,Do) G MODQp/Qp par :

Do = K e , <po(e) =  e, N 0(e) =  0.

(1) (a) Soit D =  D i© D 2 =  D0 © (Do 0 Do(l)), c’est-à-dire,

D =  i f 3 =  ife i © K 62 0  ife 3

avec
¥>(ei) =  ei, ^(c2) =  e2, y>(e3) =  pe3

et
JV (d )= 0 , AT(e2) =  0, N (e3) = e2.

Alors il existe un triplet (¿i, ¿2, ¿ 3 ) tel que

¿1 < ¿2 < î3î il +  ¿2 +  h  = tjv(D) =  1,

et tel qu’il n ’existe aucune filtration admissible dont les poids de Hodge-Tate (i.e. les 
entiers i tels que Fil” lD /F il_t+1D ^  0 avec multiplicité) soient {—¿1, — i2, —13}- En fait, 
on peut choisir un triplet (¿1, z2, ¿ 3 ) tel que

h  < ¿2 < h  +  ¿2 +  ¿3 =  ^at(D) =  1, et ¿2 > 0.

Soit (FillD )i6z une filtration quelconque dont les poids de Hodge-Tate sont {—¿1, —¿2, — ¿3}. 
Alors dimFill2D =  2 et si l’on pose D ' =  Fill2D n (K e  1 ® K e 2) qui est un sous-objet de
D, on a

f tH(Df) = i2 + h > 0  = tN (Df) si FiP2D =  ÜTei +  ife 2 
\  ¿#(D7) > i2 > 0 =  ttf(D ;) sinon.

Autrement dit, la filtration (FillD)t€z n ’est pas admissible, ce qui montre notre énoncé. 

La situation sera améliorée si l’on modifie ip par

V*(ei) =  ei +  e2, tp*(is2) =  e2, <¿>*(<23) =  pe3.

On vérifie que ptp*N = Ntp*, et tout sous-objet non trivial de D est de l’une des formes :

K e 2\ K e i@ K e j , (i,j) =  (1,2) ou (2,3).

On peut construire une filtration telle que

tH(Kei) = h , tff(K ei © K ej) = h  + i2

pour i 7̂  j  (cf. lemme 5.9 ci-après), et la condition ii < i2 < ¿3 entraîne que cette 
filtration est admissible.

(b) Le même énoncé et la même preuve pour D =  (Do © Dq(1)) 0  Dq(1).
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(2) Soit D =  D \ © D 2 =  (-Do © A>(1)) © (A )(l) © A) (2)), c’est-à-dire,

D — K e i © K e 2 © K e 3 © K e 4 ,

ip(e 1) =  ei, ^(e2) =  pe2, v?(e3) =  pe3) </?(e4) =  p2e4,

N (e\) =  0, iV(e2) =  e i , iV(e3) =  0, N (eA) =  e3.

On peut énumérer tous les sous-objets non triviaux de D  :

ife*, ¿ =  1,3; K e iQ K e j,  (i, j) =  (1,2), (1,3), (3,4);

K&i © K ej © ifefc, (¿,j,fe) =  (1,2,3), (1,3,4);

JTci © K v , avec u =  e2 +  ae3 , a G K x .

Soient {¿j}i<j<4 des entiers tels que

4
y  ¿ j= 4 , ¿i < ¿2 < ¿3 <  ¿4- 
j = i

On peut construire une filtration (F iP D )^  sur J? telle que (cf. lemme 5.9)

FilijD/Fili+1I> ^  0 ^  i G {¿1, 12, 13, 14}

et telle que

tH{Kei) =  ¿1, tn iK e i  © K e j ) =  ¿1 +  ¿2 , tH{Kei © K ej  © K e k) =  ¿1 +  ¿2 +  ¿3 ,

pour tous ¿, j , k distincts. En particulier, si D f =  K e i® K v  avec v =  e2 +  ae3 , a G i f x , 
on a tn {D f) < ¿1 +  ¿3 . L’hypothèse sur {¿j}i<j<4 implique ¿1 +  ¿3 < 1 et on en déduit 
la admissibilité de la filtration.

Notons que l’on peut aussi modifier </? comme en (1) :

<p*{e2) =  pe2 + p e 3, <p*(ei) =  y>ei Pour * î  2*

On vérifie que pip*N =  Ntp* et

W D fa N ,  Gal(L'/L), D )ss =  Gal(L'/L), £>)ss,

et que la filtration définie ci-dessus est encore admissible.

(3) Soit D =  D i © D 2 =  (Do © D o(l) © D q(2)) © A )(l)- On peut vérifier que si {p* 
est un endomorphisme de D  tel que pip*N =  Nip* et tel que

W D(ip*,N, Gal(i//L),L>)SS =  W D {p :N, Gal(L'/L),i?)ss,

alors (p* =  ip.

: WD(u>*,N, GalíL'/L), D)ss,
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R em arque 5.2. (1) L’exemple dans (1) nous dit que l’on doit modifier </? dans certains 
cas pour qu’il existe une filtration admissible sur D . (Notons que le triplet (¿i, ¿3) 
vérifie la condition (iii) du théorème 3.6.)

(2) L’exemple (2) nous dit qu’il n’est pas toujours nécessaire de modifier (p.
(3) L’exemple (3) nous dit qu’il n’est pas toujours possible de modifier ip.

Lem m e 5.3. On fixe un i E {1, • ■ • , u} où v est défini dans (3.2.2), et soit fci G Hi, 
k2 E Hi tels que ki < k^. On écrit D kl et D k2 de la frome :

D kl = D 0 © £>o(l) © • ■ • © D0{bkl -  1),

D k2 =  D q(1) © D q(1 +  1) © • • * © Do(l +  bk2 ~  l)? 

avec l > 0 et Dq = ker(N : D kl Dkl) absolument irréductible. Alors

(1) Pour gneHomMOD^^Î-Dfci,^^) 7^0 il faut et il suffit quel < bkl — 1 < l+bk2 — 1- 
S ’il en est ainsi, Hom.MODLt/L(Dk1,Dk2) est un K-espace vectoriel de dimension 1.

(2) Supposons HomMODL//L(J f̂ci5 J9fc2) ^  0 et soit a : D kl —* D^2 un tel morphisme 
non nul. On modifie le Frobenius sur D kl © D^2 en posant ip : D kl © Dk2 —> Dkl © Dk2,

<£(ei) =  y>ki (ei) +  (¿>fc2(c*(ei)), <p(e2) =  </?fc2(e2),

où ej G D kj et ifikj est le Frobenius sur Dkj avec j  G {1,2}. Alors p<pN — Nip où 
N  = N kl ® N k2 : Dkl 0  D k2 -*• D kl © D ki. De plus, on a

(<p, N, Gal(L'/L), Dkl © Dk2 ) G MODv /L ,

et

WD(y>, N, Gal(L'/L), D kl © D k2)ss = WD(<pkl © <pk2, N, Gal(L'/L), D kl © D ^ .

(3) Avec les notations dans (2), tout sous-objet D' de N , G&\(L'/ L), Dkl © Dk2) 
e s t  d e  l a  f o r m e  :

(Dq © • • • © Do (fri)) © 0^0 (0 © * * • © D q(1 +  62))

avec - 1  < b  ̂ < bk 1 — 1, —1 < bf2 < b^2 — 1 vérifiant b[ < l +  b*2, où £>'■ =  —1 désigne 
D 'H D k j = 0.

Démonstration. Immédiat. □

Motivé par les exemples 5.1 et le lemme 5.3, on définit l’objet G al(I//L), D) 
de la manière suivante :

(a) en tant que Lf0 ®qp if-module, D = ©|=1Di ;

(b) on pose N  =  ©f=1Ni sur D ;

(c) on définit l’action de Gai(V /L )  sur D naturellement ;

(d) pour tout \  < k \ < k 2 < s \

{<p,N, Ga



5. Preuve de (iii)=^(ii) 29 

- si /ci, /c2 G Hi pour un i, on peut écrire 

I>fci = E>o e • • • © D0(bkl - 1), Dk2 = D0(l) © • • • © Do(l + bk2 - 1); 

avec i > 0 et Do = ker(7V : Dkl —> Dkl). Si de plus l = 0 ou bkl = l + bk2, et 
si est le plus petit entier de H{ ayant l'une de ces propriétés, on pose (sur 
Dkl®Dk2) 

<p(eî) = ^fci(ei) + (pk2{a(ei)) si ei E Z?fcl, <p(e2) = e2 si e2 G Dk2 

o ù a ^ O est un élément fixé de KomuoDL, /L{Dkl,Dk2). 
- sinon, on pose ip = (pkl © (pk2 sur Dkl © Dk2. 

On déduit de la définition et du lemme 5.3 que (<£>,iV, Gal(L'/L),D) G MODL//L et 

WD((p, AT, Gal(I//L), L>)ss = (r, AT, V). 

5.2 Bons sous-objets de D 

Dans cette section, on étudie la structure de D qui sera utilisée dans la suite. 

Supposons d'abord D = D^ pour un i G {1, • • • , i>} de sorte que l'on peut écrire 

D = D1Q-'-®Ds 
1 ; = {Do © • • • © A)(&i - 1)) © • • • © (D0(l8) © • • • © Do{ls + bs- 1)) 

avec l s > l s-1 > ••• > 0 et (<£>|.D0, N|£>O — 0)Gal(Z//£), A)) absolument irréductible 
ff 

de dimension h. Remarquons que, d'après la remarque 2.1, \D0 = a est scalaire avec 
a G i f x . Notons </?' = (¿^ et q' = pf dans la suite pour simplifier les notations. 

Définition 5.4. (1) Un sous-objet D' de D est dit bon s'il est de la forme (en tant que 
sous-espace relatif à la décomposition (5.2.1)) 

D' = £>i©---©£>s 
= (Do © D0(l) © • • • © Do(b[)) © • • • © (D0(ls) © • • • © D0{ls + &'*)) 

avec - 1 < b\ < b{ - 1, où Vi = - 1 désigne D' n A = 0. 
(2) On appelle drapeau de D une suite de sous-Lg ®qp if-modules libres {Ei}\<i<m 

de D tels que 
0ÇE1Ç---CEmÇD. 

Si cr : L K est un plongement, on définit un drapeau de Du ^ de manière analogue. 
(3) Un drapeau 

A : 0 Ç Ei Ç C Em C D 

de D est dit bon si tous les Ei sont bons. 
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R em arque 5.5. (1) L’ensemble des bons sous-objets de D est de cardinal fini.
(2) Si E i et E 2 sont deux bons sous-objets de D, alors E i -h £ 2, H £ 2, ke^TV ^) 

et N (E i)  sont bons aussi. De plus, si N \e1 =  0, alors pour tout j ,  ker ((</?' — q,̂ a)\E1) et 
(<p' — q^a)(Ei) sont bons.

(3) Si D  est absolument indécomposable, ou D = Di © D 2 avec

HomMODL//L(D i ,D 2) 7̂  0 

et on définit ip comme dans le lemme 5.3 (2), alors tout sous-objet de D  est bon.

On peut aussi écrire D  sous la forme (comme (y?, Gal(I//L))-module)

D =  D=0© ---® i)= n
=  ( ©  A 3) © ( ©  A )(l)) © • • • © (©  Do(n)),

où n  =  max2<i<s{i>i — 1, k + bi — 1}. Alors par définition de (/?, on a pour tout 1 < j  < n : 

D=j =  {v G D\ (y/ — q^a)kv = 0, k 0}.

On pose =  ®i<jD=i et D<j = ®i<jD=i. Si l’on définit

£>=j,fc =  {u € D =j\ ( y  -  q,Ja)kv = 0}, 

alors on obtient un drapeau de D=j :

% C D ^ C - .

Le lemme suivant découle de la définition de <p sur D (cf. n°5.1).

Lem m e 5.6. (1) Pour tout sous-objet D f de D , on a /i|dimZ)'. Si D f ^  0, alors D=o,i C 
D'.

(2) Pour tout j , dimker N  D ker((/?' — q^a) = h ou 0.
(S) dinLD=o,i =  h, et IdinxD^i — dimD=j_ i ;i| =  h ou 0 pour 1 < j  < n.

Démonstration. (1) Comme D r =  © JL0 D 'n Z )^  en tant que (</?, Gal(L'/L))-module, on 
peut supposer N  =  0. Alors par définition, (<£, Gal(Z//L), D) est une extension succes
sive d’objets absolument irréductibles de type (v?|dcp G al(I//L ), Ad) qui est absolument 
irréductible. L’énoncé s’en déduit.

(2) Cela résulte de la définition de (p et de (1). Sinon, il existe 1 < ki < k2 < s tels 
que Zfcj =  Zfc2. Soient a  G HomMODLr/L(^ k 1^ k 2) ^  morphisme non nul et v G Dkl un 
vecteur tel que a(v) ^  0 dans (5.2.1). Alors, par définition de y>, ^ ’(v) ^  q'^a • v, ce qui 
contredit l’hypothèse.

(3) Le premier énoncé est une conséquence directe de (2). Pour le deuxième, on 
considère N(D =j}i). D’une part, on a dimZX^i — dimN (D=j^) < h d’après (2) ; d’autre 
part, dinLD=j_ i5i — dimN (D =jyi) < h d’après la définition de (p. L’énoncé s’en déduit 
d’après (1). □

Dans le cas général D = on dit qu’un sous-objet D f est bon s’il est une
somme directe de bons sous-objéts de Dff..

B¡;;= i %

D < j



5.3 D éfin ition  de la  filtration  sur D&

Conservons les notations précédentes. Soient a : L c—> K  un plongement et Fila =  
(FiPDzy^iez une filtration sur D y  a stable par Gal(L'/L). On note I(F ila ,D ) l’en
semble des entiers i tels que

FiliZ>LV/Fili+1DLV ï  0.

Remarque 5.7. Si D \ C D 2 sont deux sous-objets de D, alors I(Fila ,D i)  C
(Filer, -D2).

D éfinition 5.8. Soit D f un sous-objet de D  et Fil^ une filtration sur ayec
/(File-) =  { i i ia < ¿2,a < • • • < ¿d+1,0-}. On dit que Fil^ est transverse à D' si

I  (Filer, D  ) =  {¿1 }0-, . . . , îdïmD' ,a} •

Lemme 5.9. Soit D ' un sous-objet de D , et pour tout a  : L K  on se donne des 

entiers {^>}i<j<i2+i tels que i\,a <  • • • <  id+ i,a- Alors il existe une filtration Fil =  
(Filcr)^ sur D  stable par G a l(L '/X ) telle que pour tout a, on a

(Filfl-, D ) =  {¿l5cr, • • • , id+l,cr}

et que Fila est transverse à D f.
De plusj si K i  C K  est un sous-corps de cardinal infini (par exemple K \  =  Qpj, 

alors on peut prendre Fil -̂ telle qu’elle soit définie sur K \.

Démonstration. Voir la proposition 3.2 de [BS]. □

Remarque 5.10. De plus, si l’on se donne un ensemble fini de sous-objets de D  et des 
entiers {îiî£7 < • • • < ¿d+i,o-}? on obtient encore par la preuve du lemme 5.9 qu’il existe 
une filtration Fil telle que l’énoncé du lemme 5.9 soit vrai pour tous ces sous-objets.

On fixe une filtration Fil =  (Fil^o- sur D  qui est transverse à tous les bons sous- 
objets (qui forment un ensemble fini). En particulier, pour E  un bon sous-objet, on a 
(cf. la preuve de la proposition 5.1 de [BS])

dimjE

îh(-El') =  [K : L] ^ 2  Y 2  *j>-
j =1 a-.L^K

Corollaire 5.11. Soient {-EijcKKm+i des bons sous-objets de D tels que Eq = 0; 
E m+i =  D  et dimÆ^ <  dimÆVhi; et s ° it D' un sous-objet de D . Posons

ai =  d im i^ + i — dim Ei, Ci =  dim(i£i+i fl D f) — dim (Ei fl D f),

et 1 1
Çl = {j G N| il existe 0 < l < m  +  1 tel que ai — ci 4-1 < j  < ^  a*}.

i —0 ¿=0

Alors

t H(D'L, ) < [ K : L } Y ^  E  V .-
j ct’.Lc—*K

Démonstration. Cela découle de la définition 5.8, de la remarque 5.7 et du choix de 
Fil. □
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5.4 L’admissibilité : cas spécial

Dans cette section, on va prouver l’implication “(m) => (u)” du théorème 3.6 dans 
le cas spécial D = D ui (pour i G {1, • • ■ , v} fixé). Rappelons que l’on a défini un certain 
objet (</?, N , Gal(Z//L),D) (cf. §4.1) de MOD^/^, tel que

WD(<£, N, Gal(L'/L), L>)ss =  (r, N, V),

et que l’on a fixée une filtration Fil =  (FîŸDl ' )C7)i,o- (cf. §4.3) sur D y  telle que

Y iV'Du ^ / Y iV '^D l '^  7̂  0 <=>i E {h,a, • • • , id+l,a}

et pour tout &on sous-objet E  de D  :

dim.E

î h (^ L ')  =  [ t f  : i ]  E  E ^ > -
j=l a-

Donc il sufiit de prouver (supposé (m) du théorème 3.6) :

Théorème 5.12. La filtration Fil sur D y  est admissible. Autrement dit, si D ' est un 
sous-objet de D , alors

^h {Pu ) ^  ^ ( D ') .

On fixe un sous-objet D1 de D et on commence par établir quelques propriétés de
D f.

D éfinition 5.13. Si E , E ' sont deux bons sous-objets de D tels que dirnE" > dimi?, 
on définit

= J i m g n g - j k t n g
dimjE* — dimE

On note a (E '/E )  =  a(E f/E , D ' ) s’il n ’y a pas de risque de confusion et on l’écrit a(E') 
si E  =  0.

Remarque 5.14. (1) Le nombre a (E '/E )  peut être négatif.
(2) Soient E\, E2, Es trois bons sous-objets de D tels que dimE \ < àimE2 < dimE^, 

alors ou bien oc(E3/E 2) > a[E z/E \)  > a(E 2/E i), ou bien a(E 2/E i) > a(E 3/E i)  > 
a (E s /E 2), ou bien a{E2/E \)  = a(E 3/E i)  = a (E 3/E 2).

Lemme 5.15. Soit f  : D —* D un endomorphisme L f0®qpK-linéaire tel que f(D ')  C D f 
pour tout sous-objet D ' de D. Alors pour tout bon sous-objet E  et tout sous-objet D f, 
on a

a (E ,D r) < m ax{a(ker/, D '):a(Im f, D')}.

De plus, a (E ,D f) = max{a(ker / ,  Df) ,a (lm f, D f)} si et seulement si

a{E , D') = a(ker / ,  D') =  a(Im /,  D').
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Démonstration. On a les suites exactes :

0 —> ker /  —► E  —> Im f —+ 0

et
0 ker /  D Df -+ E  D D' - ►  Im f  H Df, 

et le lemme s’en déduit facilement par la remarque 5.14 (2). □

Théorème 5.16. Pour tout sous-objet D! de D , il existe un bon drapeau 

A  =  A D r : 0 =  E0 C E 1 Ç - • - C Em C £ m+1 =  D

tel que
(a) pour tout 0 < i < m, N(Ei+1) Ç E{ ;
(b) pour tout 0 < i < m, il existe j ,  l > 0 et une injection Ei+i/Ei —> D -jj+ i/D -jj,  

c ’est-à-dire, il existe j ,  l >  0 tels que (</?' — q'^a)Ei^i Ç Ei et

(ipf -  q,ja)lv = 0< & ve Ei+i\Ei, si v e Ei+1;

(c) pour 1 < i < m, a (E i/E i-i)  > a(Ei+i/Ei) ; si a(E i+i/E i)  =  a (E i/E i-1), alors 
àimEi+i/Ei > dim E i/E i-i ;

(d) Soit E  un bon sous-objet de D et 0 < i < m l ’unique entier tel que

dimEi < dimE  < dimjEi+i,

alors a (E /E i) < a(Ei+i/Ei).

Démonstration. On munit Q x N de l’ordre total suivant :

(x i,y i)  > (x2ly2) ** (xi > x 2) ou (xi = x 2 et yi < y2).

On considère l’ensemble des bons sous-objets non nuls de D et on choisit un d’entre eux, 
noté Ei, tel que le couple (a(Ei), dimEi) soit maximal. Puis on considère l’ensemble des 
bons sous-objets de D contenant E\ strictement et on choisit un d’entre eux, noté E2, 
tel que (a(E2/E i),d im E 2/E i)  soit maximal. Comme cela, on obtient un bon drapeau

0 =  Eq C Ei C • • • C Em Ç E m+i =  D.

On prouve maintenant que ce drapeau vérifie les conditions (a)-(d) :

(a) Pour i > 0, on définit E = {v E Ei+1 | N(v) E Ei} qui contient Ei. Le lemme 
5.15 implique que

a(E i+i/E i) < max{a(E[+1/E i),a{N (E i)/E i)} .

Par choix de Ei+1, on obtient

Ei+i =  N  (Ei) ou E'i+i,
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or N  est nilpotent sur Ei+i/Ei, donc E [+1 =  £¿+1* i-e- N(E{+1) Ç Ei.

(b) Par (a), N  =  0 sur Ei+i/Ei, donc Ei+i/Ei se décompose en une somme directe 
de la forme :

Ei+i/Ei =  (Ei+\/Ej)—i © • • • 0  {Ei+\/E{)=n

où (E i+ i/E i)= j est le sous-espace de E i+ i/E i formé par les vecteurs v tels que (<pf -  
q^a)kv =  0 si k 0. D’après le lemme 5.15, on a en fait Ei+i/Ei =  (E i+ \/E i)-j pour 
un 1 < j  <  n, ce qui fournit l’existence de j.

Pour définir Z, on pose Ei(k) = ker(<£>' — q^a)k +  Ei et on considère la filtration

Ei ç  Ei( 1) ç  • • • ç  Ei(k) ç  • • • ç  Ei+i.

Comme N  =  0 sur Ei+i/Ei et comme ip, \Ei+1/Ei =  est linéaire, on en déduit une 
décomposition

E i+1/E 1 = Q ) M k 
k

avec Mk = Ei{k +  1)/Ei(k), ensuite le choix de Ei+i imphque Ei+1 =  n~1(Mi) pour un 
unique Z, où n  : Ei+i —> Ei+i/E i désigne la projection canonique.

(c) La première assertion est automatique de la définition du drapeau et de la re
marque 5.14 (2). Pour la deuxième, on suppose a(Ei+i/Ei) =  a (E i/E i-1). Soit j  l’entier 
défini en (6) (pour Ei+i/Ei). D’après (a) et (b), on peut considérer les morphismes

N, <p' — q^a : E i+ i/E i-i —> E i/E i- i.

Il y a deux possibilités :
-  N (E i+ i/E i~ i)  / O o u  (ipf — q '^a)(E i^i/E i-i) ^  0. On peut supposer, sans perte 

de généralité, que l’on est dans le premier cas. Considérons la suite exacte

0 —► ker JV —» E i+ i/E i-i —» ImJV —> 0.

On a alors 0 7̂  ImiV C E i/E i- i  C keriV C E i+ i/E i-i. D’une part, le choix de 
Ei+1 implique a(ker N /E i) < a(Ei+\/Ei) et donc que

a  (ker TV) < a{E i+ \/E i-\)\

d’autre part, le choix de Ei implique

a(ImJV) < a (E i/E i-i)  = a (E i+x/E i-i).

On déduit donc d’après le lemme 5.15 :

ImN  = E i/E i- i = ker N,

i.e. N  induit un isomorphisme Ei+i/Ei E i /E i-1, ce qui permet de conclure.
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-  N  = 0 et = q'ia sur E i+ \/E i-\. Dans ce cas la suite exacte

0 —» E i/E i- i  —» E i+ i/E i-i —> Ei+i/Ei —> 0

se scinde, et le choix de Ej+i permet de conclure.

(d) Supposons l’énoncé faux et soit E  un tel sous-objet de D  de dimension maximale. 
Soit i l’unique entier tel que dimi^ < dinlE  < dimi?i+i. Alors par hypothèse, on a i > 1 
et a (E /E i)  > a(E i+ i/E i).

Évidemment E  ^  D. Soit j  le plus petit entier tel que Ej+i £  J5, de sorte que j  < i 
et que E j Ç L D Ej+1. Posons E ' = E  +  Ej+1 de sorte que E f contient strictement E. 
Soit i' l’unique entier tel que dirnE*/ < dinxi/ < dim£V+i (alors ir > i). On va montrer 
que

a {E '/E if) > a(Eii+ i/Eii)

et donc on obtiendra une contradiction avec le choix de E.
D’après le choix de Ej+1, on a a (E j+ i/(E  Pi Ej+i)) > a (E j+ i/E j), a fortiori (par

(c))
a {Ej+ i/(Er\E j+ i)) > a(Ei+i/Ei).

D’autre part, on a a (E f/E ) > a(E j+ i/(E  fl Ej+i)). Donc a(E '/E ) > a(Ei+i/Ei), 
et puis a (E '/E i) > a(E i+i/E i)  puisque a(E /E i)  > a(Ei+\/Ei) par h}^pothèse; ceci 
achève la preuve dans le cas i' = i. On est donc ramené au cas i’ > i. Dans ce cas on a 
a(E '/E i) > a(Ei+i/Ei) > a(E it/E i), et ceci montre par (c) :

a (E '/E if)  > a (E i'/E i) > a iE ^ / E ^ > «(jEV+i/£*/)•

□
Remarque 5.17. (i) Le théorème 5.16 est un analogue de la filtration de Harder- 
Narasimhan ([NH]), mais n ’est pas la même chose : on demande le drapeau de satisfaire 
aux conditions (a) et (b), qui sont importantes pour la proposition 5.20 ci-dessous.

(ii) La preuve n’utilise pas la définition de y?, donc le théorème 5.16 reste vrai pour 
tout ((¿>, N, Gal(L'/L), D) G MODL,/L .

Exemple 5.18. Reprenons les notations de l’exemple 5.1 (3). C’est-à-dire,

D — K e\ © K e2 © © K e4 ,

<p(e 1) =  ei, <p(e2) = p e2, y>(e3) = p 2e3, <̂ (e4) = p e 4,

N (e  1) =  0, N {e2) =  elt N {e3) =  e2, iV(e4) =  0.

Tous les sous-objets non triviaux de D  sont les suivants :

K ei, i -  1,4; K e i® K e j ,  (i, j)  =  (1,2), (1,4); 

K ei © K ej © K e k, (i , j , k ) =  (1,2,3), (1,2,4);

D'v := K e i  © Kv, avec v = e2 +  ae4, a 6 K x .

On voit que seul les D'v ne sont pas bons, aux lesquels on peut associer le drapeau défini 
par :

0 C Ke\ C Kei © Ke2 © Ke4 C D.
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On fixe un bon drapeau de D

(5.4.1) A =  A £>/ : 0 =  E q C E\ C • • • Ç Em+\ =  D

comme dans le théorème 5.16.

Lem m e 5.19. Il existe des entiers /c, k' G {0, • • • , m H-1} tels que
(1) Efrf est le plus grand bon sous-objet de D tel que a (E &) =  1 ;
(S) jEfc'+fc est Ie plus petit bon sous-objet de D contenant D'.

Démonstration. (1) Soit k' G {0, • * • , m  +  1} le plus grand entier tel que a(Ek>) =  1. 
On peut supposer kf ^  m  +  1, i.e. E # ^  D. Si E  est un bon sous-objet de D  tel que 
a(E) = 1, on a encore a(Ek' + E) =  1. Or, d’après le choix de fc', a(Ek'+ i/Ek ') < 1. 
On en déduit E & + E  =  E & par la condition (d) du théorème 5.16, d’où le résultat.

(2) La preuve est analogue à celle de (1). □

Le drapeau (5.4.1) s’écrit donc sous la forme

0 =  E q Ç E v  =: Fi C • • • C Ek'+k =■ -Ffc+i Q D.

On pose ao =  dimisi, a^+i =  dinxD — dimi^+i, et pour 1 < i < k

ai = dimFi+i/Fi, a  = dimuD' D Fi+i/Z?' H F¿.

Par le lemme 5.19, les entiers ao et a^+i ne dépendent pas du choix du drapeau.

P ro p o sitio n  5.20. On a

a0 ^  m a x { c { ^  max^d^

Démonstration. On prouve seulement la première inégalité, la preuve de l’autre étant 
analogue. Évidemment, on peut supposer Df non trivial, i.e. D' ^  0 et D f ^  D ; de plus, 
d ’après le lemme 5.6 (1), on peut supposer h =  dimZ>o =  1-

Choisissons r  G {1, • ■ • , /c} tel que cr — maxi<i<k{ci}. On sait qu’il existe j ,  l > 0 
tels que Fr+ i/F r d’après le théorème 5.16 (b). On a donc

dimD' H D=j j +1 -  dxmDf n > cr,

puis dim!)' fi D==j ii > cr grâce à l’injection

(v?; -  : D =jti+1/D =j)i ->

Le cas j  =  0 est trivial puisqu’alors D =o,i C -D' par définition de <p, d’où D=o,i C Fi. 
Supposons donc j  > 1. D’après le lemme 5.6, on a pour tout 1 < j ! < j ,

dimjD' fi > dimD' fi A=j',i — 1,

et pour avoir dinLD 'n D -jz-i^  =  dimD'rijD^/^ —1, il faut dinLD=J/_i5i =  d im D ^/^ — 1, 
d ’où

dimker(A/'|Jo=_./ J  =  1 et k e r ^ l ^ . ,  J  C D'.
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S’il en est ainsi, alors par définition de Fi on déduit

keT(N\D=.,^) C F\.

D’après le lemme 5.6, on a D -o,i C D ' n  F\ et que dimjD=o,i =  1, d’où

dimFi > dimD=J;i > cr .

□
Vu le théorème 5.16 et de la proposition 5.20, on pose la définition suivante :

Définition 5.21. Soient a = (ao,. . . ,  a>k+i) une partition de d+1 et ü  un sous-ensemble 
de {1, . . . ,  d +  1}. Posons

I q = {1, 2, . . . ,  ao}, Ii = {ao +  1, . . . ,  ao +  a i}? ■ * * 5 Ik+1 =  ( ao H------ l-aj. +  1, . . . ,  d +  1},

et Ci = |ÎÎ fl Ii\ pour 0 < i < k -j- 1. On dit que la paire (iî, a) est de type spécial 
(relatif à {1, • • • , d+ 1}) si les nombres {ai}o<i<fc+i et {ci}o<i<fc+i vérifient les conditions 
suivantes :

(i) ao =  co > 0, Cfc+i =  0, et ai > c% > 0 pour 1 < i < k ,
(ii) ^  pour tout 0 < i < k,V ' a* — a»+1 r  — — 5
(iii) a0 > maxi<i<fc{ci}, afc+i > maxi<i<fc{ai ~  <*}•

Les paires de types spéciaux ont la propriété :

Proposition 5.22. Soient (fî, a) une paire de type spécial, et {^}i<j<d+i; {nj}i<j<d+i 
des nombres réels tels que :

(a) 7?7,j < Trij-\-i, nj < rij+i pour tout 1 < j  < d,
(b) 77i j+i — mj > Uj+i — Uj pour tout 1 < j  < d, 

d+l d-\-1
(c) £  <  É  nj- 

j = 1 j=l
Alors on a mj < Y2 nr

jen  jeQ,

Remarque 5.23. Cette proposition peut être vue comme une généralisation du lemme 
5.4, [BS].

La démonstration du théorème 5.12 utilise la proposition 5.22, dont la preuve sera 
donnée au §5.5.

Démonstration de 5.12. Reprenons les notations de la proposition 5.20. On a alors 
k+1

^  = d +  1. Notons a =  (ao,. . . ,  a^+i) la partition de d +  1,
i= 0

Io = {1, . . . ,  ao}, • • • , /fc+i =  {ao -\------ h ak +  1, . . . ,  d +  1},
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et ü  le sous-ensemble de {1 ,..., d +  1} tel que

i i i 
fl n I{ =  ̂o,j — Ci +  1, ^   ̂dj — Ci + 2 ,. . . ,  ^   ̂%'}• 

j=0 j—0 j=0

On sait que, d’après le théorème 5.16 et la proposition 5.20, (fi, a) est de type spécial.
On pose pour 0 < i < n, Si = dim(D' H D=i), ri = jj{j G fi| dimZ)<i +  1 < j  < 

dim.D<i}, et pour 1 < j  < d + 1,

tN(D0) 1 < j  < dinLD=0 
i/v(A)(l)) dimD=o + 1 < j  < dimD<i

71 j =

 ̂ tisr(Do(n)) dinLD<n + 1 < j  < dim.D<n = d + 1.

On a alors, puisque tj\r(Do(i)) =  tjv(Do) 4- i[K : Qp\ :

n n

(5.4.2) tN {D') = E  (A>(0) =  ■ to(A)) + [#  : 0„] E
i= 0  ¿=0

et

n n

(5.4.3) ~ '^ 2 ritN{Do(i)) - dimD' - tN(D0) +  [K : Q piy^jrj.
jeiï ¿=o ¿=o

i i
Étape 1 : on prouve le théorème sous l’hypothèse supplémentaire que ^2 Si < Y l ri

i—0 ¿=0
pour tout 0 < l < n. L’inégalité tH(DfL,) < tw(D ' ) résulte des trois suivantes :

-  £#(£>£,) < [K : L] J2ij,(r- Ceci est une conséquence du corollaire 5.11.
jen cr

-  [K : L] J2 < S  nj- En posant rrij =  [K : L] ]T) on voit que
jeft cr j£Q G

rrij+i -  rrij > [K : Qp] > rij+1 -  rij

puisque dimD=i ^  0 pour tout 0 < i < n. On déduit l’énoncé de la proposition 
5.22, car on a

(¿-f-1 ¿i—j— 1
T .  mj — ^h {Pl ) -  t^(D ) - E  nj- 
j=i j=i

-  E  nj ^  î n {D'). Il suffit de prouver que J2i=oKsi ~ ri) > 0 par (5.4.2) et (5.4.3). 
je  n
Or, on a

n n n
J ^ i(s i-r i)  =  n]>2(si-ri) -  £ ( n - i ) ( s i - r i )  
i= 0  i= 0  i= 0

n  7i—l  Z

i= 0  Z=0 ¿=0
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- n ¿ (s»  -  n) -  J2 È ( si -  ri), 
i=0 1=0 ¿=0

jE il a

-  [K : L] < S  nj- En posant rrij =  [K : L]^2 on voit que
jeft cr «7

d-f-l d~\~ 1 
y :  mj — =  tN(D) - E  nj-
j=i j=i

n n

(5.4.3) =  '^2ritN{Do(i)) - dimD' - tN(D0) +  [K : Q ^ y ^ r j .
jeiï ¿=o ¿=o

n n

(5.4.2) tN{D') =  E  «ito (A>(*)) = ■ to (A)) + [# : Op] £ *Si’
i=0 ¿=0
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l'inégalité voulue résulte donc du fait que ^ si = J2 ri == dimDf et de l'hypothèse 
i=0 i=o 

1 2 { s i - r i ) < 0. 

Étape 2 : dans le cas général, le même raisonnement que l'étape 1 montre qu'il suffit 
de trouver un sous-ensemble il' de {1, . . . , d -h 1} tel que : 

- tH(D'L,)<[K:L} £ 
jeW <* 

- (fi', a) est de type spécial et H /¿| = \Ct fl U\ = Ci ; 

- pour tout 0 < l < n 

(5.4.4) dim(L>' fl D<i) < J { j G j < dim£><z}. 

Si 0 < l < n, on note z(Z) l'unique entier tel que d i m F ^ < dimD<i < dinLFi(Z)+1. 
Soit li le plus petit entier tel que 

dim(DfHD<h) > i{j en\j< dimD<h}. 

Si l'on pose 
xh = dimD' H D<h - dimD' fl F i(Zl), 

alors xZl > 0 car 
dimD' H Fi{h) = «{j G iî| j < dimFi(Zl)}. 

On définit le sous-ensemble Îî j de {1, . . . , d -h 1}, en modifiant la définition de fî, par : 

{fîi nlj = çinlj si j i(ii) 

fti H I i [ h ) = { d i m £ < z i - x z i + l , . . . , d i m l ) < z j u 
{dimF i(Zl)+1 - [ci{h) - xh) + 1 , . . . , dimF i(Zl)+1}. 

Notons que q ^ j — xZl > 0 d'après l'hypothèse sur li et le théorème 5.16 (d). Si f ^ 
vérifie (5.4.4), on pose Ctf = fï^ ; sinon, soit I2 le plus petit entier tel que (5.4.4) soit 
faux pour Qf

v Alors I2 > h et on a deux possibilités : 
- Si HI2) > on pose xÎ2 = dimD' n D<I2 - dimD' H jFi(Z2), 

Comme ci-dessus, on a x\2 > 0 et on définit Vtl
2 analogue à (5.4.5). 

- Si i(h) = iifa), on pose 

xh = dimD' H D<h - dimD' D D<h. 

de sorte que 0 < x\2 < c ^ ) — xZl. On définit fî^ e n modifiant la définition de fi^ 
par 

ÎV2 n {dimL><Zl + 1 , . . . , dimF i (Zl)+1} 
= {dinLD<Z2 - xi2 + 1 , . . . , dimD<i2}\J 

{dimF i (Zl)+1 - (q(Zl) - xh - xh) + 1 , . . . , dimF i(Zl)+1}. 

On obtient ainsi un sous-ensemble ÎÎ' de {1 , . . . , d -h 1} vérifiant les conditions deman-
dées : les deux dernières résultent de la définition et la première résulte encore du 
corollaire 5.11 puisque D<i est un bon sous-objet de D. • 



5.5 Preuve de 5.22

Dans cette section, on prouve la proposition 5.22. On commence par un lemme :

Lem m e 5.24. Soient k G N>i et {ai}o<i<fc+i, {ci}o<i<k+i des nombres réels vérifiant 
les conditions (i)-(iii) de la définition 5.21, alors il existe des nombres réels {U}i<i<k 
et r tels que

( i  ) > Il =  èl =  ... =  J ±l_ —  r
ao Cl C k - 1

(ii)’ pour tout 1 < l < k,
l l 

¿=1 i=1
k k

(iii) ’ ^2 U -  J2 (ai -  Ci) + rck < ûfc+1-
i=1 i=1

Démonstration. On peut écrire, si les U existent, U = tiCi-i/ao  pour 1 < i < k, de sorte 
que (ii)’ se traduit à

j /- i l
i i ( l  +  — y ^ )  > Y ] (a* -  Ci),

&o ,  ,i=i t=i

et que (iii)’ se traduit à

Y k k
t i ( l  H-----Ci) < afc+1 +  " y  (ûi — Ci).

a0 “  r r ft=i i=i

i- i z
On prend t\  =  maxi<Kfc{(l -h XI c*)“ 1 S ( a » -  c»)} et U = iiC i_i/a0, alors (i)’ et

¿=i i=i
(ii)’ sont satisfaits. Pour voir que les U ainsi définis satisfont à (iii)’, il suffit de vérifier 
que pour 1 < l < /c,

l - k - l—l k

E (ai_Ci))(1 + ~E Ci) - (1 + r E Ci)(aw + E(ai_Ci))’ 
a ° U  ao t i  U

qui est une conséquence facile des conditions (ii) et (iii). □

Dans la suite de cet article, si l’on se donne des réels {ai}o<i</c+i et {ci}o<i<k+i 
comme dans le lemme 5.24, on prendra les {U}i<i<k et r comme dans ce lemme tels 
que r est le plus petit possible.

Démonstration de 5.22. Grâce à la condition (b) : rrij+i — m j > nj+i — n on peut 
supposer

l l 
iî =  { l < j < d  +  l | i l  existe 0 < l < n tel que ai — ci 4-1 < j  < ^  a*}.

i=0 ¿=o

Posons I  = [0, d +  1[. On prend deux fonctions lisses / ,  g : I  —» R telles que (toujours 
existent)
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> ] O ai _C í)’ 
¿=1 i= 1
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-  / '(x )  > g'{x) > o et ¡ j f  < f j  g

-  pour 0 < j  < d, f ( j )  = m j+1 et g(j) =  nj+x.

Le lemme 5.24 nous permet de définir des nombres {U}i<i<k vérifiant les conditions 
(ij’-ini)’. Posons

r [0, ao[ si i =  0
i i 

J i =  { [ S  aj  -  aj l  s i l  < i < k  
j =0 j =o

k 0 si i = k  +  1,

et
{ [0, ao[ si i =  0

i - l  i 
fao +  E  (*j +  cj)  +  *t, ao + E  +  cj )[ si 1 <  i < fc 

j= i  j =i

0 si î =  fc +  1.
Alors on a | J t | =  \ J[\ —  q ,  Ui<i<fc A  C J  et

fc fc 
^ è  /  ( /  -  5) < E  I  ( f  - 9 ) <  ~ l  / ( /  -  5) < 0,

jEQ t=0,/,7i JI

où la deuxième inégalité résulte de la condition (ii)’, d ’où le résultat.

C o ro lla ire  5.25. Soient (Cl, a) une paire de type spécial et des entiers {Tnj}i<j<d+i>
{nj}i<j<d+i vérifiant les conditions (a) et (b) de la proposition 5.22. Soient de plus

d-j-l d-\~ 1
a < b des entiers tels que (c ’) : a +  m j ^  & +  Y2 nj ■ Alors a +  m,j <b-\- Y! nj-

j —i j =i jeft jeü

Démonstration. En posant n'- := (b — a)/(d  +  1) +  rij, la proposition 5.22 assure que

-7 T T (b -° )+ E nJ' -  (Ò_a) + E nJ
jen jen

puisque b — a > 0.

5.6 L’adm issibilité : cas général

On considère le cas général : D = D ’abord, la proposition 5.22 se géné
ralise aisément :

P ro p o s itio n  5.26. Soit a  =  (d i , . . . ,  dv) une partition de d +  1, e£ pour tout 1 < i < v  
soient ai une partition de di et fli un sous-ensemble de {1, . . . ,d i}  tels que la paire 
(Çli,ai) est de type spécial. On associe, d chaque paire (Çli,ai), le nombre réel positif ri 
d ’après le lemme 5.24, et on suppose r\ > r2 > • • • > rv. Posons

fl*i = {d\ +  • ■ • d{—i +  l\ l G iîî}, fl = |_| fl{
i

“  nj)

<mj
jen
E

= ® í .= 1 DHr



de sorte que ft est un sous-ensemble de { 1 ,... ,  d+1}. Soient {™>j}i<j<d+i et {nj}i<j<d+i 
des nombres réels vérifiant les conditions (a)-(c) de la proposition 5.22} alors on a

E m i < E n3-
jevt je ü

Démonstration. La preuve est analogue à celle de 5.22 et on laisse les détails au lecteur.
□

Posons maintenant, pour tout 1 < i < v, di = dimD ^  et D\ =  D f n  où D 1 est 
le sous-objet fixé de D. Comme D[ est un sous-objet de £>#*, on peut lui associer un 
drapeau A* =  A D{ d’après le théorème 5.16, puis un sous-ensemble de { 1 ,... ,  di] et 
un nombre réel positif ri comme dans le lemme 5.24. On peut supposer r i  > r2 > • • • > 
rv. Posons

=  {d\ +  - • * di—i + 1\ l G et iî =  |_j
i

On a alors tn {D f) < ^  d’après le corollaire 5.11. Un argument analogue à la
j E  f 2  O'

preuve du théorème 5.12, en utilisant la proposition 5.26 ci-dessus, nous permet de 
conclure dans le cas général.
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Partie II

Diagrammes canoniques et 
représentations modulo p de GL̂ f-F)

1 Introduction

Soient p un nombre premier et F  un corps local complet pour une valuation discrète 
de corps résiduel fini de caractéristique p. L’étude des représentations lisses irréductibles 
avec caractère central de GL2{F) sur ¥p a été initiée par Barthel et Livné ([BL1], [BL2]). 
Ces représentations y sont classées en quatre “catégories” : les caractères, les séries 
principales, les séries spéciales et les super singulières, et la structure des trois premières 
est complètement étudiée. Dans [Brl], Breuil a déterminé les supersingulières dans le 
cas particulier (mais important) où F = Qp, ce qui lui a permis de définir une bijection 
entre les classes d’isomorphisme de représentations supersingulières de GL2(QP) et les 
classes d ’isomorphisme de représentations continues irréductibles de dimension 2 de 
Gal(Qp/Qp) sur ¥p. Mais, lorsque F ^  Qp, au moins lorsque F  est une extension finie 
non ramifiée de Qp de degré > 2, il existe une très grande quantité de représentations 
fisses admissibles supersingulières ([Pal], [BP]).

Le but de ce chapitre est d’étudier des propriétés générales des représentations lisses 
(essentiellement supersingulières) avec caractère central de GL2(F). Décrivons plus pré
cisément le contenu.

Notons O l’anneau des entiers de F, w  une uniformisante de O (fixée une fois pour 
toutes),

G =  GL2(F), K  = GL2{0),

et Z  le centre de G. Soit (cr, V a) une représentation lisse irréductible de K  sur Fp que 
l’on étend k K Z  e n envoyant w  sur l’identité. On note c - In d ^ a  le Fp-espace vectoriel 
des fonctions /  : G —* V a à support compact modulo Z  telles que f(kg) = cr(k)f(g) 
(k 6  K Z , g G G) muni de l’action à gauche de G par translation à droite. Pour g E G 
et v G V a, on note [g,v] l’élément de c-Ind^-^cr défini comme suit :

b . v](9') = °{9 '9 )v si g’ e  K Z g~ l 
M ( s O  =  0 Si g '^ K Z g - 1.
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On note / + (<r) le sous-espace vectoriel de c-Ind£7cr engendré par les [a, cri pour g G 
p + : = ( c>Yo};? ) . AutrJ entdit([Cc)]);

/+(^):= © [ ( ^  ?)>*]■ 
nE N V y

On pose I~(cr) := I I - /+ (cr) où II := ( £  ¿ )g  G, de sorte que c-Ind#z a  =  J + (or)©/- (cr). 
On vérifie que / + (<t) (resp. I~{cr)) est stable sous l’action de J, où I  C K  est le sous- 
groupe des matrices supérieures modulo w.

Soient 7r une représentation lisse irréductible de G avec caractère central trivial sur 
zu e  Z  et cr une sous-if-représentation irréductible de 7r. On en déduit une surjection 
G-équivariante c-Ind%z cr -» 7r par réciprocité de Frobenius. On note I + (cr, tt) (resp. 
/ - (<t,7r)) l ’image de I +(cr) (resp. / “ (cr)) dans tt. Par des arguments élémentaires (cf. 
§3), on démontre que l’espace vectoriel / + (cr,7r) (resp. / “ (a, n)) ne dépend pas du choix 
de cr, de sorte que l’on peut le noter J + (n) (resp. I~ ( tt)). En posant :

D i(tt) =  7+ (tt) H / ‘ (tt), D 0{tt) = (K  • D i{tt)) C tt,

on obtient un diagramme ([Pal]), appelé diagramme canonique, associé à 7r :

D(n) := (jD0(7r),jDi(7r),can)

où can est l’inclusion £>1(71*) C D q(tt). Si 7r est une représentation lisse irréductible de 
G avec caractère central arbitraire, on écrit 7r =  if ® % o det de telle sorte que tx7 agisse 
trivialement sur 7r;, et on définit leur diagramme canonique par :

D (tt) :=  (Dq(tt) ® x 0 det, Z?i(7f) ® X 0 det, can).

Notre résultat principal de ce chapitre est le suivant.

Théorème 1.1. Soient 7r et 7r' deux représentations lisses irréductibles de G avec ca
ractère central. Alors 7r =  7r' sî e£ seulement si D (tt) = D('ir/) en tant que diagrammes.

Dans certains cas, on peut déterminer explicitement le diagramme canonique (notons
I l  C I  (resp. K i C K ) le sous-groupe des matrices unipotentes supérieures (resp. égales 
à l’identité) modulo w ) :

Théorème 1.2. Soit n une représentation lisse irréductible de G avec caractère central. 
Alors on a tt11 Ç D i(tt), avec égalité si 7r est non supersingulière ou si F  = Qp. De plus, 
si 7r est non supersingulière, alors Dq(tt) = ttK i.

Mais malheureusement il ne semble pas facile de calculer D (tt) dans le cas supersin
gulier général, même de déterminer s’il est ou non de dimension finie. Néanmoins, on 
peut clarifier le lien entre des propriétés de D (tt) et des propriétés de 7r.
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Théorèm e 1.3. Si n est une représentation lisse irréductible de G avec caractère cen
tral, alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Di(n) est de dimension finie ;
(ii) pour une (ou, de manière équivalente, toute) surjection G-équivariante

c - In d ^ a  ® x  ° det -» w,

le noyau K, est de type fini en tant que ¥p[G]-module.
Si une de ces conditions est vérifiée, alors
(iii) 7r est admissible;

(iv) Vespace vectoriel / + (7r)(o i ) est de dimension finie.

Introduisons maintenant les principales (autres) notations de ce chapitre.

Notons p := wO  l’idéal maximal de O et q ~  p f le cardinal du corps résiduel O/p. 
On identifie O/p avec ¥ q et on note [À] le représentant multiplicatif dans O pour À G ¥ q.

On note N  le normalisateur de I  dans G. Notons que N  est engendré par I  et II en 
tant que sous-groupe de G. Pour n > 1, on note

_  / l  +  p" p" \  / l  +  p" p- 1 \
n ■ ^ pn i  +  pny ’ n ' \  pn i  +  pny ’

et U+ =  (q ^ ) (resp. U~ =  (p  ?)) le sous-groupe des matrices unipotentes supérieures 
(resp. inférieures) de telle sorte que I \ H U+ =  ( q ? )  (resp. I\ H U~ =  ( p ï ))• On n°te 

H  le sous-groupe des matrices de la forme ( ^  ^  ) avec A, /x G ¥ q.

Toutes les représentations considérées dans ce chapitre sont sur des F^-espaces vec
toriels. Pour celles de G, on suppose qu’elles admettent un caractère central. On désigne 
par Repg (resp. Rep^, Repv  etc.) la catégorie des représentations lisses de G (resp. K ,

I, etc.) sur Fp (avec caractère central pour celles de G).

On pose a : I  —► F* le caractère envoyant ( £  ¿ )g  I  sur ad 1 (où x G Fg désigne la 

réduction modulo w  de x  G Op). Si x  : I  ^p est un caractère, on pose x s := xG^-II).

Si a est une représentation irréductible de K  sur ¥py on note Xa le caractère donnant 
l’action de I  sur a11 (qui est de dimension 1) et on pose crW l’unique représentation 
irréductible de K  distincte avec cr et telle que I  agisse sur (crM/ 1 via x£-

Si S  est une représentation lisse d ’un groupe profini H  (par exemple H  =  K  ou 
/) , on définit le socle de 5, noté soch (S)> comme la plus grande sous-représentation 
semi-simple de S. De même, on définit le radical de 5, noté rad # (5), comme la plus 
petite sous-représentation de S  telle que le quotient 5 /rad jff(Sr) soit semi-simple. On 
appelle Syrad# (£) le cosocle de 5, noté cosocij(S').

N .B. Les références citées dans ce chapitre se trouvent à la fin du chapitre III.



2 Rappels et compléments

Dans ce paragraphe, on rappelle des résultats de [BL2] et [Brl], et on fournit des 
préliminaires pour le paragraphe suivant.

2.1 L ’algèbre de H ecke (n °2 .1-2.5, [B rl])

Dans cette section, on rappelle des résultats sur l’induction compacte et sur l’algèbre 
de Hecke.

Toute représentation irréductible de K  sur ¥p est triviale sur K \, donc est une 
représentation de GL2(FÇ) =  K /K \.  Un poids (ou poids de Serre) est par définition une 
telle représentation. Tout poids est, à torsion près par les caractères (et à isomorphisme 
près), de la forme (cf. proposition 1, [BL2])

Symr°Fp ® (SymriFp)Pr ® • • • ® (Symr' - 1ï J ) Fk/“1

où ri sont des entiers entre 0 et p — 1 et Fr : GL2(Fg) —► GL2(Fg) est l’automorphisme 
induit par le Frobenius x xp.

On fixe a un poids sur un Fp-espace vectoriel V a que l’on étend à K Z  en envoyant 
w  sur l’identité. On note c - In d ^ a  le Fp-espace vectoriel des fonctions f  de G dans V e7 
à support compact modulo Z  telles que f(kg) = a(k) • f(g ) (pour g G G, k G K Z )  muni 
de l’action à gauche de G : (g • /)(</) =  f{g fg)• Pour g G G et v G V Œ, on note [g,v] 
l’élément de c-Indpcr défini comme suit :

[9 ,v](g’) = cr{g'g)v s i g 'e K Z g - 1 
lg^](gl) =  0 si g' £ K Z g~ l .

On a alors g[g',v] =  [ggf,v] et [gk,v] =  [g,a(k)v] si k E K Z . On définit pour n > 0 :

^-[Co" ?)’4
En particulier, iig" =  [Id, cr] où Id := (J ?)g  G. Posons Ro := R q et Rn := R+ © R~_i 
pour n > 1.

Le lemme suivant est élémentaire :

Lem m e 2.1. (i) Pour tout n > 0, R% et R~ sont stables sous Vaction de IZ .
(ii) Pour tout n > 0; R n est stable sous Vaction de K Z . Pour n  > 1, R n est 

engendrée par R~_i (dans c-lnd(̂ z (J) en tant que KZ-représentation.

(iii) On a la décomposition (c-Jnd%z œ)\k z  =  © n> o ^ -

Démonstration. Le (i) découle de la preuve du lemme 3.3, [Pa2]. Montrons le (ii). 
D’après (i) et la décomposition

* - '11(110? ;)')■
A e F q v  '
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L’algèbre de Hecke relativement à K Z  et à a est par définition l’algèbre

End(j (c-Ind^ z cr)

qui, par réciprocité de Frobenius, s’identifie à l’algèbre de convolution des fonctions 
ip : G Endj^V '0') à support compact modulo Z  telles que :

(2.1.1) <p(kigk2) =  cr(fci) o <p(g) o a (k 2)

pour fei,/c2 G K Z  et g G G. Si tp est une telle fonction et T  est l’endomorphisme 
correspondant de c-Ind^cr, alors on a la formule

T ( M ) =  £  l9 9 'M 9 ,~1)(v)}.
g'K ZeG /K Z

Soient (p : G —± Endp (V0-) l’unique fonction à support dans K Z ^ J L ^ K Z  vé

rifiant (2.1.1) et telle que ¥>((£ ro-i )) =  Uri 0  • • • ® UTf (voir n°2.7, [Brl] pour cette 
notation), et T  l’opérateur de Hecke correspondant. D’après la proposition 8, [BL2], 
l’algèbre EndGr(c-Ind^cr) est isomorphe à l’algèbre des polynômes Fp[T]. Si n > 1, 
on vérifie que T (R ~) Ç R~+1 © R ^ -i  Que l’opérateur : R~ —> ü “+1 © R~_i 
est la somme d’une injection JZ-équi variante T + 1 ^  : R~ ^  ^n+i d ’une surjection 
JZ-équivariante ^ “ 1^  : i î “ -» -R^-i (voir (6) du n°2.5, [Brl]).

Lem m e 2.2. Soient k > 0 un entier, f  G @n>k^n et ^ T )  G Fp[T] un polynôme de 
degré > 1. Alors il existe f  G ©n>fc+ii?“ ; dépendant de f  et de P(T), tel que

f  + f  G P(T)(® n>M R~).

où on a posé x = 1 +  a [A] qui est inversible lorsque a G Enfin, le dernier énoncé du
(ii) et le (iii) sont immédiats. □

f  0 1 V  / w n 1 am l x x\
[ w n ax~l )  “  o 1 J

et que, si a G w O ,

/ w n a l x \  f —a 1 0\ . n x
/[À] l \  ( w n a \  _  fm n[\] x \  _  0 1 /  \  wTÎ a)  S1 a ^
[l Oj \ 0 a)- 0 1 U * " 1 <>\ siûGn70

 ̂ ax 1y \ ^ n[A] x )

Pour le deuxième, on utilise

/[À] l \  /  0 l \  ( w n 1 a \ _  ( w n [A]+tz7a\
\ 1  o ) [ w  0 j {  0 l ) - \ 0  1 ; ■

premier énoncé résulte de l’égalité (où a £ O)
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il suffit de vérifier que ( M C R n et que ( M ^  &n Pour tout À G ¥ q. Le



Démonstration. Comme degP{T) > 1, on peut écrire P{T) =  (T — X)Pi(T) avec À G Fp 
et Pi(T) G FP[T\ un polynôme vérifiant degPi(T) < degP(T). Soit h G ®n>fc+iÆ“ 
un élément tel que T~(h) = f .  Si degPi(Z') =  0, alors f  := T +(h) — Xh satisfait à 
la condition demandée. Sinon, par récurrence sur le degré de P(T), on peut trouver 
hf, h" G ©n>/c+2#n tels Que h +  h' =  Pi(T)(/i"), et donc

P(T)(/i") =  (T -  À)(/i -f h1) 
= T -{h )+ T + {h )~  À/i +  ( T -  À)(/i')
=  /  +  ( r + ( / i )  -  A /l +  ( T  -  A ) ( /» ') )  •

Comme h' G ©n>fc+2 et h G ©n>fc+i^n > Ie vecteur

/ '  := T +(h) - X h  + { T -  \ ) ( t i)

appartient à ffiji>fc+i-^n, ce qui achève la preuve. □

N o ta tio n  : Si n est un G-quotient non trivial de c-Indj^o-, on note Rn(a,Tr) (resp. 
R+(cr,7r), i2“ (a, 7r)) l’image de R n (resp. P+, R n ) dans 7r.

P ro p o sitio n  2.3. Soient 1r un G-quotient non trivial de c -Ind^cr î;q £ ^ un vecteur 
non nul fixé par I\. Notons [Id, uq] Vimage de [Id,uo] G c-Ind^cr dans t t . Alors

(i) [Id,i>0] G E n ^ o ^ n ^ ^ ) ;

(Ü) Ro{cr, n) C E n > l jRn(Cr’7r)-

Démonstration, (i) Par la preuve du lemme 3.2, [Pa3], on voit que la surjection G- 
équivariante c-Ind^cr -» tt se factorise à travers

c-Ind^cr -» c - In d ^ a /P (T )  -» tt

où P(T) G Fp[T] est un polynôme de degré > 1 (remarquons que la preuve utilise la 
proposition 32 [BL2] qui reste vraie pour tout G-quotient non trivial de c-Ind^cr). Il 
suffit donc de vérifier que

(2.1.2) [Id, vo) e P(T)(C-Indgz <7) +  (©„>0i O -

Écrivons P(T) — (T — A)Pi(T) avec A G Fp et P\(T) G FP[T] un polynôme vérifiant 
degPi(T) < degP(T). Posons

/-[(i I h H l  ;)■(! ¡j*]**-
alors un calcul facile montre que (en utilisant (8), n°2.5, [Brl]) :

(2.1.3) (T — A)(/) =  [Id, r)0] + h
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avec h G ©n>oÆ~. Si degPi(T) =  0, i.e. P(T) =  a(T  — À) avec a G F * , alors (2.1.2) 
est déjà prouvé par (2.1.3). Sinon, d’après le lemme 2.2, il existe / '  G ©n>iRü  tel que 
/  +  / '  G Pi(T)(©n>iÆ~), et donc par (2.1.3) :

[Id, vo] +  h + (T -  X) ( / ')  G P(T)(c-Ind£z a).

Cela entraîne (2.1.2) et termine la preuve de (i).

(ii) Comme Ro(cr, n) =  a est engendrée par [Id, ô] en tant que if-représentation et 
que S n > i-^ i(cr’7r) es  ̂une if-représentation contenant (ii) découle de
a). ~ "  □

R em arque 2.4. Comme c-Ind%za es  ̂ réductible (théorème 25, [BL2]) et non admis
sible (proposition 14 (2), loc. cit.), la proposition 2.3 s’applique en particulier lorsque 7r 
est un G-quotient irréductible ou admissible de c-Indpcr.

2 .2 Le fo n c te u r  Ind^

Dans cette section, on fournit des propriétés du foncteur Ind^ : Rep  ̂—► Rep^ qui, 

à une représentation hsse M  de I, associe la représentation induite In d fM  de K.

Si M  est une représentation lisse de I  et W  = In d fM  est la if-représentation induite 
(définie de la même façon que c-IndK za )i 011 Pose PrM - W  -» M  le I -morphisme naturel 
induit par Id : W  W  par réciprocité de Probenius. Plus précisément, si

/  =  oi[l, vi] +  E  as b ’ vg] € In d fM  
g e K /I j*  1

avec ag G ¥p et vg G M  pour tout g G K / I , alors p r^ ( / )  := aiv\. Ce morphisme (I- 
équivariant) admet une section îm  : v G M  i—► [1, v] G W. Ceci réalise la décomposition 
de Mackey pour W  en tant que /-représentation :

W  = In d f  M = M @ W +

avec W + le noyau de prM. L’espace sous-jacent à W + est l’espace vectoriel engendré 
par

o) v G 0 -  k -  q ~  1} ‘
ÀGF q

Le lemme suivant sera utilisé de manière cruciale au §3 (voir le lemme 3.1).

Lem m e 2.5. Conservons les notations précédentes. Soit Q une K-représentation en
gendrée par M. Soient W\ le noyau du morphisme naturel W  = Ind^M  -» Q, M\ C M  
Vimage de W\ par p r^  et Vimage de W + dans Q. Alors on a M\ = M  C\ Q"1" et 
W\ Ç Ind^M i ; de plus, M \ est la plus petite sous-représentation de M  ayant la dernière 
propriété.

Í £ Afc(^  o) [1,u]’ v G M’ O -  k -  q~ l}'
AGF q

E n > ofín (°’>7r)> (ii) découle de
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Démonstration. On a le diagramme commutatif suivant à lignes et à colonnes exactes 
(par le lemme du serpent)

0 0

------- - 0  

0 -----►  W i ^ W  ►  Q  ►  0
V

P rM : ¿M

0 -----►  M i ------^ M ------►  M /M i -----^ 0.

0 0 0 

En voyant M  comme sous-espace de Q via

on voit que, si x G M, alors x  G si et seulement si a: G Mi, d’où le premier énoncé.
Pour les autres, en remplaçant M  par M /M \ et W\ par W \/{W \ D lnd^M i), on est 

ramené à montrer l’énoncé suivant : si W\ C Indj^M est une sous-K-représentation, 
alors W\ =  0 si et seulement si M \ = 0. Ceci est une conséquence directe de la récipro
cité de Frobenius. □

Si (p, M ) est une représentation de I, on note (II(p),II(M )) la représentation de I  
définie par

(2.2.1) TL(p)(h) • H(ü) := piU ^hTl) ■ v

pour h G I  et v G M.

R em arque  2.6. Si (p, M ') est une représentation de N  et si M  C M r est un sous- 
espace vectoriel stable sous l’action de J, alors l’espace II(M) est aussi stable par I  avec 
l’action (de I) définie par (2.2.1).

P ro p o sitio n  2.7. Soient M  une représentation lisse de I  et M IinU+ le sous-espace 
des I i  fl ?7+ -invariants. Posons W  = Indf^II(M) et W + C W  le sous-espace vectoriel 
engendré par les vecteurs

J V .H M ]»  V £ M , 0 < k < q - l \ .
Ae F q

(i) Pour tout v G M IlC)U+, on a FqjV G (W +)IinU+.

(ii) L ’espace vectoriel (W ^)IinU+ est engendré par les vecteurs G M IlC]U+}.

J )  [ l,n (t;)] , V G M, 0 < k <  q -  l j .

M -+Q,

[.F0,v,v e M ^ u+}.

[A]
1

\e ¥ a

I • —{ f t , .

W + --------
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Démonstration, (i) Si v G MIinU+ et si x = E n X ) ^ ^ ] ^ ® a v e c Mn € Fg, alors 

0 1 = E 
AGFg 

E 
AeFg 

E 
AGFg 

E 
AgFç 

E 
AeFg 
•Fo.u 

[i.n(«)] 
1 x\ /[A] 

o i ) v i o 

1 
l\ i 1 o 

[i.n(u)] 

[w> + A] 

i 0 

h> + A] i 
1 0 

[mo + A] 1 
1 0 

wX 

i , n 
x 

[ i ,n( v)] 

avec X e O dépendant de x et de À. Cela entraîne que FolV G W + est fixé par I\ H U+. 

(ii) Évidemment, il suffit de montrer (ii) pour des vecteurs propres de H. Soit donc 
q-1 

/ G W+ un vecteur propre de H fixé par I\ H Ecrivons / sous la forme / = E 
i=0 

avec V{ G M des vecteurs propres de H (ce qui est toujours possible). Alors il suffit de 
montrer que vo G MIinU+ et que Vi = 0 pour tout i > 0. 

Soit d'abord ¿o > 0 un indice fixé tel que ViQ ^ 0. Comme I\ H U + est un pro-p-
groupe, la représentation ((/i H [/+) • Vi0) possède des I\ Pi [/"^-invariants non nuls, donc 
il existe un élément Q G Vp[Ii H C/+] tel que Qvi0 ^ 0 est fixé par n U+. De plus, en 
changeant ¿o et Q éventuellement, on peut supposer que Qvi est fixé par I\ H !7+ pour 
tout i > 0 (encore avec Qvi0 ^ 0). Par la formule suivante (avec a G O et À G Fç) : 

(2.2.2) 
1 ma 
0 1 

TU [X]\_ 

0 1 
Z D 

0 
[A] 
1 

1 a 

0 1 

on voit que F^QVi est fixé par (¿Ç) pour tout i > 0. Puis, encore d'après (2.2.2), il 

existe Q' G ¥p[h H [7+] vérifiant 

(2.2.3) 
9-1 9-1 

t=0 ¿=0 

donc FQ^Qvo est aussi fixé par ( J Ç ). 

Maintenant, les F^QVî étant fixés par ( J Ç) pour tout i > 0, on peut parler l'action 
du groupe ( i ^ ) . D'après la démonstration du lemme 2, [BL2], les représentations 
de ( J ) qu'ils engendrent sont non isomorphes et la représentation résultée est de 
dimension 1 si et seulement si i = 0. On en déduit avec l'égalité (2.2.3) que F^QVî = 0 et 
puis Qv{ = 0 pour tout i > 0, ce qui est impossible puisque Qv{0 ^ 0. Cette contradiction 
montre que Vi = 0 pour tout i > 0 et donc / = FQIVQ. Enfin, l'équation (2.2.2) permet 
de conclure que VQ est fixé par I\ H Ï7+. • 



Rappelons que si cr est un poids, on a défini les sous-/-représentations (n  > 0) 
de c-Ind^cr (cf. n°2.1).

C orollaire 2.8. On a
dimfp (R i)hnU+ = 1

pour tout n > 0.

Démonstration. Comme l’énoncé est vrai pour n  =  0 (lemme 2, [BL2]), par récurrence, 
il suffit de démontrer que

dimf p(R+)hnU+ = 1 = ►  dimfp (R++1)IinV+ =  1 

qui est une conséquence du lemme 2.7. □

3 Le diagramme canonique

Dans ce paragraphe, après des préliminaires au n°3.1, on définit (au n°3.2) le dia
gramme canonique associé à une représentation fisse irréductible de G et on démontre 
que ce diagramme détermine la classe d’isomorphisme de la représentation de départ.

3.1 P rélim in aires

Suivant [Co], si a est un poids, on note / + (cr) le sous-espace vectoriel de c-Indpcr 
engendré par les [g,cr] pour g G P + := ? ) ■  Autrement dit,

^W-©[(T
n e N V '  n> 0

On pose /"(cr) := II ■ / + (cr) de sorte que I~{cr) =  ©n> o e t  que c-Ind%z a ~  J+ (°0 © 
/ “ (cr). Les espaces vectoriels / + (cr) et I~(cr) sont stables sous l’action de I Z , et I~(cr) 
engendre ®n>iRn (dans c-Indx Zcr) sous l’action de K  (lemme 2.1).

N o ta tio n  : Si x  : F 'x ^p est un caractère fisse, on définit I +(tt) (resp. I~(7t)) 
pour la représentation tordue c-Ind^cj(8)x°det par le même espace vectoriel sous-jacent 
que ci-dessus mais avec l’action tordue de I.

Dans la suite, on fixe cr un poids, x  : F x ^p un caractère lisse et 7r un G-quotient 
non trivial (pas forcément irréductible ou admissible) de c-Ind^cr 0 ^ °  àet. On note 
/ + (cr,7r) (resp. / “ (cr,7r)) l’image de / + (<r) (resp. I~(cr)) dans tt.

Il résulte du lemme 2.1 et de la proposition 2.3 (ii) que / “ (cr, ir) engendre entièrement 
l’espace vectoriel sous-jacent de n sous l’action de if , de sorte que l’on obtient par 
réciprocité de Frobenius une surjection if-équi variante

I n d ^ / - (cr, 7r) - »  t t .

On note W  (cr, tt) son noyau.
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D’après le lemme 2.5, appliqué à M  = / “ (a ,tt) et à W + =  J2n>i (ai7r)i 011 
voit que W  (cr, tt) est contenu dans la représentation In d f (Y ln> i^n{cr'>7r) n ^_ (crî7r))? 
a fortiori dans Indj^(/+ (cr, n) f i / _ (cr, 7r)). Autrement dit :

Lemme 3.1. Pour toute égalité dans 7r de la forme

° = E ( o  ' f K  + HH
X e¥ q '  J

avec w ,w \ G / + (<t, 7r), on a w ,w \ £ / + (cr, 7r) fl / ” (cr,7r).

Démonstration. Par ce qui précède, c’est une conséquence du lemme 2.5. □

R em arque 3.2. On a une variante utile du lemme 3.1 : pour toute égalité dans n de 
la forme

o = E E v (o ' f h + H M
i = 0  A eF ç v  J

avec w,wi G / + (<t, 7r), on a w,wi e  / + (cr, 7r) n / “ (cr, 7r).

R em arque 3.3. La raison principale pour laquelle on considère I + (cr,7r) fl / “ (cr,7r) 
plutôt que X3n>i ĵ n (<J?7r) rï ^~(crî7r) es  ̂ que le premier est stable sous l’action de II 
(voir la définition 3.16 plus tard). Voir aussi le lemme 3.4 ci-dessous.

Notons J\f le noyau de la surjection naturelle c-Ind^cr ® x  0 det -» 7r. Considérons 
le morphisme composé :

=  $ a , 7T ’ C-Ind% z  ® X ° det cr -» I ~  (cr) -» I ~  (cr, 7r).

Lemme 3.4. L ’espace / + (cr,7r) n / “ (cr,7r) est l ’image de N  via <&a.

Démonstration. Si /  =  / + +  / ” G M  avec / + G I +(cr) et f~  G et si l’on note /+
(resp. f~ )  l’image de f  + (resp. / " )  dans 7r, alors par définition,

<M/) = f~ = ~f + € i’+(o-,7r) n /_(cr,7r).

Réciproquement, soit /  G / + (<j, 7r) D J~(cr, 7r), et / + (resp. / “ ) un relèvement de /  dans 
/ + (cr) (resp. J “ (<t)), alors /  := —f  + +  f~  est un élément dans N  vérifiant $ a(f) =

7 • □

À cause des lemmes 3.1 et 3.4, on étudie en détail la I -représentation I + (ct, 7r) H 
I "  (a-,7r).

Par définition, l’espace vectoriel / + (cr, tt) Pi I “ (cr, n) est stable sous l’action de II 
(puisque II2 =  (o7^ )G Z ’et que 7r admet un caractère central). Tout v E n s’écrit sous 
la forme v =  v+ -h v~ avec v+ G / + (cr, 7r) et v~ G / “ (c7,7r), et une telle décomposition 
est unique au sens où, si v = -1- est une autre décomposition, alors on a

— v f  =  —V~ + ^ " G  J + (cr, 7r) n / “ (cr, 7r).
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Posons J 'f",0(cr, 7r) =  /+ (* , 7r) Pi I  (cr, 7r) et par récurrence,

(3.1.1) / +’n (<r,7r) =  I + (a,7r) n  (K  • n ( / +>n" 1(o-, tt))).

L em m e 3.5. Pour tout n > l ,  on a
(i) I +’n" 1(cr,7r) Ç I+ ’n (cr,7r) ;
(ii) ( i r . n ( J +’n-V ,7 r ) ) )  = n ( J +*n“ 1((7î 7 r ) ) + /+»n(a17r).

Démonstration, (i) Par définition, I I ( /+,0(<j, 7r)) =  7+,0(cr, 7r), donc

/ +,1(cr, 7r) =  J + (cr, 7r) H (K  • / +,0(cr, 7r)) D n),

ce qui prouve l’énoncé dans le cas n = 1. Si n > 2, alors par récurrence :

/ +,Tl(cr, 7r) =  I + (<T, 7r) n  (K  • n ( / +,n_1(cr, 7r)))
D 7+ (cr, 7r) H ( if  • n ( / +,n-2(<J, 7r)))
=  i +’n- 1(a,7T).

(ii) L’inclusion D découle de la définition (3.1.1) et l’inclusion Ç découle de la dé
composition K  = I I I ( H  ( ^  oK ) (cf* démonstration du lemme 2.1 (n)). □

AGFg

À l’aide de i + (cr,7r) n  i~(cr, 7r), on pose la définition suivante :

D é fin itio n  3.6. Pour v G 7r, on définit le niveau de v (relatif à <r), noté £a{v), comme 
suit :

(i) supposons v G / + (<t, 7r), on pose
-  £a (v) := 0 si v G i +,0(cr,7r) ;
-  := n  si v e  / +’n (a ,7 r)\i+’n -1 (cr,7r) ;

(ii) supposons v G i “ (cr, 7r), on pose £a (v) := £a(IL(v)) ;
(iii) enfin, pour v = v~ G 7r avec G i + (cr, 7r) et v~ G i~(cr, 7r), on pose 

£a {v) ~  m a x { ^ (v+) ,£a(v~ )}.

R e m a rq u e  3.7. Comme le groupe G est engendré par K  et II et que i + (<r, 7r) n I~  (cr, n) 
contient un G-générateur de n  (proposition 2.3 (i)), on a £a (v) < -I-0 0  pour tout v E tt. 
Par ailleurs, £a(v) dans (iii) est bien défini puisque £a{vJr) et £a (v~) ne dépendent que 
de v.

Donnons des propriétés concernant

L em m e 3.8. (i) Si v ^ v 2 € alors £a (vi +  ^2) <  max{£a (vi),£a (v2)} ; si £<r(vi) =£ 
£a (v2), alors £a{vi + v2) = max{£a (vi),£a (v2)}.

(ii) Si v G i + (cr,7r) (resp. v G I~(cr,7r)) est un vecteur tel que £a(v) = n  > 1 et si 
Von pose

'?)>■■
A€F, v /

alors ¿ct(Fo>v) = n  + 1 (resp. ¿a (Fo,v) < n).
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Démonstration, (i) C’est une conséquence triviale de la définition 3.6.
(ii) Supposons d ’abord v G J ” (<j, 7r), alors

U{v) G / +’n(cr,7r) Ç (K  • n ( /+’n"1(c7,7r)))

et il en est de même pour FqiV. Le lemme 3.5 (ii) permet de conclure dans ce cas.
Supposons maintenant v G J + (cr, 7r). Par définition £a{Fo,v) < n + 1. Si £a(Fo,v) < n, 

alors il existe des Wi G / +’n-1(cr, tt) pour 0 < i < q — 1 tels que

F» . » = E E A‘ ( o  ? ) “ •■
¿= 0  A eF ç v 7

D’après la remarque 3.2, cela entraîne v  — wq E  / + (cr, tt) n I ~ (cr, 7r), d’où ^ ( v )  < n — 1 
par (i), ce qui donne une contradiction. □

Lem m e 3.9. Soit v =  +v~ un vecteur dans tt avec G J + (cr, 7r) et v~ G I “ (cr, 7r). 
On a

(V si Y  ^ S) v e I ' j~(a,TT)r\I~(a,TT)J alors£a(v)==£a(v~);
A e F g V u  1 /

(ii) si Y  n i v e  Jr+(£7’7r) n a^ r5 4 (^ )  =  4 ( ^ +)- 
AgFç V 1 u /

De plus, dans les deux cas, on a £a(v+) =  l a(v~) si et seulement si £a(v) =  0. 

Démonstration, (i) Sinon, on a £a(y) =  £a(v+) > 1. Posons

^ - E ( ô  'î1) ^  ^ - E ( ô  '?)»-•
A eF g V '  A€Fg V 7

Alors d ’après le lemme 3.8 (ii), £a(F0jV+) = £a{v+) +  1 et £a(Fov-)  < max{£a(v~ ), 1}. 
Comme le niveau de -Fo,t>+ +  Fq,v- es  ̂ 0 P21-1 hypothèse, on a forcément £a(v+) +  1 < 
£a(v~), ce qui donne une contradiction et aussi montre que la seule possibilité pour 
avoir £a(v+) = £a{v~) est que £a(v+) = £a(v) =  0.

(ii) Il suffit d’appliquer (i) à v' := TL(v) G tt. □

Le lemme ci-dessous permet de déterminer explicitement I + (cr,7r) n/~(cr, 7r) dans 
certains cas.

Lem m e 3.10. Soit m  > 0 un entier.
(i) Si f  = /+  +  / “ G c-Ind%z cj avec /+  G I +{cr) et f~  G ®n<m#n c  alors 

(pour À G Fq)

( o  [? ) /  =  / i+ +  A"

avec f i  € I +(a) et G ©n<m-i^n (°ù l ’on convient que /-f := 0 si m — Oj.
(ii) Si f  € A/’ est un vecteur contenu dans ®n<mRn, alors $a{gf) € M  pour tout 

g e G , où M  = 2 n<mÆn(0\7r) esf Vimage de @n<mRn dans 7r.
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*b»-EE*‘(ô [ÎV
¿= 0  A eF ç v 7

(i) si Y , v €  Jr+(cr> tt) n  J (a, 7r), aZors =  £a(v ) ;
AGFg V u 1 /

(ii) si J2 ( ^  n ) ^ G Jr+( ^ 7r) n -̂  alors £a(v) =  4 ( ^ +)-
AgFç V 1 u /

*w-E(ô *v - e (S 'ÎV-
A eF g V 7  A€Fg V 7

I + (a, 7r) fl I  (a, 7T) dans



Démonstration, (i) Comme I I ( /“ ) G ©n<mi?J, on peut l’écrire (de manière unique) 
sous la forme

w-j-Eft1 JU+»
11eF, v 7 

avec Xy, € @n<m-iR ~  et y e a = Rq. Alors

( ;  -  ( :  j ) « « - )

- c fl¡)>*e ï)» 
\ î , r r '  ; ) (?  V ) -

^ (0  X0 ^

ce qui permet de conclure.

(ii) Remarquons que tout g G G s’écrit sous l’une des deux formes : g+k ou Hg+k 
avec k G K Z  et g+ G P + (cf. la démonstration du théorème 3.17 ci-après). L’énoncé 
découle donc du (i) dans le cas où g =  g+k puisqu’alors k f  G ©n<mi£n- Si g =  üg+fc, 
d’après (i), on peut écrire (g+k ) f  =  /{*" +  /£" avec / f  G ©n<m-i-Rn de telle sorte que

<M<?/) =  n ( /+ )  =  - n ( / f )  g m

où /j4" (resp. / f )  désigne l’image de /{*" (resp. / f ) dans 7r. □

R em arque  3.11. On a une variante du lemme 3.10 (i) : soit v =  v+ +  v~ E n  avec 
v+ G J + (cr,7r) et v~ G / “ (<t, 7r). Si £a(v~) > 1, alors (pour À G ¥ q)

(w  [A]\ +
( 0 y  I v =  vr +

avec G / + (cr, 7r) et iü” G / “ (cr,7r) vérifiant ^ (-lü“ ) < ¿£7(tJ-) — 1.

Si À G Fp, cr est un poids et x  : F x —> F* est un caractère lisse, on note

(3.1.2) V (x, cr, A) := (x o det) 0  (c-Ind KZcr/ i T  ~  *))•

Si /  € c-Ind^-z cr, on note /  l’image de /  dans F  (x, cr, A) (avec l’action de G tordue). 
Soit ^ G a u n  vecteur non nul fixé par I\.

C orollaire 3.12. Avec les notations précédentes, on a

I + { v ,  V (x. <?, A)) n I ~ ( a ,  V (x, cr, A)) = Fp[Id, v0] © FP[II, u0].
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Démonstration. L’inclusion D découle de la proposition 2.3 (i).
Pour l’autre inclusion, on utilise le lemme 3.4 qui permet d’identifier /+  (cr, V (x, cr, À))fi 

I~  (cr, V (x, cr, À)) avec l’image de (T  — À)(c-Ind#z cr) via $ a. D’abord, on vérifie que (en 
appliquant II à (2.1.3), n° 2.1)

$ t7((r-A )([Id ,a]))=Fp[n ^ i.

Ensuite, par la démonstration du lemme 3.10 (i), on voit que si G P + et k e K Z , 
alors :

^{(T-X){]g+k,vo]))e¥PWM
et

$„((r -  A)([n5+Mo])) € F pp^J.

Ceci permet de conclure puisque tout g E G s’écrit sous la forme g = g+k ou g — Ug+k 
avec g+ G P + et k G K Z . □

3.2 D éfin ition  et propriétés

Dans cette section, on définit la notion de diagramme canonique et on en fournit des 
propriétés élémentaires.

Théorèm e 3.13. Soient n une représentation lisse irréductible non supersingulière de 
G et cr un poids apparaissant dans le K-socle de n. Alors

/ +(cr, 7r) n I “ (<J, 7r) =  7 T , (K  - /~*~(cr, 7r) D /~(cr, 7r)) =  ttKi .

En particulier, J + (cr,n) H / “ (cr,7r) (resp. (K  • / + (cr,n) Pi / “ (cr,7r))j ne dépend pas du 
choix de a dans le K-socle de ix.

Démonstration. Par les théorèmes 33 et 34, [BL2], tt est un G-quotient irréductible de 
V (x, cr, À) pour des x? Q et À ^  0 convenables, où V (x, cr, À) est la G-représentation 
définie par (3.1.2).

Si 7r est un caractère, les énoncés sont trivaux. Si n est une série principale, i.e.
7r =  V (x, cr, À), alors le premier énoncé découle du corollaire 3.12 et le deuxième découle 
du fait que ([BL2]) 7r =  c-Ind§xi ®X2 pour x i et \ 2  deux caractères fisses convenables 
de F x (où B C G désigne le sous-groupe de Borel) et que

(c-Ind^xi ® X2)Kl = c-Indf xi ® X2-

Il reste à traiter le cas où 7r est une série spéciale, i.e. n est ([BL2]), à torsion près, 
le quotient de c-IndK za /(T  ~  1) un sous-espace de dimension 1 où cr est un poids 
de dimension q. Plus précisément, si G a est un vecteur non nul fixé par I\ et si l’on 
pose

/  := [Id, u0] + [n,v0] e c-Ind%za,

alors /  ^ (T — l)(c-Ind^<j) et on a une suite exacte de G-représentations (cf. théorème 
30, [BL2])

0 —> Af —> c-Ind%z a —* n —> 0
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avec Ai ~  (T — l)(c-Ind^cr) + F pf .  D’après le lemme 3.10 et le corollaire 3.12, l’espace 
$ aÇAf) = Fp[Id,î;o] est de dimension 1. Ceci montre l’énoncé concernant J + (<r, n) n 
/ “ (cr,7r) parce que nJl est aussi de dimension 1 ([BL2]). L’autre énoncé est une consé
quence du fait que soc# n  =  <j est un objet injectif de Rep^ . . □

Ensuite on considère le cas où n est une représentation supersingulière de G (voir 
p290, [BL2]). Soit cr un poids apparaissant dans le if-socle de 7r.

Proposition 3.14. (i) Si w E n  est un vecteur non nul fixé par Ii tel que af := (K  • w) 
est une représentation irréductible, alors w G / + (cr, 7r) fl J “ (cr, 7r).

(ii) On a n11 Ç J + (cr, n) D I “ (cr, n).

Démonstration. Par définition w G / + (<t, 7r) fl / “ (cr,7r) si et seulement si £a(w) = 0.
(i) Posons w q  =  w et pour i > 0,

AeFg v 7

D’après le corollaire 3.3, [Pa3], on a G 7rJl et il existe n > 1 tel que wn = 0. De plus, 
on vérifie facilement que (cf. lemme 4.1, [Pa3]), pour 0 < i < n — 1, la K -représentation 
(K  • Wi) est irréductible. Ceci montre que, si af n ’est pas de dimension q, alors (par un 
calcul rapide)

E ( lî ] J ) « . - »
AEFg '  7

pour tout 0 < z < n —1. Le lemme 3.9 appliqué à v =  wn- \  implique donc £a(wn- 1) =  0 
et le même raisonnement donne £a(wi) =  0 pour tout 0 < i < n  — 1, d’où l’énoncé dans 
ce cas.

Traitons le cas où cr' est de dimension q. On a pour 0 < i < n — 1,

E ( [?  S )  « .  +  « * - a
\e¥q y '

Si on choisit une décomposition Wi — w f  +  w et si on reprend les notations de la 
preuve du lemme 3.9, cette égalité se traduit à :

(3-2.1) wi~ +  wi +  ^oji(wf)  +  Foji(w7) = 0*

Prenons i = n  — 1. Comme wn =  0, le lemme 3.9 (i) entraîne £a{w~_l ) > £a{w^_1). Si 
£a{Wn-1) — 011 déduit du lemme 3.8 que le niveau de FQTL̂W- j est strictement plus 

grand que ceux des autres termes dans (3.2.1), ce qui donne une contradiction, et donc 
£a(wn- 1) =  £a(w~_l ) = 0. On en déduit £œ(wq) =  0, ce qui termine la démonstration 
de (i).

(ii) Soit v E n un vecteur non nul fixé par I\. Comme dans (i), FojV est encore fixé 
par 7i et, ou bien =  0, ou bien Fq̂v ^  0 et (K  • Fq̂v) C n est une représentation
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F q,v =



irréductible de K  (i.e. Fo,v satisfait à la condition dans (i)). Dans les deux cas, on a 
Fo,v e / + (cr,7r) n / “ (cr, 7r) d’après (i). On a un résultat analogue pour

ECi1
\e¥q v '

Donc le lemme 3.9 entraîne £a(v) = 0, i.e. v G / + (cr, 7r) Pi / “ (cr, tt). □

Corollaire 3.15. Soit c -In d ^ o 7 ® x! ° det -» 7r ime autre surjection G-équivariante 

avec crf un poids (peut être isomorphe à a), x ' : F x Fp un caractère lisse. Alors

J + (c r ,7 r )  =  I + (cr ',7 r ) , = / " ( ct' . tt) .

Démonstration. Rappelons que P + := ( o-0̂  ^  ) et I +(a, 7r) := (P + - a) C it. Prenons 
î; E <7 un vecteur non nul fixé par I\. Alors l’espace vectoriel sous-jacent à a est justement 
l’espace engendré par

{ (o  '? ) n(»), a e f,} .

Cela entraîne / + (cr,7r) =  (P + • II(î;)) et / ” (cr,7r) =  (IIP+ • H(y)). Autrement dit, 
x G 7+ (<j, 7r) (resp. / “ (cr, 7r)) si et seulement s’il existe Q\ G Fp[P+] (resp. Q2 G Fp[P+]) 
tel que x = QiTl v (resp. x = UQ2IÎV). Le corollaire découle donc de la proposition 3.14
(i). Plus précisément, soit w G cr' un vecteur non nul fixé par Ii. Alors la proposition 
loc. cit. implique qu’il existe Qi, Q2 G Fp[P+] tels que

w =  QiII • v = UQ2U * v.

Si x  G / + (cr',7r) (resp. x G / “ (cr',7r)), alors il existe Q[ G Fp[P+] (resp. Q'2 G Fjp[P+]) 
tel que x  =  Q^II • w (resp. x — IIQ2n  • w) de sorte que l’on a

x = x {^ )Q iQ 2^  • v G jT+ (<t, tt)

(resp. x = x (^)nQ ^Q 2n  • v G / “ (cr,7r)). On en déduit le résultat en échangeant cr' et 
a. □

Rappelons (cf. [BP] ou [Pal]) qu’un diagramme est par définition un triplet 
(Do, Di, r) où Do est une représentation lisse de K Z , D\ est une représentation lisse de 
N  et r : D\ —> Do est un morphisme /Z-équi variant. On définit des morphismes entre 
deux diagrammes de manière évidente et on note V IA G  la catégorie résultée.

D’après le théorème 3.13 et le corollaire 3.15, l’espace / + (cr,tt) (resp. / “ (cr,7r), 
/ +’n(cr,7r), le niveau l Œ('), etc.) ne dépend que de tt, on peut donc le noter I +{tt) 
(resp. / “ (tt), / +’n(7r), £(•), etc.). Posons :

Di(tt) := I +(tt) H I~ (tt)

et D q{tt) := (K ’D i (tt)) C tt la sous-if-représentation engendrée par D \(71). Remarquons 
que D \{tt) est stable sous l’action de N  et est le plus grand sous-espace vectoriel de Do (71*) 
stable sous l’action de N. On pose la définition suivante :
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D éfin ition  3.16. Le diagramme canonique associé à 7r est par définition le diagramme

D(tt) := (D0(7r),-Di(7r),can) 

où can désigne l’inclusion naturelle Do(n).

Le résultat principal de cette section est le théorème suivant qui dit que, en passant 
de 7r à son diagramme canonique, on ne perd pas d’information.

T héorèm e 3.17. Soient 7r et 7r' deux représentations lisses irréductibles de G. Alors 
7r =  7T; si et seulement si, en tant que diagrammes,

D(tt) == D(7rr).

En fait, on va démontrer un résultat plus général :

T héorèm e 3.18. Soient n et 7r' deux représentations lisses de G avec 7r irréductible. 
Alors il existe un isomorphisme (de groupes) naturel

Hompj^(D(7r),/C(7r')) =  HomG(7r, 7r;),

où r') est le diagramme défini par ('k,\k z ,'k, \n -> can).

Démonstration. On définit d’abord un morphisme

(3.2.2) l : Hompx^(jD(7r),/C(7r/)) —» Homc?^, 7r').

Soit ((po,<Pi) - D(n) —» /C(7t') un morphisme non nul de diagrammes, c’est-à-dire, ipo : 
Do(n) —> tt'Ik z  est un morphisme i f  Z-équi variant et

<Pi = <Po\d].(t) : d i (tt) -> k 'In

est un morphisme N-è qui variant. On va définir un morphisme G-équi variant ip : n —» 7r' 
à partir de {ipo,ipi) vérifiant

<P\d0{*) =  <P0-

Notons que si un tel morphisme existe, il est nécessairement unique puisque 7r est 
engendrée par Dq(7t) en tant que G-représentation. Plus précisément, si v G 7r, on définit 
(p(v) comme suit par récurrence sur le niveau de v :

(a) si £{y) =  0, alors v G £>i(7r) et on pose ip(v) = ipi(v) ;
(b) si G I~̂  (tt) et £(v+) =  n  > 1, soit w \ G / +,n_1(7r) (avec À G Fç) des éléments 

tels que

»+ = E (lî' J)nM.
Xe¥q v J

on pose

piv+) -■= Y, 0)
AGFg ^ '
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où ip(w\) a été défini par récurrence. C’est bien défini car : si

J )nK>
XeFq v 7

pour des autres wfx G / +,7l“ 1(7r), alors on a w \ — w'x G J5i(7r) pour tout À G Fg et 
donc

■  4 ( 1  J b - « »

-  KS.C? J)n« > )
=  0

où la deuxième égalité résulte des faits que w \ — w'x E Di(tt) pour tout À G Fg et 
que (ipo,cpi) est un morphisme de diagrammes.

(c) si v =  4-II({;+) avec G / + (7r), alors on pose

tp(v) — +  II

On vérifie que cette définition ne dépend pas de la décomposition en utilisant que

J+(7r)nn(J+(7r)) =  Z?i(tt) 

et que (¿>1 est 7V-équivariant.

Il faut vérifier que le morphisme p  ainsi défini est G-équi variant, i.e. quelle que soit
l’égalité v = giVi (avec gi G G, v,v{ G 7r, et 5  un ensemble fini d’indices) dans 1r, on 

ieS
doit avoir dans 7r;

ieS

Comme ce qu’on veut démontrer est vrai sur Dq(tt) (cf. (b) et (c) ci-dessus) et comme 
7r est engendrée par Do(n) en tant que G-représentation, on peut supposer que tous les 
Vi sont dans Do(7r). Puisqu’il existe des hj G G et des wj G Do(tt) tels que

v = ^ 2  hjwj  =
j  3

on peut supposer de plus v =  0.
Remarquons que tout g G G s’écrit de manière unique sous la forme

g = gin¥ n~1)" ' 9 {1)k

avec k € K Z , égal à II ou à l’une des matrices g\ := (® ^ ), et égal à l’un des 
g\ si 1 < i < n. On appelle i{g) := n la longueur de g et on fait la convention t(g) := 0 
si g G K Z .
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, hj<p{wj),

v+ =

g [
n)

U+ ,Ü+ € / + (7t).

<p(v) =  ip(v+) + Thp{v^



Revenons à la preuve. On la fait par récurrence sur l’entier m  := m a x ie s^ ^ )} . Le 
cas m = 0 est trivial puisqu’alors gi G K Z . En général, on pose

Sx = { ie  S, g f i9i)) = gx}, Sn = { ie  S, g f {gù) = n}, 

de telle sorte qu’on ait

0 =  9iVi) +  n ( S  9ivi)
xewq iesx iesn

où on écrit gi =  g f^^g 'i-  Comme D q(it) est une if-représentation contenue dans / + (7r) 
(lemme 3.5(ii)) et comme g\ G P +if , le lemme 3.1 implique

^ 2  g'iVi e  D i{ n )  et g'^i £ D x{-k ) 

iÇ.S\ ¿ESn

pour tout À G Fq. On en déduit avec <p \d i(-k) = <Pi Que :

o =  5 3  ^ ) + ^  5 3  &*)•
AeFç

Donc l’hypothèse de récurrence permet de conclure que (p est G-équi variant. Autrement 
dit, i : (^Oj^i) ^  V? donne le morphisme (3.2.2) demandé.

Réciproquement, soit ip : 7r —> 7r' un morphisme G-équi variant, on en déduit un 
morphisme de diagrammes

K  (ip) : fC(ir) — + fC( 7 r ') ,

et en le composant avec le morphisme naturel D (tt) c—► /C(7r), on obtient un morphisme 
de diagrammes D(7r) —► Ceci définit un morphisme

k  : H om G (7r,7r') —> Hom jxrAç ( D ( n ) y /C(7r7)) .

On vérifie que £ o «(^) =  ?̂ et /c o ¿((<£>o, <£i)) =  (̂ >o> ^i)> ce qui permet de conclure. □

R em arque  3.19. Conservons les notations du théorème 3.18. Par construction, si

(<Po,<Pi) : D (tt) /C(7r')

est non nul, alors (p =  ¿((y>o5 <Pi)) : vr —̂ 7r' l’est aussi. L’irréductibihté de 7r implique 
que ip est de plus injectif, et donc (^ o ^ i)  =  l’est aussi. Cette propriété peut être 
vue comme irréductibilité de D (tt) : D(tt) n ’a pas de sous-diagramme propre non nul 
D f — (jDq, D[, rf) tel que D[ =  D\ n Dp.

R em arque  3.20. Soient n une représentation lisse irréductible de G et D(tt) son dia
gramme canonique associé. Alors on a n = Hq(D(tt)), où H q est le foncteur de VXAQ 
dans Repg défini dans §9, [BP]. Ceci découle de la propriété que :

HomPj^(D(7r),/C(7r/)) =  Home (lïo (£>(*)), tt')
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pour toute représentation lisse TT' de G. 
Supposons de plus Tr admissible. D'après le théorème 9.8 de [BP], il existe une 

injection de diagrammes 

fo>o,¥>i) : jD(tt) —/C(iî) 

où fî est une représentation lisse de G telle que Ù \ K — Inj^socx(7r) est une enveloppe 
injective de soc^(7r) dans la catégorie Rep^. Posons 

tt' := (G-MDi(n)))ÇQ 

la sous-G-représentation de iî engendrée par (PI(DI(TT)). Le théorème 3.18 entraîne que 
7r; = 7T, donc TT' ne dépend ni du choix de fi ni du choix de ( ( P O , I P I ) à isomorphisme 
près. De manière équivalente, 

Démonstration du théorème 3.17. La condition est suffisante d'après le théorème 3.18. 
Soit donc ip : TT tt' un isomorphisme G-équivariant et a C S O C K T T un poids. Alors 
a' := ip{cr) C TT' est un poids apparaissant dans le socle de TT'. Par définition de -Di(7r), 
on a </?(jDi(7t)) Ç Di(TT'). Ceci permet de conclure que 

K(tp) : D(TT) D{TT') 

est un isomorphisme de diagrammes (la surjectivité résulte de ce que fournit un 
inverse de • 

Remarque 3.21. D'après le théorème 3.17, le diagramme canonique détermine à iso-
morphisme près la représentation de G de départ. Mais, il ne semble pas évident de le 
calculer lorsque F Qp et TT est supersingulière. Lorsque F = Qpf est non ramifié avec 
f > 2, on peut démontrer (dans les cas considérés dans [BP]) que Di(ir) est strictement 
plus grand que TT11 (voir chap.III). 

Remarque 3.22. Le théorème 3.17 permet de retrouver les entrelacements entre les 
représentations lisses irréductibles de G fournis dans le corollaire 36, [BL2] et le théorème 
1.3, [Brl]. Voir aussi le lemme 8.2, [Pa4]. 

Notation : si TT est un G-quotient non trivial de c-Ind#zcr, on pose D\{(j,TT) := 
(cr, TT) H I~ (cj, TT) et 

D{a,ir) := ({K • Dx(a, tt)), D^a, tt), can) 

qui est un sous-diagramme de K,{TT). Par abus de notation (en raison de la définition 
3.16), on l'appelle aussi le diagramme canonique associé à TT. 

/Or 

Proposition 3.23. Soient TT un G-quotient admissible de c-lndKZ
cr et une sous-

représentation irréductible propre de TT. Notons TT2 le quotient de TT parTT\. Alors la suite 
exacte 

0 —• TT\ —• TT —> 71*2 —* 0 

induit (i) une injection Di(tti) <—> D\(CF,TT) et 
(ii) une surjection D\{cr,TT) Di(<r, 7^). 



Démonstration. Fixons v G a c—► tt un vecteur non nul fixé par I \  et v G 7T2 l’image 
de i; dans 7T2. Alors v ^  0, et par la preuve du corollaire 3.15, x G Z)i(cr,7r) (resp. 
x  G jDi(<7, 7T2)) si et seulement s’il existe Q i, Q2 G Fp[P+] tels que x  =  QiII-î; =  I K ^ n ^  
dans 7r (resp. x =  Q iII • v = HQ2FL • v dans 7̂ ).

(i) Par ce qui précède, il suffit de trouver un vecteur non nul vi G 7r[x tel que
vi G I?i(cr, tt) (puisque (P + • i>i) contient toujours un vecteur vérifiant la condition 
dans la proposition 3.14 (i) grâce au lemme 4.1 [Pa3]). Si tt\ est supersingulière, alors 
la démonstration de la proposition 3.14 reste valable, d ’où l’énoncé. Si tt\ est non su
persingulière, alors on vérifie qu’il existe 0 / u i  G tt1̂  et i G {0, • • - , q — 1} tels que

— X
Fi,vi =  clv 1 avec a G ¥p , où

= -£* (” ‘Î’V
A eFg v  7

En fait, si tt est un caractère ou une série spéciale, alors ttJi = ¥pvi est de dimension 1 
et l’énoncé s’en déduit du lemme 4.1 [Pa3]. Si 7r est une série principale, on peut prendre 
i — 0 avec vi  G ttJi l’unique vecteur (à constante près) tel que (K • v\) est irréductible.

Écrivons v\ = avec v f  G / + (cr,7r) et v G / “ (cr,7r). Si >  1, la
remarque 3.11 entraîne que

-Fi,«i =  +  w~

avec G / + (cr, 7r) et w“ G / “ (cr,7r) vérifiant ¿a (u>“ ) <  i a (v î )  — 1. Mais c’est im
possible parce que l’on a — w“ ) =  0 d ’après le lemme 3.1. Donc i a {p ï)  =  0 et 
v\ G / + (cr, 7r), et puis ¿<7 (^1) =  0 car sinon on aurait £a{Fi,Vl) >  ^a(^i) +  1 (lemme 3.8 
(ii)) ce qui est impossible, (i) est donc prouvé.

(ii) Soit x  G D \(g, 7T2). On a vu qu’il existe Q i,Q 2 € Fp[P+] tels que

x = Qiii • v = nç2n • tj.

Posons x i =  Q iII • ü G 7r et X2 =  I K ^ n  • v G 7r. Par définition, on a x i — X2 G 7ri et on 
peut donc écrire

xi -  x 2 =  Q in  • vi +  nQ'2n • vi g 7ri

où Q2 ^ et vi G 7ri est un vecteur non nul fixé par / 1 . Notons x[ = Q^TL-vi G
7Ti et x'2 = UQf2U • v\ G 7ri. Par (i), v\ G />i(cr,7r), donc il existe Qf̂ Q 2 G Fp[P+] tels 
que

Xi =  Q i'n  • v, x 2 = UQ2IL ■ v.

On en déduit que x \  — x[ (resp. X2 +  x 2) est un relèvement de x dans / + (a, tt) (resp. 
/ “ (cr, 7r)), d ’où le résultat. □

C orollaire 3.24. Si tt est un G-quotient admissible de c-Indx z a ^  Que D i (œ, tt) est 
de dimension finie} alors tt est de longueur finie.
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Démonstration. Comme 7r est admissible, elle admet une sous-représentation irréduc
tible de G, soit 7Ti. Notons 7T2 le quotient de 7r par 7Ti, la proposition 3.23 entraîne 
que

dimjppjDi(cr, 7r) > dim.fpDi(7Ti) -f dimj^jDi (cr, 7̂ ).

Par le théorème 2, [Vi], 7t2 et aussi admissible, donc une récurrence immédiate sur la 
dimension de D\ (cr, 7r) permet de conclure. □

4 La condition de finitude

Dans ce paragraphe, on considère une condition de finitude et on en déduit des 
conséquences.

Si 7r est une représentation lisse irréductible de G, on a vu le rôle important joué 
par D \(77) =  n / “ (7r). Mais il n’est pas du tout clair que D i (tt) soit de dimension 
finie ou non, ce qui conduit à introduire la condition suivante :

Di(7r) est de dimension finie.

On dit que 7r vérifie (Pe) avec e un entier (fixé) > 0, si Di(n) Ç /+ (7r)/e+1.

R em arque 4.1. Il est trivial que la condition «Di (tt) est de dimension finie» est plus 
forte que la condition (Pe) pour un entier suffisamment grand, et elles sont équivalentes 
si tt est admissible.

Réciproquement, si D i (tï) est de dimension finie, alors 7r est admissible. Cet énoncé 
se déduit du fait que D i (tt) contient tous les /i-invariants de n (cf. le théorème 3.13 et 
la proposition 3.14) et du résultat suivant (cf. lemme 6.18, [Pal]) : une représentation 
lisse de G est admissible si et seulement si la dimension des V-invariants est finie pour 
un seul pro-p-sous-groupe ouvert V  de G.

Comme conséquence directe, on a

Corollaire 4.2. Si 7r et 7r' sont deux représentations supersingulières de G vérifiant 
(.Pe), alors 7r =  7r' si et seulement si, en tant que diagrammes,

(nKe+1, 7rJe+1, can) =  (n'Ke+1, 7r//e+1, can).

Démonstration. C’est une conséquence du théorème 3.18. En fait, soit

(ipoiipi) : (nKe+1, nIe+1, can) (TTfKe+1, 7r//e+1, can)

un isomorphisme de diagrammes. Comme D(tt) Ç (nKe+1, 7T/e+1, can) par hypothèse, 
composé avec l’inclusion naturel (jr,Ke+1, 7T/ie+1, can) Ç /C(7r'), on obtient un morphisme 
D (7r) /C(7r') qui induit un G-morphisme 7r —> 7r' d’après le théorème 3.18. C’est un 
isomorphisme puisque ((¿>o5 V̂ i)-1 en induit un inverse. □

Dans la suite, on fixe 7r un G-quotient non trivial de c-Ind%z cf pour un poids cr.
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T héorèm e 4.3. Soit Ai le noyau de la surjection G-équivariante c-Indj^cr -» 7r. Alors 
les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) A i est de type fini en tant que Fp[G]-module ;
(ii) Di(cr, 7r) est de dimension finie.

Démonstration. Pour prouver l’implication (i)=>(ii), soit {/i,-** ,/&} des éléments de 
Ai qui l’engendrent en tant que Fp[G]-module et soit m > 0 un entier tel que tout fi  
soit contenu dans ©n<mÆn- Soit M  C n l’image de ®n<mRn dans n. Alors le lemme
3.10 implique que Z?i(ex,7r), qui n’est autre que l’image de Ai via &a (lemme 3.4), est 
contenu dans M . On en déduit le résultat puisque M  est bien de dimension finie.

Passons à la démonstration de (ii)=^(i). Remarquons d’abord que la surjection 
c -Ind^cr -» n se factorise par

c-Ind§^cr -» 7r' := c-Ind^cr/P (T ) -» 7r

pour un polynôme P (T ) G Fp[T] de degré > 1. D’après la proposition 2.3 (ii), il existe 
u G N tel que

(4.0.3) ©n<ii-(-l-f^n(^ TT ) =  ®l<n<u+lPn(&i ).

Puisque £>i(cr, 7r) est supposé de dimension finie, il existe un entier m  > max{degP(T), u} 
tel que D\(cr, tt) est contenu dans l’image de ®n<mRn dans tt. Posons ker =  Ai H 
(©n<m+ii?n)* On a alors (G • ker) Ç Ai, et pour achever la preuve il suffit de véri
fier l’inclusion Ai Ç (G - ker). Par construction, P(T) (c-Ind^cr) Ç (G • ker) puisque 
P(T)cr Ç Ai.

Donc soit /  un élément du noyau Ai et k un entier tel que f  G ®n<kRn- On va 
démontrer que /  G (G • ker) par récurrence sur k. Trivialement, on peut supposer 
fc > m  +  l e t / G  ®i<n<fc^n par (4.0.3). Or l’espace ®i<n<fc^n est engendrée, en tant 
que if-représentation, par © o < n < f c - io n  peut donc écrire

i=E(o 'f)* + n(ft)
ÀEFg V J

avec /a , fn  £ ©o<n</c-iÆ+. Par hypothèse, l’image de f \  (resp. /n)_dans 7r, notée /a  
(resp. /n ), est contenue dans Di(cr, 7r). Choisissons un relèvement de f \  (resp. /n) dans 
©n<m#n, disons (resp. /¿ ) . Alors

fx  — f \ ,  fn  — fn  ^ N  n  (®n<fc-iRn), 

et par hypothèse de récurrence, on voit que

J W a ,  f n ~  fn  € (G - ker).

Maintenant si l’on pose

f  ■■= E ( 0 'î'U+Hua.
AgF9 V '

alors par définition f  S ker, et donc /  G (G ■ ker), ce qui permet de conclure. □
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í=EÍo 'ÌV + HOW
A eF g v  J

S' ■■= E (o 'î'ÎÂ + ntA).
AeFg v y



C orollaire 4.4. Supposons le quotient ir irréductible. Alors les trois propriétés suivantes 
sont équivalentes :

(i) pour un poids a et une surjection c-Ind^cr -» 7r, le noyau est de type fini en 
tant que Fp[G]-module;

(ii) pour tout poids a et toute surjection G-équivariante c-Ind^cr -» 7r, le noyau 
est de type fini en tant que Fp[G\-module ;

(iii) Di(n) est de dimension finie.

Démonstration. C’est une conséquence du théorème 4.3 et du corollaire 3.15. □

Dans le cas où n est admissible, on a le résultat suivant.

P roposition  4.5. Supposons la représentation n admissible.
(i) Si v E 7r) est un vecteur fixé par I\  fl U+, alors v G D i(a , 7r).
(ii) Si Di(a, 7r) est de dimension finie, alors il en est de même pour Vespace des 

Il H U+ -invariants de /"^(cr, 7r).

Démonstration, (i) Posons V~*~ =  I+(a,7r)IinU+ et pour n > 1,

V+ := ju  € V+| v est fixé par U~(wn) := ^  j .

Comme ( 1+^nc> 0 ) (si p =  2, on le remplace par ( i + ^ +1o 0 )) es  ̂ incius }e groupe 

engendré par 17+, U~(wn) et Z, on voit que tout x  G V+ est fixé aussi par ( 1̂ n°  J) 
et chaque VÇ+ est de dimension finie puisque 7r est admissible.

Comme 7r est lisse, il existe un entier n > 1 tel que v G Posons

i b ,  =  < > : = £ ( ;  M ) *
AGFç v 7

Alors d’après la proposition 2.7 (i), Fq̂v G V + ; de plus, on a (si /i G ¥ q) :

-  par ce qui précède, v est fixé par ( 1+^nc> 0) (même si p = 2), et donc FqîV l’est 
aussi :

(1+ f M î ) F”.» = E ( o  lî1) ( 1+ r M
-  FoiV est fixé par U~ (w n) :

(  1 ° W  y ' 0 \ u = !p0 
\w n[)j] 1)  ' v °  1 /  Ve7 M 1 +

Autrement dit, Fç,tV appartient à Vn+. De même, pour tout m > 2,

-  E  (o 'î1)  ^ r 1’ e v-+-
XiEFq V 7
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E I + ( a ,  ir)

f i  +  wni¡i) o \   ̂= lxT\ f 1 +
V o V  AeFg Vo 1 /  V 0

f  1 ° \ F - 'y f ™  0 )v  = F0v
v ’ ¿VO 1 J  Wn+ [m] l +  r o n [/xA} )

< ’ -  E  (o '?) F & ' 1) e F-+-
A¿eFg v 7

r

Vrt-V

TZ.71—-1
1

\fi\]

’)
V =  Fo.t;



Comme dimÿ < -foo, on en déduit qu’il existe Cm G Fp (m > 0) tels que

cow+ CmFo™] =
m>l

Le lemme 3.8 implique que c’est impossible si £a(v) > 1 puisqu’alors £a(F ffi)  — ^a(^) +  
m. On a donc £a(v) =  0 et le (i) est prouvé.

(ii) C’est une conséquence de (i). □

Remarque 4.6. Ce n’est pas trivial que les I\ n [/“̂ -invariants de J + (cr, 7r) soient de 
dimension finie. En fait, on a le résultat suivant : soit x  un caractère lisse de I , et E  = 
InjjX l ’enveloppe injective de x  dans la catégorie Rep/? alors E Il(lU+ est de dimension 
infinie.

Démonstration. Posons, pour n > 1, Ko(wn) le groupe des matrices de la forme

il +  w a  b \
\  w nc 1 -h zudJ

avec a, 6, c, d G O, qui est un pro-p-sous-groupe ouvert de I  contenant I \  fi [/+ . Comme 
E\KQ{xun) es  ̂ encore un objet injectif dans la catégorie Rep^ ^ n ,̂ on a

E \k0{ ^ )  -  ( ĵüToiro")1)^  

est une somme directe de kn copies de I n j ^ ^ l  où kn := dimEK° ^ n\  Ceci implique

kn+1 =  dinLEi!ro(n7n+1) =  kn • dim(InjJio(ron)l)* o(c?n+1).

Or K q(w tl+1) est un (p-)sous-groupe distingué de Ko(wn) d’indice p-f, on a donc

et par suite kn+\ =  p^kn. Donc la dimension des I\ n [/^-invariants de E, qui est plus 
grande que kn pour tout n, est infinie. □

5 Application : le cas F = Qp

Supposons F  = Qp avec p > 2. Dans ce paragraphe, on retrouve des résultats de 
[Brl] et [BP].

Soient 7r une représentation supersingulière de G avec caractère central trivial (pour 
simplifier les notations). Fixons une surjection G-équivariante c-Ind^cr -h n (avec 
a 7r un poids) qui se factorise par ([BL2])

c-Indpcr —#■ c-Ind^cr jT  tt.

Posons R n, i?+, ainsi que i2n(<r, tt), n ) comme au n°2.1. On écrit R n(n) = R n(a, n) 
et R+(7r) =  iî+(<T,7r) pour simplifier les notations. D’abord, comme conséquence du 
corollaire 2.8, on a :

70 IL Diagrammes canoniques et représentations modulo p de GL2 (F)

V+, n

R t( ° ,  *)

fcn + i -  dinLE'ftr° (n’n+1) =  kn • d im (In jXo(î:!7n )l)-f!:o(a7n+1).

Or K q(w tl+1) est un (p-)sous-groupe distingué de Ko(wn) d’indice pf, on a donc

(ïpj «0(w") 1)‘Kb (W"+1} =  ^ K 0( ^ ) / K 0(w "+ ')1

et par suite kn+\ =  p f kn. Donc la dimension des I \ n f7+-invariants de E, qui est plus 
grande que kn pour tout n, est infinie. □



C orollaire 5.1. Pour tout n > 0 ,  dimi?+(7r)/inLr+ =  1.

Démonstration. Dans ce cas particulier, chaque iï„  (7r) est une I\ fl [/“̂ -représentation 
unisérielle puisque c’est vrai pour l’enveloppe injective de 1 dans la catégorie Repl ir]U+ 
(cf. proposition 4.6 [Pa2]). □

On peut de plus déterminer le /-socle de iZ^M  et le if-socle de Rn(7r). On fixe 
va G a un vecteur non nul fixé par I\ de sorte que H  agit dessus via x  =  Xa- On Pose 

«o-w = n K ) G
P roposition  5.2. Considérons la suite exacte

0 -» Afn(n) -> In d fn ^ + .^ T r))  -> Rn(ir) - ►  0.

Alors
(i) J\fn{tt) + 0 et prn_i(jVn(7r)) c  ^(ir)) est de dimension 1 pour tout n >  1, 

où on pose prn_x =  prn(H+_i(7r)) (cf. n°2.2).

(ii) Pour tout n > 0, soc/(P+(7r)) = R+(n)Tl =  F^î; avec

_f va si n =  0 (mod 2)
1 ĉr[s] si n =  1 (mod 2)

(m,) Pour tout n > 0 , Mn{^) — et socx(RnM ) =  t  avec

_  ( a si n =  0 (mod 2)
T ’ \  si n =  1 (mod 2)

Démonstration. Traitons d’abord le cas où n =  1. On sait que la if-représentation 
engendrée par va[s) est isomorphe à crW (voir la proposition 4.1.2, [Brl]), i.e. on a la 
suite exacte

0 —> cr —> I n d f ! > ffW -> (M  -» 0,

donc A/i(7t), contenant une sous-représentation isomorphe à ci, n’est pas nul. En consé
quence pr0(A/i(7r)) =  R q ^ )  n  -RÏ"i71') 7  ̂ 0 (Ie lemme 2.5). Par le corollaire 5.1, R q {tt) 
(resp. R i {tt)) est unisérielle telle que ses / i  H [/“ -invariants (resp. / i  n  [/+-invariants) 
sont de dimension 1. Comme p > 2, on voit qu’une sous-/-représentation y  de R q (tt) est 
telle que dimVIinU+ = 1 si et seulement si V = soci (Rq (tt)) = FpV^s]. En particulier, 
on a R q (tt) fl R i (tt) = FpvŒ[a) et ensuite

<7 Ç A/i(tt) Q In d fF pva[s),

ce qui force Ni(ir) =  a puisque Ii(va) £ N i(n).
On va démontrer que dirn^-R i^)71 =  1, ce qui impliquera

R i(n )h = = R q (t t)71

et que soc/fi?i(7r) est irréductible isomorphe à cr^ puisqu’on a vu que crW C sock\Ri(7t). 
Pour cela, soit x  G i?i(7r) un élément non nul fixé par I\. Supposons de plus que
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x  soit un vecteur propre de H . Comme Ri(n) = n(i?g"(7r)) +  R Î(n ), on peut écrire 
x  =  n (x i)  +  X2 G i?i(7r) avec x \  G Ro(n), X2 G R Î( ir) des vecteurs propres de H  du 
même caractère que x. Si xi =  0 ou X2 =  0, alors on a trivialement Fpx =  soci (R Î  (7r)). 
Supposons donc x \ ^  0 et X2 7̂  0. Puisque (I • II(xi)) C i?ô(7r) ‘ x 2) C 
sont unisérielles et les cosocles de leurs radicaux sont non isomorphes (car p > 2), on 
en déduit que

rad/((J • n(x i))) C (I  • x), radj((J • X2)) Ç (I * x).

Donc (I • x) est de codimension 1 dans (I • ÏI(xi)) © (I • X2). Puisque dimpp(J * x) =  1,

on a forcément que II(xi) et X2 sont fixés par ii ,  d’où FpII(xi) =  ¥PX2 =  soci(Rq (7r)) 
et dimp i?i(7r)Jl =  1 comme énoncé.

Le cas général se prouve de la même façon par une récurrence évidente. □

R em arque 5.3. (i) Rappelons que dans [Brl], Breuil a démontré, en utilisant le même 
calcul, que les Ji-invariants de c -In d ^ cr/T  formaient un espace vectoriel de dimension
2, et il en a déduit que la représentation c -In d ^ cr/T  était irréductible.

(ii) Soit 7r est une représentation supersingulière de G, on a vu que (cf. proposition 
5.2) les /i-invariants de 7r sont de dimension 2. La proposition 3.14 fournit une autre 
preuve rapide de ce fait. Pour cela, on montre d ’abord que : si M  est une I \ Pi I7+- 
représentation de dimension finie vérifiant dimf pM IlC]U+ =  1, alors

(5.0.4) dimf  H 1 (h  H [/+, M ) = 1.

L’énoncé est vrai lorsque d i m =  1 puisqu’alors M  est la représentation triviale de 

I l  Pi f7+ et on a donc

H 1 (h  H Z7+,M ) ^  Hom(/i fl [/+, ¥p) S  Hom(Zp,Fp)

est de dimension 1. Supposons dimp M  > 2. Soient M i C M  une sous-représentation 
non triviale et M 2 le quotient de M  par M \. Par hypothèse, on a encore

dim^^M(inU+ =  dim.fpM2inU+ =  1.

Comme (voir par exemple §4.3, [Se4])

H 2ih  n  U+, n R+(tt)) =  0,

on obtient une suite exacte

0 - ►  M [lC]U+ -* M hnu+ -* M ^ nu+

-» H \h  n u +, Ml) -» H 'ih , nu +, M) -> H 'ih  n u+, m 2) -+ o

et donc une récurrence sur la dimension de M  permet de conclure.
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et (I ■ x2) Rt( 7T)

Soit

.Æfe-i(7r) r



Revenons à la preuve du fait que dimÿp7r71 =  2. Comme (prop. 3.14 (ii))

¥pva © ¥pva[s) Ç trh  Ç / + (tt) =  ^ ^ ( t t ) ,
n> 0

il suffit de montrer que dimÿp (X}n<fc Rn M )*1 < 2 pour tout k > 0. Par définition de 

T, on vérifie que T  induit une inclusion Rn(ft) Rn+2(7r) Pour tout n > 0, de sorte 
que l’on a

R i  (* )=  + R i  m
n<k

pour tout k > 1. D’après le corollaire 5.1, les J in [ /+-invariants de R%_ 1(7t) (resp. R ¡J"(7r)) 
sont de dimension 1. Considérons la suite exacte suivante de I\ Pi [/“̂ -représentations

0 -> R+_X(7T) n Æ+fr) -  ÆtiÎTT) ® ÆjJ-(7T) -  (tt) +  Æ+fr) 0.

L’énoncé (5.0.4) appliqué à M  =  Jîjj'_1(7r) n R k (n) entraîne que les Ii n [/+-invariants, 
en particulier les /i-invariants, de üjj'_1(7r) +  (7r) sont de dimension < 2. Ceci étant 
vrai pour tout k > 1, le résultat s’en déduit.

T héorèm e 5.4. Soient n une représentation supersingulière de G avec caractère central 
trivial et a un poids apparaissant dans le K-socle de n. Alors

D(n) = {a © o-M, Xa © x?, can),

où le terme de droite est vu comme un diagramme de manière évidente (et unique).

Démonstration. Dans [Pal], / + (cr, tt) est noté M  et il est démontré qu’il existe une suite 
exacte de /-représentations (théorème 5.3, loc. cit.)

(5.0 .5) 0 -> tt71 -> M  © n .M  -+ tt -+ 0.

Signalons que la preuve de la proposition 5.2 donne aussi une preuve pour la suite 
(5.0.5). □

C orollaire 5.5. Pour tout G-quotient non trivial 7r de c-Ind^cr, on a D i(a,n) = 7rJl.

Démonstration. D’après la classification de Barthel-Livné [BL2] et de Breuil [Brl], le 
quotient 7r est nécessairement de la forme c-Ind^cr/ f(T )  avec f(T )  G FP[T] un poly
nôme de degré > 1. De plus, 7r est isomorphe à la somme directe :

c-Ind%z <r/{T -  Ai)ni © • • • ® c-IndgW CT -  Ak)nk

si f(T)  se décompose sous la forme

k

f(T)=H(T-\ir
i=  1

5. Application : le cas F  =  Qp 73

Y j Rn M = Rk-1 M + Rk M
n<k

R L i

R t



avec A i G Fp et n* G N>i. On est donc ramené au cas k  = 1, i.e. 7r =  c -In d ^ c r/(T — À)n 
avec n > 1. Le cas n =  1 étant traité (cf. les théorèmes 3.13 et 5.4), on suppose que 
n  > 2.

En posant 7Ti =  (T — À)n“ 1c-Ind^cr/(T  — À)n et 7T2 =  c-Ind^cr/(T 1 — A)n_1, on 
obtient une suite exacte de G-représentations (avec 7r irréductible) :

0 —* 7Tl — > 7T — > 7T2 — > 0.

On va montrer que le complexe induite (par la proposition 3.23) :

0 —> D i(ni) —> Di(<j,7t) -4 jDi(ct,7T2) —> 0

est en fait exact. Grâce à la même proposition, il reste à vérifier l’exactitude du milieu, 
i.e. :

(5.0.6) Di((j,7r) H 7Ti =

Rappelons (cf. lemme 3.4) que l’on a défini le morphisme composé :

_ y A G  r - f  \ m°d (r_A)n T— f  \: c -In d £ z <7 -> I  (cr) — ► I  (cr,7r)

de sorte que
D ^ a , tt) =  $ a((T -  \ ) nc-lnd%z v).

Soit x — (x) un vecteur non nul avec x  G (T — A)nc-Indx z a - On écrit x = x + +  x~ 
avec £+ G I + (cr) et x~ G I~(cr). Alors la condition x G 7ri est équivalente à ce que :

x+ ,x" G (T -  A)n" 1c-Ind%z a -  (T -  A)nc-Ind%z a.

De manière équivalente, on a

(5.0.7) x+ =  ( T - A ) n~ V ,  x~ = (T — X)n~1y~

avec y+ , y~ G c - In d ^ 0- — {T — A)c-Indk z 0'-
Soient v G a11 un vecteur non nul et v l’image de [Id, u] dans ir. Posons w = 

(T  — A)n_1u. Alors w, l’image de w dans 7Ti, est non nul et que x  G D \(iï\) si et 
seulement s’il existe Q \,Q 2 G Fp[P+] tels que :

(5.0.8) x = Qi ■ w =  IIQ2 • w.

Or, la condition (5.0.7) avec la formule (4) du n°2.5 [Brl] implique que y + G J +(a) et 
y~ G I~(cr), donc (5.0.8) est satisfaite pour les éléments Q i,Q 2 € Fp[P+] définis par :

y+ = Q\ ■ V ,  y~ = UQ2 • V .

Ceci montre notre énoncé (5.0.6).
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D i ( ( J ,  7t) fÌTTi =  D i (tTi ).
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Le corollaire s’en déduit alors facilement : par ce qui précède et par la proposition
4.5 (i) (en notant que 7r est admissible), on a un diagramme commutatif à lignes exactes 
(par récurrence sur n) :

0 ------ ►  Tl-f1 --------- TTp1 -------------►  7I-21

0 -----*-Di(7Ci)-----►  D i (<7, 7t)-----»-jDi(cr, 7r2) -----»-0,

d’où le corollaire et, de plus, la surjectivité du morphisme n11 —+ tt̂ 1. □

Remarque 5.6. Soit 7r une représentation supersingulière de G avec caractère central 
trivial, et a un poids apparaissant dans 7r. On sait que irKl D <7©<jM (proposition 5.2), 
donc on peut considérer le morphisme naturel

c-Ind̂ ĉr © c-Indĵ £<r̂  -»■ 7r

et son noyau N .  En utilisant le théorème 5.4 on peut vérifier (de manière analogue à la 
démonstration du théorème 4.3), si l’on pose ker le noyau de

a © crW © Indj’II(<j) © IndjII(<7^) —> 7T,

alors N  est engendrée par ker en tant que G-représentation. On vérifie facilement que 
ker est engendré par les relations “Rq” et “i?i” définies exactement comme dans la 
proposition III 3.12, [Co]. Autrement dit, 7r admet une présentation standard au sens 
de [Co].

Signalons que si v G a et G crM sont des vecteurs non nuls fixés par Ii, alors M  
est aussi engendrée par IL(v) — en tant que G-représentation.

VM
■VW





Partie III

Sur quelques représentations 
supersingulières de GL^Q^/)

1 Introduction

On conserve les notations du chapitre précédent (voir page 45). On suppose de plus 
que p > 2 et que F = Qpf est l’unique extension finie non ramifiée de Qp de degré 
/  > 1, et on choisit w  — p comme l’uniformisante fixée de F . On note Gal(Qp/F )  le 
groupe de Galois absolu de Qp sur F.

Soit p : Gal(Qp/F )  —> GL2(FP) une représentation continue générique (voir défini
tion 3.2) telle que les Frobenius géométriques agissent trivialement sur det(p). D’après 
[BDJ], on peut lui associer un ensemble de poids (i.e. de représentations irréductibles 
de K  sur ¥p) noté V(p). On appelle poids de Diamond les poids de V(p). D’après 
[BP], il existe une représentation Dq(p) de GL2(Fg) =  K /K \  (où q := pf) vérifiant les 
conditions suivantes :

(a) socKD0{p) = ®aev(p)<r

(b) chaque poids a G D(p) apparaît dans Do(p) avec multiplicité 1

(c) Do(p) est maximal sous les conditions (a) et (b).

De plus, on peut munir les /i-invariants Di(p) := Do(p)11 d’une action de N  et, en 
choisissant une injection I-équivariante r : D\(p) Dq(p) et en faisant agir p E Z  
trivialement, on obtient un diagramme

D(p,r) := (D0(p),i?i(p),r).

Par [BP], il existe (au moins) une représentation lisse admissible 7r(p,r) de G telle que

-  socj^7r(p,t) =  sockDq(p)

-  (7tKi , 7rJl, can) contient D(p, r)

-  7r est engendrée par Di(p) en tant que G-représentation.
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Si de plus la représentation p est irréductible, alors n (p, r) l’est aussi et est supersingu
lière (cf.[BP]). On dira que 7r(p, r) est une représentation de G associée à D(p, r).

Fixons un diagramme D (p,r) et une représentation 7r(p, r) de G qui lui est associée 
comme ci-dessus. On s’intéresse aux questions suivantes :

(Ql) La représentation n (p, r) est-elle uniquement déterminée par le diagramme 
D(p, r) ? Autrement dit, si ^'(p, r) est une autre représentation de G associée à D(p, r), 
est-ce que l’on a

tt (p,r) =  tt '(p ,r)?

(Q2) Est-ce que l’on a un isomorphisme de diagrammes :

(n(p,r)Kl ,Tr(p,r)h  ,can) =  (£>o(p), ¿ W ) ,  r)?

(Q3) Si p est réductible et scindée, on sait que le diagramme D (p,r) se décompose 
en une somme directe de sous-diagrammes (§15, [BP])

D {p,r) =  @fe=0D (p,re) = ®{=Q{D^ { p ) ,D u (p),ri).

La représentation n (p,r) est-elle aussi une somme directe de sous-représentations 
{tt ,̂ 0 < £ < f }  vérifiant (au moins) la condition socxi^e) = sockDqj(p) ?

Si /  =  1, alors les réponses pour (Q1)-(Q3) sont positives, ce qui a été démontré dans 
[BP]- Malheureusement, lorsque f  > 2, les réponses pour (Q1)-(Q3) sont toutes néga
tives : il y a beaucoup plus de paramètres que ceux déterminés par r. Plus précisément, 
on va démontrer le résultat suivant (cf. théorèmes 4.15, 4.16, 4.24) :

T héorèm e 1.1. On conserve les notations précédentes.
(i) Supposons f  > 2. Il existe (au moins) deux représentations non isomorphes de 

G associées au même diagramme D (p,r).
(ii) Supposons f  = 2 et p irréductible. Il existe une représentation supersingulière 

7r(p, r) (associée à D(p, r)) avec Dq(p) C 7r(p, r)K l.
(iii) Supposons f  = 2m avec m  > 2 et p réductible scindée. Il existe une représenta

tion 7r(p,r) (associée à D (p,r)) qui n7est pas semi-simple.

Introduisons maintenant quelques notations supplémentaires de ce chapitre (je ren
voie le lecteur à la page 47 pour les autres).

On note I(Q p/F )  le sous-groupe d’inertie de Gal(Qp/F )  et on normalise l’injection 
du corps de classe local l : F x ^  Gal(Qp/jF)ab de telle sorte que les uniformisantes 
s’envoient sur les Frobenius géométriques. Grâce à 6, on identifie les caractères lisses de 
F x (resp. de Op) dans F* et les caractères lisses de Gal(Qp/F )  (resp. de I(Q p/F ))

dans F*. Pour d > 1, on note wd : I(Q p/Q pd) —> Fp le caractère envoyant g sur

su£m e F x
pd- i / p  Pd P

Si a et r  sont deux poids, on dit que (a, r) est un couple de poids de type (—1, j)  
(resp. (+1, j) )  si ExtGL2(Fg)(r , a ) ¥" 0 et si l’on est dans le cas (a) (resp. (b)) du corollaire
5.6 (i), [BP]. Remarquons que ceci implique implicitement f  >2.

78 III. Sur quelques représentations supersingulières de GL2 (Qpf)

FPX.



Si S  est une représentation lisse d’un groupe profini H  sur Fp, on a défini au chapitre 
II le socle et le radical de S, noté respectivement so c^) et rad(S'). Par récurrence (en 
posant soc1 (S) = soc(5)), on note soc1+1 (5) l’unique sous-représentation de S  contenant 
soc1 (S) telle que Boct+1(S)/socl(S) soit le socle de S /soc1 (S). On définit également 
radl+1(Sr) comme le radical de radl(i9). On pose Si := socî+1S'/socî,5  et on écrit la 
filtration par le socle de S  sous la forme

Sq —  Si —  • • • —  Sn - • • .

2 Combinatoire de i^-représentations

Dans ce paragraphe, on étudie la structure de certaines ^-représentations et on 
généralise le lemme 18.4 de [BP].

2.1 R appels et com plém ents

Rappelons (chap.II n°2.1) que tout poids est, à isomorphisme près, de la forme

(Sym^Fp 0  (SymriFp)R ® ® (Symr/ - 1Fj)n i-1 ) ® r]

où les ri sont des entiers entre 0 et p — 1, rj est un caractère lisse de Op dans F* et 
Fr : GL2(Fç) —* GL2(Fg) est le Probenius donné par ( ¿p ¿p)- On notera cette
représentation (r*o, • • ■ , ® rj.

Soit a =  (ro, • • • , T f-i)  ® 77 un poids. Alors a11 est de dimension 1 et H agit dessus 
via le caractère x ~  Xa défini par

*:(ô
/ - I  .

où r := V%ri' réciprocité de Frobenius, le morphisme x  ^  &\i  correspond à une 
i= 0

surjection if-équivariante Indj^x -» cr. La structure précise de Indj’x (resp. Ind j'x5) 
a été étudiée dans [Je]. On rappelle le résultat en suivant la formulation donnée dans

[BP]-

2. Combinatoire de K-représentations 79

( ac ì) '

o'
d/) arr¡ (ad)

Soient ( x q ,  ■ ■ ■ , X f - i )  f  variables. On définit P(xo, • • • , £ /- i )  comme l’ensemble des 
/ - uplets À := (Ao(xo),--- > où Ai(xi) G Z ±  X{ est défini comme suit. Si 
/  =  1, A0(x0) G {xq,P -  1 -  x0}. Si /  > 1, alors :

Par

(i) Aj(xj) € { x u X i-  l , p -  2 - X i , p -  1 - x j  pour i G { 0 ,• • • , /  -  1}

(ii) si A¿(xj) G {x^Xj 1}, alors Ai_j_i(xi_|_i) G {^î-i-itP 2 Xi_j_i}

(iii) si Ai{xi) € {p -  2 -  Xi,p -  1 -  Xj}, alors Ai+i(x i+i) G {p -  1 -  xi+i,x i+i -  1}

, • • • ,£ / - i )  f  variables. On définit P (xq, ■ ■ ■ , £ / - 1) 
(Ao(xo),--- ,A/_x(x/_i)) où Ai(xi) G Z ± Xi est 

G {xo,p — 1 -  £o}. Si /  > 1, alors :



avec les conventions x /  := xq et A/(x/) := Ao(xo).

Pour A G P(xo, • • • , x /_ i), on définit 

1 ^_1
e(A) := r (  £  pl{xi -  A<(a:<))) si À /_i(x/_i) € { x /_ i,x /_ i -  1}

* i=0
1 / - I

eW  :=  ôG ^ -  1 +  5Z ?’(*» -  Ai(xi))) sinon.
1 ¿=0

Le résultat de [Je] se reformule alors ainsi :

Lem m e 2 .1 . Les sous-quotients irréductibles de In d f % ou In d f  x s sont exactement les 
poids :

(Ao(ro), • • • , 'V -1(rf - i ) )  ® dete(À)(ro’'" r) 

pour A G P(xo, • • • , x /_ i) en oubliant les poids tels qu’il existe i satisfaisant A¿(r*) < 0.

Démonstration. Voir le lemme 2.2, [BP]. □

Par le lemme 2.1, on sait donc que In d f x et In d f x s sont de multiplicité 1 et que 
ces deux représentations ont les mêmes sous-quotients irréductibles. Si x =  Xs> alors 
(lemme 2.3, [BP])

Indf x = Indf xs = a © cr[s].

Supposons x 7̂  Xs et soit r  un poids apparaissant dans 
unique sous-représentation de In d fx s, notée /(cr,r), don 
est cr). Pour A G V (xq, • • • ,x /_ i) , on définit

(2.1.1) J(A) := {i G {0,--- , /  -  1}| Ai(xi) G {p — 2 — X i,p -  1 -  x»}}.

On peut déterminer la structure de /(cr, r)  à l’aide de J(A) :

Lem m e 2 .2 . Supposons x 7̂  Xs- Ijes sous-quotients irréductibles de /(cr, r)  sont les 
poids r f G JH (Ind fxs) tels que J ( r f) C J{r).

Démonstration. Voir le théorème 2.4 (iii) de [BP]. □

Si x est un caractère lisse de I  et j  est un entier entre 0 et /  — 1, on note Ej(x) 
l’extension non triviale de dimension 2

0 -* x - ►  Ejix) -» 0

où l’action de /  est donnée, dans une base convenable {v,w}, par : si (pc ¿)g  / ,
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1 /^ _1 • 

1 i=0

Indfx

(2.1.2)

(  CL b \

\pcd)

a
pe
a

p e

b)  d ì v =  X

w

( Ca 7)
?C dI ) U

(Ca
?c 2)0((b/cCj^v + w).Xca- p i

IndK
I X

s Alors il existe une
le cosocle est r  (et le socle

X oT^  - f  0
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Rappelons (§2.2, chap.II) que si M est une représentation de I, on note I1(M) la 
représentation de I définie par 

h • n(t>) := IL^hU •v, h e l . 

Posons W := Indf n ^ O t ) ) , et définissons-y les vecteurs suivants (pour 0 < k < q — 1) 

(2.1.3) / f c = E A f c f [ î ] o ) J W ^ ) ] , 
xe¥q ^ ' AGF9

 v j 

où l'on convient que 0° := 1 et O9 - 1 := 0. 
On a alors les formules suivantes : 

Lemme 2.3. (i) Pour tout 0 < k < q — 1, F^ (resp. fk) est un vecteur propre de H de 

caractère x ( r e s p . xa~k)-

(ii) Pour tout 0 < k < q — 1, 

( j P^)Fk = Fk + fk. 

(iii) On a 

1 ° V = i Ffc ~/fc+2^ si k + 2 p j -q ~ 1 

P V k l Fk- fk+v-to-1) si k + 2p> > q. 

(iv) On a 

(l+P 0\ ( Fk + h+p sik+pi<q—1 
V 0 l j k { Fk + fk+pj_(g_1} sik+pi>q. 

Démonstration, (i) découle du lemme 2.5, [BP]. 
(ii) provient de l'égalité 

G ;)(•? ô H î 1 i)C Î) 
(iii) On a 

c ?)' - c ï)£*(? i)^-» 

= E A f c ( [ î ] J ) ( [ i ,n («») ] -A^[ i ,n ( i ; ) ] ) 
•XeF, ^ ' 

= ft-E^fJ J) [ i ,n («) ] . 

= EAfc 

AEF q 
(lf i) fl+p[\] 

V -ma 2 ] 1 -p [A] ) 
[ 1 , H H ] 

= £ * f c 

AGFg Cî1 i) ( [ 1 , E H ] - A * [ l , n ( i ; ) ] ) 

= Fk-Y, 
xe¥q 

Ci1 i) [i,n(t,)]. 



□
C orollaire 2.4. Soit u  un sous-quotient irréductible de IndjT [(xa-pJ)' Alors il existe 
une unique sous-K-représentation de W , notée W^, telle que :

(i) le cosocle de W{w est isomorphe à u  ;
(ii) modulo In d fll(x ), Vimage de Wu est isomorphe à U(u), définie comme étant 

Vunique sous-représentation de I n d f l^ x a “^  ) de cosocle u.

R em arque  2.5. Lorsque W  est de multiplicité 1, le corollaire précédent est trivial. 
Cependant, ce n’est pas toujours le cas : par exemple, si /  =  2, x =  (1,0) et j  = 1, le 
poids (p — 2,p — 1) ® det apparaît dans W  comme sous-quotient avec multiplicité 2.

Démonstration. Soit 9 E V{xq, • • • ,x /_ i)  le /-uplet correspondant à u, i.e. si l’on écrit 

Xa-pJ =  (tq, • • • , r’f_ i) ® rj1 (avec r[ := 0 pour tout i si xa_î>* =  (xa_î^)s)î alors 9 est 
l’unique /-uplet tel que

w =  (0o(r'o), ■ ■ ■  , 0 / - i ( r } _ x)) ® rj' dete(e)(r°’'"

Considérons le vecteur F  G W  défini par

(2 -L 4 ) F  =  i E J€J(,)P 4(p-i-«i(r«)) +  e V ( - l ) [ l ,n ( u ; ) ]

avec e := 1 si x a_p5 — (xa_p5)s si ^  es  ̂ de dimension 1, et e := 0 sinon. Soit 
Wp = (K  - F) la if-représentation engendrée par F. On va démontrer que Wp satisfait 
aux conditions demandées. D’après les lemmes 2.6 et 2.7 de [BP], Wp satisfait à la 
condition (ii).

Si W 1 est une sous-if-représentation de W  vérifiant (ii), alors W ' contient un vecteur 
F' qui s’écrit sous la forme

F' =  F  +  a f

avec a e ¥p et f  e  Indj-II(x) un vecteur propre de H  sur lequel H  agit via le même 
caractère que F , i.e. via x«- Si Xu & {Xi Xs}> alors un tel /  est unique (à constante près) 
et le lemme 2.3 (iv) montre que

C r  î )
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(en utilisant le fait que

( 1+ p 0|i,n(io)]-|i,n(m)] = o

si e = 1). On a donc f  E W ' et ensuite Wp C W f. Dans le cas où Xu =  X> le vecteur /  
s’écrit sous la forme

/  =  bofo + h fq - i  £ Fpfo © Fp/ç_i

et le lemme 2.3 (iv) implique f q- \  G W* \ or Fq- \  engendre /o dans IndjTI(x), on a 
encore /  G W f, et puis que Wp C W'. Un argument analogue permet de traiter le cas 
où Xu; =  x s-

Remarquons que l’ensemble des sous-représentations de W  vérifiant (i) et (ii) est 
non vide. Soit W f une telle représentation. Alors Wp C W 1 par ce qui précède, d’où 
W f = Wp car on a des isomorphismes W  =  Wp = U (u) modulo W r D Indj-II(x) et 
W ' D Indj'II(x) est inclus dans rad(W7). □

2.2 La structure de Wu

Conservons les notations de la section précédente. Dans [BP], la structure de la 
représentation W& (définie au corollaire 2.4) pour tout sous-quotient irréductible «spé
cial» u  de Indf-II(xck_p? ) a été déterminée (cf. définition 17.2 et lemme 18.4, loc.cit.). 
Nous allons généraliser ce résultat. Commençons par un lemme facile.

Lem m e 2 .6 . Écrivons x ^ -pJ sous la forme (7g, • * • ?r /_ i) pour des r[ et rf conve

nables (uniquement déterminés en demandant que, si x a_pJ =  (xa_pJ)S; alors r\ 0 
pour tout 0 < i < f  — 1).

(i) Si Tj > 2, alors r ' =  rj — 2 et r[ =  ri pour tout i ^  j.
(ii) Si Tj =  1, alors r '■ G {p — 2,p — 1}. De plus, r ' =  p — 2 si et seulement s ir i = 0

pour tout i 7̂  j ,  auquel cas on a xa_i>J =  Xs î si rj ~ P ~  soit j '  Ie premier indice 
suivant j  tel que ry > 1, alors (r'-, • • • , r'-,) =  (p — l,p  — 1, • • • — 1, ry — 1).

(iii) Si rj = 0, alors r'- G {p — 2,p — 3}. De plus, r ' =  p — 3 si et seulement si u  =  0 
pour tout i 7̂  j ,  i.e. x  =  (Or ■ * > 0) ® V / si rj =  P ~ soit j f le premier indice suivant 
j  tel que rjt > 1, alors (r ', - - * , r ',)  = (p — 2,p  — 1, • • • ,p — 1, ry — 1).

Démonstration. Élémentaire. □

Si A G V(xo, • • • ,x /_ i), on note r(À) le sous-quotient irréductible correspondant de 
Indf^x5 le lemme 2.1 :

r(A) := (Ao(ro), • • • , ® det6̂ ’"  ^r,.
Dans le lemme 2.7 ci-dessous, on fait les conventions suivantes :
(a) si x 7̂  Xs-> 7“ et si u  est un sous-quotient irréductible de

IndjrII(x) =  Indj^x5 ou de In d fn (x û T ^ ) =  In d f ( x ® ^ ) s correspondant à 6 G 

V(xq, • • • ,£ /_ i), on définit J(u) := J{9) comme dans (2.1.1) ;

r(A) :=  (A0(r0), • • • , X f - i ( r f - i ) )  ® d eteW r°’- ’̂ r , -

(Xa-̂y, e
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(b) si x  =  x s, on a

I n d f l l ( x )  =  , 0 ) 0  77) ® ((p  -  1 ,- -  - ,p- 1) (S)77),

on pose alors J((p  — 1 , • • • ,p -  1 ) ® 77) =  0 et J ( (0, • • • , 0) ® 77) =  {0, • • • , /  -  1 } ;

(c) si — (xa_pJ)Sî 01 1 a

In d f  II(x a_p5) =  ((0 , • • • , 0 ) ® det^rç) © ((p -  1 , • • • ,p  -  1 ) ® det** 77),

on pose alors J ( (0, • • ■ , 0 )®detpi77) =  0 et J((p— 1, • ■ • ,p — l)® d e t^ 77) =  {0, • • • , /  — 1 }.

Lem m e 2.7. Supposons f  > 2. Soient u  un sous-quotient irréductible de IndjTI(x<*_p*) 
et 9 £ P(xo, • • • , £ /- i )  Ze f-uplet associé. On écrit x 0̂ ^  sous la forme (rg, • • • , ^ _ x) ® 
77' comme dans le lemme 2.6.

(i) Si rj > 2, alors C7(r(À)) C Wu si et seulement si J(À) C J(0) U {j — 1}.
(ii) Si rj < 1, posons

f  := {i E {0, • • • , /  -  1}| r- =  p -  1, n  = 0}.

Alors U (t (à)) C Wu si et seulement si J(A) Ç J(0) U J7 U { j , j  — 1}.

Démonstration, (i) Démontrons d’abord la direction 4 = . Commençons par considérer 
le cas où x  7  ̂ Xs X 7̂  ( x ^ ^ Y -  Soit À E V(xo,- • • , £ / - 1 ) un / - uplet tel que 
J(À) Ç J{6) U { j — 1}. Alors, par le lemme 2.7 de [BP], la représentation U (r(\)) est 
engendrée par le vecteur

f E iej(A) pi (p - i-A tfa ) )  •

Il suffit donc de vérifier que ce vecteur appartient à Wu =  Wp, où F  est le vecteur défini 
par (2.1.4). Ceci est une conséquence du calcul prouvant le lemme 18.4 de [BP], car le 
vecteur “F ” défini dans cette preuve, qu’on note F ' ici, engendre eJ(X) p^p-i-x^n)) 
et est contenu dans Wp. En fait, dans le cas —1 (pour cette notation, voir le lemme 
18.4, loc. cit.), F ' = F , et dans le cas +1, F  ^  F f mais F  engendre F' sous l’action de 
K  (en fait on a Wp =  Wpt).

Dans le cas où x a_pJ =  (xa_pJ)s> °n a rj =  2 et =  0 pour tout i ^  j ,  donc

In d fn tx o T ^ ) =  a / ©a-'W

avec cr' =  (0, • • • , 0) ® det^rj, et ïndfTÎ(x) est une if-représentation unisérielle dont la 
filtration par le socle est de la forme (cf. lemme 2.2)

cr0 := cr —  a\ —  • • ■ —  af - l  —  af

où (<r, cri) est un couple de poids de type (—1, j )  et (o^^m-i) de type ( + l , j  -  i) pour
1 < i < f  — 1. Plus explicitement, on a, pour 1 < i < f  — l e t à  torsion près,

o~i (• • • , 0, (p 2)j_2,p  1, • • • ,p 1, lj, 0, • • • )

(Co,---,o)«

af :=  o-M
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où p -  2 est à la place j  -  i et 1 à la place j .  Comme Ext]c(crf,cri) =  0 pour i > 2 
(corollaire 5.5, [BP]), on voit que Wp ne contient pas /(cr,<72) si u = cr', et un calcul 
analogue à celui du lemme 18.4 [BP] implique que Wat contient /(cr, cri). D’autre part, 
par réciprocité de Firobenius, <jM n’apparaît pas dans le cosocle de W, ce qui montre 
que Waf[s] admet <jM comme un sous-quotient, donc que Wa,[s] contient entièrement 
Indfll(x)- Comme J(<7i) = {j — 1, • • • , j  — i} pour 1 < i < f  — 1 et, par la convention
(c) faite plus haut, J(cr') =  0 et J(cr'^) =  {0, • • • , /  — 1}, on obtient l’assertion dans ce 
cas.

Enfin le cas où x  — Xs> i-e* °ù X = (0, * • • , 0) ® rj découle du cas précédent par 
dualité.

Passons à la démonstration de =4> : si J(A) $£ J(0) U {j — 1}, alors r(À) n’apparaît 
pas dans Wu. Puisque Ww a pour cosocle u;, et que Ç J(u) pour tout sous-
quotient irréductible u' de J7(cj), on voit qu’il suffit de vérifier Ext# (îj ,t(  A)) =  0 dès 
que J(À) $£ J(0) U {j — 1} (en remplaçant éventuellement uj par un sous-quotient u' de 
U(uj)). Avec cette hypothèse, soit k ^  j  — 1 tel que k £ J(0) et k £ J ( \) .  On a, par 
définition :

w =  (0o(ro), • • ■ , O f a  -  2), ■ • • , d f .^ T f ^ ) )  ® deteW ^ > - ^ - 2' "

et
r(A) =  (A0(r0), • • • , A • • • , A /_i (r /_ x)) ® dete(A)(ro’''',r' - 1V

Comme 0j(xj — 2) £ {^ j(x j),p  — 2 — Aj(x j)}  et comme k ^  j  — 1 et 0k(xk) 7̂  Afc(xfc) 
(par hypothèse), un argument analogue à la preuve du lemme 12.8 [BP] montre que u  
et t(à )  ne satisfont pas au corollaire 5.5 [BP], d’où le résultat.

(ii) Supposons maintenant rj < 1. Si i G J ',  alors 0{(jp — 1) > p — 2 si i £ J(0), et 
0i{p— 1) =  0 sinon. Dans tous les cas, le lemme 2.7 [BP] assure que Wu =  Wp contient 
le vecteur

Pi(î>-2)+pJ(p-3+ri )-

Mais celui-ci engendre

(en utilisant le calcul dans la preuve du lemme 18.4, [BP]), qui engendre de plus r(À) 
dans In d fll(x ) lorsque À G V (xq, ■ • * , x / - 1) est tel que J(A) C J (0 )u { j-  1, j } u  J ' (car 
on a n  = 0 si i G J ' et p — 1 — Aj(rj) < p — 3 +  rj (car p > 3) lorsque {j — 1, j}  C J(A)). 

Pour l’autre direction, on peut procéder comme dans (i). □

Le cas /  =  1 est plus direct et a été traité dans [Brl],[Br2] :

Lemme 2.8. Supposons f  =  1. Si u  est un sous-quotient irréductible de In d f x sck, alors 
In d f xs Ç Wu .

Démonstration. Le même argument que celui du lemme 2.7 traite le cas où x /  Xs 
XoT1 (xaT1)5, i.e. ro $ {0,2}. Si ro =  2, l’énoncé se déduit du lemme 11.8 de [Br2], 
qui traite en fait le cas où ro > 2. Enfin, le cas où ro =  0 découle par dualité du cas où 
ro =  2. □

t ( à ) = (Ao(ro), • • • , Aj(rj), • • • , A <g> dete(A)(r°’'"

u  =  (0o(ro), • • • , OjiTj -  2), • • • , ® deteW^> " ^ - 2> " ’rf - ^ +Pi r¡

J(u /)

• ^ £ t € J m \(J 'u { 3})P i ( P - 1- 0¿(r í ) ) + £ ¿ 6 j 'P <( P - 2)+ P J'(í> -3+ r3)-

^Ei£j(e)\(j"uo-ij})Pi(P-:L- e¿(r'í))+Ei6J'Pi(í)_2)+í,J(P_3+rj)+PJ_1^ _1)
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2.3 Généralisation
—X

Lem m e 2.9. Soient x  un caractère lisse de I  dans ¥p et j  un entier entre 0 et f  — 1.
(i) Si s est un entier entre 0  et p — 1 , alors il existe une unique représentation de

I , notée Ej(x->s )> est triviale sur I \ ,  unisérielle de dimension s +  1 et telle que

(E j(x , s))i =  x a ~ipj Pour 0 < i <  s.
(ii) Le poids a =  (ro, • • • ® V contient pour tout 0 < j  < f  — 1 une sous-I- 

représentation isomorphe à Ej(xcr^j)-

Démonstration. L’unicité de la représentation E j(x , s) dans (i) est évidente car, si x i, X2 
sont deux caractères lisses de J, alors

dimFpExt}/7i ( x \x )  <  1

et E x t^7i (x', x) 7̂  0 si seulement si x! =  Xe*-1*

Pour l’existence dans (i), il suffit de prendre la sous-J-représentation de Ind j’X5 
engendrée par les vecteurs (cf. lemme 2.7, [BP])

{E^Oî1 ¿W],o<k<.}
AEFç v  j

où v est un vecteur tel que ¥pv = x s en tant que /-représentation, (ii) s’en déduit aussi 
facilement. □

Supposons /  > 2 jusqu’à la fin de cette section. Si x? x! son  ̂ deux caractères lisses 
de I  dans F* tels que x ^ - ŝ+1^  =  , on note E j - i(x, x ': s + 1)> l’unique repré
sentation de I  qui rend exacte la suite suivante

0 -  X s  +  1) -  E j-x ix , s +  1) © E jix ') -  x ^ s+l)pj~l -  0

avec /  =  f i  — / 2, où f i  (resp. f 2) est la projection de E j - i(x, 5 +  1) (resp. E j(x r)) sur 
XOf“ ^ +1^  1. On vérifie que E j (x, x \  5 +  1) est de dimension s +  3 et est de multiplicité
1 si 5 7̂  p — 1. [Convention : on écrit parfois Ej(x> xO =  -^  (x? x \  5 +  1) si l’on ne veut 
pas préciser s.]

On a alors le lemme suivant :

Lemme 2.10. Soient (a, r) un couple de poids de type (+1, j )  et V  une K-représentation 
isomorphe à Vunique extension non triviale

0 a V  —> r —> 0.

Alors V  contient une unique sous-I-représentation isomorphe à E j- i(x a ^ X r ^ j- i  + 1) 
où Von écrit a = (ro, • • • , r /_ i)  ® r).

qui

Ej- i( x ,x '

T f - i )  <g>7
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Démonstration. Puisque V  est un quotient de Indf x r  et que Xr ^  Xr> 011 v0^  ÇLue V  
est de multiplicité 1. Comme

t  =  (ro, * * * ,p  — 2 — +  1, ■ • • , r / _ i )  ®77det^ 1(rj - i + 1)-P ÿ9

on voit que t ,  et ensuite V, contient un vecteur propre de H  de caractère XrOT1̂ . Soit 
v G V  un tel vecteur non nul, un calcul facile montre alors que la sous-7-représentation 
de V  engendrée par v dans V  est isomorphe à Ej-i(xo-i X r ^ j - i  +  1)* D

Écrivons x  = (ror "  i rf - 1) ® V et posons x ' =  xa ~ ^ “1+1^  ^ +pj ■ Suppo
sons Tj- 1  7  ̂ p — 1 . On va déterminer la structure de la représentation induite 
W =  In d f  +  1 )).

Soit v G E j- i( x ,X ^ rj - i  +  1) un vecteur propre de H  de caractère Notons Ev la 
sous-J-représentation engendrée par v et r&d(Ev) son radical. Puisque E j- i(x , X‘\  rj - 1  +
1 ) est de multiphcité 1, v est unique à constante près, donc E v et rad(jEu) sont bien 
définis.

Lemme 2 .1 1 . Soit u  un sous-quotient irréductible de In d f 'II^ ) . R existe une unique 
sous-K-représentation de W, notée W^, telle que :

-  le cosocle de est isomorphe à u ;
-  modulo IndfH(r&d(Ev)), l ’image de est isomorphe à U(u), l ’unique sous- 

représentation de IndfH fy )  admettant lü comme cosocle.

Démonstration. Analogue à celle du corollaire 2.4. □

Pour simplifier, on suppose rj > 1 et r ;-_i =£ p — 1 dans le corollaire suivant.

C orollaire 2 .1 2 . Soient u  un poids apparaissant dans ln d fll(x o i~ ^~ l+l p̂j 1) et r  
(resp. r ') un poids apparaissant dans Ind j’II(x) (resp. IndjrII(x/)̂ - Alors

(i) U ( t)  Ç Wu si et seulement si J ( r )  Ç J(u) U {j — 2, j  — 1} ;
(ii) U (rf) Ç Wu si et seulement si J (r r) Ç J(u) U {j — 1}.

Démonstration. L’énoncé pour r f G JH(Indj"lI(x/)) est conséquence directe du lemme
2.7 puisque rj +  1 > 2.

Pour (i), on peut travailler dans Indf:I l(E j- i(x , rj - i  +  !))> i-e- après modulo 
In d j^ x O -  Posons i =  [(rj- 1  — 1 )/2], de telle sorte que l’on ait une suite exacte

0 - ►  E j-i{x ,i)  -* E j - i{ x ,r j - i  + 1) -> £ j_ i(x aT (t+1)p3' 1,rj . i  -  i) -*• 0.

On vérifie que le cosode de E j- i(x ,i) ,  isomorphe à x a _ ip3 \  s’écrit sous la forme

(’V “ >r j - H-"

avec r’j_ i < 1. Le lemme 2.7 impliqu’alors que si o/ est un sous-quotient irréductible de 

Ind/"n(xct_^+1 î̂>î_1)) Wui contient U (t)  si et seulement si J ( r )  Ç J(üj') U { j  — 1, j  -  2}. 
D’autre part, si Wu désigne l’image de Wu dans Ind;f n (E j_ i(x a ~ ( î+ 1 )p3 , ^ - î  — i)), le

T — {i~0, ■ ■ ■  ,P  -  2 -  r¿_i, r j  +  1, ■ • • , r /_ i)  ® rçdet^ 1(’V-i+1) p5,

W =  Indf n (£ j_1(x,x',ri _1 +  1)).

(ror-- ,r'j-x ,-- - y f-x) ®r)'
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même lemme implique que contient U (u/) si et seulement si J {v r) Ç J (v )  U { j — 2}, 
car s’écrit sous la forme

(r0î ' ' ’ ? rj - l ’> " '•> r / - i )  ® 

avec > 2 (cf. lemme 2.6). Cela prouve (i) et termine la démonstration. □

3 Combinatoire des diagrammes de Diamond génériques

Dans ce paragraphe, on rappelle la construction des diagrammes de Diamond ([BP]) 
et on en fournit des propriétés combinatoires.

3.1 D iagram m es de D iam ond  génériques

Les Fp-représentations continues de dimension 2 de Gal(Qp/F )  sont classifiées à 
l’aide des caractères fondamentaux de Serre Ud [d>  1). De manière explicite :

P ro p o sitio n  3.1. Soit p : Gal(Qp/F )  —» GL2(FP) une représentation continue. Alors 
p est de Vune des formes suivantes :

(i) p est réductible et

/  E f c o V O - . + i )  A  

P\l(Q,/F) ~  (  f  q i J  ® 7?

où r/ est un caractère lisse de I(Q p/F ) qui se prolonge à Gal(QP/F ) et les ri sont des 
entiers entre —1 et p — 2 tels que (ro, • • • , ry_i) ^  (p — 2, ■ • • ,p — 2).

(ii) p est irréductible et

/  £toV(n+D Q \
P\l(Qp/F) = 2f o J

où rj est un caractère lisse de I(Q p/F ) qui se prolonge à Gai(Qp/F ) et les ri sont des 
entiers tels que 0 < ro < p — 1, —1 < r  ̂ < p — 2 pour i > 0 et (ro,-* - ,^ /- i )  ^  
(P 2, * - - , p -  2).

Démonstration. Voir le corollaire 2.9 de [Br2]. □

D éfin ition  3.2. Conservons les notations de la proposition 3.1. La représentation p est 
dite générique si 0 < r» < p - 3  et (r0, • - * ,r /_ i)  ^ {(0, • • • , 0), (p~3, • • • ,p -3 )}  dans le 
cas réductible, ou si 1 < ro < p — 2 et 0 < ri < p — 3 pour i > 0 dans le cas irréductible.

À la représentation p, on peut associer un ensemble V(p) de poids, appelés poids 
de Diamond ([BDJ]). Si p est de plus semi-simple et générique, on peut décrire 'D(p) 
comme suit ([BP]).

/  ZtoVCn+i) 0 \
p \m P/F) = y  2/ o ^ E fc o V in + i)J

car x a  1
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Soit (xo, • * • , X f-i)  f  variables. On commence par définir deux ensembles TZV(xo, • • • , £ /_ i) 
et l V ( x o, ■ • • ,x /_ i)  de / - uplets À =  (Ào(xo), • • • , A /_i(x/_i)) où Xi{xi) G Z ± X j. On 
convient que Xf = xo et X f(xf) =  Ào(xo) dans ce qui suit.

-  Si /  =  1, H V(xo) =f {xo,p  -  3 -  xo} et l V ( x o) =f {xo,p  -  1 -  xo}.

-  Si /  > 1, 7tV(xo, • • • ,x /_ i)  est l’ensemble des À tels que :

(i) Aj(xi) G {xj, Xi + l ,p  -  2 -  Xi,p — 3 — Xi} pour tout i G {0, • • • , /  -  1}

(ii)  s i Ai(xi) €  {x,,xî +  1} ,  a lors Aj+i(x i+i) G {xj+i,p -  2 -  xi+i}

(iii) s i A j(x i)  G { p - 2 - X i , p - 3 - X i } ,  a lors Ai+ i ( x i+ i )  G { p - 3 - X j + i , x i+ i  +  l } .

et I V ( x 0, • • • ,X f- 1) est l’ensemble des A tels que :

( i)  A0(x 0) G { x o ,x o  -  l , p  -  2 -  x o ,p  -  1 -  x 0}  e t  A j(x i)  G { x j ,X i  +  l , p  -  2 -  
Xî, p  — 3 — Xi} s i i >  0

(ii)  s i i >  0 e t  \ i(x i)  G { x j , x i + l }  (resp . A o(xo) G { x o , x 0- l } ) ,  a lors Ai+ i ( x i+ i )  G 
{ x j + i ,  p  — 2 — Xj-|-i}

(iii)  s i 0 <  z <  /  — l e t  A i(x j)  G { p  — 2 — X j,p  — 3 — X j}, a lors Ai+ i (x i+ x )  G 
{ p  3 Xi-j-1, X j+ i +  1}

(iv) si Ao(xo) G {p -  1 -  xo,p -  2 -  x0}, alors Ai(xi) G {p -  3 -  x i,x i +  1}

(v) si A /_i(x/_i) G { p - 2 - x /_ i ,p - 3 - x /_ i } ,  alors Ao(xo) G { p - l - x o ,x o - l} .

Pour A G TZV(xo, ■ ■ • ,x /_ i)  ou A G lV (xo , ■ ■ ■ , x /_ i), on pose 

Z“ 1
e(A) :=  è( E  p 'fa  -  A*(xi))) si A /_i(x/_i) G {x/_i, X f - 1 +  1}

¿=0
/ - I

e(A ) :=  l ( p f  -  1 +  £  p'(xi -  A i (x i) ) )  s in o n .
¿=o

Lem m e 3.3. Supposons p semi-simple et générique. Si p vérifie (i) (resp. (ii)) de la 
proposition 3.1? alors les poids de Diamond associés à p sont exactement les poids

(Ao(r0), • • • ,X f - i { x f - i ) )  ® det6^ 0’- ’̂ r ?  

pour A G TZ'D(xo,-- • , x f - 1) (resp. A G JT>(xo, • • • ,X f- \) ) .

Démonstration. Voir les lemmes 11.2 et 11.4, [BP]. □

On peut identifier l’ensemble TZT>(xo, • ■ ■ ,x /_ i)  (resp. IV { x o, • • • , x/_i)) avec l’en
semble des sous-ensembles S  de {0, • • • , /  — 1} comme suit :

-  pour A G TZT>(xo, • • • , x /- i) ,  on pose i G S  si et seulement si Aj(xi) G {p -  3 -
X j,X i + 1}

-  p o u r  A G 2 V(xo, ■ ■ ■ , x / _ i ) ,  o n  p o s e  0 G S  si e t  s e u le m e n t s i A o(xo) G {p  — 1 — 
x o , x o  - 1}  e t , s i i >  0 on  p o s e  i G S  s i e t  se u le m e n t s i A j(x i)  G {p  -  3 -  Xj, Xi + 1} .
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Si À G 1ZU(xo, ••• ,x /_ i)  (resp. Z V (xo,-** , x /_ i)), on note 5a le sous-ensemble de 
{0, • • • , /  — 1} qui lui est associé comme ci-dessus, et on pose :

(3.1.1) l [? )  :=  |Sx|.

Lem m e 3.4. Si \ , \ f ElZUfao, - • ■ ,£ / - i )  (resp .lV (xo, • • • ,£ /_ i)^ sont tels qu’il existe 
j  G {0, • • * , /  — 1} vérifiant :

Sx n ({0, • • • , / -  i}\{j - 1, j}) = 5a' n ({0, • • • , / -  i}\ü - 1, j}),

aZors Ài(xi) =  Aj(x») pour tout i £ {j -  2, j  -  1, j} .

Démonstration. C’est clair à partir de la définition. □

Supposons que la représentation p soit telle que p G Z  agit trivialement sur det(p). 
On lui associe une famille de diagrammes D = (jDo(p), D\(p), r ) comme suit (§13, [BP]) :

(i) Do(p) est la plus grande (pour l’inclusion) représentation de GL2(F9) sur ¥p 
telle que socgl2(Fç)^o(p) =  ®aev{p)cr telle que chaque a G T>(p) n’apparaît qu’une 
seule fois dans Do{p) ; on la voit comme représentation de K Z  en faisant agir p E Z  
trivialement ;

(ii) Di(p) est l’unique représentation de N  sur D q(p)11 qui étend l’action de I  et 
qui vérifie Et2 =  Id ;

(iii) r : D \(p ) D q(p) est une injection JZ-équi variante arbitraire.

on obtient ainsi une famille de diagrammes. Remarquons qu’en général, il y a un 
nombre infini d’injections r à isomorphisme près.

Nous aurons besoin de la description explicite de D q(p).

Soit (yo, * * • iV f-1) /  variables. On définit un ensemble X(yo, • * • .V f-1) de / - uplets

^ :=  (Ao(î/o), — ,A /_i(y/_i)) avec A»(y») G Z ±  y* comme suit. Si /  =  1, X(y0) =f 
{y0,p -  1 -  y0,p -  3 -  y0}. Si /  > 1, alors :

(i) A i(yi) G { y u y i -  l,y i +  l , p - 2 - y i , p - 3 - y i , p -  l-y » }  pour z G {0, ••• , / — 1}

(ii) si Ai (y») G {yuyi -  l,y» +  1}, alors Ai+i(yi+i) G {yi+up -  2 -  yi+1}

(iii) si Ai(yi) G { p - 2 - y i, p - 3 - y i, p - l - y i}, alors Ai+i(yi+i) G {yi+i -  1,yi+i +
-  3 -  y»+i,P -  1 -  y*+i}

avec les conventions y f := yo et A /(y /) := Ao(yo)- 

On définit pour A G J(xo, • • • , £ / - i),

(3.1.2) cS(A) :=  {i G {0, ■ • ■ , /  — 1}| Ai(xi) G { p -  2 — x» — ± l ,x {±  1}}.

(.Attention : ne pas confondre avec 5a !)

D éfinition 3.5. Soient A, A' G X(æo, • • ■ , £ / - 1). On dit que A et A' sont compatibles si, 
lorsque z G <S(A) n S(A'), le signe du terme ±1 dans (3.1.2) est le même pour Aî(xî) et 
A '¿Xi).
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Pour A € TZV(xo,--- ,£ / - i )  (resp. lV (xo , ■ ■ ■  ,xy_i)), on définit l’élément pi\ de 
Z(yo, • • • , V f-1) comme suit :

(i) := p -  1 -  yi si Ai(xi) € {p -  3 -  Xi,Xi} (resp. si i > 0 ou, si i =  0 et 
Ao(zo) € {p -  2 -  xq, xo -  1})

(ii) yU\,i{yi) := P ~  3 — yt si Aj(:cj) € {p -  2 -  x^  X{ +  1} (resp. si i > 0 ou, si i = 0 
et A0(x0) € {p -  1 -xo ,xo}).

Théorèm e 3.6. On conserve les notations précédentes.
(i) D 0(p) se décompose en une somme directe :

D o{p) =  © D qA p )
crEV{p)

avec sockD ô ( p) = a.
(ii) Soient a E D(p) et X le f-uplet correspondant. Alors les sous-quotients irréduc

tibles de Do^a(p) sont exactement les poids (avec la notation p o  X:— (fJii(Xi))i) :

(Mo(A0(r0)),--- ,/i/ -i(A / _1(r/ _i))) 0 d e t ^ ^ ’- ^ - ^ i ?

pour fi E J(y o ,-”  iV f-i)  tels Que M MA sont compatibles (cf. la définition 3.5) 
en oubliant les poids tels qu’il existe i E {0 , * •* ,/ — 1} vérifiant p,i(Xi(ri)) < 0 ou 
Hi{Xi(ri)) > p — 1. En particulier, D q(p) est de multiplicité 1.

(iii) Supposons p réductible. Alors, en tant que diagramme, D(p,r) se décompose en 
une somme directe de la forme :

f  f
D{p,r) =  Ç ^D i(p , r) = ^^{® i{CT)=iD^(j ( p ) ^ ^ ^ =iD ii<j(p),ri).

£=o e=o

Démonstration. Voir la proposition 13.4 de [BP] pour (i), le théorème 14.8 loc.cit. pour
(ii) et le théorème 15.4 (ii) loc.cit. pour (iii). □

D éfinition 3.7. Si S  est une if-représentation de multiplicité 1 et si r  est un sous- 
quotient irréductible de <S, on dit que r Tl a un relèvement dans S*1, ou que r 11 se relève 
dans 5 Jl, si la surjection U(r) -» r  induit une surjection U (r)11 -» r 11 où U(r) C S  est 
l’unique sous-représentation admettant r  comme cosocle.

Lemme 3.8. Conservons les notations du théorème 3.6 (ii). Un sous-quotient irréduc
tible r  de £>o,o-(p) est tel que r Ix se relève dans D ^^(p)Jl si et seulement si

€ {P -  2 ~ VûP ~  1 “  Vû Vu Vi +  1}

pour tout 0 < i < f  — 1.

Démonstration. Voir le corollaire 14.10, [BP]. □

(i) ß \ Á V i) '■

Mí(yi) € {p  -  2 -  yu p  -  1 -  yi, j/¿, y» +  1}
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Soient r  un poids apparaissant dans Do,a(p) tel que t11 se relève dans D o^ipŸ1, et 
fi G X(yo, • • • ,y /- i )  comme dans le théorème 3.6 (i). Si p est réductible, on définit

S ^ T := {i e  Sa| /Xi-itAi-iOci-i)) G {xi_i,xi_i +  l , p -  1 -  2 i_i}}

S f T := {i $ S x | € { p -  3 -  X i - i ,p -  2 - x i_ i,x i_i}}.

Si p est irréductible, on définit S ^ T et S ^ T comme ci-dessus sauf que 1 € S ^ T (resp.

1 € 5 + )  si et seulement si 1 G S \  et /xo(Ao(xo)) G {xo — l,xo ,p  — xo} (resp. 1 ^ et 
Mo(Ao(xo)) G {p — 2 — x0,p — l - x 0,x 0 +  l}).

Si <S est un sous-ensemble de {0, • • - , /  -  1}, on définit Æréd(<S) (resp. 6-^(S)) comme 
suit : i G 5réd(5) si et seulement si i 4- 1 G S  (resp. si i > 0, i G ¿irr(<S) si et seulement 
s i i  +  lG <SetO G  ¿irr(<S) si et seulement si 1 ^ <S).

Lem m e 3.9. (i) H existe un unique poids ô(r) G T>(p) tel que G Dq^ ^ ( p).
(ii) Le poids S(t ) correspond à 5réd({<S\\<S\r ) ^ S \ r ) (resp. à6 iTT((Sx\ S - ) U S + T)) 

si p est réductible (resp. irréductible).

Démonstration. Par hypothèse, le caractère Xr apparaît dans £>i(p), donc Xr l’est aussi. 
La représentation p étant générique, on a Xr ^  Xr- On en déduit que tM est un sous- 
quotient de D q(p), d’où (i) d’après le théorème 3.6. Pour (ii), voir le lemme 15.2, [BP].

□

3.2 U n  résu lta t com binatoire

On conserve les notations précédentes. Dans cette section, on considère deux poids 
7i, T2 apparaissant dans D oiŒ(p) tels que :

-  t^1, r^1 se relèvent dans Dq^(p)11 

~ ,T2) est un couple de type (+1, j)  

et on compare le lien entre £(ti) et £(72), ainsi que celui entre les places de 77- (k =  1,2) 
dans Do,<5(Tfc)(p)- On note (ik =  /xTfc G X(yo, * * * > V f-1) le /-uplet associé à rk comme dans

le théorème 3.6 (ii), et ôk = fi [s\ celui associé à rj^. Notons également À/- =  Xs(Tk) (resp. 

S \k) le /-uplet (resp. le sous-ensemble de {0, • • • , /  — 1}) correspondant à S fa )  G T>(p).

Remarquons qu’il n ’y a pas de tel couple (ti,T2) si /  =  1. Supposons donc /  > 2 
dans la suite. On fait la convention que, si j  — 1 < 0 (resp. j  -h 1 > /  — 1, etc.), on 
l’identifie à l’entier j  — 1 +  /  (resp. j  +  1 — / ,  etc.).

On donne la liste de toutes les possibilités pour le couple (71,72) considéré.

Lem m e 3.10. (i) On a deux possibilités :

-  ou bien MAj(yj) =  P ~ 3 — yj et

/Zi_i(Ai_i(xi_i)) e  { X j - I ,  X i- 1 +  1 , p  -  1 -  X j _ i } }

S f T := {i $ S x | /¿i_i(Ai_i(si_i)) € { p -  3 -  X i - i , p -  2-X i_i,X i_i}}.

(A*2j-i(yj-i),A *2j(y i)) =  (p -  2 -  y j- i ,y j + 1);

(Mi¿-i(y¿-i)./*i¿(i/¿)) =  (vj-i,yj) 

X v j- i ) ,  M2 ,j(y j) )  =  (p -  2 -  y^-i, y
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-  ou bien p>xj(yj) =  P ~ 1 ~ Vj et

=  { v j - u p -  2 -  yj) 

(M2j - i(y j- i) ,M 2j(y j)) =  (p -  2 -  v j - u p - 1  -  yj).

(ii) On a ô i j iAi,i(rf)) =  02,t(A2,t(ri)) si i £ {j -  1, j} , ei 

< M * ij (ri)) =  ^2j(A2 j (ri )) +  1

^ ij- i(A ij - i(r j_ i))  +  02 j - i  (A2 j - i  (rj - i ) )  =  P- 

Démonstration, (i) D’après le lemme 3.8, on sait que pour tout 0 < i < f  — 1 ,

Mi,t(yt).^2,i(yt) e  { p - 2 -  yu p -  1 - y i,y i ,y< +  1}.

Comme M2,j(yj) =  Mij'Ü/?) +  1? 011 en déduit que :

w j(y j)  e  { p -  i  -  yj,V j + 1}-

Si fJLxj{yj) — p —3—yj, alors la condition de compatibilité (cf. définition 3.5) entraîne 
que fi2 j  (yj) =  Uj +  1, et donc que /xij(ÿj) =  y j . Par définition de X(yo, • • • ,y /- i)  et 
puisque /xij_i(yj_i) =  p -  2 -  /i2j - i ( y j - i ) ,  on en déduit que /xij_i(yj_i) =  y^_i et 
/ i 2 j - i f e - i )  =  p - 2 - y J_i.

De même, si ¡¿xjiVj) =  p — 1 — yj, alors ^ 2,j(Vj) = P ~ 1 ~ Vj> et les autres énoncés 
sont immédiats.

(ii) Par définition, on a les égalités suivantes pour tout 0 < z < /  — 1 :

0i,i(Ai,t(ri)) +  /¿i,i(Ai(ri)) =  p -  1

02,i(A2,»(ri)) +  M2,i(Ai(rt)) =  p -  1.

On conclut donc en remarquant que /xi,i(yi) =  M2,i(yi) si z ^ {j — 1, j} et que

W j(vi) =  w j( % ) - 1, v u - i ( y j - i )  = p - 2  — fi2j-i(yj~i)-

□
P roposition  3.11. (i) Si i £ { j — 1, j} , aZors z G si et seulement si i G S \2 ; si
i G { j — 1, j} , alors i G seulement si i £ S \2.

(ii) Ai ¿(xi) = X2 ti(xi) si et seulement si i £ {j — 2 ,j — 1, j}.

(iii) Si i 7̂  j  — 1, alors i € S(#i) sz et seulement si i G ¿>(#2) ; si i = j  — 1, alors
i G <S(0i) sz et seulement si i £ <S(02)-

Démonstration. On prouve la proposition dans le cas réductible, le cas irréductible étant 
totalement analogue.

(i) Par le lemme 3.10 (i) et la définition de (resp. 5 ^ Tfc), on voit que

(p ij- i(V j-i) ,P ij(V j))  =  (V j-i.P - 2 -  y,-) 

(M2¿ -i(y j- i) ,/í2¿(y¿)) =  (p -  2 -  V j - i ,p -  1 -  y¿).

Proposition 3.11. (i) Si i  ̂ { j — 1, j}, alors i G S \x si et seulement si i € S \2 ; si 
i G { j — 1, j} ,  alors i G S \1 si et seulement si i £ S \ 2.
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K n  n ({°* W i ’Î + !»  = K n  n K°’
Pax suite, si i £ { j — 1, j}, on a i G 5;^ si et seulement si i G 5a2 d’après le lemme 3.9 
(ü).

Considérons d’abord le cas où i =  j .  On a deux possibilités :
(a) Si j  -h 1 G 5^, i.e. \j+ i(xj+ i) G {p — 3 — Xj+i, Xj+i +  1}, alors par définition

Aj ( x j )  G {p — 2 -  X j ,p  — 3 -  X j} .

-  Si Aj ( x j )  =  p  — 2 — Xj, alors l i \ j ( y j )  =  p  — 3 — yj, et donc, d’après le lemme
3.10 (i), on a Mij(yj) =  Vj et 1̂ 2j  {yj) =  yj +  1* On vérifie à partir de la 
définition que j  + 1 £ 5 ^  et j  +  1 G 5 ^ T2, ce qui donne, en rappelant que

s Xt = ôr((sx\ s ; T%) u s l Tj ,

j  € SXl, j  i  Sx2.

-  Si Aj ( x j )  =  p  — 3 — Xj, alors H \j(y j)  =  P — 1 ~ yj, et donc, d’après le lemme
3.10 (i), on a f^ ijiy j) =  p — 2 — yj et /¿2j(y j) =  P — 1 ~ yj- On vérifie alors à 
partir de la définition que

j  $ *-*Aii j  £  ¿>A2*

(b) Si j  +  1 ^ 5^, alors Aj(xj) G {xj,xj-fi}. On a encore deux cas à distinguer et 
les mêmes arguments donnent :

-  si A j(x j) = Xj, alors ¡j,x j{y j) = p - l - y j ,  et donc j  € SXl, j  $ Sx2 ;

-  si Aj(x j) = Xj +  1, alors Li\j{yj) =  P -  3 -  y,, et donc j  $. SXl, j  G <S>2.

Ceci permet de conclure dans le cas où i = j ,  et le même raisonnement (plus facile) 
donne, lorsque i = j  — 1 :

j  — 1 G S \1 <==> j  — 1 ^ S \2.

(ii) Par le (i), on a :

Sa, n ({0, l }\{j -  l, j}) -  5A2 n ({0, • • • , / -  l }\{j -  ij} ),

donc d’après le lemme 3.4, on a Ai¿(xj) =  A2,ì(xì) si i £ { j — 2, j  — 1, j} .  De plus, 
de (i) on déduit que Ai^x*) ^  A2,ì(xì) si i G {j — 1, j}. Il reste donc à vérifier que 
A ij_2(xj_2) 7̂  A23j_ 2(xj_2), ce qui est une conséquence de la définition et de (i) pour

j ~  I-

(iii) La conclusion pour i £ { j -  2, j  -  1, j}  est triviale puisque î,*(y») =  02,*(yi)- 
On suppose que /  > 3, le cas /  =  2 étant une conséquence directe du §16, [BP]. On

a donc j  -f 1 £ {j — 1, j} , et ensuite d’après (i), j  +1  G 5ax si et seulement si j  +1 G S \2. 
On en déduit, puisque Aij(x j)  ^  A2j(x j) , que

Alj(Xj) =  A2j(Xj) ± 1.

K n  n (i°> ■"*/- V W ' Î  + !» = K n  n ({0> •••’/- 1 } \& 3 + !})•

¿h n ({o, • • • , / -  i}\{j - 1, j}) = «sAa n ({o, • • • , / - 1}\{j - 1, j}),

\ { j j  + 1}) = K n  n ({0, • • • , / -  1 + 1})({0 , 1 }nK n
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01 = 02 j (y j) -

Ceci permet de conclure dans le cas i =  j.  Le cas i =  j  — 2 s’en déduit puisque 
0lJ-3(2/j-3) =  d2j- z { y j - z ) .

Il reste à vérifier que j  — 1 E S (6i) si et seulement si j  — 1 £ <S(#2)* Ceci est une 
conséquence de ce que l’on a prouvé et du fait suivant (facile à vérifier) : si #i,02 € 
^(2/0î * * , V f - 1) sont tels que pour tout 0 <  i < f  — 1 :

h ,i(y i),& 2,i{yi) G {p  -  2 -  y i,p  -  1 -  y i,y i,y i +  1},

alors 81 = d2 si et seulement si S (6i) = S (62). □

Soit r  un poids apparaissant dans Do,a{p)• Par réciprocité de Frobenius, on a une 
surjection naturelle In d fx r  (̂Æ(T)>r ^)> donc <5(r) correspond à un élément £ G 
'Piyo, • • • , V f-1). Rappelons que

J ( 0  =  { i  e  { 0 ,  - - - , /  — 1} |  G { p - 2 - y i } p -  1 — y . » -

On vérifie facilement que

i E J (£) N—  ̂^¿(ï/i) £ {z/î■> Vi "i" 1} ^—* ¿ +  1 ^ 5 (0 ) .

C orollaire 3.12. Avec les notations de la proposition 3.11 et & é£an£ Vélément corres
pondant à ô(Tj) comme ci-dessus (i= l,2), on a :

A t i )  n  ( { 0 ,  • ■ ■ , / -  i } \ { j  -  2 } )  =  J ( 6 )  n  ( { 0 ,  • • • , / -  i } \ { j  -  2 } )

et que j  — 2 E J(£i) si e£ seulement si j  — 2 ^ ^(^2)-

Démonstration. C’est une simple traduction de la proposition 3.11 (iii). □

4 Construction de représentations super singulières

Si p est une représentation continue générique de Gal(Qp/F )  de dimension 2 sur Fp 
telle que p E Z  agit trivialement sur det(p), on lui a associé une famille de diagrammes 
D (p,r) (cf. n°3.1). Par le théorème 9.8, [BP], on peut aussi lui associer une famille de 
représentations lisses admissibles n (p, r) de G. On dira que n (p, r) est une représentation 
de G associée à D(p, r), ou encore, associée à p. Lorsque /  =  1, il est connu (§20, [BP]) 
que la représentation n (p, r) est déterminée par D(p, r), ce qui n’est plus vrai lorsque 
/  > 2. Dans ce paragraphe, on construit de “nouvelles” représentations supersingulières 
de G au sens suivant : associées à un diagramme de Diamond D(p,r) fixé, il existe des 
représentations lisses admissibles de G non-isomorphes. Autrement dit, il existe plus de 
paramètres que ceux déterminés par r.

Ensuite, comme dij(yj),02 j(yj) e {p -  2 -  yjyp -  1 -  y j,y j ,y j + 1}, le fait que 
^1j'(A ij(tj)) =  Û2,j(^2j('rj)) 4- 1 (cf. lemme 3.10 (ii)) implique que :

h  j(V j)  =  &2 j(V j).

L}| £¿(y¿) s  -I
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L’idée de la construction est d’utiliser la “classification” fournie dans le chapitre
II. De manière précise, rappelons que l’on a défini le diagramme canonique D (tt) = 
(jDo(7r),Di(7r),can) d ’une représentation lisse irréductible 7r de G et que l’on a montré 
que 7r est déterminée à isomorphisme près par Pour construire de nouvelles re
présentations à partir d’un diagramme D(p, r) fixé, il faut donc d’abord vérifier que le 
diagramme canonique D(7r(p,r)) est strictement plus grand que le diagramme D(p, r) 
(voir la remarque 4.4). La possibilité de ce fait est suggérée par le lemme suivant.

Lem m e 4.1. Si n (p, r) est irréductible et si le diagramme D(p , r) n’est pas O-irréductible 
au sens dans §9, [BP] (par exemple si f  = 3 et p est irréductible), alors D\(p) C 
-DiK^r)).

Démonstration. Par construction D\{p) Ç ir(p, r)! l , on a donc -Di(p) Ç D i (tt(p, r)) 
d ’après la proposition 3.14, chap.II. Si l’on a égalité, alors D(7r(p, r)), qui n ’est autre 
que ((K  • jDi(p)),£>i(p),can), possède un quotient non trivial D = (D ^ D ^ r )  avec r 
injectif puisque Z?(p, r ) n ’est pas O-irréductible. Par le théorème 9.8, [BP], il existe alors 
une représentation lisse admissible il de G et une injection de diagrammes (tpo,<pi) : 
D  JC(fi). Ceci implique, par le corollaire 3.19 du chap.II, que l’on a :

HomG(7r(p,r),fi) =  Hompj^(I}(7r(p,r)),/C(fi)) ^  0.

Or, le morphisme 1r(p, r) —» fî correspondant à ((po5̂ i) n ’est pas injectif, ce qui est 
impossible puisque tt (p, r) est irréductible par hypothèse. □

4.1 P rélim inaires

Dans cette section, on donne une construction générale de représentations supersin
gulières de G. Elle sera utilisée dans les sections suivantes.

On fixe 7r une représentation supersingulière de G telle que p G Z  agisse trivialement 
et on note a := socjf7r le socle de 7r.

Soit a ^  InjKcr une enveloppe injective de cr, que l’on voit comme une représentation 
de K Z  en envoyant p sur l’identité. On fixe une injection K Z-équrvariante de 7r dans 
Inj^cr, prolongeant celle de a dans Inj^cr, de telle sorte qu’on identifie 7r avec une sous- 
i f  Z-représentation Vx de Inj^cr. Soit S  l’ensemble des représentations lisses admissibles 
Q de G, de ÜTZ-module sous-jacent Inj^cr et telles qu’on ait une injection de diagrammes

(ttKi , n11, can) (ü\Kz , îî|jv, can).

D’après §9, [BP], S  n ’est pas vide.

D éfinition 4.2. On dit qu’une sous-/-représentation M  de 7r est spéciale si elle vérifie 
la propriété suivante :

(SI) pour tout Cl E S  et toute injection G-équivariante %j) : 7rc—► fi, on a ip\m  =  c-Id
— X

avec c G Fp , où Id désigne Videntification de n avec Vn C Inj^cr que Von a fixée.

Voici quelques critères assurant qu’une représentation M  est spéciale :

D (  TT).



4. Construction de représentations supersingulières 97

Lemme 4.3. (i) Soient M  une I-représentation de nr et (K-M) C n la K-représentation 
engendrée par M . Si

dimf pHomif ((K  ■ Af),Injx cr) =  1,

alors M  est spéciale.
(ii) Si M \, M2 sont des sous-I-représentations spéciales de ir vérifiant M i DM2 7̂  0, 

alors Mi +  M 2 l ’est aussi.
(iii) Soit p : Gal(Qp/F )  —► GL2(Fp) une représentation continue semi-simple gé

nérique et 7r =  7r(p, r) une représentation lisse admissible de G associée à p. Si p est 
irréductible (resp. si p est réductible), et si M  est une I-représentation de n contenue 
dans Dq(p) (resp. dans D q̂ (p) pour i  G {0, ■ • • , /} , cf. théorème 3.6 (iii)), alors M  est 
spéciale.

Démonstration, (i) et (ii) sont triviaux, (iii) est un cas particulier de (i) par la construc
tion (théorème 13.8, [BP]). □

On renvoie le lecteur au §3.1, chap.II pour la définition de / + (7r) et de D i (tt). Soit M  
une sous-J-représentation spéciale de J + (7r) et soient keri et ker2 les K -représentations 
qui rendent les lignes du diagramme suivant exactes :

(4.1.1) 0 -----►  k e ri-----►  In d f  n (M 71) ----- ^
O

0 -----»- ker2 ------»- In d f  TL{M)------ ►  tt.

On impose la condition suivante sur M  :

(S2) la K-représentation ker2 /k e ri admet (au moins) un sous-quotient irréductible 
qui est isomorphe à un poids af G JH(<r).

Soit af est un tel poids. Alors il existe une sous-if-représentation W  C ker2 qui vérifie 
W  D keri C W  et qui admet un cosocle irréductible isomorphe à crf. Soit M f l’image de 
W  via le morphisme composé (le morphisme prn (M) es  ̂ défini au n°2.2, chap.II)

W  <-+ In d f n (M) Pr̂ M) n(M) * M,

ce qui équivaut à dire que M 1 est la plus petite sous-/-représentation de M  telle que 
W  C Indf:II(M'). H est clair que M ' est aussi spéciale.

R em arque 4.4. On a M* Ç Di(n) : c’est une conséquence du lemme 3.1, chap.II.

Sans perdre de généralité, on peut supposer M  =  M'. Comme W  admet un K- 
cosocle irréductible, le /-cosocle de M, M /rad(M ), est une somme directe de caractères 
distincts de H = I / h  ■ c’est le cas si W  =  Injk /k ^ '  (p31* la proposition 4.13, [BP]) 
et le cas général s’en déduit. Soit v e M  un vecteur propre non nul de H de caractère 
propre x (pas nécessairement isomorphe à Xa') tel que v £ rad(M).



Soient v l’image de v dans M /rad(M ), qui ne dépend pas du choix de v , et

a : M  -» M /rad(M ) —» FpË 

le quotient naturel. Notons ker a  le noyau de a.

Lem m e 4.5. In d f  x s admet cr' comme sous-quotient.

Démonstration. Par définition de M, W f := W  H In d f II(ker a) ^  W . On en déduit une 
injection de W /W ' dans In d fll(x ), ce qui montre (i) puisque a' est le cosocle de W  et 
donc celui de W /W 1. □

D’après les lemmes 4.5 et 2.1, il existe donc un vecteur non nul /  G Inj^cr' c  InjKa 
fixé par Ii  et de caractère propre x s- Puis d’après les lemmes 2.6 et 2.7, [BP], il existe 
un (unique) entier 0 < i[af) < q — 1 et e G {0, ±1} tels que le vecteur

x>«->(rç ;)/+«/
ÀGFg V 7

est fixé par I± de caractère propre Xaf et qu’il engendre le socle af de Inj#cr'. D’autre 
part, on a :

Lem m e 4.6. Avec les notations ci-dessus, il existe un vecteur h G In d f  II(ker(a)) tel 
que le vecteur

J)n (u) + ell(t,) + /l
A eFg V '

appartient à W \radK{W ) et tel que son image dans W /iad(W ) =  a1 est fixée par I\.

Démonstration. Reprenons les notations dans la démonstration du lemme 4.5. D’après 
les lemmes 2.6 et 2.7, [BP], le vecteur

E  ^  ( [1 J )  n (ü) +  £Tl&) e W /W ' -  InjiXs
A eF g '  '

est un vecteur propre de H  de caractère propre Xa' et que son image dans W/rdA{W) =  
cr' est fixée par I\. L’énoncé s’en déduit. □

On fait l’hypothèse suivante sur v :

(S3) v ^ £(M ), avec S(M ) la sous-J-représentation de Q engendrée par ker a, 
Il(kera), fi71 et ü(î;).

Voici un critère naïve pour avoir (S3) qui sera utilisé au §4.2 :

Lem m e 4.7. La condition (S3) est satisfaite si M  admet un I-cosocle irréductible (donc 
isomorphe à x ) et si x  ^  Xs-
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J ) /  +  e /
AGFg V 7

J) n iv l  +  d i i v j  +  hE
AeFg

; à *-')



Démonstration. Soit E' C E(M ) la sous-représentation engendrée par kera, II (kera), 
Q11 et rad((/ • II(v))). Alors v £ E' car la longueur de la filtration par le socle de E' est 
strictement plus petite que celle de (I  • v). Ceci permet de conclure, cax on a toujours 
Ii(v) 7̂  v. □

À partir des données (M, cr', v, /) ,  i.e. :

-  une sous-/-représentation spéciale M  de / + (?r) vérifiant (S2) ;

-  un poids cr' comme dans (S2) (associé à M ) tel que M  =  M ' ;

-  un vecteur propre v G M  de H de caractère x  vérifiant (S3) ;

-  un vecteur propre non nul /  de H  de caractère x s,

on va construire une famille de représentations lisses admissibles de G comme suit :

Étape 1. D’après le corollaire 9.11 [BP], il existe fi G S  et une injection G- 
équivariante tt c-> Î2. Soit Vx un sous-espace vectoriel de fi isomorphe à Inj^x en tant 
que /-représentation et tel que :

v£ =F„n(/).

Alors l’injection ¥pv iî/E (M ) induit, par injectivité de V ,̂ un morphisme H/E (M) —> 
Vx qui envoie l’image v de v vers ü ( /) .  En composant avec les morphismes naturels, on 
obtient un endomorphisme /-équivariant de il :

n îî/e(m) -> vx ^  n

que l’on note </>. On note $  l’ensemble de tels (j).
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R em arque 4.8. (i) Comme d’habitude, la définition de (j) dépend de beaucoup de choix.
(ii) Comme fi est une représentation fisse et comme Cl11 C ker </>, (j) est nilpotent. 

Par conséquent, pour tout a G Fp, 1 + acj) est un automorphisme de iî dont l’inverse est
oo
E  ( - ^ ) n-

71=0

É tap e  2 : On définit, pour a € Fp, une (nouvelle) action de la matrice (p o) sur ^  :

(a i o) n ^’a ^ ^
x  i—> (1 +  a(f>) 1 • II • (1 +  a<f>)(x).

On vérifie facilement que n ^ a est /-équivariant et que (Il^a)2 =  Idn- 
Comme FpII(ti) +  il11 c  S(M ) C ker<£, on a par définition :

H m (u) =  (1 +  a 0 )_1II(î; +  a ll(f))
OO

= E ( - ^ ) n(n(î;)+a/)
n=0

=  n(u) +  af.



Par le même calcul, on obtient aussi que si x  G il vérifie à la fois x  G ker(a^) et 
II(x) G ker(a<£), alors n<^a(x) =  II(x). En particulier, II^o =  H-

Étape 3 : Puisque Il^a définit une action de la matrice (£ J ) sur ^  d ’après [BP], on 
obtient une représentation lisse admissible de G que l’on note ( f î ,n ^ a), ou simplement 
Q^a, telle que

i l ( f> ,a \K Z  =  H \ k z  =  I n j  K cr.

On définit 7r^a comme la sous-G-représentation de engendrée par M 11.

Démontrons que les représentations définies ci-dessus sont vraiment nouvelles. 
Rappelons que l’on a fixé un poids cr' et un vecteur non nul /  de caractère propre %s.

Théorème 4.9. Avec les notations précédentes :
(i) on a n ^  si a 7̂  0 ;
(ii) si de plus la représentation M  +  Fvf  est spéciale, alors 7r^a % pour tout 

a 7̂  o! et tout </>, G $.

Démonstration, (i) Supposons qu’il existe un isomorphisme G-équivariant : 7r —» n<̂a 

(a G F ^). Grâce à la condition (SI), on peut supposer î/>û|m =  Id. On a vu qu’il existe 
un (unique) entier 0 < z(cr') < q — 1 et e G {0, ±1} tels que le vecteur

AEFg '  '

est fixé par I i  et que (K  ■ F) =  cr'. D’autre part, par le lemme 4.6, il existe des xr G 
ker(a) (0 < i < q — 1) tels que dans 7r c-* Inj#<r

E E Ai( [î ] J)n(xi) + n (® n )+ 5 Z Ai(ff,)f [î ] ; )n (« ) + di(t,) = o>
¿=0 Xe¥q '  J AeFq '  '

et on a donc dans 7r^a Inj^cr (en utilisant V'ûIm =  Id) :

E E Ai ( ll j) H^(^) + n â(xn) + E  Aî(<T,) ( lÎ] J) n â(«) + e n * »  = 0.
¿=o a g f 9 ^  '  a g f  q ^  '

Or, on a les égalités (car x i,x n 5ll(x i),ll(xn) G ker(a<^))

n̂ a(xt) = n(x*), n̂ û(xn) = n(xn), n̂ a(u) = n(v) + a/,

d’où aF  =  0 (dans Inj^cr), ce qui est impossible si a ^  0.

(ii) L’argument est analogue à celui pour (i). Plus précisément, par ce qui précède, 
on a dans (resp. .

E E ^ C î 1 ¿ W ( x i )  + I W x n)
1=0 a g f 9 '  ^

+ E AÎ(</) ( [i J) (n* > ) -  af )+*0“* »  -  af ) -  °>
AGFg '  '
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F := £ y M m  £ ) /  + </<=
AEFg '  '

est fixé par I i et que (K  ■ F) =  cr'. D’autre part, par le lemme 4.6, il existe des £*, xn G 
ker(a) (0 < i < q — 1) tels que dans 7r c-* Inj

E E Ai( [? J) n(x<) + n(xn) + E  xi{a ) J)n(t;) + en(t;) = 0,
i= 0  AeFg '  '  AeFg '  '

et on a donc dans 7r^a Inj^cr (en utilisant V'ûIm =  Id) :

E  E  Ai ( [1 J) U< t> ^  + n«̂,a(xn) + E  Ai(a,) ( [1 J) n* .»  + eIW ü) =
¿ = 0  AGFg ^  '  AeF* ^  '

Or, on a les égalités (car x i,xn5ll(xi),ll(xn) G ker(a< )̂)

n^a(xt) = n(x*), n^û(xn ) = n(xn ), n^a(u) =  n(v) + a /,

d’où aF = 0 (dans Inj^cr), ce qui est impossible si a ^  0.

(ii) L’argument est analogue à celui pour (i). Plus précisément, par ce qui précède, 
on a dans (resp. •

E E Ai( lÎ] ¿W txO  + IWxn)
i = 0  A e F ç  '  ^

+ E Ai(<T,) ( [i J) (n^ > ) -  “/ ) + e(n* »  -  <*/) = °>
A gF9 '  '
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(resp. en remplaçant (j) par </>' et a par a!). Soit %l) : ir^a tt^^ un G-isomorphisme. 
On peut supposer ip\M+fpf ~ Id de telle sorte qu'on ait (a—a f)F = 0, qui est impossible 
si û ^ a • 

Remarque 4.10. Soient p : Gal(Qp/F) —> GL2(FP) une représentation continue semi-
simple générique, et D(p,r) un diagramme de Diamond associé. Supposons que ([BP], 
§19): 

- ou bien p est irréductible et 7r = 7r(p, r) est une représentation lisse admissible 
associée à D(p, r) ; 

- ou bien p est réductible et 7r = ^ ( p , r) pour un i E {1, • • • , / — 1}. 

Supposons de plus que M est une sous-/-représentation spéciale de 7r vérifiant (S2) et 
v E M est un vecteur propre de H vérifiant (S3) et, pour </> E <S> et a E Fp, définissons 
des représentations 7r ĵa de G comme ci-dessus. Alors, en fixant un </>, on obtient une 
famille de représentations supersingulières non isomorphes 7r^a de G paramétrées par 

4.2 Les cas / > 3 

Dans cette section, on va construire de nouvelles représentations supersingulières de 
G lorsque / > 3. 

Supposons donc / > 3. Soit p : Ga^Qp/F) —> GL2(FP) une représentation continue 
générique (déf. 4.2) telle que p E Z agit trivialement sur det(p) et soit T>(p) l'ensemble 
des poids de Diamond associés. Supposons de plus que 

(a) ou bien / = 2m + 1 avec m > 1 et p est irréductible, 
(b) ou bien / = 2m + 2 avec m > 1 et p est réductible scindée. 

Lemme 4.11. Sous les hypothèses précédentes, il existe un poids a E T)(p) tel que 
<r[s] E V(p) et tel que 

MA = {P ~ 3 - yo, • • - , P ~ 3 - yf-1), 

où X E XV(xo, • • • ,£/-i) ou TZV(xo, • • • ,£/-i) est le f-uplet correspondant à a et où 
fix E T(yo, • • • , y / - i ) est le f-uplet associé à À défini au §3.1. 

Démonstration. Il suffit de prendre a comme le poids de Diamond correspondant à 

- dans le cas (a), 

À = {p - l - X 0 , X i + l , p - 2 - X 2 , - " + l ,p - 2 - X2m); 

- dans le cas (b), 

À = (xo + - 2 - Xi, • • • ,X2m + l , p - 2 -X 2 m +l) -

L'énoncé concernant est alors direct par définition (cf. §3.1). • 
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On fixe un poids cr comme dans le lemme 4.11. D’après le théorème 3.6 (ii), pour 
tout 1 < j  < f  — 1, il existe un poids Tj apparaissant dans D q̂ ( p) tel que (cr, rj) soit 
un couple de type (+1, j) . De manière explicite, Tj est le sous-quotient irréductible de 
Do,a{p) correspondant à

(• • • , Vj-2,P -  2  -  y j- 1, yj +  1, yj+1, • • • ) €  IV (y0, • • • , y / _ i ) .

Pour simplifier les notations, on fixe j  E {0, • • • , /  — 1} et on pose r  =  Tj.
Rappelons que S ( t )  désigne l’unique poids de Diamond tel que r M soit un sous- 

quotient irréductible de D0̂ ^ (p ) . Puisque ô(r) est un sous-quotient irréductible de 

Indj-x^, on peut lui associer un / - uplet £ G V(xo , • • * ,æ /- i)  (cf. n°2.1) tel que, si l’on 
écrit t  = (50, • • • , s / - i )  ® 77, alors

<Hr ) =  (£ o (so ) ,  • • ■ , 0 - i ( s / - i ) )  ®

C orollaire 4.12. Z}ans les cas (a) ou (b), on a J(£) =  {0, • • • , /  — 1 } \{ j  — 2} (où Von 
identifie j  — 2 a?;ec j  — 2 +  /  si j  — 2 < 0 .̂

Démonstration. C’est une conséquence directe du corollaire 3.12 en remarquant que 
J(ô(a)) =  J(crW) =  {0, • • • , /  — 1} et que (<j, r)  est un couple de type (+1, j) . □

D’après le lemme 2.10, la ^-représentation I(<r,r) C D ^a(p) contient une unique 

sous-I-représentation M r isomorphe à Ej-i(xa->Xr)- On pose x! := XtOl̂  et

W  := In d fn (M r ) S  I n d f X r ) ) -

C orollaire 4.13. Soit u  un sous-quotient irréductible de Indj"ll(x/); alors la K - 
représentationWu (cf. lemme 2.11) admet = ô(a) etô(T) comme sous-représentations 
si et seulement si

{0, ■ • ■ , /  -  1}\{j -  1, j  -  2} ç  J (üj).

Démonstration. C’est une conséquence des corollaires 2.12 et 4.12. □

Lem m e 4.14. (i) H existe un poids de Diamond a' tel que x ' =  Xcr'- Si Von note À' le 
f-uplet correspondant à a ', alors -i(À') =  £(X) ±  1.

(ii) Soit vT G Mr un vecteur propre non nul de H de caractère x'- Posons

[î ’)  e *■
AGFg v 7

Alors ou bien ib,i;T =  0? ou bien (K  • FojVr) est irréductible, isomorphe à cr'.

Démonstration, (i) Remarquons que si l’on écrit x ' =  (^o, * ■ • ? 5/ - i )  alors 0 < 5j < 
p — 3. Soit cr' l’unique poids de dimension < q — 2 tel que Xa' =  x ' • On vérifie que (cr, cr') 
est un couple de type (— 1, j)  et que cr' n ’apparaît pas dans D ^ (p )  (cf. théorème 3.6). 
Ceci montre que cr' G V(p) par maximalité de A)(p) (prop. 13.1, [BP]).Le deuxième 
énoncé est immédiat.

(• • • , V j - 2 , P -  2 -  V j - 1, Vj +  1, yj + 1, ■ • • ) G I V ( y o ,  • • • , y / _ x).

S(T ) =  (C o (s o ) ,- - -  , 0 - i ( s / - i ) )  ®  de te (í)(s0 ’” ’ ’s í " l)7?-

F o,vt
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(ii) Supposons FojVt ^  0. Il suffit de démontrer que l’image du morphisme naturel

Wa> «-+ In d fn (M r ) (K  ■ Mr) ^  ir

est isomorphe à cr', où Wat C W  est défini dans le lemme 2.11 (avec cr' vu comme 
sous-quotient de ïndfll(xf))- Si l’on note W\ le noyau du morphisme

I n d f O é e t f ) - * ,

alors le morphisme Wa/ —> n se factorise à travers Wat/ (Wat H W\). On laisse au lecteur 
le soin de vérifier que Waf/W Œf H W\ n ’admet pas de poids de Diamond autre que cr' 
comme sous-quotient et que cr' apparaît dans WŒt avec multiplicité 1. Ceci permet de 
conclure. □

Dans le lemme 4.14, il est clair que le poids cr' est uniquement déterminé par cr et j. 
Soit f ar G cr' un vecteur propre non nul de H  de caractère x 's =  x*, (unique à constante 
près). On vérifie directement que f Œt £ M r . Si l’on pose M  = Mr ©Fpf af, alors

-  M  Ç / + (7r), puisque l’on peut vérifier directement que Mr l’est ;

-  M  vérifie (S2), car cr' apparaît dans le socle de ir avec multiplicité 1, donc cr' est 
un sous-quotient de ker2 /ke ri dans (4.1.1) ;

-  vT E (M) d’après le lemme 4.7, car E (M) =  E(Mr ) et que Mr admet un cosocle 
irréductible ;

-  M  est une représentation spéciale : c’est une conséquence du lemme 4.3 car M  
est inclus dans /(cr, r)  © cr'.

Par le théorème 4.9, on obtient donc

Théorèm e 4.15. Dans le cas (a), il existe une famille de représentations supersingu
lières de G associées à D (p,r) qui sont non isomorphes et paramétrées par Fp.

Supposons maintenant que l’on est dans le cas (b). Soit D(p,r) un diagramme de 
Diamond associé à p. D’après le théorème 3.6 (iii), [BP], on a une décomposition de 
diagrammes

D (p ,r )  -  ®{=zQ{Doyi{p ),D l j ( p ) , r l )

où Di^(p) := ®i(er)=£DiitT(p) pour i — 0,1. Par le théorème 19.10 [BP], il existe pour 
chaque i  E  {0, • • • , /}  une représentation lisse admissible tc£ de G telle que

(a) SOC#7T̂  = ”ev(p) G” °ù £(a ) est défini par (3.1.1) ;

(b) (D 0,i(p), D i te{p), re) (7rf1, tt^1 , can) ;

(c) 7T£ est engendrée par D\^(p) en tant que G-représentation.

Fixons pour chaque t  E {0, • • • , /}  une représentation 7r£ comme ci-dessus, et posons 
7r =  ©J=07ï£. Le théorème suivant va répondre négativement à la question (Q3).

T héorèm e 4.16. Il existe une représentation lisse admissible ir' de G vérifiant les 
propriétés suivantes :
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(a ’) soc*V =  o7' ;

(b ’) (Do (p), D i (p), r ) ^  (7r/iCl, tt'71 , can) ;

(c’) 7r' est engendrée par D\(p) en tant que G-représentation ;

(d7) 7r' n’est pas semi-simple, en particulier, 7r' n ’est pas une somme directe ir' =  

®Î=o7ri aî;ec ^  des sous-représentations vérifiant (a)-(c).

C onstruction. On va modifier un peu la construction du n°4.1. D’après le théorème
9.8 de [BP], il existe une représentation fisse admissible il de G dont l’espace sous-jacent 
est une enveloppe injective :

f
H\k  — =  ^^Inj^(socj5f7T£),

cr"eT>{p) £=0

et il existe une injection G-équivaxiante t t  i l  qui induit pour tout i  G {0, • • • , /}  une 
injection

7ri ^  In j^ soc* :^ ).

Comme vr G Inj^cr C fi, le lemme 4.7 assure qu’il existe une sous-/-représentation E  
de i l  contenant

0  In j* (sock^ î ) + raà(M T) +  ü h  + (I • II(üt )),

mais ne contient pas vT. Soit Vxf une sous-J-représentation de Inj^cr' isomorphe à In jjx7 
telle que Vÿ = ¥pn(fat). En choisissant

-  d’une part, un endomorphisme (f) : i l  —* i l  qui se factorise par

fi —> H /E  —► Vxt —► iî,

-  d’autre part, une constante a G Fp telle que

(4-2.1) V + a ^ f } 1
AGF g ^ '

(a existe car le terme Y  ( ^  n)f<rf n ’est pas nul dans t t )  
agfç

on obtient donc une action de (p o) sur fî, i.e. on définit I I '• i l  —> i l  comme dans
(4.1.2). On en déduit alors une représentation lisse admissible i l ^ a  de G. Enfin, on 
définit TTfaa comme la sous-représentation de f e n g e n d r é e  par Di(p).

Montrons que la représentation tt' := tr^a satisfait les conditions demandées. Par 
construction, t t '  satisfait (a’), (b’), (c’). Pour vérifier la condition (d’), notons t t C t r' 

la sous-représentaiton engendrée par cr. Par le lemme 4.14 (ii) et par (4.2.1), 7r ^  admet 

cr' dans son socle. On en déduit que 7r' ne contient pas de sous-représentation qui a le 
même socle que tr ^ ) ,  ce qui permet de conclure. □

0o-"eü(p)a"

@  InjjfCr"
rrllcZ'n(n\

^ , + “E  ([î' ¿W /o
Xe¥q v  7
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R em arque 4.17. L’argument ne marche plus dans le cas (b) pour /  =  2 à cause du 
corollaire 2 .12. Pourtant, on peut construire des représentations non isomorphes de G 
associées à un diagramme D(p,r) fixé en utilisant l’argument au n°4.3.

4 .3  Le cas f  = 2

Supposons maintenant que /  =  2 et fixons p une représentation continue (irréduc
tible) Gai(Qp/F )  —► GL2(FP) telle que

„ \
p\mP/F) -  l Q ^p 2 (ro+1)+p3(ri+1) i

avec 1 < ro < p — 2 , 0 < r\ < p — 3. Alors l’ensemble des poids de Diamond est donné 
par :

0-1 := (r0,r i)

«72 := (ro — l ,p  — 2 — ri) 0  detp r̂i+1)

<73 := (p — 1 — ro,p — 3 — ri) <g> detT'0+p(ri+1)

0-4  : =  ( p  —  2  —  r o , r i  +  1 )  <g> d e t r o + p ^ ’_ 1 ^,

et la représentation Do(p) est (à torsion près)

A),ai (p) ■= cri —  Si —  ( p - 3 - r 0, p - l - r i )
©

A) ,*2{p) ■= CT2 — s 2 — (j> — r 0, ri — 1)
©

Av3(p) := a 3 —  5s —  (r0 —2, r i  +  2)
©

Do,c7t (p) ■= 0-4 —  S4 —  (r0 +  l , p - 4 - r i )

où
5 1 := (p — 2 — r0, r i — 1) ffi (r0 +  l ,p  — 2 — r x)

52 ■= (r0 -  2 ,r i)  © ( p - 1 - r 0, p - 1 - r i )

53 := (r0 - l , p - 4 - n )  © ( p - r 0, r i +  1)

Sa ~  ( p - 3 - r 0, p - 3 - r i ) © ( r 0,r i  +  3).

On vérifie que 5(ai) = cii+ 1 (avec la convention a5 := cri), i.e. af^ apparaît dans 
D 0 ,ai+1 {p) comme sous-quotient.

Notons Xi ■= Xo-i et X| := Xa,> et choisissons ime base {ei,e |^ ,l < i < 4} de

Di(p) := D0 (Py \  où ei (resp. ejŝ ) est un vecteur propre de H  de caractère Xi (resp.

x!)-
Fixons D(p, r) un diagramme associé à p et tt =  7r(p, r) une représentation supersin

gulière associée. Comme dans la section précédente, on va démontrer que D i(7r) contient

P\l(%/F) -  I 0  ^ (ro+i)+p3(ri+1) I
/  r0+l+p(n+l)
/ IÚ A
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une sous-I-représentation spéciale vérifiant la condition (S2). L’argument précédemment 
donné ne marche plus à cause du fait que /  =  2 (cf. lemme 2.7) : on a besoin de plus 
de préhminaires.

4.3.1 La rep résen ta tion  V\

Puisque .Doî£72 (p) contient une sous-AT-représentation isomorphe à l’extension

0 — ► 02 — * *  — ► 0 ^  — > 0

de type (+ 1 , 1 ), le lemme 2.10 montre qu’il contient une sous-J-représentation M \ iso
morphe à £ 0 (X2 ,XÎ). Posons

W! := Indfn(M x) S  In d f  U(E0(X2 , XÎ))-

Puisque le caractère x \ a ~p n ’est autre que X3 et puisque Ind^II(x 3 ) admet un sous- 
quotient isomorphe à cr4, la sous-représentation Wij£74 C W\ est bien définie (cf. le lemme 
2.11). On note Vi l’image de W \iCTa dans 7r. Le lemme suivant décrit la filtration par le 
K -socle de Vi.

L em m e 4.18. (i) On a sock Vi = g\ © 0-3 .

(ii) La filtration par le socle de V\ est la suivante (où Von pose 7o := 0 3  et t\ := cr^) :

Tq --- n  --- ••• --- Tro --- --- Ti --- Tq --- 0-4

cri-

Démonstration. Puisque le socle de V* (avec i G {0,1}), qui est isomorphe à a i © a 3 , 
apparaît dans s o c ^  avec multiplicité 1 , on voit que

soc# (Vi) C Vi D V2 .

Puis, comme r» ^ V(p) si i 7  ̂0, on déduit que, si l’on note i? C Vi la sous-représentation

Tq T \ • * • Tro • • • Ti,

Lem m e 4.19. Si V2 C 7r est une sous-K-représentation avec la même filtration par le 
K-socle que V\, alors radk(V i)  C Vi n V2 en tant que sous-espaces vectoriels de n.

Démonstration. C’est une conséquence du corollaire 2.12.

(iii) On a Ti ^ D(p) pout tout i ^  0 ; Vextension (a i ,a 4 ) est de type (+ 1 , 1 ) et 
(tî, 7 i+i) est de type (+ 1 , 0 ) pour tout 0  < i < tq — 1 .

Ti s i i  < r0
T2r0- i  si ro +  1 < i < 2r0
(74 si i — 2ro +  1.

De manière explicite, ( Vi /(T\)í —\
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alors

(4.3.1) dim ^Hom /^i?, 7r) = 1.

On a donc R  0  g\ C Vî fl
Considérons la sous-représentation R ' de Vî :

(4.3.2) 7-0 —  Ti —  • • • —  rro —  • • • —  ri —  r0.

Le même raisonnement montre que

dimppHomif(.R/,7r) =  2.

Soit (p : J?' —> t t un morphisme if-équivariant injectif : on a alors tq =  0-3 C Im<p. De 
plus, si en est un autre, alors il existe a G ¥p tel que (p\r = aup*\R (d’après (4.3.1)), 
donc ip — <upr induit un morphisme tq —► t t . Ceci montre que l’image de ip (supposé 
injectif) ne dépend pas du choix, ce qui permet de conclure. □

4.3.2 La rep résen ta tion  V2

On va construire un autre sous-espace vectoriel V2 de tt qui est if-stable et qui 
possède de la même filtration par le socle que V\.

Lem m e 4.20. t t \ k  contient une sous-représentation isomorphe à

<74 —  0 $  —  üj (p  -  2 — 7*0 , ri +  3) ® detr°+p^ “2̂ .

Démonstration. On vérifie que 03 contient une sous-i-représentation isomorphe à 
Eo(xs) (grâce à l’hypothèse ro < p — 2) et que Indj‘II(x3û r 1) admet le poids u  comme 
sous-quotient. Soit Wu la sous-if-représentation de lndflL(Eo(xs)) définie dans le co
rollaire 2.4. Il suffit alors de prendre l’image de Wu dans tt (en utilisant le lemme 2.7) 
pour conclure. □

On note Wu la K -représentation construite dans le lemme 4.20. Choisissons une base 
{v,w }  comme (2.1.2) pour Eo(x3) et définissons des vecteurs f k , F k { 0 < k < q -  1) 
dans ln d fll(E o (x3)) comme (2.1.3). Alors, vu comme sous-quotient de IndflI(15o(x3))î 
Wu; admet une base induite (lemme 2.7, [BP])

{
Jdo+pdv di > P ~  2 -  r x, ou di = p -  3 -  r i et d0 > p -  1 -  r0 ï

F d'0+Pd^ do < P - 2 - r 0 et d[ > p - 4 - r x J

où f k (resp. Fk) désigne l’image de f k (resp. Fk) dans Wu C t t .

Le vecteur vw := F p(p_3_ri) est un vecteur propre de H de caractère Xua ~p =  X4- 
Posons M 2 C tt la I -représentation engendrée par v^. Pour définir l’espace V2, nous 
avons besoin de connaître la structure de M2. On commence par le résultat suivant :
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Lemme 4.21. (i) M 2 admet une (unique) sous-I-représentation M2 isomorphe à 
Eo(xbr0).

(ii) La K-représentation (K  • II(M2)) C n engendrée par contient une sous-
K-représentation V2 dont la filtration par le socle est de la forme (4-3.2).

Démonstration, (i) La sous-représentation engendrée par / p_1+p(p_3_ri) est isomorphe 
à Eo(xi,ro).

(ii) Posons W2 := IndflL(M 2). Puisque

c o s o c i( M 2) =  X 4ol =  (p — ro, r \  -f 1) ® det^ro_1 +̂p^ _1^

et que I n d f 'I I ^ a )  admet <73 =  ro comme sous-quotient, il suffit de prendre pour 
l’image de W2 az C W2 dans 7r (lemme 2.7 et corollaire 2.12). □

On vérifie que / p(p_2_ri) == 64 et que l’image de F p(p- 4-n )  dans uj est fixée par I\ 
de caractère propre Xw (sous l’action de H). On note ew := Fp^ _ 4_ri) pour simplifier. 

Le sous-espace M % :=  Fpe4 © C M 2 est stable par I  et isomorphe à U (Ei(xl)),
i.e. à l’extension non triviale

0 —» X4 ~ * X 4 o ?  - ►  0.

Lemme 4.22. Si Q est un K-quotient de la représentation

Indf£a(xt) = Indf (fpn(e4) ® Fpn(ew))

tel que :
(a) sock Q  Ç  ©¿=1(7i ;

(b) Q  contient la K -représen ta tion  /(Æ (c4 ), cjj^) =  / ( c i , c j ^ ) ,  

alors Q  =  / ( c i , c j ^ )  (cf. §2.1).

Démonstration. Soit Q un K -quotient comme dans l’énoncé. Grâce à (b), l’image de 

Indf  x l  dans Q est exactement I(<ri,crj^) par la preuve du lemme 19.6, [BP]. On en 
déduit que, si l’on note r  le noyau du quotient

Indfxl -»

alors la surjection Indj-Ei (x|) -» Q se factorise à travers h id f E\ (%|) -» Indf'-.E'^xt)/r - 
Comme E\(x%) s’injecte dans /(cri, cjj^)|/, on obtient un if-morphisme Indj,£ii(x|) 
/(c, cj^) et donc

I n d f  E i ( x D / t  =  I ( c i ,  c ^ 1) 0  I n d f  X4a _ P - 

Mais, on vérifie facilement que In d ^ x la - *3 n ’admet aucun poids de Diamond comme 

sous-quotient, donc la condition (a) force que Q =  /(cri, o ^ ) .  □

Lemme 4.23. La K-représentation (K-IX{M2)) C ir contient une sous-K-représentation 
V2 qui a la même filtration par le socle que V\.

n (M¿) ,

I n d f x 4  / ( c r i ,  o -^ ) ,
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Démonstration. Posons

X:=EÎo [fUe<tf-n(M2)).
AgFç '  '

Alors X est un vecteur propre de H  de caractère propre et (if • X) est une if- 
représentation de cosocle <74.

Notons M 2 le quotient de M 2 par Mi1 © Ml^. On vérifie que M 2 est isomorphe à 
l’extension non-triviale

0 -+ x±a ~p * -> X4 -» 0 

dont l’espace sous-jacent coïncide avec l’image de ©Fp/ p(p_1_ri). Un calcul facile 

montre que l’image X  de X  dans (if  • Ü(M2)) est fixée par I \ (en utilisant le fait que 
le vecteur G M 2 est fixé par ( i+p)) et que (if • X) =  <74. On en déduit une suite 
exacte de if-représentations

0 (if • X) n (if • n(M^ © M%)) -> (if • X) (74 -+ 0,

et pour raisons de socle, on a

(if  • X) n (if • n(M  ̂© m£)> = (K • x) n (if  • n(Mj)) © (if • x) n (if • n(M£)>.

Le corollaire 2.12 implique que (if • X) n (if • Ü(M2)) est isomorphe à la représentation 
R f définie par (4.3.2). Comme (if  -I^M ^)) est un quotient de In d f E\ (xf) vérifiant (a) 

et (b) du lemme 4.22, on en déduit que (i f  • =  / ( o i , ^ ) ,  et donc que

(4.3.3) (if • X) H (if • n(Àf£)) Ç cr 1

puisque Ext# (04, crj^) =  0.
Le lemme se déduit de ce qui précède en posant V2 = (if • X) si (4.3.3) est une 

égalité et V2 =  (if • X) © a\ sinon. □

4.3.3 Conclusion

Rappelons que l’on a défini deux sous-espaces M\ et M 2 de 7r. Posons M  := M\ +  
M 2 +jDi(p), alors les définitions des M{ et le lemme 4.3 impliquent que M  est spéciale. 
Considérons le diagramme (4.1.1) pour M  : on voit que ker2 /k e ri contient a3 comme 
sous-quotient. Soit v\ G M \ un vecteur propre non nul de H de caractère X3- Alors on 
vérifie que v\ satisfait à la condition (S3). D’après le théorème 4.9, on obtient donc une 
famille de représentations supersingulières 7ra (a G ¥p) de G non-isomorphes telles que
SO C#7Ta  =  ®i=1<7i et

(Do(p),Di(p),r) (TrfSTT^can).

De plus, on a

T héorèm e 4.24. H existe une représentation n =  7r(p, r) associée à D(p:r) telle que 
ttKi D A>(p)- En fait, 7r contient Vextension non triviale

0 —► ¿73 -4 * —> 0*4 —» 0.

U(Mz)) ® (K -X )n (K -  n{M%)).

FpUu, © Fp/p(p-i-ri)- Un calcul facile

( ^  i+p)) Que (K • X) = <7 4 . On en déduit une suite

n(M^)) est un quotient 
i que {K • n (M$)} = I(t

K )n (K - n(M$)) c ai
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Démonstration. Soit tt une représentation quelconque associée à D(p, r). Supposons que 
7r ne contient pas J  (<73, 0-4). On va construire une autre représentation supersingulière 
de G vérifiant la condition demandée.

Par la preuve du lemme 4.19, il existe F\ G V\ et F2 G V2 des vecteurs propres de
7i de caractère X3 qui engendrent l’espace sous-jacent de R f. De plus, on peut supposer 
Fi — F2 G Fpe3 dans 7r.

Soit maintenant 7r fi une injection G-équivaxiante avec fi G S. En choisissant

-  un endomorphisme de fi qui se factorise par

f i -> f i /E (M )-» fi, Uii-»n(4*])

où £(M ) est défini dans la condition (S3) relatif à v\ G M\

-  une constante a G Fp telle que

(4.3.4) F1 - F 2 + a J£  j )  n(e's]) +  0,
A e F q '  '

on obtient une représentation (fi, 11^) de G, puis une sous-représentation supersin
gulière 7Tfaa qui est engendrée par Di(p). Par (4.3.4), la sous-if-représentation (K  • 
IL^a(M)) C 7Tfaa contient l’extension

0 —> (J3 —> * —>■ (74 —> 0.

□
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