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EXTRAIT
DE SIX MEMOIRES PUBLIES DANS LE JOURNAL DE MATHEMATIOUES DE BORCHARDT;

TN
Par M. R. LIPSCHITZ. / \

(Analyse rédigée par I’Auteur.)

1I.

Suite des recherches sur les fonctions entiéres homogénes

de n d{ﬁ'érentielles (*).

Pour I'étude de la classe de formes a laquelle appartient une-
forme donnée f(dx), du p'*™¢ degré, il est bon de combiner avec la
conception du type normal ¢ (du), défini par I'équation (20), I(?),
les considérations introduites dans le calcul des variations par Ha-

(") Journal de Borchardt, t.72, p. 1-56.
(*) C’est-a-dire I’équation (20) du Mémoire 1.
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milton dans le travail déja cité, et par Jacobi dans son Mémoire :
Ueber die Reduction der Integration der particllen Differen-
tialgleichung erster Ordnung, etc. (Journal de Crelle, t. 17,
p- 97-162), et dans une série de travaux postérieurs. Partons du
probléme de la variation de l'intégrale (9), I,

t
0= f fia')dt,
tﬂ

et supposons le systéme d’équations différentielles (11), I, intégré
de la maniére indiquée ci-dessus. La valeur de l'intégrale ©, con-
sidérée comme fonction des éléments x{), x{), ¢, donnera pour sa
variation compléte )

JACHIP AR
() 90 =—(p—nfwie+ Y L o wom Y L 052
P a
Les valeurs d’intégration sont des fonctions des seuls élé-
ments £ et des variables normales

(t— to) r(0) — Usp,

introduites par la formule (18), I. Nous admettrons maintenant que
le déterminant fonctionnel

(2) e

dus

ne s'annule pas, et que les x, sont des fonctions des u;, indépen-
dantes entre elles. Le déterminant (2) prend pour valeur I'unité,
toutes les fois que 'on a les équations x, = x{, et I'hypothése en
question peut étre satisfaite lorsque, dans la wariété du premier
ordre, déterminée par I'intégration de (11), I, on ne fait pas varier
le systéme de valeurs x, au dela d’une certaine limite a partir du
systéme initial x{). On peut alors, réciproquement, considérer les
quanlités u;, comme des fonctions des éléments x{) et x, (!). Les

(*) Relativement aux conditions qui doivent &tre satisfaites ici, »oir le Memoire in-
titulé : Beitriige zur Theorie der Umhkehrung eines Functionensystems (Nachrichten
der K. Ges. d. Wiss. zu Gottingen, année 1870, 12 nov.; publié en italien dans les
Annali di Matematica, 2° série, t. 1V, fasc. 1II, p. 231-259). Les considérations éta-
blies dans ce Mémoire sur les wariétés des differents ordres ne se rapportent pas,
comme on le fait observer dans V'art. 3, & une forme de n différentielles, et se distin-
guent par la, dés le principe, de celles dont il est actuellement question.
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combinaisons
(3) (t—t)xy = v,

qui satisfont aux équations

* __dxb 0.%‘5
(3%) "“_57."‘+"'+0u,,u"’

sont des fonctions des mémes quantités. De (13), I, résulte 1é-
quation

(4) Sflo) = fi(w),

et cette fonction dépend, en vertu de I’équation (8%*), I,

R= ’\I/Pf o(u),
de l'intégrale R, définie par (8),I. En multipliant actuellement
I'équation (8) par le facteur (¢ — ¢,)?~*, on'obtient I'expression sui-
vante de la différentielle exacte de la fonction f(v) = fi(u) qui dé-
pend des éléments x, et x¥,

5 0= afila) =Y LD an ¥ A 550,

a a

Appelons maintenant Iattention sur le type normal ¢ (du), et en
particulier sur la différence

(6) o (du) —f,(du). TN

En supposant qu'une forme g(dy) appartient a la méme classe
que la forme f(dx), on a établi précédemment les équations (16), I,

:z.—i—...—!-c“’) Za,y

U= c*

et (23%), I,
o(du) — fi(du) = y(dz) — g(dz).

De ces équations il résulte que, sil’on développe la différence (6)
suivant les puissances positives des variables normales u,, et la
différence x (dz) — g,(dz) suivant les puissances positives des va-
riables normales z;, les sommes des termes du ¢**™° ordre dans les
deux développements donneront respectivement les équations

(7) lo(du)— fi(du))g= [x(dz)— g(d2z)],.
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On ~oit facilement que la différence (6) s’annule, lorsqu’on y
remplace chaque différentielle du, par le u; correspondant. Or I’ap-
plication de I’équation (5) conduit a ce théoréme, que chacune des
n dérivées partielles de la différence (6), par rapport aux diffé-
rentielles du,, sannule pareillement, lorsqu’on remplace dans
cette dérivée chaque différentielle du, par le w, correspondant.
La méme chose a lieu pour I’expression

(8) So(du) — [d¥f(du)]?,
et par suite aussi pour I’expression
(9) o (du) — [d{fi(u) ]’

Le quotient des deux déterminants relatifs aux formes ¢(du) et
(du)
Juldu, 9o(du)
ddu,,ddu;
9'fo(du)
d0du,0duy

lorsqu’on y remplace chaque différentielle du, par le u, correspon-
dant, se change dans l'expression

0’ f(v) 0%,
00, vy duy

9*fi(u)
du,oug

(10)

’

2

(11)

laquelle peut étre regardée comme une fonction des éléments x, et
). De 'équation (5) résulte cette proposition : que cette fonction
n’est pas altérée, lorsqu’on y échange tous les x, avec les x§) cor-
respondants.

Nous omettrons ici, pour abréger, une représentation normale de
la seconde variation de l'intégrale ®, qui est fondée sur la suppo-
sition énoncée tout & I'heure, que les quantités x, sont des fonc-
tions indépendantes entre elles des quantités u;, et que nous avons
fait connaitre dans notre Mémoire.

Nous allons maintenant supposer que le degré p est = 2 soit,

comme dans (29), I, ‘

2f(d2) =Y tosdaedan, A =],
a,b
Bull. des Sciences mathém. et astron., t. IV. (Mars 1873.) 10
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Pour le type normal correspondant ¢ (du) prenons les notations
(12) 2¢(du) ::—2 Pasduadus, 1 =|pasl|.
a,b

Désignons, de plus, par r la valeur de l'intégrale R tirée de (8), I,
et par % la constante f; (x'(?)), de sorte que I'on ait

(13) r=\yafyi(u) = V2 h(t—1t).
En outre, par la supposition de p = 2, 'expression (10) devient
égale a 'expression (11), et peut, en posant A, = | al’}|, étre repré-
sentée par la formule
(10%) n,

4,

Comme précédemment, la substitution x, = x{’ dans ces expres-
sions est indiquée par ’addition du signe (%,

Soit d’abord le nombre 7 = 2, et supposons que la forme quadra-
tique 2 f(dx) désigne, comme dans (29*), I, le carré de I’élément
linéaire pour une surface. Pour appliquer la propriété générale en
question des différences (6), (8), (9), remarquons que, lorsque les
dérivées d'une forme quadratique des deux différentielles du,, du,,
prises par rapport a ces différentielles, s’évanouissent dés que I'on
remplace du, par u,, du, par u,, la forme doit étre égale au pro-
duit d’une quantité finie par I'expression (u; dus — usdu,)?. On a,
par suite, I'équation N\

(14)  4f(w)fi(du) = [dVfi(u]]" = A(udus — mdu.}.
De plus, le quotient

o (du) — [dVFT@ )
fi(du) — [dVfi(u)]’

doit étre égal A une grandeur finie, et si I'on désigne celle-ci par

m? . . ’ . .
———» il en résulte I'équation
2fo(u)

(15) eo(du)—wmr:;f?(;—)%mdw—[ds/f?f‘“( D1

D’aprés les développements donnés plus haut, la quantité

r = \/2f;(u) mesure la longueur de la ligne la plus courte tracée
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sur la surface, du point (x{, x{?) au point (x,, x,). Pour'angle ¥,
que fait 'élément initial de cette ligne avec I’élément dx,, on ales
équations

VA, . u,
allu, + au,

VA, (u, du, — u,du,)
2fi(w) ’

et, partant, I'équation (15) se change dans 1'équation

(16) tang® = y dd =

(17) 29 (du) = dr*+ m*d d?,

établie par Gauss dans le Mémoire cité, art. 19. Pour le quo-
tient (10*) on a en méme temps I’expression

I m?
(18) A_.,:_—_—zﬁ(u)’

. T !
et la proposition qui a lieu pour le quotient X7 quesa valeur n’est
0

pas altérée par I'échange mutuel de x, avec x, se change dans le
théoréme que M. Christoffel a donné, relativement a I’expression
;jzz_(zzf)’ dans sa Theorie générale des triangles géodésiques (*),
art. 9.

Dans les formes quadratiques f{dx) d'un nombre quelconque de
différentielles, la forme quadrilinéaire ¥ (d'x, d'x, dx, dx) va
étre maintenant considérée d’'un nouveau point de vue. Admettons
que les variables x, parcourent la variété du premier ordre, déter-
minée par I'intégration du systéme (11), I, et que les différentielles
dx, et dx, prennent les valeurs correspondant a ce mode de va-
riation, (t —1t,)x, = v, et (t —t,)x; = v,, lesquelles sont,
comme on I'a vu, fonctions des seuls systémes x{ et x,. Les diffé-
rentielles 0* x; et dx;, ont été supposées, dans notre Mémoire, indé-
pendantes les unes des autres; mais attendu que, dans les deux ap-
plications dont il s’agit, la généralité ne perd rien a ce que I'on
remplace le signe 0! par le signe 9, nous introduirons cette simpli-
fication dans ce qui va suivre. Si 'on désigne par

E(d'u, é'u, du, du)

(') 4bhandlungen der Berliner Akademie vom Jahre 1868, Voir Bulletin, t. 1, p.169.
10.
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la forme quadrilinéaire dans laquelle se change
V(d'z, d'x, dz, ox)
par l'introduction des variables normales u,, on aura, en vertu des
relations (3¥), I'équation
(19) (t—t,)¥(x',ox, 2, 0x) = E(u, Su, u, Su).
La propriété fondamentale de la différence ¢(du) — f;(du), éta-

blie ci-dessus, donne maintenant, pour I'expression du second
membre, la formule

dips dps,
YT R
(20) i (t— 1) Q Pe.a dpei dpas
- Ei ai 71:‘] Sus Sutss
c,d -

ou l'on a fait

ol

= Pa,b'
dpa,b

Imaginons maintenant que la fonction Z (u, du, u, du) soit déve-
loppée suivant les puissances positives des quantités u,, comme cela
a eu lieu ci-dessus pour la différence ¢ (du) — f, (du). Pour la com-
paraison, on prend actuellement, au lieu de cette différence, la dif-
férence ¢ (0u) — fo(du). On reconnait alors que, dans les deux dé-
veloppements, le terme d’ordre zéro et 'ensemble des termes du
premier ordre s’évanouissent, et que, pour I’ensemble des termes du
second ordre, on a

(21) [o(0u) — fi(du)], = ]Lz [E(u, ou, u, 6u))a.
Soit ¥, (d'x, d*x,dx,dx) ce que devient la forme
Y(d'z, o'z, dx, ox)
par la substitution x, = x\); de (19) on tire I’équation
Wo(u, du, u, du) = [E(u, du, u, ou)l,

et par suite, en vertu de (21), I’équation
(22) [9(0u)— fi(ou)]. = —2 W, (u, ou, u,ou).

Cette équation caractérise la dépendance entre le type normal

¢(0u) et la forme ¥, (u, du, u, du). :
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Dans le cas d’'une forme quadratique de deux différentielles,
Péquation (32), I, exprime la relation qui existe entre la forme
¥ (dix,d'x, dx, dx) et la mesure de courbure k de Gauss. Soit
ko ce que devient k& par la substitution x, = x¥’, et supposons de
plus que, en appliquant cette substitution, d'x, = dx, soit rem-
placé par u,, 0'x, = dx, par Ju,, et qu'ensuite on fasse usage de
Péquation (14); il en résultera, pour I'expression dé la mesure de
courbure &, de la surface considérée, au point (x{, x{),

— 3 Wi(u, du, u, Su)
(23) = o) _.
fi(u)) fodu) — [8fi () |’

Si, conformément aux notations introduites, on rapporte cette
équation & une forme quadratique f(dx) d’autant de différentielles
que l'on voudra, elle contiendra la représentation explicite d'une
quantité que Riemann (') a introduite dans la théorie des formes
quadratiques de 7 différentielles. Dans le langage de Riemann, k,
est la mesure de courbure de la variété du n* ordre dont [’élé-
ment linéaire est mesuré par Uexpression \|2f(dx), pour le sys-
téeme de valeurs ou le point x{). En vertu de I'équation (22), on
obtient pour k, cette seconde représentation :

(23*) o= 3 __[20(0u)—2f(0u)]
4 fu(u) L fulSu) — [8\fulu)]'}

qui coincide avec la définition en question de Riemann.

La quantité k, est la mesure de courbure de Gauss pour la
vAriéTE du second ordre que l'on obtient en égalant & zéron— 2
Sfonctions linéaires homogénes, indépendantes entre elles, des
quantités u,, par rapport au point ol toutes les quantités u, s'an-
nulent, le carré de U'élément linéaire y étant représenté par la
forme

29 (0u) =2 f(ox).
La wariété du second ordre en question peut aussi étre caractéri-
sée en disant qu’elle renferme en elle deux wvariétés du premier
ordre qui partent du systéme de valeurs u, = o ou x, = x{’, et ou
I'élément initial est déterminé pour 'une par les rapports des quan-
tités u, et pour 'autre par les rapports des quantités du,. Pour re-

(') Loc.cit., 11, § 2.



150 BULLETIN DES SCIENCES

présenter la mesure de courbure relative au systéme de valeurs x,
et & deux wariétés du premier ordre, dont les éléments initiaux

soient déterminés par les quantités dx, et dx,, introduisons la se-
conde forme quadrilinéaire

(24) F(d'z, &, dz, oz) —2 [ dgéib)(d‘x.a'xb— 8 zad' i)

nous obtiendrons, pour la mesure de courbure, I'expression

- — 1W¥(dzx, oz, dx, ox)
(237) F(dz, oz, dz, oz)

Parmi les formes quadratiques de plus de deux différentielles,
celles-1a doivent étre distinguées pour lesquelles le quotient

mul LLAATIN

~[aVf ()]
est égal 4 une quantité finie, tandis que ce méme quotient, comme
nous Yavons vu, dans le cas de formes quadratiques de deux diffé-
rentielles, est nécessairement égal i une quantité finie. Nous con-
sidérerons toutes les formes quadratiques qui jouissent de cette pro-
priété comme composant ensemble un genre de formes; et, en

. s . m?
désignant, comme plus haut, la quantité finie par ———» nous
Jo

caractériserons ce genre par l’équation, équivalente a (15),

(25) — [ayfilu)]'= §fo du) — [dyfs ()]},

| p :
Dans ce genre de formes, le quotient - représenté par (10*), pren-

A,

dra la forme simple

I[ m? n—-1
(20) o Ev ol B

Si les variables u, convergent vers zéro, ou, ce qui est la méme
chose, si t — t, tend vers zéro, on aura

Va2 fi(u) Va2h(t—t,)

De plus, de (25) on déduit, pour le quotient des deux formes qua-
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drilinéaires ¥ (d*x, 0'x, dx, 0x) et F(d'x, 3*x, dx, dx), en rem-
placant de nouveau d'x, = dx, par (t— t,)x,, et faisant 0'x,==0ux;,
Péquation
V(2 oz, o/, dx) 1 d'm .

F(2', oz, 2’y 0x) ~ m 2hdt?

En vertu de I'équation (13), la différentielle /2% dt coincide avec
la différentielle dr. Pour une forme quadratique de deux différen-
tielles, le premier membre de (28) devient égal a la mesure de

courbure de Gauss k, prise négativement ; I'équation (28) se change
alors dans I’équation

(28)

_p=ldm

m dr
et Iéquation (27) dans ce théoréme, que, pour un r décroissant
dm
dr
P'unité. Ces diverses propositions ont été indiquées par Gauss,
loc. cit., art. 19.

Le théoréme énoncé dans I’équation (28) admet maintenant la
réciproque suivante : Ztant donnée une forme f(dx), et le sys-
téme correspondant d’équations différentielles (11), 1, étant préa-
lablement intégré, si le quotient des deux formes correspondantes

1¥(«', oz, 2/, ox)
F(x', ox, ', ox)

(29)

indéfiniment, la quantité m tend vers zéro, et le quotient —— vers

est égal & une quantité — k, indépendante des différentielles dx,,
et si la liaison d’une fonction m avec les systémes de quantités x.)
et x, est déterminée par les conditions

]in’l\/—_’;(tl_;—)-:l’ pour {—¢=o,
_ 1 d'm
~m 2hd’

alors le type normal ¢(du) de la forme f(dx) est représenté par
la formule (25). La démonstration de cette proposition repose sur
ce que le sysiéme d’équations différentielles (33), I,

dt  1\\9f(z),
Eaa,bm—-i-;bx oz, &e=o,

b
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dans les hypothéses actuelles, est intégré complétement par les
n systémes d’expressions

_ Vafi(u) 9z Wz.f;.(u)[ Vafi(u)| _dzs
(30) &= m du1+ du; T . \/Edl,

et que de cette intégration on conclut directement la vérification
de I’équation (25).

Ici 'on peut ajouter a notre Mémoire une remarque, qui se rat-
tache al’équation (28), déduite de 'hypothése (25). On suppose,
en ce moment, que les quantités (¢t — t,) &), = v,, qui dépendent
des éléments x{? et x,, sont des fonctions indépendantes entre
elles des éléments x{), en sorte que les x{), de leur c6té, peuvent
étre exprimés au moyen des éléments x, et (t — &) X, = v,. Si
alors le quotient

1V(2, oz, 2/, Ox)
F(«', 0z, 2', 0x)

. . ., 1 dm e 1
est égal a la quantité ~ shdp O —k, indépendante de dx;, et que

Pon regarde cette quantité comme une fonction des éléments x, et
(t— t,) x',= va, alors 'équation (28) devra étre une identité, parce
que des relations entre les quantités x, et v,, en vertu de I'hypo-
thése admise, sont impossibles. Comme, de plus, le quotient en
question ne peut pas changer, lorsqu’on échange entre eux respec-
tivement les rapports des quantités (¢ — ¢,)x, = v, et les rapports
des quantités 0x;, ce quotient doit étre identiquement égal & une

fonction des seules quantités x,. Or, dés qu’il en est ainsi, on a
aussi 'équation identique

3 ¥(d'z, o'z, dz, 0x)
(31) F(d'z, oz, d, 02) —

k,

et, dans I'hypothése énoncée, on a ce théoréme : La représentation
du type normal ¢ (du) par l'équation (25) entraine comme con-
séquence U’ équation (31), et réciproquement.

L’expression (23**) nous fait voir que, dans ’hypothése énon-
cée, pour le genre de formes qu’elle caractérise, la mesure de cour-
bure de Riemann est représentée par la quantité k, indépendante

des différentielles 0x;, et ne contenant que le systéme de va-
leurs x,.
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On doit pouvoir tirer, aussi bien de la forme ¥(d'x, d'z, dx, dx)
que de la forme F(d'x, &'x, dx, dx), un invariant de la forme
f(dx), en y remplagant chaque expression

(d'xe0'wy— 0w d' 2y (dcy Saci— Oy ds)

1 0’A
A daa,g dab,;,
résulte 'invariant que nous désignerons par

(32) ¥;

par P'expression correspondante - Dela premiére forme

de la seconde résulte le nombre Zl—(—’;———'—) Par le procédé indiqué

découle donc, de I'équation (31), I'équation

1 n(n—r)
(31%) \ “;‘-P:‘—z‘~’f,
par laquelle I'invariant k est ramené a I'invariant §.

Riemann répond, a la question de savoir dans quel cas une forme
quadratique essentiellement positive f(dx) peut étre changée en
une somme de carrés de différentielles exactes, que la mesure de
courbure correspondante, représentée par (23**), doit s évanouir
en chaque point. Cette question, dans le cas d’'une forme essentiel-
lement positive f(x), coincide avec la question, que nous avons
éclaircie a I'occasion du Mémoire I, de savoir dans quel cas f(dx)
peut étre transformée en une forme a coefficients constants. En
outre, Riemann s’occupe principalement des formes pour les-
quelles la mesure de courbure est partout constante. D’aprés le
témoignage des lettres 4 Schumacher que nous avons citées, Gauss
a été aussi conduit 4 ces formes, ainsi que Helmholtz, comme il le
déclare dans son travail : Ueber die Thatsachen, die der Geo-
metrie zum Grunde liegen ('). A ces formes se rapportent encore
les travaux de M. Beltrami : Zeoria fondamentale degli spazii
di curvatura costante (*), et: Saggio di interpretazione della
Geometria non-euclidea (*), o il y a des renseignements relative-
ment aux recherches analogues de J. Bolyai et de Lobatchefsky.

(') Nachrichten der K. Ges. der Wiss. zu Gottingen, 1868, 3. Juni.
(*) Arnali di Matematica, serie 11, t. II, fasc. IIl.
(*) Giornale di Matematiche, pubbl. per G. Battaglini, vol. VI.
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Les formes de cette nature et de n différentielles dy, peuvent se
déduire d’une forme I"(dy) a coefficients constants et de n + 1 dit-
férentielles dy,, ou a =1, 2, 3,..., n+1, en éliminant la va-
riable y,,, au moyen de I'équation

(33) 2aT(y) =1,

ou & désigne une constante. Si I'on pose maintenant, pour la forme
résultante
8(dy),

ce probléme, que la premiére variation de l'intégrale | \/2g (dy)

s’évanouisse, le systéme d’équations différentielles correspon-
dant (11), I, pourra s’intégrer facilement, et le type normal y (dz),
relatif a la forme g (dy), aura pour expression

(34) %(ds)=[dVg.(2)]'+ s‘“;ai“"“ ! gu(dz) — [aVg (=)'}
Aussitot donc qu'une forme f(dx) pourra, par une substitution
quelconque, étre transformée dans la forme spéciale actuelle g (dy),
le type normal ¢(du) relatif a cette forme sera 'exprimé par une
équation, qui se déduira de I'équation (25) par la substitution

_sin 3o fila),
(33) S SN

Ainsi la forme en question f(dx) appartiendra au genre de
formes caractérisé par I'équation (25). Lorsque la valeur de « ten-
dra vers zéro, la forme spéciale g(dy) se changera en une forme a
coefficients constants, et I’équation (25), par la substitution

(36) m=\2fi(u),

se transformera dans I'équation (26), I, qui est caractéristique pour
les formes transformables en formes a coefficients constants.
L’équation (35) entrainant avec elle I'équation
1 d'm

(37) mahde @

toute forme f (x), transformable dans la forme spéciale g (d_yj, dé-
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finie plus haut, satisfera donc, en vertu de (28), & la relation

V(2 ox, &', 0x)
F(«', oz, &', 0x)

(38) —a.

On est donc en droit de dire que la méthode exposée conduit a
une forme f(dx), pour laquelle la mesure de courbure de Rie-
mann, relativement & tout systéme de valeurs x,, est égale &
une constante, savoir, & la constante «. En outre, les développe-
ments que nous avons donnés autorisent a énoncer le théoréme
suivant, au moyen duquel, sans supposer l'intégration d'un sys-
eme d’équations différentielles, on peut décider si une forme don-
née f(dx) est, ou non, une forme ou la mesure de courbure de
Riemann « est constante, et qui, pour « = 0, se change dans le
théoréme final du Mémoire 1: L'expression du type normal ¢(du)
d’une forme donnée f(dx) se tire de I’ équation (25) par la sub-
stitution (35), dans le cas, et seulement dans le cas oi le quotient
des deux formes quadrilinéaires correspondantes

1¥(d' z, o'z, dx, ox)
F(d'z, 'z, dz, ox)

est égal a la constante — a.

Jacobi, dans un Mémoire Sur une solution particuliére de
Uéquation différentielle de Laplace (), a fait remarquer que
Pexpression transformée du carré de I'élément linéaire dans 'es-
pace dx?+ dx? + dx} suffit seule pour obtenir la transformation
de I'équation différentielle de Laplace,

Pw  Pw  w

ox? + ox} + ox? =9

Cette pensée a été développée par M. Beltrami dans un travail
Sulla teorica generale dei parametri differenziali (*). Une forme
quadratique f(dx) de n différentielles, en désignant par w une
fonction des 7 variables x,, a pour covariants les algorithmes sui-

(*) Journal de Crelle, t. 36, p. 113 et suiv.
(*) Mem. dell’ Acead. delle Scienze dell’ Istituto di Bologna, 1869.
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vants : Le premier paramétre différentiel de la fonction w,

A,, s Ow Ow
0%, dwb

U’ élément d’intégrale n-uple
VAdz,dz,. . .dz,;

Uintégrale n-uple

fA, (w)/Adz, dz,...dz,,

et le second paramétre différentiel de la fonction w, '
-
(8700
A7 (W) == A E —-—'—‘a‘;;—"— )
a,b

dont I'évanouissement constitue la condition pour que la premiére
variation de l'intégrale précédente soit égale a zéro. Pour la forme

fldx) = ;de;, on a

__E <dw A(w) = d_'i_v
0w, (w)= ow?’

et, par suite, A, (w) = o est 'équation différentielle de Laplace,
étendue a n variables. Les plus importantes des propriétés connues

de I'équation E gzT = O reposent sur ce qu’il existe, pour cette

équation, une intégrale, fonction de la seule quantité

. Va2 fi(u)= am 25)-
o/ Do)

Il parait intéressant de rechercher quelles conditions doit remplir
une forme f(dx) pour que I’équation aux différentielles partielles

corrrespondante
Az ( W) =0

ait une intégrale qui soit fonction de la seule expression correspon-

dante /2 f; (u) = r. La condition nécessaire et suffisante pour cela’
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consiste en ce que I'expression

—in0 oI
1 E du. Ug,

ou II désigne, d’aprés (12), le déterminant relatif au type normal
¢(du), soit fonction de la seule quantité r. Cette condition étant
remplie, on obtient I’expression de la fonction cherchée w au moyen
de la formule

dlog -l;—:—} :——2 -IO—{%&%L"——‘) u,dlogr.

a

Dés que la forme f(dx) appartient au genre de formes caractérisé
par I'équation (25), I’équation précédente se simplifie a 'aide dela
relation suivante, qui est une conséquence de (26),

1 1
H? pr—t — A? mr—t,

Si, de plus, m est une fonction de r seulement, il vient
w= const.fm*("—ﬁdr.

Cette condition est remplie par les formes pour lesquelles la me-
sure de courbure de Riemann a la valeur constante «, et la valeur
de m est exprimée par I'équation (35). On a donc, dans le cas de
ces formes, pour I'équation aux différentielles partielles A, (w) =o,

Pintégrale
s T ()
W:f[———#—-sm 2\;:“’”] dy\af(du),
o

laquelle, pour « convergeant vers zéro et pour n = 3, se change

— 1

Vafolu)

dans la fonction potentielle

(A suivre.)



